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Il est possible· de construire directement le corps associé à 

un module M co-irréd~ctible sans passer par l'enveloppe injective 

E(M) ; deux méthodes sont esquissées dans Lî] , poge 373 : la 

méthode des endomorphismes partiels,, et la méthode qui utilise des 

couples particuliers d'éléments de !fi • 

Je développe· ici la deuxième méthode 7 en éclairant cependant les 

calculs par l'introduction d'homomorphismes. Je donne pour terminer 

deux propriétés relatives au cas particulier d'un anneau co-irré­

ductible. 
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1°) Module co-irréductiblc. 

A étant un. anneau (quelconque) et M un A-module à gauche 
( non nul), M est appelé co-irréductible si 1 1 intersection de deux 
sous-modules non nuls de M est un sous-module non nul. Cette 
condition revient à la- condition des multiples communs 
deux éléments non nuls de M ont toujours un multiple commun non 
nul, 

( 1 ) 3 as 

a , a ' E. A ou Z ) 

Si A n'a pas-d'élément unité, ou si M n'est pas unitair0, 
a et a' peuvent être des éléments de Z; si le module est 
unitaire, a et a' peuvent tou~ours être pris dans A. Pour 
simplifier l'écriture, nou·s omett:;r-ons dans la sùite de mentionner Z • 

Exemple: anneau régulier à gauche de Ore. 

2°) Relation d' égui valence <sl. • 

Soit E l'ensemble des coup1.es (~,?) d 1 é_léments de M 
tels qué ·: 

(2) 

( Nous désignons par O •. ~ = Ahn 1; l'idéal à gauche de A 
formé par les éléments a tels que a~ = 0). 

Nous considérons la re~ation <s1.. définie dans E par: 

tels que = a' 1; t -# 0 

= a' ? , • 

..:\.fin d'éclairer les démonstrations qui sui vent, il est commode 
de donner une intorprétation .de Sl. au moyen·d 1homomorphismes • 

• . . I . .. 
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Si (s,7) E E, l'application h: a t---> 
(2) , un homomorphisme du A-module non nul 

A i . Nous ·l'appellerons h(t,7) • 

a 7 
As 

est, en vertu de 
sur le A-module 

La relation <.S1.. signifie que les homomor]2hismes h($,1z) et 
~.'...z.2-') co=ïncident en un point non nul f..t.. = as du module 

1 

A~ ,f\ A~ 1 • 

Propriété 1. <s,,. est une relat_ion d 1 éguivalence. 

'Si.. est réflexive et symétrique. Montrons qu'elle est transitive. 
Supposons, en effet, en plus de (3) 

ou 
\r-' =b1'' = 

l b ~ f = 

b, s 11 t 0 

br ~" 

Prenons, d'après la condition (1), un point non nul commun à Ar-­

et - A p:-' , soit 

On en déduit 

(4) u a~ = v bls" /; 0 • 

et, puisque (î' , ~' ) ·C E , 

u a 1 "e 1 = v b 1:' · ) u a'· 7' = v -b ?' = ~ 1 

(Le poiht ~-' e.st l'image de 1r par l'homomorphisme h(t' , ~' ) ) 

... / ... 
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d'où: 

(5) ua 1 =vb' 7 11 

(Le point it' est aussi l'image de o par h(s,~) et 

h (f Il , ~" ) ) • 

Les relations (4) et (5) expriment 

11emaroue. Si 1 1 on a (~;?) 5l. (s 1 
, ry 1 

) ' la relation C ~ = C I s 1 

n'entraîne pas nécessairement c? = c' 71 , contrairement à ce 
qui se passe dans des cas analogues (anneaux de fractions par rapport 

à une partie multiplicative d'éléments réguliers vérifiant la condi­

tion C [?.] ; anneau régulier à gau.che de Ore~ Cela signifie que, si 
\ 

les homomorphismes h(î, f[) et h(~ 1 , ~
1

) coïncident au point 

)l I= 0 de A~ r.. A ~ 1 
1 ils ne coïncident pas nécessairement sur 

A~ () A -g ' ; par contre, ils coïncident sur le sous-module A r- . 
ProQ,_riété 2. Si l_'f z !]) e. E et si · a 'f i 0 on a: 

(Le signe rv est le signe d'équivalence modulo ~ • 

La propri~té est imrnédia te ·; notons s·eulement que (a~ , a 1 ) E E) • 

Propriété 3. On, a (~. oJ rv (1:' • 0) quels gue soient t: et $[ ' 
( ' , non nuls 2 et la; classe commune de c·es elements est celle des couples 

pour'. lesquels 
1 

0 •• 7 , c'est à dire pour 

lcsgu~ls h(~ 1 ~) n'est pas injectif. 

En effet, (î,~) rv (s' ,O) équivaut à : il existe a et a' 

tels que a~ = a' 1; 1 I= O , a 7 = 0 On a bien a € 0 •. r; 
et a <f-0 •• s t • Réctproquement, si a 1'.' ·-.j: 0 et a ~ = 0 , 

avec (~,7)(-: J3:, ona: (r-,~)ru(1;',0). Ce point a~ est 

d'ailleurs un élément non nul du noyau de h(~, 17) , ce qui démontre 

la dernièrJ partie de la propriété. . .. / ... 



Définition. 

L:.1 clc .. sse obtenue à la propriété 3 s I appelle 10, classe nulle 

elle sera encore notée O . 

Propriété 4. """0_i1_0, _ _.,,,_(:[""""'"L! . ....,,..2 _rv_.,_( .... 7 ...... • ~.,_,_) _Ç[..._U..§lS aue soient s , 7 -/= 0 . 

(La classe correspondante est la classe unité, notée 1 ). 

3°) l\Iultiplicat.:j_on dans K =_41/_~, . 

Désignons par ~ \ 11 la classe de (1', 17) • Nous allons 

définir le produit ( ~ \ 7 ) . (~' \ ~ 1 
) • 

L'homomorphisme h('s 1 ry) tro.nsf orme A 5 en A ~ • Pour le 

coi:1poser avec l'homomorphisme h(î ' , ~ 1 
) , il faut considérer 

A ~ r'\ A ~ 1 
• Si 17 = 0 ( donc si 1: \ V = 0) , nous avons ; 

h '" 0 I 

eti en composant h h' ( 1 ) 

0 

Nous avons alors comme produit 

( 6) ( ~ \ 0) • ( "s 1 
\ 7 1

) = ( s \ 0) = 0 

Si i-1 -/= 0 , on prend un point commun non nul à A~ et 

soit u 7 = u I s ' -1= 0 et on a : 

h 
u 17 

h' u' 7' 

d' o-h : u' ~. 1 est transformé de u 1; par h h' , et nous 

prenons comme définition du produit : 

C 7) ( rt \ ~ ) . Cs 1 
\ 7 1 

) = Cu! \ u, ry 1 
) ; u '? = u I t 1 -1= o 

( 1 ) On écrit ç; h pour le trc.nsformé h(ê) , et par sui te h h 1 

pour le composé h 1 o h • . , . / .•• 
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Les relations (6) et (7) donnent donc une définition du produit, 

et nous en avons une interprétation p2-r homomorphismes. Elles se 

groupent sous la forme : 

( 8) 

avec : 

J-:.1stification. 

Notons d I abord que ( u t , u' 7 1 
) E 

En effet : u ~ f. O et de plus : 

au~= 0 ) au? = 0 "; au' -g, 1 == 0 ) au' ~ 1 = 0. 

Il faut vérifier ensuite que l.c::, définition ne dépend pas des 

représent2.nt3 choisis (ni des éléments u et ur tels que 

u t1 = u I s ' f. 0 ; mais ce dernier point résulte du premier). 
' 

On~ le di2gr~mme : 

t -,;::: a,r == ~1 
~ s, s' ·-::, 1 :::, a1 us u1 

1 

h11 

~ g, ¼! ,X ~ 
1 
i 

h b h1 

u~ ~ f u,-g• 

h1 h' 

1 
1 

U 1159 Ut i,:>I i i, 1 1· Î.'.' 

~1 r'/ 31=a1 ry1 l ~r 

b' ·hi r l 
u' 7' u' r 

1 7 

En choisissant un point o multiple non nul de a ~ , u s 
e .J..t, ï=' ·t u 1 ~ i , SOJ. : 

••• / •• 0 
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On voit que les homomorphismes h h' et 
effet sur le point O , c 1 est à dire 

mu' 71 

di où (u 1; 
' 

ut 7 1) 

Soit (~ 1 , 71 ) N (tq ,~-p. 

h h' 

= n u 1 ry 1 

rv (u1 ·s:1,u1 ·7 t·) 

On a le diagramme 

h' h 1 
1 

h h' 1 

• 

. . 

u~ 

h 

auront le même 

u1ç 

0 

h 

ury u 1! 1 
u1 ~ is' ;u1 1 

I r 
h' 

u'?' 

En prenant un point o mui"!";iple non nul de 

0:.:1 voit que les homomorphismes h h' et 
effet sur le point O , c•est a dire : 

mu' 

On en déduit : 

h' '1 

., 
U! 

1 171 

auroht le même 
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La définition du produit est bien indépendante des représentants 
choisis dans chaque classe. 

4 °) Propriétés de la multinlication. 

Propriété 5. Pour gue le produit soit nul, il faut et il suffit aue 
l'un·des facteurs soit nul. 

Supposons ~ \ 1 = 0 • On peut donc prendre 7 == 0 

déjà vu. (relation (6)) que (~\ 0) • (~ 1 
\ f) = 0 • 

Supposons (5 1 \ ~ 1 ) = 0 • On peut prendre ~ 1 = 0 

dtaprès 1 1 expression (8) , le produit (s'\t( ) (~' \ 0) 

Eni'in, supposons -g \ ~ 
On a vu. (propriété 3) ; Ann 

On en déduit aisément : 

-:}. 0 et s 1 \ 

5 ~ .Ann 1 et 

Ann u ~ = Ann u 1 71 
• 

En effet : 

et on a 

et, 
est nul. 

a u t~ :::: 0 1 a u ? = 0 > a u' -g-1 = 0 -,,._;) 8, u I tr' = 0 

et a u 1 ry 1 = O 7 a u' s 1 = O - ) a u 7 = 0 ) a u ~ = 0 

On peut aussi remarquer que h' et h' sont des injections et, 
par suite, h h 1 est une injection. Il en résulte 

c s \ 7) Cs' \ 7 ' ) = ( u -g \ u' 1 ' ) 'f o • 

Propriété 6. La multiplication est associative. 

[ c ~ \ 7 ) es, \ 7 , ) ] <s" \ 7 ") = ( ~ \ ~ ) [Cs, \ 7, ) c~" \ ~ ") J 

D'après la définition du produit, il est possible de choisir des 
représentants tels que: 

-e Il '::, = 7 l • ( 1) 

(1) On écarte l~ cas d 1un terme nul, qui est résolu par la propriété 

5 • 



1 - 9 -

On a alors : 

et l'associativité du -produit revient à celle du produit d'endomor­
phismes : 

(hh 1 )h" = h(h 1 h 11) • 

Propriété•7. L'ensemble K* = K - 101 est un grouQe lliultiplicatif. 

L 1 élément neutre est la classe 1 = ( ç \ s ) , ·s f O • 

L I inverse de "'s \ 7 f 0 

puisque 17 /: 0 et 
remarquer que h("f 1 7) 
l'injection 'inverse. 

est 17 \ f o On a bien en effet (1'1 ,s) 
Ann v1 = Ann 1; (propriété 3). On peut 

est une injection et que h(7,~) est 

5 °) Ac!_di_tion dans K == E/ 1Sl • 

E: E 

aussi 

Pour définir la somme ( ~ \ i--? ) + (1; 1 \ ~ 1 
) , il 

de définition commun aux deux homomorphismes h(;,ry) 

Ce sera A.. s 0 As I f O • On prend donc : 

faut un domaine 

et h1(1;',1/). 

et h(,u ~) + h( u 1 "'f 1 
) 

d'où la définition de la somme au moyen des représentants 

avec u s = u I S: 1 i O • 

Justification. Notons d'abord que le couple 
appartient à E. En effet, on a 

et \ k u 17 = 0 > k( u i;+u 1 ~ 1 
) = O 

t k u 1 71 = 0 

... / ... 
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Il faut vérifier ensuite que la définition ne dépend pas des 

représentants choisis (ni du produit a~ = a 1 ~ 1 -j. 0 , mais ce 

dernier point r~sulte du premier)~ 

Soit (t 1 ,71 ) rv (f ,?) . On a le diagramme : 

h h h 1 

ry 

En prenant 

h +h' ' 1 

m u lJ = n u 1 ~ 1 (h et h 1 ont le même effet sur o ) 
m u 1 (conséquence de 

addition: 

ce qui prouve. : 

Soit (11,? ~) rv Cs.· 1 , ry' ) ; on a encore invariance du second membre 

de (9) car (?,7) et {s' ,r,1 ) jouent le même rôle dans la définition. 

Cette définition (9) est donc justifiée, et on-voit de plus que 

l 1 addition est commutative. 

6°) Propriétés de l'addition. 

Il résulte imii1édtatement de la définition (9) : 

( ·1; \ 0) = 0 est élément neutre. 

. .. / ... 
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1' ndd_:i.:_tion est,_a§.§2_9lQ~. 

En effet, quand on se donne trois éléments ( 'f \ 7 ) , (t 1 
\ ? 1 

) 1 

(I·"\ 9 11
) de K , on peut prendre un multiple .commun non nul à 

1' , ~ 1 
, ~ 11 

. ce qui revient à supposer ~ = ~' = ~- 11 
, ou 

encore q_ue les homomorphismes h 1 h' , h" ont le même domaine de 

définition A ç . (C I est 1 1 analogue de la réduction au même 
dénominateur pour_ les fractions). La propriété d'associativité est 
alors une conséquence de la propriété analogue pour l'addJtion de 

~ 1 7 1 et 7 Il • 

L'addition est distributive par rapport à la multiglication. 
Distributivité à gauche. 

-Le 1er membre est égal à (u 's \ v(11 '+lf')), avec u 7 = v 5 1 

et us t- 0 , tandis que le deuxième vaut (u~\ v ry '+v 711
) , avec 

les mêmes notations. 
Distributivité à droit~. 

Le deuxièw.e w.embre se calcule à partir de : 

Ch: en déduit on prenant -~ u
1 

~- 1 = p. u 2 ~ 
1 =l O , pour la somme 

l'expression: 

... De plus, nous. av.ans .: 
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d'où: 

Cette relation prouve que le premier membre de (10) est aussi 

( f u 1 { 1 
\ ( _,t v 1 + rri V 2) 7) • 

En rassemblant tous les résultats, on a le théorème suivant. 

Théorème. L1 ensemble K = E/ '.St muni de l'addition et de la multi-
nlication définies précédemment forme un corps. 

On l' àppelle ·1e corps K(M) àssocié au A-modulé co...;.irréduc­

tible · M • 

7°) Cas d'un anneau co-irréductible. 

Soit A ùn annèa~ uni ta.ire co-:irréductible, noethérien à 

h ( 1 ) 0 1 . 't ' . . gauc e ou non • na a proprie e suivan~e : 

Propriété 7. L 1 ensemble des élé!filtnts divisel3:.E...S de zéro à droite 
forme un idéal bilntère D comp+ètement premi~r. 

1) d ED a E; A ) da È D (imcnédiat) 

2) d E: D a E. A ) a d E: D , ( en effet f il existe 

X 'f 0 tel que X d = 0 ; si a= 0 on a ad = 0 E D . , ' 
si a 1' 0 

' 
il existe u a= V X F 0 d 1 où u ad = V X d = 0 

: 
i d avec ·u , ce·qui prouve ad E. D • 

3) d 'ED dt e: D J d - dl E D • (En effet, on a 
X d = ·o X 1 0 . x' d' = 0 x' f 0 

' ' • 
Prenons u x = u' .x' f 0 . on a . 14 X ( d-d 1 ) = 0). , . 

(1) Le c~s inoethérien à gauche rentre dans l'étude des anneaux 
conplètement primaires (voir(3l). 

. .. / ... 
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entraine ab 1 D 

et x = 0 puisque 
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t l 't t . r ad D, b J D es comp e emen premier ca ~ r 

(si x ab= 0 on a x a= 0 puisque b t ~ 

a 1 D). 

L'anneau quotient. A/D est donc intègre. 

Propriété 8. 

~-plication \f : x ---::-, ( 1 \x) est un homomorphisme de 
M~ec...;; · 

l'anneau A dans le corpsj K(A) dont le noyau est l'idéal D des 

éléments diviseurs de zéro à droite. L'anneau intègre A/D est donc 

isomorphe à un sous-anneau de K(.A) • 

On a en effet 1 \ x + 1 \ y = 1 \ ( x+y) 
( 1 \ x) ( 1 \ y) = ( î ,xy) • Le noyau de cet homomorphisme est formé des 
éléments x :tels que (1\x) =O. D'après la propriété 3, ces 
éléments x sont ceux pour lesquels il existe u-/- 0 avec 
u x = 0 • Le noyau est donc l'idéal D des éléments diviseurs de 
zéro à droitP.. 

1& propriété 8 pourrait @tre reliée 
générale concernant l 1 anneau quotient de 

des endomorphismes de noyau non nul ( [1 J 

à une propriété plus 

Hom, (M,M) par l'idéal 
li 

, page 374). 

De la propriété 8 résulte 
mais cela ne signifie pas que 
A/D. 

que 
K(A) 

A/D est injecté dsns K(A) 

est un corps de fractions de 

(On a donc un plongement d'anneau 
intègre dans un corps qui n'est pas un corps de fractions ; donner 
un exemple) • 

. .• . / ... 
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CONFERENCE N° 2 DU 13 NOVEMBRE 1967 

* * * 
MODULES INJECTIFS et ENVELOPPE INJECTIVE d 1 UN MODULE -----------~--~~------------------------------~---

Définition 1. 

J. FORT 

* * * 

Un A-module Q est dit injectif si, pour tout A-module M 
et tout sous-module· N de M et tout ho~9morphisme f. âe N 
dans Q, il existe un homomorphisme f· de M dans Q prolon-
geant f (cf. H. Cartan· et S. Eilenberg [ 3 J , p. 8). 

Cette définition est ·équivalente à la suivante 

Définition 1 1 • 

{
Un A-module 
est exact. 
Soit en effet 

Q est dit.injectif si le foncteur 

une sui te exacte a. 1 homomorphismes : 

g } M" 
' 

Im f = Ker g • , 

il ~aut montrer que, si Q. est injectif selon la définition 1, 
alors la suite induite: 

f* 

est exacte. Pour cela il suffit d'établir que Ker f* _S: Im g* • 

. . . / ... 



2 - 2 -

Soit u un ',homomorphisme de M dans Q tel que O = f*( u) = u o f 

M' u s'annule sur X= Im -f et se 

factorise en u = u1 0 'îï , où Cï7 est 
' l'homomorphisme canonique M ----> M/X 

X étant le noyau. de g . • 

g=qoGî q injectif • 

D'après la définition 1, il eXiste un homomorphisme M" 
tel que v o q_ =· u

1 
· • Ainsi 

g*(v) = V O g = V 0 q O 'iî = u1 0 ~ = u .. 
Ihversement, la définition 1 t entraîne la définition 1 

la suite exacte 0 --, N --} M) • 

Théorème 1. 

V } Q 

(considérer 

• 

Pour qu'un li.-r:iodule à gauche N soit injectif, il faut et il 
suffit que, pour tout idéal à gauche I de A et tout homomorphisme 
f ·de I dans M, f soit réalisé par une homothétie, o'est--à-dire 
qu'il existe y t' M tel que f(o<) = °' y

0 
pour tout o< E: A 

(cf. H. Cartan· et S. · Eilenberg [ 3 J, p. 8). 

f La condition est nécessaire . puisque I -- '"1 M se prolonge 
à l'anneau · A selon f (prendre y = f( 1)). 

D1ontrons que la condition· est suffisante. Soient E un 
A-module, F un sous-module de E, et f un homomorphisme de F 
dans M • La fa_mille 5i des couples ('X, lf') • , · où X · est un sous­
module de E contenant F et If' un homomorphisme de X· dans M 
prolongeant - f , est i:hdùcti ve pour 1 1 ordre ~ défini par : 

(X,lf) ~ (X' , ~ ' ) <---) X est sous-module de X' 
et tf 1 p_:r.olonge f 

Soit ( Xo ''Po) un élément maximal de cyi' ainsi ordonnée (théorème 
de Zorn), et nous• allons montrer que xo = E • 

S'il n 1 en est pas ainsi, soit X Ë E tel que X 1= xo • •.• I •.• 



2 - 3 -

Ax () X = Ix avec I = X • • x ( idéal à gauche ensemble des 
0 .... 0 

éléments À de A tels que ). x E X
0

). 

L 1 homo'morphisme À~ lf
0 

(Àx) de I dans -M·,·peut se 

réaliser par 1 1 homothétie "- ---, /\ y ; en posant~ pour 
x

0 
E X

0 
et À E A , 

on obtient un homomorphisme 1-f de X
0 

+ .Ax;. dans III qui prolonge 
4> 

0 
, ce qui contredit le caractère maximal de ( X

0
, 'f 

O
) • 

Corollaire 1. 

Pour qu'un module M sur un anneau principal A soit injectif 
il faut· et il suffit qu'il soit divisible (c'est-à-dire que pour tout 

0\ E. A - \_OJ et pour tout x E. Iv1 , il existe y E. M tel que 
X= 0\ y) • 

Pour prouver que la condition est nécessaire, considérer 
11 h h . ...... N "" . t . I f ' 11~ omomorp isme (\ ~ --, " x ; inversemen· s1. ·- i .M 

un homomorphisme de l'idéal I-/= (0) dans N, considérer un 
génôro.teur o( de I ot un élément y de ].V[ tol que f (~) ::: 

Théorème 2. 

est 

C( y • 

Tout A-module peut être plongé dans un A-module injectif. 
(cf. H. Cartan et· S. Eilenberg [ 3 J p. 9) • 

Nous proposons une démonstration utilisant la théorie des 
ordinaux, due essenti_ellement à R. Baer (cf. [ J) et qui s'étend 
au cas des catégories de Grothendieck (cf. théorème 1 .10.1 p. 135 
de t: 6 · J). On trouvera d'autres méthodes dans E. Eclruann et 
A. Schopf [ $ 1 , dans L. Le sieur et R. Croiset [ · 7 . J p. 96-98, 
dans D. G. Northcott [ s J théorème 8 p. 70 • 

A tout A-module à gauche X nous allons associer un A-module 
D(X) vérifiant les propriétés suivantes: 
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1) D(X) est une extension de X, 

( 2) Pour tout ïdéa1·à gauche I de A 
( *) ~ I f 1 X , il existe un élément y 

et pour tout homomorphisme 
de D(X) tel que 

l f ( ).. ) :::: À y pour tout À de I • 

Soit 1: l'ensemble de tous les couples (I,f) formés d'un 
idéal à gauche I et d'un homomorphisme I f } X , et soit L le 
A-module libre engendré par G' . Désignons par K le sous-module 
de la somme directe X$ L. engendré par les éléments 

(f(\) , - ~ (I,f)) (I,f) E "(g À E. I • 

1 

Posons D(X) ==(X~ L)/K. L'application x ~ (x,O) de X 
dans· X te-L définit un homomorphisme X If -, D( X) • 

Si lV (x) == 0 , alors 

(x;O) == 1-: 
i 

µ,. ( f . ( À. ) , 
JJ.. l. ,l. 

À.(I.,f.)) 
J.. :L l 

= L.(f.(tïÀ•), - t1-·À .. (I.,f.)) . J. l. 1 , ·J.. J. 1 1 . 

ce qui implique ,1i À i = 0 

pour tout· i et X ::: 8-f.(µ. 1..) =o .. 
i 1 / 1 1 

lf est donc bien un 

homomorphisme injectif. 
propriété 

Prouvons que D(X)" ainsi construit vérifie également laV2) (*) . 
Considérons un homomorphisme I f , X d I un idéal à gauche I 
dans X ; alors (I·,f) é '{6' • Soit y l'image dans D(X) de 
1i élément (0, (I,f)) de X G> 1·; alors pour tout /\ E: I on a 

bien·dans X EB L 

f ().) = ( f ( ).} , 0) = ( 0, ).. ( I, f ) ) + k , avec k E K , 

et dans D(X) , f().) = À. y • 
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Soit Jl, le plus petit ordinal infini dont le cardinal soit 
strictement .plus grand que le cardinal de l'anneau A; Jl, est 
alors nécessairement un ordinal limite. Pour chaque i ~ · J6 nous 
allons définir par induction transfinie un A-module S. et pour 

1 
cha~ue .j ~ i un-homomorphisme injectif 

u .. 
S j J.J ) Si de telle sorte que pour tout i

0 
fixé, i

0 
~ i , le 

système soit inductif. 

On pose alors S
0 

= M , :M étant le module donné, puis 
s 1 = D(M) en choisissant pour u 10 l'injection de N dans D(N) • 

Supposons que la construction des· S11. ait été faite pour tous 
les ~ < i • Si i est de la forme j + 1 , on pos~ Si= D(Sj) , 

et l'homomorphisme u est l 1 inJ_·ection S . ...;.._~ D(S.) , ce qui 
' ij J / . J . 

définit par compositions tous les homomorphismes u1 ). , À ~ i • 

Si i est ordinal limite, on pose s. = lim SO( les u. 
l --.'? 

iq 
q <.J. 

sont alors les homomorphismes canoniques sq =-7 S. 
J. 

définis par 

cette limite,inductive, et ils sont tous injectifs .. 

Jl, étant ordinal limite on obtient ainsi SJi, = lim °' < ;)\;➔ 
so; , 

et comme ,les 'u.J\, q sont injectifs, les s~ peuvent. être 
·identifiés à'des sous-modules de SJ\, , et s JI. :::: u s . 

0( <. J\, 0( 

Montrons que S<I\, ·~st un A-modul'e injectif ; pour cela considérons 

un homomor:phisme I f ) s 
c/6 d'un idéal à gauche I dans S(}l.. 

I = U f'- 1 ( s,...) • Si les f- 1 ( S°') sont constants à. partir d'un 
o( <. «.A, -, 

~o < ~ , alors f(I) ~ 

définie par un élément de 

sot 
0 

s +1 
0(0 

et f se réalise par une homothétie 

puisque S~ vérif'ie (*) • 
0 
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Supposons au contraire, que pour tout O{ < cl\, il existe · ~ tel 

A . n t f.- 1 (_S"') q_ ue °' < r <. u 1.1 · e _
1 

I = f~ 1 
(S ) V ( V_ /:;:;. ) , avec h.~ = f-

1 (S,_,+1 ) - f-î (So<) , 
0 D( <. J\, 0( "" 

est une partition de I . , et soit r l' ensemble des 0( < J6 tel· que 

6~ soit non vide dans ces conditions: 

card I .~ carq. r = card cil, ( 1 ) 

car \î a pour limite o\ . Ainsi card A ), card J\., , ce qui est 

contraire au choix de J\, . 

Tout homomorphisme I :f ) , SJ\, se réalise donc par une 

homothétie, et SJ\, est injectif' d'après le théorème 1 .• 

·Proposi_tion 1 • 

Un produit direct de modules est injectif si et seulement si 

chacun des facteurs de ce produit est un module injectif. 

Soient un produit P= n 
i E I 

de modules 

· iqi1 i€. 1 et . tPi1iE I les injections et les projections canoniq~es 

définissant 

injectif et 

p N un sous-module de Tl . 
J. • Supposons que p soit 

qi Of 

' f soit l'homooorphisme N ) Mi . L' homomorphis1,.1e 

) p se prolonge M u } p . 0 U prolonge en , pi 

alors. f à M. 

Invèrsement, supposons que tous les M. soient inJectifs, et 
1. 

soit l'homomorphisme N -~½ P ; pour chaque i , 

( 1 ) r ayant pour limite Jb J\:. = V ; [O,o1 
'l)' Er 

ay.nnt des types d'ordre différent~, le 02.ractère minimum de l'ordinaJ 

cA · implique card [O, ~) <. card JL · ; card Jl., n'étant pas cardinal 

limite, il existe c ( ici card A) tel que card [O, '6] ~ c < ca:rd J\ . 
Si card r était strictement plus petit que card cl\, , alors 
cnrd . r ~ c et J\, ==. U (0, )S') impliquerait 

o ~ r 2 card Jb ~ cnrd r XC$ c = C • 
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N se prolonge à M 
'f· 

selon M 1 > Mi • 1' homomorphisme 

TT \f . prolonge ··alors 4' à Ivl e . 1 
J. 

Proposition. 2. 

Pour qu'un. A-module à gauche Q soit injectif il faut et il 
suffit qu'il soit facteur direct dans toutes ses extensions. 

Pour voir que la. condition est nécessaire il suffit de prolonger 
à-l'extension E -de' Q. 1 1 application identique de Q sur Q • 

Hontrons que ia condition est suffisante ; Q admet une 
extension injective E (d'après le théorème 2). Par hypothèse 
Q est fact'eur direct de· E, donc est injectif en vertu de la 
proposition 1 • 

-!~!E~.il:~~2~~!E§-.:t!:S2~.;.9;~_;bê;_EE~1:S!~:h!!~~-~ (condition suffisante), 
indépend,ante. du théorème do plongement'. 

Considérons· u.n . A-module Q 

ses extensions, et soient N un 

et N f 
) Q homomorphismG un 

des deux homomorphismes 
~M 

N ,,,,,-

-~Q 

q\.Ù soit facteur direct dans toutes 

sous-module du A-module fil , 

de N dans Q • 'Ln S01Tuîl8 fibr,je 

est le module quotient 

S = ( QxIVI) /K , . où K = t(f(x),-x) , x E N1 , muni des homomorphism<?s 

Q g ? s et M ',? 1 S induits respectivement par les injections· 

canoniques Q -) Q x M et M -- 1 Q x M • 

N inj. can. 1 M 

f t ___ E~------ J ~ 
Q------- s 

q 

q est injectif car (Q x 0) f'\ K::::: 0 ; q(S) , isomorphe à Q , est 
.. 

facteur direct dans _S , par hypothèse ; il existe donc un homomor-

phisme s ____.P ___ :-i Q, te 1 que 
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e étant l'homomorphisme canonique e Q x M --> S , pour x EN, 

cp(x) = e(o,x) = e(f(x), o) = q(f(x)) 

et (p o cp) (x) = (p O q) (f(x)) = f(x) , 

p O <p étend bien f à M . 

Proposition 2' • 

Pour qu'un A-module Q soit injectif il faut et il suffit qu'il 

soit facteur direct dans tout module somme de Q et d'un 

A-module monogène. 

Appliquer ce qui précède au cas où M = As et où N est un idéal 

à gauche de A . 

La somme directe d'une famille (infinie) de A-modules injectifs 

n'est pas nécessairement injective. Soient, par exemple; k un corps commutatif, 

I un ensemble infini, A l'anneau produit K1 , A est alors un A-module 

injectif, mais l'idéal .-Ct..,de A somme directe des facteurs a_e k1 
n'est pas 

un A-module injectif (cfl4 N. BOURBAKI [2] , exercice n° 12 p• 266). Lorsque 

A est noethérien à gauche, toute somme directe de A-rnoduJ._es Èt gauche injec­

tifs est injective ; plus précisèment: 



Proposition 3. (cf. CI-1\SE S. [ 4 J ) • 

Pour un anneau unitaire A, les assertions suivantes sont 
équivalentes : 

a) A est noethérien à gauche, 

b) toute somme directe de A-modules à gauche injectifs 
est injective. 

a) J b) : Soient Q. une somme directe de 
1 

A-modules k 

gauche injectifs Qi, et f un homomorphisme d'un idéal à gauche .,Q:. 

de A dans -~ Q
1
. , 

i€I 

f ) ~ Q w 1· 
iE. I 

f (..0:.) est un _A-module· de type fini ; il est par sui te inclus dans la 

n 
somme directe © Q. d'une famille finie de Q. , somme qui 

1 h 1 h h=1 

est injective (cf. Proposition 1}. f se réalise donc par une 
homothétiJ (cf. Théorème 1). 

b). ~ a) : Soit 

une chaine ascendante d'idéaux à gauche de A .. , et posons 

u Â:(. • 
n >. 1 n ., 

Chaque A-module à gauche quotient JX/ A · possède une n 

extension injective Qn (cf. théorème 2). 

lfn > .-C</..,CCn désignant l'homomorphisme canonique, soit. 

h, f } n- Qn défini par 
n )

1
1 · 

f(À) = (lf n (;t) )n ), 1 , pour À E A • 
V 
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D'après la définition de 1 1 idéal à gauche A , pour x· € ,.Ct 
nous avons , lf n ( À) = . O_ sauf pour un nombre fini de valeurs de n ; 
il en résUlte' que f(,è(.) est sous - module de la somme directe 

1 

$ Qn, laquelle est un A-module injectif par hypothèse. f se 
n ~ î 

réalise donc par une homothétie :X.. y, avec 

N 
Dans ces conditions, il existe N tel que y €. EfJ 

n=1 
N 

f(.CC) ,S tÎ1 Qn , 
n=1 

Q ; ainsi: n 

et, pour tout ).. e A, lfN+ 1(/\-) = O, c'est-à-dire,.,(¼ c .AXN+1 • 

Définition 2. 

Une 3xtension 
essentielle de M 
X h M = 6 implique 

E d'un A-module M est dite extension 
si, pour tout sous-module X de E, la relation 

X= 0 • 

Cette condition est équivalente à la. suivante: 

pour tout x € E - î_o} il èxiste 0\ €. A tel que 0( x é: M - l O J . 

Proposition Ao(la vérification est laissée au soin du lecteur). 

Etant données les extensions de 
G soit.extension essèntielle de 
G soit extension essentiell~ de 
esse'nt•ielle de· E • 

Proposition 5. 

A-modules E ~ F f. G , pour que 
E, il faut et il suffit que 
F et que F soit extension 

deux familles filtrantes supé.:. Soient (Mi)iE.I et (Ei)iE.I 
rieurement de sous-modules de M si, pour tout i é I, Ei 

est extension essentielle de Mi, alors : 

V 
i €. I 

E. 
J.. 

est extension essentielle de u 
iE. I 
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:Q:r' eV.'[e . . 
Soit un sous-module X de u E. tel que 0 = X n ( V M} 

ie I J. . ,... I i 
J.c 

de 0 = V ( X n Mi), on déduit, pour tout i€ I ' i€. I 
XA E.(\ M.·= 0 • ·Comme E. est extension essentielle de M. 

' J. J. 1. l. 

X f\ E. = 0 pour tout i IÊ I . 
J. 

, , 

ceci entraîne x~xri(v Ei) ::: u (X f1Ei) ::: 0 • 
i€I i€ I 

Propositio!Lb 

E 1 

Soit ffi M
1
. une somme directe de sous-modules de M , et, 

i(; ± 
pour chaqùe i E I, soit E., une extension essentielle de 

J.. 
M. dans M ; dans ces conditions :. 

J.. 

1er 

a) La somme C Ei est directe, 
i€. I 

b) 

cas . . 

$ E
1
. .. est une extension essentielle de 

iE:I 

I = ------- ~1 '27 
étant .,xtension essentielle de M1 , la relation 

{B MJ_. G 

i e: I 

M1 n M2 f\ E (\ .c! 1 = 0 implique :M2 2 A E2 ti E1 = 0, et, E2 étant 

extension essentielle de M2 ; la relation M2 r\ E2 () E1 == 0 

implique E1 n E2 = 0; la somme E1 + E2- est bien directe. 

Pour montrer que E1 $ E2 est une extension essentielle 

, X /:- 0 1 

x 1 G E1 et x2 € E2 • L'une des composantes x 1 ou x2 n'est pas 

nulle ; soit, par exe1;lple, :x.1 t= o • .t.1 étant extension essentielle 

de M. , il existe 
1 

tel que q x 1 € M1 - \_O} .. Si 

«. x2 ~ v, nous avons bien O{ x € (M1 , -~ M2 ) - \01 ; sinon, il 
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existe p E A tel que puisque E2 est 

extension essentielle de M2 , et, dans ce cas, q' x ~ (M 1 6, M2 ) -(0} • 

2ème cas : I = tî ; 2, ••• , n 1 a un cardinal fini~ 

Preuve par induction sur ne 

3ème cas : I est un ensemble ~uelconque. 

8oit ~ l'ensemble des parties finies F de I , 

1i' ) l.:J, 
J.. 

~ la somme L~ E. est directe car chacune des sommes finies 
l 

SF= C E1.. 
i E.~F 

est directe (d''après le 2ème cas) ; de.plus, sF 

est extension ,essentielle de $ Mi • 
i€ F 

lia p_roposi tion 5 montre alors que 

essentielle de U ( ~ 
FE:<§ .iE.F 

' 

C 
i€I 

E. 
·1 .... est extension 

Le 'l1.. - module Q est extension essentielle de 71.. , mais le nrodui t 
Q~ n'est pas un ~~module. extension essentielle de ,P 
( corlb.J.dérer 1 1 élément ( ai) ' avec 

bi i€ 1N 

premiers distincts). 

La notion d'extension essentiélle est 'liée à celle de complément 
·rèlatif. 
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Défini tio11 : 

Etant donné un sous-module N d'un module 
complément relatif (ou complément) de N. dans 
maximal K dans l'ensemble des sous-:-modules X 
NflX=O .. 

M , on appelle 
M un élément 

de M tels que 

L'existence d'un tel K est assurée par le théorèbe de Zorn. 

M est, par définition, un sous-Un complément dans le module 
module qui est le complément dans M' d'un certain sous-module de M • 

Théorème 3. 

Pour un sous-module K d'un A-module M, les conditions 
suivantes sont équivalentes : 

a) K est un sous-module complément dans M, 

b) K est sans extension essentielle propre dans M. 

a) ) ·b) : Soit N Uh sous--module dont K est un complément ; 
pour tout sous-module E de M contenant strictement K, on a: 

E f\N-/ 0 

d'autre part En N () K = 0,; donc E n 1 est pas extension essen­
tielle de K • 

b) :) a) : fonsidérons un sous-module N complément de K dans 
M, soit K1 un complémen~ de 
est ex~0nsion essentielle de K 

N contenant 
(et ainsi 

K, et montrons que 
K,=K 1 ). 

tioi t X un sous-module tel: que X ç K' et X î.'I K = 0 ; 

comm1::; (K e X) AN·~ K' n N = 0 < 

La somme K +X+ N est directe et, 

0 = ( N d, X) f'I K 

K' 

N étant complément de K : N a, X = N · ; donc X .f.. N et x-s_ 1c• 

ce qui ~mplique X= o. 
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:['roposition 7. 

Si M est un sous-module du module injectif_ Q, toute exten­
sion essentielle de E dans M est M - isomorphe( 1 ) à un 
sous-module de Q • Si ·M est injectif; -il ne possède pas 
d'extension.essentielle propre. 

Preuve. 

Le plongement canonique de M dans Q se prolonge en un 
f homomorphisme E: - ?' Q ; 

Ker f n M - O (noyau du plongement) ; E étant une extension 
essentielle de M, Ker f = O, et E est isomorphe au sous-module 
f(E) de Q - chaque élément de M étant invariant par f - • 

Théorème 4. 

M étant un A-module, il e~iste.un A-module E extension de 
M, défini à un M-isomorphisme près, et ayant les propriétés 
équivalentes suivantes . 

• 

a) E est une ·extension essentielle maximale de M ; 

b) E est une extension essentielle injective de M • 

c) 'E est une extension inJective minimale de M • 

Preuve : 

Soit Q_ une extension injective du module M. L'ensemble 
des extensions essentielles de 1v1 . dans Q , ordonné par inclusion, 

est ina.uctif· ( et non vide : :M appartient à cet ensemble). 

(1) Chaque élément de M étant invariant dans l'isomorphisme. 
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Un élément maximal E de cet ensemble vérifie la condition a) du 
théorème, en vertu de la proposition 4. 

~2-:b.~.n~.±!9,~~-~l : Soient. · E une extension essentielle maximale de 
:M et F fille extension de E; considérons un complément relatif K 
de E dans F, 

E ~ ( E © K) /K C. F /K 

Montrons que F/K est extension essentielle de (E $ K)/K. 
Soit X un sous-module de F contenant K tel que· 

X IÏ (E Ef;) K) = K 

alors X O E ~KO E = 0, avec K c X K étant un complément 
de E. , X = K • 

F/K est :ainsi extension essentielle de (E El,K)/K ~E, et, 
d'après la condition a), F/K = (E@ K)/K F = E e K. 

E est facteur direct dans tou.ce extension; il est donc injeçtif. 

b) implique c) : Soit Q un module injectif tel que :M C Q C E • -----------, 
~ est extension essentielle de Q car E est extension essentielle 

. . ... 
t 

de M. L'injectif Q n'ayant pas u'extension 0ssentiell!3 propre : 
E = Q • 

c)_implique_a) : E étant injectif, E, contient une extension 
essentielle maximale de M, soit: E' (d'après la construction 
donnée plus ·haut). E' est injectiÏ, puisque a) implique b). 
Ainsi E' = E 

Il reste'à établir l 1unicité~ Soient deux A-modules E et E' 
vérifiant les1conditi6ns du théorèmee E1 est alors :M-isomorphe à 
un sous-module E1 du module inJëctif E (cf. proposition 7) ; 

E· éta:h:GJ une ~xtension in.jective minimale de M , E1 = E .• · 
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Définition: 

Un A-module E vérifiant les conditions du théorème 4, est 
appelé une enveloppe injective de l\1 (ou l'enveloppe injective de 

M , par abus de langage). Notation : E(N) .. 

Exemoles. 

1) ~ est 1 1enveloppe injective du ~-module ~ 

( ~ est Z-injectif · d' tlf)rès, le corollaire 1 du théorème 1 , et on 
1 . 

contrôle aisément que Q est extension essentielle de Z). 

La ,somme directe de copies de Q,, Q(I) , est un '.l - module 
injectif (cf. Proposition 3), et est extension essentielle de 7(I) 
(cf. Proposition 6)., Q.(I) est donc une envelop:re injective du 
Z-module libre zC I) • On a d'ailleurs Q. ( 1? ~ :;i I) &> Z Q. • 

2) Soit A un anneau.unitaire intègre, non nécessairement 
commutatif, admettant un corps des quotients à gauche K: tout 

élément de K ·s'écrit a~ 1 b ayec a e A - \9f et b E A; A 
vérifie la condition de Ore : (existence des multiples communs à 

gauche) (C) pour tout x ê A ~t xt € A -{Of il existe 

u € A -tüf ~t v €. A . tels \ue o. x = v x 1 
• 

Le A-module K est _fillveloppe inject.t:V:.ê. du A-module à gauche 

As (il est trivial. que K soit extension essentielle de A)& 

Montrons que K est un A-module injectif ; pour cela, consi-
dérons u.n A~homomorphisme 
étant un idéàl à gauche.de 

rr.., . lf K. t l f ( A,\ .J. 0 ✓ "-1.,. ----~7 · · e que .>.::lJ r t ✓ex. 

Pour a•., 

de· A tels q,ue 

A • 

b Ë. A ...:tof il existe (cf. condition (C)). u 
u a· = v b :J O ; , en appliquant f 1 

u f(a) :::: V f (b') 

et V 

comme ·1.è-= V b -1 v b a -1 f(a) = V f(b) -1 f(a) = b-1 f(b) a 
' 

, a· 

.Soit h . -1 f(a) . f est alo·rs réalisée l'homothétie . = a , par .. 

b-- ..... )bh. 

• 
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3) Soit u le sous-module du '1, - module fiJ./'J. formé p 
...1f des images modulo z des rationnels de la forme ; p étant 
Pn 

un nombre premier fixé, X€ z , n É rn • 
Les sous-groupes de Up 1 distincts de UP, sont les sous­

groupes G , G étant engendré ,par la classe modulo Z de -1; 
n n pn 

chaque Gn est isomorphe au groupe additif J/pn 1. 

Up est alors enveloppe injective de chacun des Gn ~ Z/pn '.l , 

pour n )} 1 • 

h En effet tout élément de UP est divisible par une puissance 
p de p , et par tout entier a premier à p (utiliser la rela­
tion de Bezont), donc par tout eiitier non nul. · U est donc injectif p 
(cf. corollaire 1 du théorène 1)~ 

Up est:extension essentielle de tout sous-groupe Gn ,/; 0, 
car le· treillis des sous-groupes .. de UP est une chaîne. 
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CONFERENCE N° 3·DU 20 WOVEMBRE 1967 

* * * 
MODULES INJECTIFS INDECONPOSAELF..S 

G. RENAULT 

* * * 

t~ ModÙlos injectifs indécomposables. 
r ~-'----•-------=---

DÉFINITION 1,. - Un A-module M est indécor.iposél.ble si ses seü],s facteurs di­

rects sont. 0 et M. 

PROPOSITION i. - Soit M un A-nodule ; les propriétés suiv8.ntes sont équi-

valentes : 

a., 0 est ri-irréductible dans M; 

b. L'enveloppe· injective E(M} est indécor:iposablc ; 

c.. E(M) est 1 1 enveloppe injective de tout sons-nodule non -nul de M .. 

(a) ===:> · (b). - Soit . E(M) ::: M1 21 l'.'"!z ; posons X1 ::::. M n M1 et X2 ::: M n Mz ; 
E(M) est une extension essentielle do M ; par snit,'1_, x1 et x2 sont diffé­

rents de (0) et l'on a x1 n x2 ::: O ~ 

(b) =;, (c). - Soit· P sous-nodulo do M ; E(P) est füctcur diroct do E(H) 

et, par suite, E_(P) ::: E(M) • 

· (c) =;- (a). -· Soient X1 ot x2 d~t;OC 3ouf-Boùules do lv1 tels quo 

Xl n :S ::: 0 , E (M) non extension essentielle ô.o x1 • 

Exemple. - Soit E un A-t1odule injectif inc1Gcor:1posablo, .e.lors I~ = E(l../J) où 

J est un idéal irr~ductiblo. D'uprès la ·propoaition 1, si J est un idéal irré­

ductible, alo:rn E (A/J) ost injéctif et indécŒ'f.!OSo.blc .. 

Réciproq_v.emen-t, soit x E E , alors E :::: E(Ax) ; soit J annuk.teur de X : 

Ax. '::! A/.J , E = E(A/J) 

avec J irréductibl~. 

PR0PŒ:l:TI0N 2. - Soit E un .Ji.-module injectif et indéco~T)osablo, nlors 

Hon1• (E 1 E) est un unnüuu local. 
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Soit u e HomA (E , E) , n est un D.utomorphi"ll-:io de E ~ u est ~joctif'. 

En effet, dnns ce cas' u(E) est un A-modulé :bjectif et, pô.r suite, est fo.cteur 

direct de E .. 

Soient u , V E Hom.A {E , E) , Ker u ,f. 0 , Yll'.l:" v ,f:. 0 , 

Ker ( u + v) > Ker u ri Ker v -f. 0 ~ Ker ( u + v )1 -/: 0 

PROPOSITION .3 .. - Soient (X.)1 •.,,,- des SOUS••llodulcs irroouctibles d 1un A-uodulo 
J. El.-~,U 

M tels quo O :;: X1 n .. • • ri Xn et • O n I étant Lnterscction d r aucune sous-fa.i.illle 

dos X •• Alors 
J. 

a... E(M/x) est un A-nodule injectif indécmposnblc ; 

b.. E (M) = E (Mj;c1) ~ • • • :© E {M/Xn) e 

la propriété (a) résulte immédiatement de la proposition le Soient <pi 1 1appli-

cation canonique M ➔ M/X
1
. et t') = (9. ) 1,.-.11 .,...~ t> 

. T l. ~,;:·rl 

cp est une c,pplication injective de M d..;.ns E:::: E(M/X1) ® .... ~ E(MjX:n) • Il nous 

suffit d'ét,ablir que E .. est une extension essmticllo do t.p(M) .. Par.hypothèse, 

il existè 

par suite, 

n e /\ X • avec m r/. x
1 j;ft J 

tp{M) n Mfii -f. 0 

D'après lb. proposition 11 on sait que E(MjX:.) est l'enveloppe injective de 
1 . 

([J(M) n M/Xi • S:oit :x. = (:x.1 1 • •. 1 Xn) e E • lèur toutE-; conposunte non nulle x1 , 
il existe a. E A. tel que a. x. E <p(M) n M/.f,.. uvcc a. x. ,f. 0 1 et, pc,:r suito, 

1 1 1 1 1 1 
il existe s .E ! tel· que sx -/:. 0 et avec sxE. tp(M) • E ost une extension 

ossentiello de tp(M) • 

Av0c des hypothèses analogues; si X = x1 n .... n Xn. , alors 
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Ro11~rque. - Si M e,:,t un A-module noethérien, O est intersection d•un nor.-

bre fini do sous:...t~oèlules irréductibles. 

PROPOSITION 4. - Soit A un anneau. noethérien à gauche ; tout A-module injec­

J..;if M est sonw.e directe de sous-modules injectifs indéco1:1poso.blcs. 

Soit C ui1 sous-nodulo mrocin::.l~ soror,10 directe de sous-nodules injectifs indé­

COliiposables. Albrs O = M ;- sinon, il existe x E P , x f= 0 ; soit O(X.) r.nnu­

lc.tour de x ; A noet4érie_n, par suite, O(x) ::: X1 ri ... ~ tî Xn , où les Xi 

sont des idéaux irr6ductibles de A, O(X) n'étant intersection d'aucune sous­
fanille des X .• 

1 

le sous-module de M , C 0 E (.A/X1 j 0 ... • ® E (AjX:
11

) est so1mn0 directe de modules, 

injectifs indéconposables, ce qui contredit 19 caractère rnaxima.l do C o 

2. I.e théorèr.i.e d 1Azt'!r!:la .• 

TBÉORÈNE. - la décomposition d'un module M en sonnm directe de sous-nodules 
1 

injectifs et ind~omposnbles est unique à un automorphÜ,rilO près de . M • 

Soit 

M::::@ M. 
. I i :i.e 

une telle décomposition; on v~ prouver quo tout sous-nodule N injectif indé­

composable est isomorphes tu1 M.-, 
. J. 

Soient f et f 1 les applications canoniques de M dans N et P. On a 

1 ::; .f + ff I i' C> f I =: f l O f ::::: Û 

Il existe i 1 , • • .. _, i
5 

E. I tel que 

IEMNE .. - Soit A un anneau des endomorphismes de M , f , f' E A tels c1ue 

f + f 1 = 1. Alors, pour tout système d'indices fini 

des sous-modules P1 ; •• ·• , P 
5 

tels que : 

,·i t il existe 
s 
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a. Pour tout k , f ou f 1 induise un is.J1:1orphisme de ~ ➔ Pk • 

b. M =pl~•••~ ps ~(~'.\:Mi) ! 

Soit ti 1 : 

fe.cteurs. 

et, par suite, 

la projeotion de M sur M
1

_ 
. .L 

parallèlement aux &utros 

induit un isor:torphisr.1e sur M. • Supposons que ti 1 o f · induit, cet-· isomorphisme 
l.1 

inclui t un ±sonorphisr:i.o de P 1 sur 'M. 
l. 

par suite, 

= {X) M. 
i#1 J.. 

en itérant le procédé, on obtient, le ré:.'m.ltat. 

Appliquons le lemme à la situation précédente. _ft annule N n M1 ~ ••• ~ Mi 
l s 

et, par suite, ne peut définir un isomorphisme de 1\, »•••~Mi sur 
l s 

on en conclut que, pour au moins un k , :t' est un isot1or-

N étant un nodule injectif indécompo~bl0, il s'en suit 

Montrons l'unic:1;t6 de cette déconposition à un autor . .orphi.sme près do M • Soit 

M = Q9 N., une o.~tre décon:~position de M en soœo directe de sous-r.1odules 
jeJ J 

injectifs et indécor1posabl0s, d'après ce qui précfdo, tout Nj es-t isooorphc à 

un M. , ot reciproquonent tout M. est isomorphe à un N •• 
1 1 J 

Dc-ux indices de l (resp. J ) seront dits équivalents s'ils définissent des 

sous-nodules isor,1orphes. Les classas de I ot do J so correspondent biunivo-



qucnent, et on notera K , l'ensemble de ces classes ; tout k E K définit 'l.me 

classe [ I (k) , J (k) J , tout revient à. prouver quo ca:rd I (k) ::: card[ J (k) J • 

a,. card[ I (k)] f'ini. - Sod.ent j 1 E J (k) 0t 

en utilisant cc qui préeéde, il existe i 1 e I 

f 1 la. projection de M Sl~r N. ; 
1-1 f "t • 1· Ji "t.,O que 1 S01 Ul:l J.SOI.~orp "115:î::O 

de Mi sur N. et on a. 
1 J1 

Si j 1 est le seul élénent de j (k)' 1 on o. 

card[I(k)] ~c~rd[J(k)] 

d'où l'égalité ; sinon, on rwommence l'opération. D'où, final0r.1ent, 

card[ I {kJ] >, card[ J (k) J 

et, par suite, 

card[ I (k)] ::: card[ J (k) J 

card[ I(k) J infini. - Soit fj 12. projection de M sur N , , parallèkncnt 
J 

aux m..tt~rcs :f<J.ctcurs. 

M. ::: sup (M. n @ N .) 
J. J J. jEL J 

' ou L parcourt lss fël.rnilles finies de J • Pa.r ~:mite, M. n Ker i'. ::::: 0 Dour un 
J.. J j 

nonbre fini è'e j ;' pour tout i , il existe un nœllbro fini de j tel q1.~c fj 

soit un isomorphisme de M. 
J. 

parcourt i(k). , ·1es j (i) 

sur N. ; soit j (i) = {j} cet. enscnblc .. Quand i 
J 

recouvrent j(k) .. card[I(k)] infini, par 31.1.ite, 

card( I (k)] ;a:. oard[ J (k) J • · 

DÉFINITION 2. - On dit que ;x. est uri sous-modulo isotypique <le M, si E(M/,{) 
est somme directe de sous-11l.odules injectifs indécomposables tous isoi:1orphos. 

Remarque,. - E (M/X:) est, isotypic.:,ue au sens de M. BOURBAKI. 

Soit I un sous-p1odule :ts.otypiquc tldont_ les composantcstt sont isomorphes à ,c , 

module injecidf indécomposable. :ro est le type <ie I , on dit que I ost 

1t-isotypiquc. 
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PRO?OSI'J?ION 5. - L' int6rS<:àction de doux sous-r.1odulcs n-isot.ypiquos est un sous­

module n-isotypiq~e. 

X = Xi. n x2 , E(M/x) c E(M,0:1) ~ E(M/X2) et E(M/x) ent facteur direct de 

B (M/,{1) :0 E (H;x2) ; le théorèn10 d 1 Azumaya entraine la propriété. 

Cotte propriété permet, da.na une d6composition co1.n1K1 int,.:Jroection d0 sous-nodules 

isotypiques, de rasseïnbler les sous-modules de 111ôme type. On obttant ainsi une 

d,écomposition réduite, c 'cet-à-dire une décomposition comme intersection de sou.s­

modules isotypiqu.es de types 'b.ous di:ffércnts sans élêmont superflu .• 

PROPOSITION 6. - Tout sous-module d'un module artinien ou noethérien admet une 

décoroposition·réduite colllll!.e intersection èie sous-modules isotypiques. Soient deux 

décompositions de X 

alors. n = n.1 et les types dos Ii sont les mômes quo ceux des Ij • 

Ces propriétés sont les conséquences des théorèmes précédel"tts. 

-'l'HEOREHE 2. - Soit A un anneau commu.taf,if' noothériün, il y a. corrcspondilllce 

biunivoque entre les idéaux premiers de A et les 1i1odules injectifs indécomposa-
' 

bles. P ~ E(A/P) ;3i Q est un idéal irréductible P-pri.1;-1irc, alors 

E(R/Q) ~ E(R/P) 

Soit P tut idé&l premiGr do A ; alors P est irrêcluctiblc et, par suit0, 

E(A/P) est un A-module injectif' et indécor.:posablc. Soient P1 ot P2 deux idéc.ux 

p:renûers tels que· E(A/P 1) ~ E(A/P2} = E • On plonie A/P 1 et A/P2 dans E , 

et. on a A/P1 n A/Pr;,_ t-0 ; c'est un sous-module qui r.:.;. pour annuhteur P1 et P2 ; 

par suite P1 ::: P2 • 

Soit Q un idéal irréductiblo P-pr:i.maire; il existe n tol que p1'1 c Q, 

n étant le plus petit ontior tel.quo Pn a. la propriété. Il existo be rn-l, 
b i Q ; soit '6 1 ':wage de- b füms A/Q, • Soit O(b) 1 1 annulateur de b ; il 

est clair que o(b) :::> P • D'autre part, a e. O(b) • Alo~s ah e Q 1:1t, par suite, 

a e P; d'où finalGment 

O(b) = p 

E (A/Q} ~ E (Ji./P) 
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5. Injectifs indécomposables ét idéaux biiatères premiers. 
~~~~,..., .......................... ~-"""""- .. "-"'-"""-~'l'-"'"~•., .. ..,..r,,,,.;..,,-,.,..,,..,,..~,,..,~ 

Soit A un anneau noethérien à gauche 7 si I est un module injectif indé­

composable, les annulateurs des sous-modules non nuls de I, forment une famil­

le filtrante croissante d'idéaux bilatères de A. 

Cette :famille admet un élément maximal A(I) ; A(I) est un idéal bilai;r:ire 

;eremier (a A b c. A(I) ;, a E A(I) ou b é A(I) ) • 

La correspondance I ~ A(I) entre type d'injectifs indécomposables et 

idéawt bilatères premiers n'est pas en général injective. Pour plus de détails 

on se reportera à [4J p. 421 à 423. 

Exercices: 

1) Caractériser les anneaux commutatifs tels que tout A-module simple est 

injectif. (Ce sont les anneaux réguliers au sens de Von Neumann (th. de 

Kaplausky) J • 

2} Si m est un entier strictement positif déterminer les modules injectifs 

indécomposabl~s et les modules projectifs sur l 1anneau A= Z/(m). {on montrera 

que A est un A-module injectif). 
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Conférence n° 4 du 27 novembre 1967 

AmmAUX DE FRACTIONS GENERALISES ARTINIET\B ., 

par M,, DJAf3.ALI 

L 11 LESIEUR. a. étudié dans [4] la. notion d î armeau de frac-l;io:r..s F(A) 

d1un anneau À par rapport à un système multiplicatif' S d 1él8mentz non 

nécessaireme:rr.c ·réguliers,, La théorie fait interve:a.ir un ensemble · I t défini 

ainsi & si x € re, ou bien il existe b € S tel ~10 bx = o, ou bien il 

existe b 7' € S tel que xb 1 = o, ou bien encore il existe b et bi € S tels 

que b:x:b 9 =, o 11 (noua ne supposons pas g_ue S contient un élément 1..l...c"'lité pour 

la multiplication de .A) , On appelle I l 7idéal bilatère engendré par I 1 
11 

Si l est 1ta.mieau .A/I et S i 1im.age canonique de A, F(A) e:x:i.Bte ai 

et seulement ai 

1) S est constitué d'éléments réguliers dans A 
2) l possède un anneau de fractions au sens classique du terme par 

rapport à S • On posera alors: F(A) = As • 
Les condi tione l et. ·2 peuvent atexprimer dtune autre façon: 

l), Si b € S , Àb € I -'9 ï,. € I et b't. € I =} 't. € I 

2): Pour tout couple b, a., b €, S , a € A il exiS:te un couple b' , a r , 

b-t € S , ·a.• € A tel que s b'a = a'b (mod. I) " 

Da!o..a toute la. aui te nous supposerons que S est l t ensemble Dt des 

éléments rpguliers à droite d'un ~nneau.noethérien à gauche A" Dans ce cas 
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Il se réduit à 1 1 ensemble des x tels que g O •• x ('\ S ~ /; , I n'est autre 

que 1•idéal à gauche engendré par rt » It étant évidemment permis pour la 

multiplication à droite., 

Ltétude se simplifie dana le cas où À possède la propriété du 

multiple oommu...~ par rapport à S, ctest-à-dire que pour tout couple bja 5 

b € S , a € A , il existe un couple b I', a t, b t E: S , a' € A tel que i 

b î a ::: a 1b .., Alors L II L:ESJJ.:UR a montré que I t = I et que l'anneau ]'(.A.) 

ex.istaitsi Un résultat. du à L" SMALL [7] montre qua ceci est .réalisé dans le 

cas où tout élément régulier modulo le radical de A est régulier a droite 

et que dans ces conditions F(A) est un anneau artinien" 

Nous allons donner une condition nécessaire pour que F(A) :, sl'il 

existe, soit arlinien. Cette condition n 9est pas nécessairement su:t"'.f'isantei> 

Gependai::rl:; elle 1 ~est pour les anneaux que nou-1;3 appellerons quasi-premiers et 

quaai-aemi-premiers. 

I ~ QUELQUES IŒSULT.A.TS SUR LES ANNEAUX NOETI-IERIENS " 

Soit A un anneau noethérien L .,LESIEU-R 1:l,; R .. CROISOT ont montré 

dans [6] le théorème suivant i 

Théorème l,l ! Il eriate un nombre fini dîidéaux premiers Pi, 1 ~ i ~ 11 

tels que i P 1P 2 il • .P n = o .. Alora les Pi sont 1e a idéaux premic r.s minima.u::c 

de A ., De plus si R est le radical nilpotent de A : R = ri Pi ., 

Nous avons nous-mtmes établi le théorème .auivar:rt [2] : 

!h_éorème 2 2:l_; i Soit b un élément de A régulier à droite., .Al.ors b est 

régulier modulo· R • 
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Proposition 1,1 a Soit b un élément de A régulier modulo R • .Alors b est 

réguJ.ier modulo chacun des Pi. 

Il auffit de montrer que b est régulier à droite modulo Pi (cf. [3J)v 

c'est-à-aire que Xb € Pi entra!ne À.€ Pi • Appelon.a P 1i ltintersection de 

ceux des Pj qui sont distincts de Pi .. Nous supposerons que P'i t Pi car 

si tous les Pj sont égaux à Pi , on a R = Pi et le résultat est trivial. 
,. 

On peut écriJ;'e 1 R '= . .J?i [\ Pîi " Dono PîiPi CR o Si Àb € Pi , ptiXb CR 11 

Mais b étant régulier à. droite modulo R cela implique que ptiï.. CR et 

dono P 1iÀ CPi 9 Gomme Pi est un idéal pranier et que P'i est un idéal 

bilatère non contenu da.na Pi nous en déduisona que À € Pi ,, 

Corollaire 1 i Tout élément de D' est régulier modulo cœ.cun des Pi • 

Corollaire 2 z Soit . .I un idéal bilatère de .A • Alors tout élément régulier 

à droite modulo I est régulier modulo chacun dea idéaux premiers minimaux 

contenant I .. 

Corollaire 3 : Soit I un idéal bilatère contenu dans R • .AJ..œs tout élément 

régulier à droite modulo I est ~égulier modulo R w 

Définition 1 21 i Soit S un système multiplicatifu Nous dirons q_uiun idéal 

premier P est S-premier si tou·b élément de S ost régulier modulo P • 

Dans le. caa où S = Dt , nous venons de voir que les idéaux premiers 

minimaux de A sont S-p:remiers. Remarquons que dan.s le cas où D ::: A-DI est 

· un idéal bilatère nous retrouvons la notion d 1idéal premier D-primaire définie 

par • Li, LESIEUR ( (5]) v 

Dans le cas. d îun anneau commuta.tif' il est immédiat qu 1un idéal premier 

est· S-prem:Ler (S = Di) si et se.Jlerœnt si il est contenu dans un idéal premier 

associé à · 0 • Dans le cas générai ou peut se demander si les idéaux premiers 

associés à O dans une déoompoaitiou tertiaire sont S-premiers. Nous soill!œs 

en mesure de répondre par l1a.ffirmativa,da.ns le cas où l'idéal singulier à gauche 

J(A) de .A est nui.· 

!'roposition 2 11);: Soit A un anneau noethérien·tel quo J(A) = 0 • Tout élément 

de A régulier à droite es~ régulier modulo le radical tertiaire de A 
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Soit ~ le radical tertiaire de A et soit b € D' o Si Ab€ R3 , 

cela veut dire que pour tout idéal à gauche non nul X, il existe un idéal à 

ga.uche x• non nul contenu dans X tel que ,JJ;{t ::: o (cf. [6]). Mais nous 

avons montré que dans oe ce.a O •• bX1 := O •. Xî (cf,, [1]) .. Donc XX 1 = o et 

on voit que À€ R3 • 

Corollaire : Les idéa.u:x: premiers associéa à. o dans une décomposition tertiaire 

sont $-premiers, 

En effet :a
3 

est liinterseotion de ces idéaux. La démonstration est 

analogue à. celle de la propoai tiori l., 1 ., 

II. AN.NEAU DE FR.4.CTIONS (;.ENFJlALISE D tuN .ANNBAU NOETHERIE.1"1., 

Propoi:frl;ion lt2 .1 I est contenu clans 1 1idéal singulier à gauche J(A) de A .. 

En effet ai :x: € I • , 3b € Dr · tel que bx == o II Mais Ab est essentiel 

dans A (of'. [)]) et il en est de ·mâme pour o· ·· x g_ue contient Ab ~ Donc 

I I C J(A) et on en déd.ui t que I C J(A) .. 

Corollaire t I est oontenu da.na le radical de A v 

Proposition 2,2 t Soit b € Dî " .AJ.ora b est régulier modulo R ::-.: n,/I 9 

Il suffit de remarquer que J/R est 1.somorphe à .A/R et dt appliquer 

le théorème l,i • 

Proposition 3,2 1 Supposons que A posSède 

F(A} = ½, ., Alo:rs le radical iit de F(A) 

1i. • A o R1 ., 

un a.1meau de fraction.s généralisé 

est égal à F(A)R et on a; 

Pour la démonstration on peut se reporter à [7] ., 

Proposition 412 1 Supposons que 1i'(A) existe ., Soit P un idéal S-premier 

(S = D1) , Alors tout élément de S est régulier modulo l? ., De plua si on 

pose P1 = F(A)P on peut <lire que P = A nJ.3r et que pt est un idéal 

pro~re premier de F(A) • 
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Remarquons d 1abord que 

contient R et contient donc 

bli t immécliatement,. 

P est un idéa.l premier de A • En effet P 

I. Dana ces conditions le premier point a'étà-

Supposons alors que b -iâ_ € A ('i·P1 o Il en est de m~me du };tL'oduit 

b(b -1a) • Mais ai a ,appartient ~ p il en- est de m~me pour b- 1a puiaque. 

b est régulier modulo P • On a donc bien P = .A. l'l pt v 

Montrons maintenant que pi est un idéal bilatère. On sait d.éjà que 

otest un idéal à gauche .. On voi·I; aanr::l difficultés que c 2est un idéal à droite 

si tout produit de la. forme pb...:1 , p € P peut d'écrire s9us la forme 

b -~p avec p € P ., Mais on a b p = p b w Ou remarque p b € P • b · étant 
i 1 i f 1 1 

régulier modulo P on en déduit que pi € P et donc p 
1 

€ P " 

Montrons. enfin que. pt est un idéal premier. Supposons que le produit 

b- 1â.F(A)b.:.1a cpt., Mais alors on voit que b ... 1a.Aa. =b- 1aÂb (5-ia) appar-
1 i, . 'l 1 1 i 

tient à pt ,, Dono a.Ai Cpt ('i A = P 11 Comme ? est premier on voit que 
1 

soit i, soit a appartient à P. 
1 

Proposition 512 i Supposons qu 1un anneau noethérien A possède ~ anneau de 

fractions généralisé artinien• Dans ces conclitions les seuls idéaux S-premiera 

sont lea idéaux premiers minimaux-de A. 

Dans un anneau artinien tout idéal propre premier est maximal (cf.[6]) • 

Soient Pi, l ::-; i ~ n, les idéa~x premiers minimaux de A,, Les idéaux: 

pti = F(A)Pi sont des idéaux propres pl"emiers de F(A) ~ Montrons que si R 1 

est le raclical de F(A) , ftt = l'l P'i. En effet pour.tout i P'i nA = Pi 
et donc r,Pti l'lA = ('i Pi·= R • D~où 1tinclusion l'l P'i C F(A)R = R1 • D'autre 
part nous pouvona clire que l'l P • i :> RI dt où l' égalité annoncée • 

Da.na ces conditions les Pti sont les seuls idéaux vropres premiers 

de F(A) ., Maintenant si P est un idéal S-p~emier, pt = F{A)P est 

nécessairement égal à 1tun des P•i ~ Comme P1 ('\A= P et P•i l'lA = Pi on 

voit' que ~ ::: Pi . d•dù 1tégalité P == Pi (P et Pi oontiennent I) • 
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Théorème 1 12 1 (L. SM.ALL [71) ~ Soit A un anneau noethérien dans lequel 

tout élément régulier modulo le ·radical est régulier à droite. Alors A possède 

un anneau de fractions-généraJ.isé artinien-

En effet il suffit de remarquer que dana les raisonnements de [7] on 

ne se sert que de la régularité à droite des éléments réguliers modulo le radi­

cal- La condition du multiple commun est vérifiée par rapport au système S • 

L1anneau de fractions est artinieno 

Remarquons que dans oe cas 1•ensemèle dâa éléments réguliers de A est 

égal à S • En effet tout élément :régulier b de A est régulier modulo li 
(Th .. 1,1). Dono b est régulier modulo R (A/R étant évidemment isomorphe 

à JI/R)" 

Proposition 6,2 l Soit A un anneau noetherien commutatif non nilpotent, 

A poasèa.e un anneau de fractions -ar-tiniens si et seulement si les seuls icléa.ux 

S-premiers sont les idéaux premiers minimaux de .A. 

La propriété est bien con.~ue. D'aille~a on peut remarquer avec 

L. SMALL (7] que tout élément régulier modulo le radical est régulier dans A. 

On voit dtailleura que dans ces conaitions l'ensemble S n'est pas vide. 

Notre condition 5,2 nous fournit une candi tion nécessaire pour q_u 'un 

anneau de :fractions. généralisé ar·bin..i.eni existe. Nous ne sommes pas en mesure 

de dire si elle est auffiaa.l!l.te dans le cas d'un anneau non commuta.tif. Etudio:oa 

quand m~me un cas particuJ.ier e·l; 'tout dîabord rappelons la définition g 

Définition 1,2 ; un idéaJ. à gauche I d 1un anneau· A est di:{; idéaJ. complément 

ai I es~ la seule erlenaion essentielle de,lui-màme da.na A (cf. [3]) • 

Donnons a.lors deux définitio~. 

Définition 2 12: un anneau A est dit quasi-premier. ai tout idéal complément 

n 1m l'l.nnulateur à gauche nul. 

Définition 3,2 i Un anneau A est dit quasi-semi-premier si tout idéaJ. complément 

contenant un idéal n:i'lpotent non nul a _ un annulateu:b à gauche nul. 

Noua pouvons considérer qu'un anneau premier (resp .. semi-premier) est 

auaai...-premier (resp. quasi-semi-premier). 

:L'üeoreme 2 12 , .t'our qu'un anneau •noetherien. · A quaaî-aemi-prerrù.er possède 

un anneau de fractions généralisé artinien, il faut et il suffit que les seuls 

idéaux S.,-premiera soient les idéaux p:t•emiera minimaux. 
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Soient Pi, l ~ i ~ n, les idéaux premiers mizµmaux de A .. Leur 

produit est nul et on peut écrire PP •• .,P = o avec PP ••• P { o • Posons 
1 2 n 1 2 n -1 

Q ::. P P .... P " On en déduit que O.• Q eat différent de o puisqu'il contiert 
n 1 2 n .. 1 n 

Pn • Montrons que tout élément de S est régulier à droite modulo 

En effet si oc S et si ÀO € O ,•Q , on peut écrire l Q À.c = o 
n n 

0. ·Q " 
n 

et don.c 

Q À = o " Mais a.lors c est régulier modulo les idéaux premiers minimaux 
n 

contenant O.· Q (corollaire 2 de la propq 1,1)., Ces idéaux sont donc des 
n 

idéaux S-premiers. Mais comme O .• Q contient Pn et que tout idéal 
n 

$-premier est minimal. nous en déduisona, que 1 O .• Q = Pn ., 
n 

D'après le théorème 112 il suffit de montrer que tout élément régulier 

mod.ulo ll eat régulier à droite. Soit donc b un élément régulier modulo ll 

dont l 1annulateur à gauche O •• b est maximal. Supposons O •· 'b ~ o • Soit I 

un.a extension essentielle maxima.le de O •. b • I est un idéal complément ,et 

on a i I '1 R f o • Ell. effet O •. b C R puisque b est régulier à droite mô•au10 

ll et I '1 ll::, O •. b ., Nous en déduisons que •O •• I = o • 

Considérons Pn .. Comme O •. Pn :::, Qn , O ·• Pu :J= o ., Il en résulte qu ton 

ne peut avoir I C Pn. • Mais b est régulier modulo Pn (prop• 1,1). On sait 

que da.us ces conditions ltimage canonique de b engendre un idéa.;t à gauche 

essentiel:da.na l 1au.:ueau premier noethérien .A/Bn. En particulier puisque 

I cj: Pn , I ri (Ab+Pn) q Pn " Cela. revient à cliré qu r il existe i E: I , avec 

i = ab+p , i i. Pn. , et p € Pn • Or a.u début de notre raisonnement nous avona 

vu· que O •. Q; .. = Pn • Donc Q i· :j: o et on peut écrire l t égalité t 
n n 

Q i = Q ab 4= o • Gela prouve que Ab () I =l, o et comme I est une extension 
n n 

essentielle de · O •· b ,, On peut encore écrire Ab IÎ O •· b 4 o • 

Remarquons maintenant que b 2 est également régulier modulo R., Comme 

0 ·. b CO •• b 2 et que O ·. b ea't maximal on voit que O •. b = 0 • • b 
2 

111 Mais 

ai Ab '1 O ·• b = o , cela implique qu*il e:x::iate À tel que Àb ~ o et Àb
2= o, 

dono qu 1it y a inclusion stricte O •• b CO •. b 2 • Noua arrivons à une contra­

diction et noua avons bien O ·• b a= o • 

Exemple i Soit A +tannèau des matrices de la forme .(~ !) dont les 
t , 

coefficient.a appartiennent à Z • A est un anneau noethérien. Les seuls ideau:x: 
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premiers mjnjmeltx: sont les idéaux i 

p = [(: !)J p i::t [(~ !)] 1 ·2 

On a. bien , 

p n p = Il = [(~ ~)J 1 2 

D•autre part i pp = 0 • 
2 1 

Il est facile de vérifier que t::5"11 un anneau quasi semi-premier, On 

:remarque que les seula idéaux compléments qui ont une intersection non nulle avec 

R aont P d'une part et A d 7a:utra part • Or O •.P = O ·.A= o 11 D'ailleill"": 
2 2 

1.'·idéal sin.gul:ier à gauche J(A) .est nul et on voit que précisément la :ferme-

ture de Il (or [l]) • Comme da.na 1ce cas tout élément régulier à.droite est 

régulier A possède un anneau de .fractions au ,sens classique du terme a..i.-tinien .. 
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SEMINAIRE d 1 ALGEBR[ NON COMMUTkTIVE 
Conférence n° 5 du 2 Décembre 1967 

ANNEAU ASSOCIE A UN MODULE SOMME DIRECTE 

DE SUUS--MODULES. INJECTIFS I NDECOJVtPOSABLES 

f-lar A. CAILLEAU 

1. Définition et propriétés de l'anneau associé à un module. 
""' -.,."'-,._,•,.~ "V ,.. .• ..__...,., .... ....,......_. ..... , \_,-.,....,..,~,_v.,,,._fa,Vv-1".-.,,,...,.,..,..,.,,,. .... .,.,, _.-.l'"-..,,....,~-·~·~•·..,..,.,,,._,,.,,,.,,,,,.,_....,.,...,.,_,,.,._.,,,_,,....,._,,..__-""J.~,.,v-.,'.~~ .. wl"-,.._...;,,.., 

Dans ioHt ce qui suit A est un anneau unitaire non nécessairement 
1 

commutatif et tous les modules considérés sont des A-modules à 

gauche unitaire. 

Soit M un A-modula quelconque ; un endomorphisme de M est dit 

Endorrnorphisrne Essentiel, .si son noyau est un sous-module essentiel de 

M • 

PROPOSITION 1 .1. ~ Les. e~domorphismes essentiels de M consti­

tuent un idéal bilatère de l'anneau des endçmorphisrnes de M ; Cet 

idéal sera noté ..dlfil. 

Soient 'f et i' deux endomorphismes essentiels de M et soit 

'{J un endomorphisme quelconque de 1vJ • On a les inclusions 

k er 'f () k e r lf ' h k e r ( f + 1' ) , k e r f S. k e r '1' 1 
et par sui te ~ + ~ 1 et '\1· f . sont des endomorphismes essentiels 

de M. Montrons qu 1 il en est de même de f "f : Soit X un sous 

module de M vérifiant : X I"\ ker i "'-Y. = o . On a alors 

ker f (\ "P (X) = o, et par suite ·y(x)' = o. X étant inclus dans 

ker ,Y , l'est dans 

soit X = o. · 

ker 'f 1 et 1 1 on a donc : X (\ ker f y = X 

D E F Hl I T I ON 1 • 1 • - Sait M un /~ - m o du 1 e et soit 0-f./, 1 1 a n n e a u 

des endomorphismes de M ; on appelle ~nneau associé à M l'anneaJ 

quotient Jb;J(M)• 

Cet anneau sera noté S(M) , et l'image ~ 1 un endomorphisme~ 

de M , dans S(M) sera notée 'f 
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PROPOSITION 1 .2. - Soit M un A~module et soit E l'enveloppe 

iGje~tive de M ; l'anneau S(M) associé è M est un sous anneau 

de l'anneau S..{1) associé è E • 

Soit~ un endomorphisme quelconque de M ; il existe au moins 

un endom~rphisme de E · p:r>olongEflt- ~ , et d 1 autre part si deux 

endomorphismes ~ et ~ 1 de E prol~ngeant 'f , ils diffèrent ci I un 

élément de J ( E) puisque - ker ( t - ~ 1 ) contenant M est essentiel 

dans E. ~- pe~t d,onc JJuser pour un endomorphisme '-f' de M : 

f (_ '\.{) ) = rh oh th est un enc!o::io:r:phisme de E prolongeant \..D 
1 · "i'.' y . , ' 1 -, 

est manifestement un homomorphisme d'anneaux dont le noyau est 

f 

J (M }' 

THEOREME 1 • 1 • - Si E est un A-m o du 1 e in j e c tif ( r es p •. quasi_ 

injectif. 

1) y(E) coïncide avec le radical de Jacobson l 1 anneau des 

endomorphismes de E • 

2) L'anneau S(E) associé è E est un anneau réqulier (au sen~ 

de Von Neumann). •. {cf. Utumi 5. , Johnson et \✓ ong 3 , Faith et 
Utu.mi: 1 

Rappelons que le. radie.al de .Jacobson R de 1 1 anneau B des 

endomorphismes de E, est, le plus grand idéal à gauche, de B cons­

titué d 1 éléments 'f tels que (1 - Lf) soit inversible à gauche. 

S à i t 'f a pp art en an t à · d ( E ) on a : k e r 'f f'I k e r (. 1 - 'f ) = o 

et par suite ker (1 -'f·):;: o Le diagramme 

1 .:.. ':f'. > E 

oD 1E désigne 1 1 identit~ sur E, se plonge dans un diagramme 

commutatif de la forme : 
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et 1 - f ·est donc iï:ve:r:sible à gauche. On a donc 

J(E) ç_ R 

Soit maintenant un élément f de R ; si X est un sous-module 

de E vérifiant X f\ ker 'f = 0 t le diagramme : 

0-------;) X~ E 

i\ 
J, 
E 

où i est l'injection canonJ.que de X da'.1s · E , se plonge dans un 

diagramme commutatif de la forme 

X est alors inclus dans ker( 1 - ~ '-f). Mais 'f appartenant à R,. 

- " ~ est inversible à gauche et 1 1 on a donc ker ( 1 - '\' '--\7) = 0 

d.'o.ù X= O. Par suite'{ appartient à J(E). 

Montrons que S(E) = 1\/R est régulier. Soit 'fun élément de 

B , considérons un complément X de ker lf dans E. On peut trouver 

(cf. démonstration précédente) un élément "'f de B vérifiant 

ker 

dans 

X .Ç k er ( 1 - 1" lf ) 
'f ( 1 - "\' 'f) contenant le sous-module 

E, est lui-même essentiel dans E, et 

donc à J(E). Par suite on a: 'f = 'f i 

X © ker 'f 
j( 1 -''f'--î) 
'f 

essentiel 

appartient 

PROPOSITION 1 .3. - L'anneau associé à un A-module injecti1 

indécornposa·ble E est un cor os, d;i;. t corps associé à E • 

En effet,, si E est un /~-module injectif indécomposable·, tout 

endomorphisme de E , non essintiel, est injectif et par suite 

s~rjectif. 

N.B. On retrouve bien ainsi le corps associé à E tel qu 1 il a été 

défini par L. Lesieur dans la première confèrence. Cette question 

est tr~itée dans l'additif au présent exposé, fait par M.C. Germa. 
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-:-:-:-

ANNEXE A LA CONFERENCE N° 5 

-·-·-·-♦ • • 

CORPS ASSOCIE A UN MODULE CO-IR.REDUCTIBLE M 

par Mme Marie-Christine GERMA 

Soit M un module cc-irréductible. 

-·-·-·-·­. . . . 

Dans la conférence n° 1, on lui a associé le corps K(M) = 't/[R, , où è 
dans è: est un certain sous-ensemble de M x M et 9t une relation d'équivalence 

Dans la conférence n° 5, on lui a associé le corps 

où $ 
$,(fi) 

= End l, E env~loppe injective de M 

= Radical de Jacobson de~ 

f]f.:,(œ) = {13 € ~' Ker 13 J o} • 

(cf. aussi [l] p. 372,373) . 

Montrons gue. K et K(M) sont isomo:r:ehes. 

K = fi,/ 
- /fll,(~) 

Pour définir 1 'isomorphisme <p : K(M) ~ K nous utiliserons l I homomor-

phisme h(~,~) associé à un €lément (~,~) de ~. 

(conférence n° 1 , p. 3). 

Soit 

élément h 
1 

(i;\n) € K(M) • On choisit un représentant (i;,n) € (~ '- n) 

de :'B prolongeant h( ~, p). On pose alors <p( ~ "- n )= h , h 
1 

la classe de h d.aµs ~ modulo .% (:.f,) . 

Il fau..t alors montrer 

a) ceci définit bien une application ~ K(M) ~ K 

, puis un 

désignant 
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b) q, est un homomorphisme d'anneaux 

c) <p est bijectif. 

a) soit (~ '-ri) € K(M). 

Prenons deux représentants (~, n) 

sons un prolliongement h de h = h(~,n) 
1 

et (~', ri') de (~ ,n) puis choisis­

et un prolongement h' de h' :::: h( i;;' ,~'). 

Montrons que h = h' (le cas où à un représentant (~,ri) de (.i;;, iJ) on associe 

deux prolongements possibles h et h' de h(,,iJ) rentre dans ce, cas là). 
1 1 

Or h et h I coïncident sur un élément al; = a' 1;1 J. o 

donc h et h 1 aussi; d'où Ker(h -h 1 
) J o 

f 1 1 1 1 

b) av-ec 1-es notations précédenter:t. 

et où f h(u~, Uij + u''l1') = k + k' 

1k = restriction de h à Au~ 

k' =· restriction de h' à Au't' 

c.q.f.d. 

Soit k (resp. k 1 
) un pvolongement de k(resp. k~) à E ; k + k' est alors , 

1 1 .. 1 1 

un prolongement de k + k' à E et on a 

dtautre part k + k' = h + }iT car k + k' et h + h' coïncident sur 
1 

ul;; = u' ~• J o • 
1 1 1 1 1 1 1 

Donc ~ est un homomorphisme pour l'addition 

<p( ~ -... 11) • q>( t' ..._ri' ) = iï . h' = h h 1 

avec 

1 1 1 

(Le produit dans œ est h h' = h' o h 
1 1 1 

et on note l;h = h ( i;)) 
1 1 

h(u~, u'11') = kk' où k(resp. k 1
) est la restriction de h 

(resp. h') à ,Au~ (resp. Auri~ Au'~') 
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1 1 

et kk' = hh' car k·k 1 et h h' coïncident sur u~ J. o, 
1 1 1 1 1 

donc cp. est un homomorphisme d'anneaux. 

c) cp est injective. 

Soit h = cp( F;;, 11) et h' = cp( t' '-.. 11') 
1 1 

Supposons h = h' alors ker(h·-h' ) /. o donc h et h' coïncident 
1 1 1 1 1 1 

sur µ J. o • 

M étant cc-irréductible, soit z J. o, z € A~ nA'~' nAµ. 
h/z) = h' 

1
(z) car z € Aµ ; dfoù h(z) = h'(z) et (~'-11)= (l;;', TJ') 

q> sur.jective. 

Soit ii e: œ / 
1 /:R,(jf,) 

Deux cas sont à considérer 

1) h /. o • 
1 

et h € h 
1 1 

On choisit ~ € M , 

Alors ( (;;, ~ ) € 

e.. J. 0 • 

1 

De plus cp( ,;; '- ~ ) 
1 

2) h = o • 
1 

l 
Soit a1ors 

1 

f car ~ /. o et Ann l; Ç Ann (;ri: • 
1 

= ii 
1 

c.q.f.d. 

[1] L. LESIEUR - Coeur d'un module. Journal de Math. Pures et Appli. 
t. 42, 1963 - J?• 367 .4-07. 



S.&·1INAIRE d I ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 6 du 9 Décembre 1967 (suite de la Conférence n° 5) 

.ANNEAU ASSOCIE A UN MODULE SOMME DIRECTE 

DE SOUS-MODULES INJF.CTIFS INDIDOHPOS.ABLES 

par-Â. CAILLF..AU 

~. Auneau associé à un module injectif riche en co-irréductibles. (resp. à un module somme directe - . 

de sous-modules injectifs indécomposables) 

Modules riches en co-irréductibles 

Nous reprenons ici des définitions et pr~priété.s énoncées e~ dtmontrées pa-r J. FORT 

[2] . 
On 3-IJpelle module riche en co-irréductiblos, tm mûdule extension essentielle d'une 

somme directe de sous-modules co-irréductibles. Il résulte immédiatement de cette défini­

tion qu'un module injectif est riche en co-irréductibles si; èt seulement sî, il est exten 

-sion essentielle d'une somme directe de sous-modules injectifs indécomposables. 

Nous utiliserons pol.ll' les modules riches en co-irréductibles, la notion de dimension 

introduite par J. FORT: 

Théorème 2.1 - Soient M un A-module et - S= E9 
i G. I 

C. ' l. 
T ·-- , 

deux sommes directes ma.ximales de sous-modules co-irréduc't.ibles de M (_i.e. tout sous­

module co-irréduct,ible de M rencontre S 2-.i '.1.1 selon d.es so~s-modules non nulsl ; 

il existe une bijectionc;:r- È2. I 

EB E(K.), 
j t. J J 

et un isomorphisme ~ ~ 

tels que l'on ait pour tout indice i,2:2. I : 

et des· 

E& 
i€.I 

K .• Alors, 
J 

E(C.) sur 
l. -

Le cardinal de I, ne dépendant que de M, est dit dimension de M et noté dim M. 

N.-B.- On peut de m~me ·,arler de '1T:' -dimension de l'i, pour un type 1f de sous­

modules injectifs indP.composables de l'envelo~pe injective de N: on appelle ainsi le 

cardinal° d'une famille (Ci, i ~ I) de sous-modules co-frr6ductibles de H, telle que : 

pour tout i appartenant à I, 

- la somme ~ C. soit directe ; 
. l. 

i G I 

E(C.) 
1 

soit de type '1r 
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- tout sous-module cc-irréductible C de M dont l'enveloppe injective est de type "TT , 

coupe. EB selon tin ·sous-module non nul. C. 
J. 

J,n-c.eau associé à un mod.ule in.jeètif riche en co-irréductibles • 

Le cas particulier où E 

par L. Lesieur et R. Croiso·b 

est un A-module inje~tif de dimension finie a 4té étudié 

Théorème 2.2 - Soit E un A-module injectif d.e dimension finie . . E= 

in 

EB 
i = 

'E. 
l. 

1 

Désignons par ( '1T 
1

, • • • • • • • • • • , 'î( p) 11 ensemble des t;yp_es de sous-modules in~ectifs 

J.:n<lécomposa.bles de E, et nour tout m = 1, ••••••• , p, !e nombre de sous-ruo-

~ ~i. ~-1\'" m • !lors, 1 1 anne~u. S(E) . associé à. E, est un anneau semi-simple? 

uroduit de p anneaux si!11Ples1 chacun ci'eux étant isomorphe à l'anneau des endomorphismes 

d.1un espà.ce vectoritl_de dimension km sur le corJ?.S k associé au type 1T • m- . m 

Soit _maintenant E° un A--module injectif 1~iche en co-irréductibles, de dimension 

quelconque, nous savons· qu•i1•13st extension essentielle d'une somme directe de sous­

modules injectifs indécomposables: 

ffi 
i~I 

E. 
]. 

Nous allons d'abord. montrer que 1' ann.eau 

1 1 anneau S ·( @ .. E
1
.) . associé à. · @ 

i.E I i E I 

S{E) associé à E est isomorphe à 

E. ~ c 1 est-à-dire la propriété s_uivante 
l. 

. . 

Théorème 2.-3& ... Soit: M_-_,une somme directe de A-modules injectifs ip.d~composables ; l'e~ 

·associé à M est isomorphe à l!a.nneau associé ,à l'env~eloppe injective .E · !!!'!_ M ., 

Nous savons que S(M) se plonge da.ns S(E) (cf • Proposition 1.2) • 

Montrons que si M est somm~ directe.de sous-modules injectifs indécomposables 

M= œ 
i f. I 

E. 
l. 

l11iomomorphisme f. de. la _pr.oposii;ion : 1.2 est surjectif •. 

. . 
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Soit ½ un endomorphisme de E, désignons par r1 le sous-ensemble .de l 
constitué des indices i tels que Eli ne so.i t pas inclus dans ker t • Si i 

appartient à r1 , .il existe un élément x1 de E1 tel que t(x 1) ne soit pas 

nul. M étant essentiel dans E, on peut trouver un élément ai de A tel que 

a~ w( x. ) ne soit pas .nul et appartienne à M et, par aui te,· à. une somme directe 
l. l. 

finie: 
n 
EB EJ •. 

L=1 J, 

Cette somme directe finie de modules injectifs étant elle-m~me injective, il existe 
n 

un homomorph:tBme tp• de F}. dans cr:-, E. dont la restriction à Aa1 x1 coin-

cide avec ~ • 
:i. l. .t~l Jt 

Soit r_p l 1 endomorphisme de M : 

(y =. ffi q,. , 
iEI J. 

où les ~i sont'définis comme pré~édemment pour les indices 

les ~~ sont nuls pour les indices i n'appartenant pas à ... , . 
endomorphisme de . E p}:'olongeant cp , on a pour tout indice 

en èffet,_ou i appartient à I 
1 

ou. i n' appartiefft: pas à r
1 

et a.lors 

i de I
1 

·, et où 

I
1 

.. , Si V/ est un 
i de I: 

a. X. , 
1 1 

n en résulte que ~ et \il diffèrent d 1u.."1 élément de J(E) 1 · et l'on a par 

suite : 

Il nous suffit dès lors de rechercher la'structure de 

s( EB E.) • 
iE1 l. 

LEHME i.1. - L'anneau associé à une somme directe de A-modulen inje~tifs indé­

composab],es 

M = EB I<J. 
iE! 1 

est isomorphe au 
1
:pro~uit des anneaux associés aux composantes iao!Y:;Pigues de EB E

1
• 

iE-I 



Soit (riÀ, ~~A)- l'ensemble des types de sous-modules injectifs ~ndécompoaa­

bles de EB Ei • Pour tout À appartena:t).t à A désignons par I'l l t ènsemble 
ieI 1\ 

des indices i de I tels que Ei soit de tn,e· nÀ et posons: 

appelons enfin . 'flÀ ·l'injection ce.n<mique'·. de 1\ dans M et s>.. la projection 

de M su:r M.}. pf\rallèlemén~ à iÇ' ·• Si -à_ un endomorphisme a de M nous :faisons 

correspondre 1 t é~ément. 

de n S(MÀ) 
ÀeA 

( gÀ ri'O,À ~~t la classe-~e 'sÀ olfl,À · modulo J(MÀ) ) , nous obtenons une application 

9 . de · 1 t annèB.U tJ.· ·des endomorphismes de M dans n S {J\) • 
À,Ef.. . 

1 Q 0 est un ho~OID0?:J?hisme d 'ann_eaux : i;l. est évident '4\1-8 pour tout couple 

(a 1., a 2) d'éléments d_é a ,.on a: 

ê(a1 4- œ~) =. e{œ1) + 0{012) • 

Pour montrer l'égalité: 

on est amené a··montrer que 1 'on a, pour tout À appartenant à A : 

soit 

_n I était -pàs essentiel dans l\.' , il existerait un indice. i · de IÀ vérifiant 
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et MÀ. et NA. admettraient alors des ·sous-modules injectifs indécomposables iso­

morphes, ce qui est impossible (en vertu, par exemple de la proposition•2 de [2]: 

Soiimt m A-module M et Et) X. une somme directe de sous-modules de M , si . r i J.E 

Y est un sous-module de .M vérifiant 

î n ( ffi X) f. 0 
ieI 

il existe lm sous-module non nul de l'un des X. 'isomorphe à un sous-module de 
À À. J. _l. 

Y). ker. (~ <½ -_a 2)~ est donc essentiel dans ir-, il on eet évidemment de 

.. d 1·~ t:e~ (. À. .)'(\>., 't b. meme e cer ":> a1 . ~ q 2 - a 2 ,, , par sui e on a· ien 

2° e est surjectif: si 

m.e ex de M : 

(¾_)~EA est un élément de 

est ·!;el. que e(cx) soij; égal à (a'}..),,_EA • 

fi S(MÀ) ,; 1 1endomorphis-. 
XEA 

3° ker e :::: J(M) : on vérifie immédiatement 1 1 inclusion : .r(M) ç ker e • 

Supposons que l'on puisse trouver un élément a. de ker O n'appartenant pas 

à J(M) • Pour unltel élément on peut trouver un indice i de I vérifiant: 

ker a n E. = O • 
l 

Si À eat l'élément de A tel que i appartienne ù IÀ, on a, e(a) étant nuJ., 

À. . ../. ker t; an E . .,. 0 . 
J. 

a(Ei) est donc un sous-module injectif indocomposablo de M de type îTÀ 

(kor et. n E~ == 0) , rençontrant ¾ {ker '?,À a. n Eli ,J 0) ceci est impossible 

d'après la proposition 2 de [2], rappelée· précédemment. 

Il noua reste à étudier l'anneau associé à chiaque composante ·isotypique de 

EB E. , c'est-à-dire ù une somme dirècte de mqdules injectifs indécomposables 
ieI 1 . 

tous isom9rphes: 

I \ 
THEORENE 2.~. - L'anneau associé à une somme directe de modules injectifs indé-

composables tous isomorphes~ 



M = ffi E. 1 

ieI 1 

'.::.:::it 1111 anno~~gulior 1 self-injectif ù droite, isomorphe à 1 1 n.nneau des endomor­

J2~üsmes d •un esp~ce vectoriel:._ do dimension ; 

dim M ::::: card I t 

_sur le corps associé au. type des !!\ . 
Remarcruons tout· d'abord· q_ue les propriétês pour S(M) d'être régulier et self­

injectif. à. droite, résulteront de l'isomorphisme entre S(M) et 11anneau des endo-
• ' 1 ' 

morphismes d 1un espace ·.,ectoriel qui possède lui-même ces propriétés ( cf. the o ri Yn€ 

1.1). 

Soit F un A-module injectif indécomposable isomorphe aux A-modules E.· et 
' l. 

soit K le corps associé à F; désignons par V ·l'espace vectoriel à droite sur 

K engendré par une famill~ quelconque - (ei)itI indexée par I: 

V::: E8 e. K 
iEI l. 

Pour tout indice , i de I , nous choisissons un isomorphisme cp. de F 
' l. 

et nous d~signon~ par !;i la·projection'de M sur F.1 parallèlement à 

·soit a· un endomorphisme de M , et i un indice de I , les indices 

sur E1., 

EB E .• 
j#i J 
j de I 

. -1 pour lesquels q>• g. Cttf>· n'est pas nul, sont en nombre fini: en effet, fixons­
J J 1 

nous un élément non nul x de E. . -l i:-. l. ; SJ.. Cf>j ';id Ctej)i 

c'est-à-dire 

n'est pas nul, on a 

s• a(:x:) i o, 
J 

or, l'ensemble des indices j pour lesquels Sj a(x) n'est pas nul est fini. 

On peut donc considérer l'application ~ de l'anneau a. et des endomorphismes 

de M ,dans l'anneau f. des ondomorphismes de V définie par: 

l)(~). (e
1

) = 2 e .• cp --jl s. acp .• 
jEI J J i 

1° 1l . est un homomorphisme dt anneaùx : on a· pour tout couple (a
1 

, a
2

) d' élé­

ments de· d : 



D'autre part, 

Désignons par ~l ~•ensemble des indices p de I vérifiant 

ker ~ a 1 n E1 = b. 

Si .x est·un ·élément de Ei vérifiant a/x) '/, 0 , on pe~t trouver un élément 

a de A tel' que SQ/:x) ne ·soit pas nul et soit égal à _ }: ~ . a/ax) , ax 
peI p 

1 

est alors un élément non nul de ker· (œ
1 

- ï: . · Sp ~) .• On a donc, 
peI1 

Q.t par suite 

-ker -(a1 - ~I, ~P <¾) 'n Ei i O 
1 

-1 . -1 . 
I ~ ~k «2 tp <Xl. "'i = q,k ~k a 2 œl (()1 

.PèI1 

ce qui donne, cqmpte tenu. de la définition de r
1 

Remarq~. -. La démonstration précédente suppose que I 1 n'est pas vide;; il eat 

trivial que la conclusion subsiste dans le cas où I 1 est vide. 

2° Ti est surjectif : sôit. , p un élément dé f. ,,P .Ont peut poser: 

( ) . - j p e. = : 2.. e . p . ,. 
l. ·r J J. JE . 

btL•les f~-èont· nulâ sauf pour 1?-n nombre fini dt indio·es j ~ 

· .LI endomorp~:L'sme: 

avec pour tout.. i de -r : 



est tel que son image par a soît p. 

3° ker 1j = .J(!1) : on niontre immédiatement qu'un élément a. de a. est' annulé 

par ,~ si, et seulement si,l'on a pour tout couple d'indices (i, j) : 

Ceci est évidemment vérifié par les éléments de' J(I·i) • DI autre part, si a· n' ap­

partient. pas à J(M) , il eXiate un indice i de I tel que l'on ait 

ker a n E. = O ; 
J. 

pour un élément non nul x de E. , on peut écrire 
J. 

d.e l'hypothèse 

jl , ... , jn, 

à-dire tel que 

annulé par 1l . 

. ke:r a n E
1 

= 0 , on déduit qu'il . existe un indice j 

tel que ker ~j ex n E1 · ne soit pas essentiel dans · 
. p ' 

ker ~-. ex. n E
1 

ne soit· pas nul. Ceci prouve què a 
Jp.·' 

parmi 

E. ·, c'est­
J. 

n'est pas 

Uous somma; maintenant en mesure d'énoncer un théorème de structure, dont le théo­

J:ème 2. 2 de [ 4] appa.ra:t t comme co.s particulier. 

I ' . < I1IIEOREr:IE 2,.'i. - ~, E ~ &,module riche •en co-irréductiblesresp. som:ne di-

recte de A-modules. injectifs indécompos:ables)· et soit (n>. , . ).. e A)·. l'ensemble 

des ty-7es de sous-modules in~ectifs indécomposables de E; l'anneau S(E) asso­

cié à E est un anneau régulier, self-injectif à droite, isomorphe à l'anneau 

nrului t n ~\. , où ;eour "tè>'l.::,_t À ·, fÀ. est 1 'anneau des endomorphismes d'un es-
À Eh 

pe.ce vectoriel sur le CO:J?S associé au type TT)., dont la dimension est égale à la. 

tT~-dimension de E • 

S(E) est régulier et selt-injeotif à droite en ta.nt que produit d'anneaux pos-
' . 

sedant ces propriétés. Pour-montrer qu'un anneau 

L = TIL 
)..EA ~ 

.produit d'anneaux self'-injeotifs à droite (resp. à gauchè) est lui-même self-injec­

tif à droit~ (resp. à gruche), on peut montrer que pour tout À,·½_ est un 

1-module à droite (resp. à gauche) injectif; L, produit de L-modules injectifs, 

es·c alors un, L-module in.je.dit~ 
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SEMINAIRE D'.AI,GEBRE NON COMMUTATIVE 

-·-·-·-·­. . . . 
Conférence n° 7 du 8 janvier 1968 

pêî.t" Mich~le FERRANDON 

Sttr- une: applica.tüm de f' ermeture dans les modules .. 

Dans toute la suite R désignera un anneau unitaire. Les R-modules considé­

rés seront des modules unitaires. Lorsqu'on ne précisera pas la nature d'une appli­

cation, il s'agira d'un morphisme de R-module. 

I-. Définit-ion d'une app-lioation de f.ermetui--e.. sur 1-es sous-modules d'un module. 

Prcwosi~ion L 

A, B, C étant des modules à gauche sur R et A CB il y a équivalence 

des propriétés suivantes : 

1) Pour tout sous-module E de B/A, HomR(E,G) = o 

2) Si D e~t un sous-module de B tel que A C D C B et <p un morphisme 

de D dans C tel que <P(A) = o alors <p = o 

3) vb € B. , 'vc € C , c ./; o , 3r € R , rb € A , rc /; o 

Démonstration: 

l)' => 2) ..Soient A Ç D Ç B. et q, : D -> C 

On peut factoriser <p suivant 

D-L> G 

~ /ëp 
DIA 
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-
E=D/A cp=o 

Im q> = Im-7p = o cp = 0 • 

2) => 3) s.i.. la propri-ét-é 3 n'est pas vBrifiée il existe b € B et c € C c /. o 

tels que si r € R rb €A• alors rc = o • 

Posons I = A · . b = { r, € RI rb € A} Ic = o • 

L'application a+ rb €A+ Rb-> rc € Re définit un morphisme de module 

de A + Rb dans G i cp(A) = o donc cp = o ,' or <p(b) = c ,p o d'où une contradiction. 

3) ==> 1) E C B /A <p : E -'> C • 

Si cp est f. o il existe b € E tel que cp(b) = c -/= o or il existe r € R tel 

que rb € A rc -/= o rb = o rc = rcp(b) = qi(rb) = o d'où une contradiction. 

Les propriétés précédentes seront notées A ~ B(C) • 

Proposition 2. (transitivité) 

Soient A, B, G, P des k-modules, A C B C C • 

Les propriétes suivantes sont équivalentes. 

1) A ~ B(P) at B ~ C(P) 

2) A ~ C(P) • 

Démonstration. 
1 

1) => 2) AC D CG cp : Il -> P <p(A) = o A ~ B(P) et 

A ~D ri B C B => q,(D n B) = o B C B + D C C • 

L'application + : b + d € B + D -> <p(d) € P est un morphisme de modules 

de B + D dans P, telle que +(B) = .o B ~ ·G(P)_ -> + = o _, soit <p = o • 

La réciproque est immédiate. 

Soient M et P deux R-modules. 

Remarque. Soient A un sous-module de M , et :fr la famille des sous-modu­

les B d.e · Pi1 vérifiant A~ B(P) • 
f/r est non yide car A ~ A(P) et possède un élément maximal A' . En fait 

nous allons ~ontrer que cet élément est !lE.Ximum. 

D'autre part pour tout x € A' pa'r transitivité 

A CA+ ltx CA'. -=-> A~ (A+ Rx) (P) . 

Soit A un sous-modu:le de M , définissons 

A
1 

= {x € M j A ~-(A+ Rx) (P)} 

A 2 = { X € M I A $. X ~ ,B.(P)} • 
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Propositiog 3. 
A = A el:it un sous-modllle de M • _1 _ __;;;,2 ___________ _ 

Démonstration: 

- Soient 

+ : I -> p. 

:x. € A , A. •. x C I C R ( I idéal_ à gauche de . R) 
1 - -

et 

+ (A •. Xe) = o • 

Posons 

L'application 

dans P et 

D = A + Ix A ,C D Ç A + Rx • 

q> : . a + ix € A + Ix -> t(i) € P définit un morphisme de D 

q,(A) = o x € A donc 
1 

donc x€A 
2 

q> = 0 

et A CA 
1 - 2 

- Soient x € A , A C D. C A + Rx et 
2 

q>: D -> p <p(A) : o • 

Posons I :::: D •. x A •. x C I C R 

L1applicat;i.on + ; i € I -> q,(ix) € P définit un morphisme de I dans 

et +(A •• x) = o • x € A dop.c + = o 
' 2 

et cp(Ix) = o ; D = A + Ix 

q,(D) = q>(A + Ix) = o donc x € A et 
1 

A ÇA 
2 1 

- Soient 

A~ (A+ Rrx) (P) 
x € A 

1 
r f ll. ; A Ç A + Brx, Ç A + Rx par transitivité 

et rx € A • 
1 

p 

- Soient x, y € A , A C D ~ A + R(x + y) et <p : D -> P cp(A) = o • 
1 

Posons I=D·.(:x:+y) J=D•.x K=D•.y D=A+I(x+y) I;;?JnK. 

A Ç A + .Jx Ç A + ~ 

La restriction de <p à A. + Jx est nulle sur A et x -€ A 
1 

donc q> ( Jx) = o 

et de m~me cp(ey) = o j A ÇA.+ .Ix CA+ Rx • 

L'applicai;i.on + : a +, ix €A+ Ix -> <p(i(x +y)) € P -d-éf-init un morphisme de 

A + Ix dans P + (A) = o et x. € A = > f = o donc q> = .. o et · x + y € A 
1 

Proposition 4. 

A est maximum dans la famille ~. 

0 ' ·r l f ·1 t A . . A (P) n v-eri ie aci emen oue · ~ 
1 

et que si A~ B(P) alors · B · C A-
- 1 



Théorème. 1 ., 

A étant ün 
1
sous-module de M 1 1application A -> A est une application 

de fermeture dans l'ensemble des sous-modules de M • :On l'appellera fermeture asso-

ciée à P ~ 

- AC A • 
- 1 

- Soient A ,c B 

A-• .. xs;_B•. -x:ÇR 

et x € A .. 
1 

x€A 
2 

donc A •. x ~ R(P) et par transitivité 

:& •. x ~ R( P) ,J ;x: € B • 
2 

cp(A) 

~A~ A (P) A ~(A) (P) 
1 1 1 1 

=> 4 -~ (A ) (P) 
• 1 1 

et donc 

(A ) C A C_ (A ) 
1 1 - 1 1 

(A) = A 
• 1 1 

Définissons A 
3 

= {x .€ M j o . • p (A • .. x) = o} • 

I été,\.llt un idéal à gauche de R o .•p I = {Y€ P j I y.= oJ• 

Remarque: 

A CA • 
1 3 

Soient ,:x; E A 
1 

I =-A •. x , p € P I, p = o • 

q> : a + rx € A + lb:· -> rp € l? 

::: o x € A <p = o qi(x) = p = o 

est. un morphisme de A+ Rx dans P, 

donc x € A • 
1 3 

La réc;i..proque- -est vraie dans deux cas particuliers : 

1) Si R est commutatif: 

Soient x € A
3

, A CD ÇA + Rx , . <p :. D r-> P 

Soient r € .D •• x , y = <p( rx) et s € A ·• x 

sy = q>(srx) = q>(rsx) = rcp(sx) =-o • 

(A ·. x) y = o . => y = o et <p = o • 

2) Si· P est injectif: 

<p(A) = o .. 

Soiem; x € A
3

, A Ç-D CA + Rx <p: D. -> P <p(A) = o • 

P étant injectif' il existe + t A + Rx - > P prolongeant <p 
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0 ~ D ~ A+ :Rx , , 
<j) , , , + , , 

p"-

y = f(x) € o •• p (A x) donc y = 0 

II. Propriété de la fermeture associée à un module injectif. 

X,€. A 
1 

M, Pet Q étant des R-modules et A un sous-module de M on note l\p la 

fermeture de A associée à Pet AQ la fermeture de A associée à Q • 

Proposition 1. 

Si i est une injection de ·.· P dans Q alors AQ C ~ 

Soient A C D C AQ , <p(A) ::: o 

i o <p D - > ,Cf i o <p (A) C: 0 

D ➔ p 

donc io<p=o et .cp ::: 0 

A ~ AQ(P) et AQ C Ap • 

A 

Proposition 2. 

Si Q est extension essentielle da P alors Ap = AQ • 

On sait déjà que .J\Q ~ ~ • 
Soient b € ~ et q € Q q J o • 

Q est extension essentielle de p • . 
3s € R sq € p sq J.o et sb k ¾, . 
D1ap~s I. 1 3r E. R. rsb·€ A rsq /. o et d'après 

:;, ~(Q) et Ap Ç,.AQ • 

donc 

I. 1 on a 

Pour étudier la fermeture sur un module 1M associée à P on peut donc 

remplacer P par son enveloppe injective. 

Par la suite on étudie la fermeture associée à un module P injectif. 

Posons H = HomR(M,P) • 

Proposit:i,onr3. 

Les sous-modules fermés de M sont les annulateurs des sous-ensembles de H. 

Plus précisément A étant un sous-module de M ~ = 0 • "M ( 0 .H A) • 



On définit o , H A = { q> € H j q,( Â) .= o} et si S Ç H 

o · '.M ij = . · () ker cp 
<p € s 

- Soit q, € o 'HA · qi(A) = o ·donc q,(~) = o et Ap C o·M (o,H A) • 

-Soient xE'. o·M(o.HA), A-ÇDç:A+Rx <p : D ~ P q,(A) = o • 

Soit + E: H prolongeant · ·q, +(A)=o_ +€0.HA donc +(x)=ô. 

et <p = o • 

Par la suitè on notera ~=A . 

Proposition 4. 
A et B étant des sous-modules de M AnB = A () B • 
A() B = (o•tf (o•Ii A))() (o•M (o.H B)) 

= o • 'M ( ( o 'Ê: A) + ( o 'ÎI B) ) 

et P étant injectif (o, 11 A)+ (o.H B)::;: o,H A ():B donc A ()B = A nB • 

Remarque: cette propriété n€ se conserv€ pas par intersection infinie. 

Exemple : :R = Z = M ACM. A/.o A=Z; o=o. 
() :Ïp = z 

p € a - (o} 
() Zp = 6 = o 

.p € z - {o} 

Proposition 5. 
1 

L t ens.emble des fermés forme un treillis complet modulaire • 

En posant A Ai = , () Ai et V Ai, = i Ai on obtient un treillis 
i€I i€I i € I i € I 

complet. 

Il est modulaire si AC G =;. A + B lt C = (A+B) () C 

A+B () G = [o·, 1 (o.H A+B)) () (o•M (o.· G)) 

= o·M [o.H (A+B) + o•H cJ = o ·M (_o 'H (A+B) f"\ C) 

= o ·M ( o . • A + B () C) = A + B () C 

Remarque: Ce treillis n'est en général pas distributif. 

Exemple : il existe P tel que pour tout sous-module A de M AP = A • 
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Âp = A <~ _ 'r/x. (, A 3<p , <p ;;, A + R:x.;A -> P , q, /. o il suffit de prendre 

P = C3) M/A pour tous les sous-modules A~ de M et pour cp la restriction à A + R:x: 

de l'injection canonique de M/A dans P • 

On munit l'ensemble des fermetures.sur un module de la relation d'ordre 

suivante: 

F ~ F <=> --pour tout sous-module A de M 
1 2 

F (A) ~F (A) 
1 2 

Propriété. 

L'ensemble des fermetures sur M associées aux divers modules P forme un 

treillis complet. 

à Pi. 

Soit (Pi)i € I un~ famille de modules, Ai la fermeture de A associée 

P = $ Pi 
i. € I 

Â = fermeture de A associée à P. 

On montre facilement que X= n bi et qu'on a un treillis complet. 
i € I 

III. Etude ae: .la fermeture associée à p inject'if sur des modules Met N. 

de N 

de B 

M ' N ' étant deux R-modules, 

on notera A la fermeture de 

dans N associée à p • 

Propriété 1. 

A un soùa-module de M 

A dans M associée à 
' 

B 

p et 

un sous-module 
,._ 

B la fermeture 

Soient f un morphisme de M dans N et A un sous-module de M. 

Alors f(A) ~ 'f(AJ . 

Corollaire. 

M = N = R • La fermeture d'un idéal bilatère A de R est un idéal bilatère. 

Soit x € R. 

AxCA:x:CA, - . -

Propriété:~• 

Si f éêt un isomorphisme de M dans N et A un sous-module de M 

f(A) = t(A} 
1

• 
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Propriété 3. 

Si N est un sous-module de M et A un sous-module de N 

En appliquant 

Reciproquement 

prolongement de <p; 

Remarques. 

III. l à l'injective de N dans M on a 

: Soit q, t N -> P q,(A) = o et soit 

f (A) = o => +(.i) = o => <p(A tî N) ; o 

1. A est un sous-module de ~ -M on a 'A tî N = A tî N 

ACNCM et si N est fermé dans M alors A 

équivaut à J fermé dans M • 

Définition. 

.,. -
A ÇA • 

f : M -> P un 
- ,. 

d-0no · A tî N Ç, A • 

fermé dans· N 

Si N est un sous-module de M on dit que N est dense dans M si N = M • 

On note Lp(~):::: treillis des fermés de M dans la fermeture associée à P • 

Propos~tion 4,. 

Si N est dense dans M ,. Lp(N) est isomorphe à Lp(M) • 

Il est facile de voir que les applications : 

A € Lp(M) -> A tî N € Lp(N) 

B € Lp(N) -> B € ½,(M) 

sont réciproques l''Lj!le de 1•autre et sont des isomorphismes de treillis, 

Proposition 5. 

Soit .F un sous-modu. le de M • 

Lp(M/FÎ est isomorphe au treillis des fermés de M contenant F • 

Soit f : ::,;: -> .M/F = N la surjection canonique. 

On sait qu I il y a bijection entre les sous-modules de M contenant F . et les 

sous-modules de M/F • Il reste à voir que c'est une bijection entre les sous-modules 

fermés. 

- supposons A fermé et soit 

Soit q> (A) = o 

+ (xJ € o }( (o•i A/F) 
/F 

=> <p(F) = o et <p se f't1ctoriae suivant 
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°ëp(A /F) = o => °q> o + (x) = o = cp(Jf) 

donc X € A et + (x) € A/F qui est femé. 

- si A/F est fermé on a f(A) f.. +(~) C ~ or +(A) = ~ = et donc 

A=A. 
Il est évident qu'on a un isomorphisme de treillis. 

Consé13,uence. 

Si F = o VA ACM 

IV, Et,~de d''\-file fermeture telle que Lp(M) soit complème~~é. 

On po:;i e F :: o • 

Propopition 1. 

!l .. LJt équivalence des propriétés suivantes : 

1) Lp(M) est complè~enté~ 

2) Tout sous-module de M/F est dense. 
... 

D'apr~s III. 5 il suffit de le démontrer dans le cas où o = o • 

1) =·> 2) Soit A- essentiel dans ~ 

B € ~(M) tel. que A r\B = o et A+ B 7 M 

A= M' • 

Lp(M) étant complèmenté il existe 

or A essentiel dans M entl'aîne 

B ::: o et 

2) =·> 1) Soit A fermé et B ui,. sous-'-module co,plèmenté de A (c'~st-à-
' dire maximal: pour ila rela. tion -A n B = o) A + B est essentiel dans -M et donc 

A+ B = M on aura alors A+ B ~ M et A r\B = 0- en vertu. du lanme l et B 
est un comp]ément -de A dans LR(M) • 

Lemmg 1. 

Si et;,; o 
En effet si X C ~ 

A est extension esseptielle de A • 

Proposition 6. 

donc 

Si· N Ç M et, si Lp(M) est complèmenté, Lp(N) est complèmenté. 

Ceci résulte du fait que Lp(N) est la trace sur N de Lp(M) et que le 
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treillis des sous-modules d'un module est·modulaire. 

D'après 

Proposition 7. 
Si o :::: o .. ~l y a équivalence de 

1) Lp(M) est complè~enté. 

2) Les feriœs de M sont les sous-modules compléments de M. 

1) =~ 2) 
IV.6 

A un fermé et soit A1 une extension essentielle de A. 
; 

est complémenté et A € Lp(M) => A E: ~(A'.) ; A est 

essentiel dans A' donc Â =A= A' et A est un sous-module complément de M • 

D'autre part d'après le lemme l .tout sous-module complément est fermé. 

2) => 1) Soit A essentiel dans M , Â est un fermé donc un sous-module 

complément ce qui exige A= M et d'après IV.1 Lp(M) est complémenté. 

Remarque: une condition suffisante 'pour que o = o est. M _s;;; P 

Signaions la propriété: 

Soit P un: module injectif donnani fiUr M une ferme,ture telle que o = o • 

Il existe untmodule Q et une injection de M dans Q tels que Lp(M) = LQ(M) • 

Soit H:::: HbmR(M,P) • 

o = o' <=> 'lx € M x /. o 3h E: H h(x) /. o 

il suf'fi t de poser Q = Il h(M) 
h € li 

et o -> :M ~> Q au moyen de u : ~ € M -> (h(x) )h € H • 

V,. Application au .coeur d'un module. 
\ 

Soit M un &-module, E une enveloppe' injective de M • 

On sdit qua LM(M) = L_s(M) • 

$oit A= Bo~(E,E) • Les fermés~ E sont les annulateurs à gauche des 

sous-ensembles de A. 

Soit t J(A) '= {'• € A l kerÀ est essentiel dans E} 
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C(E) = coeur de E = o·É J(A) 

C(M) = coeur de M = C(E) ()M = o•~ J(A) 

ons 1intéres.se à .LiC(M)) = ~(G(M)) =trace sur G(M) du treillis LE(G(E)). 

LE[C(E)] = trace sur C(E) du treillis LE(E) 

G(E} est un fermé; si A C C(E) on a 
,.,. 
A E: ~ L(E) 

Théorème l, 

Les fermés de G(E) dans la fermeture associée à E sont les sous-modules 

compléments de C(E) • 
D'après r-1.7 il suffit de montrer que ~(G(E)) est complémenté, ou que tout 

sous-module essentiel dans . C(E) est dense. 

Soit X un sous-module essentiel dans C(E) • 

On a évidemment ~ C C (E) • 

Soient Y _un sous-module complément de C(E) dans E et q>: E -> E 

iX) = o • 

On définit : + : x El) y € C ( E) @ Y ~ q,( x) €: E • 

Soit i.P : E - > E un prolongement, de q> • 

lœr 

donc 

i.P ~X+ Y qµi est essentiel dans E; ~ E: J(A) et ~ (C(E)) = o = iC(E)) 
C(E) • C(E) <L ~ ~ = C(E) X est donc ~ense dans 

Théorème 2. 

Les fermés'. de C(M) suivant M ~ont les sous-modules compléme,nts de C(M) 

et le treillis L~(G(M)) est complément~. 

C(M) est essentiel dans C(E) donc est dense dans C(EJ et d'après III.4 

~( C(Mt) =
1 LE( C(M).) C! 1E( C(;E)) • 

Proposition 1. 

G(M) est le plus grand sous-modu~e D de M tel que ¾t(D) soit complé~ 

menté. 

Soi\ DJC f tel que ~(D) = LE(~) soit complémenté. 

Soit; q> E: J( A) D () ,ker q> est essentiel dans D • 
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Donc le. :fermeture de D () . lœr q> id.ans D est D • 

Mais .. ker q> est fermé dans E donc D () ker q> est fermé dans 

D () ker cp = D D . C ker ·<p donc D C C(E) (l M = C(M) • 

Théorème 3. 

Il y a équiyalence des propriétés suivantes: 

1) C{M) = M • 
2) ~M(M) = treillis des sous-modules co~pléments de M. 

3) LM(M) est complémenté. 

Propo~ition;2. 

~oit M ~ P tel ~u.e. -½,(M) soit [complémenté • 

Alors Lp(~j = ¾4(M) et M = C(M) 
1

• 

M~ P et . XC 1t ~ Xp C ~ donc LiM) C Lp(M) • 

Si X€ Lp(M) X est un sous-module complément de M (rv.7) et 

;x: € L}4(M) • 

D • 

On poµrrait 

module P MC P , -
M ::: C(M} 1 'v\ P ~ M 

se demander ~i lorsque fM(MJ est complémenté1pour tout 

on a . Lp(M) complémenté. Mais cela signifierait .que si 

C(M) S. G(P) or cette propriété .n'est pas vraie. 
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SEMINAII® D'ALGEBI® NON COMMUTATIVE 

Exposé n° 8 du 15 janvier 1968 

Travaux de Johnson et Wong sur les 

anneaux auto-injectifs [1] 

par:Benoit LEMONNIER 
-:-:-.:.:..i-s-1-

Les anneaux et les modules cona~~erés sont unitaires. 

Définition 1 (II). 
Un A-module- N est dit- extension rationnelle de M· quand M est un 

sous-module de N tel que si F est un homomorphisme partiel de N dans N dont 

le domaine contient M alors f(M) = o implique. lm f =o. 

Notation: :M ~ N • 

Toute extension rationnelle est extension essentielle (M ~ N => M < N). 

Sinon N contiendrait un:sous-module ~• j o tel que M ()M1 = o, alors la pro­

jection M + M'---,. M' e.Bt non nulle oien qu'ell~ satisfasse aux conditions de 

la définition. 

Proposition 1. 

Les reJations d'extension essentielle et d'extension rationnelle sont 

conservéœ,dana +e passage aux préimagea homomorphes. 

Soient <p : PA ---:> NA un hcîmornorphisme de A-modules -et M un sous­

module de N • 

Supposons p E: q>-1(N) , pi f~ 1 (M) ; donc cp(p) € N , q>(p) i M • Si 
l 

M < N il existe a E: A tel que <p(pa) € J,1 , cp(pa) j o ; donc paf o et 
f : 

pa € <p"1(M1 • Ainsi M < N·=><p• 1(M) .< ~- 1(N) • 
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Soient f un endomorphisme partiel,de <p.1 (N) ' D son domaine de défi-

nition. V hypothèse IJ .:, <p.1 (M) et f( ~· 1 (M)) = o permet de construire un homo-

morphisme f9 : M + q,(D) -> N en posant f 9 (m+cp(d)) = f(d) ; en effet 

m + cp(d) = o => d€ ~-
1(MJ => f(d) = 0 • Alors f'(M) = o et Jl1 ~ N impliquent 

ff = o, donc f = o • 

Définition 2 (III). 
m, m f MA, est dit élément singulier du module M quand l'annulateur 

de m est essentiel dans AA o 

Proposition 2 (III). 

L'ensemble, noté J(MA) , des 1éléments singuliers de M est un sous­

module de -M (sous~module sin5ulier)~ 

Ge fait résulte des deux relations 

Ann(m+~v) :> Ann(m) ri Ann(m 1 ) , Ann(ma) = ~ •1 [Ann(m)] , 

où m; m1 € M ; a E: A ; ~ Hom(AA) , â~,t) = a.a', Va' € A • 

Proposition } (llI). 

~i l'a~neau A .ad.met un suranneau régulier Q tel que A< QA, aJ.ors 

1 1idéal singulier droit de A est nul. 

Si a€ A, a j o j il existe, q 3 q € Q, tel que a= aqa; qa = -e est 

Ùn idempotent de Q et Ann(a) = Ann(e) • Puisque A est essentiel dans QA il 

existe c e:t d , c € A , d € A , o p c = ed _; c € Ann(l-e) • Ainsi 1 1 annulateur de 

-1-e n I est _jamai; nul. Ann( e) ri Ann( 1-e ~ = o , montre que Ann a n'est jamais 

essentiel dans A; a n'est pas singulierb 

F(roposi\tion 4. 
' 

Si le sous-module singulier de, M est nul , alors les extensioraessen­

tielles de ~ sont des extensions rationnelles à sous-module singulier nul. 

Soient_ M < N, f homomorphisme partiel: N ::>DL> N et f(M) = o • 

Si Im f fi o, il' existe n € N tel que 1 f(n)·j o -et m = f(n) € M (en utilisant 

M < N) • Ann(m) :,' { a la € A , na € M J = ll :-1 (M) ; où ll d-ésj,,gne l'homomorphisme 

AA ~ a ~ na €' NA • .Donc --Ann(m) < AA, et 'm € J(MA) , ce qui contredit m p o 

Ainsi Im t' = o, et. M ~ N. 
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Si un élément non nul n ., n € N , f§tait régulier, il e~isterait 

a € ti, € A 1tel que na l o , na € M , et\ na · serait singulier (P .2). 

' Théorème 1. .. 
~ désci.gne .une enveloppe injective du A-module à droite __ ?iiA , . ~ 

l'anneau des endomorphismes de E . Si J(MA) = 0 
' ,. 

10 . l'anneau - Hom(MA) est plongeable dans E ; 
. .! .. ,.. 
20 E est Panneau associé ~ E , il est donc régulier ; 

... 
}

0 E:g est injectif (auto-injecti:vit-é à droite de 1tanneau . Ê) .J 

1 ° Si f -É Hom(MA) , puisque E est 'injectif f admet .au moins un 

prolongement f · à E . • M ~ E. ( P .4-) montre que ce prolongement est unique. Soit 
' . 

g € Hom(:MA) , f .:g et . f~ , _ f + g .. et fi + g , coïncident sur M , donc f-.g = f .g , 
f + g .e= f .+ -g-~ J,·1àpplication - f -- -> r· est .;m homomorphisme d'anneaux, b;ien sûr 

injectif. 

... 
2-0 Ii suffit de montrer que - g € E, Kerg < E implique g = o • G I est 

vrai parce que . . J(MA) = o => J(EA) = o (P .4) , à fortiori J(Kerg) = o , donc 
1 ·. 

(P.-4) Ker~ 

.,,. 
5~ Dbnnons-nous L un idéal à droite de E, h: ,.~Ê-> Ei un homomor-

phisme de .;E-mi:dules à. droite; il s 'agit de trouver s ~ s € :E · tel que h( t) = s • t 
Vt € l, 

L 'ens ,emble des sommes finies . ï:: t. ( e.) , t. € L.. .. , e. € E ;· est un sous-
. J.J. J. ]. 

module de EA ;· la donnée de h perme-;; de construiî'e un homomorphisme ri de ce 

sous-modùle, 110té _ (LE)A; dans E,. en posant : ri( ï:: .t. ( e.)) = ï:: h( t . )(e .) • En 
.n. J. J. J. ]. : 

effet supposons . t e + ••• + t e = o· , 1 ' idéal à droite engendré par 
1 1 · n n 

t 
1

; •• •, t n dans 1 9 anneau régulier ~ admet un générateur idempotent e: ; 

· de· e: t·. = t. 1on déduit ! 
J. l. 

n n n 

L l;l(t.)e. = - Lh(.e:t . )e. ::dh(e:) Lt.e. = 0 , 
. J. J. J. J. . J. J. 

. 1. , 1 
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la seconde " égal:i.t;é utilise Je fait - que h est /,un homomorphisme de E-modules à 
. A 

droite et 1a disj;ributivité dans l'anrtea:u E. , ,. 

Soit a un prolongement de rt, à E , donc ~ € E ; ·la définit~on de 

T} mont;re que · slf(a)] = [h(t)](e) , · Val€ E ,1 Vt € L; donc s.t = h(t), :;lt € L. 

Théorème . 2 c 

Si l'idéal singulier droit de 1 9anneau A est nul , l'enve.loppe injec­

tive de Ai peut être .munie d'une structure de suranneau de A; ré8'Ulier; auto­

injectif à droite~ compatible avec sa structufe de A-module à droite. 
,. .,A 

Posons '. A = lloi:n(AAJ et E"' = ijom(EA) où EA est u~e envelop1'8 injective 

de ···· AA • Le théo~ème 1 montre que A est ~n sous-anneau de E. Mais A :::: A , en 

effet l'homomorphisme d'anneau q>: A-> A , ' défini par . q,(a)(a 1 ) · = aa 1 est un ... 
isomorphisme puisque A .est unitaire. Désormais A est identifié à · A 

4 . ' 
A est 

donc un sdus:..anneatl de Ec 

Montrons mainteriarit que le A:..modul,e . EA peut être à son tour idèntifié 

à EA • En effet, étant donné e € E ,- n. 'application a -> ea est un homomorphis­

me de AA dans EA qu! peut être prolongé (EA est injectif) en hn end?morphisme 

~(e) de EA; i'(e) € E ; ':l'(e) est unique puisque A ~ EA ., ':I! : EA -> EA est 

un monomorphisme de A-mo<lules dont la .restriction à A est l'identité, ':l!(E) est 
< A 

donc tme ènveloppe injective de- AA ; finalement Y(E} = E , 

Corollaire. 

Dans les hypothèses du théorème 2, si Q est -un suranneau de A tel 

que QA soit extension essentielle de A , alors Q est un sous-anneau de l'en­

ve -loppe injective èle A • 

En effet , l}. < QA montre qu'il est possible de supposer, pour les struc­

tures de A-modules, A C -~ C EA • Al.6rs Q ~ Hom(QQ) C Hom( QA) C Hom(EA) ~ E , 

pour les Js:truct-ures d'anneau. La seconde inclusion provient de J(QA) = o , (P.4). 
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SEMINAIRE l)lALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 9 d.u 22 janvier 1968 

par E. LpNGIN 

Auto-injectivité dè l'anneau associé à un 

module injectif, dtaprès G. RENAULT 

Préliminaires • 
' Nous avons vu q_u I étant donrié un A module à gauche M , on pouvait lui 

associer son ''annèau associé" B = B /R où .B est l'anneau des endomorphismes de 

M , et R l'idéal bilatère de · B , --ensemble de's endomorphismes q> de M tels que 

Ker q> soit essentiel dans M · • 

Nous allons démontrer ici le rés ,ultat suivant dû à G, RENAULT : 1 1 anneau 

associé à un -module injectif est auto-inJectif 'à droite. 

Par conséquent nous nous placero;ns dan;s la situation suivante: - E est un 
A module injectif, - B = EndAE anneau desi endomorphismes de E , B 1 'anneau œsocié 

à E • 

Nous savons que dans ces conditions R(défini ci-dessus) est le r'adical de 

Jacobson de r B · et que- B est un anneau régulier au sens de Von Neumann. 

1. Relèvemept des 1 idempotents de l'anneau associé à un Module injectif. 

Etant - dopné h € B , nous noterqns h son image canonique dans 1l = B /R • 

Pr _oposit.ion 1.1. Si q est un idempotent de B , il existe un idempotenj; 
' p de B tel que p ·= q. 

Soit q , un élément de B dont -l'image dans la surjection canonique 

B -> B -sqit q 
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';? · = q entraîne que si q 2 -q = <p , ker ~ est essentiel dans E • 

Soit JI, 
1 
la restriction de q a ker <p • On a ,ljr2 = :ij, et donc 

ker cp = Im 1lr (±) Ker ijr • 

Posons K = E(Im ijr) une envelô ppe injective de Im ijr contenu dans E , 

et H un supplément de K dans E contenant Ker 1jr. 

Si p est la projection de E sur K parallèlement à H on a 

2 I P = p 

let p coïncide avec q sur ker cp • Donc ker(p-q) est essentiel dans 

E et par suite p = q. 

Remarque. Si 1 1 on suppose en outre que q € eB où e est un idempotènt 

de B, on peut choisir p € eB tel que p 2 = p et p = q. 

En effet q € eB entrafne Im ~ C Im e . et donc Im ijr ç; Im e • Comme 

E = Im e Œ) 1$:er e Im e · est injectif et donc on peut choisir K = E(Im ijr) inclus 

dans Im e ► On o1Dtient alors Im p C Im 'e doric p = ep et donc p € eB • 

;Lemrre 1. 1 , 

fSoient <;i,f deux idempotents de B, tels que 

lrm en lm f = (o) et eB n fB = (o) • 

ër = o alors 

1 ër = 0 ~ignifie que si 

Il suffit donc de idémontrer que 

cp = ef ,, ker cp est essentiel dans 

ker cp /Î Im e (\ Im f = ( o) • 

Soit x ,un élément de cette intersection 

x ~ e(x) ·= f(x) = ef(x) = cp(x) • Donc x = o 

Et [ alors on a évidemment eB n fB = ( o ) • 

Le r. 8 1. 2 . 

Soient E, E E E 
1' . 2' 3 

des modules in ·jectifs vérifiant ; 

a) E = :E ©E ,. 1 2 
1 

b) E ff E = 0 
1 3 

c) E (\ l E = K 
2 3 · 

est un sous- module esse ntiel de E 
3 

E • 

Alors illexiste un suppl émentaire E 
4 

de E dans 
1 

E. tel que 

E '.::) E et E f\ E soit un sous-module essentiel dé E .. 
4 · 3 4 2 2 



Soit G un complément relatif de K dans E 
2 

• G est injectif et 

l'on a G n E = i ( o) [puisque G n E ~ G n E n E = G n K = ( o) ] 
.3 ' . 3 3 2 

Considérons G@ E ( G Ei:) E .) n E = G-© (E n E ) = G (9 K pl,lisque 
3 .3 · 2 3 2 

GCE 
- 2 

et que le tre ·illis de sous-modul ,es d'un module est modula.ire. 

Donc ( G © E )n . ·E . est essentiel dans E 
3 2 · 2 

Montrons que (G ~E) n E = (o) • 
3 1 , 

Mai ,s ( G @ E ) . A E n E = ( O) =. ( G (f) E ) ('\ E ('I ( G Et) K) -. 
3 1 2 : 3 1 , 

Or G@ K est un sous-module essentiel de G G) E puisque K est un 
3 

sous-module essentiel de E- • Ceci entra1ne bien que (G@ E) n .E = (o) • 
:S 3 . 1 , · 

Par conséquent il existe un supplémentaire E de E dans i qui 
, 4 1 · 

contient ·GeE • Et 11 on a évidemment E nE sous-module essentiel de E 
' 3 · . 4 2 2 

Proposition 1.2. 

Etant donpé deux idempotents e,r de B tels que ër = o; il existe 

un idempotent p de B tel que z 

1) 
1 
pB = eB . 

2) -
l p:: e et pf = 0 . 

Et 1' on a eB 6 fB = gB g étant un idèmpotent de B • 

Utilisons : le lemme 1.2 avec 

On a évidemment la condition 

E · E = 'Im e , E :c: Ker e · E ::i Im f • 
; 1 2 3 

a) 1 et b) · découle du lemme 1. ,1 • 

Montrons que Im f n Ker e est ~ssentiel dans Im f. 

Soif x € Im f , x /, Ker e f( x\) = x et donc 

e(x) = ef(x) / o xi Ker(ef) • 

Mai~ ër Î O <=> Ker(ef) est essentiel dans E donc il existe 

a € A tél q1:1e ax .€ Ker( ef) ; ax € Irn f . donc e( ax) :::: ef( ax) =. o 

ax € Ker e n .Im f • Par suite 
i 

Irn f n Ker e est essentiel dans · Irn f • 

Soit donc H un supplémentaire de Im e tel que 

!Im t CH • 

}H n _Ker e , est un sous-module essentiel de Ker e. 
1 

Soit p la projection de E sur Im ei parallèlement à H. 

On à donc : Im p = Im e donc pB: = eB 

Ker p 2 Im f donc pf , = o 

Ker(p-e) 2 Im e@ (H n Ker e) 
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comme H' f\Ker e est essentiel dans Ker e 

Ker(p-e) est essentiel dans Im e ~ Ker e = E. 

Enfin considérons g = p+f~fp. On a p = gp et g = g2 

f = gf 
donc comme d'autre part (lemme 1.1) eB (\ fB = (o) eB@ fB = gB • 

Lemme 1.3. 
Soit A · un anneau régulier. Si · x et y sont deux éléments · non nuls 

de E tels que xA (\ yA = ( o) il existe .. un idempotent non nul e de XÂ tel que 
! 

a) xA = ,eA • 

b) ey =o. 

A ;étant .régulier, il exis te q = q 2 tel que 
' 

q ::::: xa + :Yl3 - y ::: qy = xa:y + y(3y· • Donc 

xA@yA = qA • 

(xa)y = o 

xa = (xcx) 2 + yjîxa => (xa) 2 = xa 

e :::\ xa répond ·aux conditions ._ . 

Propositi
1
on 1.3 o 

l
Si e et~ sont des idempotents ;de B: tels que 

· ëB () fB j ( o) , alors eB (\ fB = ( o) et il existe un idempotent g 

te± que .;eB 0 fB = gB • 

de B 

B étant 'un anneau régulier, il . existe · un idempoten _t p de ëB tel que 

pB = ëB et pf = ~ • 

D'autre part d'après la proposition 1°+ et la remarque qui la concerne 

on peut supppser que p -est un idempotent de éB • 

D'après la proposition 1.2 pB (\ \fB :::: (o) , et il existe un ·idempotent . g 

tel que pB f.!;) fB =, gB • 

Suite il 
--qpk = qp 

Il he resie qu'à démontrer que ~B = eB • 

Or p € eB • Donc pB C eB o 

Supposons'. que pB fa eB • Ceci entra:tne Im p f Im e • 

Mais comme Im p est inductif Im e =: Im p © K (K f. (o)] • 
{ 

Soit q h.a projection de E sur K :parallèlement à 
l . 

Im •P EE)Ke:r e • Montrons que q = o • 

Posons h= p+q 1 Im h = Im e donc hB = eB donc fi'B = ëB 
existe B ii - - Or k; € tel que = pk = -p+q . qp = 0 donc 

+ 
-2 q = 0 ~ntra:tne -2 q = q = 0 . 

= pB par 
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Par aui~e Ker q est essentiel dans E, ce qui est en contradiction 

avec le fait que K f (o) • 

On a dodc bien pB = eB • La proposition est démontrée. 

Proposition 1.4. 

!
So.it (e.~~i € I 

une famille d'idempotents de B telle que 

I ei B soit une somme dirente, alors la somme e. B :est directe. 
J. 

i € I i € I 

Il suffit 1 de le démontrer pour I fini. 

Nous allons raisonner par récurrence sur Gard I. 

Si 9ard I = 2 la proposition 1,.3 donne la solution, avec en plus 

eB E) fB = gB 

Supposons que 

L eiB ;: gIB 

ï f I 

ai Gard I ::: n ·~ l' la proposition est vraie et que 1 '.on a 

• 

i 

J U {_k}=:::: I Pour Gard I = n , soit J tel que 

Gard J :::: n- 1 donc 

~ e.B = g_r3 et par suite [ e.B = gJB EE) ekB 
J. l. 

et 1 1on a 

i € ·J i € I 

I>i1; = g} Et) ëkB ' on a donc bien et la proposi~ion 

i € ,I 

est montrée~ 

2r Anneau associé à un module injectift 

Lemme 2.1. Soit b =.· tt) 
i € I 

e.B 
J. 

un idéal à droite de B où les 

sont des idempotents de B; tout homomorphisme f de b dans 
) 

B se prolonge én un endomorphisme de 'B - [homomorphisme de 

B-modules] • 

Noçis utiliserons une technique due à R.E. Johnson et E.T .. Wang. 

Noua allons montrer qu'il existe f' € B , tel que ai m € b f(m) = f 1 .m 

ce qui démo~trera la proposition~ 
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· Soit M le sous-module de E défini par M = bE 

y€M 

Posons 

~ y= 

' 
g(y) = 

.L è. À.X. 
J J . J 

j € J 

\f(e.r...)x. Li J J J 

j € J 

homomorphisme de M dans E. 

À. E: b 
' 

X. € E 
J J 

J fini 1 J .s;_ I 

• Montrons q u 'ainsi on définit bien un 

En effet si y= e' •i À 1 
• 1 x' . 1 , l'idéal à droite de 

J J J 
B engendré 

par les e. 
J 

et et . , 
J 

(en nombre fini) est égal à un idéal qB, et donc on a 

e. ::. qe. et 
J . J 

= qe' ·i , donc g(y) = f(q).y 
J 

On a donc bien un homomorphisme 

M -> E • 

E étant 
1
injectif, 

m €. b et ~ C E · ' f 1 [m.( x) ] 

g · se prolonge en • f 1 : .E -> E qui vérifie si 

= f(m).x on a donc bien f(m) = f'o m . 

Lemme 2.2. Pour qu'un anneau régulier À soit auto-injectif à droite il 
() 

faut et il suffit que pour .tout idéal à droite b de A de là 

forme b = @ e .A où ( e.) . ,.. I est une- f'amilie d I idem-
. J J_ J. · ]. C. 
J. € . 

· potents, tout homomorphisme de A-module de b dans I A se pro-

longe en un endomorphisme de A. 
La condition est évidemment nécessaire. 

Moritrons !qu'elle est suffisante. ·. 

Soît a.. un idéal à à.roi te a.e A I ( o)' f un homomorphisme do 

Il suffit de montrer que f peùt ~tre prolongé en un endomorphisme de 

Montrons que a,_ est extension essentielle d'un idéal b = @ 

où les e. sont des . :i.dempotents • 
1 

i € I 

dans · 

A • 

e.A , 
1 · 

Coœidéro ::ns l'ensemble des idéau:t de cette forme où les · ei sont p3:is 

Ordonnons cet ensemble qui n I est pas v:j.de ( puisque Vx E: A -" 

ongrmd:ré par un idempotent] au moyen à.e la relation d'ordre suiva.,'"lte 

ont 
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f.l:.\ e.A C 4' e .A <=> I C J 
• \!.I J. - • . i..:J J 
iE:I , JE:J 

Pour cette relation d'o .rdrè, si (b,)À E: A est une famille dé tels 

idéaux, bÀ = @ e.A , on a · SupÀ. E: ib ) = © . . e.A • Cet ensemble 
i € IÀ. 

1 
i € U :~ i 

À E: A 

est donc en particulier inductif. Soit b = rn e. A un élément màJcimal • w J. 
i € I 

Si x € CL - b , supposons b IÎi x.A = ( o) i mais xA = qA avec ·q 2 = q € CL 

puisque A est régulier et donc la somme b + qA est directe ce qui est . en contra­

diction avec le fait que b est maximal,. donc b fÎ xA /. (o) et donc b est 

essentiel dans Q_ • 

Soit · f' la restriction de f à B ., Par hypothèse f' peut se prolonger 

en un endomorphisme h de A. 

Or si ~ E: (L b .• x = J est un idéal essentiel de E • 

En; effet
1 

si y € A-J xy i b ~ais xy E: a.. - ( o) donc il existe "- € A 

tel qrre xyÀ. € b et yÀ. € J , 

De' plus on a xJ C b et comme 1h et f coïncident sur b (h-f)(x ·J ) = o 

soit (h-f)(x) J =o. Donc 11annulateur ,à droite de (h-f)(x) contient J, c'est 

donc un idé~l essentiel de A et donc ~h-f)(.:l):) appartient à 1 1idéal singulier de 

A. A étant régulier ce dernier est nul et par suite (h-f)(x) = o, donc h et f 

cotncident sur a.. et . h prolonge f • 

Théorème: 2.1. 

Si, E est un A-module injectif, l'anneau associé à M est auto-injectif 

à droite. 

D'b.près le lemme 2.,2 il suffit ide prouver que tout homomorphisme f d'un 

idéal b = . @ e. B ( e ~ = ë. ) dans B se prolonge en un endomorphisme de B 
·.i € I ' 1 1 1 

(considéré comme B-modulf:'l) • 

D'après la p:i:'opositionl,l on peut st1pposer que les 

dridempotents e. de B. 
J. 

e. sont les images 
l. 

Po~ons r(ë:) = x. = t.e; . • D'après là proposition 1,4 la somme 
1 l. l.J. 

bt = L ~iB .est directe. Donc on définit un homomorphisme g de b' dans l3 en 

i € I 
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posant g( e. ) = 4C. e. • D'après le lemme 2 .1 il existe x € B tel que 
' J.. : 1. J..- 0 

g( e
1
. ·) = x e. = x ; e. · • On a donc x. e . = f( ë:) c x e. et donc l 1end.omorphïsme 

0 1 1. ~ 1- i 1. i o i 

h de B défini par h(x) =XX Vi € B prolonge f 
' 0 

B = B • 

C~rollaire·1. 

lSoit E un A-modulé injectif dont le sous-module singulier est nul, 

jalors B = EndAE est auto-injectif à droite. 

En effet, si le sous-module singulier est nul. R est nul donc 
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SEMINAIRE-D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférerice ·n° 10 du 29 janvier 1968 

(f:{, J-AJ.gétires non associatives 

par C, JOULAIN 

-:-:-:-:-:-

Nous nous proposons de généraliser, pour les (tf)-algèbres non associatives, 

les résultats obtenus par L. LESIEUR et R. CROISar dans [41 et [5], concernant les 

(f)-algèbres satisfaisant à certaines conditions de châînep Nous n'imposons plus 

ici les axiomes d'associativité (cf. [5], p, · 26) ; par contre, nous renforçons la 

condition de chaîne ascendante sur les reaiduels à droite par une condition de 

chaîne ascendante sur les réàid4els à droite généralisés. 

I. Hypothèses générales. 

1. ( '€)-Algèbre is non associatives. 

Nous considérons une (~)-algèbre (L) (non nécessairement associative) 

constituée par les deux treillis (cg) et (L) satisfaisant aux axiomes suivants 

Axiome A: ( «g) ' est un groupoïde réticulé, quasi-entier, complet. 

(~) est un groupoïde mul ti plibatif. La rela tian d'ordre, la réunion et 

1' intersection ·dans ( f) sont notses : ~ , u , (\ • L'élément maximum est noté 

~ et 1 1 élément minimum O .• 

Axiome B:(L) est un treillis complet. 

Les opératiçms du treillis (L) sont notées : ~ ,ri et V • L'élément maxi­

mum de (L) est nÔté U et 1 1élément minirriurri est noté O ~ 
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Axiome C : Les éléments de 
[ , 

sont operateurs dans (L) • 
L'opération extern_e fait correspbndre à or;€ ('(;) et ·x € (L) l'élément 

de (L) noté :dx . 
L'application (tJt', X) ->*-x de (t) x (L) dans (L) sera notée cr-; 

donc o({lf:, .X.)= ~X. C1 es.t cette application qui joue un rÊle important dans la 

suite. 

L'opération externe vérifie les conditions suivantes i 

rit€ (~) , X, Y€ (L) : ~(X V Y) =pfX V P(,y. 

~~ œ€ (t') , X€ (L) l (c7tv;J3)X = p{;x V œx. 

Ces relations sont supposées valables pour des réunions infil1ies 

~(U xi)= u 
i € I i t I 

On suppose en o~tre 

r/4 X ~ X , OX = 0 • 

La structure de groupoïde a.e (e) n'intervient pas dans les notions que 

nous all9ns définir, mais {L) étant une (~ ,)-algèbre, nous pourrons comparer les 

résultats obtenus à ceux de- [2] • D'autre part, dan:,i les applications; nous aurons 

à faire i des lxemples de .· (f )-algèbr'es non associatives. 

2~ Résiduels à
1
gauche et à droite. 

Co~ dans le cas associatif ( cfl, (5), p. 28), les propriétés suivantes sont 

des conséquences de 1 1axiome C • 

~ropriété 1.1. X et Y étant donnés dans (L) , 1' ensemble des éléments 

&1{€ (<(;;) tel:s que ttY ~ X possède un élément maximum, noté X ·• Y, appelé 

~ésiduel à gauche de. X par Y. 

1 

. P.ropriE¾té 1.2. X€ (L) et :/t€ (.g) étant donnés, l'ensemble des éléments 

Y€ (L) téls .que tJ'f;y ~ :X possède un élétnent maximum noté · X .·M;, appelé · rési­

duel a q.roite.de X par pt. 
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Notons les consëquences des axiomes A, B, C que nous utiliserons dans la 

1° otE (<g) , x, Y € (L) : X ~ Y => dbX ~ r'Jty • 

2 o tif:, ~ € ( i) , X € ( L) : cit ~ œ = > éJt X ~ $ X • 

3° X, Y, Z ~ (L) , 8Jt€ (f) : X ~ Y => X-•~ Z ~ Y •. Z. et X .~ & ~ Y: P& . 
. ' ' 

4 ° X., Y; Z € ( L) : Y ~ Z = > X -•. Y ;;a. X '. Z. • 

5° X€ 61), tlt, $ € (") ; ~ ~ Œ => X •• * ~ X •• Œ , 
6'>. Xi €

1

(1), pour i € I., Y€ i(L) :(n xi) •.Y= n (Xi•. Y), 
i€I i€I 

7° Xi€ ;(L), pour i € I , ~ {f) :( n Xi)-•vf= n. (Xi .•Jt). • 
iE:I · i€I 

8° X€ (t)., Yi€ (L) pour i €'. I ·:X·,(-~- 1 Yi)= n (X. •i Yi). 
~I i € I 

9~ X€ . (it.), ~ € (t'), pour 1. € I / X,•( LJ c:t;_) = n (Je.• ê't;_) • 
i € I i € I · 

3. Résiduels à droite généralisés • 

1· 
le . pï.•oduît 

~ *n-1 

c:t'; ~, .. •, ;(;' sont des éléments de (~) et X un élémènt de (L), 
1 . 2 · n 

i ~ ( ~ ( • • • ( ~ X) •.• ') sera noté simplement : 
. 1n n-1 · 1 · 

,. •• · {)(; X • On a donc : 
1 

~ pt_ • • • X X =: éJt ( fJ(;' • .. tlt X) • 
n n-1 , 1 n n- 1 ;, 1 

Si . çJJ ::: fi(; l = •• , .. = c7{; = ~, ce : produit est noté _, -0- (:t,x) . . 
· O't, ri ' n-: 1 · 1 n 

On a donc: 

Ld -(f;)-algèbre (L) n'étant pas supposée associative, en général; on a: 
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ce qui nous conduit à la notion suivante : 

Si ·.c?(;
1

, ••• , g;t sont des éléments de ('é;) et X un élément de (L), on pose 
n 

X : ( c1t ) = ·X .' êJt et 
f 1 

X , ' ( [l{;, . •·., * ) = (X .• ( g, .. •, P/t ).) : ~ , 
·.• · 1 K 1 K-1 · K 

X.·(~,•••, fit) 
1 n 

est l'élément maximum de l 1ensemble des Y € (L) tels que 

ë?(; Pf; • •~ dt Y ~ X • 
1 2 n 

Nous dirons que X • • ( ~, ••• , (J/;') est un résiduel . à droite .. généralisé de 
1 n 

X • 

On suppose que la . (t')-algèbre (L) satisfait à l'axiome suivant : 

Axiome J : L I ensemble des résiduels. à gaubhe et l'ensemble des résiduels à droite 

généra~isés de tout élément .X€ (L) vérifient la condition de chaîne ascendante. 

Propriété 1.3. La condition de chaîne descendante sur les résiduels à droite 

généralisés de tout élément X€ (L) entraîne la condition de cha!ne ascendante 

sur les résiduels à gauche de tout élément X € (.L) • 

En effet, comme dans le cas aasociatif, la condition de chaîne descendante 

sur les- résiduels à droite entraîne la condition de chaîne ascendante sur les rési­

duels à gauche (cf,. [5}, po 29) .. 

est en particu,lier v:érifié dans les cas suivants : 

1 ° Les treillis (f) et (L) véri:üent la condition de chaîne ascendante. 

2° Le treillis (L) vérifie la condition de chaîne ascendante et la 

condition de chaîne descendante. 

4. Exemples • 

Donnons quelques exemples de (f)-algèbres (L) (non associatives) 

vérifiant l'axiome D • 

1° (
1
'C)--= (L) . est l'ensemble des idéaux bilatères d 1un anneau (non asso-

1 J 
ciatif), (cf, BERHENS [1)), ou dhm groupoïde avec zéro; la condition ·de chaîne 

ascendante étant vér:i,fiée. 
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2° (ft) est l*ensemble des idéaux bilatères d'un anneau (non associatif) 

ou d'un gr1oup0Ïde avec zéro, et ( L) est 1' ensemble des idéaux à e;auche de 

l'anneau ou du groupoïde. On impose la condition de chaîne ascendante pour lès 

idéaux à gauche. 

3° ( f) = (L) est l ' .ensemble des sous-groupes normaux d'un g.roupe satis­

faisant à la condition de chaîne ascend.ànte poùr les sous-groupes normaux, 

(cf. KU:RA'iA, [3JJ • . 

La réunio.n .de deux . éléments A et B dans le treillis · ('G )· est le produit 

AB de deux sous-groupes normaux, Le produit de A ·par B , dans · le groupo!de ( ~) 

est le sous-groupe commutateur [A,~) • Dans cet exemple, (t) · est un groupoïde 

commutatif : et on: a : 

A B :::: A • ' B = .A • . B • 

II. cr-Radical d'un élément de (L) 

' 
1 .. Résiduels à gauche cr-premiers d'un ~lément de (L) • 

Rappelons qu'un résiduel à gauch~ de X€ (L) est dit propre ·s'il est de 

la forme :i. •• Y , avec· · Y /. X ., . .on a alors la :propriété suivante (cf [5], proprié.:. 
1 

té 3...4) 

Propriété 2.1. Pour que ';;/; € (~) . soit un résiduel à gauche propre de 

X € (L) · , il faui, et il suffit gue : 

?{; = X ·. (X : ;ff) , ave :c X .' ;Jt > X • 

La démonstration est celle de la propri'été 3 .4 de (5] • 

. Définition 2 ,l. Un résiduel · à gauche tJJ• de X € (L) est un résiduel à gauche 

er-premier ·d.e X s I il vérifie la condition : 

;,t :it. •• ,., ;t. (X•: (j)) . {.- X => il >existe i tel que d:J. .. ~ [J} 
nv'fn-1 1 

Consèquenge.. Si fP est un résidµèl à gauche cr-premier de X· et s:i 1 'on 

a : 
fit (X/~) () ~(X: ~Î () .... () oit (X: 'J')) {. X , 

1 2 n 

1s:un au mo;i._.3 de;;; ;'t ~· est contenu dans [P .. 
J. 



10 - 6 -

En effet, on a : 

Remarque ·. Dans le qas · d 1une (f;)-algèbre (associative}, les notions de rési­

•duel . à gauche <1-premier de X et de résiduel à gauche premier de X coïncident. 

En effet ila condition de la définition 2.1 s'écrit a.lors: 

éJ{;_ /it • .. t7/; ~ fp = X • .. (X:~) => il . existe i tel que pli'_, ~ · ffc} 
n; n-1 1 . . i 

Ces riotions sont distinctes dan~ le cas non associatif (cf. exemple 2 .1) • 

Propriété 2 .2. Si fJJ = X •• Y . est un résiduel à gauche de X tel que : 

f;t; i;{: ; .•. pt'_· Y ~- X -> il existe i tel que 
n' n- 1 1 

alors, rP est un résiduel à gauche . O'-pre~ier de . X • 

En; effet ', on a , {!Jy ~ X => Y ~ X: {j;) 

Soit il en résulte: 

et l'un au moins des 'P/;'. est èonte .n'à dans · ffJ • 
J. 

La récipiroque est f.ausse -(cf~ eiemple 2.2). 

' Les notions de résiduel pseudo-essentiel et de résiduel .. essentiel introdui-
., 1 

tes par L'. LESIEUR et R .• CROISOT- [6] restent valables dans le cas non associatif 

. . 
Définition 2.3. On appelle résiduel pseudo-essentiel de X€ (L) un résiduel 

à gauche · fP de : X tel qu'il existe f /4 X ' a:srec 

et. z ~ y -=> X ·• Z = X •• Y 

Propriété 2 .. 3.,. Tout · résiduel pseudo-essentiel d'un élément X. € (L) est un 

résiduel à gauche ·. er-premier · de ·. X· • 

Soit ~ = X •• Y , résiduel pseudo-essentiel dè X· (par rapport à Y). 

On utilise la propriété 2 .2 · et <on démontre par . récurrence sur n · !que : 
( 
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d•est évident pour n = 1 • 

Soit é1l;' r/1: - ••• éJt Y ~ X , ce qui s'écrit encore: 
; n n_ 1 . 1 

()f; ( dJ • :• • ~ Y) ~ X • Si t7f;-' 
n ()"(.,n.1 · "' 6 1 · n.1 

... :Jty ~ X , il existe i (1 ~ i ~ n~l) tel 
1 

que ~ ~:·@ :(d'après l'hypothèse d'induction)• Posons 
! 

Z = vf: .. ~ r}tY fi X 
fl..; 1 1 

on a Z ~ Y , donc X '. Z = (f) • Alors tJt Z ~ X => êJt ~ X ', Z = 9J . 
n · n 

La réciproque cest fauss-e; même dans le cas associa t if (cf. exenple 2 .3). 

Co,rollaire. Tout résiduel à gauche propre de X , maximal ( en tant que rési­

duel à gauche propre de - X) est un r~siduel à gauche O'-premier de X •• 

En effet, un résiduel à gauche : propre maximal de - X est, en particulier 1 un 

résidue~ pseud,o-essëntiél .. de X • 

Proprié~é 2.4. Tout élément X!de (L) autre que U, possède un résiduel à 

gauche propre , o--premier. 

Il suffti t de considérer un résiduel à gauche propre maximal de X . , dont 
-

l'existence eslt assurée par l'axiome JJ .. 

'11héorèm~ 2. 1. , Quel que soit X :: (L) , X J. U , on peut trouver un nombre 

fini de résidurls à gauche o--premiers ~ {})_ · <J>. d'él.éments de (L) , tels 
· 1 ' 2' 

0 0 

• ' . . 1<' 

~- a=X•.U 
1 

et $) :P 
2 

~u~x. 
. /( 

La démonstration est analogue à celle _ du théorème 3.1 de 

à droite: étan\ remplacés par les résiduels à droite généralisés. 

[5] , les résiduels 

S,oi t $' un résiduel à gauche propre 
' 1 

~ ~ X··. U ; posons X = X • • :J) > X 
1 1 1 

o--premier de X ; on à 

(propriété 2 ,1), 

Si X = U , on a [/Ju :;; X et k = 1 • 
; 1 1 

Si X /. U , soit {J) 
. 1 2 

(P. = X •. (X . , · {§? ) 
· 2 1 . 1 '2 

On pose X = X 
2 

un résiduel à gauche propre CT-premier de X 

-~ X •, (X .· fft}) ai X ', U .. 
. 1 2 

· frJ = ( X .' $) ): lfc) et on a X < X < X 
2 1 2 1 2 

1 

Si · X = U , on a X 
· 2 1 

ifc} ;:: U :::;::> {l'J U ~ X . = X .' @) => {j:J (PU ~ 
2 2 t 1 . 12 

on a 

X .. 
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Si X 'f. U, ~e procédé se poursuit t ~ , ~•après la condition de chaîne ascendante 
2 

sur les résiduels à droite généralisés de X, il existe un entier k tel que 

x_ = U :: X.' ( {J), [j), ... , {i:)k) , c I est-à-dire : ;}) {J! . • . (PkU ~ X ; le -1= 1 . 2 . 1 2 

théorème en résulte. 

de 

Propriété 2.5. Parmi les résiduels à gauche 

(L) contenant X , il en existe un; nombre f:ini 

cr-premiers (f) dâs éléments 

(J), ~, · • . • , ~k tels que 

chaque {FJ contienne au moins un 

:fo. 
J. 

Les résiduels (JJ i du théorème. 2 .l satisfont à cette condition. En effet, 

est un résiduel à gauche propre cr-premier de X. ~X; d'autre part, si~ 
J.. 1 

est un résiduel à gauche cr-premier da X' ~X, on a, 
(P {fJ ... f/>.(X' : {y]) ~ {P (R ... [{c). U :.; X~ X' 

1 2 k 1 2 :k 

et, par 6onséquent , l 1un au moins des $). est contenu dans (fa • 
J. 

Corollaire. Les éléments minimé3iUX parmi les JO. du théor C::)me 2 .1 sont les 

éléments minimaux parmi les résiduels ~ gauche cr-premiers des éléments de (L) 

contenant X ,tPar suite, ils sont définis de. manière unique. Les résiduels à gauche 

o--premiers des :-élémel].ts de (L) cont~ant X , qui sont minimaux si:mt en nombre 

fini. 

Propriété 2 .6. Si ;Jf;' est un résiduel à gauche propre cr-premier · de 

X € (L) et si • :l3 n'est pas contenu da0:s rl/;' , ;1;' est un résiduel à gauche propre 

erpremier de X .' 3'3 , 

Pour démontrer que éJt est un résiduel à gauche propre de X : 33 nous 

adaptons =la démonstration donnée par L. LF.SIEUR et R. CROISOT dans le cas associa­

tif (cf. l [4], propriété 2 ,3) .- Posons v1!h = (X : J3 ) ·. [(X .' j3): vtJ. On a Pif ~ ,r,fb 
donc l (X : 33) :ctl,G ~; (X. · J3 ) : v(;' • D'autre part , 

vt-,b [(X,• 3'3) .' Pi; ) ~ X.' J3 => (X ;• :J3 ):v/; ~ (X! :f3) :4 
et, finalement: 

(X : (J3 ): &4( = (X: :]3 ).· ;t' ~ X:$=> 

~ ( X : ;'t) ~ X : :td => $ ~ ( X. : ~ )' ~ X • 
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Or tl/;' eJ:;t un résiduel à gauche cr-premier de X et ~ /4 ,;1;-; il en 

résulte rA1:> ~·pt;', a•où vU,= élt, ce -qui démontre que é?f5' est un résiduel à 

gauche dei X / .:$3 
Si • * n I était pas un résiduel à gauche propre de X : & , on aurait : 

( X : &3 ) . • Pl;' == X : 3'3 1 dt où X : ~ ~ X ; EJ(f et 3.3 ~ X •• ( X • · l't) = ~, ce 

qui est contraire à l'hypothèse. 

Démontrons que -v(;' est ·un résiduel à gauche propre O"-premier de X : :f:J • 

Soit ;t 1 'fi(; • • • rlf:_ [( X : <JJ ) : a'] ~ X : 3'3 • On a 
,n · n-1 1 

m ;f; •., ::t_ [(X: Jd_ ) ; -~ ] ~ X • w n t · 

Or X ;'.·~ - ~- (X: J3 ~· P/: => [J3 ;t . .. t?{; (X: c-~) ~ :}J~ ... ~ [(X: iJ3 ),•ë)t-] ~ X, 
n 1 n 1 

Mais, vf: est un résiduel à gauche o<-premier' de X et ~ /. ;/;' ; il -en résulte que 

l'un au moins des ~i est contenu <4uIB ~. On déduit de cette propt'iété : 

Tl",\éorème 2.2• Tout élément X€ , (L) ne peut admettre qu'un nombre f'ini de 

résiduels à gau .che propres cr-premiers • . 
La démonstrat±on est analogue à celle du cas associatif; le raisonnement 

conduit à. une cha!ne inf'inie strictement crotssante de résiduels à droite généralisés 

de X 1 ce qui ·contredit l'axiome D (éf. [4]; théorème 2,1). 

Théorème 2,3. Pour que X:;(;' ? X , il faut et il suffit que /7t soit 

contenu ~ans un résiduel à gauche propre cr-premier de X • 

La démonstration du cas associatif s '~pplique sans modification (cf. · (5], 

théorème .,; • 2) • 

E:x;,emple ?-.1. On considère le groupoïd~ G à 5 éléments dont la table de 

multiplication est la suivante 

o a b c d 
0 0 0 0 0 0 

a o o o o o 
b o o o §... b 
o o a a a c 
d o a a b d 

idéaux bilatères de ,G- : 

Les idéàux Tuilatères de G- sont 1 

0 = { o} , A = { o , a} , I = {o, a, b } , 

J = {o, ,a, b, cJ , G-= {o, a, b, c, a.} • 
On prend. pour (,e) = (L) le treillis des 

OCACICJCG. 

J est un idéal premier, mais A ·. J = J n I est pas un résiduel à gauche 

o=-premier de A; en effet on a J 
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A . · J" = J et GGJ = GI = A , bien qoo G-t_ J 

Par contre J ·• G = J est un résidue} essentiel de j, ctest donc un résiduel à 

gauche o--premier de J ·• 

0 •• A = I est un résiduel ess~mtiel de O , donc un résiduel à gauche 

o--premier de O; cependant, I n'est pas un idéal premier . car JJ =AC I et 

I ·. G = I n I est pas un résiduel à gauche o--premier de I car JJG = Ac I. 

Exemple 2. 2. Prenons pour (~) le groupoïde réticulé à 4 éléments tels que 

0 <tif;< 33 < ~ avec la table de multiplication ci-dessous. Prenon~ pour (L) le 

treillis à 5 éléments tels que : 0 ~ X < Y < Z < T • Les éléments de (~) opèrent 

sur (L) suivant la table ci-dessous g 

· o ;x;- t; 0 X Y . z · T 

0 0 0 0 0 O: 0 0 0 0 0 

~ 0 0 ~fit' r1Gi 0 0 0 X T 

3?, 0 0 3) $ sr 0 0 X y T 

~ 0 pt, 33 ~ b 0 X y z T 

(L) est une ( cg )-algèbre non associative vérifiant 1 1a.xiome D. On a 

0 '. X = Jd , 0 •• Y = t?f;' , 0 •• Z = 0 •• T = 0 • 

0 •. T = 0 est un résiduel à gauche o--prernier de O, mais ce n'est pas un résidœl 

pseudo-essentiel de O • 

D'autre part, on a vl' ;l3 Z = 0 ce qui montre que la réciproque de la pro­

priété 2.2 est fausse. 

Exemple 2.3. On considère le groupoxde à 4 éléments avec la table de multi­

plication suivante 

0 a b C On prend pour (cg) = (L) le treillis des idéaux bilatères : 
0 0 0 0 0 

a 0 0 0 0 0 = {o}, A = {o, a}, I = {o, a, bJ, G = {o, a, b, c}, 
b b 0 b a 

à 11' b OCACICG. 
C 0 

0 •. G = A est un résiduel à gauche o--premier de O, mais ce n I est pas un ré si due 1 

pseudo-:e&aehtiel de O • 
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2 ,. Cas des sous-groupes norrna.ux d'un groupe, 

omme le montre l'exemple 2,1, un résiduel à gauche premier d'un êlément 

X de (L) n'est pas, en général, un résiduel à gauche o--premier de X , (même 

dans le cas (f) = (L)J. Cependant, dans le cas où (~) = (L) est le treillis 

des sous-groupes normaux d'un groupe G-, nous allons voir qu•un résiduel premier 

de X€ (L) est un résidùel c,-premier de X Ceci est une conséquence de la 

relation (1) suivante valable dans un groupe quelconque : 

Si A, B, C sont ·trois sous-groupes normaux de G, on note 

{A, B, G ] = [A, [B, C J] ; 
' 

on a alors 

et 

(1) [A; B; C} C .[B, C, A} [C, A, B] • 

Dans la. suite A ( n) désigne le sous-groupe dérivé d'ordre n de A : 

A(o) =A ., A(,;) = (A(n.1) ; A(n-t)) • 

Dtautre part, conformément à la nota-yion générale de I; .3, on pose 

[A ,. A , n , , A , B ] = [A , [A , •• , , A , B]) 
n n -1 1 n n .1 t 

èr (A,B) = [A,B] , 
f 

o- (A,B) = [A, o- (A,B)] 
n n -1 · 

, 

Propriété 2 ,7, Si A et B sont deux , sous-groupes normaux et n un entier 

~ o , on a : 

(A ( n) ,B) ç; o- (A,B) • 
2n 

Le résultat est évident pour n =o. Supposons que quels que soient les sous­

groupes nornaux A et B, on ait: 

(A(n.d, B] Co- .. (A,B) , 
2 n-1 

Alors, d'après la relation (1) : 

[ACn\B] = [B,A(,, ... 1) ,in-d] ~ [A(n-1) ,A(n-1) ,B] [A(n-1),B,A(n_,)] 

cfA(n_t) A(n-t) B] - . ' , , 
ce qui entraîne 

[A(n),B] C (A(n- 1), (A(n- 1 \B]] C [in- 1 ), o- (A,B)J 
20-1 

~ o- (A, o- (A,B)) , d'où : [A(n),B] Ç_ o- (A,B) , 
2 11 .. 1 2 n-1 2" 
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La propriété en résulte. 

Théorème 2.4. Tout résiduel premier d'un sous-groupe normal A _est un 

résidool CJ"-premier de A • -

Soit P = A : B un rêsiduel premier de A ; on a P = A ! (A : P) • 

Soit : (A , A , , •• , A , A : P J C A • 
· n n-1 1 

On a, en posant C = A r'I •• • n A : 
i n 

CJ" (C, A : P) Ç [A , ••• , A , A : P} C A • 
·h n 1 

Si m est -un entier positif•tel que .n ~ 2m, il vient, d'après la propriété 2.7 

[c(m2,A.:P] C: ci (C.,A:P) ,s;CJ"(C,A: P) ÇA=> c(m) CA: (Ai'P) =P. 
- 2m h 

P étant premier, il en résulte C Ç P et : 

A n A n ••• ri A C P , entratne que P contient 1' un dea A. • 
1 ~ n- l. 

P est donc un résiduel cr-premier de A , 

La réciproque est fausse (et'. ·exemple 2 .4). D'autre part, ce r ésultat ne 

s'étend pas au cas plus général o~ (~) = (L) est commutatif, ( exemple 2. 5) ~ 

Exempl:e t 2 .4-.· On considère les groupes symétriques s
3 

et ~
5 

et le groupe 

G = s3 x s5 • A3 et A5 étant les groupes alternés, 1 x l; ~ x l et "A3 x s5 

sont des sous-groupes normaux dé G. 

1 x l : Aj x l ::c A
3

. x s
5 

.est un rBsiduel essentiel de 1 x 1 , donc un 

r ésiduel a-premier de 1 x 1 • Mais ie sous-groupe normal A3 x s5 n'est paa 

premier, en effet: 

E:x:èmple ; 2 .5. Soit G le gr oupoïde commutat i f à 4 élémen ts, dont la table _ 

de multiplication est la suivante : 

o a b o Les idéaux de G sont: 

0 0 0 J : 0 0 = {q}, A= [o,aj, I = {o ,a,bJ; . J = {o,a;c} 
a 0 0 ::) 0 et G (t') = (L) est . commutatif le treillis • . 
b C 0 0 a 

, 
C C 0 a C ('(f) = (L} des idéaux de G est le suivant : 
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= I n'est p.as un I est un idéal premier, mais O : I 

résiduel <r-premier de O , en effet : JJI = 0 et J $ I. 

fi 

-0 

3. o--Radical ,d'un élément de . (L). 

Soit X€ (L) ; · d'après la propriété 2.5, 1 1intersectiondes résiduels .à 

gauche er-p:r-emiers des éléments contenant X est égale à 1 1 intersection de ceux 

de ces résiduels qui .· sont mini~aux, ces derniers étant en nombre fini ; c'est 

aussi l'intersection des résiduels à gauche frJ. du thêorème 2,1. 
J. 

Définition 2:.4. L'intersection des résiduels à gauche o--premiers des 

éléments dè (L) contenant X , est appelée o-.:..radical de X et notée 

Remarque, D'après le théorème ;2.1 

$, (X) ~ X ·. U • 
1 

on a [P. ~- X: U et donc 
1 

l , . . 

'l'héorèine 2.5. X étant un élément quelconque de (L) , l'ensemble des 

élémenth t?f;' de ("é;) tels qu 1il existe un entier positif m vérifiant l 

a un élément maximum égal au o=-,radical de X. 

k 
-On a : ~ (X) = (\ [fc). ~ [il . (i =i 1, 2, ••• , k)., les :fv, étant les 

1 1 . J. J. 
i=l 

résiduels à ©auche du théorème 2.1; d'où: 

cr.k( S'a.· (X), U) ~ ~ - ~ . •• • ~ U ~ X • 
1 1 2 k 

Montrons que 3t (X) ~st l' éilément maximum de (i:g1) possèdant la propriété. 
1 

~ X , m entier positifJ et soit ~ un résiduel à gauche o=-premier Soit <Y ( tit, U) 
m 

d'un êiément- X' ;il X • On a : 

o- ( ~j X' : $>) ~ 
m 

o- ( ;t, U) ~ ;X ~ X' ==> ;t · -~- (J,) , 
111 . 

Il en résulte .fit ~ ~ (X) , 
1 
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Propriété 2 .8. Si X = X () X () () X on a • ... , . 
1 2 n 

Jt (X) - ~ (X ) r'I œ (X) ·() .• ,,, p (Î ~(X) • 1 1 1 • 1 2 1 n 

C 1est une conséquence immédiate du théorème 2 ,5. 

Remarque. Si (L) est une (f.) ... algèbre associative, on a 

o- ( ~,u) = ~m U , Alors a?:, (X) est l'élément maximum parmi les ft € · (t;) tels 
m . . t · 

que ~ m , X •• U • On retrouve la notion de radical primaire de (5] ( chap. V, l) • 

Par contre,si (L) est une (-e)-algèbre non associative, le .&-radical d'un élé­

ment X€ (L) et le radical primaire ·.de X (cf. (2], III, B) sont· ·en général dis­

tincts ; mais ces radicaux sont c.ompa.I'ables .dans le cas (~) = (L) • 

Propriété 2,9. Dansle q~s (~)=(~),le O""'radical 

X de . (L) . est conten\l dans le radic<il . primaire r(X) . • 

(R, (X) d•un élément 
1 

r(X) est 1•intersection des élément$ premiers de (~) contenant X • Soit 

ff,J J. U un élément premier de (~) contenant X On a 

~ ( {f& (X) 1 u) ft X ' :f.> . > 36 (X), ~J ; d'où 
JO t : . t 

:R, (X) Ili r(X) • 
1 , 

C)8tte inégalité est stri'ote, en g€néral, (exemple 2,6), De plus, si 

(t) I= (L) on ne sait pas comparer lès radicaux 3i,
1
(X) et r(X), • 

Exemple. 2 .6. Reprenons 1' exemple 2 ,1 • Les résiduels à gauche o:-premiers 

des él :éments d'.e Cf) = (L.) sont I, J et G, on a : ~ (0) = I , 
1 . 

Par contre, les id,,éaux b:t:lateres premiers sont J et G ; dt Otl r( 0) = J , 

On a : ~ (o) c r(o) 
1 , .. 

~xem;pl9 2. 7. On considère le groupoïde G à 4 éléments, dont la table 

de multiplication est la suivante 

0 à 

0 <;> 0 

a 0 0 
b ~ a 
C 0 0 

b C 

0 0 

li 0 
a 0 

a C 

.Les id éaux b1latère1;1 de - G sont : 

0 = {o}', A= (o,aJ , I ": {o,a,b} , ,1 = {o,a,c} 
et G, On a en outre l'idéal à gauche : C = (o,o J 
Le treillis (t) des idéaux bilatè~es et le treillis 

(1,) des idéaux à gauche sont les suivant&.: 
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C 

0 
0 

G •• A = J est un résiduel pseudo-essentiel de C , donc un résiduel . à~ gauche 

CF-premier de C; en outre JJG = C; il en résulte: 

~ (C) = J • 
1 

tes idéaux bilatères premiers sont I et G et on a 

r(c) = ï , $ (G) et r(C) sont incompéi,râbles. 
1 

III. Eléments o:-prirnaires de (L). 

,Définition 3 .1. Un élément Q € (L) est dit o--prima.ire s'il vérifie là 

condit:ilon: 

.tJtX ~ Q ; X/. Q => il existe le , ~nti-er positil' tel que : o-k(rJl:,u) ~ Q • 

bette définition peut se mettre sous l'une des deux formes équivalentes 

suivantes, erl utilisant le o:-radical [R, ( Q) 
,1 

ritx ~ Q ; X I Q => pt ~ Jl ( Q) , 
1 

ou 

Remarque .. Si (L) est une (?;)-algèbre associative., la notion d'élément 

o--primaire coïncide avec celle d'élément primaire (cf. [5L p. 47). Par contre, si 

(L) est une (f)-algèbre non associative, la notion d'élément o--primaire est, 

en gégéral, distincte de la notion d·'élément primaire définie dans [2] ~III, C), 
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comme le montrent les exemples 3.1 et 3.2 • Toutefois, on a la propriété suivante: 

Propriété 3.L Dans le cas où (rg) = L, tout 

Soit Q un élément o--primaire et 

On a (propr. 2.,9) ~ (Q) ~ 
soit rJt /. r( Q) • 

r( Q) , d I où t1(; fi 
1 

Q •• Pl;' = Q • On en déduit que Q est primaire. 

La réciproque est . fausse, (exemple 3.2). 

élément o=-primaire est prima.:ire. 

&,. ( Q) 
1 

et par conséquent 

Rappelons qu'un éléine .nt de (L) est dit premier à droite si l'on a 

(cf. [5] p • . J+7) , 

Cette définition s'applique au cas non associatif. 

Propriété 3 .2. Si Q est o--primaire, les trois conditions sui vantes sont 

équivalentes: 

1) Q est premier à droite. 

2) 

3) 

Q •• U est un résiduel à gauche 

Q •• u - $. ( Q) • 
1 

l) => 2) ~ On démontre par récurrence sur 

o--premier de Q • 

n que: 

~ , • , ~ T1 ~ Q => il existe i 
Ci'bn "b• tel que pt ~ Q •• u • 

1 

C'est évident pour n = 1. Soit pt • • • ;?t U E; Q ; posons X = W ... 
n · 1 n- 1 

Si X~ Q, il existe i tel qué ;t .. ~ Q •• U (1 ~ i ·~ n-1) • 
J. 

Sinon, on a él{: X ~ Q et X /. Q ; Q étant premier à droite il en résulte 

pt ~Q·.u. 
n 

n 

2) = > 3) ,• résuil te de la définition du o=-radi cal ~ ( Q) • 
1 

3) => 1) .: la d.émonstration est celle çlu cas associatif. 

PropriétJ 3.3, Si Q f. U est ptimaire, son os-radical 

duel à gatiche propre maximum, donc o--premier., de Q • 

J{,
1

( Q) est un rési-

DéIJ,1ontrons d'abord que :R»/ Q) est un résiduel à .gauche propre de Q .. 

Si Q esi} premier à droite, on a ~
1
(Q) = Q •. U • Sinon, on a c%

1
(Q) /,. Q •• U 

et il existe un entier k > l tel que : 
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<Yk_1({R,/Q),U /4 Q et <Yk(œ/Q),U) ~ Q 

Alors :. 
~/Q)trk-l(~(Q),u) = o-k(~(Q),u) ~ Q => 

~1 ( Q) ~ Q •• (jk-1 (36/ QkU) : ~. 

D'autre part: 

~<Yk-l(~(Q),u) ~ Q et 36 (Q) 
1 

D'où finalement 

36(Q)= ~=Q·.o: 1(~(Q),u). 
1 x-- 1 

Montra,ns que &,/ Q) est un résiduel propre maximum de Q • Soit élf; un . rési­

duel à gauche propre de Q , on a Q • • ;1; > Q et Q étant primaire il en résulte 

~ ~ Je, (Q) 
1 

Propriété 3~4. Si Q J U est o=-primaire, & (Q) èst minimum parmi les 

résiduels à ga1che plfopres <Y-premiers des éléments de (L) contemant Q • 

C'est une conséquence de la définition du 

priété précédente, et on en déduit immédiatement: 

<Y-radical · ~ ( Q) 
1 

et de la pro· 

Propriété 3l5. Si Q J U est <Y"-primaire, ~ (Q) est le seul résiduel à 

gauche propre o-pre~ier de Q • 

Théo:&me 3 .1. Pour que Q /. U soit cr-priimaire:, il faut et il suffit qu'il 

admette un seul résiduel à gauche propre <Y--1premiEir {fJ qui soit minimum parmi les rési­

duels à gauche : <Y-premiers des éléments de .(1) dontenant Q • 

La condition nécessaire résulte des propf.iétés 3.4 et 3.5. La condition suffi­

sante s'établit comme dans le cas associatif (cf. [5], p. 48). 
Notone qu I un élément Q ,J U qui aa'.met un seul résiduel propre &-premier n'est 

pas nécessairement <!r--primaire, m~me dans le cas associatif (exemple 3.3). 

Définition 3.2. Si Q fa U est o=-primaire, son .cr-radical étant 1>, on dit 

que Q est ~cr-primaire • 

Propr:î.été 3~6. Soit Q /. U et soit $> un élément de (.g) tels que 

1) nt ~ Q ~ X /4 Q ===> éJt ~ {JJ. 
2) rn. existe un entier positif n tel que .cr ($), U) ~ Q · • 
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Alors, a:> est un résiq.uel à gauche o--premier de Q et Q est [,)cr-primaire. 

Q est o--primaire, en effet : ptx :;; Q , X /4 Q => $; ~ {f) => (; ( *, u) ~ (J ( [j'J, u) ~ Q • 
n n 

Le o--radical de Q est 1' ; en effet, soit k l'entier positif minimum 

' Si k = l , 36 (Q)U ~ Q => '1 (Q) ~ :l'J ' 
(d'après 1)) • 

1 1 

Si k) 1 , ~/Q)o-k-1( -'.Ji/Q),U) ·= crk( ~(Q),u) ~ Q et 

o-k-1 ( ~,( Q)\~U) /4 Q => ~ ( Q) ~ 
1 

{f). 

D1 autre part, d'après 2) il exi ste n ::-,· o tel que 

entraîne ffe ~ :f& ( Q) et finaleiœnt ;, ~ ( Q) = (fa • 
1 t 

(; ( tf.,,u) ::; Q ., ce qui 
n 

Propriété 3. 7 • L I inte .rsection u. 'un nombre fini d I élé:nents {fo o--primaires ----------------
de (L) est un élément {P o:-primaire. 

Soit ' Q = Q n .. , n Q , où les Q,. sont @ o--pl'imaires. On peut supposer 
· 1 n ~ 

(1 = 1,2, 1 • • ,,n). Il suffit alors de vérifier les conditions 1) et2) de la Q. ,tu 
l. 

propriété } 6. 

Exemple 3,~. Reprenons l'exemple 2.7. On a: 

~ ( C) = J et C • ' I =· C • • G = C • 
f 

Par contre ;l r(C) = I et c.· J =JI C , 

Donc C est o:-primaire mais n'est pas primaire, 

Exenœle 3.2. 
. . 

a et b tels que: 

Soit G le groupe d'ordre 12 engendrê par les éléments 
6 4 3 2 : 

a = b = e ; a = b ; aba = b • 

Le treill~s des roua-groupes normaux est le suivant i 

E = {e} , A= {e,a3}, B = {e,a2 ,aJ, · G- = {e,a,a2 ,a3,a4 ,a5J et GJ . 
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!te seul sous ... groupe normal premier est G et tous les 

· élément$ Q.e (~ } ·= ( L) sont dorio primaires ., Par contre, 

on a. -~ (E) = C et E ; G = A , donc E est primaire 1 . . . 
s~s ,ttre dt--primaire J n•S:utre part 1 ~ (A) = C et -

A •• G. =·A, donc: A _ est O"-prima.ire J ma~_ A n'est pas 

pren1ier ~~ droite, en eff' et _r 

LJ,., -B] -= E -<;. A -, B .t, _A et _ [B; ~] = B i. A • 

Exemple J.3. Soit _ G le _ grôûpoÏd'e à 4-éléments dont la table de mùltiplièa;:. 

tion est la suivantes 
• · 

0 ,a b C On prend pour (t;) _ = (L) •· le treillis des idéaux -bila­

tères · de / G · qui -sont les -sui vanta · : 0 ' o -· 0 0 

a -9 0 a 
b 0 a b 
C 0 0 · o 

l. 

bilatères de 

et J 'I ,_ 

0 

a 
a · 
0' 

o = {oJ; A= {o,a} , I = {o,a,b} ., J = {o,a,o} et G. 

0 \A = J est rle seul résiduel à gauche p:ropre ~premier 

de O • 
On a , .fG ( 0) ~-A et O : J = A ~ 0 , 0 n'est dono pas -

t . 
un _idéal <1-pr~maire { bien qu 1!1 admette un seul résiduel 

à gauche propre o:-premi.er, L'idéal J n'est pas mini-

-, 0 mwn parmi les )l'ésid~els à gauohe __ o=,,premiers des idêa~ 

G ; : par exempl~, - I - est U1';l ré~iduel à .gauohe ~prem i er de -'A 
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Sémihaire d' Algèbre non commutative 

~o .. 1fé1ience n° 11 du 5 Février 1968 

* 
* * 

Travaux dè Y. Utùmi sur 

les a.nneaux auto-injectifs à gauche 

Melle J • CALAIS 

L'étude des anneaux auto-injectifs à gauche publiée en 1967 pax Yuzo Utumi 

· [ 1 ] est la sui te d tune précédente étude parue en .1965 [ 2 ] , dont nous énon­

o~rons les principaux résultats. 

Tous les anneaux que 11on considère ~ont unitaires. On désignera par~ le 

radical de Jacobson d'un anneau A et on utilisera les notations suivantes s 

et B étant une partie de A , B = l'i·; x €. B} ' 
.( (B) = 0 •• B et r (B) = 0 •• B • 

I - .Anneaux continus à gauche et Anneaux auto-injectifs à gauche. 

1 °) Résultats fond.amen taux .. ( 2 ) 

Théorèmo 1 - ~ • A étant un · anneau <'\uto-injeotif à gauohe_,_ A _est autq..:.injectif 

à gauche ët ~·regu.lier au sens de V&n Neumann. 
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Théorème 1 - 2. A étant un onneau auto-injectif à gauchet tout système 

d'idempotents orthogonaux de A peut êtrê ·:i:-elevé en un système d'idempotents 

orthogonaux de A. 

Le théorème 1 - 2, ainsi que la :ç-égularité de A pouvent t:3tre démontrés 

aveo une hypothèse moins. forte que l'auto-injectivit~ de A. Il suffit de SUJ;>­

poser que A satisfait aux deux conditi9ns suivantes: 

Condition _ c
1 

: Pour tout idéal à gauche L de A, il existe un idempotente if. A 

tel que L; est essentiel dans A e • 

Condition c2 : Si f m r2 ét' si A f oot ioomorpho à. un idôn.1 à gn.,whe L do A , 
i 

alors Lest aussi engendré par un idempotent. 

Définition 1 - 3. Un anneau satisfaisnnt aux conditions o1 et o2 est dit 
1 

continu -à gauche. 

Proposition 1 - 4 • Tout nnneau A continu à gauche satisfait aux deux condi tio _ns 

suivantes: 

Condition c
3

: Pour tout idempotente et pour tout idéal à gauche L contenu dans 

.A e, il '~xiste un idempotent f € A e tel que Lest essentiel dans A f • 

_ Condition c
4 

: Si A g (l A h = 0 pour -deux idempotents g·et h , A g + A h 

est engendré par un idempotent. 

Théorème · 1 - 5 • Tout anneau auto-inj :ectif à gauche est continu à gauche 

[ 3 , théorème 57 - 13 ]' • 

Définiti0n 1 - ,6 • Un élément x d 1un anneau A est dit singulier a gauche si 

J, (x) èst un-idéal à gauche essentiel dans A. 

L'elilsembl~ des éléments singulicrs ·à · gauëhe·"d•un ··o.nneau A forme un idéal 

Z de~ q-$.e 1•0~ appelle : l'idéal singulier -à eauche de A. On définit de même 
l'idéal z• singulier à droite de A• 
Théorème 1 - 7:. Si A est un anneau èontinu à gaucho, qlors Z = J = Z' et 

J;. /z est un aimeau continu à gauche et régulier au sens d.6 Votl Neumonn. 

C1 e~t à partir de oe théorème qu' 1est dêmontré le théorème 1 · - 1 • 
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2°) 'Résultats utiles pour l'étude de [1]. 

Lemme 1 - 8. Soit A un anneau satisfaisant aux cortditions c3 et c4 • Soit 
-2 -- - . e un idempotent et x un élément tel que x = x et x e = x; alors il existe 

un idempotent f tel que f e = f et f = x. 

Corollaire 1 - 9 • Soit A ut1 anneau satisfaisant aux conditions c
3 

et c
4 

• 

Si x = x2 , il exi .ste un idempotent e ;tel que . x c: e • 

Théorème 1 - 10. Soi,t 4 un anneau continu 1à gauche et e un idempotent de A. 

Soit (ei) un système d'idempotents orthogorlaux de A= A/ z t supposons que 

A e soit extension essentielle de· I:,. 'Xë. • Alors, il existe un ~ystèm(;l (f.) 
l. l. 

d '~dempotents orthogonaux de A tel que ' ë; "" ··-f
1
. pour tout i ·· et tel que A e 

l. 

est extension essentielle de ~ A f ·. • 
l. 

3°) Quelques conditions suf,fisani;es pour qu •un anneau continu ·à gauche 

soit auto-injeptif ~ gauche. 

Théorème 1 - 11 • Tout anneau d 1 ordré n (n ) 1) est auto-injectif à gau0he si 

et seulement si il est continu à gauche. 

Définitïon 1 - 12. 

il existe y tel que 

Un anneau h sera dit fortement régulier 
2 

X c: X y • 

si pour tout x, 

Théorème 1 - 1~. Soit A un nnnoau continu à gauche tel que A ne contibnno 

pas d'idéal non nul qui soit un anneau fortement régulier. Alors A. est auto­

. injectif à gauche. 

Théorème 1 - 14. Un anneau primitif (à droite ou à gauche) est:auto-injectif 

à gauché si et seulement s'il est coritinu à gauchE;l. 

Théorème 1 - 15. Un anneau o.rtinien à droite et à gauche est quasi~Frobénusien 

si et seulement s 1il est continu (continu à droite et à g~uche). 
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II - Anneaux aiuto-inject-ifs · à gauclle . [ t 1 

L'objet principal dece paragraphe Elst la démonstration du théorème 

suivant: 

Théorème : A étant un anneaµ auto-in ,jectif à gauche, les deux conditions 

suivnntes sont équivalentes: 

(1) f, (B) = 0 , pour un idéal(bilatère) B, entraîne B ==.Il. 

(2) A est la somme directe d'un nombre fini d'élllneaux simples auto-injectifs 

à gauche et r ( L (J) ) = . J • . 

Soit · A un anneau auto-injeotif . a gauche, il vérifie la condition c1 ; 

on démontre alors le lemme suivant: 

Lemme 2:::....1, • 
2 Soit B. un idéal d'un ~eau A auto-injectif à gauche. Sie= e 

et A e est e1tension essentielle de i6,considéré comme A~odule à gauche, alors 

e appc:œtient au oentre de A• 

La démonstrat~on s'appuie sur le résu~tat suivant démontré par Y. Utumi 

[ 2 , l~mme 5~5 J : si e et f so~t deux i~empotents de lt , si pour tout_i~em­

potent g de 11 e et tout idempotent f â.e A ~ on a A g ::jJ A h , alors e A f == 0 • 

Démontrons ioi, que si Let L' sont deux id6aux à . gauche non nuls respec­

tivement contenus dans A e et A ( 1.' - e) , on a L ';fr 1·• • Supposons L ~ L', 

B. étant essentiel dans l' .. e , L -=,=-O implique B () L -=,'= 0 • Motl!trons que 

l'on a aussi B () L' -/:- 0 • A étant auto-injectif a gauche l 1isomorphisme 

de L sur L' p~ut être réalisé par la nrultiplication à droite par un élément 

de A, ~t B étant un idéal bilatère de A: 

13 n L :/:- 0 ~ B fl L~ =j=-0 ; 

d 1 où A en A (1 - e) # 0 , ce qui , est impossible donc L ~ L' • 

On :a alor =s, d'après le résultat énoncé plus ha.ut : 

ë 7:. ( 1 - e) I= 0 • On en déduit que , pour ;tout x ~ A 
A ôta.nt semi-premier, e appartient . au centre de A • 

2 
ona:(ëi-xë) =0; 

Lé théorème · suivant caractérise : le radical de Jacobson d'un ?J1neau, auto­

injectff à gauche. 
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Théorème ' 2 -- 2, . Soient .A un anneau auto-injectif à gauche et _B-un idéal à 

gaucho (bu à d.t'oite) de A • Alors B ~ J si et seulement si B ne contient 

_pas d'idempotent non nul •. 

On sait que A est régulier (au sens de Von Neumann ) supposons B S J • 

il.lors B contient un idempotent non nul x • D'après le corollaire 1 - 9 , il 

existe un idempotent e E A tel que x = ë • · Alors 1 · - e + x ._;, ;1 , 1 - e + x 

est un élément inversible dans A • Soit y un inverse de 1 - e + x dans A ·, 

la multiplication à droite pn.r y définit un isomorphisme de A ex= A e(1 ... e + x) 
sur A e . • D'ap;i:-ès la condition c

2 
, A é :x: ~~t engendré par un id~rnpotent f' , 

et x ,= 0 7 ( e + 0 et f ~ • 0) • 

s; B est un idéal à gauche, on a . x é B , et. donc f é.. · B • 

S~ Best un idéal à droite, pospns f = z x, alors x ~ x z est un 

idempotent nori nul de B • 

Corollaire 2 - 3. Soit L un idéal à gauche de l'rumeau auto-injectif à ; gauèhe 
( . ; . 

A ; alors, L est essentiel qans A , c;onsidérê comme A-module à gauche, si et 
seuleme~t si 

1
r (L) -~ J • · 

Puisque A satisfait à la condition o
1 1 L n'est pas essentie1 dans A si 

. ' 2 . .· . 
et seulement si L est contenu dans A ,e , ayeo e = e -=,:: 1 , et c'est le cas, 

si et seulement si r (L) ooniiont uri idempotent non nul~ c'est-à-dire 

r (L) ~ J • 

Si A.est un anneau auto-injectif à gauche, tout endomorphisme de A peut 

être réalisé par une .homothétie (mul~iplication ~ droite pn.r un élément de A), 
pax suite ,t; {J) est ::le co~ur de 1 •dnnen.u .li considéré Comme A-module à gauohe [4] , 
et nous I avons : 

Corollali.re 2 ... 4 .. Séi t .A un anneau auto-injectif à gauche. AlorS le odeur 

du li.-:-module à: gauche A est essentiel si ot seulement r ( .,f (J) )' = J • 

Propriété 2 - 5. Soit Bun idéal d'un anneau semi-premier A. 

eseentiel dans A si et s~ulement si L (B),;. O. 

Il suffit de montrer que pour tout idéal à gauche L de A on a: 

B('\ L= 0 ~ L13=0 • 

B·est 
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En èffet : 1 ) ~ n L ~ 0 9 . B L = 0 j =)."'> L B L B = 0 -? . L B = Ô 

2) Supposons L B = O , et soit x E B (\ I, 

x.2 E L B = 0 et x
2 = 0 =;;, · :x: = 0 • 

Lemme 2 - 6 ~ Soit Bun id~al de l'anneau A auto-injectif à gauche. 

Si r ( L ( J) ) = J , alors : 

:/, ( B) = O ~ _.t (B) . = O dans A • 

D'après le théorème 1 - 1 t A.est auto-injectif à gauche,·donc il existe 
. ! 

ë é 1:i. tel que· A ë soit extension essentielle çle B • D • après le lemme 2 - 1, 

e appartient àu centre de A , ~t d'après.le corollaire 1 - 9, on peut supposer 

que e·= e2 dans A• On·a alors: 

B, Ae+J = ell.+:J 

d''où A (1 - e) (") .e (J) Ç f (B) , 

et par sui t .e .: : 
0 • 

L'hypothèse entraîne que ,,,t (J) est essentiel, 
. J 

d'aprè _s le corollaire 2 - 4 ; d'où A (1 - e) = 0 et e = 1 • Par suite B est 

essentiel dans 1.1 i étant semi.-premier, on à l, (Ë) · = 0 , d'après la 

. propriété 2 - 5 ., 

Soit A un anneau auto-injectif à gG.uche et régulier ( au sens d.e 'lfon i:àumann); 

supposons qùe ' la somme d~s id~aux principaux à gauche A x; soit directe; alors, 
• · • • . C . . · 1 . 

il existe ùn ~stème d'idempotents q:r+thogonaux (ei) te:I:s .que A :x:i = A e1 
pour tout i • Ce résultat a été démontré · par Y• Utumi [ 5:"--théorème 2 - 2 J 
et sera utilisé dans la démon~tratio~ du lemme suivant: 

Lemme 21
- 7. Soit li. un anneau auto-~njectif à gauche et Bun idéaÏ contenant J • 

1.lors • 
.. . ( _t, (B) = 0 dans A ) =9 ( ~ (B) = O dans ·A ) • 

,,(,, (B) ~-· 0 dans A signifie que i . _est essentiel dans A • Soi~ C == ~El) A x. 
' - 1 . . l. 

i.m idêa~ à gauphe maximal, somme dire~te d'idéaux à gauche princip~ux contenus ~ 

dans B ·• Puisque C est maximal, -B est extension essentielle de C , on en déduit 
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que C est essentiel dnns A • Il exi _::;te alors un système (;i;} d ~idempotents 
- ·-orthogona,,1Y de h tels que A e . = A x. pour hhaque i. D'après le th~-0rème r- 1 1 · 

1 - 10 , on peùt supposer. que (ei) est ' un système d'idempotents orthogonaux 

de~ et que 'l: A ei est essentiel dans A e J C B, implique que B contient 

chacun des : ei • JZ (B) ,'i<-0 entraînerait .,..e (B) n LA e. =I=-0 ; mais on 

a --~ (B) = ei = O pour tout i , donc . ,t (B) fl ~ A ei = ~ et -t(B) ,;,, 0 • 

Théorème 2 - 8. Soit A un apneau auto-injectif à gauche, les deux conditions 

suivantes sont équivalentes: 

( 1) L (B) = 0 pour un . idéa.l B: im·plique B = h. , 

(2) A est somme directe d•unnombre fihi d'annen.ux simples auto-injeotifs 

à gauoh~ et r ( L (J)) = J • 

a) Montrons que ( 1) 9 ( 2) dans ,le cn.s où J = 0 • 

Soit P un idéal bilatère maximal, P 7 A dohc -1!,. (P) r, 0 • .J étâl'it nul, 

il ne con"\ïient pas d'idéal nilpotent non nul, donc P n e (P) = 0 et P ri 1est pas 

essentie:J., P e~t facteur direct. Considérons la somme C-dé tous les idéatlx: 

bilatères maxif!laUXe Si l'on avait C ,'- , h. , C serait contenu dans un idéal 

maximal P, le su,P.plémentaire de P ne serai1 pas dans C, ce qui est contraire 

à la définition de O , donc C =A., A,considéré comme A - A bimodule,est com­

plètement réduotible donc est somme directe :d'un nombre fini ~-'anneaux .simples. 

Chacun de ces anneaux est auto-injectif à gauche puisque A est autq-injectif à. 

gauche. 

b)_ Montrpns que (1) ➔ (2) dnns le cas général, J f= 0 • 

Supposons ~e '.l. 'on ait L, (B) = 0 dDil.s A pour un idéal B conten~t J o 

D'après le lemme 2 - 7 , on a .,,t (B) = O , d'où B = A e-t B = 7:.1 • D'après a)' 
- • 1 

A est somme d'\ul nombre fini d'a.nneau.:ic simples auto-injectifs à gauche. 

Moi,trons :maintenant que r (_,t (J) ) = J • 

Soit e Wf idempotent de A tel que,! (J) soit essentiel dans A e, d'après 

le lemmq 2 - 1 , e appartient au centre de 1~ ; et J + e A = J + A e est un 

idéal d~ A e 
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,/ (J + e A) = ~ (J) (1 A (1 - e) = 0 ·, d'où J + e A = A et e A= A ; 

ainsi, e 1 • L''idéai à gauche .,t (J) est essentiel. dans A , d'où 

r ( Î, (J) ) = J d'apr~s le.corollaire 2 - 4 • 

c) Montrons , que ( 2) ,=) ( 1} • Soit B un idéal de A tel que -/! (B) = 0 • 

D'après le lemme 2 - 6, on a L (B) = 0 dans A, par suite · B est essentiel 

dans A; puisque A est semi-premier. L'hypothèse (2) ·implique alors B =A, 

d'où A= B + J , donc A= B • 

Corollaire 2 - 9 • Soit 11 un anneau auto-injectif à gauche satisfaisant aux · 

conditions du théorème2 - 8. Alors, A_ est artinien si et seulement si tout 

idéal à ga1:1che non nul contient un idéal; à gauche uniforme, c'est-à-dire un 

idéal à gauche non nul qui est extt3nsion essentielle de chacun des idéaux ,à 

gauche non nuls qu'il contient. 

a) Condition nécessaire: par hypothèse 

à gauche L de A i il existe ~ ·E A tel que 

A est artinien. Pour tout idéal 

e = e 2 
· et A e est e.xtension 

essentielle de L•. Montrons que A e contient un idempotent primitif f. 

_Soit g un idempotent non nul de A ë ; ori a! A . g C A e et e g = g é = g , 

car e est ' centràl dans A. 
-4-

Soi t h uri. idempotent non nul , de· A .g . j 011 a A h ~ A g et . h g = h , 

d'où (hg:_ hg) 2 
= 0; A · étant semi-premier on en dédùit hg= g ïi = h. 

On déterminé ainsi une chaîne décroissante d'idéaux à gauche de li• . . 

A est artin,ien,, donc il existe un idempotent non nul f G A ë tel qiie A f 

soit l'ideal à gauche minimum de la. chaît1e; f est alors primitif. D'après le 

lemme 1 - 8, on :peut supposer f = f 2 13t f e = f dans A. L étant essentiel 

dans A è t on a L fl A f =j=-0 • 

Montrons quei · L fi A f est uniforme. 

Soit N un idéal à gauche tel . que N C L' (') A f • Il existe un idempotent 

k E A f tel que N soit essentiel dans A k • f étant primitif : 

Ak c_ Af 
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d'où Ak = A;f. En utilisant le lemme 1 -- 5 démontré par Y. Utumi dans 
' 

[2] (2) , on. en déduit que · A k = A f • A f est donc extension essen _tielle de 

tout idéal à gauche N. ~ L·() . A f , en particulier L () A f est esi.sentiel dans 

A f , et par sui te L () 'A f est extension essentielle de tout idéal à gauche 

qu'i,'.L contient. 

b) Condition suffisante: supposons que tout idéal à gnuche non nul de 

A contienne un idéal à gauche uniforme. A satisfaisant â.u:ic conditi ons du 'thé­

orème 2·- s',' s6it g un élément unit6 -de l'un quelconque des anneé1.ux simples 

dont A est la 

Ag contient, 

un idempotent 

somme directe. On peut ~pposer que g est'un idempotent de ;A -~ 

par hypothèse, 'un idé al · à gauche I uniforme. Il existe alors, 
! 

h tel que I soit essentiel d~s Ah eth g = h •hg= h èt h 

est un idempotent primitif de A• Puitque 'Xi est régulier, Ah est un idéal 

à gauche minimal de A • Ainsi lt 9 est un ~neau simple contennnt un idéal à. 

gauche minimal, il est simple et artinien. Par suite, A. est artinien. 

· Remarque : Dans les conditions du corollai!r-e 2 - 9, tout annulateur à gauche 
• . î. 1 

contient un annulateur à gauche minimal. En fait, pour tout idempotent e , de A 

tel que ë soit primitif, A e (\ /!,. (;:r) est _ ~ annulateur ,à gauche ; minimal. · 

Tout annulateur à _go.uche minimal est ~e cet ,'te forme, car tout idé n:J. à dr :oite 

maximal s'écrit J + ( 1 - e) A , · · e é'tant -dn idempotent tel que ë . soit primitif• 

III - P F """. anneaux à gauche. 

Soient Met N deux A-modules â gauche, désignons par Im (M1N) la somme 

des Im (v) po~ tous les v · E HomA (M,N) :. 

Définition 3 - 1 • M étant~ A-module à €fauche, on dit que M est complètement 

fiq.èle sil 
Im (M,A) .= A • 

[2 , /Lemme 1~ - 5 J _ : soit v un · homom7rphisme d'anneaux, de A dan~ B , 

tel 1que K~r v ne contienne pas d'idempotent non nul. Sie e~ f sont 

deux idempotents de A tel que A e
1 s; A f , et v (A e) = v (A f) , 

alors A e '.= J. f • 
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Définition 3 - 2 • Un ruinea.u A sera appelé un PF-anneau à gauche, si tout 

A-module à gaùche M fidèle est complètement fidèle. 

En remarqua.nt que ,t (M) ~ ,f. (Im (M,A) ) , on voit que tout 11.-module 

complètement fidèle est fidèle. 

Azumaya a montré que tout QF-nnneau est un PF-annew.i à gauche. 

Proposition .3 .- 3. Soit A un anneau auto-injectif à gauche tel que tout 

.idéal à gauche non nul contienne un idéal à gauche minimal. Soit S le socle 

à gàuche de A. - • 

!ùors pour tout A-modulé à gauc}1e M , on a : 

s () ,f_ (M) = s n ,e (Im (M,A) ) 

Lairema.rque faite plus haut montre qu~il suffit de démontrer que . l 
S () ~ (Im (M,A)) ~ S n f, (M) • 

Il. étant auto-injectif à gauche, ' on a : · 

Im (M,A)' = L. Im (Ax,A) • 
xEM 

0~ pour tout x6 M, on a 

Im (Ax,A) =.Im (A(e(x)'A) = Ar (,t(x)) 

r ( .e (x) ) 

et J (Im (A:x:,A) C J (r C ,f, (x) ) • -
o¾ dans /un anneau auto-injectit: à gauche, tout idéal à gauche I est 

essentiel dans Î. (; (I) , donc ,e, (x) est essentiel dnn.s 

·L, (r ( l (xj ) -pour tout x € M • Par sui te · tout idéal à gauche minimal 

de ,,l (r(e(x) ) est un idéal minimal de /t (x) , d 1 où 

en prenant l'intersection pou,r tous les x E M , on a : 

S () f, (Im .(M,A)) ~ S f1 ,e, (M) • 
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Dans la démonstration du théorème suivant nous aurons à utiliser un 

,ré _sùl tat dû à Azumeya : 

Etant donné un anneau A , .. s'il existe un A-module à gauche injéôtif 

et complètement fidèle, A est auto-injectif à gauche. 

Théorème 3 - 4 • Un anneau A est un P-F-anneau à gauche si et seulement si: 

1) il est o.uto-injeotif à gauche. 

2) A esV éixtinien. 

3) tout idéal à gauche non nul contient un idéal à gauche minimal. 

a) Conditi~n suffü;ante: soit S le socle à gauche de A. S est essentiel 

dans A , montljo:t1s que S = r (J) • On, a nécessai:rement S Sr (J) • D'6.utre 

part A est n:11tinien, régulier, donc ~emi-simple., Or r (J) peut . être considéré 

comme un li.-moq.ule à gauche puisque J r (J), =·o. A étant semi-simple, r (J) 

est semi-simple donc contenu dans S , · d'où S = r (J) • 

D1q,près le corollàire 2 - 3 , ori a r .(r (J) ) &, J • 

est somme directe des idJaux à gauch~ minimaux de A, r (J) 

des idéaux à gauche essentiels dans 1L • Par su'.ite r (J) f; 

Puisque r (J) 

est le ; p_lus petit 

(1 1,· (x) , 
X E j _ : 

puisque J coï~cide avec l'idéal singuli~r à gauche de A; d!où r, (J) s;· .f!{J) 

et J f r. ( ~ ( J) ) f r ( r ( J) ) ,S J , donc J = r ( .f ( ,T) ) • 

On peut alors appliquer le théorème 2 . - 8 1 c 'est:-à-dire que le seu1··­

idéal tel que; J (B) = 0 eet A • Soit M un A-module à gauche fidèle. On a . 

.f (M) ;= 0 ; p.'où f (Im (M,A)) = 0 d'après la proposition 3 - .:3 , et 

Im (M,.A,) = A puisque Im (M,A) est ùn idéal do A ~-- ·M est donc complètement 

fidèle. 

b) Condition nécessaire: Le A-module à gauche A a une extension injective 

K qui est con_1plètement fidèle - par hypothèse. Donc d'après .le résul ta,t d' Azumeya 
1 . . . 

cité plus haut,~ est auto-injectif à gauchee Soit Bun i~éal àe A tel que 

,1,. (B) = 0 • B est A-moc;lule à gauche fidèle donc complète~ .ent fidèle. 

L' auto-injectivité de A implique B 7 A • E:n we de l'application du oor:ollaire 

2 - 9 t il $1ft'fit de démontrer que tiOut idéal à gauche non nul contient un 

idéal à gauche minimal. 
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Soit 1'.S le socle à gauche de A • Il e~iste un idempoton:t e tel que S . 

·est essentiel dans A e et e appartient au centre de A (lemme 2 - 1 ) • 

Soit M la ! somme directe de A e et de .4/ L. + A e poUJ:' tous les idéaux à 
1 

gauche L. essentiels dans ·fi. (1 - e). 
l. 

Supposons d'abord que M soit -fidèle, alors M est complètement fidèle et 

A = Im(M,A) = Im(Ae,A) + ~ Im(t./L.+ ll.e ,A) = Ae A + ~ A r (Li + ~e) • 
l. 1 l. 

Li + Ae étant essentiel, on a r (Li + Ae) f J pour tout i ; donc : 

A= A e A = A et puisque e appét!'tient · au centre de ·A.• · On en déduit que ë = t 
et . e = 1 • S est donc un idéal à gauche essentiel, par suite . tout idéal à gauche 

non nul contient un ideal minimal. 

Supposons maintenant M non fidèle, on~ 

(L. + A e)) 
l. 

Puisque L1 Ç A ( f - e) , on a A ( 1 - e) (1 (Li + A e) = Li d'où () L _.-1.... 0 • 
' ' . i-,-

n Li est complètement réductible d'après ~e lemme 3 - 5, il est bontenµ 

dans le· socle •à gauche · s • or, on a :<1 Li i ç;_ A ( 1 - e) d 1 où c;ontradiction. 

Lemme 3 ..;·'5. Soit M un A-module à '.gauchè, supposons que l'intei;section D 

de tous les sous-modules essentiels soit n<i>n nulle, alors, D est çomplètement 

réductibie. 

Soit N un sous-module de D et soit · H un sous-modùle:mn.ximal de M dis­

joint d,;e N , alors •N + H est essentiel et contient D ; D = N ffi (D (} H) , 

c 1est-â-dire ·que tout sous-module de'D est facteur direct .de D ~ 

Principales propriétés des anneaux I;'F-â gauche. 
'. . . i . ' 

E!.2F.!:i:été 3 - 6 • Dans un PF-annen.ûà gauche, le soole.àd.1,-oite coïndde 

avec le socle à gauche et S = r (J) = ~ (J) • 

Propriété 3.:. 7. Soit S le 13ocle d'un W-annen.u à gauche. 
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1) S est un idôal à droite essentiel, c'est-à-dire que tout idéal à 

droite contient un idéal à droite minimalo 

2) Tout idéal à droite minimal est un annulateur à droite et est de · 

la forme e S où, e est un idempotent primitif. 

Réciproquement, si e est un idempotent primitif e S est un idéal 

à droite minimal., 

Propriété 3 - 8 • S étant le socle d'un anneau PF-à gauche, on a 

r (s) = ,e (s) = J • 

Propriété 3 - ,9. Un anneau A PF-à gauche satisfait aux conditioµs suiyantes: 

1) Si un idéal à droite R de A est isomorphe à A e, avéc e = e
2 

, 

alors Rest aussi engendré par un idempotent. 

2) Si R iest un idéal à droite d.'e A , tel que r (,{ (R) ) soit exteµsion 

essentielle de R , il existe un idempotent e tel • que R est essen :tiel 

dans e A • En particulier, · si R est !de type fini, R a une extension 

essentielle engendrée par un idempotent. 

3) Si R , est un idéal à droite essentiel dans r · (l (R) ) et ·contenu 
2 dans e A , avec e = e , il existe un idempotent f € e A tel que 

Rest essentiel dans f A• 
; 

4) Soit g A () h J;. = O , g et h étoot idempotents, alors g .Ill + h · A est 

engenàré par un idempotent. 

Un, problème reste ouvert : un PF'-anneau à gauche est-il toujours 

PF-anneau à d:roite1 
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SEMINAIRE DI ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

MODULES TERTIAIRESr MODULES ; PRIMAIRES 

ET LEMME DI ARTIN REES 

Conférence n° 12 du 26 février 1968 

par Marie-Christine GERMA 

Notre but est ici d'étudier l'aspect particulier suivant de la théorie 

noethérienne non commutative de L . LESIEUR et R. CROISOT [ 1]. 

1 .- Considérant des modules à gauche unitaires sur des anneaux unitaires non 

nécessairement corninutatifs nous nous intéressons aux sous-modules primaires et aux 

sous-modules tertiaires d'un module quelconque. Un cas particulier de ceci est 

constitué par les idéaux à gauche primaires ou tertiaires d 1un anneau A . 

· 2 .- Constatant que dans le cas d'un anneau commutatif noethérien les . notion s 

11primaire 11 et "tertiairell coïncident nous voulons étudier les anneaux non nécessai­

rement commutatifs où ces notions coïncident encore . Ces anneaux, sous l'hypothèse 
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qu I ils sont noethériens à gauche, ne sont pas. autre · chose que les anneaux 

noethériens à gauche · où le lemme d 1.Artin REES est valable. Ceci a été mis en évidence 

par L • LESIEUR et R. CROISOT [2] • 

Nous avons rassemblé quelques exemples de ces anneaux qui apparaissent comme 

une généralisation des anneaux noethériens co mmutatifs, exemples donnés par [1} ,[3] 

et [4] • 

RAPPELS. 

Nous utiliserons laprésentation maintenant classique des décompositions 

primaires et tertiaires de LESIEUR et CROISOT [ 1] : RILEY [3] en donne une présenta­

tion axiomatique , intéressante dont on trouvera un résumé dans 1texposé de GRAPPY [12]. 

HYPOTHESES A. 

anneau non nécessairement commutatif, unitaire, noethérien bilatère 

A-module à gauche, uni taire , noethérien. 

Ceci est réalisé dans l'un des cas particuliers suivants z 

( 1) A anneau noethérien à gauche, et U = A considéré comme · A-module 

à- gauche. 

( 2) U est un A-module -à gauche de type fini avec -Â n.oeth-érien à gauche. 

THEORIE. TERTIAllŒ" (sous les hypothèses A)., 

Théorème 1. X étant un sous-module quelconque de U , l' ensemblè des 

idéaux bilatères '1%,.., de A tels que 

(X, 0
~ n C = X -=> C = X 
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est une section commençante d'élément maximum 

l'intersection des résiduels essentiels de X. 

R (X). De plus 
3 

~ (X) est 
3 

Théorème 2o R (X) -est aussi 1 1 ensemble des éléments a € A vérifi .ant la 
3 

condition: 

b i X => 3c E: ( b) tel que c i X et a( c) C X , 

On désigne par (b) par exemple le sous-module de U en gendré par 1' élé-

ment b • 

· on a : 

Démonstration voir [1] page 73. 

Définition 1. R (X) est appelé radical tertiaire de X. 
3 

Proposition 3: Quels que soient les sous-modules X , X , ••• , X 
1 2 n 

R (x n x 
3 1 2 

n X)::> 
n 

R (x ) n 
3 1 

R ( X ) 
:s n 

et ën général on n'a pas l'égalité. 

de u 

Définition 2. Soit Q CU ; - ' 
Q est dit tertiaire s'il vérifie l'une des 

propriétés équivalentes suivantes 

1. a( b) s; Q , b i Q => a E: R (Q) 
3 

3o Q .•«.::> Q et ( Q .•«) n X s; Q > X 5; Q 

6. Q = U ou Q.j. U et Q possède un seul résiduel essentiel • 
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Proposition 1+ Tout sous-module n -irréductible de U est tertiaire. 

Théorème d'existence 5" Pour tout sous-module X de U, X/4 U, il existe 

au moins une décomposition réduite de X comme intersection d'un nombre fini 

de sous-modules tertiaires de U • 

Théorème d'unicité 6 ( en un certain sens) " Voir [ 1] Pv 78 b 

Théorie primaire (sous les hypothèses A). 

radical primaire d'un idéal bilatère 1'(..de A 

r(«) = n idéaux premiers contenant Ol,:: n idéaux premiers minimaux con.tenant oc.. 

(la deuxième intersection est une intersection finie). 

Proposition 7:. 

F = {B , idéaux: bilatères de A tel g_ue 3n , Bn C -et.} est une section 

commençante d I élément maxim:uin r(1't..) • 

Si Cl., ~ , « , ., . . , -«, sont des idéau;x: bilatères de .. A on --a les deux :rropo-
1 n 

sitions suivantes~ 

Proposition 8 ~ - C(...C 1'!,' =;> r(-ot..) f r(""-!) 

Proposition 9 r(-Ot. n 19!. n 
1 2 

0 o 0 n«) 
n 

= r~) n ... n r(tl't..) • 
1 n 

Définition 3 • X étant un sous-module de U , on pose ~ 

u r(X) = r(x ~.u) == r (X) 
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/\x) s'appelle radical primaire de X considéré comme sous-module de U 

quand il n•y a pas ambiguité on écrit simplement r(X) • 

Remarque pour tout sous-module X de U on a 

r(X) CR (X) • 
- 3 

Proposition et définition 1+ ~ 

Soit Q f U ; .Q est dit primaire dans U s 1 il vérifi:e l'une des pl'opriétés 

équivalentes suivantes g 

1. [«x f Q XC U] ~> 

2. => Q.·«.= Q 

XfQ, XÇUJ => 3n te1que1't..,nÇ.Q',U 

l+o Q a un seul résiduel à gauche propre premier qui est aussi premier 

minimum contenant Q •. U 

En particulier, Q est un id éal à gauche primaire de l'anneau A si l'on a 

aAb Ç Q , b ,l Q => 3n tel que 

Remarque · dans la propriété 2 le résiduel Q. • «. est à prendre rlans U • 

Proposi. t ion lO : 

.Tout sous-module primaire de U est tertiaire . 

,Remarque ùn . sous-module Il --irréductible de U n1 e.st pas nécessairement 

primaire. 
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Remarques: a) on n'a pas de théorème d'exist-en c-e de d-écomposition en 

intersection de sous-modules primaires. 

b) quand un sous-module Q de U admet une décomposition 

primaire celle-ci satisfait à un théorème d'unicité en un certain sens, voir [1] p. 50. 

Théorème lL Sous les hypothèses A , les propriétés suivantes sont équivaleit3s: 

1) tout sous-module de U admet une décomposition primaire dans U • 

2) tout sous-module tertiaire de U est primaire dans U • 

3) U vérifie la propriété d'.Artin REES (définition 5). 

Définition 5: 

Soient A un anneau et U un A-module à gauche. On dit que U vérifie la 

propriété d'Artin REF.S si l'on a. 

quels que soient ~ un idéal bilatère de A , X un sous-module de U , 

n un entier, il existe h(n) entier tel que 

Démonstration du théorèmé ll. 

Ceèi est démontré dans [2] • La démonstration faite ici suit la méthode de [5] , 

elle-m~me inspirée de [6 J • On montre dans 1 1 ordre 2 · ~ 1 => 3 ~ 2 

2 ==> 1 évident. 

soient « un idBal bilatère de A , N un sous-module de U , 

n un entier. On considère la décomposition primaire réd,uite. 
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Si N s; Qi pour i = 1, 000, m 

pour N , car 

la propriété 3 est trivialement vérifiée 

Si, pour au moins un i, on a N g'; Q. , alors on peut B.uppos-er qu'il existe 
l 

m' (m' :::; m) tel que lion ait (i = l; •• ~-, m') et N C~. 
- l 

(i = m'+l, ••• , m) - les Q. 
l 

(i = 1, ••~, m') 
' 

un entier 

s = sup( s , • • • , sm, ) 
1 . 

étant primaires, il existe alors pour chaque 

s. 
l 

tel que 

c.q.f.d. 

i 

3 => 2 Soit N un sous-module tertiaire de U • Soient . .(X.. un idéal 

bilatère de A et X un sous-module de U tel que «. X s; N et X f N - Nous allons 

montrer que pour un entier h convenable -t,c..h_ C N·. U • N .. étant tertiaire avec 

· (91.X SN , -X f N on a : N C N. 'Ct..C U • La propriété d 1Artin REES donne alors un entier 

h tel que ~ 

1'L-h U Il ( N. '«.) S cc.( N, • et.) S N 

et N étant tertiaire ceci entraîne -&(.,~ s; N 
.Co q. f c; •. .do 

Définition 6 ~ Un anneau A noethérien à gauche vérifiant comme A-module à 

gauche 1 1 une des propriétés équivalentes du théorème 11 est appelé anne-au... classi9ue. 

Définition 7 g_ Un ./\.-module U vérifiant les hypothèses (A) et les propriétés 

équivalentes du théorème 11 est appelé module d'Artin . .REES •. 
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Remarque : Dans un module d I Artin REES le radical tertiaire et 1-e radical 

primaire d I un sous- m odule tertiaire coïn c ident 

;~p[ .Jll$. D~ANNEA.UX CJJI.SSJQITES. ET DE.MODULES D'ARTIN .REES 

Proposition l . lo - Tout anneau commutatif noethérien est un anne au classiqu~ 

En effet tout idéal à gauche admet une décomposition primaire. 

Proposition 1.2 . - Un.- anneau noethérien A dans l.èquel .t ous les idéaux sont 

bilatères est un anneau classique. 

Démonstration : Vhypothèse que les idéaux sont bilatères implique que XA = .A:x 

pour tout x E A • Ceci implique que un idéal à . gauche I de A est primaire au sens 

rappelé plus haut si et seulement si il est primaire au sens suivant: 

"xy E I , y i l entraîne une puissance de x app a rtient à I" qui est la 

définition du cas commutatifo Alors la démonstration de [7, lemme 3, p. 21] s'écrit 

sans modification pour montrer que les idéaux irréductibles de A sont primaireso 

Proposition L3 o- - ·· Soit A un anneau .clas.sigue. Alors tout -,anneau quotient. 

r = A/I est un ,anneau classique. 

Démonstration : 

a) A étant noethérien à .gauche ., r = A/I est également noethérien à gauche ; 

b) Tout idéal . à gau che ~ de r ad.met une décompo.sit..ion.pr:imaire en effet 

si f est l 1homomorphisme ca nonique A - ~ A/I on a ·tJ1t.} = f(taj avec ,c:9(_ = f-1(-de..1 ) 2 I .o 

Soit '(Y(..= Q n . . . ('\ Q. une décomposition primaire r -édtii te de- -ôt.. dans A ; les Q. 
l 1 n 

contenant I, on peut écrire f(« ) = f( Q ) () 0 • 0 () f( Q ) 
1 n 

et cec .i est une décomposi-

tion primaire de f,~) en vertu d.u lemme suivant~ 
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Lennne 1.L - Soit Q idéal à gauche d'un anneau A avec Q 2 I 

P-primaire alors f(Q) est f(P) primaireo 

S.i Q est 

Démonstration facile o 

Proposition 1.4 0 - Tout quotient d'un module d 1Artin REES est un module 

d'Art in REES o 

Démonstration 

a) si M est un A-module à gauche d'Artin REES M' = M/N est un A-module 

à gauche noethérien. 

b) tout sous-module tertiaire de est primaire. Ceci est conséquence 

immédiate du lemme lo3• lui-même conséquence du lemme lo2 suivant. 

Lemme 1. 2 o - Soit M un A-module et N S Q S M • Alors il y a correspondance 

bijective entre les résiduels propres de Q et les résiduels propres de- Q/N , qui 

conserve la propriété d 1 essentialitéo 

( resp. 

Démonstration évidente o 

Lemme L3 a - Soit M un A-module, N s;: Q s;: M· • S;i Q est P-tertiaire 

P-primaire) est P-tertiaire (resp. P-primairé) et réciproquement. 

Démonstration élémentai r e . 

Proposition _ 1 .5 . - Si M et N sont -deux A-modules d 'Artin REES, le module 

M @ N est encore un module d'Art in REES • 

a) Me N est noethérien 9 
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b) Soit R un sous-module 1'(:-tertiaire de M e N . Montrons que R est 

primaire. D'apr è s [3 - lem me 1.3] . M (î R est un sous-module ut.-t-e rtiair e de M 

N (î R est un sous-module OC-terti aire de N • M (\ R (resp. N (î R) est donc 

-c,<.-primaire dans M (resp. dans N). Donc il existe des entiers h et k telsque 

h. - k_ , M( ) N ) M e N -cc-MC M (î R et oc-.N 5 N rî R ou 1Yt.= r M rî R = r (N rî R = R
3 

(R) 

d'où 1'<.max(h ,k) (M ~ N) ~ (M rî R) $ (N rî R) 5 R • 

Ceci montre que t9<. S r(R) or r( R) C R ( R) = 1'C.. ( propriétB .général e des 
- 3 

radicaux) d'où r(R) = R (R) = tJt.., 
3 

ce qui montre que R est -ot.-f)rimaire dans M ~ N . 

Corollaire 1.6. - Tout module de type fini M sur un anneau classique A est 

un A-module d 'Artin REES • 

a) M est noethérien, 

b) A est un A-module à gauèhe d'Art in REES . 

Proposition 1.7. - L 'anneau . .M des matrices carrées .d'ordre n sur un anneau 
n 

~mmutatif noethérien A est un anneau classique. 

Ceci a été démontré par LESIEUR et CR0IS0T [1. Théor ème 8.6, p • 83]. Cette 
i 

démonstration reste valable avec des hypothèses moins restrictives ce qui fait de la 

proposition _1.7. un cas particulier de la proposition 1.8. 

Proposition 1.8. - L'anneau M des matrices carrées d'ordre n sur un 
n 

anneau classique A est un anneau classique, 
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Il est immédiat (corollaire 6) que M est un A-module d'Artin REES, c'est-à­
n 

dire un A-module à gauche noethérien vérifiant l'une des propriétés du théorème 9. Pour 

montrer que M 
n 

a) que 

b) que 

théorème 9 . 

M 

M 

est un anneau classique il faut montrer~ 

n 

n 

est un M -module à gauche noethérien 
n 

en tant que M -module à gauche vérifie l'une des propriétés du 
n 

Pour le détail de la démonstration voir [1 - p1, 83] • 

intègre 
Proposition lo9o - Si A est un anneau unitai.~rincip.al ru.ors A est un 

anneau classique o 

Vùir GOLDIE [ 8 - chapitre 6] ou GERMA Anne [ 9] • 

Proposition 1.10. - Soit A un anneau commutatif noethérien, A une 

A-algèbre centrale, de type fini en1 tant que A-module. Si les idéaux de A 

viennent de son centre,, c 1 est-,à~dire si tout idéal bilatère U de A est de 

la forme U = A.1'L où -et. est un idéal de A , alors A -est un anneau class:ique. 

Remarque ~ la proposition 1.,7" est un cas particulier de .la .proposition 1.10. 

Démonstration de lelO. 

a) A est un A-module noethérien donc . un A-module à gauche noethérien. En 

effet les idéaux à. gauche de A sont les sous A-modules de - -il qui sont permis pour 

la multiplication à _gauche par les éléments de A . Une chafne croissante d'idéaux à 

gauche de A est une chaîne de sous A-modules de A donc ell-e ~t stationnaire. 
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b) A est un A-module d 1Artin REES, 

c) A est un A-module d I Artin REES ~ soient U = A ~ un idéal bilatère de 

A , I un idéal à gauche de A , n un entier ; d I après b) il -existe h(n) tel que 

d1(n) An I - C «PI dîoù 

(A«l(n) n I S (~ n I et 

uh(n) n I C U0 I 
c.q.f.d. 

Un cas particulier de la proposition L10. est la proposition suivante . 

Proposition l.llo - Si A est une R-algèbre, séparable, de type fini comme 

R-module, où R est un anneau commutatif noethérien alors A est un anneau 

classique. 

En effet : si C désigne le centre de A , i.l ést connu [lD .,... .cor.ollaire 3 . 2] 

que les idéaux bilatères de A viennent de C tout idéal bilatère de A est de la 

forme BA où B est un idéal de C et BA n C -- B • Il s I ensuit co~e A est 

noethérien que C est aussi un anneau noethérien. La proposition 1.10 montre alors 

que A est un anneau classique. 

Corollaire 1.12 . - Si . R est un anneau commutatif noet h érien, M un R-module 

projectif de tyPe fini, alors 11anneau des endomorphismes de M est un anneau 

classique. 

Ceci se présente comme une généralisation de la proposition 1. 7. 

Démonstration : Si · M est un R-rnodule projectif de type fini alors 
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A = HomR(M,M) est une R-algèbre séparable de type fini ( [10] prp position 5 .1) . Donc 

A est un anneau class i que, 

Si R est un anneau de DEDEKIND une algèbre cen t rale s imple sur le corp s 

des quoti ent s de . R et A un ordre maximal dans ~ s ur R, il est connu [1 1 ] que, 

si ~ est une algèbre complète de mat r ices, A est 1 1 anneau des endomorphi smes d'un 

R..-module pr ojec t if .de type fin i; donc d'a prè s le coro l laire Ll2 A est un anneau 

classique. Cependant par une démonstration directe on peut montrer que tout ordre 

maximal sur un anneau de DEDEKI ND est un anneau c l as si que . 

Propo s ition 1. 13 . - Soit R un anneau de DEDEKIND, -~ une .algèbr e centr ale 

s imple sur le corps des quotients de R 
' 

A un or dre . maximal dan s ~ sur 

al ors A est un anneau cla ss ique. 

Démonstrat i on voi r [3] P· 198 . 

Signa l ons un résultat plus généra l dû à MISCHLER, mais part i el quant à not r e 

objectif de donner des exemples d ' anneaux cla s siq ues: 

Proposit i on 1.14. - Si R est un ordre maximal d'ASANO dans un ann eau -S 

al or s la propriété d'Artin REES est valable pour les i déaux bilatè re s de R. 

Dans [3] (§ 3) on peut voir un exemple . d'annea u -Artirrien non c.las si que. 

Les anneaux artini ens classiques ont une s t ructure particulièrement simple . 

Pr oposi t ion 1.15, - Soi t A un anneau artinien. Alors A est un anneau 

9Jass i que s i et seulement s i il est somme directe d'un nombre fin i d'annea ux 

ar t i ni ens primair eso 

R 
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Démonstration [3] p. 199ç 

Définition : un anneau primaire est un anneau qui modulo son radical est un 

anneau artinien simple. 

Nous terminerons cette étude en montrant que, dans un anneau classique, 

le théorème d'intersection de KRULL est valableo 

Proposition 1.160 - Soit A un anneau classique et 19!., un idéal bilatère de A. 

Soit V = n «n alors V = «.V • Si 'Git.. est contenu dan-s 1-e radical de A 
n,1:l 

alors 

Démônstration d'après la propriété d 'Artin REES il existe h( 1) tel que 

-<'t.h(l) n V Ç «i d'où V = "1l-h(l) n V 5;,fK..V Ç V et V r ~V • 

Si -fY1.-, est contenu dans le radical de A il est bien connu que cette dernière 

égalité implique V = ( 0) • 

Il.emargue z on trouvera une généralisation de ce théorème à un anneau A non 

nécessairement classique dans [2] • 
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.SEMINAI.BE .D1ALG-EBRE NON COMMUTATIVE 

C,onf érence n ° ·ji du 18 mara 1968 

Caractérisations de la déèomposition te?-tia.ire 

~n théorie des modules 

par J. G:RAPPY ·· • 

Pour éten~e au cas non commutatif la notion 1d 'idéal (ou de module) ·primaire on a 

introduit différents t ypes d'idéaux (ou de m6dules) ~- primaires, secondaires, .unirêsidué.s, 

tertiaires, primauxo (Voir L. LESJEUR et R. GROISO'.f. [2] ). Nous e~poserons ièi deux a.xio ·­

matique s généralisant : la théorie primaire du -cas commutatif. L'intér~t essentiel est de 

montrer que la théorie tertiaire .est la "bonne théorie .11 pour les anneaux non commutatifs. 

I. Foncteurs de décomposi t io n. d'après JOHN .À.. Rll,EY [3] • 

At Rappe l s. 

Pour plus de clarté rappelons · les défini tiens et les premiers résulta ta . exposés 

dans la conférence nQ 12. 

Soit A un anneau unitaire;; Une catégorie '(; de · A-modules à gauche, avec pour 

morphismes les monomorphismes, est dite adinissible si: 
. . l 

1) Pour t out e suite exacte O -,. M1 'Tl> M +> M11 ~ 0 ~ .Bi M € t; alors 

M' € ~ - et W! € ~ 

2) M € p , M 1 € ~ impliquent M E9 M • € t; . 

On considère la catégorie $>( ~) des parties de 1' ensemble 'J · des ]ldéau:x 
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à gauche de A , av~c pour morphismes les inclusions. 

Un foncteur t' · de ~ dans :P(J) est ' dit foncteur de prédécdmpoaitiori 

si r est covariant et vérifie : 

1) Si M € t . . et si . M = V M où · 1es M forment une familla totalement , r a a · · · 
(% 

ordonnée d'éléments de. 'e , alors . r(M) ; \J r(M a) • 
a 

2) Si M € ~ et si la suite O-,. M' -> M -> .M11 ~ 0 est eza.cte, alors 

r(M-') ~r(M) C r(M') V r(M") • 

3) r(M) = ~ si et seulement si M =; (0) • 

On dira !que N est un r-sous-module de M si r(M/N) est réduit à un élément. 

Une famille -{ M 
1

, u .. , M ,c} de sous 1modul~s de M' est uhe l'-décomposi tion de 

N dà.na M s:1: 

a) Les , Mi sont des r-sous-modules de M -·~ 
. ' ~ . 

b) N = 'M n ~ •. n M , et aucun Mi n •e~t superflu . 
1 1 .K 

c) r(M/M:i.) :j: r(M/M} li_ i t j • 

. Proposi iion 1.1 . Soit { 1\, ... , N J} unE:! I'-décomposition de N dans M , 
avec r~M/Mi) = t~} ., Alors ,. 

1) f(M /N) ~ { Q..
1

, • •., ~} 

2) t(M ·/ ).·. = { a., , ••• Ji ~. , :9. ,) r._ } 
i N - . 1 '<-1 .. : -;( 

3) rtl[t.f n: .. • • ri Il'. n . ; . n M .J.11\;)· ·. == {·. fl. ·}· 
"'l\ 1 ' . 1 . . " .. l . · 1-1 

Remarquons qu~ se donner une l'-décomposit:i,o:n de N dans · .. M . revient à se donner 

une 1'-décompôsi tion. de · ( 0) dana M /N , 

Un inodule M € Y; est r-fini ai I'(M) est fini i 

En modifiant la définition de RILEY rfüus dirons que r est un for,cteu~ .de décom­

posi tio~ si (o) admet une r-décoiilpoaitiori dans tout module iM € · .. ~ ·. ~· Il eri résulte 

que tout M € · '€ ést .· r-fini, et que la propriété (P) est vérifiée , 

(P) t Pour tout M- € .. ~ , ét tout a, t r(M) , il existe N CM avec , r(N}::: {a..} 
De plus , la pr9priété (P) implique que to~t M I'-fini admet urie . l'-dêcoJnpbsition. 
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Proposition 1~2. Si 'C est une cat~gorie admissible de A-modules à gauche de . 

type fini sur A-noethérien à gau che _{ alors r est un foncteur de décomposition 

si et seulement si il vérifie (P) • 

Ort notera ~ une telle catégorie. 
i:, 

' ( 

!.!_ Comparaisoi;;t de foncteurs de préd écomposi tion :. 

Soient r et · ~ deux foncteurs de prédécomposi tion sur . Y; • 
On dira que r est plus fort que g si r(M) ? S2(M) , 'vM -€ 'g 

Il en résulte que si M est r-fini, M est aussi g..fini. 

Si N ést un r-sous-module de M, N est aussi un g-sous-module de M i et 

r(M/N) = Q(M/N) • 

Proposition 1 ~3. Soient r un foncteur de décomposition, et ~ un foncteur de 

prédéco~position tels que r soit plus fort que ~ • 

AJ.ors X ::; ~ o 

Soient M € ~ $" et considérons une r-déciomposition de · ( 0) dahà 

M i {M j U O; .M } 
1 IC 

résulte que {M
1

$ '- ~.o , M
1
c} 

(prop. 1~1) m(M) = 1 \..m(M/M.) 
1 

• Lès Mi sont des g-:sous·~modu les, et SZ(M/M.) == r(M/M.) · 
1 1 

est une g_Jécomposition de (o) dans l4 ~ d'où 

• . Il en 

= r(M) • 

Deux f orî.cteurs de décomposition ne peuvent donc être comparables• 

c. Décompositions normales. 
' Soit r · un foncteur de prédécomposi tion sur ~ • .On dira. que r est normal si : 

a) \fa..~ r(M) , 3N ç; M , N 4, 0 Q..N = 0 

b) \fa.,. E! r(M) : , Ann(M) .ç; G.. 

Proposition 1J4-. Soit r un foncteur de pr édécomposition normal. Si 

r(M) = '{et-}, ·alors pour tout sou5.·-module f de M. & 

P n _(o .·a..)= (o) ~> P = (o) (o.•~= {x~'.x € M 11 a...x = o}) 9 

M M · 

Si P t '.< 0) , ' l1(P) = {et-} o Puisque : r est normal, · il existe N1 C P 

CU-' ::: 0 ., Qnj a donlc ( 0) C N1 Ç P f\ ( 0 • • a..) . 
M 

N' L 0 
' =F , 
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Proposition Io5 e Soit r un foncteur de prédécomposi ti on norma.1'- Si 

r(M) = { fJ j alors [P est résiduel à gauche propre maximum de O dans M • 

Soit Q... = Q •. N , où O C N Ç M II On a r(N) = { 3>} , d'où 4. = Arm(N) Ç -fJ 
puisque r est normal. 

De plus il e~iste Mt ç;;·M , M• ~ 0 , /fa M' = 0 o Il en résulte 3J Ç O •• M' , 

et ltégalité a lieu d 1après ce qui précède, 

Théorème lo6 ~ Soit r un foncteur de décomposition norma.1., 
j 

Alors, pour -tjout M € . ~ , r( M) est 1 1 ensemble des résiduels essentie;J..s de 

(o) dans M. 

1fo 
Soit SJ € r(M) ~ Dîaprès la proprié;té (P) , il existe N-ÇM : r(N) i::: {fi>}. 

est un résidu~l maximum propre de O ' dans ; N (prop.. 1.5) , donc ui'I. résiduel 

essentiel de (o) dans M • 

Réciproquemertt soit $J = 0 •. N un résiduel essentiel. 

Pour tout {#
1
. € r(N) Ç r(M) on a ,:JJ. 2 O ·• N = f[J • De plus i} existe . M' , 

. l. 

0 c M·t C N @. :tb ,;. 0 , d I où. 1P.. C O • lvP = !J:, puisque fli) est ëssentiel. Cette 
- , :i. l. -

dernière démanstra1lion ne suppose pas que r soit un foncteur de décompositionif 

Corolli:i.ire l.17. S~il existe un :f'oncft;eur de décornpositio:µ normal sur ~ ·- , il e.st 
' urf.que,àt il est moins fort que tout fonctep.r de prédécômposition normal. 

Coroll~ire 1.8. Le foncteur de décomposition tertiaire eat l'unique foncte;ur d.e 

décompqsition normal sur '(.'; • 
0 

IIir - S-primarités; ataprès Ao ANDRUNAKIEVIC et J i,M~ RJ.ABUKlilN [1] • 

Les auteurs se pJ.acent dans le cadre des idéaux bilatères d'un anneau noethérien. 

Les résultat~ se gJnéralisent aux f?-al6,èbres. Nous nous limiterons au cas des sous­

module-s <itun, A-module à gauche M sur un anneau A-noethérien à gauche. N , · .L ••• 

désigneront des sous-modules de M , a_, :S , "o • des idéaux bila.tè!'.es de -- .A , 

A,, Dé~initiqn dîune S-primarité,, 

Une application S de· 1 'ensemble des sous-modules da M dans 1 t ensemble des 

idéaux bilat~res de A est une application de primarité ai l'pn a l 
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1) S(M) = A 
2) N CM => N C N •• S(N) , S(N) 2 Ann(M/N) 

Proposition 2.1. Soit S une application de primarité. Les conditions 

suivantes sont équivalentes g 

a) N C N • • a,.. = > G-Ç S( N) 

b) (LL C N $ L $ N => Q.. S S(N) 

• a2 implig_ue b) g 

Si G-1 ÇN , L _$ N aJ.ora N C N •• Q.. , d'où a..Ç S(N) • 

'!:_,)_ impli_que • r2 g 

Posant L = N .• a.. on a CLL s; N et 1 $ N dvoù G. Ç S(N) • 

Définition g On dira que N est $-primaire ( dans M) s til vérifie l1une des 

deux conditions éqüivalentes de la proposit i on 2.lv 

Exemples g 

- S(N) = Ann(;M /N) ., Alors N est S~primaire sLet seulement si S est un 

sous-module premier ~ 

- On peut prendre pour S(N) 1tun des radicau;x: primaire, secondai: 1e, unirési­

duel, tertiaire, ou primalo · Il suf:fi t de vérifier ' la propriété , N C: :9 • • S( N) en 

prenant pour :S(N) le plus grand de ces raâ.icaux, le raèicaJ. primal ~ (N) o Or 
1 · 4 

N •• fii
4 

(N) 2 If • • (N • .1) 2 L ,' où N ·• 1 est un résiduel propre maximal de N ~ et 

L :> N • 

Les éléments · $-primaires sont les éléménts· primaires ', secondaires, unirésiduels; 

tertiaires ou ,prima1(1Xo 

~ Comparaison de S-·primari té • 

Défi nition 

Si S et S1 so:n:t deux applications de primarité, on dit que S est plus forte 
1 12 1 

que S si tout sous-module S - primaire est S - primaireo 
2 t 2 

Ce n' es't qu I une relation de préordre ~. S I sera équiva1ente à _ S 
1 2 

si 'les 

sous-modules ' S -primaires et 
1 

sous-modules S-prima:ires. 

s 
1 

S (N) Ç S (N) , 
·. i 2 · 

S 
2 

-primaires coïncident . Notons J S 1 1 ensemble des 

S si et seu~ement si 
. 2 

~S C 18 • Cela al,lra lieu ai . 
2 · 
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Propositµ.on 2.f o Soient @(respo @t) l'ensemble des sous-=modules prêmierà 

(resp,. primauxÔ de M • Pour toute primarité S on a 

et pour tout é~ément N S-priniaire 

S(N) = 

Soit L = N . · S(N) , 1 .:> N • On a S(N) f, N • • L • 

De plus (N ·. ~)L Ç N implique N •• L Ç S(N) puisque N est S-p.rimaire, d' ,où 

S(N) = N •• (N , • S(N)~ et · S(N) ·est un résiduel propre de N • Montrons qu fil ·est 

maximum. Si a.. = N Ï • K , K;:) N , a. K Ç N implique Q.. Ç S(N) • La proposition en 

~6sulte aussit8t. 

Corollaire 2 .3io N est s~primaire si et s~ulement si S(N) est 1•unique rés;iduel 

propre maximal de No 

Proposi t /ion 2 .4o Pour tout ensemble · V de sous-modules, vérifian~ 1' Ç 'J .çÇ · $>t ') 
il e:x:ist'e au moins une application de primarité S telle que · j .::: :,

8 
, 

On peut idéfin~r S par g 

Tout élément de 
! ! 

S-primaire sinon · N E: 

. Sf N) = An.n(M /N) -si N l, 'J 

S(N) = ~ (N) . ' si N € D 
. 4 

:J est S"'."'.primaire ( corollaire · 2 .3) • Si N l :J · 
{P C J • 

.2..e., Décomposi t.iona,. 

Soit 1N -= N ' F'\ """ r\ N • 1 2 

il ne peut ~tre 

On dit •que l'.on a une S-décompoaition si les N. sont S-pr:i.nJ.airesv Unetelle 
l. 

dé-com-po~ition (est réduite ai aucun N. n~est superflu et si les. S(N.) sont distincts. 
l. 1 . . 

On considère les conditions suivantes g 

(I) Tout N ~ M admet une S-décompositiono 

(ll) SL M , ~n, N sont S•-primaires avec S(N ) = "°" = S(N ) a.lors 
· 1 · · K 1 . · /C 

N ,: N Il , °" • Il N est $~prima.ire et S(N) ::: S(N ) • 
1 " 1 

. . . i . 

(III) $i N est S-prin:aire il adme't une décomposition réduite unique (N =· N) • 
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1 

Propositi~n 2 .5. Parmi les primarités vérifiant ( I ) , il en existe une plus 

forte R et N est R-primaire si et seulement si N est n -±rréductible ou 

prepiier., 

Soit ~ l'ensemble des sous-modules n -·irréductibles de M • Il €lxiste une 

primarité R telle que c1t V fF> soit l ;ensemble des modules R-primaires (prop. 2,4). 

vérifia.nt (I) , et N R-prinaire. Si N est R vérifie bien sûr (I) • Soient S 

premie;?:-, alors N € 9 
8

~. Si N est (\ -irréductiblè, on a N ~ N 

N. sont $-primaires, d'où N= N .• 
1 1 

1 
(\ .,. • n N 

K 
où les 

Proposition 2.6. Il existe une plus forte primarité T vérifiant (I) et (II) , · et 

N est T-prirra.ire si et seulement si iil. est tertiaire. 

Soit ~ 

R-primaires et 

et T vérifie 

l' enseU!ble des oous-modules de la forme · N (\ • o , IÎ N , où les N. sont 
1 K 1 

R( N ) = o "° = ·R( N ) 
1• · K 

., Il existe Uilé primarité T telle que "!1 T = .g , 
(I) et (II) • Si S vérifie (I) èt (II) ,. soit N" T-primaire. 

N = N n . ., . n N.. 1 où, les N. sont R-primaires, et R( N ) = •• ,, = R( N } , 
i 11. 1 · 1 K 

D'après la proposition 2.5 les 

donc S-primaire puisque S vérifie 

N. sont , · $-primaires, et 
l. 

(II) , 

S(N. ) = T(N.) • 
1 ' l. 

Soit N un module tertiaire., Il admet une T~décomposition réduite 

N. est 

N = N n •u n N "Dîaprès ce qui précède les N. sont tertiaires, . et l"unicité des 
1 K J. 

décompositions terti~ires implique k = l, et N ~st T-primaire. 

Corollaire 2. 7. N est tertiaire si et s euletnent si il est intersection finie de 

sous-moduJ,es (\ 1-irréductibles ou premi\3rS~ de m~ine radical tertiaire. 

Eh effet si un sous-module _ premier P n I est pas n -irréductible il s'écrit comme 

intersection sans éléments superflus de sous-modules n -irréductibles, donc tertiaires, 

qui ont nécessaïrement m~me radical puisque p est aussi tertiaire. 

Théorème 2.8. Toutes les primarités S vérifiant (I), (II) et (I±I) sont 

équivalentes. 

N est S~primai!re si et seulement ai il est tertiaire. 

Si ·N est S-primaire, N = N (\ , •• n'N ~ décomposition réduite~ en modules 
1 i Y. 1 

tertiaires. dono S-primaires. La condition (III) donne le résultat. 



Remarques o Les auteurs ~ qui ne conaidàrent que les idéaux bilatères de A 

imposent la condition I Ç S(I) : en apparence différente de la condition 

S( I) :::, I •• A que n~us avons imposée o 

Mais en fait S(I) n:intervient que pour les idéaux S-primaires; et d.ans 

ce caa S(I) est un résiduel à gauche propî!'8,; donc contient I •. A " 
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ANNEAUX PRINCIPAUX :INTEGRES 
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par Mme GERMA Anne 

I - PROPRIETES ELEMEN:rAIBES~ 

Dans cet exposé A désigne llil anneau d'intégrité unitaire dont; les idéaux 

à gauche, à dxoite ou ·bilatères sont p.rincipaux à. gauche, à droite ou bilat ères. 

Proposition l 0 l ~g A satisfait la condition de chair.:e croissante. Il satis­

fait la oonclition de chaiPe descendante pour toute fa.mille d 1 idéaux d'intersection non 

vide. S'il satisfait sans restriction la condition de chaine descendante pour toute 

famille d'idéaux à gauche (resp~ à droite) c'est un corps. 

Preuve Considérons une chaine croissante d'idéaux à droite 

aACaAC ,. .. C:aAC:_ . ••• 
i - 2 - n 

V a. A est un idéal à droite donc de la forme aA. 
n n 

Pour un certain N, a appartient à y. On a donc 

positif ou nul., 
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Considérons une chain~ décroissante d'idéaux à droite qui contiennent t <'Jun 

un élément b non nul , et donc bA 

aA :> a A :::, ,0 0 O V. 3b. b -· a.b. car b E: a.A 
f 2 l. l. l. J. J. 

3c. a.= a. c. car a. E: a. A 
i-1 1 · l.-' t 1-1 1 1 ... 1 

donc b. = c. b . • l. ... •1 1- _1 1 

On a donc une cha:ine croissante 

••• C Ab C ••• - n-

A partir d'un certain rang les C:. sont donc des unités et 
J. 

.... 
Considérons a/. 0 • On a aldr's la sui.te décroissante aA ::> a 2A ~ • Supposant 

la condition de chaine décroissan-l: e vraie sans rést.riction 

3N NA N+l A a = a ou N aN+l a = ~ ou 1 ~ ab 

et on voit que a · est inversible (dans un arineau. d'intégrité uv =-1 =;:. vu= 1) • 

que 

cas 

Pro1:2osition 1~ .o g A est un anneau de Ore z par définition cela signifie 

A est intègre et · que pour a i. , 0 et a' I o aA ri aiA I { o}. 
particulier du cas noethérien mais qui admet une démonstration plus 

Preuve g Considérons 1' idéal · aA + a I A = bA f. { 0} 

3p et q non tous les deux nuls tels que b = ap + a• q 

3a I o tel que 
1 

3a 1 i 0 tel que 

ap = b ... a'q =;:. 

a' q = b -ap . ~ 

Supposons p fa 0 

a= ba 
'i 

a' = ba 1 
1 

apa 0 = ba' 
1 

·-a.'qa 
1 1 

:::: a'(l- qa) 
1 

atqa. = ba .., apa = a(l - pa )' 
1 1 1 · 1 

alors on a O / apa' = a' ( 1 - qa' ) = a" 
· 1 1 

C'est là un 

simple o 
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Donc il existe a"/:. 0 et a" € aA ri a 1A , donc aA ri a'A /. lo} . 
Ceci nous -permet d'affirmer que A admet un corps des fractions à droiteo 

Proposition 1.,3. Pour un idéal bilatère de A tout générateur à droite 

est aussi générateur à gauche. 

Preuve. Soit I un idéal bilatère de A on a donc 

I = aA = Ab donc a= ub et b = av ;a= uav mais ua = u 2b = at 

donc a= atv tv = 1 v est inversible, on démontre de même que 

u est inversible aA = Aav =3> aAv-1 = Aa mais 

aA v- 1 = aA donc .Aa = aA = I • 

II - INTERSECTION D'IDEAUX IRREDUCTIBLES DE A. 

Définition 2.,1" a est dit 

ri -irréductible à droite" 

(î-irréductible à droite si 1 1 idéal aA est 

A étant noethérien à droite (resp. à gauche) tout idéal à droite admet 

une décomposition réduite comme intersection finie d'idéaux à droite ()-irréductible 

à droite. 

V a -j o 3 a , 
1 

avec a.A;:)aA a.A non 
1. 1. 

tré dans le paragraphe I 

a. o•••a aA=aAnaA n .•• ri aA 
2· . l1 1 2 h 

superflu_, aiA n-iXTéduct:i.ble à droite. Nous avons démon­

que l'idéal nul est "-irréductible à droiteo 

Nous étudions des idéaux à droite propres distincts de l'idéal nul et non 

maximaux. 

Théorème 2.,1. ( I ) ., Soit aA un idéal à droite de A • Il y a équivalenc 

entre les propriétés suivantes 
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a est () -irréductible à droite • a) 

b) aA est contenu dans un unique idéal minimal qui le contient stricterent 

( e:ic:Ls tence établie en I) • 

c) Aa est contenu dans un unique idéal à gauche propre maximal. 

d)· Si a = be = b I c t avec c et c' irréductibles alors Ac = Ac' • 

e) Si a= be= b 1c 1 avec cet c' irréductibles alors bA = b 1A • 

Preuve: . a =;. b ... Supposons 1' e:ld.s tence de deux sur-idéaux minimaux de 

aA on a aA f_ bA () cA et comme bA et cA minimaux, 

contraire à a. 

ab = bA () cA ce qui est 

b => a • Soit bA 1 'unique sur l 1idéal minimal de aA et 

supposons aA = dA () eA on a aA · C aA => bA C aA et de· m~mé bA C eA 

aA C bA C aA () eA (contradictoire)• 

b =;> c • Soit bA 1 'unique sut-idéal minimal de aA • 

On a donc aA C bA ou a = be avec c irréductible. On en déd.ui t · Aa:::, Ac • Soit 

Ac' maximal contenant As, . Aa C Ac' <::::;r. a= de' et d non nul, non inversible. 

On a donc aA:::, aA 
1 

d'où bA ~ aA ou b = dk a= be - dkc = dc 1 kc = c' 

or c'est irréductible donc k est une unité et Ac = Ac' • 

C => d a~ be= b'c' avec cet c 1 irréductibles. 

Aa C Ac et Aa f_ Ac' avec Ac et Ac~ maximaux donc Ac = Ac 1 • 

d ~ e Ac= Ac•=> 3 u unité c = uc' 

·a = be = b t c 1 = bue 1 => · b t = bu => b I A = bA • 

e => b Supposons que aA admette deux sur idéaux minimaux 

bA et b,'A • Alors . a = be = b 'c I avec c et c • irréductibles donc bA = b I A • 

Corollaire . 2ol• Si ·a est (\ -iITéductible à droite Aa ad.net un 

seul idéal maximal . propre le contenant Ad • On a une suite de Cômposition. 
n 

Aa C Ad C Ad C o o C Ad CA et d. • est (\ -irréductible à d.roite à cause de 
1 2 n 1 

l'unicité de Ad • 
n 
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Corollaire 2.2, Soit aA ()-irréductible à droite, bA son seul sur-id éal 

minimal a= be 

by € aA 

cA = { x € A, bx € aA J • 
Preuve: Si y= cd by = bcd = ad 

Si by € aA by =ac= bce donc y= ce y€ cA • 

Nous allons maintenant énoncer le théorème fondamental de cet énoncé. 

Théorème 2,2. L'anneau A est un anneau classique, Rappelons que cela 

signifie que A est noethérien et vérifie le lemme d 1Artin Rées. 

Preuve: Lemme D'Artin Rées a 

Si J idéal bilatère, Q idéal à gauche, et n 
existe m, entier, tel que Jm () Q C J~Q. Nous pouvons 

sition primaire à lieu, et pour cela il sufftt de montrer 
n -irréductible est primaire. 

JB 5;_ Q et B g__ Q =;> 3n J n C Q 

entier sont données, il 
aussi montrer que la décompo-

que tout idéal à gauche Q 

Si J 

a 0 
• En effet 

est un idéal bilatère de base a, J" est un idéal bilatère de base 

E 
finie 

U . V. 
1 1 

J
2 = { x ; x- = E u. a µi a} mais 

finie 1 

a 2 = ta 2 
• 

E u.aµ.a = 
f . . J. 1 

inie 

On achève le raisonnement en faisant une récurrence sur n. 

D'"utre part Q 0 •J" t ·a· l' h h 'al' n a. es un 1. ea a 6 auc e eg a .Q o • a · • Si 
J"x C Q ==> a 0x € Q • 

On a Q C Q o., J C Q .• Jn C Q .•an 0 

Si a "x € Q Aa"x ~ Q ou J "x s;,_ Q • 

Q .• an étant un idéaJ. à gauche, Q0• J" e~ est un. 
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Considérons l'ensemble (Q .•a*)(\ (Q + a"A) = P • 

On a l'inclusion évidente Q ~P. 
Soit y e: P y = q + .a~ 

a n+1b a::,= aq + 

qE:Q,bE:A 

a::,e:Q. 
Or la chaine Q •• J" est une chaine proissante donc finie et à partir d'un 

certain N on a . Q .• JN = Q .• JN+p pour tout p positif ou nul • 

Donnons à n _ cette valeur . N 

a:y et aq étant élémen~de Q .an+tb appartient à Q • On a donc 

b € Q .• f:l: n+ 1 = ·Q 0 • an • Donc · a hi, est élément de Q , donc y -est élément de .Q • 

On a en conséquence 11identité 

Q = (Q.• a) tî (Q + a"A). 

Q étant tî -irréductible, comme Q • • a = Q • • J contient strictement Q , 

Q + a"A = Q , et par conséquent a"A = J" s;_, Q • 

La démonstration de ce théorème m t à été communiquée par 1. LESlEUR, 
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Modules isotypiques et modules tertio.ires. 

Cette étude f a it suite aux exposés \2] et (:i] ; nous étudions ici la. notion 

de module isotypique, en nous inspiro.nt du travail de Lesieur et Croisot [9] , 
ainsi que de Bourbnki [21 .• Nous généralisons certains résulta/vs de [~ au cas où 

les modules considérés ne vérifient aucune condition de cha.ine, et où .11c.nneau 

satisfait une condHion moins forte que la condition de chaine . o.scendr..nte {condition 

C page 6) • Les résultats du troisième pc.>.ragraphe sont dô.s en po,rtie à Ga.briel Gi.J • 

- Résiduel essentiel de N dans M. 

Soit N -un sous-module d'un A-module M, ~t P ·un idéal :bilatère d.e Af 

on dit que P · est tm · résiduèl essent i el de N dan~ · s I il existe un soüs-module 

X de M contenant strictement N et tel que: 

NCY C X 

c I est-à-dire tel que P soit 11 annulateur à, gauche de · X/N et d~ t~mt sous-module 

non nul de X/N • 

On vérifie ::i:lprs aisément que P est un idéal bilatère premier de A. 

- Sous-module P tertiaire de M 

Un sous-module N de l'1 est dit P-tertio.ire, où P est un idéel bilatère 

premier de A, si P est ll uh:i,.que résiduel essentiel de . N de.os M • 
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§ 1- Idéal bilatère premier nssocié à 

un module 

Do.ns ce pa.ragra.phe, nous étudions l'ensemble des r~siduels essentiels de N 

da.ne M (où N est un sous-module de M) , en généralisant au cas non commuta­

tif ln. méthode de Bourbaki [2) • A.la. proposition 4, nous étendons au cas d'un 

ensemble d'indice I - quelconque une propriété ;donnée habituellement pour un 

Gneemble I fini • · 

Dans tout 1•exposé; 11a.nneau A est unitaire, et les A-ntodules sont des A­

modules à gauche. 

Définition 1 Un idé~l bilatOre P de A est dit premier si, quels quo 

soient · a et b dans A .· tels que P contienne a A b , u. ou b o:ppr.r·Hent à P. 

Définition 2 • Un :i,déal bilatère prenû8r P est dit o.ssocié en un module 

M s I il existe û.n sous-module non nul N de M tel que P soit l' annulateur 

( à. gauche) 'de tout sous-module non· nul de N • 

On note Ass(M) 11ensetnble des idéo.ux bilatères premiers associés à, M. 

- Remarqùons que si •· M' est mil, · Ass(M) := ~ ; la réciproque est vraie si À 

ést noetherien à gauche (cf proposition 2) ; si M
1 

et M
2 

sont isomorphes, 

Ass(M
1

) = .Ass(M
2

) • 

Proposition 1 • Soient N un ·sous-module d 1un .A-module M, et P un id~cl 

bilatère premier de A; les assertions suivantes sont équivalentes 1 

G) :P est a.ssocié · à M/N 

(Î) P . est un résiduel essentiel de N do.ns.J:1. 

- Dén:on.stro.tfou • 

Elle résulte trivialement de lu définition d'un résiduel essentiel • 

Corollo.ire • Un sous-module N de M est . P-tertiaire si e·b •eulement si 

Ass(M/N) = {P} • 

Proposition 2. Soient M un A-module, N;iO et,~= { Ann N/0 'fJ NÇM} • 

'I'out é3iément IIJQ.T.irol de {ft ap:Partient à Ass (M) • 
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- -Démonstrction: 

Soit P = Ann N .· un élément maximal de :fi, et , N1 
et . Ann N 

1 
nul de N; .Ann N étant contenu dons 

un sous-module non 
' t .,_' fi;; o.ppo.r enan" a. '-' , 

on a nécessairement P = .Arm N
1 

; il est alors facile de vérifier que P est un 

idéal bilatèrè prèmier • 

Corolle.ire. Si A est noethérien à. gauche et si M est un A-module non 

nul . , 11.ss M est non vide • 

;P_roposition 3 • Soi"b · M lli1 · A..;.module co-irréductible, tel que Ass M soit 

non vide • 

Ass M • e.S:t -clœ-s réduit à un -seul élément P 2 nwelé o.nnulateu:r- ·rninnun de M. 

- Démonstration . • 

Soit P
1
. = .AnnN

1 
et P

2 
= .Ann N

2 
deux idéaux biletères premiers associés 

à. M ; M étant co-irr6ductible, N
1 

('\ N
2 

est non nul, ët l'on e. les égalités s 

P
1 

= .Ann 

Condition C. On dit -qu 1ùn anneau A vérifie la condition C si, pour tout 

A-module injectif indécomposable E, Ass E est non vide. 

- Tout rum.eau noethérien à, gauche vérifie la cond~ tion C d I après le, propo­

sition 2; plus gé~éralem~nt, · tout anneau A .dont les idéaux bilcd,ères vérifient 

la condition de chatne ascendante satisfait la ·condition C (les annulateurs de 

sous-modules de M étant des idéaux bilatères de A) • 

Lemme 1~ Soit X un sous-module non nul d'une somme directe de sous-modules 

(M.) d'un module · M; il existe un indice i de · I et un sous-module non 
1.iE.I 

nul M! de M. isomor_phe à un . sous~odule · X' de . J{° • 
- 1.-1. -

- Démonstrntion. 

Soit x un élément non nul de X; A x étant contenu do.ns une somme 
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directe finie de (M.) , il suffit d:e démontrer le lenme pour un ensemble 
1.i'=-I . . 

d'indice fini, par récurrence sur ca.rd li~ ·. 

- Pour card I = 2, X est contenu dnns M
1 

© M2 ; Si X r\M 1 = o, 

X est isomorphe à. un so~-module de (M( (±) tt2) /M
1 

,;, M2. ; Si ·. X n M1 .~ 0; X n M1 

répond à. la. question., 

- Pour card I = n , X est con-tend dans (@i M~ (D Mn ; l'Jzypothèse 

de récurrence permet alors de conclure • 

hoposition 4 . • - Soit (N.} une fr:mille indépendante de sous-modules d'un 
. 1 iE:l 

module Mj on a Ass ( i~ 
1 

·• NJ = i\dI Ass Ni • 

- Démonstretion 

On à bien sür pour tou·h i, l'inclusion 

Ass N. C Ass ( Œ) N. ) • 
1. . - iE.I 1. 

Réciproquement; soit P ~ Ann K un idéal premier bilo.tère associé à. G) Ni; 
i~ I 

d 1après le lemme 1, il existe un indice i et ·un sous-module non nul N! de N. 
J. l. 

iaomorphe à un sous-module non nul K1 de K • 

P annule alors tous les sous-modules non nuls de . Ni, donc a.ppa.rtient à .Ass N1 

Proposition 5 • Si N · est un sous-module essentiel de M1 Ass N = .Ass M • 

- Démonstro.tion ,a Evidente • 
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§ 2 - Modules isotypiques 

Définition • Un-sous-module N de M, est -dit 1T -isotyp'igue si E (M/N) 

est somme directe de modules injectifs indécomposa.bles de type-îf -'.-

- Tout sous-module n -irréductible N de .M ·est év-idemrnent-üiotypique, 

puisqu'alors E(M/N) est indécomposable . • 

Définition. Uri A-module M - est dit complètement réductible · s*il'est sorrane 

directe de sous-raodules injec~ifs indéocm.2osnbles. 

Matlis a démontré dans (jôj que, si A . est nootherien à go.uèhe, tout 

A-Ïnodule injectif est coràplètement réductible (on trouvera la démon.s"'vra:ti_on de 

cette assertion dans (li)). 

'rll.,forG;-;ie 1 • Soit A U..7. anneau quelconque J 0t N un sous-moclulo d I rm 

A-nodule M tel que E {M/N) soit complètement réductiblL : E (M/N) ·= G) 
i El 

E. • 
1 

L1 ensemble cles résiduels essentiels .de N dans M est éga.l à 11 ensemble des 

annulateurs mc..xima des 

- Démonstration. 

E. • 
. ]. 

Le propsition 

dans M est égal à Ass 

1 prouve que l'ensemble des résiduels essentiels de N 

.( E (M/N)), donc (proposition 5) à Ass ( G) • .E.). , qui 
i Ê I 1 

est égal à U Ass Ei _ (proposition 4) • 
iG. I 

Or Ass E. 
]. 

tion 3) • 

est vide, ou est égal à 1 1annulateur max.it:lÙDl des E. (.pi:oposi• 
l. 

Corollaire • Si A vérifie la. condition C, et si E (M/N) est complètement 

réductible, N est un sous-module tertinre de M si et seulement 

ont tous m~nle idéal premier associé • 

si les f;. 
l 
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- Démonstration : Triviu. -le 

Proposition 7. ·1es réciproques du théorème . 2 ot de la pronsition 6 sont 

en général fausses. 

- Con:tre exemple. 

Soit B = !IR (Y} [ X J , X et . Y n'étant pas permutables ; soit b 11 idéal 

bilatère de -B_, engendré ~r .les :éléments de :la forme . : 

ÀX - X À- À' 

où À décrit JR (Y} , et .pù J.1 ·est la fraction rationnelle dérivéé de ~ 

Soit A 11 a.nneati quo·l;ient B/ b . 

- On vérifie que, dans A, on a l'égo.lité 

où a apparti _ent à IR • 
q 

On eri déduit fo.cilement que : 

t: 
q=O 

a. x4 
q 

• {i) Tout élément de A s'écrH, de manière unique 

~ ~ IR {Y) 
p 

• (ii) A est int~gre • 

• (ii:i .) '.Pout idéa.l h ga.uohe (et à ùroito ) ùo 1\ ost monogoné • 

• (IV) 0 et A sont las seuls idéaux bilatèros • 

• 

- Lo, condition (iii) prouve que A ést noethérien a gauche et à;· droite, 

et donc (IV et proposition 2) que tout idéo.l è. ga.uchencn . nul-de A est 

0-tertia.ire • 
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- Soient alors ~ et ) 2 deux éléments distincts de IR (Y) ; 

sont -des idéaux à gauche 1nnJ~imaux, donc isotypiques, de A • 

.Annd {A/ 07
1

) = til
1 

étant différent de Annd (A/ Ül 2) ,,;, {)[
2 

, A/ (}(
1 
et A/ (J{.2 

sont des · A-modules simples non isomorphes, donc E (A/ ô( 
1

) n I est po.s isomorphe 

à E (A/ é)J
2

) • Ô'f
1 

+ tJ/
2 

étant égal à A, A/({}[ 
1 
n (7/

2
) est iao1:1orphe à 

A/ 871 Œ A/ ôlz, ce qui prouve que Ôl1 n (!/2 n'est pas un sous-module 

isotypique de A, a.lors qu'il est O-tertia!ire (et m~me 0-:prim.:::.ire), puisqu'inter­

section de deux idéaux 0-tertio,ir~ (respectivement 0-primaires) • 

La réciproque du théorème 2 n'est donc pa.s vérifiée dans ce cas. 

- Par ailleurs, · E (A) <3·be,nt isomorphe o.u corps des quo-'dents à gauche K 

cle A, qui est un ·A-module injectif indécomposable, 1 1 idéal O est, isoty-2iqu0 

du type de K. 

L'idéal 07
1 

défini ci-<1essus es-t, qucnt à lui isotypique d~ type E, (A/. 0, 
1

); 

or E (A/ ôr,
1

} no peut · ~-~re isomorhpe à X, cn.r imnd (A/ ê)7
1

) = ô'1 · est non 

nul, ce qui ne saurait ~tre si A/ {Jf. étant contenu dans K • 
. 1 

0 et e)l 1 sont dori.o deux idéaux isotypiques de A tels que 

et qui cepèndant ne sont pas de m~me type; ce qui p~ouve que la réciproque de la 

proposition ·6 n 1est pas vérifiée dans ce cas. 

Remarque • · Nous verrons à la, proposition 11 que, dès que la réciproque de la. 

proposition 6 est satisfaite, il en est de m3me pour la réciproque du -~héor~me 2. 



16 - 8 -

Proposition 8. Soit A un anneau quelconque; l'intersection de deux sous­

modules ïT -isotypiques d'un module M est un sous-module '"TT-isotypique de M • . 

- Démonstration. 

Soient N
1 

-et N
2 

··deux sous~dules îT -isotypiques de M, et soit N = N
1 

('\ N
2 

On' définit un homorphisme '--? de M/N do.na M/N
1 
0 .M/N

2 
en posa.nt s 

i étant injectif; E (M/N) est facteur direct du module . 

P é~a.nt somme directe d'injectifs indécofilp0Sables et étant injectif on sait 

(Chamard [3] théorème >>' que ·liout facteur direct de F est également somma directe 

d I injectifs indécomposables ; soit É {M/N) = © E. . • 
1 

. , . i E. I 
Le fait que tous les E. · soient ·ae typ_. e 1T résulte alors du théorème d'.Azuma.ya{l:fl , 

. 1 
théorème 1) ; N

1 
(). .N

2 
est donc un sous-module 1T -isotypique de M • 

Définition ·• Soit N. un sous-module de .M, et . (N. ) des sous-
1 i = 1 ••• n 

modules n -irréductibl!3s . de .M tels que 

n 
N:::i n N 

i = 1 i 
( 1) 

- On dit que ( 1 ) est une · déco1gposition de N en intersection réduite de 

sous-modules n-irréductib'.l.es de M si l'on a : 

Proposi'vion 9 (.Ma:His (1'!] ) 

n N. 
• I • J 
J r 1 

Soit A un a..."lileau noethérien à ,rauche et; N un sous-module c!'un A­

mndtllP. M. c..draettan·b une décomoosition du type -précédent ; E (1'1/U) __ est a.lors 
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n 
isomorphisme à G) E ·(M/.N.-) • 

i = .1 
1 

- On trouvera le,. démonstration de tette proposition dans [12J (I'roposition 4-1) • 

Définition. Soit N un sous-module de M; e-i:, (N. ) des sous-modules 
1 . 1 1= •••• n 

17 i-isotypiqués de M tels que 

n 
N= n N. 

i = 1 J. 

·(2) 

On dit que (2} est une c1écomposition de N .· en intersection rédttHe de sous-

1:1odules isoty-pigues de M si l ton a. s 

(i) 
' 

(ii) 1,t i -1= j 

nN. 
• 1 • J 
J. r _l 

îf. -/: Ti· . 1 J 

'i'h~orè111e 3 • Soit A un anneau noethérien à gauche et M un A-module 

noethérien ou artinien. 

1 °) · Tout sous-module · N de . M ad.1:1et une 'décomposition en intersection réduite 

de sous-modulés isotrii9,ues de M • · 

n 
2°) Soient N= n N. = 

i = 1 
1 

n' . ·n ~'-• ·1 J J = 
deux telles décoaposition, on a 

n = n' , et les types des N1. sont les n~Des que ceux des N. • 
1 

- Démonstre,tion • 

- 1°) M étant noethérien ou artinien, N est égal a une intersection finie 

de sous-nodules (\ -irréductibles, donc ·.isotypiques, de M ; la . proposition 8 

permet ala.xs de de "réduire'Ï oet't>e décomposition, en regToupant _ les isotypiques 

de m~me type. 



- 2°) .Soient N. = 

16 - -io -

n n' ·n N. = I"\ 
i = 1 1 j'='1 

Nt 
j 

M étant noethérien ou artinien, chacun dos N. 
l. _ 

tion du type (1) l 

deux décompositions du typa (2) • 

et des N! admet une décomposi-
1 

N. = 
l. 

N'. = 
J .ri 

1 = 1 
NI. l 

J, 

On peut donc écrire 

N= • 

chacun des N. k et des N'. Ht ('\ -irréductibl~ dans M, mais les décomposi-
1, _ J,1 

tions ci-dessus ne sont pas forcément réduite au sens (1) ; on les ' réduit donc, 

en suppriniant les composants superflus • Il existe des ·. m. ~ m. et des m' . ·<!, nt., 
1- l. ].-. - 1 

tels que les decompositions : : 

n 
N-= 

n' 

( 
m'. ) J 

N' . '· /J1 j,1 

80ient réduites au sens ·(1) (on s 1 est permis de changer les indio•s k des 

N. k et · les indices l des N1• ,... , a.fin que k (respectivement 1 ) vn.rie 
1, J, .... 

effective rnen-t de 1 à m. {respectivement de 1 
l. 

à m!) } • 
l. 

"r En outre, ll\ . condition ·, (Ü} de la définition de décompoai-l;ion réduite n.u 

sens (i) implique que 

m. ~ 1 
l. -

La proposition 9 permet clors d'écrire .. . 
E {M/N) = E (M/N . . k) 

. 1, 1/ 

l/. j , m1
• ~ 1 • 

• J 
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n' 
= (f) 

j = 1 

Les N. et N~ éta:rit isotypiques de type 1f . etîfl. 
' 

tous . les 
1 J 1 . J 

(E sont · isor ,1<>rphes de type e·li tous les (M/N. k) 
1, 

k= 1 ••• m. 
ni, 

J. 

sont isomorphes de type 71 1; • Puisqu I aucun ·des 
J 

eJv aucun des mj n 1 est, nul, le théorème d•Azwan.ya prouve que n =· n•, et que 

1 1 ense□ble des 1/i est égal à 1 1. ensemble c.les "n''·. J 

Corolhi.ire • Soit A 1111 a.nnea.u.noethérien à gauche, et 11 un A-module 

noethérien ou crtiw.en • Tou-li sous-module . N de M adr,1et alors tt.ne décomposition 

en intersection finie dé sous-111odules tertiaires. 

J\Joµs terminons ce paragTaphe en donnant une caractérisation des sous-modules 

isotypiques, qui généralise .l~ proposition 10-9 de 9 
. :· • 

Proposition ·10 ·• Soit . N -··un sous-module· quelconque d I un A-module . M 

assertions suivantes sont équivalentes : 

1 N· est nn sous-module isotyPigue de M. 

2 (i) E (M/N) · est so]lime directe d'injectifs iridéco!lll>osables • 

• · 1es t 

(ii) Pour tous sous-modules f
1 

_ et _. X2 de M -. contenc-.• n.-lï strictement N 

et téls que N :::,X
1 
Q ·x~, il existe des" sous-modules Y

1 
et Y

2 
tels qUê 

NC Y CX: 
2 - 2 

. . 
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- Démonstration. 

1 =====)2 

- (i) L'assertion (i) est dons la .définition d'isotypique. 

- (ii) E (X1/N) et E (x2/N) étant 'fn.cteurs directs du module injectif 

complètement réductible E (M/N) , J.e -~héorèr.1e 3 de Che.mard (!] et le ·è,héorème 

d 1 Azyma.ya ~] prouvont · quo E (X1 /N) dt E (X2/N) sont soll1lllés diroctes 

d'injectifs indécorllposables, tous isomorphes puisqu'il en ast ainsi pour E (M/M) • 

Soil:3nt E1 et ' ,F
1 

deux injectifs indécomposables apparaissant dans une 

décomposition de E (X
1
/N)' et E (X2/N) respectivement 

Soient zl/N-== r~l-0 (X1/N) /; 0 

7,2/N = Fl (l (X2/N) /: O 

etsoit{fJ · l'isoniorphismede E1 sur F1 ; Y2/N=~(z 1/N)n (z2/N) n 1 estpasnul, 

puisque x1/N est un modulo oo-irréductiblo • Soit Y1/N =1-l {Y2/ll.) J 

Y
2
/N et Y

2
/N sont ,_non mils .-, ét isomorphes po.r construction • 

2==>1 

Soit E (M/N) = (!'1 E. une décor:.rposition de E (M/N) en solil!Tie direc ~te 
. '.II i 
l. ~ . . 

d I injectifs ind.~composables -· • 

Pour tout . i 1 x.·/N = E. {) (M/N) est un sous-module non nul cie M/N . 1 l. 

puisque M/N ·est essentiel dans .-E (.M/N) ; si · •i et j sont deux indices distincts, 

A. i I A. = :N, - none il ~xiste par hypothèse des sous-modulès isomorphes non nuls 
l. J 

et 

On en déduit que 

E. ' = E cx./N-· )~ E (Y "/N) = E (M/N.) l. · _ J. · .,_ J J 

= E. , ce qui prouve que N est 
J 

isotypique 
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§ J-,I~.J.EP)'Ili'S INDECOMPOSABLES ET IDEAUX PREMIERS BILA11ERES 

Dans ce -pa.ro.grephe, A es ·b un anneo.u noethérien à, gauche ; soit 'Î( 1' ensemble 

des types de A-modules .· .injectifs indécomposables , et œ 11 ensemble des idéaux 

bilatères premiers de A. 

LeLlli18 2 • Soit r .. un idéo.1 bilatère :premier .,dé .Â ; ·. p est. 1' anilulo.teiur 

de tout sous-module non nul . de · A/f ·. 

- Démonstra.tion. 

Soit M = A/P , et soit . N == O'f./P (PC: 0/) 
un sous-module non nul de • M ; P est contenu dans · .Ann N, puisque c t es ·I; un idéal 

bilatère de A. 

Soit a. e A tel que a N = o , c'eat-à-dire tel que a. A ét( ~ P ; soit 

b un élémen-li de Oî qui n'appartient pas à. P - a. A b étant contenu do.ns P 

premier, . on en déduit que a. appartient à P , et donc que P = .Ann N • 

Applic~ ;tion de fl' dons f ·• 
Soit , ~ 1 t applica:lïion d°e Jr dons r 
( 1T) = · .Ass ( 1T )E. ~ • 

qui, à tout lf de J1' , associe 

lf -
Théorème · 4 •• L'application l.\> est surjective • 

- JJémons-tra-tion • Soit . P un idéo.l 1bilo;tère premier de A ; A étont 

noethérien, •. P .· sdme~ wie . dé.qoû!Positi.on .en intersection finie réduite d'idéaux 

n -irréductibles de A - Lo. proposit ,ion 

n 
E (A/P) = (±) 

i = 1 

9 .pr .ouve. a.lôrs que 

E. 
1 

où les . E. sont des injectifs indécomposables de type 1t . 
1 l. 

A/P · éto.nt essentiel dons E (A/P) , il rencontre chacun des E. suivent 
l. 

-un sous-module non nul E ! ; . :Lé _lemme 
l. 

2: prouve que P o.nmùe tous les sous-

modules non nuls de E!, 
1 

et ~ppp.rtient ~insi à Ass E., c 1est-~ire (proposition 3) 
l. 

que P est 1 1 i.mnula;1;eur . maximum 4~ chtl.cun. des 
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Définition , . Soit M un A-nodule-on n.ppell e ensemble <les types d'injectifs 
~ . 

indécomposables associe a ~ - et on note j ( M - 11 ensemble des type~ dP.s modules 

injectifs indécompos nbles isomorphes à une enveloppe injecti'V'e d'un quotient M/N 

de. M • 

Leilllile 3. Soient A un anneo.u noethérient à gauche, M 'tin A-module, et N 

un sous-module de M; . si E (M/N) == (f) E . 
iE:.i l. 

est ûne décomposition de, § (~/N:) en 

somrae directe d'injectifs in<J.écomposables <le type Tri, .a.lors {iour tout i,lT -
1 

appartient à JT11.. 
- Dér.1onf3tration • Soit F:::: 

j~i Ej, 
M/N étant essentiel dans 

E (M/N) = E. C±) ·F, F + (M/N) est essentiel dans E. f+' F ]. \;!J . F étant fo.c·l;eur 
. 1 . 

direct de Ei 0 F , c'est un .ç,Qm_plément de..ns Ei 0 F , et -donc (Renault (11] 
proposition . 1 - 2 ) , 1 1 essentio.li té passe o.u quotient : 

~ + (M/N)] /F est essentiel dans (~\ G) F)/F ~ Ei • 

Le module (!' + (M/N)] /F étant, is01;iorphe à un quotient M/N. 
]. 

de M, 

en déduit ~ue E1 est isomorphe h E (M/Ni) , et donc qµe le type de Ei 

appartient à JTM. 

on 

Nous étudions mn.intenant dans qu~ls ces les réciproques <!u théorème 2 et de 

la. proposition 6 sont vérifiées, en donnant soit des condit~ons nécessaires et 

suffisantes, soit des conditions suffisantes. 

Proposition • 1_1 • Soient /1. un anneau noethérien à gauche-1 et ·H un . A-module • 

Considêrons les asse :d,ions suiv.Jlltes : 

G) La restriction de \.fJ à ~ est injective • 

@ ~N
1 
~ N2 sont deux .sous-1~1odules isotypiques de M. tels gue 

(!) Il y o. coïncidence entre sous-modules tertiaires et sous-modules isotypigues 

de M. 

Alors les conditions 1 et 2 -. sont
1
éguivo.lentes et impliquent 1ft. condition 3. 
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- Démonstration 

2==;}1 • 

indécomposables dont les types appartiennent 

et E
2 

= E ( M/N
2

) deux injectifs 
,..-.....__ 

à J / M' et supposons que 

lp (El) = lf•· (E
2

) "ë' f . , è*est--à.-dire Ass (M/N1 ) · = Aa.s (M/N2) = 'lp \ . 
N1 et N2 étant des modules isotypiques de m~me idéal premier cssocié P, ils 

sont par hypothèse de m~me type, c'est-à,.;.a.ire que E1 est isomorphe à E2 • 

1 . , -=)2 • Soient N
1 

· et N
2 

deux sous-modules isotypiques que M, ayant 

-----------------m~ me idéal premier s.s.socié : 

avec 

E (M/N1) = GJ E. 
i'=.l 1 

Ass (Ei) = .Ass (Fj) = lPS 
et 

Le lemme .2 prouve que _les types des Ei et des F. 
J 

Q F. 
j E J J 

, 

...........,; 
o.ppa.rtiennent à J / M' 

donc (hypothèse 1) , que les E. sont isomorphes aux F . ,c'est à. 'dire que N
1 

et 
1 J 

N
2 

sont cle m~me type 

1==)3. 
~ 

Soi~ N un sous-module tertiaire de M: 

E (M/N) = G) E. , avec Aas (E
1
.) = f l? l pour tout i • 

i<Ël 1 1 ) 

Le lemme 2 prouve que les types des Ei appartiennent à 'JTM, donc 

(hypothèse 1) qu'ils · sont isomor,pp.es; N est donc un sous-module isotypique 

de M. 

Problème•: Le condition 3 implique-t-elle les deux autres? 

Prouosition 12 • Soit A un rumeau noethérien; les cssertions suivantes. 

sont éguivalentes 
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(î) ~ est une bijection • 

@ Pour tout A-module M1 ln. condition 2 de le pro1>osi tion 11 est vérifiée. 

@ Pour . tou·b couple ( Of 1, 0!2> d'idéaux · isotypiques de A, s,!_ 

ÂSS (A/~
1

) = Ass (A/07
2

) , ô( 
1 

et ()(2 sont de m~r.1e type • 

(2) Pour tout A-module .M, il y a coïncidence entre les sous-modules tertio.ires 

et les sous-modules isotypigues. 

- Démonstration: Soit E un A-module in'.iectif indécomposable; pour tout 

élément x non nul de ~, E est enveloppe injective de A x, donc de A/(11 1 où 

07 =kmx. 

Ceci prowe que JTA= J7 

2 •~::::::::;=') 1(......,.~>2 t-=( ===)3 se déduit donc de la. proposition 11 • --------;.,,_ 
- 3 r . ) 1 • Soient E

1 
et E

2 
deux A-modules injectifs indécomposables 

-----------tels que .Ass (E1) = Aas tE2) l ~ ! • 
0 est un sous-module tertiaire, donc isotypique, de E

1
0 E

2
, ce qui prouve 

que E 
1 

est iso1a0rphe à. E
2 

• 

Rer.1argue 1 • Soii -11 assertion : 

I 1 y a id.enUM entre idéaux tertiaires · et isot;ypiqucs de .,! • 

- Les condit,ions pr6cét1011tes impliquent évidernrnen·~ cette condition 0 ; en outre, 

d01i1ontrer 3 >1 dans la proposition 11 équivo.ut à déqpntrer 31 =====)3 
d3Jls la proposition 12 • 

Renarque 2. Les propositions 7 et 

n'est pus en général bijèctive • 

12 prouvent que 11 application 0?· 
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I-'roposition 13 • Soient . A un anne au noethérien, et J/1. un A-module ; soi-t 

k condition 

11 :Pour tout sous-module N de M, et ·l;out élément 

' 'l' , o.es e cmem;s x
1 •••••• X . de 

n 

Ann (A x) = 

M/N tels . que 

n Il n .Ann (i. > 
i = 1 i 

-x de 

Si A vérifie lu condition (H) , la restriction de 

M/N , il existe 

à. J'TM est 

injecti ve I et il i .a donc identité .entre -les ·sou-modules tertie.ires et les · sous­

modules isotypiques de M e 

- Vernonstrt.tion Soit ! Jt = 'f ( 'JT 11) , et soit y 1 1 o.pplico.tion de f H 

do.ns JïM qui, à tout idéa.1 bilti,tère premier P de f M' associe le type de 

11 idéal isotypique P (cf • théorème 4) • On 2, vu au th6orème 4 de"f o ~ = 11f 

démontrons que, si A vérifie (Hr,) , lf o y = 1 p • 

-M 

Conaidérons pour cela un injectif indécompos able E = E (M/N) dont le type TT 
o.ppo.rtient àJTJ,1, et soit Asa (E) = f -e ~ • Soit X/N un sous-module non nul 

de M/N dont P annule tous les sous-modules non nuls, et soit .i · nn élément 

non nul de X/N -; puisque 
J 

l:' = Ann (Ai) , if .existe pa.r_hypothèse des éléments 
n 

(x . ) dans A x·. tels que F = 
1 . . 1 

1 = .••••• n n .Ann x. . 
i=l 

1 

n 
Il existe donc un monomorphisme --de A/P dr,..ns 0 

Or E (A x.) = 
]. 

n 
de E • 

i = 1 

E (M/N) = E, ce qui prouve que E (A/P) 

-A x. 
1 

est un sou.a-module 

M 
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On en déduit que E (A/.e) est somme directé d'injectifs indéco1.1posables E. 
J 

tout isomorphes à E , donc que \f o '( = )1 :M, et qu I o.insi lo. restriction de 

'Î ?,, 7T JII est injec-l:,ive• • 

Remc..rgue • Îll. condition précédente est en p::i.riiculier satisfaite si les 

idéaux à, · go.uche de A, annula/veurs cl' élé, :1ents cle M/N ( où N décrit les sous-
, 1 . 

modules de M) , vérifient le, concli tion d.e cho.1ne descendante • 

Proposition .14 •. (Go.birel [4] ) • Soit A est uri. anneau ·noethérien à 

gauche vérifiant la condition 1 

(H) 11 • Pour tout idéel (:){ de A2 il existe des éléments i 1 ••• in de A/()( tals 
n 

que .lum (A/ ôt ' ) = . "' An,,, ji 
1' = ~ 

,, 

1 1 a;pplication ~ es·I; bijective • 

- Démonstration. 

.. 

J.l suffit de remarquer que, po\4' tout élément i de M/N, 

on o. A x ~ A/ .Ann x = A/ ô1, , et d I f:l.ppliquer la proposition 13 • 

Proposition 15. 

La condition · (H) est vérifiée dans les deux cas suiv~.nts s 

a - A est artinien 'à. /tauche • 

b - Tout idéal de A est bilatère• 

- Dér.1onstrn:tion • 

a - Evident 

b - ô( étant bilatère , on e. 



Rema:rque .• On retrouve e:.insi quP.1 si A est co1111nutr.:tif, il existe une bijection 

entre idéaux premiers et -types d'injectifs indécomposables (cf • !titlis · (10] ) • 

Lemme 4 • 'Four tout idéal bila.tère premier F d'un ;,..nne::i.u noethérien à 

gauche A P I est isotypigu~ • 

-.Démonstrction. 

B := A/P étant un r.nnea.u premier noethérie:n à gauche, on s0;it, (Goldie [6} , 
Lesieur et Croisot [s])que Ea. (B) = C est un o.nneo,u simple ;l'enveloppe 

injective E de A/P considérée eor.;:1t A-module contient C, et c'est en fait 

11 enser.1ble des éléments de E annulés par 'P • 

Or B étant un o..nneo.u s,ittple noethérien, il est soi:u:ie directe d I un . nombre 

fini d'idéo.u.x à go,uche simples isoli.1orph~s. 

Gés idéaux éto.n:t des A..:tnodules co-irréduètibles isomorphes, E est sonn:'.le 

directe ~'injectifs indécomposa.bles isomorphes, ce qui prouve que ·p est isotypique. 

P'roposition 16 • Soi"lï A un o.nno.;,,u noethérien à gti.ucheL et N tm sous-tjodule 

·i:,ertbirf de M. ; si les idéaux à gauche de . A qui · sont annulateurs d 1 élér.1ents 

.~e M/N . vérifient b condition de chaîne descendante, N est un soUS'"'i<todule 

isotypique de M •• 

- Dé,nonstra/c,ion • 

Soit E (M/N) = (f) E. une déco1.zposi tion de E (M/N) en sonnne directe 
i . E.. 1' l. 

d'injectifs in~écomposnbles; pcr hypothèse, pour tout i de 

Ass (Ei) = f P} • 
Sdit j un êlé1nènt quelconque de I, et soit 

W /N = (M/N) n E . f. 0 ; 
.J 

I, on a 

Ass (M.' /N) étant égal à, P , il existe µn sous-module non nul M11 /N de M' /N 

• 
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Les annulo.-'lie.urs des élér.1!3n-'iis non nùls cle 11"/N vérifiant lo. comli tion de 

cha.tne desQendqnte, il existe . x
1 

•• . , • • -x dans M"/N , donc dans E., 
n , n J 

tels que p = n .Ann X. 
i=1 .l. 

n 
On en déduit que E (J./:P) est facteur direct de G E (A x.) 

i = 1 l 

qui est isomorphe à Ff. 
J 

Or (1 e1n01e 4-), E (A/P) est ·un A-module isotypique 

de type TTo • 

Ceci prouve que, pour tout j, 

est 1T 
O 

-isotypique , .1 

Corollaire , • 

È. 
J 

est de type "TT, c'est-à-à.ire que N 
0 

Soit A un o.nne.:i.u·noethér~en à. giiuche et à. droite, tout idéal bil~ 

tertiaire · es·li isotypique • 

- Démonstration. 

· Soit ·•Ôl· ··un · i-dêo.l bilatère de A, et X· un sous-ensemble ·quelconque de AJ 

(ft ; f X =· l ), E. A l À X Ç o.t ~ est ·un idéel à gç.uche de A. 

(1{ • _, ( tt{ • ~ X} = \ a E A / ( rr,• • X) a Ç 0-, } 
est un id~nl à droite de A, 

A étant · noeth~rien à droite, les idéa~ Ü{ ~ • ( 01 "' • X) vérifient la condition 

de chatn~ o.scel}donte, donc les idéaux.Üf •. X vérifient la condition tle chatne 

descendante; en particulier les idénux mm {A x) = (}l, • • X vérifient la. 
g 

c.c.d. , · et les hypothèses de la proposition 16 sont vérifiées. 
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COMJ?0SA.NTS ISOLES DANS LES ANNEAUX N0ETHEJUENS 

par M .. DJAB.ALI 

Exposé non rédigé constituant une introduction à la théorie de la 

localisation dans un anneau non commutatif pa,r A,.W« .GOLDIE r1 



SEMINAIRE D.'AL.G:EBRE NON COMMUTATIVE 

EXPOSE n ° 18 du 6 MAI 1968 

RESULTATS DE A.W. GOLDIE 

concernant les anneaux principaux non 

commutatifs [1] 

par B. LEMONNIER 

Rappelons que pour un anneau A les trois propriétés suivantes sont 

équivalentes (A sera dit, pour abréger, anneau de Goldie) : 

1) A est semi-premier, t" est de dimension finie (toute somme directe 

d'idéaux à gauche est finie), les annulateurs à, gauche satisfont à la condition 

maximale . 

2) A semi-premier; Jt,-de dimension finie, l'idéal singulier à gauche 

de A est nul (J(AA) = 0) • 
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3) A admet un anneau total de fractions à gauche semi-simple 6 

Pour 1 <~ 3, voir IIo Pour 1 => 2, voir IIIo Montrons 2 => 1 • 

Soit S une partie de A , posons G = O •. S • Si G' est un idéal à 

gauche extension essentielle de G, alors (puisque J(AA) = 0) G' est extension 
,. 

rationnelle de G • L'endomorphisme s : x -> xs (s € S) est nul sur G donc 

aussi sur G' • Conclusion G1 = G. N'admettant pas d'idéal à gauche extension 

essentielle propre, G est un complément à gauche. Or la condition de dimension 

finie pour AA implique la condition maximale sur les c,ompléments à gauche 

(II, lemme lo3.). 

Exemple: Un anneau semi-premier et noethérien à gauche est un anneau de 

Goldie (notamment un anneau semi-premier principal) o 

Remarque: On utilisera le fait suivant g si Gest un annulateur à gauche 

dans un anneau de Goldie A, alors il existe t € A tel que G = O·,t et 

G@At < AA; voir II P•P• 208-209. Il s'ensuit d'ailleurs que, V a€ A 

dim AAa + dim A(O'.a) = dim AA o En effet il existe t tel que o•.t = o•.a 

d'où AAt ~ AAa) et O '• t@ At < JI'-(d'où dim A (O •, t') + dim ~t = dim AA.) • 

§ 1. MINEAUX PRINCIPAUX A GAUCHE SEMI-PREMIERS. 

I,EMMF .... t : Soient A un anneau semi-premier et ,I nn idéal bilatère de A 

a) l'annulateur à gauche de ] , 

b) l' annulateur à droite de I 

c) le complément à gauche de I (il est unique)~ 

d) le complément à droite de I (il est unique), 

sont identiques. Cet idéal sera -dit idéal annulateuro 
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Démonstration: 

Soit K un idéal à gauche alors 

I n K = 0 => IK = 0 ==> (KI) 2 = 0 => KI = 0 ==> K C O •• I 

Mais (In o·.1) 2 = o donc · In o·.I = o Aihsi ~) = c) • De mime b) = d) • 

Finalement a)= b) • Ensuite I (') 0 .• I = 0 donc 

1 

LEMME 2. Si A est un anneau de Goldie, alors 1-es idéaux annulateurs 

minimaux sont en nombre fini, leur somme est directe et essentielle dans A. 

Démonstration: 

L'existimce d'idéaux annulateurs minimaux est assurée puisque la condition 

maximale sur les annulateurs à gauche implique la condition minimale pour les 

annulateurs à droite, dont les idéaux annulateurs font partie. Soit A , • o • ,A 
1 S 

une famille d'idéaux annulateurs maximale pour la propriété d'avoir une somme 

directe. Alors A ® • ,; • Œ) A est essentielle dans A , sinon cette somme , qui 
1 S 

est un idéal bilatère, admettrait un complément -J. 0 qui (Lemme 1) serait un 

idéal annulateur et contiendrait un idéal annulateur minimal -J. 0 , impossible 

par construction de A , ooo ·, A • Enfin soit 1 . . S 
B un idéal annulateur minimal 

(non nul). On ne peut avoir B.A. = 0 , 1 ~ i ~ s J puisque dans ce cas B serait . J. 

un complément de A $ • o o 6) A 
1 S 

Donc B.A. ·/ 0 ·. pour un certain i · o Donc 
J. 0 

0 

B n A. fa O, donc B = A. 
J. 1 . 

0 0 

1 LEMME 3. Si A- est un anneau . de Goldie, Aa <A=> a est régulier. 

Démonstration: 

On a vu que diïn A (.Aa) + dim A ( 0 ". a) = dim AA , 1 'hypothèse équivaut à 
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dim A (Aa) = dim J!,-• Donc O ·.a. = 0 • Enfin J(AA) = 0 montre que O.· a :-:: O • 

(Si x € o.· a , x J O ; Aa x = 0 et Aa est essentiel dans A ., x serait 

singulier). 

1 

THEOREME A. 

d'anneaux 

Un anneau semi-premier principal à gauche est composé direct 

premiers principaux à gauche en nombre finio 

Démonstration g 

Considérons la somme S des idéaux annulateurs minimaux (lemme 2) 
es-t 

S = A (9 A @ ••• a=. A < ,,A , cet idéa~incipal i S = Ac • et c est régulier 
1 2 ~ S a 7 

( lemme 3). L.' endomorphisme ~ de AA défini par x -> xc est injectif, donc 

~- 1 (A ) (¼) ~- 1 (A ) @ 110• e) ~-- 1 (A ) = A g · Mais l'idéal A. e&t 1 1annulateur de 
1 2 S 1 

A G) ••• e A donc xc € A -<-~ (A (;j) . ., o. $-A ) :x:c =- 0 <=> (A
2 

(J o6 • Ci) A
8

)x = 0 
2 a 1 2 a 

,,1,•-1c ) 
Puisque c est régulier. Donc c . A. = A. • 1 ~ i 1,'. s ~ Ainsi A = A G) ., •• m A 

l. 1. · 1 \jfs 

Les idéaux bilatères Ai s'annulant deux à deux, A est composé direct des 

anneaux A . • A étant principaJ., les anneaux A. le sont aussio :Montrons enfin 
1. 1. 

que les A. sont premiers., Soient deux idéaux bilatères ,• B et B' , de A ; ce 
1. 1 

sont aussi des idéaux de A ; supposons B .B v = 0 et B J O , alors B C O : B' 

donc A C o:Bv donc B 1 = 0 o 
1-

§ 2 o ANNEAUX UNITAIRES PRINCIP AUX A GAUCHE ET PREMIERS 4 

LEMME 4. Dans un anneau A unitaire principal à gauche et semi-premier, 

1) tout annulateur à gauche est engendré par un idempotent 9 

2) tout annulateur à gauche minimal est co-irréductible. 
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Démonstration : 

1) Soit I un annulateur à gauche, :i,l existe un élément t E: A tel 

que I = 0 •. t et O •• t (D At < A • ~ étant principal O •, t 0 At = Ac et 

(lemme 3.) c est régulier. On peut donc écrire t = xc (x t A) et c = v + at 

(v E: o-.t i 
, · a E:,fA). D9 où (xa -· 1 )t = - :kv E: ·o •• t f\ At = O donc :x:a - 1 E: O•.t 

donc O •. t + A:x:a = A • Supposons bxa € A:x:a ('\ 0 • - t alors bxat = 0 d'où bt := 0 

d'où bx = 0 ( t = xc) , finalement A:x:a ('\ 0 •. t = 0 o Ainsi I est facteur direct 

I est donc engendré par un idempotento 

2) AA étant de dimension finie, si 1 1 annulateur à gauche minimal I 

n'est pas co-irréductible il contient un idéal à gauche U co-iITéductible et 

non nul. A étant semi-premier U2 f. 0 , Uu /. 0 pour un certain u € U ~ 
0 

Alors ( 0 •• u) ('\ I = 0 , puisque I était minimal g dim ,J!-+ . ..di.m A ( 0 •• u) ~ dim AA ; 

ce qui, joint à dim O•.u + dim Au= dim}!,-, montre que dim I = 1 o I est 

donc co-irréductibleo 

Désormais nous supposons . que A est principal à gauche, premier et 

unitaire. On a vu (Lemme 1+, 1) que les annulateurs à gauche sont des 0compléments, 

or AA ét-ant- de dimension finie, les idéaux à gauche compléments vérifient la 

condition minimaleo Considérons un annulateur à gauche minimal; il s'écrit Ae 

où e est un idempotent (lemme 1+, 1) o Nous allons étudier le bimodule eA , 

eAe-module à gauche, A- module à. droite ; et notamment l'action de A sur le 

eAe-module eA o 

LEMME 5o 

1) Tout idéal à gauche non nul dans Ae a une intersection non nulle avec 

eAa. 2) V anneau eAe est un domaine de Ore o 
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Démonstration ·~ 

Soit I un idéal à gauche non nul dans .Ae et supposons I n eAe = O 

alors eI = 0 donc Ae.I = 0, ce qui impliquerait I = 0 puisque A est 

premiero Montrons maintenant que eAe est intègre; supposons exeoeye :::: 0 et 

e:x:e J. 0 , • Alors ( 0 •• eye) I'\ eAe J. 0 et à fortiori ( 0 •. eye) () Ae -J O , mais Ae 

est un annulateur minimal donc O •. eye :> Ae , d'où eye = ee-ye = 0 .: Enfin eAe 

vérifie la condition des multiples communs à gauche ; en effet soient exe et 

eye non nuls ; 1 1 idéal Ae est co-irréductible (lemme 4-,2h donc Aexe fÎ Aeye 

est un idéal à gauche non nul qui de plus est dans Ae , donc , d 1 après le début .• 

Aexe fÎ Aeye. n eAe ./ 0 ; on peut trouver a et a - € A . avec 0 J. a exe 
1 1 2 

= a eye € eAe dtoù ea exe - ea e eye J. 0 o 
2 1 2 

On dira qu uune partie (a , 
1 

-a ) de eA est eAe--•libre quant toute 

relation 
" 

avec ~- € eAe, 
J. 

exige 

1 

LEMME 60 Pour que (a , 
0 .0 tt' a ) soit 

1 le 

que la somme des idéaux Aa 
1 J 

0 0 0, Aa. 
/(, 

Démonstration g 

Nécessité Supposons x a + • • • + x a 
1 1 K K 

exemple :x:a J,o., 
1 i · 

gauche non nul dans 

~ € Aa. + 0." + Aa 
1 2 

Alors {x € Ae lxa € Aa + 
1 2 

Ae , il existe ( lemme 5 j 1) 

avec l!, J. 0 0 Donc ~ 
" 1 

contredit rihypothèae (a, ij O., a ) eAe-libre. 1 . K 

eAe-libre il faut et il suffit 

soit directe o 

c-:0, xf, ooo,X/(€A et par 

"•• + Aa } est un idéal à 
!{ 

l; € eAe tel que 

€ eAe a + 0 • ., + eAe a ce qui 
2 1(,, 

La condition est suffisante 0 
0 
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si Aa + ., n + Aa est· directe, à fortiori la somme €Ae -a + t1 u + eAe a eat 
1 K 1 k 

directe, il s'ensuit que (a ; • ., o, a ) est eAe~libre~En effet si l; a = 0 
- 1 " 

( ë,; € eAe , a € eA , a /. ·0) et l;; fi 0 alors ( 0 •. a} ri Ae I= 0 , donc 

0 •. a 2Ae puisque Ae est annulateur à gauche minimal, donc ea = a = 0 " Donc 

~ = , 0 et a J: 0 impliquent l; = · O 

1 
LEMME. 7o Si n = dim }!-J il existe .une.base 

eAe} telle que Aa 
1 

$ o • o f) Aa 
O 

= A • 

( a , o .. , a ) de eA sur 
1 · n 

Démonstration g 

Remarquons d'abord que tout idéal à gauche . I non nul de A a une inter­

section non nulle avec eA o Sinon on aurait I ri eA = 0 ..;_> eI = 0 ::::> Ae .,I = 0 

==> Ae.I = 0 -> I = 0 puisque A est premier. 

Posons n = dim AA. Il existe n idéaux à gauche non nuls co-irréductibles 

I ' 1 
•.• 0' 

du début 

I tels que 
n 

I.rieALQ 
l. F ' 

soit essentiel dans 

Soit d. € I. ri eA, 
1 l. 

A. Dvaprès la remarque 

d. /. 0. 
J. 

Les idéawc 

Ad. sont non nuls (A est unitaire) et Ad @ """ G) Ad est encore essentiel 
J. f n 

dans A , chaque Ad. étant essentiel dans I. • Mais A est principal, donc 
l. J. 

il existe c € A tel q\J.e ·Àd G) •• ., © Ad = Ac , et c est régulier (lemme 3)., 
- 1 n 

On en déduit d. = a.c où a.€ A, 1 ~ i ~ n. Puisque d. € tjA., d. = a.c 
~ J. J. J. l. J. 

implique a
1
. = ea. € . eA. Montrons que 

1 
(a . oao, a) 

1' · n 
est une 

base de eA sur eAe o En effet Ac = Aa c G) o.,., e Aa c iinp.J.iquè .• puisque c est 
1 n 

régulier, A = Aa © o ~ • (& Aa o On en déduit~ en tenant compte des égali t~s 
1 n 

a. = ea. , eA = eAe a Q ".,., Q) eAe a • Ainsi eA est un eAe-module libré de 
i i 1 n 

dimension n, et 

lemme. 

(a, ooe, a) 
t n 

en est une base qui répond à la condition du 
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LEMME 8. Soit ( a , ., •• , a ) une base de eA sur eA.e telle que 
' n 

Aa. ©·o o. @ Aa .::: A ~ Alors quelques soient b f> o., b . € eA il existe 
1 n · i' n 

un élément unique x € A tel que a.x = b. • 
1 J. ~ 

Démonstration: 

A =-Aa @oo.eAa permet d'écrire 1 = x a . + ••o + X a où les 
1 n 1 1 n n 

x. € Ae. De p·Ius (x.a.) 2 = X.a. et X.a.X.a.= 0 (i J. j) • De la première 
J. . 1 l. l. l. 1 1 J J 

égalité on tire ( â..x. a. x~ - a
1
:t. )a:. = • 0 où le facteur de gauche appartient à 

l. . 1J.l. ·· 1 l. 

eAe • Donc (aix 1) 2 ~ aixi j mais aixi € eAe et le .seul idempotent du domaine ­

eAe est e , a.1.,si aixi =·· e J 1 ~ i ~ n • De la seconde égalité on tire 

tiixiaixjaj = 0, or aïxi = e • Dono a1xjaj = 0 et., puisque 

a1xj .= 0, (i J. j) • 

a.x. € eAe .• 
1 J 

Pôsons X = X b + ·•. 0 0 :i b ' on a bien a. X = a. x. b. = eb. -= b. ., ..Enfin 
1 1 n n l. ·l. J. 1 l. 1 · 

:x: est unique g supposons aiy :::. 0 .9 • 1 ~- i .. ~ n , y € A ; 

donc Ay = 0 et y = 0 o 

THEOREME B. 

n 
alors ( . 1: Aa. )y = 0 • 

1=1 · 1 . 

Un anneau A · unitaire, premier et principal à gauche est anti-isomorphe 

à -1' anneau des matrices . carrées d'ordre Ii · sur un domaine de Ore noethé-

rien à: gauche, n étant là. :dimension de A comme module à gauche sur 

Démonstration i 

Tenant compte .. des lemmes 5 et 8, il reste à n:iohtrer que eAe est noethé-
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rien à gauche. Pour le faire donnons-nous un idéal à gauche I de l'anneau eAe • 

Puisque A est principal à gauche, AI = Aa pour un certain a , qui peut être 

pris dans Ae • Alors 

I = eAe I = eA I == eAa = [(eAe)a + ••• + (eAe)a ]a 
1 n 

avec les notations dn lemme 8 • Ainsi I est engendré par . les éléments 

a a , • •.t, a a de eAe • 
1 n 

§ 3 • ANNEAUX UNITAIRES , . PlUNCIP.AlJX A GAUCHE ET NOETHEJUENS. A D.B.OITE. 

(Hypothèse du paragraphe 3). 

LEMME 2. L'anneau A étant supposé principal à gauche, noethérien à 

droite, unitaire; pour tout a€ A il existe v € A tel que 

00 

( n Aa") • ( 1 - av) = 0 • 
n=1 · 

Démonstration: 

A étant principal à gauche 
00 

n Aa n = Ab où b € .A • 
n .1 

Montrons d I abord que ( l) Aba.:,= Ab • Puisque Ab C • • • C Aa 2 f. Aa , on 

a Aba ~ Ab • Par construction de b , b = a afll où a € A t m ;: 1 • A étant 
m m 

noéthérien à gauche il existe un entier n tel que 9 •• + Aa , soit 
n 

a = b a + ,,. • + b. a , b
1
. € A , 1 . ~ i ~ n ; d'où 

n+1 , 1 n n 

+ • • • + b a an+ 1 = b bà n + • • • + b ba € Âl:Ja o 

n n 1 n 

Ainsi Ab f;,_ .Aha • 

Montrons maintenant que (2) . O•.aK nAb = 0 pour tout k ~ 0 o En effet 
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les annulateurs 0 • " • a forment une suite croissante d'id~aux à gauche, il existe 

nn entier k 
/{ K 

tel que O•.a O = O•~a pour tout k ;, k • Alors 
K K O 2K K K. IC KO 

O•.a 0 ri.Aa. 0 = 0 , en effet xa O € 0 •. a. 0 => x ~ O •• a · 0 ==· 0 •• a. 0 => :x:a O = O • 

" " Comine pour tout k 0 -•. a" C o •• a. 0 
; - ·et Aa O 

, (2) est prouvé. 

D'après (1) Aba " = Ab d'où b . " C € Ab k ;, 0 ; de , - C a avec , 
" K -

" K+1 tire a€ ( o •• a.") ()Ab dQ.mq, d 1~pr~s (2), C "a = C a on C ... C , 
IC+ 1 " 1C+1 

c = c a / k ~ 0 • La sui te des idéau;x: à droite c A • -,est donc croiss _ante • 
K K+1 IC - ' 

A étant noethérien à droite il existe un entier p tel que 

à-dire C = CV 
p+1 p 

où v € A • Mais c = c a montre que 
p p+1 

Montrons enfin que Ab = Ac c; Puisque Aba" = Ab ; k a, 0 
p+1 

c A.= c A, c'est-
p+1 p 

. Ac _ ( 1-av) = 0 • 
p+t 

baP+ 1 = xb = 
' 

xcp+
1
aP+ 1 , a\Tec x € A • D'où b - xcp+

1 
€ (o·.ap+ 1

) ()Al,= .0 b Ainsi 

Ab C Ac • _Conuœ c + € Ab .,_ on a bien Ab = Ac o p+1 F 1 · - p+1 

LEMME 100 Soit P nn idéal premier non nul d'un anneau A unitaire, 

premier, principa1 à gauche et noethérien à droite., Alors l'anneau A/p 

est simple. 

Démonstration, 

Il suffit de montrer que A/p (qui est un anneau de Goldie premier) 

coïncide avec son anneau de fractions à gaucheo Il suffit donc de montrer que : 

tout élément régulier c de A = A/p est inversible dans Â ., Ac est essentiel 

dans A , la préimage de Ac par l 1hômomorphisme A ➔ Â _ est Uri idéal à gç1,1,1che 

de A , soit Aa , qui contient P et qui est essentiel dans A ., Puisque Ac 

est essentiel dans A et h =Ac, ~ est régulier dans A. L'implication 

xa = 0 ~ x = 0 montre que · Aa ri P S, Pa , mais Aa contient P , donc 
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CO 

PC Paf. -P • On en déduit P = Pa= Pa" C (Y Aa" , Le letmne 9 montre .qu 1il 
11=1 

CO 

existe v € A tel que ( (\ Aa") • 
f 

(1-av) = 0 , à fortiori _P.(t-av) = 0 , 

comme P -J. 0 et A premier, c test que av = 1 • Ainsi a est inversible dans 

A , a l'est donc dans A , Ac = .A.a = A --montre que c est bien inversible 

dans A • 

1 

.LEMME 11. Si A vérifie l'hypothèse du § 3 , si p et pt sont deux 

idéaux premiers avec P' CP ; a.lors P'P .::: pt • 

Démonstration : · 

Soit q> : A~ A/p• = A l 1homo~orphisme canonique. A est un anneau 

principal à gauche premier. Da.na un tel anneau tout idéal bilatère non nul est 

essentiel, sinon cet idéal admettrait un idéal annulateur non nul (lemme 1) ce 

qui contredit l'hypothèse que l'anneau est premier. Donc cp(P) qui est un idéal 

bilatère non nul puisque P' CP est essentiel dans A. Posons P = Aa, 

A,cp(a) étant essentiel dans l , cp(a) est régulier dans .A , donc pour x € A 

<p(x) <p(a) = 0 =><p(x) = 0 ce qui montre que AP () P' C P'P • Donc 

p (\ pt = p I C p 1 .P C p f Il - -

LEMME 12~ Si A V'érifie 1 1hypothèse du. § 3; si P et P1 sont deux 

idéaux premiers alors ou bien ils sont emboités; ou bien P + P9 = A 

(Pet P' co-maximau.x:). 

Démonstration: 

Les idéaux premiers de A contiennent N, le radical. nilpotent de A. 

Leurs images par l'homomorphisme canonique A --t t sont encore des idéaux 
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premiers, enfin c~t homomorphisme conserve par passage aux préimages l'inclusion 

ou la co-maximalitépour deux idéaux premiers. On supposera donc N = 0, cvest­

à-dire A semi-premier. 

Dans ce cas (théorème A) , A est le composé direct de s anneaux 

A
1

, ••• , As qui vérifient toujours les hypothèses du§ 3 et sont prernierso 

Posons 

les idéaux P. sont premie ra • 
. J. 

Soit P un idéal premier de A, 

1 ~ i ~ s ., Puisque A.1p -~ A. , 
I · • J. 

J. 

p = Q e H " & Q où Q. est un idéal 
1 S J. 

premier de l'anneau A. • 
J. 

A /P est composé direct d.es anneaux At/ Q , •• ., , A
8

/ Q • 

t s 

étant premier, il faut qu'au plus uh des anneaux A./ 
J. Q. 

J. 

P contient l'un des idéaux P .• 
J. 

soit non nul o Donc 

Soient P et P' deux idéaux premiers de A •. Si P et P' ne contiennent 

pas le m&me idéal P. , alors P + P' = A • Supposons maintenant que P et P' 
J. 

contiennent le m$me idéal P. • Supposons par exemple P /; P. , c 1 est-à-dire 
J. J. 

Pi CP • Le lemme 10 s'applique à l'anneau A/P! 
J. 

C tes ·t· ..;a'-di·r· e P+Pvc f.. - -1 P. __,;p. JI u.ono 
J. J. 

pt~ p. 

LEMME 130 Si A vérifie l'hypothèse du§ 3, si I est un idéal bilatère 

()-irréductible - dê A 8 Alors I est primaire à droite. 

Démonstration: 

On peut supposer I = 0 ; sinon la démonstration serait faite dans A/l • 
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Soient I et I 
1 2 

deux idéaux bilatères tels que I JO et I .I = 0. 
1 1 2 

I = Aa pour un certain a € A • I -'étant bilatère, I" = .Aa" • Il existe un 
2 2 2 

entier n tel que Aa" (') 0 • • .a" = 0 (démonstration du lemme 9). Puisque O est 

f"t-irréductible on en déduit I" = 0 , ou O •• a" = 0 • Dans le deuxième caa 
2 

remarquons que a"A ç Aa" donc implique à fortiori 
1 2 

I C O •• an , donc I = 0 contrairement à l 1hypothèse. 
1 - 1 

LEMME 1-4. Si A vérifie l'hypothèse du§ 3 et si I désigne un idéal 

bilatère primaire à droite, alors I est primaire à gauche. De plus 

l'anneau A/I est premier, sinon il est primaire (le quotient par son 

radical nilpotent est un anneau simple). 

Démonstration i 

Il suffit de faire la démonstration dans le cas I = 0 • Soit N le 

radical nilpotent de A. 

N est premier. En effet supposons avoir- deux idéaux bilatère J et K 

tels que J.KÇ N; soit n le plus petit entier tel que (JK)" = 0 (= J(KJ)"- 1K). 

S1.• J(KJ) n-1 :J O t t F c-ea . que K est nilpotent (0 est primai.~~ à droite). 

Si J(KJ)" .. 1 = (JK)n- 1J = 0 .c'est que J est nilpotent, puisque (JK-)"'"1 / 0 ., 

Si N = 0, le lemme est démontré. 

Si N J O noua allons montrer que A = A/N est un anneau simple en 

montrant que l'anneau premier principal à gauche A coïncide avec son anneau 

total de fractions à gauche. Soient <p l'homomorphisme canonique A ➔ A et 

c € A un élément régulier; Puisque A est principal à gauche on trouve a~ A 

tel que qi-
1 (.Ac) = Aa , alors q,(a) est régulier dans Â , (A.q,(a) = Ac est 
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essentiel dans A) • Pour x € A l'implication <p(x)q,(a) = 0 => <p(x) = 0 

montre que Aa n N Ç N .donc N = Na o D'après le lemme 9, il existe w € A tel 

que, 
00 

( nAa"){t-aw) = 0 - ; d'où N.(1-aw) = 0 et, puisque O est -primaire à 
1 

droite et N / 0, (1-aw) est nilpotent; aw est donc inversible dans A, a 

l'est aussi; finalement Ao ~ <p(Aa) = <p(A) = A ce qui montre que c est bien 

inversible dans A o 

ll reste à montrer que O est primaire à gauche, toujours quand N -JO o 

Supposons J.K = 0, K J. 0, et J non nilpotent. D'après ce qui précède N­

est un idéaJ. bilatère maximal de A, donc J + N =A; on en déduit, puisque 

N est nilpotent, J = A contraire à K /. 0 et J .K = 0 • Ainsi J oK = 0 et 

K f. 0 implique J nilpotent. 

Remarque : 

Dans le x:as N J. 0 , A 
A étant noethérien à droite et à gauche et N 

étant semi-simple ( et m~me simple), A est donc artinien à gauche et à droi t,e. 

Donc .• dans l'énoncé du lenuner A/I est artinien à gauche et à droite (IV). 

THEOREME C. Un anneau uni taire principal à gauche et noethérien est 

isomorphe à un anneau composé direct d'anneaux principaux à gauche qui 

sont premiers ou primaires. 

Démonstration: 

Puisque A est noethérien bilatère, 0 admet une ()..décomposition 

réduite (1) 0 = Q -~ • ,, • n Q où les idéaux bilatères Q •. sont ()..irréducti-
1 n J. 

bles _ donc primaires à gauche et à droite ( lemmes 13 et 1-4.) • 
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Posons P.= rad Q . . (somme des idéaux bilatères nilpotents modulo Q.)a 
1 1 1 

est le radical nilpotent de 1aanneau A/Q. , 
1 

Pi/ est donc premier dans 

Qi 

( démonstration du 16IIUie 14} , donc P. est un id.éal premier de A " 
1 

na après .le lemme 12 , deux idéaux P. et P . . (i # j}- sont ou emboités 
1 J 

ou cot-maximaux., Montrons qu'ils ne peuvent $tre emboités~ .Si on avait par exem.,ple 

Pi C Pj on aurait (lenme 11) Pi = PiPj ., Mais il existe un _entier k tel qüe 

P~ C Q. , d ~où Q. C P. :::: P .P~ C Q. contraire au r.ait q,Je (1) est réduite o 
J- J i- J., J. . J- J 

Ainsi les idéaux P. sont demc à d.eux co-maximauxa 
l. 

Il s 'ens-utt que les idéaui Qi so:p.t eux aussi deux à deux co-ma:x:i.maux., 

Jsn effet pour i et j donnés.if. j • il existe un · entier m tel que PT C Q. 
., 1 - J. 

P'!' C Q .• d 0où A= (P. + P,)m- C Q. + Q. ·a 
J -:- J ., J. . J - 1 J 

Fina,1.ement (démonstration classique) A est isomorphe au composé direct 

des anneaux A/Qi qui, d 0après le lemme 14, vérifient les conditions dù. théorème., 

Gorol1.aire g 

Un anneau unitaire principal à gauche et noethérien à droite est le 

composé direct d 1un anneau principal à gauche semi•-pre:aiier .et d ~un anneau principal 

à gauche:, artinien à droite et à ·. gauche o 

Dêmonstratiori z 

Utiliser la remarque qui suit le letn1110 140 
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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n ° 19 du 2D MAI 1968 

-i-:-:-:-:-:-:-:-1-z-

The Transfer Ideal 
by A .W • GOLDIE 

-:-:-:-:-

We deal with a ring R which is right noetherian (denote this property by max-y). 

I am not sure whether we need, R haa 1, but certainly R must have regular elàments. 

Let A be an ideal of R, the term 9ideal' meana 'two-aided ideal'. 

Set 'C•(A) = (c € Rjcx € A , X€ R , -> x € A) 

''C{A) = (c € Rl:itc € A , X€ R > X € A) 

~(A) = t• (A) n '~(A) 

N is the nil radical of R and NP= 0 , NP • 1 P 0 , p > 0 • 

L9mmal. (1) Let a€ R, c € b'(O). Then a€ R, c € 'i:(N) ~xist with 

ac = ca 
1 1 

" 1 . " Proof. Set T = t(N) = (x € R xN = 0) 
K 

Now, when c € 't'•(o) 

ex € t(N") > cxN" = 0 ==;> x € t(N") 

andT =0. 
0 

So 'e•(o) C ~•(T") • Thus in the ring R/T., the natural image of cR is generated 
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by an element, which is nota left zero diviser, so thia image ia an easential right ideal 

of R/T o In other words, we may sey-, 
IC 

"cR + T is essential over T ti • 

" " 
:Let a€ R, aNK+i = 0, set '· E = (x € Rlax € cR + T") ; thus E 2 N • 

Let I be a right ideal of R with E IÏ I = N • If aI f:_ T then 
" 

a.I+T ncR+T .::> T • 
IC KI, IC 

i € I exista with ai= cy + t t € T , y€ R, and ai i T • 
K . K K K 

Now i ( N and i €In E = N; a contradiction. Thus 

be true. It followa that E is essential a-ver N, that ia, 

ideal in ring R /N , so E con tains an el emen t of t ( N) • 

ad = cy + t • t € T , d € 'e(N) , y € R • 
IC 1 K 1 K K K 

Apply the metho successively, then 

aI C T and I = N must 
" E/N is an esaential :right 

Thus have an eqœtion 

t d = cy + t 
K K ... 1 2 K ... 1 

. 
I 'e (N) , y € R 

2 

• . 
t d = cy 

1 o K+1 
t € T , d € 

1 1 0 

Then ac = ca , where . c = d d oo• d. È '(N) • 
1 1 1 K K-1 O 

But any element a € R satisfies aNK+1 = 0 for some k+l = O, . •• ~ 1 p and hence 

(1) is proved. 

To prove (2) choose a€ "(N) )l then ca € 
1 

'G'(N) , soif we set 

a x € N , x € R , 
1 

then ca x € N and so x € N. Thus a € y;(N) o 
1 1 

Let cy € N and suppose that yc = a z + n $ n € N, c € 
2 1 . 2 

right quotient ring)). Then cyc € N, so ca z € N ~ so z € N 
. 2 1 

t(N) (use R/I'f has 
( since ca € "(N)) 

1 

so z € N • But then yc . € N · and y € N , as 
2 

c € 'f; (N) • Thus cy € N = > y € N 

and so c € ~' (N) and, of course, t t (N) = • This gives ( 2) • 
2 

'(;7 (N) 

Lemme 2. Let R have a night quotient ring Q • 
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(1) Let P be a prime ideal of R, then PQ is a prime ideal of Q 3.Ild 

PQ r\ R = P <=> 'C( 0) C i(p)P 

( 2) Let P' be a pt'Ïme ideal of Q , then pt n R is a .prime ideal of Q and 

P' = (P' n R)Q. 

p This condition holds for minimal prime ideals of R. See Canadian notes, 

Proof. 

(1) Let c € 

As ca € P , and 

~ ( 0) , p € P , and c - 1 p = ad - 1 . 

~(o) ê -g(P) , deduce a € P • Thus 

a € R , d € 

QP CP~. 

Let x € PQ n R , x = pc -' , p € P , c € , ( 0) • Then xc € P , so we have 

PQ'1R::::P. 

Let A, B be ideals of Q and .AB C: PQ , Then (A n R)(B n R) C PQ n R = P 

=,. A n R C P , A C PQ ; or _B C PQ ., So PQ is a prime idea.l .in ,Q • 

The conserve is: easy. 

(2) Let V be nil radical of pt (\ R , VP Cpt n R , V id.ea.1. in .R o 

Now '<,( 0) C '{i(pt n R) C 'C(v) by lem.ma l . 

Th1i,; QV C VQ , (VQ) P Cpt , VQ C pt , V = P' n R • 

P' n R is a finite n. of' primes of R, Let P' n R ;:: p. n .•• n P • 
1 S 

Then ~(P ) n "u n 'f:rp ) , using fact that P 
1 ~ 8 · 2 

are 

minimal primes of pt n R " 

Then P' = (P' n..R)Q.: P Q n ••• n P Q • P' n o•t n pt • and P' are prime ideals 
1 S 1 8 ' i 

of Q • 
But pt no P' C: pt , so pt Cpt , say , pt :.: pt and pt n R :::. pt n R = P • 

1 S 1 1 1 f 

A right ideal H 
0 

transfers 

This is taken to .mean that c + h 
0 

if 

C € 

The atirn of all such H 
0 

al8o transfers 

+ H ;: 
0 

~ ( O) , h € H , is also in ~ (o) • 
0 0 

'C ( o) ( not max-y needed.) and we call i t 

the tram fer right ideal of R • Denote by H' • 



19 - 4 -

A similar idea can be defined in which H
0 

etc. are two-aided ideals of R; 

agp.in a unique maximal one is ohtained, càll it the transfer ideaJ. of .B. and denote 

by H. 

Clearly H ~H' , but I do not know ·when H c H1 • 

~• If R is a quotient ring, that is, 

H ~ Ht ~ the Jacobson radical of R. 

~(O) ia the set of units of R, the:n: 

C € 

Lennna 3. 
(1) H = 0 if and only if R is semi-prime. 

(2) H* = 0 ., ........ " .. "" .. ., ...... ., ....... . 
Proof. 

Let R be semi - prime., Then 

~ (O) 1 then c = ht and 

H' ie not an essential right ideal, for if c € H' , 

c-h 1 € ~(o) not essen-

tial 3 a right ide al V in R wi th H t El) V 

; a contradiction• So H' 

essential. Aga::in V meeta 

V essential, Ht = 0 • Then H C Ht is also O. 

Let R be not semi-prime, NP t:: 0 , NP- 1 ,/. O., Then NP- 1 CH C Ht • For let 

V€ Np .. i _, C € t(o) J (c + v):x: = Ô • As C € 'g(N) , C +V€ 'G'(N) , X€ N • 

But ,-x = O , so ex = 0 , x = O , Thus o + v € ~ ' ( 0) , Similar~ c + v € ' ~ ( 0) , ,· 

so 

• NP- 1 CH • • • 

Lernma 4, 

Let R have right quotient ring Q • Then R /H is a semi-prime ring. In particu l ar 

li . i1i N • 

Proof. 

Let J be the Jacobson radical of Q. Then HQ = J, J nR =li, Consider h t H., 

c € ~ ( O) , h + o € '(ô ( 0) so h + c ia unit in Q , so l + ho - 1 is unit in 

Q,, Thus -HQ is a quasi-regular right ideal of Q and HQ C J • 

Let j .€ J lÏ R then jc- 1 € J V o € ~(O) Bo 3 q € Q witli q(l + jc- 1) = l • 
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Thus q(j + c) = ·C , so that j + C = q""1c is a unit of Q 
' 

hertce C + j € b(O) • 
But J () R is an ideal of . R hence JnRCH • 

Thus HQ ~J , J()R_ç;;H => JnR=H and HQ = J • 

However J is a semi-prime ideal . . of Q and is a finite () of prime ideals of Q • 

Thus J ;: P: n • ~. n P~ and H == (P; f'\ R) n ... n (P~ n R) , so H is a sani-prime 

ideal of R. 

If we examine Small' s example a b a' 

0 g_ 0 

0 0 e 

0 0 0 

This ring is right and left noetherian 

It has a right quotient ring as ac = ca 
1 1 

" not left " " c a = a c 
1 1 

If we factor out the ideal (x € Rlcx = 0 

we have a right and left quotient ring. 

b' where a, a ' , e € Z 

L 
0 

f 

•~( o) = ~(N) . 
'r/c € 'G( 0) \C € ,co)) 

1 

Ve € '"(;(o) C € '~(o) = 'f;(N) 
1 

( use lemma l) . 

C € ''fXo)) ' then for the factor ring 

So clearly it is more important to have a right ·left noetherian ring in which the 

cond.i tiorta on '{51 ( 0) and '~ 0) are des troyed. I do not know of one. 
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Lemma 5i 

Let R have right quotient ring Q • 'rheu t(o) C ~(H) and H = li' • 

~~ 

Let o € 'g ( 0) , ex È H ===:;>, x € QH C J ==> x € J (') R = 11 • 

Thus '6(0) C ~•(H) and, as H is-a sani-prime ià.eal; 'g '(H) = ~(H) • 

Let h' € H1 theh c + h 'y € '(;( o) V h' € H' , y € R ; thus 3 <ly € . Q with 
. ·.1 

• But a.a ·. y varies over ·R , .. yc ... can be 

a:ey element q of Q , hence 1 + h t q is a unit of Q , so that h' Q C J • Herice 

h'€J/lR: : H~ 

Summaf'y of Lemma 4 and 5. 
Neceasary conditions for R with max-y to have a qùotient ring are 

( 1) H is a semi-p~ime ideal of R 

( 2) H = H' 

(3) ~ (o) f. ~(H) o 

These conditions night nc,t be indepènderito I would sey (1) + (3) ==:> (2) but 
have not checked thia yeto 

Lemma 6. 

Let R have max-y. Thèn if ab € "g ( 0) we have a ê ~ ( 0) ; b € ~ • (0) • 

~. 
Let xa = 0 ~ xab = 0 ===> x = 0 , bt = 0 ===:> . abt = 0 .:=:> t = 0 • 

Let ay = 0 ; n,ow bR is essential right ideal as 

(if Y/. o) ., So bz = yz' /. 0 some z, z' € R • Then 

unless y = 0 0 Thus ay = 0 ~y= 0 a€ '~ 
9

( o) 

A chara0teri:zation of il' ( does not need existence 

Consider the right ideals or R ·. which do .· not meet 

index these a.a (M ; a€ A) • a 

b € . ~•(o) 
' 

80 bR n yR ,f 0 

abz = 0 , z = 0 
' 

contradiction, 

• It has maximal elements, 
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Lemma 7o 

H' CM , othewise H' + M meets t(o) ~ M meets i(o) • a a a 

Let ( n M ; a € A) / H' • Then 3 a € n M , a i, H 1 
, and c € '8 ( 0) wi th . a a 

o + a t. 'S(o) ; •Now (a + c)R does not meet 'g{O) , for if d = (a + c)x with 

d € (0) then by lemmà. 6 , a+ c € ~(O) , not allowed., 

Choose M ·=> (a+o)R • Now a€:M so ac€ · a . o: 
M and (a+ c)o € :M a o: 

; BO 

o 2 € M ('\ "C(o) , not allowed .. Thencê a 

(n M a ; a€ A) ::: H' • 

Lemma 8. 

Let R have right quotient ring Q and consider (Ma ; a € A) :::: lffl. 
For a given Ma:€ ??i., either MC)!. meets t'(H) , or Ma ia the inverse image 

of a maximal right annihilator of the ring R;u. In the latter case the largest two­

-sided ideal in Ma is a prime ; it is a minimal prime of H • 

Proof., 
M 

Let M n l;'(H) be empty and M :.a: . . Ha • As M d0es not have a regular element a a a 

(in R = ~) it must be in amaximaJ. right annihilator, thus Ü Ma= 0 for some right 

uniform element Ü € R o The largest ideal in Ma maps into the largest ideal in y{Ü) 

and thia is a minimal prime in the ring R/H • 

If M meets ~(H) then a M::>dR+H a for some d € ~ (H) and for each 

a€ R 3d € °6 (H) iwith ad. . € d.R-+ H • M is :r;iow a topological right ideal relative 

t(H) 
1 1 a 

to and is d.iff'icult to consid.er in the present context. 

Lemma 9. 
t(o) = ~(H) wil occu.r if'f' Q/J is semi-simple artinian. 
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Proof. 

Gi ven ~ ( 0) = '2 ( H) • 

We know that J = HQ • 

The right quotient ring of _ R/H is !::! to _9_ 
HQ under map 

(a+ H)(d + H)- 1 ~ (ad- 1 + HQ) • · 

Let (a+H)(d+H)-- 1 = (a +H)(d +H)- 1 and (d+H)(e+H) = (d +H)(e +H) 
' 1 1 1 1 

e, e , 
1 € ~(O) 

d, d, . t 

Then (a+H)(e+H) = (a +H)(e +H) , so that ae - a. e € H and de - d e € H 
1 1 · · . t1 fi 

€ HQ 

(mod HQ) 

= a e (d e )"· 1 (î!lod HQ) 
1 1 1 1 

and conversely, so that map is (1 - 1) etc, 

Given Q/HQ is semi-simple, 

Let c € ~ ( 0) .and cq € HQ where ~ = yd "'."1 
; y € R , d € ~ ( o) • 

Then cy € HQ n R = H , ·so y € H , using ~ ( 0) C '(j ( H) • Thus y € H and 

q € HQ , Hence ~(H) C ·~ (HQ) • Now the units of Q/HQ are the regular elements of 

Q/HQ, as this is an artin ring. Units can be raised aver the Jacobson radical HQ, so 

that ~(HQ) consista of units of Q o Thus tb3 èJemenfB of ~(H) are units of Q 1 hence 

are regular elements in R; 

This is as far as the stuey of the transfer ideaJ. has gone. · One can consider it in the 

light of Djabali I s paper and note • 

Prop. 

If R has max-y and (1) 

(2) 

(3) 

then R has a quotient ring. 

F holds 

H is semi-prime 



Proof. 

Let a€R,c€ 

Some h € H o 

19 - 9 .. 

3 a I C 
1 f 

C € 
1 

~( o) with ac = ca + h, for 
1 1 

Now for any d € )g(o) h = (d + h) - d is a difference of two regular elements 

ao 3 c € '13( 0) wi th hc € cR • This us es F and see Djabali 's paper. Then 
2 · 2 1 

ac c € cR and o:re Condi tien holda o 
1 2 

It is a weak theorem and one would at least be tempted to try to eliminate one of 

the conditions" F is very strong, in · fact too s'trong . for a. serViceable theorell!,• But 
f 

this is a difficult problem t 
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