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CORPS AbsOCIE & un MODULE
CO~IRREDUCTIBLE

&
.

par L. LESIBUR

e ® e

*
* ¥

I1 est possible de construire directement le corps associé a

un module M co-irréductible sans passer par l'enveloppe injective

B(M) ; deux méthodes sont esquissées dans L1] , page 373 : la
néthode des endomorphismes partiels, et la méthode qui utilise des
couples particuliers d'éléments de M .

Je développe ici la deuxieme méthode, en éclairant cependant les
calculs par l'introduction d'homomorphismes. Je donne pour terminer
deux propriétés relatives au cas particulier d'un anneau co-irré-
ductible.
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1°0) Module co-irrdductible.

A  étant un anneau {(quelconque) et M un A-module & gauche
(non nul), M est appelé co-irréductible si 1l'intersection de deux
sous-modules non nuls de M est un sous-module non nul. Cette
condition revient & la. condition des multiples communs 3
deux éléments non nuls de M ont toujours un multiple commun non

nul,

(1) ¥ 40, Cv4d0 , 1a¥ =a'¥ £0.

(€ ,5'€eM ;3 a,a' ¢h ou 2) .

Si A n'a pas-d'élément unité, ou si M n'est pas unitaire,
a et a' peuvent &tre des éléments de Z ; si le module est
unitaire, a et a' peuvent tougours‘étre pris dans A ., Pour
simplifier 1'écriture, nous omettrons dans la suite de mentionner % .

Exemple : anneau régulier & gauche de Ore.

2°) Relation d'éguivalence @ .

Soit E l'ensemble des couples (?;7) dtéléments de M
tels que @

(2) §¢o,0'.‘§go*.q

(Nous désignons par O *. € = Ahn §  1'idéal & gauche de A
formé par les éléments a tels que a & = 0).

Nous considérons la relation R aéfinie dans E par :

(%) (?,\7) S ‘(gx,vl) ==)Ja, a' € A

tels que »r\=a'§ =a' €' #£0
i”:a? =a‘7' .

Afin d'éclairer les démonstrations qui suivent, il est commode
de donner une intoerprétation de K au moyen d'homomorphismes.

e o8/ & 0o
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Si (5’,;7) € B, l'application h : a§ — a est, en vertu de
(2) , un homomorphisme du A-module non nul A § sur le A-module

4 n . Nous 1l'appellerons h(f,\?) .

La relation OL signifie que les homomorphismes h(g,7) et

hi(g',n') coincident en un point non nul W=akt du module

14

AT N AT,

Propriété 1. S est une relation dtéguivalence.

A est réflexive et symétrique. Montrons qu'elle est transitive.
Supposons, en effet, en plus de (3) :
%#':bf,:b'?"#(}

(f',?') (9’-(2""7”) ou bqr = ! S’{"

Prenons, d'aprés la condition (1), un point non nul commun & A}x
et - A }.L' ., soit

¥=ua¥ =vbg'£0.
On en-déduit :
(4) uat€ =vDobtE"£0 .
et, puisque (¥',9') ¢ E ,
ua'€' =vDbg =) ua' yzt = v b \?c = ¥

(Le poiht ¥' est l'image de ¥ par l'homomorphisme h(§’ ,12‘ ))

.0./.‘.
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(5) ua#] =vb'}z"

(Le point ¥' est aussi l'image de ¥ par h(%,y) et
n(g,n").

Les relations (4) et (5) expriment :
(f,ig) % ('€",v7") .

Remarque. Si 1'on a (§,p) & (’§’,v2'4) , la relation ¢¥ =c¢' €'
n'entraine pas nécessairement ¢ h=c' n', contrairement & ce

gui se passe dans des cas analogues (anneaux de fractions par rapport
& une partie multiplicative d'éléments réguliers vérifiant la condi-
tion C[2] ; anneau régulier 2 o*auohe de OreJ Cela signifie' que, si
les homomoxpnlsmes n(g, r[) et h(?‘ \7 ) co:.ncident au point

8 # 0 de A‘§ An A E' , ils ne coincident pas nécessairement sur
At n A €' ; par contre, ils coincident sur le sous-module A r.

Propriété 2. 8i (€,m) e I et si a¥ £0, ona :

(8,9) v (2% ,a9) .

(Le signe n~ est le signe d'équivalence modulo I .
Lo propridté est immédiate ; notons seulement gque (a€ an ) € E)

Propriété 3. Om a (¥,0) ~v (€',0) quels gue soient € et &

. { ,
non nuls, et la. classe commune de ces €léments est celle des couples
(,n) € E pour;lesquels 0 °".%¥ # 0 '.q , clest & dire pour

lesquels h(€,y) n'est pas injecti‘i‘.

En effet, (“‘;’,q) v (€Y,0) équivaut & : il existe a et a!
tels que a€ =a!' E' £0 |, akp =0 .0nabien a€0 .y
et a¢ 0 . B! . Réciproquement, si a¥ #0 et a hh =0,
avec (?,7) e B, ona : (?,;7) ~n (§,0) . Ce point aT est
d'ailleurs un ékément non nul du noyau de h(¥E, t?) , ce qui démontre
la dernidre partie de la proprle’ce. YA
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Définition.

L2 closse obtenue & la propriété 3 stappelle 1la classe nulle

elle sera encore notée 0O .

Propridtd 4. Qn a  (£.8) ~ (h.%) quels que soient ¥ W £0 .

(La classe correspondante est la classe unité, notée 1).

Multiplication dans K = /9, .

Désignons par '8\\p la classe de (?,W) . Nous allons
définir le produit (‘g\\v ) o (BN b Y.
L'homomorphisme h(g,q) transforme ATE en LAY . Pour le
composer avec 1'homomorphisme h(f',v') , il faut considérer
)

A%yr\ A E' ., Si =0 (donc si E\p = 0) , nous avons :

gm.}.}__ﬁ O'“:{l-'-ﬁo
et, en composant h h! (1) $
t
.gil/\/ki-\) O .

Noug avons alors comme produit

(6) (E\NO) . (g'\ g )=(EN0) =0 .
51§ # 0 , on prend un point commun non aul & Ay? et AT
soit : unp =u' T' #£0 et ona :
© h n'
UG m—— 'u!7-—~——v u! 7' s
dtor ¢ u' n' est transformé de uw¥ par h h' , et nous

prenons comme définition du- produit

(7) (‘sa\r]')-(‘S'\Q')=(u§\u'~y]');u\7=u”§'7§0

(1) On édcrit T h pour le transformé h(E) , et par suite h h!
pour le composé h' o h . /o
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Les relations (6) et (7) donnent donc une définition du produit,
et nous en avons une interprétation par homomorphismes. Elles se
groupent sous la forme :

(9 [Ny @) = WEN w g)
avec ur/su“g“ , WE #£0.

Justification.

Notons d'abord que {(ud® , u! h 'Y € B .
Bn effet : u € # 0 et de plus :

au€=0 == auph =0== aun ¥T'=0= aun y'=0.

I1 faut vérifier ensuite que 1 définition ne dépend pas des
représentonts choisis (ni des éléments u et u' tels que
u o o=u' € ' #0 ; mais ce dernier point résulte du premier).
{

Soit (¥, ,171) nu (’g’,x]) . On = le diagramme :

<, € a¥=a, €, uE u, €, g
X R & % x &
h,' h hih h h n'

"

5
i
o
=
-z

BFn choisissant un point § multiple non nul de a & , u ¥
et u, §1 , Soit 3

¥ = A at =mu & =o1nu E’,i;éo,

—N

CQD/QOO
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n voit que les homomorphismes ©L e auront le méme
O it 1 h hi h ht' t h? h! t 1 &
effet sur le point ¥ , clest a dire
H | SE— H t
mu' p'=nu n
diol (W€, u vy]‘-) o (uy ‘gi,u% -‘rz")- .
Soit (E‘,\?’) s (€! ,kﬁ)- On a le diagramme :
kS k3 bg'=b!E ug LYRS
& ® & & & s
h ht hi h! h% h h
. | £ B!
J J 3 i) un gu's u1\7®u1E1
o) t 1 [ TR | 1
i T n bpt=btin
ol h!
r
H !\ 1 :-,{!
u t? ui ‘a/,{
En prenant un point % mui*iple non nul de u¥ , u,
et b ¥'

¥=mu¥ =nw ¥ =L vEr£0 ,

on voit que les homomorphismes h h' et h h}

effet sur le point ¥ , c'est a dire :

mu € =nu €
t — t 1
mu 1?‘-~nu1 71
On en déduit :

(u¥E,u! L’(') ~ (u1"§ yu kz'l) .

¥

auront le méme
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La définition du produit est bien indépendante des représentants
choisis dans chague classe,

Propriétés de la multivlication.

Propriété 5. Pour gue le produit soit nul, il faut et il suffit que

1'un des facteurs soit nul.

Supposons 2\\9 = 0 , On peut donc prendre =0 et on a

déja vu (relation (6)) que {T\ 0) . fi'\!?') =0 .

-3

Supposons (€' \ b 'Yy = 0 . On peut prendre ' o= 0 et,
d'aprés llexpression (8) , le produit (Ei\%? Y (€1'\ 0) est nmul.

EnTin, supposons '§\\q #0 et T\ " V£ O,
On a vu (propriété 3) ; Ann § = Ann n et Ann §' = Ann 7' .
On en déduit aisément :

Annu g = Ann u! W’ .

Pn effet :

auﬁ';:O..m—:_—_)auV:o—_-_-____--) au!§l=0m> o oul !"(\':O

et au' W’ =0 = auw g =0== au h = O== au¥® =0 .

On peut aussi remarquer que K et h' sont des injections et,
par suite, h h' est une injection. Il en résulte

(‘5\17-) (g \ 7') = (WEN\ u! 7*) £0 .

Propriété 6. La multiplication est associative.

LN (8 N D] 8\ ) = (3h ) [\ p ) )]

Dlapres la définition du produit, il est possible de choisir des
représentants tels que :

“gl‘:‘fz R E'H:: 7! .-

(1) On écarte le cas d'un terme nul, qui est résolu par la propriété

5' o.o/ovo
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On a alors :

.g..._b“_..?}?—-,_}.l_'_.? W!-—.—h—i.} [P

et 1l'associativité du produit revient & celle du produit 4'endomor-
phismes :

(hh‘ )h" — h(h'h")

Propridté 7. L'ensemble K* = K - 50? est un groupe multiplicatif.

L'élément neutre est la classe 1 = (¥\® ), € £0 .
L'inverse de S\ h # 0 est W\\E’ . On a bien en effet (1,%) € E
puisque i #0 et Amn h = Aon Y  {(propriété 3). On peut aussi
remarquer que h(?,ﬁ) est une injection et que h(h,%) est
l'injection inverse.

Addition dans K = B/ & .

Pour définir la somme (€ \;7) + (¥'\ n '), il faut un domaine
de définition commun aux deux homomorphismes h(?,v) et hI(E’,W') >
Ce sera A n ATS!' # 0 . On prend donc

usg =u' €' £0 et hwE€) +nlurEy ,

d'ol la définition de la somme au moyen des reprdésentants

(9) (?\h)"'(i’"\ q’)=(u§’\ ‘u%]+u"¥7’)

avec us =u' €' £0 ,

Justification. Notons d'abord que le couple (u‘g,urz%- ut ')
appartient & T . En effet, on a ‘

i

u%o 740 at ku§ O === Skui?—_—_o~_;—___~—>,k‘(u,,(+u!yzx)=o
g}ku’?‘ =.0 Lku'f?’=o

Y AT
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I1 faut vérifier ensuite que la définition ne dépend pas des
représentants choisis (ni du produit a € = a' €' # 0 , mals ce
dernier point résulte du premier).

Soit (2;"1,71) N(E,V) . On a le diagramme :

=, € af= a1’§1 us=u'¥g u4?1=u%g? e
X

% ‘ & @
th hih, hth! h,+h! n'
y

o ey agraigt iy 2

da€®=nut :nu‘fgi # 0, on nura :

i

En prenant ¥

o]
<

mu poo= : (h et h, ont le méme effet sur ¥ )

- -

(conséquence de m u'¥ ' =nulf') a'oun par

=
.ob:-:-l =3
-

mu! r]lz
addition :

n{u )?+u' %7') = n(u1 \%ﬂl% .Y}') ’-
ce gui prouve. :
-(u‘g",uyﬁu' &]‘) m(u,,l‘3,}’1,,11.1 r“m% \7‘) .

Soit (f»f{ ﬂ;%) (B ,?7') : on & encore invariance du second membre
de (9) car (f’,t”{) et (& ,\'?') jouent le méme rdle dans la définition.

Cette définition (9) est donc justifide, et on voit de plus que
1'addition est commutative.

Propridtés de 1'addition.

I1 résulte immédiatement de la définition (9) :
(€\0) = 0 est élément neutbre.

(E\ (-*‘{)) est opposé & (E’\!’{ ) .
vee/oen
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L'addition est associative,

Rn effet, quand on se donne trois éléments (¥ \ }?) , B\ Y?‘) B
(gm\ N ") de X, on peut prendre un multiple commun non nul a
T, €', " ce qui revient 2 supposer € =F' =T" , ou
encore que les homomorphismes h , h' , h" ont le méme domaine de
définition A € . (C'est l'analogue de la réduction au méme
dénominateur pour les fractions). La propriété d'associativité est
alors une conséquence de la propriété analogue pour l'addition de

(LA

L'eddition est distributive par rapport & la multiplication.

Distributivité b gmuche.

CENR) (2vpt +E V") = (B\p) (8'\p ) + (E\p) 21\ ")

Te ler membre est égal & (uS\ v(y'+y")), avec uy =v £
et uw¥ # 0, tandis que le deuxidme vaut (uWE\ v n Yv T]") s avec
les mémes notations.

Distributivité & droite.

(10) @\ +ENMCENR) = (57\ DT\ )T Y™ (FA)
Le deuxieme membre se calcule & partir de :

‘ 3 ’ — -z
(uE'\ v, Y/) + (112’%"\V2 h ) avec iu1 l? f=v, ¥
1" - -
u, g = vy 1Sy
On cn déduit en prenant p u, T =n u, ! # 0 , pour la somme
l'expression :
(,Q Uy '§‘\~-,Q-V1 }f(%mvzrg Yo
.De plus, nous avons .:
,€u1 k(‘ =1 U, i’]' =’?v1 E ;/?;u1 \7“==mu2 r{" =m vV, €,

oo'/qto
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dtolr :

1 1y — o
Cette relation prouve que le premier membre de (10) est aussi

w4 uy T \ (;EVR + m-vg)y) .

En rassemblant tous les résultats, on a le théoréme suivant,

Théoréme. L'ensemble

K=E/%R nuni de 1'addition et de la multi-
plication définies précédemment forme un Corps.

On 1'appelle le corps K(M) @associé su A-module co-irréduc-
tible - M

7°) Cas d'un anneau co-irrdéductible,

Soit A un annéau unitaire co-irrédductible, noethérien &
1 4 I - I »
gauche ou non( . On a la proprieéte suivante :

Propriétd 7. L'ensemble des dléments diviseurs de zéro & droite
forme un idéal bilatere D

conpletement premier.

1) d€D , agldh = daeD (immédiat)
2) 4deD , agh = adecD, (en effet, il existe

X#0 telque xd=03;si a=0

,ona ad=0¢€0D,;
si a # 0, il existe u a

]

=vx#0 d'ol wuad=vzxd=0
avec u # 0, cequi prouve ad €D .

3) d€D , d'e€ D== 4 -4 ¢ D . (Bn effet, on a
xd=0 , x#0 ; x da'=0", x' #£0.
Prenons ux=u'.x'#0 ; ona: ux (d-d') = 0).

(1) Le cas inoethérien & gauche rentre dans 1'étude des anneaux
corplétement primaires (voir[3]).

coi o
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Cet idéal D est compldtement premier car a ¢ D, D ¢ D
entraine ab ¢D (si xab=0 ona xa=0 puisque b &

et x =0 puisque a ¢ D).

L'anneau quotient. A/D est donc intégre.

Propriété 8.
Ltapplication W : x —> {1\x) est un homomorphisne de
‘\ Q) 9(“.‘5" ! . v 2
1l'anneau A dans le corps% R(A) dont le noyau est 1'idéal . D des
éléments diviseurs de zéro & droite. L'anneau intdgre A/D est donc

isomorphe & un sous—anneau de K(4) .

On a en effet 1T\x + 1\y = 1\ (x+y)
(1\x) (1 \y) = (1,xy) . Le noyauw de cet homomorphisme est formé des
éléments x tels que (1\x) = 0 . D'apreés la propriété 3, ces
élémenté X sont ceux pour lesquels il existe u # 0 avec
u x =0 . Le noyau est donc 1l'idéal D des éldments diviseurs de

zéro a droite.

Le. propriété 8 pourrait &tre relide & une propriété plus
générale concernant ltanneau quotient de Hom} (M,M) par 1t'idéal
. . i
des endomorphismes de noyau non nul ([1] , page 374).

De la propriété 8 résulte que A/D est injectd dens K(4)
meis cela ne signifie pas que K(A) est un corps de fractions de
A/D

(On a donc un plongement d'anneau
intégre dans un corps qui n'est pas un corps de fractions ; dounner
un exemple). '

ceil e
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MODULES INJECTIFS et ENVELOPPE INJECTIVE d'UN MODJLE

o v i T v W s

Définition 1.

. Un A-module @ est dit injectif si, pour tout A-module M

| et tout sous-module ' N de M et tout homomorphisme f Te N

% dans Q , il existe un homomorphisme f de M dans Q prolon-
v geant f (ef. H. Cartan et 8. Eilenberg %], Pe 8.

Cette définition est équivalente & la suivante :

Définition 1!'.

Un A-module Q est dit.injectif si le fonmcteur Hom,(.,Q)
est exact.
Soit en effet une suite exacte d'homomorphismes @

o - \/ M £ s M - Im £ = Ker g

il faut monﬁrer que, si Q est injectif selon la définition 1,
alors la suite induite

* * -
HomA(M",Q).—*éLuﬁ HbmA(M,Q) *-i“ﬁ HomA(M',Q)

est exacte. Pour cels il suffit d'établir gue Ker £* ¢ Im g* .

VT
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Soit u wun“homomorphisme de M dans Q tel que O = f¥(u) =u o £ ;

Hh

M! u s'annule sur X = Im £ et se
factorise en wu =1u, 0 4 ol 47 est
1'homomorphisme canonique M ——3 M/X .

X étant le noyaw de g :

g=q 0% , q injectif .

D'apres la définition 1, il existe un homomorphisme M" ~—E;—§ Q
tel que Vv o q.=’u1'. Alunsi.

g¥(v) =vog=vogqgo% =u o % =u ..

1

Inversement, la définition 1! entraine la définition 1 (considérer
la suite exacte O > N 5 M),

Théoreme 1.

Pour qu'un A-nodule & gauche M soit injectif, il faut et il
suffit que, pour tout iddal & gauche I dé A et tout homomorphisme
f de I dans N , T soit réalisé par une homothétie, ¢'est-a-dire
qu'il existe y € M tel que f(x) = <« yof pour tout & € A
(cf. H. Cartan et S. BEilenmbergl 3 I, p. 8).

La condition est nécessaire -puisque I wwifﬁx M se prolonge
4 1l'anneau A selon T (prendre y = T(1)).
lontrons que la condition est suffisante. Soient E un
A-module, F un sous-module de E , et £ wun homomorphisme de F
dans M . La famille % des couples 'CX,%O‘,“oh X' est un sous-
" module de E contenant F et ¢ un homomorphisme de X dans M
prolongeant - £ , est inductive pour l'ordre g défini par :

(X,“P) $ (X',¢') e&==) X est sous-module de X'
et ¢' prolonge Y

Soit (Xo,qg) un élément maximal de F ainsi ordonnée (théorzme
de Zorn), et nous:allons montrer gue X, =E .

S'il n'en est pas ainsi, soit x € B tel que x ¢Xo . ceiene
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Ax N X =1Ix avec I = Xo *. x  (idéal & gauche ensemble des
éléments A de A tels que X x € XO).
L!'homomorphisme A ——> ?O (Ax) de I dans M , peut se

réaliser par 1l'homothétie A — N ¥ 3 en posant;'pour'
x, € X, et € A,

§lxtnx) = @ (x) + Xy

on obtient un homomorphisme N de Xo + Ax dans M qui prolonge
Y, » ce qui contredit le caractére maximal de _(XO,\?O) .

Corollaire 1,

Pour quiun module M sur un anneau principal A soit injectif
il faut et il suffit qu'il soit divigible (c'est-a~dire que pour fout
A € A - iO}’ et pour tout x &€ M , il existe y € M tel que
X= K y) .

Pour prouver que la condition est nécessaire, consgidérer
l'homomorphisme ,.k &K — "N x ; inversement si I -£*ﬁ M est
un homomorphisme de 1'idéal I # (0) dans M , considérer un
générateur o de I et un élément y de M tel gue L(gf) = K ¥y .

Théoréme 2.

Tout A-module peut &tre plongé dans un A-module injectif,
(ef. H. Cartan et S. Eilenberg| 3 Ip. 9).

Nous. proposons une démonstration utilisant la théorie des
ordinaux, due essentiellement & R. Baer (cf.[ ]) et qui s'étend
au cas des catégories de Grothendieck (¢f. théoreme 1.10.1 p. 135
del g '"1). On trouvera d'autres méthodes dans E. Bckmann et
A, Schopf [ 5 1, dans L. Lesieur et R, Croisot{ - 7 - Jp. 96-98,
dans D.G. Northcott [ g 1théorsme 8 p. 70 .

A tout A—module 4 gauche X nous allons associer un A-module
D(X) vérifiant les propriétés suivantes : |
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1) D(X) est une extension de X ,

2) Pour tout iddal & gauche I de A et pour tout homomorphisme
3 o .
(*) I -——L—-*; X , il existe un élément y de D(X) tel que

Lf()\) = A y pour tout A de I .

Soit G 1'ensemble de tous les couples (I,f) formés d'un
idéal & gauche I et d'un homomorphisme I -—-—i—-—-) X, et soit I 1le
A-module libre engendré par & . Désignons par X le sous-module
de la somme directe X & L engendré par les éléments

(£(A) , - N (1,£)) (1,£) € € , NE I.

Posons D(X) = (X@L)’/K . L'application =x —3 (x,0) de X
dens X & ‘L définit un homomorphiSme X -——\!;—-) D(X) .

Si  y(x) = 0, alors

et, dans T , If‘r& 7‘:‘. (Ij._.,'_Li):AO , ce qui imp}ique oy Ny =.0

pour tout- 1 et x = :S-fi(l.(i Xi) =0 , L{) est done bien un

homomorphisme injectif.
, v propriété
Prouvons que D(X)" ainsi construit vérifie dgalement laY2) (¥) .

Considérons un homomorphisme’ I —-——TE--); X d'un idéal a gauche I
dans X ; alors (I,f) e § . Soit y 1'image dans D(X) de
1'é1ément (0,(I,f)) .de X@1L ; alors pour tout N € I on a
bien dans X @ L

£(3) = (£(W),0) = (0, (I,£)) + k , avec ke K ,
et dans D(X) , £ = AV .
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Soit Jb 1le plus petit ordinal infini dont le cardinal soit
strictement plus grand que le cardinal de llanneau A Jb est
alors nécessairement un ordinal limite. Pour chague i s‘cfb nous
allons définir par induction transfinie un A-module Si et pour
chague -j ¢ i wun -homomorphisme injectif

" S
¥ —=Ly 8, de telle sorte que pour tout i, fixé, i < i, le

) soit inductif.

systéme (S,)\, u?\)A. e }L\(io

On pose alors So =M, M <tant le module donné, puis

3, = D(M) en choisissant pour u;5 1'injection de M dans D(M) .

Supposons gque la construCtion des “Sk ait été faite pour tous
les A<i .81 i est dela forme J + 1, on pose 8, = D(Sj)

et 1'homomorphisme Uy est i'injection Sj iy D(Sj) , ce qui

définit par compositions tous les homomorphismes Uiy o N og 1.

51 i est ordinal limite, on pose Si = lim Sq ; les Ui o
, %41
sont alors les homomorphismes canoniques Sq — S. définis par

cette limite. 1nductlve, et ils sont tous injectifs.

Ju  étant ordinal limite on obtient ainsi 8§, = llm : q ,

et comme les ﬁﬁmq sont injectifs, les S, peuvent‘ etre

‘identifiés & des sous-modules de S ,et S, = U s .
' ' 5 VY e
Montrons que Sm) ‘est un A-module injectif ; pour cela considérons

un homomorphisme I -£~4} Sa d'un idéal & gauche I dans SUL

I= U ¢ (S.) . Si les f”1(S ) sont constants & partir d'un
b g’ & .

% < M , alors £(I) c S et f se réalise par une homothétie

%o

définie par un element de 3

s : - Vd » » *
o +1 puisque Sq vérifie (%) .

O
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Supposons au contraire, que pour tout o <dt 1l existe’ P tel

que S <{3 <db et f,"1(sq) ; f"1(S )'. Observons que

P
| -1 -1 -1,
I=f ' (s)v (U A avec A _=f"'(s,.,) -£'(8) ,

© (o(,ca\, «)’ 4 %+ =

est une partition de I., et soit [ 1'ensemble des & <Jb tel que

Ac{ s0it non vide ; dans ces conditions :

card Iy card M = card Jb (1) ,
car ' a pour limite db . iinsi card A y, card Jb , ce qui est
contraire au choix.de L .
Tout homomorphisme I —t s 5 4,  S¢ réalise donc par une

homothétie, et SJL est injectif d'aprés le théoréme 1 .

Proposition 1.

Un produit direct de modules est injectif si et seulement si
chacun des facteurs de ce produit est un module injectif,

Soient un produit P = T Mi de modules Mi ’
iel -~ ‘
a1 . e ; N . ion . .
L‘lﬁg ieT et 'ipi?Sie T les injections et les projections canonigues

définissant P, N un.sous-module de M . Supposons gque P soit

injectif et soit l'homororphisme N --i--b; L L' homomorphisme
‘ g, o f ‘ - : _
N "‘—l—-———-—-ﬁ P se prolonge en N -—-'E——) P ; p; o prolonge

alors f & M .
Inversement, supposons que tous les Mi soient injectifs, et

A

soit l'homomorphisme‘ N +=——> P ; pour chague i ,

(1) M ayant pour limite Jdb , S = U (0,¥7 ; [O.,‘él et Jb
yenm

ayant des types d'ordre dif_fé_rents, le caractere minimum de 1'ordinal
Jbv ' implique card [0,¥) < card A ; card b n'étant pas cardinal
limite, il existe ¢ (ici card A) tel que card [0,%] g ¢ ¢ card Jb,
81 card [ était strictement plus pe%i’c que .ca'rd Jv » alors

card M ¢ c et dJb = \é P[O,X} impliquerait

card Jb ¢ card xcgel=c .

!
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p; oy
N =y Mi se prolonge

g:)!

M selon M'“*£~ﬁ Mi . L'homomorphisme
M.

Q“ll

T;F t?i prolonge -alors \

Propogsition 2.

| Pour qu'un A-module & gauche Q soit injectif il faut et il
suffit qu'il soit facteur direct dans toutes ses extensions.

Pour voir que la condition est nécessaire il suffit de prolonger
4 l'extension B -de Q@ lt'application identique de Q sur Q .

Montrons que la condition est suffisante ; Q admet une
extension injective E (d'aprés le théoréme 2). Par hypothése
Q est facteur direct de” E , donc est injectif en vertu de la

proposition 1.

Autre démonstration de la proposition 2 (condition suffisante),

indépendante du théordme do plongement.

Considérpns wn . A-module @ qui soit facteur direct dans toutes

£

ses extensions, et soient N un sous-module du A-module M ,
et 'N'*~i;~7 Q un homomorphisme de N dans Q . ‘La somme fibrde

, M .
des deux homomorphismes N~<;\$, est le module quotient
S = (QA1)/K , ol K = &(f(x),-x) , X € Ng , muni des homomorphismes

Q —24— s et M —:z—ﬁ S induits respectivement par les injections

- canoniques Q—y A XM et M » QX M,
N inj. qan. 5> M
£ K
e____E;_*___,'.A
Q i > 5
q

q est injectif car (Q X 0) NnK =0 ; q(8) , isomorphe & Q , est
facteur direct dans S , par hypotheése ; il existe donc un homomor-

phisme —-9—~§ Q tel que pog = 1Q .
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6 étant 1l'homomorphisme canonique Q x M >8 , pour x € N ,
ox) = 8(0,x) = 8(£(x), 0) = o(£(x)) ,
et (p o9 (x) = (poaq) (£(x)) = £(x) ,

P o ¢ étend bien £ a M .

Proposition 2'

Pour qu'un A-module § soit injectif il faut et il suffit qu'il
soit facteur direct dans tout module somme de @ et d'un

A-module monogeéne.

Appliquer ce qui précéde au cas ou M = AS et o N est un idéal

a gauche de A .

La somme directe d'une famille (infinie) de A-modules injectifs
n'est pas nécessairement injective. Soient, par exemple, k un corps commutatif,
I wun ensemble infini, A 1'anneau produit K; » A est alors un A~module
injectif, mais 1'idéal LZ-de A somme directe des facteurs de kI n'est pas
un ~ A-module injectif (cf. N. BOURBAKI [2] , exercice n® 12 p. 266). Lorsque
A est noethérien & gauche, toubte somme directe de A-modules a gauche injec-

tifs est injective ; plus précisément :
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Proposition 3. (ef. CHASE 5. [4] ).

Pour un anneau unitaire A , les assertions suivantes sont
équivalentes :

‘a) A est noethérien & gauche,

b) toute somme directe de A-modules & gauche injectifs

est injective.

a) ==) b) : Soient & Qi une somme directe de A-modules 2

iel
gauche injectifs Q, , et f un homomorphisme d'un idéal 4 gauche AL
‘de A dans & Qi ’

i€l
Lo St o .
i€ I

f{(&L) est un A-module de type fini ; il est par suite inclus dans la

n
somme directe & Q. d'une famille finie de Qi" s, somme gqui
h=1 n h

est injective (cf. Proposition 1), f se réalise done par une
homothétié (cf., Théoreéme 1).

b). == a) : Soit

C la C LN N 4 4 avw
ML, e &, ci.cdL €
une chaine ascendante d'idéaux & gauche de A, et posons

L= L & = U L

nyl % ny

\

Chaque A—mod‘uie 4 gauche quotient .(£/ /C(.n- posséde une

extension injective Q, (cf. théortme 2).

v |
L —Ey K /,Gcn désignant 1'homomorphisme canonique, soit.

L —L ﬁ Q, défini par
nyl '
t(x) = (¢ Q) 5, 1 Pour Ae <,
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D'aprés la définition de 1'idéal & gauche AL , pour N €. ,
nous avons \fn(k) = 0 sauf pour un nombre fini de valeurs de n ;
il en ré'sultei que f{£)  est sous ~ module de la somme directe

& Qn s laquelle est un A-module injectif par hypothese. £ se
ny
réalise donc par une homothétie A==y Xy , avec y & & Q.

nyi =
‘ N

Dans ces conditions, il existe N tel que y & & Q3 ainsi
n=1

-
fl) & & Q
n=1

e'tﬁ pour tout ')- & /c(. ’ \'?N_‘_‘(?\‘) = 0 ¢ C’.eSt*é"‘diTe /(X _c__ /&N+1 .

n ¥

Définition 2.

Une zxtension E d'un A-module M est dite extension
essentielle de M gi, pour tout sous-module X de E , la relation
XN M=0 implique X =0 .

EX Y

Cette condition est équivalente a la suilvante

pour tout x & B - {0} il existe o ¢ A tel que & XE M ~ {O} .

Proposition 4.(la vérification est laissée au soin du lecteur).

Etant données les extensions de A-modules E ¢ F C G, pour gue
G soit extension essentielle de E , il faut et il suffit que
G goit extension essentiellée de F et que P soit extension
essentielle de B .

Proposition 5.

Soient (Mi)iel et (Ej.)iel deux familles filtrantes supé-

rieurement de sous-modules de M ; si, pour tout ierl ’ Ei
est extension essentielle de M’i ; alors :

\/_ B, est extension essentielle de \J M, .
i€l | ier %



preuvve : A
Soit un sous-module X de U E. tel que 0 =X N W/ Mi
ier * ieI
de 0= \J_ (XNMN,), on déduit, pour tout ig I ,- |
ie T :

n BN M; =0 . Comne E, est extension essentielle de M, ,
XN E =0 , pour tout i€ I ;

ceci entratne X =Xn/[ U E ) = U (XzﬁEi) =0 .
ier * i€ T

Proposition 6.

Soit & Mi une somme directe de sous-modules de M , et,
ig I
pour chaque i € I , soit Ei* une extension essentielle de

V

Ki dans M ; dans ces conditions :

a) Ia somme T B; est directe,
ie T

b) @ By est une extension essentielle de @ M, .
i€l § iel

ler cas : I= {1,2]

B, étant :xtension essentielle de M, , la relation
My M, nE,nag =0 .implique | M, o E, E1 =0 , et, B, éfan’c’
extension essentielle de M, 3 la relation M, N E, N E, = 0
implique E1 N EZ = 0. ; la sonmme ET% + Eé- est blen directe.

Pour montrer que E1 & E2 est une extension essex_ltieil,e
de M, + M, , considérons x = x, +%, , X £0 ,

Xy & E1 et X, € E2 . L'une des composantes X, ou X, n'est pas

nulle ; soit, par exeuple, Xy # 0 o by étant extension essentielle

de M, , il existe A€ A4 tel que o x, € M, - &O} . Si
% X, = v , nous avons bien X X € (M1 ) M2)4 - iog s sinon, il
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existe G € A tel que [« i2 € M, - {O} puisque B, est
extension essentielle de M2 , et, dans ce cas, o x € ‘(M1 ) M2) —{O} .

2eme cas 3 I = %1,2,...,n% a un cardinal fini,

. s ) W ) by

Preuve par induction sur n .

jeme cas : I est un ensemble guelcongue.

no ANEUR AN ohee o o

Soit % 1'ensemble des parties finies F de I,

. B = U (5:; B, ) 3

iel * FeGliegr ¢

N
la sonme }~~J B, est directe car chacune des sommes finies

iegr *
Sp = ?::3 E. est directe (d'aprés le 2&me cas) ; de plus, s
F s 1 . P
ie P

est extension essgentielle de & Mi .

' i€ @

La proposition 5 montre alors que 2:: E.  est extension
iel -

essentiellede U [@® M\ = & 1 .

Fe% \ier¥ - ieT

Remarque

- v - Wi ax

Te 7Z - module Q est extension essentielle de 'Z., mais le produilt

dN n'est pas un 7Z - module extendion essentielle de
a., ; '
. z 1 41 4 L “ .
(conb¢derer liéléement (5;> i€ N avec (bi>i€{N suite de nombres

premiers distincts).,

La notion d'extension essentielle est 1lide & celle de complément
- relatif,
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Définition :

Etant donné un sous-module N d'un module M , on appelle
complément relatif (ou complément) de N . dans M un element
max1mul K dans l'ensemble des sous-modu;es X de M tels que
NONX=0,

L'existence d'un tel K est assurée par le théorene de Zorn.

Un complément dans le module M est, par définition, un sous-
module qui est le complément dans M d'un certain sous-module de M .

Théoreme 3.

Pour un sous-module K d‘un A-module M , les conditions
sulvantes sont équivalentes :

a) K est un sous-module complément dans M ,

b) K est sans extension essentiellevpropre dans M .

== b) : Soit N un sous-module dont X est un complément ;

a)

pour tout sous-module B de M contenant strictement K , on a

ENN#£0 ;

“dlautre part EAN A K = O;; done E n‘est pos extension essen—
tielle de X ,

b) == a) : ‘fonsidérons un sous-module N complément de K dans
M, soit X' wun complement de N contenant X y et montrons que K!'
est exiension essentielle de X (et ainsi X.= XK',

soit X wun sous-module tel que X g]i' et X NK =20 ;
comme (K § X)) ANLEK' ' AN=O0.

La somme X + X + N est directe et,
=(N & X) K ;

N étant complément de K ¢ N & X =N ; done XCN et X gX'
ce qui dmplique X = 0 ,
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Proposition 7.

5i M est un sous-module du module injectif Q , toute exten-
sion essentielle de E dans M est M - isomorphe 1),é un
sous-module de Q . Si ‘M est injectif, -il ne possdde pas
d'extension essentielle propre.

Preuve,

ks et s £ —

Le plongement canonique de M dans (Q se prolonge en un

homomorphisme & ~£ 5 q ;

Ker £ A M=0 (noyau du plongement) ; B étant une extension
essentielle de M , Ker f = 0, et E est isomorphe au sous-module
f(E) de Q = chague élément de M étant invariant par £ -

Théoréme 4.

M étant un A-module, il existe un A-module E extension de
M, défini & un MN-isomorphisme prés, et ayant les proprictés
équivalentes suivantes :

a) E est une extension essentielle maximale de M ;
b) E est une extension essentielle injective de M ,

c) E est une extension injective minimale de M .

Preuve

— v ane t o

Soit Q. une extension injective du module M . L'ensemble
des extensions essentielles de M. dans Q , ordonné par'inclusion,
est inauctif (et non vide : M appartient & cet ensemble).

(1) Chague élément de M étant invariant dans 1'isomorphisme.
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Un élément maximal B de cet ensemble vérifie la condition a) du
théoréme, en vertu de la proposition 4.

a) implique b) : Soient E une extension essentielle maximale de

-y ne sa s

M et T une extension de E H considérons un complément relatif K
de E dans F ,

B (B @ K)/KgF/K

Mpntrons que F/K est extension essentielle de (E & K)/K .
Soit X un sous-module de F contenant K tel que

®

IN(EBEK) =K ;

alors ¥NE=KnE=0, avec K'Q X3 X étant un complément
de B, X=X,

F/K est ainsi extension essentielle de (E@ X)/K xE , et,
d'eprés la condition a), F/K=(E®K)/K , P=E&XK.

"E  est facteur direct dans toute extension ; il est donc injectif,

gl_ggg}gggg_gl : Soit Q un module injectif tel que M C QC E .

Z est extension essentielle de Q car E est extension essentielle
de M . L'injectif Q n'ayant paé a'extension essentielle propre :
E=Q.

c) impligue a) : E étant injectif, E contient une extension
essentielle méximale de M , soit” B! .(d'aprés la construction
donnée plus haut). E' est injectif, puisque a) implique b).

Ainsi B' = E | |

I1 reste & établir l'unicité. Soient deux A-modules E et B!
vérifiant lesiconditions du théordme. E! est alors M-isomorphe &
un‘sous-modulef E1 du module injectif; B (cf. proposition 7).;

iy

B étantjune éxtension injective hinimale de M , B, = E .
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Définition

Un A-module E vérifiant les conditions du théoréme 4, est
appelé une enveloppe injective de M (ou l'enveloppe injective de
M , par abus de langage). Notation : EB(M) .

bxemoples,

1) @ ‘est l'enveloppe‘injective du Z-module %
(g est Z-lngectlf d'apres le corollaire 1 du théoreme 1, et on
contrdle alscment que Q est extension essentielle de ),
La somme directe de copies de Q, Q(I) , est un Z -~ module
injectif (cf. Proposition 3), et est extension essentielle de <I)
(ef. Proposition 6), € I est donc une envelop e injective du

Z-module libre Z(I) . On a d'ailleurs Q(I>c; 1) @P Q .

2) Soit 4 un anneau unitaire intégre, non nécessairement
commutatif, admettant un corps des quotients & gauche X : tout
élément de K 's'éerit a” ' b avec ae A~ 20? et b e ; 4
vérifie la condition de Ore : (ex1stence des multiples communs &
gauche) (C) pour tout -x e‘A ot x* € A -{0} il existe
uegh-{0} et vea tels que o x =v x' .

Le A-module KX est'enveloﬁpe injective du A-module a gauche

Ag (il est trivial que K soit extension essentielle de A).

Montrons que X est un A-module injectif ; pour cela, consi-
dérons un A-homomorphisme A% -LgmﬁvK tel que f(40 #0, .
étant un idésl i gauche_de A .

Pour a“, b € WO -f il existe (ef. condition (C)). u et v
de’ A tels que ua=vbs#0 ;.en appliquant £ ,

u f(a) = v £(b)

comme ‘W =7V b o~ , vba f(a) =v £(b) , Sl f(a) =5b  f{b)

Soit h = af’ £f(a) ; £ est alors reallsee par l'homothétie :
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3) Soit U, le gsous-module du Z - module &/Z formé
des images modulo Z des rationnels de la forme ~§ , p ¢étant
p

un nombre premier fixé, xe&€2Z2 , n€WN .,

Les sous~groupes de U_ , distincts de Ub s, sont les sous-

groupes Gn 9 Gn étant engendré par la classe modulo. 7 de —% H
p

chagque Gﬁ est isomorphe au groupe additif @/p" 7 .

Uﬁ est alors enveloppe inijective de chacun des ’Gngg Z/pn Z,

pour =n 3 1 .

~ En effet tout élément de Ub est divigible par une puissance
ph de p , et par tout entier a premier & p (utiliser la rela-
tion de Bezout), donc par tout entier non nul. 'Ub est -donc injectif
(ef. corollaire 1 du théordne 1),

U. est:extension essentielie de tout sous~-groupe Gh #0,
car le treillis des sous-groupes.de Ub est une chaine.
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MODULES INJECTIFS INDECOMPOSABLES
G.  RENAULT

*
¥*. %

1, Modules injectifs indécomposables.

DEFINITION 1o = Un A-module M est indécomposable si ses seuls facteurs di~-
rects sont. 0 et M.

PROPCSITION f. = Soit ¥ wun A-nodule ; les propriétds suivantes sont équi~-

valentes :
as 0 est r~irréductible dans M ;

be L'enveloppe injective E{M)} est inddcomposable ;

cs E(M) est l'enveloppe injective de tout sous~nodule non-nul de M .

(a) == (b)e - Soit EM) = M, ® M, ; posons X, =M nM et X, =M oM,
E(M) est une oxtension essentielle de M ; par suite, X, et X, sont diffée

rents de (0) et 1'on a X, n¥, =0,

{(b) = (c)e = Soit P -sous-module dc M 3 E(P) est focteur direct de E(M)
{e) = (a)s —'Solent X, ot X, deux sous-modules de M tuls que

X, nX, =0, EQ@) non extension essenticlle do X, o

Fxemplee - Soit E un A-module injectif indécomposable, alors & =E{A/T) ob
J est un idéal irréductible. D'zprés la wroposition 1, si J est un idéel irré-
ductibley alors E(A/J) eost injéctif et indécorposables

Réciproguement, soit x € E , alors B =E(Ax) ; soit J anmulateur de x @

Ax MM/, E=E{H/A)

avec J irréductible.

PROPOSITION 24 = Soit E un -A~module injectif et indéecorposable, alors
Homy (B , E) est un anncau local.
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Soit u e Hom (B , B) , u est un sutomorphimie de I & u ost injectif.
En effet, dans ce cas u(B) cst wn A-noduld ijectif et, por suite, est facteur
direct de B o

Soient u , v € Homy (E , E) , Keru#£0, Krv£0,
Ker(u + v) >Keru nKor v £ 0 = Ker{u +v) £ 0

PROPOSITION 3, = Soient (Xi)le:i “n des soug-iodules irréductibles d'un A=-nodule
M tels que O = }xl Nose N Xn et - 0 n'étant Intersection d'avcune sous-fanille
des Xi « Alors '

Oie E{M/Xl ) est un A-nodule injectif indécaposable ;
be B() =EMA,) 2 ees » BMA) .

La propriété (a) résulte inmédiaterent de la groposition Lo Soient 9 llappli-
1 5 i : T
cation canonique M - M/Xi et ¢ = (“"i}l i ?

g; 8 m = [pl(m) 000\.5)11(3??.)}

¢ oot une application injective do M dans B= E(M/’Xl}' ©® veo ® E(M/Kﬁ) » I1 nous
suffit d'établir que E . est une extonsion essaticlle de ¢{M) o Par hypothése,
il existe

ne N X, svee néX

A4 1

[Py

par suito,

o(M) n MAK, # 0

Dtapres 1l& proposition 1, on sait que E(M/Ki) est 1'enveloppe injective de

o) n M/}Ii o Soit x = (Xi y sas Xn) €L . Bur toute composante non nulle x, ,
il'existe a; € & tel que a; X, € o(M) n M/X:.L avec &, X # 0, ot, per suite,
il existe se€ & tel que sx #0 ot avec sx€ ¢(¥) « E ost une oxtension
essenticlle de (M)

Avec des hypothéses analogues; si X = Xl N ae N Xn‘ s alors

E(M/X) =EQ{/Z,) # vu » E(M/Xn}
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Remorques ~ S1 M est un A-module noethérien, O est intersection d'un nor-
bre finl de sous-tiodules irréductibles.

PROPOSITION 4. -~ Soit A wun anneau noethérien & gauche ; tout A-module injece
tif M est sopme directe de sous-modules injectifs indécomposnblcse

Seit € un sous-module mexcinl, somme directe de sous-modules injectifs indé-
cotiposabless Alors © = M‘; sinon, il existe x € P s X £0 ;5 soit OCK) anm-
loteur de x s A noethérien, par suiﬁe, o(x§,=:xl feee nL , chles X,
sont des idéaux irréductibles de 4 ; 0(X) n'étant intersection d'ancunie souse
fapille des Xi o

E@A/0(X)) =E(x) =B@A/K,) @ oo » BRA)

le sous-module de M, O E(A/XL) R soe ® EQA/Xn) est somme directe de modules
injectifs indécomposables, ce gqui contredit lg caractére maximal de © o

2e le théoréme d'Amumaya.

THEOREME o =~ La}décomposition d'un module M en sonme directe de sous-nodules

injectifs et indécomposables est unique & un auntomorphisme prés de. M .
Soit

M=,

une telle décomposition ; on va prouver que toub sous-module ¥ injectif indé-
composable est isomorphe & un ﬁi~,
M=Ne?
Soient £ et £' les applications canoniques‘de M deng N et P.Ona
l=f+ft, Loft=1ftof=0
Il existe 1y ; eee, i, €I tel que

NnM., @ .no,l@i"l. ?é 0
R lS

1
IEME,. - Soit A un amneau des endomorphiswmes de M, £, f'e¢ A tels que
£+ f' =1, A4klors, pour tout systéme d'indices fini I, , ese s i, il existe

des soug-modules P, ; eee P_ tels que :
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ae Pour tout k , f ou ' induisc un isonmorphisme de M - Py »

b.'M:Plzo...'@PSw(§ Mi) .
e

Soit i, ¢+ M »M;  1a projection de M sur M, perallélement avx autres
fecteurs. L ot

8i) =23, o f'-t-.&'il' o ff s
et, par suite,

Eil o £ on ?fil'o £t

induit un isonorphisre sur Ml « Supposong que ’lil o £ -induit cet isomorphisme

:f(Mi ) N M,

P
! 1 ]

et 21 induit un isomorphisme de P, sur "Mi

Ker£i1=§1’Mi R

!

M =PI ® (@ M
¥

en itérant le procédé, on obtient le résultat.

par suitc,

o

Appliquons le lemme & la sit-tation’ précédente. f' anmle ¥ Mi‘l D eee @ Mis
et, par suite, ne peut définir un isomorphisme de M. B ees ® Mis sur

Pil ® ese ® Pls 3 on en conclut que, pour au moins un Xk s £ est uvnkisonorv-»
phisme. Mlk - Pk 3 N étant un niodule injoctif indécomposuble, 11 g'en suit
Pk

Montrons l'unici'bé de cette décorposition & un aLtomrp}n ome prés do M o Soit

=N .

@ N, une aul,re décor: posa.’e.x.on de M en somme directe de sous-nodules
jed

injectifs et indéeouposables, d'aprés ce qui préeéde, tout N 3 est isonorphe &
un Mi y et reciproquenent tout Mi est isomorphe & un Nj N

Deux indices de I (resp. J ) soront dits équivalents s'ils définissent des
sous-nodules isomorphes. les classas de I ot de J so correspondent biunivos
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quement, et on notera K , l'ensemble de ces classes 5 tout X € K définit une

classe [I{x) , J(k)] , tou‘b revient & prouver gque card I(k) = cara[d(x)] .

oo card[I(x)] finie - Sodent 3 ed (k) et £, 1a projection de M sur Nj 3
en vbilisant ce qui préeéde, il existe ii e I tel que f, soit un isor.zorphismoi

de Mil sur le et on a

(1) M = 'Mil 2 (_@ N,)
sF5H
Si j; est le seul élément do j(k} , ona
card[ I(k)] > card[J(k)]
d'ol 1'égalité ; sinon, on recommence l'opérations D'ol, finslenent,
cardl T(k}] > cara[J(x)]
ety par suite,
card[ I{k}] = card[ J(k)]

Be card[I(k)] infini, - Soit f 12 projection de M sur }Jj , parallélement

aux auires flcteurm

: jeL

i ¥4

ou L parcourt 1€u femilleg finies de J . Par suite, M, nKer i‘j = 0 pour un
nombre {ini de J 5 pour tout i , il existe un noubre f1n1 de j tel que fj
soit un isomorphisme de ﬁi sur N, 3 soit (i) = {j} cel ensenble, Quand i
parcourt i(k). , les j{i) rocouvrent jJ(k) . card[I(k}] infini, par suite,

card[I(x)] = card[J(x)] .

3. Modules isotypiques.

4 A - . (3 ) *
DEFINITION 2. = On @it que X est un sous-module isotypique de M , si E{MA)
est soume directe de sous-modules injectifs indécowposables tous isonorphcse
Remarques = B(M/X) est isotypicque su sens de ¥, BOURBAKI,
Soit I wun sous-module isctypique "dont les composantes" sont isomorphes & 7,
module injeetif indécomposable. 7 est le type de I, on dit que I eost

me=isotypigucs
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PROPCSITION 5, = L'intersection de doux sous-nodules seisotypiques est un sous-
module T-isotypigue.

X =% nk,, E(M/X) CE(M/XI) ® E(M/Xz) et BNAX) est factoenr direct de
E(M/Xl)‘ ? E(M/Xz) s le théortme dfhzumays entraine la propriétée
Cotte propriété permet, dans une décomposition comme intersection de sous~nodules

isotypiques, de rassembler les sous-modules de mé@me types On obtient ainsi une

décomposition réduite, c'est-a-dire une décomposition comme intersection de sous~
iy H

modules isotypiques de itypes tous différents sans élément superflu.

PROPOSITION €, = Tout sous-module d'un module artinien on noethérien admet une
décomposition-réduite comme intersection de sous-modules isotypiquese Soient deux
décompositions de X

X:Ilﬂ -»oﬁIn:I{ ﬂ,so-ﬂI;l‘ 9

alors n =n' et les types des Ii sont les wmdmes que ceux des I; .

Ces propriétés sont les conséquonces des théoremes précédents.

4« Applications aux anneaux commutabifs.

THEOREME 2. =~ Soit A un snneau commutetif noethérien, il y a correspendance
biunivoque entrs les idéaux premiers de A et les uwedvles injectifs indécomposa-

bles. P «B{A/P) 51 Q est un idéal irrédductible Peprimaire, alors
E(RA) M E(R/P)

Soit P un idéal premicr de A ; alors ‘P est irrcductible eb, par suits,
EA/P) est un A-module injectif et indécorposables Soicnt P et P, deux idéaux
premiers tels que' E(A/F)) ‘_‘."E(A/Pz\)‘ =E . On plonge 4&/P, ot &/P, dans E,
ebona A4/P n Ii/PB. # 03 c'est un sous~module qui o pour annuluteur P; et B, ;
par suite P, =P, .

Soit Q wun idéal irréductible Peprimaire ; il existe n tel que. P eqQ s
n étant le plus petit enticr tel que P o la proprid¢tés Il existc b e pit P
b £Q ; soit B 1‘>:image de- b dans A . Soit o(b) 1'anmlatevr de -'k; s i1
est clair que O(b) > P, Dtautre part, a e o) Alors ab € Q ety par suite,
a e Pj d'oh finalement

O(E) =P
EQAR) NEA/P)
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5, Injectifs indécomposables ¢t idéaux bilatéres premiers.

P LA PN L S PSP PN NT NSNS I IV B SNt MAS s SRR, Prr 1 P AN L NP AP AR PPN IR PSS

Soit A un anneau noethérien d gauche ; si I est un module injectif indé~
composable, les annulateurs des sous-modules non nuls de I , forment une famil-

le filtrante croissante d'idéaux bilatéres de A .

Cette famille admet un élément maximal A{I) ;3 A{I) est un idéal bilatdre

premier ¢ {a Ab ¢ A(I) = a ¢ A(I) ou b € a(X) ).

La correspondance I ~—» A(I) entre type d'injectifs indécomposables eb
iddéaux bilatéres’premiers n'est pas en général injective. Pour plus de détails

on se reportera & [4}»p; 421 & 423,

Ixercices s

1) Caractériser les anneaux commitatifs tels que tout A-module simple est
injectif, {Ce sont les anneaux réguliers au sens de Von Neumann (th. de

Kaplausky)] .

2) Si m est un entier strictement positif déterminer les modules injectifs
indécomposablas et les modules projectifs sur l'anncaun A= Zy(m) . {on montrera

que A est un  A-module injectif).



(1]
(2]

(3]

[4]

l

]
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SEMINAIRE D’ALGEBRE NON COMMUTATIVE

g g ot o o

Conférence n° 4 du 27 novembre 1967

ANNEAUX DE FRACTIONS GENERALISES ARIINIFIS ,

par ¥, DIABALIL
R R Lo 2t T &

L, LESIEUR a &tudié dans [4) 1a notion dfanneau de fractions F(A)
dtun annean A par rapport & un systéme mulbiplicatif 8 d'éléments mon
nécegsairement réguliers. La théorie fait intervenir un ensemble " IF déf‘ini
ainsi 3 81 x € I* , ou bien il existe b € 5 ‘el gue Dbx = o , ou bien il
existe b* € 8 tel que xb! = o , ou bien encore il existe b et b* € S tels
qué bxb? = o , (nous ne supposons pas que S conblent un élément unité pouwr
la multiplication de A) » On appelle I 1'idéel bilatire eugendré paxr I
Si A est 1l%ameau A/I et § 1'image canonique e A , F(4) existe si
et seulenment si

1) 8 est constitué d.’élémen‘ts'réguliers dans A

2) L possdde un amieau de fractions au sens classigue du terme par
rapport & 8§ . On posera alors 1 F(4) = % .

Les conditions 1 et 2 peuvent s'exprimer d'une autre fagon 3

1) Si eSS ,MweI=p AEI et DAEI=> AEIL

2). Pour tout couple. b, 8, D €8 , a € A il exigte un couple bt, alt,
p¥*€ S5 ,ateh telques bla=a'd (wod, I) .

Dalns toute la suite nous supposerons que S est llensemble D' des

éléments régulisrs & droite d'un ameau noethérien & gauche A v Dans ce cas
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It se rédﬁit 4 l'ensemble des x tels que 3 O+, x NS + 8. I n'est autre
que 1'idéal A gauche engendré par It , I' étant évidemment permis pour la
- nmultiplication & droites

Ltébude sa.simﬁlifie dans le cas ol A possdde la proPTiété du
multiple commun par rapport A S5 , clest-d~dire que pour tout couple b,a,
bES ,acd, il existe un couple b¥, a', ' € 8 , at € & tel que :
b'a = a' , Alors L, LESIEUR a montré que I' = I et que L'anneau F(A)
existaits Un résultat du & L, SMALL [7] montre que ceci est réalisé dans le
cas ou tout élément régulier modulo le radical de A est régulier & droite
et que dans ces conditions - F(A) est un anneau artiniens

Nous ellons donnex ume condition nécessaire pour que ZI(4) , stil
exigte, soit artiniens Cette condition nlest pas nécessairement suffisante,
Cependant aile 1%s% pour les annesux gue nous eppellerons quasi-premiers et

gquasi-geni~premiers .
I, QUELQUES RESULTATS SUR LES ANNEAUY NOETHERIENS ,

Soit A wun snneau noethérien LLESIEUR o% R. CROISOT ont montré

dens [6] le théorime suivant

Théoréme 1,1 3 Il existe un mombre fini d¥idéaux premiers Pi, L <1 < =n

tels que 3 Pleepvgu = 0 o Alors les Pi sont les idéaux premiers minimaux
de A., De plus si R est le radical nilpotent de A 3 R=NPi ,
Nous avous nous-mémes établi le théoréme suivamt [2] 3

Théordme 2.1 : Soit b wun élément de A régulier & droites Alors b est
régulier modulo R .
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~ Propogition 1,1 3 Soit b wun élément de A régulier modulo R 4 Alors b est
régulier modulo chacun des Pi .
Il puffit de montrer que b est régulier a droite modulo Pi (cf. [31),

clest-a~dire que Xb € Pi entraine A€ Pi . Appeloms P'i l'intersection de
ceux des Pj qui sont distinets de Pi . Nous supposerons que P’i:% Pi car
si tous les Pj sonb égaux & Pi , ona R =Pi et le résultat est trivial,
On peut éorive t R=Pi NPTi , Dong P'iPi CR , Si Ab € Pi , P'idb CR 4
Mais b étant régulier & droite modulo R cela implique que P'AACR et
dong P'ih CPi « Comme Pi est un idéal premier et que P'i est un idéal

bilatere non contenu dans Pi nous en déduisons gue K€ Pi »

Corollaire 1 3 Tout élément de D' est régulier modulo chacun des Pi .

Corollaire 2 i Soit .I un iddel dilatire de A , Alors toub élément régulier

& droite modulo I est régulier modulo chacun des idéaux premiers minimaux

contenant I «

Corollaire 5 3 Soit I wun idéal bilatére contenu dans R . Alars tout élément

régulier & droite modulo I est régulier modulo R

Définition 1,1 3 Soit S wun systéme mulbtiplicatif. Nous dirons qufun idéal

premier P esgt S-premier si tout éiément de S o5t rdégulier modulo P
" Dans ls cas ofi S = DI s nous venous de voir que les idéaux premiers
minimaux de A sont S~premieésw'Remarquon5 que dans le cas ou D = A-D' est
“un idéal bilabeére nous retrouvons la notion 4'idéal premier D-primaire définie
par - L, LESIEWR ([5]) . |
Dang le cas d'un anneau commutatif il est immédiat quiun idéal premier
est S-premier (S = D) si et seulemsnt si il est contenu dans un idéal premier
associd & "0 . Dans le cas général on peut se demander si leg idéaux premiers
associés & O dans une décomposition tertiasire sont S-premicrs. Nous sommes
en mésure de répondre par lfaffirmative dans le cas ol 1'idéal singulier & gauche
J(A) de A est nul.

Proposition 2,1 : Soit A un ameau noethérien tel que J(A) = 0 ¢ Tout élément
de A régulier & droite est régulier modulo le radical tertiaire de A




Soit IR3 le radical tertiairs de A et poit D € D' , 84 N € R3 N
cela veubt dire que pour tout idéal & gauche non nul X , il existe un idéal a
gauche X' non nul contenu dans X +tel que MbE! = o (cf. [6]). Hais nous
avons montré que dans ce cas O *,bX' = O+ X' (ef, [2]) » Donc W' =o0 et

on voit que A€ R,

Corollaire ¢ Les idéaux premiers &sscciés & o dans une décomposition tertiaire
sont S-premiers.,

En effet RB est ll'intersection de ces iddaux. La démonstration est
analogue & celle de la proposition 1,1 ,

« ANNEAU DE FRACTIONS GENEBALISE D'UN ANNBAU NOETHERIEN

Propogition 1,2 1+ I est contenu dans 1'iddel singulier & gauche J(A) de A &

En effet s x € It , 3b € D' - el que bx = 0 » Mals Ab est essentiel
dans A {of. [3]) et il en est de’ méme poux O'-.x que contient Ab ., Donc
I' CJ(A) et on en ddduit que I CJI(A) »

Corollaire ¢ I est contenu dans le redical de A

Proposition 2,2 ¢ Soit b € DY , Alors b est régulier modulo R = R/T
I1 suffit de remarquer que &/R est isomorphe & A/R et d’app.Lmquor’
le théoréme 1,1l «

Proposition 3,2 § Supposons que A popséde un anneau de fractions généralisé
F(A) = Eﬁ, « Alors le radical R' de F(A) est égal & F(A)R et on a 3
R=idNER,

Pour la démonstration on peut se weporter & [7] «

Proposition 4,2 1 Supposons que IF(A) existe » Soit P un idéal S-premiex
(8 = D!') » Alors tout élément de 8§ est régulier modulo P » De plus si on
pose PY = F(A)P on peub dirve que P = A NP' et que P' est un idéal
propre gremier de ¥(4)




b= 5=

Remarquons d'abord que P est un iddal premier de A . En effet P
contient R et contient done I . Dans ces conditions le premier point &'éfa-
blit immédiatement.

Supposous alors que 2 ¢ & {'\.P" o I1 en est de méme du produit
b(b'a) « Mais si & appartient & P il en est de mdme pour b-'a puisque
b est regul:.er modulo P + On a donc bien P =A NPt .

Montrong maintenant que P' egt un iddal bilatére. On sait déja que
olest un iddal & gauche. On voit sans difficultés que c’est un idéal & droite
si tout produit de la forme pb~' , p e P peut ﬂéécrire sous la forme
b"‘);) avec p € P, Mais on a "5;1; = qu On. remargque p PeP. b étant
reguller modnlo P on en déduit que P, € P et ‘donc P, € P v

Montrous enfin que P! est un iddal premier, Supposons que le produit
b-ta F(A)E:‘Z C Pt , Mais aloxs on voit que b-'a A'"Zq =b-'a TX’S‘(S;“E“) appar-

tient & P! , Dono aAa C Pt nA = P » Comme P est premier on voit que

soit a , soit a,i appartient & P .

Proposition 5,2 3 Supposons qu'un anneau noethérien A posséde un anneau de

fractions généralisé artinien. Dans ces conditions les seuls idéaux S-premiers
sont les idéaux premiers minimaux de A .

Dans un ammeau artinien tout idéal propre premier est maximal (cf.[6])
Solent Pi , 1 <is<n, les idéaux premiers minimaux de A o Les idéaux
Pfi = F(A)Pi sont des idéaux propres premiers de F(A) . Montrons que si R
est le radical de F(4) , B* = N P'i . Pn effet pour tout i P'i NA =
et done NP'iNnA=nPi=], Dol 1tinclusion N Bri < F(A)R = Rt , D'autre
part nous pouvons dire que M P'i > R! dtol 1'égalité annoncée.,

Dans ces conditions les P'i sout les seuls idéaux propres premiers
de F(A) » Maintenant si P est un idéal S-premier, P' = F(A)P est
nécessairement égal a L'un des E&i’ +Comme P'NA=P et P'aiNA=Pi on

voit que P = Pi _d'h 1'égalité P = Pi (P et Pi contiemment I) .
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Théordme 1,2 3 (L, SMALL [7}) v Soit A un anneau noebhérien dans leguel
tout élément régulier modulo le radical est régulier & droite. Alors A posséde

un anneau de fractions généralisé artinien.

En effet il suffit de remarquer que dans les raisomnements de [7] on
ne se sert que de la régularité & droite des éléments réguliers modulo le radi—
cal, La condition du multiple commun est vérifide par rapport au systéme S .
Lfanneau de fractions est artinien,

Remarquons gue dans ce cas liensemble dds éléments réguliers de L est
égal & S « En effet tout élément régulier b de L est régulier modulo R
(Thy 1,1)s Dono b est régulier modulo R (A/R étant évidemment isomorphe

a AR) .

Propogition 6,2 3 Soit A un suneau noetherien commutatif non nilpotente

A posséde un annesu de fracﬁions-@r%iniens si et seulement si les seuls idéaux
S-premiers sont les idéaux premiers minimaux de 4 .

La propriété est bien comiue. Dlailleurs on peut remarquer avec
L, SMALL [7] que tout élément régulier modulo le radical est régulier dans A .
On voit d'ailleurs que dans ces conditions l'ensemble S n'est pas vide.

Notre condition 5,2 mnous fournitune condition nécessaire pour quiun
anneau de fractions. généralisé ariinien existe., Nous ne gommes pas en mesure
de dire si elle est suffisamte dans le cas d'un anneau non commutatif, Etudions

quand méme un cas particulier et ‘tout dlaboxd rappelons la d@éfinition

Définition 1,2 3 un idéal A gauche I d'un anneau A est dit idéal complément
s8i I est la seule extension essentielle de  lui-mlme dans 4 (ef. [3]) .
Donnons alors deux définitions.

Définition 2,2 3 un anneau A est dit quasi-premier . si tout idéal complément

n w anmulateur & gauche nul,
Définition 5,2 & Un anneau A est dit quasi-~semi~premier si tout idéal complément

contenant un idéal nilpotent non nul a un annulateut & gauche nul.

Nous pouvons considérer qulun ameau premier (resp. semi-premier) est
quasi-premier (resp, quasi-semi-premier).

Loeoreme 2,2 § rour qu'un anneau woetherien. A quasi~gemi-pramier pogséde

un anneau de fractions géméralisé artinien, il faut et il suffit que les seuls
idéaux S-premiers soient les iddaux premiers minimaux.



Soient Pi , 1l €i<n, les iddaux premiers minimaux de A . Leur
produit est nul et on peut écrire P‘Pz...,Pn = 0 avec Pqu"'P . % o » Posons

1

Qn = PiPzn..?ﬂ " On en déduit que (OQ.*Q est différent de o puisqu'il contient
- n

Pn . Montrons que tout élément de S est régulier & droite modulo O - 'Qn v
En effet 81 c €S et 8i N € OnQn s on peut écrire i Qn}\c =0 et dono
,Q A= o0 ¢ Mais alors ¢ est régulier modulo les idéaux premiers minimaux
contena.nt O Q (corollaire 2 de la Prope. 1,1)s Ces :.déaux sont donc des
idéaux S-—prem:x.erB. Mais comme (. Q, contient Pn et que tout idéal
S~premier est minimal nous en deduisons que 3 O -* Q = Pa

Dlaprés le théoréme 1,2 il suffit de montrer que tout élément régulier
modulo R est régulier & Qrorbe. Soit donc b un élément régulier modulo R
dont 1’annulateur & gauche () -.b est maximale Supposons O +.b £ o v Soit I
Uns extenslon essentielle maximale de (b . I est un idéal complement et
onas INREo, Eneffet O b C R puisque b est régulier & droite médulo
R et INRDO . b » Nous en déduisons que ‘O *vIl=o0.

Considérons Pn + Comme Q *Po>QW , O Pn-l.,c 0 » Il en résulte quton
ne peut avoir I CPn 4 Mais b est régulier modulo Pn (prope 1,1). On sait
que dans ces conditions 1'image cé.nbnique de b engendre un iddal & gauche
essentiel ‘dans 1l'aagneau premier noethérien A/Pn . En particulier puisque
Id¢ Pn, In (Ab+Pa) d Pu . Cela revient & diré qu'il existe i € I , avec
i=ab+p , if Pn et p € Pn . Or au début de notre raisonnement nous avous
vu-que ON Q v Done Qi o et on peut écrire l’égali’cé X
Q i=4Q ao# o » Gela prouve qug Ab NI :!: o et comme I est une extension
essentlelle de O*b , On peut encore écrire Ab N .bF o

Remarquons maintenant que b? est également régulier modulo R + Comme
O".bCO % et que O-.b est maximal on voit que O b =0 *.b? » Mais
Bi & NQO *.b = o0 , cela implique qu'il existe A +tel que N $ o et M’=
done qu'il y a inclusion stricte O *.b €O -.b*® . Nous arrivons & une contra-
diction eb nous avons bien Q- .b = o0 .

Exemple § Soit A L1'anndau des matrices de la forme  <§’-2> dont les

coefficients appartiennent & Z . A o5t un anneau noethériens Les seuls idéaux
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premiers minimaux sont les idédaux

() S )

On a bien i

e 03]
4 2 [« B¢}

Dlautre part 3 P2P1 =0 .

Il est facile de vérifier que .. ¢siv un annesu quasi semi-premier, On
remarque que leg seuls idéaux coxﬁp].éments qui ont une intersection non nulle avec
R somt P_ d'une part et A d'sutre part . Or Q%P = O A =0 1 Dfailleun
1ridéal singulier & gauche J(A) .est nul et on voit que précisément la ferme-
ture de¢ R (of [1]) » Comme dans:ce cas bout élément régulier &, droite est
régulier A posséde un anneau de fractions au wsens classique du terme arbinien.



1]

(2]

(31

4]
(5]

[61

(7]

b= 9 -
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SEMINAIRE,d'ﬁLGEBRE NON COMMUTATIVE
Canférence n® 5 du 2 Décembre 1967

ANNEAU ASSOCIE A UN MODULE SOMME DIRECTE

DE SUUS- MODULES  INJECTIFS INDECOMPOSABLES
par A. CAILLEAU
Ds.1n¢tlon et proprletes de l’anneau agsocié a un module.

N L e e R T Y N T el A e e

Dans tout ce qui suit A est un anneau unitaire non nécessairement
. t

commutatif et tous les modules considérés sont des A-modules a

gauche unitaire.

Soit M ‘un A-module quelconque ; un endamorphisme de M est dit
Endormorphisme. EssentleL, .81 son noyau est. un sous- -module essentiel de

Mo

PROPOSITION 1.7 - Les erdomorphismes essentiels de M consti-
tuent un idéal bilatdére de 1'anneau des_endgmprphismes de M ;s Cet

idéal sera noté J(M).

Soient %)et‘\f' deux endomorphismes essentiels de M et soit

\g un endomorphisme quelcqnque de ™M . Un a les inclusions
-kar\{)n ker \,?‘ ker{ \{) + \{)"‘ , ker k() ker "Ltj W

et par suite \? + &?' et H}\? . sont des endomorphismes essentlcls
de M. Montrons qu'il en est de mBme de \P-_z : Soit X un sous
module de M - vérifiant : X Nker =0 . 0On a alors
ker\? d \V (X) = o, et par suite '1¥(XY = 0. X é%anﬁ inclus dahs
ker ﬂy » l'est dans ker \f \V et l'on a donc : X/ ker xf V

soit X = 0.

DEFINITION 1.1. - Sait M “un A-module et soit b l'anneau

des endomorphismes de M ; on appelle anneau associé & M 1l'annea
guotient g)QD /.J M
Cet anneau sera noté S(M) , et 1'image d'un endomorphismegy

de M, dans S(M) sera notée(% .



5= 2 =

PROPOSITION 1.2, - Soit M wun A-module et soit £ l'enveloppe

injective de M ;3 l'anneau 5{(M) associé & M est un sous anneau

de l'anneau. S(E) associé a E .

Soit @ un endomorphisme gquelcongue de M ; il existe au moins
un endomorphisme de € prolongéT@ k? , et dlautre part si deux
, ils diffeéerent d'un
&lément de J{E) puisque -ker ({% @3 contenant M est essentiel
dans E. Qn peut donc puser pour un endomorphisme \%}ée Mo
fW ) = (§ on @)ést un‘endﬂmorphisme\da £ prolongeant \?.

! . , . ‘ .
est manifestement un homomorphisme d'anneaux dont le noyau est  J{M)

bndomorphlsmes @) é) prolongeant

THEOREME 1.1, - Si E est un A-module injectif (resp. quasi

injectif.

1) J(E) coincide avec le radical de Jacobson lfanneau des

endomorphismes de. E

2) L'anneau S{E) associé & £ est un anneau régulier (au sens

de Von Neumann). {cf. .Utumi 5. , Johnson et Wong 3 , Faith et
Utimd: 1 )
Rappelons que le radical de Jacobson R de ltanneau B des

endomorphismes de E, est le plus grand idéal 3 gauche, de B cons-

titué d'éléments \f tels que (1 - L?), soit inversible & gauche.

Soit \f appartenant & J(E) on a : ker \f{ﬁ kex( \?)
et par suite ker (1 - \?) = o . Le diagramme 3
0 —s =25
Tel

ol 1E désigne l'identité sur E, se plonge dans un diagramme

commutatif de la forme :

0 — E—————‘:e——w; - £

e

m
-



5-3-

et 1 - d? est donc inversible & gauche. Un a donc :

J(E) € R

Soit maintenant un élément \fde R 3y si X est un sous-module

de E wvérifiant X N ker\f:: 0 , le diagramme :

0 —— x L5 ¢

i
y
E

o i est l'injection canonigue de X dans E , se plonge dans un

diagramme commutatif de la forme

0 » x5 ¢
4/
e Y

X est alors inclus dans ker(! - WV \y). Mais \p appartenant & R,.
i v
1 - Wy LF est inversible & gauche et 1'on a2 donc ker (1 - \Y \Q) =0
d'od X = 0. Par suite \? appartient a J(E£).
Montrons que S(E) = ﬁ%/R est régulier. Soit k? un élément de
B , considérons un complément X de ker dans £. On peut trouver
B

(cf. démonstration précédente) un élément qv de vérifiant

X (Cker (1 - \v Lf)
ker x?(? ~>\V \?) contenant le sous-module X & ker &? essentiel
dans £, est lui-mé&me essentiel dans E , et E? (1 ~’%fx? ) appartient

donc & J(E). Par suite on a : {?:: C% \y .\?

PRDPUéITIDN 1.3, - L'anneau associé & un A-module injectis

indécomposable E est un corps, dit corps associg & E .

En effet, si € est un A-module injectif indécomposabley tout
‘endomorphisme de E , non essentiel, est injectif et par suite
serjectif.

'N.B. On retrouve bien ainsi le corps associé a4 E  tel qu'il a été
défini par L. Lesieur dans la premiére conférence. Cette guestion

est traitée dans l'additif au présent exposé, fait par M.C. Germa.
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R Rt M

CORPS ASSOCIE A UN MODULE CO-IRREDUCTIBLE M

par Mme Marie-~Christine GERMA

E=

Soit M. un module co-irréductible.

Dans la conférence n® 1 , on lui a associé le corps K(M) = E/% » Ol g

est un cértain sous-ensemble de M x M et & une relation d'équivalence dans E

Dans la conférence n® 5, on lui a associé le corps K = 3/%(35)

on B
K (B) = Radical de Jacobson de B

F®B = {pc B, Ker p# o} -
(cfe aussi [1] p. 372.373) .

i}

End E , E enveloppe injective de M

]

I

Montrons que. K et XK{(M) sont isomorphes.

Pour définir 1l'isomorphisme ¢ : K(M) —> X nous utiliserons 1'homomor-
phisme h(&,n) associé & un élément (Z,7m) de & .

(conférence n® 1 , p. 3),

Soit (E_:’,\n) € K(M) . On choisit un représentant (Z,m) € (§~\.7n) , puis un
¢lément h de B prolongesnt h(Z,7). On pose alors &N\ )= Ei, ﬁi désignant
la classe de h1 daps éﬁ modulo 3{9(&) . '

I1 faut alors montrer

a) ceci définit bien une application ¢ : K(M) — K
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b) ¢ est un homomorphisme d'anneaux
¢c) ¢ est bijectif.

a) soit (& ~mn) € K(M).
Prenons deux représentants (&, n) et (&', n') de (E~in) ; puis choisis-
sons un prolongement ,h1 de h = h(¥,n) et un prolongement h’1 de h' = h(E'.,n').

Montrons que h = E's (le cas o1 & un représentant (Z,m) de (E~m) on associe
1

deux prolongements possibles h et h' de h(E,m) rentre dans ce cas 1la).

Or h et h' co¥ncident sur un élément af = a'E' £o

done h et h' aussi ; d'ou Ker(h1~h'1) £ o c.q.f.d.
1 4 s .

b) -avec les notations précédentes.

HE~n) + (E'~7n") = Ei_ + h'1 = h‘ + h'1

(BE~m) + (') = (uE~Nun + J'n') ot uE=u'€ £o

et ol h(uE, un +u'n') = k + k'
lk: restriction de h &a Aug
k' = restriction de h' a Au'Z!

Soit k. (resp. k'1) un pvolongement de k(resp. k') & E ; k + k' est alors:
un prolongement de k + k' & E et on a :

@E(g\n) + (E’\rﬁ)]: kK 7 x

dtautre part k1 + k'1 = h1 + hi'1 car k + k' et h + h' cofncident sur
1 4 1 1

ug = u'g' £ o . Done ¢ est un homomorphisme pohr 1'addition

(& ~m) (8 ~n') = r’f‘,ﬁ'1 = ﬁ:h"
i

(Le produit dens B est hh' =h' oh ;etonnote & =h (§)
4 ’ 1 4

(B~ (E'~n') = (nE~w'n') ou un = u'g' et uE £ o
avec h(ug, u'n') = kk' od  k(resp. k') est la restriction de h
(resp. h') & Auf (resp. Aun = Au'E')
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dfol .o [(g ~n) (& \n")]z k}(’ ,

et Kk' =hh' car kk' et hh' cofncident sur wE £ o ,
4 4 4 1 4 1 1 1

donc ¢ est un homomorphisme d'snneaux.

¢) ¢ est injective.

Soit h = o(E~m) et B =& \n')
Supposans ‘-ﬁ‘ = i',' alors kerr(h'-‘-h")‘ # o donc h1 et h“ coincident
sur pAo.

M étant co-irréductible, soit =z Zo ; 2 €EAENAE NAp .
_hi(z) = h'ir(z) car 7 € Ap ; d'od h(z) = h'(z) et (EXm)= (8~ 7")

¢ surjective,
Soit 516 .3/ et h €h
- T&(
Deux cas sont & considérer
1) h £ o .
On choisit E € M., & £o.

Alors (&, ?5‘111)6 ¥ car EA o0 et Amn ECAm & .

De plus @(E\ﬁh) = }-11
. ! -
Soit alors EEM ; g‘;é ot E~0) = h1 c¢.q.f.d,

L) . 13 . ®
-G om § ] e

[1] L. LESIEUR - Coeur d'un module. Journal de Math. Pures et Appli.
'tvnp 14-2, 196} had p-. 367:514-07‘
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SEJMINAIRE d'ALGEBRE NON COMMUTATIVE
Conférence n® 6 du 9 Décembre 1967 {suite de la Conférence n® 5)
ANNEAU ASSOGIE A UN MODULE SOMME DIRECTE
DE SOUS-MODULES INJECTIFS INDICOMPOSABLES
par- A, CAYLLEAU

. Anneau associé 3 un module injectif riche en co~irréductibles . {resp . & un module somme directe
L aiuean S PV —

de sous~modules injectifs indécomposables)

Modules riches en co-irréductibles

Nous reprenons ici des définitions et propriétés énoncées et ddmontrdées par J. FORT

14

On appelle module riche en co-irréductibles, un module extension essentielle d'une

somme directe de sous-modules co~irréductidbles . Il résulte. immédiatement de cette défini-~
tion qu'un module injectif est riche en co-irréductibles si, ¢t seulement éi, il est exten
~sion essentielle d'une somme directe de sous-—m;)&ules injectifs indécomposables .

Nous utiliserons pour les modules riches en co-irréduc:bibles, la notion de dimension
introduite par J. FORT H

Taéordme 2.1 : - Solent M wn Awmodule st S=(CP ¢, T = @ K
i€l ied

deux sommes directes maximales de sous-modules co-irréductibles de M (i, e . toubt scus=

module co-irréductible de M rencontre S et T selon des sous-modules non nuls) 3

désignons par E(Ci) » eb E(Kj) des enveloppes injectives des Ci eb des - K,)' « Alors,

il existe une bijectiong-de I sur J, et un _isomorphisme  de @ E(Ci) sur
' iel

@‘ E(K.), tels que l'on ait pour tout indice i de I :
je a9

QD (Bey)) = BE_(;y) -

Le cardinal de I, ne dépenda.n‘b que de M, est dit dimension de M et notd dim M,
N.-B.~ On peut de m@me »arler de W ~dimension de M, pour un type I de sous-

modules injectifs indécomposables de l'enveloppe injective de M : on appelle 4ainsi le

ca:r'dina,lld'une famille (Ci, ie “I)‘ de sous-modules co-irréductibles de N, telle que :
- pour tout i appartenant & I, E(C;) soit de type T

~ la somme <— _Ci soit directe ;
ie1
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~ tout sous-module co-irréductible € dé M dont l'enveloppe injective est de type 1T ,
goupe . ;E§3, ACi selon un sous-module pon nul .
i€&e 1

innesu associé b un medule. injectif riche en co-irréductibles .
Le cas particulier ot E est un A-module injectif de dimension finie a 446 étudié
“par L. Lesieur et R.'Croisot [5] :
| fa

Théordme 2.2 — Soit E un A-module injectif de dimension finie :  E = 6}3 By
i = 1

1=

Désigmons par (’W’1; ceeennonns ,‘T{F) 1'ensemble des types de sous-modules injectifs

indécomposables de E, et pour tout m = 1, veeeaees Py par km le nombre de soug-mo~

s

dules Ei.:de txge'?r_m . Alors, ;fgnnéau<>S(E) “associé & E, est un anneau semi#simple?

vroduit de p ammeaux simples, chacun d'eux étant isomorphe ¥ 1'anneau des endomorphismes

d'un espice vectoriel de dimension kﬁ sur le corps km associé au type "] m*

Soit maintenant E un A-module injectif viche en co-irréductibles, de dimension
quelconque, nous savons qu'il est extension essentielle d'une somme directe de sous-
modules injectifs indécomposables

D
ie I
Nous allons d'abord montrer que l'enneau S{E) associéd & E est isomorphe &

ltanneau S ( €§9'_,Ei)' associé d ‘6%} E, , c'est-i~dire la propriété suivante 1
ier iel

Théortme 2¢3. = Soit M -une somme directe de A-modules imjectifs indécomposables ; l'amnesu

‘associé 8 M est isomorphe & 1'snneau associé b 1'enveloppe injective .E -de M .

Nous savens que S{M) se plonge daus S(E) (cf . Propesition 1.2) .,

Montrons que si M est somme directe de sous-modules injectifs indécomposables
H= P =
i
iel

1'homomorphisme f de,la_prcpoéi#icn ;1.2 est surjectif o .
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- Soit § un endomorphisme de EV, désignons par I1 le sous-ensembls de I
constitué des indices i ‘tels que B, ne soit pas inclus dans ker 3 . Si i
" appartient 3 I, , il existe un élément x, de E, tel que @(x ) ne soit pas
nul, M étant essentlel dans E , on peut trouver un élément 8 de A tel que
a; @(xi) ne soit pas mul et appartienne & M et, par suite, & une somme directe
finie ¢
n

&5 E, .

£=1
Cette somme directe finie de modules injectifs étant elle-méme injective, il existe

. n .
un homomorphisme . de Ei dans (o Ej dont la restriction 3 Aa; %, coin-

cide avec § .
Soit o l‘endomorphisme'de H s

=D 9; 0

i€l

ol les ¢, ~ sont ‘définis comme précédemment pour les indices i de I,-; et oh

1
les ¢, sont nuls pour les indices 1 n appartenant pas a Il y S1 - ¢ est un

endomorphisme de B prolongeant ©w , On a.pour tout indice i de I

kez‘(-‘.w@ﬂEj‘ng,

en effet, ou i agpartleqt Il et alors ker (¢'~ é) n Ei contient a x; ’

ow i n'appar%xegu pas a I et alors

ker(@m@r‘zﬂi:’ﬂi.

11 en résulte qué y et & différent d'un élément de J(E) , et 1'on a par

suite @

2{e) =%
I1 nous suffit avs lors de rechercher la structure de

s(@E)

iel

LEMME 2.5, - L'anneau associé & une éomme directe de A-modules injectifs indé-

composables

M = EE) I‘}i

i€l

est isomorphe su produit des annesux associds aux composantes isotypiques de GBEB
1€T
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Soit (ﬁx y N E A) 1'ensemble des types de sous-modules injectifs indécomposa~
bles de & Ei + Pour toul A appaftenant & A désignons par 'Ih ~1'ensemble
~iel _ _
des indices i de I tels que E, soit de type Y et posons

szj%’gi' Ma-’*}% s
T A

appelons enfin '“x 1tinjection caﬁgniquéfde MX dans M et gx la projection
de ¥ sur M paralldlement & Fg:} Si & un endomorphisme o« de M nous faisons
correspondre 1'élément.

(ER aﬂx) dge [T s(m)

( §A'wﬂk &ant 1a classe de gk aﬂk' modulo J(Mk) ), nous obtenons une application
6 de ltanncau & ‘des endomoxphismes de M dans |1 S(Mi) .
AEA '

1® 9 est un homomorphisme d'annecau¥ : il est évident que pour tout couple

(alg} az) d*éléments dé & , on a ¢
6lay * a,) = oley) +oley) .
Pour montrer 1'égalité ¢
e(alsa2) = G(QI).G(aZ) ’

on est amend éﬁmbntrer que lfon a, pour tout A appartenant 4 4 :

-

oy S ey W S ¢
S a8l =5 o al,

soit

A b A
§ oy (g ay -~ )7 =0 .

) . .
Or L'homomorphisme (g Oy'= @,) envoie M, dans K .. Si

ker (8% o, = a,) n M.

niétait pas ¢ssentiel dans M-, il exibterait un indice i 'de I, vérifiant

kexr (gx a24~ az) n Ei =0,
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et Hh et E; admettraient alors des sous-modules injectifs indécomposables iso-
morphes, ce qui est impossible (en vertu, par exemple de la proposition 2 de [2] :
Soientn A-module M et €D X, une somme directe de sous-modules de M , si

: iel
Y est un sous-module de M vérifiant

Yn(@}()#o,
iel

il existe un sous-module non rul de 1'un des .X 'isomorphe & un sous-module de

Y ). ker (g a2 - a }n est donc essentiel dang Mk , il en est évidemment de

n3me de Kér g a1(§ a, -aé)n » par suite on a bien

gt (8 o, - o)1 =

2° o est surjectif : si (al)heh est un élément de fl S(Mk)’; l'endomorphis~

me o de M : A€A

o= @'ﬂa, ol pour tout N, @, = a,
N AT A

est tel.que 0(a) so0it égal a (a;L)kE,'g :

3° ker § = J(M) : on vérifie immédiatement 1'inclusion : J(M) S ker ¢ .

Supposonsrque 1'on puisse trouver un élément o de ker & n'appartenant pas

a J(m) . Pour un’ tel élément on peut trouver un indice i de I vérifiant :

NE, =0 .,
ker o El

8i A est 1'élément de A tel que i appartienne & Ik , on a, 0(a) ¢tant nui,

ker gh o n Ei £ 0 .

a(Ei) est donc un sous-module injectif inddcomposable de M de type nx
(ker o ryEi = 0) , rencontrant ﬁ; {ker gk‘a,eri # 0) ceci est impossible

d'aprés la proposition 2 de [2], rappelde précédemment.

I1 nous reste & étudier l'anneau associé & chague composante isotypique de

] B s clest-d~dire & une somme dirécte de modules injectifs indécomposables
i€l ’
tous isomorphes :

7/ A Y . - s . .
THEOREME §.%4. - L'snneau associé & une somme directe de modules injectifs indé-

composables tous isomorphes :




cat vn anneau régulier, self-injectif & droite, isomorphe & 1'anneau des endomor-

phismes d'un espace vectoriel deo dimension ;

dim ¥ = card I ,

sur le corpsg assocldé au type des Ei .

Remarquons tout d'abord que les ﬁropriétés pour S(ﬁ) d'8tre régulier et self-
injectif. & droite, résulteront de 1'isomorphisme entre S{M) et 1'anneaun des endo~
morphismes d'un espace vectoriel qui possdde lui-méme ces propriétés (cf. theordme

1.1).

Soit P un A-imodule injectif indécomposable isomorphe aux A-modules Ei et
soit K le corps associéd & F ; désignons par V 1'espace vectoriel & droite sur

K engendré par une famille quelconque"(ei) indexée par I :

ieT

Vz‘@ eiK
iel

Pour tout indice:i de I , nous choisissons un isomorphisme Py de T sur Ei ,

et nous désignons par gy la~projectionide M sur B, paralldlement 3 & E, .
: . ' , J#L
‘Soit @ un endomorphisme de M , et 1 un indice de I , les indices j de I

your lesquéls ¢31 gs onp; n'est pas nul, sont en nombre fini : en effet, fixons-

2. 2 " - . "‘1
nous un élément non nul x de Ei s si ¢j gﬁ oy n'est pas nmul, on a
geT £ o n B, =0 clest-d~dire gj aolx) £0,

or, l'ensemble des indices j pour lesquels gj al(x) ntest pas nul est findi.

On péut done considérer 1l'application 7 de 1l'anneaun @ et des endomorphismes
de M ,dans 1lanneau £ des cndomorphismes de V définie par ¢

n(é)°(ei) = JZEI ej"ng" gJ O"cpi .

1° 7 .est un homomorphisme d'anneaux : on a pour tout couple (al y “2) 31814~
ments de- & :

ﬂ(a1 + “2) = ﬂ(al) +lﬂ(a2)
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Dlautre part,

_ B -1
©ap) ay)log) = 2 o I g B 2 5p %1 %

. - - .-1 '
Way-a,)ey) = kzI p ¢ Ty ¥ 9y 9 -

Désignons par I, [ll'ensemble des indices p de I vérifiant :
kergpalﬂn_Ei =0 .

Si xz estun élément de E, vérifient oy {x) # 0, on peut trouver un élément

a de A tel que aql(x) ne 'soit pas nul et soit égal & . X &5 o, {ax) , ax
pel
1

est alors un élément non nul de ker"(czl - ¥ g ml) .+ On a done,

-ker-(a Z 5 cz,l) n B, # 0
1

et par suite ¢

) :
32 “’k S @ Bp @y @y =y B oy o oy
el

‘ce qui donne, compie tenu de la définition de I1 :

Z gIL.'“Z‘;;g)‘:)qu’i""")k S @ 1‘91

Remarque. - La démonstration précédente suppose que I1 n'est pas vide;; il ve'st‘

trivial que la conclusion subsisite dans le cas ol Il est vide.

20 7 est surjectif : soit p un élément de £ , Om peut poser:

e

- J
oleg ) Ji.I o5 Py
rleg g»f‘.ésbnt‘ nuléd sauf pour un nom‘bre fini d‘ihdic-es J.

L'endomorphisme: a= D a, ,
iel

~avec pour toub i de I ¢



U gy e

"(Z P) ?
k€l %
esy tel gue son image par « soit p .

3° ker 7= J(M) : on montre immédiatement qu'un élément « de @ est anmuld
par ‘n 8i, et seulement si,1'on a pour tout couple d'indices (i ' 3) 3

ker §3‘a nB; #0 .

Ceci est évidemment vérifid par les éléments de J(M) . D'autre part, si o n'ap-
partient pas & J(M) , il existe un indice i de I tel que 1l'on ait

‘ker o rlEi =0 3
pour un élément non nul x de Ei y on peut dcrire :

oe(x) = gjl a(x) + vee + EJ 'a(x)

de 1'hypothdse ker a NE; =0, on déduit qu'il existe un indice Jj parmi
.j1 ? vew o jn y tel que ker gj Q r\Ei' ne soit‘pas egsentiel dans: Ei'; clest~
b-dire tel que ker gs « NE

1 ne soit pas nul. Ceci prouve qué «o n'est pas
annulé par 1) . ¥ ‘

Hous sommesmaintenant en mesure d'dnoncer un thdordme de structure, dont le théo-

rime 2.2 de [4] apparalt comme cas particulier.

4 1 B -
THEORZHE 9.5. = Soit B un A-module riche en co-irréductibles (resp. somme di-

recte de A-modules injectifs indécomposable 5) et soit (ﬂh s - M E ﬁ)= 1'ensemble

des tyoes de sous-modules injectifs indécomposables de B ; 1l'anneau S(E) 8580w

cié & E est un anneau régulier, self—injectif 4 droite, isomorphe & 1'anneau

produit 1 Ek ’ ou pour bout A y ﬁx est 1tanneau des endomorphismes d'un es-
AeA
race vectoriel sur le coxps asgocidé au type

, dont la dimension est égale & la

™

J\--cd.i:‘xensm.on de B .

S(E) est réguiier et self~-injectif & droifte en tant que produit d'anneaux pose

sédant ces propriétes, ‘Pour montrer qu' un anneau

L= N1

ep M

,proaulﬁ d’anneaux self—lngectifs & droite (resp. & gauche) est lui-mdme self-injec-
tif & droite {resp. 2 gmche), on peut montrer que pour tout A , 'L, estun
l~module & droite (resp. a~gauche) injectif 3 L , produit de I~modules injectifs,
est alors un, L-module injectifi



(1]
[2]

(3]

[4]
(5]
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Sur vwne spplication de fermeture dans les modules.

Dans toute la suite R désignera un anneau unitaire. Les R-modules considé-
rés seront des modules unitaires. Lorsqu'on ne précisera pas la nature d'une appli-

cation, il s'agira d'un morphisme de R-module.

I, Définition d'une -application de fermeture sur les sous-modules d'un module.

Proposition 1.

A, B, C étant des modules & gauche sur R et A CB il y a équivalence

des propriétés suivantes :

1) Pour tout sous-module E de B/A s HomR(E,C) = 0

2) Si D est un sous-module de B tel que A CD CB et ¢ un morphisme
de D dans € telque A) =0 alors ¢=o0

3) Wb €B., Ve € G s c#o , IreRr , ™ € A, re £ o .
Démonstration : |

1) ==>2) .Soient ACDCBE et ¢t D—>C  gA) =0 .

On peut factoriser ¢ suivant

D25 T

\D/A/(T)
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2) ==> 3) Si la propriété 3 n'est pas vérifide il existe D E€B et ¢ €C c # o
tels que si'.r-e R rob €A . glors rc=o0 .,

Posons I =A".D = {ré R| rbGA} Ic=o0.

L'application a + rb € A + Rb —> r¢c € Re  définit un morphisme de module
de A+Rb dans G ; o{A) =0 donec ¢=o0,0r ¢b) =c# o d'oh une contradiction.

3) =>1) EQB/A 931 BE—> C .
Si ¢ est Zo il existe DEE tel qie ¢b) =c £ o or il existe r € R tel
que Th €A rcfgo rb=o0o re=reb)=g(rb)=o0 d'ol une contradiction.

Les propriétés précédentes seront notées A < B(C) .

Proposition 2. (transitivité)

Soient A, B, C, P des R-modules, AC BC C .
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) A < B(P) et B < C(P)

2) A <C(P) .

Démongtration .

1) =%2) ACDCC ¢: D-—>P oh) =0 A< B(P) et
ACDNBCB =>¢(DbNB) =0 BCB+DCLC.

L'application 4 : b+ d € B + D —> ¢(d) € P est un morphisme de modules
de B+ D dans P telle que HB) =0 B <C(P)=>4=0,s0it ¢=o0 .

La réciproque est immédiate.,

Soient M et P deux R-modules,

Remarque. Soient A un sous-module de M , et I la famille des sous-modu~-
les B de M vérifiant A < B(P) .

f,f)es’é non yide car A < A(P) et posséde un élément maximal A' . En fait
nous allons montrer gue cet élément est maximum.

D'autre part pour tout =x € A' par transitivité

ACA+Rx €A = A< (A+Rx)(P).

Soit A un sous-module de M , définissons :

A {xe ¥ | A< (A+Rx) (P)}

{x.e M| A x sAR(P)} .

A&

2

|
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Proposition 3.

A»1 = A2 eq,t un sous-module de M .

Démonstration :
~ Soient x € A, A x CI CR (I idéal & gauche de - R} et
4:E—>P +(Ax)=0 .

Posons D =A+ Ix ACDCA+Rx .
L'application ¢ :.a + ix € A+ Ix —> 4{i) € P définit un morphisme de D
dans P et ¢(A) =o x € A, donc ¢=0

’ = = : CA

Im o Im 4 o] “ donc X € Az et A.1 SA

- Sojent x€A , ACDCA+Rx et ¢:D—>P oA) =0
Posons I D-* x A*xCICR

Llapplication 4 : i € I —> ¢(ix) € P définit un morphisme de I dans P
et +(A'.x)=o;x€£&2- donc +=o0 et oIx) =0 ; D=4 + Ix
D) = olh + Ix) = o0 donc ;r.(—:l&.1 et A2§A1 .

- Soient x € A1 regR; ACA + Brxi QA + Rx - par transitivité
A< (A+Rrx) (P) et rxe€ A o

- Soient x,yEA1 , ACDCA+R(x+y) ot ¢:D—>P @A) =0.
Posons I =D"* (x + y) J=D*x. K=D"y D=A+I(x+y) I>JINnK..
ACA+JxChA + Rx
La restrictionde ¢ & A+ Jx est nulle sur A et x £ A‘1 donc ¢ (Jx) = o
et de méme  ¢Ky) = o ; ACA+IxCA+Rx .

L¥application + a+ix € A + Ix —> o(i(x + y)) € P -définit un morphisme de
&+ Ix dans P 4 (&) = o et 1:;€A“1 => 4=0 donc ¢=.o0 et 'x+y€A1

Proposition k.

Aﬂ’ est maximum dens la famille fr’d,

On vérifie facilement que A& < A1(P) et que si A < B(P) alors BC A .



7- h-

Théoréme. 1 o«

A étant un sous-module de M 1'application A —> A1 est une application

de fermeture dans l'ensemble des sous-modules de M .:0n 1l'appellera fermeture asso-

cide & P .,

- A‘ Q-A- .
1
- Soient A CB et x € A1 s
A'*wxCB*% xCR x € Az donc A . x < R(P) et par transitivité

B.x < RP), x€B .
- A g A1(P) < (A1)1 (P) => A< (13.1)1 (P) et donc

>A'1
) C & < (&) A) =& .
i 1 1 : R | LR | 1

DEfiniSSORS .A: = {x £ M ‘ g .° P (A ‘e X) = 0} ™

I étant un idéal & gauche de R o .°p I = {y €P|Iy= o}e
Remarque @
A Ch

1 3

Soient xEJA1 I=z=A-.x, p€P Ip=o0.

9t a+rx€A+R —>rpE P estun morphisme de A + Rx dans P ,
®4) = o “xeA.i p=0 ¢x)=p=o0 done xeAs.

La réciproque-est vraie dans deux cas particuliers :
1) Si R est commutatif :

Soient x € Ay, ACDCA+Rz, ¢:+D—>P ¢4) =0 .
Soient r€ D .x, y=¢(rx) et s€A'.x

sy = ¢{srx) = ¢{rsx) = re(sx) =0 .

(A~x)y=0 =>y=o0 et ¢=o0.

2) Si- P est injectif :

Soient x €A, ACDCA+Rx- @ D—>P o4) = o .

P étant injectif il existe + t A+ Rx —> P prolongeant ¢ ¢



v = Hx) € o p (A x) done y=o t=o0=9¢;x €A .

IT, Propriété de la fermeture associde A un module injectif.
M, P et Q étant des R-modules et A un sous-module de M on note AP la

fermeture de A associée & P et AQ' la fermeture de A associde & Q .

Proposition 1.
Si i est une injection de P dans Q alors AQ g;AP .
Soient A_C__DQ_Aq, 9: D= P ¢(A) =0
ig@:D—>Q i, 0(a)=o0 donc ig ¢@9=o0 et ¢=o0 donc
A\<AQ(P) et AQQAP.

Proposition 2.

Si Q est extension essentielle d& P alors AP = AQ R

On sait déja que A?Q SAP .

Soient b €-AP et g€ @Q qg# o .

Q est extension essentielle de P ¢

3s € R sq € P sq Zo0 et sb € AP .

D'gprgs I. 1 dr € R rsh-€ A raq £ o0 et d'aprées I, 1 on a
A < A.P(Q) ot A, g_AQ .

Pour étudier la fermeture sur un module Bl associée & P on peut donc
remplacer P par son enveloppe injective.

Par la suite on étudie la fermeture associdée & un module P injectif.
Posons H = Hom-R(M,P) .

Propositiont 3.

Les sous-modules fermés de M sont les annulateurs des sous-ensembles de H.

Plus précisément A étant un sous-module de M Ay = CRE (O'ﬁ a) .
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On @éfinit o -y A = {(pE H | o(&) = o} et si S CH

o '.M S = N ker o
@€ S

- Soit @€ oA - ¢(A) = o  -donc @(AP) =0 et A, Coy (o-}-I A) .
- Soient x € oy (O'i-IA) , ACDCA+Rx @3 D—>P oA) =0

Soit <4 € H prolongeant - 4 (A) = o 4 € o.; & done 4+ (x) =5
et 9o=o0.

Par la suite on notera AP =&

Proposition 4.

e ssmrcapiess

A et B étant des sous-modules de M ANB=ANSE.
EnB (o‘m (o-ﬁ 4)) f\-(o’]‘-A (O'f{ B))

oy ((owg 8) + (o5 B))

n

et P étant injectif (o.; A) + (0.5 B) =0, ANB donc KnE=ENB .
Remarque s cette propriété ne se conserve pas par intersection infinie,
Exemple : R =2 =M P=@ ACM. AZo A=2;0=o0.

N 2p =2 N Zp  =0=o0
pez-{o} €2 - {o}

Proposition 5,

Ltensemble des fermés forme un treillis complet modulaire.

En posant A A=, N Al et V Ai = I Ai on obtient un treillis
igl i€l igl i€l

complet,
Tl est moduiaire si ACC = K+ BNC=(EKB)NC

BB nc

it

[O'M (0. A+B)] N (O.M (0.°0))
= oy [o.}'i (A+B) + oy ¢l = é.M (0.y (A+B) N C)
=0'M(o-'A+Bf\C)=A+BﬂC

Remarque ¢ Ce treillis n'est en général pas distributif,
Exemple : il existe P tel que pour tout sous~module A de M AP =4,
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Ay=h <= Vegh 3o, ¢z A+Rx/A-->P,cp;4o il suffit de prendre
P= @ M/_A_ pour tous les sous-modules A-de M et pour ¢ 1la restriction & A + Rx

de 1l'injection canonique de M /A dans P,

On ' munit l'ensemble des fermetures . sur un module de la relation d'ordre

suivante :
F1 S }?‘2 <==> _.pour tout sous-module A de M Fi(A) Q.FZ(A) ¢
Propriété.
L'ensemble des fermetures sur M associées aux divers modules P forme un

treillis complet.

Soit (P1) ¢ 1 une famille de modules, Ai la fermeture de A associéde

a Pi,
P= @ Pi K = fermeture de A associée & P .
i€l
On montre facilement que A = N AL et qu'on a un treillis complet.

iel

ITI. Etude de .la fermeture associée & P ‘injectif sur des modules M et N .

M, N, étant deux R-modules ’ A un sous-module de M , B un sous-module
de N on notera A la fermeture de A dans M associde & P et B la fermeture
de B dans N associée & P .

Propriété 1.

Soient f un morphisme de M dans N et A un sous-module de M ,

Alors f(B) C&:@ .

Corollaire.

M=DN-=R ., La fermeture d'un idéal bilatére A de R est un idéal bilateére.
Soit x € R,

kChCk,

Proprié‘bé 1 2 »

3

Si_f est un isomorphisme de M dans N et A un sous-module de M

£(8) = FA) .




Propriété 3.

PO
Si N est un sous-module de M et A un sous-module de »N A=ANN,

~ .
En appliquant III, 1 & l'injective de N dans M ona ACA .

Reciproguement : Soit * ¢t N —> P oh) = 0o et soit +: ¥ —>P un
prolongement de @ ; F (A) = o ==> HA) = 0 =>ANN) =0 domc ANNCA.

Remar_gues. /\
1, 8¢ A est un sous-module de M ona ANN=ANN .

2, 85 ACNCM et si N est fermé dans M alors A fermé dans N

équivaut & / fermé dans M .

Définition.

51 N est un sous-module de M on dit que N est dense dans ¥ si N=M.

On note LP(M) = treillis des fermés de M dans la fermeture associée & P .

Proposition 4.

Si N est dense dans M ; LP(N) . est isomorphe & LP(M) .

Il est facile de voir que les applications :

Ae LP{M) —>ANNKNE LP(N)
B e LP(N) —>B¢ L.P(M)

sont réciproques l'une de 1'autre et sont des isomorphismes de treillis,

Proposition 5.

Soit F un sous-module de M .

LP(M/F) esta isomorphe au treillis des fermés de M contenant F .,

Soit 4 : N —>M fp = N 1la surjection canonique.

On sait qu'il v a bijection entre les sous-modules de M contenant F et les
sous-modules de M g Il reste & voir que ¢'est une bijection entre les sous-modules
fermés.

- supposons A. fermé et soit 4 (x) € o M/F (0-2‘{ A/F) K= HomR(M/F” P) .

Soit ¢ : M —>.P 9 (L) =0 => ¢F) =0 et ¢ se factorise suivant
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hsp) =0 ==>50 1 (x) =0=0(x)
done x €A et 4 (x)€ AVT qui est fermé.

- s8i 'A‘/F est fermé on a  HA) C HAE) _c_@ or HA) =ﬂ-(/9}= . et done
A:K .

Il est évident qu'on a un isomorphisme de treillis.

Conséguence.
51 P =o VA ACH o CA donc LP(M) = LP(M/F) .

IV, Etude d'pne fermeture telle que L (M) soit complémenysd.

On pose F=o.

Propogition 1.

Il y @ équivalence des propriétés suivantes :
1) LP(M) est complémenté.

2) Tout sous-module de M sy est dense.

D'apres IiL. 5 il suffit de le démontrer dans le cas o o = o .

1) ==> 2) Soit A essentiel dans M 'LP(M) étant complémenté il existe
Be€ LP(M) tel que ANB =0 et K+B=M or A essebhtiel dans M entraine
B=o et A=MN.

2) => 1) Soit A fermé et B uh sous-module coyplémenté de A (clest-a~
dire maximal pour [la relation A NB = o) A+ B est essentiel dans M et done
E+B=M onauaalors A+B=M ot ANDB =0 envertudu lemme 1 et B
est un complément de A dans LP(M) .

Lemg' 1.
5i a = LK est extension essentielle de A ,

o
BEn effet si X CX XNA=0o XNh=o=o0o=Xnk=1X done X =o0 .

Proposition 6.

Si NCM et, si LP(M) est complémenté, LP(N) est complémentd.

Ceci résulte du fait qué LP(N) est la trace sur N de LP(M)F et que le
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treillis des sous-modules d'un module est modulaire.

Proposition 7.

Si o=o0 .il y a équivalence de s
1) LP(M) est complémenté.

2) Les ferids de M sont les sous-modules compléments de M .

1) =5 2) Soit A wun fermé et soit A' une extension essentielle de A .
D'aprés IV.6 LP(A')-»est complémenté et A € LP(M) =>A€ LP(A') ; A est
essentiel dans A' donc A=A =A' et A est un sous-module complément de M .

Dlautre part d'aprés le lemme 1 -tout sous-module complément est fermé.

2) ==>1) Soit A essentiel dans M , A est un fermé donc un sous-module

complément ce qui exige A = M et d'apréds IV.1 LP(M) est complémenté,
Remarque ! une condition suffisante’'pour que o = oest MCP.,

Signalons la propriété

. Soit P_ un'module injectif donnant gur M une fermgbure telle que 0 =0,

Il existe unimodule Q et une injection de M dans Q tels que LP(M) = LQ(M) .

~ Soit H = Hme(M,P) .
o=0<=>VxEM x£0 mheH nlx)fo

il suffit de poser Q= 1 h(M)
heH

et o —>M¥ ——=>Q aumoyende u:x€EM-—> (h(x))h €H °

V. Application au coeur d'un module.

Soit M un R-module, E une enveloppe'injective de M .
On sdit que LM(M) = LE(M) .

Soit A= Homﬁ(E,E) « Les fermés de E sont les annulateurs & gauche des

sous—ensemblds de A .

Soit' J(4A) = {x € A | kerh est essentiel dans E}
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C(E) = coeur de E
C(M) = coeur de M

1t

O'E J(A)
C(E) NM = o J(a)

t

on s'intéresse a LM(G(M)) = LE(C(M)) = trace sur C(M) du treillis LE(G(E)) .
LE[C(E)] = trace sur C(E) #u treillis LE(E)
C(E) est un fermé; si A CG(E) on a

KEL,EL(E) EeLE(E') E=4A

Théoréme 1.

Les fermés de C(E) dans la fermeture associée & E sont les sous-modules
compléments de GC(E) .

Dlaprés IV.7 il suffit de montrer que LE(C(E)) est complémenté, ou que tout
sous-module essentiel dans . C(E) est dense.

Soit X% un sous-module essentiel dans C(E) .

On a évidemment X, € ¢ (B) .

Soient Y un sous-module complément de C(E) dans E et ¢ : E-—>E
oX) =o .

On définit : +: x@y¢€ C(E)®Y —> ¢(x) €E .

Soit @ : BE—>E un prolongementj de <p .

ker @ 2X+ Y qui est essentiel dans E; &€ J(A) et & (C(B)) =0 = ¢(C(E))
donc C(E) X, X, = C(E) X est donc dense dans C(E) ,

Théoréme 2;

Les ferméside C(M) suivant M sont les sous-modules compléments de GC(M)
et le treillis L. (G(M)) est complément%.

C(M). est essentiel dans C(E) donc est dense dans C(E) et d'aprés III.4

Ly(C(M)) ="L(6(H)) = Ly(C(E)) .

Proposition 1.

C(M) est le plus grand sous-module D de M tel que LM(D) soit complér

menté,
Soit, DiC l?\d tel que LM(D) = LE(D) soit complémenté.
Soit; ¢ € J(4) DN ker ¢ est essentiel dans D .,
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Donc le: fermeture d@ D N ker ¢ ‘dans D est D .
Mais .ker ¢ est fermé dans E donc D N ker ¢ est fermé dans D ,
DN ker ¢ =D D. Cker ¢ donc D CC(E)n M = C(M) .

Théoréme 30
Il y a équivalence des propriétés suivantes 3
1) ofm) =¥ .

2) LM(M) = treillis des sous-modules compléments de M ,

3) LM(M) est complémenté.

Propogition: 2.

Soit M C P tel que LP(M) 80it [complémenté .
Alors LP(M) = LM(M) et M = C(M) .

MCP et XC M= 1.£Pg:_2£m done LM(fM)g_ LP(M.) .

8i X€ LP(QA) X est un sous-module complément de M (IV.7) et
Xe LM(M) .

On pourrait se demander gi lorsque HA(M) est complémenté,pour tout
module P, M CP ona . -LP(M) complémenté , Mais cela signifierait .que si
M=C(M)y, VPDOHM C(¥) C C(P) or cette propriété n'est pas vraie.
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Travaux de Johnson et Wong sur les

anneaux auto~-injectifs [1]

par Benoit LEMONNIER
I Bl L B Lt £ B
Les anneaux et les modules cons.uerés sont unitaires,

Définition 1 (II),
Un A-podule N est dit extension rationnelle de M quand M est un

sous-module de N tel que si F est un homomorphisme partiel de N dans N dont
le domaine contient M alors f£(M) = o implique, Inf =0 .

Notation : M s N .

Toute extension rationnelle est extension essentielle (M < N ==> N < N).
Sinon N  contiendrait un ‘sous-module M' £ o telque MNMN'=o, alors la pro-
jection M + M' —s M' est non nulle bien qu'elle satisfasse aux conditions de

la définition,

Proposition 1,

Les relations d'extension essentielie et d'extension rationnelle sont

conservées dans le passage aux préimages homomorphes.

Soient ¢ ¢ PA — NA un homomorphisme de A-modules et M un sous-
module de N ,

lSupposons pe€ ¢'(N) , p€ ¢'(M) ; donc o(p) € N, o(p) £ M . 81
M <N il existe a €A tel que o(pa) €M, olpa) £ o0 ; donc pa f o et
pa € o~'(M) . Ainsi M < N-==> ¢='(M) < o~'(N) .
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Soient f un endomorphisme pa_rtiellde ¢'(N) , D son domaine de défi~
nition. L'hypothése I 2 ¢2'(M) et f(c&;"(M)) = o permet de construire un homo-
morphisme f£' : M + (D) —> N en posant f'(m+e(d)) = £(d) ; en effet
m+ ¢{d) = 0o ==>dec ¢ (M) =>f{d) =0 . Alors £'(M) =0 et M <N impliquent

ft =0 , donc f =o .

Définition 2 (III),
m, me€ MA
de- m est essentiel dans A, ,

, est dit élément singulier du module M quand 1l'annulateur

Proposition 2 (III).

L'ensemble, noté J(M,) , des léments singuliers de M est un sous-

module de M (sous-module singulier),

Oe fait résulte des deux relations ;
CAm(m4n' ) > Ann(m) N Am(m®') , Ann(ma) = &7 [Aan(m)] ,
od mj m' €M;a€A;§£Hom(AA) , ata*) = aa', Va' € A ,

Proposition 3 (III).
3i l'anneau A | admet un suranneau régulier Q@ tel que A < QA s alors

1'idéal singulier droit de A est nul,

Si a € A, a#to s 11 existe ' q;, g € Q@ , tel que a = aga ; qa =e est
un idempotent de ‘_ Q et Ann(a) = Ann(e) . Puisgue A est essentiel dans Q, il
existe cetd ,c€A,d€Ah,0#fc=ed;c€ Ann(l-e) . Ainsi 1'annulateur de
1-e n'est jjamais' nul, Ann{e) N Ann(l-e) = o .montre que Ann a n'est jamais

essentie’ dans A ; a n'est pas singulier.

Proposition 4.

Si le sous-module singulier de. M est nul , alors les extensiors essen-

tielles de M gsont des extensions rationnelles 4 sous-module singulier nul.

Soient .M <« N , £ homomorphisme partiel : N> D IR [ (M) = o .
Si Imf £ o, iltexiste n€ N tel que! f(n) Zo et m = £(n) € M (en utilisant
M < N) . Ann(m) a'{ala.e A, nac M} = A~'"(M) , ot A désigne 1'homomorphisme
4 > a—> na € N, . Donc - -Ann(m) < A", et 'm € J(M,) , ce gui contredit m £o .
Ainsi Imf =0 ,et MsN,
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i un élément nonnul n , n€ N, était régulier, il exisberait

a€pa€hA 'tel que na Zo , na € M, et! na serait singulier (P.2).

Théoréme 1.
W
E!A désrigne une enveloppe injective du A-module & droite MA 5

._B’ »

1l'anneau des endomorphismes de B . Si J(MA) =0 ,

1%  1'anneau - Hom(M ) est plongeable dans E j
2° E est 1l'annean associé 4 E , il est donc régulier j

~

}° E:E est injectif (auto-injectivité & droite de ltanneau . ﬁ) J

kg 8i. F 7 Hom(M ) , puisque E est injectif f admet au moins un
prolongement f & E.. M <E (P. A) montre que ce prolongement est unique. Soit
g € Hom(M,) , .g et- f.g , T+ g et T+ g, colncident sur M , donc f.g=F.g,

F+rg=F+g .L'%pplication f —>T est un homomorphisme &'anneaux, bien siir
injectif.

2° Il suffit de montrer que- g € B, Kerg < E implique g = o + Clest
vrai parce que : _.J(MA)» =0 => J(EA) = o (P.4) , & fortiori JI(Kerg) = o , donc
|
(P,h-) Kerg

5° Donnons-nous L un idéal & droite de E, h : IgE-—-> EE un homomor-

phisme de E-mdules & droite; il s'agit de trower s, s € E' tel que h( t) =
VeeL

L'ensemble des sommes flnn.es %L, (e ¢, €L, e €F ;est un sous-
module de EA 5 la donnée de h permet de construlre un homomorphlsme n de ce
sous-module,note (LB), ,dans E, en posant : 7(Z ¢, ACH )) =2 h(e;)(ey ).+ En
effet supposons. 619’ + se6 + tnen =0, 1'idéal & drorbe engendré par
t1,- o tn dans l'anneau régulier § admet un générateur idempotent € ;
de & ¢ = L, jon déduit :

zh(z)e = Zh(et )e -‘h(s)Zte = ;
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la seconde égalité utilise e fait que h est fun homomorphisme de E-modules &
droite et la distributivité dans 1l'anneau E. .

Soit 8 un ﬁrolongement de n a B , donc @€ E ;la définition de
n montre gue - sff(e)] = [htt)](e)A,. Vel € E-;.Vt €L ;-donc s.6=h(¢) ,VLiel,

Théordme 2. |

Si 1'idéal singulier droit de 1l'anneau A est nul , 1l'enveloppe injec-
tive de AA peut &tre munie d'une structure de suranneau de A , régulier, auto-
injectif & droite, compatible avec sa structu{‘e de A-module a droite.

Posons’ A= Hom(AA) et E = Hom(EA) oi E, est une enveloppe injective
de - AA . Le théoréme 1 montre que A est un sous-anneau de E, Mais A~ A, en
effet 1'homomorphisme d'anneau ¢ : A —> A , défini par ¢(a)(a') = aa' est un
isomorphisme puisque A& *,es‘b unitaire. Désormais A est identifié a - K # A est
donc un sous—anneau de Ea

| Montrons maintenant que le A-module E, peut tre & son tour idéntifie’
a EA « Bn effet, étant donné e € E 1'application a —> ea est un homomorphis-
me de AA dans EA qu% peut &tre prolongé ’(EA est injectif) en n endgmorphisme
¥(e) de By 3 ¥e) € E ; ¥e) est unique puisque A < By + ¥:B —>E est
un monomorphisme de A-modules dont la restriction & A est 1'identité, YE) est

done une enveloppe injective de A, finalement ¥EB) =E .

Corollaire.

Dans les hypothéses du théoréme 2 , si Q est un suranneau de A tel
que Qy soit extension essentielle de A , élors Q@ est un sous-anneau de 1l'en-
veloppe injective de A .

En effet & < Q, montre qu'il est possible de supposer, pour les struc-
tures de A-modules, A CQ, CE . Aldrs Q m Hom(AQQ) C Hom(QA) & Hom(EA) ~E,
pour les istructures d'anneau. La seconde inclusion provient de J(Q A) = by (Peli)s
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Conférence n° 9 du 22 janvier 1968

par E, LONGIN

Auto—ihjectivité de l'anneau associé & un
module injectif, d'aprés G. RENAULT

Préliminaires.

Nous avons vu qu'étant donné un A module & gauche M , on pouvait lui
associer son "ammeau associé" B = B/R ot B est l'anneau des endomorphismes de
M, et R 1'idéal bilatére de B ,-ensemble des endomorphismes ¢ de M tels que
Ker ¢ soit essentiel dans M .

Nous allons démontrer ici le résultat suivant ad &4 G, RENAULT : 1'anneau

associé & un module injectif est auto-injectif & droite.

Par conséquent nous nous placerons dans la situation suivante : E est un
A module injectif, B = End,E anneau des endomorphismes de E , B 1l'anneausmssocié
a E .,

Nous savons que dans ces conditions R(défini ci-dessus) est le radical de

Jacobson dei B ‘et que- B est un anneau régulier au sens de Von Neumann.

l. Relévement des, idempotents de 1'anneau associé & un Module injectif.

Etant dopné h € B , nous noterons h- son image canonique dans B = ?/R .

Proposition 1.1, Si gq est un idempotent de B, il existe un idempotent

p de B el que p= a .
Soit ¢ un élément de B dont l'image dans la surjection canonique
B —> B 8qit q
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9% = g entraine que si q°-q = ¢ , ker ¢ est essentiel dans B ,

Soit ¥ la restriction de g & ker ¢ . On a 4% = ¢ et donc
ker ¢ = Im y @ Ker ¢ .

Posons K = E(Im ¥) une enveloppe injective de Im § contenu dans E ,
et H un suppiément de K dans E contenant Ker ¥ .

8i p est la projection de E sur K parallélement & H on a

=7

let p colncide avec g sur ker ¢ . Donc ker(p-q) est essentiel dans

B et par suite p=q .

Remargue. Si 1l'on suppose en outre que q € eB o e est un idempotent
de B, on peut choisir p € eB tel que p® =p et P=q .

En effet q.€ eB entraine Im d;_C__Im e et donc Im ¥ C Im e . Comme
E=Ine@®Xer e Ime est injectif et donc on peut choisir XK = E(Im ¥) inclus

dans Im e , On obtient alors Imp CIme donc p=-ep et donc pE€ eB .

Eemn'el.l;

iSoient e,f deux idempotents de B , tels que ef = o alors
Ime NInf = (o) et eBNIB = (o) .

ef = o signifie que si ¢ = ef , ker ¢ est essentiel dans B ,
I1 suffit donc de démontrer que ker ¢ NIme NImf = (o) &

Soit x :un élément de cette intersection :

x = e(x) = £(x) = ef(x) = olx) . Done X =6 e

Etfalors on a évidemment eB N fB = (o) .

Ler o 1,2,

Soient E, E1, E, E3 des modules injectifs vérifiant i
2

E =15 E
4 E=B OE
b) E N E =o

1 3

c) E M E =KX est un sous-module essentiel de E_ .
Alors il lexiste un supplémentaire E4 de E1 dans E tel que

E‘S E3 et E‘ N Ez soit un sous-module essentiel de E
_ 7 - Sz
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Soit G wun complément relatif de K dans E . G est injectif et
l'on a G(\Es:f(o) [puisque GNE ; =GNE N E =GNK=(0)] .
%mm&msGeEz-weE‘)nE G@m nE) G@K puisque

3° 2 ,

G C Ea "~ et que le treillis de sous-modules d’un mod.ule est modulaire.

Doic (G@®E )N ‘E  est essentiel dans E .

3 2" 2
Montrons que (GQE;;) NE = (o) .
1
Mais (G @ E-}) rw:1 NE_ = (o) = (G @E}) NE N (¢ ®K)

Or G@® K est un sous-module essentiel de G@ E puisque K est un

sous~module essentiel de B, . Ceci entraine bien que (G' ®E ) n E = (o) .

Par conséquent il existe un supplementalre E de E, dans E qui

contient G @ E . Bt 1'on a évidemment E f\E sous—module essentiel de Ez .

Proposition 1,2,

Etant donpé deux idempotents e,f de B tels que ef = 0 , il existe
un idempotent p de B tel que 1
1) '$B = eB .

2)ip=e et pf=o0.
{Et 1'on a B ®© fB = gB g étant un idempotent de B .
Utilisons.le lemme 1.2 avec E; E1 =Ime , }?12 = Ker e ‘Ez =Imf .

On a évidemment la condition a)'et b) découle du 1emmé 1.1 .
Monjbrons gue Im f NKer e est essentiel dans Im f
Soi‘F x€Inf , x g Ker e f(x) = x - et done
e(x) = ef(x) £ o x ¢ Ker(ef) .
Mais ef = o <=> Ker(ef) est essentiel dans B donc il existe
a €A tel que ax. € Ker(ef) ; ax € Im f . done e(ax) = ef(ax) =
ax € Ker e N.Im £ . Par suite Im £ N Ker e est essentiel dans Im f .
Soit donc H un supplémentaire de Im e tel que
{Im £ CH ,
R NKer e est un sous-module essentiel de Ker e .
Soit »p 1a projection de E ‘sur Im e parallélement & H .
Onadonc: Inp =Ime donc pB = eB
Ker p >In f donc pfi=o
Ker(p-e) D> Ime @ (H NKer e) .
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comme H'N Ker e est essentiel dans Xer e

Ker(p-e) est essentiel dans Ime @ Ker e = E ,
Enfin considérons g = p+f-fp » Ona p = gp o

f = gf
donc comme d'autre part (lemme 1.1) eB N B = (o) eB@ B = gB .

g =g°

Lemme 1.2.

Soit A ;un anneau régulier. Si x et y sont deux éléments non nuls

de B tels que xA NyA = (o) il existe un idempotent non nul e de xA tel que
a) xA = ‘.eA .
b) ey =o .

A étant régulier, il existe g =q°® tel que xA@yA = qd .

q=xe+yp - y=qy=xay+yly . Donc (xa)y=o
xa:(xa)2 +ypj((x == (xa)a = Xa

e 5 xa répond aux conditions .

Propos ition 1 0D

8i e et f sont des idempotents de B tels que

BNTE - (o) , alors eB NfB = (o) et il existe un idempotent g de B

tel que eB@® fB = gB .

B étant ;un anneau régulier, il existe un idempotent p de eB tel que
e ot B

D_'aﬁtre part d'aprés la proposition 1.1 et la remarque qui la concerne
on peut supppser que p est un idempotent de B , '

D'aprés la proposition 1.2 pB N!fB = (o) , et il existe un -idempotent g
tel que pB @ B = gB .

Il he reste qu'a démontrer que pB = eB .

Or p€ eB . Donc pB CeB .

Sup;posonsi que pB # eB . Ceci entratne Imp GIme ,

Mais comme Im p est inductif Im e = Im p®K [K#£(0)].

Soi;t q %La projection de E sur K parallélement & |

Im 33 ©Xer ¢ . Montrons que g = 0

Posons h = p+q ,Imh=Imne donc hB = eB donc hB = eB = pB par
suite il existe k € B tel que h = pk =.§+§ . Or gp =0 donc A

-

qpk = gp + g® = o entrafne g*=q=o0 .
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Par suite Ker q est essentiel dans E , ce qui est en contradiction

avec le fait que K £ (o) .

On a dorc bien pB = eB , La proposition est démontrée.

Proposition 1.k,

Soit (ei)i eI

une famille d'idempotents de B telle que
e. B soit une somme dirente, alors la somme zg: éi B est directe.
i€l ‘ iel
I1 suffit' de le démontrer pour I fini.
Nous allons raisonner par récurrence sur Gard I ,
Si Gard I =2 la proposition 1,3 donne la solution, avec en plus
eB@fB =gB ot 8°=g .
Supposons que si Card I = n- 1' la proposition est vraie et que l'on a
& 2 _
ZE: eiB # gIB g1 = 8
ieI
Pour Card I = n, soit J tel que J U {k}:;:
Card Jd ==n -1 donc .
= gJB et par suite ;Z eiB = gJB ® ekB et lton a
J i€l

€
y;-ﬁ =g B@® -ékf» , onadonc bien eB NgB = (o) et la proposition
oy

est montrée.

2, Anneau associé a4 un module injectif,

Lemme 2,1. (Soit Y =. @ e,B un idéal i droite de B ou les (e Ji T
R N Se % * ie
sont des 1dempotants de B ; tout homomorphisme f de b dans

B se prolonge en uni endomorphisme de B - [homomarphlsme de
B-modules] .

Nous utiliserons une technique due & :R.E. Johnson et E.T., Wong.

Nous allons montrer qu'il existe f' € B , tel que si m € b f(m) = £'um

ce qui démoptrera la proposition,
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Soit M le sous-module de E défini par M = bE

EM & = ¥ 8.X, €D . € E
y & vy zeahaxa 7‘a€- » %5 €

JEJ J fini, ICI .

Posons g(y) = zg:f(ejxj)xj » Montrons qufainsi on définit bien un
Jed
homomorphisme de M dans E .

En effet si y = e'j. h'j, x'j, , 1'idéal & droite de B engendré

jj € Jt
paxr les oy et e',, (en nombre fini) est égal 4 un idéal gB , et donc on a
ey = e, et e'j, = qe'ji , done g(y) = £(q).y . On a donc bien un homomorphisme :
M—sE.
E étant’injectif, g se prolonge en f' : E —>E qui vérifie si

mEb et x€EB  f'lm(x)] = £(m)ex on a donc bien f(m) = £'om

Lemme 2,2, (Pour qu'un anneau régulier A soit auto-injectif & droite il
AtTrmwmET——T e 0
faut et il suffit que pour.tout idéal a droite b de A de la
forme- b= @ e.A ou (e
: i
ied : :
{potents, tout homomorphisme de A-module de b dans! A se pro-

i)i cp st une famille d'idem—

longe en un endomorphisme de A .
La condition est évidemment nécessaire.

Montrons 'qu'elle est suffisante.’ .

Soit QL un idéal & droite de A £ (o) , f un homomorphisme de dans
A ¢ I1 suffit de montrer que f peut 8tre prolongé en un endomorphisme de A ,
Montrons que @ est extension e&sentielle d'un idéal b = © eiA 3
‘ 1€ L -

o les e, sont des idempotents,
Considérons l'ensemble des iddaux de cette forme ol les ey sont pris
dens Qo e
Ordonnons cet ensemble qui n'est pas vide (puisque Vx € A - 9} s, *A est

engendré par un idempotent] au moyen de la relation d'ordre suivante
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® eAC (&) eJA <> 1 CJ ,

ieI1?t J€d

Pour cette relation d'ordre , 8i <b7\)7\ ¢ 4 ©st une famille de tels
idéaux, by, = @ e.A, ona- Sup k)= @ oA Cet ensemble

i x€ A . v

iel, S ie ! I;\
AE A
est donc en particulier inductif, Soit b= @ e.A un élément maximal.,
' - O o 2
Si x€ @ ~-b, supposons b N xh = (o) , mais =xA = gh avec ¢° = g€ @&

puisque A est régulier et donc la somme b + gA est directe ce qui est en contra-
diction avec le fait que b est maximal, donc b N xA # (o) et donec b est
essentiel dans A...

Soit f' 1la restriction de f & B . Par hypothése f' peut se prolonger
en un endomorphisme h de A , |

Or si Jé E@ Db.sx=J estun idéal essentiel de E ,

En effet si y € A-J  xy £1b mais xy €@~ (o) donc il existe X € A
tel que xyAE D et yrnE T

De plus on & xJ Cb et comme ;h et £ colncident sur b (h-—f)(xJ) =
soit (h-f)(x) J = o . Donc 1'annulateur i droite de (h-f)(x) contient J , c'est
donc un idéal essentiel de A et donmc (h—f)(x) appart'ierit & 1'idéal singulier de
A . A étant régulier ce dernier est nul et par suite (h-f)(x) = o , donc h et f

cofncident sur @& et h prolonge f .

Théordme; 2,1,
Si» E est un A-module injectif, ltanneau associé & M est auto-injectif
a droite,

D'aprés jfLe lemme 2.2 il suffit:de prouver que tout homomorphisme £ d'un

idéal b'= @ é;ﬁ (E; = Ei) dans B se prolonge en un endomorphisme de B
i€ I '
(considéré comme B-module) .

D'aprés la proposition 1.1 on peut stupposer que les E;_ sont les images

d*tidempotents e, de B .

Posons f(é;) = EE; ; 'fgl D'aprés la proposition 1.4 la somme

b = Z éiB est directe, Donc on définit un homomorphisme g de b' dans Ben

iel
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posant g(ei) = x;e; . D'aprés le lemme 2.1 il existe x, € B tel que

= - 4 o " b — = i POPAD Sty ' o
g(ei) =X 8 xiei_ On é done x.e. f(ei) =X 6, et donc 1l'endomorphisme
h'de B défini ﬁar h(i) & E;i Vx € B prolonge f ,

Corollaire 1.
iSoit E un A-module injectif dont le sous-module singulier est nul,

alors B = EnQAE est auto-injectif & droite.

Bn effet, si le sous-module singulier est nul, R est nul donc

wi
#
t
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(% )-aigebres non associatives

par C. JOULAIN

w » o e
:-'-:_. S

Nous nous proposons de généraliser, pour les (f)-—algébres ‘non associatives,
les résultats obtenus par L. LESIEUR et R. CROISOT dans [4] et [5], concernant les
(f?)—algébres satisfaisant & certaines conditions de chaine. Nous n'imposonsg plus
ici les axiomes d'associativité (cf. [5], p. 26) ; par contre, nous renforgons la
condition de chaine aseéndante sur les residuels a droite par une condition de

chaine ascendante sur les résiduyels & droite généralisés.

I. Hypothéses générales.

: W (@)—Algébre]s non assaciatives.
Nous considérons une (% )-algébre (L) (non nécessairement associative)

constitude par les deux treillis (§) et (L) satisfaisant aux axiomes suivants

Axiome A:(%) ' est un groupoide réticulé, quasi-entier, complet.
(@) est un groupoide multiplibatif, La relation d'ordre, la réunion et

1'intersection ‘dans (6) sont notées : <, U, N » L'élénent maximum est noté

g et 1'élément minimum O-..

Axiome B:(L) est un treillis complet.

Les opérations du treillis (L); sont notées : < ,N et U . L'élément maxi-

mun de (L) est noté U et 1'élément minimum est noté O ,
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Axiome C ! Les &léments de (¥ ) sont opérateurs dans (L) .

L'opération externe fait correspondre & 96 € (€) et X € (L) 1'élément
de (L) noté kX .

L'application (7§, X) —s%% de (€) x (1) dans (L) sera notée o ;
done ofdk, X) = X . Clest cette application qui joue un rdle important dans la
‘suite,

L'opération externe vérifie les conditions suivantes :
7 ¢ ('é’},x,x-e L) : FHEUY) =Fxudby .
7 Be (€) , xe (1) s (FBuBx=Fxu RBx.
Ces relations sont supposées vialables pour des réunions infinies :
%(le)_-. Uf?é’xi ot <Ufé;>x: Uﬁi’ix .
i€l  i€1 : i€l iel
On suppése en outre :
Hkxsx , x=0,

La structure de groupoide de (é?) n'intervient pas dans les notions que
nous allens définir, mais (L) étant une (€ )-algtbre, nous pourrons comparer les
résultats obtenus & ceux de [2] + D'autre part, dans les applications, nous aurons

4 faire 4 des Lxemples de (€ )-algebres non associatives.

2, Résiduels a, gauche et & droite.

Comme dans le cas associatif (cf, [5], p. 28), les propriétés suivantes sont

des conséquences de llaxiome C ,

Propriété 1.1, X et Y étant donnés dans (L) , l'ensemble des éléments
34?6 (Tf)' telé que JbY < X posséde un élément maximum, noté X '.Yj,aﬁpelé
résiduel a gauche de X par Y o

i
Proprigté 1,2, X € (L) et He (§) étant donnds, 1'ensemble des éléments
Y e (L) tels;que JEY < X possdde un élément maximum noté X .°Jh, appelé rési-
duel & éroiteﬂde' X par J5.
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Notons les cons8quences des axiomes A, B, C que nous utiliserons dans la
suite 3 '

1°Ae (€), %, Ye (@) : X<¥=>bx <y,

ge <7é’,3l$€ (€) , xe (1) :st£=>%}(s€6x »

3% %, 2¢ (1), &le (t_f) tX<Y=>X"2<Y¥ %% ot X . I« Y96,
WE Y 2e@) s Y<i=>X"Y>X"2,

5°Xe @), &, Be () :iB<sB=>xcK22-8.
6°.xie‘(1.), pour i€ I, Ye (L) <m Xi>'.Y=ﬂ (X, *. ).

iel iel
7° X, GZ(L), pour i€ I, c?éé (f) :( ﬂ XJ.).'%'—'-: ﬂ (Xi.’m..
ieT b S A

8°xe(ia); Y. € (L) pour i€1I: X(L{j Yi>= ﬂ (X-.1,).
iT I ieg1l -
9“:xe (i),ﬁé“ie('(,’), our i:€I X ok ) = ﬂ (x."&(,‘;).
o ez ix(] %)

i i€ I
100 x e (1), Fe (B) : x < x- .

3, Résiduels & droite généralisés.
Si %:,h TE, eev, J5 sont des éléments de (6) et X un élément de (L),
2 : n

le p:ro&ui?ﬁ i an(yg 1(... (%’; X) ...)) sera noté simplement :
- ;
%f] %)n-’ vee ?g‘X » On a donc 3
' S0 v
c?éln "76;:-1 e cZ% e %;i(%r:d g C?éiix) -
Si -(%Jn &= %njft = onee =

On a donec :

o(T6,%) = Tx = oTEX) 5 o (%) = Lo (Fx) .

S

= c?(d,’, ce!produit est noté -Uﬂ(%’,}() "

Ld (6)—a1gébre (L) n'étant pas supposée associative, en général, on a

(X H)e BAxs (HR),
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ce qul nous conduit & la notion suivante :

8i 5@, eee s o sont des éléments de (¥ ) et X un élément de (L), on pose
n .

X .' (%1) ='X .'(%: e‘t X c. g‘?é:,‘vn‘o, (?é:) = (X o (%;, -_-.,‘96,{‘1)')_.’4‘75; °
X'.'(S%ﬁ, vesy &t;) est 1'¢lément maximum de 1l'ensemble des Y € (L) tels que :
| %1 9@2 ver A T X,
‘ n

Nous dirons que X .* (J%;, Y. ;%?) est un résiduel & droite généralisé de X .
' n

On suppose que 1a‘(f?)~a1gébre (L) . satisfait & 1'axiome suivant :

Axiome J ! L'ensemble des résiduels, & gauche et 1l'ensemble des résiduels & droite

généralisés de tout élément X € (L) vérifient la condition de chalne ascendante.

Propriété 1.3, La condition de chalne descendante sur les résiduels a droite
généralisés de tout élément X € (L) entrhine la condition de chalne ascendante

sur les résiduels A gauche de tout élément X € (L) .

En effet, comme dans le cas associatif, la condition de chalne descendante
sur les résiduels & droite entratne la condition de chalne ascendante sur les rési-
duels & gauche (cf. [5], p. 29).

L'axiome D est en particulier vérifié dans les cas suivants :

1° Les treillis (ﬁ?) et (L) wvétiiient la condition de chaine ascendante.

2° Le treillis (L) vérifie la condition de chaine ascendante et la

condition de chafne descendante.

L. Exemples .

Donnons quelques exemples de (§ )-algtbres (L) (non associatives)

vérifiant 1'axiome D .

j
is (ﬁ?)~= (L) est l'ensemble des idéaux bilatéres d'un anneau (non asso-
1 i ;
ciatif), (cf. BERHENS ({1]), ou d‘un groupoide avec zéro, la condition -de chaine
ascendante étant vérifiéde.
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gy (6) est l'ensemble des idéaux bilatéres d'un anneau (non associatif)
ou d'un groupolde avec zéro, et (L) est l'ensemble des idéaux & gauche de
1l'anneau ou du groupoide. On impose la condition de chalne ascendante pour les

idéaux a gauche,

3° (€) = (L) est 1'ensemble des sous—groupes normaux d'un groupe satis-—
faisant & la condition de chaine ascendante pour les sous—groupes normaux,
(cf, KURALa, [34) .

La réunion de deux éléments A et B dans le treillis (€ ) est le produit
AB de deux sous-groupes normauxs Le produit de A .par B, dans le groupolde (%’)
‘est le sous-groupe commutateur [A,@] » Dans cet exemple, (‘é’ ) est un groupoide
commutatif et on a
A:B=A.B=A"B,

II, o-Radical d'un élément de (L)

1. Résiduels & gauche o-premiers d'un &1ément de (L),

Rappelons qu'un résiduel a gauché de X € (L) est dit propre s'il est de
la forme 4 “ Y , avec Y £ X ,.On a alors la propriété suivante (cf [5], proprié-
6 34h)

Propriété 2,1l. Pour que r%J € (‘E,o) - s0it un résiduel & gauche propre de
X € (L) , il faut et il suffit que :

%’:X'.(X.’?{Q . avec X% 55 o

La démonstration est celle de la propriété 3.4 de [5] .

Définition 2,1, Un résiduel-a gauche P de X € (L) est un résiduel & gauche

o-premier-de X s'il vérifie la conditibn :

AT e (X P) < X =>ilexiste i tel que F P

Consequeng’e' Si & est un résidpel A gauche o-premier de X et si l'on

a’ %,(X‘-'c(fa) N c7é’2(x.- P) N ven nygn'(x: P < X,

1'un au moi.s des &b ; ©st contenu dans P .
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En effet, on a :
F T e F(xP) < AEP) O G (1P

Remarque, Dans le cas d'une (-f)-algébre (associative), les notions de rési-
duel. & gauche o-premierde X et de résiduel & gauche premier de X colncident.

En effet da condition de la définition 2,1 s'écrit &lors :

(7(;’”%' ...;Vé;s@r-}(‘. (X@)::> il existe i ‘tel que 0‘751 < 5"3.

. Net

Ces notions sont distinctes dans le cas non associatif (cf. exemple 2,1) .

Propriété 2.2, 8i 9= X*. ¥ ést un résiduel & gauche de X tel que :
57&'35’ o ?g’ Y £ X => il existe i tel que 7 <« P 3
n_n-t 1 RS

alors, P est un résiduel 4 gauche o-premier de X ,

En effet, ona s PY <X =Y <X - P ,

Soit 3 %;pg; '1.-.,,- Vé‘;’ (x-P) < X., il en résulte 3
%ﬂ;:?ZZJ - %17{ < ;&;yggi b F(XP) < X

et 1'un au moins des %Ii est contenu dans: P .

La réciprogue est fausse (cfe e#emple 2:2)s

Les notions de résiduel pseudo-essentiel et de résiduel essentiel introdui-
tes par L', LESIEUR et R. CROISOT [6] restent valables dans le.cas non associatif :

Définition 2.3‘. On appelle résiduel pseudo-essentiel de X € (L) un résiduel
& gauche P de' X tel qu'il existe Y £ X avec

P=X.Y et Z<Y,Z4%X.=> X2L=X"1Y,

Propriété 2+3. Tout résiduel pseudo-essentiel d'un élément X € (L) est un

résiduel & gauche o-premier de X .

Soit =X Y, résiduel pseudo-essentiel d& X (par rapport & Y).

On utilise la propriété 2.2 - etton démontre par récurrence sur n ‘ique 3

th“%;-i‘;..! 3(;13{'{ X.==3% 11 existe i tel que c?é; s 3.
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drest évident pour n =1 .
Soit c?(,’ 7{’ eve ?f,‘ Y <X, ce qui s'écrit encore :

A A y{;Y) X . 8i y&’ _eer Y <X, 11 existe i (1<isgn-l) tel
’ Net n

que J&;Lf < @ (d'aprés 1'hypothése d'induction). Posons 2 = ﬁ(‘,; e JA;Y £X;

ona Z2<Y,donc X'.%=& .Alors: FZ<Ai=> 96 <X'"2= P,
n. n

La réciproque est fausse, méme dans lé cas associatif (cf. exemple 2.3),

Corollaire. Tout résiduel & gauche propre de X , maximal (en tant que rési-

duel & gauche propre de - X) est un résiduel & gauche o-premier de X .,

En effet, un résiduel & gauche propre maximal de- X est, en particulier; un

résiduel pseudo-esséntiel.de X .

Propriéité 2.4. Tout élément X'de (L) , autre que U , posséde un résiduel a

gauche propre - o-premier.

Il suffit de considérer un résiduel & gauche propre maximal de X , dont

1l'existence est assurée par llaxiome v ,

Théoréme 2.1. Quel que soit X z (L) , X Z U, on peut trouver un nombre
fini de résiduels & gauche o-premiers 331, {?’2, 54 by ,?K, d¥léments de (L) , tels
que :

P.>%x.T et .?)52 PUsx,

La démonstration est analogue & celle du théoréme 3.1 de [5] , les résiduels
& droite étant remplacés par les résiduels & droite généralisés,

Soit 5’3 un résiduel a gauche propre o-premier de X ; on a 3

3:’ 2 X" U ; posons X = 32)1 > X (propriété 2,1),
Si X =U,ona c’fDUsX et k=1 .
Si X ;é U , soit f) un résiduel i gauche propre c-premier de X1 ; on a
Po=x K @) > XX P) XU,

Onpose X:X.'.Q-(X )f{a et on a X<X <X ’

1

2
8i-X 2U,ona X . @2;YU==> @zUs X =X @s=>_@igbauvsx
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Si X2 £ U , le procédé se poursuit ¢., u'aprés la condition de chaine ascendante

sur les résiduels & droite généralisés de X , il existe un entier k tel que :

X =U=X.( Q,Q, cee s B) 5 clest-d-dire : 5‘? R e P

N

X ; le

théoréme en résulte.

Propriété 2.5. Parmi les résiduels & gauche o-premiers P dds éléments

de (L) contenant X , il en existe uni nombre fini ‘@,, 32, ‘yaw 3 ‘@k tels que

chaque J° contienne au moins un (]f?l i

Les résiduels mi du théoréme 2.1 satisfont & cette condition., En effet,
‘@i est un résiduel & gauche propre o-premier de Xi " z X ; dtautre part, si 9

est un résiduel & gauche o-premier dé X' 2 X , on a 1@
veo P (X < P R... Ux<XgX'
ﬂD‘ 302 @k( @) Ji J;z) @k .

et, par ¢onséquent , 1l'un au moins des @i est contenu dans &P .

Corollaire, Les éléments minimaux parmi les ..731 du théortme 2,1 sont les

éléments minimaux parmi les résiduels & gauche o-premiers des éléments de (L)

contenant X ,Par suite,ils sont définis de manidre unique. Les résiduels & gauche

o-premiers des éléments de (L) contenant X , qui sont minimaux sont en nombre

£ind. ¢

Pi‘om‘iéii:é 2.,6. i r7é' est un résiduel a gauche propre o-premier de

X € (L) et si fn'est pas contenu dans I , J& est un résiduel i gauche propre

o-premier de X . R .

Pour démontrer que & est un résiduel & gauche propre de X . J3 nous
adaptons -la démonstration donnée par L, LESIEUR et R. CROISOT dans le cas associa-
i (cf.I[h-], propriété 2.3), Posons o6 = (X B) - [(x, B). &l. ona ¥ svfé
donc ¢ (X 33)0'% < £X & {B ). S . D'autre part 3

Mol(xB) T < X B=> (x> B):ok < (x: Bk
et, finalement :

(X Rl = (X0 Bk »x:F =>

M(x:%’) <X B => 3/1((&.‘7@‘)‘ £ X 4



10 -~ 9 ~

Oor b est un résiduel a gauche o-premier de X et B £ ot ; il en
résulte oAb AL oAb = c?é’, ce qui démontre que &6 est un résiduel A
gauche de X & 33

Sii b n'était pas un résiduel & gauche propre de X . J3 , on aurait :
(Xe B)ook =X B, d0h X2 B X0t ot B<X(X0F) =T, ce
qui est contraire & llhypothdse.

Démontrons que &6 est un résidudl & gauche propre o-premier de X. &3
Soit o A ..o K LXK B)oB] < On a
BA .. LS «73 Yo OB 1<%,
Or X' < (KXo B => 3374; ?5'1(){.'_@75’) < :8075; . %;[(XI.(% ). k] < X,

Mais, ?ﬁ‘ est un résiduel & gauche o-premier de X et B £ %’; il -en résulte que
1'un au moins des %i est contenu dans <&, On déduit de cette propriété

Théoréme 2,2+ Tout élément X € (L) ne peut admettre qu'un nombre fini de

résiduels a ga.uche propres C-premiers.

La démonstration est analogue & celle du cas associatif ; le raisonnement
condult & une chalne infinie strictement croissante de résiduels & droite généralisés
de X , ce qui contredit 1'axiome D (¢f. [4], théoréme 2,1).

Théoréme 2,3. Pour que X. fé’ > X , il faut et il suffit que 76 soit
contenu dans un résiduel & gauche propre o-premier de X ,

La démonstration du cas associatif s'applique sans modification (cf. [5],
théoréme 1.2).

Exemple 2,1, On considére le groupoide G & 5 éléments dont la table de
multiplication est la suivante :

{0+ia) D, c} , &= {o, a, b, ¢, d} 4
on prend pour (&) = (L) le treillis des

o a b ¢ & Les idéaux Bilatéres de G sont 3
0O o0 o ¥ |
o o o On{o},.Az{o,a}, I-—{o,a,b},
o a b Jd =
a a ¢
a b d

o o o
O 0 00O
o P O Ooo

idéaux bilatéres de G ¢ OCACICJICG.

Jd est un idéal premier, mais A . J =J n'est pas un résiduel & gauche

o-premier de & ; en effet on a 3
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A, T=J et G =Gl =A,bienque GZJI .

Par contre J *, G =J est un résiduel essentiel de J , c'est donc un résiduel &

gauche o-premier de J .

0%A=TI est un résiduel esspntiel de O , donc un résiduel & gauche
o-premier de O ; cependant, I n'est pas un idéal premier.car JJ = A CI et
JLI .

I'.G=1I n'est pas un résiduel & gauche o=-premier de I car JJG = ACI.

Exemple 2.2. Prenons pour (‘f) le groupoide réticulé a 4 éléments tels que
0< < B < € avec la table de miltiplication ci-dessous. Prenonz pour (L) le
treillis & 5 &léments tels que 3 0 ¢ X < ¥ < 2 < T . Les éléments de (¥) opérent

sur (L) suivant la table ci-dessous 3

o0 X B 6 |0 X Y 7z T
ojo 0o 0 0 0[0 0o 00 0
&lo o & o g0 0 0 X T
Blo o BB Blo o x yrT
Gloddk B8 & ¢lo x Y z T

(L) est une (€ )-algébre non associative vérifiant l'axiome D o On a :

0" X=®,0.Y=#,0.2=0".T=0.
0*“T=0 estun résiduel & gauche o-premier de 0O , mais ce n'est pas un résiduel
pseudo-essentiel de O ,

Dtautre part, on a FBZ =0 ce qui montre que la réciproque de la pro-

priété 2.2 est fausse.

Exemple 2.3. On considére le groupoide & 4 éléments avec la table de multi-

plication suivante 3

o a b ¢ On prend pour (‘6) = (L) le treillis des idéaux bilatéres :
olo o © o
alo o o o 0={o},A={o, a}, I:{o,»a, b}, G={o, 8y By c},
bjo o b a
clo a # 1 0CACICG,

0 " G=A est un résiduel & gauche o-premier de O, mais ce n'est pas un résiduel

pseudo-essentiel de 0
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2, Cas des sous-groupes normgux d'un groupe.

omme le montre 1l'exemple 2,1, un résiduel & gauche premisr d'un élément
X de (L) n'est pas, en général, un résiduel & gauche o-premier de X , (méme
dans le cas (%) = (L) Cependant, dans le cas ou (€ ) = (L) est le treillis
des sous~groupes normaux d'un groupe G , nous allons voir qu'un résiduel premier
de X € (L) est un résiduel o-premier de X Ceci est une conséquence de la
relation (1) suivante valable. dans un groupe quelcongue ¢
Si A, B, C sont trois sous-groupes normaux de G , on note :

[A, B, c] =[a, [B,6]] ;
on a alors
(1) [a, B, cl ¢ [B, ¢, &) [C, 4, B] .
Dans le suite A(") désigne le sous-groupe dérivé d'ordre n de A :

A(O) =A, A(n) = [A(nd) ’A(nd)} .

Diautre part, conformément i la notation générale de I, 3, on pose @

[An‘ A v h, B = [An, [An e A Bll ,

et 0'1(.&,53) = [A,B], o‘n(A,B) = [A, o (4,B8)] .

Propriété 2,7, Si A et B sont deux sous-groupes normaux et n un entier

20, 0na!
[A("),B} Co (A,B) .,
2"

Le résultat est évident pour n = o , Supposons que quels que soient les sous-
groupes normux A et B, on ait :
-1, Bl co  (a,8) .
2"-1
Alors , d'aprés la relation (1) :

[A_(n)’B] - [B,A( n-i)’A(n.u)] S [A(n-i),A(n-1),B].[A(n-i)’B’A(h-‘l)]
c [aln-1) aln=e) 57 |
ce qui entraine :

[A( n)’B] _C_ [A(n-i), {A(n-i),B]-] g [A'(n-1)’ Gzn_1(A’B)]
(4, o (&,8)) ,aon: WM 3lco ) .
2n-—1 2n
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La propriété en résulte.

Théoréme 2.4. Tout résiduel premier d'un sous-groupe normal A est un

résiduwel o-premier de A ,

Soit P=A: B un résiduel premier de A ; ona P=A:(AP) .
Soit 1 [A K ., asegd s AJPICA &
L n-t 1 =

On a, en posant C-.-.A,r\...ﬂA :
n

crn(.C, A:P) C {An, TIPR A:PlcCa .,
Si m est un entier positif-tel que n < 2™, il vient, d'aprés la propriété 2.7 :
[c("’),a,: Bl C Uzm(C,A:P) & o‘n(G,A: P) CA => o) CA:(A:P) =P,
P étant premier, il en résulte C CP et :
A_1 Al A? N see N An CP , entraine que P contient l'un des &, .

P est donc un résiduel o-premier de A ,
La réciproque est fausse (cf. exemple 2,4). D'autre part, ce résultat ne

s'étend pas au cas plus général ou (¥ ) = (L) est commutatif, (exemple 2.5).

Exemple! 2,4, On considére les groupes symétriques S3 et §5 et le groupe
= © - 3 3 ] S
G 85 X 85 A3 et A5 étant les groupes alternés, 1 x 1, A:,’ x1l et A3 % 8g
sont des sous-groupes normaux de G .
1x1: A3 X 1= A_}x 3'5 est un résiduel essentiel de 1 x 1 , donc un
résiduel o-premier de 1 x 1 , Mais le sous-groupe normal A, x 8. n'est pas

208

premier, en effet ;
[ij.‘.’;5 g SBXSB} Ay x5 .

Exemple 2.5. Soit G le groupoide commutatif & 4 éléments, dont la table

de multiplication est la suivante :

o a b ¢ Leg idéaux de G sont @
o ! o 0o 2 o 0= {Q.}, A= {o,aj, I= {o,a,b_}, J = {o,a,c}
1o o o . et & . (€)= (L) est commtatif ; le treillis
clec o a ¢ () = (L) des idéaux de G est le suivant ¢
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I est un idéal premier, mais 0! I

it

I n'est pas un
résiduel o-premier de O , en effet ;: JIJI =0 et J £ I.

3, o-Radical d'un élément de (L).

Soit X € (L) ; d'aprés la propriété 2,5, l'intersection des résiduels i
gauche o-premiers des éléments contenant X est égale & l'intersection de ceux
de ces résiduels qui-sont minimaux, ces derniers étant en nombre fini ; clest

aussi l'intersection des résiduels & gauche @i du théoréme 2,1.

Définition 2.4, L'intersection des résiduels & gauche o-premiers des
éléments dé (L) contenant X , est appelée o-radical de X et notée \R‘(X) .

Remarque, D'aprés le théoréme 2.1 on a 30:'1 >X:U et donc :

RE)yx-U0,
k|

L :
Théoréme 2.5, X étant un élément quelconque de (L) , l'ensemble des

éléments I de (€) tels qu'il existe un entier positif m vérifiant i

o (g, U) <X
—D

a un élément maximum égal au o-radical de X ,

On a : ‘72,1(}() (\ &, AL =, By vum; Kjy des @i étant les
i=1
résiduels & gauche du théoréme 2,1 ; d'oﬁ 5

(RN, V) < PP ... Pucx.

Montrons que @, (X) est 1'élément maximum de (‘g) possédant la propriété.
Soit 0‘(%', U) <X, m entier positif, et soit P un résiduel i gauche o-premiezx
m
d'un élément X' 2 X . On a ¢
o (F X' P) <o (B, V) sxsx =>K< P, (ar,2:2).
11 en résulte & < R (X)
1
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Propriété 2.8, Si X = X1 N Xa Naeee N Xn s ona
i X = 2 X n X n'qpp n ] x *
R = R(E)n R(x) R(x )

Cl'est une conséquence immédiate du théoréme 2,5.

Remarque. Si (L) est une (% )-algdbre assopiative, on a
o (F#u) = %™ v , Alors :R,1(X) est 1'élément meximum parmi les &6 € (€ ) tels
qu'e ™ < X+, U, On retrouve la notion de radical primaire de [5] (chap. V,1).
Par contre,si (L) est une (€ )-algebre non associative, le g-radical d'un élé-
ment X € (L) et le radical primaire de X (cf. [2], III, B) sont en général dis-
tincts ; mais ces radiceux sont comparables dans le cas (%) = (L) .

Propriété 2,9, Dans le cas () = (L) , le o-radical &1(X) dtun élément
X de (L) est contenu dans le radical primaire r(X) .

r(X) est l'intersection des éléments premiers de (¥ ) contenant X , Soit
P £U un élément premier de (€ ) dontenant X . On a :

o;n( J%’I(X), PsX<P=> ﬁi(x)s R ; dlou:
3?;'(2{). < r(X) .

Oette inégalité est stricte, en général, (exemple 2,6), De plus, si
(€) # (L) on ne sait pas comparer lés radicaux &1(X) et »(X) .

Exemple 2.6, Reprenons 1l'exemple 2.1 . Les résiduels & gauche o-premiers
des éléments de (€ ) = (L) sont I, J et G, ona: &1(0) =I,

Par contre, les idéaux bilatéres premiers sont J et G , d'ol »(0) =J .
On a t @’(o) < r(0)

Exemple 2,7, On considdre le groupolde G & L4 éléments, dont la table
de multiplicaetion est la suivante :

i 6. & B ‘@ Les iddaux bilatéres de - G sont :
ole o o o 0= {0}-’, A= {o,a} s &8 {o,a,b} , 1= {o,a,c}
alo o a o Pd AL 3 " "
54 a-u o et G, Ona en out.re 1'idéal & gauche ¢ C = [o,c}
clo o a ¢ Le treillis (%) des idéaux bilatdres et le treillis

(L) des idéaux a geuche sont les suivants :
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0
0

G A=J est un résiduel pseudo-essentiel de C , donc un résiduel a-gauche

o-premier de C ; en outre JJG = C ; il en résulte 3
& (6) =

%es idéaux bilatéres premiers sont I et G et on a C*.G=0, d'ou
r(C) =1, 3%(0) et r(C) sont incomparables.

TII. Eléments o-primaires de (L),

Définition 3.1, Un élément Q € (L) est dit o-primaire s'il vérifie la
condition 3

J%X ; X £ Q => il existe k , bntier positif tel que : (r(ét’U)

iCette deflnltlon peut se mettre sous 1'une des deux formes equlvalentes

suivantes, en utilisant le o-radical 3@1(Q) :

Ax<q,x4q=> & < R,

?é’,é &,‘(Q) = Q.'%b= @

Remarque, Si (L) est une (f?)—algébre associative, la notion d'élément
o-primaire cofncide avec celle d‘'élément primaire (cf. [5], ps 47). Par contre, si
(L) est wne (¥)-algébre non associative, la notion d'élément o-primaire est,
en gégéral, distincte de la notion d'élément primairve définie dans [2] (III, C),
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comme le montrent les exemples 3,1 et 3,2 . Toutefois, on a la propriété suivante :

Propriété 3,1, Dans le cas ot () = L , tout élément o-primaire est primaire.

Soit Q wun élément o-primaire et soit &F £ »(Q) .

On a (propr. 2.9) vﬁi(Q) <r(Q) , d'od OF4 ‘73,1(Q) et par conséquent
QP =Q . On en déduit que @ est primaire.

La réciproque est fausse, (exemple 3.2).
Rappelons qu'un élément de (L) est dit premier & droite si l'on a 3

KX <q,X4Q => HFusq, (of. [5]1p.47) .

Cette définition s'applique au caB non associatif,

Propriété 3,2, Si Q est o-primaire, les trois conditions suivantes sont

équivalentes :

1) Q est premier & droite.

2) Q°. U est un résiduel & gauche o-premier de Q ,

3) Q-+, U= @1(Q) ;

1) ==> 2) ; On démontre par récurrence sur n gque ¢

o6 oo U <Q => il oxiste i telque #; <@ U,

C'est évident pour n =1 . Soit &ﬂ' éee ?t’U < Q ; posons X = 978; Y %’U .
n 1 -

Si X< Q, il existe i tel qud 3{;i.sQ-.U (1gign-1),

Sinon, on a ,%’X <Q et X£Q; Q étant premier 4 droite il en résulte
n

Fd <q-.vU.

n
2) ==> 3) : résulte de la définition du o~padical \K‘(Q) .

3) ==> 1) 1 la démonstration est celle du cas associatif,

Propriétéé 3.3, Si Q ZU est primairé, son o-radical 31(62) est un rési-

duel & gauche propre maximum, donc o-premier,de Q .

Démontrons d'abord que R‘(Q) est un résiduel & gauche propre de Q
Si Q est premier & droite, on a ‘R“(Q) =Q"' U . Sinon, on a ‘R’(Q) £Q° U
et il existe un entier k > 1 tel que :
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1 (R (DUAQ et q(R (VD) <q

Alors

R (9o, _1(B(Q),V) = 6, (R(Q),0) < Q =>

R(Q) < -0 @(QU) = .

D'autre part :

Bo_ (R(Q),0) <0 et o (R(YVLQ=> < & (q)
D'ou finalement :

R(0) = H=a-. g1 (&(2),0) .

Montrons que s@d(Q') est un résiduel propre maximum de Q . Soit 6 un rési-

duel & gauche propre de Q , on a @ .~;7é'> Q et Q étant primaire il en résulte

7 < R (Q)

Propriété 3ik. Si Q ZU est o-primaire, &1((2) ést minimum parmi les

résiduels i gauche propres o-premiers des éléments de (L) contemant Q .

C'est une cénséquence de la définition du o~radical ﬂi(Q) et de la pro

priété précédente, et on en déduit immédiatement :

Propriété 315. 8i Q # U est o-primaire, &1(Q) est le seul résiduel a
gauche propre o-premier de Q .

Théordme 3.1, Pour que Q # U soit o-primaire, il faut et il suffit qu'il

A ’ .
admette un seul résiduel A gauche propre o«premier ¢ qui soit minimum parmi les rési-

duels & gauche: o-premiers des éléments de (L) dontenant Q .

La condition nécessaire résulte des propriétés 3.4 et 3.5. La condition suffi-
sante s'établit comme dans le cas associatif (cf. [5], p. 48).
Notons qu'un élément Q #Z U qui admet un seul résiduel propre o-premier n'est

pas nécessairement ¢-primaire, méme dans le cas associatif (exemple 3.3).

Définition 3.2, Si Q #ZU est o-primaire, son o-radical étant J° , on dit

que Q est @o‘—primaire.

Propriété 3.6. Soit Q # U et soit $ un élément de (<€) tels que :

DAK<QLXLQ=> b < P

2) I existe un entier positif n tel que o (@, U) ¢ G-
n
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Alors, P est un résiduel & gauche o-premier de Q et Q est P o-primaire.

Q est o-primaire, en effet : *x.<Q , X £ Q => %s P =
O'n(f%',U) < O'n(@,U) <Q .

Le o-radical de Q est J; en effet, soit k 1'entier positif minimum
tel que o‘k( ﬂi(Q), U) <Q.,

Si k=1, \3?,1(Q)U < Q => &,1(62)‘ P , (a‘aprés 1)) .
51 ky1, R(Qo 1(R(Q),1) =0 (R(Q),0)<q et
g1 (& (L) £0 => R(Q) < L.

D'autre part, d'aprés 2) il existe n >o tel que O‘n( P,U) € Q. ce qui
entratne P ¢ 3?,1(Q) et finalement . &1(Q) = P,

Propriété 3.7, L'intersection d'un nombre fini d'éléments P o-primaires

de (L) est un élément & c=primaire.

Soit" @ =Q N...N Q , ou les in. sont @G—primaires- On peut supposer
1 n
Q. #U (i=12,2,r.,,n). Il suffit alors de vérifier les conditions 1) et 2) de la

BExemple 3,1, Reprenons 1'exemple 2.7. On a
&’,'(c) =J et CG.'I

I
Q
)
il
9!
»

Par contre s r(C)=I et C'IJ=J#£C,

i1

Donc C est o~primaire mais n'est pas primaire.

Exemple 3.2, goit G le groupe d'ordre 12 engendré par les éléments

a et b tels que : a =bl+=e;a3=b2;abé=b ‘

Le treillis des sous~groupes normaux est le suivant i

E = {e} y K= {e,aB}, B = {e,az,a}‘j s ' G= {'e,a,az,as,al",aB} et G,
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e seul sous~groupe noxrmal premier est G et tous les
éléments de (fe )= (L) sont donc primaires, Par contre,
on a &’(E) =C et EiG=A, donc B est primaire
sans-8tre  o~primaire s D'autre part ¢+ B (A) =C et

. 1
A'G =4, done: A est o-primaire j mais A n'est pas

premier. . droite, en effet

Lb’.B]:EgA’BgA et [B, (G'} =_BgA'

Exemple 5 V3. Soit G 1le -'ngo'upo:‘!.'d.‘e & 4 éléments dont la table de multiplica=
tion est la suivante t

o a b ¢ On prend pour () = (L) 1le treillis des idéaux bila=-
ofo o 0o o g s b T ¢ ik -y i ~
slo o 5 @ téres d¢ & qui sont les suivants : |
bjo a b a
clo o-0 ¢ °=j' {0}5 A= {o,a} y I= _{o,a.,‘b} s d= {o,a,c} et G.

0%A = J est'le seul résiduel & gauche propre o'-pz'émier

de O,

On a .’R,’(o) =4 et 0,T=A£0, O n'est donc pas -

un idéal o-primeire, bien qu'il admette un seul résiduel

4 gauche propre o~premier, L'idéal J n'est pas mini-
0 mum parmi les résiduels & gauche o-premiers d.es' idéaux

bilatéres de G j:par exemple, - I est un résiduel & gauche o-premier de A

et JLI,
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Séminaire d' Algébre non commutative

Goafépence n® 11 du 5 FPévrier 1968
*
* %

Travaux de Y, Utumi sur
les anneaux auto~injectifs & gauche

Melle Je CALAIS

*
¥* %*

L'étude des anneaux auto-~injectifs & gauche pu‘bliée en 1967 par Yuzo Utumi
{17 est 1la suite dtune précédente étude parue en 1965 [27 , dont nous énon-
cerons les principaux résult_ats.

Tous les anmeaux que l'on considére sont unitaires. On désignera par J le

radical de Jacobson d'un anneau A et on utilisera les notations suivantes 3
T = A/, et B &tant une partie de A, B = {3:', x€B} ,

£(B) = 0%B et =z (B) = 0.°B.,

I ~ Anneaux continus & gauche et Annecaux auto-injectifs & gauchee

1°) Résultats fondamentaux [ 2 ]

Théoréme 1 — 1 « A étant un anfieau auto-injeotif a gauche, A est auto-injectif
a gauche é% régulier au sens de Vcn Neumant.
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Théoréme 1 = 2 « A étant un amneau auto-injectif & gauche,; tout systéme

d'idempotents orthogonaux de R peut &€1ré welevé en un systéme d'idempotents

orthogonaux de A .

Le théoréme 1 - 2 , ainsi que la régularité de & pouvent 8tre démontrés
avec une hypothese moins forte que 1l'auto-injectivité de 4 o Il suffit de sup—

poser que A satisfait aux deux conditions suivantes 3

Condition C1 ¢ Pour tout idéal & gauche L de A , il existe un idempotent e & A

tel que L; est esgentiel dans A e »

Condition 02 ¢ Si fm f2 et si A f oot igomorpho & un iddéal & ganohe L de 4 ,

alors L est ausgi engendré par un idempotent.

Définition 1 - 3 ¢ Un anneau satisfaisant aux conditions 31 et 02 est dit

1
continu - & gauches

Propogition 1 = 4 » Tout anneau f continu & gauche satisfait aux deux conditions

suivantes
Condition 03 ¢ Pour tout idempotent e et pour tout idéal & gauche L contenu dans
A e 4 il ‘existe un idempotent f € A ¢ tel que L est essentiel dans A f .

Condition C4 ! SiAg N Ah= O pourdeux idempotents get hy, A g+ Ah

est engendré par un idempotent.

Théoréme | —~ 5 o Tout anneau auto-injectif 3 gauche est continu & gauche
[ 3, théordme 57 - 137 .

Définition 1 =6 « Un élément x d'un anneau h est dit singulier & gauche si

4 (x) ést un-idéal & gauche essentiel dans A .

L'ensemble des éléments singulicrs™a’ gauche d'un-anneau A forme un idéal
Z de L qie 1l'on appelle : 1'idéal singulier & gouche de A o+ On définit de méme

1'idéal Z' singulier & droite de 4 .
Théoréme 1 ~ 7.s Si 4L est un anneau continu & gauche, alors 2 = J = Zv et

-

A /é est un ahneau continu & gauche et régulier au sens de Von Neumann.

Clebt & partir de ce théordéme qu¥est démontré le théordme 1 - 1 .
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2°) Résultats utiles pour 1'étude de L1 ].

Lemme 1 -~ 8 & Soit A un anneau satisfaisant aux conditions C, et C, « Soit

3 4

e un idempotent et x wun ¢lément tel que x = 522 et xe=x H alors il existe
un idempotent f tel que fe=Ffetf =x.

39'3040

Corollaire 1 - 9 » Soit A un anneau satisfaisant aux conditions C

Six = ;2 g il exi”ste. un idempotent e tel que X = © .

Théoréme 1 - 10 « Sojt A un anneau continu 'a gauche et e un idempotent de A «
Soit (Ei) un éyst‘eme d'idempotents or:chogoriaux de & b A / 7 9 supposons que
Ae soit extension essentielle de S A Ei o Alors, il existe un systeme (fi)
d'idempotents orthogonaux de A tel que e = "“fi pour tout i et tel que A e

est extension essentielle de X A fi .

3°) Quelques conditions suffisantes pour qu'un anneau continu -3 gauche

soit auto-injegctif & gauche.

Théoréme 1 - 11 + Tout anneau dfordré n (n ¥ 1) est auto-injectif & gauche si

et seulement si il est continu & gauche.

Définition 1 ~ 12 o Un anneau A sera di% fortement régulier si pour tout x ,

il existe y tel que x = x2 Y e

Théoréme 1 = 13 « Soit A un anneau continu 3 gauche tel que A ne contibnne

pas d'idéal non nul qui soit un anneaun fortement :c_'éguliei'. Alors A est auto=
injectif & gauche,

Théoréme 1 = 14 « Un anneau primitif (2 droite ou & gauche) est.auto-injectif

4 gauché si et seulement s'il est comtinu & gauche.

s

Théoréme 1 — 15 « Un anneau artinien 3 droite et & gauche est quasi~Frobénusien

si et seulement s'il est continu (continu & droite et & _ga.uche)o
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IT - Anneaux auto-injectifs & gauche . [1]

L'objet principal de ce. paragraphe est la démongtration du théoréme

suivant @

Théoréme ¢ A étant un anneau auto-injectif & gauche, les deux conditions

suivantes sont équivalentes :
(1) £ (B) = 0, pour un idéal(bilatére) B , entraine B =4 .

(2) A est la somme directe d'un nombre fini d'anneaux simples auto-injectifs
4 gauche et r ( £ (J) ) =

Soit A un anneau auwto-injectif & gauche, il vérifie la condition 01 H

on démontre alors le lemme suivant @

Lemme 2 ~ 1 o Soit B un idéal d'un apneau A auto-injectif & gauche. Si e = 92
et A e est extension essentielle de B, considéré comme A-module & gauche, alors

e appartient au centre de A

La démonstration s'appuie sur le résultat suivant démontré par Y. Utumi
[2 s lemme 535_] : si e et £ sont deux idempotén'ts de A , si pour tout idem—
potent g de 4L s et tout 1dempotent f de Afona Ag _;)9 A h , alors eAf=0,

Démontrons ici, que si L et L' sont deux 1d6aux a gauche non nuls respec-.
tivement contenus dans Ae et A (1=e)yona L ¥ L' o Supposons L Rz L*,
B étant essenhel da,ns A e 4 L 7& O implique B A L -7-& 0 . Montrons que
1'%on a aussi BN LY ;,1.':. 0 o A étant auto~injectif a gauche- 1'isomorphisme
de L sur L' peut &tre réalisé par la multiplication 3 droite par un element
de A , et B étant un idéal bilatdre de £ ¢

BM L £0 = BAL'=£0 ;
dtoh Aefl A(1-e)s% O , ce qui est impossible donc L §& L' .

On a alors, d'aprés le résultat énoncé. plus haut @
eL(T=e)=0. On en déduit que pour tout x €L oma:(ex=-x6) =0

L Stant semi-premier, e appartient au centre de A

Lé théoréme suivant caractérise: le radical de Jacobson d'un anneau, auto

injectif & gauche,
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Théordéme' 2 — 2 o Soient A un anneau auto-injectif & gauche et B un idéal a

gauche (ou 2 d&oite) de A . Alorg B € J i et seulement si B ne contient

pas d'idempotent non nule

On sait que A est régulier (a,u sens de Von Neumann ) supposons B & J
Alors B contient un idempotent non nul X o D'apres le corollaire 1=9,il
existe un 1dempotent e € A tel que X=6oAlors 1 ~6+ X =1 y 1 =-e+x
est un élément inversible dans A « Soit y un inverse de 1 - e + x dans A,
la multiplication & droite par y définit un isomorphisme de A e x = A (1 = e + x)
sur 4 e o D'aprés la condition C, , A e X est engendré par un id;mpotent £y

et X % 0 =5 (e # 0 et £ £0),
| 84 B est un idéal & gauche, ona .x € B , et donc f € B

51 B est un idéal & droite, posons f = z x , alors X z X z bst un
idempotent non nul de B «

Corollaire 2 — 3 s Soit I un idéal & gauche de l'anneau auto~injectif & gauche

A ; alors, L est essentiel dans & , considéré comme A~module & gauche, si et
‘ I
seulement si r (L) €& J

Puisque A satisfait & la condition 01 s L n'est pas essentiel dans A si
et seulement si L est contenu dans A e ; avec e = 92'5& 14 et c'est le cas,

si et seulement si r (L) oontient un idempotent non nul, c'est-a-dire

r (L) §Z ¥ a

Si 4L est un anneau auto—injectif a gauohe, tout endomorphisme de 4 peut
8tre réalisé par une. homothetle (multiplication & 8, droite par un élément de A),

par suite 4? {J) est ‘le coeur de l'anneau 4 considéré comme A~module & gauohe{4 ],
et noustavons ¢

Corollaire 2 = 4 » Soit A un anneau auto-injectif & gauche. Alors le cdeur

du A-module & gauche 4 est essentiel si et seulement T (4Z(J)’y =J e

Propriété 2 = 5 » Soit B un 1dea1 d'un anneau semx—premler A, B-est
eseentiecl dans 4 si et soulemont si & (B) =0+

I1 suffit de montrer que pour tout 1deal gauche L de 4 on a ¢

BAL= 0 ¢&» LB=0 .,
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En effet s 1) B {1 L =0 => BL=0j=» LBLE=0 =3 LB=O

2) Supposons LB =0, et soit x &€ B N L ;
5 :

J;ZE LB=0 et x =0 =p x=0,
Lemme 2 = 6 4 Soit B un idéal de l'anneau A auto—injectif & gauche,
sir (£(3)) =0, alors:

£ (38 =0 =p £(3)=0 émshoa

D'apres le thooreme 1 =1, X est auto-ln;;ec'blf 3 ga.uche, donc il existe
Py € L tel que’ A e soit extension essentlelle de B o D'apres le lemme 2 - 1,
e appartient au centre de i 1 et d'aprés le corollaire 1 —= 9 , on peut supposer
que e'= 92 dans A o On'a alors @

B C bo+J = aded

g (-0 £ ¢ 20,

et 'par suite ¢

Aft-e)l 2@y &£ 0 :

L'hypothése T (2 (J) ) =J entrafne que £ (J) est essentiel,
d'aprés le corollaire 2 — 4 ; d'ol A (1 —e) =0 et e = 1 o Par sujte B est
essentiel dans a3 A étant sem‘i-preinier, ona 2 ('B-) =0 , d'aprés la

propriété 2 - ?5 o

Soit A un anneau a.uto-ln,,echf 4 gauche et regul:xer (a.u sens de Von I«pumann),
supposons que - la ‘somme des 1deaux principaux a4 gauche A xl soit directej alors,
il existe un systeme d'idempotents orthogonaux (e ) tels que Ax, =Ae
pour tout i « Ce résultat a &té démontré par Y. Utmnl [5 - theoreme 2 - 2]

et sera utilisé dans la démonstration du lemme suivant ¢

Lemme 2'— 7 + Soit A un anneam auto~injectif & gauche et B un idéal contenant J
Llors @ - _ : .
(L () =0 amsT) => (L(B) = 0 daiish ) s

,6(333 = 0 dans A signifie que i‘f est essentiel dans F Soiﬁ C = E@I ;i
un idéal & gauche maximal, somme diregte d'idéaux & gauche principgux contenus,

dans B« Puisque C est maximal, B est extension essentielle de C , on en déduit
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que C est essentiel dans -.i:_,. I1 exigte alors un systeme (-e_ ) d?idempotents
orthogonaqx de 4 tels que .Z -é'i = A ;i pour chaque i « D'aprés le thdoréme
1=~ 10 , on peut supposer que (ei,) est un systéme d'idempotents orthogonaux
de 4 et que b A e, est essentiel dans A » J C B, implique que B contient
chacun des . o ,Z (B) 3 O entrafnerait £L(3B) O Za e; 7 0 ; mais on
a{(B):e =0 pour tout i , donc . Z(B){]EAe =Oet £ (B) =

Théoréme 2 -~ 8 « Soit A un anneau auto-injectif & gauche, les deux conditions

suivantes sont équivalentes 3
(1) £(B) =0 pour un idéal F implique B = A .

(2) A est somme direote dfun nombre fini d'anneaux simples auto-injeotifs
4 gauche et r ( Z(J)) =

a) Montrons que (1) = (2) dans le cas o8 T =04

Soit P un idéal bilatdre maximal, P=% L donc _Z (P) 5% 0 o J &tant nul,

L ne contient pas d'idéal nilpotent non nul, donc P (1 £ (P) = 0 et P n'est pas
essentiel, P est facteur direot. Considérong la somme C.de tous les idéaulx
bilatéres maximaux., Si 1l%on avait C s A , C serait contenu dans un idéal
maximal P , le supplémentaire de P ne serait pas dans C., ce qui est contraire

3 la définition de C ydonc C =4, A,considéré_ comme A - A bimodule,est com
pléetement réductible donc est somme directe dfun nombre fini d'anneaux simples.
Chacun de ces anneaux est auto-injectif & gauche puisque A est autqluinjec_:tif a

gauches,

b) Montrons que (1) =2 (2) dans le cas général, J # 0
Supposons que 1'on ait £ (B) = 0 dans & pour wn idéal B contenarit J o
Dlaprés le lemme 2 ~ 7,oma £(B)=0 , %) B=A et B =4 Dlaprés a)

o

A est somme d"lm nombre fini d'anneaux s1mp1es auto~injectifs a gauchea
Montrons maintenant que » (& (J ) ) =J

Soit e un idempotent de A tel que £ (J) soit essentiel dans A e , d'aprés
le lemmg 2 - 1 e appartient au cenitre de ! s et d+ed=4J +Ae estun
idéal de A »
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L@+ed)= £@)N a(1-0)=04d%h J+eh=4h et ci
ainsi, e =1 o L'idéal & gauche -£ (J) est essentiel dans 4 , d'ol
r (£ (3)) =J d'aprés le.corollaire 2 — 4 »

[
=3
-e

c) Montrons que (2) = (1) « Soit B un idéal de A tel que £ (B) =0 «
D'aprés le lemme 2 =6 , ona ¢ (B) =0 dans L , par suite B est essentiel

dans A ¢ puisque A est semi-premier. L'hypothése (2) ‘implique alors B=1 ’
d'oh A=B+J ,donc A=3B,

Corollaire 2 = 9 o Soit A un anneau auto-in,jéctif 3 gauche satisfaisant aux

conditions du théoréme 2 ~ 8 o flors, A est artinien si et seulement si tout
idéal & gauche non nul contient un idéal & gauche uniforme, c'est-a~dire un
idéal & gauche non nul qui est extension essentielle de chacun des idéaux a

gauche non nuls qu'il contient.

a) Condition nécessaire : par hypothése A est artivién. Pour tout idéal
{ - .

a gauche L de A , il existe §‘€ A tel que e = e2 ‘et A e est extension
essentiellé de L's Montrons que 4 e contient un idempotent primitif T

Soit g un idempotent non nul de Ae § on ar K.Eg; Le et €g='§3=§,

car e esticentral dans A

=

Soit h wun idempotent non nul . de’A g3 on a Ahs Ag et hg=h,

dfoi (KE - K-é)z = 03 L étant gemi—premier on en déduit hg=gh=nhos
On @éterminé ainsi une chafne décroissante d'idéaux & gauche de 4 »

L est artinien, donc il existe un idempotent nmon nul f € A e $el qie AT

soit 1'idéal & gduche minimum de la chafne; T est alors primitif. D'aprés le

lemme 1 - 8 , on:peut supposer f = f2_ et fe=f dans A . L étant essentiel

dans Ae yona LA Af #:‘O.

Montrons qug L /) A £ est uniforme.

Soit N un idéal & gauche tel que N ¢ L /) A f o Il existe un idempotent
k & Af tel que N soit essentiel dans A k f étant primitif ¢

ik ¢ IF = ¥=F ,
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dtodh Ak = A'f . En utilisant le lemme 1 - 5 démontré par Y. Utumi dens

sz}(z) g On.en déduit que Ak = A f o A f est donc extension essentielle de
tout idéal & gauche N L) A £ , en particulier L (1A f est essentiel dans
Af , et par suite L ) A f est extension essentielle de tout idéal & gauche

qu'il contienta

b) Condition suffisante ¢ supposons que tout idéal & gauche non nul de

A contienne un idéal S gauche uniforme. 4 satisfaisant aux conditiéns du ‘thé-
oréme 2 = 8 ’ soit g un élément unlte de 1l'un quelconque des anneaux 51mp1es
dont A est la somme directe. On peut supposer que g est'un idempotent de y A
A g contient, par hypéthése,’un idéal & gauche I uniforme. Il existe alors,
un idempotent h tel que I soit essentiel dans Ahethg="h s hg=nh et
est un idempotent primitif de 4 Puisque'K{ est régulier, A h est un idéal
a gauChé minimal de A . finsi A g est un anneau simple contenant un idéal a

gauche minimal, il est simple et artlnlen. Par suite, A est artiniens

-

Remarque : Dans les conditions du.co;ollai?e 2 ~ 9 4 tout annulateur & gauche
contient un arnulateur a gauéhe minimél. En fait, pour tout idempotent e. de A
tel que ¢ soit primitif, A e (\ £ (J) est un annulateur 3 gauche minimale
Tout annulateur & gouche minimal est de oet&ejforme, car tout idéal a droite

maximal s'éerit J + (1 ~e) A , e &tant un idempotent tel que e soit primitife

III - P F ~ anneaux & gauche,

Soient M et N deux A-modules 3 gauohe, désignons par Im (M,N) la somme
des Im (v) pour tous les v € Hom (M,N)

Définition 3 - 1 o_ M &tant un L~module a gauohe, on dit que M ‘est complétement

fidéle si 1
' Im (M,A) = A

[? y ‘Lemme '] ~ 5'3 ¢ soit v un homomorphlsme d'anneaux, de 4 dans B,
tel;que Ker v ne contlenne pas d'idempotent non nule, Si e et f sont
deux idempotents de A tel que Ae C LT , et v (he) =v (A £} 4
alors Ae.= 4L f .
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Définition 3 = 2 o Un anneau L gera appeld un PF-anneau 3 gauche, si tout

h-module & gauche M fidéle est complétement fidéle,

En remarquent que £ (M) € £ (Im (M,4) ) , on voit que tout A-module
completement fidéle est fidele,

Azﬁmaya a montré que tout QF-anneau est un PF-anneau & gauche.

Proposition 3 - 3 « Soit 4 un anneau auto-injectif & gauche tel que tout

idéal & gauche non nul contienne un idéal & gauche minimal, Soit S le soole

4 gauche de 4L,

Alors pour tout A-module & gauche M , on a 3
s Lm=s N Lm (m,4) )

- Latremarque faite plus'hau‘t montre qu'iil" suffit de démontrer que
s NAL@am M) ¢ s nLm.

A étant auto~injectif & gauche, ‘'on a @

Im (M,4) = 2_ Im (Ax,4) .

XxXeEM
Or pour tout x€ M , on a

In (4x,A) = I (8p(xyrh) = 4z (£ (%))

dtol

v € x)) € Im (Ax,A)
et £ (m(axp) ¢ £ (LE ).

Oﬁ dansjun anneau auto-injectif & gauche, tout idéal & gauche I est
essentiel dans YA (r (1) , done Z (x) est essentiel dons
L (z ( V4 (x) ) “pour tout x € M . Par suite tout idéal & gauche minimal
de £ (r(f(x) ) est un idéal minimal de £ (x) , d'on

sN Lx) = s N A (L) ;

en prenant l'intersection pour tous les x € M, on a ¢

s L(mma) ¢ s L.
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Dans la démonstration du théoréme suivant nous aurons a utiliser un

résultat dl & Azumaya ¢

Etant donné un enneau A , s'il existe un A-module & geuche injectif

et oomplétement fidele, 4 esﬁ'auio-injectif & gauches

Théoréme 3 —~ 4 « Un anneau A est un P-P-anneau & gauche si et seulement si ¢

1) il est auto~injectif & gauche.
2) A est! artinien.

3) tout idéal & gauche non nmul contient un idéal & gauche minimale

a)>Conditi6n suffisante ¢ s0it S le socle & gauche de A + S est essentiel
dans 4 , monfrons que =T (J) « On, a nécessairement S o o (7) « D'autre
part 4 est artinien, reguller, donc gemi-simple. Or T (J) peut &tre considéré
comme un A-module & gauche puisque J r (J) =0 o & étant semi-simple, r (J)
est semi-simple donc contenu dang § , d'ot S = 1 (J) »

D'aprés le corollaire 2 -3, ona 2 .(r (J) ) € J « Puisque = (J)
est somme directe des iddaux a gauche minimaux de A , T (J) est 1e plus petit

des idéaux a gauche essentlels dans & o Par suxte 3 (J) Lo (’] 4€ (x) ’
X &J

puisque J coincide avec 1'idéal singulier & gauche de 4 j d'od (J) C: 4?(J)

et Jgx (L)) ¢ x(r(@) g 7,am =2 (L))

o

On peut alors appliquer le fhéoféme 2 -8 , clest=a~dire quelle seul™
idéal tel que, 4 (B) = 0estA o Soit M un A-module & gauche fidéles, On a
£ (m) =0, g'oﬁ..4? (Im (4,4)) = 0 a'aprés la proposition 3 = 3 g o5
Im (M,4) = A puisque Im (M,A) est un iddal do A + M est donc complétement.
fidele,

b) Gondit;on nécessaire s Le A-module & gauche A a une extension injective
K qui ?st complétement fiddle par hypothése. Donc d'aprés le résultat d'Azumaya
cité plus haut, A est auto~injectif & gauches Soit B un idéal de A tel que
A(B) =0 . Best i-module & gauche fiddle donc complétement Fiddle.
L'outo-injectivité de A implique B 5 A « En vue de l'application du corollaire
2~-9,il sgffit de démontrer que tout idéal 3 gauche non nul contient un
idéal & gauche minimale



et
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Soit 'S le socle & gauche de A o Il existe un idémpotent e tel que §

‘est essentiel dans A e et ¢ appartient au centre de A (lemme 2 ~ 1 ) o
Soit M la ! somme directe de A e et deuA/L
1

+ Ao Pour tous les idéaux a

gauche Li essentiels dans 4 (1 - ¢) &

Supposons d'abord que M soit fidéle, alors M est complétement fidéle et

A = Im(M,4) = Im(he,A) + % Im(A/Li+ s JA) = he A + }_:_ Ar (Li + {xe) .

Li + he &tant essentiel, on a T (Li + he) <€ J pour tout i ;j dono
Z= K¢k = Ao, puisque © appartient au centre de A v On en dduit ques = 7
e =1. 5 est donc un idéal & gauche essentiel, par suite tout iddéal & gauche

non nul contient un idéal minimal.
Supposons‘maintenént M non fidele, on a

0 l) Ca(i=e) N (N (1, +4e))

Puisque L, € 4 (1'=e) yona 4 (1-¢) 2 (L + 4 e) = 1,':.L p o (VL =k 0y
N L; est complétement réductible dlaprées le lemme 3 - 5 , il est &ontenﬁ

-

dans le socle & gauche'S o Or, on a () Ig_éﬁé A (1 =e), d' o contradictions

| Lemme 3 =5 S0it M un fA~module étgauché, SUpPPOSONS que l'integsection D

de tous les sous-modules essentiels soit non nulle, alors, D est complétement

réductible.

Soit N un sous-module de D et soit H un sous-module ‘maximal de M dig=
joint de N , alors 'N + H est essentiel et contient D ;j D =N @ (D (JH) ,
clest-a~dire que tout sous~module de D esﬁ facteur direct de D &

Principales propriétés des anneaux PF=-3 gauche,.

Propriété 3 — 6 « Dans un PP-anneau & gauche, le socle d droite coincide
avec le socle & gauche ot § =1 (J) =4€(J) .

Propriété 3 — 7 « Soit § le socle d'wn PF—anneau a gauches
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1) S est un idéal & droite essentiel, c'est-a~dire que tout idéal &

droite contient un idéal & droite minimal,

2) Tout idéal & droite minimal est un annulateur & droite et est de
la forme e S oy e est un idempotent primitif,.
Réciproquement, si e est un idempotent primitif e S est un idéal

a droite minimale.

Propriété 3 — 8 « S étant le socle d'un anneau PF-3 gauéhe, on a

r(s) = 2(8) =7

Propriété 3 -9 . Un anneau & PPF-a gauche satisfait aux conditiops suiyantess

1) Si un idéal & droite R de A est isomorphe & A e, avéc o = 92 ’
alors R est aussi engendré par un idempotent.

2) si Riest un idéal & droite de A , tel que r (£ (R) ) soit extension
essentielle de R , il existe un idempotent e tel que R est essentiel

dans e A4 o En particulier, si R est lde type fini, R a une extension

essentielle engendrée par un idempotent.

3) i Reest un idéal & droite essenticl dans r' (£ (R) ) et contenu
dans e A , avec © = 32 y il existe un idempotent f € e A tel que

R est essentiel dans £ A

4) soit g A N\ h & =0 , g et h étant idempotents, alors g A + h & est

engendré par un idempotente

Un probléme reste ouvert : un PF-anneau & gauche est-~il toujours

PFe—anneau & droite?
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SEMINATRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE

MODULES TERTIAIRES, MODULES.PRIMATRES
ET LEMME D'ARTIN REES

Conférence n° 12 du 26 février 1968

par Marie-Christine GERMA

Notre but est ici d'étudier l'aspect particulier suivant de la théorie
noethérienne non commutative de L, LESIEUR et R. CROISOT [1].

1.~ Considérant des modules & gauche unitaires sur des anneaux unitaires non
nécessairement commutatif's nous nous iptéf?ssons aux sous-modules primaires et aux

sous-modules tertiaires d'un module quelconque. Un cas particulier de ceci est

constitué par les idéaux & gauche primaires ou tertiaires d'un anneau A .

2,~ Constatant que dans le cas d'un anneau commutatif noethérien les notions
"primaire" et "tertiaire" colncident nous voulons étudier les anneaux non nécessai-

rement commutatifs ol ces notions coIncident encore. Ces anneaux, sous 1l'hypothése
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qu'ils sont noethériens & gauche, ne sont pas. autre chose que les anneaux
noethériens & gauche ol le lemme d‘'Artin REES est valable. Ceci a été mis en évidence

par L, LESIEUR et R, CROISOT [2] .

Nous avons rassemblé quelques exemples de ces anneaux qui apparaissent comme
une généralisation des anneaux noethériens commutatifs, exemples donnés par [1] ,[3]

et [4] .

RAPPELS
Nous utiliserons la présentation maintenant classique des décompositions
primaires et tertiaires de LESTIEUR et CROISOT [1] : RILEY [3] en donne une présenta-

tion axiomatique intéressante dont on trouvera un résumé dans 1l'exposé de GRAPPY [12].

HYPOTHESES A.

A anneau non nécessairement commutatif, unitaire, noethérien bilatére

U A-module & gauche, unitaire, noethérien.

Ceci est réalisé dans l'un des cas particuliers suivants 3
(1) A anneau noethérien & gauche, et U = A considéré comme A-module
& gauche,

(2) U est un A-module & gauche de type fini avec A noethérien & gauche.

THEORIE TERTIAIRE, (sous les hypothéses A).

- Théoréme 1. X étant un sous-module quelconque de U, l'ensemble des
idéaux bilatéres -@-de A tels que :

(2 NC =X =>0C=X



ment b

on a :

12 == § =

est une section commengante d'élément maximum R (X). De plus R (X) est
3 3

1'intersection des résiduels essentiels de X .

Théoréme 2., R (X) est aussi l'ensemble des éléments a £ & vérifiant la
—_— 3

condition :

bZX=> Fce (b) tel que c g X et alc) = X

On désigne par (b) par exemple le sous-module de U engendré par 1'é1é-

L]

Démonstration : voir [1] page 73.

Définition 1. RB(X) est appelé radical tertiaire de X .

Proposition 3 : Quels que soient les sous-modules X1, Xz, sniy & Ge W

R}(X1 NX ... r\xn)g R}(Xi) Y gy 0 Rz(xn)

et en général on n'a pas 1l'égalité.

Définition 2. Soit Q CU § Q est dit tertiaire s'il vérifie 1'une des

propriétés équivalentes suivantes :

1. ab) @, PEQ= ac RI(Q)

2, QOO et Q) NX=Q => X =7Q
3. Qo Q et (Quoo) NXCQ=> XCQ
he X CQ, X ¢Q=>0tC R(Q)

5. oL R (Q) = Qo= 9

6, @=U ou QZU et Q possdéde un seul résiduel essentiel .
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Proposition 4 : Tout sous-module N -irréductible de U est tertiaire.

Théoréme d'existence 5. Pour tout sous-module X de U , X £ U , 11 existe

au moins une décomposition réduite de X comme intersection d'un nombre fini

de sous-modules tertiaires dé U .

Théoréme d'unicité 6 (en un certain sens). Voir [1] pe 78 .

Théorie primaire (sous les hypothéses A).

radical primeire d'un idéal bilatére UL de A
r(OL) = N idéaux premiers contenant OL= N idéaux premiers minimaux contenant o

(1a deuxiéme intersection est une intersection finie).

Proposition 7s

F = {B , idéaux bilatéres de A tel que 3n , B" Q'OL} est une section
commengante d'élément maximum r(AL).
8i o, o, L ooe,OL sont des idéaux bilatéres de A on-a les deux propo-
n

sitions suivantes :

Proposition 8 : ¢LCOL = r@) CrEU)

Proposition 9 : v N N ... NTL) = r@;) N ...nrlee) .
% 2 n n

Définition 3, X étant un sous-module de U-., on pose ¢

r(X) = »(X*.U) = r U(x)
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rU(X) s'appelle radical primaire de X considéré comme sous-module de U ;

quand il n'y a pas ambiguité on écrit simplement r(X) .

Remarque : pour tout sous-module X de U om a

r(X) C R}(X) .

Proposition et définition 4 :

Soit @CU ; Q est dit primaire dans U s'il vérifie 1l'une des propriétés

équivalentes suivantes ¢

minimum ¢

1. [xCQ , X£Q, XCU]l == acr(q)

2. o rU(Q)

|

> Q.'0e=Q
3, MXcCcQ , X£€9, XCU] = 3n tel que o" CR'.U

L, Q a un seul résiduel a gauche propre premier qui est aussi premier

ontenant Q°.U .

En particulier, Q est un idéal & gauche primaire de l'anneau A si l'on a :

ahlb C Q@ , b £Q ==> 3n tel que ()" CQ s

Remarque : dans la propriété 2 le résiduel Q. % est & prendre dans U .

Proposition 10 :

Tout sous-module primaire de U est tertiaire.

-Remarque : un sous-module N -irréductible de U n'est pas nécessairement

primaire,

°
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Remargues s a) on n'a pas de théoréme d'existence de décomposition en
intersection de sous-modules primaires.
b) gquand un sous-module @ de U admet une décomposition

primaire celle-ci satisfait & un théoréme d'unicité en un certain sens, voir [1] p. 50.

Théoréme 11, Sous les hypothéses ‘A , les propriétés suivantes sont équivalenks:
1) tout sous-module de U admet une décomposition primaire dans U .
2) tout sous-module tertiaire de U est primaire dans U .

3) U vérifie la propriété d'Artin REES (définition 5).

Définition 5 :

Soient A un anneau et U un A-module & gauche. On dit que U vérifie la
propriété d'Artin REES si l'on a :
quels que soient @& un idéal bilatére de A , X un sous-module de U ,

n un entier, il existe h{(n) entier tel que :

of("> UNxcodX .

Démonstration du théoréme 11.

Ceci est démontré dans [2] . La démonstration faite ici suit la méthode de [5] ,
elle-m&me inspiréede [6] . On montre dans l'ordre 2 = 1= 3 = 2 .,

2 => 1 évident.

1= 3 soient ¢ un idéal bilatére de A., N un sous-module de U ,

n un entier. On considére la décomposition primaire réduite.

OLnNan‘.-nQ
1 m
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Si N ¢ Qi pour i =1, cco, m ;3 la propriété 3 est trivialement vérifiée
pour N , car

40 NNCNCQ N...n@ =o'N .
m

Si, pour au moins un i , on a N g Qi , alors on peut supposer qu'il existe
m' (m' < m) tel que 1l'on ait N £ Q (A = Lsocnuny ') &% NCR
(i = m'+), .00, m) - les Q; étant primaires, il existe alors pour chaque i
(1 =1, eoe, m') un entier s; ‘el que (@) ®1 CQ.°e U d%cii en posant

s = sup(s1, one, Sml)

ns n
®"UNNco’ N Gy s £o do

3 = 2 . Soit N un sous-module tertiaire de U . Soient € un idéal
bilatére de A et X un sous-module de U tel que ®X CN et X £N - Nous allons
montrer que pour un entier h convenable %h...g N*.U . N .étant tertiaire avec

‘aX CN -Xg N ona: NCN'ewCU , La propriété d‘Artin REES donne alors un entier
h tel que :

h

oL U N (Ne'o) CoyNetor) CN

et N étant tertiaire ceci entraine 0(,}10 CN By Gs Fodl

Définition 6 : Un anneau A noethérien & gauche vérifiant comme A-module &

gauche l'une des propriétés équivalentes du théoréme 11 est appelé anneau classique.

Définition 7 : Un A-module U vérifiant les hypothéses (A) et les propriétés

équivalentes du théoréme 11 est appelé module d'Artin BEES.
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Remarque : Dans un module d‘'Artin REES le radical tertisire et le radical

primaire d'un sous-m odule tertiaire colncident

~EXEMPLES. D'ANNEAUX CLASSIQUES ET DE MODULES D'ARTIN REES

Proposition 1.1, - Tout anneau commutatif noethérien est un anneau classique

En effet tout idéal & gauche admet une décomposition primaire.

Proposition 1,2, - Un anneau noethérien A dans lequel tous les idéaux sont

bilatéres est un anneau classique.

Démonstration : L'hypothése que les idéaux sont bilatéres implique que XA = Ax
pour tout x € A, Ceci impligue gque un idéal 4 gauche I de. A est primaire au sens

rappelé plus haut si et seulement si il est primaire au sens suivant :

"xy € I, y£ I entraine une puissance de x appartient & I" qui est la
définition du cas commutatif. Alors la démonstration de [7, lemme 3, p. 21] s'éerit

sans modification pour montrer que les idéaux irréductibles de A = sont primaires,

Proposition 1l.3. - Soit A un anneau classique. Alors tout-anneau quotient.

T :’A/I est un -anneau classique.

Démonstration

a) A étant noethérien & gauche, I = A/I est également noethérien & gauche ;

b) Tout idéal & gauche o de T admet une décomposition primaire ; en effet
si f est 1l'homomorphisme canoniqﬁe A > A/I cna &' =f{ey avec ve=7f ‘@')2I ,
Soit oL= Q1 X swe Q% une décomposition primaire réduite de YL dans A ; les Q.i

contenant I , on peut écrire f(o) = f(Q1) N oeo NF(Q ) , et ceci -est une décomposi-
n

tion primaire de f{@r) en vertu du lemme suivants
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Lemme 1,1, - Soit Q didéal & gauche d'un anneau A avec @D I ; 81 Q est
P-primaire alors f(Q)» est f(P) primaire.

Démonstration facile.

Proposition l.4., - Tout guotient d'un module d'Artin REES est un module

d'Artin REES.

Démonstration

a) si M est un A-module & gauche d'Artin REES M' = M/N est un A-module

a4 gauche noethérien.

D) tout sous-module tertiaire Q/N de M/N est primaire. Ceci est conséquence

immédiate du lemme 1.3. lui-m&me conséquence du lemme 1.2 suivant.

Lemme 1.2, - Soit M un A-module et N C Q CM . Alors il y a correspondance
bijective entre les résiduels propres de Q et les résiduels propres de Q/N , qui

conserve la propriété d'essentialité,

Démonstration évidente.

Lemme 1.3, - Soit M un A-modnle, NCQCM .81 Q est P-tertiaire
(resp., P-primaire) Q/N est P-tertiaire (resp. P-primaire) et réciproquement.

Démonstration élémentaire.

Proposition 1.5. - 8i M et N sont deux A-modules d'Artin REES, le module

M@®N est encore un module d'Artin REES .

a) M®DN est noethérien,
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b) Soit R un sous-module oOi-tertiaire de M @ N . Montrons que R est
primaire. D'aprés [3 - lemme 1.3] M NR est un sous-module ¥L-bertiaire de M 5
NNR est un sous-module ot-tertiaire d¢ N, M NR (resp, NNR) est donc
ot-primaire dans M (resp. dans N). Donc il existe des entiers h et k tels que
M CUMNR ot 0N CNNR ou oL= (M NR) = (v nr) =2 M N(a)

aron ol (BE) oy g N) C(MNR) ®(NNR) CR .,

Ceci montre que ¢ C r(R) or r(R) C R3(R) = o (propriété générale des.

radicaux) d'od r(R) = R (R) = ¢, ce qui montre que R estO-primaire dans M & N .
3

Corollaire 1,6. - Tout module de type fini M sur un anneau classique A est

un  A-module d'‘'Artin REES.

a) M est noethérien,

b) A est un A-module & gauche d'Artin REES.

c) MzA“/N '

Proposition 1.7. = L'anmmeau M  des matrices carrées d'ordre n sur un anneau
n

comnutatif noethérien A est un anneau classique.

Ceci a été démontré par LESIEUR et CROISOT [1. Théoréme 8.6, p- 83], Cette
démonstration reste valable avec des hypothéses moins restrictives ce qui;fait de la
proposition .1,7, un cas particulier de la proposition 1.8.

Proposition 1.8, = L'anneau M des matrices carrées d'ordre n sur un
p n

anneau classique A est un anneau classique,
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T1 est immédiat (corollaire 6) que M  est un A-module d'Artin REES, c'est-a-
n
dire un A-module & gauche noethérien vérifiant 1l'une des propriétés du théoréme 9. Pour

montrer que M = est un anneau classique 1l faut montrer :
n

a) que M est un M -module & gauche noethérien
n n

b) que M en tant que M -module & gauche vérifie 1'une des propriétés du
n n
théoréme 9 .

" Pour le détail de la démonstration voir [1 - pe 83] .

inteégre
Proposition 1,9, = Si A est un anneaun unitaire¥ principal alors. A est un

anneau classique,

Voir GOLDIE [8 - chapitre 6] ou GERMA Anne [9] .

Proposition 1,10, - Soit A un amneau commutatif noethérien, A wune

A-algébre centrale, de type fini en,tant que A-module. Si les idéaux de A

viennent de son centre, c'est-d-dire si tout idéal bilatére U de A est de

la forme U = A.0L ol -6 est un idéal de A , alors A -est un anneau classique.

Remarque : la proposition 1l,7. est un cas particulier de.la.proposition 1.10,

Démonstration de 1,10, :

a) A est un A-module noethérien donc.un A-module & gauche noethérien. En
effet les idéaux & gauche de A sont les sous A-modules de -A qui sont permis pour
la multiplication & gauche par les éléments de A . Une chalne croissante d'idéaux &

gauche de A est une chalne de sous A-modules de A donc elle -est stationnaire,
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b) A est un A-module d'Artin REES,

c) A est un A-module d'Artin REES : seient U = A g un idéal bilatére de
A, I un idéal & gauche de A , n un entier ; d'aprés. b) il existe h(n) tel que
P I

(Aa.)h(n) NIC (A" I et

h(n) . n
T R cog.F.d.

Un cas particulier de la proposition 1.10. est la proposition suivante.

Proposition 1l.1l. - Si A est une R-algébre, séparable, de type fini comme

R-module, ob R est un anneau commutatif noethérien alors A est un anneau

classiguea

En effet : si C désigne le centre de A , il €st connu [10 - corollaire 3.2]
que les idéaux bilatéres de A viennent de C ; tout idéal bilatere de A est de la
forme BA ou B est un idéai de. C et BANGC =B . Il sfensuit comme A est
noethérien que € est aussi un anneau noethérien. La proposition 1,10 montre alors

que A est un anneau classique.

Corollaire 1012, - Si R est un anneau commutatif noethérien, M un R-module

projectif de type fini, alors l'anneau des endomorphismes de M est un anneau

classique.

Ceci se présente comme une généralisation de la proposition 1.7,

Démonstration : Si1- M est un R-module projectif de type fini alors
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A = HomR(M,M) est une R-algtbre séparable de type fini ([10] proposition 5.1) . Donc

A est un anneau classique.

Si R est un anneau de DEDEKIND , % wune algébre centrale simple sur le corps
des quotients de. R et A un ordre maximal dans X sur R , il est connu [11] que,
si X est une algébre compléte de matrices, A est l'anneau des endomorphismes d'un
R—moduié projectif de type fini ; donc d'aprés le corollaire 1.12 A est un anneau
classique. Cependant par une démonstration directe on peut montrer que tout ordre

maximal sur un anneau de DEDEKIND est un anneau classique,

Proposition 1.13. - Soit R un anneau de DEDEKIND, .Y une algébre centrale

simple sur le corps des quotients de R , A un ordre maximal dans X sur R

alors A est un anneau classique.

Démonstration : voir [3] p. 198.

Signalons un résultat plus général dli & MISCHLER, mais partiel quant & notre

objectif de donner des exemples d'anneaux classiques :

Proposition 1.1l4, - Si R est un ordre maximal &'ASANO dans un anneau S

alors la propriété d'Artin REES est valable pour les idéaux bilatéres de R.

Dans [3] (8§ 3) on peut voir un exemple d'anneau-Artinien non classique.

Les anneaux artiniens classiques ont une structure particuliérement simple.

Proposition 1.15. - Sgit A wun amneau artinien. Alors A est un anneau

classique si et seulement si il est somme directe d'un nombre fini d'anneaux

artiniens primaires.
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Démonstration [3] p. 199,

Définition : un amneau primaire est un anneau qui modulo son radical est un

anneau artinien simple,

Nous terminerons cette étude en montrant que, dans un anneau classique,

le théoréme d'intersegtion de KRULL est valable.

Proposition 1,16. - Soit A wun anneau classique et w®r un idéal bilatére de A.

Soit V= N & alors V=V . Si o est contenu dans le radical de A
nzl

alors N e =0.
.nz2l

Démonstration : d'aprés la propriété d'Artin REES il existe h(1l) +tel que

A Avcar aor v=o®V) nvcarcT ot Veaw .

Si L est contenu dans le radical de A il est bien connu que cette derniére

égalité implique V = (0).

Remarque s on trouvera une généralisation de ce théoréme & un anneau A non

nécessairement classique dans [2] .
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Caractérisations de la décomposition tertiaire

en théorie des modules

par Jy GRAPPY -,

—g—z-—agugmgmgmgw

Pour étendre au cas non commutatif la notion!d'idéal (ou de module) primaire on a
introduit différents typés d'idéaux (ou de médules} ¢ primaires, secondaires, unirésidués,
tertiaires, primaux. (Voir L. LESIEUR et R. CROISOT [2] ). Nous exposerons ici deux axio-
matiques généralisant. la théorie primaire du cas commutatif. Lfintérét essentiel est de

montrer que la théorie tertiaire est la “bonne théorie® pour les anneaux non commutatifs.

I, Foncteurs de décomposition, d'aprés JOHN A, ruiEYy [3].

A, Rappels.

Pour plus de clarté rappelons les définitions et les premiers résultats. exposés
dans la conférence n? 12,

Soit A un anneau unitaire. Une catégorie f? de A-modules & gauche, avec pour

morphismes les monomorphismes, est dite admiﬁsible 8i 3

1) Pour toute suite exacte 0O —> M -> M > M" —» 0, gi Mec 6 alors
M'e B et M'e B .

2) Me B , M' €6 dimpliquent MO M' € § .

On considdre la catégorie JO(J) des parties de llensemble o  des iddaux
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& gauche de A , avec pour morphismes les inclusions.
Un foncteur T de ¥ dans P(J) est dit foncteur de prédécimposition

si T est covariant et vérifie s
1) st Me B ,etsi M= UM olles M foment une familla totalement

‘ (¢4 .
ordonnée d'éléments de G , alors I(M) = V r(u) .
o

2) 8i M€ B et si la suite 0 —> M' ~—5 M ~> M" ~5 O est emacte, alors
(%) < (M) < D(M') U I(M") .

3) (M) = f si et seulement si M 5(0) .
On diraique N est un I-sous-module de M si I(M /N) est réduit & un élément.

Une famille '{Mx’ owny M:c_} de sous-modules de M eSt une I-décomposition de
N dans M si s '

a) Les M, sont des I-sous-modules de M .
b) N ='M‘ Nl N M-,C » €% aucun M n'est superflu .

o) Mg )Ty ), i

.?roposi{:iOn 1,1 « Soit {M1 5 Ry M:é une i-~décomposition de N dans M ,b
avec IEM/Mi) {.G_i} o Alors ¥
1) T(M/N) {CL-‘, vovy Q.k}
2) Ty ) = (@ s B voed G
3) NI Neeo 0T Nl MKI/N’) = {F'l}

i

Al

Remarquons que se donner une I-décomposition de N dans = M revient & se donner

une I~décomposition de (0) dans M g v
Un module M € € est IFini si I(M) est fini.

En modifiant la définition de RILEY nous dirons que I est wn fonlc’ceur de décom~
position si (0) admet une I~décomposition dans tout module M € 6 . Il en résulte
que tout M € € st I-fini, et que la propriété (P) est vérifide

(P) s Pour tout M€ G, et tout @ € I(M) ; il existe N CM avec I(N) ={CL}-

De plus,la propriété (P) implique que tout M I~fini admet une I-décomposition.
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Proposition 132, 8i Y est une catégorie admissible de A-modules & gauche de

type fini sur A-noethérien & gauchey alord I est un foncteur de décoxﬁposition

si et seulement si il vérifie (P) .

On notera *go une telle catégorie.

B, Comparaison de foncteurs de prédécomposition:

Soient I' et & deux foncteurs de prédécomposition sur 6.

On dira que I' est plus fort que € si I(M) D> M) , We ¥

Il en résulte que si M est I-fini, M est aussi ©-fini,

Si N est un I-sous-module de M , N est aussi un g-sous-module de M s et

Iy = R(y) .

Proposition 1,3. Soient I un foncteur de décomposition, et & un forcteur de

prédécomposition tels que I soit plus fort que 8
Alors s 8

Soient M€ ‘6 » et considérons une I-dédomposition de (0) dans
M 3 {M s wovy M } » bes M; sont des @-sous-modules, et SZ(M/M ) = I‘(M/M ) + Il en

résulte que {M{,, eeo 5 M} est une Q-decompos:ttlon de (0) da.ns M d'ou

(propvy 1,1) &(M) =, US?(M/M) (M) .

Deux foncteurs de decompos:.tlon ne peuvent donc &tre comparables.

C» Décompositions normales.

Soit I un foncteur de prédécomposition sur ¢ . On dira que I' est normalsi :

a) VG € I(M) , 3NCM ,N{0 QN=
b) Ve g (M) , Amn(M) C G-

Proposition ldk. Soit I un foncteur de prédécomposition normal. Si
(M) = {(L} , alors pour tout sous-module P de M 3

PN(0. @) = (0) ==>P = (0) '(o.oq_.c {x,fxe M, ex= o}) "
M Mo

si P+Y0), " Xp) = {o} - Puisque ‘T est normal, il existe N' CP , N' &0 ,
QN' =0  Omwa donc (0) CN' CPN(0.° @) -
M
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Proposition 1,5, Soit T un foncteur de prédécomposition normals Si

(M) = {@} alors 0 est résiduel 3 gauche propre maximum de O dans M .

Soit @.=Q°'.N,oh OCNCHM.Ona IN) = (P}, dod &= Am(N) C P
puisque I est normal,

De plus il existe M' C'M , M' £ 0, @M’ = 0 , Il en résulte P CO-. M'
et 1'ézalité a lieu d'aprés ce qui précéde.

Théoréme 1.6 'u Soit I' wn foncteur de décomposition normal.,

Aors, pour tout M€ ‘B , M) est l'ensemble des résiduels essentiels de
(0) dans M . '

Soit e I(M) . Diaprés la propriété (P) , il existe N.CM  I(N) = {@} .
P est un résiduel maximum propre de O 'dans N (prop. 1.5) , donc un résiduel
essentiel de (0) dans M ,

Réciproquemen,’,t soit & =0 °.N un résiduel essentiel.
Pour tout @1 € I(N) CI(M) ona 5[@ 20.N= $ , De plus il existe MN',
OcM eN, @i M' =0, d'od Sai CO* M' = § puisque @ est essentiel. Cette

dermisére démonstrabion ne suppose pas que I' soit un foncteur de décompositions

Corollaire 147. S5'il existe un foncteur de décomposition normal sur ¥ , ilest

y 7 :
urigue, et il est moins fort que tout foncteur de prédécomposition normal.

Corollaire 1,8. Le foncteur de décomposition tertiaire est l'unique foncteur de

décompgsition normal sur G -
)

II, - S-primdrités; d%aprés A, ANDRUNAKIEVIC et J.M. RJABUKHIN [1] .

Les auteurs se placent dans le cadre des idéaux bilatéres d'un anneau noethérien.
Les résulta,‘cg se généralisent aux fwalgébres, Nous nous limiterons au cas des scus-
modules d'un, A-module & gauche M sur un anneau A-noethérien & gauche, N, L s.s

désigneront des sous-modules de M , Q., B, «-» des idéaux bilatéres de A ,

Ay Définitign d'une S-primarité,

Une application S de 1l'ensemble des sous-modules de M dans 1l'ensemble des
idéaux bilatéres de A est une application de primarité si 1l'on a



1) S(M) = A
2) NCM=>NCN."8(N), S(N)QAnn(M/N)

Proposition 2.,1l. Soit S une application de primarité, Les conditions

suivantes sont équivalentes 3
a) NCN.-@ => aCS(N)
b) @LCN,L¢EN=> aCS(N)

+a) implique b) 3
Si @LCN,LEN alors NCNo@ ,d'od &g S(N) .

b) implique a) 3
Posant L=N. @ ona @LGCN et LEN d'odr ags(N),

Définition ¢ On dira que N est S-primaire (dans M) s'il vérifie l’une des

deux conditions équivalentes de la proposition 2.1,

Exemples &
- 8(N) = Azm(;M/N) o Alors N est S-primaire si.et seulement si S est un
sous-module premier,,

- On peut prendre pour S(N) 1%un des radicaux primaire, secondakre, unirési-
duel, tertiaire, ou primal. Il suffit de vérifier la propriété N CW. S(N) en
prenant pour S(N) le plus grand de ces ra&icaux;, le radical primal 324(N) o Or
N . @‘(N) ODN.*(N*.L) DL , o N'.L est un résiduel propre maximal de N , et
LON,

Les éléments 'S—primaires sont les éléments primaires, secondaires, unirésiduels,

tertiaires ou primaux.

B. Comparaison de S-primarité.

Définition
Si S‘ et S.;2 sont deux applications de primarité, on dit que S1 est plus forte
que 82 si tout sous-module S1 - primaire est § =~ primaire.
: 2
Ce n'est qu'une relation de préordrei- S1 ¢ sera équivalente & 82 si ‘les
sous-modules 'S’—primaires et S2 ~primairés coincident. Notons J 3 1'ensemble des
sous-modules S-primaires.
S‘1 est plus forte’ que Sz 81 et seulement si ‘JS < ?'JS o Cela aura lieu si
' 1 2

5,(%) <5,
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Proposition 2.2, Soient & (resp. {fD&) l'ensemble des sous-modules premiers

(respe primaux) de M . Pour toute primarité S on a
Pc g ¢ H
et pour tout élément N S-primaire
8(N) = :Teet (N) = N+ (N . 8(N)) .

Soit L=N.S§(N) ,LoN,Ona S(NJgN-.L,

De plus (N'. L)L CN implique N . L CS(N) puisque N est S-primaire, d'ol
S(N) = ¥+, (N.8(N)) et S(N) 'est un résiduel propre de N . Montrons qu'il est
maximum, Si & =N K , K>N, @K CN implique @ CS(N) . La proposition en

résulte aussitot.

Corollaire 2.3, N est S-primaire si et séulement si S(N) est 1'unique résiduel

propre maximal de N ,

Proposition 2.4, Pour tout ensemble J de sous-modules, vérifiant P C J C @t 5

il existe au moins une application de'primarité S telle que J= JS v
On peut définir S par s
- 8(N)

8(N)

]

hon( ) i NE Y
@4(&) i Ne 3

Tout élément de J est S-primaire (corollaire 2,3) o Sz. N{gJ il ne peut &tre

]

{ 1
S-primaire sinon Ne¢ P C I .

G, Décompositions,

Soit N .= N‘! A gos N N [
2

On dit ‘que 1'on a une S-décomposition si les N, sont S-primaires. Une telle

décompositioniest réduite si aucun N, nfest superflu et si les S(N.i) sont distincts.
On considére les conditions suivantes s
(I) Tout N CM admet une S-décomposition.

(II) si. Mi, vony N~ sont S-primaires avec ,S(Ni) = eo0 B S(N;c)' alors
N = N1 Naes N N est S~primaire et S(N) = S(Ni) .

(III) $i N est S-primire il admet une décomposition réduite unique (N = N) .
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Proposition 2,5, Parmi les primarités vérifiant (I ) , il en existe une plus

forte R et N est R-primaire si et seulement si N est N -irréductible ou
premier.,

Soit J 1'ensemble des sous-modules N —irréductibles de M o Il existe une
primarité R telle que JHA U P  soit 1llensemble des modules R-primaires (prop. 2.4).
R vérifie bien sfir (I) . Soient S vérifient (I) , et N R-primaire . Si N est
premier, alors N € 73'- . 8% N est ﬂ-irréduotible, ona N = Nivﬂ ol i NK ou ies
Ni sont S-primaires, d'ou N = Ni o

{ Proposition 2.6, Il existe une plus forte primarité T vérifiant (1) gt {IL) ;. 0t

N est T-primaire si et seulement si il est tertiaire.

Soit % 1'ensemble dessous-modules de la forme - N1 N sos N NK , ou les N, sont
R-primaires et :R(Ni') Ty ='-R(NK) « Il existe une primarité T telle que .9'1‘ =6,
et T vérifie (I) et (II) . Si S vérifie (I) et (II) , soit N’ T-primaire,

N=N N NN, o les N, sont R-primaires, et R(N ) = +.s = R(N) .

D'aprés la proposition 2.5 les N, sont, S-primaires, et S(Ni) & T(Ni) . N est
donc S-primaire puisgue S vérifie (II) .

Soit N un module tertiaire., Il admet une T-décomposition réduite
N = N‘ N wen N Nk_ » D'aprés ce qui précéde les Ni sont tertiaires, et l%unicité des

décompositions tertiaires implique k = 1., et N est T-primaire,

|Corollaire 2,7, N est tertiaire si et seulement si il est intersection finie de

lsous—modu],es Ni-irréductibles ou premiers, de méme radical tertiaire,

En effet si un sous-module premier P n'est pas N ~irréductible il s'écrit comme
intersection sans éléments superflus de sous-modules N -irréductibles, donc tertiaires,

qui ont nécessairement mdme radical puisque P est aussi tertiaire,

Théortme 2.8, Toutes les primarités § vérifiant (1), (II) et (ILI) sont

équivalentes.

N est S-primaire si et seulement si il est tertiaire,

8i N est S-primaire, N =N AT q N , décomposition réduites en modules

. : f
tertiaires, donc S-primaires. La condition (III) donne le résultat,



U -8 -

- Remarques., Les auteurs, qui ne comsiddrent que les idéaux bilatéres de A4
imposent la condition I C S(I) , en apparence différente de la condibion
S(I) D I°.A que nous avons imposée.

Mais en fait S(I) n'intervient que pour les idéaux S-primaires, et dans

ce cas S(I) est un résiduel & gauche propre, donc contient I*. A

o O ove
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I - PROPRIETES ELEMENTAIRES .

Dans cet exposé A désigne un anveau d'intégrité unitaire dont les idéaux

a4 gauche, a droite cu bilatéres sont principaux & gauche, a droite ou bilatéres,

Proposition 1,1 ¢ A satisfait la condition de chaine croissante. Il satis-

fait la gondition de chaine descendaunte pour toute famille d'idéaux d'intersection non
vide, 8'il satisfait sans restriction la condition de chaige descendante pour toute

famille d'idéaux & gauche (resp. a droite) c'est un corps.

Preuve : Considérons une chaine croissante d'idéaux & droite

aiA CalC o CalhQ oso Ua A est un idéal & droite donc de la forme ad .
2 n i n n

Pour un certain N , a appartient a aNA » On a done gl = qN+PA pour tout p

positif ou nul,
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Considérons une chaing décroigsante d'idéaux & droite qui contiennent tous
un élément b non nul, et donc DA

aldD ahD ,e0 V. Jb. b = a.b, car b € a. A
il - i 174, 4

R a.=a, ¢, car a. € a., A
T=~iq 1 A4 14 1 R

a. e, . = a, b, donc b, =c, b o
1=q 1=~4 1 14 19 Ay

=g d
On a donc une chaine croissante

Ab € Ab C 4o © Ab C 44
| M 2 — - n

3N AbN:AbN"*‘l T eevw

A partir d'un certain rang les C:i sont donc des unités et a,NA = ap = ees
Considérons a £ 0 . On a alors la suite décroissante ah D a®A D ... . Supposant
la condition de chaire décroissante vraie sans rdstriction

BI\I'aNA=aN+1A ou aNz N+]’n ou 1 =ab

et on voit que a est inversible (dans un amneau d‘'intégrité uv =-1 = vu=1),

Propositior;ﬂggo ¢ A est un anneau de Ore : par définition cele signifie
que A est intégre et que pour a £0 et a' £0 aAna'Af {0} o G'est 13 un

cas particulier du cas noethérien mais qui admet une démonstration plus simple,

Preuve : Considérons 1'idéal aA + a'A = bA # {O}

Jp et ¢ non tous les deux nuls tels que b = ap + a'q
E!a,1 A0 tel que a= ba‘i
3&'1 £0 tel que a' ='ba,'1
ap=b - a'q = a.pa,"1 = ba.'1 - a’qa1 = a'(l - qa,1)

a'q =b -ap => za.'qea.1 = ba - apa = a(l ~ pa1) .

Supposons p £ O alors on a 0 # apa’ = a'(l - qa") =a" .
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Donc il existe a" Z 0 et a" € aANa'A , donc ah Na'A # 9} ’

Ceci nous permet d'affirmer que A admet un corps des fractions & droite.

Proposition 1,3, Pour un idéal bilatére de A tout générateur a droite

est aussi générateur a gauche,

Preuve ¢ - Soit I wun idéal bilatére de A on a donc

I=alh=Ab donc a=ub et b=av .a=uavr mais ua = u’b = at
donc a =atv tv=1 v est inversible, on démontre de méme que
u est inversible a8A = Aav =» alAv | = Aa mais

eAv ! = gA donc da = ah =1 ,

IT - INTERSECTION D'IDEAUX TRREDUCTIBLES DE A .

Définition 2.l a est dit MN-irréductible & droite si 1'idéal ahA est

N-irréductible a droite.

A étant noethérien & droite (resp. & gauche) tout idéal & droite admet
une décomposition réduite comme intersection finie d'idéaux & droite N-irréductible

a droite.
Yagl Fa,a; sesy & ah =abnNal N ..o 8 A
1 2 n 1 2 n

avec aiA:DaA aiA non superfilu, aiA N~irréductible & droite.s Nous avons démon-

tré dans le paragraphe I que 1'idéal nul est M -irréductible & droites

Nous étudions des idéaux & droite propres distincts de 1'idéal nul et non

naximaux .

Théoréme 2sl. ( I ) » Soit aA wun idéal & droite de A « Il y a équivalenc

entre les propriétés suivantes
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a) a est N -irréductible & droite .

b) aA est contenu dans un unique idéal minimal qui le contient strictement

(existence établie en I).

c) Aa est contenu dans un unique idéal & gauche propre maximal.

d Si a=bc =b'e! avec ¢ et ¢' irréductibles alors Ac = Ac' .
e) Si a=bc =Dblc! avec c et ¢! irréductibles alors bA = b'A .
Preuve : a => b . Supposons l'existence de deux sur-idéaux minimaux de

ah ona aAC bPANcA et coome bA et cA minimaux, &b =DbA NcA ce qui est

.

contraire & a

b=> a o+ Soit bA 1l'unique sur 1l'idéal minimal de aA et
supposons ah = dA NeA ona aA CdA=> PAC dA et de méme VA C oA
al ChA C dANeA (contra.dictoire).

b= ¢ + Soit bA 1l'unique sub-idéal minimal de aA .
On a donc aA CbA ou a = bc avec ¢ irréductible, On en déduit - Aa> Ac . Soit
Ac' maximal contenant Ag ‘.Aa. CAc' <=5 a =dec' et d non nul, non inversible.
On a donc al3 dA d'ot PAC dA ou b =dk a =be = dkc = det! ke = ¢!

or c'est irréductiblé donc k est une unité et Ac = Ac!t .

¢ =>d a = bec =b'e’ avec c et ¢' irréductibles.
ha € Ac et Aa C Ac' avec Ac et Ac' maximaux done Ac = Ac!

d=> e Ac = Ae' => 3Ju unité ¢ = uc!

a =Dbe = ble! = buc! = B! = bu =>b'A = bA .,

i

e = b Supposons que aA admette deux sur idéaux minimaux
bA et b'A ., Alors. a =be =b'c! avec ¢ et ¢! irréductibles donc DA = b'A .

Corollaire 2,1l. Si a est N -irréductible & droite Ha admet un

seul idéal maximal. propre le contenant Adn + On a une suite de composition
Aa CAd1 C Ad2 L s © Adn CA et d.i -e8t N -irréductible & droite & cause de

1Tunicité de Ad .
n
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Corollaire 2,2, Soit aA MN-irréductible & droite, bA son seul sur-idéal

minimal a = be
cA:{xEA,bxGaA} v

Preuve t Si y =cd by = bed = ad by € aA
Si by € aA by = ac = bce donc y = ce y € cA,

Nous allons maintenant énoncer le théoréme fondamental de cet énoncé.

Théortme 2,2, L'anneau A est un anneau classique, Rappelons que cela

signifie que A est noethérien et vérifie le lemme d'Artin Rées, -

Preuve : Lemme D'Artin Rées 3

Si J idéal bilatére, @ didéal & gauche, et n entier sont données, il
existe m , entier, tel que J™ N Q C J"Q . Nous pouvons aussi montrer que la décompo-
sition primaire & lieu, et pour cela il suffi% de montrer que tout idéal & gauche @

N —irréductible est primaire.

JBC Q et BZ Q= InJd" C Q .

Si J est un idéal bilatére de base a , J" est un idéal bilatére de base
a" . En effet J% = {x = I WA a} mais ay. = v.a I u.ay.a-=
e % 3 i e
finie finie

Z u.v, a2 = 't-az e

Pintg L 4
On achéve le raisonnement en faisant une récurrence sur n .

D'autre part Q,*J" est un idéal & Bauche égal & Q.°a” . Si
J'xC Q= a"x€ Q.

na QCQ.LIC Qod"C Q,.0a",
Si a"x€Q Aa"x CQ ou Ixc Q.

Qe a" étant un idéal & gauche, Qs J" ey est un,
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Considérons 1l'ensemble (Q .° a*) N(Q+a"r) =P,

On a l'inclusion évidente Q C P .

Soit y€P y=q+.a™ g€EQ,beA
ay = aq + a™ b &y € Q .
Or la chaine Q +°J" est une chaine groissante donc finie et & partir d'un
certein N ona Q.* JN = Q,.* THE pour tout p positif ou nul .

Donnons & n. cette valeur . N

ay et aq étant élémentsde Q .an+'b appartient & Q + On a donc
b €Q,° a,““ =Qo.*a" , Donc a™ est élément de Q , donc y -est €lément de Q .
On a en conséquence 1l'identité

Q=(Q.ca) N(Q+ a™).

Q étant N -irréductible, comme Q.°a = Q .*J contient strictement Q ,

Q+a=0Q, et par conséquent a"A =3J"C Q.

La démonstration de ce théoréme m'a été communiquée par L, LESIEUR.
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Modules isobypigues et modules terticires .

Cette étude foit suite aux exposés (_b] eb [7] s nous étudions ici la notion
de module isotypique, en nous inspiront du travail de Lesisur et Croisot [9] ’
ainsi que de Bourbaii {z] ‘» Nous généralisons certains résultats de [9] au cas ol
les modules considérés ne vérifient aucune condition de chaine, et ol l'enneau
satisfait une condition moins forte que la condition de c'ha.ine nscendente (condition

C page 6) . Les résulbtnts du troisidme paragraphe sont dfls en partie ¥ Gabriel ] .

-~ Résiduel essentiel de N dans M .,

Soit" N ‘un sous<moduie d'un A-module M, ot P ‘un idéal bilatdre de A;

on dit que P est un résiduel essentiel de N dans M ' s'il existe un sotis-module

X de M cbntena,nt strictement N et tel que @

¥Y, NCYCZX S P=N*.Y

c'est-a~dire tel que P soit 1'annulateur & gauche de 'X/N et de tout sous~module
non nul de X/N , '

On vérifie alors aisément que P est un idéal bilatdre premier de A .

- Sous—module P tertiaire de M

Un sous-module N de M est dit P-tertinire , ot P est un idéal bilatdre

premier de A, si P est l'unique résiduel essentiel de N dans M,
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§ 1~ Idénl bilatdre premier associé &

un module

Dans ce paragraphe, nous étudions 1'ensemble des résiduels essentiels de N
dans M (o N est un sous-module de 'M) , en généralisant au cas non commuta-
tif 1o méthode de Bourbaki [2} . A.la proposition 4, nous étendons esu casdun
ensemble d'indice I quelconque une propriété. donnée habituellement pour un
¢ngemble I fini .

Dans tout 1l'exposé, l'amneau A est unitaire, et les A-modules sont des i

by

modules & gauche ,

Définition 1 Un idéal bilatdre P de A est dit premier si, quels quo
soient a et b dans A tels que P contienne o Ab , o oub gpportient & P,

Définition 2 » Un idénl bilatdre premier P est dit associé en un module

M s'il existe un sous-module non nul N de M tel que P soit l'annulateur
(2 gauche) 'de tout sous-module non nul de N .

On note Ass(M) 1'ensenble des idéoux bilatires premiers associdés 3 M,

~ Remarquons que si M est ml, Ass(M) =¢ ; la réciproque est vraie si A
ést noetherien  gouche (cf proposition 2) ; si M, et M, sont isorﬁbrphés,
Ass(M.) = Ass(M,) .

Proposition 1 . Soient N un sous-module d'un A-module M, et P un idésl

bilatere ]_)i'emier de A3 les assertibns suivantes sont dquivalentes @

(@ P__est associd & M/N

@ P est un résiduel essentiel de N dans M.

-~ Déronstration .

Elle résulte trivialement de lu définition d'un résiduel essentiel .

Corollaire . Un sous-module N de M est P-tertisire si et goulement si
Ass(M/N) = {P} .

Proposition 2, Soient M un A-module, N£O ot P = {Ann N/O#NGM} .

S .
fout élément maximal de J7 oppartient & Ass(M) .
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- Démonsbtroation

P .
Soit P = Am N un élément maximal de J1, et N ; un sous-module non

nul de N ; Ann N étant contenu dans Ann N1 et Ann N1 appartenant & (f}

on a nécessairement P = Amn I_‘I1 5 11 est alors facile de vérifier que P est un

?
idéal bilatdre premier .

Corollaire . Si A esb noethérien 3 gauche et si M est un A-module non

nul , ‘Ass M est non vide .

Propogition 3 . Soit M un A~module co~irréductible, tel que Ass M soitv

non vide .

Ass M - est olors réduit b un seul $lément P, oppelé anmulateud meximum de M,

- Démongtration .

Soit P 1' = Aon N 1 et P2 = Ann N2 deux idéaux biletéres premiers associds

& Mj; M étant co-irrdductible, N1(\ Nz est non nul, ¢t 1'on & les 4galitds 3

P, = dmn DT1=Ann(I§1ﬂN2)=1mn N,=F, .

Condition C . On dit qu'un annesu A vérifie la condition C si, pour toub

A-module injectif indécomposable L, Ass E est non vide .

- Tout anneau noethdérien & gauche vérifie la condition C d'aprés ls propo-
sition 2; plus généralement, tout anneau A dont les idéaux bilateres vérifient
la condition de chafne ascendante satisfeit lo condition C (les amnnulateurs de

sous-modules de M é&tant des iddaux bilatdres de A) .

Lemme 1, Soit X un sous-module non nul d'une somme directe de sous-modules

(Mi) d'un module - M; il existe un indice i de I et un soug-module non
ie I '

-

aul M; de M, _isomorphe 3 un sous-module X' de X .

- Démonstration .

Soit x un élément non nul de X; A x étant contenu dans une somme
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directe finie de (Mi) , i1 suffit de démontrer le lemme pour un ensemble
ield

d'indice fini, par rdcurrence sur card I/.
- Pour card I = 2, X est contenu dans M1 @D M2 3 i X("\M1 = 0,

X est isomorphe 3 un sous-module de (M1<® HZ)/M‘ =M, ; 8i; Xf'IM1 £0, XN M,

répond 2 la question .

n-1
-~ Pour card I =n , X est contenu dans (@ 'Mj) @ M 3 1'hypothése
i=1
de récurrence permet alors de conclure .
Proposition 4 , Soit (Ni) une famille indépendante de sous—modules d'un
L i€l
module M; on a  Ass @ Ni) = U Ass Ni' .

Nied i€ 1

~ Démonstration

On a bien sfir pour tout i, 1'inclusion

Ass N, & 4ss ® N.) .
- 1El
Réciproquement; soit P = Ann K un idéal premier bilatdre associé i @ Ni;
igl
d'apres le lemme 1, il existe un indice i et un sous-module non nul N;: de Ni
isomorphe & un sous-module non nul XK' de K .

P annule alors tous les sous-modules non nuls de N:’.L , done appa.rtient 4 Ass

Proposition 5 « Si N _est un sous-module essentiel de M, Ass N = Ass M ,

- Démonstrotion 3§ Evidente .

N,
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§ 2 ~ Modules isotypiques

Définition , Un-sous-module N de M: est dit T —isotypique si E (M/N)

est somme directe de modules injectifs indécomposables de type'--ﬂ”-’».-

- Tout sous-module [V ~irréductible N de M ‘est évidemment-isotypique,
puisqu'alors E(M/N) est indéecomposable. .

Définition . Un A-mcdule M est dit complétement réductible s'il ‘est somme

directe de sous-modules injectifs indéoemposables .

Matlis a démontré dens t](;) que, 8i A . est noetherien & gouche, tout
A-module injectif est compldtement réductible (on txoﬁvéra, la démonstration de
cette assertion dans Gﬂ) .

Théordme 1 + Soit A un anneau quelcongque , et N un sous-module d'un

A-module M tel que E (M/N) soit complétement réductible { B (M/N) = @ Ei .
i€l

L'ensemble dos résiducls essentiels de N dans M ost épal & 1'ensenble des

annulateurs rmoxima des Ei .

- Démonstration .

Le propsition 1 prouve que l'ensemble des résiduels essentiels de N
dans M est égal & Ass ( E (M/N)), donc (proposition 5) % 4ss ( (B CE) , qui
iGI

est dgal & | Ass B, (proposition 4) .
iz 1

Or Ass Ei est vide, ou est égal & 1'annulateur maximim des Ei (proposi=
tion 3) .

Corolleire . Si A vérifie la condition C, et si L (M/N) est compldtement

réductible, N est un sous-module tertiare de M si el seulement si les Ei

ont tous m8me idéal premier associé .




16 -6~

- Dérmonstration ¢ Triviale

Proposition 7 . Les réciproques du théoreme. 2 et de la propesition 6  sont

en général fausses .

= Contre exemple ,

Soit B =R (Y) [X] sy X et Y n'étant pas permutables j soit b 1tidéal
bilatere de ‘B engendré par les :éléments de :la forme :

kX=X i= 4
olt k déerit R (Y) , et.on A‘ “est la fraction rationnelle dérivée de X\ .
Soit A 1l'anneau quotient B/ SR

~ On vérifie que, dans A, on a 1'égalité

q::O q

ou B appartient & IR ,
On en déduit facilement que ¢

« (i) Tout élément de A s'écrit, de manidre unique

P !
2 )\P X : )\pe I’ (¥)

o (ii) A est intdgre .
« (iii) 'Tout idénl b gauche (et & droite ) de A est monogdne ,
« (IV) 0 et A sont los seuls iddoux bilatdres .

~ Lo condition (iii) prouve que A est noethérien & gauche et & droite,
et dmc (IV et proposition 2) que tout idéal b gouche men nul.-de A est

O=tertiaire ,



w =T

- Soient alors A\ et X, deux §léments distincts de (R (Y) ;

O,=a&=-\) et O, =4&- )\2)

sont -des idéaux & gauche maximeux , donc isotypiques, de A .

Am, (8/ 07, = O,
gont des A-modules simples non isomorphes, donc ¥ (A/ Of 1) n'est pas isomorphe
& E (u/ 6]2) . @[1 + 0]2 étant égal & A, A/((?z1 N 6/2) est imomorphe &
A/ _@11 @ A/ @72, c§ qui prouve que 611 r\@]z n'est pas un sous-module

isotypique de A, alors qu'il est O-tertizire (et mdme O-primzire), puisqu'inter-

étant différent de Annd(A/ A 2) = 0[2 , A 6]_‘61': A/ Olz

section de deux idéaux O-tertiaire (respectivement O-primaires) .

La réciprogue du théoreéme 2 n'est donc pas vérifide dans ce cas .

- Par ailleurs, E (A) &btant isomorphe au corps des quotients & gouche X
de A, qui est un ‘A-module injectif indécomposable, 1'idéal O est isotypique
- du type de K.

L'idéal 011 dé2ini ci-dessus est quant i lui isotypique de type E (4/0f 1);
or E (a/ @(/1) ne peut 8itre isomorhpe & K, car imn ) (A/@I) =OZI est non

nul, ce qui ne saurait &tre si A/ €y, ¢tant contenu dans K .

0 et 611 sont dene deux idéaux isotypiques de A ‘tels que

Ass (A/OH,) = hss (4/0) = {073 ,

et qui cepéndant ne sont pas de méme type; ce qui prouve que la réeiproque de la

proposition 6 n'est pas vérifide dans ce cas .

Remarque . Nous verrons & la proposition 11 que, dés que la réciproque de la

proposition 6 est satisfaite, il en est de méme pour la réciproque du ‘théordme 2.
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Proposition 8. Soit A un annesu quelconque ; 1l'intersection de deux sous-

modules T -—isoty;;iri@s d'un module M est un sous-module Tl -isotypique de M,

- Démonstration .

Soient _N1 ~eb l‘I2 ~deux sous-modules 1| -~isotypiques de M, et s0it N = N1 (\NZ

On'définit un homorphisme Y de M/N dans M/N1 @ M/Nz en posont
W+ N) = (x+ N, x+N,)

\P étant injectif; E (M/N) est facteur direct du module.
F=5MN) @B MH) ;

F étant somme directe dlinjectifs indécomposables et étant injectif on smait
(Chamard [3] théordtme 3) que tout facteur direct de F est également somme directe

d'injectifs -indécomposables ; soit E (MN) = @ E. .
’ , . y RS <
Le fait que tous les E, goient de type T résulte alors du théordme d'Azumsya( Hl ,

théordme 1) ; N 4 n .Nz est donc un sous-module TV ‘~isotypique de M .

Définition . Soit N un sous-module de M, et '(Ni) des sous-
i=1T,e0n

modules { ) —irréductibles de M tels que
n
N = io} N, (1)

- On di‘bque (1) est une décomposition de N en intersection réduite de

sous-modules N ~irréductibles de M si l'ona ¢

¥i, N # Q .Nj
Jd 1

Proposition 9 (Matlis [‘l(ﬂ )

Soit A un anneau noethérien & pauche , et N un sous-module d'un A-

module M odmetbant wne décomwosition du tvpe précédent ; B (M/N) est alors
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n
isomorphisme 3 (1) E(M/Nl) »

i=.1¢*

-~ On trouvera la démonstration de cette proposition dans [1&:[ (Proposition 4-1) .

Définition . Soit N un sous-module de M, eb (Ni) des sous-inodules
A i=Teesenl

ar i—isotypiques de M tels que
' n
N= iO 1 Ni (2)

On dit que (2) est une décowposition de N en intersection réduite de sous-

modules isotypiques de M si llon a ¢

(1) ¥®i N # ('\uj

J#1

(i) ®id3 , W, 4 1

Théordme 3 . Soit A un anneau noethérien & gauche et M un A~module

noethérien ou artinien .

19) ‘Tout sous-iodule N de ‘M aduet une décomposition en intersection réduite

de sous-modules isotypiques de M,

n'

n ] .
2°) Soient N = N, = n Nt. deux telles décormpositions on a
it=4 j'='1 9

n=mn', et les types des N% sont les m@nes que ceux des Ni .

- Démonstration .

- 1°) M &bant noethérien ou artinien, N est égal 3 une intersection finie
de sous-imodules () ~irréductibles, donc isotypiques, de M ; la proposition &
permet alaxs de de "réduire" cetbe décomposition, en regroupant les isotypiques

de méme type .
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n
~ 2°) Soient N = (\ N’ deux décompositions du type (2) .
i = 1

M étant noethérien ou artinien, chacun des Ni et des N}_ edmet une décomposie

tion du type (1) 3

n
i
- ! - 1
Ni" k(=\1 Ni,k . 3§ Nj = I Nj,l H

D %
- ] -
" -iQT- ‘kQ1 Hxf T N J’ )

chacun des N, et des N! (13 (\ ~irréductible dans M, mais les décomposi-
ik Jsl )

tions ci-dessus ne sont pas forcément réduite au sensA (1) 3 on les’ réduit donc,

en supprimant les composants superflus . Il existe des’ m, < mi et des ,m'i &, n‘i,

tels que les décowpositions 3

n ! , n' mé
RA ¢ C:Q1 M) 301 1@1

soient réduites au sens (1) (on s'est permis de changer les indices k des

N, et les indices 1 des NS Lk , ofin que k (respectivement 1 ) warie
’ 4

effectiveient de 1 2 m, (respectivenent de 1 & m:ll) 3

% En outre, la condition ', (ii) de la définition de décomposition réduite au

sens (i) impligue que

¥i , m =1

e
+
[N}
-
e
=3
L]

La proposition 9 permet clors d'écrire

n .m.
BEm = @ ( @ & o,
i=1 k:} !



= @ @1 E(M/N:').’Q ))

Les Ni et N& étant isotypiques de type Fi et_’ﬁ‘& , tous les

(B (M/n,

1,k) sont isororphes de type Jy., et tous les

k. = 1loom.
1

(B (MNY A ) sont isomorphes de type 77 . . Puisqu'zucun des m,
T Q Q Tee X .m J -

et aucun des m3 n'est nul, le théoréme ddAzumaya prouve que n =n', et que

1'enserble des TTi est égal & 1'ensewble des 7]’3 .

Corollaire . Soit A wun aonneou noethérien 3 gauche, et M un A-inodule

noethérien ou artinien , Toub sous—module N de M admet alors uvne décomposition

en intersection finie de sous—modules tertiaires .

Nous terminens ce parsgraphe en donnmant une caractérisetbion des sous-—modules

isotypiques, qui généralise la proposition 10-9 de 9 .

Proposition 10 . Soit N un sous-module quelcongue d'un A-module M ¢ les

asserbions suivantes sont éauiveolentes @

1 N est un sous-niodule isotypigue de MW .

2 (i) B (M/N) est_somie directe d'injectifs indécomposebles .

(ii) Pour bous sous-modules X1 eb KZ de M- contenant strictement N

ot téls que N ="X‘1 ﬁxz, il exisbe des sous-modules T, et Y, tels que

NCY,C X,

P
NCY,C X,
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- Démonsiration .

s

—~ (i) L'assertion (i) est dans la définition d'isotypique .

- (4i) B (X1 /N) et E (Xz /N) étant facteurs directs du module injecti?

corpldtement réductible B (M/N) , le ;bhéor‘eme 3 de Chemard \:3_] et le théoréme
t . ' air B G :
d' Azymeya @} prouvent que E (X 4 /N) et B (){2 /N) sont sommesdircectes

d'injectifs indécomposables , tous isomorphes puisquil en est ainsi pour ¥ (M) .

Soient E1‘ e*(s',F1 deux injectifs indécomposables apparaissant dans une

décomposition de E (X, ,) ot E (X? /N) respectivement

1/N

Soient ZT/N-= Ein (X1/N) £ 0
Zom=F £ (Xy ) # 0

i ] . 115 g0t : 0 P - : 2, '
et soit (.P 1'isonorphisme de 131. sur P ; YZ/N MQ (21/N)_ O (72/N) n'est pas nul,
puisque .'X1 N est un module ooeirréduciaible « Soit Y1 /N =\?m‘1 (Y2 /N) H

YZ« /N ot Yz N sont .non wuls ., et isomorphes par construction .
2 w1

Soit E (M/N) = G) E, une décomposition de B (M/N) en somme directe
i1

d'injectifs indécomposables-
Four tout i, Xi' A= Ei N (M)  est un sous~module non nul de M/N
puisque “ M/N ‘est essentiel dans E (M/N) ; si 'i et j sont deux indices distincts,

AL A;j = N, -aonc il existe par hypothdse des sous-modules isomorphes non nuls
o et Y, d X, et X, r o
i/N ime A i/

On en déduit que

E =B (.Xi/N)"\\"‘ E (Yj/N) =E (M/NJ.)

= Ej s ce qui prouve que N est
isotypique
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$ 3- INJECIIFS INDECOMPOSABLES ET IDEAUX PREMIERS BILATHRES

Dans ce paragrephe, A esb un anneau noethérien b gauche ; s0itJU 1'ensemble

des types de A~modules injectifs indécomposables , et 53 1'enserble des idéaux

bilatéres premiers de A .

Letmie 2 o, Soit P . un idéal bilatdre premier.de. A 3 P est.l'annulateur

de tout sous—module non nul de A/P .

- Démonstration .
Soit M=A/f , etsoit N= Ol/p rc©7)
un sous-module non nul-de ‘M § P est contenu dans Ann N, puisque c'est un idéal
bilatére de A .
Soit &€ A tel que &aN=0, clest-a~dire tel qute 2 A O7 & P ; soib
b un élément de ©7 qui n'appartient pas 8 P - a A b &tant contenu dans P

premier, on en déduit que a appartient & P, et donc que P = Am N ,

Application de JU dans g"’
Soit. \? 1'application déjT' dans T qui, & tout T de ’JT, associe

@ () =as (D .

Théoréme 4 . L'application LP est surjective .

~ Démonstration + Soit. P un idéal'bilatdre premier de A j A étant

noethérien, - P ..admet uné.détéonmqsi.ti_on[en intersection finie réGuite d'iddaux
N -irréductibles de A - Lo proposition 9 prouve aldrs que
n

E (A/P) = @ E, ’

i=1
ol les E, sont des injectifs indécomposables de type ’ﬂ’; .

A/P - étant essentiel dans E (A/P) , il rencontre chacun des Ei suivent

un sous-module non nul E;. $ le lemme 2 prouve que P annule tous les sous-
modules non nuls de E;.‘, et apportient ainsi & Ass Ei' c'est-a~dire (proposition 3)

que P est 1l'annulateur maximum de chacun des Ei .
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Définition . Soit M wun A-module.on appelle ensemble des types d'injectifs

. 5 . . O e
indéconposables associe a M = ot on note J {1 ™ 1l'ensemble des types des modules

injectifs indécomposnbles igsomorphes & une enveloppe injective d'un quotient M/N
de M.,

Lemme 3 . Soient A un anneau noethérient & gauche, M vyn A-module, et N
un sous-module de M;. si E (M/N) = @ E, est une décomposition do F (M/N)_en
AL A LT
somme directe d'injectifs indécomposaobles de type Y alors pour tout i,Tri
tiont & .
appartien 7T M

- Déronstration . Soit F = @ Ej' ;5 M/N étent essentiel dans
J i

E (M/N) =B, &r, F + (M/N) est essentiel dans By @ F ;3 F &btant facteur
direct de E, @ F, clest -un.ppnxp}.ément dans B, @ F , et-donc (Renault [11]
proposition. 1 - 2 ) , 1lesseantialité passe au quotient 3
E‘“ + (M/N),-I /F  osb essentiel dans (Ei F)/F (&‘Ei #

Le module CF_‘ + (M/N)] /B étont isomorphe & un quotient M/Ni de M, on
en déduit que E, ost isomorphe & E (M/Ni) ', et donc que le type de E,
apportient & ” 'E

Nous dtudions maintenent dans quels cas les réciproques du théoréme 2 et de
la proposition 6 sont vérifides, en donnant soit des conditions nécessaires et

suffisantes, soit des conditions suttisantes .

Proposition - 11 , Soient A un anneau noethérien & gauche, et ‘M un A-module .

Considérons les assertions suivantes :

(1) la restriction de \¥ 3 JT, est injéctive .

@ Si N1 et NZ sont deux sous-modules isotypiques de M +tels que

Ass (M/NT) = Ass (ﬁ/Nz) y N et NZ sont de méme type .

-

@ 11 v a cofncidence entre sous-modules tertiasires et sous-modules isotypiques
de M.,

Alors les conditions 1 et 2 sont 5éguivalen‘bes et impliquent la condition 3.
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- Démonstration

2 M, Soient E, = E (M/N1) et E

indécomposables dont les types appartiennent 23 J /M’ et supposons que
L_P(E1_) = LP (E,) = B, ctest-a-dire Ass (W/N,) = has (M/N,) =‘iP75 .

N 3 et N2 étant des modules isotypiques de méme idéal premier cssocié P, ils

sont par hypothese de wéwe type, c'est-a-dire que E1 est isomorphe & B

=E ( M/Nz) deux injectifs

2 L]

1:m)2 « Soient N

et N, deux sous-modules isotypiques que M, ayant
—~— 2

1

méue idéal premier associé

EMAN)= @ E et EMN)= QD P,
iel jEJT I
avec Ass (Ei) = Ass _(Fj) ={P}.
Le lemme 2 prouve que les types des Ei et des F.’i apporbiennent & '77[‘{’

donc (hypothdse 1) , que les Ei sont isomorphes aux FJ.,c’es‘b & ‘dire que N1 et

N2 sont de mBme type

1mem=ac)3 & Soit N un Sous-module tertiaire de M 3

E(MN) = (B) E, , avec Ass (E.):{Pk pour tout i .
iegr *t .

Le lemme 2 prouve que les types des Ei appertiennent & done

H’
(bypothese 1) qu'ils sont isomorphes 3§ N est donc un sous-module isotypique
de M,

Problomes ¢ La condition 3 implique~t—elle les deux autres ?

Proposition 12 ¢ Soit A un enneau noethérien 3 les cgsertions suivantes,

sont équivalentes @
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@ \-Q est une bijection ..

@ Pour tout A-mnodule M, la condition 2 de lo proposition 11 est vérifiée.

@ Pour .tout couple ( Of 0 (7/2) A'idéoux isotypiques de A, si

Ass (A/@1) = Ass (A/mz) i 011 et 0{2 sont de m8me type .

@ Pour tout A-module l‘& il v a coTncidence entre les sous-imodules tertiaires

et les sous—-modules isotypigques .

~ Dénonstration ¢ Soit E un A-module injectif indécomposable ; pour tout

élément x non nul de E, E est enveloppe injective de A x, donc de A/Q7, ol
01 = Am x ,

Ceci prouve que ~7TA = _77

- A=) 12633 se déduit donc de la proposition 11 .
TN

- Jf==m==S1 . Soient E 1 et E2 deux A-modules injectifs indécomposables
L g N N Y & 4

tels que Ass (E‘) = Ass (EZ) {C&’l .
0 est un sous-module tertiaire, donc isotypique; de E 1 @ Ez y Ce qui prouve

que 131 est isomorphe & EZ. .

Remarque 1 . Soit -1'assertion ¢

@ Il v a identité enbre iddaux tertiaires et isotypiques do A

- Les conditions précédentes impliquent évidemment cette condition @ 3 en ouire,
déuontrer 3===—o}1 dans la proposition 11 équivaut d dérpntrer 3! ==)3

dans la proposition 12 ,

Remarque 2 . Les propositions 7 et 12 prouvent que 1'application \y

n'est pas en général bijective .
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Froposition 13 , Soient A un anneau noethérien, eb M un A-module 3 soit

lc condition
(HM) : " Pour tout sous-module N de M, ot tout élément x de M/N , il existe

des éléments §1 - ;{n. de M/N tels que

n
Ann (A -_) = JAnn (—)
X 101 X,

Si A vérifie lo condition (}fg) g la restriction de LP a ’jTM est

injective , et il y a donc identitd .entre les -sou-modules tertiaires et les sous-

modules isotypiques de M ,

o " . . o . ' . a -
Demonstrebion Soit P . ‘-e (UTM) , et smt\\f 1'opplication de P
dans n M qui, & tout idéal biletdre premier P de P " associe le type de

1'idéal isotypique P (cf . théorime 4) . On 2 vu au théordme 4 de'\]‘)' o kP = ‘17I
M
démontrons que, si A vérifie (H.M) " \.P o \‘f =1 "
M
Congidérons pour cela un injectif indécomposable E = E (M/N) dont le type JT
apportient 2177—“, et soit Ass (B) = g P% . Soit X/N un sous-module non nul

de M/N dont P annule tous les sous-modules non nuls, et soit X un élément

non nul de X/N ; puisque P = Ann (A X) , il existe par hypothése des éléments

n
(x.) dans A X tels que P = Amn X, .
ik T*% PO ioi .
n o
I1 existe donc un monomorphisme-de A/P dans @ A X, 3
i=1

or E(AX)= E (WN) =E, ce qui prouwve que E (4/P) est un gous~module
n
de E o
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On en déduit que E (A/P) est somme directe .d'injectifs indécoiposables EJ.

tout isomorphes & E , donc que K_? o \V‘:—. 1,1’ , et qu'aingi la restriction de
M
\5( Y 77)4 est injective-

Remiarque o Lo condition précédente est en parviculier satisfaite si les
idéoux & gouche de A, snnulobeurs d'éléz:xexlxts de M/N (o N déerit les sous—

modules de M) , vérifient lo condition de chofne descendante .

Proposition .i4 . (Gabirel [4j ) . Soit A est un anneau noethérien 3
gauche vérifiant la condition

(H) " . Pour tout idéal Ol de A, il existe des éléments ’?1'“’-‘:1 de lxzal tols
n
que Ann (4/ O1') = m mn X, " .
i’ =

1'application kP est bijective .

- Démonstration .

11 suffit de remarquer que, pour tout élément X de M/N ,
ona AX R~ A/AmX=A/@] , et d'appliquer la proposition 13 ,

Proposition 15 .

Lo _condition (H) est vérifide dans les deux cas suivonts s

a - A est artinien & Asauche .

b - Tout idéal de A esb bilatere .

- Démonstration .

a - Evident
b~ O] &étant bilatdre , on &

AME(A/W)=@7 =Am T
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Remarque . On retrouve cinsi que, si A est commtbabif, il existe une bijection

entre idéaoux premiers et types d'injectifs indécomposables (cf . Matlis [10] ) .

Leimie 4 . Pour tout iddal bilatére premier P d'un ammeou noethérien 2

gauche A, P iest isotypique .

- Dé&nonstrotion .

B = A/P étant un anneou premier noethérien & gouche, on soit (Goldie [63 ’
Lesieur et Croisot CB])que EB (B) = C est un anneou simple ;1'enveloppe
injective E de A/P considérée eomme A-module contient C, et ¢'est en fait
1l'enseuble des éléuents de E annulés par P .

Or B étant un anneou siwple noethérien, il est somwe directe d'up . nombre
fini d'idéoux 3 gouche simples isomorphes .

Ces idéaux étant des A-modules co-irréductibles isomorphes, E est somme

directe d'injectifs indécomposables isomorphes, ce qui prouve que P est isotypique.

Proposition 16 ., Soit A un annecau noethérien & gauche, et N un sous-module

bvertiaire de M ; si les idéaux & gauche de A gui sont annulateurs d'éléments

de M/N ‘vérifient 1o condition de chafne descendante, N est un sous~icdule

isotypique de M ,

- Ddmonsvration .

Soit E (MN) = (B B, une décomposition de E (M/N) en somme directe
ierT

d'injectifs indéconposables ; par hypothese, pour tout i de I , ona

S6it j un éléuent quelconque de I, et soit

M /N o= (M/N) N B, £0

Ass (M'/N) étont égal & P, il existe yn sous-module non nul M'/N de M'/N

tel que P~ Amm (M'AN) .,
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Les annulateurs des éléuents non nuls de M"/N vérifiant lo condition de

chafne descendante, il existe 521 eesee :;En dans M"/N , donc dans EJ.,

n
tels que P= ﬂ Ann x,
1e=1

n
On en déduit que E (4/P) est facteur direct de () E (4 Ei)
i=1

qui est isomorphe & E‘; o Or (lewme 4), E (A/P) est-un A-module isotypique
de type 11 0 *

Ceci prouve que, pour tout j, EJ est de type 77, ¢'est-a~dire que N
o
est Tro~isoty1:,ique . d

Corollaire. .

Soit A un anneau moethérien 3 gauche et 3 droite, tout iddal bilatére

tertioire est isotypique .

-~ Démonstration .

-Boit  Bf--un-idéal bilatdére de A, et X um sous-ensemble quelconque de Aj

ot ‘e X = 1 A € A /[ /\ X gﬁzg est-un idéel & gauche de A,

67 .» (07 * % x)=i a € A/ (07X aci@'l}

est un idéal & droite de A ,

et 67‘.[@7-.(61-"Xﬂ'=07‘0x.

A étant noethérien & droite, les idéaux (F . * (O7°«X) vérifient la condition
de chafne ascendante, donc les iddaux &7 °. X vérifient lo condition de chatne

descendante ; en particulier les idéoux Anng (Ax) =01 *+ x vérifient la

c.c.d, , et les hypothe¢ses de le px‘oposition 16 sont vérifides .
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SEMINATRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE

EXPOSE n® 18 du 6 MAI 1968
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RESULTATS DE AW. GOLDIE

concernant les anneaux principaux non

commutatifs [1]

par B. LEMONNIER

Rappelons que pour un anneau A les trois propriétés suivantes sont

équivalentes (A sera dit, pour abréger, anneau de Goldie) :

1) A est semi-premier, ,A est de dimension finie (toute somme directe
d'idéaux & gauche est finie), les annulateurs & gauche satisfont & la condition
maximale.

2) A semi-premier, sA de dimension finie, 1'idéal singulier & gauche

de A est nul (J(AA) =0) .
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3) A admet un anneau total de fractions & gauche semi-simple.
Pour 1 <=> 3 , voir II, Pour { ==> 2 , voir 111, Montrons 2 =» 1 .,

Soit S wune partie de A , posons. G = 0°S ., 8i G' est un idéal &
gauche extension essentielle de G , alors (puisque J(AA) = 0) G' est extension
rationnelle de G » L'endomorphisme ; : x —>xs (8 €8) est nul sur G donc
aussi sur G' . Conclusion G' = G , N'admettant pas d'idéal & gauche extension
essentielle propre, G est un complément & gauche. Or la condition de dimension

finie pour AA implique la condition maximale sur les compléments A gauche

(II, lemme 1.3.).

Exemple : Un anneau semi-premier et noethérien a gauche est un anneau de

Goldie (notamment un anneau semi-premier principal).

Remarque : On utilisera le fait suivant : si G est un annulateur & gauche
dans un anneau de Goldie A , alors il existe t € A tel que G =0t et
G®At < aB 5 voir II popo 208-209. I1 s'ensuit d'ailleurs que, V a € A

dim AAa + dim A(0’.8‘) = dim AA » BEn effet il existe t tel que 0%t = 0‘.a

d'ol ,At x jha) et Ot @At < 4A (d'oh dim A(O'-t') + dim At = dim ,A) .

K

§ 1. ANNEAUX PRINCIPAUX A GAUCHE SEMI-PREMIERS.

LEMME 1 : Soient A un anneau semi-premier et I wun idéal bilatére de A :
a) l'annulateur & gauche de I ,

b) 1'annulateur & droite de I ,

c) 1le complément 3 gauche de I (il est unique),

d) le complément & droite de I (il est unique),

sont identiques. Cet idéal sera-dit idéal annulateurs,
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Démonstration :

Soit K un idéal a4 gauche alors
INK=0=s IR 0as (KN)* =20 Kl ol s ECOSE
Mais (INO0%I)>=0 donec INO'%I=0,Ainsi a)=c) » De méme b) = d) .

Ensuite INO+I =0 donec 0. ICO0%I . Finalement a) = b) .

LEMME 2. Si A est un anneau de Goldie, alors les idéaux annulateurs

minimaux sont en nombre fini, leur somme est directe et essentielle dans A.

Démonstration :

L'existence d'idéaux annulateurs minimaux est assurée puisque la condition
maximale sur les annulateurs & gauche implique la condition minimale pour les
annulateurs & droite, dont les idéaux annulateurs font partie. Soit A,"°"As
une famille d'idéaux annulateurs maximale pour la propriété d'avoir une somme
directe. Alors A1 @ .o @ AS est essentielle dans A , sinon cette somme, qui
est un idéal bilatére, admettrait un complément #Z 0 qui (Lemme 1) serait un
idéal annulateur et contiendrait un idéal ammulateur minimal £ O , impossible:
par construction de Aa’ oy AS « Enfin soit B wun idéal annulateur minimal
(non nul). On ne peut avoir B.A, =0, 1<4i<s, puisque dans ce cas B serait
un complément de A1 D .. B As . Donc B"Ai # 0 pour un certain i;, - Donc

o

BNA, £ 0 , donc B=4, .

0 o}

LEMME 3. Si A est un anneau de Goldie, Aa < A => a est régulier.

Démonstration :

On a vu que dim ,(Aa) + dim ,(0<%a) = dim , 1'hypothése équivaut &
4 A A A
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dim A(Aa) = dim AA o Donc 0-°,a = 0 , Enfin J(AA) = 0 montre que 0., a =10,
(81 x€0.,,a, x£0 ;3 Aax =0 et Aa est essentiel dans A, x serait

singulier).

THEOREME A, Un annegu semi-premier principal a gauche est composé direct

d'anneaux premiers principaux & gauche en nombre fini,

Démonstration 3

Considérons la somme S des idéaux annulateurs minimaux (lemme 2)
est
§=A GAG...08 < A, cet jdéalVprincipal : S = Ac , et ¢ est régulier
(lemme 3). Lfendomorphisme & de AA défini par x =—> xc -est injectif, donc
T A)et N (A)D oo @ Gmi(As) = A . Mais 1'idéal Ai. est 1l'annulateur de
1 2
A, @ ..o @A donc xc €A <=> (Az @ oor ®A ) x0 =0 <==> (4,0 veo @A )x =0
puisque ¢ est régulier. Donc 8m1(Ai) =A ., 1<ic<s.Ainsi A= Aigﬁ oo @ A
Les idéaux bilatéres Ai s'annulant deux a deux, A est composé direct des
anneaux .A.i o A étant principal, les anneaux Ai le sont aussi. Montrons enfin
que les Ai sont premiers. Soient deux idéaux bilateéres, B et B! , de A1 ; ce

sont aussi des idéaux de A ; supposons B,B' = 0 et B £0 , alors BCO:B'

donc Ai.gLO:B' , donc B** =0, domc B' =0 .

§ 2. ANNEAUX UNITAIRES PRINCIPAUX A GAUCHE ET PREMIERS.

LEMME 4. Dans un anneau A unitaire principal & gauche et semi-premier,
1) tout annulateur & gauche est engendré par un idempotent,

2) ‘tout annulateur & gauche minimal est co-irréductible.
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Démonstration ¢

1) Soit 'I un annulateur & gauche, il existe un élément + € A tel
que I'=0°"t et O t@At <A . AA étant principal 0%t @ At = Ac et
(lemme 3) ¢ est régulier. On peut donc écrire t = xc (x € A) et ¢ = v + at
(veout, a GgA)a Dol (xa - 1)t =-kv € 0%t NAt =0 donc xa -1€ 0t
donc O*t + Axa = A . Supposons bxa € Axa N0'.t alors bxat = 0 d'ou bt =0
d'od bx =0 (t =xc) , finalement Axa NO0°*,t = 0, Ainsi I est facteur direct

de AA 3 I est donc engendré par un idempotent .

2) pP étant de dimension finie, si 1l'annulateur & gauche minimal I
n'est pas co~irréductible il contient un idéal & gauche U co-~irréductible et
non nul, 4 étant semi~premier U® £0, Uu# O pour un certain u€ U ,

Alors (0%u) NI=0, puisque I était minimal ¢ dim AL + dim A(O'.u)s dim LA

K
ce qui, joint & dim O‘*u + dim Au = dim AA-, montre que dim I =1 . I est

donec co-irréductible.

Désormais nous supposons.que A est principal & gauche, premier et
unitaire. On a vu (Lemme 4,1) que les annulateurs i gauche sont des:compléments,
or AA étant de dimension finie, les idéaux & gauche compléments vérifient la
condition minimale. Considérons un annulateur & gauche minimal ; il s'écrit Ae
ot e est un idempotent (lemme 4,1). Nous allons étudier le bimodule eA ,
eBe-module 3 gauche, A—module & droite ; et notamment l?ection de A sur le

ele~module eA .

LEMME 5.

1) Tout idéal & gauche non nul dans Ae a une intersection non nulle avec

eha, 2) L'anneau ele est un domaine de Ores
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Démonstration 3

Soit I wun idéal & gauche non nul dans Ae et supposons I Nede = 0
alors el =0 donc Ae:l =0 , ce qui impliquerait I = O puisque A est
premier. Montrons maintenant que eAe est intégre ; supposons exe.eye = 0 et
exe £ 0., Alors (0'.eye) M ehe £ 0 et & fortiori (O'.eye)N Ae # 0 ; mais Ae
est un annulateur minimal donc Ot eye D Ae , d'olt eye = eeye = 0 o Enfin ele
vérifie la condition des multiples communs & gauche ; en effet soient exe et
eye non nuls ; 1'idéal Ae est co-irréductible (lemme 4,2), donc Aexe N Aeye

est un idéal & gauche non nul qui de plus est dans Ae , donc , d'aprés le début,

Aexe NAeye Nele £ 0 ; on peut trower a et a-€A .avec 0 £ a exe
1 2 1

= a _eye € ebe d'oll ea exe = ea e eye £ 0 ,
1 2

On dira qu'une partie (aﬂ, voosy ~aK) de eA est ehe-libre quant toute
relation €1a1 4+ s00 + Ek:am = 0 avec €i €ele, 1<i<k, exige

€i=0,’1’$i<kb

LEMME 6., Pour que (a1, - aK) soit ele-libre il faut et il suffit

que la somme des idéaux Aai, voay vAaK soit directes,

Démonstration :

Nécessité : Supposons Xxa + ccotxa = 0, Xy oovy X € A et par
exemple x_iag #0 . Alors {x € AeIXa,1 € Aaz + so0 Aa%} est un idéal &
gauche non nul dans Ae , il existe (lemme 5,1) £ € ele tel que
E_’,a1 € Aaa + ooa +AaK avec E#£ 0 . Donc l:';a1 € ele a, + veo ¥ ele a, ce qui

contredit 1'hypothése (ai,, voey a[c) eAe~libre. La condition est suffisante :
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si Aa1 + vos + Aa.K est-directe, & fortiori la somme e;é\aawa1 + was + ele a, est
directe, il s'ensuit que (.ai, - aK) est ele-libre. En effet si Ea =0
(Ecehe, a€eh, af£0) et EZA0 alors (0'.a) Nhe £0 , done

0% a DAepuisque Ae est annulateur & gauche minimal, donc ea = a = 0 , Donc

Ea =0 et a#£0 impliquent £ =0 .,

LEMME 7. Si n = dim ,A, il existe une.base (ai, ores 8 ) de eA sur

eAe) telle que Aa,-’ @D oo ®Aan =B o

Démonstration 3

Remarquons d'abord que tout idéal & gauche I non nul de- A a une inter-
section non nulle avec eA . Sinon on aurait I NeA = O=> el = 0 = Ae. I =0

=> fe.J =0=>1I=0 puisque A est premiers

Pogsons n = dim AA . Il existe n idéaux & gauche non nuls co-irréductibles
Ii, o In tels que I'1 @D 0 @ In s0it essentiel dans A . Daprés la remarque
du début IinaA,éo, 1<isn, Soit 4, €I Neh, di;éO . Les idéaux
Ad, sont non nuls (A est unitaire) et Ad1 D coo ® Adn est encore essentiel
dans A , chaque Adi étant essentiel dans Ii » Mais A est principal, donec
il existe ¢ € A tel que 'Ad' D oo @Adn = Ac , et ¢ est régulier (lemme 3).
On en déduit dﬂ._ = a.c ol a; €A, 1<ign . Puisque di € gh , di = a,c
implique ea;c = a;c d'ol a; = ea; € oA . Montrons que (a*, P an) ést une
base de eA sur ele . En eoffet Ac = Aa.ic@ obo @Aanc implique, puisque c¢ est
régulier, A = Aau1 ® v00 O Aan o On en déduit, en tenant compte des égalités
a;, = ea; , eA = ele a, @ roo ® che a . Aingi eA est un ele-module libré de

dimension n , et (a’, cesy, & ) en est une base qui répond & la condition du
n

lemme.,
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LEMME 8. Soit (a1, ess; & ) une base de eA sur ehe telle que
e n
Aa,1 @-voo @Aan = A 4 Alors quelques soient bi" vaoy bn € eA il existe

un élément unique x € A tel que a.x = bi s -V s

/A

n o

Démonstration ¢

A=As @...QA2 permet d'écrire 1 =Xa + .00 + Xa ou les
1 n 11 nn
2 _ ‘ - . Y, T

x, € Ae. De plus ( xiai) = xia‘i et .'zcj_ai:stja,'j 0 (i #3§) - De la premidre
égalite on tire (aixiaixi - aiii)ai =-0 ou le facteur de gauche appartient i
eAe ., Donec (a.x'),z = a.x, 3 mais a.x. € eAe et le seul idempotent du domaine

i"i ik 17
ehe est e , alpsi e.,x, =6, 1<is<n. De la seconde égalité on tire
aixia‘ixja,j =0, op 8,X, =@ s Done a‘ix,jaj = 0 et, puisque aixj € ebe |
aix'j‘,'-:' 0 Y (1 £ J) o

Pogsons X =XDb + oso £b , on abdbien a.x=a.,x.b, = eb, =b, - Enfin
i1 nh n 1 i e N 8 1l

i
n
x est unique : supposons &,y =0, 1<is<n,y€A; alors (iégAai)y =0,

donc Ay =0 et y=0.,

THEOREME B.
Un anneau A unitaire, premier et prineipal & gauche est anti-isomorphe
a4 1'anneau des mabrices carrées d'ordre n sur un domaine de Ore noethé~

rien & gauche, n ¢étant la dimension de A comme module & gauche sur

lui-méme.

Démonstration

Tenant compte des lemmes 5 et 8, il reste & montrer que ele est noethé-
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rien & gauche. Pour le faire donnons-nous un idéal & gauche I de 1l'anneau ele .
Puisque A est principal & gauche, AL = Aa pour un certain a , qui peut &tre

pris dans Ae . Alors

I =eheI=eAI=ceha= [(eAe)a‘ + vuv + (ehe)a Ja
n
avec les notations du lemme 8 , Ainsi I est engendré par les éléments

aad, «ewr, 88 de ede .
n

§ 3. .ANNEAUX UNITAIRES, PRINCIPAUX A GAUCHE ET NOETHERIENS A DROITE.
(Hypothése du paragraphe 3).

LEMME 9. L'anneau A étant supposé principal & gauche, noethérien &

droite, unitaire, pour tout a € A il existe v € A tel que

(n#a") . (1-av) =0,

Démonstration :

oo
A étant principasl & gauche ﬂiAa" =Ab ou bEA.
n

Montrons d'abord que (1) Aba-= Ab . Puisque & C ... C Aa® C Aa, on

a Aba C Ab . Par constructionde b ,b=aa® ot a €A, m21. A étant
m m

noéthérien & gauche il existe un entier n tel que a +4 € Aa.’ + vee + Aa , s0it
n n
= .+ Db ; € ign; ol
_ b’a1+.. bnan,bleA, 1.5 n; d'ol
£
b=a_ a"'=baa™' 4+ ...+baa"™'=bba"+ ... +bbac€ dba .
nt1 11 nn 1 n

Ainsi Ab C Aba .

Montrons maintenant que (2). 0+ a“ NAb = 0 pour tout k » O . En effet
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les annulateurs Os, a® forment une suite croissante d'idéaux i gauche, il existe
K
un entier k tel que O+ a © = 0¢, a¥ pour tout k 2 k . Alors
K ¥ K K 2k K K
02 %°NAa®°=0, eneffet xa °€ 0%a %= x60%a %= 0%,a°%=>x°%=0,
K K
Comme pour tout k 0+ a’ C 0489 et AbC Aa ®, (2) est prouvé.

D'aprés (1) , Aba = Ab d'od b =ca" avec o €4b, k30 ;de
K _ K+1 s - < ' \
ca =c,a on tire ¢ =-c¢,  a€ (0. a") NAb , donc, d'aprés (2),
c = a k 2 0 . La suite des idéaux a droite ¢ A  -est donc croissante ;
K Kkt / K

A étant noethérien a droite il existe un entier p tel que cp+1A = cpA ;- clest-
Hed i = U . M i = y -~ - O °
a~dire °p+1 cpv ou v €A ais CP °p+18' montre que Acpﬂ(fl av)
Montrons enfin que Ab = Acp ty Puisque Aba® =4b ; k30, baf™! = xp =

p+1 | -~ . P+1 3 — L :
xcp_ha savec x€ A, Diol D }ccp_'»1 € (0.2 ') N&Ab = 0., Ainsi

Ab C Acph" _Commer qp+1 € Ab , on a bien Ab = Acp_l~1 °

LEMME 10.- Soit P wun idéal premier non nul d'un anneau A unitaire,
premier, principal & gauche et noethérien & droite., Alors 1%amnneau A /P

est simple.

Démonstration 3

Il suffit de montrer que A /p (qui est un anneau de Goldie premier)
coincide avec son anneau de fractions & gauche. Il suffit donc de montrer que
tout élément régulier ¢ de A=A /o est inversible dans A , Ac est essentiel
dans A , la préimage de Ac par l'homomorphisme A ~p A est un idéal & gauche
de A, soit Aa , qui contient P et qui est essentiel dans A . Puisque &Ac
est essentiel dans A et A% = Ac , & est régulier dans A , L'implication

%% = 0=> X=0 montre quer Aa NP C Pa , mais Aa contient P , donc
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PC PaC P, Onendéduit P=Pas=Pa" C ?i Aa" , Le lemme 9 montre qu'il
g

<O
existe v € A tel que ( f’\Aa") « (1=av) = 0 , & fortiori P.(1-av) = 0,
comme P#ZO et A premier, clest que av = 1 » Ainsi a est inversible dans
A, & 1l'est donc dens A , Bc = A3 = & .montre que c¢ est bien inversible

dans A& ,

LEMME 14. Si A vérifie l'hypothése du § 3 , si P et P' sont deux

idéaux premiers avec -P' CP , alors P'P = P' ,

Démonstration ¢

Soit ¢ : A -3 A /pt = K 1'homoporphisme canonique. A est un anneau
principal & gauche premier, Dans un tel amneau tout idéal bilatére non nul est
essentiel, sinon cet idéal admettrait un idéal annulateur non nul (lemme 1) ce
qui contredit 1l'hypothése que l'anneau est premier, Donc ¢(P) qui est un idéal
hilatére non nul puisque P! CP eost essentiel dans A ., Posons P = Aa ,
K.¢(a) étant essentiel dans A , ¢(a) est régulier dans A , donc pour x € A
o{x) ¢la) = 0 =>¢(x) = 0 ce qui montre que AP N.P' C P'P , Donc

PNP' =P' CP'.PC P',

LEMME 12, Si A vérifie l'hypothése du.§ 3 , si P et P! sont deux
idéaux premiers alors ou bien ils sont emboités, ou bien P + P' = A

(P et P' co~maximaux).

Démonstration :

Les idéaux premiers de A contiennent N , le radical nilpotent de A ,

Leurs images par 1l'homomorphisme canonique A —p sont encore des idéaux

=21
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premiers, enfin cdt homomorphisme conserve par passage aux préimages 1'inclusion
ou la co-maximalité pour deux idéaux premiers. On supposera donc N = 0 , c'est-

a-dire A semi-premier,

Dans ce cas (théordme A) , A est le composé direct de s anneaux
.A.1 s wnEy As qui vérifient toujours les hypothéses du § 3 et sont premiers.

Posons Pi = A1 © ooo eAiﬂ@Aiﬂ@ b @As ;, 1 <i<s o Puisque A./Pi ~ Ai §

les idéaux Pi sont premiers.

Soit P un idéal premier de A , P = Q1 D ove @ Qs ol Qi est un idéal

premier de 1'anneau A o A/P est composé direct des anneaux A1 /Q s ooe A{5 /Q .
1

s
A /p étant premier, il faut qu'au plus uh des anneaux Ai / soit non nul , Donc
Q.

i

P contient 1'un des idéaux Pi v

Soient P et P' deux idéaux premiers de A , 8i P et P' ne contiennent
pas le méme idéal Pi , alors P + P' = A , Supposons maintenant que P et P!

contiennent le méme idéal Pi « Supposons par exemple P # Pi , c'est-a~dire

. )
P, C P . Le lemme 10 s'applique & l'anneau A /s clest-a-dire ?-%E-g_ I-I;— ; donec
i i i

PEE Fa

LEMME 13. Si A vérifie l'hypothése du § 3 , si I est un idéal bilatére

MN-irréductible de A . Alors I est primeire & droite.

Démonstration :

On peut supposer I = 0 , sinon la démonstration serait faite dans A /o
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Soient I et I = deux idéaux bilatéres tels que I £0 et 1.1 =0.

I, = Aa pour un certain a € A . I #tant bilatére, I: = Aa" . I1 existe un
entier n tel que Aa" N 0%a" = 0 (démonstration du lemme 9). Puisque O est
N-irréductible on en déduit I: =0, ou 0+a" = 0 . Dans le deuxidme cas
remarquons que a"™ C Aa" donc I'I" = O implique & fortiori I1a“A = 0 , done

1 2
I1 CO04a” , donc I =0 contrairement & 1'hypothése,
‘ 1

LEMME 14, Si A vérifie 1'hypothése du § 3 et si I désigne un idéal
bilatére primaire & droite, alors I est primaire & gauche. De plus

llanneau A /1 est premier, sinon il est primaire (le quotient par son

radical nilpotent est un anneau simple).

Démonstration

I1 suffit de faire ls démonstration dans lecas I =0 . Soit N 1le

radical nilpotent de A .

N est premier. En effet supposons avoir deux idéaux bilatére J et K
tels que J.KCN ; soit n le plus petit entier tel que (JK)" = 0 (= J(kJ)"" 'x).
Si J(KI)"™' £ 0 clest que K est nilpotent (0 est primaire & droite).

Si J(kJ)"? = (JK)""'9 = 0 .c'est.que J est nilpotent, puisque (JK)"~' £ 0 .

S8i N=0, le lemme est démontré.

Si N # 0 nous allons montrer que A = A /N est un anneau simple en
montrant que l'anneau premier principal & gauche K cofncide avec son anneau
total de fractions & gauche, Soient ¢ 1'homomorphisme canonique A —» A et
¢ € A un élément régulier, Puisque A est principal & gauche on trouve a € A

tel que ¢~'(Ac) = Aa , alors ¢(a) est régulier dans & , (K.¢(a) = Ec est
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essentiel dans A) . Pour x € & 1'implication o(x)¢(a) = 0 => ¢(x) = 0
montre que Aa NN CN .donc N = Na . D'aprés le lemme 9, il existe w € A tel
que ( FjAa")( 1-aw) = 0., d'olt N.(1-aw) = O et, puisque O est primaire &
droite et N £ O, (1-aw) est nilpotent; aw est donc inversible dans A , a
1'est aussi ; finalement BAc = ¢(Aa) = ¢(A) = A ce qui montre que ¢ est bien
inversible dans & ,

.

1L reste a montrer que O est primaire & gauche, toujours quand N A0,
Supposons J.K =0, KZ O, et J non nilpotent., D'aprés ce qui précéde N
est un idéal bilatére maximal de A , donc J + N = A ; on en déduit, puisque
N est nilpotent, J = A contraire 8 KZ O et J.K=0, Aingi JK =0 et

K #0 implique J nilpotent,

Remarque :

Dans le cas N Z O, A étant noethérien & droite et 4 gauche et %
étant semi-simple (et méme simple), A est donc artinien & gauche et a droite.

Donc, dans 1l'énoncé du lemme, A/I est artinien & gauche et & droite (IV).

THEOREME C, Un anneau unitaire principal & gauche et noethérien est
isomorphe A4 un anneau composé direct d'anneaux principaux & gauche qui

sont premiers ou primaires.

Démonstration :

Puisque A est noethérien bilatére, O admet une M-décomposition
réduite (1) 0 = Q1 A ..o NQ olb les idéaux bilatéres Qi gont Mirréducti-
n

bles donc primaires & gauche et & droite (lemmes 13 et 14) .
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Posons P, = rad Q; (somme des iddéaux bilatéres nilpotents modulo Qi)o

b, est le radical nilpotent de l'anneau A g B est donc premier dans
i/q AR

i i
A/Q (démonstration du lemme 14) , donc P, est un idéal premier de A .
i.

Diaprés le lemme 12 , deux idéaux Pi et Pj‘(i £ §) sont ou emboités
ou cotmeximaux. Montrons qu'ils ne peuvent 8tre emboités. Si on avait par exemple
Pi £ Pj on aurait (lemme 11) Pi = Pin", Mais il existe un entier k tel que
Pg: c Qj ,dfor Q. G P, = PiP;f G Q; contraire au fait que (1) est réduite.

Ainsi les idéaux Pi . gont deux i deux co-maximaux.

I1 s'ensuibt que les idéaux Qi sont eux aussi deux & deux co-maximaux.
En effet pour i et j domnés , i AR » 11 existe un entier m tel que Pz gﬁQi

ot P:]’.‘ ;_: Qj , d'olt A = (Pigq- P-jk)“'—g; Q, + qj 5

Pinalement (démonstration classique) A est isomorphe au composé direct

des anhneaux A/Q qui, d'aprés le lemme 14, vérifient les conditions du théoréme.
Y1

Gorollaire :
Un annean unitaire principal & gauche et noethérien & droite est le
composé direct d'un anneau principal & gauche semi~premier et d‘un annean principal

4 gauche, artinien & droite et & gauche.

Démonstration 3

Utiliser la remarque qui suit le lemme 1k.
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Conférence n° 19 du 2D MAI 1968

il et St Sogt Sk St S Rt Sk £

The Transfer Ideal
by A.W. GOLDIE
—f—imi-t -

We deal with a ring R which is right noetherian (denote this property by max—y).

I am not sure whether we need, R has 1 , but certainly R must have regular elements.
Let A be an ideal of R , the term 'ideal' means 'two-sided ideall.
set Lr(a)
“g(A) (ceRlxc €A, x€R === x€A4)
B(a) = C'(8) n VBa)

N is the nil radical of R and NP =0, NP-' £ O, p >0,

1]

(ce€RlexeA,x€ER, = x€A)

u

Lommal. (1) Let a€R ,c€ B'(0) .Then a€ R, c€ G(N) exist with

ac = ca
1 1

(2) @) B .
Proof. Set T = (N) = (xe RlaN* =0) : k=0, 1, eoe, p and T =0.
Now, when c € 6'(0)
cx € l(NK) === oxlN¥ =0 == x¢€ Z(NK)

So  8'(0) € %‘(TK) .. Thus in the ring R/’I‘ the natural image of cR is generated
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by an element, which is not a left zero divisor, so this image is an essential right ideal
of R pp e In other words, we may say,
K

"oR + TK is essential over TK" .

Let ae_R,aNK“mO,set'-E:(xER]axEcR+TK);thus EoN,
Let- I be a right ideal of R with ENI =N, If a.I;Z:TK then
al+T NcR+T > T
K K # K
Thus i € I exists with ei=cy+%t, ¢ €T ,y€R, and ai,e’TK.
Now i ¢ N and i € INE =N ; a contradiction. Thus al CT and I =N must

be true. It follows that E is essential aver N , that is, E /N is an essential right

ideal in ring R /2 so E contains an element of g(N) s Thus have an equation
ad =cy +t,; t €T, a € B) ,yeRr .

Apply the metho successively, then

b4, =ey +t, 3 t, €T ,4 € g ), y,ER
- ; T 4 N E¢R .
td =y, s b eT ,a € BN,y €

Th = h 3 :d d. CR) d. N °
en ac1 cza.1 ;s Wwhere c‘i " o 06 5()

But any element a € R satisfies aN“*' =0 for some k+l =0, ..., p and hence
(1) is proved.
To prove (2) choose a € G(N), then ca € B(N) , so if we set
ax EN ,x€R,
then ca x € N and so x € N , Thus a € B .

Let cy € N and suppose that yc =az+n,né€ N,c € C(N) (use R N hes
right quotient ring)), Then cyc, € N, 50 ocaz€ N, so z€DN (since ca € B(N))
so 2z € N ., But then ycz.EN and y€N,as ¢ € ¥(N) . Thus cy e N=>y €N
and so c € G'(N) and, of course, G'N) = Y(N) ., This gives (2),

Lemme 2, Let R have a night quotient ring Q .
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(1) Let P be a prime ideal of R , then PQ is a prime ideal of Q 3and
PQNAR=P <=> B(0)C ’Q(P)’é

(2) Let P' be a rime ideal of Q , then P' N R is a prime ideal of Q and

P = (P' NR)Q .

# This condition holds for minimal prime ideals of R . See Canadian notes.

Proof.
(1) Let ce B(0) ,peEP,and c-'p=ad! ackR,ac B5(O).
As ca€P,and B(0) < Y(P),deduce a€ P, Thus QP CPQ .

Let xEPQﬂR,x:pc” sPEP ;€ 6(0) + Then xc € P, so we have
PQNR= P,

Let A, B be ideals of Q and ABCPQ . Then (ANR)BNR)C PQNR =P
== AﬂRCP,ACPQ;or B CPQ o S0 PQ is a prime ideal in Q ,

The conserve is: easy.

(2) Let V be nil radical of P' NR , VP CP* NR , V ideal in R ,
Now 6(0) ¢ (Pt NR) € ¥(V) by lemma 1
Thug QU CVQ, (VQ)PCPt, VQCP', V=P NR,
Hence P' NR is a finite N of primes of R , Let P! NR=P N.o NP .

Then B(0) ¢ B(P' NR) = B(F) Newen C(,) , using fact that P are
minimal primes of P' NR ,

Then P' = (P' NR)Q = P1Q Nsss N PsQ - P: N s 1 P; , and P; are prime ideals
of Q.
But P! ... P! CP', 80 PP CP',say, P! =P' and P'NR=P NR=P .

1 1

A right ideal H_  transfers B(o) ir (o) +H = 6(0) .

This is taken to mean that ¢ + ho c€ ‘@(o) 5 ho € Ho , dis also in @(0) ’

The sum of all such H0 also transfers ﬁ(O) (not max-y needed) and we call it
the transfer right ideal of R . Denote by H' .
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A gsimilar idea can be defined in which Ho etc, are two-gided ideals of R ,

again a unique maximal one is cohtained, call it the transfer ideal of R and denote
by H .

Clearly H CH' ; but I do not know when H = H'

exs If R is a quotient ring, that is, 15(0) is the set of units of R , then
H = H' = the Jacobson radical of R

Lemma 3.
(1) H=0 if and only if R is semi-prime.

(2) H* e O LR R RN R A A R N N R R .

Proof.

Let R be semi-prime, Then H' isg not an essential right ideal, for if ¢ € H' ,
c€ B(0),then o=h' and c-h'e€ & (0) ; a contradictions So H' not essen—
tial 3 a right ideal V in R with H' @V essentiale Again V meets & (0) ,
V essential, H' = 0, Then H CH! ig also O,

Let R be not semi-prime, NP =0 , NP-!' £ 0, Then NP-' CH C H', For let
veN~! ,ce B(O), (c+v)x=0, As c€ BN ,c+ve €N ,xeN,
But gx =0, 80 cx=0,x=0,Ths c+veE {'O) . Similarly c+ve ‘p),
S0

| c+veE B(O) Vvene-!
o LA EH

Lemma, )-!- »

Let R have right quotient ring @ + Then R Ly 18 a semi-prime ring, In particular
HeN -

Proof.

Let J be the Jacobson radical of Q , Then HQ=J , J NR=H . Consider h€e H ,
ce B6(0), h+oc€ YB(0) s h+c isunitin Q, so 1+ hc™' is unit in
Q v Thus HQ is a quasi-regular right ideal of Q@ and HQ CJ o

Let jEJNR then je~'ed Vee @(0) so 3q€Q with (l+ je " =1,
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Thus q(j + c) =¢c , so that j + c = q*'c is a unit of Q , hence ¢ + j € B(0) .
But J MR is an ideal of . R hence J NR CH .

Thus HQCJ , JNRCH ===> JNR=H and HQ=J .

However J 1is a semi~prime ideal of Q and is a finite N of prime ideals of Q ,
Thus J = P! N +es NP! and H= (P: NR) NN (P; NR) , so H is a semi-prime
ideal of R,

Note.
If we examine Small's example a b a' b' where a, a', e € 2
0 ¢ 0 b
0 0 e O b, e, B!, cl, £,e€2
00 0 r (p)

This ring is right and left noetherian

6(0) = B'(0)

It has a right quotient ring as ac,

we

o) = G() -
ca Vo€ €(0) (e, € () .
ac Vo€ “G(0) o € “B(O)= ‘6®) .

(use lemma 1).
If we factor out the ideal (x € Rlcx =0 ; c€ “Y0)) , then for the factor ring
we have a right and left quotient ring.

" not left v w c 1zam

il

So clearly it is moxe important to have a right left noetherian ring in which the
conditions on  B'(0) and *88(0) are destroyed. I do not know of one.
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Lemma, 5.
Let R have right quotient ring Q . Then ¥(0) < B(H) anda H=H',

Proof .
Let c€ B(0) ,cx€H == x€ QHCJ ==>x€£JIJNR=H,
Thus 6(0) < B'(H) and, as H is-a semi-prime ideal, Q'(H) = Y(H) .

Let h' € H' then c+ h'ye B(0) Vh'e H' , y € R ; thus Jaq, €9 with

i

(¢ + h'y) =1 and (1 +h'ye=') = c¢=' , But as y varies gver R , yc~' can be
Iy 2

any element q of Q , hence 1+ h'q is a unit of Q , so that h'Q € J , Hence
h*e€eJNR=H,

Summary of Lemma 4 and 5.

Neceasary conditions for R with max-y to have a quotient ring are

(1) H is a semi~prime ideal of R
(2) H="1
(3) 6(0) < &mw .
These conditions night not be independent, I would say (1) + (3) === (2) but
have not checked this yet. -

Lemma 6.,
Let R have max—y., Then if ab € B (0) we have a€ ¥(0) ,be B o) .

Proof,

Let 2a =0 == xab =2 0 =bx=0, Dbtz 0=>abt =0 = t=0,

a€ *¥B(0), pbe B .

Let ay = 0 ; now bR is essential right ideal as b€ [B'(0) , s0 DRNFR £ 0
(if y#0) 80 bz =yz'#0 some 2z, 2' €R . Then abz =0, z = 0, contradiction,
unless y = 0 , Thus gy = 0 =y = 0 a€c %(0)

a € '@(0) .

A characterizmtion of H' (does not need existence of Q)

Consider the right ideals or R which do not meet §(0) . It has maximal elements,
index these as (Ma ; @€ A)
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Lemma 7.
H' = (NM, 5 a€h) .,

Proof,
H' CM, , othewise H' + M _ mects B(0) = M, meets %(0) .

Let ((\Ma s €A £AH' . Then 3Ja€n M, » af H' , and c € B(0) with
c+af %(0) ;Now (a+ c)R does not meet B(0) , for if d = (a + c)x with
de€ (0) then by lemma 6 , a +c € B(0) '~, not allowed,

Choose M > (a+c)R , Now a € M, s0o ac€M  and (a + c)ce M, , 80
c® €M N €(0) , not allowed . Thenca

(NM, ; a€ ) =H .

Lemma 8.

Let R have right quotient ring Q and comsider (M, ; 2 € 4) = m.

For a given' Ma € M, either M, meets Y(H) , or Ma- is the inverse image
of a maximal right annihilator of the ring R Vit In the latter case the largest two-
-gided ideal in Ma is a prime ; it is & minimal prime of H ,

Proof ,
_ M
Let ¥ N B(H) be empty and M, o= -ﬁ » As M does not have a regular element
(in R = %) it must be in a maximal right annihilator, thus . u ﬂa =0 for some right

uniform element u € R . The largest ideal in M, maps into the largest ideal in y(u)
and this is a minimal prime in the ring R/H .

If M, meets B (H) then M,>dR + H for some d € € (H) and for each
a€R 3a € @(H) with ad. € d.R»—b H. M_ is pow a topological right ideal relative
to @(H) and is difficult to consider in the present comtext.

Lemma
€o) = B(H) wil occur iff Q /; is semi-simple artinian.
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Proof.
Given ¥(0) = BGH) .
We know that J=-H .

The right quotient ring of R/H is ~ to I'{% under map

(a + H)(d + H)™! «—s (ad™ + HQ) .
Let (atH)(d+H)*' = (a +H)(d +H)='  and (d+H)(e+H) = (d +H)(e +H) e, e,
i 1 K 1 a, d1, € g(O)

Then (a+H)(e+H)

(a +H)(e +H so that ae ~ae €H and de-de €H
1 1 ? 13 1 9

I

Tws  ad~! - a’d"-‘1 ae(de)~! = aie’(de)"' (mod HQ)
p -
= aiei(d1ei) (mod HQ)
€ HQ

and conversely, so that map is (1 - 1) etc,

Given @ /Hq is semi-simple,

Let c¢ € @(O) and c¢q € HQ where q:yd*‘ s YyER,dE€ g(o) .

Then ¢y € HQNR=H, so y€H, using B0 C ¥B(H) . Thus y € H and
q € HQ , Hence G(H) € G(HQ) . Now the units of @ g 8Fe the regular elements of
Q /g > 88 this is an artin ring. Units can be raised aver the Jacobson radical HQ , so
that  G(HQ) consists of units of Q . Thus the élemenis of ¥ (H) are units of Q , hence
are regular elements in R ; G (H) C @(0) ‘

This is as far as the study of the transfer ideal has gone., One can consider it in the

light of Djabali's paper and note .

Prop.
If R has max-y and (1) F holds

(2) H is semi-prime

(3) 6(0) = B(H)

then R has a quotient ring.
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Proof.
Let a€R,c€ WB(0) 3 a,c c € B(0) with ac =ca +h, for
some hE€H.,

Now for any 4 € B(0) h=(d+h) -d is a difference of two regular elements
so 3 c2 € 13(0) with hc2 € cR . This uses F' and see Djabali's paper., Then

acic2 € cR and ore condition holds.

It is a weak theorem and one would at least be tempted to try to eliminate one of
the conditions, F‘ is very strong, in fact too strong for a gerviceable theorem, But
this is a difficult problem !

=3 =§=8 =83 =§ =g~
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