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Chapitre l.- Introduction 

1,1,- Notations. 

E d6signere. l'espace euclidien à n dimensions muni des opérations habituelles, La. 
n 

n 2 1 

longueur ou norme de x = (x1, x2, ••• , xn) e En sera lxl a (L x.) 1 
. , J 
J= 

L désignera. la. sphère unité 1

0 

L ""'{x x e.En, !xi= 1} si x ~ O, x' • l:l6L 
L'intégra.le étendue à liespa.ce tout entier JE sera. simplement notée i. 

n 
Pour le calcul de cette intëgra.le on utilisera souvent la décomposition 

n-1 ~ 
dx • p dp dx.1 où p :a 1 ~! et où fucY désigne l'élément d'aire de 1-.. • 

A un ensemble mesurable de E ~ IAI désigne. sa mesure de Lebesgue. 
n 

Noyau a K est une fonction posi tiTement homogène de degré a, i.e. V À réel p~si tif P 

(X 

Vx e E , K(Àx) r:i A K(x). 
n 

On a en particulier K(x) • lx! <XX(
1
:

1
). 

La. fonction a (x) = K( ~) est homogène de degré zéro, donc ,O,(x) = "1(x 1 
) 

!Xu 

~ s'appelle la. caractéristique du noyau K. 

I.2,- Quelques rappels. 

a) Condition de Lipschitz-Holder I on dit qu1une fonction f vérifie une condition 

de Lipschitz-Holder dîordre et> 0 e 'il existe deux consta.ntes C et ô telles que 

, or 
1 Y 1 < ~ => 1 f (x+y) - f(x)! ~ C! YI on écrira alors f 6 A cl. 

b) Espaces Il. 

pour 1 "p < oo 1P désigne l'espace des fonctions de puissance p-ième intégrable 1 

Lp 111 { f J J If (x) 1 P dx < oo }• Cet espa.ce est muni de la semi-norme définie par 

"t~ = ( j I f(x)IP dx) 1/p j pour p ~ 00, 1
00 

a { f I Il ru .. = .,, suplf 1 < oo} où 

ess-sup f = Inf{M ; j{x ; f(x) > Mjj • o}-
Les rJ sont des espaces vectoriels semi-normés, les espaces normés associés sont des 



2. 

1pe.ces de Ba.na.ch• 

Le dual de Lp sst L4 où q Hi le oonjugué de p a ! + ! =-1 (1 ,< p < m ) • 
p q 

c) Convolution. 

formellement f • g est dMinie ,J>&l' ( f • g) ( x) c J f (y) g (x-y) dy on • &lor e le a résul~ 

1.ts i 

e.lore Il f * g 11 ,( Il tll U g 11
1 p p 

plus généralement : 

1 1 1 
1 \( p V 4, " 00 et - = - + - - 1 ), Q r p q 

l[' 
alors f * g e L et !lt*sll "- lltU .llgll. r p q 

,lo- Position du problèmeQ 

Beaucoup de transformations en analyse sont de la forme f -.f * K où K est 

)mogène et de degré négatif (- a) g (f * K)(x) = J f(y) K(x - y)dy. 

Trois cas spéciaux se présentent o 

i) a == n 1 1 intégra.le est, di te singulière o C1 esi la. transformation de Hilbert 

ii) 0 < ~ < n 11intégrale est dite faiblement singulière 

iii) ~~ n l'intégrale est dite ultrasingulière. 

Le ce.ai) est intermédiaire entre ii) et iii) 1 ce sera le seul cas étudié dans ce 

ours. 

On supposera ü intégrable sur _L i a, e L 
1 (z) . 

On posera. f
6

(x) = f f'(y)K(x-y)dy (1 ),. 
~!x-y1:i,. ~ 

N 

,4.- Lemmes d'existence de f~o 

~ A.- Si f 6 Lp ( 1 -' p < ro ) P 
1 .0, GL (:[;) et é réel s~rictement positif fixé, 

,lors l'intégrale (1) converge absolument pour presque toui x~ 
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Preuve I Soit I(x) = J Lt'(y)l ,IK(x-y)ldy = J lf(x-y)I .IK(y)I a.y. 
lx-y1:. & lyl ~ t 

Soit D un ensemble mesurable boml de En• de diamètre 6. Posons p = IYI 

t considérons l'intégrale J = jD I(x)dx 

J = f dx J !A(y' )1 (nlf(x- y' )1 pn-1dpdy' Ill J IA(y' H[l dx(r0

1f(x-py')l(1~p) 
Jn p~ ~ ~ D ~ d.y 

y' li E t..J 

e.) Supposons que p > l 

L'inége.lité de Holder donne (q éie.nt le conjugué de p) a 

,ù IDI, rappelons-le, désigne la mesure de D. 

Mais J axj
00

1f(x-pr'l)!Par~J dxj+oo l:t(x-py1 )lpdpf S11r11P. 
D ~ D -oo p 

Alors J, AEIDl11461/p lif IIP. li.a 111 où U.o. 111 = J I.O.(y1)lay1 

E 
1
1eet à dire JDI(x)dx < oo e ilore I est finie localement presque partout, donc presqu,i 

,a.rtout. 

b) Ce.a p = 1. 

Ici J dx J00

1f(x-py' )1 dp ' 1 J dx r+oo If (x~py' )1 dp .(. i llr 11, 
D E p D J_oo 

!t la démonstration s'achève de la m~me ma.nièreo 

IV 

Alors V t > 0 fixé P fa existe partout. 

Preuve B en effet I.O.(yi)! , M => lf(x-y) .n,(y) 1 ~ M lf(x-y)I 
n n 

lyl IY! 

1 .(. p ( oo • Soit q le conjugué de p a 1 < q ~ oo 

a.lors J lf(x-y)! dy-'lifll (j ~)1/q<oo 
n p nq 

IYl>,t !YI IYI>,~ IYI 

t la fonction à intégrer est major~e en module par une fonction intégrable. 
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• 5,- Transformée de Hilbert tronquée, 

Elle est définie par (1) pour f a Lp (1 , p < ex,) ; on peut tforire f 
1 

sous l;, forme 

j
K(x) si 

= f * KE où K E(x) = 
1 0 si 

N 

La trltllsformée de Hilbert apparait comme limite de fe, la limite pouvant ~tre prise 

our différentes topologies I limite presque partout, limite en norme da.ns LP, limite en 

esure, etc ••• 

Si P est intégr~ble dans E & 19cxterieur de toute sphère centrée en x alors 
n 

F{y)dy a un sens ~ de plus si cette expression & une limite qua.nd 
1lx-y1~ ~ 

tend vers zéro, on dira que 1vintégral0 existe en ta.nt que valeur principale 1 

lint J P(y)dy = V .P. JF(y)dyo 
IS ~ 0 1 x-yl ~ e. 

.6,- GénéraliMs. 

"' Le problème central réside dans la recherche des conditions d'existence de f et rie 

es propriétés, en particulier celles préservées par la transformation. On fera, en général, 

es by:pothèses suivantes 1 

oin. 

i) n, t 1(E) 

ii) j A(x' )cbc1 = o. 

L 
La. condition i) est naturelle I quant à ii) les raisons en seront données un peu plus 

Etudions quelques cas a 

a.) n m 1 K(x) = .n.(x') 
lxl 

C sgn x C =---=-!Xi X 

___ , ·si X > 0 
(sgn x ::: signe de x a ___ , si x < 0 

pour C = 1 

00 

on a V.P.Jf(y) dy a lim r ~y== lim J 
x-y J x-y 

e, -t O I y-x 1 >, E ~ -+ 0 é 

b) n = 2 (1er c&s non classique) 

f(x+t)-f(x-t,) 
t ji{1 



i9 le point ~én~rique de E
2 

sera. not~ z = re 

n(8) . 
alors K(i) • -r- et 0, est 2 rt -p1friodique 

lt' 

+ (X) 

la. série de Fourier de A est A N [: c~ei1<9 = [:' c.,,ei"8 

ca.r c = 0 d9a.près ii) 
0 

- 00 

k~o 

E' 
la série de Pourier de K sera. a.lors K "' -----=~-2 

r 

en particulier on peut a.voir comme noyau 
i1<8 * 

K~(z) .= ~ (k 6 Z ) 
r 

pour k = -2, K(z) = 
1
2 est analytique et, formellement, 

z 

on a f ( z) = J.J f ( ~) 
2 

d; d "I'( où ~ = s + i ~ 
(~ - z) 

c'est la transformation de Beurling. 

c) n > 2 x = (x19 ••• , xn) 
X, 

Kj(x) = !+1 j a 11 2t o••o n noyaux de M. Riesz 
IX! 

..., 
f = f * Kj = Rjf transformation de M. Riesz • 

.... 
,7,- Théorème d'existence de f. 

Théorème O.- Si f a 1P () Ao. (1 .f. p ( oo p Cl) 0) A GL
1(L) et f .n,(y')dy' = O. 

I: 
A.lors f(x) = V. P. J f(x-y) J1(~) dy existe pour presque tout x .. 

..., IYI 
Si de plus [l, est borné, 

1lors f est définie pa.rtoute 

Preuve i f e A ~ 3 6 > 0 et ]C t.q. 1 yl ~ ô ==>lf(x+y)-f(x)I ~ C lYl<X 
ex 

l'aprh 1,4, \/ & > o, N 

3 f 
6 

presque partout • .Alors 'rJ E 0 _< E. ~ ô -, on peut- lforire, 
,.,, 

~our tout, X où f& est définie (i .. eo P•P• d'après 1.4,, partout si .O. est borné) 

t
1
(x) = J ~(x-yÜ O(y; dy + f b (x) 

~$111~ 6 tYI 



mais f ll.(y9 )dy9 = 0 => J ~ = I A(r) dpdy' = 0 
JL f.fY'~i !YI Y'G r:: 

1:,p~6 

q.lors ft(x) = fo(x) + J [t(x-y) - f(x)] .o,(~) dy • 

~~IYI~& IYI 

Considérons g(y) 1: [f(x-y) - f(x)] .O,(y) a.lors jg(y)I ~ C 1.0.(y)I jyt-n et la fonction 
n 

!YI 

Y""'+ 0 1 A (y) 11 y !a-n est intégrable dans le. boule de centre 11 origtne et de rayon O car 

5 j 6 IO(y~~dy 11 (J. l.a(lY')lniM 1 ~~ ) J il en résulte que g est a.usai intégrabl' da.na• 
IYI~ IYI n _E -V'Jo p 

cette boule 1 puis que J g{y)dy tend vers une limite finie lorsque i. -... 0, 
f~IYI.$ 6 · 

Remarque sur le. nécessité de J O(y1)dy1 = o. 

E 
Posons w n ~ a.ire de L = 1 L 1, puis ~ = : j .O.(y' )dy1 , enfin .C: = .O.-tJ, 

n I: 

J 0*(yi)dyY = 0. 

E 
Alors J f(x-y)K(y)dy = 

e.~1y1~1 

Si f 6 A,,. le. première intégrale converge, tandis que 

J ( ' dy Ji dA(p) = [cll(p)J1 + n j1 A( P) dp= 0(1) + nJ 
I • f x-y; --iï = n n J 0n+1 

&,<IYl-'1 IYI e. p P 6 1 • 

(On. pos6 Â(p) X J f(x+y)dy ~ crll + a(pn) 

1 
1y1,r n 

1 J J 
~ + r ~ dp = C Log ~ + o{log ~ ) 

a. ors = o n+1 ~ "' 
E o t; p 

donc si "tL ~ o, I di verge en général vers 11 infini lorsque a ~ o·. 



Chapitre II 

Tra.nsform,e de Hilberi da.ns le cas d'une variabla 

2,1,- Théorèmes d'existence. 

• ( ) "'( ) j r\ t J Théorème 1 .- Si f e L -m, +oo a.lors f x = V,P, ~t 

De plus, si E(y) ={x; lr(x)I >y) oJ, a.lors 

existe presque partout. 
llf 11

1 
jE(y)j' A y 

où A est une constante indépendante de f et de Y• 

J
+oo cll' ( t) 

Théorème 2,- P à variation born~e sur R, alors g(x) = V.P. x _ t 
-oo 

presque partout~ De plusp si E(y) = {x ; lg~x~I > y> 0} 1 

IE(y)! , A! où V est la. variation totale de F. 
y 

existe 

a.lors 

Il est clair que le théorème 1 est une conséquence du théorème 2, ca.r si f 6 L(-oo, +oo 4 
t ~ 

a.lors P i t --r J f(u)du est è. mriation bornée sur R et V= J lf(u)I du = llflj 1• 
-oo -oo 

J 
dF(t) 

Remarquons d1a.bord que, pour tout x1 g (x) = --t a. un-sense En effet, 
E X - · lt-x p;, e.

1 
1ur tout compact K c (Jx-1r., x+a[, la fonction t --➔ x-- t est continue, donc l'inté-

grale de Lebesgue-Stieltjes JK :~t! • un sens, Reste à examiner la convergence I l'infini. 

Considérons :x+t , T ( T1 rT
1 

dF(t) JT' dV V 
a.lors I JT x - t l °' T I x-t 1 ,( 1 x-T ! • 

~me calcul pour T1 < T
1 

< x-~. Ce qui prouve que l'intégra.le est même absolument 

CODV8rgente. 

Lemme i.- Soit -
Alors 

Preuve.- La. fonction considérée est définie, continue, décroissante dans chaque 



n n n 

dore e1(y) = L (01.-&.) =Let. - L &, 
j=1 J J j=1 J j=1 J 

où les ~j sont les racines de l'équation 

X 

n µ.. n n n 
L -}--~ Y TT(x-a.,) - L11· ~ (x - a.,) = 0 • 
,_1 X aj i-, 1 ._ 1 J 1-1 l 
J- - J- i!j 

n ,r n n ] 
Alors L a , • - y :[: a. . + L: µ.. 

J'c:1 J y ' 1 J . 1 J - J= J= 
1 n 

où le résultat pour e
1 
(y) = - L µ,. • 

y . 1 J 
J= . n 

Marne démonstration pour e2(y) = ! L P.j" 
y . 1 

J= 

Lemme 2.- Supposons qu'il existe une suite finie d'intervalles - I. = [x.-6. 1 x.+6.], 
l l l l ~J 

i = 1, 2, ••• , n, disjoints deux à deux et tels que g, (x.) > ~ 
0, l 

n V 1 

Alors L ti ~ 8 y~ 
i=1 

Preuve & L'idée est d'Bpprocher les g, (x.) par une somme de Riemann-Stieltjes 
oi 1 

-1 P(t. 
1

) - F(t.) 
-, J+ J 

;.( X - tj 
et d'appliquer le lennne 1 à cette fonction. 

Supposons donc d'abord F croissante (pour avoir ~. = F(t. 1) - F(t.) ~ 0) et cons-
J J+ J 

ruiaons le. fonction qui jouera. le r$le de la fonction qi du lemme 1. 

Choisissons 1; par les oonditioM O < ~ < Min (g
0 

(x.) - y]. 
i:::11 • • ,n i l 

Alors Vi, i = 1~ o••, n il existe une subdivision (T'i = (t~i~ ••• , 

elle que pour toute subdivision cri de 

n 

cona~cutive à ~., soit cr' 
l 

Il 

t~~)) de ~Ii 
l 

= , t 1 , ... , tN,) 

Prenons a.lors (T'o = ~1 ('1c-bK9 ~P '1c+6ic) et cr = LJ 0-i' ~ = ( t1, • • •, tN) • 
i==o 

~.(x) = L 
l . S 

.l 6 • 
l l 

S
1
. ={j J t.&]x.-&., x.+6.[l 

J l l l l j 

llors, par construction, hi(xi) > y pour i = 1, 2, •••, n. 



Mais h. est décroissante dans tout intervalle où elle est définie •, il en résuliP l'l'Jfj 1 . 

Vx 6 [\-bi ~ ï,J f hi (x) > Y• Alors, pour un tel x, ou bien C9(x) > ~, ou thl\ 

'\(x) < - ~• Soient a.lors E
0 

=={x J ~(;4;)) Îj, Ei m {x 1 ~/x) < - ~} i = 1, •. ._, n. 

On peut donc affirmer 

Alors 
n n 

Loi, I: IEil, 
i=1 i=o 

N-1 
4~ '4V 
y~ 1'-j y • 

- Il est bien clair que si on part de F croissante, . g 
O 

. (xi) < -y ~ 0, on aboutit au m~me 
l 

n 4V 
r~eultat 1 ~ 6 i ~ 1 . 

i=1 

Soit alors F à variation bornéep F = F
1 

- F
2 

sa décomposition canonique en deux 

fonctions croissa.ntes F
1 

(x) 111 1 [v(x) + F(x)] 

F
2

(x) = 1 [v(x) - F(x)] où V(x) est la. variation de F sui ]-oo, x[. 

Soient alors Vj la ~a.riation totale de Fj j = 1, 2s 

(1) (2) 
Alorspe.rliné6.riié1 g6 sadécomposeen go,=gs. -gb, 

i l 1 l 

par application des résultats précédents 

aux fonctions croissantes F
1 

et F
2

• 

Il n'y a plus qu'à rema.rquer que V = v
1 

+ V 
2 

• 

Lemme).- F à variation bornée sur R de variation totale V 
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Preuve a) G' est mesurable car g0 est mesurable, donc g* aussi 

b) V XE G' p ]~(x) t. q~ go(x) > Y• Alors {]x -ô p X+ s[} est un 
X e.G' 

10ouvrement de G' 

c) G1 étant mesurable1 !G'! est aussi sa mesure intérieure 

l'i = Sup IKI 
K C 01 

K compact 

d) Soit K C. ov, K compact {]x-6 , x+ b [J recouvre G1 • donc K. 
x e G' 

! ce recouvrement, on peut extraire un recouvrement fini {]xCOi , xi+6JJ i = 1,, •• ,N. 

e) de ce recouvrement fini on peut extraire un recouvrement (fini) tel que 

i ~ j, I,r\I, 1 ~) ~ (i-j = + 1)o 
l J -

Soit (I.) i = 1p ••• , n c0 recouvrement, 
l 

f) alors (I
2
j) et (I

2
j+

1
) sont deux familles d'intervalles disjointa deux à 

eux. La. réunion de ces deux familles recouTiant K, l'une d'elle au moins recouvre l"1 

oins la moitié de Kg 

!KI~ 2 L IIil, L pour i pair ou L pour i impair 

g) alors gr~ce au lemme 2, on peut affirmer 

!Kl~2~11.1 ~4L bi~32! 
l_; l ' y 

t liinégalité, vraie pour tout compact K C.G', vaut pour G'. 

Corollaire 1.- G = {x J lim !sé(x) - g~1 (x)I >y) oj = G(y). 
e., &'-+ 0 

V 
Alors !ol ~ 64 - o y 

En effet lge.(x)I + jg61(x)I ~ lg~(x) - gE1 (x)I ~2 g*(x))> 

t il en résulte que G(y) ç GY(i) d 1où le résultat. 

lim jg E(x) - g 
6
, (x) 1 

1:., E.'~ 0 . 

X 

Corollaire 2.- Si P(x) ~ J f(t)dt où f e L
1

(R), alors V= llf~1 

et on a la même conclusion. 



11. 

Démonstration dù théorème 2. 

P ~ va.riation born~e ===9F c F
1 

+ P
2 

où F
1 

est absolument continue et F
2 

siI\g\llière. 

G). Supposons donc d'abord F absolument continue. 
rx f e L1 (R) et g6 = fs / 

Alors F(x) = j f( t )dt où 1 'f 
1 

est en escalier -

f e L
1 ~ f = f 1 + f 2 où. ~f

2
11 

1 
est arbitrairement petite. 

,V 

Nous nous proposons de montrer que lim f (x) existe pour presque tout ~• Nous allons 
i 

~----lj 0 
donc montrer le critère de Cauchy i 

lim !fe,(x) - fe.1 (x)I = 0 P• P• 
e., e.' -,.0 

Si f
1

, en escalier, est continue au point x, f
1 

est constG.I1te sur un intervalle 

te que lim 
é,é'~ 

~ et dès que ê est plus petit que ~, f
1
E ne dépend pas de 8. Il en résul-

lr1r. (x) - f11:,t (x)I = 0 sauf peut-Hre aux points de discontinuité de f1 • 

Montrons a.lors î Vy > 0~ lim jf E. (x) - fé, (x)! ~ y P• P• 
E, E.' --tÛ 

Soient y>O et G={xi lim lre.(x)-fe,,(x)l>YJ• 
E., e~o 

!lors pour toute décomposition f = f
1 

+ r
2 

du type précédent, 

G ~ G
1 

U G
2 

où J o
1 

est l'i ensemble des points de discontinuité d~ f
1 

1G
2 

= {x lim jl
2 

(x) - :r
2 

,(x)l > yj 
t, e.'~ ê €. 

en effet 9 x e G ===9 y < lim jf E (x)-f ét (x)l ~ lim !t1 e (x)-f1E, (x)I 
E., 1: V -Q é J 1: 1 --,.Q 

a.lors X ?' G1 ~ lim lt, 6 (x) - r, e,1 (x)l = 0 ~ X E G2 0 

r.p a1-,o 

Alors 
64 loi,< 10

1
1 + 1 o

2
l ~ 0 + y jjf2 l! 1 dîa.près corollaire 2 lemme ) o 

Convne ilf
2
ll 

1 
est a.rbitra.iremen-è petite, G est de mesure nulle. 
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Prenons maintenant une suite de y tendant vers zéro ; il en résulte que 
n 

Îim jt,(x) - f
6
,(x)j = 0 sauf peut-~tre sur une réunion dénombrable d'ensembles négli-

1., i•--. 0 
geables, donc presque partout. 

@. Considérons maintenant le cas où F est singulière. Soit y> 0 et considérons 

G = G(y) = {x ; ITm jgô(x) - gc1 (x)I > YJ• Soit ~) 0 ; il existe une suite finie 
6, ~'-+ 0 ° 

d'intervalles fermés, disjoints deux à deux, soient 1
1

, I2, ••• , In, de longueur totale 

inférieure à a et tels que la variation totale de P sur le complémentaire de 
n 

1 = U I , soit aussi inférieure à. ~ • 
. 1 J J= 

Décomposons a.lors F = P
1 

+ P
2 

où P
1 

est la. restriction de P à I, et posons 

dF.(t) 

gi6(x) = J xl- t i = 1, 2. 
lx-tl>, ~ 

Enfin décomposons G = (G n I) U (GO [r). 

Vx E. (I, 3~(x) t. q. Jx-,, x+,[ C Cr ; alors pour O < 6 ~ 6• < 1, on a. 

J
x-S dP

1 
(t) 

1
x+6' dP/t) 

s1i(x) - s1t,(x) = x _ t + x _ t = 0 ca.r P1 = 0 sur ]x-,, x+~[• 
u x-~' x+t 

Alors G n (r = {x J x e (I et lim lg26(x) - g2&'(x)I > Y}• 
0,~'--tO 

Il résulte alors du lemme 3 que 1 G f'I Cr j " 64
E , mais I G n I 1 , 1 I 1 -' E. • y 

64 Alors IGI i (1 + -) E o Comme E est arbitra.ire, G est de mesure nulle et la démonstra
y 

tion s 1a.chève comme précédemment. 

@. Montrons enfin que I E(y)I ~ 32 "! • 
y 

En effet, considérons g* = lim I g 
O 
I • Comme . il existe une limite presque partout on 

o---. 0 

a g* = g P•. p. ; il en résulte que IE(y)I = IG1 (y)I -' 32 ~ d'après le lemme 3 

Théorème 3.- * 
g = Sup jg~l-

6 > O 

Alors l{x J /(x) > y> o}I V 
'32 - . y 

Preuve : même démonstration que celle du lelJlllle 3. 



2.2,. ProFriétés de la transformée de Hilbert d'une fonction de t 1 

Théorème 4,- f e L
1 

(R) J V~ t. q_. 0 <, < 1, VI borné 

g* (et à fortiori gb et g) e 11-~(1)0 

* * :Preuve I il suffit évidemment de prouve:;_· le résultat pour g car I gol f g et 

* . * jgj .( g • Soit w la fonction de distribution de g dans I 

oo(y) = l{x; x el, /(x) > Y> o}l. 
Alors on a les deux majorations z W(y) ~ III évidemment 

V 

1 J. 

w(y) ~ A - d'après le théorème 3 
y 

g* est mesurable positive, il suffit de prouver J = J [g*(x)]1-l dx est finie, nous allons 
I 

même donner une majoration assez précise de J. 

Introsuisant w et intégrant par parties il vient 

Joo 1 [ 1 ]
00 

Joo J = - o y-, dw(y) = -y-~ c.o(y) o + (1 - ~) o y-1 co(y)dy 

y __,, 00 IY,-~ c.o(y)I ~ AV~ 0 
y~ 

IY1-1w(y)jf lrly 1-11_~ o 

prenons alors y t.q. 0 < y < oo que nous choisirons plus tard 
0 0 

J ,f (1-~) IIIe y-~dy + (1-1)AV r y_,_, dy 

0 

Cela prouve déj1 que J est finie. Pour obtenir une majoration de J choisissons y 
0 

pour rendre <f (y ) minimum 
0 

1 -1l AV (AV) 
1
-~ "'l 

<p'(y)= y~+1 (y!II-AV)~q>(y
0

)= cp(1ÎÎ)= , III 

1-1!_ 
J ~ /ri~ v1-~ \< ~ 

E:xemple important. Transformée de Hilbert de la fonction caractéristique d'un intervalle. 

Soient I = (a,b) intervalle borné et XI sa fonction caractéristique 

"' Jb dt 
1
x - aj x - a X (x) = -- = Log --b = Log --b I x-t x- x-

a 
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x I f, dès que , est a.ssez petit, 

d'où le résultat 1 

Si jxl -+ oo, ce qui prouve que 'fpe]o,1], 

i jt'Lp{R), résultat qui montre la nécessité de l'hypothèse I borné dans le théorème 4. 
I 

Exercice.- f(x) = 
2
1 

a.lors 
N 1 

(x ---, O~f (x) rv Lo I ) 
1 xi Log (1+1x 1) 

,.. , 
ce qui prouve que f / L1 (R). oc 

x glx 

On pourrait m3me obtenir des tra.nsformées de Hilbert qui ne soient int6grables dans 

aucun intervalle. 

Théorème 5.- Soit {t l où nJn EN 
N N 

fn 6 L
1 

(R) 1 

Vn,~en moyenne. n 

Alors f --t f en mesure, 
n 

Preuve I d'après le théorème 1 appliqué à f - f, on a.: 
n 

Corolle.ire.- il existe une suite extraite { f1x} --; f P• P• 

En effet de toute suite de fonctions convergeant en mesure, on peut extraire une sous

suite qui converge presque partout, 

2,3.- Ca.s où f , Lp(R), 1 < p < oo. 

Théorème 6.- f e Lp(R) 1 < p < oo. 

"" A.lors f existe presque partout. 

Preuve I en effet soit I intervalle borné, a.lors f e L1(I) 

décomposons f = r
1 

+ f
2 

où r
1 

est la restriction de f à I 

a.lors f 1 E L 1 (R) et f
1 

existe presque partout 

mais r
2 

= 0 sur I, 

"' 

donc 
0 

Vx 6 I, 

alors f existe presque partout dans I 

prenant maintenant une suite d'intervalles dont la réunion recouvre R, 



,., 
il en résulte que f existe sauf peut ~tre sur une réunion dénombrable d'ensembles négli-

geablea donc pre!que partout. 

Thi:{orème 7 .- Soit {rn}n e N' Vn 1 < p < oo , f ---. f dans Lp. 
n 

N N 

Alors f --. f en mesure da.na tout intervalle borné. 
n 

Preuve I il suffit de prouver le résultat dans le cas où l'intervalle borné est de la 

forme I = [-A , +A]. Soient à.lors J = [-2A , 2A], XJ sa fonction ca.ractéristique. 

~composons alors f = t
1 

+ r
2 

où r
1 

= f ~J' de même pour f. Alors 
n ,n ,n ,n n 

t
1 

,n a L 
1 
(R) . et f 1 ,n --+ t 1 en moyenne. En effet 1 

fal11 ,n - tll = J)rn-rl ' IJll/q .( f)tn-tlpl 1/p ,< (4A) 1/q llrn _f HP 

de p{~ + ~ ~ 1 •) 

ilors d'après le théorème 5, r
1

,n-.. t
1 

en mesure 
N ...,, 

puis r2,n --. f 2 uniformément da.na I. En effet 

l f2 (t) - f2(t) 
x • I, j f2,n (x) - f2{x)j = (J ,n x - t dt 

lt
2 

(x) - f
2

(x)j , (2j:f-oo du)1/q llf - f Il 
,n A uq n p 

où q est 
le conjugué 

2.4.- Compléments sur les transformées de Hilbert des fonctions caractéristiques d'ensembles. 

Théorème 8.- Soient E un ensemble mesurable de mesure finie IE I et X sa fonction 

caractéristique. Soient w
1 

(y) = j{x , i(x) > y> 0 JI J w
2

(y) = l{x ; X(x) < -y < oJj • 

Alors coj (y) = J.!L j m 1, 2. 
sh y 

Preuve I grtce au théorème 5, il suffit de prouver le résultat dans le cas où E est 

réunion finie d'intervalles bornés et disjoints J 
n 

E = U I 
j=1 j 

Alors 
"' n x-a 
X(x) = L Log 1-j l d'après exemple 2.2. 

j=1 x-bj 
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La disposition des bre.nches infinies est alors la suivante 

I\ J\ 

-----,1---1--·········•--t----+------i--+--- ···········---+--1-------➔ 

b. 
J 

\ 1 
\ l 

,.J 

\{ 

b. 1 J+ 
a n 

\ f 

b 
n 

X(x) = y admet donc une racine au moins dans (a..,b.) j = 1, ••• , n 
J J 

une racine au moins dans 

puis une racine au moins da.na (- oo, a.
1

) si y < 0 

une racine au moins dans (b ,+m ) si y > 0 
n 

iquation admet donc au moins 2n racines réelles. 

Montrons que cette équation admet 2n racines réelles au plus. 

Soient ( 0() les racines dans E, (~) les racines dans (E 

X e. (E, 
n x - a n x - a. 

X(x) = L Log - bj = y~ n, X - b~ = ey 
j=1 X j J=1 J 

,V a -x n 
X.(x) = Log j + }. 

x _ bj rn X 6 I 
j 

X - a Il X - a. 
i n l y 

Log x - b. = Y ~ x - b. = - e • 
l i=1 1 

i=1 

n racines a.u 
moins 

racines a.u 
moins 

Il en résulte que les (~} et les (~) sont au plus au nombre de n respectivement • 

>ra Vy ! o, 
..., 
X.(x) = y a exactement 2n racines. 

,.J 

On en déduit que X est monotone dans chaque intervalle où elle est continue. 

Considérons alors y> O. On a a,<~.< b. j = 1, •.• , n 
J J J 

j=1, ••• ,n a =+oo. 
n+1 



n n 

Posons A= L aj, B = L b. • 
j=1 j=1 J 

n '.aey-A n 
~- =_Bey+ A Alors I: ex j = et L 

1 - ey 
0 

j=1 j=1 J 1 + ey 

Puis 
n ( y 

Q) (y) = L (p. _ Cl.) = 2 A-B)e = B - A = ~ • 
1 j= 1 J J 1 _ e2y sh y sh y 

Calcul analogue pour y< O. 

Corollaire,- Soient E un ensemble mesurable avec O < lEI < co, 

X sa fonction caractéristique et w(y) = l{x J IX(x)I > y> oJj. 

Remarque 1 

Alors 2IEI w(y) = - • 
sh y 

IEI IEI "" . 
x = -h Y= Arg sh - X, est équ1mesurable avec 

S y X 

Or y= Arg sh 1:1 = l<>g [1!1 +V, +(1!1)2] 
X___. 0, 

X ---+ 00, 

1 
y f\J Log -

IXI 
IEI 

YN - • 
X 

Théorème 9,- Soient E un ensemble mesurable avec O < IEI < oo, 

* 'V X sa fonction caractéristique, h = Sup I X 1.. \. 

b > 0 Il 

Alors co(y) "" l{x ; h*(x) > y> o}I ~ 16 J!!. o 

sh l 
2 

y(x) • 

Preuve I grâce au théorème 5, il suffit de prouver le résultat lorsque E est réunion 

lnie d'intervalles bornés disjoints. 

On sait déjà par le théorème 3 que H est de mesure finie (et même IHI-' 321EI) y 

x e B, ]S = O(x) t. q, 
r,J 

1 X éx)I > y d 1 après le. défini tian du Supremum, Alors 

x-6, x+O[&_eH est un recouvrement de H, et de la même manière que da.na la démonstration 

lermne J, on peut affirmer I pour tout E > 0, on peut extraire un recouvrement d •une 

irtie de H par un nombre fini dlinterva.lles disjoints (x{Oj , x/~j) j = 1, 2, •••, n, 
n 

11s que IX, (x. )1 > y et IHI ~ 4 L ~. + e, 
oj J . 1 J J= 

Par construction les xj, xj~Oj sont en nombre fini si l'un d'eux, soit X ' 0 
est 
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adhérent à E, on peut retirer à E un voisinage arbitrairement petit de x, soit (x -~, 
0 0 

x +«). Alors le nouvel ensemble, soit E', est encore réunion finie d'intervalles disjqints, 
0 

sa mesure est arbitrairement proche de celle de E, et sa fonction caractéristique, soit X', 

poss~de aussi la propriété 1 

x" (x ) où 
&j j 

~" est la fonction cara.ctéristique de {x - oc, x +a) ; alors il est 
0 0 

iD111édiat que 
,v 

,Cb (xj) ---t·O quand CX-+0 (j = 1, 2, •••• n) 0 

j 

On peut d~s lors supposer que E' est réunion finie d'intervalles disjoints, de mesure 

arbitrairement proche de celle de E, 1 ~ b (xj )1 > y j = 1, 2, ••• , n et que l'un quelcon-
j 

que des intervalles composant E' est soit à l'exMrieur des [xj-~j , xt&j], soit compl►. 

tement intérieur à un demi intervalle j x C ~i , xi [ ou ] xi , xi+ ~i [ o 

Soient Ej 11:11 E' () }xj-bj , xj+~j [, Xj sa fonction ca.ra.ctéristique 

Ej = E1 \ Ej, Xj sa fonction caractéristique. 

Al.ors X 1 (x ) = X' (x ) - ( X~ )(x ) = ( X" )(x ) J d I où 1 ( XJ~ (xj )1 > y ; 
bj j j J j j j 

mais ( x;) est monotone sur [ xj-~j t xt~j], donc l 'inéga.lité 1( xj)(x)I > y 

a lieu e.u moins sur un demi intervalle [xf&j, xj] ou bien [xj, xj+bj] • 

a.lors les H'! sont disjoints et 
J 

IH'!I ~ b .• 
J J 

Soient H~ = {x J lx'(x)I > ~J, Hj = {x 1 1( xp(x)I > i} alors Hj Ç H~ U Hj 

n n n n 
Alors L ~-, L IH"I = 1 U H"I, 1 U H'I 

j=1 J j=1 j j=1 j j=o j 

Dou IBI f 16IE' 1 + &., p11.te t1t ~ 16IE'I 
sh l sh r 

2 2 

2,5.- Théorème de M. Riesz. 

n n 

U H'~ ~ LJ H'. • 
j=1 J j=o J 

= 2IE'I + t 2IE~I ~ 4jE 1 l 0 

sh ~ j=1 sh ~ sh ; 

et enfin· fHI ~ 16 J!L. 
sh l 

2 

~~> 

On se propose de démontrer le théorème suivant. 
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Théorème 10.- f • Lp (R) 1 < p < oo. 

Alors f e Lp(R) et il existe une consta.nte A ne dépend.a.nt que d~ p 
p 

"" "" telle que U f Il " A Il f Il et m~me Il f <.Il ,( A Il :f Il • 
"p p p O p p 

Remarque Ile résultat précédent est en défaut pour p = 1 1 la fonction caractéristique 

d'un ensemble borné en donne un exemple. 

L'idée de la. démonstration est celle de O'Neil et Weiss (Studia. Mathema.tica, tome XXIII, 

fascicule 2, 1963) • 

Nous ét&blissons d'abord quelques résultats préliminaires concerna.nt les réarrangements 

de fonctions. 

a) Réarr9ements. 

Soient f une fonction positive définie sur E et Cl) sa. distribuante 
n 

c»(y) = l{x f f(x) > YJI X 6 E et y> Oo 
n 

Il est connu que eu est décroissante et continu~ j)lUS 

w(y - 0) = j{x I f(x) :. Y}I et co(y - 0) - w(y) = l{x f(x) = YJI • 
On supposera. w(y) < oo pour tout y > 0 ( c test le cas si f e Lp). 

* ~ 4.- Il existe une fonction décroissante t ·--, f ( t), 0 < t < œ j équimesura-

ble avec f, c 9 est à dire telle que r 

* V y > 0 Il X ; f (X) > y > 0 }I = H t ; f ( t) > y > 0} 1 • 

Preuve I Définissons / par / (\) = Inf {Y ; w(y) ~ t
0

}• 

* Alors f est décroissante. 

Supposons y point de continuité de w et prenons t = W(y ). Soit y' 
O O O 0 

la plus petite valeur y telle que 

nue à droite). On aura alors 1 

w(y) = t. (Une telle valeur existe car co est conti
o 

Si Y
0 

n'est pas point de continuité de w, nous pouvons trouver une suite { Yn} 



.e points de continuité de 

•égalité : 

w, suite décroissante vers y 
0 

cela permet alors d'établir 

p 

* llx J f(x) > Y)I = llt J f (t) > Yjl pour tout y > O. 

* Corollaire I Si q> est une fonction continue croissante sur R+. 

Alors J q>~(xU dx = -J00 

<f(y)dw(y) = Jro <f~*(t)]dt. 
E o o 

n 

En particulier on a * llf 11 = llt 11 • 
p p 

** * Il nous sera utile d'introduire la fonction f définie sur R+ pa.r 
ff 

f (t) = 

* Cette fonction majore f J de plus elle est continue et décroissa.nteo 

** Posons U f Il = N ( f) • 
p p 

** ** ** Remarque I On verra plus tard que (f, + f
2

) ~ f
1 

+ f
2 

• 

1 t * :d/ (s)ds. 

* * Alors si pour f de signe quelconque on définit f comme étant (1 f 1) , 

(f) devient une norme sur Lp o 

p > 1 

llf Il ' N (f) p p 

N (f), q Il f Il où q est le conjugué d.e p 
p p 

(c'est à. dire que pour p > 1 , N et Il li sont deux normes équivalentes). 
p p 

* * ff Preuve t llf 11 ,( N (f) résulte du fait que llf Il = llf Il et O~f ~ f 
p p p p 

la deuxième partie résulte du 
t 

Lemme de Hardy.- g(t) ~ 0 pour t > 0 et G(t) = j
0 

g(s)ds 

alors IIG~t)~ ~ q Üg llp (p >.1, q conjugué de p). 
p 

Preuve t Supposons d'abord g t. 0 et g rrulle au dehors de ( a , b) 0 < a < b < ~ 

l intégra.nt par parties il vient 

( ) p r Jro ( ) p-1 G( t) p/q Il G tt Il = t-PGP(t)dt = q [G tt ] g(t)dt ~ q 11 t Il Il g Il • 
p O O p p 

Da.na le cas général, le résultat s'obtient en approchant la fonction g par une suite 

•oissa.nte de fonctions g du type précédent, les fonctions G corresponde.rites forment 
n n 
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auBsi une suite croissante et il suffit d•a.ppliquer le théorème de Beppo-Levi. 

!vant de d6montrer le théorème de M. Riesz, nous d6montrerons encore deux le111111es qui 

llOUS seront utiles par la. sui te. 

LeDUDe 6.- f et g positives définies sur E. 
- n 

Al.ors JE t(x)g(x)dx ' r f" ( t )g° ( t )dt. 

n 

Preuve Ise fait en plusieurs étapes. 

© • f et g fonctions caractéristiques d'ensembles mesurables bornés, 

supposons f = X1, g = X
0 

P et G me8Ura.bles bornées. Alors jE f(x)g(x)dx = l:P IÎ GI 
n 

jm * * 
et 

O 

f (t)g (t)dt = Min(IPl,lol). En effet * Xit) = 0 si t ~ IFI et 

si O' t < 1,1. 

@. f et g en escalier. 

On peut trouver des nombres positifs Clj' p~ (1 f j "m, 1 ~ k~m•) et 

deux familles finies d'ensembles décroissa.nts X. et \ tels que 
Jm m' 

x1 :, x2 .:> ••• ::> \ J r1 :> r2 :> ... :J Ym J f = ~ «j Xxj ; g = ~ ~k X\ 

en effet si f prend les va.leurs o, a.
1

, a.
2

, ... , e.m sur les ensembles F 
O

, P
1

, ••• , Pm 

avec O < a.1 < a.2 < • • • < am J on peut poser e1.1 = a.1 , oc 2 = a.2-a.1 , •. •, Clm = am -am- 1 
m 

et X, = U p 
j=1 j 

m 
, X

2 
= U Pj etc ••• , de m~me pour g. 

j=2 

On obtient a.lors 1 

J 
ro m 

f(x)g(x)dx = L ex.. ~k J XX (x) xy (x)dx" J [~(X. 
E · k J · 7\: o J=1 J n J, J 

m * * et il reste à prouver L~ l (t) = f (t) et l'égalité a.na.logue pour 
j=1 j xj 

une conséquence immédia.te de l1opération "astérisque". 

* g. Or cela est 
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@• Cas général. La fonction f peut ~tre approchée par une suite croissante de fonc

tions en escalier positives O ~ r1 ~ f2 "••• ,( fm, ••• -' f et fm ~ f. Pour termi

ner la démonstration il suffit de remarquer que l'on a 

Corollaire. Soit g = XE où IEI = s. 

* * Alors g (t) = ~ pour O ~ t ( s et g (t) = 0 pour t) s et 

JEr(x)dx 'r / (t)/ (t)dt = 81 r* (t)dt = s/°(s), 

On a m6me le lemme suivant 1 

~ 7 1 s/* (s) = Sup J f(x)dx. 
IEl=s E 

* Preuve z(D. Supposons d'abord que la valeur f (sJ n'est prise qu'une seule fois. 

Soit E = {x J f(x)) /(s)} J on a = s 
0 

et 

f f(x)dx = J * f(x)dx = j * * r*(t)dt = 
~ f(x)~f (s) f (t)~f (s) 

0 0 

of (t)dt = s f (s ). 
J

s * H 

0 0 
0 

@. Si la valeur f*(s
0

) est prise plus d'une fois, soit s
1 

= Inf{s 

J
s * rs1 * fs * 

Alors o f (t)dt = j f (t)dt + J o f (t)dt = I
1 

+ 1
2 

o o s
1 J81 * J 

mais il existe E
1

, jE
1

1 =s
1

, et tel que I
1

= f(t)dt= f(x)dx 
o E

1 

soit alors E
2 

un ensemble quelconque, jE
2
1 = s

0 
- s

1
, où la fonction f prend la valeur 

* 
f (s ) et soit E = E U E 

0 1 2 

alors J f(x)dx = Jso f*(t)di = s f**(s ). 
E o o o 

** ** ** Corollaire: (f
1 

+ r
2

) , t
1 

+ f
2 

• 

Remarquez il n'est pas vrai en général que 

il suffit pour le voir de prendre 

* * * 
(f1 + f2) ~ f1 + f 2 0 

f 1 • X [o, 1] 1 f 2 = X [1 , 2] • 



b) '.l'héorème de Riesz. 

N 

Théorème 10.- f e Lp(R) 1<p<oo. 

Alors V b > 0, f o e Lp J f e Lp 

Il 1c. Il ' Â Il f Il Il f Il ' A ~ f ~ oP PP ppp 

où A désigne une constante ne dépendant que de p. 
p 

Preuve I Conune p > 1 les normes N et Il 
p 

"' 

Il sont équivalentes. 
p 

Il suffit donc de prouver N (f ) ~ A N (f) •. 
p & p p 

La démonstration se fera en deux étapes z on prouvera d'abord 

N (f()' A N (f) 
p O p p 

,V ..., 

puis on prouvera que f~ ~ f en moyenne d'ordre p, 

G) • Soit donc f e. Lp, 1 < p < oo , et considérons pour b positif fixé, 

,V 

transformée de Hilbert tronquée. Alors f
0 

est localement sommable. 

~ 
\' la 

Si X est la fonction caractéristique d'un certain ensemble, nous admettrons que 

Ji b (x) X (x) dx = J f ( t) X b ( t) dt, relation dont la vérification forme 11 e est irnmédia te. 

* * * Rappelons que pour les fonctions de signe quelconque on définit f par f = jfj 

Alors où on a pos~ 

J
oo * As 

Par suite O ~ 1
1 

i 2 
0 

f (t) .A.rg sh T dt• 
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On a un résultat analogue pour I2 et finalement 

J
+co * As 

I , 4 
0 

t ( t) Arg sh T dt • 

Donc aussi 8 7* (s) = Sup r Ife (x)I d:x ~ 4 (X) r* (t)J.rg sh ~ dt • 
IEl=s JE O Jo 

Intégrons alors par parties, il vient 1 

Pour terminer cette étape, nous aurons besoin du lemme suivant 1 

Lemme de Schur.- Soit (s,t) ~ K(s,t) une fonction positive, homogène de degré(-1) 

Soient g positive et h définie pe.r h(s) = [ g(t)K(s,t)dt, 

Alors pour p > 1, on a Il h Il ~ 1..._~ llg Il où L est une constante ne dépendant p -x,p p -x,p 

que de K et P• 

J
oo Joo 1 t Jw En effet Il h Il = Il g(t)K(s,t)dt Il = Il g(t),.:.X:(1,-)dt Il = Il g(su)K(1,u)du Il , 

p p S 8 p O p 
0 0 

Alors en utilisa.nt 1' inégalité de Minkowski 1 

Alors théorème 4A 
appliq11ant le lemme de Schur avec K{s,t) :;;: V 

2 2 2 • 
As + t 

On peut écrire N (fJ :;;: llf;* Il ~ A Il/~ Il ~ A N (f). 
Po o PP PPP 

@ ,., ,V ( 

2, Passons à la deuxième étape Ion sait que f _..., f p. P• quand o---+ O. 
0 

On se propose de prouver que la convergence a encore lieu en moyenne d'ordre P• Mais 

[1f0 - t IIP --+ o quand b - o] - [u;6 - t. Il P -+ o quand • et h - oJ 
Le principe de la démonstration est de décomposer f en somme de deux fonctions de sorte 

que si on a f = g + h 

En effet on a alors 1 

petit, 

alors li h Il soit petite et 
p 

lim Il ft, - f, Il 4' 2A Il h Il 
,:; 0 p p p 

E,b-,o 

Il; - g U ---, 0 quand f. ,b --; O, 
s b P 

qui peut être rendu arbitrairement 

Alors approchons f en moyenne d'ordre p par une fonction g indéfiniment dériva-



ble et à support compact (g é c00
). 

0 

Soit de plus 
00 

<p & C , 
0 

Cf paire et <f (0) = 1. 

Alors, à cause de la parité de <f, on a, 

g (x} ::: J g(t) - g(x) f (x-t) dt • 
i X - t 

1x-t1 ~ ê 

Supposons que les supports de g et de 'f soient contenus dans l'intervalle 

[-A , A], La fonction t ---. g(t) - g(x) 'f (x-t) est nulle pour t = x et a une 

dérivée bornée. Le théorème des accroissements finis donne alors : 

Par suite, pour lxl, 2A, on a 

3A 1 
lg-v (x)j ( J lg(t) - g(x) ~(x-t) dt~ 6AM. 

e. "I I x - tl , 
-3A 

D'autre part, pour lxl > 2A on a 

jge.(x)I ~ J 1/~t{lit ~ 1x~-A J lg(t)I dt' 1!1 
1x-tl ~ e. 

où B est une certaine constante positive. 

25. 

De ces deux majorations, on déduit I g.,(x)I , 
1 

N où N est une constante bien 
~ + IXI 

choisie en fonction de A, B, M. 

Or p > 1 ~ x ~ 
1 

N e. 1P. Alors la démonstration s I achève en utilisant le 
+ IXI 

théorème de la convergence dominée de Lebesgueo 



Ch&pitre III 

Transformée de Hilbert da.ns le cas de plusieurs variables 

(noyaux impairs) 

1.1.-Extension des résul ta.ts du ch.a.pitre II, 

N rv 
On se place da.os En et -on se propose d'examiner f = f * K = lim f

1 
où K est 

1omogène et de degré 

Rappelons que si existe presque partout et 
,,., 

'intégrale définissant fi est m~me absolument convergente p. P• 

Théor~me 11 .- Si .O. est impaire, O € L(I::), 

Alors Il f t llp, ½ APIIAU1• llt llp 

u théorème de Riesz. 

où A est la m3me constante que celle 
p 

Preuve. Nous emploierons la méthode dite des rotations • 
.., 

L'intégrale donna.nt f
6 

étant absolument convergente presque partout, on a en 

osa.nt p = 1 yl , y = p y' et en tenant compte de l I inipa.ri té de O 1 

: (x) = J .Q (y' )(Joo f (x-py•) dp)ccyt = ! J .O(y') (J:f-<x> f(x-py' )-f(x+py') dp}dy' 
6 

[: t p 2 E e p 

uie en utilise.nt 11 inégali M de Minkowski 1 

u f Il ' 1 J I A (yt )1. nJ00 
f(x-py' )-f(x+py'} d p Il dy' 

e p~ 2 E e P p 

ixons yv sur L et étudions 

I = lljoof(x-py')-f(x+py') dp ~p a r I foof(x-py')-f(x+py') al dx 

E. p p JE J, p 
Il 

1 
définit une direction de droite L ; soit M l'hyperplan orthogonal à L • Pe.r x 

0 0 

enons la p&ralUle LI à L
0 

qui coupe M en ~ • Alors l'inMgrale multiple I peut 

e ca.lculer comme suit si 1' on pose x = ~ + ty' 



rr. 

Considérons l'application cp I R---,, R définie par ~(u) = f( ~ + uy') alors 

[oo f [~+(t-p)y']- f [~i(t+p)y•] dp = (D Ï(t-p)- 'f(t+p) dp = f (t) 

j~ p Je p &. 

J
+oo -.J p p 

,ar sui te dt I jp = Il 'P e. Il '° Ap Il (f Il d I a.près le théor~me 10 ( théorème de Mo Riesz 
-oo p p p 

lu ehe.pi tre II ) • 

Alors I "A"'R f d5 J+co If(~ -myY)lpdu = Ap llf llp 
PM -oo pp 

l'où le résultat annoncé t Il f 6 llp, 1 Ap~.0.111 \If llp. 

Théorème 12.- K impair, f E Lp (p > 1). 

Alors lim Il f -1b Il = 0 
t:,i~ e P 

en particulier, 3 f e Lp t. q. lim li f - f Il = o. 
E-+ o i p 

Preuve. La démonstration est semblable h celle faite dans le cas n = 1. 

f(O) = 1. 

On peut approcher f dans Lp par une fonction g e c00 

0 

On considère une fonction f e c: , radiale ( f (x) = 'If' ( 1 x 1)) et telle que 

Alors comme dans le cas n = 1, il existe une constante N, positive, indépen-

la.nte de E et telle que I g (x) 1 ~ N i. Lp (p > 1) J ce qui permet d'achever la démons-
6 1+lxln 

lr&tion conune dans le cas n = 1 o 

1,2,-Quelques mots sur le cas général. 

De.na le cas général, on peut décomposer K en sa partie paire et sa partie impaire. 

Lorsque K est pair, on a le théorème suivant que l'on démon-ti;ra plus tard (cf. chapi

tre V) 



Théorème.- K pair, A E L Log+ L([:) • 

.Alors Il f ~ Il ~ B li f li 
p p p 

La. condition + .n, e L Log L(I;) qui signifie 1 

28. 

ne peut ~tre affaiblie. En particulier A e L(I) ne suffit pas par contre, si r ) 1, 

+ 
,0, a L Log LQ). 

Contre exemple. n = 2, A mesure discrète: aux points 1 et -1 on a des masses 

unités, aux points i et -i on a des masses (-1). 

J S1(dy1
) J i0 '2,(d0) 

Alors, x étant complexe, I = f(x-y) 
1 
Yl2 dy = f(x - pe ) p dp d0 , 

soit I = r t [ f(x-p) + f(x+p) - f(x- ip) - f(x + ip)]dp 

posons alors x = ~ + i 1 et supposons que f ne dépende que de ; : 

f(x) "' f(ç , 1) = f( ; ) ; alors I = J+ro 2. [f(; - p) + f( s + p) - 2f( ~ )] dp 
0 p 

c'est une intégrale quasi-singulière qui peut diverger partout, même si f est continue. 

3,3.- Cas des novaux "variables". 

Jusqu'ici nous n'avons envisagé que des noyaux "constants" K où z ~ K(z) ne 

dépend pas de x. 

Mais dans les équations différentielles à coefficients non constants s 1introduisent 

des noyaux "variables" : K (Z) = 
X 

Théorème 13.- Si i) V x 11ap:plica.tion z ~K (z) est impaire 
X 

ii) Sup 1 .O. (z)I ~ 0, * (z) et 
X 

X 

iii) f ~ Lp p > 1 • 

Alors f (x) = J f (y )K (x-y)dy existe presque partout et 
e X 

1x-y1,-,E. 
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H' Il , ! A tn. * 11, Il r Il et lim ~ r - 'l { ~ ::: o. 
6 P Il p , p e.,6--,.o t O P 

Preuve 1 1A démonstra.tion est identique à. celle donnée dans le cas des noyaux "cansta.nts" 

miis on majore ra. ici 



Chapitre IV 

Applications de la transformation de Fourier aux intégrales singulières 

4-.1 .- Rappels. 

a) Soit f définie sur E I l'intégrale de Fourier de f est, formellement, 
n 

f x = Ff x = f y e dy ou x.y désigne le "() ( ')() J ( )-2Jti(x.y) , ( ) . 

produit scalaire dans E • 
Il 

b) Si 
1 A 

f 6 L, f est continue, bornée et tend vers zéro à l'infini. 

2 A 2 
c) Si f e 1, on peut définir f daJJ.s 1, de la manière suivante 1 

soit fR la fonction qui vaut f(x) pour lxl~R, zéro sinon; alors fR e L
1 

et on peut définir ;R par J fR(y)e- 2 1ti(x.y)dy = ;R(x)o On peut alors montrer 11exis-

" ... 2 lt, 

tence d'une fonction, soit f, f e L, et lim Il f - fR 11
2 

= O. On a toujours 
&---.m 

!If 11
2 

= Il; 11
2 

(formule de Parseval-Pla.ncherel). 

12 
a.lors f --➔ f. 

,. A 

Il 

12 
Il en résulte que si f --➔, f 

Il 

d) Il est important de remarquer que si 
1 

g e:. 1 et ï € L 
1 2 

(resp. f 6 L) alors 

1 2 A A A 

f*g=he1 (resp. heL) et h=f.g. 

e) On peut définir, dans un sens à préciser, une formule réciproque 

f(y) = j ;(x)/ 1ti(x.y)dx = (lf)(y) (Par exemple si f e 11
, alors 

f(y) = lim J;(x)e 2 n:i(x.y) e-EIXldx)o 

E~O 

f) Remarque I si f 6 1P 1 < p < 2, on peut écrire 
2 ,. ,. ,. 

f 2 E. L et on peut définir f = r
1 

+ f
2 

indépendamment de la décomposition de f. 

On peut, par exemple, poser r
1 

= f si lfl > 1, 0 sinono 

et 



4,2.- TrRnsformée de Fourier du noyau. 

Rappelons qué l'on a posé K(x} = .o,(x') pour x ! 0 avec x' = ~ de plus 
Il IXI 

1 j IXI 
~ €. L (E) et ü,(x')dx' == O. 

L: 

{

K(x) si 
Soit KE, li le noyau tronqué t K (x) = 

l E,'l_ 0 sinon 

et si 

~ 8. Supposons ll, borné • 

.. 

2 
si f 6 L , alors 

Alors 1) K é,, est borné en x, uniformément en E. et ~ 

2) si e -t O et ~ ~ +oo (simultanément ou successivement), il 
A A A 

1xiste une fonction K t,qo K (x) ~ K(x) simplement, pour x ~ O. t,, 
( ) n-1 

Preuve I posons I x 1 = r , IYI = p, x.y = rp cos 'P ; de plus dy = f dpdy' 

ilors Î E (x) = J K(y )e -2 tt i (x,y) dy = J .Q(y') { ]1 e -2 rc i p rcos tf dcpJdy' 

,, E.~IYI'\ [: E. f 

t pour r ~ 0 KE (x) = J .n,(y' )/j'r e-2 rtipcos'fl dp} dy' 
,1l_ Er f 

0 

I: 
Soit g définie par g( p) = 1 si O < p ~ 1 et g( p) = 0 si p > 1 • Alors 

.0.(y')dy1 = 0 ==>KE (x) ~ Jl,(y') [(exp -21tipcos<f) - g(p)] .1. dy' • ,. J {j'r d J 
L '~ E Er p 

31. 

Posons I = { J et prouvons que 
1 1 I 1-' 2 Log --- + C pour cos ~ ~ O, C > O. 

1 cos ~ 1 

- Supposons d 1 abord t r ~ 1 ~ "'l r 

J 1 exp(-2 1tincos lll) - 1 J,r ( . )dp I = ___ ...:..r __ ;..___ dp + exp -2 n:1pcos If - = I 
p 1 r 1 

Er 

Remarquons que 11-/tl,< ltlp par suite r
1

~27C. 

Pour 1
2 

on a 

J
ycos~ -2 1t ip do 

I = e .::J. • A.lors si 'l) r cos ~ > 1 
2 r \ il vient 1 

COS'f 



-2 rt ip dp I Lo 1 e - f g---p I cos f 1 

- Si O < ' r cos 'f ' 1 

- On e. un résultat analogue pour cos \j> ~ 09 alors on peut dire 

- Si 

- Si 

Alors dans tous 

e.r ~ 1 ~ 11r ~ III ( Logl-
1-I + c

1 
+ 2Jt 

jlr J\r jtr cos <p 1 
I = = - ~ 1 I 1 ~ 2 Logl-1 + 20, 

Er 1 1 cos f 
~ 1 

I = J -J ~ III ' ~ lt. 
e.r lr 

1 
les cas I II ~ 2 Log -

1 
-

1 
+ C où on peut prendre C = 4 rt + 2c

1 
• 

cosip 

I étant majorée par une fonction intégrable sur L et i(l, étant bornée, la 

/"'-. 
fonction K ~,, est bornée indépendamment de e. et de '. 

32. 

La deuxi~me partie du lemme est conséquence du fait que I converge presque partout 

lorsque t --t O et ~ --+ oo et que I est dominée par une fonction intégrable sur 

[:, indépendante de e et 1 o 

Inégalités d 1Young. RappelonR 1 

Soient f et ,p fonctions continues 9 strictement croissantes, réciproques l 1une de 

l'autre et tel!es que ~(O) = ,(o) = O. Alors 
U V 

Vu , v I} O, uv, J
0 

tp(s)ds + L ~(t)dt ~ u f(u) + v 'l'(v). 

Prenant me,intenant ~(u) = Log(1 + u) ===> ljl(v) = ev - 1, on obtient 

Vu,v ~ O, uv ~ u Log(1-+u) + v(ev-1) ~ u Log(1 + u) + vev. 

&marque importante. 

Da.na la démonstration du lemme 8 on a utilisé uniquement le fait que 

J j.o,(y1 )1Log j_!_ldy' ( oo~ :Pour cela il suffit qu 1il existe p> 1 tel que l.l,eLPQ~) 
I: cos f 

Donnons m~me une condition moins restrictive. 



Utilisa.nt a.lors l' inégali M d'Young avec u = 1 .O.(y' )1 , v = À Log j - 1 -1 
C08 'f 

où ~ est un nombre strictement positif dont on se réserve le choix, il vient 

l.o(y')l1ogl~I ~ ~ ln.(y•)ltog(1 +l.o,(y')I) + 
1 "1og 1-2-1. 

COS T /\ 

1 1 
COB 'f 

cos If 

Or pour A assez petit, 
1 ~ Logj_!_j est intégrable sur L• il suffit donc 

1 cos ,1 cos If 

3). 

d'assurer que I Al Log(1 +IAI) E: L([:), ou ce qui est équivalent, ca.r I: est compacte, 

+ 
que ID, 1 Log I AI e. L(E). On a donc le lemme. 

./"-,. 

a.lors K (x) est borné en x, ,,, 
,. 

uniformément en ~,~ et converge simplement (pour x ~ 0) vers une fonction K. 

Théorème H,- Supposons Jl, e (L 10/1)([) et JE .O.(x1 )dx1 = 0, 

Alors Vf e 1
2

, 3f e L2 
tellequ~irn U f n- f &

2 
= O. 

é.-.o ~, l 

..., ,\ ,. ,. ,., l~ ,. 
On a de plus (f) = K.f et Il f 11

2 
~ M llf 11

2 
où M = SuplK(x)I. 

X 
N 2 Nt\ AA. 

Preuve i Soit f la fonction de L définie par (f) = K.f. 

Alors 
,-, ,., A ,.,. ,. 

(f - fi~) = f(K - Ka~) et il en résulte que 

,v 'V N N t\ AA. A 

Il f - fE,'l,112 = ll(f - fe.,~) 112 = llf(K - Kt,~) 112. 

A A A 

Mais IKE,, 1, M et KE,1l_(x) ~ K(x) x ! O. Alors par le théorème de convergence 
A A I\ 

dominée de Lebesgue Il f(K - K ) Il 
2 

--,. 0 quand e ~ 0 et 'I) --,. +œ. 
1:, "l ' \. 

,,, ,,J " ,.,.. " 

La majoration résulte de a Il f ü
2 

= Il (f) 11
2 

= IIKf 11
2 
,< M Il f 11

2 
= M llf 11

2
• 

Théorème 15.-

(1) 

( 

1 si cos~>0 

où sgn( cos If) désigne le signe de cos If> sgn( cos· 'f) ic O si cosf:0 

-1 si cos,~0 

Preuve I La fonction K a été définie pa.r 



,. I [Joo -2 rtipcost9 ] 
K(x)= lim .O,(y') e dp dy' • 

À-, 0 .L À p 

L'expression entre crochets se met sous la forme R + iI où R et I sont réels. Il 

j
+m . 

est immédiat, -par changement de variable, que lim I = -sgn( cos If) 81
: u du = -f gn( cosf) 

À---.0 0 

Qua.nt à R, on peut l'écrire 1 

J
+ro m 1 

R = co~ t dt = . f co: t dt + J cos~1 
2R:Àlcos19I J1 21tÀlcos'fl 

1 
d'où Rc:Lol-

1 j+A(\)+J cost - 1 dt 1 t'l' tl f't g " --,.-- a. ors u l 1san e a1 que 
cos f t 

2rc). lcoSfl 

J O.(x')dx' =0, ona 
[; 

pe.rlle réelle de Î = J A(y' )Logl
00

~ J+ lim J A(y') [J1 
cos~i dt]dy' 

[: 'P À-t O E 21t>.lcos~1 

il suffit alors de remarquer que l'on peut passer à la limite sous le signe f grtce au 

théorème de convergence dominéeo 

Remarques. 

- Cetto formule peut servir de point de départ pour l'étude des intégrales singulières~ 
,. 

- K est homogène de degré zéros 

résulte de la propriété plus générale 
,. 

a.lors f est homogène de degré (-n+a.) car 

f définie sur E homogène de degré (- a), 
Il 

;(~ x) = Jr(y)e-2i 1t (À x,y)d;y-= Jr(y)e-2irt (x,À y)dy = jfr(t)e-2 tti(x,t) dt= _1 _ ;(x) 
'A.° Àn-rl 

+ A 

- Si .O. e (L Log L) (L) t alors K est borné 
À 

résulte immédiatement du lemme 8 bis t I K 1 ~ M. 
E, "l 

_ Ir: Î(x•)dx• = o 

en effet J K = J dx' J .o,(y')lLog 
1 

- rc2isgn cos'Pjdy', soit encore E r: L ICOSlj>I 



Jl:;1' = JE .Il (y• ) [JE Log lco! f 1 - ~ sgn ( cos 'I' )dx '}1y• ; mais le [ J ne dépend 

jv!d-ent p&s de y 1 et on • donc J Î. ~ J Cdl(y 1 )dy1 = 0 , 

E L 
- Si K est impair, i (x) = - Tt i J Il, (y' ) sgn( cos 'I' )dy1 = - tti J. A(y 1 )dy! 

2 E t°(x) 

où t°(x) désigne l 1hémisphère où cos ~ ~ o. 

4,),- Applications~ 

a) Cas classique n = 1. 

Soit f(x) = ! J+oo f ( t )dt "" (Hf )(x). 
11' x-t 

-oo 
1 

Le facteur - a été introduit pour des raisons de normalisation. 
l{ 

2 />I h A 1 ,\ ... 
Soit f e L, alors (f)(x) = f(x}.(K

1
)(x) = f(x)(-isgnx.) 

en effet (!/ (x) = V .PoJ! e-
2 

n:ixy dy = - rti sgn x 
y y 

~ ~A A .~ ~ 

alors llr11
2

= ll(f) 11
2

::: llr11
2

= llrU
2 

et Irf=-f d'où Hf=-f donc 

,.., 

f(x) = - - -- dy • 1 J f(y) 
1t X - y 

Cette dernière fornrule, démontrée dans le cas où f e L2
, reste encore valable si 

35. 

f & Lp (p > 1) car elle est vraie si f est bornée à support compact et H est conti-

nue, 

b) Ce.a. n = 2 (considéré pour la première fois par Tricomi). 

Nous bénéficions ici de la théorie des séries de Fourier. Dans cette perspective, 

étudions le développement de la fonction Cf ----i' Log j- 1-j - i
2
rc sgn( cos If)). 

cos f 
. oo /1 2i'I) 

Log(1 - z) = - L -, jzl i 1 z ~ 1 pour z = e et en prenant les 
m=1 m 

t e2iµ.ljl 1 1 ' 
Parties réelles I Logj 2s infl = ~ ~ ~ Log 2cos 4' 1 = Z: /i~'f (i )2 !A-

12 ~ 1 



)6. 

. 1 ' e2i~'f (-i)l2t4-I 
soit enfin g Logl 2 cos If 1 = L 12~1 • 

. 4-f. . sin )f sin (U+1}1f' ] 
D'autre part sgn(sin f) = tt Lin~+ 

3 
+ ••• + 

2
.,,+

1 
+ ••• 

. 1 \11 

soit sgn(sin ~) 
7C i "\' i \1 lO (-i) 

dfoù - - sgn(cos f) = L e 1 . 
2 

il impair 1 ~ 1 " 

e. 

Alors en regroupant t 

irn 'P 

1 
1 1 ni ( ) ~' _e -(-i)I m '· log cos ~ - 2 ·sgn cos If) = Log 2 + L I m I 

i8 Il sera commode d 1utiliser la variable complexe (x
1

,x
2

) rv x
1 

+ u
2 

= pe 

Î(x) = J O(y' )G(q>)dy' 

r: 
où 1 

1 1 Tri ) G(tp) = Log -- - - 2 sgn(cos f 
cos 'P 

A A L est ici le cercle unité et K étant homogène de degré zéro, K ne dépend que de 

,. J2n: 
Alors K(9) = 

0 

D,(t)G(8 - t)dt o 

1 im0 J Soient .0,(9) ~ L cme ( c = 0 car c = ,0,(0)d0 = 0) 
o o L 

A 

Cela. montre que K est lié à la série intégrée de celle de .O., on ne peut donc espé-

rer que toute fonction 2~-périodique de valeur moyenne nulle soit la transformée de Fourier 

d'un noyau. Cependant i 

Théorème 16.- Toute fonction 2rr -périodique, de valeur moyenne nulle et de classe c2 

est le symbole d'un noyau dont la caractéristique est continue. 

2 1 imS , 1 'fmlml (-i)1m1 imG 
Preuve 1 Soit ip e C , 41 = L (me = 

2
rc L fi (-i)' ml 

e 
tml 

1 irn0 1 rm1m1 
Posons alors n = [: C e où C =-

m m 2 Tt (-i)lml 



37. 

2 2 1 2 2 
, e C ~ tp" e. L [0,21C) ===} L lm fml ( œ 

1 1 t 1 1 2 1 1 '2 2½ 1 1 ½ 
alors L lcml = 2tt [:lm Oml = 2Tt LI m fml "jïiïj, 2 Jt ([)m dml ) ,(L -

1
) < oo 

lm 

il en résulte que la série définissant .n, converge absolument et unifo:nnément, d1 Q.Ù le 

résultat. 

Remarque.- L'hypothèse ~ e c2 est un peu trop forte et peut être réduite. Mais en 

tout cas l'hypothèse ~ G C
1 

ne suffit paso 

A 

Théorème 17.- K est continu. 
A 

' Preuve 1 11idée est de décomposer K en la somme d'une fonction manifestement continue 

et d1une fonction dont la norme uniforme peut être rendue arbitrairement petite 

K = .O. * G où G(cp) = Logl-1
-(- Rai sgn(cos f) = g + h 

cos ' 
h bornée, A sommable ~ .n, * h continue I occupons nous de .0, * g, 

b/>, 
d1e.près Young, e.,b, ~ > 0 ~ ab , À a Log(1 + À a) + (e - 1) • 

+ 1g1/-A Or .0, G. L log L et e est sommable pour À > 1 o 

Soient Fn = { 0 1 j.0,(9)1 > n} et X sa fonction caractéristique, 
n 

décomposons .a = X .0, + (1 - X )Jl, alors (1 ... X ),a, 
Il Il ll 

est bornée et g est sommable 

donc ( 1 - X ),o, * g est continue. Posons f = X .0, * g et montrons que Il f Il peut 
n n n n <XJ 

hre rendue arbitrairement petite 

Ir (x)I, ( (ID.IX }(x-y}lg(y)ldy' À f [1.011' log(1+1!1XÀl)}(x-y)dy +J (elgl/~1)(y)dy 
n JL n , JE "n n E 

\_ --' 
A B 

d'après Young s 

lgl/~ 
e - 1 ...-..+ 0 en décroissant lorsque 

Soit a> o, fixons ~ > 1 t. qo IBI ~ ~. 

Alors A=J À[lox ILog(1+IOXÀl)](u)du ca.r .a.x est périodique L n n n 

,\ > 1 ~IA.I ';\LogÀJ l.nx l(u)du +ÀJ [lax jLog(1+lJ1X I)] (u)du L n E n n 



+ 
,{) t (L log L) (E) => 0, & L(}:) ~ 1.0, 1 est fini p. P• ~ 1.0, 1 X --, 0 P• P• q11and 

n 

n ~ +oo puis 1 ,0, l at 101 Log(1+ 1.0,I) sont des majorantes sommables ~ A-. 0 

quand n--+ oo. 

Noyau particulier. O. ( e) = - 1- e im8 1 m I pour m fixé m e Z * 
m 2 Jt (-i)I m 1 

A im8 
e.lors K (8) = e = À.0. (0). m m 

(H f)(z) = 1ml 
m 2 Jt (-i)' ml 

Soit H la transformation correspond.ante 
m lJ 

't imt 
f(z-pe

1 
)~p dt. 

Alors H-m ~st le. transformation réciproque de Hm 

Application. Revenons au ce.s général a Hf= f * K. 

-" .,. A A , (-i) 1 m I im9 1 (-i) 1 m I A 
Hf= f.K = f 2r([:: cm lml e = 2n::[: cm !ml ~ f 

1 (-i)lml 
d'où Hf = 2 Jt ~ c --- ~

1 
f formellement et où H

1 
est 11 opérateur de la tra.ns-

L..i m 1ml 

formation de Riesz, Prouvons e.lors let 

2 + N, (-i) 1 m I m 
Théorème 18.- f e L ~ IIHf - L 2Jt cm I m I R f 11

2 
--+ 0 quand 

m=-N 1 1 
1' A[• + N, c (-i) m A l 

Preuve a Il ( ) 11
2 

= Il ( ) 11
2 

= Il f lH -~ 2 lt m 
I 
m 

I 
Rm 112 ~ 

N--,+oo, 

A 1 4 

Or K est continue ==;, c = 0(-) ~ la série converge vers H. 
m m 

c) Cas général n > 2 t J .O.(xi)dxi = 0 J f e L
2

• 
[: 

La. fonction f considérée est scalaire, mais K peut être vectoriel t 

K = (K , ••• , K ) ; f * K = ( f * K
1 

, •• , , f * K ) • 
1 n n 

X1 X 
En particulier, considérons K(x) = - = 

1 
noyau de Riesz. n n+ 

1 x, IX 1 
X, 

On a alors f * K c Rf = (R1f, ooe, Rnf) où Rjf = !+1 * f. 
IXI 
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x' 

Théorème 19.- (~) .. f xj où r est une conste.nte ne dépendant que de n. 
IXI 

Preuve I le noyau est impair ~ i(x) = - Jt 1J {l, (y' )dy' 
[t(x) 

écrivons la démonstration dans le cas j = 1 

pour tout système (z
1

, ••• , zn) orthonormé on a r 
n 

A(y') = (y 1 ,x
1

) = L (y•,z.).(zj,x
1

) 
j=1 J . 

prehons alors (z
1
, ••• , zn) orthonormé avec z

1 
= 0x1. Alors 

n 
.O,(y1 ) = (:y',x'Hx•,x

1
) + L (y',z.)(zj,x

1
). 

j=2 J 

Seul le premier terme donne un résultat non nul après intégration 

K(x) = - ~i xtj (y',xî)dy9 = - Ki v ir 
1 ~ n-1 1 

où vn-
1 

représente le volume de la boule unité de En-1• 

Calcul de vn-1• Soient vn le volume de la boule unité de E 
n 

v l'aire de la sphère unité de E 
n n 

d n) n-1 
- --,-(v r = w r ~w = n v 

dr n n n n 

-lxl -t n n J 
2 +œ 2 

- I ~ e dx = {-<D e dt) ~ ( v,i') 

- î = - rtiv n-1 

Alors on normalise la transformation en posant en fait f 

(Rf)(x) = !Jr(x-y) yn+
1
ay, et on a. le théorème suivant 1 

f IYI 



n 2 
Théorème 20.- L Rj a I ob I d~eigne la tra.neformation identique dans L

2
• 

j=1 
A A ~ A 

Preuve I en effet (Rf)(x) = f(x)x' 9 (Rjf)(x) = f(x}xj 

0 x, ·2,. n -? ,. n 2 
puis (Rjf)(x) = (.L) fa=+ L (Rj f) = f ~L Rj f = f • 

IX! j=1 j=1 



Chapitre V 

Etude du cas du noyau pair 

~.1.-Introduction. 

Soit K un noyau quelconque, I(x) • .n(x') , J '1(x')dx 1 = O. 

le IX ln L 
On peut !décomposer en sa. partie :paire et sa. partie impaire I K(x) = K1 (x) + K" (x) où 

1 [ 1 -K'(x) = 2 K(x) + K(-x)] 1 K"(x) = 21_K(x) - K(-x)] • 

Evidemment lr; K"(x1)dx' a O J il en r6sulte que JE K1 (x1 )dx1 a 0, 

Al.ors d'après les résultats précédents, on a. z 

Il K" * f Il < .A. mr Il f Il pour :f e Lp, 1 < p ( co • 
p PtA' p 

Il ne nous reste plus qutà examiner le cas où K est pair. 

L'objet de ce chapitre est en fait de démontrer le théorème 1 

Théorème 21.- Soit K pair, K(x) = Jl(xl) , J D.(x' )dx' = O 

txtn E 
,.J 

(q ) 1) et posons f 6 = f * Ki où K ~ est le noyau tronqu6 1 

{

K(x) si lxl ~ ~ 
KE.(x) = 

0 sinon. 

"' Alors t i) Il f E Il ~ .A. U .0, Il Il f Il 1 ( p < m 
p p,q q p 

"' "" ""' ii) il existe f • Lp t. q • il f 
6 

- f II p ~ 0 quand f ~ 0 

~ 
iii) llfll ~A llnll llfll • 

p p,q q p 

Idées de la démonstrationo 

.. Le point vraiment important est le point i), et il suffit de le montrer pour un 

ensemble de fonctions denses dans 1P, 

xj 
- On a vu que Rjf = f * C n+l 

n 
4ue L R~ f cr f 

j::1 J 

IXI 

00 
par exemple pour f e C • 

0 

où C est une constante universelle convenable et 

n n 
.. ilors formellement : Kf = ~ R2j Kf =) '. [R. (R .K)] * f où Rj et Rl s·ont 

~ j~ J J 



impairs et homogènes de degré -n (cf lemmes 9 et 10 ci-dessous). 

Rema.rgue.- Le résultat (convenablement modifié quant aux majorations numériques) sub-

siste dans ses parties essentielles si on suppose seulement + .O e {L Log L) {[:) • De fait 

on a.ure. par exemple 1 

i 1
) Il f 11 ~ A [J 1.a,llotl .o.i l cbc1 + A] Il f 11 • 

~ p p L p 

Avant de passer à la démonstration du théorème annoncé, établissons les quelques 

résultats préliminaires suivants -o 

5,2.- Lemmes préparatoires. 

Lemme 9.- La. convolée de deux fonctions f
1 

et f
2

, paires ou impaires, est 

- paire si f
1 

et f
2 

ont la m~rne parité 

- impaire dans le cas con-traire. 

Preuve.- g(x) = f 1 • f 2 (x) = J f ,{y) .f /x-y )dy 

g(-x) = J f
1 

(y)f 2(-x-y)dy = J f 1 (-y).f/-x-ey)dy d'où le résultat. 

Lemme 10.- f. homogène sur E 1 de degré ~j 
- J n 

j = 1, 2. 

Preuve.-

alors f
1 

* t
2 

est homogène de degré ~, + «2 + n. 

g(h) = J f
1 

(y)f
2

(Ax-y)dy = f >.
1

\ 1(t), >.«2fix-t)Àndt = 

( À > 0, on a posé y = À t) • 

1(q(CD 

alors R/K 6 f) c (Rj K6) * f • 

q 
Preuve.- Remarquons d 1 abord que K E 6. L • En effet 1 

C( +«.. "Ml 
À 1 2 g(x) 

JIKe.(x)lqdx=J IK(x)14ax=J 1Di(x1 )14 ((:o 1+n(J_,)] dx'=BII.0.11 ~oo. 
IXI~ E ~ clé f ~ q 

On en déduit alors que Ktf = K E * f 6 Lq (L4 * L C L4) • 

Par suite R/K Ef) 11:;l ~ ~ 
0 

Rjb (Ke. f) (limite dans Lq) où Rjb est le noyau R. 
J 

tronqué & b • 
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Or [Rj~ (K/l} (x) = h~ {x,.y), g f(z)Klô{y--z)clz] dy m J f{z) ~l!jt {x,..y)K0 {y-z)ay].iz • 

L'intervertion des intégrations est justifi6e par le fe.it que le. dernière intégra.le âc:rite 

oonverge absolument I en effet K 4it Lq et R a L41 
e jb 

B8lder, J!Rj
0

(x-y)Ki(y-z)I cl.y, M, puis f e L1• 

Posons y= z + t, il vient 1 

1 , 
où - + -, • 1 J a.lors, d'après 

q q 

~j~(K,rj(x) = Jt{z) [hh {x-z-t)K,{t)at]dz m Jr{z) [{Rji * x,)(x-zll dz , 

Mais K 6 e L4 a.lors Rj~ * K ~ 'o (:_: 8 Rj * K I d 1 a.près théorème 12. 

Enfin t e. L 
1 

et f* est a.lors contirni de L4 dans L4• Il elj, résulte que 

[R (K 6 f)] (L
4

) (R,( * KcJ * f ra (RJ.K6) * t • 
j~ ~ --..o .. " 

~ 12.- Soit K(x) = O (:•) pair homogène de degr6 (-n). 
IXI 

Supposons .O. e t 4(~) 

Fixons j entier, j e [1 , nJ • 
"' Alors il existe un noyau K impair, homogène de degré (-n), tel que 

~ 00 
1~ * K·8 --, K lorsque e __., 0 et ce dans la mâtrique de L , sur tout compact ne 

1ontenant pas 11 origine. 

Preuve.- Pour presque tout x (et f < 11,) on a g 

[aj • {K1 - 11:'l)] {x) • h(x-y)(K
0
_ 1'i( (y)dy • 

Soit encore 

[11j * {K
6
- Kl)) {x) m C J Xj -}

1 
K{y)dy • C J tj -:!1 - x!+~ K{y)dy 

E<IYl<1llx-y1 E<IYI<' 1x-yj IXI 

1
~ r K(y)dy a O • .Alors par application du th~orème des accroissements finis 

jt<IY'l<'l 
xj xj-yj xj {n+2)1yl 

1 la. fonction x ~ n+1 , on obtient - n+i - n+i ~ n+i O < Q < 1 • 
IX 1 1 x-yj I Xl lx-4,yl 

Nous imposant me.intenant O ( e. < "l. <. ½ lxl , on obtient 1 

Xj .. y X 

- {;- - j J , 
2(n+2) jYI• On en déduit 1 

lx-yin n+1 , 1 ,n+1 
IXI X 



Soit enfin 

Ainsi (Rj *Ka.X.X.) satisfait une condition de Cauchy, pa.r suite Rj * I E tend, da.ns la 

00 
métrique de L et en dehors de toute boule IXI, «, vers une limite. 

* * Soit K (x) == lim (Rj * ·K~)(x). Comme Rj * K
1 

est impa.ir, la. fonction K le sera. 

i--+ 0 * * 
aussi presque partout, i.e. K (-x) = -K (x) P• P• 

* Quitte à chà.nger K sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer que 

* * I (-x) • -K (x) partout. 

D'autre part on a 1 'vx, '(A> 0 (Rj,iK
8

)().x).,. ,.-n(Rj,VAKIA)(x). 

* -n_* Il en résulte que pour À fixé> O, on a K (Àx) = À A (x) pour presque tout x. 

* Ici l'ensemble exceptionnel de valeurs de x dé;pend de À o Ma.is K est mesurable, 

de sorte que l'égalité précédente reste valable presque partout en (~, x) da.na le produit 

Soit Z l'ensemble négligeable des x tels que l'égalité n1ait pas lieu pour un 

ensemble de va.leurs de À de mesure strictement positive Z = { x J I{). ; K(~x) ! ;r1ic* (x)Jj>~• 

Soit L une sph&re centrée à ltorigine et de rayon 
p 

p tel que L O Z ait une mesure 
p N 

superficielle nulle (un tel p existe d'après le théorème de Fubini). Définissons alors K 

par z 
"' p n * X K(x) = (-) K (- p) 

IXI IXI 
si x ~ 0 et .2:.... p ç/. Z n L 

IXI p 
"' K(x) = 0 ailleurs • 

.. 
Il est immédiat que K est mesurable, homogène de degré (-n), impair. 

,.. * 
Montrons que K = K presque partout. En effet soit x ~ 0 tel que 

:X = .:_ p ri Z (\ '°' . On exclut ainsi un ensemble de mesure nulle. Alors 
o IXI T l.Jp 

,.K(). ) -n ...J -n * -n * ) * ) x = /\ K(x ) = À K (x ) , mais ). K (x = K ( À x pour presque tout À , 
0 O O O 0 

,.; * 
comme Zn .L est de mesure superficielle nulle, il en résulte que K(x) = K (x) presque 

p 
Partout. 
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N 

~ 1 ).- Le noyau K défini au lemme 12 vérifie, pour q > 1 

J IK(x')I dx', A U .0 U • E q q 

"' 
De plus, si on pose l16 = Rle. - (K)l, on a. 1 

Preuve I Observons d'abord que J IK(x1 )jdxt = Lo: 
2 
j IK(x)jdx. Il suffit 

. I: 1"x' ~ 2 
de remarquer que K est homogène de degré (-n) puis de passer en coordonnées polaires. 

D'autre part, par un argum~nt déjà utilisé dans la démonstration du lemme 12, (prendre 

et faire tendre E. vers zéro) pour I x 1 ~ 1 

IR.K1_(x) - K(x)j ~ A 11,(), 11
1 

i Bqn+
1 

11.o, Il car L est compacte 
J 1" 1 XI n+ 1 1 X I q 

de sorte que J IR .Kj_ (x) - K(x)I dx -' B' Il ~ Il • 
1 ~ lxl ~ 2 J 'I q q 

Puis J I RjK1 (x) dxl ~ B Il RjK½ Il ~ C Il K1 Il ~ C 1 11 J'}, Il 
1 ~ IXI '2 2 q q l q q q 

(la première inégalité est obtenu en utilisant Holder, la deuxième est vraie car Rj est 

impair, la dernière s 1obtient par passage en coordonnées polaires)e 
,y ,., 

Alors il en résulte immédiatement (IK(x)I i IRl½(x)-K(x)I + !Rl½(x)I) que 

En ce qui concerne 6.ê., on remarque d'abord que \ f1
1

(~) = hE(x) et par suite 

JI Al x li dx ~ JI ti
1 

( x )1 dx, Il suffit donc de prouver le e résultat pour f. = 1 

11Ll1 !!1 = J1Rl 1(x)-(K\(x)ldx, J l(Rf1)(x)ldx + J IK(x)ldx +J 1~1(x)ldlc 
IXI ~ 2 1, 1Xli2 1x1>.2 

Pour I
1

, on a: 

1, ~ AIIRjK1 Il "A' !IK1 Il ~ A" 11.n. Il q q q q q 

par un argument déjà employé. 



Pour 1
2

, on a 1 

Pour 13, on a. a 

Les constantes A sont évidemment différentes. En regroupant ces résultats on obtient 
q 

de sui te 1' inégalité cherchée o 

5,3,- Théorèmes. 

Rappelons alors le 1 

Théorème 21.- Soit K pair, K(x) = A(x2, J" [1 (x 1 )dx' = 0 et de plus 
!XI L 

N 

Posons f E = f * K E où K é est le noyau tronqué 

N 

{

K(x) si IXI~ 6 
KE(x) = 

0 sinon. 

A.lors i) Il f"' Il i Â. Il .0, Il llf li 1 ( p < oo .. p p,q q p 
IV p N N 

ii) il existe f 6 L t. q. Il f - f li ~ 0 quand S. --> 0 
é p 

"' iii) llfll ~A ll.o,11
4

llfllp• p p,q 

Preuve z Occupons nous dei), on a 1 

~ N 

Rjf c Rj(K f) = (RjK )r = (K) r +a , 
ë s e e. 1: 

de sorte que 
.., "' 

Il R. f 11 ~ Il (K) f Il + Il ll c_ f Il P J 6 p é p ,. 

,V 

llla.is K est impair, donc t 

Il (K) f Il ~ A • j I K(x t) 1 dx 1 • Il f Il " At Il Jl, n Il f li 
E p p L p p,q q p 

Puis en utilisant 1 1 inégalité de Young: 

11 L1 f 11 ~ li i:i 111 Il r Il ~ J.. 11 .o, 11 Il f Il 
c; p e. p q q p 

n n 
enfin Il K f Il :,, li L R~ Kef Il ~ A L Il R, (Kêf) Il ~ A Il f Il Il n Il 0 

& p j=1 J p p j=1 J p p,q p q 

Passons au point ii). La démonstration est analogue à celle utilisée pour prouver le 
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th~orème de M. Riesz (théorème 10) 1 décomposer f en une fonction g indéfiniment diffé-

rentiable et à support compact et une fonction h de norme Il h Il petite. 
p 

~ ~ . 
.Alors g E tend vers une limite, g, en tout point et de plus 

et 

Enfin le point iii) résulte immédiatement dei) et ii). 

5.4.- Extensions. 

a.) aux noyaux quelconques·, 

Théorème 22,- Soient K(x) = .O. (x:), .Q, e. L4 (L) q > 1, f~ ,n(x' )dx' = 0 
IXI /-J 

et f E. Lp, 1 < p < oo o 

,., 
Alors i) llfe.llp ~ .Ap,q Uf IIP 11.011

4 

ii) jf eLP toqo lim llf-f
6
11 =0 

€--+ 0 p 
,., 

iii) 11 f 11 ~ .A Il f II li .!111 • 
p p,q p q 

Preuve i il suffit de décomposer K en sa partie paire et sa partie impaire, puis 

d'appliquer chacun des théorèmes concernant ces cas particuliers. 

b) aux noyaux "variables" i 

Pour terminer ce chapitre, nous allons énoncer un théorème concernant les noyaux 

dits "variables", sans en donner de démonstration. 

Théorème 23.- Soient x a E, z e E 
n n 

,o (z) 
et K (z) = _x_ 

X n 

avec J .!1 (z 1 )dz 1 :::: 0 L X 

Considérons .(l, * ( z 1 ) = Sup 
xeE 

n 

IZi 

10 (z')I 
X 

1 1 
soit enfin q 1 le conjugué de q, q + q' = 1 • 

On pose f (x) =J f(x-y)K (y)d.y. 
~ X 

IYl~é 

Alors si f ~ 1P, p > q', on a• 

i) 
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,.J p ,., .., 

ii) 3 f ~ L t. q o Il f - f l Il ~ 0 quand e. _,, 0 
p 

"' iii) llfll "! llfll IIA*II • p p,q p q 



Chapitre VI 

Opérateurs singuliers et équations aux dérivée8 partielles 

6,1.- Algèbre des opérateurs singuliers généralisés. 

a.) Jusqu'ici on n'a. considéd que les opérateurs du type I X: 1 f .-.n.· > K * f 

où K est singulier J mais dans le cas général on est amené à étudier les opérateurs K 1 

f ~"' • j4,f + H * f où H est singulier. On dit alors que K est un opérateur singulier 
i\ 

généralisé. On notera ,rr K = JL + H le symbole de I, a.lors 
/\ A A A 

Kf = (1-1-+H)f ==a-Ko f • 

Considérons pour n = 2 

one. a.lors ! e e2(I) 
H 

A 2 A A 

H tel que H s € (}:), H ~ o, H homogène de degré séro, 

1 
et x est homogène de degré zéro. Soit 

H 

. 1 j2c dQ 
l4.:: 2TC X iQ • 

o H(e ) 

,. 1 
Considérons G = -x - l" 

A A 2 
1 alors G est homogène de degré zéro, Ge(; (E) et 

H 
" 1 J2,r A 

2Î 
O 

G d8 = 0 J d'après le théorème 16 G est le symbole d'un opérateur singulier. 

~ r,J r,J 

Par suite si f == Hf .on a f = 1,1-f + Gf J en effet 1 

N A AA /Il, 1 A A A ,J "' 

f = Hf ~ f = Hf ==> f = .,_. f = (t,L, + G)f -=t f "" i,t,f + Gf • 
H 

b) Toujours pour n = 2. Soient H
1 

et H
2 

deux noyaux singuliers, Hi€ -t'2(I:) 

pour i = 1 et 2 et considérons H = H
1
H
2

o On a 1 

,\ A I\ Â ,\ ,\ A A 1 j2Jt' A A 

Hf= H1(H/) ~Hf= H1o(H/) = H1oH2.f = (~ + G)f où !J-= 27t 
O 

H1Hi8 • 

Donc 1 en général, le produit de deux noyaux singuliers est un noyau singulier généra.lis~• 

Plus généralemont, soient Ki= ~i + Hi i = 1, 2 a.lors 

On a donc le résultat suivant 1 

Théorème 240- Les opérateurs singuliers généralisés forment une algèbre commutative 

de plus si <r K ne s I annule pas K est inversible da.ns 11 algèbre o 
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c) Pour le cas où n > 2 les résultats précédents subsistent mais on ne connait pas 

les "meilleures" conditions è. imposer a.ux noyaux. Cependant on peut donner le résulta} sui

vant 1 

Théorème 25 ·- Si H est homogène de degré (-n), H e e 00 
(En \ l O J)' 

Ji::: H(x1 )dx1 ~ 0 alors lÎ est homogène de degrd zéro, lÎ E e"' (En\ to}) et 

" f H(ut)dut = O. 

J[ . 
Réciproquement s1 L € "600 

(En\ {OJ) est homogène de degré zéro a.vec 
A 

alors L = H où H satisfait les conditions du théorl!me. 

J L{x1 )dx'::0 

E 

6.2.- Applications aux équations aux dérivées partielles. 

a) Notations et rappels. 

0( 

D f désigne 

Atout polynôme en n variables P(x) = L a.«x~ on associe le polyn8me de dérivation: 

'°''' n 
IX 

P(D) = L a.o( D • 
10(1 , n 

Soit f E ,800 telle que V 0( e ri et \fk • N on ait (Dcxf )(x) = 0(1 xl-k) si 

lxl --t ro on pose f(x) = (.1f)(x) = f e- 2 
lt i{x,y) f(y)dy, alors 

ai I\ • A • 
(r) (x) = 21ti x. f(x) donc (P(D)f) (x) = P(2Jt'ix).f(x). 

xj J 

2 2 2 2 
Parexemplesi P(x)=x +x + ••• +x =lxl ana. P(D)f=l:,.f et 

1 2 n 
A 2 2" (A f) (x) = -4 1C I x 1 .f (x) ~ Si f est "arbitraire" on définit ~ (D) par 

" A ( ~ (D)f) = 4' (2 Jt ix) .f. Alors si on prend f l x ~IXI on peut définir I Dl = A • 
I\ A 

On a ainsi /\f=2,rixlf 
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A 

puis 
m m"' 

/\ f = (2 Jflxl) f en particulier 2 
/\ = - Â et 

De m~me 

{' A ex " x (X l<XI l~I " ,ICX.I x « 1cx1 A 
(-f) =(21tix) f=(-) ol o(2Ttlxl) f=l .(-) .(A f) 
~xc,. lxl 1x1 

X (X 00 J 
mais comme (

1
x

1
) e -8 (En\ loj) et est homogène de degré zéro, 

X 0(. 

on a ( 1 xi) = O" K OC où X ex est un opérateur singulier généralisé 

donc 

b) Applications., 

On se propose de trouver f telle que P(D)f = g où g est donnée et P un poly-

nôme homogène I P(D) = 
1 L a, D « 

0 

1 ex. 1 ==m ex 

On a P(D) = i"x l\m où K = L ao; Kl1i 
IOtl =m 

est singulier généralisé et 

P(x) 
=-

m 
IXI 

c 1est par définition le polynôme caractéristique de l'opérateur P(D}. 

V :isJ 
Supposons P à coefficients constants. Si P(x) f O (a.lors P(D) est dit elliptique ; 

m doit ~tre pair et on a 
m m/2 

/\f;::;(-À) f. 

L'équation aux dérivées partielles devient 

k 
et comme (P(x) ~ O, 'tx) =9 (K_

1 
existe) on a ~ f = K_

1
g = h. 

Supposons maintenant P à coefficients variables 

P(D) = L a ot (x) P(D). 
l<KI =m 

On a Dot;::; il\ Am où K°' se met sous la forme µ.<X+ Ha: ~ alors 

P(D}f = imlL { a~ (x).1-\x+ arx (x).HQ'.Jl fi.mf • 
~I =m J 

Désignons Amf par ~ p il vient 

P(D) = f = A(x). f(x) + J K(x , x-y) f(y)dy 

où K(x , z) = L a.(l (x) HO.(z). 
10:I =m 



Chapitre VII 

Quelques problèmes ouverts 

Soit r une courbe fermée rectifiable simple et soit f(t) définie sur r • 

On considère l'intégrale _ ...... _, z er. J 
f(~)dt 

z -·~ r 
On peut la définir comme va.leur principe.le a 

AE étant un e-entou.ra.ge de z, un arc de l' a A peut ~tre l 1arc de r centré 

en z et de longueur 2e mais A
6 

peut aussi ttre la portion de r c011prise dans 

un cercle centré en z et de rayon e. En presque tout point z de r les deux 

considérations sont les m~mes. 

Si r est un cercle ou une droite on se trouve dans une situation connue. 

Si f 6 L, la limite existe presque partout. 

La transformation f ---, VoPo J préserve certaines classes. 

Supposor.s z e I(r), I(r) étant la région intérieure à la courbe. La fonction 

F(z) = ~ J f{~)dl;; est alors analytique (Privaloff). En presque tout point de r 
2ru z - t r 

l'existence de F équivaut à l'existence d vune limite non tangentielle et on a. 

PP• 

Le problème général se réduit au cas où la tangente varie continûment (r e -e_. ) 

et f est continue. 

S . r .p1 +e (. 
i eu 1.e. l'angle de la tangente satisfait à une condition de Lip.) 

le problème est résolu. 

Dans le cas de plusieurs variables le problème est différent; on est amené à 

étudier une convolution sphérique. La difficulté provient du fait qu'il n'existe 

pas de champ de vecteurs continu sur la suhère. 



53. 

7,2.- (Calderon) 

Soit a(t)s /\ 
1 

(On a donc I a(t) - a(x) j ~ c). 
t-x "' 

On considère 1 1 intégra.le Joo a( t~ t=x)~x) f ( t)dt. 
-oo 

L'intégrale existe-t-elle (pour chaque x ou pour presque tout x). 

Si oui, quelles sont ses propriétés? 

Peut-on définir cette intégrale comme opérateur ? Si oui quelles sor.t les proprié

tés (de classes de fonctions) préservées par cette opération? 

Le cas général peut se réduire e.u cas où a.( t) E ~ 1 et f continue à. support 

compact. 

7.3.- Intégrale ul trasingulière. 
(X) 

On considère l'intégrale J 
-oo 

f(t) dt. Par différentiation formelle on obtient 
x-t 

f ( t) 

(x-t)k+1 • 

Etudier l'existence et les propriétés de ces nouvelles intégrales. 

Si k = 1 
00 (D 

on posera par définition I(f) = J f ( t) it = J 
-oo (x-t) o 

f(x+t)+f(x-t)-2f(x)dt 

t2 
Si f 6 L, la difficulté réside au point t = O. 

Etudier les conditions nécessaires et les co:r::.ditions suffisantes d'existence de 

I(f) dans un ensembleo 

On voit que si f est dérivable I(f) existe P•P• et si f est absolument 

continue on intègre pnr partie et on retrouve 1 1 intégrale de Hilbert. 

Définition (Péano). dérivée d'ordre k. 

k ex. . k k 
Si f(x+t) = L -;f tJ + 6-(t ) = \Ct) + &(t ) 

. J. 
J=O 

X 

r!ors F(x) = J f possède une dérivée d'ordre k+1, 



X 

Théorème.- I(f) existe P•P• dans un ensemble E si et seulement si F = J l 
possède P•P• dans E une dérivée seconde de Péano. 

Cas 1@néral. On posera par définition: 

oo ( oo Jf(x-t)-T (t) 
L (f) = J f t) dt= J f(x-t} dt c V.P. ît- 1 dt. 
ît ( t)k+1 tk+1 tk+1 -m x- -oo 

X 

Théorème.- \(f) existe P•P• dans E si et seulement si F = J f possède 

P•P• dans E wie dérivée d'ordre k de Péano (Weiss et Zygmwid, Fundamenta Math. 

1960). 

Soit K(t) = Jl(t) • L'étude de jt(x-t)K(t)dt est plus difficile. 
1tln+.k. 
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La. méthode po\ll" n = 1 ne stapplique plus si n) 1 (car on utilise pour n = 1, 

les variables complexes). 

Lorsque k = 1 /\f = lim J f(x+t)+f(x-t)-2f(x) 

f.-+ o ltl ~, E lt 1n+1 
on considère dt w 

Quelles sont les propriétés de A ? A-t-on une représentation ponctuelle de A f ? 

Trouver des conditions sur f dans W1 ensemble E pour que Af(x) existe 

P•P• dans ~ 

7.4.- ,Ças de "noyau variable". 
J)., (zt) 

X 
On pose K(x t z) = -- n 

si IZI 

z 
(zt = -) 

1 zl 

On cherche la. limite suivante existe i 

et on sup:r;ose 

lim J f (y) K(x, x-y)dy 
E.--to 1x-y1~ e 

I .n, ( z 1 ) dz t = O. L X 

Si p > 1 et J), impair en z on peut utiliser la méthode des rotations. 

Si p) 1 et t), pair en z le problème présente plus de difficultés. 

Si p = 1 le problème reste ouvert (on peut, peut-~tre utiliser la méthode indiquée 

dans Acta Ma themntica 1952 par Calderon et Zygmund). 

On introduit en particulier .O,*(z1) = sup I O,x(z1)1 
X 



et on suppose 

...., 
7.5.- On revient à f = f * K où K(x) = 

N 

.O.(x') 
n 

IXI 

1 1 (- + ... = 1). 
q q' 

55,. 

Si f E L on sait que f. existe P•Po si ,n, E (\<I. (C( > 0) ou m$me (Dini) 

si jm co(O) d~ < CO où {J) est le module de continuité de a. 
0 0 
.A.-t-on de meilleures conditions d'existence? 

c::, ,, 

if' , ,. 
::::., :'l 
"J. ~ ,: 'Js Sl\\ \\ 
~ 
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