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Chapitre I.- Introduction

I i Notations.

En désignera l'espace euclidien & n dimensions muni des opérations habituelles. La
n
longueur ou norme de X = (x1’ xg, veep xn) a En Boera lx‘ = (j; X
Y, désignera la sphire unité ¢ ) =!x; x eE lxl=1} si x£0 x'-:—x—-e>:
’ n’ ! !x l

[

2.1
)2
J

L'intégrale §tendue & liespace tout entier j
E

n
Pour le calcul de cette intégrale on utilisera souvent la décomposition

sera simplement notée J.

dx = pn_1 dp dx' od p=|x| et ot dx' désigne 1'élément d'aire de Z .
A un ensemble mesurable de En, Al désigne. sa mesure de Lebesgue.
Noyau 3 K est une fonction positivement homogéne ‘de degré o, i.e. VA réel positif,
«
Vx e E, K(Ax) = A E(x).
) « X
On a en particulier K(x) = |x| K(m).
La fonction & (x) = K(%) est homogine de degré zéro, donc Qk(x) = Lix')

Q) s'appelle la caractéristique du noyau K.

Ie24~ Quelques rappels.

a) Condition de Lipschitz-Holder s on dit qu'une fonction £ vérifie une condition
de Lipschitz-Hblder d'ordre ® » 0 s ‘il existe deux constantes C et 6 telles que
I¥] < b = [£(x4y) - 2(x)] € C!y'gm on écrira alors £ & A

b) Espaces IF.

pour 1 ¢ p <o 1P d4signe 1'espace des fonctions de puissance p-idme intégrable i
¥ a {f ] flf(x)lp dx < oo}. Cet espace est muni de la semi-norme définie par
“fllp = (| ]2(x)|P dx)1/p;pour p=c, L' u{f } “i’lloO = 6s8 suplfl{oo} ol
ess-sup f = Inf{M ;l{x ; £(x) » M}l - o}-

Les 1P sont des espaces vectoriels semi-normés, les espaces normés associés sont des



2.

jpaces de Banach.

Lo dual de LP ost L1 od g est le conjugué de p 1 = +

1
a"=1 (1\<P<m)a

-

¢) Convolution.
formellement ¥ # g est définie par (f % g)(x) = Jf(y)g(x—y)dy on a alors les résul-
s |
P 1 P
1) £el’ 1¢pgw, gel alors f*gel’ ot llf*g“p\flli’“p“g”1
plus généralement :

2) ralf, gell 1¢p, qgo et -:;: +==1%0

) -
Q-

alors fxgel ot “f*gllrs Ilfllp. l(gllqu

+30.- Position du probléme.

Beaucoup de transformations en analyse sont de la forme £ —»f K o K est
omogéne et de degré négatif (- &) ¢ {f # E)(x) = jf(y) K(x - y)dy.

Trois cas spéciaux se présentent @

i) 6 =n 1'intégrale est dite singuiidre. C'est la transformation de Hilbert

%K= ;

ii) 0 <& < n 1'intégrale est dite faiblement singulidre

iii) a0 > n 1'intégrale est dite uitrasingulidre.

Le cas 1) est intermédiaire emtre il) et 1ii) j ce sera le seul cas étudié dans ce

ours.

On supposera () intégrable sur 23 & e L1 (Z)-

On posera ;e(x) = j £(y)E{x-y)dy (1),
I x=yl%» &

v4o—- Lemmes d'existence de fE°

Lemme A.- Si f & P (1gp<¢o )o N9 6L1 (Z) et & réel sirictement positif fixé,

dlors 1'intégrale (1) converge absolument pour presque tout X,
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Preuve t Soit I(x) = j

l2(y)] 1K (xy) dy = j |2(xey)] K ()] a5
Ix=yi»e

NMEL
Boit D un ensemble mesurable bornd de En' de diemdtre §. Posons p = Iyl

4 considérons l'intégrale J = J I(x)dx
D

J= J dx j |Gyl o7 | xe y')lpn'1dpdy' = J Ia(y')lU dx(jmlf(x-Py')lP_1dP)
D 9»&2 Y D Te dy
y'e

a) Supposons que p » I

L'inégalité de Hblder donne (g étent le conjugué de p) s

® -1 i IV, a, [ [ ;
U dx(j |2 (x-py* )l p dp)]{ AEI dx(J |e{x=py*) IPap) P ¢ 4 D] q(J dxj |2(x-py)1 Pap)?
D € D g D Ye

2 |Dl, rappelons~le, désigne la mesure de D.

00 +
Mais J de lf(x-pY’)lpd[)\fJ dxj mlf(x—py')lpdps?'>!|fu]"°
D Je D o P

wors 3¢ 4 P el Ll o o, = [ o

3

Yest & dire J I(x)dx < @o Alors I est finie localement presque partout, donc presque
D

artout.
b) Cas p = 1.
Ici dx 00|f( N2 I ax +<J0lf( )| a ¢S lel
c . x-fy -§-\<-é X=py P\E 1
£ )] -0

t la démonstration a'achdve de la méme manidre.

Lemme Bo- Si £ 6 IP, 1¢p ¢, &GIJ(Z), O borné.

Alors Ye > 0 2ixé, 3

€ existe partout.

Preuve i en effet IO(y')] < M ===)!f(x--b’) ﬁ(y)l P If(x-i)l
B |y

£ er? 1¢pCwes Soit ¢ le conjuguéde pt T<qgm

alors j M dy € el ( f __d_L)"/q < @
iyiye

n ol
Iyl Wive v

t la fonction & intégrer est mejorde sn module par une fonction intégrables
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.5¢= Transformée de Hilbert tronquée.

Elle est définie par (1) pour f @ P (1¢p <o) on peut crire ;‘ gous 1. forme

K(x) si ixiye
B=:f*KE od KE(x)= .
0 Bl |xi<¢s

~

La transformée de Hilbert apparait comme limite de fe, la limite pouvant étre priae
our différentes topologies t limite presque partout, limite en norme dans Lp, limite en
esure, etcs.o

8i F est intégrable dans En & 1'exterieur de toute sphere centrée en x alors

Flylay e un sens j de plus si cette expression a une limite quand
Ix=yi% ¢

tend vers zéro, on dira que l'intégrale existe en tant que valeur principale @

lim j P(y)dy = V.P. f ?(y)dy-
X-¥i % €

E—p 0

6o~ Généralités.

~
Le probldme central réside dans la recherche des conditions d'existence de f et de
8 propriétés, en particulier celles préservées par la transformation. On feras, en général,

e8 hypothdses suivantes 3
i) aer(y)

ii) J Q(x")ax! = 0.

L

La condition i) est naturelle j quant & ii) les raisons en seront données un peu plus

oin,

Etudions quelques cas

n(x') _Csgnx

a)nmi K(x)= i T

C
p.d

1 8l x>0

{sgn x = signe doex =4 iix <0

pour C=91 ons ‘V’.P.J?ﬁ??fb'“ lim S iiiz—)_db’= lim J f(X%);f(x-tﬁ)ﬁ
J ¢ = 0%|y=x|» € J ¢— 0 9dg

b) n = 2 (fer cas non classique)
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le point générique de E2 sere noté z = rei9
slors K(z) --ﬁégl ot O est 2n-périodique
r
. o i@ / i@
le série de Fourier de & ost N ~ ) co = > c,°
k;égo

car ¢ =0 d'aprs ii)

la série de Fourier de X sera alors K ~

en particulier on peut avoir comme noyau
eiu@ "
K“(Z) = —fé— (k 6 Z )

r

pour k = -2, K(z) = -1-5 est analytique et, formellement,
z
on a ;(z)= H—f(—gz—z-dgdq ol T = 3 +i1l
¢ - z)

c'est la transformation de Beurling.

¢)n>2 x = (x
X,
K (x) = J J =1, 24 ¢esy n noyaux de Me Riesz

i | x an+1

;u f*K =R, transformation de M. Riesz.

I3

19 esoy xn)

T+~ Théortme d'existence de E

Théorbme Ou- 81 £ aLPNA, (1¢p <w, a> 0 ael(Y) et j ay')ay!' =0,

L

~N
Mors f(x) =V, P.jf(x—y) -“—(Z-); dy existe pour presque tout x. Si de plus (4 est borné,
slors £ est définie partout.
x
Preuve fep, = 3650 ot 30 tuqe lylg 8 =le(xty)-£(x)] ¢ Clyl

l'aprés 1.4, Y& > 0, 3?6 presque partoute. Alors Ve 0 <¢ \<5 7 on peut-éerire,

our tout x o FS est définie (i.eo p.pe d'aprds 1.4,, partout si O est borné)

n

~ (y) ~
? (x) = pixy]] £ gy + T (x)
: Lsms&[ ¥ b
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S N G Ry
' eeyed 1y y'e 2 |
Egpsd
alors Fe(x) = f’&(x) + [f(x—y) = £(x)] Sy dy -
EIyish T
Considérons gly) = [f(x—y) - f(ic)]-‘g'-(..?. alors |g(y)] € ¢la(y)l lylu-n et la fonction
NE

O =11
y=sC 18y yl est intégrable dans la boule de centre 1l'origine et de rayon § car

§
j|y|<8 lG(ﬁLdy n (J \O(N')ii)’)g -é%— ) 3 il en résulte que g est aussi intégrable dans -
Yoyl ¥ 0P

cette boule, puis que j g{y)dy +tend vers une limite finie lorsque & —» 0.
eCiyIg

Remarque sur la nécessité de J O(y')ayt = 0.

L

, . 1 . *
Posons v = eire de Z = BEI, puis = — J Qy')dy', enfin () = O=p

1%
#*
I o (y')dy* = 0.
= Y (y)
Alors I 2(x=y)K(y)dy = Jq £(x~y) —‘O‘—i—dy +|*I £ (x=y) -c-llﬁ .
eqiyi gl elyl ¢ 1 (¥l RIMER iyl

8i feA, la premidre intégrale converge, tandis que

dy J aulp) _ [‘“‘(LT ¥ f ACp) dp=0(1) + nJ
¢

Ie j f(x—y) —— 2 -—;ﬁ
By €1 iy B P 5 P -
(On a posé A(p) = | P (xty)dy = Cpn + a(pn)
Vil
' ca 13(_3“_) 1 4 ollog 1)
alors J::J _FE-'.L_ Pn+1dP=CLOgE+O o8 ¢
€

donec si )L;‘ 0, I diverge on général vers 17infini lorsque & —r 0%



Chapitre II

Transformée de Hilbext dans le cas d'une variable

2,1.~ Théorémes d'existence.

Théordme 1e- §i f e L(-m, +0) alors £(x) = V.P.J ?)—tdt existe presque partout.
- e
De plus, si E(y) ={x s 12 > v 0}, alors !E(y)l S A -);-—1-
ol A est une constante indépendante de £ et de y.
Théoréme 2.~ P & variation bornée sur R, alors g(x) = V.P.j e existe
-

presque partout. De plus, si E(y) ={x 3 lg(x}l >y 0}p alors

IB(y)| Ag-_r ot V est la variation totale de F.

I1 est clair que le théordme 1 est une conséquence du théordme 2, car si f € L(-w0, +o0 )

b +00
alors F & t — j f(u)du est & veriation bornde sur R et V =J [£(u)] du = llfﬂ1 .
—00 —00
. ‘ aF(+)
Remarquons d'abord que, pour tout x, ge(x) = T§ & Un sens. En effet,

ft—x|>&
sur tout compact X C C]x—& y x+e[, ia fonction % ——

est continue, don¢ 1'inté-

X =1
: dF(+) : o
grale de Lebesgue-Stieltjes —— ©un sems. Reste & examiner la convergence & 1l'infini.
K
T! Tf
Considérons x+e T < T' ; alors l dF(t)l{ v < Vm o
Tx-t m | Xt | Jx-T}

Méme calcul pour T% < T, < x=8. Ce qui prouve que l'intégrale est méme absolument

1
convergente.
n p-j
Lemme .- Soit (p(x) =/ ra—e ou F’j >0 (j=1,2, vosy, n) et a1<a2<-.<ano
J=1 J N
1
Alors 91(y) = l{x joex) 3y > 0}l= ;g "
138
4 - { - o = - e
o s v <L

Preuve.~ La fonction considérée est définie, continue, décroissante dans chaque

intervalle 1-—00, aT[p }&19&2 [9“'9]%_1'%[’ J&n y +m[



8

n n n
alors 01(}') = ; (mj..aJ = __1 ‘;
- e v
\ """" \ olt les 0(:j sont les racines de 1'équation
i :
a a, &/} noR, n t
1L 2.l . d —a.) = TTixea)=
% . g Z; == y rT(x a ) }___:pj i (x &i) 0.

n
Alors Z «, 1{ Z +Zp,:l
IR = R = I
n

1
o) le résultat pour J (y) = 5 ;:

]

-

3

1
Méme démonstration pour e _(y) = - o
P ) =z :; by

Lemme 2.~ Supposons qu'il existe une suite finie d'intervalles Ii = [xi-csi 9 xi+§i:l’

i=1, 2, eeey Ny disjoints deux & deux et tels que g6 (x ) > ¥y

Alors E 81 <8 Xo

Preuve s L'idée est d'approcher les g6 ) par une somme de Riemann—3tieltjes
-1 P(t ) - F(t,)
-

+
ﬁ x—t:j

Supposons donc d'abord F croissante (pour avoir p.j = F‘(t:j+1

et d'appliquer le lemme | & cette fonction.

) - F(tj) % 0) et cons-
ruisons la fonction qui jouera le rble de la fonction p du lemme 1,
Choisissons g par les conditions 0 < & < Min [gb (Xi) - Y]'
i=1 ye ¢ ,11 i

Alors Wi, i =1, esey n il exisie une subdivision ey = (tflz tevy t CI

elle que pour toute subdivision &7 de Cfi consécutive & 0,9 soit ¢' = (t1,..., tN')

N'-1 P(t ) = F(t')
lors |37 J*l — - g (x,) € &
i= iy i

n

n
Prenons alors L =KL_.'.)1 (xK- » Xgr xK+5K et 0= ig) 0 0= t1,..., tN).

POSODS enfin p‘j = F(tj-(-'l) - F('t ) J = 1, seey N-1 Si = {j } tjs]xl—si ) xi+61 [}

J
s iy N-1 L
SIS mi- B TRI R RS Sy
i7s, “ ies, =

\lors, par construction, hi(xi) >y pour i =1, 2, eesy N
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Mais h. est décroissante dans tout intervalle ol elle est définie ; il en résulte aue

Vx & [x 8 9 x.] x) 2 y. Alors, pour un tel x, ou bien tp(x) » %, ou bien
Yy .
%(x) < -3 Soient alors Eo ={x ] cp(x) > ?2’.}, Ei - {x § (fi(x) < - %} i=1, cangn o

On peut donc affirmer

U[x & €
N— n
Alors ZSgElElg Z}‘-j ;ZA_:;Z: <‘}:P 4v

i=1
- I1 est bien clair que si on part de F croissante, g (xi) < =y €0, on aboutit au méme
résultat | Z §, ¢ 3-;.

Soit alors F & variation bornde, F = 17‘1 - Fz sa décomposition canonique en deux

fonctions croissantes F1 (x) “12' [_V(x) + F(x)]

) “% [_V(x) - F(X)l ol V(x) est la variation de F sug ]-oo ’ x[.

Soient alors Vj la variation totale de F;j =1, 2
. i oy (@)
Alors par linéarité, gg 80 décompose en g =9 - g
i i i
- (1) y (2)
gbi(xi) > ¥ = ou bien g (Xi) > 5 ou bien 36 {x ) <-%.
, . (1) 5 hA - (2 Yy
Soient alors I = {1 3 g{) (xi} > 'é} ’ J = {i ; gé.ZXi) <--e -é}.
8V1 8V2
Alors E 6 'Y Z 5 + Z 8 § == 4 «— vpar application des résultats précédents
i=1 iel ied v ¥

aux fonctions croissantes 17‘1 av Fz.

I1 n'y & plus qu't remarquer que V=V +7V_.

1 2
Lemme 3.~ F & variation bornde sur R de variation totale Y
g,(x) = Iim lg {x)] j @ = {x 3 g, (x)> ¥y 0} = G'(y).
6—> 0

Mors |&'] & 2,

g
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Preuve : a) G' est mesurable car g est mesurable, donc g, eussi

b) Yxe6, 30(x) . q. g.(x) 5> y. Alors Ux-—& ,x+8[} est un
& ’ x eG'
joouvrement de G'

c) G' étant mesurable, IG'! est aussi sa mesure intérieure

#| = Sup |El K compact
KCa@'

d) Soit K ¢ @Y, K compact {]x—-5 y x+5U recouvre G' 'donc K.
x € G

3 ce recouvrement, on peut extraire un recouvrement fini {]xi-&i ’ xi+8i[} 1=1,400,Ne

e) de ce recouvrement fini on peut extraire un recouvrement (fini) tel que
idi, Iimj A ) = (ij =+ 1)
Soit (Ii) 1 =1, ooy n ce recouvrement.
) sont deux familles d'intervalles disjointa deux &

£) alors (I..) et (I

2j 2j+1

suxe La réunion de ces deux familles recouvrant K, 1'une d'elle mu moins recouvre au

oins la moitié de K,
K| BZII |y Z pour i pair ou Z pour i impair

g) alors grice au lemme 2, on peut affirmer

lkigzylnl ¢4 8, 32-

t 1%inégalité, vraie pour tout compact K ¢ G', vaut pour G'.

Corollaire To= G = {x j Tim gge(x) - ge,(x)l 2y > 0} = G(y).
€, e'—p O
A

Aors |G| £ 64 7

Enettet g (x)] + lg_,(x)| ) aqlx) - g, ()| =2 g,(x)y &ﬁj 0lge(x) -

t 11 en résulte que G(y) ¢ G'(%) d'ol le résultat.

X
Corollaire 2.~ Si F(x) mj f('t)d'b ou f & L1 (R), alors V = "fu1

et on a la méme conclusion.
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Démonstration du théoréme 2,

P & variation bornée == F = F1 + F2 ol F1 est absolument continue et Fz singulidre.

@ - Supposons donc d'abord F absolument continue.
x £ e LV(R) et g5 = 15 |
Alors F(x) =J £(t)dt ou [_'f,i est en escalier

1 .
fel =f= f,i + f2 ol lllel ’ est arbitrairement petite.

~
Nous nous proposons de montrer que lim fe(x) existe pour presque tout Xx. Nous allons
e— 0
done montrer le critdre de Cauchy 3

1im 'lfa(x) - fe,(x)l =0 De po
Ey E?—'PO

o0 Tm o [r 0 - )| ¢ T fr ) -2, 2

x)] + Tim |2, (x) -
gy 6'—0 g, &'—0 g, e'—0

2¢

(X)lq

Si fl’ en escalier, est continue au point x, f1 est constante sur un intervalle

]x -7 X +1z[ et dés que ¢ est plus petit que 11, ’fze ne dépend pas de €. Il en résul-

~ ~

te que lim !f (x) - ¢ ,(x)l = 0 sauf peut-8tre aux points de discontinuité de £ .
, 1e 1e 1
g, ¢'—0
Montrons alors ¢+ Vy» 0, Iim I?E(x) - Z’Jv(x)! £y pepe
€, €' =0
Soient y > 0 et G =ix j lim le(x) - f&,(x)l > y},
Ey e'—?o
Alors pour toute décomposition £ = f1 + f2 du type précédent,
G ¢ Gl v G2 olt G1 est 1'ensemble des points de discontinuité de f1
6, = {x  lim 1525(){) 2&'\}( I > j}
&' Ev‘_’o
en effet, x e @ =5y < Lim Ife(x)—fﬁg(x)‘ $ 1im lf“( x)-f 16' [ + lim lf sz|()<)I
€,e'—0 €, e'—0 g € -—-70
alors ng = 1im ! 16(x)-—fw,(x)! =0==7xeG2 s

&€ "0

Alors |G| |G1l + lGal S0+ %?- “f?. H,a d'aprds corollaire 2 lemme 3

Comme “ lel 1 est arbitrairement petite, G est de mesure nulle,
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Prenons maintenant une suite de Yy tendant vers zéro ; il en résulte que

Tim Ige(x) - fe'(x)l = 0 sauf peut-étre sur une réunion dénombrable d'ensembles négli-
¢, e'— 0
geables, donc presque partout.

@ . Considérons maintenant le cas ot F est singulitre. Soit y » 0 et considérons
G = Gly) ={x j lim g (x)

-8
§,8'— 0 : g
d'intervalles fermés, disjoints deux a deux, soient I

'(x)l > y}. Soit & 0 ; il existe une suite finie
1 12, vesy Ih' de longueur totale

inférieure & & et tels que la variation totale de ¥ sur le complémentaire de

n
I= ) I, soit aussi inférieure a €,
=1 J

j_
Décomposons alors F = F1 + F2 olt F1 est la restriction de F & I, et posons
dF, (t)
giS(x) = J xl- t i = 1, 2.
1x=t1%

Enfin décomposons G = (G NI) Y (GN £I).

Vx e[I, 31l(x) te q. ]x—’rl, x+[ ¢ (I; alors pour 0<§gb'<7, ona

x~8 dF1(t) x+§! dF1(t)
‘)

x -1 X -1

816(1() - 816,(x) =J =0 car F1 =0 sur ]x—‘ll, x+'f‘[.

x=$! x+b

Alors G N (I = {x jxe (I et Tim |g26(x) - g26'(x)’ > y}.
6,8'_’0
I1 résulte alors du lemme 3 que IG n CI[ < % , mais le n1| ¢ i1 § €.

Alors |Gl ¢ (1 + %?)E o Comme ¢ est arbitraire, G est de mesure nulle et la démonstra-

tion s'acheéve comme précédemment.

@. Montrons enfin que |E(y)| ¢ 32; .

En effet, considérons g, = Tim Ig5|° Comme .il existe une limite presque partout on
§—s 0

& g, =g P.p.; il en résulte que lE(y)] = la'(y)] ¢ 32 d'aprés le lemme 3

<1<

Théortme 3.- g* = Sup |86|°
§>0

Alors l{x ; g*(x) >y O}I $ 32; i

Preuve : méme démonstration que celle du lemme 3.
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2,2, = Propriétés de la transformée de Hilbert dlune fonction de I.1

1
Théoréme 4.— £ € L (R) 3 V‘f( te q. 0 < m<1, YI borné
* . _ 1-7
g (et & fortiori & et g)elL I)
_ *
Preuve t il suffit évidemment de prouver le résultat pour g car [gal < g* et

* *
|g| ¢ 8 + Soit @ la fonction de distribution de g dans I

*
w(y) = I{x pxel, gx)>y> O}I-
Alors on a les deux majorations 1 w(y) < II| évidemment
\
w(y) ¢ A= d'aprds le théordme 3
M
¥ * -
g est mesurable positive, il suffit de prouver J =J [g (x)]1 de est finie, nous allons

méme donner une majoration assez précise de J.

Introsuisent w et intégrant par parties il vient :

J = -J y 1 daly) = [—y1—71 w(y)] + (1 - Q)J y loly)dy
0 (¢}

y—o |y Vel ¢ &0
y

y—0 |y eyl iy lmo

a0

0

prenons alors Y, t.aqe 0< y, < ® que nous choisirons plus tard

Yo - @ -1
(1-1() !IlJ y qd\y + (1-7()AV J ¥ 1 dy
[v] yo

J < IIlyl-'l+1 :(Tl AV y 1= ¢y )e

Cela prouve déjd que J est finie. Pour obtenir une majoration de J choisissons Y,

pour rendre (p(yo) mininmm

1-
1 (y|1)- AV) = ¢ly,) = LP(A—Y) = M lxlﬂrl

11 1

I

¢'(y) =

-—-\

y’l
§ = IIITI 1
P T

Exemple important. Transformée de Hilbert de la fonction caractéristique d'un intervalle.

Soient I = (a,b) intervalle borné et X sa fonction caractéristique

I

X =-4a

-b




+S dt I 14.

X+t X - ¢
> *E gy | X ~-a
x¢l, dbsque & est assez petit, XIe(x) = Ja = Log ‘x - bl
~ x -
d'od le résultat 1 X'I(X) = Log lx — ; .
v _ b-a [T} [I] ,
8i |x| =00, XI(X) = L08|1 + bl le—-bl ~ =] °¢ qui prouve que Vp e ]0,1] ’

X I #1P(R), résultat qui montre la nécessité de 1'hypothdse I borné dans le théordme 4.

1

5 )
I xILog (1+ix])

alors (x — O(F(x) ~

Exercice.~ f(x) = x Log|x]|

~ 1
ce qui prouve que £ gL  (R).

On pourrait méme obtenir des transformées de Hilbert qui ne soient intégrables dans

sucun intervalle. fn € L‘ (R) I
Théortme 5.~ Soit {fn}n e N ot  V¥n, fn - £ en moyenne.

~ ~

Alors fn - f en mesure,

Preuve : d'aprds le théoreme 1 appliqué & fn -f, ona:

€ - - - -
Ye > o, l{x 3|fn(x) £(x)l > &}I <3 Ufn fll1 — 0 avec -
Corollaire.~ il existe une suite extraite {; } -—,? Ps P

En effet de toute suite de fonctions convergeant en mesure, on peut extraire une sous-

suite qui converge presque partout.

23.-Casoi £ ¢I’(R), 1¢<p<w.
Théordme 6.~ £ e LP(R) 1<p ¢ .
Alors ; existe presque partout.
Preuve 1 en effet soit I intervalle borné, alors f € L' (1)

décomposons f = f + £, od f est la restrictionde £ & I

1 2 1
alors f' e L' (R) et ;1 existe presque partout
0 ~
mais f, =0 sur I, donc Vx e 1, 3f2(x)

~
alors f existe presque partout dans I

prenant maintenant une suite d'intervalles dont la réunion recouvre R,
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il en résulte que f existe sauf peut 8tre sur une réunion dénombrable d'ensembles négli-

geables donc presque partout.

Théoréme 7.- Soit {fn}n e N Vn £ e ’R) 1< P<w, £ — £ dans LP.

~

~
Alors fn —=p £ en mesure dans tout intervalle borné.

Preuve t il suffit de prouver le résultat dans le cas ol l'intervalle borné est de la

forme I = [—A ’ +A]. Soient alors J = [-ZA ’ 2AJ, XJ sa fonction caractéristique.

= + 0y = ' é .
Décomposons alors fn f1,n fz,n ou f1,n fn X.J, de méme pour £. Alors

1 .
fhn eL (R). et f1 n — f1 en moyenne. En effet i

Llfun - 2| =lefn-fI $ IJIV‘*-(JJIfn-fIP)’/p ¢ (' l2 -2l ot q est

le conjugué
1.1
de o k==,
d (P q )

Alors d'aprés le théoréme 5, ;1 a2 f1 en mesure
’
~

puis f2 n f2 uniformément dans I. En effet
’

J fz'n(-t) - fz(t)
J

xel, |f, (- £(x)| =

- dat

i/ dt W
¢ (J[Jle.n -5l p"JcJum’

bt v du,1/
q —
|2, 5 () = £,(x)] < (2-L. ;E) e, -2l

2.4,~ Compléments sur les transformées de Hilbert des fonctions caractéristiques d'ensembles.

Théoréme 8.~ Soient E un ensemble mesurable de mesure finie lEl et X sa fonction

caractéristique. Soient w1 (y) = I{x } i(x) >y’ O}I 3 02(}') = I{X H i(x) <=y < O}I .

E] .
Alors Q)J(y) = ;E-}-’ J = " 2.

Preuve 1 grice au théordme 5, il suffit de prouver le résultat dans le cas o E est

n
réunion finie d'intervalles bornés et disjoints ; E= (J I

=t 3

I =
3 (ai'bj) avec a.1<b1<a.2<...<bj_1<a.j<bj<aj+1<...<bn_1<a.n<bn.

Alors i(x) =Zn:

lx—aj |
Log | = t
o g x—bj d'aprés exemple 2.2.
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La disposition des branches infinies est alors la suivante

~
r#0 X(x) =y admet donc une racine au moins dans (a,,b.) J =1, sev, 0 ; 1 recines au
o3 moins

) j=1,..(n~1):n-1 racines au

une racine au moins dans (b, ,a
J moins

j+

puis une racine au moins dans (- o, 31) si y<0
une racine au moins dans (bn,+cn) si y»0
iquation admet donc au moins 2n racines réelles.
Montrons que cette équation admet 2n racines réelles au plus.

Soient () 1les racines dans E, (B) 1les racines dans (:E

o n x-aj nx—a.j y
eln, K w 2w il ey TT 1 -
=1 J 3= J
~ aj-x n x—ai n x-ai y
GI = = > = e °
b4 i X{x) Logx_b.+2_;: Lng_b' y ]—[x—b. e
b 1¥] i i= 1

i=1

I1 en résulte que les (&) et les (B) sont au plus au nombre de n respectivement.
s Yy £ 0, i(x) =y a exactement 2n racines.

On en déduit que i est monotone dans chaque intervalle ol elle est continue.

Considérons alors y > 0. On a &y < flj < bj J=1) eeeyn

= s =+ .
bj</3j<aj+1j Ty ceey 08, o
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n .
Posons A=Zaj, B = b, .

— =
n Yy n y
Be' -A
Kors )7 oy = 7 o YO g =2t
=1 = Y 1+&

1 -¢

n

Z(A—B)y B-4 _IEl
: = ' =
Puis 01(}') JZ;({AJ J) 1_92y “shy shy'®

Calcul analogue pour y < O,

Corollaire.~ Soient E un ensemble mesurable avec O < IEl € o,

X sa fonction caractéristique et w(y) =l{x ; Iz(x)l >y 0“ .
2|E|

Alors  w(y) = e
~
Remarque t X = ;%E—%’ Y = Arg sh .l_%l_ X est équimesurable avec y(x).

or y= ArgshlEl Log[-!g-l-+ 1+(-?)2}

1
0 —
X — y~Loglx‘

X— 00, y~v — .,

Théoréme 9.~ Soient E un ensemble mesurable avec 0 < |E| < ®,

*
X sa fonction caractéristique, h = Sup };(: |
550 0
* E
Alors  u(y) = l{x th (x)> y) O}I £ 16 _\E .
sh %r

Preuve : gréce au théoréme 5, il suffit de prouver le résultat lorsque E est réunion

inie d'intervalles bornés disjoints.
| 32|E|
0n sait déjd par le théordme 3 que H est de mesure finie (et méme [Hl ¢ ——

~
38 = 8(x) +t. g- |X{x)] > y d'aprds la définition du Supremum. Alors

6(

x-§ , x+d [}x X est un recouvrement de H, et de la méme manidre que dans la démonstration
€
lemme 3, on peut affirmer : pour tout ¢> 0, on peut extraire un recouvrement d'une
rtie de H par un nombre fini d'intervalles disjoints (xj- 0 xj+6:]) j =1, 2y sesy B,

s que li |>y et IHI\<4ZB+E-
:l 3=l

Par construction les xj, x.+9. sont en nombre fini ; si 1l'un d'eux, soit X est

3= '
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gdhérent & E, on peut retirer & E un voisinage arbitrairement petit de X soit (xo-a,
x +a), Alors le nouvel ensemble, soit E', est encore réunion finie d'intervalles disjqints,
0

ga mesure est arbitrairement proche de celle de E, et sa fonction caractéristique, soit X!,

~ ~ ~
possdde sussi la propriété 1 IX (x,)| » yo En effet X, (x,) - X! (x,) = (X= %) (x,) =
i ! 5, 3 b, 4
3 i J J
"6 (xj) ot X" est la fonction caractéristique de (x - Oy X_ +@) ; alors il est
i ~

imédiat que XY (x j) — 0 quand & =30 (j =1, 2, «u., 1),
3

On peut dds lors supposer que E' est réunion finie d'intervalles disjoints, de mesure

~
arbitrairement proche de celle de E, |Xé (xj)l >y §=1,2, «0oy n et que 1'un quelcon~
J

que des intervalles composant E! est soit & 1'extérieur des [xj- x x j+8;j]’ goit compla=

tement intérieur & un demi intervalle in- ' xi[ ou ]xi ’ xi+51[°

Soient E."l = §! n]x."-83 ’ xj+bj [, X; sa fonction caractéristique

E‘:j' = E' \ E!, " ga fonction caractéristique.

i

Mors X! (x,) = i'(xj)-(x')(x) (X

61;’ X")(x );dou I(XSI(xj)l)y;

J
mais (ia') est monotone sur [xj-sd s xj+aj], donc 1'inégalité |( x:]!)(x)l >y

8 lieu au moins sur un demi intervalle [x j—bj y X j] ou bien [xj ’ xj+6j] 0

Soit H" = |x .-, x.+8 {x )x > } alors les H" sont disjoints et

B> 9.,
IJI/(:J

; = y = X J " ' 1
Soient ] -{x b x(x) 2 2}, H‘;, {x I Xj)(x)l > 2} alors Hj <H U Hj

n n

car (i")(x) = i"(x) - ;'(x) j 11 en résulte que {J H" ¢ U H! .
J i IR A
j=1 j=0
2 oo 21EY | 4/E
MOTSZS'SZ H"l=IU H"I(IUH'I""Z"IE—!""Z 2| ]|\< | .
= 5= 3=1 shf 5= shl  enl
- 2 2 2
E
Done (Bl ¢ JSIEL 4 &) puie |n4\<-’-9-'£-'- et enfin (K] & 16 -—y'-
Sh-z' Sh-z- Shi

2.3.- Théordme de M. Riesz.

On se propose de démontrer le théordme suivant.
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Théoreme 10.- £ « IP(R) 1 <¢p < .
~
Alors f e LP(R) et il existe une constante Ap ne dépendant que de¢ p

~ n}
? A llf et méme |2 )] « A N2H .
telle que | ||p~f Pl "p i b" €A llp

Remarque t le résultat précédent est en défaut pour p =1 : la fonction caractéristique
d'un ensemble borné en donne un exemple.

L'idée de la démonstration est celle de O'Neil et Weiss (Studia Mathematica, tome XXIII,
fascicule 2, 1963).

Nous établissons d'abord quelques résultats préliminaires concernant les réarrangements
de fonctions.
s) Réarrangements.

Soient £ wune fonction positive définie sur En et @ sa distribuante
wiy) = I{x ; £(x) > y}l x 6E ot y> 0.

I1 est connu que « est décroissante et continue alus
oly-0) = {fx 3 £(x) 3 y}| et wly-0) - wly) = {x; 2(x) y}l

On supposera w(y) < @ pour tout y > 0 (c'est le cas si £ e1?).

*
Lemme 4.~ Il existe une fonction décroissante t mw—>f (1), 0 <t < @, équimesura~

ble avec £, c'est & dire telle que

Vy> 0 |{x;f(x)>y>0}|=|{t;f*(t)>y>0}|.

Preuve + Définissons £ par f*(to) = Inf {y powly) to}'
Alors f* est décroissante.
Supposons Y, point de continuité de et prenonms to = w(yo). Soit y(')
18 plus petite valeur y telle que w(y) = to. (Une telle valeur existe car ¢ est conti-

me & droite), On aura alors 3
[{x s 2x) >3} =%, = I{t P £ (4) ») = Ht P2 (t) ) Yo)| ¢

8 Yo n'est pas point de continuité de w, mnous pouvons trouver une suite {yn}
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e points de continuité de @, suite décroissante vers Y, cela permet alors d'établir
14galité :
l{x 3 £(x) > y}l {t } f > y}l pour tout y > O.

Corollaire 8 Si (P est une fonction continue croissante sur R+ .
o) ® -
Alors J ofe(x)] ax = —j 9(y)dw(y) =j o[z (t)]ate
E 0 0
n
*
En particulier on a |I? IIp = |2 IIP.

*¥ * ¥
I1 nous sera utile d'introduire la fonction £ définie sur R+ par £ (%) =
10 »
%J ? (S)dSo
*
Cette fonction majore f 1§ de plus elle est continue et décroissante. .

*¥
Posons f | =N (£),
! |p X

*%

*% *¥
Remsrque ¢ On verra plus tard que (f‘l + fz) §f +E,.

* %
Alors si pour f de signe quelconque on définit f comme étant (|2]) ,
p(f) devient une norme sur L%,
Leme 5.~ py 1 li2ll_< N (£)
P P
P> 1 Np(f)\( q "f"p ot q est le conjugué de p
(¢'est & dire que pour p> 1, NP et | "P sont deux normes équivalentes).
* * %k
Preuve 1 || £ IIP{ Np(f) résulte du fait que Il £ llp = |2 "p et 0gf ¢ °f
la deuxi’me partie résulte du

t
Lemme de Hardy.- g(t) » 0 pour t> 0 et G(t) = j g(s)ds
o

G(t .
stors | EX) ¢ algh (1, o conjugué de ).
" P
Preuve 1 Supposons d'abord g £0 et g mlle au dehors de (a , b) 0<a<b< o

| intégrant par parties il vient
P
| r’ PP (t)at = j (= *’)] tat ¢ o | £ l| '
P vo p

Dans le cas général, le résultat s'obtient en approchant la fonction g par une suite

\0' :
1ssante de fonctions g, du type précédent, les fonctions Gn correspondantes forment
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wesi une suite croissante et il suffit d'appliquer le théordme de Beppo-Levi.
Avent de démontrer le théordme de M. Riesz, nous démontrerons encore deux lemmes qui
aous seront ytiles par la suite.

mme 6.~ £ et g positives définies sur En'
© %
Alors £(x)g(x)dx \<J £ (t)g (t)dt.
E )

n

Preuve 8 se fait en plusieurs étapes.
@ « et g fonctions caractéristiques d'ensembles mesurables bornés,

supposons £ = XP’ g= XG P et @ mesurables bornées. Alors I (x)g(x |FﬂG|
E
n

© 5 % * *
ot J £ (t)g (t)at = Min(|Fl,|G!)s En effet XF(t) =0 si t Y |Fl et Xp(t) = |P|
0

i 0gt<Ipl.
@. f et g en escalier.
On peut trouver des nombres positifs dj, By (lgjg¢m 1 gkgm') et

deux femilles finies d'ensembles décroissants Xj et Ik tels que

L% 3% § Y, 37,0001 | f---g d xj;g—Zpk T

en effet 81 f prend les wvaleurs O, B4y Byy eoey @ SUT les ensembles Fo, F1, oy Pm

8y 0 Xy = = oes = -
ec <a1 <ts|.2 < <am } on peut poser “1 a.1 ’ a2 8,78, ,am a8

m m
o} X1 = U F X, = U F;] etCeesy de méme pour g.

On obtient alors i

j tlx)g(x)ax = Jzkj s By Jxxj (x) X y W g J [):a ][Z By X Yk (+)]at

En o j=1

m M % ¥
et 11 reste ¥ prouver 20(1 Xx (t) = £ (t) et 1'égalité analogue pour g . Or cela est
3= J

Une conséquence immédiate de 1'opération "astérisque".
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@. Cas général. La fonction f peut &tre approchée par une suite croissante de fonc-
tions en escalier positives 0 f1 XY f2 S oes § fm § see g et fm — f. Pour termi-

per la démonstration il suffit de remarquer que 1'on a

*

2
oo ¥ ¥ oo ¥ *
megmg‘[ fmgmsxfg
En ] o

*
o g, et g, sont définies de fagon évidente.

¥ * #*
0\<f1\<f {...(fm(...,gf et

Corollaire. Soit g = XE ol |E| = 8.
* *
Alors g (t) =s pour 0§t<s et g(t) =0 pour ¢t 38 et
® % o 8« **
Jf(x)dx \<J £ (t)g (t)dt = sj £ (t)dt = sf (s).
E 0 o

On a méme le lemme suivant 3

*x
Lemme Tt sf (s) = Supj ?(x)dx.
{El=s'E

*
Preuve t@ « Supposons d'abord que la valeur f (s) n'est prise qu'une seule fois.

Soit B = {x ; £(x) ) f*(so)} j ona l{t ; i’*(t) )f*(so)}] =8, et

Lf(x)dx = J . flx)ax = J N « £ (t)at =
£(x)yf (s ) £ ()32 (s )

8
‘[ ° #*(4)dt = sof**(so).
0

* * *
@n 8i la valeur f (so) est prise plus d'une fois, soit s, = Inf{s ;£ (s)=¢ (so)}
80 * 51 % By *
Mors J ° £ (t)dt = J 1 (t)at + 3 St (t)at = I+ 1,
0 0 s
1
s
o , 1 ¥
mals il existe E1, |E1| =81 et tel que 11 =I £ (t)at =J f£(x)dx
0 E1

$0it alors E2 un ensemble quelconque, IEZI =85 =8 ou la fonction £ prend la valeur

1,
£
3)) et soit E = E, UsE2
* %
alors Jf(x)dx = J P (t)at =5 £ (s).
B 0 0

0
C i T LA
orollaire : (i’1 + fz) £ f1 + f2 .
*  * %
Remarque 1 il n'est pas vrai en général que (f1 + fz) XY f1 + f2 .

il suffit pour le voir de prendre f1 = X [-0,1] y fz = X[1,2].,
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b) Théortme de Riesz.

Théordme 10.~ f « LP(R) 1<p<cow.

Alors  Y§ >0, ;seLp } felP

IE 1 ¢alel ? £
pip izl o “p‘<Ap" "p
ou Ap désigne une constante ne dépendant que de p.

Preuve t Comme p > 1 les normes N et “ " sont équivalentes.

I1 suffit donc de prouver Np(gs) S A Np(f)._

La démonstration se fera en deux étapes t on prouvera d'abord

~ ~ ~
NP(fS) $ Ap Np(f) puls on prouvera que fﬁ — £ en moyenne d'ordre p.

@ o Soit donec f € LP, 1<p <®, et considérons pour & positif fixé, * la

~ 6’

transformée de Hilbert tronquée. Alors f  est localement sommable.
Si X est la fonction caractéristique d'un certain ensemble, nous admettrons que
Fs(x)X(x)dx = Jf(t)ib(t)dt, relation dont la vérification formelle est immédiate.
Rappelons que pour les fonctions de signe quelconque on définit f* par f* = lfl*

~¥k ~ 3
par exemple X représente | X .
o b
~ o+ ~ - -+
Considérons I = Llfb(x)l dx et posons E = {x ; X eE, fB(X) Py 0}. E =E\ E

Alors I = J_'_ £ (x)dx-j‘ f';(x)dx = I1 -1

gt 0 E 4 2°
. +w ~ e
Puisg I1 =J fB(X) X,E+(x)dx = - Jﬁm 2(t) XE"'é(t)dt
-00 -0
-+00

v
done 0 g I1 \(J—oo t (t)XE%(t)dt.

" _ - AET
is on a déjh wu que 3 ]{x } IXE+6(X)I ? y}|\< °

y
Sh2
Vy As . +
Alors Xm(t)<2}agshT ol on a posé |El=s8IE [,
©
¥
Par suite 0(11\<2J f(t)hgsh%dt.
0
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On a un résultat analogue pour I2 et finalement

+00
#*
144‘[ f(t)A'rgshA—:dt.
0

~hK% ~ [0 4] *
Donc aussi s £ (8) = Supj |£ (x)Idxg4£ £ (t)Arg sh§dt .
|E{=8 YE b )
Intégrons alors par parties, il vient 1
® £
f(s)\<4AJ s db
6 0 As + 1

Pour terminer cette étape, nous aurons besoin du lemme suivant ¢

Lemme de Schur.~ Soit (s,t)w— K(s,t) une fonction positive, homogéne de degré(-1)

Soient g positive et h définie par h(s) =ng(t)K(s,t)dt.
o
Alors pour >1, ona 0]l I ol est une constante ne dépendant
pour p > 1, | S A g > A o p

que de K et p.

En effet |l h Ilp = ||JO g($)K(s,b)at Ilp = IIJo g(t) oK (1,2)at "p = IIJO g(sw)K(1,u)du || .

Mors en utilisant 1'inégalité de Minkowski 3

in I|P<j

" leton) I aw = gl [ Kt Peu = &l |
. yulllgisu pu-— gPL Juju u...AKgP,

4A
Alors théortme : appliquant le lemme de Schur avec K{s,t) = Kﬁ .
As +1

~

* 9% ¥*%
On peut éerire N (f) = Ilf6 I LS A I £ llp S A N(2).

P

~ ~
@. Passons & la deuxiéme étape t on sait que f6 —+» f p. p. quand 5 — 0.

On se propose de prouver que la convergence & encore lieu en moyenne d'ordre p. Mais

§

Le principe de la démonstration est de décomposer f en somme de deux fonctions de sorte

["fb-fllp—.o quand 8-—-»0J¢=—.>[:"f -I"Ellp——;o quand € et 6 ——-»0].

~
Quesiona £=g+h alors “hllp soit petite et “gs-gb Np—,o quand 6,5—’0.

En effet on a alors ¢+ Iim " £

-1 I € 24 I n I qui peut étre rendu arbitrairement
‘ e” 0T T Tp
€,0—0

petit,

Alors approchons f en moyenne d'ordre p par une fonction g indéfiniment dériva-
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0
ble et & support compact (g € Co e
. 0 :
Soit de plus ¢ & Co y § Dpaire et (f(O) =1.

Alors, & cause de la parité de ¢, ona,

=l = g(t) - g(x) ¢(x~t) a
s Jlx-tw, 3 % =%

Supposons que les supports de g et de ¢ soient contenus dans 1'intervalle
[—A g A]. La fonction 1t mw—s g(t) - g(x) t{)(x—-t) est nulle pour t =x et a une
dérivée bornée. Le théortme des accroissements finis donne alors 3
lg(t) - g(x) ¢ (xt)| M 1=t

Par suite, pour |x| 24, onaea

3A
5 ()| \<J lg(t) - glx) @(x=t)l i < 6AM.
=-3A

lge, Ix - 1]
D'autre part, pour |[x| » 2A on a
B

~ g(t)).: 1
IgE(X)l \ JlX-th,e | = tldt IET Jlg(’o)ld’c BT

A . . .
ou B est une certaine constante positive.

~ N .
De ces deux majorations, on déduit lge(x)l < T+_|X|- ol N est une constante bien

choisie en fonction de A, B, M.

N

TTixi F-Lp. Alors la démonstration s'achéve en utilisant le

Or P>1 =X v

théortme de la convergence dominée de Lebesgue.



Chapitre III

Transformée de Hilbert dans le cas de plusieurs variables

(noyaux impairs)

i,1,- Extension des résultats du chapitre II,

o
On se place dans En et .on se propose d'examiner f =f ¥ K = lim ?‘ ou K est
t—y O

omogtne et de degré (-n) et ol F'(x) =J £ (x~y)K(y)dy.
Rappelons que si [} € L(Z) et f¢ L' '; : 1 alors ;e existe presque partout et
'intégrale définissant ;’; est méme absolument convergente p. p.
Théorbme 11.~ 81 & est impaire, O €L(}), fel’ (p>1).
Alors |l ;E ”p (12- APIIQ“1, e "p ol Ap est la méme constante que celle
u théoréme de Riesz.
Preuve. Nous emploierons la méthode dite des rotations.

v)
L'intégrale donnant e étant absolument convergente presque partout, on a en

sant p =1yl, y= py' et en tenant compte de 1'imparité de L1

\ ®© . froo 1 '
}e(x) =J a(yv)(J .f_‘i’_(:_?_y_'.)_ dP)dy' = %J n(},')(J f(x"Py )-:(Xﬂ)y ) dP)QV'
2 3 P E ¢

uis en utilisant 1*inégalité de Minkowski @

~ 1 ® #(x—py" )-£(x+py*) :
ui’e ||P\<5J2|ﬂ(y')l. IIL 5 dp “pdy

ixons y' sur 2 et étudions

t p Y [} [} P
I o "wa(x-py )-Pf(x+py') dpﬂ . j I_( £ (x-py )-;?(xﬂﬁy ) dﬂ ix
£ P E Y

' définit une direction de droite Lo ; soit M 1'hyperplan orthogonal & Lo. Par x
®nons la paralldle L E 3 L. qui coupe M en g+ Alors l'intégrale miltiple I peut

¢ calculer comme suit si 1'on pose x= E + ty!



1 =JM a J’m ot ”mf [§ +(t=p)y*]- £ [E+(t+p)y'] dflp.

~0 ' P

Considérons l'application ¢t R— R définie par cp(u) = f(g + uy') alors

i°° £ [E+(t-ply']- ¢ fgj(t+P)y'J_ ap = jm ¢ (t=p)- @(t+p) ap=§ (t)
£ P ) 4 €
+o p ~ 0P 5 P
ar suite J dt l |” = "‘Pe " s AP " g " d'aprés le théoreme 10 (théoréme de M. Riesz
u chapitre II),
+o P
Alors I\<.A.I-’J ag J |20 +uy") |Pan = AP 2
Py ° dee P

l'oh le résultat annoncé 1 || ;e"p $ -15 Ap"ﬂ-“1 Iz "p v

Théordme 12.- K impair, f el® (p>1),

~

Alors 1lim “F -1 " =0
ed0  © ¢r
~ ~ ~
en particulier, 3f elf . ge lim " f‘_= -f “p =0,

E—~ 0

Preuve. La démonstration est semblable & celle faite dans le cas n = 1.
P . @
On peut approcher f dans L~ par une fonction g € Co
. . 00 .
On considere une fonction ¢ € Co , radiale ((P(x) = \p(lxl)) et telle que
§(0) = 1,

Alors comme dans le cas n =1, il existe une constante N, positive, indépen-

al = GLP (p>» 1) 3 ce qui permet dtachever la démons—

lante de € et telle que Ige(x)l $
1+|x|

iration comme dans le cas n = 1,

}2~ Quelques mots sur le cas pénéral.

Dans le cas général, on peut décomposer K en sa partie paire et sa partie impaire.

Lorsque K est pair, on a le théordme suivant que 1l'on démontbra plus tard (cf. chapi=-

ire V)



Théordmes= K pair, & € L Log+L(Z).

Alors "f&llp\(Bpllf“p p>1 et lim £ -2

e,0— 0

o +
La condition (€L Log L(}]) qui signifie :

j (x| Log"a(x1)] ax' < o

28.

ne peut &tre affaiblie. En particulier { e L(Z) ne suffit pas ; par contre, si r > 1,

+
L trai L Log L(}7).
Q,.e (Z) entraine { e L Log (Z)

Contre exemple. n = 2, &  mesure discréte : aux points 1 et

unités, sux points i et ~i on a des masses (-1).

2
1yl

Alors, x étant complexe, I = ff(x—y) -'(l(—dz-’—)- dy = ff(x - Peie) 0(36)

soit I = r % [f(x-P) + £(x+p) = £(x~ ip) = £(x + ip)]dp
0

posons alors x = & + ivl et supposons que f ne dépende que de §
+0

-1

P

on a des masses

dP ae ,

f(x)=f(§,7l)=f(§);alorsI=J _[fg p) + £(& +p) - 2£( ]dp

¢c'est une intégrale quasi~singuliere qui peut diverger partout, méme si f est continue.

3.3.~ Cas des novaux "variables".

Jusqu'ici nous n'avons envisagé que des noyaux "constants" K ol 2z me— K(z)

dépend pas de x.

ne

Mais dans les équations différentielles & coefficients non constants s'introduisent

0.x(2)

des noyaux "variables" : K (2) = —— .
1Z1

Théordme 13.- Si i) Vx 1'application =z w-——»Kx(z) est impaire

i1) swpla(a)] ¢ 0 (z) et J o (242" <

X

L

iii) fel® py1.

Alors ge(x) = J f(y)Kx(x-y)dy existe presque partout et
IX=yine
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o 1 * ~ ~
llfaup\(iAp"ﬂ Illllfllp et lim ufe-fau 0.

€yb—p0 P

Preuve t la démonstration est identique & celle donnée dans le cas des noysux "caonstants"

is on majorera i [ (') ¢ [8"(r)]




Chapitre IV

Applications de la transformation de Fourier aux intégrales singulidres

4-1 [ d R&EEels o

a) Soit f définie sur En j l'intégrale de Fourier de f est, formellement,

[

2(x) = (F0)(x) = Jf(y)e‘“i(’“y}dy ob (x.y) désigne le

produit scelaire dans En.
b) 8i f e L1, f est continue, bornée et tend vers zéro & 1l'infini.

c)Si fe L2, on peut définir f dans L2, de la manidre suivante

goit fR la fonction qui vaut f(x) pour IxI§R, zéro sinon ; alors fR € L1
et on peut définir fR par J.f’R(y)e--2 ltl(X"y)dy = fR(x)o On peut alors montrer 1'exis—

~ A -~
tence d'une fonction, soit f, f e Lz, et lim " ? -~ fR "2 = 0. On a toujours

Ree—p» @ 2
nf “2 = "f “2 (formule de Parseval-Plancherel). Il en résulte que si fn —I-‘——r £

A 2 A
alors fn —_— f,

d) Il est important de remarquer que si g € L‘a et T e L1 (resp. f e L2) alors
1 2 A A A
f*g=hel (resp. hel”) et h=~f.g
e) On peut définir, dans un sens & préciser, une formule réciproque :

A - *A
ty) = Jf(X)ez Rl(x.y)dx = (F £)(y) (Par exemple si f e L.i, alors

#y) = 1im j';,(x)eZKi('x,y) EX gy

€E— 0
£) Remarque 1 si f & ® 1< p <2, on peut éerire f = f1 + fz ol f1 € I..‘l et
f2 € L2 et on peut définir f = f1 + f2 indépendamment de la décomposition de f.

On peut, par exemple, poser £, =12 si £} » 1, O sinon.
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4.2.~ Transformée de Fourier du noyau.

'
Rappelons qué l'on a posé E(x) = 'n'(fl ) pour x £ 0 avec x' = r:—‘- de plus

1 x|
ael()) ot J o(xt)ax' = 0,

L

K(x) si eqixigq
Soit K&,'l le noyau tronqué t K_ _(x) =
'

E,Yk 0 sinon
slors K 6L1 et si ’1\: =f %K gi f €L2 alors f~ eLz
&7 &1 1Y ' we
1 bosle 0. lel et (¢ V'-2x .
&7 2 " g] 2 €N 61

Lemme 8. Supposons &k borné.

LY

Alors 1) K811 est borné en x, uniformément en € et L
'

2) si €0 et n— 40 (simultanément ou successivement), il

xiste une fonction K t.q. K& T((X) ‘— K(x) simplement, pour x # O.
’

Preuve 1 posons (x| =1, |yl =Py (x.y) = rpcosy ; de plus dy = pn—1dpdy'

K(y)e.é : i(x°y)dy i J A {j"l e-z i p reosy %.‘fldyc

L&IYI«Q Z 3

‘Q(y,){JRI‘ e_z r(ipcosqz d_g} gy
Er P

lors K (x) =

tpur r £0 IE (x) =
e,’r( 2
Soit g définie par g(p) =1 si 0 <p <1 et g(p) =0 si p> 1. Alors

- v . dp
Qly' )yt = 0 K (x)zJ\ 0 ')J xp -2 nipcosy) - g(p)| —tdy’' .
Lo z:y{u[(”’ s - e6p] o

Posons I = { } et prouvons que |I| ¢ 2 Log + C pour cos &P;é 0, C>»0.

lcos \9]

- Supposons d'abord e€r g 1( 1r

@

1 i r
I= J exp(-2 xipcos ¢) - 1 dp + F exp (-2 nipcosgp)iﬁ =1 +1
& 1 P

P 2
it .
Remarquons que |1 -e"|¢ Itl, par suite I1 £ 2,
T _amipa
Pour I = PCE . Alors si mr cosgy1 il vient s
r 2 on a 12 e b 'r( ¢>

COS(f
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dx reosy
|12|\<J "—*'Ij mng—” g ] ! -+ C
cosy 1 P cos ¢
R ix
o ¢, =Sule i;‘i-x .
R 1
1 dx 1
- i < —— T
Si 0<7‘rcos?§‘l lIzl\J - Logms?
cosy
- On & un résultat analogue pour cos ¢<0, alors on peut dire
1
ergt g 1 = III (Loglcos(?l +C1 + 2R
1 L er 1
- Si er>1,I=J =J -j -_—_:)III\(ZLogI |+2c
cos ¢ 1
er 1 1

| 1
- §i 1lr<1 I—_-J ..J == |I] § 41,
Er r

1
Alors dans tous les cas |I| ¢ 2 Log R_ES—‘P'

I étant majorée par une fonction intégrable sur Z et () étant bornée, la

+ C ol on peut prendre C = 4K +ZC1.

-\

fonction Ke,'l est bornée indépendamment de € et de 11.
’

La deuxi®me partie du lemme est conséquence du fait que I converge presque partout

lorsque €-— 0 et 1( —> 00 et que I est dominée par une fonction intégrable sur

E, indépendante de & et "lo

Inégalités d'Young. Rappelons i

Soient ¢ et " fonctions continues, strictement croissantes, réciproques l'une de

l'autre et telles que Q(O) = yY(0) = 0, Alors
u v

Lp(s)ds + J q)(t)dt ! gp(a) + v qr(v).

Yu,v30, uv \<J
0

0

Prenant meintenant Lp(u) = Log(1 + w) == W(v) = ev - 1, on obtient

Yuv 30, wuv ¢ u Log(1+u) + v(ev—1) & u Log(1 +u) + ve' .

Remargue importante.

J

Z

D°nn0ns méme une condition moins restrictive.

Dans la démonstration du lemme 8 on a utilisé uniquement le fait que

Iﬂ(y')ILog IE%(PId‘Y' ¢ 0o Pour cela il suffit qufil existe p> 1 +tel que &b eLP(E)
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Utilisant alors 1'inégalité d'Young svec u = |&(y')l, v = A Log| ?I
cO08

od A est un nombre strictement positif domt on se réserve le choix, il vient

lay!)l Log| —

1
gila(y’)lLogU +laly]) + — A hglcol |
|cos 9| ¥

1 .
Log|—— 5| est intégrable sur 37, i1 surrit dono

cos (P

Or pour A assez petit,

[ cos ?Ix

d'assurer que |{)| Log(1 +|Q]) € L(Z:), ou ce qui est équivalent, car Z est compacte,
+

que | Log ] € L(E). On a donc le lemme.

AN
Q(x')dx" = 0 ; alors K__(x) est borné en x,

jz bl

uniformément en e,‘rl et converge simplement (pour x 74 0) vers une fonction K.

Lemne 8 bis.~ & € (L Log L)(}),

Théordme 14.- Supposons ) € (L 1og+L)(Z) et J a(x')dx! = 0,

L

~

~ ~
Alors V£ e L2, Jte L2 te11ed"%fim ¢ - ¢ i, = 0.
;)
1T
~ A A A ~ A
On a de plus (f) =K. et |[If ||2< Ml II2 ot M = SuplK(x)].
x
s 2 ~N oA A A
Preuve : Soit f 1la fonction de L° définie par (f) =K.f.

) =f2(K~K__) et il en résulte que

~ ~ ~ ~ A
fe-2 .= H(e-2__) | _Ilf(x K
eqle = E-2e0) 1 ey !

-\ A
Mais |K ,'{ | §M et K Tlx ) —»K(x) x # 0. Alors par le théordme de convergence
y y .

dominée de Lebesgue ||f(K K 2 —>0 quand &€ — 0 et > +HO .

o'l

~ A AN ~
La majération résulte de s li¢ uz = Il(%') I, =IlKe [|2\< Mile “2 =Ml ||2.

2
Théoréme 15.— .
(1) Iz(x) =J O(y? gicos - }-25 sgn(cos qJ) dy
Z { 9 }

1 si coso
ou sgn(cos \f) désigne le signe de cosy sgn(coswf) ={ 0 si cosy:0
-1 si cosygo

Preuve t La fonction K & été définie par



A o =2nripcosy
K(x)= lim J Qly') U — dpl ay' .
A— O A 4

L'expression entre orochets se met sous la forme R + il ou R et I sont réels. Il

est immédiaty par changement de variable,que lim I = -sgn(cos ?)J il =—-§sgn(cos?)
A—— 0 0

Quant & R, on peut 1l'écrire i

+® © | 1

R=J fﬁﬁdt:.j °°:tdt+J °°“‘1dt+f -‘1—*1
2R\ |cosyl 1 2% }|cosyl 2rAlcosy)
1 cog t = 1 fqs .

d'od R = Loglcos ?I + A(N) +- —————— dt alors utilisant le fait que

21T\ lcos gl

X O(x')dx' =0, ona

L

A 1
partie réelle de K = j (y? )Loglco:? I"' lim JZQ(Y') {J 20_5%:1_ dt]d."/"
A— 0 2rAjcosi)

il suffit alors de remarquer que l'on peut passer & la limite sous le signe f gréce au
théortme de convergence dominée,
Remarques.
= Cette formule peut servir de point de départ pour 1'étude des intégrales singulidres.
- ﬁ est homogtne de degré zéros
résulte de la propriété plus générale : £ définie sur En homogdne de degré (- a),

alors f est homogine de degré (-n+a) car

BAx) = ff(y)e-Zirt (Axy)ys o J‘f(y)e-ziu (A7),

il

Jk“f(t)e_z wi(x,t) g::l _ :Hx ;m
A A

-8 & e (L Log+L)(Z), alors K est borné

résulte immédiatement du lemme 8 bis 3 lK s M.

-J' Iz(x')dx' =0
X

. 1 i , .
en effet JZ K= JZ dx! jE a(y'){Log -'-m ~ -—2—-sgn cos?}dy s solt encore

e
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A 1 ni )
J{: K= Jzﬁ(y') UZ Log |c_o§'ﬂ -5 sgn{cos tp)dx'jl dy' ; mais le [ ] ne dépend
fvidemment pas de y' et on a donc J ﬁ =J Ch(yt)dy' =0 .

&

i

- Si K est impﬂ.ir, K(X) = e ——f a(y')sgn(cos ?)dy' = =11 ﬂ(yi )dy’
L.

2

&fu)

ol f(x) désigne 1'hémisphére ol cos ¢ ¥ O,

4.3~ Applications.

&) Cas classique n = 1.

+00
~ 1 £(t)dt
Soit f(x) = -'-‘_j —— = (H£) (%),
-0
Le facteur }( a été introduit pour des raisons de normalisation,

A A
y)(x) = £(x)(~isgnx)

2 mRy 1

Soit £ eL”, alors (£)(x) = £(x). (5
A _ :

en effet (-;;) (x) = V.Poj% e 2 ruxydy = ~-ni sgn x

alors n?%=|u5‘u

f(x):—ljf(y) dy «

A -~
5 = ||f||2= ili’llz et H2f=-f d'od Hf = —f donc

L X -y

Cette dernitre formule, démontrée dans le cas ol f € L2, reste encore valable si

tet? (p > 1) car elle est vraie si f est bornée & support compact et H est conti~

nue,
b) Cas, n = 2 (considéré pour ia premitre fois par Tricomi).
Nous bénéficions ici de la théorie des séries de Fourier. Dans cette perspective,
étudions le développement de la fonction ¢ - Log l i l - H— sgn(cos (p).
‘ cos ¢ 2
Ve .
Log(1 —Z)=—Z -ZT:,|Z|\<1 z #1 pour z=921‘9 et en prenant les
m=1
2ipy 28k y2
. ' 1 "e i
parties réelles 1 LongSin&pl =2 A =—“7*L0g| I ‘—'Z —-—()——-

[ 2c08 ¢ 2p ]
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2 cosy [2p|

goit enfin @ Logl

L]

sin

3y . +sin(29+1)? .
ae e 29+1 [ W ]

D'autre part sgn(sin (P) = —[sin g+

ivy JPl

. 21 _

it spleing) == T o ate - Elemleony) = T ML
v impair ¥ impair Il

Alors en regroupant ¢

log|— |_£E.S (cos ¢) = Tog 2+ 5 elmq)( i
gcos? 5~ 'sgnlcos ¢) = Log -i .
I1 sera commode d'utiliser la variable complexe (x1,x2) ~ :rc1 + ix2 = pele
K(x) =jz 0(y")6(y)dy" od G(p) = Log cos ‘PI - —sgn(cos ¢)
E est ici le cercle unité et K étant homogdne de degré zéro, K ne dépend que de
6.
N 2R
Alors K(8) =J 0(t)G(8 = t)dt »
0

Soient (0 Z c e (co =0 car c = JZ 0(8)ae = 0)

et G(g)~ Y1 (i)™ 9 4 1og 2 .

Imj

A jmi
? —
Alors K(8) ~ 2« E c (_lil)ﬂ—— eime .

Cela montre que I% est 1ié & la série intégrée de celle de (A, on ne peut donc espé-
rer que toute fonction 2R -périodique de valeur moyenne nulle soit la transformée de Fourier
'un noyau. Cependant :

Théoréme 16.,— Toute fonction 2n —périodique, de valeur moyenne nulle et de classe 02

est le symbole d*un noyau dont la caractéristique est continue.

jm} Alal
2 ' im@ t 1 Ym (-1) im@
Preuve s Soit ¢ € C, ¢ :mee = 2“2 2K (_i)lml jm) ©

. .
im@
Posons alors ([} = E : c e



3.
g e ¢ — " e L2(0,2K) ===>Z'|m2[m|2 <o
' 1 ' 1 n2 1 1 '2 2 1
alors Z Icml Ty Zlm X’ml = Z | w {ml ‘ol $ -2—,-{(2“11 {ml )%-(E ;—‘-2-)7 < @
n

il en résulte que la série définissant (% converge absolument et uniformément, d'ol le

résultate

Remarque .- L'hypothtse ¢ € Cz est un peu trop forte et peut étre réduite. Mais en

tout cas 1'hypothdse ¢ & 01 ne suffit pas.

A

Théordme 17.~ K est continu.

A

Preuve 1 1'idée est de décomposer K en la somme d'une fonction manifestement continue
ot d'une fonction dont la norme uniforme peut étre rendue arbitrairement petite
12 =4 %G od  Glp) =Log|——1—-l— i sgn(cos \P) =g+h
cos ¢ d
b bornée, £ sommable =) £ ¥ h continue j occupons nous de [} % g,

/A

d'aprés Young, a,b,A> 0 =ab  Aa Log(l + Aa) + (eb -1) .

or Q el 10g+L et elg|h ost sommable pour A » 1.

Soient Fn = {6 s 18(0) > n} et ?(n sa fonction caractéristique,
décomposons ) = XDOM- (1 —Xn).ﬂ: alors (1 = Xn)ﬂ est bornée et g est sommable
donc (1 - Xn).ﬂ. » g est continue. Posons fn = Xnﬂ x g et montrons que | fn "w peut
dtre rendue arbitrairement petite

It (=)l «j (01X ) (x=y)le(y)l ay AXZ [161X_tog(1+aXN)] (x-y)ay +J ('8 A0) (ay

1 I\ J

d*apres Young 13

| A
9g|/}‘ ~ 1 —> 0 en décroissant lorsque A —+ 00 "—=)J (elgl/ - 1){yldy — 0

L

foit €> 0, fixons A > 1 te Qo IBIS%.

Lors A:J )\[IQXDILog(HIQ,XI)I\l)] (u)du car an est périodique

A> 1 =g]a] < XLog)\J' oyt | (u)du +)\f [lﬂx, lLog(1+l\Q:X l)] (u)du
E n 2] n n
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+
0 e (L log L)(Z) == () GL(Z) == || est fini p. p. == |.Q.|Xn —+» 0 p. p. qitand
n—+o puis 1Ql et 1O| Log(1+10)) sont des majorantes sommables =% A —p 0

quand n —> @,

» . img *
Noyau particulier. {) (8) = al ¢ \m} pour m fixé m e€Z
n im!
(1)
alors K (8) = eime = AQ (8).
m m imb
Soit H_ la transformation correspondante (H f)(z) = —tm f’(z-—Pelt)E—dP dte
m m 2 (_i)lml P

Alors H-m est la transformation réciproque de Hm

H = (H, ",

Application. Revenons au cas général ¢+ Hf = f % K.

A aa imi , tmp AN
Hf=f.K=xf2r(Zc -g-;-LT).T—eimg-:ZKZ:cm%— H, ¢
( )lml
d'od Hf = ZKZ I Hl:lf formellement et ol H1 est 1'opérsteur de la trans—

formation de Riesz. Prouvons alors le 3

2 +N | .)lml
Théoreme 18.- f € L = [|Hf - ZZR 1 R'f “ —>»0 quand N— + @,
X jmj
( Iml A
A R AT S n ][NPV (R

A

A
O0r X est continue == c, = 0(-:;) == la série converge vers H.

¢) Cas général n » 2 xJ Q&P =03 f GLZ.

2

La fonction f considérée est scalaire, mais K peut &tre vectoriel @
K=(K1, eeey Kn) H f*K~‘=(f*K1’ ...,f*Kn).

x?

En particulier, considérons K(x) = — = = noyau de Riesz.
Ixi ix|
¥
On a alors £ K =Rf = (R1f’ v09y Rnf) ol ij = -W *» P,



Théoreme 19.—- (-—-) = Yx' ol ¥ est une constante ne dépendant que de n.

LY
Preuve : le noyeu est impair = K(x) =

N

x'
|x|

o (y")dy

-x j_Jl
3 x)
écrivons la démonstration dans le cas =

pour tout systime (z1, cuey zn) orthonormé on a t

aly') = (y'hx,) Z: (y! 174 )e (2%, )
=

prenons alors (z,, eesy zn) orthonormé avee z, = 0x', Alors

1

n
.Q(Y') = (.'Y' ,X')('X' ,11) + Z (}" 'zj)(zj1x1).
J=2
Seul le premier terme donne un résultat non nul aprds intégration

— t t 2 )dvt = — 14 1
K(x) i x1j (y',x")dy Riv_Lxi

ol v représente le volume de la boule unité de E .
n-1 D1

Calcul de v . Soient vn le volume de la boule unité de En

p-1
v 1'aire de la sphire unité de En

n-1

d(vrn)=wr v =nv
dr' n n =Y =t

I= fe"x'zdx - (‘rm e_tadt)n = (V)"

—D
0o} -1

n

41} 2 +0 2 W 1
I =J do'J Pl pn"‘idp =W J o f pn_1di) = % J e yd =gV iz
Z 0 0

L
n+1
= - rtivn_1 = =1 l:n___J’__z;— ¢

Alors on normalise la transformation en posant en fait ¢

(Rf)(x) = 1Jf’(x—-y) ——-):-I—l-ﬁdy, et on a le théordme suivant

M

39.



n
Théoréme 20 .= E R: 2 I o I désigne la transformation identique dans Lz.

=t
A A AN A
Preuve & en effet (Rf)(x) = £(x)x' , (R, f)(x) = £(x)x!

i (@) (A2 g5 (B2 7) = £ =3 R
puis (R,2)(x) = (5 ===>ZJ =f =)



Chapitre V

Etude du cas du noyau pair

5ol o= Introduction.

a(x')
n

Soit K un noysu quelconque, K(x) = ’ J. Q(x')dx' = 0.

Ix|

le
On peut ﬁécomposer en sa partie paire et sa partie impaire : K(x) = K'(x) + K"(x) od
px) = %[K(x) + K(-x)] , K"(x) = Jz-[K(x) - K(-—x)] .

Evidemment K"(x*)dx? = 0 ; 11 en résulte que J K'(x')dx* = 0.

Iy ;

Alors d'apres les résultats précé.dents, on & ¢
URr % 2 ll_<a el pur f£el?, 1<p< o,
IR G r RS
I1 ne nous reste plus qud examiner le cas oi K est pair.

L'objet de ce chapitre est en fait de démontrer le théordme 3

ai(x') , J
ixi© Yy

~
[4»1) et posons f& =f*KE ol K& est le noyau tronqué 1

Théordme 21+~ Soit K pair, K(x) = Q(x')dx! = 0 ; supposons ﬂeLq(Z)

K (x) =

K(x) si ixiy e
€

0 sinon.
~
Morst i) 2 ) ¢ A o el 1<p<m
) E'p p,ql a P P
ci\ . . P v
i1) il existe £ € L' te qo ﬂfs-flip-—>0 quand g —» 0

iii) I| £ ups Ap . I allCl £ ||P .

’

Idées de la démonstration.

-~ Le point vraiment important est le point 1), et il suffit de le montrer pour un

msemble de fonctions denses dans LP, par exemple pour f € C:O °
X
-navaque Rf=124%C J ot C est une constante universelle convenable et

J o+l
- 2
W ) R £ =2
—

IXi
n 2 n
- =§ ' =9 R.(RK f oi R, et RX sont
Alors formellement : K¢£ R, Kf = [J( 4 )] * ; 5
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jmpairs et homogtnes de degré -n (cf lemmes 9 et 10 ci-dessous).
Remarque.- Le résultat (convenablement modifid quant aux majorations numériques) sub-
siste dans ses parties essentielles si on suppose seulement O e (L Log+L) (Z). De fait

on aura par exemple 1

Y e +
i) e I, € AP[J loflog lalax +A]lle Ilp »

Avant de passer & la déménstration du théordme annoncé, établissons les quelques

résultats préliminaires suivants .

5,04~ Lemmes préparatoires.

Lemme 9= La convolée de deux fonctions f1 et fz, paires ou impaires, est

~ paire si f1 et f2 ont la méme parité

- impaire dans le cas contraire.
Preuve.~ g(x) = f1 * fz(x) = ff1 (y‘)‘fz(x—y)dy

g(=x) = j £, (y)f2(~x-y)dy = f £, (—y),fz(—xw)dy d'ol le résultat.

Lemme 10.- fj homogeéne sur Eny de degré o i=1, 2.

'-j.

alors f1 # 1’2 est homogéne de degré ot1 + cx2 + Ile

Preuve o~ " « .

. (1§
gx) = jf1 (y)2, (Axy)dy = fk 1f1 (t)e A 2f2(X~t)And’o = A2 )
(A> 0, onaposgé y= At)s
Leme 11— £€L, Qel'(Y) 1<g<o
alors R, (K

J7TE
Preuve.-~ Remarquons d'abord que K ¢ & 1L, En effet 1

[0.0]
jlxe(x)lqu = j |E(x)| Yax ===sz,(x')l‘1 [[ 'TEI%?;E-TS} ax! =B 1O ll(1 < oo

g p
On en déduit alors que Kef = KE* ?ell (Lq # L C Lq).

f)=(ijE)*f.

1Xiy €

Par suite R (K _f) = Iim R, (K_f) (limite dans L) od R,  est le mno
J € j6 [ yau R.

® 30 3% j
tronqué 3, § .
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Or [st(xef)] (x) = j 1§ x"‘Y) [J y—z)dz] jf (z) [_J 38( ) z)dy]dz ¢

V'intervertion des intégrations est justifide par le fait que la dernidre intégrale écyite

1
javerge ebsolument : en effet K el ot R, oLl & %+ ;1-, =1 j alors, d'aprés

36
flder, flR (x=y yzldySM, puis faL1.

Posons y =z + t, 4l vient 3
[BJS(KSfj(x) = Jf(z) [‘[ n (2t )K () a6] dz f £(z) [(st %K) (xz)] az «

erd ) 1 .
Mais K alors R 5 * Ke -ﬁ # K, d'aprés théortme 12
Enfin f e L1 ot fx est alors contmu de L' dans 11, Il en résulte que

[py f)] — BB v e RE et

) ]
Lemme 12¢= Soit K(x) = Q(i ) pair homogéne de degré (~n).
x|

Supposons ELq(Z) 1$¢ , J a(x')dax* = 0.
Fixons j entier, J e [1 y n].
Alors il existe un noyau K impair, homogdne de degré (~n), tel que
Ii& K"——'E lorsque & =—p O ot ce dans le métrique de Loo’ sur tout compact ne
botenant pas 1'origine.
Preuve.~ Pour presque tout x (et & < TL) on a ¢

R, (x=y) K(y)dy

[Rj * (KG' K )] (x) = JRj(x-y)(Ke_ Kr() (y)dy = 3

1 L‘!.’)’Iﬂl

Soit encore

X, =Y,

[Rj % (B~E )] (x) =C I

mww-cj
t eqy:qlx-yl

E<l?fl<"'(

=Y X
] )
ra nl n+1j|l K(y)dy

%=yl IXl

lar J K(y)dy = 0. Alors par application du théordme des accroissements finis
E<|yl<1l

X X, = X,
+2
'la fonction x Ay -—%_;1- y on obtient J ni‘l - 31+1 < (n )'Z-&ld 0<O <1,
(x| |%=y| 1x| |x-Qy|

Nous imposant maintenant 0 < & <1< %lxl, on obtient 3

X, -
uj— xj 2(n+2) On en déduit s
L E— n+1lyl'

T x x|
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R, x €~k ()| ¢ —A_
“J* c *l] l\ 1x*H Jeuym'(

' . Ala I
Soit enfin I[Rj * (K&—- K'l)] (x)l < _;;F‘:r 1{.

Ainsi (R 3 * K&)(!-) satisfait une condition de Cauchy, par suite R;j *»K ¢ tend, dans la

1
IV E(y)| dy = A _[a J 1aly' )} dy
|1|n+1je P 2

, 00
nétrique de L~ et en dehors de toute boule |x|g§&, vers une limites

* *
Soit K (x) = 1lim (Rj %K )(x) Comme Rj » K est impair, la fonction K le sera
86— 0 M M
aussi presque partout, f.ee K (~x) = K (x) pe pe
*
Quitte & changer K sur un ensemble de mesure mulle, on peut supposer que

# *
k£ (—x) = K (x) partout.

D'autre part ona 1 Yx, VYA > 0 Ax) = A (R, x
P Vv (1,53)( ) 3/%()
Il en résulte que pour A fixé >0, ona K (/\x) e }\_DK (x) pour presque tout x.
*

Ici 1l'ensemble exceptionnel de valeurs de X dépend de A . Mais K est mesurable,
de sorte que 1'égalité précédente reste valable presque partout en (A, x) dans le produit
Jo, +oof x E .

Soit Z 1'ensemble négligeable des x tels que 1'égalité n'ait pas lieu pour un

- _%*
ensemble de valeurs de A de mesure strictement positive 2 ={x j l{l s K(Ax) £ A K (x)}l)(ﬂ.
Soit EP une sphére centrée & l'origine et de rayon p tel que z: N Z ait une mesure
P

~

superficielle nulle (un tel p existe d'aprds le théordme de Fubini). Définissons alors K

par @

i . X

K(X) = (le) (-I_x_]-P) 81 1740 et m?#ZﬁZP
K(x) =0 ailleurs.

I1 est immédiat que K est mesurable, homogéne de degré (-n), impair.

~ *
Montrons que K =K presque partout. En effet soit x £0 tel que

Pq?

xo = ._xx_. p 7( ZN Z On exclut ainsi un ensemble de mesure nulle. Alors
)

At K(xo) = }‘_n K*(xo), mais A K (xo) = (/\ xo) pour presque tout A,

~ *
tomme Z N Z est de mesure superficielle nulle, il en résulie que K(x) =K (x) presque

Partout,
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~

Lemme 13.~ Le noyau K défini au lemme 12 vérifie, pour q» 1
IE(x")ax' & 4O I o
f $ qu llq

De plus, si on pose Ae = RdKe— (K)&’ on at

1
Ael’, IJA&II1 kN llallq-

~ aJ
Preuve : Observons d'abord que j K(x!)] ax* = s |K(x)|dxe I1 suffit

. 2 JKIXI §2
de remarquer que K est homogine de degré (-n) puis de passer en coordonnées polaires.

D'autre part, par un ergument déjd utilisé dans la démonstration du lemme 12, (prendre

1= -;-, et faire tendre € vers zéro) pour x| 1

B
o~
IR_K%(x) - K(x)l < ﬁﬂ I a "1 < qn+1 loll car 2 est compacte
’ x| x| 4

de sorte que j IR X, (x) - i(x)| dx $B' QI
Tgixlig2 jK* 4 1

Puis J |R K, (x) ax|¢BIRE N sc UK 0 gc' Uall
Tcixig2 2 I BT B q

(la premidre inégalité est obtenu en utilisant HYlder, la deuxidme est vraie car R, est

J

impair, la dernidre s'obtient par passage en coordonnées polaires).

Alors il en résulte immédiatement (lg(x)! < leK%(x)-E(x)l + IRJ,K%(X)!) que

1Kl ax g A 1 Gl
L\ﬂxuz " 4

En ce qui concerne A (f) = Ae(x) et par suite

1
d'abord —_
on remarque d'abord que = A1 =

E
JIAE(X)I dx = f|A1(x)l dx. Il suffit donc de prouver le résultat pour € = 1

E’

A 1, = IIRK (x)~(K), (x)] ax \<J (R, )(x)| ax +J IK(xlax +| 18, &l
L i 1 IX} § 2 J1 1gix1§2 Lm’
s0it ]IA1 I I + 1, + 15

Pour I1, on a

1 "
11 \<AIIRJK1 llq\< Aun1 uqs Aq lln,u(1

Par un argument déjh employé.



Pour I on a t

2’
1 ~
LS s Izlx(x')lax' salal .

Pour I on a.!

31
od -n~1
I =f |x(x);dx\<f A ™ Lol ex ga pa
Ixi) 2 Ix}» 2 1 4
Les constantes Aq sont évidemment différentes. En regroupant ces résultats on obtient

de suite 1'inégalité cherchée,

5.3,~ Théorémes.

Rappelons alors le 3
a(x')

x|

Théordme 21+~ Soit K pair, K(x) = ’ J D(x')dx' =0 et de plus

o e}, q>1.

Posons i’E =f % KE ol KE est le noyau tronqué
K(x) si ixiy ¢
KE(x) =
0 sinon.

Alo 1) e A £l 1<¢p <o
TS ) eHP\< qulﬂllql lp P <

14

1i) il existe £ 6 I¥ +t. q. llEE-fllP——)O quand & — 0

iii) 1te np\< Ap . Imuq llfllp .

L

Preuve 1 Occupons nous de i), on a !

ijech(st) = (ije)f = (K)E £ +AE1°

fe sorte que [R.f (“i ei_+ llA 2
q le“p\ ()E llp |Ae P

~
lis K est impair, donc @

Ik ¢ | \<A.J
E D ? Z

Puis en utilisant 1!inégalité de Young :

IR(x)axi, Hell ¢ &t Hal el
P q q )Y

P

nzxafup < lIA&n1llfllp\< Aq lm.llqlllfnp

el ol .
q P q

n n
. 2
fin 1K £ | o | Z:;} RELl x4 32 1: IR (Ket) I € &)
J-— ==

Passons au point ii)s. La démonstration est analogue & celle utilisée pour prouver le
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théortme de M. Riesz (théortme 10) 3 décomposer f en une fonction g indéfiniment diffé-

rentiable et & support compact et une fonction h de norme [l "p petites

Alors ge tend vers une limite, §‘, en tout point et de plus

g, )] ¢ ot IIEG—EIIP — 0,

T+1x|

Enfin le point 1ii) résulte immédiatement de i) et ii).

5.4.~ Extensions.

&) aux noysux quelconques ‘3

1
Théordme 22.~ Soient K(x) = \Q,(xn), O e Lq(Z) q> 1, J’ H(xt)ax' =0
Ix|

et £elf, 1<p<m.
Mors 1) U )_s4A Wzl
lpsdyiti,haig

ii) EEeLP to go lim Il?-?e“ =0
g——r 0 P

50 1 (. tal.
iii) || “p““p,q" Ilp "‘Q‘Hq_

Preuve 1 il suffit de décomposer K en sa partie paire et sa partie impaire, puis

d'appliquer chacun des théoremes concernant ces cas particuliers,

b) eux noyaux "variables" 3

Pour terminer ce chapitre, nous allons énoncer un théoréme concernant les noyaux

dits "variables", sans en domner de démonstration.

nx(z)

Théordme 23.- Soient x eE, zeE et K (z) =
—_— n n x lzin

avec ﬂx(z' )zt =0

5

Considérons Qx(z') = Sup |ﬂx(z')l et supposons ) eLq(Z)

xeE
n
. . . 1 1
soit enfin q' le conjugué de q, 1 + 3! =1.
On pose fe(x) =J f(x—y)Kx(y)dy.

iyl e
Alors si fGLp,vp> q', ona

i) &Ap,qllfllp "ﬂ*"q



i) 3t el 4. g, be-2 0 —»0 quend € —0

ii) | A ey b .
iii) |f llp< - Ilp Qix llq



Chapitre VI

Opérateurs singuliers et équations aux dérivées partielles

6.1s= Algtbre des opérateurs singuliers généralisés.

a) Jusqu'ici on n'a considéré que les opérateurs du type 3+ K1 £ mw—3 Kx £
ot K est singulier j mais dans le cas général on est amené & étudier les opérateurs K 1
{ wa—y Wf + H % £ ol H est singulier. On dit alors que K est un opérateur singulier
généralisé, On notera .0 K = p.+.ﬁ le symbole de K, elors
A - a

Kf = (p+H)f=0¢K.f.

(onsidérons pour n = 2 H tel que H e 62(2), HA0, H homogine de degré zéro,
' 2z

o & alors l € 62(2) et -1- est homogéne de degré zéro. Soit -t x-—@-— .
H H 21 H(olo)

(onsidérons G = ; - v 3 alors G est homogine de degré zéro, G € 62(2) ot

H
1 2“', "

-ﬁ-J G de =0 d'aprés le théoréme 16 G est le symbole d'un opérateur singulier,
0

Per suite si £ =Hf ona f= b
~ z AA L
f=H =Ff=H =<7

LY LY
£+ Gf j en effet 3

% Y ~ ~
f=(p+G)f =f= uf+Gf o

=

== e

b) Toujours pour n = 2. Soient H1 et H2 deux noyaux singuliers, Hi € ez(Z)

pur i =1 et 2 et considérons H=HH ., On a3

12
A A A A A A aa 1 2k, .
Hf=H1(H2f)==;Hf=H1,(H2f)=H1,,H2.f=(}t +G)f o p.=-2-’-:-Jo H,H,G6 o

bne, en général, le produit de deux noyaux singuliers est un noyau singulier généralisé.

Plus généralement, soient Ki = By + Hi i=1,2 alors

KK, = pt + B =KEK 1o
On a donc le résultat suivant

Théordme 24.— Les opérateurs singuliers généralisés forment une algdbre commtative j

e plus si ¢K ne s'annule pas K est inversible dans 1'algdbre,
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c) Pour le cas ol n > 2 les résultats précédents subsistent mais on ne connait pas
les "meilleures" conditions & imposer aux noyaux. Cependant on peut donner le résultay sui-
vant !
Théortme 25.~ Si H est homogéne de degré (-n), He eoo (En\ 10}),

J. H(x')dx' = O alors H est homogine de degré zéro, H ¢ €~ (En\ {0}) ot

j ﬁ(u')du‘ =0,

Réciproquement si L€ ‘em(En\ {0}) est homogéne de degré zéro avec J. L(x')dx'=0

z

glors L=H ol H satisfait les conditions du théordme.

6.2.~ Applications aux équations aux dérivées partielles.

a) Notations et rappels.

n
o = (d1’ az’ ceey dn) avec dj GN; luhﬂg“j et ol =a1t “21 Xy ant
o d1 & “n )
pour X eEn on note x =x1 ° x2 ) xn sl x= (x1, x2, ceay xn .

lxl o « &
o «
D f déSigne 3 da d“. f = (—aa-'x) f = (a—:—) 1.(6—2-) 2.00(%‘) a f .
ax1‘ 0%, % ees bxn 1 2 n
A tout polyndme en n variables P(x) = Z 8 x*  on associe le polyndme de dérivation:
ldi§n
o

P = °
(D) 2 & D

&l § n
Soit fe €% telleque Voae N et Yk eN on ait (D“f)(x) = O(le—k) si
Il —» o on pose E(x) = (Ff£)(x) = Je_zni(x’y)f(y)dy, alors

3,%)’\ (x) = 2ri x, tx) donc (P(D)E) (x) = P(21ix).2(x).
J

Par exemple si P(x) = xf + xz +oeet xi = lxl2 one P(D)f = Af et

(Af)A (x) = —4K2|x|2.f(x), Si ¢ est "arbitraire" on définit kp(D) par
A A
(?(D)f) = @(2rix).f. Alors si on prend Pt X mwy|x| on peut définir |D} = A,
A A

On & aingi AL =21 Ixif
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A
puis Amf = (2 n‘lxl)m £ en particulier /\2 == A et A= (- A)JAF .
De méme
)
3. o p o (X% e o~ el ox & dal (A
(ax“ £) = (2rix) £= () L L2mx) =i () (A f)

) x & 00
mais comme (m) e § (En \ {0}) et est homogine de degré zéro,

«
on a (T}z—‘-) = t‘)‘K(x ob K _ est un opérateur singulier généralisé

a“ jod

dong == £ =i K )\w‘l O
o o
¥x

b) Applications.

On se propose de trouver f telle que P(D)f =g od g est donnée et P un poly-

2 L«

néme homogine t P(D)

(x| =m .ad °
Ona P(D)=iKA" o K= 2 a,aKm est singulier généralisé et
o =m
P(x)
kK= E aaUKa T T
1o} =m x|

c'est par définition le polyndme caractéristique de 1'opérateur P(D).

¥x
Supposons P & coefficients constants. Si P(x) ;é 0 élors P(D) est dit elliptique ;

m doit &tre pair et on a /\mf = (—A)m/zf.

L'équation aux dérivées partielles devient
k
KA t=g (k=mn/2)
et comme (P(x) £0, Vx) == (K 1 existe) on & Akf =K 8= h.

Supposons maintenant P & coefficients variables

P(D) =2 8, (x) P(D).

jxj =m
se met sous la forme Mdfﬂd { alors
m m
P(D)f =1 [é\:.:m {ad(x).pa-k 8y (x).Hd}:l ANE o

Désignons A'f par ¢, il vienmt
P(D) = £ = Alx). p(x) + J K(x , x-¥) ¢(y)dy
ol K(x , z) = 2 au(x) Ha(z).

lot] =m



Chapitre VII

Quelques problimes ouverts

7.1 o™

Soit I' une courbe fermée rectifiable simple et soit f£(f) définie sur [ .

0n considére 1'intégrale j f-gz_-gsi, zel,

0n peut la définir comme valeur principale

V. Po J fﬁqg—: ].im I
P P77 e 0 JINA

AE étant un € -entourage de 2z, wun arc de [ 3 A peut &tre l'arc de [* centré
en z et de longueur 2&¢ mais Ae peut aussi 8tre la portion de ' comprise dans
un cercle centré en z et de rayon &. En presque tout point z de p les deux
considérations sont les mémes.

Si [ est un cercle ou une droite on se trouve dans une situation connue,

Si f €L, la limite existe presque partout.

La transformation £ A~~~ V.P,j‘ préserve certaines classes.

Supposors z € I(["), I(I') étant le région intérieure & la courbe. La fonction
Fz) = —1-J £(8§)ds est alors ané,lytique (Privaloff). En presque tout point de [

2ri z -
s §

l'existence de F équivaut & 1l'existence d'une limite non tangentielle et on a

£(5)d
pp. lim [2 mi F(s)] =V°P°J T;(‘g"i"f;i' r Sl
z—¢ ' o °
o
Le probléme général se réduit au cas ou la tangente varie contindment ([ e ‘e‘ )

et f est continue.

1+€

Si Teg (ice. 1'angle de la tangente satisfait & une condition de Lip.)

le problime est résolu.
Dans le cas de plusieurs variables le probléme est différent ; on est amené A
étudier une convolution sphérique, La difficulté provient du fait qu'il n'existe

Pas de champ de vecteurs continu sur la sphére.
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7.2~ (Calderon)

Soit a(t)e /\1 (On a donc |8'—(+'-)—€'-_'_;MI\< c)s

P a(t) - a(x)

On considere 1'intégrale J_m T £(t)dt.

L'intégrale existe-t-elle (pour chaque x ou pour presque tout x).

Si oui, quelles sont ses propriétés ?

Peut-on définir cette intégrale comme opérateur ? Si oui quelles sort les proprié=~
tés (de classes de fonctions) préservées par cette opération ?

Le cas général peut se réduire au cas ol a(t) € ~€1' et f continue & support

compacte

To3e~ Intégrale ultrasinguliére.

1o}

On considére l'intégrale J f-:(-_(:-:l dt. Par différentiation formelle on obtient
=00
J ()
- (x-t)k+1
Etudier 1l'existence et les propriétés de ces nouvelles intégrales.
© o
Si k=1 on posera par définition I(f) =J 20 gy -_-J £ (xtt) 4 (x-t) 28 (x)
2 2
-0 (x-t) 0 )

Si felL, la difficulté réside au point + = 0.

Etudier les conditions nécessaires et les corditions suffisantes d'existence de
I(f) dans un ensemble,

On voit que si f est dérivable I(f) existe p.p. et si f est absolument

continue on integre par partie et on retrouve 1'intégrale de Hilbert.

Définition (Péano). dérivée d'ordre k.
k . .
si fx+t) =) 0 J 44 o(t") = T () + o(t")

!
= v

x
elors F(x) = j f posséde une dérivée d'ordre Lk+l,
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X
Théoréme.— I(f) existe Pep. dans un ensemble E si et seulement si F = X £

possdde p.p. dans E une dérivée secorde de Péano.

Cas_général. On posera par définition :

® g(t) © p(x-%) £(x-t)-T_,(t)
L(f) = J 2 at = j = at = v, J — at.
- (x-t) -0 t t

x
Théordme., - Ik(f) existe p.p. dans E gi et seulement si F =J f possdde

p.p. dans E une dérivée d'ordre k de Péano (Weiss et Zygmund, Fundamenta Math,

1960) .
H(t)

n
it
La méthode pour n =1 ne s'applique plus si n > 1 (car on utilise pour n =1,

Soit K(t) =

. L'étude de Jf(x—t)K(t)dt est plus difficilea

les variables complexes).

Lorsque k =1 on considére Af = lim j £(x+1) 42 (x~t)-2£(x)
E—y ov|tli)eE H;ln+‘l

dt «

Quelles sont les propriétés de A 7 A-t—on une représentation ponctuelle de Af ?
Trouver des conditions sur f dans un ensemble E pour que Af(x) existe
pspa dans E,

Tade~ Cas de "noyau variable".

o, (z")

On pose K(x , z) =

(2t = T%) et on suppose j O (z1)dz! = 0,

' 12|
si

On cherche la limite suivante existe 3

1im £(y) K(x, xy)dy (£ e ILP)

E.——-—ro'[m-yg )&
81 p> 1 et O dimpair en z on peut utiliser la méthode des rotations,

S1 p> 1 et 0 pair en z le problime présente plus de difficultés.
S p =1 1le probleme reste ouvert (on peut, peut—6tre utiliser la méthode indiquée
dans Acta Mathematica 1952 par Calderon et Zygmund).

On introduit en particulier O, (z') = suplﬂx(z’)l
x
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et on suppose Dy eLq, qQ>1, p>aq?! (é— +a-' = 1)

~ 1
Te5a~ On revient & £ = £ * K ol K(x) = 0 (x!) .
I x|
81 £ €L on sait que £ existe p.po 81 £ € Ao( (¢ > 0) ou méme (Dini)

o bl dz < ® ol @ est le module de continuité de () »

o 0

A~t=on de meilleures conditiors d'existence T

si Jm o)
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