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1. EXEMPLES ET CADRE ABSTRAIT 

1.1. Problème de l'obstacle 
---------------------------
Soit f E L 2'(n') une fonction donnée sur un ouvert n c lR n. On veut 

résoudre le problème suivant 

(1-l) - 6U$f dans n 

(1-2) 

(1-3) 

(1-4) 

u $ l/J dans n 

(i1U+f} = 0 là OÙ u < l/J dans n 

u = O sur r , frontière de n. 

3. 

où l/JE H2(n) est une fonction donnée, appelée obstacle, supposée positive 
sur r pour que le problème admette une solution) ; H1{n) désigne l'espace 
de Sobolev 

2 • av 2 ( {VE L (n) . ax. EL n) , i=l, ... ,n} 
l 

et 

Le sens à donner à la 3ème équation est le suivant: dans une zone n- où 
u<l/J, on a -~u=f, alors que dans le complémentaire den- on a seulement 
1 1 inéquation. 

La frontière den- étant inconnue, le problème est dit 11à frontière 
libre". 

Mécaniquement, en dimension d'espace n=2, la solution u représente le 
déplacement transversal d'une membrane élastique occupant initialement un 
domaine M;,;,{XE IR3 : (xpx 2)En, x3=0}, fixée au bord (cf (4)), soumise à une 
force transversale f, et se heurtant à un obstacle (9,·;,;,{XE IR3 : (xl'x 2) En 

et x3:l/)(x 1,x2)}. 
Pour résoudre ce problème, nous suivons LIONS-STAMPACCHIA{l) et en 

donnons une formulation variationnelle. 

{l) C.P.A.M. 20 (1967) 493-519 



Soit a(u,v) = fnvuvvdX 

(f,v) a f fvdX. 

Q 

et 

K = {vE H~(n) : vst/J p.p. sur n} (l) 

4. 

Nous affirmons que u solution de (1-1) à (1-4) est aussi solution du pro
blème 

Trouver u e: K te 1 que 
(1-5) 

a(u,v-u) - (f ,v-u) 2?: 0 VE K. 

En effet (sous réserve que u soit assez régulier, par exemple UE c0 (n)), 
sur n- on a 

pour tout Ve K, sur le complémentaire den- ; on a 

vs 1/J = u ~ (-Au-f)(v-u) ~ O 

finalement on a (si AUEL
2(n)) 

( -Liu-f, v-u) 2?: 0 

d'oQ (1-5) en intégrant par parties. # 

Réciproquement, si u est solution de (l-5), on choisit cf> e: r1J (n) et 

<P ~ O sur n .<i.e. , <P e ·é\ (n) ) d' oQ v=u-q, E K. 
On obtient donc 

c'est-à-dire 
a(u,q,)s(f,<P) <f>e ~(n) 
-b.u s f dans ~ 1 (n) 

(l) H~(n) = {ve: H1(n) : v=O sur r} est un sous espaae fermé de H1(n) : 

af ADAMS, Sobolev Spaaes, Aaaderrria Press 1975, poiœ tous les détails 

aoncernant les espaces de Sobolev. 
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11 = min(l/J(x)-u(x}) / maxjq:,(x) 1 

X S X Q-

où S désigne le support de (j). On choisit alors dans (1-5) 

V = u ± l.l<P E K. 

d'où 
a(u,cp) = f,q:,) 

c'est-à-dire -Liu=f sur n- (au sens des distributions), ce qui complète 
l'équivalence, en précisant son sens. # 

Cadre abstrait 

Plus généralement soit V un espace de Hilbert, Kc V, un convexe fermé, 
a(•,•) une forme bilinéaire continue sur Vx V, et fE V' dual de V, le pro
blème (1~5) est alors appelé inéquation stationnaire de type I. 
Si a est symétrique: 

a(u,v) = a{v,u) 

le problème {l-5) est équivalent au problème d 1 optimisation 

(1-6) Inf J (v) 
VEK 

(1) 

en effet la condition d'optimalité pour (1-6) est 

(J'(u},v-u)~ 0 V VE K. 

(l) Une fois pour toutes: aette éariture veut dire 

Trouver u E K te 7,, que J(u) s J(v) Y.v E K 

# 
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Lorsque a est coercif 

(1-7) 2 
a ( v, u) ~ ail vil V , 

l'existence d'une solution résulte du théorème très général suivant. 

Théorème 1.1 : Soit V un espace de Banach réflex if et J : V ➔ IR une fonc
tion convexe semi-continue inférieurement vérifiant 

( 1-8 ) J ( v ) ➔ + 00 si Il vil V ➔ + 00 

alors le problème (1-6) où Kc V est un convexe fermé de V admet au moins 
une solution. 
Si J est strictement convexe, la solution est unique. 

Lorsque a est non symétrique, on a le résultat suivant dû à LIONS
STAMPACCHIA loc.cit. : 

Théorème 1.2 : Si K est un convexe fermé non vide et si la forme bilinéaire 
a est continue et coercive, le problème (1-5) admet une solution ùnique u. 

Q~IDQr!2tr~~ÎQD: 
On va montrer que u est le point fixe d'une contraction stricte T. 

Cette méthode est constructive, car usera la limite de la suite récurrente 

(1-9) 

On définit donc z = Ty comme 1 'unique sol ut ion de 

{l-10) b(z,v-z) - L(v-z) ~ 0 

OÙ L (V) = b (y, V) - p ( a (y, V) - ( f, V)) 

et b(·,·) est une forme bilinéaire continue coercive et symétrique sur Vx V 
ce qui garantit l'existence de z solution de (1-10). 
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On vérifie que pour tout p> 0, u est point fixe de T. Le choix stan
dard pour b est le produit scalaire de V ; et on peut toujours se ramener 
à ce cas quitté à changer le produit scalaire de V, puisque b est symétri
que. On a donc 

b(y, v) = (y, v)v 

On pose alors A:V -+V et uf satisfaisant 

(Au, V) V = a ( u , V) 

(uf,v)v= (f,v) 

(l'existence de Au et de uf découle de l'isomorphisme entre V et V'). Avec 
ces notations on peut écrire (1-10) sous la forme 

(z-(y-p(Ay-uf), v-z)v~ o 

z = PK(y-p(Ay-uf) 

oO PK : V-+ K désigne la projection sur K. 

Soit zi = Ty; i = 1,2, on a 

oQ l'on a appliqué le fait que PK est une contraction. 

En élevant au carré et en développant, on a 

Mais 



et 

où C est la constante de continuité de a, d'où 

(1-11) 

qui montre que Test une contraction stricte pour 

2a 
O<p<::7 

C 

8. 

Remarque 1.1 : La relation (1-11) donne même une évaluation de la vitesse 
de la convergence del 'algorithme (1-9), qui converge donc d'autant plus 
rapidement que b aura été choisi 11proche11 de a (pour que a et C soient assez 
proches de 1). Noter que pour calculer un+l à partir de un dans l'algorithme 
(1-9) il faut tout de même résoudre une inéquation variationnelle. Cela 
étant, tous les algorithmes étudiés par la suite ressembleront plus ou moins 
à cet algorithme fondamental. 

1.2._Problème_de_Mosolov 

Nous donnerons directement la formulation variationnelle du problème 
qui est 

Trouver u E V tel que 
(1-12) 

a(u,v-u) + j(v)-j(u)2:: (f,v-u) VVE V 

où a(u, v) = \! i vuvv dX 

j(v) = fngl~vldX 

l:J = H1(n) 
0 

fE L2(n) 

L'interprétation mécanique du problème est la suivante : u est le champ 
de vitesse d'un fluide de Bingham en écoulement laminaire stationnaire dans 
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une conduite cylindrique de sectionn(le vecteur vitesse est orthogonal à Q 

et a pour module u{x) en un point x). Nous aurons l'occasion de revenir en 
détail sur l'origine de l'inéquation (1-12) dans la partie B (§8). Les pa
ramètres v et g positifs sont respectivement la viscosité et le seuil de 
plasticité du fluide de Bingham;f{x} désigne la perte de charge. 

Nous reviendrons également plus loin sur l'interprétation de ce problème 
en tennes d'équations aux dérivées partielles multivoques(§ 4). 

Le problème (1-12) est appelé une inéquation stationnaire de type II. 

Cadre abstrait 
La nouveauté du problème (1-12) par rapport au problème (1-5) c'est la 

fonctionnelle j qui est convexe s.c.i. mais non différentiable. En revanche 
il n'y a pas ici de convexe K. 

Théôrème 1.3 (1) : Soit V un espace de Hilbert, j : V ➔IR une fonction conve
xe s.c.i., a une forme bilinéaire continue et coercivé sur Vx V, fE V', 

alors le problème {l-12) admet une solution unique. 

(Adapter la démonstration du Théorème 1.2). 

Interprétation en tennes de problème d'optimisation. 

Dans le cas où a est symétrique, le problème {l-12) est équivalent au 
problème d'optimisation 

(1-13) Inf [J(v)+j{v)J 
vEV 

où J(v) =} a(v,v)-(f,v). 

En effet la condition d'optimalité pour (1-13) s'écrit 

(J'(u),v-u) + j(v)-j(u)2: O 

et est visiblement équivalente à (1-12). 

(l} Démontré dans un aadre plus général par LIONS, QueÜ'[uès Méthodès de 
Résolution des problèmes Non linéaires, Dunod, Par-is 1969. 
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Remarque: A condition d'étendre le champ de définition de j de V dans 
IR u {+ 00 }(l), le problème (1-6) est un cas particulier de (1-13) avec j=IK 
fonction indicatrice de K définie par 

IK(v) = 1 0 si v E K 

+ 00 si non 

Bien entendu le problème (1-13) a un sens même si J n'est pas quadratique. 
Si J est coercif il aura néanmoins une solution (cf. Théorème 1.1). 

Orientation 

Nous allons maintenant montrer que les inéquations stationnaires de 
type I et II sont en fait des cas particuliers de problèmes du type 

Au + Bu ~O 

où A et B sont des opérateurs multivoques. 
Cette remarque nous servira pour définir des algorithmes de résolution 

utilisant la décomposition en une somme de deux opérateurs. 

(l) EKELAND-TEMAN, Analyse Convexe et problèmes Variationnels, Dunod, Paris 
1973. 
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2. OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES (l) 

2.1._0eérateurs_monotones 

Soit H un espace de Hilbert. On note 1·1 sa norme et(·,·) son produit 
scalaire. Un opérateur multivoque A est un sous ensemble (un graphe) de Hx H. 
Il est monotone si 

(2-1) (z-y,v-u) ~ 0 V{u,y} et {v ,z} E H x H. 

Pour UE Hon appelle A(u) l'ensemble (éventuellement vide) des YE H tels 
que {y,v} E A. 

On appelle domaine de A 1 'ensemble 
D(A) = {u E H : A(u) I O} 

et image de A 1 'ensemble 
R(A) = {yE H : .3 VE H tel que {v,y} E A} 

L'opérateur A-lest celui dont le graphe est symétrique 

VEA-1(z) ~ zEA(v). 

~~~~El~ : Sous-différentielles de fonctions convexes 
Soit et> : H -+JRù { +oo}une fonction convexe, on définit son sous-gradient acp 

par 
act>(u) = {yE H : ct>(v)-ct>(u) ~ (y,v-u) Vv EH} 

alors acp est un opérateur monotone (multivoque). 

En effet soit ZEôcp(v) et yEôcp(u) ona 

ct>(v)-ct>(u) ~ (y,v-u) 

ct>(u)-ct>(v) ~ (z,u-v) 

d'où la monotonie, par addition. 

(l) PoUP tout ce paragraphe la référence de base est H. BREZIS, Opérateurs 
Ma::cirnaux Monotones, North HoUand, Lecture Note 
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Dans le cas où acp est univoque (a</l(u) réduit à un élément) a<p(u) 
coïncide avec le gradient de Gateaux </l'(u) (cf EKELAND-TEMAM, loc. Cit.). 

On appelle 

D(cp) = {UE H : cp(u) < +oo} 

le domaine de <j). Il faut noter que D(acp) c D(</l) ; avec inclusion stricte 
en général (penser par exemple à H=L2(Q) 

</l(v) = ½ f jvvj 2 dX avec D(</l) = H1(Q) . On a alors 
Q 0 

acp = -t::,. et D(acp) = H2(n) n H~(n)). 

Bien entendu il y a des opérateurs monotones qui ne sont pas des sous
gradients. Par exemple, dans IR2, une rotation d'angle :,;z autour de l'ori
gine est un opérateur monotone (linéaire) mais pas un sous-gradient. 

2.2._0eérateurs_maximaux_monotones 

L'inclusion des ensembles (dans Hx H) fournit une relation d'ordre 
dans l'ensembme des opérateurs multivoques. On dit qu'un opérateur monotone 
A est maximal s'il est maximal dans l'ensemble des opérateurs monotones : 

B => A, B monotone =} B = A. 

Autrement dit (y-n,x-O;?: 0 V{i;,n}E A=} YE Ax (sinon Au {x,y} serait 
encore monotone et >A). 

Pour illustrer cette notion, considérons une application croissante 
f : 1R -+ 1R univoque : e 11 e est monotone. 

Mais l'application f : x E 1R -+ f(x) = [f(x+) 'f(x_) J n IR est aussi 
monotone. Elle est en général multivoque et contient strictement f: dans ce 
cas f ne peut être maximale monotone (en fait f est maximal monotone comme 
on le vérifierait à l'aide du résultat suivant). 
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Proposition 2.1 : Un opérateur A de H est maximal monotone si et seulement 
si pour tout À> 0 on a R(IHA) = H. # 

On va seulement démontrer que R(I+A) = H => A maximal monotone. Soit 
en effet B::, A monotone et y e: Bx. Par hypothèse ? x' e: D(A) tel que 
x' +Ax' ~ x+y => x+y-x' e: Bx' et y e: Bx => x=x' d'après 1 a monotonie de B. 

La réciproque utilise l'axiome de Zorn : cf. BREZIS, loc. Cit., p. 23 # 

Corollaire 2.1 : L'opérateur J~ = (I+ÀA)-l appelé résolvante de A est une 
contraction définie sur H tout entier pour tout À >O. 

La monotonie de A entraine en effet immédiatement que J~ est une con-
traction soit yie:H et ui=J~yi, i=l,2; on a 

où ai e: A ( u i ) , i = 1, 2 . On a 

Exemple 2.1 : Sous-différentielles de fonctions convexes s.c.i. 

Si <1>: H + 1R u {+oo} est convexe s.c.i., alors aq, est maximal monotone. 
En effet d'après le théorème 1.1 pour y e: H, donné, 1 e prob 1 ème 

( 2-2) Inf c-Jx. lv-y! 2 
+ <1>(v)J 

Ve:H 

admet une solution unique. On conclut à l'aide du Lemme suivant 
que u + À'acp(u) ~ y admet une solution pour tout À> 0 et donc que 'a</> est 
maximal monotone. # 

Lemme=2.1 : Si <I> est convexe et À> 0, u solution de (2-2) équivaut à 

u + À a<1> ( u) .) y. 
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En effet, si } (y-u) E a~{u), on a ~{u) < +oo et 

1 1 2 1 2 Hv)-~(u):?: x(y-u,v-u):?:nlv-y! -2Ilu-y!' VVEH. 

Réciproquement, en prenant w = {1-e) u+ev; avec O < e < 1, on a par convexité 

1 2 1 2 
= 2I lu-y! - 2I 1(1-e)u + ev - YI 

en divisant pare et en faisant e ➔ 0, on obtient 

~(v) - ~{u) ~ ~ (y-u,v-u) . # 

Exemple 2.2 : Soit Ve He V' un espace de Banach réflexif dense dans H, de 
norme 11.11. Soit A: V ➔ V' un opérateur monotone univoque défini 
sur V, hémicontinu et coercif: 

(2-3) <Au ,u> sl· 
---➔ +oo 

llull 
llull ➔ +oo 

Alors l'opérateur AH restriction de A à H de domaine 

est maximal monotone. 

Ceci résulte d'un théorème de MINTY (l) : l 1 équation u + ÀAU = y 
admet une solution unique pour tout YE V1

, d'où si YE H, AuE H, qui 
entraîne R(I + ÀAH) = H. # 

2.3 Algorithmes_12our _résoudre Au J 0 

Si A est univoque, on peut utiliser l'algorithme suivant 

{2-4) 

(1) cf. LIONS~ foc. cit. p. 171. 
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Cet algorithme est en fait un cas particulier de l'algorithme envisagé 
au théorème 2. On voit que dans les mêmes conditions : si A est coercif 
et lipschitzien: 

(Av - Au, v-u) ~ alv-u! 2 

!Av - Au!2 ~ Mlv-uj2 

alors I-ÀA est une contradiction stricte pour Ü<À<-::2. et donc que la 
M 

suite un générée par l'algorithme (2-4) converge fortement vers u solution 
(unique en l'occurrence) de Au= O. 

Lorsque A= a4> cet algorithme est connu sous le nom d'algorithme de 
gradient. 

Mais évidemment les hypothèses assurant sa convergence sont très fortes. 
D'autre part si À est trop grand. l'algorithme (2-4) est instable: il se 
produit numériquement une croissance exponentielle de la solution produisant 
des dépassements de capacité. Cette propriété est bien connue pour les 
schémas explicites de résolution des équations différentielles, ce qui est 
justement le cas: l'algorithme 

n+l n 
u -u +Au"= 0 

À 

visiblement équivalent à (2-4), est bien un schéma explicite pour résoudre 
l'équation différentielle 

du+ Au= 0 
ëff 

u(O) = u0
• {cf. Partie C, § 3) 

Le schéma implicite donne l'algorithme suivant: 

{2-5) 

qui a quant à lui l'avantage d'être défini même pour A multivoque. On va 
voir qu'il converge sous des hypothèses beaucoup plus faibles. 
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2.4 Contractions fermes -----------------------
Dêfinition 2.1: Soit CcH un convexe fermé et T: C ➔ C uri opérateur 
univoque. On dit que Test une contraction ferme si et seulement si 

(2-6) jTx-Tyj2 s {Tx-Ty,x-y) Vx,y E C. # 

Une contraction ferme est en particulier une contraction, mais il y 
a un peu mieux. Supposons que y= Ty soit un point fixe de T, alors si T 
est une contraction, Tx appartient à la boule de centre y et de rayon jx-yj. 
Mais si Test une contraction ferme, Tx appartient à la boule de centre 

~ et de rayon {!x-yj {donc dé diamètre jx-yj). 

~~~~~!~ : Si A est maximal monotone, sa résolvante J~ est une contraction 
ferme (c 1 est ce qu1 on a en fait démontré au Corollaire 2.1). En particulier 
si A = aIK,. oü Kc H est un convexe fermé, on a J~ = PK projection sur K 
qui est aussi contraction ferme. # 

Le résultat suivant montre l 1 intérêt de la notion de contraction ferme. 
On note, dans ce qui suit, F(T) l 1 ensemble des points fixes de T (l) 

Théorème 2.1 : Soit T: H ➔ Hune contraction ferme. Si F(T) est non vide, 
alors 

Tnx ~ c; E F(T) 

lorsque n ➔ oo. 

Démonstration : -------------

Soit 

Soit yEF(T) et xn = Tnxo pour n~O. On a d'après (2-6) 

1xN+l_y,2 + ~ lxn+l_xnl2srxo-yl2. 
n=O 

(l) F(T) est feT'mé et convexe, BREZIS, lac. cit. 
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ce qui prouve que lxn+l_xnl + 0 lorsque n + 00 et que {xn} est bornée. 
On en conclut que xn~ ~E F(T) à l'aide du lemme suivant qui sera réutilisé 
par la suite. # 

Lemme=2.2: Soit Tune contraction de H telle que F(T) f O et que 

Tn+lx - Tnx + 0 lorsque n ➔ ô;) alors Tnx~ ~E F(T). 

Démonstration -------------
On pose xn = Tnx, {xn} étant bornée on en extrait une sous-suite fai

n' blement convergente x --l. n. On a 

n' 2 n' 2 ITx -Tnl ~ lx -ni soit 

n'+l n' n'+l n' (x -x +n-Tn, x +x -Tn-n)~O 

d'où à la limite 

(n-Tn, n+n-Tn-n) ~ O 

qui montre que nEF(T). Comme jxn-yl est une suite décroissante pour tout 
YE F(T) on en conclut que xn~ ~EF(T) à l'aide du lemme d'OPIAL suivant. 

Lerrune d'OPIAL ============= 

# 

Soit H un espace de Hilbert {xn}EH une suite bornée et Fe H un ensemble 
non vide. On suppose que 

(i) Toutesuitexn,...,.....lX asalimitexEF, 

(ii) VfE F, lxn-fl converge vers un nombre réel, soit p(f)< +00 

Alors la suite xn tout entière converge faiblement vers un élément de F. 

Démonstration -------------
Il suffit de montrer que 
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On a lim 1xn-f212 
= (p(f 2)) 2 et 

n➔oo 

en passant à la limite suivant n' : xn' -1.f 1 d'où 

et en passant à la limite suivant m' : xm' -:.f 2, d'où 

COMMENTAIRE 

En dimension finie, la convergence est forte. On voit que la propriété 
d'être une contraction ferme exclut les rotations. Le fait d'avoir un point 
fixe exclut les translations. La conclusion du théorème est que si on exclut 
ces deux sources de contre-exemples, il y a bien convergence des itérés de 
la contraction vers un point fixe. # 

Généralisation 

On dit que Test une contraction quasi ferme si T vérifie 

( 2-8) 1Tx-Tyj2 :;; (1-e)(Tx-Ty,x-y) + elx-yl 2 Vx ,y E C 

pour O< e < 1. Dans ce cas, le résultat du théorème 2.1 est encore appli
cable à T. 

En effet dans ce cas, on aura 

à la place de (2-7) mais on en conclut toujours que 

1 x n+ 1 -x n 1 ➔ O si O < e < 1. # 
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Lemme=2.3 1°)- Si Q est une contraction ferme 2Q-I est une contraction 

2°)- Si S est une contraction quelconque et A une contraction 
ferme alors T = es + (1-e)Q est quasi ferme pour O< e < 1, 
et vérifie (2-8). 

Démonstration 

1°)- Soit yi = 2Qxi-xi on a 

puisque Q est une contraction ferme. # 

2°)- Si T =es+ (1-e)Q on a 

~ e21Sx-Syl2 + e(l-e)(sx-Sy,(2Q-I)x - (2Q-I)y) 

+ 0(1-e)(Sx-Sy,x-y) + (1-e) 2 (Qx-Qy,x-y) 

= e(Sx-Sy,Rx-Ry) + (1-e)(Tx-Ty,x-y) 

ou l'on a posé R =es+ (1-e)(2Q-I) ; 
R est une construction d'après la 1ère partie comme combinaison convexe 
entre 2 contractions. Donc 

(Sx-Sy,Rx-Ry) ~ !Sx-Syl IRx-Ryl ~ lx-yl 2 

d'où (2-8). # 

Interprétation géométrique 

Soit y= Ty un point fixe de T vérifiant (2-8), alors x étant donné 
Tx appartient à la boule de diamètre x,z où z = y+e(y-x) ; 
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En effet (2-8) entraîne 

{Tx-Ty+ e(x-y), Ty-Tx+x-y) ~ o 

d'où (Tx-z, x-Tx) ~ 0 

dans ce cas où y= Ty. 

2.5_Aet21ication 

# 

1°)- Si le problème Au:) O a une solution et si A est maximal monotone 
l I algorithme un+ 1 = J~ un converge ( pour tout À> 0) faiblement 
vers une solution du problème. 

En effet, les points fixes de JA sont visiblement les solutions de Au 3 O. 
Cet algorithme est aussi connu sous le nom de 11Proximal point algorithm11

, 

étudié par ROCKAFELLAR (l). Malgré ses agréables propriétés de convergence, 
il n'est pas très utilisé, excepté dans le cas linéaire, car pour calculer 
un+l à partir de un il faut résoudre un+l+>..Aun+l 3 un qui est en général 

presque aussi difficile à résoudre que le problème stationnaire. 
Nous reviendrons là-dessus, à propos des problèmes d'évolution, dans 

la partie C. 

2°)- Retour au schéma explicite. Si A est lipschitzien et A-l coercif 
c'est-à-dire 

(2-9) ( Au-Av,u-v) ~ a I Au-Av 1
2 Vu, Ve: H 

a 1 ors 11 algorithme ( 2-4) converge pour O < >.. < 2 a. 

En effet, soit T = I-ÀA, on a 

(2-10) lTu-Tvl2 :::; lu-v!2 + (>..
2 

- 2>..) (Au-Av,u-v) 
a 

2 >.. où e = 2- a • Pour a< À< 2a on obtient donc ( 2-8). 

( 
1

) ' ' . ( . ) 8 898 SIAM J. Controi Opt~m~zat~on 14, 1976 . ??- . 
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Pour O < À :s;; a, T est en fait une contraction ferme. En effet, dans ce· cas 
02>1 on écrit alors dans (2-10) 

Remarque 2.2 : Cas Ve He V' 

Revenons à la situation de l'exemple 2.2 ou A: V+ V' est un opérateur 
borné non linéaire. L'algorithme (2-4) est alors inapplicable. On peut alors 
utiliser un opérateur auxiliaire linéaire de préférence B : V+ V' et envi
sager le schéma itératif 

(2-11) 

(lorsque A= a~ cet algorithme est connu sous le nom d'algorithme de gradient 
avec opérateur auxiliaire). 

Cet algorithme revient tout simplement à résoudre le problème B-1Au= 0 

avec un schéma explicite, qui peut donner d'excellents résultats si B-1A 
a de bonnes propriétês en particulier de liptschitz-continuitê. 

Numêriquement cette remarque est très importànte. Car bien que beaucoup 
d'opérateurs non bornés soient liptschitziens une fois discrétisés 
la constante de lipschitz est alors 

inversement proportionnelle au pas de discréti
sàtion {l)et nécessitent l'utilisation de très petites valeurs de À, alors 
que l'introduction d'un opérateur auxiliaire B peut permettre de prendre 
de bien plus grandes valeurs de À. 

On retiendra la philosophie suivante 

- Si on peut démontrer la convergence d'un algorithme dans le cas continu, 
alors, si le problème est 11bien11 discrétisé, la vitesse de convergence de 
l'algorithme appliqué au problème discrétisé ne dépend pas (ou 11pas trop") 
du pas de discrétisation. (cf.§ 5). 

(1 )au carré du pas de discrétisation dans le cas d'un problème elliptique 
d'ordre 2. 
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3. SOMME D'OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES 

~:. !:._Qif f is~H~ 
Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones sur H, en général 

A+B n'est pas maximal monotone. En effet, on peut très bien avoir D(A) n D(B) = 0 
De même si <l> et l/J sont deux fonctions convexes s.c.i. de H à valeurs 

dans lR u { +00 }, on a 

mais l'inclusion est stricte en général, et donca<j>+cll/J n'est pas en général 
maximal car a(<j>+l/J) est maximal monotone, au moins si D(<t>)n D(l/J) # 0. 

Un exemple concret est le cas oü H = L2{IRn) et K~{UEH:u=O sur~f} 
oü r;f est le complémentaire d I un ouvert n c lR n. Considérons 

<t>(v) = f~vv!2 dX l/J = aIK 

on a D(<j>+l/J) = H~{n) 

et D(a(<t>+w)) = H2{n} n H~(n) 

mais D(a<t>) n D(aw) = H2
0

(n) 

donc a<1>+ cll/J # a(<t>+ï/J) 

On remarquera dans cet exemple l'importance du domaine d'un opérateur 
maximal monotone. 

Il est, en général, plus difficile de montrer que 0€ 3<j>{u) + clï/J(u) 
a une solution que de démontrer que Inf[<j>(v} + lfJ(v)J en a une, problème 

VEH 
pour lequel on peut utiliser le théorème 1.1. 

3.2._Cas_oü B est_lieschitzien 

Théorème 3.1 : Si Best lipschitzien, alors A+B est maximal monotone 
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Démonstration: D'après la définition de la maximale monotonie, il est clair 
que À(A+B) maximal monotone pour À> 0 =>A+B maximal monotone. Montrons que 
R(I+À(A+B)) = H pour À assez petit. Soit donc y~ H donné, résoudre 
x+À(A(x)+B(x)):, y équivaut à résoudre 

X = J~ (y-ÀBx). 

Orx+ J~(y-ÀBx) est une contraction stricte pour À assez petit puisque B 
est lipschitzien. 

Corollaire 3.1. : Si A est coercif et B lipschitzien le problème Au+Bu-➔ O 

admet une solution unique. 

En effet A coercif équivaut à A-al monotone, et même maximal monotone 
pour a> 0 donné égal à la constante de coercivité de A; A-aI+B est donc 
maximal monotone d'après le théorème 3.1, et donc R(A+B) = H, d'où l 'existen
ce d'une solution. Supposons maintenant qu'il y ait deux solutions ui, i=l,2, 

on a donc O = ai+Bui avec a; E A(u;). On a 

d'après le monotonie de B d'où l'unicité. 

~~~~-~lsQritQœ~_! 
Dans le cas où Best lipschitzien, on peut utiliser l'algorithme (qui 

sera appelé Algorithme I) 

pour résoudre Au + Bu:) O. En effet, u point fixe de J~(I-ÀB) équivaut à 

u + ÀAU .) U-ÀBU . 

L'algorithme I peut être interprété comme un algorithme de décomposition 
obtenu en composant un pas explicite sur B, avec un pas implicite sur A. 
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Si Best coercif, alors I-ÀB est une contraction stricte (cf§ 2.3) 
pour À assez petit et donc aussi J~(I-ÀB). L'algorithme I génère alors une 
suite un convergeant fortement vers la solution du problème. 

Si B-l est coercif, alors 1-ÀB est une contraction ferme pour À assez 
petit (cf§ 2.5) et J~(I-ÀB) est donc le produit de deux contractions fermes. 
On en conclut que si le problème 

Au + Bu_, 0 

admet des solutions, la suite un générée par l 1 algorithme I converge faible
ment vers une de ces solutions, à l 1 aide du résultat suivant : 

Théorème 3.2 : Soit Q et S deux êontraction fermes, ~ T=QS admet un 
point fixe, alors Tnx--l. ~E F(T) lorsque n+ +00 • 

Il suffit en effet d'après le lemme 2.2 de montrer que 
xn+l - xn + O oü xn = Txn. Soit y E F(T) on a 

de même on a 

d1 oü par addition 

On en déduit par sommation de n=O à +00 que. 

Sxn-Sy-xn+y + 0 

~ (par addition) xn+l_xn + O. # 
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Remarque 3.1 

1°)- La démonstration s'adapte facilement au cas où S vérifie seulement la 
relation (2-8) du§ 2.4 (c'est-à-dire au cas où S est une combinaison 
convexe entre une contraction et une contraction ferme). 
Dans le cas où s-l est coercif 

(Bv-Bw,v-w) 2': al Bv-Bwl 2 

cette remarque permet comme§ 2.5 d'étendre la convergence (faible) 
de l 1algorithme I à O< À< 2a. 
Remarquons aussi qu'il y a la convergence forte: de Sxn-xn vers Sy-y. 
En revenant à B et un celà montre que Bun ➔ Bu si 8-l est coercif, 
ce qui peut d'ailleurs être démontré directement ainsi que l'unicité de 
Bu. 

2°)- Vitesse de convergence: Dans le cas où Best coercifet lipschitzien 

(3-1) 

1Bx1-Bx2 1 :s::M!x1-x21, Vxi,x2 e H, 
2 (Bx1-sx2,xi-x 2}2>:a!xi-x2!, Vxpx2eH, 

le calcul effectué lors de la démonstration du théorème 1.2 montre que 

lun+l_ul2 :s;; (1-2Àa+À2M2)!un-ul 2 

Cl 
le choix optimal est donc À= ::z pour lequel on a 

M 
. 2 1/2 

lun+l_ul :s;; (1- ::z) lun-ul 
M . z 1/2 

la vitesse de convergence est donc (1- ::z) c'est-a-dire que 
M 

2.:.1.:._B~9~12ri~211QD 
Nous allons maintenant nous intéresser à 1 'algorithme II 
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qui a l'avantage d'être bien défini (et stable) pour A et B maximaux mono
tones quelconques. 

On appelle régularisé Yosida de B 1 'opérateur (univoque) 

qui est visiblement lipschitzien de Rapport f. 
On remarque a 1 ors que 1 es points fixes de J~ J~ sont sol ut ions du pro

b 1 ême 11régularisé 11 

(3-2) 

dont les solutions dépendent de À. 
{En effet (3-1) n'est autre que l'algorithme I appliqué au problême(3-2)). 

On va donc étudier le problème régularisé et en particulier la conver
gence de uÀ lorsque À+ O. 

On remarque en premier lieu qu'il y a une certaine équivalence entre le 
problème (3-2) où Ba été régularisé et le problème 

(3-3) 

où c'est A qui a été régularisé. 
À 1 

En effet si on pose eÀ = J8uÀ, on aura x-(eÀ-u )+BeÀ 30. 

D'autre part uÀ étant point fixe de J~J~ on a uÀ = J~eÀ d'où (3-3). 

Les problèmes (3-2) et (3-3) sont donc équivalents, en ce sens que si 
l'on connait la solution de l'un on en déduit facilement la solution de 
l'autre. 

Le théorème 3. 2 montre la convergence fa i b 1 e de 1 'a 1 gori thme II : 
lorsque n+co on a u

0
~uÀ solution de (3-2). 

On remarquera que en= J~u~ peut être obtenu en itérant 

en+ 1 = J~ J~ e n 
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et l'on a aussi en-..eÀ solution de (3-3); c'est-à-dire point fixe de 
À À 

JBJA. 

On va maintenant étudier la convergence de uÀ vers u solution de 

Au+Bu _) 0 lorsque À+ 0. 

Théorème 3.3 : On suppose que A est coercif: il existe a> 0 et A
0 

maximal 

monotone tel que A= aI+A
0

• Les conditions suivantes sont équivàlentes 

(i) Au+Bu ~ 0 admet une solution; 

( i i) 1 BÀ uÀ l :<::: C indépendamment de À, 

de plüs, on a lu-uÀI :s; C ✓À • # 

(i) ~ (ii). 

Par hypothèse, il ·existe aE Au, bE Bu tels que a+b= 0, et aÀ E AuÀ tel 

que aÀ + bÀ = 0 OÙ bÀ = BÀ UÀ • 

Soit eÀ = J~uÀ, on va montrer que bÀ E BeÀ. 
. 1 . 

En effet on abÀ =r(uÀ-eÀ), et uÀ = eÀ+À!\ oO aÀEBeÀ d'oa bÀ = aÀEBeÀ. 

En appliquant alors la monotonie de B on obtient 

d'où lbÀI :<::: lal, en utilisant seulement la monotonie de A. 

Si A est de plus coercif, on obtient 

ce qui fournit une évaluation de la constante C intervenant dans l'estima-

tion d'erreur. # 

(ii)~(i) 

On écrit (3-2) sous la forme auÀ + A0uÀ + BÀ uÀ :➔ 0 
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qui montre que ~À= -auÀ -bÀ E A0uÀ. En at:Pl i quant la monotonie de A
0 

( c I est
à-dire la coercivité de A) on obtient 

c'est-à-dire 

mais le dernier terme est négatif d'après la monotonie de B puisque 

bÀ E BeÀ et bµ E Beµ. On obtient 

ce qui montre que la suite uÀ est de cauchy puisque lbÀI ~ C. 

On a donc uÀ + u quand À+ O. Comme bÀ est borné, il existe une suite 
Àn+ 0 lorsque n+ 00 telle que bÀ~ b. Comme -bÀEAUÀ, on a 

n 

V{x,z}EA, 

d'où à la limite 

{-b-z, u-x);;:;: 0, V{x,z} E A, 

qui montre que -bE Au par maximale monotonie de A. 

De même bÀ E BeÀ s' écrit 

V{x,z} E B 

et donnera à la limite que bE Bu. En effet eÀ + u lorsque À+ 0 puisque 

J~uÀ = J~uÀ-uÀ+uÀ et que IJ~uÀ-uÀI ~ ÀlbÀI tend vers zéro lorsque À+ O. 
Finalement bE (-Au)n Bu =>Au+Bu.;0, c'est-à-dire (i). # 
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Remarque 3.2 : La coercivité de A entraîne l'existence d'une solution au 
problème régularisé (corollaire 3.1), propriété qui suffit pour montrer que 
(i) ~ (ii) comme on l'a vu au cours de la démonstration, mais la coercivité 
est nécessaire pour l'estimation d'erreur. # 

Remarque 3.3 : La démonstration précédente s'adapte immédiatement au problème 

Au+BU.l y où YE H 

(en fait équivalent au problème Au+Bu ;)Ü à une translation près sur l'un 
des deux opérateurs). Il est équi va 1 ent de résoudre ce prob l ême où de démon
trer la maximale monotonie de A

0
+B . 

De fait, le théorème 3.3 est l'outil principal pour démontrer la maxi
male monotonie de la somme de deux opérateurs . 

Plaçons-nous dans le cas où A
0 

= acp. 

Supposons quel 'on ait une majoration du type 

(3-5) \JxE D(<I>) et À> 0, 

alors (ii) est vérifié (et en particulier B+acp est maximal monotone). 
En effet si uÀ est la solution de 

(3-6) 

À 
d'où en choisissant v= J8uÀ et en arr,liquant (3-5) 

d'où 

(3-7) 
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On choisit V€ D(B} n D(<P) dans (3-6), de sorte qu'il existe Z€ Bv et 

(z-bÀ, v-eÀ) ~ 0 

d'oü (bÀ,v-uÀ) = (bÀ,v-eÀ) :..ÀjbÀ.12
$ {z,v-eÀ) 

(uÀ-y,uÀ-v) + <;(u~::; <;(v) + (bÀ,v-u)) 

$ ~(v) + (z,v-eÀ)::; (j){v) + !zl Jv-eÀ! 

Posons maintenant xÀ = v+ÀZ d'où v = J~xÀ et 

et lbÀI $ C, d'après (3-7). # 

Remarque 3.4: Vitesse de convergence de l'algorithme II 

Dans le cas oü Best coercif (cf Remarque 3.1), J~ est une contraction 
stricte de rapport (1+2Àa.)-l/2, comme on le voit en adaptant la démonstration 
du corollaire 2.1. 

On a donc 

et la convergence de l'algorithme est donc d'autant plus lente que À est petit, 
et le nombre d'itérations nécessaire pour obtenir !un-uÀI < e: oü e: est donné 
est en o(}}, autrement dit le nombre d'itérations pour avoir d chiffres exacts 
en O(ded) au lieu de O(d) dans l'algorithme I. 

L'algorithme II est donc a priori un mauvais algorithme pour résoudre 
le problème stationnaire Au+Bu~O; la méthode de régularisation sera donc 
relativement inefficace si on ne dispose pas d'algorithme pour résoudre 
(3-2) dont la vitesse de convergence soit indépendante de À; ceci est malheu
reusement vrai sauf dans le cas linéaire. 

On en gardera la philosophie que la régularisation ne sert souvent qu'à 
masquer la difficulté. # 
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Remarque 3. 5. : 

1°)- Si A= a$, B = aw, on peut obtenir directement le couple {uÀ,eÀ} 
comme solution du problème d'optimisation 

Inf [$(V)+ w(e) + * lv-el 2
J 

v,e 

qui correspond au problème 

Inf [$(V)+ w(e)J 
v=e 

où la contrainte v-e= 0 est pénalisée. Ce dernier problème est visiblement 
équivalent au problème Au+Bu.~O qui s'écrit aussi 

Inf [~(v) + w(v)J 
V€H 

2°)- Si de plus w = IK fonction indicatrice de Kc H, convexe fermé, uÀ est 
sol u\ion de 

où la contrainte V€ Ka été .pénalisée. # 

3.5._Aeelications 

1°) Problème de l'obstacle 

Soit H = L2(n). On pose 

+ oo , si non 

On choisit$= IK fonction indicatrice du convexe K: 

K = {V€ L2{n): v~o p.p. sur n} 
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Le problème d'optimisation 

(3-8) Inf [1/J{v) + ~(v) - (f,v)J 
VEH 

a visiblement une solution unique u. En effet, l'inégalité de Poincaré s'écrit 

Vv E D(i/J), 

et montre la coercivité de B = 31/J (noter que B=-~ et D{B)=H2n H~(n)). 
Pour montrer la maximale monotonie de B+a~, on applique la relation 

(3-5) introduite à la remarque 3.3. 

S ·t JÀ ~ .f. 01 u = 8v, u ver, 1e 

u = O sur r 

e-t d'après le principe du maximum v~ 0 p.p. ~ u~ 0, p.p. donc 
v1:. K ~ J~ve: K, et (3-5) est vérifiée avec C= O. 
On en déduit que a(~+i/J) = a~+ai/J, et que u vérifie 

On a ainsi démontré que -~u 1:. L 2(n) et donc que u 1:. H2(n), ce qui est 
un résultat de régularité. 

Pour ce qui est des algorithmes pour résoudre (3-8), on remarque que 
(2-4) est inaplicable puisque A=B+aIK est multivoque et (2-5) est aussi dif
ficile à résoudre (à chaque itération) que le problème que l'on veut résoudre. 

Il est donc souhaitable d'utiliser la décomposition de A en deux 
opérateurs. Or 

n'est autre que la L2-projection sur K et se réduit donc à une simple troncature 
de la fonction à projeter. 
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L'algorithme I s'écrira 

(3-9) 

et n'est pas directement applicable dans le cas continu, puisque Best non 
borné. On peut l'appliquer dans le cas discret, et il y aura une condition 
de stabilité sévère sur À en fonction du pas de discrétisation, comme on le 
verra par la suite. 

Noter que (3-9) est l'algorithme de gradient avec projection pour 
résoudre (3-8). 

Enfin l'algorithme II est applicable dans le cas continu et à chaque 
pas de l'algorithme on aura à résoudre un problème linéaire pour calculer 
J~un, puis à effectuer une troncature pour calculer un+l = PKJ~un. Sur le plan 
numérique, on rencontrera l'inconvénient signalé à la remarque 3.4. 

On verra par la suite que les algorithmes III et IV décrits plus loin 
donnent de bien meilleurs résultats que I et II. 

2°) Problème de Mossolov 

On va tout d'abord évaluer la sous différentielle de la fonction 

j(v) = fn IVVldX. 
Soit V= H~(n) et Y= {L2(n))n, j est de la forme 

où A V ➔ Y désigne l'opérateur gradient, et 

D'après EKELAND-TEMAM, loc. Cit., p. 27, on a 

où A* désigne l'opérateur Y ➔ V' transposé de A~ c'est-à-dire 
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Soit maintenant H = L2(n), on choisit~ et B = a~ comme dans l'exemple 
précédent. 

(3-10) 

Le problème à résoudre est 

Inf [~(v) + j(v) -(f,v)J 
VEH 

Pour mettre ce problème sous la forme d'une somme d'opérateurs 

(3-11) Au + Bu) f 

avec A= aj, il faut démontrer que B+aj est maximal monotone ou, ce qui est 
équivalent, montrer que la solution u du problème (3-10) vérifie le résultat 
de régularité -t.u E L2(n), c'est-à-dire u E H2(n). 

Pour ce faire, on utilise encore la Remarque 3.3, mais la démonstra
tion de la relation (3-5) est assez 11technique 11

, cf BREZIS(l), p. 118. 

Mais la décomposition du problème sous la forme (3-11) n'est pas intéressante 
sur le plan algorithmique car (I+Àaj)- 1v est difficile à évaluer. 

Il vaut mieux choisir H = (L2(n))n et R = Im.L\ l'image del 'opérateur 
A* qui est fermée d'après l'inégalité de Poincaré. Comme J\ est injectif, A* 
est surjectif, et il existe cr0 E H tel que (f,v) = (cr

0
,Av) VVE V. 

Le problème (3-10) est donc équivalent au problème 

dont la solution optimale est Au où u est solution de (3-10). 

On pose alors 

D'après EKELAND-TEMAM, loc. cit., p. 26, ~ étant continue, on a 
a(~+~)= a~+a~ qui est donc maximal monotone. 

L'algorithme II est donc utilisable avec A=a~ et B=a~ car évaluer 
en=J~un consiste à projeter sur R, c'est-à-dire à résoudre un problème linéaire 

( 1) "Monotonicity methods in Hilbert Spaces ", Contributions to non linear 
functional Analysis, Zarantonello Ed., Acaderrric Press, 19?1, 101-156. 
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d'opérateur A* A, et évaluer un+l = J~en consiste à résoudre un problème non 
linéaire posé presque partout dans (L2(n))n, ce qui se ramène à résoudre 
presque partout un problème posé dans IRn. On verra comment cette propriété 
est exploitée pour le problème discrétisé(§ 5). 

On verra également d'autres algorithmes donnant de meilleurs résultats 
que l'algorithme I. 

3.6._Algorithme_III - Douglas-Rachford 

Il s'agit à nouveau d'un algorithme du type vn+l = F(À)vn, mais avec 

(3-13) 

comme pour 1 'algorithme II, les points fixes de F(À) dépendent de À, mais 
ils en dépend d'une manière plus simple, puisque 

V = F(À)V ~ Au+Bu ~0 

En effet, si u=J~v, il existe bEBU tel que v=u+Àb, donc v point fixe 
de F(À) équivaut à 

~u+ÀAu~u-Àb~Au+Bu:'.\O. # 

Lemme=3.1 : L'opérateur F(À) défini en (3-12) est une contraction ferme, 
pour tout À> O. 

En effet 

IF{À)x - F(À)Yl2 = IJ~(2J~-I)x - J~(2J~-I)yl 2 + l(I-J~)x -(I-J~)Yl 2 

+ 2(J~(2J~-I)x - J~(2J~-I)y, (I-J~)x - (I-J~)y) 

Comme J~ est une contraction ferme, en combinant les lers et 3èmes termes 
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IF(À)x - F(/\)y! 2~ (J~(2J~-I)x - J~(2J~-I)y, x-y) + l(I-J~)x - (I-J~)yl 2 

(3-13) IF(À)x - F(À)y!2 ~ (F(À)x - F(À)y, x-y) - ((I-J~)x - (I-J~)y, J~x - J~y) 

ce qui démontre le résultat puisque le 2ème terme est positif, J~ étant une 

contraction ferme. # 

Théor~ml:! .3 . ..4 : La suite vn générée par l'algorithme III converge faiblement 

vers un point fixe de F(À). La suite un=J~vn est bornée et vérifie 

n v"-un n n+l n n Enfinb = À EBU estbornée,b -b+Oet(bn-b,u-u)+Oqùandn+oo. 

En effet F(À) étant une contraction ferme, la première partie résulte 
du théorème 2.1 qui établit aussi que vn+l_vn+ 0, et donc aussi un+l_un puis

que J~ est une contraction. 
La convergence de (bn-b,un-u)+O résulte de l'inégalité (3-13) appli

quée à x=vn et y=F(À)y=v, d 100 J~x=un et J~y=u 

(3-14) lvn+l_vl 2 ~ (vn+l_v,vn-v) - ((vn-un) - (v-u),un-u) 

= 1vn+l_vj 2 + (vn+l_v,vn-vn+l) - À(bn-b,un-u) 

d'oQ 

d I oa le résultat puisque vn+l est borné l / -vn+l l + 0, et que (bn-b,un-u);?; O 

par monotonie de B. # 

Corollaire 3.2 : Si J~ est faiblement fermé (en particulier si Best linéaire) 

alors un~u = J~v, qui est donc une solution du problème Au+Bu.) O. 

Si J~ est compact (donc en particulier faiblement fermé) ou si Best coercif, 

la convergence de u" vers u est forte. # 
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Remarque 3.6 : Vitesse de convergence 

1°)- Dans le cas où Best à la fois coercif et lipschitzien (cf Remarque 3.1) 
on a lvn+l_vl ~ (1 - 2Àa )l/21vn-vl. 

(l+ÀM)2 

En effet (3-14) donne 

d'où 

puisque bn = Bun, b =Buet que Best lipschitzien d'où la majoration 
annoncée. # 

2P)- Il y a une valeur optimale de À qui est À=~ pour la vitesse de conver
gence est donc (1 - "2H')112, c'est-à-dire (J~ étant une contradiction 

ce qui démontre la supériorité de l'algorithme III sur l'algorithme I, 
dans cette situation. 
Dans le cas du problème de l'obstacle(§ 3.5), il nécessite la résolution 
d'un système linéaire à chaque itération contrairement à l'algorithme I. 
Mais pour le problème discrétisé on a N'\, h2 où h est le pas de discréti
sation, qui est donc d'autant plus petit que la discrétisation est fine. 
Ceci explique que l'algorithme III puisse être tout de même plus économi-
que. Sa supériorité sur l'algorithme II est encore plus évidente. # 

3°)- Dans le cas où Best univoque, on a (I+ÀB)J~= I, d'où 

Ceci permet d'écrire 

l'algorithme III sous la forme 
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qui a été intorduit dans le cas linéaire par DOUGLAS et RACHFORD. # 

~!Z!-~l9Qri!~~~-!Y - Peaceman-Rachford 

C'est éncore un algorithme du type vn+l = G(À)vn avec 

(3-15) 

Il est immédiat de vérifier que G(À) est une contraction, comme composé de 
deux contractions. 

En effet, 2J~ - I est une contraction lorsque A est maximal monotone(l) 
Soit vi = (2J~- I)u;, i=l,2, on a 

d''oQ le résultat puisque J~ est une contraction ferme. 
On vérifie comme pour l'algorithme III que si v est point fixe de 

G(À), alors u = J~v est solution de Au+Bu~ O. 
On pose encore b = v~u d'où 

v = G(À)V ,ç:> v = (2J~- I)(2u-v) 

On renvoie à P.L. LIONS et B. MERCIER (SIAM J. Numr. Anal, à paraître) pour 
les démonstrations de convergence qui nécessitent des hypothèses un peu plus 
fortes que pour l'algorithme IIL 1/2 

La vitesse de convergence est ici (1 - N) , pour le même choix opti-
mal de À. 

(l) Cf. Théorème 2.2. 
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4. DUALITE 

Nous donnons une présentation de la dualité différente (mais équivalente) 
à celle développée par Rockafellar et Ekeland-Témam). 

4.1._Fonctions_convexes_conjuguées 

Soit cp : H + IR ù { + oo} une fonction convexe s .c. i, on définit 
comme suit sa conjuguée cp*: 

cp*(e) = sup [(e,v) - <P(v)J 
VE:H 

On démontre (EKELAND-TEMAM, loc. cit., p. 16) que cp*(e) est convexe s.c.i, 
et que <P ** = <P; autrement dit <P et <P * sont mu tue 11 ement conjuguées. 

Lemme=4.1 : Soit A= acp, alors A-l = acp*. 
En effet si e € acp(u) on a 

cp*(e) =(e,u} -<P(u)~(e,v) -cp(v), Yv EV, 

et donc (e,u) - cp*(e) = cp(u) ~ (u,f) - cp*(f), YfE H 

puisque l'on a cp(u) = sup T(u,f)-cp*(f)J 
f E:H 

d'où u E acp*(e). # 

Exemples: 1) La conjuguée IK, fonction indicatrice d~n convexe fermé Kc H, 

jK(e) = sup {T,e) 
TEK 

est appelée fonction d'appui du convexe K. Elle est positivement 
homogène de degré 1 et non différentiable. 

2) La conjuguée de cp(v) = ½ lvl 2 
+ jK(v) est la fonction 

cp*(e) = ½ le-PKel2 où PK est la projection sur K. 

En effet sup [(e,v)-cp*(e)J = sup sup [{e,v) - ½ !e-Tj2J 
e"'H eEH TEK 
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Remarque 4.1 : Si A est coercif (A-al maximal monotone), A-lest univoque 
et même lipschitzien ; en effet R(A) = H et 

V{u. ,y.} E A 
l l 

-1 
Vy i E H et u; E A (y i) 

En revenant à la fonction~, on voit que si~ est coercive au sens 
suivant : 

~(v) + +oo si lvl ➔ +oo 

lvl 
et strictement convexe, alors ~* est différentiable. 

En effet dans ce cas, VeE H, le problème d'optimisation 

Inf [~(v) - (e,v)J {'? a~(u) e 
VEH 

admet une solution unique et donc (a~}-l est non vide et réduit à un seul 
élément donc~* est différentiable. 

Pour illustrer cette remarque, on se reportera au 2ème exemple ci
dessous oü l 1on voit que~ est coercif ; ~* est bien différentiable (ce n'est 
pas immédiat) et son gradient vaut e-PKe. # 

4.2. Dualité ------------
On considère encore le problème 

(4-1) Acr + Bo J 0 

où A et B sont maximaux monotones. Nous affirmons que ce problème est équivalent 
au problème 

(4-2) 

En effet si u vérifie (4-1), il existe eE Acrn (-Bo), et donc OE A-1(e) 
et OE B-1(-e) d 1oü (4-2) et réciproquement. 
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Les problèmes (4-1) et (4-2) sont dits problèmes duaux l'un de l'autre. 
On peut interpréter ces problèmes en termes d'optimisation lorsque 

A= a~ et B = a~; usera solution de 

(4-3) I n f [<j) ('r ) + ~ ( T ) J 
TEH 

et e sera solution de 

(4-4) Inf [ ~*(z) + ~*(-z)J 
ZEH 

Les conditions pour que ces deux problèmes admettent des solutions sont plus 
faibles que pour les problèmes (4-1) et (4-2). 

Il suffit donc que (4-1) ou (4-2) ait une solution pour que (4-3) et 
(4-4) aient une solution. 

Pour cette raison, nous appellerons les deux premières relations, 
formulations fortes et les deux dernières formulations faibles. 

Pour démontrer que (4-1) a une solution, on essaie en général de démon
trer que a<1>+a~, est maximal monotone c'est-à-dire 3{</>+~) = a<1>+a~. Pour cela 
i 1 suffit de trouver un point de H où </> et ~ soient fi ni es, et l 'une d' e 11 es 
continue. On appelle cette dernière condition la condition dé qualification. 

Les relations 

aE A-\e) 

a E B-\-e) -e E Ba 

sont appelées relations d1 extrémalité. Trouver a satisfaisant (4-1) ou e satis
faisant (4-2) est équivalent à trouver a,e satisfaisant aux relations d'extré
ma 1 ité. 

Cas particuliers 

1°)- Soit A: V+ H un opérateur linéaire continu d'image fermée, et</> H + R 
une fonction convexe s.c.i .. Le problème 

(4-5) Inf </>(Av) 
vEV · 

est visiblement équivalent au problème 



(4-6) Inf <P(e). 
eER 
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où R = ImA désigne l'image de V par A. La forme forte de ce problème 
d1 optimisation est 

d</>(e) + aIR(e)3O, qui est bien un cas particulier de (4-1). 

On va expliciter le dual 
~· l. de IR est IN ou N = R = 

En effet 

de (4-6), en utilisant le fait que la conjuguée 
Ker A* noyau de l'opérateur A* adjoint de A. 

• RJ. 0 Sl TE 

. + 00 sinon 

Finalement le problème dual s'écrit 

Les relations d'extrémalité liant la solution cr du problème (4-7) à la 
solution u du problème (4-5) étant 

Une condition suffisante pour que ce système ait une solution est donc 
que cp soit continue en un point de R (qui entraîne que a(cp+IR) = acp+aIR 
ou que cp* soit continue en un point de N (a(cp*+IN) = a$+aIN). Cette condi
tion est traditionnellement appelée conditiondequalification. 

2°)- On peut ramener le problème 

(4-8) Inf [f(v) + g(Av)J 
vEV 

où f V ➔ IR u {+00 } est convexe s.c.i. 

g Y ➔ IR u { + oo } est convexè s. c. i . 

A V ➔ Y est linéaire continu 
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au problème précédent en posant H = V x Y et 

$(e) = f{v) + g(y) pour e = {v,y} 

et R = {e€ Vx Y : e = {v,y} tels que Av-y= O}. 

On a alors R.1. = {eE H : 3 YE Y tel que e = {A*y,-y}} 

et <1>*(e) = f*(v) + g*(y) pour e = {v,y} 
d'où le problème dual 

Inf [f*(11.*y) + g*(-y)J 
gâ 

la relation entre les solutions de (4-8) et {4-9) se décompose en une 
relation sur V et une relation sur Y 

-A*z e: atr(u) 

Z€ êg(Au). # 

3°)- Généralisation 

{4-10) 

Considérons le problème suivant 

N 
Inf E ipi{v) 
VêV i=l 

où 4>i V + Ru { +oo} sont N fonctions convexes s .c. i. . 

Ce problème est en fait un problème du type 

N 
où Ai= aipi sont N opérateurs maximaux monotones. Soit H = TI V et 

i=l 
<t>: H + 1R u {+oo} défini par 

N 
<t>(e) = .E ~;(V;) 

1=1 

pour tout N-uple e€H, e ={vl' •• .,vN}. 
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Soit D la diagonale de H, caractérisée comme l'ensemble des N-uples 
e = {v,v, •.• ,v} où ve: V. Le problème (4-10) est visiblement équivalent 
au problème 

Inf ~(e) 
ee:D 

et se ramène donc à un problème avec deux opérateurs 

c1<1>(e) + aI 0(e) .:'.3 o. 
On peut donc utiliser l'un des algorithmes I à IV pour résoudre ce pro
blème qui n'est pas si compliqué qu'il n'en a l'air. En effet, la pro
jection sur D revient à faire une moyenne des N composantes, et 1 'opéra
teur c1<P est en fait diagonal, c'est-à-dire que la minimisation sans 
contrainte équivaut à N minimisations sans contrainte sur les </)i. 
Ce procédé de décomposition a été étudié par PIERRA(l) en vue d'étudier 
la projection sur l'intersection de N convexes Ci (auquel cas 

<Pi(v} = ifr !x-v!2 
+ Ici{v). 

4.3._Résolution_du_~rimal_ou_du_dual ? 

Les deux cas particuliers (4-5) et (4-8) considérés se ramènent donc 
à un problème faisant intervenir la somme de deux opérateurs maximaux mono
tones. 

On peut donc essayer d'utiliser l'un des algorithmes I, II, III ou IV. 
L'algorithme I nécessite que l'un des deux opérateurs soit univoque et si 
cette condition n'est pas vérifiée pour le problème primal, elle peut très 
bien l'être pour le dual (cf Remarque 4.1). Il se peut que les algorithmes 
I ou II soient plus rapides quand on les applique au dual. 

Par contre, appliquer l'algorithme III au problème (4-1) ou à son 
dual (4-2) donne lieu à deux algorithmes équivalents en un sens qui est préci
sé dans, le théorème 4 .1. 

(l) Thèse, Université Scientifique et Médicaie de Grenoble., 1976. 



Soit u0 ,a 0 
EH et À~ O donné, l 1algorithme III appliqué au problème 

(4-1} s'écrit donc 

Soit maintenant rr ~ 0 donné, 1 'algorithme III appliqué au problème 

dual s'écrit 

(4-12) 

oü C est l'opérateur défini par 

-1 Ce = -B ( -e} • 

Théorème 4.1: Pour e0 = a0+ru 0 et r=i_ la suite en générée par l'algorithme 

(.4-12) vérifie la relation 

\ln~ 0 • 

Lemme= 4.1 
1 Pour r = I > 0 on a l I identité 

Démonstration du lemme: 

on a 

Soit b = X (J~-I) À e 

À 
J8{Àe) = Àb+Àe 

Àe E ( I+ÀB }( Àb+Àe) 

=> -bE B{Àb+Àe) 

Àb+Àe E B-1(-b) 

-Àe E Àb-B-l ( -b) = Àb+Cb 

Ve E H. 

-e E b+r Cb =l> b=Jt{-e) . # 
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Démonstration du théorème 4.1: 

Soit un = JA vn et an = { (vn-un) € Aun. 
L'algorithme (4-11) peut s'écrire 

c'est-à-dire 

soit en divisant par À 

oQ l'on a utilisé l'identité établie au Lemme 4.1. 

Supposons par récurrence que en = an+ru" ( ce qui est vrai pour n = O). 

On a 

d'où 

d'où 

Remarque 4.2 On peut démontrer un résultat analogue pour l'algorithme IV. 
# 
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4.4._Exemeles 

1)- Problèmes de Mosolov 

On a vu{§ 3.5) que le problème de Mosolov pouvait s'écrire 

Inf[i llell2 + j (e) - (cr
0

,e)J 
eER 0 

avec H = (L2(n))2, R image de 1 'opérateur gradient de H~{Q) dans H, et 

j
0

(e) = f Q!e!dX, où l • I désigne la nonne euclidienne de JR2 et 11°II la nonne 

de H. 
On remarque alors que j

0
{e) = jK{e) où 

jK(e) = sup (-r ,e) 
TE:K 

est la fonction d'appui du convexe K = {eE H: le(x)l::;; 1, p.p. xEQ} 

La conjuguée de { llell2 + j
0

(1:) est donc½ IIT-PK-rll2, comme on l'a vu 
plus haut. On en déduit que la conjuguée de 

q,{e) = 1 llell2 + j
0

(e) - (cr0 ,e) est 

,1,.*(,.,.) [ ) -i llell2 . ( }J 'I' • = sup a0 +T,e c. - J0 e 
eEH 

Le problème dual (4-7) s'écrit donc 

1 2 Inf Ï')" llcr +-r - PK(cr +T) Il 
N L O 0 TE 

ou, en effectuant le changement de variable, cr= cr
0

+T et en posant 
E = N+a

0 
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L'interprétation géométrique de ce problème est très simple: K est un 
convexe de H contenant l'origine, E une va~iété affine orthogonale a R, et 
le problème consiste donc a trouver la plus courte distance entre K et E 

(Fig. 4.1). 

E 

Figure 4.1 : Interprétation géométriquè du problème 
dual (Problème de Mossolov) 

La relation entre Tete est eE a<1>*(T), c'est-a-dire e=cr
0
+T-PK(cr

0
+T) 

d'où en revenant à la variable cr: e =cr- PKcr. 
La fonction½ llcr-PKcr112 étant différentiable on peut donc appliquer 

l'algorithme I : 

qui a une interprétation géométrique très simple,dans le cas À= 1,de projec
tion alter-née sur chacun des deux convexes. On notera que en = crn-PKcr n 
converge fortement vers la solution du problème primal (qui est unique puis
que ce problème est coercif). 
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On reviendra plus loin sur l'interprétation mécanique de tout cet 
exemple : disons déjà que cr s'interprète comme un champ de contraintes et 
E comme l'ensemble des champs de contrainte en équilibre. 

2)- Problème élasto-plastique modèle 

C'est une variante du problème précédent qui consiste à chercher cr 
solution de 

Inf ½ llcrll 2 
crEKnE 

où K et E sont définis comme plus haut (le champ de contraintes cr est cette 
fois-ci à la fois en équilibre et dans le convexe de 11plasticité 11 K). 

C'est bien un problème du type 

Acr + Bcr ~O 

avec A= I+aIK 

On évalue alors 

* (cr0 ,e) si e ER 
IE(e) = sup (T,e) = 

TEE + 00 sinon 

où R et cr0 sont définis comme ci-dessus. 

Le problème dual s'écrit donc, en remarquant que A-l = PK 

qui est la fprme forte de 

Inf [~(e) - (cr
0

,e)J 
eER 

1 2 1 2 1 2 où ~(e) = (e,PKe) - "2" IIPKell = "2" llell - 2 lle-PKell 

est la fonctionnelle convexe dont le gradient est précisément PK. 
On remarquera que cette fois-ci, aucun des deux problèmes ne vérifie la 

condition de qualification. Il y a d'ailleurs des contre-exemples montrant que 

le problème primal n'a pas de solution. 
# 
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5. APPROXIMATIONS 

Nous allons nous restreindre au cas particulier envisagé au paragraphe 
4.2 où l 1on cherche à résoudre 

(5-1) Inf cp(Av) 
vEV 

où A: V+ H est linéaire continue, injective et d'image fermée, de sorte que 
llvllv= IAvl est une norme sur V, et cp : H + lRu{+00 } est convexe s.c .. i .. 

On va distinguer deux cas selon que c1est cp ou cp* qui est coercive. 

5.1._Cas_où cp est_coercive 

On suppose que cp = cfl1+cp2 , cfl1 différentiable et de gradient cfli fortement 
monotone et lipschitzien 

(5-2) Ve,ê' EH 

(5-3) 

et cp2 convexe s.c.i. et lipschitzienne: 

(5-4) 

Avec ces notations u solution de (5-1) équivaut à e = Au solution de 
l 1inéquation variationnelle 

(5-5) 

et eE R, où Re H est l 1image de V par l 1application A. 

Dans ces conditions on se donne une famille (Vh)h>O d'espaces de di
mension finie Vhc V, un espace de Hilbert W dense dans v. avec injection conti
nue et finalement une application rh W + Vh. tels que 

(5-6) Vv E W. 

avec s(h) + O si h + O. 
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L'espace W étantœnse dansV celà montre que pour tout VE V il existe 
vh E Vh tel que vh + v dans V lorsque h + O. 

(5-7) 

On choisit alors pour pro Bème approché le problème 

Inf cj>(Avh). 
vhâh 

La coercivité de cj>, qui entraîne l'existence de u, entraîne aussi celle 
d'une solution uh au problème approché (5-7). De même la stricte convexité 
de cj> entraîne l'unicité de uh. 

On pose alors eh= Auh. 

Théorème 5.1 : Sous les hypothèses (5-2), (5-3), {5-4) uh + ù lorsque h + O. 
Si de plus u E W, on a l 1estimation d'erreur 

(5-8) 

oü C est une constante dépendant de u. 

Démonstration 
Posons eh = A uh ; eh vérifie l I inéquation 

(5-9) 

oü Rh =A(Vh) désigne l'image de l'espace Vh par l'application A. 
Comme Rhc R, on peut choisir e = eh dans (5-9) d'où en ajoutant avec 

(5-5), il vient 

c'est-à-dire 
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d'où l 1estimation (5-8) lorsque u E W, en choisissant ëh = A(rhu). 

Lorsque ufW, on raisonne par densité: on sait qu'il existe une suite 
VhE Vh vérifiant vh-+ u dans V fort d'où en choisissant ëh = Avh la conver-
gence de eh verse et donc de uh vers u. # 

Généralisation 

Lorsque~= ~l + ~2 + IK avec ~1,~2 vérifiant les hypothèses (5-2) 
à (5-4) et IK est la fonction indicatrice d'un convexe fermé KcH, il faut 
restreindre eE Kn R dans 1 'inéquation (5-5) qui devra maintenant avoir lieu 
pour tout ë E K n R. Soit K

0 
= {v EV : Av E K}, pour obtenir encore l'estimation 

d'erreur (5-8), il faudra exiger que rhVE K
0

nVh, pour pouvoir encore choisir 
ëh = rhv dans la démonstration précédente. 

Application au problème de Mosolov 

Dans le cas du problème de Mosolov (cf.§ 3.5), on a V= H~(n) 
H = (L2{n))2, et A est l'opérateur gradient. On choisira 

et ~2(e) = j
0

(e), de sorte que leshypothèses (5-2) à (5-4) sont bien vérifiées. 
Dans ce cas, il n'y a pas besoin de mettre de fonction indicatrice dans~ en 
plus de ~let ~2. On verra plus loin un exemple où il faudra le faire, et les 
restrictions à imposer au sous-espace Vh. 

Pour le problème de Mosolov, on choisira typiquement une triangulation 
T den et (l) h . 

( 1 ) P k désigne l 'espaàe des polynômes de degPé ~ k et à 2 variables. 
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La propriété (5-6) est alors vérifiée classiquement (l) avec 
W = H2(n) et rhv = interpolé-de vaux sommets de la triangulation, et enfin 
E(h) : Ch où la constante C dépend du domaine n; Vh est un espace d'élé-

ments fi ni s de degré 1. 

En utilisant des éléments finis de degré k> 1, on obtient E(h) = Chk 
quitte à choisir W = Hk+l(n). Mais l'amélioration correspondante de la pré
cision est souvent illusoire car en général u «k Hk+l(n) pour k > 1, et d'autre 
part il sera nécessaire d'utiliser une formule d'intégration numérique pour 
évaluer j

0
(Vv) = lnlVvldX (cf. GLOWINXKI-LIONS-TREMOLIERES, Analyse Numéri

que des Inéquations variationnelles, Dunod, 1976). 

5.2_Cas_où ~* est_coercive 

On considère le problème dual de (5-1) 

(5-10) 

(cf. 4-7) 

* On suppose que~ est de la forme 

(5-11) 

où J a un gradient fortement monotone et lipschitzien (cf. (5-2) et (5-3), 
et IK est la fonction indicatrice d'un convexe fermé. On suppose que Kn N 
est non vide. 

La solution CJE Kn N du problème (5-10) est donc unique et vérifie 
l'inéquation variationnelle 

(5-12) (J'(cr),r-a)~O V-r E K n N. 

On introduit alors l'espace Hh destiné à approcher H et on demande que 

(l) cf. P.G. CIARLET, Thé finité étement method foP ettiptid pPobtems, NoPth 
HoUand, 1978. 
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On pose alors 

qui est l'orthogonal de Rh dans Hh. 
Le problème approché est alors tout naturellement 

(5-13) 

La coercivité de~* qui entraîne l'existence de cr solution de (5-10) entraînera 

également celle de ah solution de (5-13). 
On fait alors l'hypothèse qu'il existe nh H + Hh 

(5-14a) TThT + T lorsque h + O 

(5-14b) ( 1) 

(5-14c) 

La difficulté par rapport au§ 5.1 est que Nh n'est pas inclus dans N. 
On va d'abord montrer la convergence de ah vers cr. Pour cela il faut d'abord 
montrer (cf. GLOWINSKI - LIONS - TREMOLI ERES, l oc. ci t) que 

(5-15) ~ ThE Nh converge faiblement vers T lorsque h + 0 

al ors TE N ; 

( 1) 

en effet, il suffit de montrer que (T,Av) = 0 VVE V, or d'après 

(5-6) il existe VhEVh + v, donc 

Si TTh est la projection de H sur Hh alors 

TEN =>7fhTENh. 

En effet l'hypothèse Rh c Hh montre que 

(TThT,Avh) = (T,Avh) = o Yvh E Vh 
Il y,este à espérer que l'on a aussi TE K => TTh TE K. 
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La propriété (5-15) montre que Nh ne converge pas vers quelque chose 
de plus grand que N, et l'existence de nh, montre que Nh ne converge pas vers 
quelque chose de plus petit que N. 

Théorème 5.2 : Sous les hypothèses (5-6) et (5-14) la solution crh du problème 
approché converge fortement vers cr. 

Démonstration : 
On utilise la démarche classique estimation a priori, convergence 

faible, convergence forte. 
On a tout d'abord 

puisque nhcre Kn Nh, et en applicant (5-14c). 
Comme J est coercif, celà montre que crh est borné. 

Soit crh~<P une sous suite faiblement convergente on a cpe Kn N 

d'après (5-15), et d'autre part 

(5-16) J(q,) ~ lim inf J(crh) ~ lim J(nhT) = J(T) 1he Kn N 
h +0 h+O 

puisque J est faiblement s.c.i et fortement continue, ce qui montre que q, = cr. 
Pour démontrer la convergence de J(crh) + J(cr) (qui résulte de (5-16) : 
choisir T = cp = cr) et l'inégalité 

qui résulte de la forte monotonie de J' et qui montre que llcrh-crll+O, en effet: 

(J'(crh),cr-crh} = (J'(crh),cr-nh )) + (J'(crh),rrhcr-crh)~ (J'(crh),cr-nha) 
0 

quantité qui tend vers zéro lorsque h + 0 car J'(crh) est borné (puisque crh 
est borné). # 

Estimation d'erreur 
Pour obtenir une estimation d'erreur sur llcr-crhll on supposera qu1 il 

existe un sous-espace dense H c: H te 1 que 
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(5-17) 

Mais celà ne suffit pas, il faudra également supposer que le problème 

(5-18) 

qui peut être considéré comme une formulation forte du problème (5-10), 
admette une solution (Noter que a~*+aIN n'est pas forcément maximal monotone 
à cause de la présence de IK dans~*). 

Dans ce cas, en effet, il existera UEV tel que 

(5-19) 

puisque aIN(cr) =Ni= R. 

Ajoutant alors la condition d'optimalité pour ah 

on obtiendra en choisissant T = ah dans (5-18) : 

d'où 

en supposant le résultat de régularité 

O'EH, UEW. 
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Exemple : Problème d 1 élasto-plasticité (cf.§ 4.3) 

On est exactement dans les conditions d'application de la présente 

théorie à un changement de variable près, J étant une forme quadratique 
définie positive. # 

5.3_Déeendance_de_la_vitesse_de_convergence_des_algorithmes_en_fonc
tion de h. 

Dans les estimations de la vitesse de convergence des algorithmes I, 

III et IV, on a vu que seules les propriétés de coercivité et de lipschitz 

continuité d'un des deux opérateurs, (en l 1 occurence l'opérateur B) interve

nait dans la vitesse de convergence. 

On voit que dans le cas du problème (5-1), écrit sous la forme (forte) 

et discrétisé sous la forme 

seul un des deux opérateurs est discrétisé. Si donc on choisit toulours 
B = a~, la vitesse de convergence des algorithmes I, III et IV sera indépen
dante de h ( 1 ) • 

De même le problème dual (5-18) se discrétise sous la forme 

a~*(crh) + aIN (ah)~ o 
h 

et en choisissant encore B = a~*, on aura une vitesse de convergence indépen

dante de h. 
En revanche le discrétisé naturel du problème de l'obstacle (cf.§· 3.5) 

s'écrit 

(l) Plus exactement les estimations donnent l'existence d'une vitesse minimale 
indépendante de h. 



oü Ah Vh ➔ Vh est une matrice vérifiant 

dont le conditionnement dépend fortement de h, et celà explique que les 
algorithmes I, III et IV donnent une vitesse de convergence qui dépend de h 
(cf. Remarque 3.6). 

On a vu au§ 4.2 que le problème (4-8) : 

Inf [f(v)+g(./\V) J 
vâ 

( où f V + lR convexe 
g Y + R convexe 
A V+ Y linéaire 

était un cas particulier du problème 

quitte à travailler sur l'espace produit H = Vx Y. 
Dans le cas où f et g vérifient les hypothèses (5-2) à (5-4), on aura 

donc les mêmes conclusions~ en ce qui concerne l'indépendance de h des vites
ses de convergence des algorithmes I, III ou IV. 

On remarquera que le problème de l'obstacle est un cas particulier du 
problème précédent avec f(v) = IK(v) et donc ne vérifiant pas les conditions 
(5-2) à (5-4). On ne peut donc rien conclure en ce qui concerne la vitesse de 
convergence des algorithmes obtenus en utilisant cette nouvelle manière de 
poser le problème, mais il serait intéressant de faire des essais numériques 
en ce sens. 
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B - INEQUATIONS VARIATIONNELLES EN MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS 

1. Equations du mouvement 

Soit Q(t)c :R3 un milieu continu, et Q(O) sa position à l'instant 
initial. Le mouvement est décrit par la donnée d'une fonction F donnant 
la position à l'instant t de la particule située initialement en un point 
➔ a E Q(O) 

➔ ➔➔ 
x = F(a,t) E Q(t), 

La description des quantités physiques (densités, forces, etc.) peut 
·➔ 

se faire en coordonnées èulériennes en se donnant p fonction de x et de t 
p = p{x,t) ou lagrangiennes : p = p(a,t). 

Nous commençons par établir 1 'équation du mouvement en coordonnées 
·eulériennes. Soit w(t) un élément dè matière de forme (régulière} quelcon
que de n(t). On établit en mécanique (l) l'existence d'un tenseur de con
traintes (Eulérien) cr(x,t) symétrique tel que, si 1i(x,t) désigne le vec
teur unitaire 1i{x,t) en x normal à la surface aw(t) de w(t} (dirigé extéri
eurement), alors l'action du milieu continu sur w(t} 'se traduit par une 

. ➔ 

force surfacique T(x,t) de composantes 

T. = r. cr,. n. 
1 j 1J J 

que l'on notera aussi 

T-=cr,,n. 
1 1J J 

en utilisant la convention de sommation ou T=cr.1i en notation vectorielle. 
En écrivant alors que la variation de la quantité de mouvement est 

égale au travail des forces extérieures, on obtient que 

(l) J. MANDEL., Cours de Mécanique des Milieux Continus., Dunod., Pcœis 1976. 
Tome I., p. 55-66. 
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(1-1) ft J pv dX = fa.n ds + f f dX 
w ( t ) aw ( t) w ( t ) 

➔ 

où f(x,t) désigne les forces massiques extérieures (gravité, .•. ). 

En remarquant que pour toute fonction g(x,t) 

¾ I g dX = j (tt + div (gv)) dX 
w(t) w(t) 

et (formule de Green) que 

I a.n ds = I d~vcr dX 
aw(t) w(t) 

+ aa .. 
où diva est le vecteur de composantes ax1

~ , on obtient, en notation 
·tensori e 11 e J 

(1-2) 

En utilisant la conservation de la masse 

on peut écrire (1-2) sous la forme 

av. av. .._ 
( 1 1) o f 

P 3t + vJ. ax . = -a - a· · + · • J xj 1J 1 
(1-3) 

Soit g(x,t) une fonction définie en variables d'euler et G(a,t) 
la même fonction en variables de Lagrange, on a 

G(a,t) = g(F(a,t),t) 



-62-

d'où 

et la quantité 1, appelée dérivée totale coïncide avec la dérivée 
lagrangienne. Avec cette notation, on peut écrire (1-3) sous la forme 
vectorielle 

(1-4) d➔ ➔ ➔ 

V d' f p of= 1V cr + 

que l'on appelle frome eulérienne modifiée de l'équation du mouvement. 
Pour obtenir la forme lagrangienne, il faudrait remplacer les dérivations 

➔ 

en x de diva par des dérivations en a, à l'aide du Jacobien de la trans-
3Fj 

formation a+ x : B = ((aa.)) .. · 
1 l ,J 

On a alors 

ou VG = B. Vg 

c'est-à-dire en notant s-l = {(s .. )) 
lJ 

où les S;j = B;j(a) dépendent de a. 

Quand on passe aux coordonnées de Lagrange, on aura donc 

(1-5) 

où les v;,crij'fi sont maintenant fonctions de â et de t. 

➔ 

Lorsque l'accélération t est négligeable (pour des phénomènes lents 

dits quasi-statiques) ou nulle (pour des problèmes stationnaires, l'équation 
du mouvement (1-4) se réduit à l'équation d1 équilibre 

➔ ➔ 

{ 1-6-) div cr+ f = O. 



-63-

2. Elasticité infinitésimale 

➔ ➔ ➔ ➔ On suppose que x = a + À w( a) où À est un petit paramètre. 
On a donc 

d'où 

aF. aw. 
_J =o .. + À _J 
aa. 1J aa. 

l l 

f3 •• =o .. +o(>..). 
lJ lJ 

L'équation du mouvement (1-5) en coordonnées de Lagrange se réduit 
donc au premier ordre près à 

av. acr .. 
. l · lJ 

p - = -- + f. at aaj , 

➔ ➔ Le vecteur u = À w est le déplacement, et on s'aperçoit que pour 
·au· . 

cette approximation soit valable, il suffit que les -a 1 soient petits a. 
J ("petites déformations"). 

On ntroduit ensuite le tenseur dé déformation. 
Soit a+da et a+oa deux points proches de a, et x+dx et x+ox 

leurs images par la transformation F. 
On a 

d'où 

aF. 
l 

dxi = aa. daj, 
J 

aF. aF
1
• 

➔ ➔ l 
dx.ox = - - da. oak aaj aak J 

où par définition 6 = ((6, -)) est le tenseur des déformations. 
lJ 

En remarquant que 

on voit que 
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-+ -+ 
on voit que lorsque u = ÀW, ~ = E(u) + O(À) où E(u) est le tenseur de 
déformations linéarisé, défini par 

(2-1) 1 au. au. 
El•J•(U) = "7 (~ + _J) . 

- oX• ax. 
J 1 

qui est la partie symétrique du tenseur des déformations. 
En élasticité linéaire, il y a une relation linéaire entre le tenseur 

des contraintes o et le tenseur des déformations linéarisées E(u) : dans le 
cas isotope on a 

(2-2) o = À( div u )o + 2 µ E(u) = AE(u) 

où À etµ sont les coefficients de Lamé et o le tenseur de Kronecker. 
L1 inverse de cette relation s'écrit E(u) = A-1er avec 

{2-3) -1 _ l+v v 
A o = T o - t tr(o}ô 

où tr(o) désigne la trace du tenseur o, avec les relations 

E E 
À= (l+v)(l-2v) ' µ = 2(l+v) 

E s'appelle module de Young, et v le coefficient de Poisson qui, physique
ment, vérifie Os:vs;} le cas v = ½ correspondant à l'incompressibilité. 

Soit Q = Q(o), en résumé, en élasticité linéaire, on recherche cr et 
u·vérifiant sur a 

(2-4) o - As(Û) = 0 

(2-5) 
-+ -+ 

diva + f = 0 
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à quoi il faut rajouter les conditions aus limites 

(2-6) + u = O sur r 
0 

(2-7) 
+ + 

a.n = F sur r1 

où r
0 

est la partie de la frontière de Q où le milieu continu est fixé et 

r1 celle où il est soumis à des forces pressantes. Nous supposerons que 

fE (L2(n))3, FE(L2(r 1)) 3 queµ> o et 3À + 2µ> O 

3. Inégalité de Korn 

Soit V= {VE (H1(n)) 3 : v = 0 sur r
0

} l'espace des déplacements 

admissibles . 

. Lemme 1 (Théorème des travaux vi rtue 1 s) 
;:====== 

Si cre {L2 (n)) 9 et vérifie (2-5),(2-7), alors on a 

(3-1) Jncr.s(~) dX = JQf ~ dX + JrF ~ ds 
+ Vve V. 

La démonstration repose sur la formule de Green vraie pour tout VEV. 

(3-2) + + + • + 

J J J 

+ 

Qcr.s(v) dX = r (cr.n}.v ds - Q (diva ).v dX # 

Le déplacement û est donc solution du problème variationnel linéaire 

(3-3) + + + 
a(u,v) = L{v) 

où a est la forme bilinéaire continue sur V x V 
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a(Û,V) = JQ (As(u)).s(v) dX 

L (v) = f f. V dX + f ;; ds 
Q rl 

est une forme linéaire continue sur V d'après les hypothèses faites sur 
➔ ➔ 

f et F. 

L'existence et l'unicité résultent de la V-ellipticité de a 
il existe a>O tel que 

a ( v, v) ?: a Il vll i Vv E V 

où 11•111 désigne le nonne de H1(n). 

Une étape essentielle de la démonstration est d'établir la célèbre 
inégalité de Korn. 

Lemme 2 : Il existe une èonstànte a
0 

> 0 telle que 
.. ======= 

av. 
(La difficulté est que s(v) ne contient pas toutes les dérivées ax~ ) 

J 

La démonstration s'appuie sur le lemme suivant (l) 

Lemme 3 : Sin est un ouvert borné dè frontière assèz régulière (2
), on a 

--------------

# 

(l) Démontré dans DUVAUT-LIONS, Les Inéquàtions en mécani ue et en h si ue 
Dunod 1972, pour le cas où la frontière e Q est c:n 

( 3 ) Le résultat a été démontré pai~ BOLLEY-CAMUS, C.R.Acad. Sc. Paris 1976, 
dans le cas où Q est polyédrique. 
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Démonstration du Lemme 2 ------------------------
On suppose donc que v. et E.j(v)E L2(n), et on veut démontrer que 

toutes les dérivées!:: so~t en ;ait dans L2(n). 2 
J 3V. 1 3 V. 1 

Pour cela il suffit de démontrer que ax 1 E H".° {n) et que a 3 
1 · E H- (n) 

j xj xk 
d'après le Lemme 3. 

2 av. 1 
Or vi EL (n) ~ ax ~EH- (n) par continuité de la dérivation au sens 

. . . J 2 lk;j(v) -l 
des d1str1but1ons, et Eij(v)E L (n) ~ ax = bijkE H (n), c'est-à-dire 

k a2v. 
6x 3 = 18 équations, pour 18 inconnues qui sont les axja;k . Ce système 

linéaire est inversible, en effet 

av. 2 d'où a2E L (n) , d'où le résultat. 
xj 

# 

Théorème 3.1 : Si r
0 

est dè mesuré non nulle, alors 

IIE(v)ll·2 ;,: Cllvll 2 L (n) L (n) 

g!'!!Q!'.!~1r~ti2!.I: 

VVE V. 

IIE.:{v)II 2 est une norme sur V, en effet E.:(v) = 0 entraîne que v 
L (n) + + ¼ + + + •• 

est un mouvement rigide : v = a+oxr où r = Om. Comme ce mouvement r1g1de 
s'annule sur r

0 
dont la mesure est non nulle, il s'annule partout. On rai-

sonne alors par l'absurde : il existerait donc une suite vn avec llvnll ? = 1 
L-(n) 

et IIE.:(vn)ll -+ O. Cette suite étant bornée d'après le Lemme 2, elle admet 
une sous suite faiblement convergente vn,~v dans V, d'où 

lim inf l!E(vn,)112 ~ IIE.:(v)ll2 
n 1 +oo 

* E.:(V) = 0 ~ v = O. Or H1{n) c L 2(n) étant compact vn' + 0 dans L2 fort, 
ce qui contredit l I hypothèse Il v nll = 1. # 

L2(n) 



-68-

Corollaire : Si r
0 

est de. mesure non nulle et si E> 0 et O::;;v~}, ~ 
problème d'élasticité (3-3) admet une solution unique. # 

Régularité: La régularité de la solution est analogue à celle obtenue pour 
le Laplacien. On consultera Necas (l) pour la régularité H2, et Geymonat (2) 
pour la régularité w2,P. 

4 - Modèle de Hencky 

Une des caractéristiques du problème élastique étudié précédemment 
est la linéarité. 

Si l'on remplace les forces extérieures f et F par sf et sF oQ s 
est un coefficient réel, la solution us du problème élastique correspondant 

(4-1) 

dépendra 1 inéai rement de s : us = su . 

Pour les métaux les choses se passent bien ainsi tant que le tenseur 
des contraintes a ne dépasse pas localement un certain seuil appelé sèuil 
de plasticité ; c'est-à-dire que a(x)E B, pour XE n, oa Best un convexe 
donné de JR9 (contenant l'origine) appelé convexè dè plàsticité. 

Soit a0 = a - j tr(a)o le déviateur de a, 

c'est-à-dire ce qui reste lorsqu'on enlève à cr sa partie sphérique), le 
convexe Best très souvent de la forme 

B = {aE 1R 9 : !f (a0):,;; O} oü fi.: 1R 9 
+ IR est une fonction convexe 

donnée. 

En particulier le critère de Von Misès, correspond à 

!i(o)=lal-g 

(l) NECAS: Méthodes diPectes dans la théoPie des équations elliptiques, 
Masson, Paris, 196-222. 

(
3

) GEYMONAT: Amali di Matematica Pura ed applicata 4, 69 (1965)} 207-284. 
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où l·l désigne la norme euclidienne de rn9. 
Le modèle de Hencky donne alors la relation suivante entre e:(u) et a 

(4-2) e:(u) - A-1aEaIP(cr) et OE P, 

où P = {T E ( L 2 ( Q)) f : T { x) E B , p • p • x E D} 

et L2(n); désigne l 1 espace des tenseurs 3x 3 symétriques de carré intégrable. 

L'interprétation locale (en un point XE n} de cette relation est la 
suivante 

Si a(x) E Int B, alors E(u) = A- 1a 

sinon -1 e:(u} = A cr+ À 

où À.( cr-<1>) ~ 0, IJ<i> E B. 

(relation de type élastique) 

La "déformation plastique" À vérifie une propriété dite de "travail maximal 11
• 

5 - Formulation variàtiônnèlle 

Soit(•,·) le produit scalaire de (L2(n))~ défini par 

(cr,,)= fQa., dX 

La relation (4-2) peut s'écrire 

(5-1) 

où 

A(cr,T-cr) - (e:(u},T-a)~ 0 

- -1 A(a,T) ~ (A CT,T). 

Soit alors 

Vv EV} 

l'ensemble des contraintes en équilibre pour les forces extérieures au 
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coefficients près (cf. Lemme 1), le problème de Hencky est donc 

Trouver aEPnM(s) et UEV satisfaisant(5-l) 

En choisissant TE P n M(s), on voit que u disparait, et que le problème 
se réduit à trouver CTE PnM(s) solution de 

(5-3) 1 Inf -z A(T,T) 
TEPnM(s) 

problème qui admet une solution unique à condition que Pn M(s) soit non vide, 
ce qui est vrai pour sassez petit. Soit 

a= Sup {s: PnM(s)-/: 0} 

le coefficient a s'appelle le coefficient limite. 

La situation est donc la suivante: 

élasticité linéaire 

élasto-plasticité 

s > Cl, pas de. solution 

où ae = sup {s: AE(u5)E P} et us est la solution du problème élastique (4-1). 

En revanche le problème (5-2) n'a pas, en général, de solution même 
pour s<a. 

Cette propriété négative est encore une illustration du fait que la 
somme de deux opérateurs maximaux monotones n'est pas nécessairement maxi
male monotone ; en effet (4-2) peut aussi s'écrire 

-1 
A a + 3Ip(a) + 3IM(a) 3 0 

puisque E(u), aIM(a) (voir l'analogie avec le problème élasto-plastique 
modèle introduit dans la partie A,§ 4.3). 
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Physiquement le déplacement u peut avoir des discontinuités. {Il 
peut y avoir des lignes de glissement), et il n'est donc pas raisonnable 
d'espérer que le déplacement soit dans (H1(Q))3. 

On montre (l) qu'il existe dans certains cas un déplacement dans 
(LP(n))3, avec p> 1. 

6 - Modèle de Prandtl-Reuss 

Le modèle de Hencky est un modèle simplifié qui ne tient pas compte 
de la décharge. Supposons en effet que s croisse de O jusqu'à s

0
E]ae,a[ 

puis que s décroisse jusqu'à O; dans un phénomène plastique réel, il y 

aura des déformations résiduelles, c 1est-à-dire que le déplacement observé 
ne reviendra pas à O. 

Pour en tenir compte, on est obligé d'utiliser une loi inèrémentàle 

(où â ~ ~~) dont l'interprétation locale montre qu'il y a une relation de 
type élastique (dû) = J\-l a) dans les deux cas suivants : 

- cr E Int B 

- OE as, la frontière de B, et A-l â est dirigé vers 11 intérieur de B 
(décharge). 

Le cas élasto-plastique survient lorsque a<:: aB et J\-l ô- est dirigé 
vers l 1extérieur de B, on a alors 

• -1. E(u) = A cr + À (charge) 

avec \. ( cr-T) ;;;: 0, lJT E B. 

(1) of. R.S. FALK,, B. MERCIER : RAIRO Analyse Numérique 11, (19'17),, 135-144. 
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Globalement, on a 1a formulation variationnelle 

(6-1) 

Cette relation est valable dans le cas dynamique, en rajoutant l'équation 
du mouvement {l-4) ou v=Û, et les conditions aux limites (2-6) et (2-7). 

+ + 
Les actions extérieures f et F dépendent alors en général explicitement 
du temps. 

Dans le cas quasi-statique, on néglige les termes d'accélération, et 
on peut éliminer u, d'où le problème aux contraintes : trouver crE Kn M(t) 
tel que 

(6-2) 
A ( Ô-, T-cr) ~ 0 VT E K n M ( t) 

cr(O) = cr0 cr(t) E Kn M(t) 

où M(t) est le convexe des champs de contrainte en équilibre avec les actions 
extérieures massiques f{t) et surfaciques F(t). 

Là encore, on démontre (l) l'existence d'une solution au problème 
(6-2) à condition que Kn M(t) soit un peu mieux que non vide pour tout 
t~-0, à condition que f et F soient assez réguliers en t, mais il n'existe 
pas en général de déplacement u vérifiant (6-1) autrement que dans un sens 
faible. 

7 - Modèle élasto-visco-plastique 

Soit rr la projection sur P 

et Bµ =.!. (cr-Ticr) le régularisé Yosida de l'opérateur aIP, la loi de compor
tement élasto-visco-plastique s'écrit 

(7-1) 
• -1• s(u) - A cr= Ba 

]J 

qui peut aussi s'écrire, après élimination de û 

(l) C. JOHNSON: Existence theorems for plastieity problems. J. Math. pures 
et appliquées, t. 55, (1976), 431-444. 
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Trouver cr(t) E P satisfaisant 

(7-2) 

Le coefficientµ s'interprète alors comme une viscosité, et le terme B 

comme un terme de rappel vers le convexe plasticité P, d'autant plus fort 
queµ est petit. 

En notant crµ(t) la solution du problème élasto-visco-plastique (7-2) 
la méthode employée par Johnson pour démontrer l'existence d'une solution 
à (6-2) consiste à obtenir des estimations a priori sur crµ et à passer à 
la limite lorsqueµ+ O. 

Ce modèle étudié par Duvaut et Lions est très riche et redonne, comme 
on va le voir, d'autres modèles par passage à la limite. 

8 - Modèle rigide-visco-plastique 

Supposons que le coefficient d'élasticité Etende vers l'infini 
(cf (2-3)) alors le terme en A-1ô deviendra négligeable dans (7-1) qui donne
ra à la limite la relation de comportement 

(8-1) s(Ü) = B cr=.!. (a-rra) µ µ 

logiquement appelée rigide-visco-plastique. En effet, localement si 
cr(x)E B, alors s(Ü) = 0, et le milieu continu se comporte localement de 
façon rigide. 

La solution du problème obtenu en rajoutant la condition d'équilibre 
ŒE M{t) et la condition aus limites (2-6) montre que pour chaque t, cr(t) 
etv(t) = Ü(t) sont solution d'un problème stationnaire. Le milieu continu 

11oublie 11 donc complètement la configuration initiale, et c'est là où· se situe 
la limite entre un solide et un fluide (on peut alors travailler en coor
données purement Eulériennes). 

Le champ de contraintes cr(t) est solution du ·problème stationnaire 
{dont la solution apparait comme indépendante de µ) 
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Inf "fü Il T-IITll 2 

TEM(t) 

après quoi, la relation (8-1) permet de calculer v 
On notera que si (8-2) a une solution, alors 

. 
= u. 

(8-3) 1 P n M(t) = 0 ç} - (cr-Ticr) = E:(v) = 0 ç} v = 0 µ 

et le calcul des solutions de (8-2) est un moyen de déterminer le coeffi
cient limite a introduit au§ 5. (l) 

On peut facilement écrire le problème dual de (8-2) en remarquant 
que 

"t llell2 
+ jp(e) est la conjuguée de 1 2 

2µ Il T-TITII 

(cf Partie A du§ 4), et le champ de vitesse v = ü est solution de 

(8-4) 

qui redonne le problème de Mosolov dans le cas particulier d'un écoulement 
dans une conduite cylindrique (Partie A,§ 1). 

La fonction support de P : jp(e) = sup (T,e) n'est pas bornée si P 
TEP 

n'est pas borné; dans le cas du critère de Von Misès, on a 

et il y a donc implicitement une contrainte div w = 0 dans le problème (8-4). 

Dans le cas dynamique, les équations du mouvement s'écrivent sous 
forme variationnelle 

dv P(ëff, w) + (cr,s(w)) = L(w) V-WE V 

(l) cf. B. MERCIER: J. Mécanique 16 (19??), 467-491. 
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On transforme alors la relation de comportement 

en 

1 - (a-IIa) = E:(v) 
]J 

c 1 est-à-dire 

(8-5) 

d1 où 

Cette inéquation redonne les équations de Navier-Stokes dans le cas limite 
où le seuil de plasticité tend vers zéro, c 1 est-à-dire B = {TE:JR 9 : ITDI = O} 
Dans ce cas en effet jp(s(v)) se réduit à la fonction indicatrice de 1 •en
semble des champs de vitesse à divergence nulle. 

Les composantes de la dérivée totale ~ s 1 écrivent 

dv. av. av. 1 , , 
ât = at+ vj ~ 

J 

et l 1 on peut souvent négliger les termes de convection, car les vitesses 
sont raisonnablement petites par rapport aux longueurs. 

Le problème (8-6) peut alors s 1 écrire dans le cas où les actions 
-+ 

extérieures surfaciques sont nulles (F = 0) 

(8-7) 

1 
p : ~ + µA V + a j ( V ) J f ( t) 

v(o) = v0 

où A est la restriction de H = (L2(n)) 3 de l 1 opérateur de V-+ v• associé 
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à la forme bilinéaire (s{u),s(v)), et aj le sous différentiel de la 
fonction j(v) = jp(s(v)). 

Dans le cas particulier d'un écoulement dans une conduite cylin
drique, on a vu (Partie A) que l'opérateur A+aj est maximal monotone. Le 
problème est ouvert dans le cas général. 

Le problème (8-7) est un problème d'évolution faisant intervenir la 
somme de deux opérateurs monotones et servira d'exemple à la troisième 
partie. 

Remarque : Pour les métaux à haute température on adopte une loi de com
portement dite pseudo-plastique, du type suivant 

et div v = 0 qui donne lieu à un problème bien posé dans 
(W1'P{n))3 pour les vitesses (avec en général p proche de 1). # 

9 - Prob 1 èmes de fro·ttement 

Nous voulons maintenant envisager des conditions aus limites de 
type frottement. Pour simplifier nous nous replaçons dans le cadre du§ 8 
du matériau visco-plastique. 

Soit an= r
0
ur1ur2, nous prenons toujours les mêmes conditions aux 

1 imites sur r 
O 

et r 1. Sur r 2, nous supposerons qu' i 1 y a contact uni 1 até
ra l avec frottement entre le milieu continu et un obstacle donné. 

On décompose cr.n et V en partie normale et partie tangentielle 
(à r 2) : 

et on impose les conditions 

(l'obstacle ne peut pas tirer le milieu continu) 

(l'obstacle n'exerce pas sur le milieu continu d'effort tangen
tiel supérieur à un certain seuil} 
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-+ -+ avec À:?: 0 si 1 crT 1 • •r = l:À or = g 

si 1 crT 1 < 9 

• VN:5: 0 si crN = 0 (décollement) 

• VN = 0 si crN < 0 (contact maintenu) 

L'interprétation de la condition vT = -Àa\ si lcrrl = g, est que 
si le milieu continu bouge par rapport à l'obstacle, l'obstacle réagit 
sur lui de manière à s'opposer au mouvement (donc dans la direction oppo
sée au mouvement) mais avec une intensité inconnue, d'où le paramètre À. 

Soit alors Cc IR3 le convexe 

On vérifie que 

(9-1) 

est équivalent à 1 'ensemble des conditions aux limites énoncées plus 
haut. 

En résumé, nous avons les conditions aux limites 

-+ -+ -+ 
v = 0 sur r

0
, cr.n = F sur r1, (9-1) sur r2 

l'équation d'équilibre div cr+ f = 0 sur n 

et la relation du comportement : E(v) = Bµcr sur n 
Pour donner une formulation variationnelle à ce problème nous re

marquons que (9-1) s'écrit aussi 

(où jc(v) = 
la fonction 

J glvrlds si vN:,; 0 sur r2 et +00 sinon 
r2 

support de C). 

; est l'intégrale de 
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e • ~ d. . ( +) . ( +) est-a- 1re Je -w - Je -v 2 J 
+ + 

(a. n) . ( -w+v) ds 
r2 

or d'après la formule de Green 

J 
-;- ++ J ++ J+ ++ -(o.n}.(-w+v) = cr.E:{v-w) - f.(v-w) 

r2 n n 
= (0,s(v-w)}-L{v-w) 

on a vu (cf (8-5)) que 

On en tire 

et finalement 

qui équivaut au problème d'optimisation 

J
->- + + 

- F. (v-w)ds 

rl 

L'effet du frottement est donc de rajouter à la fonctionnelle d'énergie 
un terme de dissipation. 
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C - ANALYSE NUMERIQUE DES INEQUATIONS D'EVOLUTION 

Plan 

1. Rappel de résultats d'existence 

2. Le résultat de Brézis-Pazy 

3. Application à la somme de deux opérateurs 

4. Application aux algorithmes III et IV 

5. Approximation 
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C - ANALYSE NUMERIQUE DES INEQUATIONS D'EVOLUTION 

1. Rappel de résultats d'existence 

On adopte les mêmes notations que dans la aprtie A,§ 2 : 
H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire(•,•) et de la nonne 

1 • I . 

Soit A un opérateur maximal monotone, on appelle A0 sa section 
principale, c'est-à-dire l'opérateur univoque tel que A0x soit la projec
tion de x sur l'ensemble (convexe fermé) A(x). 

On rappelle quelques propriétés de l'opérateur A0
, démontrées dans 

BREZIS (1}. 

Lemme 1 : Soit AÀ = f (I-J~) le régularisé Yosida de A, alors 
--------------

Lemme 2 Si {x,y} € D(A) x H vérifie 
--------------

alors YE Ax. # 

On cherche à résoudre le problème d'évolution 

(l-1} du + Au ~o 
ëff 

u(o) = u
0 

On rappelle (l) que pour tout u
0

€ D(A) ce problème admet une solution 
unique u(t) = S(t) u

0 
dépendant non linéairement de la donnée initiale 

u
0 

par l'intermédiaire d'une famille de contractions S(t) appelée semi
groupe de contraction. 

(l) H. BREZIS: Opérateurs mà:i:imaux monotones, North HoZZand., Lecture 
Notes, 1973, pp. 28-29. 
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La monotonie de A entraîne en effet que, si v(t) = S(t) v
0 

du dv 
( - ëff + ëff , u-v);?: 0 Vt, 

c'est-à-dire 

Le caractère de semi-groupe est dû à la relation immédiate 

Pour établir l'existence de u(t), la méthode consiste à obtenir des 
estimations et à passer à la limite sur l'équation 

qui admet une solution d'après le théorème de Cauchy-Lipschitz car l'opé
rateur AÀ est Lipschitzien. 

Au cours de la démonstration (BREZIS, p. 56) on établit l'estimation 
d'erreur 

2. Le résultat de BREZIS et PAZY 

Pour résoudre l'équation d'évolution (1-1) on peut utiliser le 
"schéma" implicite suivant : 

(2-1) 
n+l n 

u -u + A (un+ 1 ) ~ O 
i.':lt 
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où u O = u
0

, tit est le pas de temps et un représente une "approximation" 
de la solution de (1-1) en t = nit. 

Plus généralement, on considère des "schémas", c'est-à-dire des 
algorithmes du type suivant: 

(2-2) 

où À= i, et F(À) est un opérateur donné (en général une contraction, 
au moins pour À assez petit). 

Il y aura convergence si 

(2-3) 
n 

un= F(!) u -+ u(t) = S(t) u
0 n o 

lorsque n -+ +oo • 

Nous allons établir un résultat dû à Brézis-Pazy qui donne une 
condition suffisante de convergence. 

Théorème 1 : Soit C = D(A) et F(À) : C-+ C une famille dè contractions 
vérifiant la propriété de consistance 

(2-4) lim x-F(À)x = Aox V.x E D(A) 
À-+Ü À 

alors si A est maximal monotone, il y a convergence, c 1est~à-dire que 
(2-3) a lieu uniformément pour tE[O,TJ et T fini. 

Dans le cas du schéma implicite (2-1), F(À} = J~, qui est bien une 
contraction. La propriété de consistance (2-4) résulte alors immédiatement 
~u Lemme J. 

La démonstration du théorème 1 repose sur les deux résultats pré
liminaires suivants. 

Lemme 3 : Soit An une famille d'opérateurs maximaux monotones vérifiant, 
i,oür=p> a 
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-1 
(I + pAn) x + (I + pA)-l X Vx E D(A) 

et un la solution de 

(2-5) 
n 

~+An un.:> O dt 

un(o) = uon 

~ù u
0 

+ u
0 

lorsque n + 00 ; alors un(t) + u(t) uniformément sur [0,TJ 
n 

pour T fini. 

Ce résultat est démontré dans BREZIS, loc. cit. p. 102. C'est un cas 
particulier du résultat établi au§ 4 ci-dessous. 

Lemme 4 : (estimation de Chernoff) 
======= Soit June contraction et u vérifiant 

ü + (u-Ju) = o ( , • _·du) 
ou u = ëff 

1/2 
lu(t) - Jnu(o)I ~ [(n-t}2+tJ !u(o) - .Ju(o)I --Alors 

~~IBQ~~!r~!!QD : On pose u0 = u(o) 

1°)- Soit ~n(t) = lu(t) - Jnu
0

1 lu
0 

- Ju
0
1-l 

Montrons que ~n(t) ~ n e -t +r es-t ~n-l (s)ds 

0 

Par intégration par parties on a 

d'où 
fte 5 Ju(s) ds = u(t)et - u(o) 

0 t 
=> u{t) = •-tu(o) + f es-t Ju(s) ds 

0 
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De même (prendre u = 1) 

l = .-t + Jt•s-t ds 
0 

d'où 
u(t)- Jnu = (u -Jnu) e-t + Jtes-t (Ju(s)-Jnu) ds 

0 0 0 0 

0 t 
lu(t) - J"u

0
1" •-t lu

0
-J"u

0
1 + J

0

es-t lu(s)-Jn-lu
0
lds 

puisque J est une contraction. On a aussi 

d'où le résultat. 

2°)- Montrons que <j)
0

(t) = !u(t) - u0 1 lu
0
-Ju

0
1-l~ t ; 

J étant une contraction I-J est monotone, et u(o) + u(t) est 
donc un semi groupe de contraction, d'où 

lu(t+h)-u(t)I $ lu(h)-u(o)I 

En dérivant par h et en faisant h + 0, on obtient 

IÜ(t)l$Ju(o)I = lu(o)-Ju(o)l=k 

on a donc lu(t)-u(o)[ $ t sup IÜ(s)I $ kt 
s 

d'où le résultat. 

3°)- Démontrons par récurrence que 
1/2 

<!> <t> $ ( <n-tl+t> n 

ce qui établira le résultat. 
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S,. donc "' ( ) < (( 1 )2 )
112

, il s'agit de vérifier 'f'n-l s - n- -s +s 
que l'on a bien 

ne•t + I \s-t 

0 
c'est-à-dire 

2 1/2 2 1/2 
((n-1-s) +s) ds:s; ((n-t) +t) 

f (t) :s; g(t) 

f
t 2 1/2 1'2 

oü f(t) = n + es((n-1-s) +s) et g(t) = et((n-t) 2+t)' 

0 

Or f(o) = g(o), il suffit donc de vérifier que f' (t) :s; 9 1 (t), 

pour tout t;:::O. C'est-à-dire 

1/2 1/2 
et((n-1-t) 2+t) :s; et((n-t) 2+t) + 

-1/2 
+et((n-t}2+t) ½ (2(t-n)+l) 

ou encore, en divisant par et, en multipliant par ((n-t) 2+t) 1/ 2 

1/2 1/2 
(2-6) ((n-1-t}2+t) ((n-t}2+t) :s;(n-t) 2+t+t-n+} 

1 On pose alors p = n-t- 7 

d'où (n-t}2 = (p+}/ = p2 + p+¼ 

2 1 2 2 1 (n-t-1) = (p --z) = P - p+ 4 

l'inégalité (2-6) s'écrit donc 

soit en posant q = p2 + t+ ¼ 

ce qui est vrai puisque q est positif. # 
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Corollaire 1 : Si u vérifie 

• 1 u + X-( u-J u ) = 0 
alors on a 

t 2 t 112 
l u ( t) - J nu ( o ) l :s: [ ( n - ;Ô + X-J I u ( o ) -J u ( o ) 1 

(Il suffit en effet d'effectuer le changement de variable ~ + t). 

Démonstration_du_théorème_l : 

Nous nous plaçons pour simplifier dans le cas où C = D{A) = H. 
{le cas général est traité dans BREZIS, loc.cit.). 

1 On pose CÀ= X-(I - F(À)). 

1 ° )- Démontrons que, pour p > 0 

lorsque À+O, pour tout XE: D(A). En remarquant que 

# 

et que pour ~ E: D(A}, nÀ =CÀ~ + AO
~ par hypothèse, on a, en uti-

1 isant la monotonie de CÀ : 

(2-8) 

(2-9) 

Donc luÀI est borné. En extrayant une sous-suite uÀ,.....:::. u 
lorsque À1 + 0, on obtient 

d'où ~E: Au d'après le Lemme 2. 
p 

Finalement u = JAx, unique, d'où la convergence faible. Pour 
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établir la convergence forte, on choisit e = u 
d'où 

lim sup luÀl2~ lim (x-pnÀ,uÀ-ç) + (ç,uÀ) = (ç,u) = !u!2• # 
71.+Q . ;\+Q 

2°)- D'après l 1estimation de Chernoff (Corollaire 1), on a 

si l'on choisit À= {; uÀ(t) = SÀ(t)x est la solution de 

c'est-à-dire que SÀ est le semi-groupe associé à CÀ. 

Finalement, on a avec p = ~ 

n n 
IF(~) x - S(t)xl ~ IF(À) s - \ (t)xl + 1 S(t)x-S(t)xl 

o0 le 1er terme tend vers zéro lorsque n + 00 et donc p + 0 
d'après (2-10) et l'hypothèse (2-4) ; d'autre part, le lemme 1 
montre que le 2è terme converge vers zéro, d' om le résu 1 ta t. # 

COMMENTAIRE 

Si F(À) admet un point fixe ü, F(À) étant une contraction on aura 
!un-ül ~ !u0 -ül, Vn, ce qui démontre la stabilité. Le théorème 1 est donc 
une illustration du théorème de Lax : 

Stabilité+ consistance =;eonvergènce 

Dans de nombreux cas (l) (par exemple F(À) = .J~) les points fixes de 
F(À) seront aussi solutions du problème stationnaire 

A(Ü}4 O. 

(l) Pour tous les algorithmes étudiés à la partie A sauf l'algorithme II. 



-88-

La bornitude de un est donc liée à l'existence d'une solution pour 
ce problème. Noter que des résultats récents (l) ont montré que la non
existence de~ entra1ne u(t) + + 00 si t + 00 • Dans ce cas, il n'est évidem
ment pas raisonable d'expérer que un reste borné pour tout n. 

Remarque 1 : On peut remplacer (2-4) par la condition 

Vs E D(A) il existe ç,À + ç, tel que 

(2-11) 

La démonstration s'adapte de la façon suivante. On remplace F;, par F;,À dans 
(2-8) en choisissant nÀ = CÀF;,À, et on obtient toujours (2-9) à la limite. 

Dans la 2ème partie, on écrit, avec À= { 

n 
F({) x - S(t)xl ~ IF(À)n x - F(À)n xÀI + IF(À)n xÀ - SÀ(t)xÀI 

Seuls le 1er et 3è terme sont nouveaux. Tous les deux sont majorés par 
lxÀ-xl qui tend vers zéro quand À+ O. 

Remarque 2 : La condition (2-7) entra1ne (2-11). 

En effet si l'on a (2.7), on a 

1 -1 -1 YÀ = (I +p X" (I-F(À))) X +y= (I+pA) x 

alors 

où a E Ay 

(l) PAZY, J. Funct. Anal. 2? (19?8), 292-30?. 
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d'où 

d'où (2-11). # 

~EEliS2!iQD~ : En plus du schéma implicite signalé plus haut qui correspond 
au choix F(À) = J~, on peut choisir 

(2-12) 

qui est une contraction VÀ > 0 (7) et vérifie (2-4). En effet 

À +Q 

Dans le cas linéaire on retrouve ainsi le schéma de Crank-Nicholson, qui 
a une précision en 0(À2) alors que le schéma implicite est en O{À) seulement. 

Dans le cas où A est lipschitzien on peut choisir 

qui correspond à un schéma explicite, et vérifie trivialement la propriété 
de consistance. On a vu que dans certains cas, F(À) est alors une contrac
tion pour À assez petit (cf Partie A,§ 2). 

On peut aussi choisir pour O< 0< 1 

(2-13) 

qui donne un algorithme intermédiaire entre explicite (0 = 0) et implicite 
(0 = 1). Le cas e = i correspond au schéma de Crank-Nicholson. Cet algorithme 
n'est que conditionnellement stable sauf dans le case= 1. 

(l) ef. Théorème 2.2, partie A. 
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Montrons qu'il est consistant : on poseµ= À0 et xµ = x-(l-0)ÀAx 

x.-x X -J1-A.l X 
X - F(À)X = e (--µ + µ µ) 

À µ µ 

Xµ-Jµ X 
__ A~µ ➔ Ax lorsqueµ-+ 0, puisque A est univoque. (Appliquer le 

µ 

lemme 5 ci-dessous}. 

Finalement x-F(À)x -+ ((1-e)Ax+ eAx) = Ax, ce qui démontre la 
À 

consistance de (2-13). # 

3. Application à la somme de deux opératèurs 

On considère l'équation d'évolution 

~~ + Au + Bu~ 0 

oü A,B et A+B sont maximaux monotones. 

On va donner plusieurs exemples d'algorithmes du type (2.2) conver
geant vers la solution du problème. 

Tout d'abord un résultat assez général, dans le cas oü Best univoque. 

Théorème 2 : Soit G(À) une fàmille de contractions consistantè avec B sup
posé univoque 

(3-2) 1 im x-G(X)x = B x VXE D(B) 
À➔Ü À 
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alors F(À) = J~oG(À) est consistant avec A+B : 

Vx E D(A+B) 

On établit le résultat préliminaire 

~::::"'~ : Soit C un opérateur maximal monotone, u E D(C) et uÀ une suite 

telle que lim uÀ~u = y, alàrs 
À+O À 

uÀ -JcuÀ 
lim ---= Pcu(Y) 
À+O À 

où Peu<·} désigne la projection sur l'ensèmble Cu. 

Démonstration.: Soit E l'opérateur défini par Eu= Cu-y. On a pour UE D(A) 

Or 
lim } (vÀ-u) = 0 par hypothèse. 
À+O 

(cf Lemme 1} 

E = 1 ( -JÀ ) + Eo = PEu(o), et JÀE étant une contraction Àu _ X u Eu u -

Finalement 

d'où le résultat. # 
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Démonstration_du_théorème_2 : 
x.,.u 

On pose uÀ = G{À)x d'où~+ b = Bx par hypothèse. On a donc 

x-F(À)X = x-uÀ + uA~JAuÀ 
À À À 

en appliquant le Lemme 5. On conclut en remarquant que 

z = b + PAx{-b) vérifie 

{-b -{z-b), (z-b)-a) ~ 0 IJaE Ax 

et donc # 

Applications 
Le résultat précédent s 1 applique immédiatement à l'algorithme I qui 

correspond au choix G(A) = I - ÀB (et vérifie trivialement {3-2)). 
On peut aussi choisir G(À) = 2Jt-1 ou G(À) = J~9(I-(l-0)ÀB) comme 

en (2-12) ou en (2-13). 
On peut aussi choisir F(À) = J~ J~ comme dans l 1algorithme II. Dans 

ce dernier cas, on peut démontrer la convergence de F({)n u
0 

vers u(t) 
solution de (3-1), même dans le cas où Best multivoque, en établissant 
directement (2-7) qui suffit, comme on l'a signalé à la remarque 2 
(cf BREZIS, loc. cit. Prop. 4-3). 

Signalons encore la possibilité de choisir G(À) = s8(À) ou s8 est 
le semi-groupe associé à B. 

Application aux algorithmes III et IV 
L'algorithme III correspond au choix 

vn+l = F(À) v" 

avec v0 = u0 + Àb0 et b0 E Bu0 donné. 
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Nous allons montrer dans un premier temps que 

(3-3) n + oo 

On en déduira alors que vn + u(t) puisque F(À) est une contraction 

et aussi que 

Pour montrer (3-3) il suffit de montrer la consistance (2-11) de 

Soit alors S€ D(AtB.), on pose (A+B)0s = a+b ou a€ As, bE Bç;. 
De l'inéquation 

(-(a+b) ,a+b-c) ~ O vcE {A+B){s) 

on déduit, en choisissant c = a '+b avec a' E Ax 

((-b)-a, a-a')~O, 

et donc 

où l'on a posé uÀ = s - Àb. D'après le Lemme 5, on en déduit que 

. sÀ-F(À)sÀ 
1 1 m À = b + P As ( -b) = ( A+ B) o ( s) 
À➔Ü 

ce qui établit la consistance (2-11). 
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Pour l'algorithme IV, on démontrera de la même façon que 

F(\) = (2J~/Z - I) (2J~/2 - I) 

vérifie (2-11). Cet algorithme a l'avantage important d'être précis en. 
0(\ 2) dans le cas linéaire. 

En conclusion on retiendra qu'il y a beaucoup plus de souplesse dans 
le choix d'un algorithme convergeant vers la solution du problème d'évo
lution (un ➔ u{t) lorsque n ➔ 00 et\={ ➔ 0) que vers celle du problème 
stationnaire (un ➔ ü lorsque n ➔ 00 et\ fixé). 

Les algorithmes I, III et IV ont l'avantage de posséder les deux 
propriétés; III et IV étant en plus inconditionnellement stable et accep
tant A et B multivoque. L'algorithme IV est en plus d'ordre 2 dans le cas 
linéaire. Certains auteurs l'appelle 11algorithme universeln. 

4. Approximation des problèmes paraboliques 

On se donne une famille d'espaces de dimension finie Vn et des opé
rateurs maximaux monotones An: Vn ➔ Vn. On considère le problème "approché" 

dun 
ât + An un~ O 

( 4-1) 

Théorème 3 : On fait les hypothèses suivàntes Vz € D(A) 

{4-2) { 
Pnz ➔ z, lorsque n ➔ +oo 

(I+\Anf 1Pnz ➔ (I+\Af 1z, lorsque n ➔+ 00 

et pour tout\> O. Alors un(t) solution de (4-1) converge ùnifôrmément 
vers u(t) solution de {1-1) pour tE [O,TJ pour tout T fini. -- ----- -- --



Démonstration : 
-1 

Posons Yn = (I+✓ÀAn) 

on introduit vn(t), vn,À(t) solutions dans Vn de 

dv 
n,À + A" v O 
dt À n ,À = ' 

et v(t), vÀ (t) e: H, solutions de 

~~ + Av O, v ( o) = y, 

On va écrire 

(4-3) lun(t) - u(t)l = 1un(t)-v 0 (t)I + lvn(t)-vn,À(t}I + lvn,À{t)-vÀ(t)l 
' ' 

et montrer que chacun de ces 5 termes tend vers zéro. 

1°)- Par monotonie de An et de A, on a 

2°)- D'après l'estimation (1-2), on a, pout tE: [0,TJ 

0 
1 vn(t)-vn,À (t) 1 ::; Af 1 (An) Ynl 

1 VÀ (t)-v(t) 1 :S: fil I A0yj 
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0 
puisque (An) yn et A0y sont les éléments de norme minimale de 
Anyn et Ay, d10Q 

3°)- Pour estimer le 3è ten11e on écrit 

d 1 oü 

(Remarquer que IA~vn,À-AÀvÀI ~ IA~ vn,À-A~PnvÀI + IA~P0vÀ)AÀvÀI et le 1er 

terme est majoré } lvn,À-vÀI puisque vn,À = P0v0 ,À et que A~ est lipschitzien 

de rapport l ) . 
Le Lemme de Gronwa 11 montre al ors que ( pour O ~ t ~ T) 

Montrons que an + 0, lorsque n + 00 et ceci \JÀ > O. 
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Soit 9n{S) = Ar PnvÀ(S}. On a 

gn(S) = ~ (PnvÀ(S) -(I+ÀAn)-l PnvÀ(S)) + AÀvÀ(S) 

lorsque n + 00 et ceci pour tout SE[O,TJ. 

01 autre part, soit z € D(A) donné 

pour n:2::. n0 donné puisque A\Pnz + AÀZ lorsque n ++ 00 • La fonction 

}lvÀ{S)-zj étant intégrable dans L1(0,T), on en déduit, d'après le théo

rème de convergence dominée, que 

d'où an+ O. 
Finalement en passant à 1a limite pour n + 00 dans (4-3), on trouve 

1 im sup Il un-ull 
00 

~ (2 +2/T) ly-u
0

1 
ri,+oo L (O,T;H) 

qui est aussi petit que l'on veut pourvu que À soit assez petit. # 

Remarque On peut supposer seulement que u
00 

+ un dans le résultat précé
dent. 

APPL !CATIONS 

1) M~~~QQ~2_Q~-§~l~r~im 
Si Vnc D(A) on choisit tout simplement A

0 
= PnA. L'hypothèse (4-2) 

revient alors à établir un résultat de convergence pour le problème 
stationnaire. 
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Dans le cas oü Vne Ve He V' et oü A est la restriction d'un opérateur 
univoque monotone. de V dans V', le problème approché revient à 

du ( d; ,vn} + <Aun,Vn> = 0 

et il suffit de montrer que la solution Yn de 

converge vers celle de y+ ÀAY = z lorsque n + 00 • 

On n'a jamais vraiment besoin de définir l'opérateur An et ceci 
s'adapte à de nombreux cas multivoques. Par exemple pour le problème de 
Mosolov évolutif: 

<t ,v-u) + a{u,v-u) + j{v} - j(u) - (f,v-u)~ 0 

que l'on approche par 

dun 
(ëît ,vn-un) + a(un,vn-un) + j(vn)-j(un)-(f,v 0-u0 )~0 

Yn est la solution de 

2) ~~tbQQ~~-g~_giff~r~nç~~-finiê~ 
Vn est alors un espace de fonctions étagées sur un réseau de diffé

rences finies, An peut être dans le cas linéaire la matrice du schéma à 5 
points si A est l'opposé du laplacien; là encore il suffit de montrer la 
convergence de la solution du problème stationnaire correspondant et on peut 
reprendre tous les exemples de la partie A section 5. 
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