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Du 24 au 28 juillet 1995 s'est tenu à Anogia, au centre de la Crète, un colloque en 
l'honneur de Stylianos Pichorides, sous le titre : Harmonie analysis from the Pichorides 
viewpoint. Ce colloque a été une parfaite réussite. Il se prolongera peut-être par une 
édition des œuvres de Pichorides, mais il n'est pas prévu d'Actes du colloque. 

Pichorides avait de fortes attaches à Orsay comme en Crète. Le colloque d'Anogia a été 
organisé avec le concours très actif de Bahman Saffari, qui fut l'un de ses meilleurs amis. 
Il a comporté une bonne participation de mathématiciens d'Orsay. Myriam Déchamps 
a réuni la plupart de leurs contributions pour ce volume. Thomas Korner et Serguei 
Konyagin y figurent comme Orcéens d'honneur. 

L'idée du colloque était de faire des exposés qui auraient plu à Pichorides. Et le 
résultat est que presque tous les exposés ont plu à presque tout le monde. Garderont­
ils, imprimés, la fraîcheur qu'ils avaient quand les paroles volaient dans les montagnes de 
Crète? Au lecteur de juger. 

Jean-Pierre Kahane 
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ON THE CONJECTURE OF LITTLEWOOD AND 
MINIMA OF EVEN TRIGONOMETRIC POLYNOMIALS 

A. S. BELOV, S. V. KONYAGIN 

Résumé 

Nous donnons une synthèse des résultats liés aux estimations inférieures des normes 
L1 des sommes d'exponentielles et des minima des valeurs absolues des sommes de cosinus. 

Abstract 

We give a review of results on the lower estimates for the L 1-norm of exponential 
sums and the absolute value of cosine sums. 

MOTS CLES : polynôme trigonométrique, coefficient, entier. 

KEY WORDS : trigonometric polynomial, coefficient, integer. 

AMS classification : 42A 
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ON THE CONJECTURE OF LITTLEWOOD AND 
?vlINIMA OF EVEN TRIGONOMETIUC POLYNOl\.fi.ALS 

A.S. BELOV, S.V. KoNYAGIN* 

For integrable on (-11", 11"] functions / we denote 

1 /11' 11/lh = 211" --r 1/(z)ldz; 

for instance if/ = a = conat then 11/lh = !al, By O{, 02, ... we will denote absolute 
positive constants. 

In 1948 Littlewood[!) su~ested the following 

Conjecture L. For any diJf'ere.nt integers k1, ... , kn 

n 

(1) Eexp(ik;z) > 0 1 lnn. 
j=l 

There were strong reasons for this hypothesis. It is known that in the case k; = j the 
following formula holds 

n 

:Eexp(ijz) 
i=l 

4 
= 2 1n n + 0(1) 

11" 
1 

[2, chapter 2, (12.1)). The polynomial has the sa.me L-norm if {k;} form an a.rithmetic 
progression.· A much stronger estima.te than (1) was well-known in the other extreme case 
when the k; are scattered. If k; are positive integers and k; ~ 2k;-i (j = 2, ... , n) then 
([2, cha.pter 5, (8.20)]) 

n 

Eexp(ik;z) 
i=1 1 

Set 
n 

L(n) = inf Eexp(ik;z) 
i=l 1 

*Reseuch wa.s supported by Gra.nts 96-01-00094 a.nd 96-01-00378 îrom the Ruasia.n Fbunda.tion for Ba.aie 
Resea.rch 
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where inf is ta.ken over all collections of different integers k1, ... , kn, The conjecture of 
Littlewood can be rewritten as 

(2) L(n) ~ Ci ln n. 

The first nontrivial estimates for L(n) was obta.ined in 1960. Cohen[3] proved that 

(3) L{n) ~ Cs(lnn/lnlnn) 1l8 

Cor any n ~ 3. The estima.te (3) was improved by Davenport[4], Foumierf5] a.nd in the 
series papers by Pichorides ((6]-[101). In [10] it was proved tha.t 

L(n) > 0.dnn/(lnlnn) 2 (n > 3). 

lt was Picborides who made the crucial contribution to the solution of the Littlewood 
problem. ln 1981 the conjecture of Littlewood was proved by the second author[ll] and 
independently by McGehee, Pigno, a.nd Smith [12]. The second proof was more simple 
and shorter than Konyagin's one. The proof in [11] was based on combination of an idea 
of the papers {3], [4], (6], and the new approach suggested by Pichorides [10]. The a.uthors 
of [12] offered a new brilliant idea for the proof of the conjecture of Littlewood but they 
also used the reasons of their predecessors including Picborides as well. 

In [12] more than Littlewood conjecture is established and the following generalization 
of the well-known Hardy's inequality is proved: 

Ê.a; exp(ikjz) ~ C, t laf l, 
j=1 

1 
j=1 , 

where kt <-k2 < · · • < in, In [11] the Littlewood conjecture is also proved as a special 
case of a. more general assertion. The generaliza.tion offered by Konya.gin does not follow 
from the one offered by McGehee, Pigno, and Smith; conversely, the latter a.ut.hors offer a 
generaliza.tion of the Littlewood conjecture tha.t does not prova.ble by Konya.gin's method. 

ln [7], [10] a.nd [11] the bounds for exponentia.l sums on a. set of fixed positive measure 
were used. Picborides[l3] observed tha.t one can easily deduce the Littlewood conjecture 
!rom the following one: for a.ny different integers k1, ... , 1:n and for any set E C [-r, r] of 
measure ,r the inequality 

f Ê.exp(ik;z) dz ~ 06 
JE j=l 

holds. Unfortunately, this nice hypothesis bas been recently disproved by the second 
author. 

Note tha.t in ll] another conjecture was suggested: for any different positive integers 
k1, ... , kn and for any real numbers ao, ... , 4n such that ao ~ la; 1 (j = 1, ... , n) the 
following inequality holds: 

(4) 
n 

ao ~ - + L., a; cos(k; z) 
2 . 

J=1 l 1 
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where {aj} denotes {la; I} rea.rra.nged in nonincreasing order. ·It was easy to c.beclc tba.t tbis 
bypotbesis was stronger tha.t Conjecture L, but it_seemed too optimistic and Litilewood[14] 
conjectured tha.t (4) is not true in general This was proved by the second author[15]. 

We will give the slightly modified proof of this result. For a positive integer n we denote 
by m the maximal integer such that 3m+l < 2n + 1. Let 

m n 

Tn(z) = II (1 + cos(3Î z)) = 1 +La; cos(jz). 
j=O j=l 

Then IITnll1 = 1 and the trigonometric polynomial 7:'(z) = 1 + E;=t aj cos(jz) bas 
coefficients aj = 1 i'or j = 1, ... , m + 1, aj S 1/2 for j > m + 1. We have 

and therefore, 
ll7=11t/11Tnfü > 09 ln ln(n + 3), 

because the a.bsolute value of El=~1 sinye) is bounded by an absolute constant (as this 
polynomial is a partial sum of the 2w-periodic odd function g equal to (w - z )/2 on (0, w) 
and g has the bounded varia.ton on {-r, 1r)). 

The papers [13] and [16] conta.in the history and many interesting discUBBions Qn the 
Littlewood conjecture. Some further results on this subject are obtained in [17]-[19]. 

Let us tum to the prohlem of evalua.tion of minima. of even trigonometric polynomia.ls. 
Ankeny and Chowle.[20] suggested to estima.te the magnitude 

M1(n) = inf (-mjn 't,cos(k;:z)) , 
J=l 

where in{ is ta.ken over all collections of diff'erent positive integers k1, ... , •n• Clea.rly, 
M1 {n) ~ 0 since the average value of polynomial above is O. The connection between the 
numbers introduced. above is well-known (see [21]): 

(5) M1(n) ~ L(2n)/4. 

To prove (5) let us take an arbitrary polynomial 

n 

P(z) = L~os(k;z) 
j=l 
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8.Ild denote a= -min., P(z). Then we have 

1 [, 1 111' 1 [, IIP{z) + alh = - (P(z) + a)dz = -· P(z)dz + - adz = a, 
21r -,r 21r -,r 21r -11' 

and by the triangle inequality, 

IIP(z)lli < IIP(z) + afü + llalli = 2a, 

i.e. - mina, P(z) > IIP(z)lh/2. On the otber h8.Dd, 

n n 

2IIP(z)l11 = I:exp(ik;z) + I:exp(-ik;z) 
j=1 j=1 1 

As P bas been chosen a.rbitrarily we get (5). 

> L(2n). 

At first Ankeny and Chowla suggested to prove that M1(n) -+ oo as n -+ oo. The 
first nontrivial esimate for M1(n) W88 obtained by K. Uchiyama and S. Uchiyama.[22], 
independently of ana.logous estima.te for L(n) in [3]. In 1966 Chowla[23] conjectured that 

00 ~W>~~ 

If (6) is true it would be the best possible since, 88 W88 observed by Chowla, 

m ~W<~~ 

The inequality (7) is a consequence of the following identity: for any positive integer m 

2 
m 

2 L cos((2l_,;2Î)z)=-1-m+ I:exp(i2Îz) , 
0$j<lSm j=O 

8.Ild therefore, M1((m 2 + m)/2) < (m + 1)/2. 
Moreover, let { k,} ~ 1 = { 1, 2, 3, 4, 6, 7, ... } be the increasing seq1Jence of positive in­

tegem obtained 88 a renumbering of the sequence u:,1 ({ 21 - 2; }J'~1), that is k ~ +; = 
2l - 21-i for l > 1, j = 1, ... , l. Tben for any positive integer n we have 

n 

M1(n) < -m:i L cos(k,z) < 2✓,i. 
•=l 

Actua.lly, for any positive integer n there exists the unique positive integer m such that ln-m(~+l) 1 < m/2. The 188t inequality implies that m2 < 2n and 

rn(m+l) t, cœ(lo,z) ~ t cœ(lo,z} - ln - m(m2 + 1) 1 > - m; 1 

2 
1 m •. 

+2 I:exp(i2'z) - m/2 ~ -m -1/2 ~ -~ -1/2 > -2-/n. 
j=O 
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Thus, 
n 

-~Ecos(k.z) < 2./n for ail n > 1. 
•=l 

The following nice result was proved by Pichorides[24]. Let k1, ... , kn are different 
positive integers, a1,.,.,0n are complex numbers, {aj} denotes {la;I} rearra.nged in non­
increasing order, 

n 

F(z) = I:a; exp(ik;z), M = -min~F(z) > o. 
: 

j=l 

Then 
n. 

MlnM + IIFlh > 012 "f:,(aj/j)- 013, 

j=l 

Substituting 'YF instead of Fin the last inequality for 'Y= 01s/M, one can get after simple 
transformations 

n 

(1 + ln01s)M + IIFlh > 012 "f:,(aj /j). 
j=l 

This inequality is stronger in general than the previous one. 
The method of [24] might be very fruitful. It was developed by Pichugov[26], who 

a.ctuaily proved that for any number A > 0 and different positive integers k1, ... , kn. the 
following inequality holds 

-~ (t,cœ(k;.,)+ t,sin(k;.,)) > C(A)(lnn)A, 

where O{A) depends only on A. 
It follows from the validity of Conjecture L that M1(n) > 01 ln n/4. This estimate was 

significantly improved by Bourga.in[26] who showed that M1(n) ~ exp(ln° 14 n). Bourga.in's 
estima.te is still the best known. 

We know more about some other analogs of the problem of Ankeny and Chowla. Let 
us define 

M2(n) = inf (-~ t,a; cos(k;z)), 
J=l 

where inf is ta.ken over ail collections of dift'erent positive integers k1, ... , kn and ail a1 > 
1, ... , an ~ 1. Analogous to {6), one can get from any of papers [11] and [12] 

(8) 

Clearly, M2(n) < M1{n). The magnitude M2(n) was studied by Odlyzko [27] who showed 
that 

6 



The second author[28] for eacb n > 2 constructed an example_ (?Î a polynomial 

such that 

n 

P(z) = La; cos(jz), a; 2:: 1 (j = 1, ... , n) 
j=l 

-minP(z) < 011lnn (n > 2). 

Therefore, M2(n) < Oi1 ln n (n > 2), and by (8), ln n is the true order of M2(n). Note 
that the choice k; = j (j = 1, ... , n) in the case of Ankeny and Chowla, when allcoeflicients 
should be equal to 1, enta.ils a very big -m.inm P(z), since 

n 

-~ I:cos(;z) 2:: 01sn, 
j=l 

We a.lso see t.hat. ln n is the true order of 

M(n) = inf (-~ ta; cos(Jz)) , 
,=1 

wbere inf is taken over a.Il a1 > 1, ... , an ~ 1. The first autbor[29] found the exact value 
of M(!i): M(n) = E1c<n/ 2 ~ for odd n and M(n) = E1c<n/ 2 ~ + ê,,,12/2 for even n, where 
c1c = 2- 21c(k!)-2 (2k)! for k-~ O. It is interesting to note that the coefficients of the unique 
extremal polynomial consructed in [29] e.re~nonincreasing: 

(9) 

Thus,· denoting 

M-1(n) = inf (-in.:n ta; cos(iz)) , 
J=l 

where inf is taken over a.Il a1 > 1, ... , an~ 1 satisfying (9), we have M(n) = M!(n). 
Denote 

(10) Mz(n) = inf (-m_:n ~-na; cos(iz)) , 
J=l 

where inf is taken over all positive integers a1, ... , an. The magnitude Mi(n) is defined 
by the sa.me formula with the only addition that a1, ... , 4n are supposed to satisfy (9). 
Clearly, Mz(n) < M!(n). The first author([30],[31]) obtained an upper bound for M!(n) 
of subexponential type; thus, M;i(n) = O(n~) for a.ny positive!:. In [31] the magnitudes 
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M+(n), M+l(n), Ml(n), Mt1(n) a.re also studied, where tbe sign + denotes tba.t we 
replace the right-hand side of {10) by 

inf (- min min Ê. a; cos(jz )) . l<m<n e . 
- - J=l 

lt occurs tha.t ail these numbers have the sa.me order na where a E (0, 1) is the unique 
solution of the equa.tion 

/8,r/2 
lo t-a COB tdt = O. 

Moreover, :rionnegative polynomial& supplying the best order estima.tes have been explicitly 
constructed. For example, 

for all z and all positive integers m :::; n where the square brackets denote the integral 
part. 

We have recently established the following estimates[32]: 

{11) 

Our proofis based on an interesting connection between Mi(n) and another magnitude. 
ln [30) the notion of acceptable sequences was introduced. We say tha.t a. sequence of 
positive numbers A= {.\n}~=l is acceptable Ü it sa.tisfies the following condition 

00 1 
I:x--<oo and 
n.=1 n 

Ë sin ( { ) ~ 0 for ail z > O. 
n.=1 n. 

Establishing the existence of such sequences is an easy but not a trivial task. For instance, 
t4e sequence {n2 } is acceptable. For any real number t we denote by <pA(t) the number of 
members of a sequence A which do not exceed t. Let us define the function 

Denote 

4.>(:r) = inf { 4.>A(z) : Ais acceptable, min A= 1 }· 

The function 4.> is continuous, positive, strictly increasing and concave on (0, +oo). We 
have proved in [32] tha.t the following inequalities hold: 

(12) 
1 11 

28 ~(n) < Mi(n) :::; 5~{n). 
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So the problem of estimating of the order of Mi_(n) is equivalent t.o the problem of es­
tima.ting of the order of ~(n). Roughly spea.king, estima.tes in [32] for ~(z) mea.n that 
an acceptable sequence {~n} can increaee as exp(n 1l8 ) but cannot increase faster than 
exp((n ln n) 1l 2 ). 

Both inequalities in (12) a.re constructive. The second inequality is a.n immediate con­
sequence of the following fa.et: if A= {~n}~=l is a.n acceptable sequence a.nd minA = 1 
then for any positive integer n and for any z the inequality 

holds. However the upper estima.te of order ln8(z + 2) for 4->(z) is not constructive but it 
is proved by using ra.ndom sequences A. Thus, our proof of the second inequality in (11) 
is not constructive either. We are able to construct a.n acceptable sequence A for which 
4->A(z) bas the order ln5(z + 2). Namely, for any q > 29 the sequence 

A={l}u{ Wp } , 
2k - 1 (j,p,i)ED 

where D is the set of all U, p, k) such that 

jeN, pEP, 3<p<qj2, k=l,2, ... ,p(l+[lnj]), 

and P is the set of all primes, is an acceptable one and 

Hence, the upper bound of order 1 + ln6 n for M!(n) can a.lso be proved by an explicit 
construction of suitable trigonometric polynomials. 

One can fix the sum of coefficients of a trigonometric polynomial ra.tber that the number 
of its nonzero terms. Denote 

where in:fimum ÎS ta.ken over all nonnegative integers a1, a2,,,, such that Er=l "" = n a.nd 
a1 > a2 > .... H we omit the last condition then we get the definition of Kz(n). Clea.rly, 
Kz(n) < Kj(n). 

For n ~ 2 Odlyzko[27] got the estima.te Kz(n) = O(n 1l 8 (In n) 1l8 ). Kolountza.kis[33] (see 
a.lso [34]) slightly i.mproved it showing that the logarithmic factor in it C8Jl be removed. ln 
[32] we have proved that 

(13) 
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It is known tha.t the magnitude Kz(n) is connected with the following problem by Erdos 
and Szekeres [36]: to estima.te 

where the inner maximum is ta.ken over all real numbers t and n is an a.rbitra.ry positive 
integer; the numbers k1, ... , kn are not supposed to be distinct. The above connection 
is based on the estima.te ln/(n) < Kz(n)(l + lnn)[27]. From this and (13) it follows 
immediately that ln/( n) ~ (;a ln 4 n for n ~ 2. 

We wish to thank Michael Filaseta, Jean-Pierre Ka.liane, and Vladimir Temlya.kov for 
some helpful discussions. 
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Mouvements par courbure moyenne perturbés et 
multiplicateurs de Fourier* 

Aline BONAMit 

Abstract 

We consider a free boundary problem which is a perturbation of the mean cur­
vature motion in the unit dise. The additional term is the solution of a Dirichlet 
problem related to the moving domain. We show that, when the coefficient of the 
perturbation increases, radial stationary solutions appear. They are stable at first, 
then unstable. The proofs rely on an analysis of linearized equations which involve 
Fourier series. 

Résumé 

Nous étudions un problème à frontière libre qui est une perturbation du mouve­
ment par courbure moyenne dans le disque unité. Le terme additionnel est la solution 
d'un problème de Dirichlet lié au domaine mobile. Nous montrons que lorsque le co­
efficient de la perturbation augmente il apparaît des solutions radiales stationnaires, 
d'abord stables puis instables. Nous utilisons les séries de Fourier pour faire l'analyse 
des équations linéarisées. 

1 Introduction 

Le but de cet article est de montrer comment une équation de réaction-diffusion non 
linéaire peut mener à l'étude de multiplicateurs des séries de Fourier. Il fait partie d'un 
programme de travail plus vaste, poursuivi en commun avec Danielle Hilhorst et Elisabeth 
Logak. 

Les séries de Fourier apparaissent ici comme un outil lorsque l'équation est l'équation 
d'un mouvement dans le disque unité. Dans ce cas l'invariance par rotation permet d'écrire 
simplement l'équation linéarisée au voisinage d'une solution radiale, et d'en faire l'étude à 
l'aide de la théorie de Calderon-Zygmund. Malheureusement l'étude de l'équation linéarisée 
apporte un très faible éclairage sur l'équation non linéaire dés qu'il y a instabilité. 

En un sens, on est bien loin du point de vue de S.,Pichorides en analyse harmonique 
puisque nous allons considérer un problème venu d'ailleurs dont, à l'heure actuelle, la 

"Classification AMS : 35R35, 35K57, 42A45 
'IMAPMO - URA 1803, Université d'Orléans, BP 6759, 45067 Orléans Cédex 2 FRANCE 
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compréhension est très superficielle. Mais sa curiosité pouvait l'entraîner au loin, et peut­
être aurais-je pu l'intéresser à ces questions d'analyse non linéaire. Je suis heureuse, en tous 
cas, d'avoir la possibilité de m'associer à l'hommage qui lui est rendu dans cet ouvrage. 

Dans tout cet article, n désigne le disque unité de JR.2
; Oï est un ouvert relativement 

compact dans n, dont la frontière rt est de classe C2
; on note nt le complémentaire den; 

le mouvement de rt suivant le temps t est régi par le système 

(S..,) { 
Vn = -K +,v 
-~V = ±1 dans nt 

avec la condition frontière vlan - 0 et la condition initiale rtlt=O = r o- Ici , est une 
constante positive, K est la courbure de rt ( comptée positivement si rt est convexe), et 
Vn est la vitesse normale de rt, avec la convention que ii est orienté vers nt. 

Le système (S.y) a été introduit à la fois en électromagnétisme et en biologie pour 
modéliser des phénomènes diphasiques. Il apparaît comme limite de systèmes d'équations 
de réaction-diffusion. De façon générale, n désigne alors un ouvert régulier dans JR.N, et K 
désigne la courbure moyenne de rt, que l'on appelle encore l'interface. Nous renvoyons à [2] 
et [ 6] pour la bibliographie, et pour l'existence et l'unicité locales ( en temps) des solutions 
de (S-r) sous l'hypothèse que f 0 est de classe c2+e. ·Notre but, ici, est de montrer que, 
lorsque n est le disque unité et , est assez grand, le système (S-r) possède des solutions 
stationnaires, et d'étudier (S-r) lorsque r0 est proche d'une de ces solutions stationnaires. 
Les méthodes que nous allons utiliser ont, pour la plupart, été utilisées pour d'autres 
problèmes à frontière libre: recours au théorème des fonctions implicites, calcul explicite 
des valeurs propres, etc (voir par exemple [1] ,[3], [7]). La simplicité des calculs, dans notre 
cas, permet de les présenter sans rencontrer trop de difficultés techniques. 

Lorsque,= 0, on dit que rt est animé d'un mouvement par courbure moyenne. Celui­
ci a été très étudié. Il y a alors existence de l'interface rt jusqu'à sa disparition en temps 
fini, nt se rétractant. Lorsque , > 0, il y a compétition entre les deux termes. Pour , 
petit on peut conjecturer que la courbure l'emporte et que le mouvement est analogue 
à un mouvement par courbure moyenne. Pour 1 > ,o, nous allons voir qu'apparaît un 
cercle stationnaire, qui est d'abord stable, puis instable lorsque, croît encore. On peut 
conjecturer que le mouvement devient de plus en plus instable au fur et à mesure que 1 
é!,ugmente, se rappochant d'un mouvement sans courbure (après changement de temps) 

dans nt 

dont le comportement est tout à fait inconnu. Nous verrons cette instabilité croîssante se 
manifester dans le problème linéarisé dont le nombre de modes instables augmente. 

Nous allons considérer des interfaces ft admettant une équation polaire 

r = p(0, t), avec p > O. 
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Il n'y a pas de restriction de généralité à faire cette hypothèse lorsque ft est proche d'un 
cercle au sens C1

• En coordonnées polaires on peut écrire explicitement Viï, K et v en 
fonction de p. La vitesse normale vaut, au point rei 8

, 

Vir= : (0, t) cos(ii, ü), 

où ü désigne le rayon vecteur. Autrement dit: 

La courbure en coordonnées polaires est donnée par : 

p2 + 2p'2 - pp" 
(p2 + p'2)3/2 

La fonction de Green du disque unité est donnée par : 

Le système (S,. ), écrit en termes de la fonction p, devient l'équation: 

pp~ -
(p2 + Pl)l/2 -

où w(0,t) = v(p(0,t)é 8
)) est donné par: 

w(0, t) = _41 (1 - p2(0, t)) - ~ 111" r(cp,t) Log 11 - rp(O, t)ei(O,,p)I d 
7r -,r lo Ir - p( 0, t )ei(B,cp) 1 r t. 

Nous avons écrit v = ¼(l - lzl2) + vi, avec 

2 Solutions stationnaires 

Nous allons chercher les cercles stationnaires. Notons, pour R E ]O, 1[, 

La solution de 

CR= {z E C; lzl = R}. 

-Âv(z) = { ~l 

14 

si lzl > R 
si lzl < R 

(1) 



qui vaut O au bord du disque unité se calcule aisément: c'est une fonction radiale VR(z) = 
iiR(lzl), où VR est de classe C1 dans [0, 1], vaut 0 en 1 et satisfait à 

sir< R 
si R < r. 

Sur CR, VR prend la valeur 

CR est un cercle stationnaire si 

(2) 

Soit a la fonction définie sur [0, 1] par a(R) = RvR(R). Des calculs élémentaires montrent 
que a s'annule en 0, 1 et r 00 E]0, 1[, et, sur [0, r 00 ], est d'abord croissante puis décroissante. 
On notera ro la valeur pour laquelle a est maximum sur [0, r 00 ] et ,o la valeur de, corres­
pondante, 10 = [sup(RvR(R))J- 1 . Pour tout R E]0, r 00 ] le cercle CR est stationnaire lorsque 

1 est donné par (2). Il en résulte qu'il n'y a pas de cercle stationnaire si, < ,o, un cercle 
stationnaire si,= ,o, et deux cercles stationnaires si, > ,o- Dans ce cas on notera r-,, r~ 
leurs rayons, avec r~ < r-,. On sait que a'(r~) > 0, a'(r-,) < O. 

Plus généralement on obtient aisément les solutions radiales de l'équation (E-,). Si r0 

est le cercle CRo, alors, du fait de l'invariance par rotation, rt est également un cercle CR(t), 
et R(t) est solution de l'équation 

R' = -[1 - ,RvR(R)]/ R, (3) 

avec condition initiale R(O) = Ro. Parmi ces solutions radiales, tout se passe comme nous 
l'avons décrit dans l'introduction. Lorsque,< ,o, R(t) décroît et s'annule en temps fini, ce 
qui veut dire que l'interface disparaît. Lorsque,> ,o, c'est encore le cas si Ro < r;. Si au 
contraire Ro > r;, alors R(t) est défini pour tout t E]0, oo[ et tend vers r-, quand t tend vers 
+oo. Le cercle stationnaire Cr.., est donc attractif pour les solutions radiales, contrairement 
au cercle Cr, qui est répulsif. Nous l'appellerons dans la suite le cercle « stable». Nous .., 
pouvons résumer l'étude précédente dans la proposition suivante: 

Proposition 2.1 {i}Lorsque 1 < 10 = [sup(RvR(R))J- 1 , il n'y a pas de cercle CR station­
naire, et, si l'interface initial est un cercle CRo, il disparaît en temps fini. 
{ii}Lorsque 1 = 10, il y a un cercle stationnaire qui est instable parmi les solutions radiales. 
{iii} Lorsque 1 > ,o, il y a deux cercles stationnaires Cr.., et Cr; avec r; < r-,. Le cercle Cr; 
est répulsif, tandis que si l'interface initial est un cercle CRo avec Ro E]r~, 1[ le système 
( S-,) admet une solution globale et l'interface solution tend vers Cr.., quand t tend vers +oo. 
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Avant de commencer l'étude de la stabilité du cercle « stable», faisons quelques re­
marques. Remarquons tout d'abord que, du fait du principe du maximum, la solution de 
l'équation 

-.6.v = ±1 dans n;, 
avec condition de Dirichlet au bord, est majorée en module par la solution de 

-.6.v = 1 dans n 

c'est-à-dire par ¼(1 - lzl2) • 

Supposons que r O soit un interface stationnaire (non forcément circulaire). Soit z le 
point de r0 le plus éloigné de l'origine. Alors la courbure en z est supérieure à 

1
!

1
• Comme 

Vn vaut O en z, c'est que 

- 1: 1 + ¾(1-lzl2 ) ~ o. 

Il en résulte que ï ~ 6../3. Nous avons montré que: 

Proposition 2.2 Si ï < 6../3, il n'y a pas d'interface stationnaire. 

On peut calculer ïo ~ 27.0662. 1 

Remarque 2.3 Le problème serait entièrement différent si nous avions pris ï négatif. 

Dans ce cas, les inclusions sont respectées par le mouvement : si n0 c 00, alors, à tout 
instant t, n;-c fi;- (voir [21). On peut donc voir comment évolue l'interface initial r0 en 
regardant l'évolution d'une couronne qui le contient. Mais l'interêt du modèle étudié ici 
est justement l'apparition d'instabilités qu'on observe effectivement dans les phénomènes 
physiques pour lesquels il est proposé. 

3 Linéarisation de l'équation et espaces fonctionnels 
adaptés. 

Soit C l'opérateur apparaissant dans l'équation (E-y): 

où w est donné par (1). Formellement, il s'agit de linéariser C, c'est-à-dire de trouver sa 
dérivée suivant p au sens de Fréchet au point p = r-y. Tout d'abord nous allons fixer l'espace 
de Banach dans lequel nous nous placerons. Il est naturel de considérer ici les espaces de 
Lipschitz anisotropes associés à l'opérateur de la chaleur.On désignera par T le cercle unité, 

1. Les calculs numériques ont été effectués à l'aide de Mathematica. 
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idendifié à IR/21rZ. Pour a E]O, 1[, on définit A~(T x [O, Tl) comme l'espace des fonctions 
continues f telles que 

Pour a E [1, 2[, A~ est défini comme dans le cas des espaces de Lipschitz classiques en 
utilisant des différences d'ordre 2 en la variable 0. Pour a E]2m, 2m + 2[, où m désigne un 
entier strictement positif, A~ est défini comme l'espace des fonctions f qui possèdent des 
dérivées 8~~;~, f pour tous les entiers k, l, tels que k + 21 ~ 2m, et telles que de plus 

ôk+l 
ô0kfülf E A~-2m 

pour k + 21 = 2m. Lorsque a est un entier pair, A~ peut être défini par interpolation, 
ou en utilisant des différences d'ordre supérieur. Nous pourrons considérer uniquement les 
espaces de Lipschitz A~m+a, avec a E]O, 1[, pour simplifier les démonstrations, mais les 
résultats restent valables pour toutes les valeurs de a. 

La proposition suivante porte sur la différentiabilité de C. Dans son énoncé ëo est fixé, 
ëo E ]O, 1/2[. 

Proposition 3.1 Pour a > 2, l'opérateur C est bien défini sur l'ouvert Ua de A~ formé 
des fonctions p telles que les deux conditions suivantes soient satisfaites: 

(i) êo < p < l - ëo (ii) IP~I < ëo/2 

et à valeurs dans l'espace A~- 2 • De plus C, est de classe C1 sur Ua. 

Démonstration. Considérons tout d'abord l'opérateur différentiel 

PP~ p
2 + 2p? - PP~2 

Co(P) = (p2 + P~2)1/2 + (p2 + p';)3/2 · 

Lorsque p est dans Ua, on peut encore écrire: 

où Fi, F2 , F3 sont trois fonctions de classe C00
• Par composition Fi(P, p~) appartient à 

l'espace A~- 2 pour i = 1, 2, 3. Le fait que C0 (p) soit également dans A~-2 s'en déduit 
immédiatement. Pour montrer que Co est différentiable en p E Ua, il suffit de montrer que 
chaque terme l'est. Pour h E A~ de norme petite, on peut écrire 

( h , h') ( ') ôFi( ')h ôFi( ')h' Fi P + , Po + o = Fi P, Po + -8 P, Po + -8 P, Po o + R, 
Xt X2 

avec 
IIRlla-2 = O(llhll!). 
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La différentiabilité de Lo en découle, ainsi que l'expression de la différentielle et sa conti­
nuité. 

Considérons maintenant L-L 0 • Il s'agit de prouver la proposition lorsque Lest remplacé 
par L 1, où L 1 (p) est égal à w donné par ( 1). Nous avons montré dans [2] que L1 préserve les 
espaces A~. On obtient la différentiabilité en reprenant la démonstration. Nous n'entrerons 
pas dans les détails, et renvoyons à [2]. D 

Une fois démontrée la différentiabilité de L, la différentielle en p0 se calcule aisément 
lorsque p0 est une solution radiale de l'équation (E,..,), c'est-à dire 

Po(0, t) = R(t), 

avec R(t) solution de (3). On voit tout de suite que la différentielle de l'opérateur Lo est 
l'opérateur linéaire L0 défini par 

Calculons maintenant la différentielle de l'opérateur .C1 • Lorsque p = R + h, la solution du 
problème de Dirichlet 

A ( i/1 t) _ { 1 si p( 0, t) < r < 1 
-.u.v re - . ( ) ' -1 s1 0 < r < p 0, t 

s'écrit VR + v1 , où l'expression de VR a été donnée précédemment, et v1 est solution du 
problème de Dirichlet 

{ 

-2 sir E [R(t), R(t) + h(0, t)], 
-Âv 1(rei 11

, t) = 2
0 

sir E [R(t) + h(0, t), R(t)], 
sinon . 

Il en résulte que la différentielle cherchée est donnée par 

h(0,t) > 0 
h(0,t) < 0 

Nous avons utilisé le fait que vk(R) = R/2. Nous venons de démontrer que: 

Proposition 3.2 Soit t -+ R(t) une solution radiale de l'équation (E,..,) définie sur tout 
l'intervalle [O, T]. Alors la différentielle au sens de Fréchet de l'opérateur L en ce point est 
donnée par 

Lh = h~ - R- 2(h + hZ2) - ,((R/2)h - GR* h)' 

où GR est la fonction 
11 - R2é11

1 

GR(0) = 2RLog Rll _ élll 

et la convolution porte sur la variable 0. 
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La prochaine section va être consacrée à l'étude del 'équation linéarisée dont l'expression 
découle de la proposition 3.2, la suivante aux conséquences de cette étude pour l'équation 
initiale. Nous utiliserons le théorème des fonctions implicites, non pas pour .C mais pour 
C défini par c (p)(0, t) = (.c(p)(0, t),p(o, o)). 

C'est un opérateur de classe C1 de Ua dans A~- 2 (T x [0, T]) x Aa(T). Ici Aa(T) désigne 
l'espace de Lipschitz usuel sur T. 

La différentielle de C en t ➔ R(t) a pour coordonnées L, où L est donné par la 
proposition 3.2, et l'opérateur d'évaluation à l'instant O. On notera 

-;:t 
E h(0, t) = ((Lh)(0, t), h(0, 0)). 

Pour étudier l'inversibilité de la différentielle, on est amené à résoudre le problème de 
Cauchy suivant: 

(PL) 

4 Etude de l'équation linéarisée 

Dans la suite on se donne une solution radiale de l'équation (E-r), qu'on note t ➔ R(t) 
et qu'on suppose définie sur tout l'intervalle [0, T]. Nous allons considérer ici le problème 
linéarisé au voisinage de cette solution, c'est-à-dire le problème (PL). On a la proposition 
suivante 

Proposition 4.1 Soit a> 2. Soient g E A~-2(T X [0, T]) et h0 E Aa(T). Alors le problème 
(PL) possède une solution et une seule qui appartient à l'espace A~(T x [0, T]). De plus 
l'opérateur linéaire ainsi défini est un opérateur continu. 

Démonstration. Développons en série de Fourier les fonctions qui interviennent dans 
l'écriture de (PL), en notant par exemple 

A 1 1+1r .k 
ho( k) = 

2
71" -1r ho( <p )e-• "'dcp 

A 1 1+1r •1o h(k, t) = -
2 

h(cp, t)e-• '()dcp. 
7l" -71" 

Alors, pour tout k E Z, h(k, t) est solution del' équation différentielle 

avec donnée initiale h(k, 0) = h0 (k). L'existence et l'unicité d'une solution distribution en 
découlent immédiatement. Il reste à montrer que la solution est dans l'espaceA~(T x [0, T]). 
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On peut déduire directement cette propriété du calcul pseudo-différentiel. Pour simplifier 
la compréhension, nous admettrons seulement que c'est vrai lorsque le problème (PL) est 
remplacé par le problème (P LS), où (P LS) est donné par 

(PLS) { 
h~ + (h - h~2) = g 
h(0, 0) = h0 (0) 

(voir par exemple [5]). Pour conclure pour (PL) à partir de (P LS), nous allons tout d'abord 
effectuer un changement de temps dans (PL) pour que le terme principal soit donné par 
(P LS). On définit r par 

r(O) = 0. 

Dans ce changement de variables, l'intervalle [O, T] devient l'intervalle [O, T-r], et l'espace 
A~(T x [O, T]) est envoyé sur l'espace A~(T x [O, T-r]). Le problème (PL) est alors remplacé 
par 

(PL,,.) 

où µn est une mesure sur T, dépendant de r de façon C00
, et de norme uniformément 

bornée. On vérifie plus précisément que µR s'écrit sous la forme 

a(t)o + b(0, t) + c(t)f(0) 

où a, b, c sont C00 et f est intégrable. Il en résulte que l'opérateur h ➔ µR * h est un 
opérateur borné dans A~(T x [O, T,,.]). C'est donc un opérateur compact de A~(T x [O, T,,.]) 
dans A~-2 (T x [O, T,,.]) puisque l'injection de A~(T x [O, T-r]) dans A~- 2(T x [O, T-r]) est 
compacte. Pour conclure que la solution du problème ( P L-r) est donnée par un opérateur 
continu de A~-2 (T x [O, T'T]) dans A~-2 (T x [O, T-r]), on utilise le fait que cette propriété 
est satisfaite par le problème (PL), et l'alternative de Fredholm. D 

La proposition précédente ne suffit pas pour prouver l'existence de solutions globales au 
voisinage d'un cercle «stable». Nous avons besoin d'un calcul de valeurs propres plus 
précis, et en particulier de connaître leurs signes. Pour tout 1 > 10, définissons la suite 
ak(,) comme la suite des coefficients de Fourier intervenant dans l'opérateur L lorsque 
R = r-y: 

Proposition 4.2 Il existe une suite croissante ('Yk)k~2 , dont tous les termes sont supé­
rieurs à 10, qui tend vers +oo, et qui satisfait à la propriété suivante: pour tout k # O, ±1, 
ak(,) est positif si et seulement si 1 > 'Ylkl· Pour k = 0, ±l, alors ak(,) est strictement 
négatif. 
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Démonstration. On calcule tout d'abord 

dont on sait déjà que c'est un nombre négatif: c'est la raison pour laquelle le cercle Cr.., est 
attractif parmi les solutions radiales. Pour k -=/-0 l'expression de ak(ï) découle du calcul 
des coefficients de Fourier de GR• La fonction 2Log 11 - Ré 8 I a pour dérivée le noyau de 
Poisson conjugué dont l'expression en termes de série de Fourier est bien connue (voir par 
exemple [4] ). On en déduit que 

Finalement 

En particulier 

a1(ï) = a_1(1') = - 1r.,,(t-r;) 

est négatif puisque roc, qui majorer.,, pour tout 1 > 10, est de l'ordre de 0.533543. Pour 
étudier la suite ak(ï) lorsque k 2::: 2, nous allons reprendre les notations de la section 2. 
Puisque r.,, est une fonction croissante de 1 , il est équivalent de considérer la suite 

et de montrer qu'il existe une suite croissante (rk)k;:::2 ,dont tous les termes sont supérieurs 
à ro, qui tend vers r 00 ,et telle que, pour tout k -=/-0, ±1,bk(r) est positif si et seulement si 
r > rlkl . Une fois connue la suite (rk), la suite (,k) cherchée est donnée par 

La suite bk( r) étant paire, nous pouvons nous restreindre à k 2::: 2. Pour k 2::: 2 fixé, 
la fonction r ➔ bk(r) est une fonction croissante, négative puis positive sur l'intervalle 
[0, roc[- On appelle rk la valeur r pour laquelle bk(r) s'annule. Le fait que (rk) tend vers 
+oo est immédiat. On peut calculer r0 ::= 0.25474, r 2 ::= 0.489155, r3 ::= 0.502268. Il reste à 
montrer que (rk) est une suite croissante pour k 2::: 3. Nous allons utiliser le lemme suivant, 
qui est une conséquence de la convexité de la fonction x ➔ (1 - e-x)/x sur [0, +oo[: 

Lemme 4.3 La suite (bk(r))k>2 est concave. 

Supposons prouvé que rk est plus grand que rk-I, et montrons que rk+I est plus grand que 
rk. Il suffit de montrer que bk+i(rk) < O. Or, du fait de la concavité, 

21 



Par hypothèse de récurrence, bk-l (rk) > 0, ce qui permet de conclure. D 

Nous allons utiliser la concavité pour montrer une propriété de presque contraction qui 
nous servira dans la suite. 

Proposition 4.4 Soit I donné dans l'intervalle ], 0 , 12[. fl existe deux constantes positives 
C et c ( avec c dépendant de 1) telles que pour tout t > 0 

1 1+1r +oo 
- 1 I: ea1,(-y)teik9ld0 ~ ce-et. 
21r -,r -oo 

(4) 

Démonstration. Il est élémentaire de montrer que a2(,) > a3(,) dans cet intervalle. Par 
convexité il en résulte que la suite ( ak(,) )k>2 est décroissante, puis, par composition que 
la suite ( eai.(-y)t)k>2 est convexe décroissant;: On la prolonge en O et 1 en lui donnant les 
valeurs que prend la fonction linéaire qui vaut ea2b)t en 2, et ea3 (-y)t en 3. On définit ainsi 
une nouvelle suite (ak(,, t))~: qui est paire, et dont la restriction aux entiers positifs est 
une suite convexe décroissante. On sait alors que 

+oo 
I: ak(,, t)eik9 
-oo 

est une fonction positive. Son intégrale sur T pour la mesure de Lebesgue normalisée est 
égale à son coefficient de Fourier en 0, c'est-à-dire à 

ao(,, t) = 3ea2(-y)t - 2eaa(-y)t_ 

On en déduit la majoration cherchée pour 

+oo +oo I: ea1,(-y)teik(J = I: ak(,, t)ik(J + eao('Y)t - ao(,, t) + 2[eai(-y)t - a1(,, t)]cosO. 
-oo -oo 

avec c = min{la2(,)I, la1(,)I, lao(,)I}, ou encore 

c = min{lak(,)I, k E Z}. 

D 

5 Retour à l'équation non linéaire 

En utilisant le théorème des fonctions implicites, la différentiabilité de l'opérateur C 
donnée par la proposition 4.1, et l'inversibilité de la différentielle donnée par la proposition 
3.2, on obtient le théorème suivant, qui donne l'existence d'une solution au voisinage d'une 
solution radiale: 

Théorème 5.1 Soit R.o E]0, 1[; on suppose que la solution radiale à l'équation (E-y) ayant 
pour valeur initiale R-o est définie sur l'intervalle [0, T]. Quel que soit a > 2, il existe ë > 0 
tel que, si l[p0 - R.ollAa(T) < ë, alors l'équation (E-y) avec donnée initiale Po admet une 
solution dans A~(T x [O, T]). 
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Remarquons qu'il y a également unicité de la solution, qui est C00 dans Tx]O, T]. Ces 
propriétés supplémentaires découlent de l'unicité et la régularité locales démontrées dans 
[2]. 

Remarquons également qu'en utilisant le calcul pseudo-différentiel, plutôt que l'écriture 
explicite de la différentielle comme nous l'avons fait, on pourrait montrer le même résultat 
d'existence au voisinage de toute solution régulière. C'est encore dire que l'application qui 
à un interfacer O fait correspondre le temps d'existence de la solution maximale régulière 
de donnée initiale r O est semi-continue inférieurement. 

Hn'y a pas en général d'existence globale de la solution puisque les solutions radiales 
ne sont pas toutes définies pour tout temps. Pour trouver des solutions globales nous 
allons donc considérer les données initiales qui sont proches d'une solution radiale définie 
globalement. On suppose,> 10 pour que de telles solutions existent. Nous montrons tout 
d'abord la proposition suivante: 

Proposition 5.1 Soit 1 E], 0 , , 2 [. Quel que soit o: > 2, il existe e > 0 tel que, si 

IIPo - r-rllAa(T) < e, 

alors la solution p de l'équation (E-r) qui a pour donnée initiale p0 est définie sur [0, oo[ et 
converge vers r-y dans l'espace A°'(T). De plus il existe deux constantes C et c telles que 
llp(., t) - r-rllAa(T) <ce-et. 

Démonstration. Choisissons T > 0 tel que 

~ 1+1r IA(O, (T/2))ld0 < 1/4. 
27r -,r 

Ici A(O, t) désigne la fonction 

+oo 
A(O, t) = I: ea,.(-y)teikB. 

-oo 

L'existence de Test assurée par la proposition 4. Ayant ainsi fixé T, on utilise le théorème 
5.1 pour choisir e0 de sorte que, si IIPo-r-rllAa(T) < eo, alors la solution p de l'équation (E-r) 
qui a pour donnée initiale p0 est définie sur [0, T]. Reprenant les notations de la section 3, 
c'est dire que 

C(p)(O,t) = (0,p0 (0)). 

En développant C à l'ordre 1 au voisinage der-y, on en déduit que h = p - r-y satisfait à 
l'équation 

Lh =g h(., 0) = Po - r-y 

avec 
IIYIIA~-2 (Tx[o,T]) = o(llhllAg,) = o(IIPo - r-yllAa(T))· 

Il en résulte que h s'écrit h 1 + h2, où 
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La valeur de h2 à l'instant t est donnée par la convolution de p0 - r -r avec la fonction A(., t). 
Il en découle pour h2 l'estimation 

D'autre part, 

l1h1(-, (T/2))IIA0 (T) :5 llhi!IA~ = o(IIPo - r-rllA0 (T))-

Si ê est choisi assez petit, on a donc, pour IIPo - r-rllAa(T) < ë, 

Finalement 
llp(., (T/2)) - r-yllA0 (T) < (1/2)11Po - r-yllA0 (T), 

ce qui permet de montrer l'existence de la solution jusqu'au temps 3T /2. En répétant 
l'argument on prouve l'existence globale de la solution, et le fait que la solution s'approche 
du cercle «stable» à une vitesse exponentielle. □ 

Du théorème 5.1 et de la proposition 5.1 on déduit 

Théorème 5.2 Si ~ est strictement supérieur à r~, il existe € > 0 tel que si 

alors la solution p de l'équation (E-r) qui a pour donnée initiale p0 est définie sur [O, oo[ 
et converge vers r-y dans l'espace Aa(T).De plus il existe deux constantes C etc telles que 
llp(.,t)- r-yllAa(T) < ce-et. 

Démonstration. On fixe T et on utilise le théorème 5.1 pour choisir ê assez petit de 
sorte que la solution existe sur l'intervalle [O, T] et se soit suffisamment rapprochée de r-r à 
l'instant T/2 pour pouvoir utiliser la proposition 5.1. □ 

Finissons par quelques remarques. Lorsque I appartient à l'intervalle ho, 12[ nous avons 
montré la stabilité des solutions radiales globales au problème non linéaire. Au delà de 12 
nous avons seulement montré que le problème linéarisé devenait instable, avec un nombre 
croissant de valeurs propres positives. On aimerait évidemment faire plus, et savoir décrire 
le comportement des solutions au problème non linéaire. D'autre part on peut conjectu­
rer qu'à chacune des valeurs ik apparaît une autre solution stationnaire. Nous ne savons 
pas répondre à ces questions. A partir de l'étude faite ici on peut seulement énoncer la 
proposition suivante: 

Proposition 5.2 Soit a > 2 et soit 1 > 10, 1 différent de ik quel que soit k ~ 2. Alors 
p = r-y est isolée en tant que solution stationnaire à l'équation (E-r) appartenant à l'espace 
Aa(T). 
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Démonstration. Les solutions stationnaires sont les interfaces r O pour lesquels 

-K + ,v = O. 

En reprenant les notations de la section 3, c'est dire que, si r O est la courbe d'équation 
polaire r = p(B), alors il définit une solution stationnaire lorsque M(p) = 0, où 

p2 + 2p':.pp" 
M(p) = - (p2 + p'2)3/2 + ,w 

avec w donné par (1). L'opérateur M est bien défini au voisinage de r"Y dans A°'(T), à 
valeurs dans A°'-2 (T). De plus il est C1, et de différentielle Men r"Y, avec M donné par 

Mh = r-:;2 (h + h") + 1((r,.J2)h - Gr.,* h). 

On utilise le théorème d'inversion locale. Pour montrer l'inversibilité de M on procède 
comme dans la démonstration de la proposition 4.1, en utilisant l'alternative de Fredholm 
et le fait que l'opérateur linéaire M 0 , défini par 

Moh = r-:;2 (-h + h") 

est un isomorphisme de A0 (T) sur A0
-

2(T). Rappelons que 

(Mh)(k) = (r-:;2 (1 - k2
) + ,((r"Y/2) - Gr.,(k))h(k) = ak(,)h(k). 

Le fait que M est injectif est donc donné par la condition sur 1 et la proposition 4.2. 
D'autre part M - Mo est un opérateur compact de A°'(T) dans A0

-
2(T) puisque c'est un 

opérateur de convolution par une mesure bornée, qui préserve les espaces A°'(T). D 

Cette dernière proposition est susceptible de divers prolongements. D'une part on pourrait 
montrer, en utilisant l'inversibilité de M et le théorème des fonctions implicites, que les 
domaines voisins du disque unité possèdent aussi des solutions stationnaires voisines de 
Cr.,• D'autre part la proposition 5.2 est encore vérifiée par le cercle Cr

00 
pour le système 

(S00 ): cette fois M est donné par 

(Mh)(k) = ,((r 00 /2) - Gr00 (k))h(k) . 

C'est donc, à une constante près, une perturbation compacte de l'identité puisque 

( La convolution par Gr
00 

envoie l'espace de Sobolev H 0 dans H 0 +1, qui est inclus dans 
A°'+l/2 .) Par contre la généralisation à ce système du théorème 5.1 nécessite l'introduction 
de méthodes différentes. 

Remarquons enfin qu'on peut trouver d'autres solutions radiales stationnaires du sys­
tème (S,) de topologie différente. On peut montrer que, si 1 est assez grand, il existe 
R 1, R2, avec R2 > R1 > 0, tels que 

est une solution stationnaire. 
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COMPACTS ASSOCIÉS AUX 

SOMMES DE SUITES LACUNAIRES 

M. Déchamps 

O. Sellès 

Résumé. Nous montrons ici, par des méthodes relativement élémentaires ( con­
struction explicite de mesures d'interpolation), que certains sous~nsembles de 
Z, construits à, partir de suites lacunaires de Hadamard, ont densité harmonique 
nulle. 

Abstract. We show, with quite elementa.ry methods ( explicit construction of 
interpolation measures), that some subsets of Z, built with Hadamard lacunary 
sequences, have harmonie density zero. 

Mots clés : suites lacunaires, compacts associés, mesures d'interpolation, pro­
duits de Riesz. 

Keywords : lacunary sequences, associated compacts, interpolation measures, 
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I. Introduction 

Soit 1[' = { z E (C , jzj = 1} le cercle unité, identifié à JR/27r.Z et muni de la mesure de 
Lebesgue normalisée dt/21r. Pour toute fonction f de L 1 (1r) et pour tout n E Z, on note : 

A 1 la21T f(n) = - J(t) e-intdt 
271" 0 

(1) 

C(1r) est l'espace de Banach des fonctions définies et continues sur 1r, à valeurs complexes, 
muni de la norme uniforme. Pour f dans C(1r), on note: 

IIJII =sup lf(t)I et IIJIIK =sup lf(t)I 
tE'lr tEK 

où K est une partie compacte de 1[' (Il IIK n'est évidemment pas une norme). 
Pour toute partie A de Z, on note CA(1r) le sous-espace de C(1r) des fonctions à spectre 

dans A, c'est à dire, telles que J(n) = 0 sin E Z\A. 
M(1r) désigne l'espace de Banach des mesures complexes, régulières et bornées sur 1[' • 

Pour µ, E M(1r), et pour n E .Z, on note: 

P,(n) = _!... {21r e-intdµ,(t) 
21r lo 

Pour toute partie A de Z, on note MA(1r) le sous-espace de M(1r) des mesures à spectre 
dans A, c'est à dire, telles que µ(n) = 0 sin E Z\A. 

DEFINITION 1. Le compact K de 1r est dit associé à la partie A de .Z s'il existe une 
constante M > 0 telle que pour toute fonction f de CA (1r), on a : 

11!11 < M IIJIIK (2) 

On dira alors que K est associé à A avec constante M. 
La partie A de .Z est dite avoir densité harmonique nulle, et on note dh (A) = 0, si tout 

compact d'intérieur non vide de '1r est associé à A. 
Quelles sont les parties de .Z de densité harmonique nulle? Nous rappelons au paragraphe 

suivant des résultats connus et des problèmes ouverts liés à cette question. Dans ce travail, 
nous montrons que les ensembles d'une classe usuelle d'ensembles lacunaires, que nous allons 
décrire, ont densité harmonique nulle. 

DEFINITION 2. Une suite E = {À;} ;~i d'entiers positifs est appelée suite de 
Hadamard s'il existe q > 1 tel que pour tout entier j > 1, on a: 

Pour tout entier k ~ 1, on note: 

À;+1 > T-q 
3 
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Nous démontrons ici le résultat suivant : 

THEOREME A. Soit E = {>.J}J~l une suite de Hadamard d'entiers positifs satisfaisant 
(3) avec une constante q ~ 3. Alors pour tout entier k ~ l, la densité harmonique de Ek est 
nulle. 

Ce résultat était connu pour k = 2 [3) et pour k = 3 [5). La démonstration faite dans [3] 
utilisait des arguments fonctionnels et topologiques qui n'avaient pas d'extension naturelle 
à d'autres cas. La preuve donnée dans [5) n'utilisait plus ces arguments, mais faisait encore 
appel à des mesures d'interpolation aléatoires. Nous proposons ici une preuve élémentaire, 
basée sur la construction explicite de mesures d'interpolation liées à des produits de Riesz et 
à des noyaux de Fejer adaptés au problème. 

II. Résultats connus et problèmes ouverts 

PROBLEME 1. Quelles sont les parties de Z de densité harmonique nulle ? 
Les suites de Hadamard fournissent le premier exemple non trivial d'ensemble de densité 

harmonique nulle [17]. On montre ensuite que les réunions finies de suites de Hadamard ont 
densité harmonique nulle [6] . Mais en général, le problème de la réunion est ouvert : 

PROBLEME 2. Si A1 et A2 sont deux parties de Z ayant densité harmonique nulle, 
est-ce que dh (A1 U A2) = 0 ? 

Par contre, on sait qu'il est possible d'ajouter un nombre fini de points à une suite sans 
"trop changer" les compacts qui lui sont associés. 

PROPOSITION 1. (4] Soit K un compact de 11' associé à la suite A de Z. Alors pour 
tout n E Z et pour tout voisinage compact W de l'origine dans 'Ir, le compact K + W est 
associé à {n} UA. 

Beaucoup de résultats autour des compacts associés à une suite peuvent être reliés au 
problème général suivant : 

PROBLEME 3. Quelles sont les propriétés fonctionnelles de l'espace de Banach CA('JI') 
ou les propriétés arithmétiques de la suite A qui assurent l'existence d'un compact K =f '1r 
associé à A? Quelles propriétés impliquent que dh (A)= 0? 

La première propriété fonctionnelle qui a été étudiée dans ce contexte est liée à la notion 
d'ensemble de Sidon: 

DEFINITION 3. Un sous-ensemble A de Z est appelé ensemble de Sidon s'il existe 
une constante C > 0 telle que pour tout polynôme trigonométrique P(t) = L a>,.eï)..t à spectre 

>.eA 
dans A, on a: 

L la>.I ~ C IIPII 
>.EA 
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Si A est un ensemble de Sidon, CA('f) est isomorphe à l'espace cle Banach 11 des suites de 
nombres complexes (an)n>O telles que I: lanl < oo. La réciproque·est vraie aussi: si CA('lI') 

- n;?:O 
est isomorphe à 11, alors A est un ensemble de Sidon (12]. Ce résultat a été ensuite redémontré 
par des méthodes plus directes et a admis des généralisations successives: si CA (11') est de 
cotype 2 (12] ou de cotype q pour un q > 2 [2], alors A est un ensemble de Sidon. 

THEOREME 2. [4] Si A Ç Z est un ensemble de Sidon alors dh (A) = O. 
La preuve de ce théorème, très liée à la structure des ensembles de Sidon ne semble pas 

s'adapter à d'autres classes d'ensembles lacunaires. 
"L'abondance" des ensembles de Sidon est assurée par une condition arithmétique, qui 

se généralise à tout groupe abélien. 

DEFINITION 4. Un sous-ensemble A de Z est dit quasi-indépendant (resp. dissocié) 
si pour tout sous-ensemble fini A de A et toute suite (€n)nEA E {-1, 0, l}A (resp. (€n)nEA E 

A· {-2,-1,0, 1,2} ), 

I: €n n = 0 => €n = 0, n E A 
nEA 

PROPOSITION 2.[15] Toute réunion finie d'ensembles quasi-indépendants de Z est 
un ensemble de Sidon. 

Il est surprenant que le résultat inverse soit encore ouvert : 

PROBLEME 4. 
quasi-indépendants? 

Tout ensemble de Sidon de Z est-il réunion finie d'ensembles 

La première notion de quasi-indépendance, introduite par S.B. Steckin [16], a été ensuite 
étudiée et simplifiée par D.Rider [14], G.Pisier [13], et J.Bourgain [l]. 

On note c0 l'espace de Banach des suites (Cn)n;?:I de nombres complexes telles que 
lim Cn = O. On dit qu'un espace de Banach B ne contient pas c0 , et on note B 1> c0 , si B 

n-+oo 
n'a pas de sous-espace fermé isomorphe à c0 • 

Cette dernière condition est liée à l'existence de compacts associés: 

THEOREME 3. [8] Si CA('1r) ne contient pas c0 , il existe un voisinage ouvert V de 
l'origine dans 1r tel que le compact 'Jf\ V soit associé à A. 

Il y a un certain nombre de conditions nécessaires ou suffisantes, arithmétiques ou fonc­
tionnelles, liées à la condition : CA (11') 1> c0 : 

Pour toute suite A d'entiers, la densité sÙpérieure uniforme de répartition de A, notée 
Â (A), est définie par : 

A (A) li n(m, m + r) u = m sup 
r-+oomEZ r 

où n(m, m + r) est le nombre de points de A dans l'intervalle [m, m + r]. 
Si CA('lI') 1> c0 , alors Â (A) = 0 [9]. Ce résultat a été ensuite simplifié et généralisé : si 

CA('lI') 1> c0 , alors A ne contient pas d'ensemble de Hilbert [7). 
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Si CA('.lr) 7> c0 , alors A est un ensemble de Riesz, c'est à dire L;..('.lr) = MA ('.Ir), et la 
réciproque est fausse [10]. Si A est un ensemble de Rosenthal, c'est à dire L'f(T) = A1A(T), 
alors CA('.lr) 7> c0 [10). La réciproque n'est pas connue : 

PROBLEME 5. Si CA('.lr) 7> c0 , est-ce que A est un ensemble de Rosenthal? 

PROBLEME 6. Si CA (1r) 7> c0 , est-ce que A a la propriété de Schur ? 
Revenons aux ensembles Ek, k > 1, définis à partir d'une suite E = (>..J\~1 d'entiers. Si 

la suite E est dissociée { en particulier si E est une suite de Hadamard satisfaisant (3) avec 
q ~ 3) on sait que, pour k ~ 1, CEk ('.Ir) t> c0 , car CEk (11') est alors isomorphe à un sous-espace 
fermé du produit tensoriel injectif l1é ... él 1 [11]. Cette propriété a été à l'origine de la 

'---v----' 
k fois 

preuve que dh (E2) = 0 dans [3]. Nous ne l'utiliserons pas ici pour établir notre théorème, 
néanmoins les relations entre la condition CA('.lr) t> c0 et d'autres "mesures" de lacunarité de 
A restent d'actualité. 

III. Lemmes préparatoires 

Lemme 1. La notion de compact associé est invariante par translation : si le compact 
K de '.Ir est associé à A C Z avec constante C, alors pour tout x 0 E '.Ir et pour tout 
10 E Z , K + x 0 est associé à A + 10 avec constante C . 

La preuve est élémentaire. 

Lemme 2. Soit K un compact de 11' associé à A C Z avec constante C. Alors pour toute 
mesure µ E M ('F) ü existe v E M ('.Ir) à support dans K telle que : 

• llvll::; C 11µ11 

- • pour tout I E A , ;;c,) = µ(,) 

v est dite une mesure d'interpolation (sur A, à support dans K). 

Preuve. Il s'agit d'une simple application du théorème de Hahn-Banach. 
Soit L : CA('.lr) --+ C(K) 

f f-+ flK 
On montre facilement que Im(L) est fermée dans C(K), que Lest un isomorphisme de 

CA('.lr) sur Im(L), et que IIL-111 < C. Siµ E M(11'), l'application g E Im(L)--+ µ(L- 1 (g)) est 
une forme linéaire continue sur Im(L), de norme majorée.par C llµII• D'après le théorème 
de Hanh-Banach, il existe v E M(K) ayant les propriétés voulues. 

La lacunarité et la structure particulière des ensembles Ek jouent un rôle fondamental 
dans la démonstration. Les deux lemmes suivants sont capitaux pour la suite. Pour tout 
entier k ~ 1 et pour tout entier r ~ 1 , on note : 
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Lemme 3 (lacunarité). 
a. Pour tout entier r ~ 1 , pour tous n, n' E {O} U Uk?:::l ~ ,· n :/: n' , on a: 

ln- n'I ~ Àr 

b . Soit k un entier. n existe (3 E ] O, ½ [ tel que pour tout r > k , on a : 1,1 s (3 Àr , pour 
tout 1 de la forme : 

')' = €1Àj 1 + • • • + €sÀj. , 1 S i1 < , • • < is < r 
l:5ssk 
€i E { -1, 0, 1}, 1 < i S s 

c . Soit k un entier. fl existe /3' > 0 tel que pour tout r > k , pour tous n, n' comme 
en a. , pour tous 1 , ,' comme en b. : 

ln - n' + ')' - r'I > /3' Àr 

Preuve. 
a . Soient n, n', r comme dans l'énoncé. n - n' s'éçrit : 

r+p 

n-n' = I:ak>.k où: ♦ pEN 
k=r . ♦ ak E {0, ±1, ±2} 

♦ O:r+p :/: 0 

• Si p = 0 , l'inégalité est claire . 

• Si p > l , on a : 

. (1 2(1 l )) ')t)(l 2 1-3-P) -1 D' ' l'' , a1i , or . qP - q + ... + qP-i ~ .:r - 3 1 
_ 

3
_1 - • ou meg te . 

b . Soit 'Y comme dans l'énoncé . On a : 

l'YI S (>-.r-k + · • · + >-r-1) 
Àr ( 1 1 ) 

< q l + q + ... + qk-1 

1 1 1 1 - q-k 1 
Or : -(1 + - + ... + kl) = 1 < -2 q q q- q-

c . évident avec a. et b. ( on prend /3' = 1 - 2(3 ) 
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Lemme 4 . Soit n E N* .Pour tout i E {l, ... , n} , il existe des mesures ri telles que : 

-• ri(O) = 1 

• ~ 1) = 1 si I E Ei 

• ~ 1) = 0 si I E E;, j E {1, ... , n} , j # i. 

Preuve : On considère le produit de Riesz suivant : 

R(t) = Il (1 + cos >.;t ) 
j~l 

On vérifie facilement que : 

◊R>O 

◊ IIRII = .R(O) = 1 
◊ R(1) = 2-k si I E Ek 

◊ .R(1') = 0 si, rt {O} U uk~l Ek 

Pour i E {1, ... , n} , il existe un unique polynôme Fr, de degré n tel que : 
A(O) = 1 , Fr,(2-i) = 1 et Pi(2-i) = 0 si j # i, 1 < j < n .(on peut par exemple utiliser 

les polynômes interpolateurs de Lagrange).On pose alors : Ti= Pr,(R) , où, par définition: 
R!1 = 8 (mesure de Dirac en 0) et pour k ~ 1 , Rk =~ 

k fois 
( * désigne le produit de convolution sur M(1')) .On vérifie alors aisément que Ti convient . 

IV. Preuve du théorème 

En fait, nous allons montrer un résultat légèrement plus fort que le théorème A : 

Théorème B. Soit E = {.~i};~i une suite d'entiers de Hadamard vérifiant: 

}Ti (>.r:1
) ~ q ~ 3. Posons pour tout entier k ~ 1, 

Ek = {±>.;1 ± >.h ... ± >.;,.., ' 1 ~ i1 < j2 < ... < jk} 

Alors, pour tout entier n ~ 1, 

La démonstration se fait par récurrence sur l'entier n (l'idée de cette récurrence se fonde 
à l'examen du cas n = 2 et surtout du cas n = 3). 

Soit Hn l'énoncé suivant : dh( {O} U E1 U E2 U ... U En) = 0 . 
H 1 est vrai car {O} U E 1 est un ensemble de Sidon. 
Supposons Hn vrai et montrons Hn+1.Nous procédons par étapes. 
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Etape 1. Décomposition des ensembles Ek. 
Soit r un entier, r > n + l.On rappelle que pour tout k > 1 : 

On introduit de nouvelles notations. 
Pour tout s E N, 1 $ s $ n + l, on pose : 

Soit X= U1, ... ,js) E 1;. 
On pose €X = sgn(j 1) >.1111 + ... + sgn(j 8 ) >.11.1 (pour tout entier j, sgn(j) désigne le signe 

dej). 
Pour tout k 2:'.: 2, pour touts E {l, ... , k - 1}, pour tout X E 1;, on pose: 

~.s(X) = €x + E'i.-s 

Par convention: ~ k(X) = {€x}, XE lJ;, 1 < k $ n + 1 
' 

Ensuite, on pose : ~.s = LJ ~.AX) , 2 $ k, 1 < s < k : 
XE/~ 

On vérifie aisément que : 

n+l n+l n+l (k-1 ) n+l 

~l Ek = ~l ~ U ~2 .!:11 E'i.,s U kldl Etk ----­ensemble J ini 

Notons Fr l'ensemble fini qui apparaît dans la décomposition précédente.D'après le lemme 
1 et la proposition 1, il suffit de montrer que pour tout a > 0, a < 1r, il existe un entier 
r 2:'.: n + 1 tel que E 1 U ... U En+l \Fr soit associé à [-a, +a]. 

Soit donc a > O, a < 1r • Pour tout x E 'JI', on va construire une mesure qui interpole Dx sur 
E 1 U ... U En+l \Fr et dont une partie significative de la masse est portée par [-a, +a]. Cette 
mesure sera une somme de mesures adaptées à chacun des ensembles de la décomposition 
établie à l'étape 1. 

Etape 2 . Produits de Riesz. 
Soit R(t) = II (1 + cos >.1(x + t)). 

1~r 
N 

Cette notation signifie que la suiteRN(t) = II (1 +cos>.1(x+t)) converge dans M('lr) 
1=r 

pour la topologie faible u(M('lr), C('lr)) vers la mesure R. 
On a R > 0, IIRII = R(O) = 1, Sp(R) = {O} U LJ Ef, et si, E Ef, k 2:'.: 1, R(,) = 2-kéïx 

k~l 
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Etape 3 . Noyaux de Fejer. 
Soit f3' la constante apparaissant dans le lemme 3. On considère N - [.ff q- 1] la partie 

entière de /3' qr- 1 et FN le noyau de Fejer d'ordre N: 

FN(t) = __ sm_ ?t = -- L 1 - J eijt 1 . 2 N+lt 1 ( 1 ·1 ) 
N + 1 sm 2 N + 1 l.il:5N N + 1 

Etape 4. Mesure v0 • 

Par hypothèse, dh( {O} U E1 U E2 U ... U En) = O. Donc {O} U E1 U Ei U ... U En est associé 
à [-~, ~] avec constante C. D'après le lemme 2 , il existe une mesure v0 à support dans 

f - ~ ~] telle que fi (0) = 1 L 2, 2 o 
v0 (,) = 0 si , E E1 U Ei U ... U En 
llvoll ~ C 

Etape 5 : Mesures d'interpolation sur .f4 , 1 ~ k ~ n + 1. 
On pose: µk = 2k(R * rk)(FN * v0 ) où les mesures rk sont celles données par le lemme 4. 

Soit k E {1, ... , n + 1} . 

• Soit , E .Z. Calculons µk(,). 

µk(,) = 2k f e-i-ytd(R * rk)(FN * v0 )(t) 

= 2k I:: R(8)fk(8)FNb-8)vo(, - 8) 
6ESp(R)nSp(r1,;) 

= 2k L Îl(8)FN(, - 8)vo(, - 8) 
6E{0}U ~ 

En effet, si 8 E {O} u m, 8 i= ,, le lemme 3 garantit que l"Y - 81 > N et donc que 
FN('Y- 8) = O. D'où µk(,) = 2kR(1) = ei,x. 

k-1 
• Si , E Ek \(Ek U F,.) = LJ Ek,s, alors µk(,) = 0 (notons que l'ensemble 

s=1 
précédent est vide pour k = 1; on suppose donc implicitement que k ~ 2). 

En effet, il existe alors s E {1, ... , k - 1}, X E 1; et ç E .f4_ 8 tels que -y = €x + ç. Le 
lemme 3 s'applique à nouveau et on a pour tout 8 E {O}U ~: 1, - 81 >Net FN('Y-8) = O. 

• Soit maintenant k' =I= k (k' E {1, ... , n + 1}) et -y E Ek, \F,.. Alors µk('Y) = O. 

Pour montrer ceci, on distingue plusieurs cas : 

Premier cas : , E ~' 
Si 8 E {O} U .f4, on a, puisqu'alors -y:/= 8, 1, - 81 >Net FN(ï- 8) = O. 
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Deuxième cas : Î <j. m, ( ce qci implique J! > 1) 
Il existe alors s E {l, ... , J! - 1}' X E 1; et ç E m,_8 tels que· Î = Ex + ç. 
Si k' -s =/ k, on peut alors appliquer le lemme 3 et on obtient que pour tout 6 E {0}U Er, 

FN('y - 6) = o. 
Si/! - s = k, le lemme 3 s'applique encore lorsque 8 =/:-ç. Si 6 = ç, on a v0 (Ex) = 0 (car 

Ex appartient alors à E1 U ... U En)- D'où µk(,) = O. 

Etape 6 . Mesure d'interpolation sur Ek,s(X). 
Soit k E {2, ... , n + l}, soit s E {l, ... , k - l}, soit XE J;. 
-€.x + ( {O} U E 1 U ... U En) est associé à [-~,~]avec constante C (ceci résulte du lemme 

1). D'après le lemme 2 (appliqué à la mesure de Dirac en 0), il existe une mesure V8 ,x à 
a a 

support dans (- 2, 2] telle que : 

1-Îs,x(O) = 1 
1-Îs,x(,) = 0 si Î E -Ex+ ({O} U E1 U ... U En) , ï :/- O. 
llva,xll ~ C 
On pose alors : 

• Soit , E Z. Calculons ÎJ,k,s,x (,). 

En effet, , s'écrit , = t:.x + ,' où ,' E Ek-s· 
Pour tout 8 E {O}U~_ 8 , 8 =/:-,',on a d'après le lemme 3, 18 - il > Net FN(,-Ex-8) = 

FN(ï' - 8) = o. 
D'où Îl,k,s,x(,) = 2k-s ei€xx R(,') = 2k-s é:xx 2s-kei'Y'x = eï',x. 

• Soit Y E 1;, Y:/- X et soit Î E m,s(Y). Alors ÎJ,k,s,x(ï) = O. 
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En effet, , s'écrit,= Ey + w, où w E m-s· Soit alors 6 E {O} u Ek-s· Si 8 =/:: w, alors 
on peut appliquer le lemme de lacunarité et en déduire que jEy + w - Ex - bl > N, et donc 
que FN(Ey +w-Ex -8) = O. Si 8 = w, alors ZÎs,x(Ey -Ex)= 0 (comme Y f:. X, la lacunarité 
assure que Ey-/= Ex). 

• Soit s' =/:: s, s' E {1, ... , k - 1}. Soit Y E 1;, et I E Ek,s'(Y). 
Alors ÎJ,k,s,X ("Y) = 0. 

En effet, -y s'écrit "Y= Ey+w, où w E Ek-s'· Si 6 E {O}UEk-s, on a nécessairement 8 =/:: w. 
On peut donc appliquer le lemme 3 pour conclure que FN( Ey + w - Ex - 8) = O. 

• Soit k' E {1, ... , n + 1}, k' =/:: k. Soit "Y E Ek,\Fr, Alors ÎJ,k,s,xb) = O. 

On distingue plusieurs cas : 

Premier cas : -y E m,. 
Soit 8 E {O} U m-s· Si 8 =/:: "Y (ce qui est en particulier le cas si k- s =/:: k'), on applique 

une fois de plus le lemme de lacunarité pour conclure que F'N(,- €x - 8) = O. Si 8 = "Y, on 
a ZÎa,x(-Ex) = 0 . D'où ÎJ,k,s,xb) = O. 

Deuxième cas : -y ~ Ek,. 
Il existe alors q E {1, ... , k' - 1}, Y E 1; et w E E'k'-q tels que -y s'écrive: "Y= Ey + w. 
Soit 8 E {O} U m-a· Si 8 =/:: w (ce qui est en particulier le cas si k - s f:. k' - q), le 

lemme 3 s'applique à nouveau et FN(, - Ex - 8) = O. 
Si 8 = w, on a nécessairement k - s = k' - q. Ceci impose alors s =/:: q et donc Ey =/:: Ex. 

On sait alors que ZÎ8 ,x(Ey - Ex) = 0 . 
D'où ÎJ,k,s,xb) = O. 

Etape 7 • Majoration des normes des mesures précédentes. 

On sait que IIFNII < N + l. On en déduit donc les majorations suivantes: 

• Soit k E {1, ... , n + 1}. Nous rappelons que µk = 2k(R * 'Tk)(FN * v0 ). 

• Soit k E {2, ... , n + 1}, soit s E {1, ... , k - 1}, soit X E 1;. On rappelle que 
µk,s,X = 2k-s ei€x(x+t) (R * 1'k-s)(FN * Vs,X ). 

On a donc: 

Il Il k s Il Il ( ) 1 1 1 1 2k-s llrk-s Il C µk,s,X ~ 2 - Tk-s C N + 1 et -
2 

d µk,s,X ~ a 
7r a:Sltl:S1r (N + 1) sin2 -

4 
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Etape 8 . Conclusion 
Appelons 

max (2k-s llr. Il C) 
l<k<n+l O<s<k-1 k-s . 

O'.r= -- ,__ a 
(N + 1) sin2 

4 
D'autre part, il est clair que si 8r désigne le nombre de mesures précédemment construites, 

on a 8r = 0( rn+l). Enfin, si on veut bien se rappeler que N = [B' qr-l], il est également clair 
que O'.r Ôr -+ O. 

r-oo 
On prend donc r O tel que O'.r

0 
Ôr0 < 1 et r O > n + 1. 

Soit alors P un polynôme trigonométrique à spectre dans LJ Ek \Fr
0

• Soit x E 'lI' tel 
l<k<n+l 

que IIPII = IP(x)j. A cet élément on associe les mesures const~es précédemment. 
Appelons µ la somme de toutes ces mesures. Alors on a : 

IIPII = IP(x)I · = L PC,) ei;:r; 
-yESp(P) 

- L PC,) p,(,) 
-yESp(P) 

= lµ(P)I 
s 2

1 cl IPldlµI + r IPldlµI) 
7r a::;ltl::;1r Jltl$a 

S Ôr0 O'.r0 IIPII + Ôro Cro IIPll[-a,a] 
D'où IIPII < 1 ~08 Cro IIPll[-a,a] • 

ro O'.ro 
L'inégalité reste vraie par un argument de densité pour les fonctions continues à spectre 

dans LJ E1; \Fr
0

• Ceci démontre donc le théorème. 
1$k$n+l 
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UNE FORMULE DE FOURIER POUR LES NOMBRES PREMIERS. 
APPLICATION AUX NOMBRES PREMIERS GENERALISES DE BEURLING. 

Jean-Pierre KAHANE 

Résumé. On établit pour les nombres premiers généralisés de Beurling une formule 
qui donne et améliore aisément les résultats de Beurling du type N(x) = Dx + xE(x) * 
P(x) = lix(l + o(l)). 

Abstract. A formula for Beurling generalized prime numbers is given and applied 
to improve the Beurling condition on E(x) such that N(x) = Dx + xE(x) * P(x) = 
lix(l + o(l)). 

MOTS CLES : Fourier, Beurling, nombres premiers 
KEY WORDS : Fourier, Beurling, prime numbers 
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UNE FORMULE DE FOURIER POUR LES NOMBRES PREMIERS. 
APPLICATION AUX NOMBRES PREMIERS GENERALISES DE BEURLING. 

Jean-Pierre KAHANE 

On part de 

1 ( 1 )-l 
~(s) = I: n" = II 1 - -; 

nEN pEP p 
(u = !Res > 1). 

Dans le cas classique, Pest l'ensemble des nombres premiers et N celui des entiers naturels. 
Dans le cas général, introduit par Beurling, Pet N sont des ensembles dénombrabks de 
nombres positifs. Pour éviter les complications d'écriture, nous supposerons la factorisation 
unique des éléments de N dans P, et nous supposerons aussi Net P contenus dans [1, oo[. 
Nous poserons dans tous les cas 

v(x) = N n [1,x[ 
w(x) = P n [1,x[ 

et nous supposerons que N a une densité, D, c'est-à-dire que 

v(x) = Dx + xE(x), lim f{x) = 0; 
:r:-oo 

dans le cas classique, D = 1 et xE(x) = 0(1). Alors 

D 100 

ds) = - + x-"d(v(x) - Dx) 
s -1 1 

D 100 

= -- + s x-"E(x) dx. 
s -1 1 

Beurling a montré que l'hypothèse 

entraîne le "théorème des nombres premiers" , à savoir 

X 
w(x) ~ -

1 
-. 

ogx 

En sens inverse, il donne un exemple de fonctions w(x) et v(x) telles que 

et que le théorème des nombmres premiers soit en défaut (à vrai dire, son exemple nécessite 
une adaptation à notre cadre, qui est un peu plus étroit). 
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Notre méthode suppose fondamentalement 

(0) 1
00 dx 

e(x)- < oo. 
1 X 

Alors ç( 8) se prolonge par continuité sur la droite c, = 1 en dehors du point s = 1. Il en 
est de même pour la fonction 

Z(s) = exp (I: 1.) ; 
pEPp 

comme la série LP- 2
0- converge pour c, > ½, le quotient Z(s)/ç(s) se prolonge en une 

fonction holomorphe et sans zéro dans le demi-plan c, > ½. Posons 

et 

observons que cette limite existe pour tout t, finie ou -oo, sauf pour t = 0 où elle vaut 
+oo. Formellement, 

l(t) = L l~it 
pEPp 

et, pour toute fonction f E D(lll) (C 00 à support compact), 

(1) f(t)l(t)dt = L -Î(logp) ! 
. 1 

pEPp 

en convenant que 

Î(x) = f f(t) e-it: dx. 

La formule à laquelle se réfère le titre de l'article est la formule (1). 
La démonstration de (1) est immédiate à partir de 

! f(t)lt:(t) dt = L :+t: Î(logp) 
pEPp 

et de la convergence de la série L p- 1 (log p )- 2 • En intégrant deux fois lt: ( t), on voit que 
les deux membres de cette égalité convergent vers les deux membres de (1) quand E ~ O. 

L'hypothèse (0) ne suffit pas pour obtenir le théorème des nombres premiers. Nous 
allons faire intervenir dans la suite les hypothèses plus fortes 

(2) f
00 

(e(x)log x)2 dx < oo 
11 X 
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et 

(3) [''° (e(x) log x)a dx < oo pour un a < 2. 
11 X 

THEOREME. Sous l'hypothèse {3), on a 

(4) 
X 

w(x) ~ -
logx 

(x-+ oo). 

L'hypothèse de Beurling entraîne (3), et l'exemple de Beurling montre. que dans (3) 
la constante 2 est optimale. Nous ne savons pas si (2) suffit à entraîner (4). 

Pour la démonstration du théorème, nous supposerons d'abord que ds) ne s'annule 
pas sur la droite O' = 1 ; nous montrerons qu'alors (2) entraîne (4), au moyen de la formule 
(1). Puis nous montrerons, à la manière d'Hadamard et de la Vallée Poussin en 1896, que 
(3) entraîne ~(1 + it) f:. 0 pour tout t réel. 

Première étape. On suppose que ~(s) ne s'annule pas sur la droite o- = 1 et on fait 
l'hypothèse (2). Rappelons que · 

~(1 + it) = 1: + (1 + it) f''° x-it e(x) dx. 
it 11 X 

L'hypothèse (2) signifie que l'intégrale est dans la classe H 1 de Sobolev (dérivée au sens 
des distributions dans L 2 ). Donc it ~(1 + it) est une fonction de la classe H 1~c (localement 
dans H 1), égale à D en O et partout f:. O. Ainsi 

en convenant que 

log ~(1 + it) = log~ + fonction de H1~c 
it 

1 1 1 1 .11" • 
og it = og ÏtÏ - i 2 signet. 

Comme Z(l + it)/~(1 + it) est analytique et ne s'annule pas (t Em.), il en résulte que 

(5) 

avec h(t) E H1~c· 

log Z(l + it) = l(t) = log ~ + h(t) 
it 

Pour utiliser (1) posons d'abord 

eity 
fo(t) = 2,r(l + it) (y > 0 donné), 

Îo(x) = { eoz-y pour :c < y 
pour x > y, 
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puis f = cp f o avec cp E [). Il vient 

(6) J l(t)cp~t) e'tYdt = J $(x)ez- 11w(e 11-z·)dx. 
1 + it 

Compte-tenu de (5), le premier membre de (6) s'écrit 

avec t/J E [). La première intégrale s'évalue au moyen d'une intégration par parties, et vaut 

(y-+ 00 ). 

Pour la seconde intégrale, on observe que (t/Jh)' E L 1, parce que (t/Jh)' E L2 et que 1/Jh est 

à support compact ; donc l'intégrale vaut o (½) . Ainsi (6) donne 

(7) 

Choisissons 8 > 0 et cp E [) telle que <p soit positive et paire, avec 

1 - 8 < 1:
6 

$(x)dx < j $(x)dx = 1 = 2,rcp(0). 

Minorons le premier membre de (7) en intégrant sur [-8,8]. On obtient 

(1 - 8}e- 6- 11w(e 11-
6) < ; + o (;) 

et par conséquent, faisant tendre é vers O, 

(8) lim supye- 11w(eY) < 1. 
11-00 

Majorons maintenant le premier membre de (7) en intégrant sur [-é, é], ]-oo, -é] et [é, y]. 
On a d'abord 

1
6 < e6-Yw(eY+6). 

-6 

Puis, comme (8) entraîne la majoration 

pour un K > 0 convenable, on a 

1
-6 ~ Kl-6 $(x) dx ~ K 1-6 $(x)dx ~ Ké 

-oo -oo Y - X + 1 Y -oo Y 
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et, pour ô < 1, 

111 111 cp(x) K 100 

< K ---dx ~ - cp(x)(l+x)dx 
6 6 y-x+l Y 6 

parce que la fonction x -+ 
11
-~+i est convexe sur [o, y) et y est majorée par la fonction 

affine x-+ ~- On peut choisir cp de façon que 

/
11 < Kô_ 

16 y 

Faisant tendre ô vers O on obtient 

(9) 

et (4) résulte de (8) et (9). Cela termine la première étape. 

Seconde étape. Supposons d'abord qu'en un point t0 E 1R. on ait 

(10) 

avec /3 > ½ (à ce stade, on suppose aussi (0), comme toujours). Nous allons aboutir à une 
contradiction. En effet, nous avons 

(€ -+ 0) 

~ele(t) < 0(1) pour tout t réel =F 0 

et, d'après (10), 

Par conséquent, pour tout entier N, 

Observons que le premier membre, qui vaut 

est positif. La contradiction en résulte lorsque N est choisi assez grand. Donc on ne peut 
pas avoir {10) avec /3 > ½, 

46 



Supposons maintenant Z(l + ito) = 0 et (3) ; nous allons montrer qu'il en résulte (10) 
avec /J > ½. En effet 

L'intégrale est majorée par 

donc (Holder) par 

(¼ + ~, = 1) et le produit de ces deux facteurs est de la forme 

C 1--:lr 
E u • 

Donc 
Z(l + ito + E}(= ç{l + ito + E} + O{e)) = ceP + O{e) 

avec /J = 1 - ~, > ½• Il en résulte que, sous l'hypothèse (3), ç(s) ne peut s'annuler sur la 
droite u = 1. Cela termine la deuxième étape, et la démonstration du théorème. 

Indiquons ce que donne dans notre cadre le contre exemple de Beurling. Suivant 
Diamond 1970, posons 

!= dy 
w(x) = (1- cos log y)-

1 
- + p(x) 

ogy 

où p(x) est une fonction bornée telle que w(x) prenne des valeurs entières. Alors 

'°' 1 /
00 

_ 8 1-cos log xd 100 

-ad ( ) L,,-= x -----x+ x px 
p8 log x 

= C(s) - ~(C(s + i) + C(s - i)) + R(s) 

avec 

C'est la somme de log lt et d'une fonction analytique, et c'est O ( ½) à l'infini ainsi que ses 
dérivées successives. Supposons t grand, et écrivons 

R{l + it) = lu.+ fa00 

x-l-itdp(x). 
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E . t' t . 1 d . t' 1 t . l ., fa dœ(:z:) n m egran par parties a secon e m egra e e en maJorant a prem1ere par :z: on 
obtient, en choisissant a = t, 

R(l + it) = O(log log t). 

De plus R ( 1 + it) est analytique, et sa dérivée, suivant un calcul analogue, est o(log t). En 
estimant tour à tour l(t), Z(l + it), (1 + it), on voit que 

-
1

-. (ç(l + it) - ~) 
1 + it it 

est transformée de Fourier d'une fonction O(u- 312), d'où E(eu) = O(e- 312) (u--+ oo). 
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1 
-

ogy 
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1 
/3 > -. 

3 
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entraîne (4), et la conjecture que (2) seule entraîne (4). 

L'étude la plus récente est celle de Sz. Revész. 

P. T. BATEMAN and H. G. DIAMOND [1969] 
Asymptotic distribution of Beurling's generalized prime numbers. MAA Studies in 
Math., vol. 6, Studies in number theory (W. J. Leveque, ed.), 152-210. 

A. BEURLING [1937] 
Analyse de la loi asymptotique de la distribution des nombres premiers généralisés. 
Acta Math. 68, 255-291. Collected works Il, 1-37. 

48 



H. G. DIAMOND [1969) 
The prime number theorem for Beurling's generalized numbers. J. number theory 1, 
200-207. 

H. G. DIAMOND [1970] 
A set of generalized numbers showing Beurling's theorem to be sharp. Ill. J. Math. 
14, 29-34. 

J. HADAMARD [1896] 
Sur la distribution des zéros de la fonction ç( s) et ses conséquences arithmétiques. 
Bull. Soc. Math. France 14, 199-220. 

E. LANDAU [1909] 
Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen. Vol. 1, Il. Leipzig. 

Sz. REVESZ [1994) 
On Beurling's prime num.ber theorem. Periodica math. hungarica 28, 195-210. 

Ch. de la VALLEE POUSSIN [1896) 
Recherches analytiques sur la théorie des nombres, 1. Ann. Soc. Scient. Bruxelles 
20, 183-256. 

29 mai.1995 

Université de Paris-Sud 
Mathématiques - Bâtiment 425 
91405 Orsay Cedex (France) 

49 



OLEVSKIÏ AND THE DIVERGENCE OF 
REARRANGED SERIES 

T. W. KÔRNER 

ABSTRACT. As an introduction to my paper Divergence of De­
creasing Rearranged Fourier Series I give an account of the work 
of Olevskïi on which it depends. I emphasise the probabilistic 
view of his construction and make explicit the fact that it may be 
extended to wavelets but I do not daim that my account is any 
serious way different from his. 

1. INTRODUCTION 

In this paper we shall move without comment between the circle 
1[' = R./Z, the closed interval [O, 1] and the half closed interval [O, 1) as 
seems most convenient. Since our results deal with almost everywhere 
behaviour this should not create any problems. 

What do we mean when we consider 

Traditionally we take 

00 

L Î(u)exp2rriut? 
n=-oo 

N 

lim ~ Î( u) exp 2rriut 
N➔oo L-

n=-N 

and the only variations that we allow concern the mode of conver­
gence (pointwise, LP, etc). A sign that this may be too narrow an ap­
proach appears when we consider the two dimensional case of a fonction 
f : 1r2 ➔ C. The obvious way to proceed is to take 

~ Î(u,v)exp2rri(ut+vs) = lim ~ Î(u,v)exp2rri(ut+vs) L- N➔oo L-
(u,v)EZ2 (u,v)Er(N) 

with the r(N) finite sùbsets of Z2 such that r(l) Ç r(2) Ç ... and 
u~=l r(N) = '11.,2. However, it is well known that, even when j is 
qui te well behaved, different choices of the sequence r( N) give rise to 
different behaviour. 

The question of 'correct order' also arises, even in the one dimen­
sional case, from signal processing. If we seek to store and reconstruct 

1991 Mathematics Subject Classification. Primary: 42C20; Secondary 42Cl5. 
Key words and phrases. Divergence of series, rearrangement of series, wavelets. 
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2 T. W. KÔRNER 

a fonction f : 1[' -+ C by using its Fourier coefficients it is natural to 
to use them in decreasing order of magnitude and to consider 

L Î( u) exp 2rriut 
IÎ(u)l2::11 

rather than 

L ](u)expiut. 
lul$N 

This must surely be the best strategy under almost all circumstances, 
but in [5] I constructed the following example. 

Theorem 1. There exists a real f E L2(T) such that 

limsup 
11➔0+ 

for almost all t E 1['. 

L ](u)exp21riut 
IÎ(u)l2::11 

=oo. 

Theorem 1 strengthens a well known result on the rearrangement of 
Fourier series. 

Theorem 2. There exists a real f E L2 (T) and a bijection a: Z-+ Z 
such that 

N 

limsup L Î(a(u))expia(u)t = oo. 
N➔oo u=-N 

for almost all t E 1['. 

This theorem was first stated by Kolmogorov. A proof of Kol­
mogorov's statement was sketched by Zahorski1, given in detail by 
Ulyanov and much simplified by Olevski1. The reader who consults [6] 
will find an excellent bibliography. 

Since my construction builds directly on the work of Olevskff the 
natural way to write [5] would have been to start with an exposition of 
Olevskff's arguments. However the conventions of the research paper 
forbid the lengthy repetition of material available elsewhere, so I am 
glad to take this opportunity to write the missing first part. 

Polya says that sometimes the easiest way to prove a result is to 
generalise it and prove the generalisation. By the time Kolmogorov's 
theorem reached Ulyanov and Olevskff it had taken the following form. 

Theorem 3. Let </>1, </>2 , <h, ... form a complete orthonormal system 
in L 2 ([0, 1)). Then there exists a real f E L2(T) and a bijection a : 
N -+ N such that 

N 

limsup L Î(a(u))<f>u(u)(t) = oo. 
N➔oo u=O 

for almost ail t E [O, 1). 
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OLEVSKil AND THE DIVERGENCE OF REARRANGED SERIES 3 

Here as usual we write 

Î(</>r) = (f,</>r) = 11 

f(t)</Jr(t)dt. 

In fact OlevskiI improved Theorem 3 by replacing f E L2(T) by f 
continuous. We shall prove a result which includes this as Theorem 6. 

In the years since Olevskir published his result, more general sys­
tems than those of complete orthonormal type have assumed practical 
importance. 

Definition 4. We say that </>1, <p2 , </>3 , •.• form a Riesz basis for 
L2([0, 1)) if the linear span of the <lin is dense in L2 and there exists a 
A with A 2::: 1 such that 

00 00 2 00 

n=O n=O 2 n=O 

We call A the Riesz constant of the system. Easy functional analysis 
reveals the following lemma. 

Lemma 5. Let </>1 , </>2 , <h, ... form a Riesz basis for L2 ([0, 1)) then 
there exist a unique sequence 'l/;1 , 'l/;2 , 'l/;3 , ••• of bounded L2 norm such 
that E::o l(V'n, J)l2 < 00 and 

00 

n=O 

for every f E L2 and if f = E~=O an</>n then an= (V'n, J) for ail n. 

We write f(n) = (V'n,J). 
As Olevskir indicates very clearly his proof can be extended to Riesz 

bases. result. 

Theorem 6. Let </>1, </>2 , </J3 , ••• forma Riesz basis for L2 ([0, 1]). Then 
there exists a real continuous f and a bijection u : N -+ N such that 

N 

limsup L Î(u(u))<Pu(u)(t) = oo. 
N➔oo u=O 

for almost all t E (0, 1]. 

If we ask for which complete orthonormal system Theorem 3 is least 
plausible one answer would be the Haar system. Set 

A(N) = {(r, s) E Z 2
: 0 ~ s ~ 2r -1 and N 2:: r 2::: O} 

and A = LJ N~o A( N). Consider intervals of the form 

E(r,s) = [s2-r,(s + 1)2-r) 
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4 T. W. KÔRNER 

where (r,s) E A. We define 

Xr,s(t) = 1 

Xr,s(t) = -1 

Xr,a(t) = 0 

ift E E(r+ 1,2s) 

if t E E ( r + 1, 2s + 1) 

otherwise 

where, again, (r, s) E A. We call the Xr,s together with the fonction 
1 = X-1,0 the Haar system. We call the Tr,s = 2rl2xr,s together with 
the fonction 1 the normalised Haar system. It is well known that the 
normalised Haar system is a complete orthonormal system. If we put 
the standard order 

( r, s) ~ ( r', s') if r' > r or r = r' and s' ~ s 

on the Haar system it enjoys remarkable convergence properties. For 
example if f is continuous 

L Î(u,v)Tu,11 ➔ f 
(u,11)~(r,s) 

uniformly as we allow ( r, s) to increase so as to exhaust the system. 
If we can prove Theorem 3 for the Haar system, one is tempted 

to say, we can surely prove it for any orthonormal system. Olevski1 
showed that this is indeed the case and we shall see that once we have 
Theorem 3 for the Haar system we can obtain the rest of the theorem 
from this particular case. As we might expect on general grounds the 
key to the Haar system case lies in a finite version of the theorem. 

Lemma 7. Let € > 0 and K ~ l be given. Then we can find a bijection 

u: {1,2,3, ... ,2N+1 -1} ➔ A(N) 

and real ar,s [(r, s) E A(N)] such that 

for ail t E [O, 1) but 

L ar,sXr,s(t) ::; 1 
(r,s)EA(N) 

for ail t rf. E where E is a set of measure at most €. 

The next· section is devoted to the proof of this key lemma. Once it 
is understood the rest is relatively routine. 
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2. ÜLEVSKII'S LEMMA 

We shall need two simple results, the first combinatorial and the 
second probabilistic. 

Lemma 8. If ai, a2, ... , am ~ 0 and am+i, am+2, ... , aN :s; 0 then 

j 1 N 

1i~i L ar ~ 3 L larl• 
r=l r=l 

Proof. Observe that 
N m N j 

~ lar 1 = 2 ~ ar - ~ ar < 3 max ~ ar L.- L.- L.- - 1 <j<N L.-
r=l r=l r=l - - r=l 

■ 

Lemma 9. Let X1 , X2 , ••• , XN be independent identically distributed 
random variables with Pr(Xr = 1) = Pr(Xr = -1) = 1/2 and let K be 
an integer with K > 1. Then 

{i} Pr ( ~ax1s;sN Et=l Xr > K) < 2 Pr ( E~1 Xr ~ K) . 

{ii} Pr ( max1$j$N jE!=l Xr 1 > K) ::::; 4 Pr (IE~ 1 Xr 1 > K) . 
{iii} Pr ( max1$i$N jE~=l Xr 1 ~ K) s; 2N K- 2

• 

Proof. (i) This is the simplest form of the re:flection principle. (See e.g. 
[2] Chapter 3.) 

(ii) Use symmetry. 

(iii) Use Chebychev's inequality to bound Pr (IE~ 1 Xrj ~ K). ■ 
Of course, we can get much better estimates in (iii) but the only use 

I can find for such estimates is to study of the Hausdorff dimension of 
the exceptional set of convergence in Theorem 3 when applied to Haar 
fonctions. 

By using the standard interpretation of Haar fonctions in terms of 
coin tossing, Lemma 9 gives the following result. 

Lemma 10. If N and K are strict/y positive integers then we can find 
ap,q taking the values O or 1 [(p, q) E A(N)] and a set E of measure at 
most 4N K- 2 such that 

for all t E [O, 1), but 

for all t r/:. E. 

L av,qXv,q(t) s; K 
(p,q)EA(N) 

L lav,qXp,q(t)I = N 
(p,q)EA(N) 
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Proof. Consider (0, 1) with Lebesgue measure as a probability space. 
Let 

X;(t) = (-1)f2itJ 

(where [2it] is the integer part of 2it). The X; satisfy the conditions 
of Lemma 9. It follows by_ Lemma 9 (iii) that the set 

E = {t: max ~ Xr > K} l< .<N L....J -
-

3
- r=l 

has measure at most 4N K- 2
• 

To define ap,q we look at the interval E(p, q) = [p2-q, (p + 1 )2-q) and 
observe that E~=l Xr(t) is constant on E(p, q) = [p2-q, (p + 1)2-q) for 
all 1 ~ j ~ q - 1. We may thus define ap,q = 1 if 

i 
max "Xr(t) ~ K - 1 

l<i<N L....J 
- - r=l 

fort E E(p, q), and ap,q = 0 otherwise. 
If we now set 

Y(t) = L ap,qXp,q(t) 
(p,q)EA(N) 

then Y is the random variable defined by 
N 

Y(t) = L Xr(t) 
r=l 

if I max1:5;:5N E~=l Xr(t)I < K but 
j(t) 

Y(t) = LXr(t) 
r=l 

where j(t) is the smallest j with I E~~! Xr(t)I = K. ln more vivid 
terms, toss a fair coin keeping track of the difference between the num­
ber of heads and tails thrown. If this ever takes the value K or -K 
stop and record the value as Y. If, after N throws this has not hap­
pened, record the value after N throws as Y. By definition IY(t)I ~ K 
and if t (/. E (so we complete the N throws) 

as required. 

L lap,qXp,q(t)I = N 
(p,q)EA(N) 

■ 

Now, instead of taking the sequence of heads and tails as chance 
presents them, we wish to take all the heads first and then all the tails. 
To do this we introduce the Olevski1 order on A 

(p', q') ~ (p, q) if (2p' + 1)2-q' ;:::: (2p + 1)2-q. 
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The Olevskir order is more intricate than rnay at first appear and the 
reader should try ordering the (p, q) with (p, q) E A(N) for N = 5 or 
N = 6. Observe that (p', q') >-x(p, q) if the rnid-point of supp XP',q' is 
to the right of (i.e. greater than or equal to) the rnid-point of supp Xp,q• 
We observe that Xp,q( t) ;?: 0 if t is strictly to the left of (i.e. strictly 
less than) the rnid-point of supp Xp,q and Xp,q(t) :::; 0 if t is to the right 
of (i.e. greater than or equal to) the rnid-point of supp Xp,q• It follows 
that for each t E [O, 1) there is a À(t) E A(N) such that 

Xp,q(t) :::; 0 for À >-(p, q), Xp,q(t) ;?: 0 for(p, q) t X>.• 

Using this observation we easily arrive at the result we require. 

Lemma 11. Suppose that N and K are strictly positive integers and 
ap,q and E are as in Lem ma 10 then 

for ail t r/. E. 

Proof. By Lernrna 8 and the last sentence of the previous paragraph 

>.~(~) IL À>- (p, q)ap,qXp,q(t)I ;?: ½ L lap,qXp,q(t)I = N/3 
(p,q)EA(N) 

for all t rt E. ■ 

Theorem 12. Let € > 0 and l'i, > 1 be given. Then we can find an 
N > 1, 1 ;?: b > O, bp,q taking the values O or b [(p, q) E A(N)] and a 
set E such that 

{i) 1 E(p,q)EA(N) bp,qXp,q(t)I :::; 1 for ail t E [O, 1), 
{ii} rnaX>.eA(N) I E>.t(p,q) ap,qXp,q(t)I > l'i, for ail t r/. E 
{iii} IEI < €. 

Proof. Choose an integer M with M > 4C 1 and M 2 ;?: 3/'i,. Set N = 
M 5 , K = M3 and choose ap,q and E as in Lernrna 10. If we now put 
bp,q = ap,q/ K, b = 1/ K then all the conclusions of the lernrna with the 
exception of condition (ii) follow at once frorn Lernrna 10. Condition 
(ii) itself follows frorn Lernrna 11. ■ 

Standard 'rolling hurnp' (or 'condensation of singularities') rnethods 
now give the following result. 

Exercise 13. Let Xn [n EN] be the Haar system enumerated in some 
way. Then there exists a real f E L00 ([0, 1)) and a bijection u: N ➔ N 
such that 

N 

limsup I:J(u(u))Xu(u)(t) = oo. 
N➔oo u=O 

for almost ail t E [O, 1). 
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8 T. W. KÔRNER 

We leave it as an exercise for the reader because we shall prove 
stronger results. However these results will require extra complications 
in their proofs and the reader may find the more complex proofs easier 
to follow if he or she has worked through an easier case. 

3. EXTENSION To GENERAL SPACES 

We have not yet exhausted the strength of P6lya's dictum. What 
happens if we seek to extend Theorem 3 to more general measure 
spaces? A moment's reflection brings to mind the the fact that, so far 
as measure theory is concerned, all nice measure spaces which are not 
obviously different are the same. Recall that a measure space (X, :F, µ) 
with positive measure µ is non-atomic if given E E :F with µ( E) > 0 
we can find FE :F with F Ç E and µ(E) > µ(F) > O. The following 
result is typical (see e.g. theorem 9, page 327 of [7)). 

Theorem 14. Let X be a complete separable metric space equipped 
with Bx its u-algebra of Borel sets andµ a non-atomic measure on 
Bx. If I = [O, 1] is the unit interval with its usual metric, 81 its u­
algebra of Borel sets, and m is the usual Lebesgue measure then there 
exists a bijective map F : I ➔ X such that F and p- 1 carry Borel sets 
to Borel sets of the same measure. 

We shall not use Theorem 14 but we shall use the lemma which 
underlies its proof and the proof of results like it. 

Lemma 15. Let (X, :F, µ) be a non-atomic probability space. If E E :F 
and 1 2:: a~ 0 then we canfind FE :F with E 2 F and µ(F) = aµ(E). 

Lemma 18 follows easily from a lemma of Saks given as Lemma 7 
of section IV.9.8 of Dunford and Schwartz[!]. There is a discussion of 
isomorphism theorems in Chapter VIII ofHalmos's Measure Theory [3]. 
However before readers rush off to inspect the wilder shores of measure 
theory they should note that all they will learn is that they could have 
stayed at home since [O, 1] with Lebesgue measure is the type of ail 
non-atomic measure spaces. 

In view of the preceding discussion. natural to aim at the following 
generalisation of Theorem 3. (The extension of Definition 4 to general 
probability spaces is obvious.) 

Theorem 16. Let (X,:F,µ) be a probability space with µ non-atomic. 
Let </>1, </>2, • • • be a Riesz basis in L2(X). Then there exists a real 
f E L2 

( X) and a bijection u : N ➔ N such that 

N 

limsup L Î(u(u))<Pu(u)(t) = oo. 
N➔oo u=O 

for almost ail t E X. 
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The result is clearly false if µ is not non-atomic. Suppose E E :F is 
an atom, that is µ(E) > 0 and if FE :F with F Ç E then µ(F) = µ(E) 
or µ(F) = O. Then if 9n,9 E L2 (X) and ll9n - 9112 ➔ 0 it follows that 
9n(t) ➔ g(t) for µ-almost all t E E. 

It is not hard to obtain Theorem 16 from Theorem 3 by the standard 
argument used to prove results like Theorem 14. However, it is more 
interesting to ask how we might tackle Theorem 16 directly and, in 
particular, what we are to make of Theorem 12 in the general context. 
If we do so we are rewarded with a key insight - Theorem 12 is a 
combinatorial theorem. 

Theo rem 17. Let ( X, :F, µ) be a probability space. Let t: > 0 and 
K > 1 be given. Then we can find an N > 1, 1 ~ b > 0 and bp,q taking 
the values O or b [(p, q) E A(N)] with the following property. 

Suppose that we have a collection of sets En,r E F such that 
(A) E(2r-1,n+l)nE(2r,n+l) = 0, E(2r-1,n+l)UE(2r,n+l) = 

E(r,n) for all (r,n) E AN. 
(B) IE(r,n)I = 2-n for all (r,n) E AN+i· 

Let us set 

Hr,n(t) = 1 

Hr,n(t) = -1 

Hr,n(t) = 0 

whenever (r, n) E AN. Then 

fort E E(2r -1,n + 1), 

fort E E(2r, n + 1), 

otherwise. 

{i) 1 E(p,q)EA(N) bp,qHp,q(t)I ~ 1 for all t E [O, 1), 
and there is a set E E F such that 

(ii) max.xeA(N) 1 E.xt(p,q) bp,qHp,q(t)I ~ K for all t ~ E 
{iii} IEI < €. 

Proof. This is just Theorem 12. ■ 

To see why this is indeed an insight let us return to the concrete 
case of Lebesgue measure on [O, 1) and consider the most important 
Riesz basis of all, the exponentials en(t) = exp(21rnt). If we try to 
convert Theorem 12 into a result on Fourier series we run into the 
problem that different Haar fonctions do not 'occupy different parts of 
the frequency spectrum'. (Indeed the Fourier coefficients of the Haar 
fonctions Xp,q with fixed p are all of same amplitude differing only in 
phase.) However, if we 'shuffie [O, 1)' the Ep,q can be chosen so that 
the Hp,q are, for practical purposes, in 'different parts of the frequency 
spectrum'. That is, although we do not have the ideal outcome in 
which at most one of the Îlp,q(j) is non-zero for each j, we can arrange 
that at most one of the Îlp,q(j) is large for each j. 

Since there seems no forther advantage in considering g~neral mea­
sure spaces we shall stay within [O, 1) and [O, l]. However, readers who 
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wish to work more generally will find that they only need the following 
simple consequence of Lemma 15. 

Lemma 18. Let (X, :F, µ) be a non-atomic probability space. If F E :F 
and µ( F) > 0 we can find a sequence e; of orthogonal functions and 
sets F; E :F with F; Ç F such that 

(i) e;(t) = l for t E F;, e;(t) = -1 for t E F \ F;, e;(t) = 0 
otherwise, 

{ii) µ(F;) = µ(F)/2. 

Proof. Set E(0,0) = F. By repeated use of Lemma 15 with a= 1/2 
we can find En,r E :F such that 

(A) E(2r-1,n+l)nE(2r,n+l) = 0, E(2r-1,n+l)UE(2r,n+l) = 
E(r,n) for all 1 ::S; r ::S; 2n, 

(B) IE(r,n)I = 2-nlFI for all l ::S; r ::S; 2n. 
Now set F; = u~~l E(2r - 1,j + 1) and define e; as in condition (i). 

■ 

4. EXTENSION TO GENERAL RIESZ BASES 

In this section we work in (0, 1] with Lebesgue measure. In order to 
put into effect the programme sketched at the end of the last section 
we need a sequence of easy lemmas. It may be helpful for the reader to 
keep in mind as examples both the 'well behaved' orthonormal system 
of exponentials and some other system 'Pn where ef>n </. L 00

• 

Lemma 19. Let </>1, </J2, • • • be a Riesz basis. If ei, e2 , • • • form an 
orthonormal sequence then 

as k ➔ oo for each fixed j. 

Proof. Referring back to Lemma 5 we see that êk(j) = (1/J;, ek) and the 
result is obvious. ■ 

Lemma 20. Let </>1 , <p2 , ••• be a Riesz basis. Suppose that ô > 0, 
M > 0 and that F is a set of strict/y positive measure. Then we can 
find E a measurable subset of F with IE! = IFl/2 and M' > M such 
that if we set H ( t) = 1 for t E E, H ( t) = -1 for t E F \ E and 
H(t) = 0 otherwise then 

M oo 

L IH(j)l2 + L IH(j)l2 < ô. 
j=l i=M' 

Proof Combining the results of Lemma 18 and Lemma 19 we see that 
we can find E a measurable subset of F with IEI = IFl/2 such that, if 
H is defined as stated, 

M 

L IÎI(j)!2 < 8/2. 
j=l 
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Since HE L2 there exists an M' > M such that E.i=M' IHU)l2 < 8/2, 
so we are clone. ■ 

We now have our basic construction. 

Theorem 21. Let </>1 , </>2 , ••• be a Riesz basis. Suppose that ô > 0 
and N,M'(0,0) ~ l are given. Then we can find integers M(r,n) < 
M'(r, n) with M(r, n) > M'(0, 0), together a collection of measurable 
sets Ecn, r) such that 

(A) E(2r-1,n+l)nE(2r,n+l) = 0, E(2r-1,n+l)UE(2r,n+l) = 
E(r,n) for al! (r,n) E AN, 

{B) IE(r,n)j = 2-n for ail (r,n) E AN+i, 
(C) if we write .6.(r,n) = {k: M(r,n) ~ k ~ M'(r,n)} then .6.(r,n)n 

.6.(s,m) = 0 whenever (r,n) =/-(s,m), 
and such that, if we set 

Hr,n(t) = 1 

Hr,n(t) = -1 

Hr,n(t) = 0 

whenever (r, n) E AN then 

fort E E(2r -1, n + 1), 

fort E E(2r, n + l), 
otherwise. 

L 1Hr,n(j)J2 < ô. 
it.:l(r,n) 

Proof. Use Lemma 20 repeatedly. ■ 

Theorem 22. Let t > 0 and K > 1 be given and take N ~ 1, b and 
bp,q [(p, q) E A(N)] be as in Theorem 17. Suppose that <pi, </>2 , ••• a 
Riesz basis. ô > 0 and M'(0,0) ~lare given and that E(n,r), .6.(r,n) 
and Hr,n are constructed as in Theorem 21. Then if we set 

we have 

(ïJ llflloo ~ 1. 

f(t) = L bp,qHp,q(t) 
(p,q)EA(N) 

Further, provided only that ô is smalt enough, there is a measurable 
set F such that 

{ii) max>.eA(N) 1 E>.t(p,q) ~jE.:l(p,q) IÎ(j)</>;(t)I ~ K - 1 for ail t rf. F, 
{iii) IFI < 2c 

60 



12 T.W.KÔRNER 

Proof. Conclusion (i) is just conclusion (i) of Theorem 21. To obtain 
(ii) and (iii) we proceed as follows. Observe that 

L L }(j)</>; - L bp,qHp,q 
.>.t(p,q) jEA(p,q) .>.t(p,q) 2 

< L lbp,ql L 
.>.t(p,q) jEA(p,q) 

.>.t(p,q) jEA(p,q) 

But, for each (p, q) E A(N), 

Hp,q- I: f(j)</>; < I: Îlp,q(j)</>; 
jEA(p,q) 2 j~A(p,q) 

Hp,q - L f (j)</>; 
jEA(p,q) 

2 

jEA(p,q) 2 

+ I: I: Îf r,s(j)</>; 

2 (r,s);{:(p,q) jinA(p,q) 
2 

< I: Îip,q (j)</>; + I: I: Îir,s(j)q>; 

itA(p,q) 2 (r,s);{:(p,q) jnotinA(r,s) 

(r,s)EA(N) jnotinA(r,s) 2 

But, writing A for the Riesz constant of the basis, Theorem 21 tells us 
that 

2 

jnotinA(r,s) 2 jnotinA(r,s) 

Thus, retracing our steps, 

Hp,q - L }(j)</>; 
jeA(p,q) 

2 

and 

L L ](j)</>; - L bp,qHp,q 
>.t(p,q) jEA(p,q) >.t(p,q) 

for all >. E A(N). 
If we now write 

F>. = {t: L L }(j)</>; -
>.t(p,q) jEA(p,q) 
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then Chebychev's inequality, and the last inequality of the preceding 
paragraph tells us that 

IF.xi < 24
N Aô. 

Thus if we set F = EU U.xeA(N) F.x conclusion (ii) follows from conclu­
sion (ii) Theorem 21 whilst conclusion (iii) Theorem 21 tells us that 

IFI .< f + 25N Aô, 

and (iii) holds provided only that ô is small enough. ■ 
Theorems 21 and 22 give us what we want. However, we have ac­

cumulated a fair amount of notation in the course of the construction 
which we can now jettison to provide a simpler conclusion. 

Theorem 23. Let </>1, </>2 , ••• be a Riesz basis. Given K 2:: 1 we can 
find an integer M(K) 2:: 1 with the following properties. Given any 
integer m > l and any TJ > 0 we can find a Junction f E L00 ([0, 1]), an 
integer m' > m, a bijection u: N ➔ N with u(r) = r for 1 $ r $ m 
and for r 2:: m', integers m $ p(l) $ p(2) $ p(3) .. . p(M) $ m' and a 
measurable set E such that 

{i} llllloo $ 1, 
{ii) Ej=l IÎU)l2 $ 11, 

{iii) max1$k$M I E1~k{ Î( cr(j) )</>u(j) 1 2:: K for all t E E, 
{iv} IEI > 1- K- 1

• 

The distance from L00 ([0, 11) to C([O, 1]) is usually not very great. 
The present case is no exception. 

Theorem 24. In Theorem 23 we may take f continuous. 

Proof. This is entirely routine. Let the M(K) of our new Theorem 24 
be chosen to be the M(2K + 2) of the old Theorem 23. Then, by 
Theorem 23, given any m 2:: 1 and an.y 17 > 0 we can find a fonction 
J E L00 ([0, 1 )), an integer m' > m, a bijection cr : N ➔ N with 
u(r) = r for 1 $ r $ m and for r 2:: m', integers m $ p(l) $ p(2) $ 
p(3) ... p( M) :5 m' and a measurable set E' such that 

(i)' llllloo $ 1, 
(ii)' I:7=1 li(i)l 2 < 11, 

(iii )' maxi $k$M I I:j!:{ Î ( u(j) )</>u(i) ( t) 1 2:: K + l for all t E E, 
(iv)' IE'I > 1 - K- 1 /2. 

Let ô > 0 a small number to be determined and choose f E C([O, 1)) 
such that J satisfies condition (i) and Ill - gll2 $ <5/A2 • Automatically 

( 

oo ) 1/2 

~ IÎ(j) - g(j)l2 
$ <5/A 

so condition (ii) is satisfied provided only that we choose ô small 
enough. 
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14 T. W. KÔRNER 

N ext we observe that 

p(k) p(k) 

L ÎU)</>j - L g(j)</>j 
j=l j=l 

(

p(k) ) 1/2 

2 

~ A [ IÎU) - YU)I' 

( 

oo ) 1/2 

$ A [ IÎU) - g(j)l 2 $ ô. 

Thus writing 

p(k) p(k) 

E, = { t E [O, 1) : L ÎU)</>; - L g(j)</>; 
j=l j=l 

we have, by Chebychev's inequality, 

p(k) p(k) 

IEkl < LÎU)</>j - LflU)</>; = ô. 
j=l j=l 

2 

Thus, setting E = E'.~ Uf=1 , we see that (iii) holds automatically and 
N 

IEI > IE'I - L IEkl ~ (1 - ry/2) - Nô 
k=l 

so that (iv) holds provided only that we choose ô small enough. ■ 

The remainder of the construction follows a standard rolling hump 
( condensation of singularities) pattern using Chebychev's inequality in 
the same way as in the two previous proofs. In view of the amount 
of notation involved readers will probably prefer to do it themselves 
rather than follow my proof. 

It is easy to put the bricks of Theorem 24 together. 

Lemma 25. Let </>i, </>2, • • • be a Riesz basis with constant A. Let 
m'(O) = 1 We can construct inductively positive integers M(n), m(n), 
m'(n) with m'(n - 1) < m(n), continuous functions fn, bijections 
O"n: N-+ N with O"n(r) = r for 1 $ r $ m'(n - 1) and for m'(n) < r, 
integers m $ p(l,n) < p(2,n) < p(3,n) ... p(n,M(n)) < m' and a 
measurable set E such that 

{i}n 11/nlloo $ 2-n, 
{ii}n ~;i~:) IÎn(r)l2 $ A- 12- 4n-4 m(n)2, 
{iii}n maxl$k$M(n) 1 ~;!:t) În(a(j))<Pun(i}(t)I > 2n for ail t E E, 
{iv}n IEnl > 1 - 2-n, 
{v}n ~i=l ~::m'(n) IÎ;(r)l2 < A- 12- 2

n-
4 M(n + 1)-2

• 

Proof. Conditions (i)n to (iv)n corne directly from Theorem 24. The 
key point is that Theorem 24 allows us to define M(n + 1) before we 
define m'(n) in such a way as to satisfy condition (v)n. ■ 
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Proof of Theorem 6. As I said above, this is routine. It is easy to check 
that o-(r) = o-n(r) for m'(n - 1) ~ r ~ m'(n) gives a well defined 
bijection o-: N ➔ N. By the conditions (i)n 9n = E;= 1 /r converges 
uniformly to a continuous fonction f as n ➔ oo. Trivially 

p(k,n) p(k,n) 

I: Î(o-{j))</Ju(i)(t) - I: În(o-(j))<Pu(i)(t) ~ IIYn-1ll00 + IGk,n(t)I 
i=l i=l 

where 
n-1 oo oo p(k,n) 

Gk,n(t) = L L Îr(o-(j))<Pu(i)(t) + L L Îr(u(j))<Pu(j)(t). 
r=l j=p(k,n)+l r=n+l i=l 

Using the properties of Riesz bases together with conditions (ii)(r) 
and (v)(r) we have 

oo oo p(k,n) 

L Îr(u(j))<Pu(j) + L L Îr(o-(j))</Ju(j) 
r=l j:p(k,n)+l 2 r=n+l i=l 

00 

~ 2-n-l M(n)-1 + L 2-2r-4m(rtl ~ 2-n M(n)-1. 

Thus writing 

E(k, n) = {t: IGk,n(t)I ~ 1}, 

we have, by Chebychev's theorem, IE(k, n)I ~ 2-n M(n)- 1 and, if we 

set E'(n) = E(n) LJ!~>, we have, by (iv)n, 

IE'(n)I ~ 2-n+I 

and by (iii)n 

p(k,n) 

l$~~(n) ~ Î(u(j))</Ju(j)(t) ~ 2n - 2 

for all t E E'(n). The theorem follows. ■ 
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The reader may readily check that Theorem 16 may be obtained 
by very similar arguments as can the following direct generalisation of 
Theorem 6. 

Theorem 26. Let (X, r) be a compact Hausdorff space. Let (X,F,µ) 
be a regular non-atomic probability space. Let </>1, </>2, ••• form a Riesz 
basis for L2(µ). Then there exists a real continuous f and a bijection 
o-: N ➔ N such that 

N 

limsup L Î(o-(u))<f>u(u)(t) = oo. 
N➔oo u=O 

for almost al! t E X. 

5. FURTHER QUESTIONS 

It is natural to ask if our results can be improved so as to replace 
'divergence almost everywhere' by 'divergence everywhere'. The obvi­
ous answer is no, since if we take a complete orthonormal system <f>n 
on [0, 1) and define ef>n by ef>n(t) = </>n(t) fort=/= 0, ef>n(O) = 0 the result 
remains a complete orthonormal system but any linear combination of 
a finite set of in will take the value 0 at zero. 

The 'unfair' example just given means that we must reformulate 
our question and suggests that, at least initially, we should consider 
particular complete orthonormal systems. ln the case of Fourier series 
we recall the remarkable theorem of Kahane and Katznelson that every 
set of measure zero is a set on which the Fourier sum of a continuous 
fonction diverges (see e.g. [4], Chapter II, Section 3) and consider the 
following sequence of lemmas. 

Lemma 27. Given any <:: > 0, any K > l and any integer N ~ l we 
can find a trigonometric polynomial P, a set E which is the union of 
a finite set of intervals and a bijection o-: N ➔ Z such that 

{i} IIPlloo :::; 1, 
{ii) P(n) = 0 for al! n ~ N, 
(iii) maxk~o I Ej$k P(o-(j)) exp(io-(j)t)I ~ K for ail t i, E. 
(iv) IEI < €. 

Proof. Apply de la Vallée Poussin summation to Theorem 24 (with the 
exponentials exp(21rnt) as the Riesz base) to obtain a P satisfying all 
the conditions except possibly (ii). To obtain (ii) it suffi.ces to replace 
P(t) by exp(iMt)P(t) with Ma suitable large positive integer. ■ 

Lemma 28 (Kahane and Katznelson). Given any K > 1 there exists 
an <::(K) with the following property. Given any set E which is the 
union of a finite set of intervals and has IEI < f.(K) and any integer 
N ~ 1 we can find a trigonometric polynomial P such that 

(iJ IIPlloo :::; 1, 
(ii) P(n) = 0 for ail n ~ N, 
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(iii) maxk~o 1 ~i:Sk ?(j) exp(ijt)I 2:: K for all t E E. 

Proof. See [4), Chapter II, Section 3. ■ 

Combining the last two lemma we obtain the following result. 

Lemma 29. Given any € > 0, any K > 1 and any integer N 2:: 1 we 
can find a trigonometric polynomial P and a bijection u : N -+ Z such 
that 

(i) IIPlloo::; 1, 
(ii) ?(n) = 0 for al/ n::; N, 
{iii) maxk~o 1 ~i:Sk ?( u(j)) exp(211'iu(j)t) 1 2:: K for all t E 1'. 

It is now easy to prove the desired result. 

Theorem 30. We can find a continuous function f 1' -+ C with 
Î(n) for n < 0 and a bijection u: N ➔ N such that 

sup IL }(u(j))exp(211'ijt)l = oo 
k~O i:Sk 

for all t f/:. 1'. 

If, instead of considering complex valued fonctions and the orthonor­
mal system exp 27l'int, we wish to consider real valued fonctions and 
the orthonormal system formed by sin 27l'nt and cos 27l'nt then we can 
replace the P of Lemma 29 by 'iRP + ~p and first sum the cos 27l'u(j)t 
terms and then the sin 27l'u(j)t terms. The existence of a continuous 
fonction whose rearranged Fourier series diverges everywhere was first 
proved by L. V. Tal'kov [8) using Olevskir's theorem in a different way. 

So far as I know the general question remains open. In particular we 
may ask the following question. 

Question 31. Consider the Haar system on [O, 1) ordered in some 
way. Does there exist a continuous function f : [O, 1] ➔ C and a 
bijection u : N ➔ N such that 

for all t E [O, 1)? 

k 

sup L au(i)Xu(i)(t) = 00 
k~O j=O 

We remark that a similar proof to the one above ( replacing the non­
trivial lemma of Kahane and Katznelson by a trivial parallel lemma) 
gives the following. 

Lemma 32. Consider the Haar system on [O, 1) ordered in some way. 
There exists a real f E L2 and a a bijection 

u:N-tN 
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18 T. W. KÔRNER 

such that 
k 

sup L Î(Xcr(i))Xcr(i)(t) = 00 
k~l j=l 

for all t E [O, 1). 

The method of proof applies to any 'well behaved' system (though 
the 'unfair example' with which we began the section shows that it can 
not apply to all Riesz bases). 

Finally let me mention the problem which interests me most. Can 
Theorem 1 be extended to a wider class of fonctions? In particular 
what is the answer to the following question? 

Question 33. Consider the Haar system on [O, 1) ordered in some 
way. Does there exists an f E L2 such that 

sup L Î(i)xi(t) = oo 
S>O IÎ(i)l>S 

for almost all t E (0, 1). 
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Résumé 

Soit E un espace normé complexe de dimension net soit T un opéra­
teur inversible de E ; Schiffer a montré que IIT- 1 det TIi :5 KnllTll''- 1 

avec Kn :5 ,./ën, puis nous avons montré que cette estimation était op­
timale, aux constantes numériques près : limKnn- 1/ 2 ~ 1. Nous don­
nons ici une exposition détaillée des résultats obtenus depuis le travail de 
Scha.ffer. 

Abstract 

Let E be a complex normed space of dimension n a.nd let T be an 
invertible opera.tor of E ; Scha.ff'er proved that IIT- 1 det TH :5 K nllTlln-l 
with Kn :5 ../in, a.nd then we showed tha.t this estimale was optimal, 
up to numerical constants : limKnn- 1

/ 2 ~ 1. We give here a detailed 
exposition of the results obtained since Schiffer's work. 
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1 Introduction 

Fix an integer n 2:: 2 and denote by C the set of all complex n-dimensional 
normed spaces of dimension n. As is well-known, any two elements of C are 
isomorphic, which in the mind of a non-analyst creates a tendency to identify 
all elements of C (up to isomorphism). But as soon as you work with a priori 
estimates ( think for example of the Khintchine inequalities for Rademacher 
variables, of constant use in Harmonie analysis), you realize that an isomorphic 
classification is not precise enough and that you need an isometric one ; this 
is indeed what was already done in Banach's book of 1932 where the famous 
"Banach-Mazur distance" is introduced : 

(1.1) 

where E,F E C and where u runs over all isomorphisms from E to F. Note 
that by compacity the infimum is always attained, so that 

(1.2) d( E, F) == 1 ,ç:} E isometric to F . 

Also observe that 

(1.3) d(E,G) $ d(E,F)d(F,G) 'vE,F,G E C 

so that if one sets 8(E, F) = log d(E, F) and identifies two isometric elements 
of C, 6 is a true metric on C ; although d itself is not a metric, it is customary 
to speak of d as of the Banach-Mazur distance; by (1.1), (1.2), d indicates the 
lack of isometry between E, F and introduces an isometric classification of the 
elements of C. This notion sometimes also makes sense for infinite-dimensional 
spaces ; for example if c (resp. c0) denotes the set of converging sequences 
equipped with the sup norm (resp. the set of sequences converging to zero 
equipped with the sup norm), one has d(c, c0) = 3 ([2]). It is also known ([19]) 
that 

(1.4) (C,d) is a compact, connected space (Minkowski's compactum). 

(C, d) is respectably large: if one denote by N(e) the smallest number of closed 
balls of radius e necessary to cover C, then ([251) : 

1 n(n+l . 
(1.5) N(e) ~ (-) ~ . 

€ 
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In the sequel, we shall implicitly assume that each E E C is realized as en 
equipped with an adequate norm, and that the notion of determinant is such 
that det(e 1, ••·,en) = 1, where (e1, ···,en) is the canonical basis of en. f~ 
denotes the unique (up to isometry) hilbertian space of C : 

If E, F E C, .C( E, F) denotes the set of linear mappings from E into F, equipped 
with the operator norm ; .C(E) denotes .C(E, E) ; G(E) denotes the set of 
invertible elements of .C(E) ; if TE G(E) we set : 

(1.6) adj T = r- 1 det T =: adjugate of T. 

adj T appears as a renormalized inverse of T (the "comatrix" of T) and is also 
defined for any TE .C(E). One easily checks that ([4]), r(T) denoting the rank 
of T : r(T) < n - 1 :::} adj T = 0 ; r(T) = n - 1 :::} ( adj T) o T = 0 and 
adj T(x) = ax if x E kerT, a being the product of ail non zero eigenvalues of 
T. Finally l1Tll2 denotes the Hilbert-Schmidt norm of TE .C(t~) : 

n 

IITII~ = L IIT(e;)ll2
• 

1 

It was observed by Halmos that 

(1.7) r E G(.e~):::} 11 adj TIi $ 11r11n-l . 

(The important fact is not the power n - 1, obvious for homogeneity reasons, 
but the constant 1 before IITlr-1 ). The proof of (1.7) is easy : Denote by 
s1 ~ • • • ~ Sn > 0 the eigenvalues of ITI = JT•T rearranged in decreasing 
order; then (by polar decomposition) one has 

In view of (1.7), two natural questions are, if E E C : 

(1.8) { 
What is the behaviour of the best constant K ( E) such that 
Il adj Til $ K(E)IITlln-l YT E .C(E) ? 

(The question would be the same for TE G(E) with distinct eigenvalues: such 
T's are dense in the unit ball of .C(E) and adj is a continuous fonction ; we shall 
make use of this observation in section 3). 

(1.9) What is the behaviour of Kn := sup K(E)? 
Eec 
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Observe that, in the isomorphic theory of C, (1.8) and (1.9) are meaningless ; 
Kn < oo by compacity and that's ail. Question (1.8) bas not yet received a 
satisfactory answer ; one aim of this survey paper is to show that 

(1.10) 

where a, b > 0 are numerical constants. 

2 F. John's theorem and J.J. Schaffer's work: 

The following use of Cayley-Hamilton's theorem was made by F. Coppel ; it is 
the starting point of Gluskin, Meyer and Pajor's work [4] . 

Theorem 2.1 ( Coppel) 
(2.1) 

Proof : Take T E G(E) ; set /(z) = det(T - zl) = a0 + • • • + a,.zn = 
(-1),.(z -À1)··•(z - .X,.), where À1,···À,. are the eigenvalues of T; sup­
pose that IITII $ 1 ; then sup I.X;I $ 1 ; moreover, as is well-known : a,._1, = 
(-l)n-l,'°' Ài · • •Àï 80 that 

L..J191<•••<Ï•~n l •' 

(2.2) 

Now, Cayley-Hamilton's theorem implies aol + • • • + a,.T" = 0, and since a0 = 
det T, adj T = a0r- 1 = -(a 1I + • .. + a,.rn-1 ), whence (via (2.2)) : 

n 

Il adj TIi $ la11 + · · · + la,.! 5 E C! = 2" - 1 . 
. l,:l 

• 
In spite of its elegant proof, (2.1) turns out to be very rough ; this is what 

Schiiffer proved by using a famous theorem of F. John ([111). In order to state 
this theorem in modern terms, it is first convenient to give the following 

Definition 2.2 If E,F E C and u E C(E,F), the two-summing norm of u, 
denoted by II2(u), is defined by 

N 

(2.3) Il2(u) = sup{ (E llu(zi)ll 2
)

11
:} 

wherc the suprcmum nms over ail "besselian systems" :i:1, • • ·, :CN of E, ie over 
N 

ail systems :r:1, · · • ,:r:N of vectors of E such that L l{(:r:,)12 ~ 11{112 'vç E E' := 

dual of E. 
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We shall not need the specific definition (2.3), but its following easy conse­
quences (see for example [14]) : 

i) Il2(u) ~ Hull 

ii) E = F = l! ::} Ih(u) = 1lul12 (le Il2 is an extension of the notion of 
Hilbert-Schmidt norm) 

iii) E, F,G,H E C, u E .C(E,F), v E .C(F,G), w E .C(G,H) imply Il2(wvu) $ 
1lwllil2(v)1lull {le Il2 is an idea.l norm). 
Now John's theorem, as crysta.l-clearly stated (and proved) in {[14]), is : 

Theorem 2.3 (F. John) : VEE C, 3u0 E .C(t!, E) such that 

(2.4) 

In particular (via i)) 

(2.5) d(E,t!) $ lluollllullii1 = vn. 
Remark : uo is a. good isomorphism between L! a.nd E ; sometimes, John's 
theorem is expressed as (2.5), but here we shall need the full strength of (2.4); the 
key to its proof is the following Kuhn-Tucker type optimization with constraint 
: ta.ke uo such that I det uol is maximum under the constraint lluoll $ 1; then 
tr(u 01v) $ nllvll Vv E .C(t!,E) and {2.4) follows after some work (see[14] for 
details, where a more genera.l statement, due to Lewis, is given). 

We can now state and prove the following theorem of Schâ.ffer ([17]) 

Theorem 2.4 (J.J. Schâffer) 

(2.6) 

Proof : It consists of the following three steps 
Step 1 (improvement of (1. 7) : TE G(l!) implies 

(2.7) li adj TIi $ ( n ~ 1) •;' IITll;-1 . 

In fact, using the notations of (1.7) and the comparison between arithmetic and 
geometric means, one gets : 
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Step f (going to l?,J : Take E E C, TE G(E) with IITII = 1, uo as in (2.4), 
-l 

and set S = u01Tu 0 (l! ~ E 2:.. E ".!. L!) ; then 

(2.8) Il adj SIi $ ../ë . 
In fact, using (2.4) and the list of properties of the 112-norm, one gets : 

IISll2 = 112(8) $ II2(u01)11Tuoll $ II2(u01)11Tlllluoll = Ih(u 01
) = ./n 

•-1 •-1 --1 
and (2.7) now gives li adj Sil$ (n:1rr11s11;- 1 $ (n~l),-- = (l+n:1),-- $ 
../ë. It is a bit strange, but it is in this step that Scha.ffer's estimate turns out 
to be sharp ; the travelling from E to l! (i.e. the replacement of T by adj S) is 
free : starting from IITII = 1, one gets Il adj SIi $ ..jë = 0(1). 

Step 3 (going back /rom l!) : We will show that Il adj TIi $ .Jén. In fact, 
adj T = uo adj Su 01, 80 that by (2.8) : 

Il adj TIi $ lluollll adj Slllluiï 1II $ ../ë.,/n = ven. 
This ends the proof of theorem 2.4. ■ 

Remark : Denote by l~ (resp. L:) the space en equipped with IIEz;e;ll = 
Elz;I (resp IIEz;e;II = sup lz;I) ; it is well-known ([19]) that 

(2.9) d(l~,l!) = d(Fn,L!) = .,/n. 

So, in view of (2.5), l~ and its dual Fn are as far as possible from L! ; now 
Scha.ffer was able to prove that (recall that K(l!) = 1 by (1.7)) 

(2.10) K(l~) = K(t:) = 0(1) as n-+ oo 

(For real spaces, he even proved that K(l~) = K(Fn') = 2). His heuristic 
reasoning was then K(l~), K(L:) do not explode for spaces as far as possible 
from L!, 80 K(E) should never explode, in other terms the (obviously increasing) 
sequence Kn should be bounded ; therefore, Scha.ffer was not very proud of his 
theorem 2.4, whereas he should have been since we shall see later that his 
estimate is best possible. It is instructive to compare this "mistake" with a 
similar one concerning the Hilbert transform H acting from L2(E) to L2(E), 
where L2 stands for the standard Lebesgue space on the unit circle and where 
E E C B. Virot ([22]) bas proved the following 

(2.11) E = l~ => IIHIIL2(E)-L2(E) = O(log n) . 

For the same reasons as Scha.ff er, he conjectured that 

sup{IIHIIL2(E)-L2(E)i E E C} = O(log n) . 

But as Bourgain ([1]) showed, this is not the case 

(2.12) sup{IIHIIL2(E)-L2(E)i E E C} ~ an 113 

where a > 0 is a numerical constant ; the correct order of growth of the LH S 
of (2.12) is not known (it is between an 1/ 3 and n 1/ 2 by (2.5)). 
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3 The Gluskin-Meyer-Pajor paper and the new 
definition of Kn : 

Here we shall content ourselves with sketching the main ideas and results of 
the paper, and refer the interested reader to [4] for a more detailed exposition. 
Sorne definitions will be useful. 

00 

A+ is the space of absolutely convergent Taylor series /(z) = L a,.z", equipped 
0 

00 

with the norm IIIIIA+ = L la1J 
0 

D is the open unit disk of C. If ,\1, • • ·, Àn E D", we set 

00 

(3.1) <pn(À1, • • ·, Àn) = inf{L la1:I} = inf {11/IIA+ - lf(O)I} 
0 

where the infimum runs over all / E A+ satisfying the n + 1 interpolation 
conditions ( we shall say that f is admissible) : 

Finally we set 

(3.2) 

Note that Ln is defined as a maximin. Now one of the basic result of [4], which 
allowed ail the progress on the estimation of Kn, is the following 

Theorem 3.1 (Gluskin-Meyer-Pajor) : 

(3.3) 

We shall just sketch the proof, which consista of two steps. 
Step 1 (K,. ~ L,.) : Although this is the easier part, it is here that the basic 

idea (i.e. an elaboration of Coppel's argument) appears ; take E E C, TE G( E) 
with IITII < 1, having distinct eigenvalues >.1, · · ·, Àn, and show that 

(3.4) 

00 

In fact, let f(z) = L ai:z" be an admissible fonction ; then the characteristic 
0 

polynomial of T <livides /, so that f(T) = 0 by Cayley-Ilamilton's thcorcm ; 
00 00 

it follows that Il adj TIi = llaor-1 Il = Il La,. yk- 1 Il ~ L la1: I• Passing to the 
1 1 

infimum over f, we gèt (3.4); using a perturbation argument (check that '{)n 
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is continuous on D and see the remark following (1.8)), we get Kn $ Ln as 
announced. 

Step f (Ln $ Kn): This is the more difficult part, and is rather unexpected; 
starting from Ài, • • •, Àn ED, distinct and non zero, we shall show that 

(3.5) There exists VE C such that 'Pn(>.1, · · ·, Àn) $ K(V) $ Kn . 

Define V in the following artificial way, adapted to >. 1, • • • , Àn : 

n 

(3.6) V = C" with the norm Il L µ; e; Il = inf llullA + 
1 

where the infimum runs over ail g E A+ such that g( >.;) = µ;, 1 $ j $ n. If 
À:= (>.1,···,Àn), µ := (µ1,···,µn), >.µ := (>.1µ1,···,Ànµn) define TE .C(V) 
by 
(3.7) T(µ) = Àµ (Hadamard multiplication). 

T( e;) = >.; e;, 80 the characteristic polynomial of T is : 

n 

P(z) = (z - À1) • • •(z - Àn) =: I:aiz 1
. 

0 

IIT(µ)II $ llµII since g(À;) = µ; => (zg)(>.;) = >.;µ; with llzullA+ = llullA+ ; 80 

IITII $ 1. Set e = e1 +···+en and observe that llellv = 1. In fact, g(>.t) = 1 
00 00 00 

with g(z) = Lbkz 1 implies 1 $ Llb11l>.d1 $ I:lbil = llullA+ and go= 1 is 
0 0 0 

n 

such that g0 (À;) = 1, 1 $ j $ n. Now adj T = -Q(T), with Q(z) = I: a1z 1- 1 

1 
n 

and Q(T)(e) = LQ(>.;)e; =: µ*, so that 
1 

(3.8) llµ*llv S lladjTII $ K(V). 

Take g E A+ such that g(>.;) = µj = Q(À; ), 1 $ j $ n ; then g is of the form 
g = Q + Ph, h E A+ ; set /(z) = ao + zg(z) = ao + zQ(z) + zP(z)h(z) = 
P(z) + zP(z)h(z) = P(z)(l + zh(z)) · (-1)" fis admissible in the sense of (3.1) 
since (-1)"/(0) = (-l)nP(O) = À1···Àn and /(À;)= 0, 1 $ j $ n. So 
'Pn(À1, · · ·, Àn) $ IIJIIA+ - 1/(0)I = llzullA+ = llullA+• Taking the infimum over 
g gives 
(3.9) tn(Àt,···,Àn) $ llµ*llv. 
Combining (3.8) and (3.9) gives (3.5). Using a perturbation argument, we get 
Ln $ Kn as announced. This ends the proof of theorem 3.1. D 

This new and unexpected definition of Kn, from which C has disappeared, 
allowed the authors (see [4]) to prove successively that 
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1) Kn grows to infinity with n (so, Scha.ffer's conjecture is fa.Ise). 

2) More qua.ntitatively (using entropy estima.tes), Kn > 6 J f 
1 

(So 
- logn og ogn 

that one is very close to Scha.ffer's upper bound (2.6)). 
They also include in their paper an improvement of 2) due to Bourgain 

3) Kn :"::: 6....::fE... v'ioi-;; 

(Using probabilistic estima.tes : one is still doser to Scha.ffer's upper bound). 
There is still a slight gap between 3) and (2.6) ; this gap will be filled in the 
next section, by a refinement of Bourgain's method. 

4 Solution of Schaffer's problem via a Turan type 
estimate: 

After publishing [15], we were informed by various mathematicians (G. Halàsz, 
H. Shapiro, S.B. Stechkin) that lemma 4.4 below was not new and was due to 
H. Montgomery ; in any case, theorem 4.1. below was new in 1993 and is the 
key for proving the optimality of Scha.ffer's result with the help of theorem 3.1. 
We were also informed by S.B. Stechkin, with whom we could still discuss in 
september 1995, that he had obtained independently theorem 4.1 in 1994, under 
a slightly weaker form for upper bounds, but also with lower bounds (see [18]). 
We shall adopt one of his notations, where K, n, A are integers : 

(4.1) Un(A) = inf{sup lz~ + · · · + z!I} 

where the supremum runs over k = 1, 2, •••,A and the infimum over ail z1, •••,Zn 

such that lz11 = · · · = lzn 1 = 1. Then we have 

Theorem 4.1 {[15]} There exists a sequence (An)n~t of integers such that 

(4.2) 

(4.3) 

An= n2 
- O(n 17l 11

) = n2(1 - Cn) 

Un(An) $,ln+ O(n3111 ~) = ,/n(l + 6n) 

where Cn, 6n are two positive sequences tending to zero. 

We shall first admit theorem 4.1 and derive the following theorem, which shows 
the optimality of Scha.ffer's result up to numerical constants. 

Theorem 4.2 {15) 

1) lim~:::: 1. 

2} -ka< inf~ < sup~ < 'ë. v 2e - ,,;n - vn - V<-
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Proof : We will content ourselves with proving 1) ; the right inequality in 2) 
isjust (2.6); for the left inequality we refer to [15]. (4.2), (4.3) provide us with 
z1, · · · , Zn such tha.t 

Take p E]O, 1 [ ; compress z1, · • • , Zn by putting 

(4.5) 

We will show that, for this particular choice, 'Pn(Àt, • • •, Àn) is large ; first 
observe that À1 · • • Àn = pz1 ···Zn, so tha.t 

(4.6) 

00 

Then ta.ke /(z) = L a1:z1: an admissible function in the sense of (3.1) ; in 
0 

pa.rticular laol = l>-1 ···>-ni = p by (4.6). Now forget (here we follow closely 
1: 

Bourgain) that ea.ch of the J(>.t) is zero to remember only that O = ~/(>.t) = 
l=l 

00 

L a1:(>.t + · · · + >.!). So that 
l:=1 

00 00 

np = lnaol :5 L la1:ll>.t + · · · + >-!I = L la1: ll 1"1zf + · · · + z!I 
l:=l l:=1 

which implies for any integer N : 

N oo 

(4.7) np $ I: la1: 1 lzf + · · · + z! 1 + np-':-I: la 1: 1 • 
l:=l N+l 

Now we would like, roughly speaking, to read (4.7) as 

00 

{4.7)' np::;vnl:la1:I 
l:=1 

00 

which would givc a good lowcr bound for L la1:I, So we would like to have: 
1 

(4.8) lzf + · · · + z!I dominated by ,,/n (1 $ k $ N) 

(4.9) . N > ! nlogn 
i.e. - 2 log 1/ p • 
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But, in view of (4.2) and {4.4), the choice N = An is certainly perfectly 
good (too good !) for that when pis fixed and n large {n ~ no{p)) and gives 
via (4.7) : 

N ~ ~ 

np $ ./n(l + 6n) L la1:I + ./n L la1:I $ ./n(l + cSn) L la1:I. 
1 N+l 1 

So, using theorem 3.1 : 

np 
Kn =Ln~ <f'n(.>.11 • • • 1 Àn) ~ yn{l + én) • 

Therefore lim?n ~ p; letting p tend to 1, we get 1). □ 
Before proving theorem 4.1, we need some definitions and notations. If a, b are 
integers, alb indicates that a divides band a J. b indicates that a does not divide 
b ; p always denotes a prime number > 2; ;,. denotes the cyclic additive group 

of integers modp ; its cyclic dual is generated by w : w( l) = e2'"'¼ ; G(p) denotes 
the cyclic multiplicative group of non-zero elements of pzZ ; its cyclic dual r(p) 

is generated by some 1" ( the fact that G(p) is cyclic is standard sin ce ;,, is 
a field, but the smallest generator g(p) of G(p) is not known, although it bas 
been computed for the "first" values of p : for example g(l 7) = 3, g(23) = 5, 
g(2689) = 19, etc ... see also the rema.rk at the end of section 4). If x E r(p) 
it is customary, following Dirichlet, to extend it to a number-theoretic function 
X : N* -+ C such that 

a) x(n + p) = x{n) Vn 

b) pin=> x(n) = 0 

c) pJ.n=>lx(n)l=l 

d) x{mn) = x(m)x(n) Vm, n. 

xo denotes the unit element of r(p): xo(n) = 1 for 1 $ n $ p-1. We shall use 
the gaussian sums 

p 

S(k, x) = L x(l)e 2',r1:~ (x e r(p); k e N*) . 
l=l 

Now the proof of thcorcm 4.1 is a combination of the following three lemmas, 
each of them rather well-known as we mentioned carlier. 
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Lemma 4.3 p .L k and X =f. Xo imply 

(4.10) IS(k,x)I = vP · 

This is well-known ([7] or [9]), but we recall the proof: S(k,x) = x(k)S(l,x) 
so we may suppose that k = 1 ; setting S = S(l, x), we get successively 

p-1 p-1 

1s12 = L x(l1)e 2i,rli/p(E x(l2)e- 2•...t,fp) 

L1=l l:i=l 

p-1 p-1 --,-.,......,....,.. p-1 

= L x(li)e 2i"!;-(L x(l1l2)e- 2•"~) = L x(l2)Sl2 
L1=l L:i=l l2=l 

p-1 p-1 

whereSt, = L e2it(t-t,)ti ,sothatS1 =p-1 and St,= L e2it(t-t,)li_l = 
l1=l l1=0 

p-1 
-1 if 2 :5 l2 $ p- 1. Therefore 1s12 = p - 1 - L x(l2) = p - 1 - (-1) = p, 

p-1 

since L x(l2) = O. □ 
l2=l 

Let us now twist w by t/J, setting (recall that tj, generates f(p)) : 

Zt = t/J(l)w(l) (1 :5 l $ p - 1) ; 

for this particular choice of z1, • • •, Zp-t, we have : 

Lemma 4.4 ({20}): Set T1: = zt + • · • + z;_ 1 ; then 

1} 
if p .L k,p-1 .L k (case 1} 
if p .L k,p- llk (case 2} 
ifplk,p-1.Lk (case9). 

In particular 

2) ITi,I :5 ../fi for I :5 k < p(p- 1) 
(Note that Tp(p-1) = p). 

Proof: 
Case 1: lnl = IS(k,tJ,1:)I = ../fi by (4.10), since t/J1: =/-xo and p .L k. 

p-1 p-1 
Case 2: T1: = I:e 2id½ = I:e 2id¼ - 1 = -1. 

l=l l=O 
p-1 

Case 3 : T1: = L t/Jl:(l) = 0 since tpl: =f. Xo- □ 
L=l 
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Lemma 4.5 (used by Bourgain) : Let Z1, ···,Zn be comple:z: independent 
random variable unifonnly distributed on the unit circle r ; set X-1; = IZ} + 
• • • + Z!I. Then, for any N ~ 2, E denoting ezpectation: 

1} E(sup 1 <J:<N X J:) :S v'nv'2 log N. 
ln parti'cu?ar 

2) 3z1, .. ·, Zn Er such that lz} + .. • + z~I :S y'ny'2 log N for 1 :S k :SN. 

Proof : First observe that ail Xt 's are equidistributed, since the homomor­
phism ( character !) z .- zJ: of r preserves Haar measure ; then, setting 
X = supXi: and introducing a real parametcr q ~ 1, we get (E(X)) 9 

::; 

N 

E(X9) :S ~ E(XZ) = N E(Xl). Using the Khintchine inequalities ([24]) : 
J:=l 

E(X) :S N¼IIX1ll9 :S N¼y'q!IX1ll2 = ...,'n.jqN¼ ; optimizing in q (q = 2logN) 
gives 1). 2) follows with Zt = Zt(w), for some w of the probability space 0 
where the Z; 's are defined. □ 

Proof of theorem 4.1 : Let (p;) be the sequence of primes and r = r(n) 
be such that Pr :S n < Pr+t. It is known ([5]) that 

(4.11) Pr+l - Pr = O(p~) for cr = ½ + 2
1
2 = :l • 

Set p = Pr, An = p(p-1)-1, choose z1, • • ·, Zp-1 as in lemma 4.4, Zp, ···,Zn 

as in 2) of lemma 4.5 (with n replaced by n - p) ; we get 

(4.12) 

(4.13) lz; + · · · ,+z!I :S v'n- pJ2IogAn (1 :S k :S An). 

Adding (4.12), (4.13) and using (4.11) gives: 

lz~ + .. · + z!I $ ./P+ v'n -pJ2IogAn $ ✓,i + O(n*y'log,Î) $ vn(l + c5n) 

for 1 :S k $ An, with c5n ~ 0; moreover 

where en ~ 0 ; this ends the proof. □ 

Remark 4.6 ln {15], theorem ,1.1 was in fact stated with the e:z:posents ~~ and 
~ instead of ~i and ii, because instead of (l.11} we used the slightly weaker 
estimate ({10]} Pr+l - Pr = O(~) with /3 = ½ + ;1 = !~ ; but the proof was 
exact/y the same. 
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Remark 4.7 The proof of theorem 4.1 se.e.ns to contain an "ezplicit" part with 
the choice of z1, • • •, Zp-1 and a random one with the choice of z1 , ·••,Zn ; but in 
fact the choice of z1 , • • •, Zp-l ia not so ezplicit be.cause nobody knowa an ezplicit 
generaforofr(p) {or equivalently ofG(p)); this is connected with afamous con­
jecture of Artin: "let a be an integer, a#: 0, +1, -1, nota perfect square. Then 
there erists an infinity of primes such that a generates G(p), i.e. is a primitive 
root mod p". This conjecture was proved assuming the Riemann hypothesis for 
the Dedekind zêta function of an algebraic number field. Independently of any 
hypothesis, Heath-Brown {6) and Ram Murty {16} have proved the following : 
"There erists an infinity of primes such that g(p )c{2, 3, 5}, where g(p) is the 
smallest generator of G(p) ". 
So one of those three integers will generate G(p) for an infinity of p; but which P 
No ezplicil generator of G(p ), even for an infinite subsequence of p 's, is known ; 
so the choice of z 1 , • • •, z,,_1 is hardly more ezplicit than that of Zp, ···,Zn. 

5 A+ norms ofinterpolating functions; conclud­
ing remarks and questions : 

Scha.ffer proved (using John's theorem) tha.t Kn S Fn; Gluskin, Meyer a.nd 
Pajor proved that Ln= K,. (theorem 3.1) ; so we get the following: 

{ 

If À1, •• ·, Àn ED, there exists / E A+ 
(5.1) such that /(0) = À1,···,Àn.f(,\1) = ··· = /(Àn) = 0 

and llfllA+ - lf(O)I :5 ./en· 

A natural question now is : can one obtain a direct proof of (5.1), which does 
not use C and John's theorem ? Surprisingly enough this has not yet been done 
and the obvious candidate, the Blaschke product 

(5.2) Bn(z) = ÎI >.;: z = f:ar>z'= 
j:l 1- À;z 0 

which docs satisfy the n + 1 interpolation conditions of (5.1), and also (sec 
theorem 5.1 below) IBnllA+ :5 ,rn, does not in general sa.tisfy the estimatc 
IIBnllA+ = 0( y'n). Let us begin by the following positive result (M. Meyer and 
A. Pajor, privatc communication) 

Theorem 5.1 Ta/ce Ài,···,Àn ED. Then (see (5.2)): 

00 

1) The estimate I: la~n) 1 :5 ,rn always holds. 
l 
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2) There e:rist integers 1 ::5 P2 < · · · < Pn and scalars ai,···, an such that 
n 

f(z) := À1 • • • Àn + L a;zP;+l {with pi = 0) is admissible in the sense of 
1 
n 

(3.1} and such that L la;I ::5 n. 
1 

00 

3} Vr E]0, 1[, 3Cr such that SUP; l..\;I ::5 r ⇒ L latn)I ::5 Crvn• 
1 

00 

,4) If À1 = · · · = Àn = r E]0, 1[, then 6,,.jn $ L latn)I ::5 Crvn, where 6,. > 0 
1 

depends only on r. 

Proof: 1) Take lzl = 1; then 

B~(z) ~ 1- l..\;12 1- >.;z 1 ~ 1- l..\;12 

Bn(z) = - 7 (1- >.;z)2 >.; - z =-; 7 Il -À;zl2 

80 IB~{z)I = t P>.;(z), where P0 (z) = 1 + ZR. f: ëin zn = ~z~I::: is the 
1 1 

Poisson kernel at a E D ; 80 by Hardy's inequality for H 1 ((8)) : 

oo oo kl (n)I 1 12"' n 1 12"' L latn)I = L + $ 1r2 IB~(ei1)ld0 = ,r L 2 P>.;(e")dO = n,r. 
1 1 ,r O j:1 ,r O 

2) Set e = (l,•••,l), >. = (..\1,··•,Àn), ).P = (>.{,···,À!) and select in­
teger 1 ::5 P2 < • • • < Pn) which maxinùze the deternùnant (in modulus) 
A(P2, .. · ,Pn) := det(e, À"2 , • • •, _.\P•) = det(..\f;) where Pl = O. This is pos­
sible since A(P2, • • • ,Pn) - 0 as P2, · · • ,Pn - oo. Now consider the following 
(n x n) linear system (where Pl = 0) 

n 

La; >.f ;+1 = ->.1 • • · Àn 
j:1 

(i = l,•·•,n). 

Cramer's formulas show that for example a1 = !:fi-, where Ni = ->.1 · · · ÀnA(p2+ 
1, · · · ,Pn+l) and D = À1 • • •ÀnA(p2, · · · ,Pn); the maximal charactcrof A(p2, ·· · ,Pn) 
implies !Nd ::5 IDI and lad ::5 1; sinùlarly, la;I ::5 1 Vj, so fis admissible and 

n 

Lla;I ::5 n. 
1 

3)If h is continuons on the circle, set as usual 11h11, = U,.. J;"' lh(i')l"dt) ! (1 ::5 
. n 1 + l-\ · I 

p ::5 oo). The computation of 1) shows that IIB~lli = n and IIB~lloo ::5 ~ l _ l-\;I ::5 
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n 
1
1 
+ r ; so IIB~II~ :5 IIB~llillB~lloo :5 n2 f¾. Parseval's identity implies 
-r 

00 

(5.3) I: la~n)l2 = 1; 
0 

Cauchy-Schwarz's inequality (applied twice) and (5.3) then give : 

< vn(t la~n)12)1/2 + d: k2la~n)12)1l2(f :2) 1/2 
1 n+l n+l 

< ..,fii, + njê. X ~ $ Cr../n . 

4) Bn = ( [~re::,) n =: einh(e;c) where h is a real C2 function depending only of 
r; by an estimate ofKahane ([12], p. 77) one has IIBnllA+ = lleinhllA+ ~ érfo• 

We shall now give a simplified proof of a result of Verbitskii ([21]) which says 
that 1) of theorem 5.1 is optimal in general. Sorne preliminary lemmas will be 
needed. 

Lemma 5.2 Let X, Y be two open subsets of JW..d, r.p : X -+ Y a C1 -function, 

N( r.p, y) := I: 1 the counting function of r.p, v a positive Borel function on 

Y, then 

(5.4) [ v(y)N(r.p, y)dy = l v[r.p(x)]J.,,(x)dx 

where J.,, is the jacobian of r.p and dx (or dy) the Lebesque measure on Jœ.d • 

Proof : This is just the change of variables theorem in the non-injective case ; 
see [3]. 

Lemma 5.3 Take X= Y= D, r.p = Bn ; then 

(5.5) N(B 11 ,w) = n for any w in D. 

Proof : lzl = 1 implies IBn(z)I = 1 > lwj. So, by Rouché's theorem, 
N(B 11 ,w) = N(Bn -w,O) = N(B 11 ,0) = n. 

Lemma 5.4 One has the following identity : 

00 

(5.6) I: kja~n)j2 = n . 
1 
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Proof: Use lemmas 5.2, 5.3 with tp = Bn, J,p = IB~j2, tJ = 1, to get with 
ohvious notations 

the last (standard) equality being obtained by the use of polar coordinates and 
of Parseval's identity ; this prove (5.6). 

Now take q E]O, l[ and (>.; );~1 an infinite sequence of points of D ; we shall 
say that (.\;) is a Newman sequence of type q (in short (>.;) E (N 9)) if the 
following condition holds 

lt is well-known {[8]) that such a sequence also satisfies Carleson's condition of 
interpolation for H 00 functions 

(G) II >.--,\· 
1 1 , 1 =: 6; ~ 6 > 0 

i~J 1 - ÀïÀ; 

where 6 depends only of q. This of course implies 

(Cn) 

We can now prove the following theorem of Newman and Shapiro: 

Theorem 5.5 ({13]}: if(>.;) E (N9), there exists C = C9 > 0 such that 

(5.7) 

Proof: First observe that, for some positive a depending only on q, 

(5.8) 
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Now the trick is to use Bn(ei 8 ) = 8 )e••) ; then Fourier and Cauchy's formulas 
successively give 

a(n) -
1: -

We get by (5.8) 

(5.9) 
n 

lat">I $ a-1 LI.\; l"-1(1 - I.\; 1) • 
j:1 

Set t; = I.\; 1, r = 1 - q ; (N,) then reads t;+ 1 - t; ~ r(l - t; ), so (5.9) implies 

□ 

R.emark 5.6 The estimate (5. 7) also holds for the coefficients a1: of the infinite 
Blaschke product 

(5.10) IIOO l.\·I À· - % ~ 
B(z) = -' ' =: ~a1:z" 

j:l Àj 1-.\;z O 

and was in fact stated for B in {19}. Verbitskii {[21}) proved that a,. = O(k- 1) 

in {5.10) if and only if(.\;) is a finite union of Newman type sequences (in 
short, (.\j) E ( wN), i.e. (.\;) is weak Newman). Theorem 5.5 allows us to give 
a simple proof of the result of Verbitskii already mendioned after the proof of 
theorem 5.1. 

Theorem 5.7 Take (.\;) E {N,) for some q and Bn as in (5.2). Then there 
exists -y > 0, depending only on q, such that 

00 

(5.11) Liat)!~ -yn (n = 2,3,···). 
1 

Proof: Combining (5.6) and (5.7) gives 

00 00 

n = L kla~")l2 $ sup(kla~n)I) L la~n)I $ CL la~n)I, 
1 1 
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so (5.11) follows with 'Y= c- 1 . o 
Let us conclude this work with sorne remarks and questions : 
1) The norm of the inverse of a matrix was also studied under other constraints 
than IITII $ 1 in [23). 
2) For specific spaces like E = ~ (Cn equipped with 11:Eµ;e;II = (Elµ; !P)}), the 
behavior of I<(E) does not seem to have been investigated. 
3) For the Blaschke product Bn(z) = (;_:::z f, what is the correct upper bound 
of IIBnllA+, independently of r E)O, 1[? (theorem 5.1 gives IIBnllA+ $ ,rn) ; can 
one, in this particular case, find an admissible fonction f such that llf!IA+ = 
O(nl/2)? 
4) More generally, can one find a direct proof of the inequality Ln $ ..,/ën? 
5) Reversing things, can one find an explicit E E C, less artificial than in theorem 
3.12, such that I<(E) ~ 6yn? 
6) Theorem4.1 shows that Un(An) $ C..fii for some sequence An slightly smaller 
than n2 ; is it true that Un(n 2 ) $ C..fii? (note that lemma 4.5 trivially implies 
Un(n°') $ Cav'nlogn for any integer a). 
7) Strictly speaking, the proof of theorem 2.3 in [14] is given for real spaces, but 
at reading it is clear that it works ail the same for complex ones. 
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Résumé. Soit f un polynôme trigonométrique de degré n, à valeurs complexes. 
L'emploi itéré d'une idée arithmétique simple et élémentaire, apparenté à l'antique "crible 
d'Eratosthène", fournit des majorations non-triviales de I Î(k) 1 + 1 Î(-k) 1 en fonction 
de Il / Il q, ( 1 < q :::; oo) , et de la position de k dans le spectre de f. Cette note ne traite 
que du cas q = oo. Un article détaillé ultérieur étudiera le cas q < oo et des problèmes 
apparentés, ainsi que certaines applications analytiques. 

Abstract. Let f be a complex-valued trigonometric polynomial of degree n. Re­
peated use of a simple and elementary number-theoretic idea, akin to the ancient "sieve of 
Eratosthenes", leads to non-trivial upper bounds for I Î(k) 1 + I Î(-k) 1 in terms of Il / llq, 
(1 < q:::; oo), and the location of k in the spectrum of/. This note is only about the case 
q = oo. A future detailed paper will study the case q < oo and other related problems, 
together with some analytic applications. 

KEY WORDS/MOTS CLEFS: Trigonometric polynomials/polynômes trigonométriques 
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COEFFICIENTS OF TRIGONOMETRIC POLYNOMIALS 

by 
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( Orsay, France) 

In memory of S. K. Pichorides 
(1940-1992} 

1. THE PROBLEM. Let f(t) ~ Er=-oo akékt be the Fourier series of some fonction 
/ E Lq(0, 2,r), (1 :5 q < oo). Then, for 1 < q < oo, 

(1) 

with 

(2) 
C = 2 (_!___ . r ( ip) ) 1/q' 

q ..fi r(f+1) 

( w henever k f= j), 

(l<q<oo), 

where r denotes the gamma fonction and q1 = q/(q - 1) the conjugate exponent of q. 

Inequality (1) is quite well known, and very easy to prove. The limit case q = oo is, 
of course, 

(3) (whenever k f= j) 

and the limit case q = 1 reduces to l ak 1 + 1 a; l:5 2 Il/ 111 . This last inequality is utterly 
trivial, since l ak l:511 / 111 for any k. 

H j = -k, then (1) and (3) reduce to : 

(4) l ak 1 + 1 a-k l:5 Cq· Il / llq (whenever k f= 0) 

and 

(5) (whenever k f= 0). 

These last inequalities (4) and (5) are of special interest. One reason for this is that 
whenever fis real-valued and we write 

00 

f(t) ~ ao + L rkcos (kt+ cpk), 
k=l 
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then Tk = 2 l ak I= 2 1 a_k 1, so that 

(6) (1 < q < oo) 

and 

(7) 
4 

Tk ~ -· Il / l\oo · 
7r 

In all three inequalities (1), (4) and (6) the constant Cq can be proved to be optimal, that 
is, Cq cannot be replaced by any C~ < Cq with C~ only depending on q. Sim.ilarly, in all 
three inequalities (3), (5) and (7) the constant 4/,r can be proved to be optimal, that is, 
cannot be replaced by any smaller absolute constant. 

However, in the particularly interesting case when f(t) is a trigonometric polynomial: 

n 

(8) f(t) = L akeikt, 
k=-n 

it is possible to improve (4) and (5), and therefore also (6) and (7), into inequalities of the 
form: 

(9) (k f 0) 

where a priori the "improving factor" Àk = Àk(q) is < 1. Here the desired property of 
À1c = Àk(q) is that it only depends on q and on the size of the coefficient k (compared to 
the degree n). Of course one would intuitively expect the improving factor Àk = Àk(q) to 
be smaller for large k ( "high frequencies") than small k ( "low frequencies") . 

For this problem the special cases q = 1 and q = oo can be treated optimally by 
some analytic methods ( due to Geronimus, Mulholland, etc.). We shall not discuss these 
methods here. Also the case q = 2 is trivial: we have C2 = v'2 and Àk(2) = 1, as seen by 
taking f(t) = cos kt+ fcos nt with f as small as we wish. 

In the case when 1 < q < oo and q f 2, one can also expect to address this problem 
by analytic methods. However, non-trivial results can be obtained by using an interesting 
(and yet elementary) number-theoretic method akin to the sieve of Eratosthenes. This is 
the very reason why I am mentioning this method here, in memory of my friend S. K. 
Pichorides ( who used to call himself "an ancient Greek living in the twentieth century" , 
and we know how true this was). 

This method akin to the "sieve of Eratosthenes" produces non-trivial ( and yet non­
optimal) inequalities of the form (9) whenever 1 < q < oo. For the sake of simplicity I shall 
describe the method in the case q = oo only, and afterwards I shall make some comments. 
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2. THE SIEVE METHOD IN THE L00 CASE. So, with the arbitrary (complex­
valued) trigonometric polynomial / (t) as in (8), we wish to obtain good upper bounds on 
l ak l + 1 a_k 1, at any rate better than (5). 

Let 1 ~ k ~ n. Hour trigonometric polynomial were the two-term fonction akeikt + 
a_ke-ikt, then its sup-norm would just be I ak 1 + l a-k 1 . In order to try to reduce the 
problem to that particularly simple case, let 

g(t): = ¼ ~ f (t+ 
2

~") 

= ao + (akeikt + a~ke-ikt) + (a2ke2ikt + a-2ke-2ikt) 

+ ... + (amkémkt + a-mke-imkt) + ... 

After this averaging, the constant term ao is still there. We would like to get rid of it. In 
doing so, we shall also remove ("sift out") all frequencies of the form 2k, 4k, 6k, • • • (even 
multiples of k) : this will be akin to the fi.rst step in the sieve of Eratosthenes (sifting out 
all multiples of 2). So let 

g1(t) := ½ (g(t) - g (t + i)) = (akékt + a_ke-ikt) 

+ ( aake3ikt + a-ake-3ikt) 

+ ( a5ke5ikt + a_5ke-5ikt) + ... 

This leads to the 

FIRST RESULT. If n/3 < k < n, then 

(10) 

Proof. H n/3 < k, then g1 (t) = akeikt + a_ke-ikt, so that 

l ak 1 + 1 a_k 1=11 91 lloo~II g lloo~II f lloo · 
Comment. In the "high frequency" range n/3 < k ~ n (that is, at least two thirds of the 
frequencies), (10) provides us with an improvement of (5) where we have gained a factor 
1r/4. Thus 

(11) 
n 

(whenever 3 < k ~ n). 

This value given by (11) can be proved to be optimal in the whole ra.nge n/3 < k ~ n. 

SECOND RESULT. If n/5 < k ~ n/3, then 

(12) 11 f lloo 2 
1 ak 1 + l a-k 1 ~ 1r = . ~ Il f Il oo • 

COS 6 y3 
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Proof. In the above function g1 (t), we would like to sift out all frequencies which are 
multiples of 3k. (This is akin to the second step in the sieve of Eratosthenes : sifting out 
all multiples of 3). There are more than one way to do this. The most efficient one (for 
our purpose) is to put : 

g2(t): = ½ (g1(t) + g1 (t + 
3
:)) 

= ! (1 + ei,r/3) akeikt + ! (1 + e-iff"/3) a_ke-ikt 
2 2 
+ terms of frequencies ± 5k, ±7k, ±llk, ±13k, ±17k, · · • 

So no frequency of g2(t) is a multiple of 2k nor of 3k. Now, if k > n/5, then the only 
frequencies of g2 (t) are +k and -k. Since 

! 11 + é,r/31 = ! 11 + e-i7r/31 =cos~= y3 
2 2 6 2 ' 

we conclude that, for k > n/5, 

which proves (12). 

Comment. In the range n/5 < k < n/3, (12) provides us with an improvement of 
(5) where we have gained a factor 

1r/4 7r 

cos(1r/6) = 2y3· 

Thus 

(13) 
n n 

(whenever 5 < k < 3). 

This value given by (13) can also be proved to be optimal in the whole range n/5 < k ~ n/3. 

THffiD RESULT. If n/7 < k < n/5, then 

(14) 

Proof. Using the same sieve idea as above, we now sift out all integer multiples of 5k. So 
let 

1 + ei1r/a 1 + ei,r/S • 1 + e-i,r/ 3 1 + e-iff"/s . 
- --- . ---akeikt + ---- . ----a-ke-ikt 

2 2 2 2 
+ terms of frequencies ± 7k, ±llk, ±13k, ±17k, ±19k, · · · 
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Now, if k > n/1, then the only frequencies of g3(t) are +k and -k. Since 

! jl + eifr/51 = ! 11 + e-ifr/5j = cos~· 
2 2 10' 

we conclude that, for k > n/1, 

which proves (14). 

Comment. In the range n/7 < k ~ n/5, (14) provides us with an improvement of 
(5) where we have gained a factor 

(15) Àk(oo) = 7r /
4 

cos.!!:cosL 
6 10 

(~ < k < ~). 
7 - 5 

This >.k(oo) given by (15), although non-trivial, can be proved to be non-optimal in the 
range n/7 < k < n/5. (From this step onwards, our sieve method will induce, at each step, 
a small discrepency compared to the optimal result. As a consequence, as we shall see, 
after a finite number of steps such bounds on >.k(oo) will stop being non-trivial). 

FOURTH, FIFTH, SIXTH & SEVENTH RESULTS. If n/11 < k ~ n/7, then : 

1 ak 1 + 1 a_k I< Il / lloo • 
- cos.!!:cosLcosL 

6 10 14 

(16) 

If n/13 < k < n/11, then 

(17) 1 ak 1 + 1 a_k I< Il / lloo • 
- cos .!!:cos Lcos Lcos L 6 10 14 22 

If n/17 < k < n/13, then 

(18) 1 ak 1 + 1 a_k I< Il / lloo • 
- cos .!!:cos Lcos Lcos Lcos L 6 10 14 22 26 

If n/19 < k < n/17, then 

(19) 1 ak 1 + 1 a_k 1~ fr fr Il! lloo fr fr fr • 
cos 5COS lOCOS 14cos 22COS 26cos 34 

Comments. The proofs of these four (non-trivial but non-optimal) inequalities (16), 
(17), (18), and (19) are, of course, obtained by using the next four steps of the above 
"sieve of Eratosthenes" idea. But it would be pointless to proceed any further. Indeed, 
let p denote the generic odd prime number, and let Pr denote the rth odd prime (p1 = 3, 
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p2 = 5, • • • , p7 = 19, • • •). Then, by using the above sieve idea, we can prove by induction 
that if r 2'.: 2, then 

(20) 
n n 

(whenever - < k < --), 
Pr Pr-1 

where 

II == II cos ; . 
r P$Pr p 

However on comparing the numbers 7r / 4 = 0, 78539 • • • and 

um II = II cos !!._ = o, 11300 ... 
r-oo 2p 

r p~3 

we conclude, a priori, that the above sequence of results stop being non-trivial after a finite 
nurriber of steps. Then we can check that 

so that the "eut-off step" is exactly where we stopped. 

3. CONCLUDING REMARKS. What precedes is exactJy the content of my talk at 
the Crete conference of July 1995 in memory of S. K. Pichorides. For the written version, 
my hope was to write out in some detail several extensions and related results ( such as 
the Lq case, analytic methods of other authors, other problems to which this sieve method 
applies, etc.). An alternative hope was to write a joint paper with J .-P. Kahane including 
some analytic applications of the above method which he suggested right after my talk. 
However, lack of time prevented me from carrying out these plans. I therefore promise the 
interested reader to write out (in the not too remote future !) a more detailed version of 
this paper where the above projects will be carried out. This might èonteivably be a joint 
paper with J.-P. Kahane. 

B. Saffari 
Mathématiques - Bât. 425 
Université de Paris-Sud 
91405 ORSAY Cedex (France) 

e-mail: Bahman.Saffari@math.u-psud.fr 
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