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TRAVAUX SUR UNE CONJECTURE DE JACOBSON 

par G. CAUCHON 

\ INTRODUCTION. 
) 

Dans ce travail~ nous améliorons les résultats relatifs à la conjecture de 

Jacobson [ 6] : 

"Si A est un anneau Noethérien 1 de radical de Jacobson 

q_ue nous avons publiés dans [ 4] et [5]. 

+ 00 

J, alors n Jn = O" ~ 
Il= 1 

Nous présentons également les travaux relatifs à cette même conjecture, dus à 

Jategaonk:ar [8], Schelter [ 1 O] et Boratynski [ 1]. Ceux-ci n'étaient pas connus de 

l'auteur lors de la rédaction de [4] et [5]. Nous comparons nos résultats et nos 

méthodes à ceux de ces divers algébristes. 

In GENERALITES2 

Tous les anneaux considérés dans cet exposé sont unitaires, de même q_ue tous les 

modules q_ui, sauf mention expresse du contraire, sont considérés à gauche. 

Etant donné un anneau A et un A-module M, on note IP(M) l'ensemble des annu­

lateurs premiers des sous-modules de M ~ 

IP(M) = { @) idéal premier de Aj ] N f; M tel q_ue !P = ( O ·. N)}" 

On d.it q_u 'un A-module P est premier s'il est non nul et si, pour tout 

s,,us-module non nul N de P9 on a i 

(o·. N) = (o·. PL 
Il est immédiat q_ue~ pour tout module premier P, l'idéal bilatère ~ = (o·. P) 

est premier. 

On désigne alors, pour tout A-module M, par Ass(M), 1 1 ensemble des annulateurs 

cl.es sous-modules premiers de M. 
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On a, évidemment, pour tout module M 

Ass(M) c IP(M). 
Rappelons (voir [9]) qu'un anneau A est un T-anneau à gauche si: 

1) A est Noethérien à gauche. 

2) Si nous désignons par Spec(A) l'ensemble des types de A-modules à gauche 

injectifs.indécomposables, et par Spep(A) l'ensemble des idéaux premiers de A 

l'application canonique Spec(A) - Spep(A) qui au type de l'injectif indécomposable 

E associe l'unique idéal de Ass(E), est bijective. 

cette application étant toujours surjective, il revient au même de dire qu'elle 

est j_njective, c I est-à-dire que, étant donnés deux injectifs indécomposables E
1 

et E , on a : 
2 

(Ass(E) = Ass(E )) => (E ~ E ). 
1 2 1 2 

On définit symétriquement la notion de T-anneau à droite, 

Les T-anneaux à gauche forment une très vaste classe d'anneaux Noethériens à 

gauche comprenant en particulier les anneaux commutatifs Noethériens, et les anneaux 

à identité polynômiale, Noethériens à gauche. 
[: 

Ils possèdent d'intéressantes propriétés, et en particulier la suivante ([3] 

proposition 1) : 

PROPOSITION I : Soit A un T-anneau à gauche et soit M un A-module de type 

fini, 

Alors O?(M) = Ass(M). 

Remarquons d 1 ailleurs qu'on ne connait pas d'anneau A Noethérien à gauche, tel 

qu'on puisse trouver un A-module M de type fini, avec P(M):::, Ass(M). 

/: 
parlons maintenant de la conjecture de Jacobson qui a motivé ce travail. 

Jacobson a posé dans [6] le problème suivant: 

Soit A un anneau Noethérien à gauche, de radical de JacobsontJ. A-t-on 
+ 00 

(ÎJn=O? 
Il= 1 

On sait grâce à un contre-exemple de Herstein [9], que la réponse est négative. 

Il s'agit du contre-exemple suivant 

Soit p un nombre premier, soit 

soit ~ le corps des rationnels. 

z le localisé de z par rapport à p et p 



LI anneau A - (ZP Q) 
H - 0 Q 

est Noethérien à gauche, de radical de Jacobson 

+ 00 

J = (PZP ~) et 
0 0, 

n Jn = On constate que l'anneau n'est pas 
n=1 

+ 00 

Noethérien à droite et que l'idéal =n Jn est nilpotent 0 

Il= 1 

ces phénomènes ont conduit Herstein à poser les questions suivantes: 

Question 1 ~ Si A est un anneau Noethérien des deux côtés, de radical de 
+ 00 

Jacobson. J, a-t-on n n 
J = 0 ? 

Il= 1 

Question 2 ~ Si A est un anneau Noethérien à gauche 9 de radical de Jacobson J, 
+ 00 

1 1 idéal f 0 = (Î Jn est-il nilpotent ? 

Il= 1 

On sait que la réponse à cette seconde question est encore négative. Jategaonkar 

a, en effet, construit dans [7] un anneau A , intègre, dans lequel tout idéal à 
J 

gauche est à la fois bilatère et principalo Cependant 9 si J désigne le radical 
+ 00 

de Jacobson de cet anneau, l'idéal Jw = n Jn n'est pas nilpotent. 
n= 1 

Jategaonkar ne signale pas si 1 1 anneau AJ qu'il a ainsi construit est Noethérien 

à droite. On sait aujourd 1hui, compte tenu des résultats de [4], qu'il n'en est rien 0 

De sorte que la question 1 reste un problème ouvert. 

Par ailleurs l'anneau AJ ne vérifie aucune identité polynômiale ( tout idéal. 

bilatère propre de AJ ne contient aucun élément central), et la question 2 reste 

un problème ouvert dans le cas des anneaux à identité polynômiale 0 

En conclusion, les problèmes suivants demeurent 0 Ce sont actuellement des pro­

blèmes ouverts : 

Problème 1. (conjecture de Jacobson-Herstein) g 

Si A est un anneau Noethérien des deux côtés 9 de radical de Jacobson J D 

+ 00 

a-t-on n Jn = O? 
ll=1 
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*Problème 2~ 

Si A est un anneau Noethérien à gauche, à identité polynômiale, de radical 
+ 00 

de Jacobson J, l'idéal Jw = n Jn est-il nilpotent ? 
Il= 1 

Et 9 en particulier 

*Problème '3 : 

Si A est un anneau Noethérien à gauche, à identité polynômiale, premier~ de 
+ 00 

"Jn=O'"'. radical de Jacobson J, a-t-on 1 1 
r 

ll=1 

Remarque: Les anneaux AJ et AH de Jacobson et Herstein sont des T-anneaux à 

gauche. Il résulte de [4] que le problème 1 est résolu par l'affirmative dans le 

cas où A est un T-anneau à gauche. 

II. RESULTATS DE L'AUTEîJR. 

Nous avons établi dans [4] et [5], le résultat suivant 

THEOREME II 1 : Soit A un anneau Noethérien des deux côtés, de radical de 
+ 00 

Jacobson J. Une condition suffisante pour que n Jn = O est que A soit 1.l.D 

Il= 1 
T-anneau à gauche. 

Rappelons que la démonstration de ce théorème est très courte, moyennant la 

connaissance des deux résultats suivants 

*L 1 auteur a résolu récemment, et par 1 1 affirmative, les problèmes 2 et 3 (en 
Décembre 1974), grâce à l'établissement du résultat suivant; 

Tout anneau semi-premier 1 à identité polynômiale et Noethérien bilatère, 
est Noethérien des deux côtés. 
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THEOREME II 2: ([2] et [3]) : Tout T-anneau à gauche A satisfait à la 

condition (H) de Gabriel suivante; 

Pour tout A-module de type fini IV!, il existe une partie finie 

de IV! telle que; 

(O". IVI) = (o·.m) n oeo n (o•.m L 
1 n 

LEIVIIVIE II 3 ~ [4] ~ Si A est un anneau Noethérien des deux côtés et si a 

est un élément de son radical de Jacobson 9 alors 
+ 00 

n n 
Aa = Oo 

n=1 

En fait 9 on peut améliorer le théorème II 1 et approcher pl us fortement la 

conjecture de Jacobson-Herstein 

THEOREIVIE II 4 Soit A un anneau Noethérien des deux côtés 2 de radical de 

Jacobson J. 

On fait deux hypothèses~ gauch_:') ~ 

H
1 

~ Pour tout idéal primitif à gauche {J' de A9 le quotient A/ff' 

anneau simple. 

est un 

H ~ Pour tout A-module à gauche M 
2 

de type fini, extension essentielle d 0un 

~s-module simple~ on a ~(IVI) = Ass(M). 
+ 00 n .rn == o. Alors g - Il:: 1 

Remarques g Nous avons vu dans les généralités que l 1hypothèse H
2 

est 

satisfaite si A est un T-anneau à gauche et même qu'on ne connait p~ du anneau 

Noethérien à gauche qui n 1y satisfait pas. 

Le lecteur vérifiera aisément que l'hypothèse H
1 

est équivalente à la -suivante g 

H' ; Tout idéal primitif à gauche :f-> de A est associé à un seul type d 1 in-
,.J.,.. 
jectivité indécomposable 9 c'est-à-dire 

quels que soient E et E injectifs indécomposables, 
1 2 

Ass(E
1

) = Ass(E
2

) = { ~} => E
1 
~ E

2 
• 

Il est clair qu'il est moins restrictif de faire cette hypothèse q_ue de 

supposer que A est un T-anneau à gauche; puisque A est un T-anneau à gauche 

si et seulement si l 1hypothèse H I est satisfaite pour tous les i.déaux premiers 
_j_ 

de A ( et pas seulement pour les 'idéaux primitifs à gauche). 



Démonstration du théorème II 4 ~ 

Soit n un idéal bilatère de A, complètement {')-irréductible en tant 

qu 1 idéal bilatère 9 c'est-à-dire tel que, pour toute famille 

b:i.latères de A, on ait ~ 

( j°j ) d I idéaulC 
ii(I 

[(v'i E I)(~. :::J 
l 'f 

~ ) J => c n :P.i . :::J ~ J • 
if I 

1 
/: 

Montrons que 1 1 anneau quotieni_ A/S!, est extension essentielle à gauche de 
~ .,,., ., 

son so~le à gauche. 
~ 

Considérons~ pour ceci, un idéal à gauche I de A, maximal pour la propriété 

su:!..va,,_te ; 

13 est le plus grand idéal bilatère contenu dans L 

Il est clair que I est complètement n-irréductible en tant qu I idéal à 

gauche 

Soit 

de sorte que M = A/I est extension essentielle d'un sous-module simple. 

:P E Ass(A/Jd). Il existe un idéal bilatère .P.,1 :::J 13 tel que : 

/: 
~ = ( :f?i ' . ~ 1 

) = [ ( I ·. A) ·. ~ 1 ] = ( I ·. ~ 1 
) = [ 0 · . ( ~ 1 +I/ I)] . 

Donc ff> E IP(ML 

Orp compte tenu de H
2
,, ~(M) = Ass(M) est réduit à un seul idéal qui est 

primitif. Il en est doncde même pour Ass(A/~) qui cotncide alors avec Ass(M). 

Donc le A-module à gauche X = A/$?; est ~-tertiaire, où ~ est un idéal 

primitif à gauche de A. 

X. est de type fini, donc X 1 = ( O • • (fJ) est essentiel dans 
X 

X. (voir [11] 

pour la théorie de la décomposition tertiaire). V anneau quotient A/<P est 

simple d 1 après H
1 

et, par suite, le module X' est semi-simple. -Donc = X est bien extension essentielle à gauche de son socle à gauche. ,.,.,.,..,_ 

On en d.édui t facilement, en appliquant le lemme II 3 et le théorème de Levi tzki 

à 1 1 anneau quotient A/:53 , que ~ contient une puissance de J. 

Comme 1 1 intersection de tous les idéaux bilatèresj complètement 
+ 00 n Jn -- o. bles de A est réduit à O, on a bien ~ 

n=1 

n-irréducti-

Remarques ~ Contrairement à la démonstration du théorème II 1 9 on n I utilise 

pas ici la condition (H) de Gabriel. Cependant, on retrouve les techniques qui noun 

0".lt permis de démontrer cette condition. En fait, on peut démontrer, grâce à ces 

techniques 9 le résultat suivant qui étend la portée de la condition (H) de Gabriel 
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PROPOSITION II 5: Soit A un anneau Noethérien à gauche et soit M un 

A-module co-irréductible tel que IP(M) = Ass(M) = {@ } • 

on suppose que l'idéal premier $',) est associé à un seul type d'injectif 

indécomposable. 

Alors il existe un sous-ensemble fini {m , ••• ,ml de M, tel que ,..,,,.,.,.,.,, 1 n5 

(o·.M) = (o·.m
1
) n ... n (o·.mn). 

(on a même le résultat plus fort suivant: les annulateurs des ~ous-ense~bles de 

M satisfont à la condition de chaîne descendante) 0 

La connaissance de ce dernier résultat et du lemme II 3, nous permet de donner 

une démonstration beaucoup plus agréable du théorème II 4, calquée sur celle du 

théorème II 1 : 

Soit I un idéal à gauche complètement n-irrédùctible de A, et soit 33 
le plus grand idéal bilatère contenu dans I. Nous avons 33 = (o·.A/I). 

Par application de la proposition II 5 au module M = A/I., on voit que A/ cP., , 

considéré comme un A-module à gauche, se plonge dans une somme directe de copies 

de A/I. Chaque A/I étant extension essentielle d'un module simple, on en déduit 

que l 1 anneau quotient A/Jj est extension essentielle à gauche de son socle à gauche. 

on voit alors, par application du lemme II 3 et du théorème de Levitzki que 

jj, et par suite I, contient une puissance de J. Comme l'intersèction de tous les 

idéaux à gauche, complètement 
+ CO 

bien n Jn = o. 
n=1 

IIL LES TRAVAUX DE JATfilAONKAR. 

n-irréductibles de A est réduite à O, on a 

A, V. Jategaonkar a établi dans [8] le résultat suivant : 

THEOREME III 1 : Si A est un T-anneau des deux côtés, de radical de 
+ CO 

Jacobson J, alors n Jn = O. 
Il= 1 

Ce résultat est évidemment moins fort que les théorèmes II 1 et II 4. Il est 

cependant intéressant de se pencher sur la démonstration qu'en donne Jategaonkar 

car elle utilise à fond les techniques de la théorie de la déviation. 

Compte tenu du théorème II 5 de [8], on peut rapporter d'une manière lisible, 

en en restreignant un peu le contenu, les théorèmes 3.1 et 3.4 de [8] - qui sont 

les résultats essentiels de l'article de Jategaonkar - sous la forme suivante: 
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THEOREME III 2: Soit A un T-anneau des deux côtés, et soit JVl un A-module 

de type fini. Posons Ass(M) = { B-\, .. q ~k}" 

.Alors il existe une chaîne de sous-modules de JVl 

0 = B C B C O • • C B = JVl telle que 
o f 1 f f n 

1) Pour tout i E / 1,.0.,n}, le quotient B./B. 
l l-1 

est co-irréductible. 

2) On a l'égalité des deux ensembles d'ordinaux suivants; 

{ d ev ( B ) , d ev ( B / B L . ., d ev ( B / B ) } = 
1 2 1 n n-1 

{ dev(A/~ 
1

) ,dev(A/ [? 
2

) '° .. ,dev(A/@k)} u 

Jategaonkar en déduit le résultat suivant ([8] - corollai.re 3.6). 

THEOREME III 3 

de type fini. 

Soit A un T-anneau des deux côtés et soit JVl un A-module 

Si JVl est extension essentielle d'un sous-module artinien, il est lui-même 

artinieno 

Démonstration: Rappelons qu'un A-module X est artinien si et seulement si 

dev(X) = O. 

JVl étant, par hypothèse, extension essentielle d 1 un sous-module artinien N, 

on a ~ 

Ass(JVl) = Ass(N) = { (P
1

, ••• , ~k} où chaque 

gauche de A ; de sorte que : 

g;>_ est un idéal primitif à 
l 

Par suite, d'après le théorème III 2, il existe une chaîne de sous-modules de JVl 

0=13 cB c ••• cB =M 
o f 1 f f n 

telle que chaque quotient B./B. 
1 l l-

soit artinien (pour 

Il en résulte aussitôt que JVl est artinien 0 

Démonstratiori- du th~orème III 1 ~ Soit I un idéal à gauche complètement 

ri-irréductible de A. Le module M = A/I est de type fini, extension essentielle 

d 2 u..,.>J. sous-module simple. Donc M est artinien d 1 après le théorème III 3. Il 

résulte alors du lemme de Nakayama qu'il existe lL"'l entier n > o tel q_ue 
n 

J M = O, et donc tel que 
·n 
J .s;; L Comme l'intersection de tous les idéaux à 

gauche complètement () -irréductibles de A est réduite à zéro 9 on en déduit 
+ 00 n ,Jn = o. 
Il=1 
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Remarque: Nous avons appris par une lettre de Jategaonk.ar que celui-ci a 

initialement démontré le théorème III 3 sans utiliser la théorie de la déviation. 

Cette démonstration n'a pas été publiée mais on peut penser qu 1 elle est analogue 

à celle du théorème IV 2 qui figure au paragraphe suivant. Jategaonkar nous a 

également indiqué qu'il avait ensuite généralisé ce résultat et obtenu ses théo­

rèmes sur la déviation (que nous avons rapportés sous la forme du théorème III 2), 

dans le but d'obtenir des résultats nouveaux sur la structure des A-modules injec­

tifs indécomposables ([8] théorème V 3). Le lecteur vérifiera qu'on déduit très 

facilement de [8] - théorème 5.3, le résultat suivant que Jategaonkar ne signale 

pas; 

THEOREME III 4: Soit A un T-anneau des deux côtés. Supposons que A soit 

tertiaire à gauche. 

Alors A admet un anneau total de fractions à gauche et à droite Q qui est -artinien des deux côtés. 

Il serait intéressant de donner une démonstration du théorème III 4 qui n'uti­

lise pas les théorèmes 3.1 et 3.4 de [8]. L'auteur en connait une qui est relati­

vement courte~ mais qui utilise quelques résultats (très classiques) de la théorie 

de la déviation. 

Le lecteur vérifiera éghlement que, par application de la condition (H) de 

Gabriel 1 on peut déduire du théorème III 4 le résultat suivant ; 

THEOREME III 5 ~ Tout anneau A qui est un T-anneau des deux côtés, se plonge 

dans un anneau artinien de~ deux côtés, 

Rappelons que Small a établi ce résultat dans [13] pour tout anneau A qui 

est une algèbre finie sur un anneau commutatif Noethérien. (On sait qu'un tel 

anneau est un cas particulier de T-anneau des deux côtés). 

IV. LES TRAVAUX DE SCHELTER. 

Toujours à propos de la conjecture de Jacobson-Herstein, Schelter a établi 

dans [ 12] le résultat. suivant : 
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THEOREME r.-i ; Soit A un anneau Noethérien des deux côtés o On fait 1 es 

hypothèses suivantes: 

A g,auche 

A droite 

est simple. 

Alors 9 J -

; 

A est un T-anneau à gauche 0 

pour tout idèal fP _primitif à droite, 1 'anneau quotient A/ri> 

désignant le radical de Jacobson de A., on a ~ 

+ 00 n Jn = Oa 
Il= 1 

Pour établir ce résultat, Schelter 9 comme Jategaonkar, passe par l'inter­

médiaire du résultat suivant~ 

· THEOREME IV 2 g Soit A un anneau satisfaisant aux hypothèses du théorème 
; 

IV 1 et soit M un A-module de type fini. Si J\11 est extensio:p. essentielle d'un 

sous-module artinien N, il est lui-même artinien. 

La démonstration de ce théorème utilise les résultats préliminaires suivants 

LEMME IV 3 g Soit A un T-anneau à gauche et M un A-module à gauche fidèle~ 

de type fini. 

Alors M n'est pas singulier o ....,,.,.,.,,,. 

Démonstration i C'est une conséquence immédiate de la condition (H) de Gabriel. 

Si œ1 suppose que A est premier, on peut établir le lemme sans utiliser cette 

condition (que Schelter ne connaissait pas au moment où il a rédigé son article)? 

en utilisant la propriété suivante, maintenant bien connue 

Condition de Krause ~ Tout idéal à gauche de A, essentiel dans A, contient 

m idéal bilatère non nul de A. 

Nous laissons au lecteur le soin de terminer lui-même la démonstration (ou de 

se reporter à [12])0 

LEMME IV 4: Soit A un anneau quelconque et M un A-module à droite de 

type fini. Alors il existe un idéal !f primitif à droite tel que M !§> c M. 

-/: 



Démonstration; On établit aisément, en utilisant le théorème de zorn 9 que 

M contient un sous-modxlle maximal :propre~ soit N. 

est alors un idéal primitif à droite tel que C N CM. - /: 
Démonstration du théorème IV 2: Raisonnons :par l'absurde, et su:p:posons que 

M ne soit pas artinien. N est alors un sous-module :propre de M, et nous :pouvons 

supposer que N est maximal parmi les sous-modules artiniens de M. 

posons 01.. == ( o·. N) o 

Je dis que l'anneau A/Ol- est artinien à gauche. 

En effet, on déduit immédiatement de la condition (H) de Gabriel que A/<A­

est contenu (en tant que module à gauche) dans une somme directe finie E de 

copies de No Ef étant artinien, il en sera de même pour A/O'L,. • Nous laissons 

au lecteur le soin de redémontrer ce résultat sans utiliser la condition (H) de 

Gabriel o 

Soit ~ E Ass(M/NL 

Il existe un sous-module X de M tel que ~ 

N c X c M etr pour tout sous-module Y de M 
f -

N c Y c x => tp = (N·. Y) = (N •. xL 
le -

(P n I est :pas primitif à droite 9 sinon A/:P serait un anneau simple et 

X/N serait un module artinien et, par suite X serait artinien, ce qui est 

contraire à la maximalité de N. 

~ = (o·. X) est u..'l idéal bilatère de A contenu dans r-> et on a clairement --
OLPS $ , de sorte que est un A/ot. -module à gauche de ty:pe fini. Donc 

g;>/:J3 ~ considéré comme un A-module à gauche, est artinien et, en particulier, 

toute chaîne descendante d'idéaux bilatères contenus dans ~ et contenant ~ 

est stationnaire. 

Nous en déduisons, par application du lemme IV 4, qu'il existe un nombre fini 

5'>
1

,.oo, §)n d'idéaux primitifs à droite, tels que 

cRest-à-dire tels que g;>W ... p X,_, o. 
1 n 

Posons z = © a., . fJ 1 ... li: nx~ ~· 
Z d; N, sinon on aurait -, :; - © © c ((';) . donc ..,, 1 ••• <J n - J , !P serait égal à l 1un 

des ff->i , ce qui est impossible puisque ffe n'est pas primitif à droite. 

Donc N c Z+N c X et 
I -

g:,= (o·.z+N/N) = (o·.z/Nriz). 



Par ailleurs, 

suivant : 

P s;; (o·. z) s; (o·.z/N n z) et nous aboutissons au résultat 

Il existe un module Z et un sous-module essentiel T = N n z tel que 

~ = ( 0 ·• Z) = ( 0 ' . z/ T) • 

Donc Z et z/T sont deux A/ !fa -modules fidèleso 

Par ailleurs~ puisque T est essentiel dans z, le module z/T est 

singulier. Ceci contredit le lemme IV 3~ et nécessairement~ le module M est 

artinien. 

Le théorème IV 1 se démontre alors comme le théorème III 1 0 

Remarque: Les techniques que nous avons utilisées dans le paragraphe II 

sont complètement différentes de celles utilisées par Jategaonkar et Schel ter. 

En particulier, nous ne passons pas par 1 1 intermédiaire d 1 un théorème analogue 

au théorème III 3. On peut d I ailleurs poser la question suivante g 

Question : Soit A un anneau satisfaisant aux hypothèses du théorème II 4 (ou 

même aux h.ypothèses plus larges du théorème II j) et soi,t M un A-module à 

gauche de type fini. Si M est extension essentielle d 9 un sous-module artinien~ 

est-il lui-m~me artinien 9 

Nous savons répondre affirmativement à cette question sous les hypothèses 

suivantes (plus fortes que celles du théorème II 4~ mais plus faibles que celles 

du théorème IV 2). 

Vanneau A satisfait au..x hypothèses du théorème II 4 et. pour tout idéal 

primitif à droite !§> de A, l 1 anneau.guotient A/;P est simple. 

V. LES TRAVAUX DE BORATYNSKI. 

Le résultat essentiel de [1] dû à M. Boratynski, est le suivant: 

THEOREME V 1 : Soit A un anneau Noethérien des deux côtés~ J son radical 
+ 00 

de Jacobson, et soit J = J. w n n 
n=1 

Si tout idéal à gauche de l'anneau quotient A/Jw est bilatère~ alors 

Jw = o. 



Il en résulte en particulier que, étant donné un a..~neau A Noethérien des 

deux côtés, de radical de Jacobson J, une condition suffisante pour que 
+= n Jn = 0 est que tout idéal à gauche de A soit bilatère. 
n=1 

Ceci est clairement un cas particulier du théorème II 1 puisqu'on sait qu'un 

anneau A, Noethérien à gauche, dont tout idéal à gauche est bilatère, est un 

T-anneau à gauche~ Par contre~ ce résultat se différencie sensiblement des résul­

tats de Jategaonkar et de Schelter puisque Boratynski ne fait pas d'autre 

hypothèse à droite que l'hypothèse Noethérienne. 
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ANNEAUX NOETHERIENS A IDENTITE POLYNOMIALE 
(d 1 après E. Formanek [1]) 

par G. RENAULT 

-:-:-:-:-

Soit A un anneau premier à I.P. de centre C. On pose S = C-{ol~ 
F = s- 1c, F est le corps des fractions de C et on désigne par Q Panneasi 

des quotients de A (th. de Posner). 

THEOREME 12 1 [4] : s- 1A est un anneau simple de dimension finie sur so~ 

centre qui est F. s-1A est l 1 anneau total des fractions de Ao 

THEOREME 12 2 [ 4] : Soient A un anneau semi-premier à identité polynômiale 

fidèle, If (o) un idéal bilatère de A, C le centre de A. Alors In Cf (o)" 

On note S 1 ° ensemble des non-diviseurs de zéro de C0 

COROLLAIRE L 3 (avec les hypothèses du tho 1. 2) ~ Si C est un anneau de 

Goldie, les éléments de S sont non-diviseurs de zéro dans A et l'on a~ 

1 ) s- 1c = F1 (±) 8:l Fk ~ où les F. sont des corpso 
l 

2) s- 1A = Q1 (±) ffi Qk ' 
où les Qi sont des al~èbres· simples de raD.g 

sur leur centre F .• En 
l 

particulier A est un anneau de Goldie. 

fini 

La propriété 1) est le théorème de Goldie dans le cas commutatifo Soit s E S 

et soit a E A tel que sa= O. La relation s(AaA ne)= (o), implique d 3 après 

le th. 1 .2 a = 0 0 La propriété 2) résulte facilement du th. 10 2. 

On rappelle également le résultat suivant [ 3] : 



PROPOSITION 1o4 ~ Soit D un corps de rang fini m2 sur son centre Fo 

Alors D admet un sous-corps commutatif maximal K, extension séparable d.e ·. F 

et l 'on a D @.,, K ~ M (KL 
.l! m 

IL ANNEAUX: PREMIERS A IDENTITE POLYNOMIALE2 

Les notations sont celles du paragraphe I. 

THEOREME 2~ 1 : 

a) Soit (a
1

, ••• ,an) une base de Q sur 

c E: C tel que : 

n2 

cA f; _83 cai • 
l=1 

b) Si les a. appartiennent 
l 

n2 

A[~] = (f) c[..l]a. . 
i=1 

C l 

Q.:.M(F). 
n 

à A alors 

F. Alors il existe c ~ o, 

n 
Soit (e .. ) 

J.J 
un système de matrices uni tés de Q. On a donc L. e .. -· 1, . lJ. 

l=1 
8 ij 8 kl = 0 jkeil ( 1). D I après 1 e th O 1 • 1 on a e. . = f .. j c ~ f. . E: A, c ( C. 

J.J lJ lJ 

soit 

impliquent ~ a .. 
lJ 

a .. e .. , 
lJ J.J 

2 
c a .. f F ("I A= C, 

lJ 
on a donc 

" 

Q sur F. Il existe 

ce qui implique 

particulier. 

c'e .. c (f) 
l.J -

k=1 
2 

c 1 c 2Ac; 
k=1 

a .. E: F~ 
lJ 

2 
C a .. ::: 

lJ 

un élément de Les relatio~s (1) 

z:: ft. af ·t 
t ]. J 

• On en déduit que 

soit une base de 

J. < n2 
" 

ce qui démontre la propriété 1 dans ce cas 



2) cas général 0 

Q est isomorphe à Mk (D), où D 
2 est un corps de rang fini m sur 

avec n = km. D 1 après la prop 0 1.4~ il existe un sous-corps commutatif maximal K 

de D, qui est une extension séparable de F. On a K = F[b J et 1 1 on peut p:rendre 

b entier sur C. Sous cette condition C[b] est un C-module libre de base 
m-1 

1pb, ••• ,b • On a les propriétés suivantes~ 

a) Q G?)F F[b] ~ Q G?)F K ~ Q G?)c F[b] !:! Q G?)c C[b] o 

En effet, QG?)C F[b] ~ QG?)c (c[b] (2/c F) et comme Q'21c F est isomorphe à Q 

les propriétés résultent de l'associativité du produit tensoriel. 

b) Q G?)F K &!, Mk (D <2):&7 K) ~ ~m(K) (prop. 1o4)o 

c) c~ c[b] est le centre de A'21c C[b]. 

Car est une base de AG?)C C[b]. 

On identifie Q, A, C à des sous-anneaux de Q &, K au moyen de 1' applicatio:v.:, 

X-'>X<2)1. 

d) s- 1(Aec C[b]) ~ QG?) K. 

(AG?)C C[b]) G?)C F !:!, (AG?)C F) G?)C C[b]. D'après le th. 1.1 AG?)C F est iso­

morphe à Q, la relation résulte alors de la propriété 'a). 

Soit (a, •.• ,a) unebasede Q sur F(a
1

e1, ••• ~a
2

<2>1) estunebase 
1 n2 n 

de Q G?)F K /:! M (K). D 9 après la première partie de la démonstration et la _prcpriété 
n 

d), il existe c E C ~ C 0 1 tel que~ 

ce qui implique 

n2 

(c01)(A0C[b])c@ (c0c[b])(ai&,1) 
i=1 

n2 

CA c @ ca. 
i= 1 

J. 
, ce qui achève la démonstration de la première 

partie du théorème. 

Si les éléments a. appartiennent à A on a g 
J. 

2 n 

@ c[~Jai c A[~] 
i=1 



si 

n2 

x E: A[~]x = 
-s ac a E: A, 

n 
ca = ~ c. a. 0 par suite !-- l l 

l=1 

© c[Î]a. , d 1 où 1 1 égalité 0 

. C l 
l=1 

COR.OLLAIRE ~~2 0 Si A est Noétherien à droite 2 il 0 

tel q:ue 

1) C[~] soit noethérien. 

2) A[~] soit noethérien à gauche et à droite. 

-s c a appartient à 

existe C f 0, C E C 

Reprenons les notations du th. 2.1. ~Da c[1Ja .• Soit I un 

idéal de c[¾J ; 
i=1 

ra. 
l 

d'éléments (x 
1 

, ••• ,xp). 

engendrent L 

est un idéal de 

Les composants des 

C l 

A 9 engendré par un nombre fini 

x . dans la base 
J 

Remarque~ Le corollaire 2.2 reste vrai 9 si on suppose seulement que les 

idéaux bilatères de A vérifient la condition maximale. 

COROLLAIRE 2. 3 ~ 

a) 13oit A un anneau premier à I.P. Il existe c f:. O, c E: C tel que 

A[¾J soit entier sur c[~J. 

b) Si C est noethérien, A est noethérien à droite et à gauche. 

Cela résulte du th 0 2.1 0 Pour la théorie des anneaux entiers sur leur 

centre cf [1]. 

III. LE CAS SEMI-PREMIER2 

THEOREME 32 1 ~ Soit A un anneau semi-premier à identité polynômiale et de 

centre c. Si C est noethérien, A est un C-module de type fini 2 c'est donc 

un anneau noethérien à gauche et à droite 0 

Nous reprenons les notations du corollaire 1.3 et Q désigne l'anneau total 

des fractions de A. On a Q = Q 
1 

© ••• @ ~ 

de Q. , e. = c./c , c. E: C, c E S. Soit 
l l l l 

C. 
l 

et si e. désigne l'élément unité 
l 

le centre de Ae. , on a ~ 
l 



k 
Ac (±) Ae. , 

. l 
l=1 

k 
c(@c.)cc 

. l 
l=1 

D0 après le théorème 2.1, il existe un entier n. 
l 

tel que Ae. 
l 

se plonge dans 

n. 
l 

Si se plonge dans le C-module (c 1 @ ···@ ckt d'après C 0 n = sup n. , A 
. l 

l 

( 1) ~ dans en 
9 car C est non diviseur de zéro (corrollaire 1.3). 

PROPOSITION 3. 2 ~ Si A est un anneau semi-premier 9 noethérien à droite à 

identité polynômiale, il existe eu E S tel que~ 

Donc 

1) c[),J soit noethérien. 

2) A[),J soit noethérien à gauche et à droite. 

Avec les notations de la démonstration du théorème 3.1 9 on a~ 
k 

A[l] = (±) A[l]e .• 
C . C l 

l=1 

A[~] est donc un produit fini d 1 anneaux noethériens à droite et premiers. 

Les résultats du paragraphe II permettent de conclure facilement. 

IV. QUELQUES EXEMPLES2 

1) L. Small a construit un anneau intégre noethérien à gauche et à droite 

à. I. P. dont le centre n I est pas noethérien. 

Soit B u.n anneau commutatif noethérien intègre muni d 1une involution a 

tel que 1 1 anneau des invariants Bo ne soit pas noethérien. Alors 1 1 anneau des 

polynômes B[X,o] 

B0 [x2] et comme 

est un anneau noethérien à gauche et à droite de centre 

B[X,o] est un B0 [x 2J-module de type fini, B[X,o] est à 

identité polynômiale. 

2) PROPOSITION (G. Cauchon) ; Il existe un anneau premier A, noethérien à 

gauche et à droite, à identité polynômiale 2 de centre C tel que: 

1) C n'est pas un anneau noethérien. 

2) A n I est pas entier sur c. 



3.6 

Soit k un corps commutatif et soit k[X 9Y] 1 1anneau des polynômes à 2 

indéterminées. 

(

P+XQ9 ~~+XR) 
M2 (k[X, Y] )/M = 

XS P+XT 

A vérifie les conditions de la proposition, son centre est 
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R.ADIC.AL DE JACOBSON D1 UN ANNEAU DE GROUPE 

SUR UN GROUPE DE FROBENIUS FINI 

par J. L • lVIARG OT 

Dans ce qui suit, A désigne toujours un anneau et G un groupe. Reprenant 

des résultats de [1] et [2] 9 nous montrons que le calcul du radical de Jacobson 9 

dans le cas particulier que nous envisagerons se ramène au calcul du radical d'un 

sous-anneau A[H] de 1 1 anneau de groupe A[G] 9 pour un certain sous-groupe H de G. 

on note R(x) le radical de Jacobson de 1 1 anneau X0 

L NOTATIONS ET RAPPELS, 

Les notations et les principaux résultats sur les anneaux de groupes 9 utilisés 

ici 9 peuvent être trouvés dans [3]o Nous rappelons entre autres g 

PROPOSITION I.1 g Soient A un anneau, G un groupe, N un sous-groupe de G. 

On suppose N normal dans G et que !NI~ 1 1 ordre de N, est inversible dans A 

alors ; 

1) wN est un idéal bilatère de A[G] 0 

L(wN) = R(wN) = A[G](!Nj- 1 LxL où 
X(N 

central de A[G]. 

est un idempotent 

(1(1) est 1 1annulateur à gauche de 1 1 R(I) 1 1 annulateur à droite). 

3) A[G] = wN@ L(wN)~ 

Nous faisons également quelques rappels sur les groupes de, Frobenius ( [ 4]). 



DEFINITION I. t : Un groupe de Frobenius G est un groupe de permutations 

transitif sur un ensemble X, vérifiant: 

1) Le sous-groupe Hx des éléments de G fixant un élément x de X est 

non trivial. 

2) Seule l'identité fixe plus d'un élément. 

Cette définition est équivalente à la suivante: 

DEFINITION I.2: Un groupe G est un groupe de Frobenius s 1il contient un 

sous-groupe propre H vérifiant: 

1) NG(H) = H. 

2) L'intersection de H et de tout conjugué IF de H diffêrent de H est 

réduite à l'élément neutre. 

(G est dit de complément H) 0 

Dans le cas d'un groupe de Frobenius fini, nous avons la proposition suivante 

PROPOSITION I.2: Soit G un groupe de Frobenius fini de complément H; alors 

1) L'ensemble N des éléments de G n'appartenant à aucun conjugué de H 

forme avec l'élément neutre de G un sous-groupe normal de G, appelé le noyau de G. 

2) IHI divise INl-1e 

3) N est nilpotent 0 

4) H induit un groupe régulier d I automorphismes de N .. 

II. QUELQUES RESULTATS PRELIJVIINAIRES2 

LEJVIJVIE II.1 : Si G est un groupe de Frobenius de noyau N, K un sous-gro~ 

de N, normal dans G, et si g i N, alors: 

-1 -1 / [K,g] = {x g xg x E K} = K. 

Preuve: (résultat démontré par Wallace dans le cas particulier K = N)o 

Soit x E K. K étant normal dans G, on a x- 1g- 1xg = x- 1(g- 1xg) E K; et 

donc [K,g] ,s:; K. 

Pour démontrer 1°inclusion inverse, il suffit de vérifier que l'on a 

l[K,g]I = jKI, c'est-à-dire que l 1 application K - [K,g] définie par x - [xpg] 

est injective. g n 1 appartient pas à N, et donc appartient à un conjugué de H 

et est différent de l'élément neutre; g induit alors par conjugaison un 



automorphisme régulier de N (proposition I.2, 4)) et donc: 

L'application x _,, [x,g] est donc injective. 

LEMME II. 2 : Soit A un anneau, G un groupe de Frobenius de noyau N tel 

que est inversible dans A. Soit e = IN' 1-1 Si w est un idéal 

bilatère de A[G] tel que W ('lA[N] = {o}, alors W = we. 

Preuve: La démonstration utilise les remarques suivantes: 

a.) A[G] est un A[N] module libre de base {g./g. E H, i = 1, •• .,jHj}, 
l l 

les g. formant un système de représentants des classes de N dans G. On pose 
l 

g1 = 1. Tout r de A[G] s 8 écrit donc r = r1g1+ ••. +rjHjglHI , r. E A[N], et 
l 

gi E H. On appelle longueur de r sur A[N] (et 1 1 on note ,eg(r)) le nombre de 

r. non nuls. 
l 

~) Soit r = r g. + ••• +r,~g· , chaque 
1 l 1 -"- lk 

r. 
l 

non nul o 

On a ,eg(r) = ,eg(r 1
), r' = rk ' 

et rJ_ = rlj(i) pour 
1 

décomposition de r sur A[N] et un hj(i) de Ho 

y) Si s est un élément non nul de w, on a alors 

w n A[NJ = { o}. 

Soit 1 8 élément 

un certain r. de la 
J 

,eg(s) ~ 2, car 

On suppose w n wN ~ {o}. On choisit dans cet ensemble un élément non nul de 

longueur minimale. D I après la remarque ~), cet élément r = r g. + ••• +r g. ~ 
1 l n l 

1 n 
chaque r. non nul, peut être choisi tel que 

l 
= 1 (W étant bilatère) 0 Soit 

z E z(N) ; donc z E z(A[N]). 
z z 

r +r
2
g. + ••• +r g. 

1 l n l 
2 n 

( z -1) ( z -1) = r
1
+r

2 
g. g. g. + ••• +r g. g. g. 

l l l n l l l 
2 2 2 n n n 



on a ( z -1) [ ] et donc rk g. g. E AN 0 

lk lk 

rz est élément de W nwN, ainsi donc que r-rz. 

on a donc tg(r-rz) ~ tg(r)-1 < tg(r). Comme r est de longueur minimale parmi 

les éléments non nuls de wN n W, on en déduit 
z 

r-r = O. 

Vk' (2 ~ k ~ n), Vz E z(N), -1 
rk-rk[z,g.] 

lk 
= Üo 

z(N) est caractéristique dans N, et N est normal dans G:z(N) est d one normal 

dans Go D I après 1 e 1 emme II. 1, on a alors : 

[z(N), g~ 1] = z(N), et donc 
Jk 

Vz E z(N), \;/k(2~k~n), sk( 1-z) = o. 

Chaque sk annule l 1 idéal à droite engendré par { 1-z/z E z(N)}, qui~ z(N) étant 

normal dans G est wZ(N),. 

étant inversible dans A, 1 z(N) 1 l'est égalemento Posons f = IZ(N)j- 1) x. 
~ 

f est idempotent central de A[G]o 

Il reste à montrer r = r f. r est de longueur supérieure ou égale à 2 
1 1 

(d 1 après y)), donc r = r +r g. + ••• 
1 2 J 

2 

et donc -1 r 1 - rg - r 1+ +r 9g .,.. j-1···ni 
2 n 

est d I après 

~) un élément non nul de W n wN de même longueur que r, tel que r; = r
2 

f O, et 

r 1 = r h. 
u 1 J 

1 
pour un g / No 

u 

on refait le raisonnement ci-dessus avec r 1 , d'où~ 

r ' = r I f d I où r h = r fh 
u u' 11 11 

et r = r f. 
1 1 

on a r=r+ ••• +rg. =rf+o .• +rfg. =rfo 
1 n i 1 n i 

n n 



0 N est nilpotent (proposition I.2 3)0 Soit z
0

(N) = {1}, z/N) = Z(N), ... zm(N) =îif 

la suite centrale ascendante de N. Pour chaque k, jzk(N)j est inversible dans A, 

et 1 1 on pose ~ 

fk = j~(N)l- 1)~g, qui est un idempotent central de A[G]o 

~ 
- Si r /= O est un élément non nul de longueur minimale de W n wN, alors 

r = rf
1 

o Supposons que jusqu'à zk(N), (k < m), on ait également r = rfk. 

Montrons qu'alors r = rfk • Pour cela il suffit de montrer 
+1 

V z E ~(N), z- 1(rifk)z = rifk . ( 1) 

[zk+ 1(N),g] = Zk+
1
(N) pour tout g i N. (2) 

(2) est une conséquence immédiate du lemme 11 0 10 Pour (1), plaçons-nous dans 

est central dans N 
A[ ] duoù ~ z:=-w, 

p 

c 0 est-à-dire: avec 

On a ; 

ufk € WA[N]zk(N) () A[N]fk. 

(1) et (2) étant démontrést nous pouvons refaire le raisonnement précédent~ 

et l'on aboutit à: r = rfk 
.+1 

De proche en proche, on montre ai.nsi r = rf = re, et donc 
m 

r E wN n L(wN) = {ü} (proposition L1), d'où r = Oo 

or; Qn a supposé r non nul. L'hypothèse supposée est donc fausse il 

n'existe pas d'élément non nul dans W n wNo 

Wn wN = {o}, et comme wN = A[G] (1-e)~ on en déduit w = we. 



IIIo RADICAL DE JACOBSONG 

THEOREME III 2 1 : Soit A un anneau, m un entier tel que m t R(A), G un 

groupe de Frobenius de noyau N et de complément H tel que m divise J HJ, alors 

JNJ est inversible dans A, et si e = JNJ- 1 1=_x, on a: 
X(N 

Preuve : 

JHJ divise (JNJ-1L donc m divise (JNJ-1), et est premier avec JNJo Comme 

m t R(A) 9 J NJ est donc inversible· dans AG 

On a alors g 

G 
D1 autre part, A[G]e = A[H]e ~ A[N], on en déduit; 

R(A[G])e = R(A[G]e) = R(A[H]e) = R(A[H])e ,s;;; R(A[G])o 

Comme G est fini, on a aussi: R(A)(G) s;; R(A[G]) ([3]) et donc 

- A Pour l'inclusion inverse, on se place d'abord dans l'anneau A= RDi} 0 On a 

R(A) = {ü}, et donc R(A[G]) n A[N] ~ R(A[N]) avec R(A[N]) = {ü} (d'après [3] 

et [5])G R(A[G]) est alors un idéal bilatère de A[G] d'intersection nulle avec 

D1 après le lemme IL2~ nous pouvons alors déduire 

R(A[G]) = R(A[H])eo 

Les inclusions R(A)(G) ~ R(A[G]) et R(A)(H) c R(A[H]), G et H étant finis 

permettent alors de conclure : 

Nous rètrouvons ainsi les résultats de [1] et [2]. 



COROLLAIRE III 2 2: Soit A un anneau tel que p ( R(A), G un groupe de 

Frobenius fini et de complément P un p-groupe, alors: 

R(A[G]) = R(A[P])e+R(A)(G) = (wP)e+R(A)(G), F 

(où p désigne un nombre premier). 

Ex:emple d 1 application ~ radical de Jacobson d 8une algèbre de groupe sur un 

CN-groupe résoluble fini. 

Dans ce qui suit 9 K désigne un corps de caractéristique p-/:- o. 
Un CN-groupe est un groupe tel que le centralisateur de tout élément distinct 

de l'élément neutre est nilpotent. 

Un CN-groupe G résoluble fini est d 1un des trois types suivants ([ 4]) 

1) G est nilpotent: Dans ce cas, si P est l'unique p-sous-espace de 

Sylow de G, on a : R 

R(K[G]) = wN. 

2) G est un groupe de Frobenius de noyau N et de complément H où H 

est un groupe nilpotent 0 

0 Si p divise jNj,- R(K[G]) est engendré dans K[G] par R(K[N]L 

Soit P l 1 unique p-sous-groupe de Sylow de N, nilpotent. On a: 

• Si_ p divise I Hj, soit S le seul p-sous-groupe de Sylow de H. 

On a : R(K[G]) = (ws)e, où e = INl- 1 Lx& 
X(N 

3) Il existe un premier q tel que, si Oq(G) est le plus grand q-sous-groupe 

normal. de G, O (G) 1uimage réciproque du plus grand q'-sous-groupe normal 
q,q 

de (dont l 1 ordre est premier avec q) , etc •.• , on a ! 

oq,q'(G) est un groupe de Frobenius de noyau 0 (G), 
q 

et 

Frobenius de noyau 
üq,q'(G) 

0 (G) 
q 

un groupe de 



o Si_ q /: Pt et si p divise loq,q 1 (G)I, soit H un complément dans oq,q'(G). 

et H est donc nilpotent. Soit S le p-sous-groupe de Sylow 

de Ho 
G 

Oq
9
q 1 (G) 

est un q-groupe, et donc R(K[G]) est engendré dans K[G] par 

R(K[O 
8

(G)]) et donc par Cws)e 9 où e = jo (G)l- 1 L x. R(K[G]) = Cws)e. 
q 9 q q XE:0 (G} 

q 

o Enfin 9 si q = p, et si S est un p-sous-groupe de Sylow de G, et H désigna.nt 
p 

le même groupe que précédemment 9 on a~ 

e = IIIl-1 Lx· 1 XE:H 

on a l 1 image réciproque de R(K[D (G)]), 
p 

Remarque ~ 1 8 anneau K[G] est indécomposable. 
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ANNEAUX AVEC DEVIATION 

D'après R. Gordon et J.C. Robson'!'--[ 1] 

La correspondance entre classes d 1 isomorphismes de modules injectifs indé­

composables et idéaux premiers associés pour les anneaux avec déviationo 

Tous les anneaux considérés à 1°exception des nil-sous-anneaux seront des 

anneaux unitaires; tous les modules seront des modules à droite u.nitaires 0 

Rappels 2 

Soit M un R-moduleo Alors la déviation de M est définie par récurrence 

transfinie de la manière suivante 

dev M = -1 si M = l o}. 
Si a _est un ordinal 9 alors dev M = a si dev M /., a et s I il n 1y a pas 

de chaîne strictement décroissante M = M ::::) M - . 0 1 

de M tel que pour tout dev M. /M. /.. a. 
l 1+1 

::::) M. ::::) ••• 
l 

de sous-modules 

Nous dirons que M est u.n module avec déviation s'il existe un ordinal a 

tel que dev M = a. 

Nous dirons que l 1 anneau R est un anneau avec déviation si le R-module à 

droite R est un module avec déviation. 

Nous dirons que le R-module C est a-notable si: dev C = a et 

dev c/c 1 < a pour tout sous-module non nul C' de C. 

Nous dirons que le R-module C est notable s 9 il existe un ordinal a tel 

que C soit un module a-notable 9 



5.2 

PROPRIETES. 

a. Si JVI est un module avec déviation et si N est un sous-module de JVI alors 

dev JVI = sup{dev N, dev M/N}. 

b. Si JVI = JVI (±) ••• (±) JVI , alors dev JVI = sup{dev JVI. , i = 1, ••• ,n}. 
1 n l 

c. Si JVI est un module avec déviation, alors dev JVI ~ sup{dev JVI/E+1, 

E sous-module essentiel de JVI}. 

d, Tout module avec déviation contient un sous-module notable non nul. 

e. Tout sous-module non nul d'un module a-notable est un sous-module a-notable. 

f. Tout module notable est co-irréductible. 

gc Un anneau semi-premier avec déviation est un. G-anneau à d~oite; c'est-à-dire 

R est Qe dimension finie et vérifie la condition de chaîne ascendante pour les 

annulateurs à droite. 

On supposera connue en plus la généralisation du théorème de Levitski aux 

anneaux avec déviation : 

h. Tout nil-sous-anneau d'un anneau avec déviation est un sous-anneau nilpotent. 

i. Tout module avec déviation est de dimension finie. 

L MODULES NOTABLES SUR DES ANNEAUX SEJVII-PREJVIIERS,. 

THEOREME 1. Soit · R un anneau semi-premier avec déviation. 

Soit { E. } . I 
l lt 

Alors : 

l'ensemble de tous les idéaux à droite de R essentiels dans 

dev R ,.$ sup( dev R/E. +1 , i E: I}. Si E est un idéal à 
l 

R. 

On sait déjà q_ue 

droite essentiel de R, ~osons ·a= dev R/E. R est alors un G-anneau à droite 

de t.elle sprte q_ue E contient un élément régulier x. 

Nous aurons donc 

La suite 
n R =:) xR =:) • • • =:) x R ::::> 

de sous-modules de R telle q_ue 

R R 
dev- ~ dev = a. 

xR E 

est alors une suite strictement décroissante 

n 
\.J X R 
v n, dev--- 4 a. 

n+1 
X R 

On en déduit q_ue 



dev R >;, a+1 puis 

dev R ~ sup{dev ;_+1, i E I}. 
1 

LEMME 2, Soit I un idéal à droite d'un anneau semi-premier avec déviation. 

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes . . 
a) I est co-irréductible. 

b) I est notable. 

On sait déjà que b => a. 

Supposons que I soit co-irréductible. I contient alors un sous-module 

notable non nul J. 

J n 1 est pas un nil idéal puisque R est semi-premier. Nous pouvons donc 

trouver un élément a E J tel que a ne soit pas nilpotent et tel que r(a) soit 

maximal parmi les annulateurs à droite des éléments non nilpotent~de · J. 

Si I n r(a) f. O, alors aR n r(a) f Oo 

Soit b E aR nr(a), avec b f. o. Nous pouvons écrire b = ax f. O et 

a2x = ab = O. 

Mais alors x E r(a 2) :::ir(a). Ceci est impossible d'après le choix de a. 

t-
Ainsi I (") r(a) = o. L'application x - ax est alors un homomorphisme 

injectif de I dans J. I étant isomorphe à un sous-module non nul d'un module 

notable est notable. 

PROPOSITION 3, Soit R un anneau semi-premier avec déviation. Soit 

{C. 9 i E I} la famille de tous les idéaux à droite notables de R. Alors 
. l 

dev R = sup{dev Ci 1 i E I} ... 

.Ji effet&. R étant de dimension finie, nous pouvons trouver une somme -- ll 

d.irecte finie E= (±) C. j) d 8 idéaux à droite notables de R telle que E 
i=1 

1 

essentiel dans R. 

Alors dev R/E < R d I après le théorème 1. 

On en déduit dev R = dev E = sup { dev Ci} = sup{ dev 
i= 1, ••• ,n 

i } E I • 

soit 



COROLLAIRE 42 Soit C un idéal à droite notable d'un anneau premier R 

avec déviation. Alors dev C = dev R. 

R est un G-anneau premier. Tout idéal à droite co-irréductib1è. contient 

une copie de chacun des autreso Les idéaux à droite notables ont donc tous même 

déviation. L0égalité est alors une conséquence de la proposition 3. 

PROPOSITION 5s Soit R un anneau semi-premier de déviation a. Soit D 

un R-module a-notable 0 Alors D contient une copie isomorphe d'un idéal à 

droite de R. 

n 
Soit E = (f) C. une somme directe finie d 1idéaux à droite notables de R, 

1. 
i=1 

telle que E soit essentiel dans R. 

Si DE = o·, alors Hom(R/E, D) -/, O. 

Soit O f= cp € Hom(R/E, D). Alors cp(R/E) f= 0 et cp(R/E) f; D. Ainsi 

a·= dev D = dev cp(R/E) < dev R = a. Ce n'est pas possible. 

Nous aurons donc DE j O, de telle qorte qu 1il existe Ci tel que 

DC. ,j: 0, 
1. 

puis un homomorphisme f:C. - D non nul. 
]. 

Mais alors : dev D = dev f( Ci) ~ dev Ci ~ dev R = dev D. 

a-notable 1 ce n°est possible que si f est injectif. 

IL illEAUX: PREMIERS DANS UN ANNEAU AVEC DEVIATION., 

c: étant 
]. 

LEMME 1 9 Soient P 
1 

c P 
2 

deux idéaux premiers d I un annequ R avec 

déviation 0 Alors dev R/P
2 

< dev R/P
1

• 

En effet 9 

essentiel dans 

• 

P
2

/P
1 

étant .un idéal non nul de Panneau premier 

R/, . on en déduit : 1 0 

dev R/P 
2 

= dev {R/P 
1 

)/ (P2_/P 1) < dev R/P 
1 

d 0après le théorème I.1. 

est 

THEOREME 22 Tout anneau avec déviation possède la condition de chaîne 

ascendante pour les idéaux premiers. 



En effet~ toute c2aîne strictement croissante d I idéaux premiers induit une 

c:haîr.e strictement décroissante dg ordinaux 0 Le théorème découle alors d.eB pro­

pri.étés des ordinaux 0 

THEOREME 32 Soit R un anne,au avec déviationo Alors la famille des idéaux 

premiers contenant un idéal donné possède un nombre fini d O éléments mi.nimaux: 0 En 

p1:1rt::Lculier 9 tout idéal semi-premier est une intersection finie d I idéaux premiers o 

Soit I un idéal de R 0 Soit S 1 1 intersection de tous les idéau.Y premier;:,. 

de R contenant L R/S est alors ux1 anneau semi-premier avec déviation donc un. 

G-a1meau 0 Il ne contiellt donc qu 0un nombre fini d 1 idéaux premiers de R/S 0 On en 

déduit que S est 1°intersection d 0 un nombre fini d 0 idéaux premiers de R 0 

THEOREME 4s Tout idéal d 1 un anneau avec déviation contient u..n produit fini 

d I idéaux _premiers o 

Soit N le radical premier de R. Alors N est le produit d 1 1-m nombre fini 

d I idéaux premiers de R 0 Comme N est UJJ. nil idéal de R, c'est· un nil-sous-anneau 

de R0 N est donc un anneau nilpotent 0 O est donc le produit d 0un nombrs fini 

d I idéa'J.X premiers de R 0 

IIIo LA CORRESPONDANCE ENTRE CLASSES D0 ISOMORPHISME D0 INJECTIFS INDECOMPOSABL.EQ. 

ET IDEAUX PREMIERS ASSOCIES2 

,PROPOSITION IIL 19 SoH C un K-module notableo Alors la déviation de C 

est m:Lnimale :parmi les déviations des sous-modules non nuls de E( c). 

Soit O ~ A _s;; E(c)o Alors A ra C ~ O et dev C ::::: de:v(A ri c) ❖ dev A. 

,JHEOREME 2..._ Soi.t R un. a.11.neau avec déviation. Alors 

(I) Les injectifs indécomposables sont exactement les enveloppes i:i:i,jecti.ves 

des R-modules notables 0 

(II) Deux R-modules notables ont des enveloppes injectives isomorphes 2i et 

ssntlement si 1 iun d O entre eux contient une copie isomorphe d I un sous-module nœ:1 

:Dtl de l'autre 0 



(I) Tous les R-modules notables étant co-irréductibles~ leurs enveloppes 

injectives sont indécomposables. 

Réciproquement: soit E un injectif indécomposable de Mod Ro Soit 

O ~ x un élément de E. xR est un module avec déviation et contient donc un 

sous-module notable non nul c. Alors C .s;; E et E = E(C). 

La démonstration de (II) est immédiate. 

Le théorème 2 présente des analogies avec un théorème de Lambek et Michler 

établissant une correspondance entre les classes de liaisons d 1 idéaux critiques 

et premiers à droite et les classes duisomorphismes d 0 injectifs i.ndéoomposables 0 

Les deux théorèmes sont liés pour les anneaux noethériens. En effet I est 

un idéal à droite cri tique de R si pour tout idéal .à droite A de R contenant 

strictement I, Hom(R/ A, E(R/I)) = O. 

On démontre que cette condition est équivalente à tout homomorphisme non 

nul d'un sous-module non nul de R/I dans R/I est injectif 0 

Il est alors immédiat que R/I est notable => I est uxi. idéal cri tique 

de R. La réciproque n I est pas toujours vraie, même si I est u..n. idéal à droite 

critique et premier à droite. 

Exemple: Soit A
1 

1°algèbre de Weyl à deux générateurs sur un corps de carac­

téristique nul. Il est connu que A
1 

est un anneau simple et noethérie.!1 et 51 

possède un idéal à droite I tel que A
1
/r est une extension non scindée d 1 ,r::1 

module simple par un autre module simple non isomorphe. 

(J.C. Mac Connell et J.C. Robson. Homomorphisms and extensions of modules 

over some differential operator ringso J. Algebra 1973. Vol. 26 9 pp. 319-3400 

Corollaire 5.10). 

Il est clair que I est èri tique et que I est premier à droite pu3.sque 

A
1 

est un anneau simple. 

Alors dev A/I = O et I n I est pas notable. 



5.7 

Si C est un R-module co-irréductible, soit 

P = { x E: R, 3 O -/: N s; C tel que x E: ann N} • 

Alors il est immédiat que fP est un idéal bilatère premier de R. Nous 

dirons que !f> est associé à C. 

Il est immédiat que tout sous-module non nul de C et toute extension 

essentielle de C possède le même idéal premier associé que c. 

S'il existe un sous-module C' non nul de C tel que :P = ann C
1

' 

alors §) est le seul élément de 1 1 assassin de C ; c I est-à-dire de la famille 

des idéaux premiers de R qui annulent un sous-module premier de C. 

On rappelle que C' s; C est un sous-module premier de C si et seulement 

si O -/: C" s; C 1 => ann C" = ann C'. 

THEOREME 3, Soit C un R-module co-irréducti ble. sur un anneau avec déviation •. 

Al ors l'assassin de C contient un élément @ • Autrement dit, il existe C 8 s; C 

tel que ann C' = ass C' = ass C = ~ • 

Nous savons d I après le théorème II.4 que 1 1 annulateur de C contient un 

produit fini d'idéaux premiers. 

La famille $" des idéaux premiers de R annulant un sous-module non nul 

de C est donc non vide. D'après le théorème II.2, nous pouvons choisir un idéal 

premier {§) maximal dans ~ 

Alors il existe O -/: C' s; C tel que C 1 ~ = O. Si C11 s; C1 et CB ,j:, O 

le choix de g=.> et le théorème II. 4 montrent que ann R/~ C" = O de telle 

sorte que ann C" = 51> 

Il est alors aisé d'en déduire que ~ appartient à 1 'assassin de C et 

que ~ est 1 1 idéal premier associé à C. 

Si E est un injectif indécomposable, le théorème 2 montre qu'il existe 

un R-module notable C tel que E = E(c). Le théorème 1 montre que la déviation 

de C ne dépend que de la classe d'isomorphisme de ~- Nous appellerons cet or­

dinal, la dimension critique de E et nous le noterons cr dim E. 

g;> = ass E est un idéal premier et il existe C1 s; C, C' notable tel que 

ann C' = SV = ass C. C1 est un R/(P-module de telle sorte que : 

dev C' ,< dev R/f soit : cr dim E ,< dev R/ass E. 



PROPOSITION 4. Soit R un anneau premier avec déviation et soit C un 

R-module notable. 

Alors dev C = dev R si et seulement si R contient une copie isomorphe 

d'un sous-module non nul de c. 

La condition nécessaire découle directement de la proposition I.5. 

Réciproquement. Supposons qu 1 il existe Of D s;; C et un homomorphisme 

injectif de D dans R. Alors 

corollaire I. 4. 

dev D = dev C et dev D = dev R duaprès le 

THEOREME 5 2 Soit R un anneau avec déviation et soit @ un idéal 

premier de R. Alors il existe un injectif indécomposable et un seul à u.11. 

isomorphisme près tel que : ass E = ·5-> et dev R/6'-> = cr dim E. 

Soit C un idéal à droite co-irréductible duc-anneau premier R/~ 

Nous pouvons supposer que C est notable. Comme R/!51> 

ann R/rf.l ( C) = assR/!f-> ( C) Q Ainsi assR ( C) = @> 

est un anneau premier 1 

Les propriétés de C comme R/s=;>-modules permettent de dire que ER(c) 

est un R-module injectif indécomposable et que cr dim ER(c) = dev C = d.ev R/!P 

duaprès la proposition 4. De plus ass ER(c) = ass C = ~ • 

Soit E un injectif indécomposable tel que ass E = lf> et 

dev R/ffJ = cr dim E. Alors il existe D s;; E, D notable tel que E = E(D) 0 

annD= @> et dev D = dev R/f§> 0 D est alors un R/'s-' -module non nul. 

Il contient donc un sous-R/~-module notable D1 qui se plonge dans R/~. 

Comme les idéaux à droite co-irréductibles de R/BD possèdent des sous-modales 

non nuls isomorphes, il en résulte que E = ER(D) = ~(D 1
) ~ ER(c). 

Nous rappelons qu'un anneau premier est essentiellement borné à drci.tFJ si 

tout idéal à droite essentiel de R contient un idéal bilatère non nul~ 

Un anneau R vérifie la condition de K:rause à droite si tout quotier..t 

premj_er de R est essentiellement borné à droite. 



Nous allons maintenant considérer les propriétés suivantes g 

- P : l'application E - ass E induit une bijection entre les classes d 1 isomor-
1 

phismes de R-modules injectifs indécomposables et les idéaux premiers de R,, 

- P : pour tout R-module injectif indécomposable E, dev R/ ass E = cr dim E. 
2 

- P
3 

R vérifie la condition de Krause. 

THEOREME 8,6: Soit R un anneau avec déviationo 

Alors p <=> p <= p • 
1 2 3 

L'équivalence entre p 
1 

et P 
2 

découle directement du théorème 5 0 supposons 

que P
3 

soit vrai mais que p
2 

ne le soit pas. En considérant éventuellement le 

quotient de R par un idéal premier !P , on peut supposer que R est l.L.'1 a.YJ.neau 

premier pour lequel il existe un R-module injectif indécomposable E tel que 

ass E = O et cr dim E < dev R. 

E contient un sous-module monogène et notable C tel que E = E(C) et 

ann C = 0 0 Il existe alors U..YJ. idéal à droite non nul A de R tel que C ~ R/Ao 

Comme ann R/A = o, A n'est pas essentiel dans R. Il existe donc un idéal à 

droite B de R tel que A () B = O. On peut alors plonger B dans Co Cela 

n'est pas possible d'après la proposition 4 car: 

cr dim E = dev C < dev R. 

La réciproque p
1 

> p
3 

a été établie par Krause pour les anneaux 

noethériens. 

[1] R. GORDON and J.C. ROBSON, Krull dimension. Memoirs of Amer. Math. Soc, 

t. 1331 1973. 
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REPRESENTATIONS INDECOMPOSABLES DES EN­
SEMBLES ORDONNES FINIS 

par Mme Michèle LOUPIAS 

Soient I un ensemble brdonné fini et k un corps commutatif. Nous dé­

signerons par G la catégorie des espaces vectoriels sur k de dimensior.. 

finie. En considérant la catégorie sous-jacente à l'ensemble ordonné I nous 

noteronl? 
k 

I = Hom(I, t) 
= 

la catégorie des foncteurs de I dans • Un 

objet E de k l sera donc un diagramme du espaces vectoriels de dimension 

finie 9 sur l'ensemble I. Il sera défini par la donnée duun ensemble duespaces 

vectoriels de dimension finie, (E(i)). , et duun ensemble duapplications 
J.E:l 

linéaires (E .. ) ( . . ) 2 
JJ. J,i fI 

où E .. est une application linéaire de E(i) dans 
JJ. 

i~j 
E(j) avec les propriétés 

E .E .. = E . 
,eJ JJ. ,ei 

pour i ~ j ~ ,e • 

Eii = id E(i) 

Un objet de k l sera appelé une représentation de I. 

La catégorie k J est abélienne et tout objet de k l est de longueur 

finie. Elle vérifie le théorème de Krull-Remok-Schmidt. En fait elle est équi­

valente à la catégorie des modules à gauche de longueur finie sur l'anneau A 

défini comme suit : A est un sous-anneau des matrices n x n, à coefficients 

dans k, où n = card I, avec la propriété a=;(a .. ) f A 
J.J 

a. . = 0 pour i ~ j E: I s j ,i i . 
J.J 

si et seulement si 
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Lvensemble I sera dit de type de représentation finie (en abrégé T.R.F 0 ) 

si la catégorie k J a un nombre fini de classes d'isomorphie d 1 indécomposables 0 

D'après [1] nous connaissons un certain nombre d 0 ensemble de T0 RoF? qui sont 

A = a a •• 0 a 
n 1 2 n+1 

C 

1 1 

D = b a- d d d 
n 1 1 2 n 

C C 

11 1 1 

E6 = b b -a- d ~· E == b b -a d d d 
2 1 1 7 2 1 1 2 3 

C 

1 1 

ES = b b -a- d d d d 
2 1 1 2 3 4 

Le type de représentation de 1 i ensemble ne dépend pas du sens des flèches, 

ce qui n'est pas le cas de l 1 ensemble suivant 

(cf, [4]), 

Nous connaissons d'ailleurs toutes les représentations indécomposables de 

ces ensembles. 

Soient ' ••• ' J s 
les composantes connexes de I munies de l I ordre 

induit par celui de 1 0 Nous savons que k l ~ k J
1 

x k J
2 

x •.• x k Js. Donc 

1 est de T.R.F. si et seulement si 1
1 

~ 1
2 

, ••• , ls le sont. Donc nous sup.129~ 

serons désormais que 1 est connexe 0 

Nous allons maintenant donner une liste d'ensembles qui ne sont pas de 

T.R.F. et qu~ jouent un grand rôle dans la suite de ce travail. 

n°après [1] nous connaissons: 



b 
1 

~ 1 

D1 -· b a b2 c3 3 
1 
b 

4 

b 
12 

~ 
b -· E6 
1 1 

C C a-··· d 2 1 1 

C 
2 

d 
2 

7,3 

C 
1 

C 
2 

b 
1 

1 

a ···-

r, 
1 

d d d -~ .. El7 1 2 3 

b 
1 1 
a ---- d --d ----d ----d. ----d 

1 2 3 4 5 

Nous allons compléter cette J.iste par les 7 ensembles qui vont être traités 

dans les propositions 1, 3P 4 et 5 

.L.. L I enseinble suivant, R _,. n'est 
1 

pas cle T. R.F 

a 
1 1 

y/a~b 
b b b b 

~c-/ 
1 2 3 4 

Soit ~ la sous-catégorie pleine de k ~
1 

formée des représentations E 

de R
1 

telles que ker Eyc n ker ~be = { o}. 

;l; des Teprésentations F sur E
8 

== 

Elle est êquivalente à la catégorie 

YI -> S <- b 1 -- b ! - b l -- b ! _..__ b ! 

1 2 3 4 

telles que Im Fsy' + Im Fsb' -· F(s). 

Décrivor..s le foncteur de '(:; dans .:l5 réalisant l'équivalence 

1 i image de l'objet E de ~ 

soit F 

On pose F(s) = la somme fibJ'.'ée de E(y) et E(b) au-dessous de E(c) et 

V i E r-{ c} on pose F(i 1
) :::: E(i), Les flèches de la représentation F sont 

évident. s. 



Le foncteur réciproque fait correspondre à un objet F de !O l'objet E 

de ~ défini par : 

E(c) = le produit fibré de F(y') et F(b 1 ) au-dessus de F(s) et 

Vi € Ë - { s} E(i) = F(i. t) ; les flèches de la représentation 
8 

E sont 

évidentes. 

~ ayant un nombre infini de représentations indécomposables il en est de 
A meme pour ~ et donc pour k I, 

Une démonstration analogue s I appliquera pour les ensembles 

a 
14 
a 
13 
a 
!2 
a 
1 1 

/a 
y ~b 

'-c/ 
b 

1 

qui ne sont pas de T .R, F o 

a a 
2 1 

a 
1 

b 
1 

b 
2 

k.. LEMME : Soient 't; et :;o deux catégories de Krull-Remok-Schmidt et 

<Il un foncteur additif de ~ ~ :O admettant une section ':î!, Si ~ ~ 

nombre infini de classes d 1isomorphie d I ob.jets indécomposables. il en est de 
A meme pour 

Soit C un objet indécomposable de ~ • Nous décomposons <IJ(C) en somme 

directe d 1 indécomposables de tlJ 1 <Ii(C) =@ D .• 
. l 
1. 

Comme nous voyons 

que ':î!(D.) = o 
l 

pour tout i '/ i 
0 

pour lequel ':f!(D. ) ::. C. La classe d 1 isomor­
l 

phie de D. 
l 

0 

est parfaitement 
0 

déterminée par la classe d 1 isomorphie de C et 

nous fabriquons ainsi une injection de l'ensemble des classes d 1 isomorphie des 

objets indécomposables de t dans l'ensemble des classes d'isomorphie des 

objets indécomposables de ~ , Le résultat s'ensuit. 
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-2.?.. L'ensemble suivant, R
5 

, n'est pas de T.R.F. 

Nous savons d'après [ 2] q_ue la catégorie ;f des espaces A fibrés de la 

manière suivante a une infinité d 1 objets indécomposables 

B ! -> X -> A <- A 

Î Î 
1 

C -> y 
1 

<- A <- A <- A 
2 3 4 

Nous définissons le foncteur <1> de dm1s 

diagramme : 

les applications de <1>(A) éta.YJ.t toutes canoniques. 

en :posant <1>(A) = le 

Le foncteur œ est additif et admet une section ~ définie comme suit 

si E = 

C 
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est une représentation de R
5 

nous posons ~(E) = 

Le résultat s'ensuit d 1 après 2. 

~ L'ensemble R
6 

suivant n'est pas de T.R.F. 

/d 
a --> a ~ 1 î b <- b <- b <- b i; 1 2 3 

"c 
Soit la catégorie des représentations F de l I ensemble 

1 

î 
4<-0->2 

l 
3 

Nous fabriquons le foncteur 

si F == 

Alors çp(F) == E = 

dans k R de la ma"'lière suivante 
==6 



F 
0 

r(x X y X)~ (x X +Y X) 
~ 2 9 3' 3' 4 2~ 3 3' 4 

~
1

,~
2

,~
3 

sont les injections canoniques. 

Le foncteur çp est ad.di tif et admet une section ':T! définie de la mar:.iè.rs 

suivante 

Si E est u..ri objet de k ~
6 

égal à 



Nous posons ~(E) = F avec 

F = C 
0 

F = 
1 B/Im ~ 

1 

F = D 
2 /rm 6~ 

1
~

2 

et 

et cp 1 

et cp2 

et 

J,e résultat s I ensuit d I après 2, 

7. 10 

C -1._> 
can 

B--> 

C 6Y > D can 
: --> 

~ L'e:'.'.l.semble suivant~ R n'est pas de T.R.F. 
7 

b <- b 
1 2 

B/Im ~ 
1 

D/Im 6~1~2 

soit A le foncteur de k R dans k R 
=6 =7 

ainsi défini. 

Si E = 
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D 

A1 i>I\ 
~2 ~3 

<1Î B 
~1 

B1 B2 B3 <- <- <-

X\/ 
C 

est un objet de k ~
6 

nous posons 

Les applications y,6 ,~
1 

,~
2 

sont évidentes. On montre facilement que le foncteur 

~ 
Aif2 de k ~ 

1 
.dans k ~7 

admet une section. Le résultat s'ensuit d'après 2. 

~ Nous résumons les résultats précédents dans la liste fondamentale d'ensembles 

gui ne sont pas de T,R.F. 

b ~ 
11 D1 

b a- b 
4 

1 

2 

b 
3 

C 

b 

12 
b 

1 1 

C a-
2 1 

d 
1 

d 
2 
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---C C - C2 1 3 

R5 
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On remarquera que nous n'avons pas orienté un certain nombre de flèches. 

cuest que le type de représentation de I ne dépend pas de leur sens. 

Définition: Etant donné un ensemble ordonné I nous appellerons ensemble 

opposé.à I l'ensemble sous-jacent à I muni de l'ordre opposé à celui de I. 

Nous le noterons ro. Les catégories k J et k io étant anti-équivalentes 

par dualité des espaces vectoriels) I est de T.R.F. si et seulement si I 0 l'est. 

L. PROPOSITION: Soit I un ensemble ordonné fini. Si I est de T,R,F,, alors 

tout sous-ensemble de I muni de l'ordre induit est aussi de T,R.F. 

Nous utilisons la démonstration du lemme 9.3, p. 234 de [3]. Soit J un 

sous-ensemble de I et soit ex 1 1 injection canonique de J dans I. On sait 

que ex définit le foncteur restriction de 

E ex , et 
0 

ex possède un adjoint /3 

k J dans au moyen de 

défini comme suit: 

Soit E' E k ~; pour i E I posons Y(i) = {j E Jjj ~ i}. Nous posons 

13(E1 )(i) = la limite projective de la restriction de E' à Y(i). Les appli­

cations 13(E')ji se définissent de manière évidente. Nous avons ex/3 = id k ~-

Il en résulte que si E' est un indécomposable de k ~' et si 

/3 ( E' ) = E 
1 

(±) E 
2 

on a 

ceci implique E
1 

= 0 

ex(E
2

) = O. Mais d'après la définition de 13(E') 

Donc 13(E1
) est un indécomposable de. k J• 

Remarquons que ex a aussi un co-adjoint y obtenu en remplaçant les limites 

projectives par les limites inductives et on a aussi exy = id k ~-

~ PROPOSITION: Soient I et J deux ensembles ordonnés finis et f un mor­

phisme d'ensembles ordonnés, surjectif de I sur J. On suppose de plus que pour 

tout j E J, f- 1(j) ordonné par l'ordre induit par I est un sous-ensemble. 

_c_o_nn_e_x_e___,c.._al_o_r_s __ si_· I est un ensemble de T.R.F. il en est de même pour J. 

En effet f définit un foncteur de . k g dans k J au moyen de E - Eof. 

Si F = Eof on a F(i) = E(j) pour tout i E r:·1(j) et Fih = id E(j) pour 

tout t,h E f-1(j), h ~ t. Il est clair que si E est indécomposable Eof l'est 

aussi. 
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Remarquons 1 1 importance de la condition "f- 1 (j) est connexe pour tout j E: J" 

dans la proposition précédente~ 

Soit I = 

1 

Î 
et J=D = 2 -> 0 ~ 3 

1 
et soit f le morphisme d'ensembles ordonnés de I 

t 
1 

d.ans J défini par f(a) = f(b) = O, f(d) = 1, f(a ) = 2~ 
1 

f(b) = 3, f(c) = 4. 
1 

Nous savons que D 
k =1 

n'est pas de T.R.F, mais nous montrons par un argument ana-

logue à celui de 1. que k J est de T0 R0 F 0 ceci est dû au fait que f- 1(o) = {a,b} 

n 1 est pas connexe. 

Puisque J est isomorphe à un quotient de I nous sommes amenés à nous poser 

le problème suivant: 

Etant donnée une relation d'équivalence définie sur I, à quelle condition 

peut-on ordonner l'ensemble quotient de telle sorte que l'application canonique 

soit lUl morphisme d'ensembles ordonnés ? 

..5k, La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est g 

il n'existe aucune suite finie et non constante de classes d'équivalence 

I" 9 I,,o• ■ ,I8 (s ~ 1) et des éléments x. et y. E: I., j = 0,1, ••• ,s, tels que 
.v 1 -------- l - l J 

y S-1 ,$. X S ' y S ~ X O • 

...1Jk_ Définitions et notations. 

Une relation d'équivalence sur I vérifiant la conditi.on 9. et telle que 

chaque classe soit connexe est appelée une relation d I équivalence contractante 9 

Si I est muni d'une relation d'équivalence contractante, l'ensemble quotient 

sera d~.t obtenu à partir de I par contraction ou que c I est un contracté de I. 

Un intervalle est un ensemble ordonné ayant un plus grand et un plus petit 

élément. 
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Soient aetbE:I avec a~b. Nousnoterons [a,bJ=lxE:Ija ❖.x~b}. 

Nous définissons de même [a,b[ = lx E: ria ❖ x < b}, Ja,b], Ja,b[, 

]<-,a], etc ••. 

Nous dirons qu'un sous-ensemble J de I est convexe dans I ::;ii pour tout 

a,b E: J avec a~ b on a [a,bJ c J. 

Remarquons que les c;J.asses, d'une relation d'équivalence contractante sur I, 

sont convexes dans I. 

Soit H un sous-ensemble connexe et convexe dans r. Alors la relation 

d'équivalence sur I dont les classes sont H et les ensembles { x} lorsque 

x / H, est cDntractante, on dira que c I est la relation d'équivalence contractante 

associée à H4 

Soient a,b E: I. Nous dirons que a et b sont voisins si a et b SDnt dis­

tincts et comparables et s'il n'y a aucun élément compris strictement entre a et b. 

On appellera contraction élémentaire une contraction associée à un intervalle 

[a,b] où a et b sont voisins. 

Remarquons que toute contraction est la composée de contractions élémentaires. 

J.L. Exemple de relation d'équivalence contractante, 

Soit I = 

/a 
b -b '\d d 

1 

'c/' 
1 

1 
C 

1 

Considérons la relation d'équivalence contractante associée à H = {b,c,d}. 

Alors l'ensemble quotient est~ 

et donc I n'est pas de T.R.F. 



Définitions; Nous dirons qu'un ensemble ordonné fini I est critique si 

I n 1 est :pas de T 0 R.F., mais si tout sous-ensemble :propre muni de l'ordre induit 

est de T0 RoF0 ainsi que tout ensemble contracté de I :par contraction élémentaire. 

N01.1s di.rons q_u8un ensemble ordonné fini est crucial si c'est un ensemble de 

.la liste 60 ou 1 1 opposé d 1 un ensemble de la liste 6. 

Nous dirons qu'un ensemble ordonné fini est sympathique si aucun de ses 

sous-ensembles muni de l'ordre induit n'est crucial ou ne se contracte en un 

ensemble crucial 0 

Tout ensemble de T.R 0 .F0 est sympathique. Tout sous-ensemble et tout contracté 

d 1 un ensemble sympathique est sympathique. 

Nous donnerons enfin sans les démontrer les énoncés des deux théorèmes suivants ! 

J.k THEOREME~ Les ensembles critiques sont identiques aux ensembles cruciaux. 

~ THEOREME Les ensembles de T0 R0 F 0 sont identiques aux ensembles sympathiques. 



7. 17 

BIBLIŒRAPHIE 

[ 1] P. GABRIEL, Unzerlegbare Darstellungen I. 

Manuscripta-Math. 6 (1972), pp. 71-103. 

[ 2] P. GABRIEL, Représentations indécomposables des ensembles ordonnés 

d'après NAZAROVA et ROITER [5], Séminaire DUBREIL, 

1972/73, n° 13 .. 

[3] MITCHELL, Theory of catégories. 

Pure and applied mathematics, 17. 

[4] N. CHAPTAL, Objets indécomposables dans certaines catégories de foncteurs. 

C.R. Acad. Sc. Paris 268 (1969), pp. 934-936. 

[5] L.A. NAZAROVA, ROITER, Représentations des ensembles ordonnés, 

Zapiski naucnykh Seminarov Leningr. - Otd -

Mat. Inst. steklova, t. 28,-(1972), pp. 5-31. 



UNIVERSITE DE PARIS SUD 

CENTRE DI ORSAY 

SEMINAIRE D1 ALGEBRE NON COll'IlVIUTATIVE 

Conférence n° 8 des 24 février et 
3 11'.[ars 1975 

SUR. LA THEORIE DE LA REIB.ESENTATION9 Io 

REPRESENTATIONS OF EXTENDEND DYNKIN DIAGRMIS 
AND SOIVJE APPLICATIONS~ II. 

par V. DLAB 

- non rédigée -



UNIVERSITE DE PARIS SUD 

CENTRE DI ORSAY 

SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n ° 9 du 10 Mars 1975 

ANNEAUX D'ENDOMORPHISMES A IDENTITES POLYNOMIALES 

par J o L. PASCAUD 

-non rédigée -



UNIVERSITE DE PARIS SUD 

CENTRE D n ORSAY 

SEMINAIRE D1 ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

conférence n° îO du 17 Mars 1975 

THE REPRESENTATION TYPE OF LOCAL ALGEBRAS AND 
THE INDECOMPOSABLE REPRESENTATIONS OF THE 
DIHEDRAL 2-GROUPS 

par C.M. RINGEL 

- non rédigée -



INTRODUCTION. 

UNIVERSITE DE P.ARIS-SîJD 

CENTRE DI ORSAY 

SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COJVllVJ.UTATIVE 

Conférence n° 11 du 14 Avril 1975 

SUR LA CONDITION DE ORE PAR RAPPORT A c(p) 
d'après Go CAUCHON 

par JVI. DJABALI 

Initialement, notre but était d 1 exposer un résultat de G. ]Vlichler [7]. Ce 

résultat est le suivant. Soit A un T-anneau (à gauche) tel q_ue pour tout idéal 

premier P, la condition de ore (à gauche) soit vérifiée par rapport à c(p) : 
alors A vérifie la condition d 'Artin-Rees (à gauche). or il se révèle q_ue ce 

résultat est faux: dans la première partie de l'exposé nous donnerons un contre 

exemple. La suite de l'exposé sera consacrée à des résultats non publiés de 

G0 Cauchon. Rappelons q_ue des résultats concernant le même domaine ont été 

exposés par L. Lesieur [5]. 

Tous les anneaux considérés sont des anneaux unitaires 2 

(1) SUR LE RESULTAT DE G9 JVIICHLER. 

on rappelle q_ue si A est un anneau noethérien (à gauche), la correspondance 

q_ui ~ à tout module injectif indécomposable E, associe 1 1 idéal premier P = Ass(E) 

est surjective. 

DEFINITION 12 1. Un anneau noethérien (à gauche) est dit T-anneau. (à gauche) 

si la correspondance définie ci-dessus est bijective. 

PROPOSITION L2 9 (Krause). Pour gu 'un anneau noethérien (à gauche) A soit 

un T-anneau. il faut et il suffit que. pour tout idéal premier P, 1 1 anneau A/P 

véri.fie la condition suivante ~ tout idéal à gauche essentiel contient un idéal 

bilatère non nul. 
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DEFINITION 1. 3, Un anneau A est dit vérifier la condition dt .A.rtin-Rees 

(à gauche) si, pour tout couple d I idéaux (à gauche) I ~ J, et pour tout entier 

naturel n, il existe un entier naturel h tel gue: }1 n I c ?I. 

PROPOSITION 1.4 9 Soit A un anneau noetherien (à gauche) vérifiant la 
n condition d'Artin-Rees et soit R son radical de J4cobson. Alors nR = o. 

n h 
posons I = n R • Il existe un entier h tel que R n I c RI. Donc 

I c RI et donc I = RI. Le lemme de Nakayama montre que I = 0 0 

Contre-exemple au résultat de Michler O Dans [3] Jategaonk.ar donne un exemple 

du anneau A dans leq_uel tout idéal à gauche est principal et bilatère. D I après 

1.2 A est un T-anneau. Soit p un idéal premier et c(p) 1 1 ensemble des 

éléments réguliers modulo P. Montrons q_ue la condition de Ore est vérifiée. Si 

s E: c(p) et a E: A, il faut montrer q_u0il existe s 1 E: c(p) et a 1 E: A tels 

q_ue: s 1 a = a's. or 1°idéal As étant bilatère, sa E: As. Mais dans l'anneau 

A considéré, nRn f- O, ce q_ui montre q_ue A ne peut vérifier la condition 

d 0 ,A.rtin-Rees 2 

(II) CONDITION DE ORE PAR RAPPORT A c(p) ET COEUR DE E(A/P). 

Nous allons prouver le théorème suivant. 

THEOREME 29 12 (G. Cauchon). Soit A un anneau noethérien (à gauche). Soit 

P un idéal semi-premier de A. pour que A vérifie la condition de Ore 

par rapport à c(p), il faut et il suffit gue P annule le coeur de E, 

E étant 1 1 enveloppe injective du A-module à gauche A/P. 

Quelques rappels (cf. [1], chap. III). 

Soient A un anneau et S un système mul. tiplicatif d O éléments de A. On 

associe à S un système d O idéaux à gauche F de la manière suivante : pour 

que I E: F, il faut et il suffit q_ue pour tout a E A, il existe s E: S tel 

que sa E: L 

En posant I•, a= {À E: A, Àa E: I}, on écrira de manière éq_uivalente: 

(I·. a) n s / /J. 
F est un système topologisant, c I est-à-dire que : ( I) si I E: F, et si 

J:::JI, alors JE:F. (n)si IetJE:F alors InJE:F.(III)si IE:F, 

I '. a E: F pour tout a E: A. 



Il est clair que tout idéal de F contient un élément de S0 par contre la 

réciproque n 1 est pas toujours vraie 0 

PROPOSITION 2 0 22 Pour gue les idéaux de F soient tous les idéaux contenant 

u11 élément de s, il faut et il suffit gue A vérifie la condition de Ore par 

rapport à So 

Dans toute la suite A sera noethérien à gauche o p sera un idéal 

semi-premier F sera le système topologisant associé au système multiplicatif 

PROPOSITION 22 39- Tout idéal (à gauche) contenant P et contenant un élément 

de C(P) appartient à F 0 

Ceci découle du fait que la candi tion de Ore est vérifiée dans A/P 

(tho de AoWo Goldie [2])0 

PROPOSITION 2.49 Pour gue A vérifie la condition de Ore par rapport à 

c(p)~ il faut et il suffit gue si I i F, alors I+P i Fo 

Si la condition de Ore est vérifiée, on a vu que ~ I i F <=> I n c( P) = p. 
Or il est immédiat que I n c(p) = fJ <=> (I+P) n c(p) = Po 

Réciproquement~ soit I tel que I nc(p) / Po Alors (I+P) n c(p) F Pv et 

alors I+P E F (2 0 3)0 Donc I € F0 La condition de Ore est vérifiéeo 

DEFINITION 22 52 on appelle idéal à gauche P-critigue un idéal maximal pour 

la propriété de ne pas appartenir à F 0 

PROPOSITION 2 2 62 Pour gue A vérifie la condition de Ore par rapport à 

c(p), il faut et il suffit gue p soit contenu dans tout idéal P..,critigue. 

Ceci est une conséquence immédiate de (2.4)0 

Quelques rappels sur le coeur d 1 un module injectif (cf. [6]) 0 

DEFINITION 2o7. Soit E un A-module injectif. on appelle coeur de E~ et on 

note C(E) le sous-module n Ker h, h E: End AE' Ker h essentiel dans E. 
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Notation on appelle C*-CE) 1 1 ensemble des éléments non nuls x de E 9 tels 

que .A;2n x soit maximal (parmi les annulateurs d 1 éléments non nuls) 0 

On suppose que E = E
1 

G, 0 •• (±) E 9 où les E. sont des A-modules injectifs 
n J. 

indécomposables 0 on trouvera dans [ 6] les démonstrations des propositions sui-

vantes o 

PROPOSITION 22 8. C*(E) c C(E). 

COROLLAIRE : c(E) /= 0 ( on rappelle que A est noethérien) o 

PROPOSITION 223__._ C(E) est constitué par tous les éléments x pouvant 

s 0éc.ri.re sous la forme : x = .x + ..• +x , x. € E. , x. = O ou bien 
1 n l l l 

Dans toute la suite 9 E sera 1°enveloppe injective du A-module (à gauche) 

A/PO Ce module étant de type fini 9 E est somme directe d O un nombre fini d I in­

jectifs indécomposables 0 

PROPOSITION 22 102 Pour que I E F, il faut et il suffit que I vérifie 

1°une des conditions équivalentes suivantes 

(r) HomA(A/I,E) = O. 

( II) l3 annulateur à droite de I dans E est nul 2 

Véquivalence de (I) et (n) est claire (on rappelle que A est unitaireL 

Quant à l'équivalence I E: F <=> Hom(A/I,E) = O, elle est démontrée dans [4]. 

COROLLAIRE ~ I /., F <=> ] .x f- 0 9 x E E tel que Ix = O. 

PROPOSITION 2 2 11 2 Les idéaux :r-critiques sont tous les idéaux de la forme 

Ann x, x E: C*(E). 

Ceci découle immédiatement du corollaire précédent 0 

Démo.nst.rati:Jn d11 théorème 2 0 1 : 

D1 après 2.6~ la condition de Ore est équ.i.valente à la condition : si I est 

:r-critique9 p C Io 

Supposons que la condition de Ore soit vérifiée. 

x. = 0 ou bien x. E c-i<-( EL Si x. E: C*( E) , Ann .x 
l l J. 

X€ C(E) (=)X= .X + ..• +x , 
1 n 

est P-critique (2.11) et 

donc P c Ann x" Il est donc clair que Px= 0 9 Vx € c(E). 
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Si P0 C(E) = O, on a P.C*(E) = O (2.8)0 Donc P est contenu da.n.s tout 

idéal P-critique (2011). 

Remarque g on peut montrer que la condition de Ore entraîne 1°égalité P = Ann c(E). 

(III) ANNEAUX PRINCIPAUX ET CONDITION DE ORE. 

Nous allons démontrer le théorème suivant. 

THEOREME 3,, 12 (G. Cauchon) 0 Soit A un anneau principal (à gauche) 0 Alors 

pour tout idéal semi-premier P, A vérifie la condition de Ore par rapport 

à c( P). 

Dans toute la sui.te A sera un anneau principal (à gauche). 

Notation: L'ensemble des générateurs des idéaux de F sera noté S. 

PROPOSITION 3,2. Pour gue s E s, il faut et il suffit gue 1°annulateur à 

droite de s dans E soit nul 2 

Cela découle de (2.10). 

PROPOSITION 3e3e On a Sc C(P). 

En effet~ si As E F~ As n c(p) ~ p. Mais on sait d'après [2] que dans 1°anneau 

noethérien ·semi-premier A/P le fait qu 9 u.'l élément s est régulier est équivalent 

au fait que (A/P)s est essentiel dans A/P. 

PROPOSITION 3, 42 S est un système multiplicatif et A vérifie la condition 

de Ore par rapport à S. 

S est un système multiplicatif d 9 après (3 0 2). La condition de Ore est véri­

fiée parce que F est un système topologisant (2.2). 

Rappels g Si M est un A-module à gauche, on peut construire le module de frac­

tions s- 1Mo Pour ceci on considère le sous-module T(M) = {x E M, 3s E S, sx = o}. 

Alors T(1v1/T(M) ),= 00 On se ramène donc au cas où T(M) = Oo Alors, si E(JVI) 

est 1°enveloppe injective de M9 s- 1M= {x E E(M), ]s ES, sx € M}. 



PROPOSITION 32 5 2 T(A/P) = O. 

Cela résulte de ce que S c c( P). 

1L6 

En fait, d'après la caractérisation de C(E) que nous avons rappelée, il 

suffit de montrer que C*(E) c s- 1(A/P). Soit x E C*(E). posons~ 

I ={A€ A, AXE A/P}. I est un idéal à gauche qui contient Ann x. Comme E 

est uDe extension essentielle de A/P~ Ix ~ O. Donc I contient strictement 

An.nx. Comme Anrrx est P-critique (2.11), on voit que I E F. Donc I contient 

u..11. élémE>nt de S. 

Démonstration du théorème 3.1 

Il suffit de montrer que 

PS- 1(A/P) = O. Soient p € P 

P.C(E) = O ~ il suffit donc de montrer que 

et x E s- 1 ( A/ P) • ] s E S tel que sx E A/ P. La 

condi.tion de Ore est vérifiée par rapport à S. Il existe donc s 8 E s, p 1 € A 

te:s que~ s 0p = p 8 s. Comme s 1 p E P et s E c(p), p 1 E P. D1 autre part, 

p 1 sx = o. Donc· s 0 px = o. Alors px= 0 (3.2). 

Remarque g On peut montrer le résultat suivant~ pour que la condition de Ore 

soit vérifiée, i.1 faut et il suffit que F contienne un système cofinal d I idéaux 

à gauche principaux. 
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Le calcul propositi.onnel est une partie 11facile 11 de logique 9 beaucoup plus 

simple que le calcul des prédicats; cl est une approximation grossière du 

raiscnnement mathématig,ue 9 qui permet cependant de résoudre certains problèmes 9 

ccmme nous allons l.e voir O Pour de plus amples détails sur le calcul proposi­

tio~nel ~ nous renvoyons au livre de G0 Kreisel et J 0 L 0 Krivine [3]o 

§ 1o QUELQUES ELEMENTS DU CALCUL PROPOSITIONNEL. 

DEFINITION 1 ~ on appelle structure propositionnelle un ensemble P infini 

ou non 9 dont les éléments sont les variables propositionnelles 9 auquel on adjoint 

sept symboles g (, ) 1 7 9 V 9 AP <->, ->. 

DEFINITION 2 ~ On. construit sur cette structure des formules propositionnelles 

qui sont des suites. X ~X ,Ooo9X finies9 où les X, sont soit dans p9 soit 
0 1 n l 

l'un des sept symboles 9 et que .l 1 on obtient par application d'un nombre fini de 

.fois des règles suivantes g 

p € P => p est une formule. 

si F est mie formule 9 1 (F) 

si F et G sont des formules 9 

(F) <-> (G) sent des formules. 

est une formule 0 (souvent écrite 7F). 

(F) V (G) t (:ai) A (G), (F) -> (G) F 



THEOREME 1 ~ Pour toute formule F, il .Y,. a un et un seul des cas suivants 

1 ) F est une var.iable propositionnelle 0 

2) F est de la forme lG où G est une formule, 

3) F est de la forme G V H, 

4) F est de la forme G A G, . 
5) F est de la forme G -> H, 

6) F est de la forme G <-> H, 

où G et H sont des formules uniquement déterminées. 

Distribution de valeurs de vérités; C'est un procédé qui permet d 1 associer 

à chaque formule~ la valeur O (faux) ou 1 (vrai). 

Soit p un ensemble de variables propositionnelles et soit 6 une applica­

tion de p dans {0~1} 0 cette application 6 se prolo:ng:e à 1°ensemble c?t; des 

formules propositionnelles grâce 

1) aux tableaux de vérité. 

Si F et G sont des formules dont on connaît la valeur on déduit que 

si H= 7G 6H = 1-6 (G) 

si H= FVG 6H = sup(oF~oG) 

si H= FA G 6H = inf(6F,6G). 

Si H= F -> Gi on lit 6H dans le tableau suivant 

F G F ->·G 
_,,_,_"""'o-,.,_.c,-,~ 

1 1 1 
1 0 0 
0 1 1 
0 0 1 

Si H= F <-> G, on lit 6H dans le tableau suivant 

F G F <-> G -~--,---_,a..,-, 
1 

1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 

2) grâce au théorème 1 et à la règle de formation des formules propositionnelles. 
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Toute formule F dépend en fait d'un nombre fini de variables proposition­

nelles de par sa formation. 

F = F(p
1

, ••• ,pn) et toute application o:P _. {ü,1}, détermine une 

valeur de oF. 

Nous dirons qu'une formule F est satisfaisable s 1il existe une distri­

bution o: P _. { O, 1}, telle que oF = 1. 

Si [1t; est un ensemble dé formules Fi ':l,.E:I nous dirons que 

tisfaisable. s'il existe une distribution o:P _. {ü,1}, 

pour tout F. de J. 

telle que 

;;t' est sa­

oF. = 1, 
l 

§ 2. APPLICATION DU THEOREME DE TYCHONOFF AU CALCUL PROPOSITIONNEL. 

Soit (Ei\EI une famille d 0 espaces topologiques. fT Ei est 
J.O 

topologique où, par définition, tout ouvert élémentaire est de la 

un espace 

forme n A., 
iEI l 

est un ouvert de E. , pour tout 
J. 

i de I, et où A- = E., 
l J. 

sauf pour un 

nombre fini d'indices. 

THEOREME DE TYCHONOFF : Si (K.). I est une famille d I espaces topologiq_ues 
J. J.E: 

compacts, TTK. ... J. 
J.E:I 

est compact, avec la topologie produit précédemment décri te. 

(Pour les démonstrationsP nous renvoyons à Bourbaki [2]). 

Ainsi, un ouvert élémentaire 'U.i de TT E. 
iEI 1. 

est déterminé par la donnée 

d 0une famille finie d'ouverts u ' ... 'u de E
1 

, ••• , En respectivement u. f E. 
1 n l 

U, = {x € IIE. ' X= .(x.). ; X. E: u. pour i = 1,2, ••• ,n}. 
1. J. 1.0 1. 1. 

Appliq_uons ces résultats aux calculs propositionnels. : <Soit p 1 ° ensemble 

des variables d'une structure propositionnelle; {ü,1}p est, si l 1 on munit 

{ü,1} de la topologie discrète un espace compact. [C'est avec la notation 

précédente TT f 0,1} J. 
P 

p. 
p. E: J. J. 

J. 



Un ouvert élémentaire 'U, de { O, 1} p est déterminé par la donnée d uùne 

famille d 9 ouverts de {Or1}, distincts de {ü,1}, donc par la donnée de 

n nombres 

Soit F(p
1

, ••• ,pn) une formule dépendant exactement des n variables 

,., 
P1, •.• ,pn • A cette formule F, nous pouvons associer F sous-ensemble de 

{0,1jp
9 

à savoir : 

" p 
F = {o E { o, 1} ; oF = 1}. 

Si on a nécessairement 

F est un ouvert de 
p 

{0,1} . 

(E. = O ou 1) et toute application o de 
l 

= E1, ••• ,60(pn) = En 

{09 1}p telle q_ue 

o(P
1
) = E

1
, •• qo(pn) = En 9 impliq_ue nécessairement Donc si 

A 

6
0 

appartient à F 9 

A ,. 
est ouvert contenu dans F~ contenant o • Donc 

0 
F est ouvert". De même F est 

fermé car ôF = 1 si et seulement si ô 7 F = 1 ; donc 

p ~ 
ôF = o} = { o E { o, 1} ; ô 7 F = 1} = ïF et ~F est 

aussi ouvert 9 donc F fermé 0 

COROLLAIRE 1 : Un ensemble pt de formules propositionnelles est satisfai­

sable. si et seulement si. tout sous-ensemble fini de P'b est satisfaisable. 

La condition nécessaire étant triviale, il reste à démontrer la condition 

suffisante. Dire q_ue ê7t:; est satisfaisable, c 0 est par définition dire q_u0 il 

existe ô telle q_ue ôF = 1 pour tout F de ~ 
' 

soit encore q_ue 

n A 

F est non vide. 
FE fit' 

Mais puisq_ue toute partie finie de Jt, $, 
A 

est satisfaisable n F 
FE~ 

est non vide, pour toute partie finie ~ de pt ; et comme les F sont des 

fermés de p I'\ F" {ü,1}, compact, 1 1 est encore non vide d 0 après la propriété 
FE ot' 
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caractéristique des espaces compacts, et c7'& est satisfaisable. 

(ce corollaire 1 est encore appelé théorème de finitude). 

Remarque Le théorème de Tychonoff se démontre moyennant l'axiome de Zorn 

par suite le corollaire 1 en dépend également. 

§ 3,, APPLICATION AUX STRUCTURES ALGEBRIQUES ORDONNEES. 

Soit E un ensemble; Ex E = {(aPb) ; a E E, b E E} est un ensemble que 

1 1 on peut considérer comme un ensemble de variables propositionnelles, Consi-

dérons le système tlf:_ de formules suivantes 
E 

1 ) (a 9 a), pour tout a de E. 

fitE 
2) (a 9 b) V (b,a), pour tout a et 

3) 7[(a 9 b) /\ (b~a)] 9 pour tout a 

4) (a,b) /\ (b,c) ➔ (a,c) pour tout 

tout b de E. 

et tout b distincts de 

a, tout b, tout c de 

c?t'E constitue bien un système de formules 9 infini si E est infini. 

Eo 

Eo 

THEOREME 2 ~ est satisfaisable. si et seulement si, E est totalement 

ordonné 0 

Si 6 est application de Ex E ➔ {0,1} qui satisfait 

a ~ b si et seulement O (a 9 b) = 1 o 

ordonné par ~' on posera 0 (a,b) = 
Et inversement, si 

si et 

et 1 1 on aura bien pour toute formule F de 

E est totalement 

si b < a, 
I= 

THEOREME 3 ~ Un groupe [un demi-groupe] peut être totalement ordonné si et 

seulement si tout sous-groupe [tout sous-demi-groupe] engendré par un nombre 

fini d'éléments peut l'être, 

[ce théorème est un résultat déjà connu pour les groupes, cf [5] par exemple 

mais c'est la première démonstration qui en est donnée pour les demi-groupes] 0 

Rappelons qu'un groupe [un demi-groupe] G est totalement ordonné si lion 

a défini sur G une relation d'ordre total ~ 9 isotone, c'est-à-dire telle que 

a,< b implique ac ~ be et ca ,< cb pour tout a, b, c de G. 



Ainsi 9 à un groupe G [uB demi-groupe] 9 nous pouvons associer l 9 ensemble 

G x G des variables propositionnelles et le système c?t;'G suivant des for­

mules propositionnelles~ 

1 ) (a 9 a) pour tout a de G. 

2) (a 9 b) V (b 9 a) pour tout a et tout b de Go 

i%G 3) 1[(a 9 b) A (b,a)] 9 pour tout a et tout b distincts de G. 

4) (a~b) A (b,c)-,. (a,c), pour tout a, tout b, tout C de G. 

5) (a 9 b) -,. (ac 9 bc) A (ca,cb) pour tout a 9 tout b 9 tout C de G. 

Comme précédemment, il est facile de vérifier que G peut être totalement 

ordonné 9 si et seulement si le système XG est satisfaisable pour une distri­

butim Oo (Il suffit de poser a,< b, si o(a 9 b) = 1 et réciproquement)a 

La condition nécessaire du théorème est triviale. Démontrons donc la 

condition suffisante 0 Soit ~ un sous-ensemble fini de c7t et soit H l'en­
G 

semble des éléments de G intervenant dans les formules de ~ ~ par exemple, 

si la formule (a, b) -,. (ac, be) A (ca 9 cb) figure dans ~ 9 les éléments 

a 9 b 9 ac 9 bc 9 ca 9 cb figurent dans Ho H est un sous-ensemble fini de G9 engendré 

par H. Par hypothèse 9 K est un sous-groupe [ sous-demi-groupe J totalement 

ordonné ; donc le système $;'K de formules propositionnelles construit sur 

1 9 ensemble K x K de variables propositionnelles est satisfaisable. Mais ~ 

est u.YJ. sous-ensemble de c,4., • donc 
V\,K ' 

.Ainsi tout sous-ensemble fini de 

théorème de fini.tude ( corollaire 1), 

~ est évidemment satisfaisable 0 

XG est satisfaisable; d'après le 

,,.,µ est lui-même satisfaisable" donc Cl()G , 

le groupe G [le demi-groupe G] peut être totalement ordonné. 

COROLLAIRE 1 ~ Un groupe abélien peut gtre totalement ordonné 2 si et seulement 

si il est sa.YJ.s torsion. 

D'après le théorème 3 précédent 9 il suffit de démontrer ce théorème pour les 

groupes abéliens de type fini. Si G est abélien, de type fini 9 sans torsion~ 

il est isomorphe à 

graphique. 

n z et peut être totalement ordonné par 1 ° ordre lexico-· 

Inversement, si un groupe (abélien ou non) est totalement ordonné et si x 

est un élément différent de l'élément neutre, e 9 on a par exemple e < x d 1 où 



X ( x 2 (car dans un groupe l 1 isotomie est stricte) et, par suite, 
n 

x est 

distinct de e pour tout n, et G est sans torsion. 

COROLLAIRE 2 g Un demi-groupe S idempotent peut être totalement ordonné si 

et seulement si tout sous-demi-groupe fini de s peut être totalement ordonné. 

Dans un demi-groupe idempotent (x = x 2 pour tout x) 9 le demi-groupe engendré 

par un nombre fini d'éléments est fini (la propriété que nous venons d'énoncer est 

démontrée dans [2]). 

On retrouve bien ainsi un résultat de T. Saito. Rappelons en effet que dans 

[4], nous avions donné une condition nécessaire et suffisante pour qu'un demi­

groupe idempotent fini puisse être totalement ordonné. Or dans [6], par des 

méthodes différentes~ T. Saito a donné une condition nécessaire et suffisante 

dans le cas général. Et il s'avère que ces conditions sont les mêmes, ce qui est 

immédfat d'après le corollaire 2 ! .. 0 
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