PUBLICATIONS

MATHEMATIQUES

D'ORSAY

Décompositions de mesures
et
Recouvrements aléatoires

par

FAN Ai Hua

89 - 03

Université de PARIS-SUD

Département de Mathématiques

Batiment 425
91405 ORSAY France



PUBLICATIONS

MATHEMATIQUES
D'ORSAY

Décompositions de mesures
et
Recouvrements aléatoires

par

FAN Ai Hua

89 - 03

Université de PARIS-SUD

Département de Mathématiques

Batiment 425
91405 ORSAY France



TITLE : DECOMPOSITIONS OF MEASURES AND RANDOM COVERINGS

ABSTRACT.- First a measure 1is decomposed into regular part and
singular part. Two methods of decomposition are given, one is deterministic
and the other stochastic. Several quantities, called dimensions of a
measure, are introduced. They give a quantitative measurement of how
singular 1is a measure. The class of unidimensional measures is considered.
Several examples are given : Riesz products, harmonic measures, Wiener and
Lévy chaos, etc...

Secondly we study random coverings of certain groups; This is related
to the previous theory. A complete solution is given for the groups (Z/cZ)¥
and T. We also study the rarity of covering intervals and the convergence
of the martingale associated to the covering.
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Titre : DECOMPOSITIONS DE MESURES ET RECOUVREMENTS ALEATOIRES

RESUME : On étudie d'une part la décomposition d'une mesure en parties
réguliére et singuliére. Deux méthodes sont données, l'une déterministe,
1’autre probabiliste. On introduit plusieurs quantités, appelées dimensions
d’une mesure, qui en donne une mesure quantitative de la singularité. On
introduit aussi la notion de mesure unidimensionnelle. Plusieurs exemples
sont traités : produits de Riesz, mesures harmoniques, chaos de Wiener et
chaos de Lévy, etc..

On étudie d'autre part des problémes de recouvrement aléatoire de
certains groupes , problémes liés a4 la théorie précédente. On donne une
réponse compléte pour 1le groupe (Z/cZ)" et pour le cercle. En outre, on
étudie 1la rareté des intervalles couvrants et 1la convergence de la
martingale associée au recouvrement.
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INTRODUCTION

Ce travail a pour objectif de mettre en lumiére la liaison entre la
théorie probabiliste de décomposition de mesures et la théorie
déterministe. Dans les deux cas il s’agit de la régularisation des
mesures. Ces deux théories sont en apparence tout-a-fait différentes. En
réalité, comme on verra, elles coincident cependant dans certains cas
comprenant ceux qui nous intéressent le plus, citons, le probléme de
recouvrement ([7], [15], [20], [42]), le chaos multiplicatif de Gauss
([8], [18]) et le chaos multiplicatif de Lévy ([9]), etc..

Le chapitre I est une présentation de ces deux théories générales.
D'une part, & partir d’'une suite de poids positifs indépendants et
normalisés définis sur un espace localement compact T, est défini un
opérateur de projection [EQ dans 1l’espace des mesures bornées M(T), qui est
appelé un opérateur de chaos multiplicatif. Autrement dit, 1’espace M(T)

. est décomposé en deux

M(T) = Img(EQ) ® Ker(EQ).

D'autre part, étant donné un noyau de potentiel ¢ défini sur T, si ¢
satisfait &4 un certain principe du maximum, toute mesure s'écrit
uniquement en somme de deux mesures, dont 1l'une est une somme de mesures
de P-énergie finie (dite P-réguliere) et 1'autre est concentrée sur un
borélien de P-capacité nulle (dite P-singuliére). On appelle ceci la
décomposition de Kahane car c’est lui qui semble avoir pour la premiére
fois observé ce phénoméne. Pour la commodité, désignons par Ky 1'ensemble
des mesures P-réguliéres et par §; l'ensemble des mesures P-singuliéres.
Dans cette terminologie, 1l'’espace M(T) est décomposé encore en deux

M(T) = R @ Sp.

La projection de M(T) dans Ky est d’'ailleurs appelée 1l'opérateur de ¢-
régularisation. Voila les deux méthodes de décomposition. En dépit de leur
dissemblance, elles coincident de temps en temps. Pour plus
d'informations, le lecteur peut consulter les chapitres III, IV, V et
VIII.

En tant qu’application de la décomposition de Kahane et d'un théoréme
de P. Assouad (on peut se passer de ce dernier théoréme si 1'on admet un
autre de R. Kaufman, qui dit que dans tout espace métrique la dimension de
Hausdorff et la dimension capacitaire sont égales pour tout borélien), est
développée au chapitre II une théorie des dimensions des mesures définies

sur un espace métrique. On y introduit sept quantités pour mesurer la



taille des boréliens portant une mesure donnée. Bien que ces quantités se
définissent de maniéres différentes, il n'y en a que trois qui sont
distinctes. On les appelle respectivement (dans l’ordre croissant)
1’exposant énergique, la dimension inférieure et la dimension supérieure.
Chaque mesure posséde alors trois valeurs éventuellement distinctes.
Ltégalité de la plus petite et de la plus grande définit donc une classe
fine de mesures que 1l'on appelle atomes faibles, tandis que 1l'égalité des
deux dimensions définit une autre classe de mesures, que l'on appelle
mesures o-dimensionnelles si la valeur commune est cor.

Un probléme trés naturel, que nous posons alors, est de savoir les
dimensions de 1'image par une certaine application d'une mesure dés que
l’on connait les dimensions de cette derniére. I1 est facile de démontrer
qu’un plongement lipschitzien préserve les dimensions & une constante
multiplicative prés, ainsi qu’un mouvement brownien fractionnaire dans un
espace de dimension assez grande. De méme, les opérateurs de chaos
multiplicatif partagent la méme propriété mais & une constante additive
prés. Pourtant, en sens opposé, une mesure harmonique sur une courbe de
Jordan, 1'image par application conforme de la mesure de Lebesgue sur le
cercle, qui est toujours l-dimensionnelle (Makarov), peut étre
non-atomique.

Un autre probléme, que nous posons également, est de reconnaitre les
dimensions d’une mesure donnée, tout particuliérement de savoir si une
mesure donnée est unidimensionnelle ou non. De ce point de vue, certains
produits de Riesz sont construits et étudiés sur différents groupes. Sauf
les cas extrémes, il est plausible que les produits de Riesz soient
toujours unidimensionnels, mais jamais atomiques. Cela est confirmé par
les produits de Riesz dyadiques définis sur {~1,1}N, et aussi par des
produits de Riesz aléatoires définis sur T. Les produits de Riesz
aléatoires sont d’ailleurs un outil dans 1’étude des produits de Riesz
déterministes. Il en est ainsi, par exemple, pour la convergence presque
partout d’une série trigonométrique lacunaire (définie sur un groupe
compact quelconque) relativement & un produit de Riesz déterministe ({10]).

Telle est la matiére des chapitres I et II. Dans ce qui suit, plusieurs
cas concrets sont mis a 1l'étude.

Le chapitre III est consacré a un processus de naissance et de mort a
savoir la martingale c-adique de Mandelbrot dont la variable déterminante
obéit a la loi '

PW=c* =c*,P(W=0)=1- ¢ %

{(La martingale générale avec W positive quelconque a été construite par B.
Mandelbrot en 1974 comme un modéle de turbulence, puis étudiée par
d'autres auteurs ([16], [21], [26], [34], [39])). On démontre que la
décomposition selon la martingale envisagée est tout justement la



décomposition selon le noyau de Riesz d'ordre o du groupe c-adique.

Le chapitre IV est une version détaillée d’une note ([9]) relative aux
constructions et études des chaos de Lévy additifs et multiplicatifs, qui
servent comme modéles de 1l’analyse ou la simulation de champs
atmosphériques ou géographiques fortement fluctuants sur de trés grandes
gammes d’échelles, ou interviennent des exponentielles de wvariables de
Lévy. On ne démontre ici que l’existence des opérateurs pour 1l’indice de
Lévy compris entre 0 et 1. Faute du théoréme de comparaison qu’a le chaos
gaussien, on a donné quand méme certains résultats, par exemple, la valeur
critique pour expliciter la régularité et la singularité. Nous reviendrons
ailleurs sur le probléme : comment construire le chaos de Lévy d’ordre «
l<a<2) ?

C'est en utilisant la méme idée qu'’au chapitre IV, que l’on a obtenu
des analogues pour une martingale liée au recouvrement sur le tore T
(d 2 2). C'est 1’affaire du chapitre V.

Les trois derniers chapitres traitent le probléme de recouvrement sur
le cercle T. Ce sujet a été donné en 1956 par Dvoretzky ([7]), a la suite
duquel on s’est engagé dans la recherche de la réponse compléte ([2], [15],
[32], [41]). I1 faut attendre jusqu’en 1972 ou L. Shepp ([42]) a
trouvé une réponse exacte concernant le recouvrement du cercle tout
entier. Le probléme d’'un compact quelconque est alors posé, et puis résolu
par J.-P. Kahane ([20]).

Si le cercle est recouvert, chaque point du cercle sera recouvert par
un nombre infini d'intervalles jetés au hasard. Combien y en a-t-il en
fait ? C'est une question posée par L. Carleson (communication orale). On
répond qu’'il y en a trés peu. Précisément, congidérons le cas ou les
longueurs des intervalles jetés est la suite {—} (& > 1). Alors parmi les
n premiers intervalles jetés, il y en a au moins O0(log log n) et
au plus O(log n) qui recouvrent un point fixé quelconque.

C’'est le contenu principal du chapitre VI.

Le théoreme de Shepp a une autre conséquence : pour la mesure de
Lebesgue X, la martingale Q A(T) converge dans L' et L? en méme temps.
Prenons le cas particulier traité au chapitre précédent avec 0 < @ < 1. On
démontre qu'a ce moment, la martingale converge dans LP pour tout p > 0,
et méme que la fonction caractéristique de la limite est une fonction

entiére d'ordre o Cela est fait au chapitre VII.

Au chapitre VIII, on s'occupe du probléme de recouvrement par des
intervalles de longueurs aléatoires. On y étend le résultat de Kahane en
suivant les idées de Shepp et de Kahane.
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CHAPITRE I.- DEUX PROCEDES DE DECOMPOSITION DE MESURES

Dans ce chapitre on va exposer deux procédés de décomposition de
mesures. Nous rappelons d'abord la théorie de Kahane de martingale indexée
a4 laquelle se raménent tous les problémes étudiés par la suite. Cette
théorie peut étre considérée comme un procédé de décomposition d’une
mesure en deux parties dont l’une est sa partie réguliére et l'autre est
sa partie singuliére. Nous démontrons ensuite que, dans un ordre d'idées
différent, du moins en apparence, nous pouvons aussi décomposer une mesure
en deux morceaux selon un noyau de potentiel ¢ satisfaisant 3 un certain
principe du maximum. Cette fois-ci, 1'un des morceaux est $-régulier et
1'autre est P-singulier.

Ces deux procédés ayant été indiqués, on va exhiber certaines
martingales et certains noyaux.

Le fait le plus important est que, dans certains cas, ces deux
procédés de décomposition coincident,

1. DECOMPOSITION SELON UNE MARTINGALE INDEXEE

Nous travaillons toujours dans un espace localement compact, disons
X. Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer X compact. Désignons
par M (X) le coéne des mesures de Radon positives (bornées) sur X. Nous
allons construire des opérateurs dans M' (X), qui seront ensuite étendus
aisément sur M(X), l’ensemble de toutes les mesures de variation totale
finie sur X. Ces opérateurs sont souvent des opérateurs de projection qui
permettent donc de décomposer chaque mesure en deux, dont 1’une est dans
1’image, et l’autre est dans le noyau de 1l’opérateur,

Soit (2,#,P) un espace de probabilité. Supposons que l'on ait une
suite croissante de sous-tribus (#),.nN dans & et une suite de fonctions
aléatoires (Qn(x,m))nem, telles que

a) Pour tout x€X, la suite (Q,(x,.)),gy soit une martingale positive

adaptée a () qy 3



b) Pour presque tout w € Q, les fonctions Q,(.,w)) (n € N) soient
boréliennes et positives.

Nous appelons ce couple (Qn(x,w),fh)nem, ou simplement (Qn(x,w))nem,
une martingale positive indexée par X.

Ecrivons Q, = Q,(x) = Q,(x,w), et notons son espérance
E Q,(x) = q(x).
D'apreés la propriété de martingale, cette quantité ne dépend pas de n.

Par ailleurs, soit o un élément de M'(X). Pour tout n, nous

considérons une mesure aléatoire Q,0 définie par

Q. 08) = [, Q, (x)do(x)

ol A (C X) est borélien. A partir d'une martingale indexée (Qn)nEN et
d’une mesure o, nous avons ainsi obtenu une suite de mesures aléatoires
I1 existe un théoréme fondamental de Kahane qui assure la convergence
faible de la suite (Qno)nem.

THEOREME 1.1 ([19]). Supposons q € L' (o). Alors presque sGrement la suite
de mesures aléatoires (Q,0),y converge dans la topologie faible vers une
mesure aléatoire S.

Dans la suite, nous écrivons

S
Es

i

Qo
EQo

pour indiquer que S et ES sont produits & partir de la mesure o et de la
martingale (Q,),eN- Alors Q est un opérateur qui transforme chaque mesure
o dans M'(X) (ou dans M(X)) en une mesure aléatoire Qou. Et [EQ est un

opérateur dans M'(X) (étendu aisément dans M(X)) qui transforme o en [EQo.

I1 existe deux cas extrémes. Le premier est que Qo = 0 p. s., dans ce
cas-1a on dit que Q est dégénéré sur o, ou bien Q tue 0. Le second est que
Qo = qou, 4 ce moment on dit que Q agit pleinement sur o. Voici une
observation simple, mais trés importante qui constate que le cas géndral
peut étre décomposé en ces deux cas extrémes, ce que dit le théoreme
suivant.

THEOREME 1.2 (Kahane [19]). Etant données une martingale indexée (Qn)nEN et
une mesure o € M'(X), on peut écrire Q,, d'une seule maniere, comme une
somme de deux martingales positives indexées



Q, = Q, + Q.

telles que l'opérateur correspondant Q' (resp. Q") agisse pleinement (resp.
soit dégénéré) sur o. Si, de plus, q(x) = 1 sur X, l'opérateur EQ est une
contraction sur M (X).

Maintenant, considérons un cas particulier. C’est aussi un procédé
simple de construire des martingales positives indexées, & savoir la
multiplication aléatoire. Une suite (Pn(x,m))nEm (%X , &) de poids
indépendants et normalisés est - par définition - telle que

a) Pour tout x€X, P, (x,.) (n€lN) soient variables aléatoires positives
avec EP (x,.) =1 ;

b) Pour presque tout o2, P,(.,w) (nSlN) soient fonctions borélienmes
positives ;

¢) Les sous-tribus (5h)nEm engendrées par <Pn(x>)nEW soient
indépendantes.

Posons ensuite

n
Q,(x,0) = []p,(x,0).

m=1

Nous obtenons une martingale indexée par X telle que q(x) = 1. Ecrivons

P, = P,(x) = P,(x,w). Nous avons alors une amélioration du théoréme 1.2.

THEOREME 1.3 (Kahane [19]). Etant donndes une suite de poids (Pn)nem comme
ci-dessus et une mesure oSM' (X), il existe un borélien B dans X tel que

=0 + o"

avec

[ L -
o' =0l , 0 o‘lsq

et que Q agit pleinement sur o' et tue ¢". De plus
o' = [EQo.
L'opérateur EQ est donc une projection.
Désormais on ne considére que des martingales positives indexées par

X produites par multiplications aléatoires. EQ est donc toujours une
projection. Du théoréme 1.3, il est facile de déduire que 1l'espace M(X) peut



s'écrire sous la forme de somme directe
M(X) = Img EQ ® Ker EQ.

Toute mesure appartenant a4 1'image de [Q sera dite Q-réguliere, et
toute mesure appartenant au noyau de [EQ sera dite Q-singuliere. En ces
termes, on peut interpréter le théoréme 1.3 en disant que toute mesure
peut se décomposer en deux morceaux, l’un est Q-régulier et 1l’autre est
Q-singulier. Ainsi se réalise le premier procédé de décomposition.

2. DECOMPOSITION SELON UN NOYAU DE POTENTIEL

Un noyau de potentiel, dit simplement un noyau, dans un espace
localement compact X est une application ¢ de X x X dans R+ (c'est-a-dire
[0,4c0]) telle que, pour tout x € X, P(x,.) soit une fonction mesurable.
D’ailleurs supposons que ¢ soit symétrique et semi-continue
inférieurement. '

Pour toute mesure p € M' (X), son potentiel relatif a ® est défini par
la fonction

) = [ e,y .

Son énergie relative & ¢ est définie par 1l'intégrale double

™ = [[ e y)ananc.
Soit K un compact dans X. On définit

I(K) = inf I™(K)
®

la borne étant prise pour toutes les probabilités concentrées sur K. La
capacité de K relative a ¢ est définie par

Cap K = IV (R).
Pour un borélien quelconque E, on définit sa capacité comme

Cap E = sup Cap K
KCE

la borne supérieure étant prise pour tous les compacts contenus dans E.

On notera, si nécessaire, Ug(x) = U¥(x), I§ = I¥,... etc. pour
insister sur leur relation avec 9.



Dans la théorie du potentiel, les principes du maximum jouent des
rdoles essentiels. Il y en a plusieurs pris comme hypothése ou axiome par
les uns ou les autres. On va en rappeler quelques-uns.

On dit qu’un noyau ¢ dans X satisfait au principe du maximum de
Frostman si pour toute mesure p € M'(X) A support compact S,., on a

sup U¥(x) < sup U¥(x).
xeX xE€S,,

Qu'un noyau ¢ dans X satisfait au principe du maximum A-dilaté (A
constante > 1) signifie que, pour toute mesure p € M'(X) a support
compact §,, on a

sup U¥(x) € A sup U¥(n).
rEX xESp'

Si une telle constante existe pour tout compact K (C X) considéré
comme espace original au lieu de X, on dit que @ satisfait au principe
local du maximum dilaté.

Un noyau ¢ dans X est dit satisfaire au principe de borne supérieure
si pour toute mesure p € M* (X) a support compact S

sup U*(x) < o entraine sup U*(x) < .
xESLb XEX

De méme, si ce fait wvaut pour tout compact K (C X) considéré comme
1l'espace original au lieu de X, on dit que ¢ satisfait au principe local
de borne supérieure.

Un noyau ¢ dans X satisfait au principe de continuité si, pour toute
mesure p € M'(X) a4 support compact Sus U™ (x) est continue sur S."
entraine "UY(x) est continue sur X".

Evidemment, si l’espace est compact, les principes locaux coincident
avec les principes correspondants.Si l'espace considéré est o-compact,
beaucoup de problémes intéressants peuvent se ramener au cas ou l’espace

est compact.

Il est facile de voir que le principe local de borne supérieure est
le plus faible parmi tous ceux cités au-dessus. Néanmoins, méme si un
noyau ne satisfait qu’au principe le plus faible, le deuxiéme procédé de
décomposition se réalisera quand méme.



THEOREME 2.1. Soit ¢ un noyau défini dans un espace de Hausdorff X
localement compact et o-compact. Supposons que P satisfasse au principe
local de borne supérieure. Alors toute mesure p € M(X) peut s'’écrire,
d'une fagon unique,

Bo=H + K

ou p, est une somme (éventuellement infinie) de mesures de P-énergie finie,
et [, est une mesure concentrée sur un borélien de $-capacité nulle.

Démonstration. L'unicité d'écriture de p est évidente car, si

I 1
b=} + =P+,
alors

I [
By = B T Hp - Mo

Si, au contraire de notre affirmation, p, # ué, il existe un compact K de
P-capacité nulle tel que

(hy - py)(K) = 0.

Par conséquent, l’'une des deux mesures p, et u;, disons p,, n'est pas
nulle, a savoir

p1(K) > 0.

Comme p, est une somme de mesures de P-énergie finie, la P-capacité de K
ne s’annule pas. C’est une contradiction.

Puisque l’espace est o-compact, ayant 1l'unicité d'écriture, on peut
supposer que l’espace soit compact et que le noyau satisfasse au principe
de borne supérieure.

Posons alors

S = S(d,n) = (XX : Ug(x) = +).
On constate que CapgS = 0. En effet, si CapgS >'0, il existe un compact
F C S tel que CapgF > 0. D’aprés la définition de la capacité d'un
compact, il existe alors une mesure non nulle T € M* (F) telle que
0 < Iz <+ oo

Ensuite, on choisit un compact K C F tel que

T(K) > 0

10



sup Ug(x) < oo,
x€K

Posons maintenant
o=11.
Alors, d'aprés le principe de borne supérieure, on a

sup UZ(x) < oo,
xEX

Enfin

J‘kUg(x)dp,(x) < o0,
D’autre part, par la définition de l'ensemble S, on a
[ o) = .
Or, grédce a la symétrie de ¢, on a
S wEae - [ wedom.

Les trois derniéres expressions contredisent le fait que CapgS > 0. Posons
ensuite

My =1 1g
By = B 1Sc'

K, est évidemment concentrée sur un borélien de ¢-capacité nulle, et p, est
telle que

W
U¢,1 (x) SUVH(x) < o

si x € 8%, Alors il est évident que By peut s’écrire comme une somme de
mesures de $-énergie finie. CQFD.

I1 sera commode de nommer deux sortes de mésures. Une mesure est dite
$-réguliére si elle peut s’écrire comme une somme (forte) de mesures de
P-énergie finie. Une mesure est dite P-singulieére si elle se concentre
sur un borélien de $-capacité nulle. On notera Ry 1'ensemble des mesures
P-réguliéres, et Sg l'ensemble des mesures P-singuliéres. Ainsi, le
théoréme 2.1 peut s’écrire comme

M(X) = Ry © Sp.

C'est cela que l'on appelle le deuxiéme procédé de décomposition.

11
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L’exposé que nous venons de faire généralise un peu celui de [23].

3. CERTAINES MARTINGALES

La théorie de la multiplication aléatoire repose sur l’existence de
poids indépendants et normalisés. Voici quelques poids qui feront 1l'objet
d’études par la suite.

Rappelons d'abord le probléme de recouvrement. Soit G un groupe
compact avec la mesure de Haar normalisée m. (G,m) étant considéré comme
un espace de probabilité, considérons ensuite l'’espace produit (Q,p) =
(Gm,mm). Alors les coordonnées (w,),gN constituent une suite de variables
indépendantes et uniformément distribuées sur G. Par ailleurs, soit
<8n>nem une suite d’ouverts propres de G. Considérons maintenant les
translatées des g, par W,

O, =8, + W, (n>1).

C’est une suite d’'ouverts aléstoires indépendants. Le probléme de
recouvrement se pose ainsi : étant donné un fermé F de G, quand a-t-on

o0
FC l*JOn p.s. ? Dans le cas affirmatif, on dit que F est recouvert.
=1

Cela revient & dire que F C lim sup O, p. s.
n -+ oo

Ce probléme est un sujet vaste. Sa résolution générale est lointaine.
Sur certains groupes spéciaux pourtant, on peut le résoudre. La résolution
fera appel & une martingale construite ci-dessous :

1 - X (t"wj)
1~ u(g))

n
Q) = [Tp;(6)  avee Pj(r) -
j=1

ol x; est la fonction indicatrice de g; -

On peut s'apercevoir sans grande difficulté que le fait du
recouvrement de F est décrit par

lim sup sup Q,(t) =0 p. s.
n - oo t€F

On rappellera briévement 1'histoire du sujet au chapitre VIII.

Ensuite nous allons envisager certaines martingales de Mandelbrot
[26] [34].



Supposons 1’espace
T=1(1,2, ..., &N (C un entier > 2)

dont les éléments s'écrivent t = <t0' SRR tn,...), et dont la distance
est celle de 1lfultramétrique ordinaire :

d(t,s) = C" e t; =s; pour tout j < mn, et t, # s

On désigne par I, une boule quelconque de rayon ¢'" (il y en a C"). On se
1.

donne de lfautre cdté une variable W 2> 0 avec 1'espérance EW

Construisons alors le poids P, constant sur‘chaque boule I_, tel que

n’
ses C" valeurs soient des variables aléatoires indépendantes de méme loi
que W. En parlant plus quantitativement, soit I (j;...j,) la boule

:

constituée des points dont leurs n premiéres coordomnées soient j,,...,J
i (1<3y,...,3, £C, n>1) des variables indépendantes

cedg

dont chacune est une copie de W. Alors le n-iéme poids est défini par

ne
Soient Wj
11

P(t) = Wi1*-~jn si t&I,(4;...3,)-
Donc la martingale indexée correspondante s'écrit

Qu (&) = W; W; 5 si €t € I,(§q.--3p)-

W .
2" T hdgeedp
La troisiéme classe de martingales provient de l'idée intuitive de
Mandelbrot ({33]), qui ont été introduites et étudiées par J.-P. Kahane
([18]). Cette fois-ci, le poids est défini par

1
P, (t) = exp(X,(t) - -éiacﬁ(t))
dont les X (t) (n > 1) sont des processus4gaussiens centrés et
indépendants, définis sur un espace localement compact. Les propriétés

statistiques de P (t) ne dépendent que de la fonction de corrélation

Pn(t,8) = E X, (t) X,(s).

Un fait basique est que les propriétés statistiques de l'opérateur Q,

par exemple toute distribution jointe de Qoy (By),..., Qo, (B,,) pour tout
choix de o0y,...,0,, B,,...,B,, ne dépendent que de
oo
q(t,s) = EE Pn(t,s)
=1

a4 condition que p, soient positives.

13
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4. CERTAINS NOYAUX

Le théoréme 2.1 se survit a condition que le noyau satisfasse a un
certain principe du maximum.

Nous nous bornons aux espaces métriques ou méme pseudo-métriques.

Soit (T,d) un tel espace, d étant la pseudodistance. Cela veut dire que
pour tout triple (x,y,z) on a

d(x,y) < K(d(x,z) + d(z,y)) (K=>1).
Pour une pseudométrique, il y a un fait simple mais trés important : tout
point hors d’un disque est plus éloigné du centre qu’un point quelconque
au bord. Autrement dit, si d(z,y) > d(z,x), on a
d(x,y) < 2K d(z,y).
Rappelons d’'autre coété qu’une fonction f : R* -+ R* lentement

décroissante au voisinage de l'origine est - par définition - décroissante
telle que

e(8x) < A o(x) (x > 0)

pour certaines constantes 0 < § < 1 et A > 1. La derniére inégalité
entraine que pour tout A > 0 on ait

o(hx) < A%D) o(x) (x> 0)

1 1
avec C(A4) =1 + [log+zfloggﬂ, [ ] signifiant la partie entiére du nombre
entre crochets.

Voici des noyaux satisfaisant le principe du maximum dilaté.

THECREME 4.1. Soit (T,d) un espace pseudométrique. Soit ¢ = R*+» R* une
fonction lentement décroissante. Alors le noyau’

P(x,y) = e(d(x,y))
satisfait au principe du maximum dilaté.

Démonstration. Soit p € M'(T) une mesure & support compact S,
Supposons
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swp [ @G, y)an(y) < .

}(ES“L

Soit z € T\S,. D’aprés la compacité de §, et la continuité de d, il
existe un point x € S, tel que le minimum suivant soit atteint

d(z,x) = inf d(z,y) > O.
yes,,

Par conséquent, pour tout y € S, on a
d(x,y) < 2K d(z,¥y).

De ce fait et la décroissance lente de ¢ résulte que pour y € S,

1
C(=)
P(z,y) €A 2K P(x,y).
Enfin on a

U+ = P(z,
@ =[5 *yam

1
C(—zK)
<A fs P(x,y)duly).
[

Cela veut dire que @ satisfait au principe du maximum A-dilaté avec

1
C(—
x=4a 2K coFp.

Remarque 1. La condition de décroissance lente de ¢ est parasite si

l’espace est éuclidien ([45]).

Remarque 2. 11 existe un équivalent de la satisfaction du principe du
maximum dilaté ([6]). C'est que 1l'ensemble des points d'ondulation forte

est vide.

Remarque 3. Tout noyau sur T convexe et symétrique satisfait au
principe du maximum de Frostman ([25]).



CHAPITRE II.- DIMENSIONS DE MESURES

INTRODUCTION

Ce chapitre comprend deux parties. La premiére expose une théorie des
dimensions des mesures de Radon, définies sur les espaces ol le lemme de
Frostman est valable, et la deuxiéme présente des mesures concrétes, soit
les images de mesures par une application ou un opérateur, soit des mesures
spécialement construites.

Au moyen de la terminologie de 1la théorie du potentiel, nous
définissons successivement (§ 1),‘ pour' une mesure W, son exposant
énergique, sa dimension énergique et ses dimensions spectrales inférieure
et supérieure comme suit

e(p) = sup{a > 0 : IL < oo
o0
. ¥ .
dimp = sup{ax > 0 : p = E: p; avec I, < o9}
1
dimep = sup{e > 0 : US(t) <o pu-p. p.}
dim*p, = inf{e > 0 : Ug(t) = p-p. p.}.

It et U, désignant 1l'intégrale énergique et le potentiel de p. Par
ailleurs, en vue de savoir quand la mesure donnée est absolument continue
ou singuliére par rapport i une mesure de Hausdorff, nous définissons
1'indice de continuité et 1’indice de singularité de pu comme ci-dessous

[}

Ind, n sup{ae > 0 : p << H)

Ind, p = inf{ax >0 : p L H,}.

H,désignant la mesure de Hausdorff d'ordre «. Depuis longtemps on s’est
intéressé 4 la grandeur des boréliens portant une mesure donnée. Il est
donc trés naturel de définir la dimension portante de p comme la plus
petite des dimensions des boréliens portant p :

dimpu = inf{dim F : F porte toute la masse de u)

dim F désignant la dimension de Hausdorff du borélien F.

16



Trés clairement nous avons
e(p) € dimep < dim p.

Nous démontrons dans les §§ 2 et 3 que

i
]

dim,p = dim,p = Ind p

dim*u dimpu = Indgp.

Nous étudions dans le § 5 les mesures vérifiant
- - *
dim,p = dim p
que nous disons unidimensionnelles. Les atomes définis par la condition
. * .
e(p) = dim p (= dim.p)

sont considérés dans le § 4. Un coup d'oeil sur l'exposant énergique est
donné dans le § 6 ol un probléme intéressant se pose relativement au
produit de Riesz.

La deuxieme partie commence par des plongements lipschitziens. Nous
démontrons qu'un B-plongement lipschitzien conserve 1l’'exposant énergique
et les dimensions spectrales, 4 une constante multiplicative prés (§ 7),
et nous donnons le résultat correspondant pour un mouvement brownien
fractionnaire (§ 8). Pourtant, quoiqu’une application conforme définie sur
le disque unité conserve les dimensions spectrales de la mesure de
Lebesgue sur le cercle (Makarov), la mesure harmonique peut étre
non atomique. C’est ce qu'on établit dans le § 9. Le § 10 concerne
certains opérateurs produits de multiplications aléatoires. Nous y
démontrons que ces opérateurs concervent la dimension portante & une
constante additive prés et 1’unidimensionnalité. Dans le § 11 nous
introduisons des produits de Riesz dyadiques. Nous démontrons qu’ils sont
unidimensionnels, mais ne sont pas atomiques, Nous nous occupons dans le §
12 de produits de Riesz aléatoires, et démontrons les mémes résultats que
dans le cadre déterministe, sans conditions imposées sur les spectres,
Nous pouvons méme trouver explicitement les dimensions spectrales et
l'exposant énergique pour une mesure de Riesz aléatoire, sous condition de
1'existence de la limite

1im

n-too LO8 A

Nous en déduisons que la mesure est unidimensionnelle et non atomique.

17



1. PRELIMINAIRES ET DEFINITIONS

(E,d) étant un espace métrique localment compact de Hausdorff,
supposons qu’il soit de type homogéne au sens de Coifman et Weiss ([5]),
c’est-a-dire

N(e¢,B,d) < Cte

pour toute boule B de diameétre 2¢, N(¢,B,d) désignant le nombre minimum de
d-boules de diamétre € recouvrant B. Cette condition est wune condition
nécessaire et suffisante, introduite par P. Assouad, pour que (E,d) admette
un plongement lipschitzien dans un espace de dimension finie ([1]). Dans un
tel espace, la dimension capacitaire et 1la dimension de Hausdorff
deviennent égales (par une lettre R. Kaufman nous signale que cette égalité
vaut sans condition. Par conséquent, on peut se passer de l’'homogénéité).
Ce fait, assuré par la condition de P. Assouad, est un point essentiel dans
la suite car il nous permet d'employer des outils analytiques dans le
calcul de dimension.

Nous nous limitons aux mesures positives bornées de Radon. L’ensemble
de ces mesures est noté M' (E), et la partie constituée des probabilités
est notée M;(E).

8i F est un borélien, dim F désigne toujours sa dimension de
Hausdorff. Soit p une mesure appartenant a M" (E). Définissons d’abord sa
dimension portante, notée dimpp, par l'égalité suivante

dimpp = inf{dim F ; u(F) = p(E)}.

Pour introduire les dimensions spectrales de p, rappelons son
potentiel d'ordre o (0 < ¢ < ), qui est défini par

uh(t) = j-d”—(”— (t €EE).
(d(t,s)”

Un outil puissant et trés utile, dans ce qui suit, est la décomposition de
Kahane. Posons

§ = S(u,o) = (t €E : Us(t) = o).
Ecrivons
po=lgp + lsc .

Nous appelons S l’ensemble singulier de p d'ordre . Nous savons que S est

18
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de a-capacité nulle ([23]). De ces ensembles singuliers dérire une

fonction croissante v(x)

v(u) =0, v(or) = p(S(p,)) , v(e) = p(E).

Elle s’'appelle le spectre de dimension de p. Maintenant nous pouvons

P . . (s . *
définir, pour la mesure p, sa dimension spectrale supérieure dim p et sa
dimension spectrale inférieure dim,p respectivement par

inflae > 0 : v()
sup{cx = 0 : v(ox)

w(E)}
0}.

dim*u
dim, p

[

Rappelons 1’intégrale d'énergie d'ordre o de p :

” =I [ dr(s) du(t)
b )
E (d(t,s))*

Définissons 1l’exposant énergique de p par
e(p) = supf{ae 2 0 : IZ < 400},
puis la dimension énergique de p par

dim,p = sup{x > 0 : p = Z p; avec e(p;) > o}
DR

; signifiant une somme dénombrable forte.

Convenons d’'utiliser H, pour la mesure de Hausdorff d’ordre . Dire
que la mesure p est absolument continue par rapport & H,, signifie que
H, (F) = 0 implique p(F) = 0. Ce fait est désigné par p << H,. S’'il existe
un borélien F tel que H, (F) = 0 et u(F) = n(E), on dit que p est
singuliére par rapport a H,. Cela est désigné par p 1L H,. Moyennant ces
deux notions, nous pouvons faire intervenir deux indices concernant p,
1l'indice de continuité et 1l'indice de singularité, qui sont définis
respectivement par

Indcu sup{ax 2 0 : p << H,}

Indgp = inf{a >0 : p 1 H,)

Ces notions, dimension, indice ou exposant, sont des moyens pour
mesurer, d'une fagon ou d'une autre, la grandeur des boréliens qui portent
une mesure. On verra qu’au fond il n’y en a que trois qui sont distinctes.
Autrement dit, on a
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dimp = dimp = Ind p

dim"p dim,p = Indgp

e(p) € dimp < dim"p.

Une fois les égalités précédentes assurées, pour commodité et simplicité,

on peut ne parler que de dimension inférieure et dimension supérieure, que
P . . . *

1'on désigne respectivement par dim, et dim .

REMARQUE 1. La situation suivante peut arriver
e(p) < dimep < dim'p.

REMARQUE 2. On sait que chaque mesure posséde son support. A priori, on
pourrait définir la dimension portante de la mesure comme la dimension du
support. Cependant ce n’'’est pas une bonne définition car, si on
1’acceptait, le produit de Riesz aurait 1 pour dimension. Précisément, le

o0
iA_X
support du produit de Riesz pn, = r1(l + Re(a,+te ")) (A .1 = 3),,la, 1<)
1

est le cercle tout entier.

co
REMARQUE 3. A ce propos, le produit p. = r1(1+r cos 3kx) (0 €£r <1) est
1

une mesure double au sens de p.(2I) < ¢ p.(I) avec une constante c (21 est
1'intervalle de méme centre que I et de longueur double).

Ensuite deux classes spécifiques de mesures vont étre introduites,
1'une desquelles realise 1’égalité de 1’exposant énergique et la dimension
supérieure, l'autre réalise 1’'égalité de la dimension inférieure et la
dimension supérieure. Pour cette introduction, on a besoin d’une notion de
mesure lipschitzienne. Une mesure p est dite a-lipschitzienne si elle
satisfait

p(B) < c(diam B)*

ou B désigne une boule quelconque, et ¢ une constante indépendante de B.
I1 convient de désigner par A, l'ensemble de toutes ces mesures.
D’ailleurs, on dit qu’une mesure p est & peu prés &-lipschitzienne, ce que
1’on note p € A;, si elle vérifie la condition suivante : pour tout € > 0
il existe un compact K tel que la mesure e = lgp vérifie

e (E) > p(E) - €
e € Ay



Soit 0 < & < 0. Si une mesure p vérifie les deux conditions suivantes
pour tout € > 0 assez petit

Sp et vEA,. =V =0,

on l'appelle un a-atome (au sens strict). L'extension aux cas ou @ = 0 et
@ = 400 est bien naturelle et nous ne l'explicitons pas. Si une mesure
peut s’écrire comme une somme forte d'une suite de ox-atomes, elle sera
dite a-dimensionnelle (au sens strict).

REMARQUE 4. Evidemment /A, C A;. De plus, I} < oo implique u € A;, et

p € A, implique I:_e < oo pour tout € > 0. De 1la on voit que la condition

i) est un petit peu plus stricte que la condition suivante
iy’ I, . <o (Ve >0).

€

On peut définir alors un x-atome (au sens large) en employant i)’ au lieu
de i). Puis on peut définir une mesure «-dimensionnelle (au sens large).
Mais ces deux notions de o-dimensionnalité sont équivalentes car un
x-atome au sens large est une somme forte d'une suite de (t-atomes au sens
strict.

On verra que la &-dimensionnalité d’une mesure p est caractérisée par
1'égalité

dim,p = dimfu
tandis qu'un x-atome (au sens large) peut étre défini par
q ge) p

e(p) = dim'p (= dimep).

2, dimyp = dim,p = Ind_ p
THEOREME. Pour toute mesure de Radon, on a
dimep = dim p = Ind p.
Démonstration. On démontre successivement les trois inégalités

suivantes

dimyp € dim,p € Ind p < dim,p.
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Soient o = dimyp, @, = dim,p et oz = Ind p.

D’aprés la définition du spectre de dimension, on sait que, pour tout
€ >0, on a

U§1_€(t) < o0 L-p. P.

Posons
K, ={t:n< U:1_e(t) <ntl} (n=20,1, 2....).
Nous pouvons écrire ]
b
p==x 1Knp, avec 10‘1'_’e < oo

. s
d’ol oy < o, .
Observons maintenant
IY < 00 = p << Cap,,.

En effet, s'il existe un borélien F tel que Cap,(F) = 0 et u(F) > 0, alors
il existe un compact K C F tel que Cap,(K) = 0 et p(K) > 0, ce qui est
contre le fait I} < co d’aprés la définition de capacité. De 1la, il est
facile de déduire que o, < o5.

Soit € > 0. Prenons l'ensemble singulier de p d'ordre o, + €,
F = S(p,xy+€). On sait que p(F) > 0 et Capa1+€(F) = 0. Cela entraine que p
n'est pas absolument continue par rapport a la capacité d'ordre o4 + €,
d'olt 0z < . C.Q.F.D.

3. dim'p = dim,p = Indgp

Avant d'énoncer le théoréme principal, on présente un lemme

indispensable dans la démonstration.

LEMME. Pour toute mesure bornée , il existe un borélien B tel que
w(B) = p(E) , dim B = dimpp.
Cela veut dire que 1’inf dans la définition de dimp est atteint.

Preuve. Pour tout entier positif n, il existe un borélien B, tel que

1

= i < di < di —.
n(B.) r(E) , dlmpu dim B, dlmpu + -

22
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Alors 1l'intersection

convient.

THEOREME. Pour toute mesure de Radon, on a
dim"p = dimp = Indgp.

Démonstration. On achéve la démonstration en montrant successivement
les inégalités suivantes.

din' p < dim
Posons B, = din'p, B, = dimp et By = Indgp.

D'aprés le lemme précédent, on a un borélien B qui satisfait
u(B) = p(E) et dim B = B, - Pour la premiére inégalité, il suffit de
montrer

dim B > B4 - € (Ve > 0). (%)
D’aprés la définition de B4, si 1’on prend A comme le complément de
l’ensemble singulier de p d’ordre B,-€, on a
w(Ay > 0
UET_e(t) < o0 si t € A,

A fortiori
w(B N A >0

U‘g1_€(t) <o si t€BNA.

On en déduit facilement qu’'il existe un positif M et un compact
KCBMNA tel que

w(®) >0
Uig]_e(t) <M si tER.

Cela implique Capﬁl_eK > 0, d'ou (¥).

Soit € > 0. Il existe un borélien F tel que Hﬁ3*€(F) = 0 et
p(F) = pn(E). Donc B, < dim F < @3y+€ d’'ol la deuxiéme inégalité.

Soit € > 0. Posons F = S{(u,B4+€). On sait bien
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Capp,+eF =0, w(F) = u(E)

d'ou By < By. CQFD

4. CARACTERISATION DES ATOMES FAIBLES.

THEOREME. Une mesure p non nulle est x-atomique au sens large si et
seulement si
dim*p = e(p) = o.

Démonstration. Supposons p x-atomique au sens large. Pour la
nécessité de la condition, il suffit de montrer

o < e(p) et dim*u < o,

Or la premiére inégalité résulte immédiatement de la définition de e(u).
Quant & la deuxiéme, ce qu'il faut c’est

U, () = p-p. p. (¥ >0).

On constate que c’est vral. Sinon, il existe un M > 0 et un compact K tel
que
p(X) >0

Uh,e(t) M si t €K,

Par conséquent .
K™
IOL+€ < o
Mais ceci implique que 1l,p est une mesure a peu prés (a+€)-lipschitzienne,
il existe donc un autre compact plus petit K; C K tel que

1
H(Kg) > 7 r(K)

lKGp, EN ..
i)

Comme g est ox-atomique, ces deux derniers faits sont incompatibles.

Prouvons maintenant la suffisance de la condition. D’une part, la
premiére condition 1)’ pour que p soit a-atomique est évidemment
satisfaite. Supposons que la deuxiéme ne soit pas satisfaite. On va en
déduire une contradiction. Prenons un borélien B comme dans le lemme du §
3. Prenons encore une mesure non nulle v telle que v S petv €A,
Alors v{(B) # 0, il existe donc un compact K C B tel que v(K) > 0. Par



conséquent
dim B > dim K > o+e€.

D'apreés le théoréme du § 3, dim*p 2> o+€ est une contradiction. CQFD

COROLLAIRE. Soit p &-atomique au sens large

a) sig <o, Ifj<o
b) si g > o, Ug(t) = o0 p-p. P.

Remarque. Soit A la mesure de Lebesgue sur l’intervalle [0,1].
Evidemment X est un l-atome. En plus, on sait que lorsque 0 €< o < 1,

1 2
U)\ t) = —(t%4+(1-t)%* , 17‘ - —_—
a(®) l-a( ( ) & (1-a)(2-o)
lorsque @ > 1,
Ug(t) = o0 pour tout ¢t,

J.-P. Kahane a récemment observé que ce phénoméne a lieu pour certains
produits de Riesz : pour un tel produit p, son potentiel est soit fini
partout, soit infini p-presque partout.

5. CARACTERISATION DE MESURES o-DIMENSIONNELLES

Rappelons qu'une mesure &-dimensionnelle est une somme forte d’'une
suite finie ou infinie de ®-atomes. Pour une telle mesure, on a d'autres
caractérisations.

THEOREME. Le fait qu’une mesure non nulle p soit x-dimensionnelle est
équivalent a 1’un des faits suivants

a) dim,p = dim*p =0 ;

b) p<<Hg si <o et pl Hy si g >a;

¢) p est portée par un borélien de dimension &, tandis que la masse,
sur tout borélien de dimension strictement inférieure & o, est nulle.

Démonstration. Puisque Ind p = dimep et Indjp = dim*u, a) et b) sont
équivalents. Puisque dim*u = dimpu et dim,p = Ind_p, b) et c) sont
équivalents. Dans la suite, on montre que p est ®-dimensionnelle si et

seulement si ¢) a lieu.
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Supposons p x-dimensionnelle. D'aprés la définition de
x-dimensionalité et le théoréme dans le § 4, on sait que dimpu = . Pour
le reste de la nécessité, on le démontre par 1l'absurde. Supposons qu’'il
existe un borélien B tel que dim B < & et p(B) > 0. Puisque l'on peut
écrire

B E: 1 avec p; € A, (Ve > 0),

il existe une mesure p; telle que p; (B) > 0 et puis un compact K C B tel
que p; (K) > 0. Par suite

dim B 2> dim K > a-€ (Ve > 0).
Ceci contredit dim B < ¢x.

Supposogs ¢). Pour tout n > 1, effectuons la décomposition de Kahane
d’'ordre ot - = :
n

= 1 + 1
u Anu Bnp'

avec ,
Cap 4B, =0
a......
n
U™ L (t) < e si t €A,
a..—-.
ja}

o
Il est clair que dim B, sa - =<, donc u(B,) = 0. On peut écrire alors
' n

o= Ei By,
J

avec
c =1 € A
‘J'ntj An,;p Q_E
n
ol
A=W, 0 A NA - p st =k
. J
Soit

F={J = (Gqg.dp,--) 1 3g N, 5N, .. ).

Posons maintenant

oo
A= []a,.

n=1
Alors on a
[e o]
A=, , 1= ﬂAn‘}n‘
JeF =1

Evidemment



n(A) = p(E)
I,NI, =g si J= 3.
Posons ensuite
By = 114“:
alors
o0
”=Z”J »om €A g )

n=l &-—
n

En réalité il n'y a qu’'un nombre dénombrable de p, qui sont non nulles, et
il y en a au moins une qui est non nulle car p est non nulle. En combinant
(*¥) et le fait que dimpu = &, on obtient que p, est soit nulle soit
@-atomique. CQFD

COROLLAIRE. p est c-dimensionnelle si et seulement si
a) si g < «, Ug(t) < % Ww-p.p.
b) si g > «, U‘g(t) = p-p.p.

6. EXPOSANT ENERGIQUE

Si on se trouve sur un groupe métrique, chaque mesure posséde sa
transformée de Fourier. Il serait souhaitable qu’on puisse exprimer, pour
une mesure, son exposant énergique et ses dimensions spectrales en fonction
de sa transformée de Fourier. Dans cette section, on s’engage dans 1l'étude

de 1l’exposant énergique.

D’abord considérons les mesures de Radon A& support compact dans R
Pour toute telle mesure p, et 0 < ¢ < d,

1% - J‘[Rdlﬁ(i)lzlil"“ddi. (1)

La relation entre 1l'exposant énergique et la transformée de Fourier est
bien claire.

Ensuite on passe sur le cercle T. Pour toute u € M*(T), on a

+00
I% = 47 > 1) 12 nl* !, (2)

-00

La relation est aussi claire.
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Envisageons maintenant les produits de Riesz comme exemples. Sur le
cercle T est défini le produit de Riesz

o0

iAo
By = ]—](1 + Re(a,e "))
n=1

pour toute suite de complexes {a )} tels que la |l < 1, et suite d'entiers
{2y} tels que X > 3An.

n+1

THEOREME. Soit 0 < a < 1,

o - n-1 1
1,2 =A% g, 12 + D AT :antzﬂ(l + =la 1?)

oL
n=2

ot le signe = signifie que le rapport de deux nombres est compris entre

deux nombres strictement positifs.

ig,
Démonstration. Posons a; = la;le . Alors

m la} x\lejl if8.¢ m
~ = jj 3 k1 - -
f(n) n(zJ e si n Zej)\}

j=1 j=1

m
o(n) = 0 si n = Zejxj

j=

ot €. = -1, 0, +1. Remarquons

J

3
)\1 +...+ .)\n < E)\n

1
A - ()\1 +...+ )\n_1) >'§')‘n’

D'aprés la formule (2), on a donc

' ) n-1 n-1
" 1 _ Iani Iaj‘
L2 ¢ a2+ 3 2 12T =TT
n=2 61,..,€n_1 j=l j=1
oo n-1 ja.l
: 2le. |
Ay a1 e Tt F 0 [T !
n=2 61,..,€n_1 j=l
oo n-1 la; |
o= 1 2 -1 2 4 2
= A May 12+ 3 e, 1P [Tare——%).
n=2 j=1

COROLLAIRE.

€ .
le; |
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n-1
1
e(u,) = sup(ax >0 : > x*"1a 12T + Flaj1?) < o).
1

Considérons en particulier

oo
pe =[] (@ +1recos3t) (0<r<1).
1
On voit
12
log(l + Er )
e(n) =1 -

log 3

En utilisant le théoréme ergodique de Birkhoff, Y. Meyer et B. Weiss
({36]) ont démontré qu'il existe une constante C. telle que

1 — .
lim — Zlog(l + r cos 3/t) = C, H.-P.P.
n + oo j=1

On en déduit, en utilisant la formule de Peyriére ([38]), que

c

r

log 3°

dim.p, = dimfu =1 -
Le probléme se pose : quelle est cette constante C. ? On ne sait que

12
C. 2 log(l + Er ).

r

Si ces deux nombres sont égaux, p. est un atome. Cela n'est sans doute
jamais vrai pour un produit de Riesz, sauf pour un produit dont la
dimension est 1. On verra plus tard que certains produits aléatoires sont
non-atomiques.

La valeur exacte de C. reste & étudier.

7. IMAGES DE MESURES PAR UN PLONGEMENT LIPSCHITZIEN

Soient (X,d) et (Y,8) deux espaces métriques, B un nombre strictement
positif. Une application f : X + Y est appelée un B-plongement
lipschitzien de (X,d) dans (Y,§) s’'il existe deux nombres B > A > 0 tels
que

A dP(x,x') < 8(f(x) , £(x')) < B d°(x,x")

quels que soient x et x' appartenant a X.
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Nous nous intéressons & savoir quelles sont les propriétés de 1'’image
par £ d'une mesure définie sur X lorsque celles de la préimage sont bien
connues. Un mot pour résumer : sous un B-plongement lipschitzien
l'exposa?t énergique et les dimensions spectrales sont conservés 3 un

facteur — prés.

THEOREME 1. Soit f un g-plongement lipschitzien de (X,d) dans (Y,8). Pour
toute mesure o € M* (X), on a

fo désignant 1'image de o par f. par conséquent
1
dim,f o0 = — dim, 0.
B
C'est évident grice a la formule suivante : a 2> 0
J I dfo(y)dfo(y’) I J do(x)do(x') (%)
Wy 6y Jxlx@exe®
A propos de B-plongement lipschitzien, son existence est un vrai

probléme et mérite d'étre étudié. P. Assouad a fait sa contribution a ce

théme en démontrant que si E-< B8 < 1 il existe un B-plongement

lipschitzien de ([O,l]k,H-H) dans (R4,0.1) ou -l désigne la norme
euclidienne. Maintenant on va donner une condition nécessaire - bien connue
d’ailleurs - pour 1l'existence d’'un B-plongement lipschitzien, qui est une

conséquence du théoreme précédent.

Définissons la dimension de l'’espace (X,d) comme la dimension de
1’'ensemble X, que l’on note par dim(X,d) ou simplement dim X.

THEOREME 2. Un R-plongement lipschitzien de (X,d) dans (Y,8) ne peut

exister que pour
que P _ din X

d1m Y’

Démonstration. Quel que soit o < dim X. Comme H_ (X) > 0, il existe un

compact K tel que H,(K) > 0, et puis une mesure o € M" (K) telle que

J‘J' do(x)do(x') < oo (Ve > 0).
K(d(x,x'))* ¢

D'aprés la formule (%),
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J J' dfo(y) dfo‘(yr) ‘o Ve o
f(K) f(K) (S(Y’yl))(a—e)/ﬁ
x-€

Cela entraine que —g—-é dim Y d’ot dim X € 8 dim Y. CQFD

Avant d'aborder la dimension spectrale supérieure, nous faisons une
observation sur la fonction d’ensembles dim. On constate que dim n’est pas
une capacité au sens de Choquet car, en général, 1’égalité suivante est
fausse :

dim(N K,) = inf dim K, (compacts K ).
n

Prenons, par exemple, K, = {- — =] € R. Mais au contraire, en ce qui
nn
concerne l'union, on a

LEMME. Soit {Kn} une suite d’ensembles quelconques. On a

dim(U K,) = sup dim K,
n

Ce n'est qu’'une conséquence de la monotonie et la sous-additivité des
mesures de Hausdorff.

THEOREME 3. Scit £ un g-plongement lipschitzien de (X,d) dans (Y,8). Pour
toute mesure o € M (X), on a
*

1
dim" fo = 5 dim” 0.

1
Démonstration. Comme f est g-lipschitzienne et que g-dim X<dimY
(Théoréme 2), pour tout ensemble (compact) K on a

1
dim £(K) < inf(g-dim K,dim Y) = dim K.

1
B
Soit & = dim" o. Il existe un Gg-ensemble A = U K tel que

dim A = o , o(A) = o(X)

(raffinement du lemme du § 3). Posons alors B = f£(A) = U £(X ). D'aprés le
lemme précédent et ce qu'on vient de démontrer,

1 1
dim B = sup dim f(Kn) £ — gup dim Kn = —

Or évidemment fo(B) = fo(Y). Donc
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Inversement, supposons & = dim"o > 0. Quel que soit 0 < ¢ < &, 1la
décomposition de Kahane d’ordre o - € nous permet d’'écrire

avee o _ #0

e r
o= + 05 ¢ - €

&~ €

I1 existe donc un compact K € X tel que

1Kd
Ia_e < co,

Tenant compte de la formule (*), on sait alors que’

f 1Kd
Lia—eysp <

Cela implique que

dimp fo 2 dim_ f 1K0'>

x-€
p <3

dim, fo >

o CQFD

iR

8. IMAGES DE MESURES PAR UN MOUVEMENT BROWNIEN FRACTIONNAIRE.

Un mouvement brownien fractionnaire est un (n,d,7Y)-processus. Il s’agit
d'un processus gaussien X, défini sur R, a valeurs dans Rd, a
accroissements stationnaires et tel que

E(1X, -X, 12) = dlt-s|7, (t,s ERY).

11 existe pour 0 < Y < 2. Sin=1et ¥ =1, on revient au mouvement
brownien usuel. Posons § = Y/2. Il est bien connu que p. s. X, est
(B-€)-lipschitzienne. Cependant X, n'est pas un‘'plongement lipschitzien
car tout plongement lipschitzien est un homéomorphisme et qu‘un
(n,d,Y)-processus admet éventuellement des points doubles. Mais de toute
fagon, au point de vue de transformation dans 1l'espace des mesures, un
(n,d,Y)-processus a des propriétés trés voisines de celles d'un
B-plongement lipschitzien.

THEOREME. Soit X, un {n,d,Y)-processus, Pour toute mesure o &€ M;(R“), on a
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. 1
dimXo = d A = dimo  p. s.

) Lo«
dim Xo = d A E-dlm g p. s.

B désignant Y/2, et Xo désignant l'image de ¢ par X,. Pour la premiére

o
égalité on peut dire plus : X0 est p. s. 4 A E - atome lorsque o est
&-atome,

La deuxiéme égalité se démontre comme le théoréme 3 dans le § 7. La
premiére égalité, ou plutét la derniére assertion dans le théoréme,
résulte de deux faits suivants . X, est p. s. (B-€)-lipschitzien ;
1'intégrale

EJ;Fﬁ(u)lio(u)lzdu

1
-d A —e(0).
est finie ol k(t) = Itl

9. MESURES HARMONIQUES

Soit Q un domaine de Jordan dans le plan complexe. Soit w; € Q. On
désigne par w = w(.,,w,) la mesure harmonique sur 9 évaluée en w,. On
peut définir cette mesure comme 1l’image de la mesure de Lebesgue
normalisée par la correspondance frontiére induite d’'une application
conforme £ du disque D = {z€C : Izl < 1} sur Q telle que £(0) = w,.

Soit g un B-plongement lipschitzien. On voit dans le § 7 que, plus
éloigné de 1 est B, plus grave est la distorsion d'une mesure sous
1l'action de g. De ce point de vue de distorsion on verra que 1’application
conforme est conservatoire : en tant que l’image d'une mesure linéaire, la
mesure harmonique w est "linéaire". Précisément

THEOREME 1. Pour tout domaine de Jordan {}, la mesure harmonique w définie
sur I est 1-dimensionnelle. Par conséquent
dimw = dim'w = 1.

Cela résulte immédiatement d'un théoréme de Makarov ([29]) en version
faible : |



W << Hg sip<l
® L Hg sig>1,
et du théoréme dans le § 5.

D'autre part, un plongement lipschitzien transforme atomes en atomes,
ainsi que le mouvement brownien. Ce n'est plus le cas pourtant pour
certaines applications conformes. De ce point de vue, certaines
applications conformes ne sont pas conservatoires : 1’image d’un atome

n’est plus atome.

Pour toute application conforme f, on a toujours

j dm(w)dm(z) J f dt ds *)
W Iw-zl® T IfCeit) - feis)|®

Afin de bien manipuler cette intégrale d'énergie, on ne considére dans la
suite que les domaines quasidisques. Un domaine () est dit quasidisque s’il

existe une constante K > 0 telle que pour tout couple de points w', w" sur
3 on ait :

min(diam J',diam J") <€ Kilw'-w"|

%

ou J' et J" désignent les deux arcs constituant o0 \ {w’,w"}.

THEOREME 2. Pour tout domaine de Jordan (J, la mesure harmonique 0 définie
sur o2 satisfait

N29 -1 1
e{ld)) 2 ————— > —,
(w) 3 5
D'ailleurs, il existe des domaines de Jordan quasidisque dont la mesure

harmonique ® satisfait
e(w) < 1.
La démonstration repose sur les deux lemmes suivants. Une notation

d’abord : si I est un arc sur T de centre 4, on désigne par a; le point
(1-111)g ot [+] signifie la mesure de Lebesgue normalisée sur T.

LEMME 1. Soit f une application conforme du disque unité D sur un domaine
quasidisque Q. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout arc
I=¢(e'':ax<t<p} (0<Ig-a} €M on ait

c ip-al £ (a)) | < 1£(e'P) - £(e!™) 1 < clg-allf'(a))]1.
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Preuve. La deuxiéme inégalité est une conséquence immédiate du Lemme
2.1 dans [29], p. 55. Quant A& la premiére, on va utiliser la proposition
1.5 dans le méme article de Makarov, p. 533 : pour tout crosscut ¢ dans 9
joignant les extrémités de f£(I), on a

diam o > CII1If' (ap) |
olt C est une constante absolue.

D'aprés l’hypothése de quasidisque,

ip ja 1. s . ;
1£(e'®) -« £('®) | > — min(diam £(I),diam £(MI)). 1)

=

Soient maintenant

Il {(1~€)eit:a<t<a} U {reiuzl-GSr<l} U {reiB:1~€<r<l}

((1-e)elt: t & [a,B] mod. 2m)} U (re' *:1-e<r<l) U {re'P:l-e<r<l).

2
Te

Comme f(I;) et f(Ii) sont deux crosscuts, d’aprés la proposition citée

ci-dessus, on a

diam £(I') > CITII£ (a;)1 (2)

diam £(12) > G(L-1TD £ (ap\ () 1. (3)

Comme

£(1ly - £(1)

£(12) = (T\ D)

uniformément et que les deux membres 3 droite dans les expressions (2) et
{(3) ne dépendent pas de €, laissons ¢ tendre vers zéro, on cbtient

; . C
lf(e‘ﬁ) - £(e'™) 1 > E~min(lIllf'(a[)l,(l—lII)lf’(aT\x)l). SR
Observons que
1
(1-iI|)lf'(aT\x)i 2-5 min f'(z)} =8 > 0.
iZl(-z-

Si IT1If' (a1 < (l-lIi)¥f'(AT\I)l, on a



- : c
1£9(e1P) - £1(eT™) 1 > ZATIIE (ap) .
En cas contraire, on a
[] ip jo C
I£'(e'?) - £'('M1] 2 E-S.
Or, d’aprés la méme proposition,
1
ITIHE (ap) | < E-diam Q.

Donc
2

) ) c2s
1£/(e'P) - £/ (&%) | » [T l1£"( )
(e'?) (1)1 > s (ag) |

En résumé : en tout cas, on a

cé ITI£ I
) IT1IE (a) .

. . C 2
1£'eiPy - £/(ei®™y| > mi g
(e'®) (e'™ 1 mln(K T

CQFD

LEMME 2. Sous la méme hypothése que le lemme 1, on a

% = [Qﬂﬁv J“/z du . (%)
Gypey _:L ivy o
0 0 lul™If ((1 2‘IT)e )i

Preuve. Décomposons T = T, + T, + T3 + T, en

T. = [(-1)Z 52 i 21,2, 3 4
j = [(J_ )E,JE[ (J = s ’ y )'

Soient w; = 1f(Tj)m. Alors w = W + W + W+, Evidemment

w. w w w. w
sup IJ < I9 < 4(r, + 12 + 1,0 + 1.%).
J
D’aprés le lemme 1, on sait
dt ds

" |t-s:“|f'((1-lfifloei<‘*8/2>)|“
T;JT; 2w

Posons u = t-s, v = t+s. Alors

1) = Jm dv /2 du

I Ialf,((l_ﬂ)eiv)la
G-Lm Jom2 2w

d’'ol résulte le lemme. En réalité, on peut démontrer
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1 .
;E;-Jﬁ < I < 8¢* J¥

ot C est la constante dans le lemme 1 et

32 _ JQﬂ&V fﬂ/Z du
Qg __B__ vy g
0 0 ™ e (1 zﬂ)e )i

Démonstration du théoréme 2. Soit f une fonction univalente définie
dans D. Ch. Pommerenke a démontré [40] que : pour tout X € R,

CQFD

j 17 (x2) IMazl = o((1-1)"9) (r - 1)

1 1
> e =+ A+ |= - A+ 402,
773 Jz

Posons A = - o (¢ > 0). On a alors

pour o vérifiant

fwiﬁl—=wamrﬁ (r » 1)
1£7 () 1®

pour o vérifiant

o> L o + ll + & + 4o
: 2 2 '

Tenant compte de (¥*%), on s'apergoit que

’1 1 29 - 1
e(w) > supf{x > 0 : T+ + 4o - 7 < 1) = —

Maintenant envisageons l'application conforme suivante, considérée
par Makarov [30]

g@)=ﬁwﬂ§M@M@ (z € D)

ol

= n
b(z) = > 2% .

n=0
Makarov a montré que

di 2
f *_.LfiLw~.> (l-r) &%
g’ (xg) 1%

C étant une constante positive. En utilisant (**) on en déduit que

2 2

e(W) S infle >0 ! &+ cx* 2 1} = ————— < 1,
1+4c + 1
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CQFD

10. CERTAINES MESURES ALEATOIRES

Dans cette section, plusieurs mesures aléatoires vont étre
envisagées. Nous nous intéressons surtout & leurs dimensions.

D’abord le chaos gaussien Q, (u > 0) associé au noyau de type
o-positif

1 ‘
t,s) = u logt —— + 0(1 t,s €ET),
q,(t,s) = u log (t.5) (L) ( )
défini sur un espace métrique (T,d) de type homogéne ([5]). On sait que
P.- s. Q,06=0 lorsque u>2 dim*o. Dans le cas complémentaire on a

THEOREME 1. Supposons u < 2 dim'o. On a

. * . o* u
dim Q,0 = dim o - > p. s.

u
dim,Q,0 > dim, o - ) P s.

u
En particulier, si o est x-dimensionnelle (u < 2a), Q,0 est p. s.-(a-go-
dimensionnelle.

Avant de démontrer, faisons quelques rappels. [EQ, est une projection
dans 1’espace M'(T). Une mesure dans Img(EQ,) est dite Q,-réguliére. Une
mesure dans Ker(EQu) est dite Q,-singuliére. Voici un fait utile dans la
suite. Si u = uy+u, avec u,, u, > 0, nous pouvons écrire

QU = QLL]QUZ
ol Qu1 et Q, sont deux chaos gaussiens indépendants de paramétres u; et
u,. De plus si o € Ker(EQu), il est p. s. que Q, 0O est Qu1-singuliére ; si
o € Img(lEQ,), il est p. s. que Quzo‘est Qu1-réguliére. Rappelons une
condition de non-degénérescence : supposons o € A, et u < 2x. Alors
o € Img(EQ,), et de plus Qe €A . A,, désignant 1l’ensemble des

(oe-)

2

mesures ¢ € M'(T) vérifiant la condition suivante : pour tout € > 0 il
existe un § > 0, un C > 0 et un compact K tels que o, = lyo vérifie



o (T) > og(T) - ¢
o (B) < C(diam B)**®

pour toute B. Comme conséquence de la condition de dégénérescence et de

celle de non dégénérescence, l'esquisse de la structure de Ker(EQu) est
bien claire :

u
{o : dim" o < Eq C Rer(EQ,) <€ {0 : dim o € =}.

e

Démonstration du théoréme 1. Posons o = dim o. Etant donné € > 0, la
décomposition de Kahane constate qu’il existe un compact K tel que

o

1
K
Ioc* €

< 00,

Cela, avec la condition de non dégénérescence, entraine

. * . %
dim Q,0 > dim Q, 1,0 > ¢ - 7 €.

En ce qui concerne l'inégalité inverse, envisageons

QgQuG-

Pour que o € Ker(EQg,,) il suffit que g+u > 2, a savoir 8 > 2 - u. Comme
u
Q0 est Qg-singuliére (8 > a - 59, on sait

dimeUO'é 7 p. s.

L'inégalité dans 1l’énoncé du théoréme vaut grice 4 la condition de
non dégénérescence. CQFD

Remarque. Le cas suivant peut arriver

u
dim.Q,o > dim, 0o - En
En effet, prenons une mesure o,

oy -dimensionnelle et une autre o,
@, -dimensionnelle. Supposons 2%, < u < 20,. On a alors

]

Y=

i

dim*(03+02) o .
Considérons ensuite une martingale indexée associée au recouvrgment
sur le tore T9 ([171). Soient {I,} une suite de boules de volumes {~} dont

n
les fonctions indicatrices soient désignées par {x,}, et {w,} une suite de
variables aléatoires indépendantes et équidistribuées sur .
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Introduisons les poids

‘puis les produits

Q () = Py(t) ... B (t).
Désignons par Q, 1l'opérateur correspondant. On sait par ailleurs (cf.
chapitre V) que . Igu < oo entraine o € Img(EQ,), et que toute mesure portée
par un borélien de mesure de dux-Hausdorff finie appartient a Ker(EQ,)
tandis que toute mesure appartenant & Ker(EQ,) est portée par un borélien
de dw-capacité nulle, En particulier, on a

{0 : din"o < @) € Rer(FQ,) C {0 : dim'o < ).

De la méme fagon que pour démontrer le théoréme 1, on peut démontrer

THEOREME 2. Supposons @ < din" 0. On a

dim'Q,o = dim'c - & p. s.

dim,Q,0 2> dimyo - & p. s.

En particulier, si ¢ est B-dimensionnelle (& <), Q.0 est p. s. (B-®)-
dimensionnelle.

La troisiéme machine produisant des mesures aléatoires est la
martingale de naissance-mort de Mandelbrot avec W telle que
P(W=0C* =¢C% , PW=0)=1-¢"%

L'opérateur correspondant est désigné par N .

THEOREME 3. Supposons & < dim . On a

. R . ¥
dim No=dimo -~ ¢ p. s.

dim,N,0 > dimyo - & p. s.

Particuliérement, si o est B-dimensionnelle (& < B), N, o est p. s. (B-00)-
dimensionnelle.

Signalons que le méme résultat vaut pour le chaos de Lévy ([9]).
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11. PRODUITS DE RIESZ DYADIQUES

x
Sur le groupe dyadique D = {-1,1}IN est définie la mesure de Haar par
le produit

An étant définie comme ci-dessous

—

A (-1) = X (1) = =

Soit qu e 1'intervalle constitué des points dont chacun a pour =n
ce-fg
premiéres coordonnées €,,...,€,. Avec cette notation on peut définir X\ en
posant
1
X1, e ) = — n>1; €,...,, =% 1).
1" "n on

Prenons sur D la métrique usuelle : par définition, deux points sont
ey et
dans aucun intervalle strictement plus petit. C’est bien un espace de type

4 distance 2°" s'ils se trouvent dans le méme intervalle I,
homogene, et on vérifie facilement que
. . %
dimeX = dim A = 1.

Envisageons maintenant une généralisation. Soit -1 < r < 1.
Définissons d'abord une suite de probabilités (p,) telle que

1l-r 1+r
By (-1) = - v ) ==
puls leur produit
00
b= ® p,
n=1
Autrement dit
n 1+ejr
(I, )=
1 n j=1 2

On appelle p produit de Riesz dyadique.

Remarquons que {€,} constitue une suite de variables indépendantes,
éaquidistribuées et d'espérance nulle par rapport A la mesure de Haar A.
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Pour la méme raison, elle constitue aussi, par rapport & la probabilité u,
une suite de variables indépendantes, équidistribuées telles que

1-r :
(e, = -1 =5 ple, = 1) = —.

Donc pour tout mn, 1l'espérance

log(l + € 1) = l{(1-r)log(l-r)+(1+r)1og(1+r)).
EP' n 2

THEOREME 1. Soit -1 < r < 1. On a

dim,p = dimfp =1 - (I-t)log(l-r)+(1+r)log(i+r)).

2 log 2(

Par conséquent, p est unidimensionnelle.

Démonstration. Etant donné x = (€4,...,€,,...), envisageons le

rapport

log p(I, (%)) 1 1 &
=1 - = 1 .
Tog ML)~ " Togzm 5;; og(l + ;1)

ot I (x) désigne le n-iéme intervalle contenant X. Supposons -1 < r <1
(r = * 1 correspondant aux cas triviaux), Comme {log(l+€,r)} est une suite
de variables indépendantes, équidistribuées et d'espérance finie, la loi
des grands nombres donne

log u(I,(x))
1im =1 - m—(
. log A(In(x)) 2 log 2

(1-v)log(l-r)+(1+r)log(l+r)) B-p. P.

Ceci, avec un théoréme de Billinsley ([3]) achave la démonstration. CQFD

En ce qui concerne 1l’exposant énergique, on a

THEOREME 2.
log(1l+r?)

=1 -
oW log 2

Par conséquent, p n'est pas atomique.
Démonstration. Calculons 1l'énergie de p par rapport au noyau

(d(t,s)) ®. Rappelons que d(t,s) ne prend que les valeurs 2°" (n=0,
1,...) et 0. On a
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. ” an(s) dp(t)
* DxD  (d(t,s))*

-5 znaﬂ o du(s)du(t)
n=0 d(t,s)=2

[e2]

=2 2 I P

n=0 €1,--.5€,

SE n o l+e;ry?
- 2n(1+a)EA [ ]
n=0 j=1 2

|

M
——

N,

+

Q

"
#In
N
e
3

n=0
donc
1 1+12
I:<°°(=’(Z<1- o;g(___)_
log 2
Le théoréme 1 peut s'étendre au groupe G, = {1, 2,...,c}mr.
Soient p;, Pp,-.-, Pg ¢ nombres positifs tels que
Py + P+t ... tp. = 1.

Définissons d’'abord une fonction (une probabilité) x sur le groupe Z,

x(3) = p; 1<j<o).
Soit I, r Ll'intervalle des points dont chacun a pour ses n premiéres
cerp
coordonnées r,,..., I,. Définissons ensuite une mesure p sur le groupe

G, de la fagon suivante :

n
u(Ir1...rn) = J—EX(rJ)'
j=

L est une probabilité par rapport & laquelle les x(rj) sont

indépendantes, et

c

1
Eglog x(r;) = Zpelog —
£=1 Pe

De la méme fagon on peut démontrer

THEOREME 3. Pour la mesure p définie ci-dessus, on a
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1 = 1
dimep = dim'p = 1 - —— pplog —.
log ¢ El ¢ Pe

Par conséquent, p est unidimensionnelle.

Remarque. Le produit de Riesz dyadique correspond au cas ol

l+r , 1-r
meg s R

12. PRODUITS DE RIESZ ALEATOIRES

En ce qui concerne les produits de Riesz déterministes, il faut citer
le travail de J. Peyriére ([38]). Un produit de Riesz définit une mesure
By. J. Peyriére a trouvé une formule minorant la dimension inférieure de
p, et une autre majorant la dimension supérieure. Mais toutes les deux
font intervenir la mesure p, elle-méme, ce qui est un des inconvénients
pour bien manipuler les dimensions, et elles ne valent que sous certaines
hypothéses imposées sur les spectres du produit, qui nous paraissent
parasites.

Nous nous proposons d'envisager une classe de produits de Riesz
aléatoires. Avantage briévement dit : les hypothéses, qui apparaissaient
dans le cadre déterministe et nous paraissaient parasites, sont toutes
supprimées, et le produit lui-méme n'’intervient plus dans les formules
trouvées. Avant d’aboutir 3 ce résultat nous nous occupons de la
convergence presque partout de certaines séries par rapport & un produit
de Riesz aléatoire. Notre clé est une probabilité de J. Peyriére. A la
suite, nous ramassgons divers résultats, fruits de la probabilité de
Peyrieére.

Sans peine on peut étendre ces résultats aux produits de Riesz
aléatoires convenablement définis sur un tore et méme sur un groupe
compact.

I1 serait trés souhaitable que l’on puisse obtenir des résultats sur
certains produits de Riesz déterministes en se débarrassant de 1’élément
stochastique.

Soient {w,} une suite de variables indépendantes et uniformément
distribuées sur l'intervalle [0,2m[ définies dans un espace de probabilité
(Q,4,P). Etant donné une suite d'entiers positifs {X ), 5, telle que X ,,
2> 3\, pour tout n, et une suite de nombres complexes a = {a },5, dont les
modules sont inférieurs & 1. Au lieu de considérer le produit de Riesz
déterministe
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o0

By = I_I (l + ﬁe(aneiknt))

n=1

nous envisageons le produit de Riesz aléatoire

o0
iw, iAt
Haes = I_I(l + Re(aye fe T ))'
n=1
En posant
iBn S
a, = r,e (xr, = 0)
nous pouvons réécrire
Lo o]
Baw = ] [(1 + r, cos(r,t +w, +8.)).
n=1

Dans toute la suite, la clé omnipotente est la probabilité de
Peyridre q définie sur 2 x T par la relation suivante

I £, 0dq00,0) = Ef £, t)du,,(0)

f étant fonction positive mesurable. Pour la commodité on adopte la
notation suivante

IEQlf = f f(w, t)dgq(w, t)
en réservant [ & 1’espérance relative 4 la probabilité définie sur Q.
Définissons, pour n 2 1,
X, (w,t) = Apt + 0 (mod, 2w).
Ce sont des fonctions définies sur Q X T 4 valeurs dans [0,2m[.

LEMME 1. a) Les X, sont q-indépendantes.
b) Pour toute fonction h 2w-périodique, positive ou bornée, on

Eﬁh(knt + W) = g;-jgﬂh(x-en)(l+rncos x)ydx. (%)

Preuve. On prouve le lemme en montrant que quel que soit N, et
quelles que soient les fonctions continues et bornées

f : [0,27] - R (1€<n<gN,

n



on a

N N
By [T& &) = [TEE &)
1 1
D'aprés la définition de q, le membre de gauche de (1) est égal a

N
E J [T £ X0,
1

puis par la définition de p,,, celui-ci devient

N K dr
E lim 1’1] £ (Xn).I;[(l + Tpcos(X 1 48,))5—.

Koo

Comme la limite ci-dessus existe pour tout W et que l’intégrale est
‘ N

majorée par rT £, oo, le théoréme de Lebesgue nous permet de changer le
1

signe de limite et celui d’espérance. Ainsi le membre envisagé s’écrit
comme ci-dessus

N K dt
lim E | [T £, &) [ [(1+r,cos(x,48,))
1 1

K=o

N dt
- ﬂ E £, (xn)(1+rncos(xn+9n))§-
1 ki

grice au théoréme de Fubini et & 1’indépendance des w,. Or, pour tout n,
en tenant compte de l'’invariance par translation de dw,, on obtient

E £, &)1 + rncos(Xn+6n))

1 T
P jg fn(Ant +w ) (1 + rncos(xnt + 0, + Gn))dn%

1 ar o
Eg;f% £, (x-8,) (1+r cos x)dx.

Remarquons que cette intégrale ne dépend pas de t. On obtient enfin une
expression pour le membre a gauche de (1)

N
1 m
}'1”[ = 57, (x-0,) (14r, 008 x)ax.
En particulier, pour tout n, on a

. .
Ey £, (X)) = EF'Igﬂfn(x-Gn)(l+rncos x)dx

(L)
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d’'ol une expression pour le membre a droite de (1). CQFD

La clé étant préparée, nous nous engageons dans l'étude de la
convergence de certaines séries. On a besoin de quelques lemmes.

LEMME 2.
’
1 si n=20
li i 1
in(h.t + w;) 2 aj ston=

qu 3 J =
1 -
Eaj gi n= -1
0 si n=%0,-1,1

7~

Preuve. D'aprés la formule (*), on a

In()\ t+w )

‘Eq

'rr in(x- 8 )
= 0 © (1+r cos x)dx

1 -inB. {27 . 1 . 1 .
____2_T_re jj?) (elnx +Erje1(n+1)x +§_rjez(n-1)x)dx

d’'ou le résultat. CQFD

LEMME 3. Soit {01.1- )j>1 une suite de carré sommable. On a

- 7\
Ejsuplza(e" t+w)-—a)lduaw(t)\4 Z}a 12

(A t+w;) 1 -
EJsup Izoc (e] w -—2— )ldu.aw(t)\a Zloc 12

m=1 Ja]_ J
n(?\ t+w ) >
i X
E J sup 120& e l‘dp,aw(t) z }Of.j 12, (n =0, +1).
m>l =1 j=1

Preuve. D'aprés le lemme 2, la suite
% SR tre;) 1
. o; (e - "2"3])

est une martingale par rapport & la probabilité q. D'ailleurs on a
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SiCAtrw;) 1 1
j i’ 2 _ 1.2 2
Eﬁ!e Eajl 1 4!31! < 1.

En tenant compte de 1l’indépendance des Ajt +w; et en utilisant une
inégalité de Doob sur les martingales, on obtient facilement la premiere
inégalité.

De méme pour la deuxiéme et la troisiéme. CQFD

Enongons maintenant le résultat concernant la convergence presque
partout par rapport a .

THEOREME 1. Soit {f,},>1 une suite de fonctions dans A(T) telle qu’il
existe deux nombres strictement positifs, p, et C, tels que

0<p<1, sulf (I <cplil
n=>1

Alors pour toute suite {®;};>¢ de carré sommable, presque sQrement la
série

oo .

zlozj[fj O th0;) - Egf; O t4w))]

J=

converge pour p,.,-presque tout t.

Démonstration. D'aprés le lemme 2,

l A A 1— ;
gfj(kjt +wj) = Eajfj(_l) + fj(O) + Ealfj(l)
Posons
( 0 sin=0
i(A. t+w.) 1 -
j it U= P =
7 a; sin 1
® (t) =% LiCA. R 1
nel e VA e 2 a. sin= -1
2 i
in(A;t+w;
{ e,n( itrey) sin=0, -1, 1.
On a
£ Oqt + @) - B f; Ot + o)) = > Em e, ;-
n
Or
N N
1> o> Eme, ;1 < 212 of (e, ;I
3=1 ¥ n=0 J=1

d’'ou



supiZoz Zf (n)(pn JI < Z sup!Zoz .(n)@n'ji

N>l j=1 n€Z nz0 N2l j=1

Le lemme 3 nous permet d'obtenir

N )
lsupl Doy 3 E(m)g, 1, <2 3 |30 1oy 12 1E; ()12
N>l j=1 n€Z ot n=0 \j=1

o o]
<26 e )3 1e; 12,
=0 j=1

On en déduit facilement la conclusion de cette inégalité. CQFD

Remarque 1. Dans le cadre déterministe, un résultat analogue vaut,
mais sous l'hypothése que X, divise A,y ([38]). Récemment, J. Peyriére a

amélioré ce résultat en se concentrant sur le cas ol £, () = e't,

Soient a = reie(r >0), p= r'1(\jl—r2-l). En notant que ([38])

- int i
log(1+Re(ae't)) = - 1og(1+pz) - Z P oint eint
0 Inl

(A, t+w )
E, log(l+Re(aje " "

1
o J%ﬂ (1+rncos x)log(l+r, cos (x«Gn))dx,

I

2(1-Jl-xant2)
1 - Jl-ianlz - log

b

la, 12
on a
COROLLAIRE. Presque stUrement la série
d (7\ t+w, )
i w
T—-——-—;\-—- {log(l«i-Re(a e "y - a ]
n=1 ~°8 *n

converge pour { . -presque tout t, ol

A 2(1~41-1an12)
a, =1 - \!1-lan§2 - log si a, #0

2
la, |

Suivant J. Peyriére ([38] pp. 143-145) et utilisant le corollaire
précédent, nous pouvons démontrer
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THEOREME 2. Supposons A ,q > 3X, et la,l €1. On ap. s.

a1+. . F an,

dim*p,aw 21 - 1lim sup Tg-_)\——_
n -+ oo n

~

”~
a4 +...+ a,

dim"p,, € 1 - lim inf
n - oo og }‘n+1

COROLLAIRE. Supposons

Aoy > 3,

n+1

11mlanl = I,

n-0
On a p. s.
di >1 - ¢ 1 e
imep,,, 21 - r lim sup ——
aw a - oo 108 X
dim"p,,. €1 - ¥ lim inf ——,
a® n - oo log }‘n+1
COROLLAIRE. Le produit de Riesz
o0
B =1 ] (L + T cos(3"t+w)) (0<r<1)
1

est unidimensionnel et de dimension

1 1 |
" T3 z—ﬂfé (1 + r cos x)log(l+r cos x)dx.

Remarque 2. Il est clair que

log(l + %rz)

=1 -
e (1.,) Tog 3

Combinant ceci et le deuxiéme corollaire précédent, on voit que p. s. p.,

n'est pas atomique car les deux quantités suivantes

@n-D1t 5,

1 T o2}
1+ X)log(l+ =
10 (1+r cos X)log(l+r cos X)dX gz% (2m-1)2m(2m) !
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CHAPITRE III.- PROCESSUS DE NAISSANCE ET DE MORT

Sur l'espace

T, = {0, l,...,c~1}lN {(C 2 2 un entier)
sont définies les martingales de Mandelbrot ([34]). On étudie ici celles
qui sont associées aux variables W, définies par

PW, =¢c*) =¢c% PW,=0)=1-¢% (x>0).

On démontre que la décomposition de mesures selon la martingale associée &
W, est tout justement la décomposition selon le x-noyau de Riesz.

Ce sujet de recherche a connu une histoire d'une quinzaine d’années.

La construction de Mandelbrot en 1974 - beaucoup plus générale - a été son
acte de naissance. En 1976, J.-P. Kahane et J. Peyriére [26] ont démontré
(cas particulier d'un théoréme général) que la mesure de Haar est dans
1'image de l’opérateur projectif si @ < 1 et qu’elle appartient au noyau si
o« 2> 1. Récemment J.-P. Kahane ([21]) a poussé la recherche en partant du
fait que toute mesure concentrée sur un borélien de o-mesure finie
appartient au noyau et que réciproquement toute mesure dans le noyau est
concentrée sur un borélien de (w+€)-mesure nulle pour tout € > 0,

Les idées pour démontrer le résultat annoncé tout au début
proviennent de L. Shepp ([41]), S. Janson ([l4]) et J.-P. Kahane ([20]).
Ce dernier a utilisé la théorie du potentiel pour aboutir a la résolution
compléte du probléme de recouvrement sur le cercle. Comme on l’utilisera
aussi, on développe au § 1 une théorie du potentiel sur T . Et puis au § 2
on résout un probléme de recouvrement associé a’'un processus de Poisson
défini sur T, X R*. A vrai dire, notre probléme initial est justement un
tel probléme de recouvrement, c’est ce qu'on affirme aux §§ 3 et 4. Aprés
cela, certains problémes relatifs sont envisagés : interprétation en
processus de Galton-Watson, réalisation sur 1l'intervalle [0,1[, existence
de quasi hélices sur T,.



1. THEORIE DU POTENTIEL SUR T_
Soit ¢ (2 2) un entier fixé. L'ensemble

T, = (0, 1, ..., c-1)N

posséde deux structures, l'une de topologie compacte et 1l'autre de groupe
abélien ([4]). Avant le développement de la théorie du potentiel,
rappelons certains éléments concernant le groupe compact T_.

I1 existe une métrique sur T, compatible & sa topologie que 1l'on
appelle 1’'ultramétrique, et qui est définie comme ci-dessous

d.(t,s) = ¢ "

si t et s ont exactement leurs n premiéres coordonnées en commun. On

n

appelle la boule fermée de rayon ¢ " contenant t n-cylindre ou

n-intervalle, qu’on désigne par I (t) et aussi par I(jg,...,Jj,.q) ou
In(jO""!jn-j) Sitz(jo,---,jn_1,...).

La mesure de Haar m = dt sur T, se définit par
m(I, (t)) =c ™",

Posons w = exp(2mi/c). Définissons pour tout m = 0

P, (t) = oK si t, =k avec 0 <k < c-1.

La suite {¢5}g10 s’appelle la suite de Rademacher d'ordre c. Remarquons
qu'un entier n (> 1) peut s’écrire d'une fagon unique

n n
T 4. ..+2c™

avec
ng >n >... >n, >0, 1<£X <€c-1.
Définissons ensuite

Yo (t) =1
‘?‘1 ?\"m
U (8) = @ (8) .. T(B)  (m>1).

La suite {wh}ﬁio s’appelle le systéme de Walsh d'ordre c. C’est justement
le groupe dual de T.. Considérons (T,,dt) comme un espace de probabilité.
I1 est évident que la suite de Rademacher est une suite de variables

indépendantes et d’espérance nulle. Plus généralement, pour tout n > 0 et
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tout A Z0 on a
A
f}c @, (t)dt = 0.

En conséquence, le systéme de Walsh est orthogonal et méme complet. On
peut donc définir les coefficients de Fourier pour les fonctions
intégrables, et on les appelle W F-coefficients. Voici un théoréme de
Paley : La W F-série d'une fonction bornée & W F-coefficients positifs
converge absolument et uniformément.

Maintenant on va développer la théorie du potentiel sur T,.

Le noyau de potentiel de Riesz d’ordre o« (0 < @ < 1) sur le groupe
T., ou simplement x-noyau, est défini par
-
Ko (t,8) = (d, (£,8)) %

Notons K, (t) = K,(0,t). On a K (t,s) = K,(t-s). Désignons par ¥, = v, ()
le n-iéme W_F-coefficient du noyau K,. C'est-a-dire

Y, = me(t) ¥, (£)dt.

THEOREME 1.1. Si n (= 1) s'écrit n = A1c

c* -1 1

"o T (1-a)

3 n -
c-c M
Par conséquent
A c® -1
Wh I~ avec A =
n!-® c - c

La démonstration repose sur les deux lemmes suivants.

LEMME 1. Pour 0 < x <1 etnz=0, ona
c -
K, (t)dt = ——— ¢ N1
1,(0)

On en déduit que K, est intégrable si o < 1.

Preuve. Posons

Jnej = In+j(0) - In+j+1(0)’
On a donc
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oo
In(O) = U‘Tn-rj
§=0
Jn+j'mn+j" =g si | j’ =z 3"
m(Jn+j) — g (n*jd> | C‘(n"’j+1)

- oln+j) .
K, (t) = ¢ i si t€J.,;.

L’intégrale a calculer est alors égale a

o0
E:Ca(n+i)(c-(n+}) - c-(n+3+1))

j=0

d'olt le résultat. CQFD,

Du point de wvue de mesure produit, le lemme suivant est évident.

LEMME 2. Soient ny > n, >...>n, > n et N 21 (k =1, 2,...,my), on a
pour tout t; € T,

oA
L ﬂ(pn:(t)dt = 0.

ne1 (Eg) k=1
Démonstration du théoréme 1.1. Evidemment on a

c-1
Y = Koy + .EE J}1(j0)Ka¢h‘
I, (0) Jo=1

Comme K, (t) =1 lorsque t & 11(0), d'aprés le lemme 2 on a donc

S

Répétons n, fois, on obtient

Ecrivons maintenant

c-1
Y. o= U . \K .
" fln L oyFadn + 2 J.In 01(0,...,0,3, ) ¥n
1 Jn1=1 1 1

Observons que
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n1(x .
K, (t) =¢ si t €& In1+1(0)
@h(t) =1 si te In1+1(0)'
On a donc
n, o c-1 A
Yn = J} s * ¢ f& ©,...,0,5 )%y
nq+t jn1=1 ny+1 Ny

A
D’aprés le lemme 1 et le fait que 1'espérance de ¢h: est nulle, on a

c -1 “(ng+1)(1- ) ang-(ng+1)
Cc

c - c*

d'ol 1'égalité. Quant & 1'égalité approximative il suffit de remarquer que
n, = [log, n]. CQFD.

On a vu que les W F-coefficients du noyau de Riesz sont positifs.
Plus généralement soit f une fonction strictement décroissante et convexe
sur 1'intervalle ]0,1]. Définissons

Re(t) = £(4,(0,t)).
De la méme fagon on peut démontrer
THEOREME 1.1'. Les W F-coefficients de K, notés par 7, (f), sont
strictement positifs.

En effet, on peut obtenir

Y () = II (0y Ke (€)= £(c7 T,
"1

Soit K = K, ou K. Pour une mesure p € Mf(Tc) on peut définir son
potentiel U" et son énergie I™ relatifs au noyau K. D’aprés la positivité
de 7,, la convexité de f et le théoréme de Paley, on peut démontrer comme
dans ([25]).

THEOREME 1.2,

o0
o - 2.
™ = > v ) |
n=0



La capacité d'un compact E dans T, est définie par C(E) = I"(E) avec
I(E) = inf I ol la borne inférieure est prise pour toutes les mesures de
probabilités portées par E. Comme une conséquence du théoréme précédent,
le théoréme suivant se démontre aisément.

THEOREME 1.3. Si I(E) est finie, il existe une probabilité unique Mo € MY (E)
@
telle que I ¢ = I(E).

Cette mesure s'appelle la mesure d’équilibre sur E. Et son potentiel
s’appelle le potentiel d’équilibre de E. En vertu de la semi-continuité
inférieure du potentiel et de 1l'unicité de la mesure d’équilibre, on peut
démontrer aussi.

W
THEOREME 1.4. L'’ensemble des points t €EE o U ®(t) < I(E) est de mesure
nulle par rapport a toute mesure positive d'énergie finie.

2. PROCESSUS DE POISSON SUR T, x R".
On étudie ici le probléme de recouvrement poissonnien sur T,.

Considérons d'abord 1l'espace T, X R' muni de la mesure v = dt X p ol
dt est la mesure de Haar sur T, et p est une mesure sur R ou plutét sur
1’ensemble {c¢”J : j > 1) définie par

o0

j=1

Construisons ensuite le processus de Poisson sur T, x® avec 1l'intensité v
({27]), il s'agit d’un ensemble aléatoire Z. Soit B un borélien dans T, xR'.
Désignons

N(B) = Card(B N E).

Le processus de Poisson a pour caractérisation les propriétés suivantes
N(B) est une variable de Poisson & paramétre v(B) ; N(B;),...,N(Bp) sont
indépendantes si B,,..‘,Be sont disjoints.

A tout point (t,c’)) € T, x R* on associe la boule I;(t). De méme
tout point appartenant 4 Z est attaché & une boule. On obtient ainsi une
famille de boules aléatoires dont la réunion sera notée par 5.



Le probléme de recouvrement se pose ! étant donné un fermé F C T,

quand a-t-on FC $ p. s. ?

Voyons d’abord qu'un point t € & si et seulement s’il existe un

point (s,¢’1) EE tel que t € Ij(s), autrement dit s € Ij(t). Posons alors

oo
p, = UT;(e) x (7).
j=1

Voici une condition pour qu'un point soit recouvert :
t€EG e D NEZ g
Par conséquent

P(t € G) = exp(-v(D,)).

“Introduisons maintenant

J(x) i 1
£(x) = exp E: mc ! avec J(x) = [log, ;ﬂ
j=1
= f(dc (O;t)) .

K(t)
Remarquons que K(t) = K, (t) si on prend m; o= cilog c.

Voici la réponse au probléme de recouvrement.

THEOREME 2.1. Pour que T, € § p. s. il suffit que

j&cK(t)dt = €0,

Particuliérement la condition devient o 2 1 si m; o= cllog c.

Plus généralement on a

(2.1)

THEOREME 2.2. Supposons que K intégrable. Soit F un fermé dans T, . Pour

que F € § p. 5. il suffit que

Cap, F = 0.

Particuliérement la condition devient Cap,F = 0 si mp o= cjlog c.
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La démonstration de ces deux théorémes est fondée sur l’existence
d’un ordre total des éléments de T.. Pour l'introduction de cet ordre,

mentionnons d'abord la fonction suivante
n(t,s) = inf{n > 0 : t, & s} (t,s €T,.).
L'ordre est alors défini comme ci-dessous

t = s si n(t,s) = 400
t < s si n(t,s) < +0 et tn(t‘s) < Snct,s)

A propos, l'ultramétrique peut étre définie en fonction de n(t,s)
dc(t,s) = ¢ nlt,s)

En plus on a besoin de deux lemmes.

LEMME 1. Soient dans T, m+2 points t; < t, <...< t, < § < x. On a pour tout
i (I<i<m)

(O, \ D) N D, = g

Preuve. Observons

e ]

D, \ D - ~U1(I"(X) \ ;@) x (e,
J=

I1 suffit donc de prouver que pour tout j > 1 on a
(I; ) \ I; (&) n I, (t) = @2

Cela est vrai. Si d (x,8) < ¢, xets appartiennent au méme
j-intervalle. Donc Ij(x) = Ij(i). Rien & dire. Supposons alors
d. (x,8) > ¢ ! . Autrement dit k = n(x,8) < j. D'une part, x > & implique
Xg = 8gs-evs Xoq = 8lq 5 K > g . D'autre part, si l'intersection n'est
pas vide, x et t; se trouvent dans le méme j-intervalle, particuliérement
dans le méme (k+l)-intervalle. Enfin on arrive a une contradiction t; > E.
CQFD.

En conséquence, on a comme dans [41].

LEMME 2. Soient t; < t, <...<t, < E < x,

P(x & Glt,,...,t, €8 ; E & §) = P(x € GlEEG).
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Remarquons encore que

o0
DAD: = U (1) \ ;@) x (7). (2.2)
j=n(x,%&)
Par suite on a
v(D, \ D) = > mel. (2.3)
j=n(x,%8)

Démonstration du théoréme 2.1. On va suivre L. Shepp ([41]).
Choisissons tout d’abord un ensemble dénombrable dense dans T.. Par
exemple, l’ensemble Q des points dont chacun n’admet qu’un nombre fini de
coordonnées non nulles. Désignons par Q l’ensemble des points dont chacun
admet au plus k+l premiéres coordonnées non nulles., Fixons ensuite un
entier N. Considérons la mesure p avec m; = 0 (j > N), puis le processus
correspondant. La réunion des boules aléatoires associées a ce processus
sera notée par §,. Maintenant étant donné un entier positif k, définissons
une variable aléatoire Ek 1 § = o si tout point dans Q, est contenu
dans §; ; & = r s’il existe un point dans Q qui n’est pas contenu dans

S, et que r est le plus petit.

Soit x la fonction indicatrice de 1l'ensemble des points qui ne sont
pas contenus dans §, . Posons

m(T,) = J'T x(t)dt.
c

On va calculer Em(T,) de deux maniéres différentes.

D'une part, d’aprés (2.1) on a
N
Em(T,) = exp|- ijc" . (2.4)
j=1
D’autre part, la formule de la probabilité totale nous donne

En(T,) = 3 J'T P(x€G, |5=1) P(E, ~1)dx.
reQ U{o)¥ ¢

La minoration suivante est donc évidente

En(T,) > ». P(&~1)|; (r) P (xEG, 1B=r) dx.
1
TEQ,
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D'aprés le lemme 2, puis 1l'invariance de la mesure de Haar, on obtient

En(T,) > 2 P(& = 1|1 (oyP(y%G 1068)dy. (2.5)
reQ, !

Combinant (2.4) et (2.5), on voit

' N N -1
P(3reQ, tel que r€G,) < U exp(zmjc‘i_ Z mj-c'j)dy
LO  ja1 j=n(y,0)

Remarquons que Q, tend en croissant vers Q qui est dense dans T_.
Remarquons aussi que §, est fermé. Laissons alors k tendre vers oo, on
obtient

1 -1
AN oY —
Eea_ (0,

Xp Z m; c'jdy

P(T. ¢ §,) < e
c T4 1, (0) &

Laissons ensuite N tendre vers . Tenant compte de 1'hypothése, on a enfin
P(T, ¢ §) = 0. CQFD.

Démonstration du théoréme 2.2. On va suivre L. Shepp ([41l]) et J.-P.
Kahane ([20]). Cette fois-ci, on doit choisir un ensemble dénombrable dont
1l’ensemble des points d'accumulation est exactement F. On peut choisir par
exemple

o0
Q" = Jqf
k=0
avec

Q= (t=CJg,---»dgs0,.-.) ¢ (£, F) < ™Ky,

Au lieu de F on va envisager F = F U Qf. Comme Cap F = 0, CapKF‘ = 0
également. Donc CapKNF 4 0 lorsque N -+ o0, ol ‘
: J(x)
- - i J(x) = [lo inm
Ky = £f(d.) , fu (x) = exp -21 m; avec == g " .
j=

D’aprés les théorémes 1.3 et 1.4, il existe la mesure d'équilibre oy de F
relative au noyau K, telle que

Ay = (Capy P! < f} K, (t)do, (t+u), V u € F. (2.6)
C
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Désignons par oh(f) la o, -mesure de la partie de ?, non contenue dans

k ‘
9, . Posons Q, = l_JQi. Pour tout k > 1 définissons une variable aléatoire
21 ,

B¢ ' § = o si tout point dans Q, est contenu dans §, ; § = r s’'il existe
un point dans Q, non contenu dans §, et que r est le plus petit. De la
méme facon qu’on démontre le théoréme 2.1, on peut démontrer que

— -1 _
P(F T &) < (I11(0)Ku(t)d°h(t+r)} , (r € F).
D'aprés (2.6), on a finalement

P(Fd Q) = 0. CQFD.

3. CERTAINS PROCESSUS DE NAISSANCE ET DE MORT

Prenons une suite de positifs {pn}:lo (0 < p, <1). Construisons
o0

ensuite une suite de wvariables aléatoires (W Yn=0

telles que

1
P(W, = —) =p,, P(W, =0)=1-np,.
n

Et puis choisissons une famille de variables indépendantes {(W(gdys--.
3Jp) >0 ;5 0<j, €c-1} dont W(jg,...,j,) obéit a la loi de W,.
Enfin introduisons les poids

P (t) = W(ig,--.,3y) si t € I(§g,...,3p) (n=>0)
et les produits
n
Q,(t) = [ ]z, (® (n > 0).
m=0
Autrement dit

Q, (t) = W(§gIW(g,dq) .. W(g.dqs---2dy) si t € I(g,---.3¢). (3.1

C'est une martingale indexée. On va la comparer avec une martingale
liée au probléme de recouvrement poissonnien. Pour cette affaire on écrira.
Q,(t) sous une autre forme. Ecrivons d‘abord

V(jﬁ:"'sjn) = pnw<j0’ ""?jn)‘
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On s'apergoit que V(jg,...,j,) prend ses valeurs 0 et 1 avec les
probabilités 1 - p, et p,. Et le produit Q,(t) s’écrit

V(g)VUgdy) - Vg )
Qn(t) B st t E I(jc."jn)' (3.3)
P0P1 ...pn

D’autre part, posons

m. = cl log G >1).

3
Pj-1

Comme au § 2 on peut construire un processus de Poisson associé a {mj}
pour lequel on introduit la martingale suivante

1(t & 8,,q)

(3.3)

On voit immédiatement que si t € I(j,;...j,) on a

P(t$90+1)=p0 p1 ...pn

(t € 8,,4) = ﬁ(30) 6(10.‘11) §(J0j13n)
ou
V(g --3p) = LN(T(p.--3,) % (7" 1)) = 0).

Il est évident que les V(j0j1...jn) sont indépendantes. D'ailleurs
v(j0j1...jn) obéit A la méme loi que V(jgj,-...j,). On a ainsi vérifié que
la V-famille et la V-famille sont équivalentes.

Conclusion : les deux martingales Q,(t) et 6n(t) sont stochastiquement
équivalentes. Autrement dit, 1la martingale introduite au début de ce
paragraphe peut se traduire en processus de Poisson et réciproquement.

A partir du point de vue du processus, on a obtenu dans le paragraphe
précédent une condition suffisante pour le recouvrement d’un compact.
Maintenant on donne une preuve de la nécessité de cette condition. On
tient compte de la relation entre m; et p;.,. Le noyau s’écrit alors

J(t) 1 1
R(t) = — J(t) = [1 —].
(t) jDO oo avee J(®) = [loge Tg

THEOREME 3.1. Soit o € M'(T,). Alors

(E(Qo)2 < 40 et Qo =0) & I < oo,
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Démonstration. 11 suffit d'observer

E(f QnO')2 = J]‘(P(O&Qh+1))'2P(t¢9h+1, s & 95+1)da(t)do(s)

nAJ(t-s) 1
- H [T — dote)aa(s).

j=0 Pj

CQFD

On a vu que F est recouvert signifie (chapitre I)

lim sup Q,(t) =0 pP. S.
n—oo tcF

En conséquence du théoréme précédent, on a
THEOREME 3.2. Soit F un compact dans T, . Pour que FC § p. s. il est
nécessaire que
CapyF = 0.
La condition devient Cap,F =0 si m; =« cjlog c.

C’'est la réciproque du théoréme 2.2.

4, NOYAU ET IMAGE DE L’'OPERATEUR EQ.

Les théorémes 2.2 et 3.2 s'énoncent ensemble.

THEOREME 4.1. Soit F un fermé dans T, . Alors
FCS p. s. & CapF = 0.
Particuliérement si p; = ¢ on a
FCSp. s. & Cap,F = 0.
Correspondant 4 la martingale indexée Qn(t) il existe un opérateur

EQ qui est une projection dans M(T,). Maintenant on va reconnaitre son
noyau et son image. Etant donné le noyau K, l’espace M(T_) se décompose



M(T,) =R @ §

ou R (resp. § ) désigne le sous-espace des mesures K-réguliéres (resp. K-
singuliéres). Voyons leurs définitions dans le chapitre I. En utilisant
cette décomposition, le théoréme précédent et le théoréme 3.1, on obtient
le théoréme suivant qui illustre la cohérence de deux procédés de
décomposition.

THEOREME 4.2. Img(EQ) = %, Ker(EQ) = §

Img(EQ,) = &, , Ker(EQ,) = S§,.

5. INTERPRETATION EN PROCESSUS DE GALTON-WATSON

Les théoremes 2.1 et 3.1 peuvent se traduire en processus de
Galton-Watson. Ce genre de processus est un modéle de 1'évolution de
population.

Notons X, le nombre des individus & la n-iéme génération.
i (>0, 1>1) le nombre des

descendants du i-iéme individu & la n-iéme génération. Le modéle s'établit
alors

Supposons X, = 1. Soit Y, i

Xn
Xneq = Z"’n,z (n > 0). (5.1)
i=1

Néanmoins quelques hypothéses supplémentaires sont nécessaires. On se
donne au préalable une suite de variables aléatoires {Wh}ﬁio. Choisissons
ensuite une famille indépendante {Yh’i} (n>0, 1 > 1) dont T, obéit a
la loi de ¥,. Le processus classique de Galton-Watson correspond au cas ou
les v, ont la méme loi.

La probabilité d’extinction se définit par

g = P(il existe n tel que X, = 0) = P (lim X, = 0).

n—co

Si 0 < EY, < o pour tout n 2 0, la suite normalisée
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n-1
Xn/ﬂﬁx

est une martingale positive. Elle converge donc presque sirement vers une
limite Z telle que [EZ € 1. Les problémes centraux pour ces processus sont
d'étudier la distribution limite de la population.

On va étudier dans la suite un seul cas particulier qui peut étre
ramené au processus de Poisson. Notons B{c,p) la distribution binéme qui
©

prend la valeur k (0 < k € ¢) avec probabilité pk(i-p}c'k.,Soit

{pn}flﬁ une suite telle que 0 < p, < 1. Choisissons une suite {wh}fie
telle que Y, ~ B(c,p,). On peut construire comme ci-dessus un processus X,
associé & {¥,} et puis Z,.

THEOREME. Si 7, ~ B(c,p,), on a

= 1 2 1
g“;,ﬂ;““

Démonstration. Conservons les notations du § 3. On va voir alors
) n
Xioy = e+ an_J'T Qn(t)dt. , (5.2)
j=0 o7 |
En effet, le membre & droite est égal a

Tt = 2 VUVUed) e Vg3
30,...,3n

ot V(jg...3,) ~ B(1,p,). Or B(c,p,) est reproductive par rapport a ¢, Donc

> V(ig-.--Jn) ~ B(c,p,). Alors on a

Yﬂ
1= 20 Ya,i aveS Yo i~ Ble,py).

On obtient ainsi (5.2). Ayant établi cette égalité, on constate, en vertu
du théoréme 2.1 et du théoréme 3.1, que

g=1<=)JITK(t)dtmoo
c

d'olt le résultat. CQFD.
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6. REALISATION SUR 