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SUR LES ANNEAUX ARITHMErIQUES 

par Habib ACHKAR 

(boursier du CNRS libanais) 

Les anneaux ari thrnétiques furent introduits par Fuchs [IV] en 1949. 

Jensen [V, VI, VII] a étudié en détail les cas commutatifs et commutati:t;'s 

intègres. Behrens [II] a traité récemment les anneaux arithmétiques comme cas 

particulier de la théorie des anneaux distributifs. Dans cet exposé , nous 

rappelons les principaux résultats dé ces différentes études, et nous démon

trons certains résultats personnels~ en particulier Péquivalence, dans le 

cas commutatif intègre, entre les anneaux ari thrnétiques et les anneaux de P.rtrfer. 

§ 1. DEFINITIONS. NOTATIONS. GENER.ALITES. 

Dans tout l'exposé les anneaux considérés sont supposés unitaires. 

A désigne un anneau non nécessairement commutatif. L'ensemble des idéaux à 

gauche (resp. à droite, resp. bilatères) de A ordonné par la relation d'inclu

sion s;; des ensembles, est un treillis qu'on notera -~/A) (resp. ~d(A), 

resp. ~(A)) ; en effet la borne inférieure de deux idéaux à gauche est leur 

intersection qui est aussi idéal à gauche ; et la borne supérieure de deux 

idéaux à gauche est leur somme. Il en est de même des idéaux: à droite ou des 

idéaux.· bilatères. 



~g(A)[resp. ~d(A)~ resp. ~(A)] est un treillis complet ;son plus petit 

élément est (o) et le plus grand est A lui-même. 

Rappelons qu I un treillis T est dit modulaire si quelque soient les 

éléments x ,Y et z dans T on a 

x ~ y => x V (y A z) = y A (x V z) • 

T est dit dis tri but if s'il vérifie une des deux propriétés équivalent es : 

(D 
1

) V x, Vy, Vz E: T x A (y V z) = (x A y) V (x A z) 

(n
2

) Vx, Vt, \:/z E: T ~ x v(y A z) - (xvy} A (x V z) 

T est dit brouwerien ou relativement pseudo-complémenté si pour tout 

couple d I éléments a et b dans T 9 1 1 ensemble des éléments x de T tels que 

a A x '- b contient un pl us grand élément noté a * b • 

~ PROPOSITION ~ Tout treillis brouwerien est distributif. 

Pour la démonstration cf. [I]. 

Si nous considérons ~g(A) [resp. ~d(A),resp '(A)] , nous avons la 

propriété suivante facile à :prouver : 

.L.k_ PROPOSITION: ~g(A) [resp~ ~d(A)l} resp ~(A)] est un treillis 

modulaire. Mais ~ (A) [resp. t;.td(AL resp. i;l(A)] n I est pas toujours g ,. 

distributif. 

En effet: 

Si A = R[x ,Y], anneau des polynômes à deux indéterminées et à coeffi

cients dans le corps des réels R; A est commutatif, considérons alors les 

trois idéaux principaux I = (x-y), J = (x) et K = (y) ; on prouvera facilement 

que I iî ( J+K) est différent de ( I n J )+( I n K) • 

·.LJ.s._ DEFINITION : Un anneau A est dit ari thmétigue (resp. arithmé-

tigue à gauche, resp, arithmétique à droite) si et seulement si 



D'après cette définition un anneau arithmétique d'un côté est arithmé

tique O Mais la réciproque n I est pas vraie, en effet un anneau simple non commu= 

tatif est toujours arithmétique mais non nécessairement arithmétique à gauche 

ou à droi teo 

D1 après la même définition 1 si I~J et K sont des idéaux à gauche 

(resp. à droite, resp. bilatères) d'un anneau arithmétique à gauche (resp. à 

droite, resp. arithmétique), on a g 

et 
I n ( J+K) = ( I () J )+( I (') K) 

I+(J rî K) = (I+J) n (I+K) 

Nous pouvons démontrer par récurrence, à partir des deux dernières pro-

priétésP les propriétés de la distributivité finie: 

n n 
I n( :E Ji) = :E (r n J.) 

i=1 i=1 
J. 

et 
n n 

I+( n J.) = n (I+J.) 
i=1 

J. 
i=1 

l 

D I après la définition de ( :E J ) somme infinie d I idéaux, nous pouvons 
a 

0: 

d I après ce qui précède, prouver la distributivité infinie ~ 

rn(:E J) = :E (rnJ) 
a a 

a a 

THEOREME : Les trois asserti.ons suivantes sont équivalentes g 

(i) A est un anneau arithmétique à gauche. 

(ii) Quelque soient les idéaux à gauche de type fini I,J .tl K ~ 

I ti(J+K) =(In J)+(I nK) O 

(iii) Quelque soient les idéaux à gauche Aa, Ab, Ac, principaux g 

Aa n (Ab+Ac) = (Aa (") Ab)+(Aa CîAc) • 



Démonstration : 

(i) => (ii) => (iii) : évident. 

(iii) => (i) : en effet; soient I,J et K trois idéaux à gauche 

quelconque ; on a toujours In (J+K);;:? (I n J)+(I () K) • 

Soit maintenant x dans I fî (J+K) ; x == a == b+c 

et cf K. D'après (iii) on a 

Aa n (Ab+Ac) == (Aa n Ab)+(Aa n Ac) 

x étant dans le premier membre est donc dans le second 

où a f I, b E J 

x f (Aa rî Ab)+(Aa n Ac) c (I n J)+(r n K) , parce que Aas; I , Ac s; J 

et Ac s; K • Donc I () ( J+K) s; ( I n J )+( I n K) ; par sui te nous avons 1 'égalité, 

et alors ~ (A) est distributif. 
g 

§ 2. ANNEAUX .ARITHMETIQUES. CAS GENERAL. 

Dans ce paragraphe A désigne un anneau non nécessairement commutatif 

ni intègre. Les différentes propriétés que nous établissons pour les anneaux 

a.ri thmétiques à gauche peuvent être énoncées d'une manière semblable pour les 

anneaux arithmétiques ou arithmétiques à droite. 

~ THEOREME CHINOIS. : Soit un système fini de congruences dans un 

anneau A : 

a = a. (mod I.) 
l l 

i == 1 , ••• ,n , 

où Vi f ( 1, ••• ,n), I. f ~ (A) • Une condition nécessaire pour que ce système 
l g 

ait une solution dans A est : a. = a. (mod I.+I.) pour i -/:-j ; cette condi-
i J l J 

tion exprime en effet la compatibilité du système. Si pour tout système fini, 

cette condition est suffisante pour l'existence d'une solution, nous dirons que 

l'anneau A vérifie le théorème chinois. Nous avons prouvé dans [ 1 J que cette 

propriété caractérise les anneaux arithmétiques à gauche : 

A est ari thmétigue à gauche si et seulement si il vérifie le théorème 

chinois. 



~ ffiOPOSITION : Si A est un anneau arithmétique à gauche, tout 

anneau quotient de A par un idéal bilatère I est arithmétique à 

gauche. 

En effet 9 ?/A/I) est isomorphe au sous-treillis distributif des 

idéaux de A contenant I. 

~ PROPOSITION : Si quelque soient les idéaux· à: gauche I et J , 

IJ = I n J 1 alors A est arithmétique à gauche. 

En effet, nous aurons alors I n(J+K) = I(J+K) = IJ+IK = (I /1 J)+(I () K). 

k.:L,. PROPOSITION : Si A est arithmétique à gauche, ';/ (A) 
g 

est rela-

tivement pseudo-complémenté. 

Pour la démonstration cf [ 1]. 

Or, d I après la proposition 1. 1. la réciproque est vraie_, donc : 

A est ari thmétigue à gauche <.:_> ? (A) 
g 

est relativement 

pseudo-complémenté. 

Rappelons aussi le résultat suivant : [I] : 

à gauche si et seulement si les 

1

~ THEOREME ~ A est arithmétique 

idéaux à gauche f"\-irréductibles de A sont fortement f'l-irréductibles. 

~ E:z;emples et cas particuliers,, 

1

2.6.L THEORE.t'V!E ~ Un anneau primitif et arithmétique à gauche est 

un corps. 

Ce théorème démontré dans [I] entraîne comme corollaire : 

2. 6. 2. COROLLAIRE : Un anneau semi-simple et arithmétique à gauche 

est isomorphe à une somme sous.;;;.directe de c.or,ps,. 

En effet 1 un anneau semi-si,mple et arithmétique·à gauche est isomorphe 

à une somme s.ous-directe d I anneaux primitifs~ chacun· étant arithmétique à gauche 



1.6. 

2.6.3. PROPOSITION: Tout anneau régulier est arithmétique. 

En effet dans un anneau A régulier, si I et J sont deux idéaux bila-

tères 1 IJ =In J parce que si a est dans I n J , il existe x dans A tel 

que a= axa. Comme xa est dans J, a€ IJ. Par suite I f"'I J s IJ; comme l'in

clusion inverse est toujours vraie nous déduisons l'égalité. La proposition 2.3. 

permettra alors de conclure. 

2.6.4. COROLLAIRE: Tout anneau f-régulier (faiblement régulier. bi= 

régulier) est arithmétique. 

2.6.5. Remarques: a) un anneau arithmétique n'est pas nécessairement 

régulier. En effet Z est arithmétique mais n'est pas régulier. 

b) Un anneau régulier réduit est arithmétique 9 

arithmétique à gauche et à droite; en effet tout idéal d'un côté dans un anneau 

régulier réduit est bilatère. 

2.6.6. PROPOSITION : Si t;:l(A) [resp. ~g(A), resp. ';ld (A)] est tata= 

lement ordonné, alors A est arithmétique (arithmétique à gauche 9 

arithmétique à droite). 

2.6.7. THEOREME : A étant un anneau local, les assertions suivantes 

sont équivalentes: 

(i) A est arithmétique à gauche. 

(ii) Tout idéal à gauche de type fini de A est principal. 

(iii) Tout idéal à gauche engendré par deux éléments est principal. 

(iv) ';lg (A) est totalement ordonné par· inclusion. 

( v) L'ensemble des idéaux à gauche princ·ipaux est totalement ordonné. 

Démonstration : 

Dans tout anneau local les quatre dernières propriétés sont é([uivalentes 

[I] • Elles entraînent certainement que A est arithmétique à gauche. 

Réciproq_uement, si A est local et arithmétique à gauche nous avons 



Aa = Aa ri [Ab+A(a-b)] = (Aa n Ab)+[Aa nA(a-b)] 

a= t+c(a-b) où t E Aa f""I Ab et cb E Aa o 

Si c est inversible, b appartient à Aa et alors Abc Aa. 

Si c est non inversible, 1-c est nécessairement inversible parce que A 

est locale Donc (1-c)a = t-cb E Ab entraîne que a est dans Ab; donc 

Aa c Abo Par suite (v) est vérifié. 

Lafon [IX] appelle anneau local arithmétique à gauche (respo à droite) 

un anneau qui vérifie une des propriétés équivalentes du théorème ci-dessuso 

Cette définition est compatible avec celle plus générale que nous donnons des 

anneaux arithmétiques à gaucheo 

206080 Remarques: 

a) Un anneau régulier n'est pas nécessairement ari thmétiq_ue à gauche 

ou à.droite. 

b) Un anneau à idéaux à gauche principaux n'est pas nécessairement 

arithmétique à gauche. 

En effet, l'anneau des matrices carrées M
2

(K) à éléments dans un 

anneau de division, et d'ordre 2, est régulier; en plus, tous ses idéaux à 

gauche sont principaux ; mais M
2 

(K) n I est pas arithmétique à gauche parce que 

s'il l'était, M
2

(K) serait corps d'après 206.1. Ce qui n'est pas vraio 

§ 3o ANNEAUX. .ARITHMETIQUES COMMUTATIFSo 

Dans tout le paragraphe A désigne un anneau unitaire commutatif non 

nécessairement intègre. Nous notons ~(A) le treillis des idéaux de A 0 

Rappelons q_ue si S est un système multiplicatif de A , ne contenant 

pas O, et contenant , AS désigne 1 1 anneau des fractions de A relativement 

à S o Si P est un idéal premier ou maximal de A , on notera Ap 1 1 anneau de 



des fractions de A relativement à A-P qui est un système mal tiplicatif. 

Dans ce cas nous noterons l'extension d'un idéal I de A à 1 ' anneau Ap • 

Rappelons que Ap est local, et qu'il existe une bijection entre les idéaux 

pre~ier (resp. primaires) de A contenus dans P et les idéaux premiers (resp. 

primaires de Ap. PAP est l'unique idéal maximal de Ap. [cf. X]. 

D1 autre part si quelque soit 1 1 idéal maximal M de A , I~ = J~ 

alors I = J • Ce qui revient à dire qu'un idéal de A est déterminé de manière 

unique par ses composants,_;locaux (IAM) où M parcourt 1 1 ensemble des idéaux 

maximaux • 

.:hL,_ PROPOSITION : Si A est arithmétique, pour tout système multi-

plicatif s, AS est arithmétique. 

~ THEOREME : Un anneau A est arithmétique si et seulement si pour 

tout idéal maximal M de A , ')(½r) est totalement ordonné. 

Démonstration : AM est local et arithmétique si A est arithmétique 

(proposition 3. 1.). DO après 2. 6. 7. ~(~) est totalement ordonné. 

Réciproquement si ~(AM) est tot.alement ordonné alors il est distri-

but if. Ceci permettra de démontrer la distri buti vi té de ~(A) parce que 

1 °homomorphisme de A dans AM conserve la somme et 1 'intersection des 

idéaux, et qu'en plus un idéal de A est déterminé uniquement par· ses compo-

sants locaux. 

Ce théorème fondamental caractérisant les anneaux ari thmétig_ues permet 

d O établir les propriétés caractéristiques suivantes de :::-es anneaux. Elles se 

démontrent toutes à partir des propriétés de AM et dE. l'homomor.phisme cano

nique de A dans AM qui respecte la somme, 1 1 intersection des idéaux et le 

quotient par un idéal de type fini [I]. 



1 0 9 •. 

~ PROPRIETES CARACTERISTIQUES : 

A est un anneau, les propriétés suivantes sont équivalentes: 

(i) A est arithmétique. 

(ii) ~I,J,K € ~(A), K de type fini, (I+J):K = I:K+J:K. 

(iii) VI,J,K € ~(A), I et J de type fini:K:(I n J) = K:I+K:J. 

(iv) "#I,J € ~(A), I,s;; J, J de type fini=> JK idéal tel que I = JK. 

Le même théorème permet aussi d O établir certaines propriétés non né ces-

sairement caractéristiques des anneaux arithmétiques. 

vérifié 

THEOREME Si A est arithmétique, I,J,K des idéaux de A , alors : 

(i) I(J () K) = IJ () IK. 

(ii) (I+J)(I (') J) = IJ. 

La propriété (ii) est une conséquence de (i) parce que si (i) est 

(I+J)(I n J) = (l+J)I n (I+J)J :::> IJ; comme l'inclusion inverse est 

vraie dans tout anneau commutatif, nous déduisons 1 'égalité (ii). 

Comme les idéaux premiers de AM sont en correspondance biunivoque avec 

les idéaux premiers de A contenus dans M , le théorème fondamental 3.2. 

entraîne que dans un anneau arithmétique ces derniers idéaux sont totalement 

ordonnés. Du où g 

~ COROLLAIRE g Si A est un anneau arithmétique, deux 

idéaux premiers de A non comparables, alors P et P sont comaximaux 
1 2 

ou étrangers. 

En effet sinon, P et P sont contenus dans un idéal maximal et sont 
1 2 

donc nécessairement comparables. 

Remarquons que dans les deux cas P
1
+P

2 
=A. 

Cette propriété permet d'énoncer: 



1. 1 o. 

~ PROPOSITION: Dans un anneau arithmétique A, deux éléments 

premiers a et b qui ne divisent. pas l'un l'autre sont premiers entre 

eux ; c u est-à-dire, il existe À et µ dans A tels que Àa+ub = 1 • 

~ EXEMPLES : Le théorème fondamèntal 3.2. et les propriétés car ac-

téristiques permettent de déduire~ 

• • 1 • PROPOSITION : 

(i) Un anneau régulier. est arithmétique. 

(ii) Un anneau semi-héréditaire est a.ri thmétique. 

(iii) Un anneau de multiplication est arithmétique. 

En effet, si A est régulier, AM est un corps, d I où (i). 

Si A est semi.;.héréditaire, d I après le théorème d 'Endo [III] AM est un anneau 

de valuation, quelque soit M; par suite 'l(AM) est totalement-ordonné ; d'où 

(ii) . Quant à (iii) c I est une conséquence immédiate de la propriété (iv) de la 

proposition 3.3. 

D'autre part, nous pouvons à partir de· la défini tian; énoncer 

3.7.2.,. PROPOSITION ~ 

(i) Un anneau guasi-bezoutien ( tout idéal de type fini est prin .. 

ci pal) est arithmétique. 

(ii) Un anneau quasi-principal ( tout idéal est principal) est 

arithmétique. 

(iii) Un anneau où tout idéal est produit fini d'idéaux premiers 

est arithmétique. 

On peut démontrer directement que (i) entraîne A est arithmétique; 

Soient trois idéaux principaux Aa, Ab et Ac de A; nous avons. toujours: 

Aa (') (Ab+Ac) => (Aa () Ab)+(Aa () Ac) • 



DO autre part si A est quasi-bézoutien (resp. quasi-principal) Ab+.A.c = Ad 

soit b = À d 
1 

c=µd;où 
1 

Soit x E: Aa f"\ .Ad v donc :x: = ya = zd , y et z-dans A • D0 où x = Z:\b+zµc 

z:\b = ZÀÀ
1
d = ÀÀ.

1
zd = ÀÀ

1
ya, donc zÀb E: Aa(\ Ab; de même zµc E Aa n Ac; et 

donc x € (Aa MAb)+(Aa n Ac) et par suite Aa n (Ab+Ac) = (Aa () Ab)+(Aa (') Ac}o 

D'après le théorème 1.4. ~(A) est distributif. A ast donc arithmétique. 

Quant à (iii) la démonstration est simple, voir Samuel""'Zariski [X] • 

§ 4. ANNEAUX ARITHMETIQUES COMMUTATIFS ET INTEGRES. 

A désigne un anneau uni taire commutatif et intègre et T son cor.ps des 

fractions. Rappelons qu'un idéal fractionnaire de A est un sous-A-module F 

de T tel que dF s;;; A pour un élément d -f:. O de A • La somme et 1 8 inte:rsec-, 

tion de deux idéaux fractionnaires F
1 

et F
2 

sont aussi des idéaux fraction

naires. Il en est de même du quotient [F
1
: FJ i ensemble des éléments x de T 

tels: que xF c F • Pour les distinguer, les idéaux dans 
2 - 1 

A, c 0 est-à-dire de 

~ (A) , seront dits idéaux entiers de A " Un idéal fractionnaire F est inver

si blE si et seulement si il existe F 0 tel que FF 1 = A ; alors F 1 est un 

idéal fractionnaire et F 1 = [A:FJ . Si F est inversible il est de type fini. 

Rappelons qu'un anneau de Pcüfer est· un anneau commutatif intègre où 

tout idéal non nul de type fini est inversible.- (il·· est· équivalent de di:re ~ tout 

idéal entier non nul est inversible ou tout idéal fractionnaire non nul est in-

versible)o Kaplansky [VIII] montre que A est de Pctifer si et seulement si 9 

quelque s-oi t iVJ idéal maximal de A , AM est un anneau de valuation. D'où ~ 

~ THEOREME ~ A est ari thmétigue s± et seulement si A est de P.rü:f'er" 

En effet, le théorème 3;2. appliqué au cas intègre permet de conclure, 

parce que un anneau de valuation est un anneau intègre à idéaux comparables. 



~ REJ.VI.ARQUE: Sans faire appel au théorème de Kaplansky, on peut 

prouver le théorème précédent. En effet si A est arithmétique intègre, et I 

un idéal non nul de type fini de A, et a dans I; alors (a) c I; 

d'après 3.3.(iv), il existe un idéal J de A tel que (a)= IJ; d 1 où 

A= (a)(a- 1) = IJ(a- 1) = II' ; I est donc inversible. 

Réciproquement, si A est de Prüfer et I c J où I et J sont des 

i.déaux de A et J de type fini, alors I = JJ- 1 I = J(J- 1 I) = JK et A est 

arithmétique. 

~ Démonstration directe de 1 'équivalence entre ''A est ari thmétigue" 

et "A est de Prüfer". 

A) A est un anneau commutatif intègre arithmétique 9 alors: 

PROPRIETE 1 : Quelque soient Aa, Ab et Ac idéaux principaux de A~ 

Aa.(Ab fi Ac)= (Aa-Ab) n (Aa.Ac) • 

En effet dans un sens l 1 inclusion est toujours vraie. Soit maintenant 

x dans le second membre 9 x = Aab =µac; d'où Ab= µc; donc Ab E Ab n Ac 

et par suite x = a.Ab E Aa(Ab n Ac) ; du où 1 1 égalité ci-dessus. 

PROPRIETE 2 : 't/a9 b E A 9 
2 2 

Aab f; Aa +Ab • 

En effet, d'après 2.6.7q quelque soient a,b d'un anneau arithméti.que 

a s'écrit a = t+c(a-b) où t E Aa îl Ab et cb E Aa 0 

Par suite, ab = tb+cb(a-b) = (tb-cb 2)+cba où tb-cb 2 
E Ab2 et 

cba E Aa2 Par suite 2 2 
0 Aab c Aa +Ab . 

PROPRIETE 3 Va, b dans A : (Aa+Ab)(Aa n Ab) = Aab • 

En effet (Aa+Ab)(Aa () Ab) = Aa(Aa () Ab)+Ab(Aa n Ab) = (Aa2 
("I Aa~(Ab 2nAab) 

d'après la propriété 1; et donc (Aa+Ab)(Aa () Ab) = Aab () (Aa2+Ab2) parce que 

A est arithmétique. D'après la propriété 2, on déduit la propriété 3. 



PROPRIErE 4 ~ Tout idéal engendré par deux éléments est inversibleo 

En effet, d'après la propriété 3 (Aa+Ab)(Aa n Ab)Aa- 1b- 1
7 A; par suite 

(Aa+Abf 1 = (Aa tî Ab)Aa-ib- 1 = Aa- 1 n Ab- 1 d 0 après la propriété L 

Par sui.te tout idéal de type fini non nul est inversible ; la démonstra

tion de cette propriété se fait par récurrence [I, lemmeIV.2.2.]. Et alors A 

es:rt 1.m anneau. de Prüfer o 

B) A est un anneau de Prûfer, al ors : 

PROPRIETE j ~ Quelque soient I,J,K idéaux: de type fini de A 9 

I(J ri K) = IJ () IK • 

En effet, on a toujours I(J () K} c IJ n IK • Si, réciproquement, 

x E: IJ ri IK alors x € IJ et x € IK ; xr- 1 est donc inclus dans J et dans 

K 9 et par suite dans J f"'I K ; en conclusion x € I(J () K) o D0 où la propriété 10 

PROPRIErE 2 ~ Quelque s.oient I et J idéaux de type fini (I+J)(I n J) = IJ • 

Dans un sens l'inclusion est toujours vraieo 

Dans l'autre (I+J)(I f'\ J) == I(I n J)+J(I nJ) = (r 2 n IJ)+(JI ni) :'.J IJ o 

PROPRIETE 3 g Si I~J,K sont trois idéaux tels que IJ = IK.; I de type 

fini=> J =K. 

effet, I est inversible, par suite r- 1IJ = r- 1IK, d 0 où 

J=AJ=AK=K. 

PROPRIETE 4 g Quelque ::,oient Aa, Ab, Ac idéaux principaux de A ~ 

Aa fl (Ab+Ac) = (Aa n Ab)+(Aa lÏAc) . 

En effet 9 si nous posons I = Aa+Ab+Ac, I est de type fini, donc 

inversible~ Soit ~ I[Aa () (Ab+Ac)] = Aa.(Ab+Ac) = Aa.Ab+Aa,.Ac .... Aab+Aac • 

D 9 autre part g 



I[(Aa n Ab)+(Aa n Ac)] = I(Aa <1 Ab)+I(Atl. nAc) = (Aa+Ab)(Aa n Ab) 

+Ac(Aa n Ab)+(Aa+Ac)(Aa n Ac)+Ab(A/;/. 0 Ac) = Aq.b+Aac 

+Ac(Aa n Ab)+Ab(A~ n Ac) ; or Ac(Aa n Ab)= Aac n Abc c Aac 

et Ab(Aa n Ac) c Aab o Et par suite~ 

I[(Aa n Ab)+(Aa n Ac)] = Aab+Aac = I[Aa n (Ab+Ac)] o 

La propriété 3 permet de conclureo 

Par suite '(A) est distributif (théorème 1o4o), et A est 

arithmétique 0 

précé 

local 

~ EXEMPLES g D 0 après les propriétés ci-dessus et celles du paragraphe 

précédent D nous avons g 

(i) Un anneau de valuation est arithmétiqueo 

(ii.) Un anneau de Bezout est a.ri thmétique 0 

(iii) Un anneau principal est arithmétique 0 

(iv) Un anneau de D,ed.ekind est arithmétiqueo 

(i) est vraie et sa réciproque est valable dans le cas d 0un anneau 

(2o6o7oL 

(ii) est v-rraie et sa réciproque est valable darrs le cas duun anneau 

semi=local [ I] o 

(iii) est vraie et sa réciproque est valable dans le cas d 0 un anneau 

à factorisation unique [I] 

(iv) est vraie et sa réciproque est valable dans le cas d'un anneau 

noethérien parce que un anneau de· Dedekind est caractérisé par le fait que tout 

idéal y est inversibleo De m~me on a ~ 

( v) Un anneau intègre· est·· semi-héréditaire si et seulement si il est 

arithmétigueo 



1 0 15. 
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UN THEOREME DE JORDAN-HOLDER POUR LES 

MODULES DE DEVIATION ENTIERE, 

par Benott LEMONNIER ( 1) 

On démontre un-théorème de Jordan-H~lder pour les modules de déviation 

entière n dont les sous-modules D -fermés vérifient la condition maximale. On 
n 

précise quand il est possible de trouver une suite de n-composition dont les 

types se p1°ésentent dans un ordre donné à l'avance ; cette situation est celle 

des anneau.'JC commutatifs de déviation n • 

Soient 1 une sous-catégorie localisante ([1]) et p un entier. On 

notera T/M) ou T/resp. TL) l'ensemble, ordonné par inclusion, des sous-modules 

D =fermés ([3]) (resp. L-fermés) du module M , et par X(p) (resp. X) la 
p 

D -fermeture (resp. la L-fermeture) de X dans M • p . 

LEMJVIE 1. T est un treillis complet et modulaire. 
1 

Soient X9 Îp Z E TL avec X _ç Y. L1 exactitude de la suite 

û ➔ Y n (X+z)/Y () (X+Z) ➔ X+Z/X+Z montre que Y O (X+Z) :::: X+Y fl Z ; T
1 

est 

donc modulaire. 

PROPOSITION 2,, Si 111 est un module de déviation entière n ,tl p JJ:g, 

entier ,$ n , alors dév T =: n-p • 
p 

( 1) I1 s I agit d I un exposé présentant les résultats et les démonstrations d 1une 
note parue aux CoRo de 1 1Acad. Sei. Paris (fin 1972). 



2.2. 

T est artinien, donc dév T = 0. Supposons p < n. D'après ([4]9 c. 
n n 

13 1 ) M possède une suite strictement décroissante de sous-modules (x ) 9 
a: 

a€ [ü,w(n)[ • Soit <\-p l'ensemble des a:€ [ü,w(n)[ qui s'écrivent sous la 

forme a: = k w(n-1) + n-1 + kP+ 1w(P+1) + kpw(p) ([4] 9 P. 12). On définit une 

bijection croissante e de 6 sur [ O,w(n-p) [ en posant 
n-p 

Si 

e(a) = k w(n-p-1) + 
n-1 

et a < ~ 9 alors 

+ k w(î) + k • 
P+1 p 

dév(X /x) ~ p, donc x(p) f x(p) ([2]9P.9). 
a: ~ ~ a 

L'application 

dév T ~ n-p. p 

A ...., X(p) € T 
-n-p a: p 

est donc strictement décroissante, d'où 

Montrons que dév T ~ n-p • Sinon il existerait une suite strictement 
p 

décroissante (y ) 9 a € [ 0 9 (in-p-1 [ 9 de sous-modules D -fermés de M • Puisque 
a: p 

dév Y /Y ~ p ~ ]Y 1i Y [ 
a: a:+1 a:+ a: 

contient une suite strictement décroissa~te 

(za:,~), ~ € [O,w(p)[ • Par construction Z i (.li C Z A 
a: '1-' a:,1-' 

équivaut à ou 

a:= a:1 et ~ < ~, • L'ensemble E des Y ordonné par inclusion 9 est donc 
a:,~ 

isomorphe au produit lexicographique [O~w(n-:p+1)[ 0x[0 9w(p)[ 0 
9 d 1 où 

dév E = n+1 ([4]9 P. 8) ce qui contredit dév M = n. 

Si M est un module de déviation n, le treillis T (M) 
n 

est artinie:D. 

il possède donc une chaîne maximale de longueur finie si et seulement s 1 il est 

noethérien ; ces chaînes ont alors toutes même longueur ([5] 9 P. 88). 

DEFINITION 1. On appelle suite de n-composition d 1 un module M touts 

chaîne maximale de longueur finie de T ( l'II} ; la longueur de ces chaînes 
n 

est appelée n-longueur de M (notée n-long M). 

PROPOSITION 3. Soit (x) ~ 0 ~ i ,$ h , une suite strictement croissa,p.te 

de sous-modules d I un module M de déviation définie. Les conditions 

suivantes sont équivalentes 



a) (x.)' 0 '- i ~ h , est une suite de n-composition de M ; 
l 

b) 1) JSi = M 2) dév X < n ou X = 0 ; 3) X. /X. est 
0 - 0 l+1 l 

n-notable ([2]) pour 0 ~ i~h-1 . 

a)=> b). Nécessairement X. = M, X = D (M) d I où dév X < n -n o n o 

P.9.). puisque (x.) 
l 

est une chaîne rnaximhle 

de T (M) donc X. 
1
/x. est n-notable, O ~ i ,< h-1 • n i+ i 

X = M n 

b) => a). X. 
J. 

est D -fermé dans 
n 

est donc D -fermé dans 
n 

Jx., X. 1[ =fJ dans T (M) 
J. i+ n 

et montre que X = J) (M) 
o n 

Signalons que ( [3], P. 7) est erronée et doit être r.emplacée par la 

PROPOSITION 4. Soit A un anneau commutatif de déviation n (n € IN). 

L'anneau B localisé de A par rapport à D. (au sens de [1]) corncide 
n 

avec 1 1 anneau de fractions de A par rapport au semi-groupe multiplicatif 

S = {s € Ajdév A/As< n} • B est artinien. 

Il s I ensuit que T (A) 
n 

est noethérien, d'où la 

PROPOSITION 5. Tout anneau commutatif de déviation entière n possède 

une suite de n-composition. 

On note E(X) une enveloppe injective du module X .• 

DEFINITION 2. Si (X.), 0 ~ i ~ h, et (y.), 0 ~ j ~< k , sont deux suites 
]_ J ' 

de n-composi tion de deux modules M et N , elles seront di tes ég"uivalentes 

si h = k et s 1 il existe une permutation e de [ O, h-1 J telle que 

Le théorème qui suit donne 1 quand n = 0 , le théorème de Jordan-Hfüder 

pour les modules. 

THEOREME 6. Soit M un module de déviation n (n E: IN) dont 1 1 ensemble 

des sous-modules D -fermés est noethérien. Alors deux suites de n-compo
n 

sition de M sont équivalentes. 



Soient (xi) et (Yi) 9 O ~ i .$ h 9 deux sui tes de n-composi tion de M • 

an raisonne par récurrence sur h. Posons Ui = (yi+
1

n ~-
1

)/(Yi IÎ~_
1

). 

Puisque n=long ~=
1 

= h=1 9 il existe un entier q u_11ique tel que 

(u. f O => U. n=notable). Par hypothèse il existe une bijection 
J. J. 

U = 0 q 

01 ~[09 h=1], {q} - [0 9 h-2] telle que E(Uj) ~ E(Xe'(j)+/Xe'(j))• L'exactitude 

de O....., Uj ._ Yj+/Yj montre que E(U} :c::E(Yj+/Yj). Enfin (yq+ 1+Yh_1)/(Yq+Xh= 1) 9 

étant isomorphe à Y /Y 9 a pour déviation n 9 ce qui exige 
q+1 q 

d 1 où. E(Yq+/\_) ::: E(xh/xh=
1

). Il suffit d.e poser e(i) = e 1 (i) pour i ~ q et 

e(q) = h=1 • 

LEMME 7.., Si M est un module de déviation définie avec D (M) = O 
n 

(D E IN) et si Z est un sous-module a-notable de M (a est un ordinal 

) Z
(n) 

>,,-n v alors est une extension essentielle de Z gui est encore 

a=notable. 

Soit OF X c Z(n) • Alors X (1 Z -/= 0 (sinon X est plongeable dans 

• zCn) /z ce qui contredit D (M) = o). Donc dév(z/z n x) < a • Comme dév z(n) /z < n 
n 

on 01::,tie:,.t dév Z(n) = a et dév Z(n) /x < a ; ainsi z(n) est a-notable et 
9 

par 

sui te, coirréductïble. 

LEMME 8 2 Soient N un module de déviation d.éfinie. 

0 est D -:fermé dans N et N n=notableo Al.ors 
n - 1 

n=nota'ble et E(/n)/o(n) :::: E(N ) • 
'~ 1 1 

Il est clair que N(n) = [N to(n)] (n) 
0 0 étant D -fermé dans N 9 1 n 

N {) o(n) = 0 ; donc N1 ~ 
(N o(n) \/ (n) 

1+ ) 0 0 Le lemme 7 conclut. 

J?Jl.OPOSITION 9. Etant donné LL"'le sui te exacte O ➔ N ➔ M/N ➔ O où lYI 

est un module de déviation entière n 9 la relation n-long M = n-long N 

+ n-long M/N .§_lieu dès que 1 iun de ses membres est défini. 



Soit p (resp. q) la n-longueur de 

OcN c ••• cN =NcJVI c ••• cJVI = M où 

N (resp. JVI/N). On obtient 

(Ni), 0~ i ❖ p, (resp. -o p -o q 

( M./N) , O ~ j ❖ q) est une sui te de 
J 

n-composition de N (resp. de M/N) • 

1.8. et P.3. montrent que C /n) = 
p M C O O 0 

0 
C JVI = M 

q 
est une suite 

de n-composi tion de M • 

Dans toute la sui te M est un module de déviation n qui admet une 

sui te de n-composition (X.), O ~ i ~ h (h ~ 1). On note t (x) le type de E(X) 
J. 

où X est n-notable. On pose t. = t(x. /x.) et 
J. J.+ 1 l. 

t(M) = {t(x. /x.)lo~ i ~< h-1) 
J.+ 1 J. ' 

Quand dév: N < n ou N = O , on pose t (N) = /J • M est dit u-typique quand 

t i = u pour O .$,, i .$. h-1 • 

Du lemme 8 on déduit aussi la 

PROPOSITION 102 Si N est un sous-module de M, t(JVI) = t(N) U t(JVI/N). 

La proposition 10 montre que 

PROPOSITION 11. Si 

un sous-module, noté 

et u"7typique. 

JVI contient un sous-module u-typigue. 

M( u) , maximrn pour la propriété ~ être 

M contient 

D -fermé 
n 

LEMME j2 9 ..§i D (M) = 0 et si X tl Y sont deux sous-modules non nuls n 

de M tels gue t(x} n t(y) = /J ~ alors X r, Y = o • 

Sinon X Y contient Z n-notable et t(z) € t(x} n i;(y) • 

P. 13 répond à la question de savoir quand il est possible de trouver une 

sui te de composition n-notable telle que ses types figurent dans un ordre donné à 

1 1 avance. On note u
1 9 ••• 9 us les différents types appartenant à t(M) , h

1
, ••• ,hs 

leurs ordres de multiplicité respectifs (h = h + ••• +h) • Alors 
1 s 

PROPOSITION 13. Les conditions suivantes sont équivalentes~ 

1) Pour toute permutation 

sition n-notable (Yi) 9 0~ 
s 

e ~ [O, h-1] il existe une suite de compo-

i ~ h~ de M~ telle gue t (Y. 
1
/Y. ) = t (. ) ; i+ i e i 

2) Dév M/ N < n où N = ~ JVI(u.) 
j=1 J 

(voir P.11.) ; 



1) => 2)" V hypothèse montre que v pour 1 ~ j -' s 9 n-long M( u.) = h. • 
J J 

Dg après le lemme 12, dans 'iv! = M/D (M) la somme des ivrCu.J est directe d.onc 
n J 

( P. 9,,) n-long N = h +oo .+h = nœ0 long M 9 d'où dév M/N < n • Enfin 3) < > 2) => 1) 1 s 

se démontre facilement. 

,P.EFINITION 3._ On di~ gue les suites de n-composi tion de M sont libres 

quand les conditions de P2 13 sont satisfaites. 

LEMME .14.a. ~ A un anneau commutatif de déviation n(n E: il) ~ 

D (A) = 0 ; pou.r tout :mod.ule n-:notable X 9 A contient un idéal N' !tl,. 
n 

sg~ t(N) = t(X) " 

P de A tels que 
r 

dév A/P = n. Avec les notations de P.4. 9 

-1 
B = S A où S = A, UP . . B est 

1 l. 

un.anneau artinien d'idéaux. maximaux: 

donc l'a.'lnuJ.ateur I de P. dans A n 1 est pas nul 
J. 

0 

n-notable N ( [ 2], 1.2 9 1) L N répond à la question., 

P. 
J. 

0 

= 0: X; 0: R. / 0 
A B 1.0 

I contient un idéal 

COROLLAIRE 15. ..§i A est un armeau commutatif dé déviation entière 

n , les suites d~,.}1-corp:posi tion de A sont libres. 
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PROPRIETES ALGEBRIQUES DES SERIES 

RATIONNELLES NON COMMUTATIVES. 

par Michel FLIESS 

Les séries formelles rationnelles en indéterminées associatives non 

commutatives ont été introdui::;es, il. y a treize ans, par M.P. SCHÜTZENBERGER 

en liaison avec la théorie des automates et des langages. Cependant 9 tant par 

leur problématique que par l.e.urs résul.tats, elles se sont révélées un instru

ment naturel dans diverses autres branches, développements tayloriens des fonc= 

tions rationnelles et algébriques, processus aléatoires, et, bien entendu 9 

bre non commutative (cf. [ 4]). 

C0 est à ce dernier aspect qu'est dévolu le présent exposé et ce, en 

li.aison avec le récent livre de P.M. CORN [2]. Après quelques rappels de défi= 

ni tians et résultats généraux, nous étudions les propriétés de factorisation 9 

les connnutants, le plongement dans un corps gauche et, en appendice~ les liens 

e:ntre groupes libres et séries formelle.s • 

L RAPPELS. 

Soient . K un corps commutatif, X un ensemble fini non vide d 'indéter

minées. On note X* le monoi·de libre engendré par X , 1 son élément neutre 9 

K <X> et K«X» les anneaux des :R_olynômes et des séries formelles en Jes i.ndé

terminées associatives non commutatives x E X(K<X> est la K-algèbre associative 



libre engendrée par x). Un élément s € K<<X>> est noté 

s est inversible, si et seulement si son terme constant (s,1) est non nul. 

Un sous-anneau R c K<<X>> est dit rationnellement clos, si et seulement si 

l'inverse de tout élément inversible de R appartient encore à R. 

Vanneau K< (X)> des séries rationnelles est le pl us petit sous-anneàu 

de K«X» ~ q_ui contienne K<X> et q_ui soit rationnellement clos .• 

Soit l'ensemble des matrices à lignes et N
2 

colonnes et 

à coeffi.cients dans K • Une représentation NxN 
µ:X* ➔ K est un homomorphisme 

de X* dans le monoi"de multiplicatif formé par les matrices carrées de KNxN • 

On doit à SCHÜTZENBERGER le résultat fondamental suivant : 

PROPOSITION j.1. g Pour qu'une série r € K<<X>> soit rationnelle, il 

faut et il suffit q_u 'il existe un entier N >,.. î , une représentation 
NxN 1xN Nx1 µ~X* ➔ K , des matrices ligne X, € K · et colonne y € K tels que ~ 

Le produit d iHadamard de deux séries s
1 

~s
2 

E K«X» est la série 

s
1 

Q s
2 

= z{(s
1

~f)(s 29f)flf € X*} • 

SCHÜTZENBERGER a montré g 

PROPOSITIJ)N 1.2. ~ Le produit d 1Hadamard de deux séries rationnelles 

est une série rationnelle" 

Pour des compléments 9 voir [4]. 

IL FACTORISATION9 

Un anneau unitaire intègre A , non nécessairement commutatif, est dit 

fadoriel rigide (en anglais, rigid unique factorization domain, cf. Cohn ( [2] ~ 

p. 143))~ si et seulement si tout élément non nul et non inversible a E A pe~t 

être mis sous la forme d 1uu produit a= p
1

~ •• .,pk d'éléments irréductibles 

appelés atomes et si 9 étant donnée une deuxième factorisation en atomes 

a= p;~oooiPk, il vient k = k 1 
, pi= u~~1piui (i = 1,-.qk) où uo,···,~ 

sont des u.,."1.i tés de A ( u
0 

= ~ = 1). Cohn ( [ 2], p. 130) a montré que K«X» 



est factoriel rigide (voir aussi Johnson [6]) • Pour les propriétés de factori

sation de K<X> , voir Cohn ([2], chap. 3). 

Un sous-anneau B de A est dit 1-inerte dans A (Cohn [1], p. 61), 

si b € B impliquent l'existence d'une unité u € A 

telle que 

b = a'a" , a' ya 11 € A 
-1 a'u et u ·a 11 appartiennent à B • Bergman et TA.rassov (cf. Col'i..n 

1-inerte dans K<<X>> (en fait, on ([2]r p. 103))? ont prouvé que K<X> est 

peut définir la notion d'inertie totale et prouver que K<X> est totalement 

inerte dans K<<X>> , cf. Cohn ([2], pp. 61 et 103)). 

LEMME 2, j. : Soient trois séries r ,r 1 ,r 11 de K«X» liées par la 

relation r = r 1r 11 et dont deux sont rationnelles, alors, il en est de 

même de la troisième., 

P.reuve : Il suffit de considérer le cas. où r et r' sont rationnelles. 

Soit f E: X* un mot de longueur minimal tel que {r' , f ) /= 0 • A tout mot 
0 0 

w E: X* faisons correspondre 

c· 
si w= f w 1 

0 

'tf w = 
0 

si w t f X* 
0 

,;f se prolonge par linéarité en une application K-linéaire de K«X» 
0 

dans lui~même, qui est une transduction polynômiale rationnelle au sens de [4]. 
On en déduit que 1 1 image par d'une série rationnelle est encore u.'1.e -série 

rationnelle. Appliquons -i;f 
0 

aux deux membres de ·r = r' r 11 
• D'après la. propriété 

de minimalité f , on obtient l'égalité 
0 

sont rationnelles. r' 
1 

étant inversible, 

r = r'r" où 
l 1 ' r 1 = -i;fr 

0 

et 

-1 
r 11 = rr 1 

1 
est rationnelleo 

PROPOSITION 2.2. : K<(X)> est 1-inerte dans K<<X>> • 

,:; r' f 
0 

P.reuve : Soit r ( K<(X)> telle que r = ès' où s ,s 1 € K«X» • Soient 

o € X* de longueur minimale tel que (s,o) /= 0 et -i; la transduction polynô
o 

miale rationnelle définie comme précédemment. Appliquons -i; aux deux membres de 
Ci 

r = ss 1 
• Il vient r = s s' où r = ~ r 

1 1 ' 1 CS 
et s = -i; s • Comme 

1 o 
est inver-

sible et ss'=r =~r 
1 î cr 

est rationnelle, en vertu du lemme est 



PROPOSITION 2. 3o ~ K <(X)> est factoriel rigide. 

PrE::uve g Elle découle immédiatement du fait q_ue K <(x)> est 1=inerte dans 

K<<X>> 9 qui est factoriel rigide. 

On en déduit que K <(X)> est un 2-fir 9 mais l'on peut montrer davantage. 

_niOPOSITION 2.4 2 (
1) ~ K <(X)> est un semi-fir. 

Preuve Soit une relation de la forme 

r ,, r 1 + ••• +r r ' = 0 , 1 n n 

où r,pr 1 
90 •• 9r 1 € K<(X)> • Soit f un mot de longueur minimale tel quuil existe 

1 i n o 

vérifiant (r. ,f ) -/: 0 • Appliquons 
J. 0 

aux deux membres 
r, 
V 

de la relation; de même q_ue dans la preuve du lemme 2.1. 9 on en déduit 

où r 12 E K<(x)> • La relation peut donc @tre trivialisée au sens de Cohn. ([1] 9 Chap. 
j 

;• ) î 9 \'j 1 9 ce qui prouve 1 i assertion. 

IIL COMMUTANT. 

Les commuta."'1ts 9 ou centralisateurs, c I est-à-<l.ire les ensembles d. 1 éléments çtui 

commutent avec: un élément donu.é 9 ont été étudiés, pour K«X>> 9 par Colm ([2] 9 

Po 244) et 9 pour K<X> par Bergman [1] (voir aussi Cohn ([2] 9 p. 246)) le commu= 

tant d 1 un élément de K<<X>> (resp. K<X>) est isomorphe à un anneau de séries 

.f' l 7 / 1 A f l ) • d 't • , ' ff' ' t d .,.orme ... , ... es (.resp. po..1.ynomes ; orme s en une in e erminee 9 a coe . icien"'s ans K o 

Or1 obtient uxi. résultat analogue pour K< (X)> dans le cas particulier des 

sé~tes d'images commutatives non scalaires, c'est-à-dire telle que 9 si a désigne 

1°ép:i:morphisme canonique de K«X» sur K[[X]] 9 les images par a ne soient pas 

réduites à des éléments de K ,. 

L 1 autew ne sait pas résoudre le problème dans le cas généralo 

jROPOSITION 3.1 2 g Le commutant d'une série de K<(X)> d 0image commutative 

non scalaire est :isomorphe à un anneau de séries formelles ration..YJ.elles en une indé= 

termi .. née à coefficients dans K o 

( 1) Ccmmunication personnelle de P.M. CORN. 



P.t:'euve g Soient r € K<(X)> non scalaire et C son commutant. C étant un 

sous-anneau du commutant de r dans K«X>> est commutatif. Soient deux séries 

s ,s 1 € K«X» du commutant de r dans K«X» , t.elles que l'ordre de s soit 

supérieur à celui de s 1 
, on sait alors (Cohn ([2], p. 243)) qu'il existe s" 

appartenant au commutant de r dans K<<X>> P telle que s = s' s" • En vertu du 

lemme 9 s" est rationnelle et appartient ainsi à C, qui est~ par conséquent~ 

un anneau principal. 

Soit r € C une série quasi-inversible diordre minimal. Supposons qu'il existe 
0 

r 1 € C dont 1 1 ordre, nécessairement supérieur ou égal à celui de r 
0 

est choisi 

minimal en tant que non multiple de celui de 

r 11 E C est d I ordre inférieur à celui de ra 

r • Comme il vi.ent r 1 = r r 11 
, où 

0 0 

et est non multiple de celui de r 
0 

il y a impossibilité. Les ordres des séries de C sont donc multiples de celui der. 
0 

L 1 algorithme inverse faible (en anglais weak inverse algorithm, cf. (Cohn [2]~ 

Chap. 2, § 8)) permet d'exprimer tout élément de C en une série, non nécessairement 

rationnelle, en 1 1 indéterminée r 
0 

et à coefficients dans K • Si r est d'image 

commutative non scalaire, il en est alors de même de r , et, plus généralement 9 de 
0 

tout élément non scalaire de C ., en peut déterminer des constantes c € K (x € X), 
X 

telles que 1 1image de cx;r
0 

par +'épimorphisme q:i~K[(x)] ➔ K[(t)J(2) défini par 

,;px = c t (x E: X) 9 où t est une nouvelle indéterminée, soit non réduite à un 
X 

scalaireQ 

Soit <j;tC . ..,. K[(t)] la restriction de qia à C • <li est injective, sinon il 

existerait r
1

,r
2 

f. C telles que r
1

; r
2 

et 4(r
1
-r

2
) = 0, ce qui impliquerait 

que a(r 
1
-r) == O ou q:ia(r 

1
-r

2
) = O 9 donc, en définitive, ar 

O 
= 0 ou q:iar 

O 
= 0 9 

ce qui est impossible., D = qiC est donc un sous-anneau de K[(t)] , isomorphe à C • 

Di après le théorème de Lttroth, le corps de fractions F de D est de la forme 

F = K(u) où. u € K( t) • Choisissant soit u , soit 
-1 

u · , il est loisible de 

supposer u régu1:ier à l'origine, donc appartenant à K[(t)] • Otant à u son 

terme constant u(o) , i1 est aussi loisible de supposer celui,_,ci nul. Montrons 

que D=K[(u)] ' 
c 1 est-à-dire que u € D . Il existe deux éléments d1 gd2 € D 

tels que d =du . Soient . c 19c2 € C tels que tpC • = d. (i = 1,2). L'ordre 
2 1 J. l. 

de ,-, étant supérieur à celui de c1 il existe C € C tel que C = C C "2 1 0 2 1 0 

(2) K[(X)] et K[(t)] désignent les sous-anneaux des séries rationnelles 

(c'est-à-dire des développements de Taylor de fonctions rationnelles régu

lières à 1 1 origine) de K[[X]] et K[[t]] o 



do.ne q;c = u qui appartient bien à D • Par conséquent 9 C est de la forme 
0 

C = K[ ( c ) ] • 
0 

IV. PLONGEMENT DE K<(X)> DANS UN CORPS GAUCHE. 

Soient K{X} et K{{X}} les corps universels de fractions de K<X> et K<<X>> 

(Cohn ([2] 9 chap. 7)). Il est loisible de plonger K{X} dans :K{{X}} (Cohn ([2] 9 

chap. 7 9 § 6P Po 286 9 exercice n° 4)). De plus, K<(X)> 9 étant un semi-fir 

(propcisHion 2o4.) admet aussi un corps universel de fractions (Cohn ([2]v chap. 7)) 

e-t; 1 u on peut énoncer ~ 

PROPOSITION 4.1. ~ K<X> tl K< (X)> admettent même corps universel de frac

tions Kf X} • 

Soit XG le groupe libre engendré par X : il est évidemment loisible d'y plon

ger X* o On sait (cf. Fuchs ([5] 9 p 0 49)) pouvoir munir "J;.G d 0 un ordre total &-com

patible avec la structure de groupe. Alors, l'ensemble des séries formelles 

où (s ,w) E: K , 

dont le support supp(s) , défini par 

supp(s) = {wl (s,w) ! o} , 

est lm.e partie bien ordonnée de XG , forme un corps gauche (cfo Fuchs ( [5] 9 p 0 137)) 

noté K{{X}}&-, qui, bien entendu, contient K<X>. On peut montrer (voir§ IV du 

chapitre) qu 0 i.l est possible de choisir un ordre Q de sorte que K«X» puisse 

être plongé d.ans K{ {X} }Q 

Le corps K{ (X) L,- des séries rationnelles est le plus petit sous-corps de 

K{{X}}o,, contenant K<X> • Tout élément de K{(x)}i.,- s'obtient donc à partir d 0 u.vi. 

nombre fi.ni du éléments de K<X> , par un nombre fini d I additions s de produits et 

d.1 inversions o 

Soit X= {xjx E: X} un ensemble disjoint de X, tel qu'il existe une bijection 

de X sur X qui, à tout x ( X , associe x. Posons Y= X U X. A tout mot 

ry:1 =ai 
X .. X. 

l ,J 1 

le met 

o:k =a:k G 
x. x. E: x- (o:

1
,'~ 19 ••• ,;k > 0) présenté sous forme réd.uite 9 associons 

lk Jk 

E: Y* • Par linéarité 9 on obtient un monomorphisme 

k-li:oéaire gŒ{{X}}o- -K«Y». 



LEMME 4. 2. : La restriction de g .~ K{ (x) }~ est un m0nomorpb.isme 

k-linéaire de K{ (x) }~ dans K<(Y)> • 

Preu.ve : Soit r € K{ (X) }0- que 1 1 o:n obtient à partir d I éléments d.e K<X> 

pa:>:' additions, produits et inversions. Soit s E K«Y>> une série non nulle telle 

-1 
que g s soit un élément bien défini de K{ (X} }o, . Soit f 

O 
€ P.· tel que 

-1 G 
g f E: x-

0 
soit le mot minimal du support de -1 r -1 )-1 g s • Posons f' = g,g 'f • 

0 0 

Associons à s la série 

s' étant inversible da...r1s K«Y» P posons • On a s" = -1 s 9 s.i et 

seulement si f = 1 • s" est dit pseudo-inverse de s O Remplaçons les inversions 
0 

qui permettent d I engendrer r , à partir de K<X> 9 par des pseudo-i.nversions : on 

obtient un élément r I E: K<( y)> • 

Soit piY* _., Y* l'application définie par récurrence su!' la lo:ngueur 9 par 

p 1 = 1 

ff)x si f' i Y*x 
p(fx) = 

pf' si f -· f 1X 

tr)X si f 4 Y*x 
p(fx) = 

pf' ~-î f = fix "--~ 

P':IT li.néari té 9 p peut être prolongée en une tra1J.sduction :polynôm:i.ale de K«Y» 

d.ans K«Y» ~ notée encore p et étudiée par Fli.ess [ 3] , où il est mont:ré qu' .slle 

préserve la rati:::mnalité 0 Comme9 par définition, même9 pr' = gr ~ on en dédu.i.t que 

gr est u_ne série rationnelle. 

Remarque Le produit d'Hadamard de deux séries s 11s
2 

E K{ {X} }0-

s1 Q s
2 

= :>.::{ (s 19w)(s
2

,w)wJw E: :X:G} • 

Le lemme 4.2. permet d'énoncer g 

COROLLAIRE : Le produit d 'Hadamard de deux séries de K{ (X) }c,
K{ (X) }i,-

est défini par 

est une série d.e 

Pour u.."'1 ordre Q de :X:G tel que K«X» et donc K{ {X}} puisse.cit être plongés 

daYJ.s K{ {X}} 
Q 

~ le lemme 5o3.1. permet d 1 écrire K<(X)> = K«X» î1 K{ (X)} 
Q 

o On peut 

donc énoncer: 



PROPOSITION 4.3 2 : L'intersection de K<<X>> et de K{X} n'est autre que K<(X)>. 

V. APPENDICE : ORDRES SUR UN GROUPE LIBRE ET SERIES FORMELLES. 

On reprend les notations du paragraphe précédent. 

PROPOSITION 5,1. :On peut déterminer un ordre total Q du groupe libre -:tfa:.. tel 

gue le monorde libre X* en soit une partie bien ordonnée • .Alors K<<X>> peut être 

considéré comme un sous-anneau de K{{X}}
0

• 

Preuve : Soit 

G x- = G :::, G :::, ... :::, G.:::, ••• :::, {1} . 
0 'i ]. 

la série centrale descendante de XG • On sait (cf. Fuchs ( [5], p. 49)) pouvoir 

ordonner totalement XG en ordonnant totalement chacun des groupes commutatifs 

libres G./G. 
4 

: w € Y:.G"-11} est positif si et seulement.si,j désignant 1sindice 
l. J.+ 1 

tel que w € G .'-.. G. 
1 

, l'image canonique de wG. de w dans G ./G. est 
J J+ J+1 J J+î 

positive. Soit Q un ordre de XG obtenu en ordonnant lexicographiquement G
0
/G 

1 
~ 

qui est isomorphe au groupe commutatif libre engendré par X, de la manière suivante 
k k 

un élément x 1 ••• x n, où x
1 

< ••• < x et k
1

, ••• ,kn /: O, est positif si et 
À,1 Àn n 

seulement si k l'est. Il est alors aisé de prouver que le plongement canonique n 
dans G /G du monoi'de commutatif libre engendré par X est une partie bien ordonnée. 

0 1 

Soient P c X* et à:XG-+ G
0
/G

1 
l'épimorphisme canonique. Comme P cG

0
"-. G

1 
U [ 1} , 

il existe u.îJ. plus petit élément de P , qui n'est autre que le plus petit élément de 

la partie finie -1 
o: v , où v est le plus petit élément de 

0 0 
o:P • 

X* étant une partie bien ordonnée de XG, l'assertion concernant le plongement 

de K«X» dans K{ {X}} se déduit alors des définitions., 
Q 

Remarque ~Lorsque X est infini, la proposition 5.;4.1 .. reste valide à condition 

d I ordonner lexicographiquement le groupe commutatif libre G /G 
1 

en munissant X 

d.1un bon ordre .. 

PROPOSITION 52 2, : X étant un ensemble comptant au moins deux élémertts 2 pour un 

ordre Q ~ -:t.G tel gu I il a été défini dans la proposition 5 ~4. 1,. le corps uni ver,::. 

sel de fractions K{ {X} l ~ K«X» peut être plongé strictement dans 



3.9 .. 

Preuve g Il est clair que l'on peut plonger canoniquement K{ {X}} dans K{ {X} }Q 

Soient :x. PY € X tels que x < y • Notons encore Q la restriction de Q à 
l G lx,yJ- • Montrons que la série de 

\ -2n n 
S=L_X y 

n_)o 

niappartient pas à K{{x,y}} • Sinon, en effet, il existerait un système de la forme~ 

~1 

" ( 1) À 

" 

~n 

= 

b 
n 

en les lnconnues ~110 • .,~n, où A€ (K«x,y»txn et bi € K<<x,y» (i = 1, •• .,n) 

dont la première composante du n-'uple sol ut ion serait s ( cfo Cohn [ 1];; chap., 7). 

Plongeons K dans le corps de fractions rationnelles K( t) , où t est une nouvelle 

i.ndéterminée commutant avec tout x € X , et considérons s comme appartenant à 

K( t) { { x ~y}} • En substituant t NY ' d a y ans s , où s est un entier suffisamment 

grand et en multipliant la série obtenue par une puissànce suffisante de t 9 il 

est aisé de constater en résolvant, par- exemple, le système ( î) par éliminations 

successiv-es que l'on obti.ent une série telle que pour tout n ~ O ~ le coefficdent 

l 
-l- .n ( u ~ u € K , l n n n 

vérifierait ln > 2n • ce qui est évidemme.nt 

impossible., 

Remarques : (i) Dans le cas d 1une seule ind·éterm±née x ~ K{ {:x:}} et K{ {x} }
0 

sont évidemment confondus avec le corps commutatif K( (x)) des séries formelles 

méromorphes ( ou de Laurent) 9 qui sont dé la forme L 
n::rn 

', 0 

n 
ax 
n 

(a € K, n 
n o 

(ii) Dans le cas d I indéterminées commutatives x E X , il est clair 

que 1 ° on peut 9 en ùtilisant le groupe commutatif libre 9 énoncer des résultats ana

logues à ceux des propositions 5 .4.1 o et 5.462. 

(3) On entend par là qu'il existe au moins uii: élément de K{ {X}} ni appartenant 
Q 

pas à K{{X}}. 
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1o RESUMEo 

UNIVERSITE DE PARIS-SUD XI 

CENTRE D' ORSAY 

SEMINAIRE D 1 .ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

Conférence n° 4 du 4 Décembre 1972 

SUR LES T-ANNEAUX 

PAR Lo LESIEUR 

Nous donnons diverses propriétés caractéristiques des anneaux noethériens 

à gauche R dans lesquels la correspondance canonique entre les classes d I isomor

phismes des modules injecti.fs indécomposables et les idéaux premiers de 1 1 anneau 

est biunivoque O Certaines sont plus ou moins connues, par exemple la propriété 1 

qui est une comparaison des notions d I idéal à gauche tertiaire et d I idéal à gauche 

isotypique (L .LESIElJ"R), la propriété 2 qui fait appel à la théorie de la ~ -torsion 

Cr. LAJVIBEK et Go JVIICHLER), la propriété 3 qui est la condition récente de KRAUSE9 

pour laquelle nous indiquons une démonstration différenteo De là on déd.uit U':1e 

avec la condition de ORE forte modulo un idéal premier bilatère CS' de 

1 °anneau R ( propriété 4). La propriété 5 fait appel à la notion d I idéal à gauche 

n-irréductible et premier, ou à celle d 1 idéal à gauche critique et premier. La 

p:r:opriété 6 a pour point de départ la condition (H) de Gabriel qui est seulement 

suffisante 9 mais que nous précisons sous le nom de condition de 

GABRIEL faible pour la rendre nécessaire et suffisante O La propriété 7 s I exprime 

au moyen du coeur d 1 un module 9 défini et étudié antérieurement par L. LESIEUR et 

R. CROISOT. Enfin~ nous terminons par une condition portant sur 1 1 anneau quotient 

de R par le radical nilpotent N de 1 1 anneau, qui ramène au cas d 1un anneau 

noethérien à gauche semi-premier et qui nous paraît intéressante pour la construc

tion et 1 1 étude de certains anneaux noethériens à gauche par application des 

procédés exposés dans [ 6 ] 

Vénoncé des résultats a paru sans démonstration dans une Note aux C.R. 

de 1 1 Académie des Sciences de Paris en Janvier 1973. Les autres références biblio

graphiques figurent à la fin et elles sont mentionnées dans le texte. 



2. CORRESPONDANCE ENTRE IDEAUX PREMIERS ET MODULES INJECTIFS INDECOMPOSABLES9 

R éta.nt un anneau unitaire noethérien à gauche, à tout R-module à gauche 

:i..njecti:f indécomposable E ~ on peut faire correspondre 1 ° idéal premier @= Ass E 

qui est l 1 a..YJ . .nulateur maximum des sous-modules non nuls de E. Si deux modules 

inject.ifs indécomposables E et E0 sont isomorphes, il leur correspond le A meme 

, (@ d ideal o • On a donc la correspon ance ~ 

f: II ,-.. (9 = Ass E p E E: Classe II 

entre les classes TI d I injecti.fs indécomposables isomorphes et les idéaux premiers 

@ d.e R O Cette application f est sur,jective, car on a : E(R/@ ) = E
1
© •.• ©En P 

où les E. sont des modules injectifs indécomposables isomorphes tels que 
l 

(@ = Ass Ei , et où E(R/@ ) désigne 1 1 enveloppe injective du R-modu.le à gauche 

R/@ • Ceci exprime d'ailleurs que 1°idéal @ est isotypique dans A. 

Mais 9 on sait que f n'est pas injective en général 1 donc n°est pas 

bi u..11.i v oque • 

DEFINITION 1. Nous appellerons T-anneau. un anneau uni taire R noethérien 

à gauche pour lequel f est biunivoque. 

Nous donnons dans les paragraphes suivants diverses propriétés cara.ctéris

tiques d'un T-anneau dans la classe des anneaux unitaires noethériens à gauche. 

3. CARACTERISATION P.AR LES IDEAUX A GAUCHE TERTIAIRES. 

PROPRIE'l'E 1 t-- Tout R-module tertiaire de type fi.ni est isotypique. 

Pour les définitions, voir [4]. 

Preuve g a) Soit R un T-anneau 9 M un R-module tertiaire de type fini. 

On a dünc ~ Q. 
l 

sont des sous-modules 

dans M ~ non superflus, qui admettent le même idéal premier @ associé. Il en 

résulte g E(M) = E(M/Q ) © • , • © E(M/Q ) , somme des n injectifs indécomposables 
1 n 

Ei -· E(M/Q.) admettant '§) pour idéal premier associé O R étant un T-annea1.1 9 les 
l 

E. sont isomorphes et O est isotypique dans M , c I est-à-dire M est isotypique. 
l 

b) Réciproquement~ soit R un anneau unitaire noethérien à gauche 



tel que tout module à gauche tertiaire de type fini soit isotypique. Démontrons que 

R est 1m T-anneau. Soient E1 et E
2 

deux modules injectifs indécomposables tels 

que <§>= Ass E = Ass E
2 

On a donc E
1 

= E(Rx
1

) où x1 -/= 0 t xî E E
1 

. de même 
1 

. ' 
E2 :::::: E(Rx

2
) ? avec 0 =f x 2 E E2 • ,Alors le module M = RX1 EB Rx2 est de type fini 

et ~-tertiaire. Il est donc isotypique par hypothèse, ce qui entraîne E
1 

.:::: E
2 

• 

Remarque~ (comrnu:rüquée par G.RENAULT). L 1hypothèse que tout idéal à gauche 

tertiaire dans R est isotypique 1 est nécessaire, mais non suffisante 1 pour que 

R soit un T-anneau. Elle revient à supposer que tout R-module monogène tertiaire 

est isotypique. Elle est vérifiée dans un exemple dû à COZZENS (cf. G. RENAULT 9 

Séminaire d'Algèbre non commutative, Orsay, 1969.1970, pp. 20.1., 20.9.) d'un 

anneau intègre principal dans lequel tout idéal à gauche est isotypique, qui est 

quasi=simplef et qui ne vérifie donc pas la condition de Kra.use d'un T-anneau que 

nous verrons au § 5. Si elle est vérifiée et si <§) est un idéal premier de R tel 

qu v i.l existe deux modules injectifs indécomposables non isomorphes E
1 

et E
2 

avec 

Ass E
1 

= Ass E
2 

= @ , on peut démontrer que @ est complétement premier et 

que l 0un des injectifs est du type E(R/@ )o Il en résulte alors qu I il n'y a que 

deux types d'injectifs indécomposables. 



On sait que, dari.s R , tout idéal à gauche isotypique est tertiaire, et 

que la réciproque n 1 est pas vraie en général. Donc, dans un T-anneau~ les deux 

notions de tertiaire et d'isotypique cotncident" De pl.us, si IV[ est un module 

à gauche noethérien sur un T-anneau, les notions de sous-modules tertiai::>:>e et 

isotypique daxrn IV[ coi"ncident. 

4o CARACTERISATION AU MOYEN DE LA ~-TORSION. 

PROPRIETE 2. ~ Si §>. un idéal bilatère premier 2 I un injecti -f indé

composable tel que ~ == Ass I , I est sans 5'-torsion. 

Nous renvoyons à J. LAMBEK et G. MICHLER [2] pour la démonstrationo 

Rappelons seulement que le sous-module de ~-torsion de I est l'ensemble des 

éléments x E: I tels que O ·, x = Arm x E: ~ ? où ~ est le filtre des 

idéaux à gauche F de R tels que~ 

avec F · • a = { b E: R I ba E: F } '(;( ff) = { c E: RI c est régulier modulo ~ } , 

Les propriétés 1 et 2 sont des formulations assez voisines de la défini tiono 

La suivante est en apparence plus éloignée et se révèle assez maniable. 

5, CONDITION DE KRAUSE. 

PROPRIETE 3. ; Soit ~ un idéal bilatère premier z c E ~( <s') un élément 

de R régulier modulo ~ • Alors il existe un j_déal bilatère J . tel que 

~ c J C Re+@ o 

f. -
Ou encore; dans l'anneau R/~ 1 tout idéal. à gauche essentiel contient 

un idéal bilatère non nul. 

Pour la démonstration, voir [3] , ou [7] , et, en ce qui concerrre 1~ 

condition suffisante [2]. Voici une démonstration nouvelle pour la condition 

nécessaire, dont le début nous servira plus loin. 

Soit ~ premier, L 2 <§> un idéal à gauche essentiel modulo @ , et ne 

contenant pas d 1 idéal bilatère non nul (mod '5> ) • On suppose L maximal pour cette 

propriété. On a donc L ·• R = {a E: RjaR c L} = S> ~ 

L est n-irréducti ble car 1 = L 
1 
n 1

2 
, avec L 

1 
/:, L , 1

2 
f. L , 

implique L •. R => ~ , L ·• R => '§; 
1 /,: 2 /= 

d I où : ~ = L •. R = (L · . R) () (L ·• R) 
1 2 

ce qui est impossible puisque ~ est premier. 



L admet !§) comme idéal premier associé Supposons en effet K ::::> L • On a 

I= 
(1·.K).(K·.R).s;L·.R= t§>, 

car (1 ·• K).(K .. R)R c (1 •• K).K .s; 1 • 

0.YJ. en déduit, comme §> est premier et K ·. R c @ (à cause du choix de 1 

I= 
ma""'Cimal ) : L · . K .s; @ • Mais on a aussi : L •. K 2 L ·• R = <§> , donc: 

C§:i = 1 • • K = Ass L • 

On peut alors appliquer un lemme qui résulte de diverses propriétés de J. 1.AJVIBEK 

et G. MICIILER [2] : 

LEMME : Soit L u_n. idéal à gauche de R • contenant 1 1 idéal premier t§> • 

et supposé n-irréductible. Pour que L soit @-critique, H faut et il 

suffit que l'enveloppe injective soit sans ~ -torsion. 

C'est le cas ici où? par hypothèse, est sans t§>-torsion (pro-

priété 2). Il en résulte que L est ~-critique, et par suite L n '&(fi')= j) 

ce qui est en contradiction avec 1e fait que L est essentiel modulo 5'.> • La 

condition de Krause est donc nécessaire. 

Les anneaux commutatifs, les anneaux avec identité llOlynomial e, vérifient 

la condition de Krause et sont donc des T-anneaux. 

60 COJ\.1HTION DE ORE FORTE. 

La condition de ORE usuelle, qui résulte du théorème de Goldie pou..l'.' 

1 1 existence de 1 1 anneau de fractions de 1 1 anneau noethérien à gauche premier R/@ 

est la suivante : 

Un T-anneau va être caractérisé par la propriété suivante qui est un renfor

cement de la condition de ORE. 

PROPRIETE 4. : Soit ~ 1m idéal premier, c €. '(J( '&) un élément de R 

régulier mod. ~ • Il existe c I E 't: ( ~) tel que : 

Va r R 3a' c R avec c'a = a 1 c(mod .. @ ). ~ ' ~ ~ 
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Preuve g 1) Soit R un T-anneau, @ premier, c € 'fJ ( @) • V idéal à 

gauche Re+~ contient un idéal bilatère J:::) C§' d'après la condition de Krauseo 

~ 
Dans , 1 1 idéal bilatère non nul J est essentiel et il contient un élément 

régulier ëï, de sorte q_ue J contient l'élément c u € 't( C§J) • On a d.onc pour 

tout a € R ~ c ' a € J c Re+ ~ 1 d' où 

c 1 a = a'c(mod. ~ )a 

2) Réciproq_uement, si la condition de ORE forte est vérifiée v 

1uidéal à gauche Re+ <§J contient l'idéal bilatère J = (eu)+@ engendré par 

c 1 (mod 0 @ ), et celui-ci ne peut être égal à fJ> • La condition de Krause est 

donc vérifiée. 

Il serait utile d'étudier les anneaux noethériens premiers vérifiant cett6 

condition de Ore forte. 

La propriété suivante fait appel à la notion di idéal à gauche premier A 

défini comme suit! 

aR.b ~A=> a€ A ou b €.A. 

7. CARACTERISATION AU MOYEN DES IDEAUX A GAUCHE PREMIERS. 

PROPRIETE 5, g Soit A un idéal à gauche n-irréductible et premier 9 

~ = Ass A • Alors A ne contient aucun élément c régulier modo è§> 

Preuve i 1) Soit R un T=anneau. Soit A un idéal à gauche n-irréduc= 

tible et premier, @ = Ass A On a donc @ = A·. R q_ui est le pl us grand. idéal 

bilatère contenu dans A. Il en résulte du après la condition de Krause que A ne 

peut contenir aucun élément c régulier mod. 

2) Réciproq_uement P soit @ c A , où A est un id.éal à gauche 

coEtenant un élément régulier c mod. <§> • Si la condition de Krause n 1 était pas 

vérifiée, on choisirait comme au § 5 un idéal à gauche maximal L ne la vérifiant 

pas. Comme on 1 1 a vu alors, L serait ()-irréductible, premier, avec ~= A·. R 

C'.)mme idéal prem.ier associé. L uhypothèse de la propriété 5 entraîne alors 

A () -g (@) = /; et on arrive à une contradiction. La condition de Krause est 

do:rrc vérifiée. 



COROLLAIRE ~ Dans un T-an...Deau 2 tout idéal à gauche n -irréductible et 

~-premier est @-critiq_ue et premiero 

En effet, si A est () -irréductible et premier, on a CY' = A·. R = Ass A~ 

d 1 où @.s;; A avec A() ~ (@) = jJ et A ()-irréductibleo Il en résulte que A 

est @-critiq_ue d 1 après une propriété caractéristiq_ue de J. LAlVJ:BEK et GolVIICHLER [2]o 

Réciproq_uement si tout idéal n-irréductible et @-premier A est 

Çy' -critiq_ue, on a évidemment An t;(<§') = jJ. L 1 anneau R est donc un T-anneau 

du après la propriété 5 ~ et la propriété du corollaire est encore caractéristiq_ue 

d 1un T-anneauo 

Dans un a"11.neau R ~ on sait q_ue tout idéal à gauche critiq_ue est 

O-irréductible. Dans un T-anneau il y a donc corncidence des deux notions 

n-irréductible et @-premier d'une part~ et @-critiq_ue et premier d 0 autre part 9 

cette propriété étant caractéristiq_ue d 1un T-anneau. 

Bo CONDITION DE GABRIEL FAIBL,14. 

Une condition suffisante( 1) pour un T-anneau a été donnée par GABRIEL [1] 

sous le nom de condition (H) 

Q·. R = n (Q·. a.), 
finie 

1
· 

Q idéal à gauche q_uelconq_ue de 

a. € R 
l 

La propriété suivante est un affaiblissement de la condition de Gabriel 9 q_ui d.evie:::it 

ain.si nécessaire et suffisante. 

PROPRIETE 6. : Pour tout idéal à gauche {)-irréductible et premier Q 

on a la condition : 

(H) Q·.R= () 
finie 

a. € R • 
l 

Preuve : 1) Soit @ = Q •• R 9 où Q est un idéal à gauche î'l-irréductible 

et premier o Dans un T-anneau Q est donc ~-critiq_ue ( Corollaire) ainsi q_ue Q '. a 

pour tout ai Q. L'intersection ()(Q ·. a) est alors égale à une intersection 

finie d'idéaux ~-fermés (cL par exemple L.LESIEUR et R.CROISOT, Sur les anneaux 

premiers noethériens à gauchei .Alm. Seo de l'ENS, t.76~ 1959~ PPo 161-183). 

(1) Encore conviendrait-il de donner un exemple de T-anneau où cette condition 
nuest pas vérifiée. 
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2) Réciproquement~ supposons la condition (H). Soit I un injectif 

indécomposableo Il peut être défini par I = E(RjQ), où Q est un idéal à gauche 

n -irréductible et premier {et même critique( 1)) [2]. On a alors si <5> = Ass Q ; 

a. /, Q • 
l 

Les j_déaux Q ·. a. ont le type de Q 9 et on a en ne gardant que des composants 
J. 

non· superflus ~ 

finie 

ce qui prouve que ce type est celui des composantes injectives indécomposables 

d.e E(R/@ ) • Donc Q est de ce type aussi. 

On voit que la démonstration prouve également la propriété caractéristique 

suivante d 1un T-anneau ~ 

PROPRIETE 6 1
0 ~ Tout idéal à gauche critique et premier Q vérifie la 

conditiori ~ 

Q •• R = n 
finie 

Q •• a. • 
J. 

Les anneaux vérifiaDt la condition de Gabriel sont donc des T-anneaux 

particuliers. Ils comprennent déjà la classe des anneaux artiniens. 

9. CONDITION PORTANT SUR LE COEUR c(E). 

La propriété suivante fait intervenir de façon assez curieuse la notion 

de coeur O(E) d 1 11..c~ module injectif indécomposable E introduite dans [5] • 

Rappelons que C(E) est le sous-module de E constitué par { O} et par les 

éléments x ~ O, x ( I , tels que 

lateurs de cette forme( 2) • c( 

0orps k = s(r) associé au module 

Ann x = O •• x soit maximal parmi les annu= 

est alors 1.m espace vectoriel à droite sur le 

I( 3) 0 La loi externe est définie pari 

XE c(E), ~ E k J X~= X~ E c(E), ~ E End I 0 

( î) Mais pas nécessairement ~=e;ritique si 'If= Ass I • 

~ ( E) = fi 
I 

Ker a • 
Ker a :fa o 

(3) Les éléments a E: En.d. E tels que Ker a -f o forment un idéal bilatère J 

et End E/J = k est un corps. 



PROPRIETE 7. i Soit E un module injectif indécomposable• @ = Ass I 

son idéal premier associ.éo Posons O.·~= {x € Il~ = o} • Alors i 

(i) ü •• @ c C(E) 

(ii) O • ·€§> est un sous-espace vectoriel du coeur C(E) de 

dimension fin.ie sur k = S(E) (égale à la dimension de Goldie de R/~ ) o 

Preuve~ 1) Démontrons (i) et (ii) dans un T-anneau. 

(i) o.·@:;; C(E) • Soit x ( O .·tg}~ x 'f o ~ donc @x =o. Démontrons que 

O •. x est maximal parmi les annulateurs des éléments non nuls de I o Ci est un 

i.dé"ü à gauche {'\-irréductible et @-premier ; il est donc cri tique ( Corollàire 

de la propriété 5) et par suite maximal parmi les annulateurs des éléments non nuls 

de E (d 1 après ~~e propriété caractéristique des idéaux à gauche critique [2]). 

(ii) 0 .·'G' est un sous-es~abe vectoriel du coeur c(E) de dimension finie 

sur le corps k = S(E) V égale à dim(R;~) 0 Soit X € 0 •• '§> X,/, 0 0 L'idéal à 

gauche O •• x est ()-irréductible et premiero On a donc d 1 après la condition (H) 

n (o•. x) •. À,. = (Î (0 •• À,.X) , 

finie l finie l 

@ = () ( 0 ·. x.) $ intersection finie et sans éléments superflus, en 
1 

nombre égal à la dimension d de Goldie de R/!Y> • On en déduit d I après un raisonne-

ment classique par récurrence sur p que ~ 

o.· [(o ·. x
1

) n ooo n (o ·. xp)] = x
1
k + 000 + xpk 

c 1 est-à-dire ~ l 1 ensemble des éléments x € C(E) tels que ux. = O (i = 1, ••• ~p) 9 l 

u E R => ux = 0 est le sous-espace vectoriel à droite engendré par x .1 ••• ~~ 
1 p 

Err particulier 9 pour p = d p on a ~ x E: x 
1
k+ 0 •• + xdk , ce qui prouve q,ue O . • @ 

est engendré par x 
1

, ••• rXd a Ces éléments forment une base car la relation 

x = x
2

o:
1 

+ ... + xdad impliquerait o ·. x 2 (o ·.,x) n ... n(o ·.xd) et o ·.x 
1 . 1 "=d 2 1 

serait superflu dans la représentation @= () (O •• x) a 

l=1 

2) Réciproque. Soit (i) et (ii). On a donc g 

n en résulte 
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On en déduit, du fait q_ue x
1

, ••• ~xd forment une base de O .·@ sur k 9 q_ue cette 

représentation de @' est une intersection d 1 idéaux 0-irréductibles non super

flus. Cela suffit à démontrer que le type de E est celui des composantes indé

composables de E(R/s,>). L'anneau R est donc un T-anneau. 

La propriété 7 est donc caractéristique d'un T-anneau. Dans le cas 

commutatif on a 1 1 égalité C(E) = O • • @ qui est alors de dimension 1 sur k • Dans 

le cas non commutatif, le coeur C(E) peut être de dimension infinie dans le cas 

noethérien général (cf. [5]L La propriété 7 donne donc un résultat de finitude 

pour un T-anneau qui s'approche dans une certaine mesure du résultat du cas 

commutatif. 

Remarquons en outre que la condition (i) de la propriété 7 est équivalente 

à la suivante i 

PROPOSITION ~. Pour gue 2 dans un anneau R uni.taire noethérien à· gauche. 

tout idéal n-i.rréductible premier s.oit critique( 1), il faut et il suff~t 

que l 1 on ait la condition (i) de la propriété 7o 

La condition est nécessaire comme on l'a vu. dans la démonstration 1 L (i) 

de la propriété 7. Démontrons qu I elle est suffisante. Soit Q un idéal à gàuche 

n-irréductible et premier ; posons @= Ass Q = Q •• R • Soit E = E(R/Q) ;. c O est 

un injectif indécomposable admettant ~ pour idéal premier associé. On a 

Q = An..n 1 = 0 •• x , avec X:::: 1 E R/Q ,ç; E • De plus puisque 

L'hypothèse de l.a proposition implique donc 

critique d'après la définition du coeur. 

1 E C(E) , d I où Q = 0 •• 1 est 

m. COI\lDITION PORTAl\JT SUR 1 1 ANNEAU SEMI-PREMIER R/N o 

PROPRIETE _rh, ~ Si N est le radical nilpotent de R 2 1 ° anneau quotient 

R /N est un T-anneau semi-premier. 

Preuve ~ Soit R un T-anneau. Nous allons démontrer que est un 

T•-anneau en vérifia.nt la condition de K;rause. Soit 2§l un idéal premier de R /N 

(1) Ne pas confondre avec le contenu du corollaire de la propriété 5t où l'on 

supposait que 1 1 idéal à gauche A ()-irréductible et ~-premier, était 

f-critique. Ici A est critique, sans plus. 
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il est la classe modulo N de l'idéal :premier @> de R contenant N • c 

est un élément de R/N régulier modulo 9, il est la classe modulo N de l 9él.é-

ment C € R régulier mod. @ . La condition de Krause appliquée à R et @ donne 

un idéal bilatère J tel. que @c J c Re+@ 0 On en déduit !PcJ + @ 
f /, 

ce qui est la condition de Krause dans R /N • 
Réciproquement 0 sil.a condition de Krause est vérifiée dans 

vérifie dans R en remarquant que 0 si 

<3> :::, N ( 1 ) d I où. g N c (§> c Re + ~ 
- p 

@ est un idéal premier de 

dans R 9 et 2f.> c ië + ~ 

on la 

R 9 on a 

dans 

Il. en résulte J bilatère tel. que 

R tel que @c J c Re + @ • 

d'où J bilatère dans 

/, 
V intérêt d.e la :propriété 8 réside da.ns la construction d 0un anneau 

noethérien à gauche quelconque (d 9 exposant 2) donnée dans [ 6] au moyen d 1un 

bi-module M sur un anneau noethérien à gauche semi-premier K • L O anneau obtenu. 

R est alors un T-a~neau si et seulement si K en est un lui-même. En particulier 0 

les exemples provenant du un anneau K commutatif donnent donc des exemples d I anneau..-x: 

R non commutatifs qui sont des T=•anneaux* 

En conclusion 9 on peut ranger les T=,anneaux dans u.11e classe d ~a.11neaux 

raisonnables intermédiaires entre les a.1111eaux commutatifs (un peu trop particuliers) 

et les anneaux non commutatifs quelconques ( un peu trop généraux). 

( 1) N est l 9intersection des idéaux premiers de R • 
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ANNEAUX DE GROUPES SEMI-PA._îiFAITS( 1) 

:par J. V ALETTE 

Soient K un corps commutatif non dénombrable et KG un anneau de groupe 

semi-parfait alors le groupe G est de torsion. Si de plus K est de caracté

ristique p et algébriquement clos G est extension finie d'un p-groupe. 

I. DEFINITIONS ET PROPRIETES PRELIMINAIRES. 

1) Un A module M est dit local s'il possède un plus grand sous-module 

2) Pour un anneau A de radical de Jacobson R(A) les assertions suivantes 

s,ant équivalentes ; 

a) A est semi-parfait. 

b) A;R(A) est semi-simple et les idempotents de A/R(A) se 

relèvent en des idempotents de 
N 

c) A= (f) 
i=1 

1 ocau.x [ 1 J , [ 2 J • 

A • 

Ae. 
J. 

où les Ae. 
l. 

sont des A modules projectifs 

3) Soit D une K-algèbre telle que div < card K • Si D est de plus 

un corps, alors D est algébrique sur K [3]. 

4) Soit K un corps commutatif. Tout sous-groupe de torsion de GL(n,K) 

est localement fini [4]. 

( 1) Exposé oral développant une Note de M~ J. V ALETTE parue aux C .R. Acad. Sei. 
, 1972. 
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5) Soit A une 

dénombrable K ; alors 

K-algèbre algébrique sur le corps commutatif et non 

Mn(A) est algébrique sur K [5] • 

on désignera par ( e) une familled 1 idem:i::otents ·pErimitifs et ortho-
i 1<i~N .!:'. -

' ' 
gonaux: de KG de somme t. 

PROPOSITION 1 •. Soit KG un anneau de groupe semi-parf'ait où K est un 

corps commutatif non dénombrable. Alors KG est algébrique sur K _tl G 

est un groupe de torsion., 

Soit x un élément de KG. Nous allons montrer que x est algébrique sur 

K. Soit H le sous-groupe de G engendré par le support de x et les supports 

des idempotents ( ) . d 
1 

, N • Il résuJ..te de [ 6] que KR est semi-parfait. 
i. e a _ 

étant semi-simple est un produit d'anneaux de matrices M (D) 
n 

où D est 

le corps commutant d'un KR module simple S • H étant de type fini, D est de 

dimension au plus dénombrable sur K. Il résulte alors de 3) et 5) que KH/R(KH) 

est uno .K-algèbre algébrique sur K. Comme R(KR) est un nilidéal [7] KH est 

algébrique sur K et donc x est algébrique sur K. Comme KG est algébrique 

G est un groupe de torsion. 

COROLLAIRE 1. Soit K un corps commutatif non dénombrable. Les assertions 

suivantes sont équivalentes ~ 

KG est semi-parfait. a) 

b) Pour tout sous ... groupe H .9:2. G , KH est semi-parfait~ 
""" 

Comme R(KR) est un nilidéal et que les idempotents se relèvent modulo un 

nilidéal, il suffit de montrer que KH;R(KH) est un anneau semi-simple. KG étant 

semi-parfait, il existe au plus dans KR et par suite dans KR/R(KH) N idempotents 

orthogonaux et 1 1 ensemble des idéaux à gauche de 

tent vérifie la condition de chaîne descendante. 

KR/R(KIJ:) 

KH/R(KR) 

engendrés par un idempo

étant de plus algébrique 

et semi-primitif, est un anneau de Zorn semi-primitif [8, p. 210] et par suite est 

semi-simple. 



COROLLAIRE 2o Soient K un corps commutatif non dénombrable de caracté

ristique p et KG un anneau de groupe semi-parfait. Tout sous-grouw H 

~ G gui ne contient pas de P:élér.ients est fini. 

Soit H un sous-groupe de G n 1 ayant pas de p-élérnentso Comme R(KH) doit 

être un nilidéal il résulte de [9] que R(KH) est nul. KH est un anneau 

simple. H est donc fini. 

:PROPOSITION 2o Soient K un corps commutatif de caractéristique p ~· ll2E:, 

dénombrable algébriquement clos et KG un· anneau d€ groupe semi-parfait. 

AJ.ors G est extension finie d 1 un p-groupe. 

DI après la proposition précédente G est un ·group·e de torsion. Soit 

H = {g E G, 1-g E R(KG)} • H est un sous-groupe distingué de G • Vanneau de 

groupe KH est alors local et donc H est un ?""groupe. [ 11]. Nous allons montrer 

que le groupe G/H est fini. En considérant le groupe quotient G/H on se ramène 

à un anneau de groupe KG se:mi-parfai t tel que 

1-g E R(KG) => g = 1 • 

L'assertion résultera du lemme suivant. 

LE.l.'\Jllll'El4 Dans les conditions :précédentes le groupe G est fini" 

Soit H
1 

un sous-groupe de type fini de G contenant le support des 

( e.). 
1 

, N • On a les propriétés suivantes ~ 
i 1= . a 

oKH
1 

est semi-parfait. 

1 1 application 

Par .sui te le groupe 

M (K) " n. 
J. 

est un groupe de torsion et de type fini" 

<p:KH
1 
➔ KH

1
/R(KH

1
) restreinte à 11

1 
est un monomorphisme~ 

cp(H
1
) est inclus dans un produit de groupes de matrices, de 

type fini et de torsion. Il résulte de 4) que Hî est finL Le groupe G qui 

est alors local.ement fini est extension finie du un p;-,groupe H
2 

" 



Des relations : 

R (KG) <î KH
2 

= R ( KH
2

) [ 1 0] 

R(KH2) = "xH (H2) [où wKH (H2) est l 1idéal engendré dans KH2 
2 2 

par les éléments 1-h~ h E H
2

] 9 il résulte que w( ) est inclus dans R(KG) • 

Or ceci entraîne que est réduit à l'élément {1l o G est donc fini. 

Remarque : Soient K un corps commutatif non dénombrable de caractéris

tique O et KG un anneau de groupe semi-parf'ai t o .Alors G est fini i en 

effet KG est semi-simple [7] [12] o 

PROPOSITION 3. Soient K un corps de caractéristique 
N 

p ..§.i KG 

sont des· anneau semi-parfait avec KG = @ KGe. où les ,KGe. 
J. . J. 

KG modules projectifs locaux. Si H est le sous-groype de G engendré 

par le support des idempotents (ei)i de 
1 

à N , alors pour tout sous-

groupe distingué L ~ G tel que L ()H = { 1} w(L) est inclus dans 

R(KG) L est un p-groupe. 

On peut écrire 

N 
w(L) = @ w(L)e. 

i= 1 i 

c KGe .• 
- 1 

Pour démontrer 1 1 assertion il suffit de montrèr que 1 1 on a 

car KGe. 
J. 

est un module local. s 1 il y .a égalité alors e. 
1. 

w(L)e. '/' KGe. 
J. 1. 

appartient à 

w(L) • On a d I autre part G = U y. LH où (y.) . J est un système de repré= 
j(J J J JE: 

sentants des classes à gauche modulo LH • Les éléments (y l) j(J,hE:H (resp. 

(ly ) ) constituent un système de repréB"entants de classes à droite 
j lEL,jEJ. 

(resp. à gauche) modulo L (resp.H). Par sui te ~ 

e. = :E a
1 

. h ( 1-h)y .h • 
J. 9J1 J 

Comme e. appartient à KH , on a g 
J. 

E ~ . hh = 0 V j /, 
h ,J' 

:E a1 . hh = 0 V1, \/j 
h .... 9J 9 



par suite quels que soient 1,j 9h 

D'où la contradiction. 

a1 . h est nul et e. =o. 
,J1 1 
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MORPHISMES DE DESCENTE 

par D. LAZ.ARD. 

Nous savons, grâce à OLIVIER [ 4 J , que les morphismes de descente sont 

exactement, en algèbre commutative, les morphismes purs (ioe. universellement 

injectifs). Nous nous proposons ici de généraliser ce résultat au. cas non commu= 

tatif. Notre démonstration étant purement formelle, elle se généralise sans 

difficulté à la théorie des catégories. Nous avons toutefois préféré ne pas faire 

ici cette généralisation, trouvant plus utile de faire un expbsé complet de la 

théorie de la descente dans le cadre de la théorie des modules~ exposé qui 

n I existe pas à notre connaissance et dont la nécessité se fait souvent sentir o 

1. DONNEES DE DESCENTE. 

Soit f:A .... B un homomorphisme d'anneaux unitaires. Si N est un 

B-module à gauche, nous désignerons pa:r pN le morphisme canonique 

Nous noterons systématiquement X Gg Y au lieu de X Gg Y. 
A 

DEFINITION 1. 1) Une donnée de descente de B vers A est un couple 

(N,u) où . N est un B-.module ,: à gauche et où u est une application 

B-linéaire de N dans B Q?J· N telle que : 

a) PN ou= id(N) • 

b) (BQ?} u) o u = (B Q?J f Gg N) o u • 

2) Un morphisme de données de descente de (N,u) dans 

(N',u. 1 ) est une application B-linéaire ~:N..., N' telle que 

u 1 o ~ = (B <i) 4i) o u • 

Par des notations telles que B ~ u , il faut évidemment entendre id(B) Gg u." 

Nous ferons beaucoup usage de cet allègement de notation. Nous identifierons systéma

tiquement X 0 A et X. 
A 



Il est clair que les données de descentes forment une catégorie que nous 

noterons gJ) • V "oubli" de u définit un foncteur G de @ dans la catégorie 

des B--modules à gauche J.Vlod B. Montrons qu'il y a aussi un foncteur canonique F 

de J.Vlod A dans fJ) • 

Si JVl est un A-modulej il. est immédiat que (B 0 rvr, B 0 f 0 rvr) est une 

donnée de descente. Si cp~M - ]Vl0 est une application A-linéaire, il est également 

clair que B0 cp est un morphisme de données de descente. 

PROPOSITION 1. Le foncteur !!extension des scalairesie de rviod A dans 

Mod B est égal à G o F • 

Le problème de la descente que nous allons résoudre consiste à caractériser 

les morphismes f~ A - B pour lesquels F est une équivalence de catégorie. 

2. REMONTEE. 

Avant d O aborder la descente, il nous faut construire un foncteur de !î) da..ns 

la catégorie des objets simpliciaux, et donc dans celle des complexes. C'est cette 

construction qui assure le lien entre la définition 1 et les définitions antérieures. 

Pour alléger les notations, appelons Bn la n-ième puissance tensorielle 

o n n-1 
B = A et B = B 0 B pour n ~ 1 en particulier~ 

compte tenu de 1°identification mentionnée ci-dessus. 

A toute donnée de descente (N,u) nous pouvons associer les applications 

suivantes g 

1 ) Si 
n n-1 

eu et si n > 0 u = B ~ 
0 

i ~ 
n 

1 ~ 
Bn-i 0 f 0 B 

i-1 
62) N 

ce sont des 

2) 

n u. 
l 

applications de 

Si n ~ 0 
n 

V 
0 

= 
n-î :s 0N dans 

et si 

ce sont des applications de Bn+1 0 N dans 

LEJVlJ.VlE 1 • Les relations suivantes 

a) 
0 1 id(N) V O U = . 
0 0 

b) 2 1 2 1 u 0 U = u1 0 U 
0 0 0 

Bn 0 N 0 

Bn 0 N. On a donc 

sont vérifiées 

et 
0 

p = V 
N o 



C) U O P N = ( PB e N) 0 ( B Q9 U) o 

d) p B o (p B (2) B) = p B o ( B ® PB) • 

e) PN o (pB e N) = PN o (Be pN) • 

f) PB O (f e B) = PB O (Be f) = id(B) o 

Les deux premières relations résultent de la définition d 1 une donnée de 

descente~ c) traduit la B-linéarité de u; les relations d) et e) traduisent 

des propriétés du produit, et f) est évidente, 

Un calcul simple, mais fastidieux et que nous omettrons donc, permet de 

déduire le théorème suivant du lemme 1. 

Posons 

est un 

THEOREME 1, 1 )~ Bn e N , les u~ et les 1. 
c 1 est-à-dire que l'on a les relations 

n+1 n n+1 n 
i j u . 0 u. = u. 0 u. pour < 0 

J 1. 1. J-1 
n n+1 n n+1 

i ~ j V. 0 V. = V. 0 V. pour 0 

J 1. 1. J+1 
n-1 n n-1 n-2 i j V. 0 u. = u. o V. i pour < 0 

J 1. jL_ J-. 
n-1 n n-1 n id ( :g11-1 

(2) N) V. 0 u. = V. 0 u. = 1. 1. l. 1.+1 
n-1 n n-1 n-2 i j+1 V. 0 u. = u. 1 o V. pour > J 1. 1.-, J 

n 
V. 

1. 
forment un objet simplicial 

2) Si qi~ (N~u) -<> (N1 ~u1
) est un morphisme de ID , les 

n n 
qi = B e qi défini.ssent un morphisme d O objets simpliciaux, c 8 est-à-.dire que 

n n in n-1 
tl qi 0 u. = u. 0 qi 1. 1. 

n n n n+1 
qi o V. = yi. 0 qi 0 1. 1. 

Conséquences 

a) Etant donné la donnée de descente D = (N,u) considérée ci-dessuso 
n . d 

1 
d

2 
d = ~ (-1)1u~, La suite 0--<> N ---> Be N -> Be Be N-n . i 

1.=0 
complexe, le complexe d 0Arnitsur de D , que nous noterons 'e(D) , 

b) Si D = F(JVI) ~ l 1 application canonique de JVI dans N = BQ JVI 

définit une augmentation de ~(D) , Nous noterons ~'(JVI) le complexe augmenté 

ainsi défini, 



avec 

d d 
c) Posons ;/t; = ~? (A) ; c I est le complexe 0 --), A -

0-> B __L> 
n . . . 

d = f 
0 

et d 
n 

~ (-1)iBi 0 f 0 Bn-i 

PROPOSITION 2 2 La suite obtenue à 
B0d 

0 ➔ N i> B 0 N i > i 0 N _, 

partir de D = (N ,u) : 
B&d 

0 N . n > Bn+ 1 0 l'.ir -

est un complexe homotopiquement trivial que nous noterons "G'*(D) o 

2 
B ➔ o o o 

Il est clair que (B 0 d 
1

) o u = 0 ~· et donc q_ue u est une augmentation 

de B 0 ~(D) .. Il suffit donc de montrer que h
0 

= )?N et hn = (-1 )npB 0 Bn- 1 0 N 

vérifient les relations 

ce calcul est aisé. 

h ou= id(N) 
0 

[ u O h J-11
1 

o ( B 0 d 
1 
~ = id ( B 0 N) 

[( B '9 d ) o h ti o ( B 0 d )1 = id ( Bn 0 N) 
n rJ't~n+1 n+1 ~ 

3o DESCENTE DES FLECHES=PURETE~ 

Rappelons qu 0 un homomorphisme de A-modules (à gauche) est dit pur (à gauche) 

s Oil est injectif, et s 9 il reste injectif par toute A-tensorisation. Le but de ce 

paragraphe est de démontrer le théorème suivant ~ 

THEOREME k,. Les cond:i.tions suivantes sont équivalentes ~ 

a) A ..!.,,>B est un morphisme pur de A-modules à droite. 

b) le. foncteu .. r." F est fidèle. 

c) le foncteur F est pleinement fidèle. 

d) if: est universellement acyclique à droite (ioe. ~ est acycliq_ue, et 

le reste par toute A-tensorisation à droite)o 

E:n outre, ces conditions entra:înent ~ 

e) pour toute donnée de descente D 1 ~(D) est acyclique en degré 

-/, 1 ( on suppose que si D = ( N, u) , on a posé '(;' 1cn) = N) o 

a) <=> d). On peut remarquer que a) n I est autre que 1 1 acyclicité 

universelle de ~ en degré O ; donc d) => a). La réciproque se déduit immé

diatement de la suite exacte d'homologie de la suite de foncteurs 

0 --ot& M _,'·B 0~0M->B/A01/:0 M-> 0 



qui est exacte par a) et dont le terme central est homotopiquement trivial (propo

sition 2 appliquée à ~*(F(A))). La démonstration de a) => e) ci-dessous permet 

de donner une démonstration plus élémentaire de a)=> d). 

a)=> e) 0 Considérons le diagramme 

d 
n-1 n n q ( 

B . 0 N---> B 0 N ----> Coker d ) ---> 0 

f 0 Bn-
1 

0 N 1 B: ~ if 0 N 1 f 0 Coker(d_u~ 

Bn 0 N n > Bn+1 0 N B G9 q > B 0 Coker(d )--> 0 
n 

Ses lignes sont exactes, et il est commutatif 0 Ses colonnes sont injectives par a)o 

Comme d = f 0 Bn 0 N-B 0 d , si 
n+1 n 

d (x) = O, on a 
n+1 

((B0 q) o (f 0 Bn 0 N))(x) = ((f 0 Coker(d )) o q)(x) = 0 
n 

et donc q(x) = O, i.e. x E Im(d ) ~ 
n 

d) => c). Considérons le diagramme commutatif 

0---
f 0 M 

d 
> M > B 0 11'.I 1 

> i 0 M 

o---
l· d 

1 BQ. 

f 0 M0 

B0 IVI° 
1 l0w > M.' > > 

défini par le morphisme de donnée de descente ~~F(M) - F(M') o Si ~0 M et 

f/f;'0 N sont acycliques, i.e. si les lignes sont exactes~ il est clair qu 0 il existe 

une flèche cp;M - M0 et une seule qui rende le diagramme commutatif~ telle que 

b) => a). Soit K le noyau de f 0 M~M- B0 M, et i:K - M l'injection 

canonique. Il est immédiat que B 0 i = O 9 et donc que i = O si F est fidèle. 

Donc f 0 M est une injection. 

4. DESCENTE DES OBJETS. 

Le but de ce paragraphe est de chercher à quelle condition F est une 

équivalence de catégories. D0 après ce qui précède, il est nécessaire que f soit 

pur à droite. 
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Supposons donc que F soit une équivaJ_ence, et soit D = (N,u) une donnée de 

descente. Si D = F(M) , le théorème 2 implique que la suite 

d 

0 -> M--> N__L> B 0. N 

est exacte. On a donc M = ker d
1 

~ 

PROPOSITION '59 Si f est pur à droite et si, pour toute donnée de 

descente {N,u) , la suite 

B@d 
0 -> Il 0 ker d 

1 
----> B 0 N 

1 > i 0 N 

est exacte 2 alors . F es;t une équivalence. 

Soit JVI le noyau de d = f 0 N-u , et i:M ➔ N Pinjection canonique .. 
1 

Appelons i*;B 0 M...., N 1 2 application déduite de i .. Un calcul simple utilisant 

la B-linéarité de u montre que: 

u o i* = B@ i .. 

Vhypothèse et la proposition 2 montrent q:ue .i * est un isomorphisme entre deux 

noyaux de B@ d
1 

• Il reste à montrer que i* définit un isomorphisme de données 

de descentes de F(M) dans (Nv'u) ~ i.e. que le diagramme suivant commute 

B @ .f @ N > B @ B @ M 

lB@i* 
u 

N ------> B@N. 

On a u o i*(b@ m) = u(bi(m)) := b(u o i)(m) 

((B@i*) o (B0f0M))(b@m) =b0i(m}=b((f@N) oi)(m). 

Il y a bien égalité 9 car, par définition de i I on a a
1 

o i := O • 

PROPOSITION 4a. Pour que f soit fidèlement platp il faut et il suffit 

qu'il s.oit pur et plat.. Si ces conditions sont remplies F est uné 

~qui valence. 

Il est bien connu que si F est fidèlement plat il est pur~ Le théorème 2 

:montre réciproquement que si f est :pur et plat., 1 1 extension des scalaires est un 

foncteur fidèle, et donc f est fidèlement plat. 

La dernière assertion est une conséquence immédiate de la proposition 5. 



THEOREME 2a Supposons que f soit pur et vérifie la ctmdition. suivante : 
j . k 

Pour toute sui te exacte 0-> E -> F --> G -> 0 de A-modules 

telle que B/2) k admette une section, l'homomorphisme B/2) j est 

injectif. Alors F est une équivalence. 

Considérons une donnée de descente (N,u). On peut appliquer la condition 

du théorème ' a : 

0 -.-> Im d
1 

-> B@ N -> Coker dî -> 0 

car Coker(B (2) d
1

) = B@ Coker(d
1
) et car 't?*(N,u) est homotopiquement trivia:l. 

On en déduit que: 

on peut donc appliquer l'hypothèse du théorème à: 

pour en déduire que la suite 

0 -> B @ ker d 
1 

-> B @ N -> Im(B @ d 
1 
) -> 0 

est exacte, ce qui permet d'appliquer la proposition 3. 

THEOREME 4. F est une équivalence dans chacun des cas suivants 

1) f est bi-pur (voir ci-dessous). 

2) f est pur à droite, A est commutatif et f(A) est contenu 

dans le centre de B. 

3) f est fidèlement plat à droite. 

Nous avons déjà démontré le 3). Nous verrons au paragraphe suivant que 

2) est un cas particulier de 1), et que l'hypothèse du théorème 3 est vérifiée 

si f est bi-pur. 

Remarque .~ Dans [ 4 J , Olivier semble démontrer que F est une équivalence 

si A est commutatif et f pur à droite. Mais sa démonstration est erronée. 



7.8. 

5. BI-PURETE. DEMONSTRATION DU THEOREME 42 

Soit C un sous-anneau du centre de A contenu dans l'image réciproque 

par f:A ➔ B du centre de B. On peut considérer f comme un homomorphisme de 

A0 (2)
0 

A-modules à droite, la multiplication d'un élément x de A (resp. B) par 

un élément a e a' de A0 (2)c A étant définie par x(a e a') = axa' • 

PROPOSITION 5 et DEFINITION: Les conditions suivantes sont équivalentes: 

i) f est 

ii) f est 

A0 69c A-pur 

A0 G9z A-pur 

Si ces conditions sont remplies, nous dirons que f est bi-pur. 

Si f est bi-pur, il est pur à droite et pur à gauche. 

Cela résulte immédiatement du lemme suivant appliqué aux homomorphismes 

LEMME 2. ~ Soit u:E ➔ F un homomorphisme de S-modules et e:R ➔ S 

un homomorphisme d'anneaux. 

i) Si u est S-pur 2 il est R-pur ( par restriction des scalaires) ;. 

ii) Si e est un épimorphisme, et si u est R-pur, il est S-pur. 

Si X est un S-module à gauche et Y un R-module à droite, 1 1 isomorphi.sme 

Y~ X .l:';; (y~ s) &
3 

X montre i). Si X est un S-module à gauche et Y un 

S-module à droite? on déduit li) de l'isomorphisme 

C ROLLAIRE: Si A est commutatif et si f(A) est contenu dans le centre 

de B? la bi-pureté de f cofncide avec la pureté de f. 

Il suffit de remarquer que si C=A,ona A0 & A= A 0 

C 

PROPOSITION 6. Soient e:c-+ R et e':C-+ S deux homomorphismes d'anneaux 

tels gue C soit commutatif et que e(c) et e 1 (c) soient contenus dans les 

centres de R et de S • Soient u: M ➔ N un homomorphisme pur de 

modules à droite et p:X ➔ Y _un homomorphisme surjectif de S-modules à 

gauche. Si ker(N QJS p) ....,. N &S X est R-pur à gauche, il en est de m~me de 

ker(M QJS p) ...,. M 0s x • 



Il est connu et facile que le: foncteur T == Homi o 9~/z) est exact et 

fidèle de Mod(R) dans Mod(R O) et, pour qu'une injection R-linéaire v soit 

pure 9 il faut et il suffit que T(v) admette une section R0-linéaire. Soit donc 

u 0 une section R ec s0 -· (R0 eC s) 0-1inéaire de T(u) On peut écrire le 

diagramme commutatif de R-modules à gauche suivant : 

T(MQS y)= Homs(YpT(M)) 

lTÜI e3 p) 

Hom
8

(y ,u 1 ) 

-----> T(N (9S Y) = HomS(Y1 T(N)) 

lT(N '°s p) 

Hom8(x,u 1
) 

-----·> TÜT e8 X)= Hom8(X,T(N)) 

Les hypothèses nous disent que toutes les flèches sont injectivesj) et que la 

deuxième colonne et la première ligne admettent des rétractions R-linéaires. Il 

en. est donc de m~me de T(M e
3 

p) 9 ce qui démontre la proposition. 

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 4: L'assertion 2 se déduit 

de 1 9assertion 1 grâce au problème de la proposition 5. L'assertion 1 s 1 obtient 

ainsi • Si 9 avec les notations du théorème 3, BQ k admet une section, l 1homo

morphisme ker(B e k) _,. Be F est A..,pur,, En appliquant la proposition 6 avec 

R = S = M = A , N = B 9 u = f , X = F 9 Y = G ; p = k , on voit que j est pur 9 

et d.onc que B ($9 j est injectif" 

6, EXEMBLESo 

Le but· dA ce paragraphe est de montrer que les différentes notions que nous 

avons introd.ui tes :pour les morphismes d O anneaux sont bien distinctes 9 et en parti= 

culier d.e 

1) Un morphisme d vanneaux: fidèlement plat à gauche et à droite & scindé en 

tant que morphisme de modules à (respo à droiteL Cet exemple montrera 

l existence de morphismes de descen.tes qui ne sont pas bi:pu:r~L 

2) Un morphisme scindé en tant que modules à gauche et en tant que modules 

à. droite 9 mais ni bipur 9 ni plat à gauche 9 ni plat à droite. 

3) Des exemples montrant que les propriétés nà gauche" considérées~ sont 

complètement pendantes des propriétés "à droite" j> 

Pour construire ces exemples, nous partons de deux: anneaux R et S ; à tout 

R-S-bimcdule (R ~ s0;._module à gauche) E~ nous associons 1 1 anneau 
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=E· = (R E) _ 
0 

S des matrices (r e) telles que r ERP s ES et 
0 S 

e E E 9 muni de la 

mu1 tiplication habituelle d.es matrices. Si f est une application R-S-linéaire 

de E dans F 9 on en d.édui t clairement une application f de E dans F qui 

est un homomorphisme d I anneau. 

LEMME 3. f i.njectif (resp. surjectif) équi.vaut à f injectif (resp. 

surjectif). 

( so EO) , . 
LEMME A,,,.. E 0 -

0 
Ro 9 en des1.gnant par A O 1 ° anneau opposé à 1 1 anneau 

A et par Eo le so•-R o=bimodul.e déduit de E. 

Cu est clair ; le lemme 4 va nous permettre de ne pas considérer les pro

p-r.iétés '"à. droi te 11 qui se déduisent immédiatement des propriétés "à gauche 11 
0 

sur R 

PROPOSITION 7. f fidèlement plat à gauche équivaut à f injectif et 

coker f plat sur R. 

Soit f;E-> F et G = coker f O I1 faut montrer que la platitude de G 

équivaut à la platitude à gauche de coker f = ( 0 G) sur E 0 

0 0 

( 0 G) est anx1uié à gauche par ( 0 E) 
0 C'est donc un R = E/( ~ ~)-module 0 0 0 S 

à gauche 9 ce qui permet d r i.denti.fier G et ( 0 G) 
O O • Si G est E plat 9 il est 

8..Uf\Si R=plat v car ce qui précède montre que X~ G = X G?!_ G pour tout 
E 

R=module à droite X (qui est un E-module par restriction des scalaires). 

Réciproquement 9 pour tout E-modul.e à droite Y, on a YG?)=G = YGQ_R~G. 
E E 

Pour montrer que G est E-p:'..at quand G est R-plat 9 il suffit de montrer que 

R est E-projectif à gauche ; ceci est immédiat car 

que Ë-modules à gauche. 

en tant 



LEMME 5. 

e = 
2 

( 0 0) 
0 1 

Soie.nt X et Y des Ë-Ê-bimodules. Posons 

(e
1 

et e
2 

appartiennent à Ë). 

= ( î 0) 
e1 0 0 et 

1) X est somme directe des 4 sous-groupes X .. = e.Xe. , ce qui 
l.J 1 J 

permet d.e considérer les éléments de X comme des matrices 2 x 2. 

2) Xej = X
19

j @X
2

~j (resp. e/ = xj
1 

@xj
2

) est un sous-module 

à gauche (resp. à droite) de X • 

3) Une application linéaire à gauche (resp. ' droite) de X dans a 

envoie e.X dans e.Y (resp. Xe. dans Ye.) . 
J J J J 

4) Une application linéaire ' gauche et à droite de X dans y a 

envoie X .. dans Y .. . 
J.J l.J 

Toutes les assertions sont triviales. 

y 

LEMME 6. Avec les notations du lemme précédent, soit f une application 

de X dans y linéaire à gauche et à droite. Si f admet une rétrac.tion 

(resp. 1me section) linéaire à gauche (resp. à droite), on peut choisir 

cette rétraction (resp. cette section) g de manière que g(Y .. )cx ..• 
l.J l.J 

Soit g I une section (resp. rétraction) linéaire à gauche quelconque. On 

peut écrire g 1 = g
11

+g
12

+g
21

+g
22 

~ en désignant par gij l'application composée 

de la projection de Y sur Ye j , d'une application linéaire à gauche de Yej 

dans Xei r et de l'injection de Xe. 
l 

dans X • Posons g = g 
11

+g
22 

• En raison 

du choix de g et de l'assertion 3 du lemme précédent, on a g(Y .. ) c X ..• En 
1J l.J 

raison de l'assertion 4 du même lemme, si g 1 est une rétraction (resp. une 

section) de f P i.l en est de même de g • 

PROPOSITION 8 8 Soit f~E ➔ F un morphisme injectif le R-S-bimodules 

1) Pour que f admette une rétraction Ë-linéaire à gauche (resp 0 à 

droite? à gauche et à droite), il faut et il suffit que f ad.mette une 

rétraction R-linéaire (resp. S-linéaire, RQ) s0-linéaire). 

2) Pour que f soit pur à gauche (resp. à droite, bipur), il faut 

et il suffit que f soit R-pur (resp. S-pur, R (9 s 0-pur). 



1) Il faut d I abord remarquer que si g: F ➔ E est une rétraction de 

fi E ➔ F ~ 1 1 application g~ F ➔ E est une rétraction de f linéaire si et 

seulement si g 1 ° est aussi ; en effet : 

et -ccr e)(r 1 X))= -crr 1 rx+f(e)s') 
g os o s 1 g o ss 1 

= (rr 1 g(rx)+es'). 
0 SS 1 

Réciproquement, si g I est une rétraction de f , en raison du lemme 5, 4) ou 

du .lemme 6, on peut supposer que g 1 ( ~ ~) c ( ~ ~) , et da.ne que g 1 = g P pour un 

certain g • 

2) Posons X* = Hom(X9 Q/z) pour tout X • On a vu qu'un morphisme f est 

pur si et seulement si f* admet une section. La deuxième assertion se démontre en 

décomposant E* et F* comme dans le lemme 5, et en effectuant un calcul analogue 

à celui de la première assertion. 

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer nos exemples. 

EXEMPLE 19 Un morphisme d I anneaux fidèlement plat à gauche et à droite P 

scindé en tant que morphisme de modules à gauche (respo à droite) 9 mais 

non bipur. 

Soit C un corps commutatif 9 posons R= C[X] , S = C[Y] 9 T=R '2)Cso = C[X9Y]. 

Prenons pour F le T-module T/(x 2-xy, Y2-XY) , et pour E le sous-T-module de F 

engendré par 1 1 image de X+Y • est clair que F = E@ R en tant que R-modules 

à. gauc½e et que F = E@S en tant que S-modules à droite. D'autre part 9 si i 

désigne 1 1 injection canonique de E dans F , 1 1 application (R/XR) ~ i c2,
8

( s/ys) 

est nulle 9 sans être injective puisque (R/XR) ~ E c2,is/ys) .::: T/(X 9Y) est non 

nu1. Ceci montre que i n I est pas T-pur. 

Posons A= E 9 B = F, f = i; l'étude qui précède montre que f admet 

une rétraction A-li,néaire à gauche et une rétraction A-linéaire à droite 9 que 

B est fidèlement plat à gauche et à droite, mais que f n 1 est pas bipur 0 



REMARQUE; On voit aisément que i = A/( 0 0) (,:0 f (,:0 A/(R 
0

) Posons 
0 s O O 0 

JVl = (R/XR) G?!R (A/(~ ~)) et N = (A/(~ ~)) (:0
3 

( S/Ys) Ce qui précède montre que 

-P est pur à droite et à gauche 1 mais que lV[G?)A f(:0A N n 1 est pas une injection 9 

ccntrairement à ce que 1 1 on aurait pu attendreo 

EXEMPLE 2o Un morphisme d'anneau scindé (et donc pur) à gauche et à 

droite i mais ni bipur ni fidèlement à gauche ou à droite o 

Il suffit, dans 1 1 exemple précédent de remplacer F par T/(x
2 

,XY, y2
) 

et de prendre pour E le sous-module engendré par 1 1 image de X+Y O Comme 

F/E ;;::: C , ce module n I est ni R-plat, ni S-plat. On obtient 1 'exemple cherché 

en procédant comme dans 1 1 exemple précédent. 

RElilARQUE ; Nous ignorons si le morphisme obtenu est un morphisme de 

descente (cfo ci-dessous)o 

Pour montrer que les notions "à gauche" et "à droite" considérées sont 

indépendantes 9 il suffit de remplacer R ou S par T dm1s les exemples précédents o 

7 o DICTIONNAIREo 

Comme nous avons fixé le morphisme f une fois pour toute, nous n'avons 

pas eu besoin de la terminologie habituelle que nous rappelons icio 

a) Si F est fidèle, on dit que f descend l'égalité des flèches, ou 

que f est un morphisme de 0-descenteo 

b) Si F est pleinement fidèle, on dit que f descend les flèches~ ou 

4ue f est un morphisme de 1-descenteo 

c) Si F est génériquement surjectif, on dit que f descend les objetso 

d) Si F est une équivalence, on dit que f est un morphisme de descente 

ou un morphisme de 2-descente, ou encore un morphisme de descente effective univer

selle, si, en algèbre commutative, on veut exprimer que f reste un morphisme de 

descente par toute extension des scalaires 0 
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PROPOSITION 2. 3o ~ K <(X)> est factoriel rigide. 

PrE::uve g Elle découle immédiatement du fait q_ue K <(x)> est 1=inerte dans 

K<<X>> 9 qui est factoriel rigide. 

On en déduit que K <(X)> est un 2-fir 9 mais l'on peut montrer davantage. 

_niOPOSITION 2.4 2 (
1) ~ K <(X)> est un semi-fir. 

Preuve Soit une relation de la forme 

r ,, r 1 + ••• +r r ' = 0 , 1 n n 

où r,pr 1 
90 •• 9r 1 € K<(X)> • Soit f un mot de longueur minimale tel quuil existe 

1 i n o 

vérifiant (r. ,f ) -/: 0 • Appliquons 
J. 0 

aux deux membres 
r, 
V 

de la relation; de même q_ue dans la preuve du lemme 2.1. 9 on en déduit 

où r 12 E K<(x)> • La relation peut donc @tre trivialisée au sens de Cohn. ([1] 9 Chap. 
j 

;• ) î 9 \'j 1 9 ce qui prouve 1 i assertion. 

IIL COMMUTANT. 

Les commuta."'1ts 9 ou centralisateurs, c I est-à-<l.ire les ensembles d. 1 éléments çtui 

commutent avec: un élément donu.é 9 ont été étudiés, pour K«X>> 9 par Colm ([2] 9 

Po 244) et 9 pour K<X> par Bergman [1] (voir aussi Cohn ([2] 9 p. 246)) le commu= 

tant d 1 un élément de K<<X>> (resp. K<X>) est isomorphe à un anneau de séries 

.f' l 7 / 1 A f l ) • d 't • , ' ff' ' t d .,.orme ... , ... es (.resp. po..1.ynomes ; orme s en une in e erminee 9 a coe . icien"'s ans K o 

Or1 obtient uxi. résultat analogue pour K< (X)> dans le cas particulier des 

sé~tes d'images commutatives non scalaires, c'est-à-dire telle que 9 si a désigne 

1°ép:i:morphisme canonique de K«X» sur K[[X]] 9 les images par a ne soient pas 

réduites à des éléments de K ,. 

L 1 autew ne sait pas résoudre le problème dans le cas généralo 

jROPOSITION 3.1 2 g Le commutant d'une série de K<(X)> d 0image commutative 

non scalaire est :isomorphe à un anneau de séries formelles ration..YJ.elles en une indé= 

termi .. née à coefficients dans K o 

( 1) Ccmmunication personnelle de P.M. CORN. 
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