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INTRODUCTION,

Les anneaux arithmétiques furent introduits paﬁ Fuchs [IV} en 1949,
Jensen [V, VI, VII] a étudié en détail les cas commutatifs et commutatifs
intégres, Behrens [II] a traité récemment les anneaux arithmétiques comme cas
particulier de la théorie des anneaux distributifs, Daﬁs cet exposé, nous
rappelons les principaux résultats dé ces différentes-études, et nous démon=—
trons certains résultats personnels, en particulier 1l%gulivalence, dans le

cas commutatif intégre, entre les anneaux arithmétiques et les anneaux de Priifer.,

§ 1. DEFINITIONS. NOTATIONS, GENERALITES,

Dans tout 1'exposé les anneaux copsidérés sont” supposés unitaires,
A désigne un anneau non nécessairement commutatif, L'ensemble des idéaux 3
gauche (resp, & droite, resp, bilatéres) de A ordonné par la relation d'inclu~
sion ¢ des ensembles, est un treillis qu'on noltera Qg(A) (reésyp, ?fd(A)3
Tesp. Q(AJ) ; en effet la borne inférieure de deux idéaux & gauche est leur
intersection qui est aussi idéal & gauche ; et la borne su@érieure de deux.
idéaux & gauche est leur somme, Il en est de méme des idéaux & droite ou des

idéaux bilatéres,
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ﬂ (A) resp, (A) resp. (A) est un treillis complet ;son plus petit
g ¢ »

élément est (o) et le plus grand est A lui-méme,
Rappelons qu'un treillis T est dit modulaire si guelque soient les

éléments x,y et z dans T on a :

x¢y=>zxviyarz)=y4a(xVvz).

T est dit distributif s'il vérifie une des deux propriétés équivalentes :

(D1) Vx, ¥y, Vzem,xa(yve)=(xay)vizaaz)

]

(xvy)a xVaz) .

(DZ) VX, Vi, Vzem , xV (Y"A z)-

T est dit brouwerien ou relativementApseudOhcomplémenté si pour tout

couple d'éléments 'a et b dans T , l'ensemble des éléments x de T tels que

a Ax ¢ b contient un plus grand élément noté a * b

L]

+1. PROPOSITICN : Tout treillis brouwerien est distributif.,

Pour la démonstration cf. [I],

Si nous considérons ﬁg(A) [respa ﬂd(A),resp g(A>] s nous avons la

propriété suivante facile & prouver :

1.2. PROPOSITION : ',]g(A) [resp. (&), resp W(4)] est wn treillis

“modulaire, Mais ﬁg(A} [resp. ﬂd(A)g resp, ﬁ(A)] n'est pas toujours

distributif,

Bn effet ¢

Si A= R[Xpng anneau des polyndmes & deux indétermindes et & coeffi-
‘cients dans le corps des réels R ; A est commutatif, considérons alors les
trois idéaux principaux I = (X-y), J = (x) et K = (y) ;s on prouvera facilement

que I N(J+K) est différent de (1M J)+(I NK) .

‘1.3, DEFINITION : Un anneau A est dit arithmétique (resp, arithmé-

tigue & gauche, resp, arithmétigue & droite) si et seulement si

ﬂ(A)[res;u ﬂg(A), re3p5:1d(A)] est distributif,
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Dfapres cette définition un anneau arithmétique d'un cbté est arithmé-
tigue, Mais la réciproque n'est pas vraie, en effet un anneau simple non commu=
tatif est toujours arithmétique mais non nécessairement arithmétique & gauche

ou & droite,

D'aprés la méme définition, si I,J et K sont des idéaux a gauche
(resp, a droite, resp., bilatéres) d'un anneau arithmétique & gauche (respo a

droite, resp, arithmétique), on a 3

IN(J+K) = (1nJI)+(1nK)

et

il

+(3NK) = (1+3) N (1+K) .

Nous pouvons démontrer par récurrence, & partir des deux dernidres pro-

priétés, les propriétés de la distributivité finie :

n n
In(zJi)= z(IﬁJi)
i=1 i=1

I+ F) ) = (n] (1+3,) ©
i=1 i=1

et

D'aprés la définition de (3 J ) somme infinie d'idéaux, nous pouvons
o
o
d'aprés ce qui préceéde, prouver la distributivité infinie :

IN(zJ)=x(1NJ ).,
(64 [0
o 04

1.4, _THECREME : Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est un anneau arithmétique & gauche,

(ii) Quelque soient les idéaux a gauche de type fini I,J et K

oo

INJ+K) = (10N J)+(1 NK) .

(iii) Quelque soient les idéaux & gauche Aa, Ab, Ac, principaux

Aa N {(absdc) = (Aa MY Ab)+(Aa NAac) .




1e4.

Démonstration :

(1) => (ii) => (iii) : évident.
(iii) =) (i) : en effet; soient I,J et K trois idéaux & gauche

quelconque ; on a toujours I M(J+K) 2 (I NI)+(INK) .

Soit maintenant x dans I ﬂ(J+K) ;s X=a="5ubc , 00 a¢ I, bed

et ¢ ¢ X . D'apres (iii) on a :
da N (ab+Ac) = (Aa M Ab)+(4a M Ac)
x étant dans le premier membre est donc dans le second ;

x ¢ (Aanap)+(aa N ac) c (1 0 J)+(INK) , parce que Aa I , Ac © J
et Ac cK.Donc IN(JK)c(IN I)+(INK) ; par suite nous avons 1'égalité,

et alors ﬂg(A) est distributif,

$ 2. ANNEAUX ARITHMETIQUES. CAS GENERAL.

Dans ce paragraphe A désigne un anneau non nécessairement commutatif
ni intégre. Les différentes propriétés que nous établissons pour les anneaux
arithmétiques & gauche peuvent 8tre énoncées d'une manitre semblable pour les

anneaux arithmétiques ou arithmétiques & droite,

2.1. THECREME CHINOLS. : Soit un systéme fini de congruences dans un
anneau A
aEai(mod Ii) i=1,.00,0 ,
o Vi € (1,...,n), Ii € :]g(A) . Une condition nécessaire pour que ce systeme
ait une solution dans A est : a;, = a‘j (mod Ii+Ij) pour 1 # j ; cette condi-
tion exprime en effet la compatibilité du systéme. Si pour tout systéme fini,

cette condition est suffisante pour l'existence d'une solution, nous dirons que

l'anneau A vérifie le théoréme chinois, Nous avons prouvé dams [1]vque cette

propriété caractérise les anneaux arithmétiques & gauche :

A est arithmétigue & gauche si et seulement si il -vérifie le théoréme

chinois,
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2.2, TFROPOSITION : Si A est un anneau arithmétique & gauche, tout.
anneau quotient de A par un idéal bilatdre 1 est arithmétique &

gauche,

Fn effet, '3g(A/I> est isomorphe au sous=ftreillis distributif des

idéanx de A contenant I .,

2.3, TFROPOSITION : Si quelque soient les idéaux & gauche I et J ,

IJ=1I0J , alors A4 est arithmétique & gauche,
En effet, nous aurons alors I M(J+K) = I(J+K) = I+IK = (I N J)+(I.Nn K).,

2.4, PROPOSITION : Si A est arithmétique i gauche, Qg(s} est rela-

tivement pseudo-complémenté,
Pour la démonstration cf [1].
or, d'aprds la proposition 1.1. 1la réciproque est vraie, donc :

A est arithmétigue & gauche <=> ﬂg(A) est relativement

pseudsfcomplémentéo
Rappelons aussi le résultat suivant : [I] :

2.5, THECREME : A est arithmétique & gauche si et seulement si les

idéaux & gauche N-irréductibles de A sont fortement O=~irréductibles.,

2.6, Exemples et cas particuliers,

2.6.1:. THECREME : Un anneau primitif et arithmétique & gauche est

UL COrpS,

e théoréme démontré danS‘[I] entrafne comme"corollaire :
2.6.2s COROLLAIRE s Un anneau semi~simple et arithmétigue 3 gauche
est isomorphe & une somme sous=directe de corps,

En effet, un anneau semi-simple et arithmétigue & gaunche est isomorphe

3 une somme sous=directe d'anneaux primitifs, chacun étant arithmétique & gauche

(prop. 2.2.).



106'

2.6.,3, PROPOSITIQON : Tout anneau régulier est arithmétique,

En effet dans un anneau A régulier, si I et J sont deux idéaux bila-
téres, IJ=INJ ; parce que si a est dans IN J , il existe x dans A tel
que a = axa , Comme xa estdans J , a ¢ IJ . Par suite I NJ g IJ ; comme 1l'in-
clusion inverse est toujours vraie nous déduisons 1'égalité., La proposition 2.3,

permettra alors de conclure.

2.6.4, CCROLLAIRE : Toubt anneau f-régulier (faiblement régulier, bi=

régulier) est arithmétique.

2,6.5, Remargues : a) un anneau arithmétique n'est pas nécessairement

régulier, En effet Z est arithmétique mais n'est pas régulier,

b) Un anneau régulier réduit est arithmétique,

arithmétique & gauche et & droite ; en effet tout idéal d'fun cbdté dans un anneau

régulier réduit est bilateére,

2.6.6, IFROPOSITION : si "H(a) [resp. qg(A), resp, ﬂd(A)] est tota-
lement ordonné, alors A est arithmétique (arithmétique & gauche,

arithmétique & droite),

2.6.7. THEOREME : A étant un anneau local, les assertions suivantes
sont équivalentes

(i) A est arithmétique & gauche.

(1i) Tout idéal & gauche de type fini de A est principal.

(iii) Tout idéal & gauche engendré par deux éléments est principal.

(iv) mg(A) est tolalement ordonné par inclusion,

(v) L'ensemble des idéaux & gauche principaux est totalement ordomné,

Démonstration 2

Dans tout anneau local les quatre derniéres propriétés sont éguivalentes

[I] . Flles entrafnent certainement que A est arithmétique & gauche,

Réciproquement, si A est local et arithmétique & gauche nous avons g
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Ya, Vb ¢ 4 aa = Aa N[ab+A(a~b)] = (Aa O ab)+[Aa N A(a~b)]

diou : a = t+c(a—b) ou t € AaMAb et cb ¢ Aa .,

Si ¢ est inversible, b appartient & Aa et alors Ab < Aa ,
Si ¢ est non inversible, 1{-c est nécessairement inversible parce que A
est local. Donc (1-c)a = t-cb ¢ Ab entrafne que a est dans Ab ; donc

Aa — Ab , Par suite (v) est vérifié,

Lafon [IX] appelle anneau local arithmétique & gauche (resp, & droite)

un anneauw qui vérifie une des propriétés équivalentes du théoreéme ci-dessus,
Cette définition est compatible avec celle plus générale gue nous donnens des

Y

anneaux arithmétiques a gauche,

2.6.,8., Remargues :

a) Un anneau régulier n'est pas nécessairement arithmétique & gauche
ou a droite,
b) Un anneau & idéaux & gauche principaux n'est pas nécessairement

arithmétique & gauche,

En effet, 1'anneau des matrices carrées M _(K) & éléments dans un

-

anneau de division, et dfordre 2, est régulier ; en plus, tous ses idéaux &

gauche sont principaux ; mais M2(K) n'est pas arithmétigue & gauche parce gque

s'il 1'était, M2(K) serait corps d'aprés 2.6.1. Ce qui n'est pas vrai,

§ %. ANNEAUX ARITHMETIQUES COMMUTATTES.

Dans tout le pardgraphe A désigne un anneau unitaire commutatif non

nécessairement intégre, Nous notons ﬂ(A) le treillis des idéaux de A .,

Rappelons que si S est un systéme multiplicatif de A , ne contenant

pas 0 , et contenant 1 , AS désigne 1'anneau -des fractions de A relativement

8 S, 51 P est un idéal premier ou maximal de A , on notera AP l%anneau de




1.8,

des fractions de A relativement & A-P dqui est un Systéme multiplicatif,
Dans ce cas nous noterons IAP l'extension d'un idéal I de A & l'anneau AP .
Rappelons que AP est local, et qu'il existe une bijection entre les idéaux

premier (resp° primaires) de A contenus dans P et les idéaux premiers (respo

primaires de A, . PA, est l'unique idéal meximal de LHg [ef. X].

D'autre part si quelque soit 1'idéal meximal M de 4 , IAM = JAM
alors I =J , Ce qui revient & dire qu'un idéal de A est déterminé de manidre
unique par ses composantsclocaux (IAM) ou M parcourt l'ensemble des idéaux

maximaux,

1. PROPOSITION : Si A est arithmétique, pour tout systéme multi-

plicatif g, AS est arithmétique,

3.2, THECREME ¢ Un anneau A est arithmétique si et seulement si pour

tout idéal maximal M de A , j(AM) est totalement ordonné,

Démonstration ¢ AM est local et arithmétique si A est arithmétique

(proposition %.1.). D'apres 2.6.7. (A ) est totalement ordonné.
Ay

Réciproquement si j(AM) est totalement ordouné-alors il est distri-
butif, Ceci permettra de démontrer la distributivité de 1(A) parce que
1'homomorphisme de A dans AM conserve la somme et l'imtersection des
idéaux, et qu'en plus un idéal de A est déterminé uniquement  par- ses compo~-

sants locaux,

Ce théoréme fondamental caractérisant les ammeaux arithmétiques permet
d'établir les propriétés caractéristiques suivantes de ces anneaux, Elles se
démontrent-toutes & partir des propridtés de AM et de l'homomorphisme cano-
nigue de A dans AM qui respecte la somme, l'intersection des idéaux et le

quotient par un idéal de type fini [I].
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5.3, TROPRIETES CARACTERISTIQUES

A est un anneau, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est arithmétique,

(ii) VY1,7,k ¢ "(4), K de type fini, (I+J):K = L:K+J:K .

(iii) VI,J,k ¢ W(A), I et J de type fini:K:(I O J) = K:I+K:J

(iv) MI,7¢ M(a), I < J, Jde type fini =) 3JK idéal tel que I = JK .

Le méme théoréme permet aussi d'établir certaines propriétés non néces—.

sairvement caractéristiques des anneaux arithmétiques,

THEOREME

oo

Si A est arithmétique, I,J,K des idéaux de A , alors :

s

(1)

(ii) (+3)1nJ) =17.

li

1(JNK) =1IJ NIK .

La propriété (ii) est une conséquence de (i) parce que si (i) est

vérifié ¢+ (I+I)(I1nJ) = (I N (I+J)T D IJ s comme  l'inclusion inverse est

vraie dans tout anneau commutatif, nous déduisons 1'égalité (ii).

Comme’ les idéaux premiers de A sont en correspondance biunivogue avec

les idéaux premiers de A contenus dans M , le théordme fondamental 3,2,

entrafine que dans un anneau arithmétique ces derniers idéaux sont totalement

ordonnés, Dfou :

3.5, COROLLATRE $Si A est un anneau arithmétique, P1 et Pé deux

idéaux premiers de A non comparables, alors P1 et Pé sont’ comaximaux

ou étrangers,

En effet sinon, P1 et P2 sont contenus dams un idéal maximal et sont

donc nécessairement comparables,

Remarquons que dans les deux cas P +Pé = A,

Cette propriété permet d'énoncer

°
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3.6, PROPOSITION : Dans un enneau arithmétique A , deux éléments
premiers a et b qui ne divisent pas 1l'un l'autre sont premiers entre

eux ; c'est-d-dire, il existe )\ et y dans A4 tels que xa+ub.=,1 o

5,.7. BEXEMPLES : Le théoréme fondamental 3.2, et les propriétés carac-

téristiques permettent de déduire 3

5olo1e FROPOSITION :
(1)  n anneau régulier est arithmétique,

(i1) Un anneau semi~héréditsire est arithmétique,

(iii) Un anneau de multiplication est arithmétique,

En effet, si A est régulier, A, est un corps, d'oir (i).
5i A est semi=héréditaire, d'aprés le théordme d*Endo fiII] AM gst un anneau
de valuation, quelque soit M ; par sulte U(AM) est totalement ordonné ; diol
(ii) . Quant & (iii) c'est une conséquence immédiate de la propridtsé (iv) de la

‘proposition 3.3,
D'autre part, nous pouvons & partir de la définition; énoncer :

Relecs JFROPOSITION 3

(i) Un anneau quasi-bezoutien (tout'i&ééi‘&e‘type fini est prin-

cipal) est arithmétique,

(ii) Un anneau quasi-principal (tout idéal est principal) est

arithmétique.,

(iii) Tn anneau oh tout idéal est produit fimi dfidéaux premiers.

est arithuétique.

n peut démontrer directement que (i) entraine 4 est arithmétique :
Soient trois idéaux principaux Aa, Ab et Ac de 4 ; nous avons toujours

Aa N (Ab+ac) D (a2 N Ab)+(4a O 4c)
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D'autre part si A est quasi-bézoutien (resp, quasi-principasl) Ab+ic = Ad ;

solit d

Kb.}.pc b = A d C = p‘zd H 07?}. }\,,p,}\,

,I ,u,g E A .

1
Soit x ¢ Aanad ,done X =ya=12zd , ¥ et z'dans A . D'ol x = zAb+zyc

zab = zxk1d = xx1zd = xxjya , donc sz € Aal\ Ab de méne zZyuC € Aa M Ac ; et

donc X € (Aa ??Ab)+(Aa F\AC)‘; et par suite A= rr(Ab+Ac) = (aa rrAb}+(Aa r!Ac)o

D'aprés le théordme 1.4, W(A) est distributif. A est donc arithmétique,

Quant. a (iii) la démonstration est simple, volr Samusl=Fariski [X] R

§ 4. ANNEAUX ARITHMETIQUES COMMUTATIFS ET INTEGRES,

A désigne un anneau unitaire commutatif et intdgre et T son corps des

fractions, Rappelons gu'un idéal fractionnaire de A est un sous=A-module F

de T tel que dF c A pour un élément d #£ 0 de 4 . La somme et 1'intersec—
tion de deux idéaux fractionnaires F1 et F2 sont aussi des idéaux fraction-
naires,lll en est de méme du quotient [F13F2].9 ensemble des éléments x de T

tels que xF g;F1 » Pour les distinguer,les idéaux dams 4 , clest-i-dire de

2

(a) , seromt dits iddaux entiers-de A , Un idéal fractionnaire F est inver-

sible si et seulement si il existe F' tel que FF* = A ; alors F' .est un
idéal fractionnaire et F' = [A:F] . 8i F est inversible il est de type fini,

Rappelons qu’'un anneau de Priifer est un anneau commutatif integre ol
tout idéal non nul de type fini est inversible:—(il“est'équivaleﬁt“de dire ¢ tout
1déal entier non nul est inversible ou tout idéal fractionnaire non nul est in-

versible). Kaplansky [VIII] montre que 'A est de Prifer si et seuvlement si,

quelque soit M i1déal maximel de A , AM est un anneauw de valuation, D'ol :

‘4.1, THEOREME ¢ A est arithmétique si et seulement si A est de Priifer.

En effet, le théoréme 3.2, appliqué au cas-intégre permet de conclure,

parce que un anneau de valuation est un anneau integre & idéaux comparables,
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4,2, REMARQUE : Sans faire appel au théoréme de Kaplansky, on peut

prouver le théoreme précédent., En effet si A est arithmétique integre, et I
un idéal non nul de type fini de A , et a dans I ; alors v(a) <1
d'laprés 3.3.(iv), il existe un idéal J de A tel que (a) = IJ ; d'ou

A= (a)(a‘1) = IJ(a_1) = II' ; I est donc inversible.

Réciproquement, si A est de Priufer et I < J ou I et J sont des

idéaux de A ot J de type fini, alors I =J7 T=00"10) =K s et 4 est

arithmétique,

4.%. Démonstration directe de 1'éguivalence entre "A est arithmétigue"

et "A est de Priifer",

A) A est un anneau commutatif intdgre arithmétique, alors :

PROFRIETE { ¢ Quelque soient Aa, Ab et Ac idéaux principaux de A 3
ha,(ab A Ac) = (Aa-Ab) N (Aa.hc) .

En effet dans un sens l'inclusion est toujours vraie. Soit maintenant

x dans le second membre, x = jpab = pac ; diou Ab = pc ;3 donc Ab € Ab N Ac

et par suite x = a.\b ¢ Aa(Ab N Ac) ; d'ou 1'égalité ci-dessus.

PROPRIETE 2 : Va,b ¢ A , Aab < Aa2+Ab2 .
En effet, d'apres 2.6.7., quelque soient a,b d'un anneau arithmétique
a s'éerit a = t+c(a=b) ol t € A2 Ab et cb ¢ Aa .
. 2 . \ 2 2
Par suite, ab = tbscb(a~b) = (tb-cb®)+cba ; o thb=cb” ¢ AL et

chba ¢ Aa2 . Par suite ' Aab g;AaZ+Ab2 .

PROFRIETE 3 : V¥a,b dans A : (Aa+Ab)(Aa O Ab) = Aab ,

En effet (Aa+ab)(Aa O Ab) = Aa(ka 0 Ab)+ab(Aa O 4b) = (Aa® M Aatk(Ab° A Aab)
d'aprés la propriété 1; et donc (Aa+Ab)(Aa OV Ab) = AabVF\(Aa2+Ab2) parce que

A est arithmétique., D'aprés la propriété 2, on déduit la propriété 3,
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PROPRIFTE 4 : Tout idéal engendré par deux éléments est inversible,

En effet, dlaprés la propridété 3 {Aasib)(Aa N Ab)Aa-?b—L-; A ; par suite :
gAa-}»Ab}w1 = (4a F\Ab)Aawgb—? = Aanq(ﬂ AB_? dtaprés la propriété 1,

Par suite tout idéal de type fini non nul est inversible ; la démonstra-
tion de cette propriété se fait par récurrence [I, lemme IV.2.2.]. Et alors 4

est un anneau de Prifer,
B) A est un anneau de Priifer, alors :

PROFRIETE 1 ;Quelque soient I,J,K idéaux de type fini de A ,
INK) = ITNIK .
En effet, on a toujowrs I(J NK) c IJ OIK . Si, réciproguement,

=-1.

x ¢ ITMNIK alors x ¢ IJ et x ¢ IK 3 xI est done inclus dans~ J et dans

K , et par suite dans J MK ; en conclusion x ¢ I{J MK) . D'ou la propridté 1.
IROPRIFTE 2 5 Quelque soient I et J idéaux de type fini (I+J)(InNJ) = 1J .

Dans un sens. l'inclusion est toujours vraie,

Dans l'lautre (L+J)(I1nJ) = nJ)+(1nAJ) = (° N 17)+(J1 N JQ) o 1

PROPRIFTE % s Si I,J,K sont trois idéaux tels que IJ = IK ; I de type
fini == J =X .,

'tr=1"x, a'on

Fn effet, I est inversible, pai‘ suite I
J= AT = A=K .

PROPRIBTE 4 : Quelque soient Aa, Ab, Ac idéaux principaux de A 3

As O (Ab+ac) = (a2 M Ab)+(aa MAc) .

En effet, si nous posons I = AatAb+dc , I est de type fini, donec
inversible, Soit I[Aa O (8b+ac)] = Aa.(Ab+hc) = Aa,Absda,Ac = Aabirhac .

Dlautre part :
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1[(aa N ab)+(na N Ac)] = I(4a M 4b)+I(4a NAc) = (Aa+ab)(Aa A 4b)
+A0(Aa ') Ab)+(Aa+Ac)(Aa 0 Ac)+Ab(Aa 0O Ac) = Aab+Aac

+Ac(Aa M Ab)+ab(Aa M Ac) 3 or Ac(Aa N Ab) = Aac M Abc  Aac

9

et Ab(Aa M Ac) — Asb . Et par suite,

I[(Aa M ab)+(aa NAc)] = Aabrhac = I[Aa N (Ab+hc)] .

La propriété 3 permet de conclure,

Par suite A(A) est distributif (théortme 1.4.), et A est

arithmétique,

4.4, EXEMPLES : D'aprés les propriétés ci-dessus et celles du paragrarphe
précé  précédent, nous avons 3
(i) Un anneau de valuation est arithmétique,
(ii) Un anneau de Bezoui est arithmétique,

,(iii) Un anneau principal est arithmétique.

(iv) Un anneau de Dedekind est arithmétique.

(i) est vraie et sa réciproque est valable dans le cas-d'un anneau
local (206070)0

(ii) est vraie et sa réciproque est valable danms le cas d'un anneau
semi-local [I] .

(iii) est vraie et sa réciprogue est valable dans le cas d'un anneau
a factorisation unique [I] .

(iv) est vraie et sa réciproque est valable dans le cas d'un anneau
noethérien parce que un anneau de Dedekind est caractérisé par le fait que tout
idéal y est inversible, De méme on a 3

(v) Un anneau intégre-est semi=héréditaire si et seulement si il est

arithmétigue,
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(n démontre un- théoreme de Jordan-Htlder pour.les modules de déviation
entidre n dont les sous-modules Dnufermés vérifient la condition maximale, On
précise guand il est possible de trouver une suite de n~composition dont les
types se présentent dans un ordre donné & l'avance ; cette situation est celle

des anneaux commubtatifs de déviation n .,

Soient L une sous-catégorie localisante ([1]) et p un entier, n

notera TP(M) ou Tp(respo TL) ltensemble, ordonné par inclusion, des sous~modules

(

Dézfermés ([3]) (respo I~fermés) du module M , et par X p) (resp. i) la

Dp»fermeture (resp, 1a L-fermeture) de X dans M .

LEMME 1. TL est un treillis complet et modulaire,

Solent X, ¥, Z € TL avec X <Y . L'exactitude de la suite
0-YN{(X2)/Y N(I+2) » X+7/%+7 nontre que YN (X+Z) = X+Y N Z T est

donc modulaire,

PROPOSITION 2. Si M est un module de déviation entiere n et p un

entier ¢ n , glors dév Tp = n-p .

(1) 11 s'agit d'un exposé présentant les résultats et les démonstrations d'une
note parue aux C.R., de 1'Acad. Sci. Paris (fin 1972 )
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Tn est artinien, donc dév Tn = O , Supposons p< n ., D'apres ([4]9 Ce
13') M posséde une suite strictement décroissante de sous-modules (X ) ,
a
o € [ng(n)[ . Soit A, o l'ensemble des ¢ ¢ [O,w(n)[ qui s'écrivent sous la

forme o = kn_1w(n—q) +oee. + k 1w(pﬂ) + kpw(p) ([4],P. 12). (n définit une

b+
bijection croissante g de Anap sur [O,w(n-p)[ en posant :

=k  plo-p- con k kX .
o(a) na1w<n p-1) + + p+1w(1) + D

Sioa, B €A et o< p , alors déV(Xa/Xs) > P , donc Xép> £ Xip) ([2],P.9).

Lfapplication ¢ € An p'* X(p) 3 Tp est donc strictement décroissante, d'oh
- a

dév Tp > n=p .

Montrons que dév Tp £ n=p o Sinon il existerait une suite sirichement

décroissante (¥ ), o € [wa(n-pw1[ , de sous-modules Dp—fermés de M . Puisque
o

dév Ya/Ya+1 >7P ]Ya+19 Ya[ contient une suite strictement décroissante

(z ), 8¢ [0,u{p)[ » Par construction Z , , cZ dquivaut & o < o' ou
asB a 8 asPB

a=qa et g < p' . L'ensemble E des Y ordonné par inclusion, est donc

Cs

isomorphe au produit lexicographique [O,w(n~;w1)[°x[0?w(p)[° , d'ol

dév B = n41 ([4],P. 8) ce qui contredit dév M=n .

Si M est un module de déviation n , le freillis Tn(M) est artinien 3

il possiéde donc une chalne maximale de longueur finie si et seulement s'il est

noethérien ; ces chalnes ont alors toutes méme longueur‘([Sjg P, 88),

DEFINITION 1. On appelle suite de n—composition d'un module M toutbe

chaine maximale de longueur finie de Tn(M)‘; la longueur de ces chaines

est appelée n-longueur de M (notée n-long M),

PROPOSITION 3, Soit (Xi), 0g i ¢h , une suite strictement croissante

de gous-modules d'un module M de déviation définie, Les conditions

suivantes sont équivalentes ¢
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a) (Xi), 0gigh , est vne suite de n-—composition de M 3

) 1) X, =M; 2) dév I, <nouX =0; 3) Xi+1/Xi Lt

n-notable ([2]) pour O igh-1 .

a) => b)., Nécessairement X =M, X = Dn(M) dtoll dév X, <mn ([2],s

(n)

Lq 0 2 =Xy, puisque (Xi) est une chafne maximéle

de Tn(M) donc Xi+1/Xi est n-notable, 0 i h-1.,

P.9.)° Pour X, < Z c X,
i i

b) => a), X. est D -fermé dans X, s X. est donc B ~fermé dansg
L n R | €L n

X, =M; IX,X [=p dens T (M) et 1) montre que X =D (1) .

Signalons gue ([31,7P.7) est erronée et doit 8&tre remplacée par la

PROPOSITION 4. Soit 4 un snneau commutetif de déviation n (n ¢ I).

L'anneau B localisé de A par rappori & Dﬁ (au_sens de [1]) coincide

avec 1'anneau de fractions de A vpar rapport au semi-groupe multiplicatif

S=1{sc¢ Aldév AAs < n} . B est artinien,

Il s'ensuit que TP(A) est noethérien, d'ol la

PROPOSITION 5, Toub anneau commutatif de déviation entidre

une suite de n—composition,

. n possede

on note E(X) une enveloppe injective du module X .

DEFINITION 2, Si (X.), 0gig b, et (YJ.), 0¢ 3 &k, sont deux suites

de n—composition de deux modules M et N , elles seront dites éguivalentes

si h =k et s'il existe une permutation ¢ de [0, h-1] telle que

E(Yi+1/Yi> soit isomorphe a E(Xe(i)+1/xe(i)) °

Le théoreme qui suit donne, quand n = 0 , le théoréme de Jordan-Hulder

pour les modules,

THEQREME 6, Soit M un module de déviation =n (n € ) dont l'ensemble

des sous-modules Dﬂ—fermés est noethérien, Alors deux suites de n~compo—

sition de M sont éguivalentes,
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Soient (Xi) et (Yi), 0g1igh , deux suites de n-composition de N ,
Oa raisonne par récurrence sur h , Posons U, = (Yi+1{1 Xh-1>/(Yi F’th1) .
Puisque n=long Xh==1 = h=1 , il existe un entier g unique tel gue Uq = 0
(Ui % 0 == Ui nmnotable), Par hypothése il existe une bijection
el 0, het - he~ tell ' E\U.) = . Ao LT titud
6':[0, b=1] ~\ {a} - [0, b=2] telle que (UJ) E<X6'(J)+1/Xe'(3)) exactitude
de 0 - Uj—» Y3+1/Y. montre que E(Uj) ﬁE(Yj+1/Yj), Enfin (Yq+1+yh~1)/(yq+th1> R

J

dtant isomorphe & Y /Yq , & pour déviation n , ce qui exige Yq+Yh_

g+ 1 15 Fpmg 3

a’ol E(YQ+1/Yq) % E(Xh/th1)° I1 suffit de poser o©(i) = 0'(i) pour i # g et

olg) = h=1 .,

LEMME 7, Si M _est un module de déviation définie avec Dn(M) = 0

(a.e N) et si 7 est un scus-module g-notable de M (¢ est un ordinal

7(n)

> n)9 alors est une extension essentielle de 7 gqui est encore

a=notable,

(n)

Soit O % X< i . Alors XN Z % 0 (Sinon X est plongeable dans

.z(n>/z ce qui contredit Dn<M) = 0). Donc 4év(Z/Z2MN X) < o . Comme dév Z(n)/z <n
(n) _ ) Z(n)

suite, colrrdductidble,

on obtient dév Z et dév Z(n>/X < o 3 ainsi est og-notable et, par

LEMME 8, Soient M un module de déviation définie, 0Oc N1 cNgh ou

est

0 est Dfmfermé dans N et N1 n~-notable, Alors Nin)/o(n)

i

n=notable et E(Nin)/o(n) e E(N1) .

(n)

Il est ¢lair que N?

(n)] (n)

= [N1+O . 0 étant anfermé dans W ,

(n)

OO0 =0; done W, ® (N1+O . Le lemme 7 conclut,

PROPOSITION 9. Etant donné une suite exacte 0- N - M/N- 0 oi M

est un module de déviation entidre n , 1ls relation n-long M = n-long N

+ n=long M/N & lieu dés gue l'un de ses membres est défini,
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Soit p (resp, ) la n-longueur de N (resp° M/N)o (n obtient
OQNOCM,ch=N_c_:Mo<:,”ch:M ol <Ni)’ 0g ig p, (resp,

(Mj/N) , 0 3¢ a) est une suite de n-composition de N (resp, de M/N) .

L.8, et P,3, montrent que Nin) ;n)

C oo CN =M, C .o c:Mé =M est une suite

de n-composition de M. .,

Dans toute la suite M est un module de déviation n qui admet wune

suite de n=composition (Xi)9~0 {1gh (n > 1). 0o note t(X) le type de E(X)

o X est n-notable. On pose ti t(Xi+1/Xi> et t(uM) = {t(X. /Xi)lO L ig h-1}

141

Quand dév N < n ou N= 0, on pose t(N) = ﬁ o M est dit u~typique guand
ti =u pour O i b=t

Du lemme 8 on dédult aussi la

PROPOSITION 10, Si N est un sous-module de M , t(M) = t(N) U t(M/W).

La proposition 10 montre que

FROPOSITION 11. Si M contient un sous-module u~typique, M contient

un sous-module, noté M{u) , maximum pour la propridété : &tre Dhefermé

et u=typique,

LEMME 12, Si Dn(M> =0 et si Xet Y sont deux sous-modules non nuls

de M tels que t(X)Nt(y) =40, alors XNYT=0.

Sinon X Y contient Z n-notable et t{(Z) ¢ t(X) nf(y) .

P, 13 répond & la question de savoir quand il est possible de trouver une
sulte de composition n~-notable telle que ses types figurent dans un ordre donné &

ltavance, Qn note u19°,°9us les différents types appartenant & t(M) s h1,9,,,hs

leurs ordres de multiplicité respectifs (h = h1+o..+hs) . Alors

PROPOSITION 13. Les conditions suivantes sont équivalentes

1) Pour toute permutation 6 de [0, h-1] il existe une suite de compo=

gition n-notable (Yi)g 0

7N

i h, de M, telle gue (¥, /Yi) = te(i) ;

141
s
2) Dév /W< n ou N= 3 M(uj) (voir P,11.) ;
J=1
3) Pour J € [1,8] , n-long M(uj) =h, ,

J
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1) === 2)¢ L“hypothése montre que, pour 1¢ J g § , n-long M(uj) = hﬁ .
D'aprés le lemme 12, dans N = M/Dp(M> la somme des I U est directe donc
(P.9.) n-long N =h,

se démontre facilement.

+o..4n = n-long M , d'ol dév M/N < n . Enfin 3) <= 2) ==> 1)

DEFINITION 3, On dira gue les suites de n-composition de M sont libres

quand les conditions de P.13 sont satisfaites.

LEMME 14, Soit A un anneau commutatif de déviation nln ¢ N) avec

Dp(A) = 0 3 pour tout module n-notable X, & contient un idéal N fel

que {(N) = +(x) .

Seit P sooogﬁrg 1'ensemble des idéaux premiers P de A tels due

1

r
dév A/P = n . Avec les notations de P.4., B = sy o 5= A\g&ujPi . B est
1
un anneau artinien 4'idéaux maximaux Ri = S~1Ii . Soit Pi =03 X3 0: Ri # 0
o) A B "o

done ltannulateur I de E& dans A n'est pas nul ; I contient un idéal
o ,
n=-notable N ([2]9 L.2, 1)), N répond & la question,

CORQLLAIRE 15, Si A est un annecau commutatif de déviation entisre

n , les suites de n-composition de A sont libres,
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INTRODUCTION,

Les séries Tormelles rationnelles en indétermindes associatives non

commutatives ont été introduites, il y a treize ans, par M.P, SCHUTZENBERGER

3

n liaison avec la théorie des aubomates et des langages, Cependant, tant par
leur problématigue que par leurs résultabs, elles se sont révélées wn instru~
ment naturel dans diverses autres branches, développements tayloriens des fonc-
tions rationnelles et algébriques, processus aléatoires, et, bien entendu,

algdbre non commutative (of, [41).

('est & ce dernier aspect gu'est dévolu le présent exposé et ce, en
lialson avec le récent livre de P,M. COHN [2]o Aprés gquelques rappels de défi-
nitions et résultats généraux, nous étudions les propriétés de factorisation,
les commutants, le plongement dans un corps gauche et, en appendice, les liens

entre groupes libres et séries formelles .,

I. RAPPELS.

Soient K wun corps commutatif, X un ensemble fini non vide d'indéter-

minées, (n note X* le monoide libre engendré par X , {1 son élément neutre,

K <X> et KKX>> 1les anneaux des polyndmes et des séries formelles en les indé—

termindes associaltives non commubtatives x ¢ X(K<X> est la K-algebre associative
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libre engendrée par X), Un élément s ¢ K(X>> est noté :
s = n{(s,)f]f ¢ x*}

s est inversible, sl et seulement si son terme constant (,1) est non nul,

Un sous—anneaun R < K«<X>> est dit rationnellement clos, si et seulement si

l¥inverse de tout élément inversible de R appartient emcore & R .

L'anneau K<(X)> des séries rationnelles est le plus petit sous—annesu

de RKKX>> , qul contiemne K¢X> et qui soit rationnellement clos,

N xN

Soit K e l’ensenble des matrices & Ni‘ lignes et NZ colonnes et
4 coefficients dans X , Une représentation pik¥* - KNXN est un homomorphisme
de X* dans le monolde multiplicatif formé par les matrices carrées de KNXN .

On doit & SCHUTZENBERGER le résultat fondamental suivani :

PROPOSITION 1.1, ¢ Pour qu'lune série r € KKKX>> soit rationnelle, il

faut et il suffit gu'il existe un entier N » 1 , une représentation

J .
MzX*-—wK.NXk , des matrices ligne ) € qu'N et colonne vy ¢ KNX1

tels que

v = Zﬁ(hufY)flf € x*} .

Le produit d'Hadamard de deux séries s € K¢<X>> est la série :

152
sﬁ(g 5, = z{(sigf)(sggf)f}f € X*} .

SCHUTZENBERGER a montré

PROPOSITION 1.2, ¢ Le produit d'Hadasmerd de deux séries rationnelles

est une série rationnelle.

Pour des compléments, voir [4].

IT. FACTCORISATION,

n anneau unitaire intégre A& , non nécessairement commutatif, est dit

factoriel rigide (en anglais, rigid uwnique factorization domain, cf, Cohn (ley
Do @43))9 si et seulement si tout élément non nul et non inversible a € A ?eut

&tre mis sous la forme d'un produit a = p vooe oDy d'éléments irréductibles

1
appelés atomes et si, é&tant donnée une deuxiéme factorisation en atomes
=1

a = p:?°°°?3£ , 1l vient k = k' , pi = U plu. (i = 1,00°9k) ol uo,a,o,gk

R e R

sont des unités de A (ub =0 = 1), Cohn ([2]9 P. 130) a montré que KIKX>>



303

est factoriel rigide (voir aussi Johnson [6]) . Pour les propriétés de factori-

sation de K<X> , voir Cobn ([2], chap. 3).

Un sous-anneau B de A est dit {-inerte dans A {(Cohn [?], Pe 61)9
si begB, b=ata", a',a" ¢ A impliquent 1l'existence d'une unité u ¢ A
telle que a'u et u 'a" appartiennent 3 B . Bergman et Tarassov (cf. Cohn
([2], . 103)), ont prouvé que K<X> est 1-inerte dans K<<X>> (en fait, on
peut définir la notion d’inértie totale et prouver que KKX> est totalément

inerte dans K<X>> , of. Cohn ([2], pp. 61 et 103)).

LEMME 2.1, ¢ Soient trois séries r,r',r" de KXKX>> liées par la

relation r = r'r" et dont deux sont rationnelles, alors, il en est de

méme de la troisidme,

Preuve : Il suffit de considérer le cas oi r et r' sont rationnelles,
Soit f_ ¢ X* un mot de longueur minimal tel que (r', fo) # 0 . A tout mot
w € X* faisons correspondre

w! sl w= fow’

0 si wi £

Te S prolonge par lindarité en une application K-lindaire de K<X>>
0 ‘
dans lui-méme, qui est une transduction polyndmiale ratiomnelle au sens de [4]6

On en déduit que l'image par d'une série rationnelle est encore une -série

Tf
)
rationnelle, Appliquons Tp o AUX deux membres de T = r'r" . D'aprés la propriété
, )
de minimalité fo , on obtient 1'égalité T, = r%r" , Ou T, =TT et 'rz = 7p r’
: o} -0
sont rationnelles, r% étant inversible, »" =:nv;”1 est rationnelle,

 PROPOSITION 2.2, : K<(X)> est 1-inerte dans K<«<X>> .

Preuve : Soit T ¢ K<(X)> telle que T = 88' ol s,8' € KKX>> . Soient

6 € X*¥ de longueur minimale tel que (S,c) %_O et Tq la transduction poly36~
miale rationnelle définie comme précédemment, Appliguons T, aux deux membres de

r==s8", Ilvient r, =8 8' , 00 r =41 et 8 =¢85 ., Comme s est inver-
1 4 1 o] 1 o 1
-1

sible et ,s1s* = r1 = ggr est rationnelle, en vertu du lemme 5,1.1., ss1 est

rationnelle, puisque r=(s§4XSﬁ’),
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PROPOSITION 2.3. : K <(X)> est factoriel rigide,

Preuve ¢ FElle découle immédiatement du fait que K <(X)> est {-inerte dans

KXyy , qui est factoriel rigide,

On en déduit que K <(X)> est un 2-fir, mais 1'on peut montrer davantege,

PROPQSITION 2042(1> ; K <(X)> est un semi-fir,

Preuve ¢ Scit une relation de la forme @

r r?+eéo+;{h IL? = O
R nn

ol r§gri90099r£ € k(X)> . soit fo un mot de longueur minimale tel qu'il axiste
i

un indice 1 € {1,...,n} vérifiant (ri,fo) # 0 . Appliguons Tp aux deux membres

0
W

de la relation ; de méme que dans la preuve du lemme 2.1,, on en déduit

wt

£ o= r "
# Y

ou % ¢ K¢(X)> . La relation peut donc &tre trivialisée au sens de C@hﬁ.([1]9 Chayp,

15, § 1), ce qui prouve 1l'assertion,

IITI. COMMUTANT,

Les commubants, ou centralisateurs, clest=a-dire les ensembles d'éléments qui

commubtent avec un élément donné, ont é%té &tudids, pour KX>> , par (ohn {[2}9
p. 244) et, powr K(X> par Bergman [1] (voir aussi Cohn ([2], p. 246)) : le commu-
tant d'un élément de K(KX>> (resp, KKX») est isomorphe & un anneau de séries

N

/ “ N ' . v .. .
formelles {resp, polvndmes formels) en une indéterminée, & coefficients dans K ,

On obtient un résultat analogue pour K<(X)> dans le cas particulier des
séries d'images commutatives non scalaires, cl'est-a-dire telle gque, si g désigne
1tépimorphisme canonique de K<X>» sur. K[[X]] , les images par ¢ ne scient pas

N\

rédnites & des éléments de X .

L'avuteur ne sait pas résoudre le probléme dans le cas général,

PROPOSITION 3.,1. ¢ Le commutant d'une série de K{(X)) d'image commutative

=

nen scalaire est isomorphe & un anneau de séries formelles rationnelles en une indé-

erminde & ccefficients dans K .

ot

{1) Communication personnelle de P,M, .COHN,
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Preuve ¢ Soient r ¢ K{(X)> non scalaire et ¢ son commutant, C étant un
sous=anneau du commubtant de r dans K<<X>> est commutatif. Soient deux séries
s,8' € KKKX>> du commutant de r dans KKX>> , telles due l'ordre de s soit
supérieur & celui de s' , on sait alors (Cohn ([2], p. 243)) qu'il existe s"
appartenant au commutant de r dans KKKX>> , telle que & = s's" . En vertu du
lemme , 8" est rationnelle et appartient aimsi & C , gqui est, par consé@uent,
un anneau princilpal,

Soit- T, € C une série gquasi-inversible d'ordre minimal, Supposons gu'il existe
r' ¢ ¢ dont l'ordre, nécessairement supérieur ou égal & celui de T est choisi
minimal en tant que non multiple de celul de rd . Comme il vient ' = ror" , Ol
" ¢ ¢ est d'ordre inférieur & celul de r° , et est non multiple de celui de Ty s

il v a2 impossibilité, Les ordres des séries de ¢ sonbt donc multiples de celui de ro

L'algorithme inverse faible (en anglais weak inverse algorithm, cf, (cohn [2],

Chap, 2, § 8)) permet diexprimer tout élément de C .en une série, non nécessairement
rationnelle, en l'indéterminée T et & coefficients dans X , Si r est d'image
commutative non scalaire, il en est alors de néme de T et, plus généralement, de
tout élément non scalaire de € ., n peut déterminer des constantes Cy ¢ ¥ (x ¢ X),
telles gue 1'image de or = per 1*épimorphisme @:K[(X)]-é K[(t)](z) défini par

gr = cxt (x ¢ X) , o t est une nouvelle indéterminée, soit non réduite & un

scalaire,

Soit  ¢3Q - K[(t)] la restriction de g & C . ¢ est injective, sinon il
existerait r?grg

gue a(r?wrz) = 0 ou @q(r4wr2) = 0, donc, en définitive, ar =0 ou gur_= 0,
[

ce qui est impossible. D = ¢C est donc un sous-anneau de K[(t)] , isomorphe & C .

€ ¢ telles que T, # r, et ¢(r1~r2) = 0 , ce qui impliquerait

Dlaprés le théordme de Liuroth, le corps de fractions F de D est de la forme
P=x(u , ob uex(t) . Choisissant soit wu , soit w | , il est loisible de
supposer u régulier 3 l'origine, donc appartenant & K[(t)] . Obant & u son
terme constant wu(0) , il est aussi loisible de supposer celui-ci nul, Nontrons
#9p €D
€ C tels que ¢o, =4, (i=1,2), L'ordre

que D = K[(u)] , Clest=h=-dire que wu ¢ D ., Il existe deux éléments d

tels que d_ = dau . Soient ¢

2 1°%2

de °, étant supérieur & celui de 01 , 11 existe c € G tel que 02 = 01CO :

(2) x[(x)] et x[($)] désignent les sous-anneaux des séries rationnelles
(ctest~a~-dire des développements de Taylor de fonctions rationnelles régu—

lidres & 1'origine) de K[[X]] et X[[t]] -
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done ¢e, = u qui appartient bien & D , Par comséquent, C est de la forme

C = K[(G())] °

IV. PLONGEMENT DE  K<(X)> DANS UN CORPS GAUCHE.
Soient K{X} et K{{X}} les corps universels de fractions de K<KX> et KKX>>
(cohn ([2], chap, 7)), Il est loisible de plonger K{X} dans K{{x}} (Cohn ([2],

chap, 7, § 6, P. 286, exercice no 4)), De plus, K<(X)> , étant un semi~fir
(proposition 2.4.) admet aussi un corps universel de fractions (€ohn ([2], chap, 7))

et 1l'on peut énoncer g

PROPOSITION 4.1. ¢ K<X> et K<(X)> admettent méme corps universel de frac=
tions K{X} .

Soit Xg le groupe libre engendré par X : il est évidemment loisikle d'y plon-
ger X* ., On sait (cf. Fuchs ([5]g P. 49)) pouvoir munir Xg d'un crdre total & com-

patible avec la structure de groupe. Alors, l'ensemble des séries formelles
s = z{(s,w)w1W’€ Xg} , o (s,w) ¢ K,

dont le support supp(s) , défini par :
supp(s) = {w|(s,w) # 0} ,

est une partie bien ordonnée de X& , forme un corps gauche (cf. Fuchs ([5]9 P.137))
noté K{{X}}, , qui, bien entendu, contient K<X> . (n peut montrer (voir § 1V du
chapitre) qu'il est possible de choisir wun ordre § de sorte que K<(KX>> puisse

&tre plongé dans K{{X}}Q .

Le corps K{(X)}O_ des séries rationnelles est le plus petit sous—corps de
K{{X}ls. ~contenant K<X> . Tout élément de K{(X)}s- s‘obtient donc 2 partir d'un
nembre fini d'éléments de K<X> , par un nombre fini d'additions, de produits et
d'inversions,

Soit X = {§!X € X} un ensemble disjoint de X , tel qu'il existe une bijection

de X sur X qui, & tout x ¢ X , associe X

. Posons Y =XUZX . A tout mot

Xy IOy Y T G - - , . .
X, X, .00 X, X. ¢ = (g o0, 9es0s0, > 0) présenté sous forme réduite, associons
i J i.73 177 k
1 1 k “k
@0 o
le met x. x. coe X. X, € Y*¥ ., Par linéarité, on cbtient un monomor phisme
T 9y k Jk

k-linéaire g:K{{X}}, — KKKT>> .
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LEMME 4.2, 3 La restriction de g & K{(X)}& est un monomorphisme
k-lindaire de K{(X)}, dans x<(Y)> .

Preuve 3 Soit r ¢ K{(X)}& que 1l'on obtient & partir d'éléments de KX
par additians, produits et inversions, Soit s ¢ KKY¥>> une série non nulle telle

que gﬂqs solt un élément bien défini de K{{X}}& . Soit fO € Y* tel que

-1 o1 -

gm1fo £ Xg’ 50i% le mot minimal du support de g 's . Posons f'o = g(g ),

Associons & & la série

s!' = (s,fo)+2{(s,f)fgflf € XX*N{f 1},

C

' =1

_1fé . na s"=s ', siet

s' étant inversible dans K(Y>> , posons s" = s!

seulement si fo =1, 8" est dit pseudo-inverse de s , Remplacons lss inversions

qui permettent d'engendrer r , & partir de K<X> , par des pseudo-inversions : on

obtient un é1ément ' ¢ K<(¥)> .

3

Soit p:Y* » Y* l1'application définie par récurrence sur la longueur, par :

et =1
( ) (pf)x si f ¢ T*x
pr: _
pf! si f = fix
r(pf)§ gi £ ¢ Y*x
p(f§> =
@f’ gl f=1f'x

Par linéarité, p peut &tre prolongée en une transduction pelyniémiale de K<<KY>>
dans K<KKY>> , notée encore p et étudiée par Fliess [3] , ou 1l est montré qu'slle
préserve la rationnalité, Comme, par définitiom, méme, por' = gr , on en déduit que

série rationnelle,

[]

gr est un

Remargue ¢ Le produit d'Hadamard de deux séries 8,58, € K{{X}}, est défini par

2
G
5,05, =z{(s ,w)(s wwlw ¢ X} .
Le lemme 4.2, permet d'énoncer :

COROLLAIRE : Le produit d'Hadamard de deux séries de K{(X)}@_ est une gérieg de
k{ (X)}e-

Pour un ordre  de Xg tel que K<<X>> et donc K{{X}} puissent &tre plongés
dans K{{X}}Q , le lemme 5,3.1, permet d'écrire K<(X)> = KKX>> F\KQ(X)}Q . On peut

donc énoncer :
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PROPOSITION 4.3, : L'intersection de K<<X>> et de K{X} n'est autre gue K<(X)>.

V. APPENDICE : CORDRES SUR UN GRQUPE LIBRE BT SERIES FORMELLES.

on reprend les notations du paragraphe précédent.

PROPOSITION 5.1. s0n peut déterminer un ordre total @ du groupe libre X&‘ tel

gue le monoide.libre» X* en soit une partie bien ordonnée, Alors K(<KX>> peut &tre

considéré comme un Sous—snneau de K{{X}}Q .

Preuve s Soit :

X§'=GODG63'.M“~3G D2 {1} .
i

i

la série centrale descendante de f% . On sait (cf. Fuchs ([5], p. 49)) pouvoir

ordonner totalement XQ en ordonnant totalement chacun des groupes commutatifs

libres Gi/Gi+@ 1w E XQ\\{1} est positif si et seulement si, j désignant 1'indice

tel que W € G.\G. 1'image canonique de WG . de w dans G./¢. est
q €6 NG. ag q ; J/JH

1 +1

positive, Soit Q wun ordre de XQ‘ obtenu en ordonnant lexicographiquement GO/G1 .
qui est iscomorphe au groupe commutatif libre engendré par X , de la manigre suivante :

k 'k

un élément x| see an , ou x1 { ees £ X, et k1,..,,kn # 0 , est positif si et

A
1 n :
seulement si kﬁ l'est, Il est alors aisé de prouver que le plongement canonique

dans GO/GT du monoide commutatif libre engendre par X est une partie bien ordonnde,
Soient P c X* et @;x&.» GO/G1 l'épimorphisme canonique, Comme P c:GO\.G? Lﬁ{i} 9
il existe un plus petit €lément de P , qui n'est autre que le plus petit élément de

la partie finie a_TvO , Ou v, est le plus petit élément de oP .

X* étant une partie bien ordonnée de Xg , 1'assertion concernant le plongement

de K¢X>> dans K{{X}}Q se déduit alors des définitions,

Remarque :Lorsque X est infini, la proposition 5,4.1, reste valide & condition
dfordonner lexicographidquement le groupe commutatif libre GC/G1 en munissant X

d'un bon ordre,

PROPOSITION 5.2, ¢ X &étant un ensemble comptant asu moins deux éléments, pour un

ordre Q de Xg tel gu'il a ét€ défini dans la proposition 5.4.1,, le corps univer-

sel de fractions K{{X}} de K{X>> peut étre plongé strictement dans
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x(fxj}, 7

Preuye s Il est clair que l'on peut plonger canoniguement K{{X}} dans KHXHQ
Solent x,y € X tels que x <y . Notons encore @ la restrictionde 9 &

{ngfz . Montrons que la série de K{{x,y}}

n
s = E X~2 yn

nyo

9]

nfappartient pas & K{{x,y}} . Sinon, en effet, il existerait un systime de la forme :

[«3
P

(1) A

cos oo g6oo YW

‘el
o
o ce 000 5
i3

en les inconnues E.,...,f , Ol A€ (R, )P et b, € Kx,y>> (3= 1,....0) ,

dont la premidre composante du n~uple solution serait s (e¢f. Cohn [1]9 chap, 7).
Plongeons K dans le corps de fractions rationnelles K(t) , oi t est une nouvelle

indéterminée commutant avec tout x ¢ X , et considérons s comme appartenant &

K(t){{xgy}} . En substituant tNy a y dans s , ob s est un entier suffisamment
grand et en multipliant la 3érie obtenue par5une puissance suffisante de +t , il
est aisé de constater en résolvant, per-exemple, le systime (1) par éliminations

successives que l'on obtient une série telle que pour tout n > 0 5 le coefficient

1 n
uﬁt,n <uh €K, 1n.€ N) de sz yn vérifierait 1n > M, ce gqul est évidemment

impossible.

Remarques : (i) Dans le cag‘&“une'seule‘indéterminée x , K{{x}} et K{{x}}g

sont évidemment confondus avec le corps commubatif K({x)) des séries formelles
‘méromorphes (ou de Laurent), qui sont de la forme _E anxn (an € K, n € z),
ﬁ%no

(ii) Dans le cas d'indéterminées commutatives x ¢ X , il est clair
gque 1'on peut, en ubtilisant le groupe commutatif libre, énoncer des résultats ana-

logues & ceux des propositions 5.4,1. et 5.4.2,

{3) (n entend par 13 gu'il existe au moins un élément de K{{X§}Q ntappartenant

pas § K{{x}}.



[1]

(2]

[3]

[4]

[5]
[€]
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SUR_ LES T—ANNEAUX

PAR L. LESIEUR

1. RESUME,

Nous donnons diverses propriétés caractéristiques des anneaux noethériens
4 gauche R dans lesquels la correspondance canonique entre les classes d'isomor—
phismes des modules injectifs indécomposables et les idéaux premiers de 1lfanneau
est biunivoque, Certaines sont plus ou moins connues, par exemple la propriété 1
qui est une comparaison des notions d‘'idéal a gauche tertiaire et d'idéal & gauche
isotypique {L.LESIEUR), la propriété 2 qui fait appel & la théorie de la @ -torsion
(J, LAMBFK et G, MICHLER), la propriété 3 qui est la condition récente de KRAUSE,
pour laquelle nous indiquons une démonstration différente, De 1l& on déduit une
variante avec la condition de ORE forte modulo un idéal premier bilatdre @ de
l'annean R (propriété 4), La propriété 5 fait appel & la notion d'idéal & gauche
N -irréductible et premier, ou & celle d‘'idéal & gauche critique et premier. La
propriété 6 a pour point de départ la condition (H) de Gabriel qui est seulement
suffisante, mais gque nous précisons sous le nom de condition de
GABRIEL faible pour la rendre nécessaire et suffisante, La propriété 7 s'exprime
aun moyen du coeur d'un module, défini et étudié antérieurement par L., LESIEUR et
R. CROISOT., Enfin, nous terminons par une condition portant sur 1'anneau quotient
de R par le radical nilpotent N de l'anneau, qui raméene au cas d’un anneau
noethérien & gauche semi-premier et qui nous paraft intéressante pour la construc-
tion et l'étude de certains anneaux noethériens & gauche par application des

procédés exposés dans [ 6 ]

L'énoncé des résultats a paru sans démonstration dans une Note aux C,.R.
de 1lfAcadémie des Sciences de Paris en Janvier 1973, Les autres références biblio=-

grayhiques figurent & la fin et elles sont mentionnées danszlé texte,



R étant un anneau unitaire noethérien a gauche, & tout R-module & gauche
injectif indécomposable E , on peut faire correspondre 1'idéal premier &= Ass E
gul est l'annulateur maximum des sous-modules non nuls de E , Si deux modules
injectifs indécomposables F et E' sont isomorphes, il leur correspond le méme

idéar X . On a donc la correspondance :
fil @ = Ass E 5 E ¢ Classe II

entre les classes 1[I d'injectifs indécomposables isomorphes et les ildéaux premiers

® de R . Cette application f est surjective, car on a : E(R/@) = E@...@E

ol les Ei sont des modules injectifs indécomposables isomorphes tels que

A

@ - Ass Ei , et ol E(R/{SD ) désigne 1l'enveloppe injective du R-module & gauche

&

Rﬁ? ., (eci exprime d'ailleéurs que 1'idéal est isotypique dans A ,

Mais, on sait que f n'est pas injective en général, donc n'est pas

biunivoque,

DEFINITION 1. Nous appellerons T-anneau, un anneau unitaire R noethérien

a gauche pour lequel f est biunivogue,

Nous donnons dans les paragraphes suivants diverses propriétés caractéris—

Ltiques dfun T—anneau dans la classe des anneaux unitaires noethériens & gauche,

3, CARACTERISATION PAR LES IDEAUX A GAUCHE TERTIAIRES,

PROPRIETE 1. Tout R-module tertiaire de type fini est iscotypidue,

Pour les définitions, voir [4].

reuve ¢ a) Soit R un T-anneau, M un R-module tertiaire de type fini.

n adone 3 0 = Q1(W ooo F\Qn , ou les Qi sont des sous-modules (-irréductibles

dans M , non superflus, qui admettent le méme idéal premier @ associé, Il en

résulte 3 E(M) = E(M/Q )@ oo @ E(M/Q ) , somme des n injectifs indécomposables
n

E, = E(M/Q ) admettant % pour idéal premier associé, R étant un T-anneau, les

Ei sont isomorphes et O est isotypique dans M , clest—d-dire M est isotypique,

b) Réciproquement, soit R un anneau unitaire noethérien & gauche
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tel gue toubt module & gauche tertiaire de type fini soit isobypique. Démontrons que
R est un T-anneau, Soient E1 et E2 deux modules injectifs indécomposables tels

gue ® = Ass E1 = Ass E2 . n adonc E1 = E(Rx1) ou x1 # 0, X, ¢ E1 : de méme

1

E2 = E(RXZ) g avec 0 g X2 £ B est de type fini

2 2

et & -tertisire. I1 est donc isotypique par hypothése, ce qui entraine E1 hod E2 o

. Alors le module W = Rx1(3 Rx

Remsrque ¢ (Communiquée par ¢,RENAULT). L'hypothdse que tout idéal & gauche

tertiaire dans R est isotypique, est nécessaire, mais non suffisante, pour cue

R soit un T-anneau, Elle revient & supposer que tout R-module monogéne tertiaire
est isotypique., Elle est vérifiée dans un exemple dll & COZZENS (cf, @¢. RENAULT,
Séminaire d'Algdbre non commutative, Orsay, 1969,1970, Pp. 20.1., 20.9.) d'un
anneau intdgre principal dans lequel tout idéal a gauche est isotypique, qui est
quasi-simple, et qui ne vérifie donc pas la condition de Krause d'un T-anneau -que
nous verrons au § 5, Si elle est vérifide et si @ est un idéal premier de R tel
gu'il existe deux modules injectifs indécomposables non isomorphes E1 et B avec

2
Ass E1 = ASS E2 = & , on peut démontrer que ¥ est compléiement premier et

gue l'un des injectifs est du type E(B_/s,a ). Il en résulte alors qu'il n'y a que

deux types d'injectifs indécomposables,
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(n sait que, dans R , tout idéal & gauche isotypique est teriiaire, et
que la réciproque n'est pas vrale en général. Donc, dans un T-anneaun, les deux
notions de tertiaire et d'isotypique coincident., De plus, si M est un module
& gauche noethérien sur un T-anneau, les notions de sous-modules tertialre eb

isotypique dans M coincident,
4, CARACTERISATION AU MOYEN DE LA &-TORSION,

PROPRIETE 2. ¢ Si % un idéal bilatdre premier, I un injectif indé-

composable tel que & = Ass I, I est sans &FP-torsion,

Nous renvoyons & J., LAMBEK et G. MICHLER [2] pour la démonstration.

Rappelons seulement que le sous-module de ®_torsion de I est l'ensemble dss

éléments x ¢ I tels que Q' X = Ann X ¢ % , ou @%3 est le Tiltre des
iddaux & gauche F de R tels que :

Yacr, (F.a)n8(®) 44,
avec Pr.oa={b¢ Rlba € P} 6P = {e ¢ Rlc est régulier modulo & } .

Les propriétés 1 et 2 sont des formulations assez volsines de la définition,

La suivante est en apparence plus éloignée et se révéle assez maniable.

5. CONDITION DE KRAUSE,

PROPRIETE 3. ¢ Soit & un idéal bilatdre premier, ¢ ¢ B(®) wn élément

de R régulier modulo & ., Alors il existe un idéal bilatdre J tel que
PcIche+ @ .

Ou encore : dans l'anneau R/@ , tout idéal & gauche essentiel contient

un idéal bilatdre non nul.

Pour la démonstration, voir [3] , ou [7] , et, en ce qui concerne la
condition suffisante [2]9 Volci wne démonstration nouvelle pour la condition

nécessaire, dont le débubt nous servira plus loin.

Soit % premier, L2 & un idéal b gauche essentiel modulo @ , et ne
contenant pas d'idéal bilatére non nul (mod % ). On suppose L maximal pour cette

propriété., m adonc L. R = {a ¢ RlaRc L} = ® .

L est QO-irréductible car L = LTﬁ L2 s avee L1 7é L, L2 £L,

RO ®,doh: F=Lr= (1 R)OL,R),

implique L, . RI; ® , L,

ce qui est impossible puisque %  est premier,
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L admet & comme idéal premier associé : Supposons en effet KDL , On a

#

L.x){kR)cL.R= @ ,
car (-.x).x".RRc(L*.X),KCL .

0n en déduit, comme P est premier et X ‘. R % (& cause du choix de L

c
meximal) : L. Ko ® . Meis on a aussi : L K2L.R=® , donc .

®=T'.K=4assL,

n peut alors appliquer un lemme qui résulte de diverses proypriétés de J. LAMBEK
et G. MICHLER [2] :

LEMME ¢ Soit I un idéal & gauche de R , contenant 1'idéal premier S

et supposé M=-irréductible, Pour que L soit &P -critique, il faut et il

suffit que l'enveloppe injective E(R/L) soit sans ®P-torsion.

C'est le cas ici ou, par hypothese, E(R/L) est sans & -torsion (pro-
priété 2), I1 en résulte que L est @’-—oritique, et par suite L N (P) = 5,

ce gui est en contradiction avec le fait que I est essentiel modulo % ., La

condition de Krause est donc nécessaire,

Les anneaux commutatifs, les anneaux avec identité polynomiale, vérifient

la condition de Krause et sont donc des T-anneaux.

6, CONDITION DE CRE FORTE.

La condition de (RE usuelle, qui résulte du théoréme de Goldie pour
l'existence de l'anneau de fractions de 1'anneasu noethérien & gauche premier R/@

est la suivante :
YacR, cc¢ 6(@), qa' ¢ R, ¢! € ‘@(@) avec c'a = aﬁc(mod. @)g

Un T-anneau va &tre caractérisé par la propriété suivante qui est un renfor-

cement de la condition de (RE.

PROPRIETE 4, : Soit % un idéal premier, c ¢ B(S) un élément de R
régulier mod, ® ., Il existe c! ¢ 2‘3(@) tel que :

VacRr, Ja' ¢ R avec c'a = a'cl(mod. &),
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Preuve : 1) Soit R un T-anneau, ® premier, ¢ € ¥ (®) . L'idéal &

gauche Rc+ @ contient un idéal bilatére J D @ d'apres la condition de Krause,

#

Dans R/@ , 1'idéal bilatdre non nul J est essentiel et il contient un élément

régulier ¢!, de sorte que J contient 1'élément c' ¢ Y(®) . on a done pour

tout a¢R s c'lac JCR+® , d'ou
cta = a'c(mod, B® ).

2) Réciproquement, si la condition de QORE forte est vérifiée,
1'idéal & gauche Rc+ ® contient 1'idéal bilatére J = (c¢')+ & engendré par
®

¢'(mod, ® ), et celui-ci ne peut &tre égal i . La condition de Krause est

donc vérifiée,

Il serait utile d'étudier les anneaux noethériens premiers vérifiant cette

condition de (re forte,

La propriété suivante fait appel & la notion d'idéal & gauche premier A

défini comme sult
aBRb c A=>ac¢ A ou b¢A.

7. CARACTERISATION AU MOYEN DES IDEAUX A GAUCHE PREMIFRS,

PROPRIETE 5, ¢ _Scit A wun idéal & gauche N -irréductible et premier,

® = Ass A, Alors A ne contient aucun élément c¢ régulier mod, B :

A nBR)£EL.

Preuve : 1) Soit R wun T—anneau. Soit A wun idéal & gauche N =irréduc—
tible et premier, @ = Ass A , On adonc = A*. R qui est le plus grand idéal
bilatere contenu dans A , Il en résulte d'apres la condition de Krause que A ne

peut contenir aucun élément ¢ régulier mod,

2) Réciproguement, soit ® — A, o A est un idéal & gauche
contenant un élément régulier c¢ mod, ® . Si la condition de Krause n'était pas
vérifide, on choisirait comme au § 5 un idéal & gauche maximal I ne la vérifiant
pas, Comme on l'a vu alors, I seralt ) -irréductible, premier, avec ®P=4'.R
comme idéal premier associé, L'hypothése de la propriété 5 entrafne alors
A O ‘é(@) = [3 et on arrive & une contradiction, La condition de Krause est

donc vérifiéde,
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CCROLLAIRE : Dans un T—anneau, tout idéal & gauche () -irréductible et

{S_D-premier est ®-critique et premier,

En effet, si A est O -irréductible et premier, ona &= A-. R = 4ss 4,
dtot P A avec A0 GC(P)=p et A& (O -irréductible, Il en résulte que A
est & —critique d'aprés une propriété caractéristique de J. LAMBEK et Q.MICHLER [210

Réciproquement si tout idéal M -irréductible et &P -premier A est
® -critique, on a évidemment A N B(P) = H . L'anneau R est donc un T-anneau
dlapres la propriété 5, et la propriété du corollaire est encore caractéristique

d'yn T=—anneau,

Dans un anneau R , on sait que tout idéal & gauche critique est
O-irréductible, Dans un T-anneau il y a donc coincidence des deux notions
N-irréductible et &P -premier d'une part, et HP-critique et premier d'autre part,

cette propriété étant caractéristique d'un T-anneau,

8, CONDITION DE GABRIFEL, FATBLE

(1)

Une condition suffisante pour un T-anneau a été donnée par GABRIEL [1]

sous le nom de condition (H) :

Q.R= M (Q-.2), a ¢R

finie +
Q 1idéal & gauche quelcongue de R , Q°. R = {X € R[XR g;Q} 5 Q'.ai = {X € Rlxaﬁ € Q§n

La propriété suivante est un affaiblissement de la condition de Gabriel, qui devient

ainsi nécessaire et suffisante.

PROPRIETE 6, ¢ Pour fout idéal a gauche N -irréductible et premier Q ,

on a la condition 3

(m) a-r= () (@.2), a ckr.

finie
Preuve ¢ 1) Soit H=Q- . R, ou Q est un idéal & gauche V-irréductible
et premier, Dans un T-anneau Q est donc ®P-critique (Corollaire) ainsi que Q°, a
pour tout a £ Q ., L'intersection N(Q*. a) est alors égale & une intersection
finie d'idéaux ®P-~fermés (cf., par exemple : L.LESIEUR et R.CROISOT, Sur les anneaux

N

premiers noethériens & gauche, Ann. Sc, de 1'ENS, %.76, 1959, pp. 161=183),

(1) Encore conviendrait-il de donner un exemple de T—anneau ou cette condition
n'est pas vérifiée,
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2) Réciproquement, supposons la condition (H')° Soit I un injectif
indécomposable, Il peut 8tre défini par I = E(R, ), o § est un idéal i gauche

/Q

M -irréductible et premier (et méme critique(f)) [2]o n aalors si @ = Ass Q ¢
®=q-.r= () (q -,ai) . 8 £Q .
finie
Les idéaux  Q *. a, ont le type de Q , et on a en ne gardant que des composants

non’ superflus :

ce gul prouve que ce type est celul des composantes injectives indécomposables.

de EB(R,. ). Donc Q est de ce type aussi.

/@
(n voit que la démonstration prouve également la propriété caractéristigue

suivante d'un T=—anneau ¢

PROPRIETE 6%, ¢ Tout idéal & gauche critique et premier @ vérifie la

condition 3
(#) Q-R= (M) Q.2 .
finie
Les anneaux vérifiant la condition de @abriel sont donc des T-anneaux

particuliers, Ils comprennent déja la classe des anneaux artiniens,

9, CONDITION PORTANT STR LE COEWR  C(E).
La propriété suivante fait intervenir de fagon assez curieuse la notion
de coeur G(E) d'un module injectif indécomposable E introduite dans [5] o
Rappelons gue C{E) est le sous-module de E constitué par {0} et par les
éléments x % 0,x €¢I, tels que Ann x = O0*. x solt maximal parmi les amnu-
. C(E) est alors un espace vectoriel & droite sur le

(2)
-(3)

corps k = S(I) associé au module I . La loi externe est définie par :

lateurs de cette forme

% € G(E), B €k, XE = X3 € c(E), B € End T,

/ P . . - . e i
{1) MNais pas nécessairement SP-critigue si ﬁ%: Ass T

(2) si qc¢ HomA(I,I) = E:ﬁdAE , oma B(E) = () Ker a .
Ker o f: o
(%) Les éléments ¢ ¢ End E tels que Ker g # o forment un idéal bilatdre J

et End E/ =k est un corps,

J
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FROPRIETE 7. ¢ Soit E un module injectif indécomposable, @: Ass T

son idéal premier associé, Posons 0. - ®= {x ¢ I|®x = o} . Alors :
(i) 0.® cco(B)

(ii)" 0 ."® est un sous-espace vectoriel du coeur C(E) de

dimension finie sur k = S(E) (égale & la dimension de Goldie de R/‘SD ).

Preuve : 1) Démontr@ns (1} et (ii) dans un T-anneau,
(1) 0.°®c c(B) . soit x¢ 0.®, x £ 0 , donec &x = o . Démontrons que
0*. x est maximal parmi les annulateurs des éléments non nuls de I , Clest un.

idéal & gauche -irréductible et ®-premier ; il est donc critique (Corollaire

f

s la propridté 5) et par suite maximal parmi les annulateurs des éldments non nuls

da
de E (d'aprds une propriété caractéristique des idéaux & gauche critique [2])°

(1) 0.-® est un sous-espace vectoriel du coeur C(E) de dimension finie

sur le corps k = S(E) , égale & d.im(R/[S) ) . Soit x € 0. %, x#£ 0, Ltidéal &

gauche 0% x est O =irréductible et premier. On a donc d'aprés la condition (H) :

®=(0-.x).R= () (0. x)". A= N (0-. }\ix) ,
finie ' finie
dfol @ ' o
= N(o-. Xi) , intersection finie et sans éléments superflus, en

nombre égal & la dimension d de Goldie de R/@ . (n en déduit dtaprés un raisonne-
ment classique par récurrence sur p que
0. 0%, )0 .., 0+ x =x k 600 x k
[( 1) N p)] K+ + X

clest-h-dire : 1'ensemble des éléments x ¢ C(E) tels que ux, = 0 {i=1,.00,0)s

u € R == uwx =0 est le sous-espace vectoriel & droite engendré par X‘i"’”wxp o
Fn particulier, pour p=d4d , ona : x ¢ x1k+ ceo + xdk , Ge qui prouve que 0O.* &
est engendré par X1”'°°°’Xd. . Ces éléments forment une base car la relation

X? = ;;2% .. + Xd.‘xd impliquerait O'.x1 2 (O . X2> MN... ﬁ(O ‘.'Xd) et O ".X‘2

serait superflu dans la représentation @ = ?:*? (o-. Xi) .
1=1

2) Réciproque, Soit (i) et (ii). On a donc

o (O _-
0. S—X1k+ Mo-&-xdko
Il en résulte

0. (0.®) = ®¥= (O'.X1>n v OY (O '.xd) .
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On en déduit, du fait que Xgﬁo,,gx forment une base de O . & sur k , que cettie

d
représentation de & ost une intersection d'idéaux O -irréductibles non super-
flus, Cela suffit & démontrer que le type de E- est celul des composantes indé-

composables de E(R/gb)° Llanneau R est donc un T=anneau,

La propriété 7 est done caractéristique d'un T-anneau, Dans le cas
commtatif on a 1'égalité C(E) = 0. ® qui est alors de dimension 1 sur k , Dans
le cas non commutakif, le coeur c(E) peut 8ire de dimension infinie dans le cas
‘noethérien général.(cf° [5])0 La propriété 7 donne donc un résultat de finitude
pour un T-anneau qui s'approche dans une certaine mesure du résultat du cas

commutatif,

Remarquons en outre que la condition (i) de la propriété 7 est équivalente

4 la suivante :

PROPOSITION & Pour que, dans un anneau R _unitaire noethérien & gauche,

tout idéal (1—1rreduct1ble premier soit crlthue(T), il faut et il suffit

gque 1'on ait la condition (i) de la propriété 7.

La condition est nécessaire comme on 1'a vu dans la démonstration 1)9 (i}
de la propriété 7. Démontrons gu'elle est suffisante., Soit § wun idéal & gauche
) ~irréductible et premier ; posons P=fss Q=Q'.R , Soit E = E(R/Q) 3 clest

un injectif indécomposable admettant & pour idéal premier associé, (n a

Q=4Am 1 =0'x , avec x:“{gR/QgEoDe plus &®.7 = 0 puisque P cq .

L'nypothése de la proposition implique donc 1 ¢ C(E) , d'oh Q= 0+ 1 est

critique d'aprés la définition du coeur.
10. CONDITION PORTANT SUR L'ANNEAU SEMI-PREMIER R/N

PROPRIETE 8, = Si N est le radical nilpotent de R , 1‘amneau quotient

R est un T=annesu semi-premier.,
/N

Preuve ¢ Soit R un T-anneau, Nous allons démontrer que R/N‘ est un

T-anneau en vérifiant la condition de Krause, Soit % un idéal premier de R/N H

(1) Ne pas confondre avec le contenw du corcllaire de la propriété 5, ou 1'on

supposait que 1'idéal & gauche A (-irréductible et Gpmpremier, était

ggucritiquec Tei A est critique, sans plus,
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il est la classe modulo N de 1'idéal premier & de R contenant N . Si ¢

est un élément de R/N régulier modulo 559 il est la classe modulo N de 1'élé-

ment ¢ ¢ R régulier mod, & , La condition de Krause appliquée i

un idésl bilatdre J tel que P cJcRer ® . n en déduit &
ce qui est la condition de Krause dans R/N R

‘Réciproquement, si la condition de Krause est vérifiée dans R/N’ on la

vérifie dans R en remarquant que, si & est un idéal premier de R , on a

@21\](1) , dtol 3 Ne @ —Re +% dans R, et ‘-SQBCRE‘;-@ dans R/N"

I1 en résulte J bilatdre tel que PcTcre + &  d'ol J bilatére dans

R tel que PcIche+® .

L'intérét de la propriété 8 réside dans la construction d'un anneau

noethérien & gauche quelcongue (d'exposant 2) donnée dans [6} au moyen d'un

bi=module M sur un anneau noethérien 3 gauche semi-premier ¥ . L'anneau obtenu

R est alors un T-anneau si et seulement si K en est un lui-méme, En particulier,
les exemples provenant d'un anneau K commubtatif donnent donc des exemples dfannesux

R non commubtatifs qui sont des T-annesux,

En conclusion, on peut ranger les T=anneaux dans une classge d'anneaux
raisonnables intermédiaires entre les anneaux commutatifs (un peuw trop particuliers)

et les anneaux non commubtabifs quelcongues (un peu trop généraux)a

(1) N est l'intersection des idéaux premiers de R .



[1]
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[3]

[4]

(5]

[6]

[7]

BIBLIOGRAPHIE

P. GABRIEL, Des catégories abéliennes, Bull, Soc, Math, France, t., 90, 1962,

Jo LAMBEK and G, MICHLER, The torsion theory at a prime ideal of a right

noetherian ring. (J. Algebra, a paraitre),

G. KRAUSE, On fully left bounded left noetherian rings (Journal of Algebra,
vol. 23, 1, (1972), pp. 88-89).,

L, LESIEUR et R, CROISOT, Algdbre noethérisnne non commutative (Mémor., Sci,
Math, fasc, 154, Paris, 196%).

L. LESIEUR et R. CRQISOT, Coeur d'un module (J. Math. Pures et Appliquées,
9e série, 42, (1963)9 PP. 367-407).

L. LESIEUR, ©Structure des anneaux noethériens & gauche d'exposant deux

(Istituto nazionale di alta Matematica, Symposia Matematica, Roma 8, 1972,

PP, 193-203).

G. RENAULT, Idéaux premiers et injectifs indécomposables (Séminaire

d'Algébre non commutative, Orsay, 1971,



SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE
CENTRE D' ORSAY

s & n © m® e b
*« "o

GROUPES ABELIENS QUASI-INJECTIFS
SUR LEUR ANNEAU D'ENDOMORPHISME,

par J.lM. GOURSAUD

- ® . L
= S S =]

- Non rédigé -



UNIVERSITE DE PARIS SUD XI
CENTRE D'CRSAY

SEMINAIRE DVALGEBRE NON COMMUTATIVE

Conférence no% 6 du 18 Décembre 1972

(1)

ANNEAUX DE GROUPES SEMI-PARFAITS

par J. VALETTE

P @ e ®
o e S e d e

Soient X wun corps commubabif non dénombrable et XG wun anneau de groupe
semi~parfait : alors le groupe G est de torsion. Si de plus K est de caracté~

ristique p et algébriqﬁement clos G est exbension finie d'un p-groupe.

I. DEFINITIONS ET PROPRIFTES PRELIMINAIRFS,

1) Un A module M est dit local s'il possdde un plus grand sous-module
propre,

2) Pour un anneau A de radical de Jacobson R(A) les gssertions suivantes
sont équivalentes

a) A est semi-parfait,

b t .u . 1 1A ’
) A/R(A} est semi-simple et les idempotents de A/R(A) se

relévent en des idempotents de 4 ,
N
c) A= @ Ae, oh les Ae, sont des A modules projectifs
q==
locaux [1], [2].
3) Soit D une K-algdbre telle que dipr  card X . 81 D est de plus
un corps, alors D est algébrique sur K [3].
4) Soit K un corps commutatif, Tout sous-groupe de torsion de GL(n,K)

est localement fini [4],

(1) Bxposé oral développant une Note de M, J.VALETTE parue aux C.R. Acad, Sci,
Paris, 1972. :
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5) Soit A une K=-algébre algébrique sur le corps commutatif et non

dénombrable X ; alors Mh(A) est algébrique sur K [5] .

On désignera par (ei)1<i<N une famille d‘'idempotents primitifs et ortho-
NN

gonaux de XKG de somme 1,

PROPOSITION 1. .Soit KG un snneau de groupe semi-parfait o K est un

corps commutatif non dénombrable, Alors KG est algébrigque sur K et G

est un groupe de torsion,

Soit x un élément de KG . Nous allons montrer gue x est algébrique sur
K . Soit H le sous-groupe de (G engendré par le support de x et les supports

des idempotents \ei)i° de 1a N I1 résulte de [6] que XH est semi-parfait,

KH/R(KH) étant semi~-simple est un produit dlanneaux de matrices Mi(ﬁ) oi D est

le corps commutant d'un KH module simple § , H étant de type fini, D est de

dimension au plus dénombrable sur X . Il résulte alors de 3) et 5) que KE/R(KH)

est une K-algdbre algébrique sur K ., Comme R(KH) est un nilidéal [7] XH est
algébrique sur K et donc x  est algébrique sur K , Comme K¢ est algébrique

G est wn groupe de torsion,

COROLLAIRE 1. Soit K wun corps commutatif non dénombrable, Les assertions

suivantes sont éguivalentes 3

a) K¢ est semi-parfait.

b) Pour t23t~sous~groupe Hde G , KH "est semi-parfait,

Comme R(KH) est un nilidéal et que les idempotents se reldvent modulo wn

X) est un anneau semi~simple, KG étant’

semi-parfait, il existe au plus dans KH et par suite dans KH/R(KH) N idempotents

nilidéal, il suffit de montrer que KH/R(

orthogonaux et l'ensemble des idéaux & gauche de. KH/ engendrés par un idempo-

R(KH)

tent vérifie la condition de chaine descendante, KH/R(KH) étant de plus algébrique

et semi~-primitif, est un anneau de Zorn semi=primitif {8, p°.21o] et par suite est

semi~sinple,
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COROLLAIRE 2. Soient K un corps commutatif non dénombrable de caracté—

ristigue p et KG un anneau de groupe semi-parfait, Toubl sous-groupe H

de G gui ne contient pas'de p-&léments est fini,

Soit H un sous-groupe de G n'ayant pas de p=éléments., Comme R{(KH) doit
‘&tre un nilidéal il résulte de [9] que R(KH) est mul, KXH est un anneau semi=-

simpls, H est donc fini,

PROPOSITION 2. Soient K un-corps commutatif de caractéristique p , non

dénombrable algébriguement clos et ¥6 un anmeaun de groupe semi-parfait,

Alors G est extension finie d'un  p-groupe.

Dtaprés la proposition précédente ¢ est un-groupe de torsion, Soit
H={g €6, 1-g ¢ R(K¢)} . H est un sous-groupe distingué de G . L'enneau de
groupe KH est alors local et donc H est un p-groupe. {ii]a Wous allons montrer
gue le grourpe G/H est fini, En considérant le groupe guotient: G/E on se raméne
& un annean de groupe KG semisparfait tel que
1-g ¢ R(KG) => g =1 .

L'assertion résultera du lemme suivant,

LEMME, Dans les conditions précédentes le groupe & est fini,

Soit HE un sous—groupe de type fini de & contenant le support des

{e.) . n a les propriétés suivantes :

ifd=1 & 4 °

QKHT est semi~parfait,

n
§KH . = H M (K) °
1/R(xH ) ) iy By

A-n e R(KE) =>n =1 car R(Ke)N B, = R(KE,) [6].

aH@ est un groupe de torsion et de type fini,

Tapplicatio H H restreinte 2 t or i o
L'application ¢ KH@-» KH%/R(Kﬁi) restreinte a Hi est un monomorphisme,

Par suite le groupe ¢(H1) ‘est inclus dans un produit de groupes de matrices, de
type fini et de torsion, Il résulte de 4) que Hq sst fini, Le groupe G dqul

est alors localement fini est extension finie d'un Ewgroupe H2 o
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Des relations :
R(ke¢) ki, = R(KE,)  [10]

= N ERET- ¥ aréd
R(KHQ) wKHZ(HZ) [ ol wKHz(H2> est 1'idéal engendré dans KHQ

par les éléments 1~h, h ¢ Hz] , il résulte que w(HZ) est inclus dans R(Kg) .

Or ceci entrafne que HZ est réduit & 1'¢lément {1} . G est donc fini,

Remerque : Soient "X wun corps commutatif non dénombrable de caractéris-
tigque O et K¢ wun anneau de groupe semi-parfait, Alors G est fini : en

effet KG est semi-simple [7] [12] .

PROPOSITION 3, Soient K un corps de caractéristique pet K& un
N

anneau semi-parfait avec K& = @ ngi ou les gKGei sont des-
e

K¢ modules projectifs locaux, Si H est le sous-groype de G engendré

par le support des idempotents (ei)i de 1 3 ¢ SLors pour tout sous-

groupe distingué L. de ¢ tel que L NH = i}} wlL) est inclus dans

R(XKG) et L est un p-groupe.

On peut écrire :

N
wll) = @ wlL)e, wlL)e, < Kae. .
izli 1 1 31

Pour démontrer l'assertion il suffit de montrer que l'on a w(L)ei_% KGei
car KGei est un module local, S'il y .a égalité alors e, appartient &

olL) o on adtautre part ¢ = \UJ y. ILHE ou (yj)déJ est un systeéme de repré-
: jed

sentants des classes & gauche modulo TLH . Les éléments (y.h). _ (resp.

J Jedshel

(lyj) ) constituent un systdme de représentants de classes & droite

leL, jed

(resp, & gauche) modulo L (resp.H). Par suite s

e, = 3 &

. JI"h .h o
i 1,3,h ( ,)yg

Comme & appartient & KH , on a3

0 Vi#1

i

2,5,

a, n=0 Vi, Vi .

1,3,

e I )
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Par sulte quels que soient 1,j,h. kal i.h estnul et e. = 0
P ¥ -

Dol la contradiction.

[1]
[2]

[3]
[4]

[5]

[6]
(7]
(8]

[9]

[10]
[12]
[11]
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MORPHISMES DE DESCENTE

par D. LAZARD.

Y

Nous savons, gréce & QLIVIER [4] , que les morphismes de descente sont
exactement, en algdbre commutative, les morphismes purs (i.e, universellement
injectifs), Nous nous proposons ici de généraliser ce résultat au cas non commu~
tatif. Notre démonstration étant purement formelle, elle segé'néralise sans
difficulté & la théorie des catégories, Nous avons toutefois :préféré ne pas faire
ici cette généralisation, trouvant plus utile de faire un expdsé complet de la
théorie de la descente dans le cadre de la théorie des modules, exposé qui

n'existe pas a notre connaissance et dont la nécessité se fait souvent sentir,

1. DONNEES DE DESCENTE,

Soit f:A - B un homeomorphisme d'anneaux unitaires, 81 N est wn

B-module & gauche, nous désignerons par p.»N le morphisme canonique B N-—= N .
A
Nous noterons systématiquement X Q Y auw lieude X QY .
A K
DEFINITION 1. 1) Une donnée de descente de B vers A esi un couple

(N,u) ou N est un B-module . & gauche et oi wu est une application

B-linéaire de N dans B®@ N telle que :

= id .
a) Py o U id{n)

b) (BQu) ou=(BQIfQ@N) ou.

2) Un morphisme de données de descente de (N,u) dang

(N',u') est une application B-linéaire ¢:N - N' telle que

woe ¢=(B@g¢) ou.

Par des notations telles qgue B®u , il faut évidemment entendre id{B) & .
Nous ferons beaucoup usage de cet allégement de notation. Nous identifierons systéma-

tiguement X Q@ A eﬁ X .
A .
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Il est clair que les données de descentes forment une catégorie que nous
noterons &) . L' "oubli" de u définit un foncteur ¢ de & dans la catégorie
des B-modules & gauche Mod B ., Montrons qu'il y a aussi un foncteur canonique F
de Mod A dans & .

Si M est un A-module, 1l est immédiat que (B®@ M, BRI® M) est une

donnée de descente, Si @:M — M' est une application A-linéaire, il est également

clair que BQ® ¢ est un morphisme de données de descente,

PROPOSITION 1. Le foncteur '"extension des scalaires" de Mod A dans

Mod B est égal &2 G o F .

Le probléme de la descente que nous allons résoudre consiste & caractériser

les morphismes f:A - B pour lesquels F est une équivalence de catégorie,

2. REMONTEE,
Avant d'aborder la descente, il nous faut construire un foncteur de P dans
la catégorie des objets simpliciaux, et donc dans celle des complexes, C'est cette

construction qui assure le lien entre la définition 1 et les définitions antérieures,

Pour alléger les notations, appelons Bn la n-iéme puissance tensorielle

o) 1

de B, i.e. B = A et Bn = B Bn_ pour n » 1 ; en particulier, B1 = B

compte tenu de l'identification mentionnée ci-dessus,

A toute donnée de descente (N,u) nous pouvons assocler les applications

suivantes @

1) s8i n>0 Bn_? RQu , et si
_ Bn--l(9 £ Q B1~1(® N

ce sont des applications de Bnm1(2 N dans Bn(g N .

2) si nyo0 vI;:Bn@pN et si
n n=1i i=-1
Tgign v, =B ®pB®B QN ;
. . 141 n 1 0
ce sont des applications de B QN dans B QN . On a donec u = U et pN_z v,

LEMME 1, Les relations sulvantes sont vérifides :

0 1 .
a) Vo o uo = 1d(N) N
b) u2 0 u1 u2 0 u1 o
0 0 1
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c) u 0 Py = (pB®N) o (B@u) .

]

d) Py o (pB® B) Py o (B@pB) .

e) Py o (pB®N> Py o (B@pN) .

£) Py o (f @ B) =P, o (B® £) = 1d(B) .

Les deux premidres relations résultent de la définition d'une donnée de
descente, ¢) traduit la B-lindarité de wu ; les relations d) et e) traduisent

des promriétés du produit, et f) est évidente,

Un calcul simple, mais fastidieux et que nous omettrons donc, permet de

déduire le théoréme suivant du lemme 1,

|THEGREME 1, 1) Les B @ N , les u? et les v? forment un objet simplicial
c'est-a=dire que 1l'on a les relations
n+1 n _ N+ 1 n . .
u 50 u; o= U 0 ujm1 pour i< J..
n n+f _ n n+1 . .
Vj oV, =V, o Vj+1 pour 1¢ J .
vn~1 & n—1 Vn~2 our i .
j o l - ui 0 J_JI p < J °
N1 n N1 n s =1
VioooW =V oov o= id(B7 '@ N) .
quu1 up = upml vn—2 our 1 > J+1
j ooy =y oV T D 31

2) si ¢:(N,u) - (N',u’) est un morphisme de D , les

¢n = Bn<9 ¢ définissent un morphisme d*objets simpliciaux, c'est-d-dire que

<

o
[
]
o

Il
<

Conséguences ¢

a) Etant donné la donnée de descente D = (N,u) considérée ci-dessus,
n . d d
in . 1 2
Posons dn= z(=—1) uioLa suite 0> N o> BXN ——> BXRBRIQIN—=> ove0s
i=0
est un complexe, le complexe d'Amitsur de D, gue nous noterons Wg(D) .

b) si D= FM) , l'application canonique de M dans N =B QM
définit une augmentation de ‘G(D) o Nous noterons EH(M) le complexe augmenté

ainsi défini,
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d d
c¢) Posons Jt'z é&(A) ; c'est le complexe O - A 0 > B ”mla> 32.4 cee
n

avec d_=f ot 4= 1 (=)' ere .
n=E

ma G(m=#He u.

PROPOSITION 2. La suite cbtenue & partir de D = (N,u) :
‘ B®d B@d 7
0o N ety BQE sy F QU o voe » B QN s 35 @ T .o,

est un complexe homotopigquement trivial que nous noterons ??*(D) .

Il est clair que (B(@(ig) ou= 0 5 et done que u  est une auvgmentation
de B& \@(D) o Il suffit donc de montrer que ho = :pN et hn = (-1)111:)]3@ Bﬂm1 QRN

vérifient les relations hQ o u = id(w)

@oh§&<mm®dj=iMB®m

et, powr n 1, [(ea) onlh, o J=wuEew;

n41

ce caleul est aisé,

%, DESCENTE DES FLECHES-PURETE,

Rappelons gquiun homomorphisme de A-modules (é gauche) est dit pur (é gauche)
g'il est injectif, et s'il reste injectif par toute A~tensorisation, Le but de ce

paragraphe est de démontrer le théordme suivant

THECREME 2. Les conditions suivantes sont équivalentes 3

a) A m£=>B est un morphisme pur de A-modules & droite.,

b) 1le fonctemr F est fiddle,

¢) le foncteur T est pleinement fiddle,

a) ;@?est universellement acyclique & droite (i.e, 7@'est acycligue, et

le reste par toute A-tensorisation & droite),

BEn outre, ces conditiocns entralnent

e) pour toute donnée de descente D ’ t%{n) est acyclique en degré

# 1 (on suppose que si D = (N,u) , on a posé glp) = w).

a) ¢<==> d), On peut remarquer que a) n'est autre que 1'acyclicité
universelle de b en degré 0 ; donc d) == a), La réciproque se déduit immé-
diatement de la suite exacte d'homologie de la suite de foncteurs

o»%®m43®%@wafw®%®M»o
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qui est exacte par a) et dont le terme central est homotopiquement trivial (propo-
sition 2 appliquée &  B*(F(A))). La démonstration de a) => e) ci-dessous permet

de donner une démonstration plus élémentaire de a) ==> 4),

a) => e), Considérons le diagramme :

a
B @ N~ B @ N =————) Coker(d_) 5 0
n—1 n
f®B QN f®B QN f@Coker(dn)1
BQ d
Fon —2 ftlor 284, 3 Coicer (d_) —> 0

Ses lignes sont exactes, et 1l est commutatif, Ses colonnes sont injectives par a)a

n .
Comme dm_1 =T ®XB ®1\T—=B®dI1 s Si dn+1(x) = (0 , on a

(B@a) « (f@ B @Mm)(x) = ((f @ coker(a_)) o a)(x) = 0
et donc q(x) =0, i.eo X ¢ Im(dn) ’ C.Q.F.D,

d) => c¢), Considérons le diagramme commutatif

d
0 >Mf®M>B®M=—=~L—-——>BZ®M

¢ B® ¢
> B2®M"

défini par le morphisme de donnée de descente ¢;F(M) >P') . si FEoQu et
3@’@ N sont acycliques, i.e. si les lignes sont exactes, 1l est clair qu'il existe

une fléche sl - M' et une seule qui rende le disgramme commutatif, telle que

¢=BQ¢ .

b) => a). Soit K le noyaude f Q@ M:M— B@ M , et i:K—- M l'injection
canonique., Il est immédiat que B® i = 0 , et donc que 1 =0 si F est fidele,

Donc f @ M est une injection,

4, DESCENTE DES OBJETS,
Le but de ce paragraphe est de chercher & quelle condition P est une
équivalence de catégories, D'apres ce gqui précéde, il est nécessaire que f soit

pur a droite,
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Supposons donc que F soit une équivalence, et soit D= (N,u) une donnée de
descente., Si D = F(M) , le théordme 2 implique que la suite

&T
0 B > W > BN

est exacte, (n & donc M = ker d3 s

PROPOSITION 3, Si T -est pur b droite et si, pour toute donnée de

descente (N,u) , la suite

d
B 1

O ey B®kefd,§ s> B Q) N > B2®N

est exacte, alors : P est une équivalence,

Soit M le noyaude d, = f@N-u , et i:M~-'N 1'injection canonique.
Appelons - i%:BQ M- N 1'application déduite de i , Un calcul simple ubilisant

la B-linéarité de u monire que :
uOi*=B®‘in

L'hypothése et la proposition 2 montrent que i¥% est un isomorphisme entre deux

noyaux de B d1 . Il reste & montrer que i¥% définit un isomorphisme de données

de descentes de F(M) dans (N,u), i.e. que le disgramme suivant commute

BQN _Eiéiﬁigémﬁnm} BRQBQM
% lB@i*
J— s BN .

ma uoi*(b®mn) = u(bi(m)) = blu o 1){m)
(3@i*) o 3@ m)(ben) =b@i(m)=b{(f@N) o 1)) .
Il y a bien égalité, car, par définition de 1 , on a d1 od=0.
PROPOSITION 4, Pour que f soit fidélement plat, il faut et il suffit

qu'il soit pur et plat, Si ces conditions sont remplies F est une

téquivalenee.

I1 est bien connu que si F est fidelement plat i1 est pur, Le théoréme 2
nontre réciproquement que si f est pur et plat, l'extension des scalaires est un
foncteur fiddéle, et donc f est fiddlement plat.

La dernidre assertion est une conséquence immédiate de la proposition 3,
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THECREME 3, Supposons que f soit pur et vérifie la condition suivante :

Pour toute suite exacte O > E J > F k > G —>  de A-modules

telle que B® k admette une section, l'homomorphisme B j est

injectif, Alors F est une équivalence,

Considérons une donnée de descente (¥,u). On peut appliquer lé condition

dﬁ.théoréme a
O > T d1 ey B QN o> Coker d? e IRV

car CokgrQBéadw) =B® Coker(d1) et car §*(W,u) est homotopiquement trivisl,
On en déduit que :
B Imd, = Im(B®d1) .
(n peut donc appliquer 1'hypothése du théoréme & :
0 ——> ker d, —> N —> Ind, —> 0
pour en déduire que la suite
om»B®kwd1m»B®N——>m@@dp—~>o

est exacte, ce qui permet dfappliquer la proposition 3,

‘THEOREME 4, F est une éguivalence dans chacun des cas suivants

1) £ est bi=pur (voir ci-dessous),

2) f est pur & droite, A est commutatif et f(A) est contenu

dans le centre de B .,

3) f est fidelement plat & droite.,

Nous avons déja démontré le %), Nous verrons au paragraphe suivant que
2) est un cas particulier de 1), et gue l'hypothese du théoreme 3 est vérifide

si £ est bi-pur,

Remarque : Dans [4 ] » Olivier semble démontrer que F est une équivalence

si A est commutatif et f pur A droite., Mais sa démonstration est erronéde,
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5. BI-PURETE. DEMONSTRATION DU THEOREME 4.

Soit C wun sous-anneau du centre de A contenu dans 1l'image réciprogque
par f3A - B du centre de B , (n peut considérer f comme un homomorphisme de

A R

y A-modules & droite, la multiplication d'un élément =x de A (resp, B) par

un élément a @ a' de Ao«gb A étant définie par x(a @ a') = axa' ,

PROPOSITION 5 et DEFINITION : Les conditions suiventes sont équivalentes :

i) f est A° @, A-pur ;
ii) f est A°®Z A-pur

Si_ces conditions sont remplies, nous dirons que f est bi~pur,

Si £ est bi-pur, il est pur & droite et pur & gauche,

Cela résulte immédietement du lemme suivaent appliqué aux homomorphismes

S 0 0 o o - o ‘
A > A <2% A, A > A @& A et A &% A > A (8? A,

LEMME 2. ¢ Soit wiE - F un homomorphisme de S-modules et G:R — S

un homomorphisme d‘fannesux,

i) 8i u est S-pur, il est R-pur (par restriction des scalaires) ;

ii) 8i & est un épimorphisme, et si u est R-pur, il est S-pur.

Si X est un S-module & gauche et Y wun R-module & droite, 1l'isomorphisme
Y’&ﬁ‘X & (Y’@%.s)<g% X montre i), Si X est un S-module & gauche et Y un
S-module & droite, on déduit i) de l'isomorphisme :
Y'&% X = Y'@% S<§g X = Y'@% S(Sh S(Q%IX‘n Y'&% X .

COROLLAIRE : Si A est commutatif et si f(A) est contenu dans le centre

de B , la bi-pureté de f coincide avec la pureté de f ,

Il suffit de remarquer que si C =4 , on a A° &% A=A,

PROPOSITION 6, Soient ©:3C-R et 6%':C - S deux homomorphismes d'anneaux

tels que C soit commutatif et que 6(C) et 67(C) soient contenus dans les

centres de R et de 8, Soient wu:M— N un homomorphisme pur de R @% o=

modules & droite et p:X - Y un homomorphisme surjectif de S-modules &

sauche, Si_lker(N(gs p) - ng% X est R-pur & gauche, il en est de méme de

ker (M ® p) > M ®y X .
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Il est connu et facile que le foncteur T = Homz(w@/z) est exact et

fiddle de Mod(R) dans Mod(R°) et, pour qu'une injection R-lindaire v soit
pure, il faut et il suffit que T(v) admette une section R°~iinéaire° Soit donc
u' une section R @, 8° = (Ro @%_S}O-linéaire de T(u) . on peut écrire le
disgramme commutatif de R-modules & gauche suivant :

‘ HomS(Y,u?)
o(m g Y) = HomS(YgT(M)) : > (N Qs Y) = Homs(nT(N))

\LT(M Qg ») iT(N Qg »)

HomS(X,u“)

T(u Qg X) = ‘HamS(XQT(‘M)‘) > PN 9 X) = Homs(xm(aw))

Les hypothéses nous disent que Toutes les fldches sont injectives, et que la
deuxidme colonne et la premiére ligne admettent des rétractions R-lindaires, Il

en esh done de mBue de T(M{Q% p); ce qul démontre la proposition,

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 4 : L'assertion 2 se déduit
de l'assertion 1 gréce au probléme de la yproposition 5, L'lassertion 1 s'obtient
ainsi ¢ Si, avec les notations du théoréme 3, B® k admet une section, 1'homo=
morphisme ker(B®R k) - B@ F est A-pur, En appliquant la proposition 6 avec
R=8S=M=4, N=B,u=f,X=F Y=G, p=k , onvolit que J est pur,

et donc que BQ® j est injectif,

6, EXEVHLES.

Le bubt ds ce paragraphe est de montrer que les différentes notions que nous
avons introduites pour les morphismes dlanneaux sont bien distinctes, et en parti-
culier de construire

1) Un morphisme d'anneaux fiddlement plat & gauche et & droite, scindé en
ktant que morphisme de modules & gauche (resp° é,droite)a Cet exemple montrera

1llexigtence de morphismes de descentes gqui ne sont pas bipurs.

2) Un morphisme scindé en tant que modules & gauche et en tant que modules
& droite, mais ni bipur, ni plat & gauche, ni plat & droite,
%) Des exemples montrant que les propriétés "a gauche" considérées, sont

compldtement indépendantes des propriétés "i droite",

Pour construire ces exemples, nous partons de deux anneaux R et S ; & tout

R-S-bimodule (R @ So-module & gauche) E, nous associons 1'anneau



T = (% g) des matrices (Z :) telles que r ¢ R, s ¢ 3 et e ¢ E , muni de la

multiplication habituelle des matrices, 31 f est une application R-S=lindaire

de E dans F , on en déduit clairement une application f de E dans F qui

e¢st un homomorphisme d!anneau.

LEMME 3, T dinjectif (resp, surjectif) équivaut i f injectif (resp.
surjectif ),

(5° 2%
~ '0 Re°
A et par Eo le So=Ro=bimodule déduit de E,

, en désignant par A° 1'anneau opposé & l'anneau

LEMVE 4, E°

C'est clair ; le lemme 4 va nous permettre de ne pas considérer les pro-

s

priétés "& droite" qui se déduisent immédiabement des propriétés "& gauche",

PROPOSITION 7, T fiddlement plat & gauche équivaut & f injectif et

coker f plat sur R .

Soit f:E—- F et G = coker £ , Il faut montrer que la platitude de ¢

sur R équivaut & la platitude & gauche de coker f = (8 %) sur E .

(8 %) est annulé & gauche par (8 g) . Clest donc un R = E/(g g)—module

(°%

a gauche, ce qui permet dfidentifier G et 00

., 8i G est E plat, il est

dussi Re=plat, car ce qui précecde montre que X @%,G =X® G pour tout

R=module & droite X (qui est un BE-module par restrictionEdes scalaires),
Réciproquement , pour tout E-module & droite Y , on a TRG6 = Y’QLR‘&hG o

Pour montrer que G est E_plat quand G est R=-plat, il suffitEde montger que

R est E-projectif & gauche ; ceci est immédiat car E = (% g)<@ (8 2) en tant

que F-modules & gauche,
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LEMME 5, Soient X et Y des E-E-bimodules. Posons e, = (; g) et

e, = (g ?) (e1 et e_ appartiemnent & E).

2
1) X est scmme directe des 4 sous~groupes: Xij = eiXej , ce qui
permet de considérer les éléments de X comme des matrices 2 x 2 .
2) X .=X, .@X, . \resp. ¢ X = X, X, est un sous-module
) €J 19;‘@ 293( ? o d ZHGD JZ>

% gauche (resp, & droite) de X .

3) Une application lindaire & gauche (resp, & droite) de X dans ¥

envoie er dans eJY (resp. Xej dans Yej) .

4) Une application lindaire & gauche et & droite de X dans Y

envoie X,, dans Y., .
i3 i3

o

Toutes les assertions sont triviales,

LEMME 6, Avec les notations du lemme précédent, soit f wune application
de X dans Y 1lindaire & gauche et & droifte, 81 £ admet wne rétraction

~

(resp. une section) 1linéaire & gauche (resp. & droite), on peut choisir

cette rétraction (resp., cette section) g de manidre que g(Yij) C:Xij .

Soit g' wune section (resp. rétraction) lindaire & gauche quelcongue, (n

peut écrire g' = g +g

11780185 oy ¢ B1 désignant par 85 5 1'application composée

de la projection de Y sur Yej , d'une application linéaire & gauche de ‘Yej

1T+g22 . Bn raison

du choix de g et de l'assertion 3 du lemme précédent, on a g(Yij) c::Xij . Ba

dans ZXe, , et de l'injection de Xei dans X , Posons g =g

raison de l'assertion 4 du méme lemme, si g' est une rétraction (respo une

section) de f , il en est de méme de g .

PROPOSITION 8, Soit f:HE - F un morphisme injectif le R-—3~bimcdules

1) Pour que T admette une rétraction B-linéaire i gauche (resp, &
droite, & gauche et & droite), il faut et il suffit que f admette une
rétraction R-linéaire (resp. S~linéaire, R @ S°-lindaire),

2) Pour que f soit pur & gauche (resp, & droite, bipur), il faut

et il suffit que f soit R-pur (resp., S-pur, R @ SO-pur).
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1) 1L faut d'abord remarquer que si g:F - E est une rétraction de
fsBE—- F , 1l'application g:F - E est une rétraction de T lindaire si et

seulement si g 1'est aussi ; en effef :

r ey=mr' x y (7' rg(x)+es’
<o s)g<o s'> - (o ss'! )

S O %)) - gxt mele)sty _ @xt glrxresty

et

Réciproguement, si g' est une rétraction de T , en raison du lemme 5, 4) ou
(O F OF . L=

du lemme 6, on peubt supposer que g (O O)<: (O O) , et donc que g' =g , pour un

certain g .

2) Posons X* = Hom(X9Q/Z) pour tout X . o a vu qu'un morphisme f est

pur si et seulement si f£* admet une section, La deuxidéme assertion se démontre en
décomposant E* et F* comme dans le lemme 5, et en effectuant un calcul analogue

a celul de la premiére assertion,
Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer nos exemples,

EXEMPLE 1. Un morphisme d'anneaux fidélement plat & gauche et & droite,
scindé en tant que morphisme de modules & gauche (resp., & droite), mais

non bipur,

Soit C wun corps commutatif, posons R.= C[X] , S = C[Y] , T-='R.&%S° = C[X,Y].

Prenons pour F le T-module T/(XZwXYg.YziXY) » et pour E le sous-T-module de F

engendré par l'image de X+Y , Il est clair que F=E@®R "en tant que R-modules

]

4 gauche eb que FP=E@ S en tant que S-modules & droite. Dfautre part, si i
désigne l'injection canonique de E dans F , l'application (R/XR) @%’i<2%(S/YS)
est nulle, sans &tre injective puisque (R/XR) = Exg%(s/ys) = 7/(X,Y) est non
nul, Ceci montre que i n'est pas T=pur,

Posons A=TE , B=7F , f =1 3 1'étude qui précéde montre que f admet

une rétraction A-linéaire & gauche et une rétraction A-linéaire a droite, que

B est fiddlement plat & gauche et & droite, mais que f n'est pas bipur,



Te13a

REMARQUE : On volt aisément que 1 = A/(g 2)(2 f® A/(i g) . Posons
[»]

0

n= (/) @, WD) b 1= 4/ O

))(98 (S/YS) . Ce qui préceéde montre que

£

sst pur a droite et & gauche, mais que NI&%‘f @ﬁ N n'est pas une injection,
contrairement & ce que l'on aurait pu attendre.

EXEMPLE 2. Un morphisme d'anneau scindé (et donc pur) & gauche et &

droite, mais ni bipur ni fidelement & gauche ou & droite.

I1 suffit, dans l'exemple précédent de remplacer F par T/(Xz,XY,Yz)
et de prendre pour E le sous-module engendré par l'imege de X+Y . Comme
F/E % ¢, ce module n'est ni R-plat, ni S-plat. On obtient 1'exemple cherché

en procédant comme dans 1l'exemple precédent.

REMARQUE : Nous ignorons si le morphisme obtenu est un morphisme de

descente (cf, ci-dessous),

Pour monitrer que les notions "& gauche" et "a droite" considérées sont

indépendantes, il suffit de remplacer R ou S par T dans les exemples précédents,

7. DICTIONNAIRE,

Comme nous avons fixé le morphisme f wune fois pour toute, nous n'avons
pas eu besoin de la Terminologie habituelle que nous rappelons ici.

a) Si F est fiddle, on dit que f descend 1'égalité des fldches, ou
que f est un morphisme de (O-descente,

b) 8i F est pleinement fiddle, on dit que f descend les fleches, ou
gque T est un morphisme de 1-descente.

¢c) 831 F est génériquement surjectif, on dit que f descend les objets.

d) si F est une équivalence, on dit que f est un mbrphisme de descente
ou un morphisme de 2-descente, ou encore un morphisme de descente effective univer-
selle, si, en algebre commutative, on veut exprimer que f reste un morphisme de

descente par toufte extension des scalaires,
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PROPOSITION 2.3. : K <(X)> est factoriel rigide,

Preuve ¢ FElle découle immédiatement du fait que K <(X)> est {-inerte dans

KXyy , qui est factoriel rigide,

On en déduit que K <(X)> est un 2-fir, mais 1'on peut montrer davantege,

PROPQSITION 2042(1> ; K <(X)> est un semi-fir,

Preuve ¢ Scit une relation de la forme @

r r?+eéo+;{h IL? = O
R nn

ol r§gri90099r£ € k(X)> . soit fo un mot de longueur minimale tel qu'il axiste
i

un indice 1 € {1,...,n} vérifiant (ri,fo) # 0 . Appliguons Tp aux deux membres

0
W

de la relation ; de méme que dans la preuve du lemme 2.1,, on en déduit

wt

£ o= r "
# Y

ou % ¢ K¢(X)> . La relation peut donc &tre trivialisée au sens de C@hﬁ.([1]9 Chayp,

15, § 1), ce qui prouve 1l'assertion,

IITI. COMMUTANT,

Les commubants, ou centralisateurs, clest=a-dire les ensembles d'éléments qui

commubtent avec un élément donné, ont é%té &tudids, pour KX>> , par (ohn {[2}9
p. 244) et, powr K(X> par Bergman [1] (voir aussi Cohn ([2], p. 246)) : le commu-
tant d'un élément de K(KX>> (resp, KKX») est isomorphe & un anneau de séries

N

/ “ N ' . v .. .
formelles {resp, polvndmes formels) en une indéterminée, & coefficients dans K ,

On obtient un résultat analogue pour K<(X)> dans le cas particulier des
séries d'images commutatives non scalaires, cl'est-a-dire telle gque, si g désigne
1tépimorphisme canonique de K<X>» sur. K[[X]] , les images par ¢ ne scient pas

N\

rédnites & des éléments de X .

L'avuteur ne sait pas résoudre le probléme dans le cas général,

PROPOSITION 3.,1. ¢ Le commutant d'une série de K{(X)) d'image commutative

=

nen scalaire est isomorphe & un anneau de séries formelles rationnelles en une indé-

erminde & ccefficients dans K .

ot

{1) Communication personnelle de P,M, .COHN,
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