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Cours de Mr. Cartan - 1 -

Sujet du cours : homotopie, groupe fondamental, revêtemen-ts. Homologie singulière 

et applications. 

Bibliographie: 

- Marvin K. GREENDERG, Lectures on Algebraic Topology (W.A. Benjamin 1967), 

- Edwin H. SPANIER, Algebraiè Topology (Mc Graw;,.,Hill 1966) : ce livre est un 

ouvrage de référence; il est trop complet pour qu I il soit question d 1'aborder tous 

les sujets traités dans cet ouvrage. 

·- Henri CARTAN : une partie d.u cours polycopié de la Fa.c. des Sciences de Paris 

{C 3 , 1967-68) : Chap.IV, fascicules 12 , 15 , 16 , 17 .~ 18 , 19 , 20 • En 

outre, chap. II (généralités sur les foncteurs). 

Introduction 

1 - Exemples· d' espB,ces to1:;ilogigues. 

n 
boule•-unité (fermée) de lR , est formée des 

_que !l_,,n2 ---· Ll}., (x.)2.:-:1. sn-1 ' , "-li '::::: : sphere-unite 
i:::::1 . i . 

points x = (x
1 

, ••• _, x
11

) tels 

de (Rn , est définie par Il x U = 1 • 

Noter 
n 

de S 

que s0 = { - f J + 1} est· forrr;ée de 2 points. E
11

. est l 1_h_é_m_i_s_.p_h_è_,1_:e_·_s_u_p.._e_'r_i_eu_r 
l · + n+1 

; c'est l 1 ense.mble.des x: (x
0 

~ x
1 

,•··~ x
11

) € û1 · tels que 

Uxll =1, 

,,n c 1 , ' n E eS-tJ 1omeomorn.he a B + ' .t' 
(définir u..r1 tel homéomorphisme). Soit P un point de Sn ; 

- n n 
définir Uff homéomorphisme de S - P surffi, (projec~ion stéréographique), et aussi 

sur la boule ouverte Bn -· s11
-

1 • 

1 ~. t a rc-.n+1 e 9uo·v1.en -. .e üi, -· 

(xo 

s I il existe À t !li te 1 

J)ar la relation d'équivalence 

équivalent à (y O ~-y
1 

, ••• , 

n) ; nn tel ,,\ est f O • 
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n n+1 
La topologie de P est la tvpoloJz:i e~uoticnt de celle de [R. .. 

n -1 ) ensemble UcP · est donc ouvert si et seulcmcmt si ,, ( U est 

~. [or· 1m sous--
., n+1 

un ouv2rt de iR -

(0 ( pn7 A . , d 
1 

-,,.,, _J • u poun, e vue en--[on note n l'application canonique 

sembliste, Pn s'identifie à 1 1 ensernble des 
t · . n+1 
droites de m passant par l'origine; 

on vient de définir une topolog.ic sur 1 1 ensemble de ces droites. L'application n 

est ouverte ( 1 1 imago d'un ou,re:rt est un ouvert) , parce que .n1 
( ,c(V)) est ou-

n+1 r l vert dans IR - lOJ chaque fois que V est un ouvert; en effet, c'est le "sa-

turé'' de V pour la relation d I équivalence, donc c I est la réunion des transformés 

). V de V par toutes les homothéties de rapport ,,\ :/.: 0 ; chaque À Y étant ouvert, 

leur réunion est bien ouverte.. 

n 
La, topologie de P (m,) est sé✓-ear0e (exercice). [A ce sujet, voir le cours 

C J de 1967-68 1 chap. III] 

n n+ 1 
} La relatiori d 1 6quivalence pr6c6dente induit sur la sph~re S c.R ' - to 

1 ·1 ,. d 1 ✓ • ' d -'] ] "] a, re .. a.t,lOll equ1.v~u.ence e 011 u es C .. asses :3011 G .. QS couples de points diam6tra-

lement oppos6s; on en d6duit une application continue bijective 

ce qui montre que 

est compacte); il 

n/ .,n r,.,) 
~? = s t' -··-·~➔• l \li"c ' 

1 1 espace quotient Sn/f est s6par6, do.ne 

sr ensuit ouc~ 1..0 est un hor1,'!omorphisme, Ainsi 
~ \ 

p 
est _comp::,ctL. et_ peut É;tr0 _ ickntifj_6 __ au q_uçd:-ient s. / e 

( 
Il 

1misque S 

. ,·1 t·r··, t· , 1 .s2n .. 1-1 eompact, et s H en-·L lE; a, un quv ·1cnt, o.e . par une relation d'é~1ivalenc0 

qu'on précisera. 

L 1 incllwion qui eavoie 

, ••• , x ) , induit une inclusion 
n 

J?a.r J?a,ss3.,gc a,ü.x qu.oticn-L~-::, lrtlc ir1c11.1sio1.1 

[montrer que c'est un 

( 1) 
·q 

~:, !H.·-

sous-espace ferm6 n( ) :J ('.:l ~ c, ,. p JL ' 
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par passage au quotient à partir de l'application continue 

; pour montrer que (1) est 

un homéomorphisme, définir une application continue en sens inverse, par la 

formule 

2 - Quelques problèmes d'homéomorphismes. 

- 3 -· 

·n m 
a) Les boules B et B sont-elles homéomor~hes lorsque m In? La réponse 

est !lQE_, mais la preuve ne peut être donnée ici; elle nécessite la théorie 

de l'homologie. 

b) Soit f B
n __ t Bn , . n-1 

-P' un homeomorphisrne; est-il vrai que f applique S 

dans Sn-l ? La réponse est _out, mais cela ne peut être prouvé qu 1 avec la théorie 

de l'homologie [ exerci:::e . le démontrer pour n = 1 Cela signifie : dans un . 
homéomorphisme f du segment [ -· 1 

' + 1 J sur lui-même on a f(-1) ··- -· 1 et 

f( +1) :::: + 1 ' 
ou bien f(-1) - +1 et f ( +1) -- - 1 On utilisera le fait que si on 

en:lêv0 un point intérieur au segment, ce qui ieste n ! est 12as connexe] . 

c) La boule Bn et, ·la sphère S
11 

ne sont .:eas. homéomorphes. On le montrera au 

moyen de la théorie de l 1 homologie. 

) , n , ', J J a. Montrer qu,,~ la boule f'ermee B n ! est .l?i'-:.?-homeomorpüe a la bou .e ouver ce 
n n-1 

B - S (1 1 une est compacte, l I autre ne 1 1 est JXts), 

Définition : ~:il._~}2-Pelle variété toi22]~2g_is}~~--2._q_ dimension _!} un espace topo

logique X qui possèèd(, la propriété sui vante : tout point x ( X :possède un voi-

. i r ·11· • t h . , l ' r· n ( . . . ,. " sinage ouver:, v qu:i. es· omcomorp1c a tr?, ou, c.e qu1. revie1n:, au mernc, È{ une 

boule ouverte de dimension n). Le plus souvent, on suppose en ontro que la to:polo-

gie de X est séparée, mais ce n'est pas toujours indispensable. [ Exercice mon-

-trcr que, de toute façon, 1Hs points d'une variété smit des 011.sernble.s fermés j, 

},n (<,) \ ./. a .• . , , . a • , nsJ son., .es va.r10tos de aimen~n.on n ( le démontrer). 
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:Problème ( ~1 : est-il possible que deux ,-ar:i.étés de dimensions m et n dis-

tinctes soient homéomorphes? J,a réponse est non; mais la preuve n6cessitera la 

théorie de l'homologie. 

sont pas homéomorphes_: en Topologie brique, on atüu::l1e ?-L chaque espace 

certains Stres al briqu0s (groupes, nlg~bres, etc ... ) de telle façon que les 

êtres aJ.gé briques attachés à deux· espaces homéornor:phes soj_ent isomorphes ( algé

briquement). C'est ainsi qu'on définira, pour chaque espace X, et chaque entier n 

un groupe abélien H (X) 1 appelé .. n groupe d 1homologie de X en dimension n , 

Si on a deux espaces X et Y dont . i: , , ./ . on sai ~ ue&erminer effectivement les groupes 

d'homologie Il (X) ut H (Y) (pour un certain entier n), et si, pour cet n, les 
n · n 

groupes H (X) et H ( Y ) ne sont J)as isomorphes, on pourra conclure que les espaces 
n r: --

X et Y. ne sont bornéomorphc 1 s. Exernule 
--~·- L ••. , .•. •---

pou.r r1 :;► 1 on a 

H (B
11

) - H ( S~) '1l 
n n 

n ~ Sn donc B n'est pn,s isomorphe a., de nombre\~ exemples de cette méthode, 

pl11s C)'U rnoin.s raffir1é0., 

3 - Autres exenyles __ <le vanfté.':'_. 

1 
Le prod 1Jit 1R X S (cylindre· s, base ci:r·(,rt1aire) rwui:, ètre considéré commG 

q11otieD.t de rt?, X I ( olt I dôs les [o 1] de fil) par la relation d'équi-

valenGe : 

( y , 0 ) é q u :i. va 1 Em t ù, ( y , 1 ) , q u e I que s o i t y C !R • 

[Exercice : 

1-' espace quot:1.ent s I appe l1e 

los doux hords nprt 

variété de dimension 2 

1) , qncl quu soit y E W.; 

la bande de MJbius. OJJ peut se J a. représenter en 

" V 

0 

1c 
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lie~ s1x s1 
, produit de deux cercles, peut être considéré comme un 

I x,I: on identifie les points des deux côtés verticaux qui 

sont sur.une même horizontale, et les points des deux côtés 

horizontaux qui sont sur une·rnême verticale. Les 4 somm~ts 

sont identifiés en un seul point. Pour réaliser le tore 

avec un carré de papier (ou plutôt de caoutchouc !), on peut recoller d'abord 

les 2·côtés verticaux, ce qui donne un cylindre (tronqué à deux bases circulaires), 

puis on rècolle les deux bases. On peut aussi considérer le tore s1 X s1 

comme quotient du plan !R
2 

par la relation d'équivalence qui identifie deux 

points (x, y) et(x' , y') six - x' et y - y' sont entiers; autrement dit, c 1 eit 
2· 2 

le quotient de lR par la relation d 1 équivalence définie par le sous-groupe Z · 

opérant par translations. 

Chapitre I 

Homotopie, groupe fondamental 

§_1_-_Homotopie. 

Pour le détail, nous renvoyons au cours Car·tan de C 3 ( 1967 / 68), chap IV, pp. 22-33. 

On notera Ile. segmerit [b, 1]. 

1.1. Homotopie de deux aEplications continues. 

Définition. Etant donnés deux espaces topologiques X et Y , et deux apJ)li~ 

cations continues f
0 

: X ---> Y et f 
1 

: X ~ Y , on dit que r
0 

est homo~ à f
1 

s I il existe une 11homotopie F de f
0 

à. f
1 

11
, c'est-à-dire une application continue 

F~X>(I-~➔ I 

telle que I<'(x , 0) =_ f
0

(x) et F(x 7 1) = f
1 

(x) pour tout x ( X • 

On montre (cf, loc. eit,.) que ceei est une relation d 1 é_9utyalonee entre 

fo et f 1 • En pa:rtie1Ü:Î.e:r (sy1Hétrie) on dira que llfo et f1 sont n110rnotop()SH 
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( chacune d I elles est homotope à 1 1 autre). Notons 'f, (X , Y) 1 1 ensemble de toutes 

les applications continues de X dans Y; et soit H la relation d'équivalence 

d'4omotopie. L'ensemble quotient 'e(X, Y)/ H se note souvent [X, Y] ; ses 

éléments sont les classes d'équivalence suivant la relation d'h~motopie. 

On montre (loc. cit., prop. 2.1.2) que si on a trois espaces topologiques 

X , Y, Z , la composition des applications continues 

~ ( Y, Z) X <e (X , Y) ~(X , Z) 

(qui au couple. (g,f) assode g o f) passe. au guotiènt, et définit une composition 

des classes d'applications 

[ Y , zl x [x , Y] -+ [x , z] . 
Si 'f t [X , Y] \fi€ [ Y, z] , on notera \f'O\f' ( [X :i z] la composée des 

classes cpet'f, On a la relation d'associativité 

,\o {'fo '-f) = (.Àô'f) olf, 

pour tp € [ X , • Y ] , \fJ € [ Y , Z] , À E [ Z 9 T] o 

Parlons un peu le langage des catégories. On a la catégorie (Top) des 

espaces topologuiue J g ses "obj ets 11 sont les .espaces topologiques; ses "mor

phismes" sont les applications continues (de façon précise, l'ensemble des 

morphismes de X vers Y est, par définition, l'ensemble ~(X, Y) des applications 

continues X ~ Y ) ; ·enfin, .la composition des morphismes est, par définition, 

1~ composition <j.es applications continueso Nous venons de définir une nouvelle 

catégorie (Tophom) : ses objets sont encore les espaces topologiques; mais l'en

semble des morphismes de X vers Y est cette fois [X, Y] , ensemble quotient de 

'($(X, Y) .·on a dit comment ces morphismes doivent être-composés. 

L2. ~guivalence d'homotopie; type d'homotopie. 

Rappelons quey dans une catégorie, un morphisme f ~X--) Y prend le 

nom d'isomorphism~ s'il existe un morphisme g ~Y~ X tel que_ 

f o g = idy 
-1 Un tel g est unique;· c I est aussi ün morphisme, qu I c_m note f ( inverse de f) • 

g O f = 

Le composé de deux isomorphismes est un isomorphisme. 

OQ•/•$0 
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Dans la catégorie (Top) , les isomorphismes s'appellent homéomorphismes. 

On va voir ce que sont les isomorphismes•dans la catégorie (Tophom)o 

Soit f X~ î une application continue; pour que la classe 

d'homotopie~ de f soit un isomorphisme dans (Tophom), il faut et il suffit 

qu 1 il existe une application continue g: Y->? X telle g_ue 

{

go f: X--? X soit homotope à l'application identique idX, 

f o g ~Y~ Y soit homotope à l'application identique idi. 

On dit alors que f est une,éguivalence d'homoto1Jie. 

La composée de deux équivalences d'homotopie est une équivalence d'homotopie. 

Définition: on dit que deux espaces X et Y ont le même type d'homotopie 

s I ils sont isomorphes da.ns la catégorie (Tophom), c I est--à-dire s 9 il existe une 

équivalence d'homotopie f: X~ Y. 

Deux espaces homéomorphes ·ont évidemment le même type d I homotopie. La ré-
. 1 2 ~ } ciproque est fausse : par exemple, on verra que le cercle S et l'espace R - ~ 

(plan privé de l'origine) ont même type d'homotopie; or ils ne sont pas homéomor

phes (en effet, si on enlève 2 points à s1 
1 ce qui rest{:,n 1 est pas connexe; si on 

ellle've 2 po1·11ts ~a m 2 - {ü.J · t t ) . m -· , ce qui res ,e es connexe . 

1 .3. Espaces contractiles. 

Définition : un espace X est dit con trac tiJe s I i.l a même type d I homotopie qu'un 

espace P réduit à un poin,i_. 

Proposition 1 .J.1. Pour un espace topologique·x, les quatre conditions suivantes 

sont équivalentes : 

(i) X est contractile; 

(ii) pour to~t espace Y, [Y X] a exactement m1 élément; 

(iii) X n'est pas vide, et [X, X] a un seul élément; 

( i v) X n'est pas ,ride, et l' iclenti té idX est homotope à une application constante. 

Démonstration: on prouvera los implications (:i) """~(ii) ,=-?(iii) :::--::::;,.(iv) -::}{i), 
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Exemples d'espaces contractiles: dans un espace vectoriel normé E 

sur IR, tout sous-ensemble X étoilé (par rapport à l'un de ses points a) 

est, comme espace topologique, contractile : car la fonction continue 

F: X XI--+ X définie par 

F(x, t) =a+ t (x - a) 

définit une homotopie de l'application identique i~ à l'application cons

tante de valeur a. [Rappelons qu'un sous-ensemble X est dit étoilé par 

rapport à a'si, pour tout x EX, les points du segrnent_joignant a à x 

appartiennent à X] . En particulier, tout·sous-ensemble convexe non vide 

de E est contractile, car il est étoilé par rapport à n'importe lequel de ses 
. ·n 

points. Par exemple, dans [R , 
n 

la boule fermée B est contractile; de même, 
n n-1 

la boule ouverte B - S est contractile. 

Cfine d'un espace X g soit X un espace topologique; dans X XI , intro

duisons la relation d'équivalence R que voici g tous les points de X x lOJ 
sont équivalents, les autres classes d 1 équivalence n'ayant qu'un seul point. 

On note 

C(X) = (X x I)/R 

l'espace quotient (muni, bien entendu, de la topologie quotient); on l'appelle 

le cône de X. Le point SE C(X) , classe d'équivalence de X X (O} , s'ap

pelle le sommet du cône. L'application continue 

. b g X --,. C(X) 1 

composée de l'application x ~ (x, 1) de X dans X X. I et de l'application 

canonique p de X XI sur ~on quotient C(X) 1 est un homéomorphisme de X sur 

son i~age (exercfce ~ le démontrer). Au moyen de b , on peut identifier X 

à son imi;tge ·appelée la base du cône. 

X XI 

·Propositions1.3.2. Le cône C(X) e$t con

tractile. 

Démonstration g on va définir une homotopie de 

l'application identique à l'application cons

tante (qui envoie ·c(X) sur son sommet S). 

Pour chaque Àt I , appelons homothétie de rap

port ). , et notons h À , l'application continue 

C(X) ~;,-- C(X) quj_. se déduit, par passage aux 
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~ : X x I ~ X x I définie par 

kÀ (x , t) = (x , ). t) • 

L'application passe bien au quotient, puisque kÀ transforme X X (OJ dans 

X x l O J ; l'application hÀ : C(X) -4 C(X) ainsi obtenue est bien cont.inue; 

en effet, la composée 
__ P_ C(X) 

est continue; par définition, elle est égale à la composée 

X x. I 
p 

-- .. c(x) 

h , 
À ) C{X) , 

qui e~t donc continue; et ceci prouve que hX est continue, d'après la défini:.. 

tion même de la.topologie ~uotient. 

Il est clair que l'homothétie h1 d.e rapport 1 est l'identité de C(X) ; 

l'homothétie h
0 

de rapport_ 0 est l'application constante qui envoie C(X) sur 

son sommet S • Il rest~ à montrer que l 'app'lication h : (y , À ) -+ h,\ (y) 

de C(X) XI dans C(X) est continue (par rapport à l'ensemble des.variables 

Y: E C(X) et À E I). Or elle est obtenue par passage aux · quotients à ·parijir de 

l'application 

(x , t , ,X ) --+ (x , ), t) 

de X'j. IX I dans XXI. Donc la composée 
p x. idI 

(X X I) X I --..+- C(X) X I _h_ C(X} 

est continue·. Il s I ensuivra bien què h est c::intinue si on sait que la 

topologie de C(X) x I est la topologie-quovient pour la relation d'équivalence 

défini,e par p x id.I sur (X x I) x I . Il · en est bien ainsi : c'est un exercice 

un peu délicat, qu'on laisse au lecteur (on utilisera la compacité de I). 

Exercice : défin~r un homéomorphisme de .C(Sn) (c8ne de. la sphère Sn) 

su/'i
1
+1 {boule fermée). Pour cela, utiliser 1 1 application continu: 

'Sn X I ~. Bn+l 

qui envoie le couple (x . ? t) au point tx (homothétique de x € Sn c 1Rn+1 

par ra:pport à l'origine, dans le rapport t). 



Cours de Mr. Cartan 

2o1oa - 1968/69 

Propositioh 1.3.3.,Pour qu'une application continue f: X ----3- Y soit 

homotope à une application constante, il faut et. il suffit qu'elle puisse 

être prolongée en une application continue g: C(X) ~ Y [on a identifié 

X à la base du côn~ C(X)] • 

C'est un exercice très facile, làissé au· lecteur. 

- 10 -
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Corollaire: pour qu'une application continue :f: Sn~ Y soit homotope à une 

application constante, il faut et il suffit qu'elle puisse se prolonger en une 
n+1 

application continue de la boule B dans Y. 

1 .4. Rétracte, rétracte par déformation. 

- 11 -

Voir le n ° 2 .4 ( Qh •. IV) du. cours 1967-68 pour C 3 . B:i.en noter que la sphère Sn 

n'est~ rétracte 

[si l'ensemble{O , 

tràction r: I ~ 

n+1 de la boule B on peut dès maintenant le prouver pour n = 0 

1}était rétracte du segment I = [ 0, 1] , au moyen d'une ré-

l t -1 ( -f 0 , 1 f , les ensembles r · 0) et r ( 1 ) seraient deux ouverts 

non vides et disjoints de I, ayant I pour réunion; or ceci est impossible puisque I 

est connexe]. Le cas général sera prouvé plus tard, au moyen de là théorie de l'ho

mologie. 

Une fois qu'_on sait que Sn n'est pas rétracte de Bn+1 , on conclut que l'appli-: 

cation identique Sn _ ___,.. Sn n'est pas homotope à une application constante (cf. corol

laire de la fin de 1.3); en particulier, Sn n'est~ contractile (prop. 1.3.l). 

En ce qui concerne la notion de rétracte par déformation, voir des variantes 

et des exercices dans le livre de 8panier (pages 27 à 33). 

1.5. Homotopie relative. 

Soit A un sous-espace de X. 

Définition on dit que deux applications continues r
0 

, r
1 

: X --,. Y , telles 

que r0 jA = f
1 
IA, sont homotopes relativement à A s 1 il existe une homotopie 

F : XxI - Y 

telle que 

(1.5.1) F(x , t)::::: f
0

(x)>= r
1

(x) pour tout x E. A et tout t E. I • Cette condition· 

est donc à rajouter aux autrês conditions pour une homotopie, à savoir: 

(1.5.2) F continue~ F(x, 0) = r
0

(x) , F(x, 1) = f
1

(x) pour x €X. 
\ 

La condition (1.5.1) exprime que le transformé ft(x) = F(x , t) de chaque point x. 

de A reste fixe au-cours de la.déformation. 

Proposition 1.5.1 - La,relation d'homotopie relativement à A est une relation 

d'équivalence dans-l'ensemble ~(X , Y) des applications. continues de.X"dans Y . 

Démonstration: Exercice ! 

Proposition L5.2 - Soient X , Y , Z trois espaces, et soient Ac.X et B c.Y 

soi.eut r0 et r
1 

deux. applications continues X ~ y. te11cs que f
0

jA r
1 
IA , 

f 0 (A) == f 
1 

(A)ç B ; soien:t, g
0 

et g
1 

deux applications continues ·y --+ Z telles que 

g0 1 B ::::. g
1 

l B • Si r
0 

et f 
1 

sont homotopes relativement à } , et si g
0 

et g
1 

sont 
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homotopes relativement à B, alors g
0 

o r
0 

et g
1 

o r
1 

sont homotopes relativement h A. 

{Démonstration: exercice). 

Déduire de là une loi de composition 

[X, Y, rel. A]x"[Y·, z, rel. B] ~ [x, z, rel. A], en notant [X, Y, rel. A] 

l'ensemble des classes d'équivalence d'applications continues X -a..;. Y pou.r la relation 

d'homotopie relativement à A; 
Exem;)le important 

chemins de Y 

c I est celui où X = I et A = { 0 , 1} • Considéror:.s donc deux 

r
0

: I---;, Y , f
1 

: I---+ Y 

ayant m&me origine r
0

(o) = r
1
(o) et m&me extrémité f

0
(1) = r

1
(1) . On dit qu'ils 

sont homotopes avec origine fixe et extrémité fixe si ce sont des applica.tions I ..;_. Y 

qui sont homotopes relativement au sous-espace { 0 , 1} de I . 

En particulier, si r
0

(o) = r
1
(o) = r

0
(1} = r

1
(1) , on a la notion de lacets 

· homotopes avec origine fixe. 

§ 2. - !;e groupoïde fondamental d'un espace top.alogique X • 

2.1 - Composition des chemins. 

Soient f: I---;. X et g I--,. X deux chemins de X; supposons que l'extrémité 

f(1) coïncide av1:c l'origine g(O} . On va définir un nouveau cheniin, appdé le 

composé de f et ~ (dans cet ordre) , et not~ provisoirement f J.. g ; c'est, par 

définition, le chemin h 

(2.L1) h(t) = 
( 

f ( 2t) 

g(2t 

I ~ X , avec 

si 

- 1) si 

Intuitivement, le chemin h est obtenu en parcourant d'abord le chemin f pendant la 
;. 

première moitié du temps {i.e. pour 0& té½) , puis en parcourant le chemin g pen-

dant la deuxième moitié du temps. Noter que h(½) = f(1) = g(O). 

Cette loi de composition n'est pas associative: si on a trois chemins f, g, h 

tels que f(1) == g(O) et g(1) = h(O) , les deux chemins (f l. g}'.J.. h et fJ..(gJ..h) som; 

bien ~éfinis, mais ils sont en général distincts : en effet, pour le premier on est au 
/<•"· 

point g(1) = h(O) ~ l'instant t = ½, tandis que pour le second on est au point 

f(1) g(O) h l 1 instant t = ½. 

Exercice : écrire les formules explicites. 

\ 

Proposi t:ion 2 .1 . 1_ -- Ln, loi de composition des chemins est compatible aYec la 

relation d'homotopie (il s'agit d'homotopie avAc origine fixe et extrémité fixe); 
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la loi de composition qu'elle induit dans les classes de chemins est associative. 

Démonstration: 1} soit F une homotopi~ du chemin r
0 

au chemin f
1 

, et soit G 

une homotopie du chemin g0 au chemin g1 _; définissons, pour O~t G 1 , 0 ./5 u 41 : 

C 
(2t , u) pour 0...;.t !ii:½ 

' (2.1.2) H(t, u) = 
{2t - 1 

' 
u) pour ½= t.., 1 . 

~ Il est clair que H est une ho'motopie du ·chemin ho = fo.L go au chemin f 
1 

.1. g
1 

(avec 

origine fixe et extrémité:fixe).. 

2) il reste à montrer que si on a trois chemins 

g:I~X, f r~x, 
tels que f(1) = g(0) et g(1) = h(0} les deux chemins (f..Lg) J.h et fJ. (g.l. h) sont 

homotopes. Or, notoll,s-les k0 .et k
1 

on vérifie que 

k
1 
~ k

0 
o oe.., 

où o< : I --+ I est l 1 application continue que voici : c'est l 'uniq 1.u~· application, li"'" 
3 3 ne,iire-affine dans chacun des intervalles [o , ½] , [½, 4] et [4 , 1] , telle qué 

o<(1} = 1 • 

ToUt sera donc démontré une fois que nous aurons prouvé: 

Lemme 2.1.2 - Si k·: I--; X est un chemin de X, tout chemin de la forme k oo<., 

.où e,( : I ~ I est une application continue telle que o<(O) := 0 , o((1) = 1 , 

est homotope à k relativement à tO, 1}<.:::-I. 

Démonstration du lemme: puisque le segment I est contractile, l'àpplication b{ est 

homotope à l'identité. Par exemple, on peut poser, pour 0é.t 61 

8 ( t , u) == u o<( t) + ( 1 - u) t 

ce qui donne (3{t , 0) = t .B(t , 1) = ~(t) Alors 

IxI--;,X 

est une homotopie du chemin k au chemin k o c,,(. • 

C.Q.F.D. 

Terminologie: on dit que le chemin k o..<, se déduit du chemin k par le changement 

de la loi du temps : 

Le lemme exprime qu'un tel changement de la loi du temps ne modifie pas la classe 

d'homotopie du chemin. [N.B : il n'est pas néce~saire que ~soit un homéomorphisme 

de I sur I; en revanche, il est n{cessaire que <><.(0) = 0 et c:>((1) = 1 • 
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Notation: soient \f et 'f sont deux classes de chemins de X (il s'agit de classes 

de chemins avec origine fixe et extrémité fixe)~ supposons que l'on ait ~(1) = \{'(O) 

(ceci a un sens, bien que Î et 'f soient des classes d'équivalence, puisque l'extr~.nité 

est la m@me pour tous les chemins de la classe f, et qu~ l'origine est la mSme pour 

tous les chemins de la classe '{J ) • Alors on notera 'f. o/ ( dans cet ordre) la composée 

des classc➔ s \(1 et '¼' , c'est-à-dire la classe du chemin f .L g , où f désigne un chemin 

de la classe tf, et g un chemin de la classe o/ . On a (cf. prop. 2.1.1): 

(2.1.3) ( 'f ~ i.r). l, =lf· ('\'· f,}, lorsqu'en outre fi est une classe telle 

que 't' ( 1 } = t.( 0) • On écrira alors simplement tp. \{"• L. 

Proposition 2.1.3 - Si~ est la classe d'un chemin constant (c'est-à-dire d'un 

chemine I ~ X tel que e(t) = a E: X pour tout t E: I) , on a 

(2.1.4) '1.f pour toute classe 'f telle que 1-f ( 1) = a 

ly pour toute classe y telle que '{J ( 0) - a 

Démonstration : soit f : I -,i. X un chemin dans la classe <f; on a donc f(1) = a • 

On .va montrer que le chemin f .Le est homotope au chemin f ; or on a 

f le = f o«:>(, où o( : I ~I est définie par 

[ pour Ü.'!'ftl:½ 
c,z(t) = 

pour j_.::..t""'-1 
2 - -

Il suffit alors d'appliquer le lemme 2.1.2. Ceci prouve la premi~re relation (2.1.4) , 

et la deuxième se prouve .d I une manière analogue .• 

2.2 - Le groupoîde fondamental de X. 

Soit à nouveau X un espace topologique. On va lui associer une catégorie, 

notée n
1

(X) • Par définition, les objets de cette catégorie sont les points de X 

(donc, ici, les objets de la catégorie forment un en~emble) • Si maintenant x et y . 

sont deux points de X, on définit l'ensemble:des morphismes de x vers y, noté 

n
1

(x; x, y) , comme suit 

Définition : un él(~ment de n
1 

(X ; x 1 y) est une classe de chemins d'origine x 

et d'extrémité y (il s'agit des classes de chemins de X pour 1~ relation d'homotopie 

avec origine fixe et extrémité fixe} • 

Pour achever de définir la catégorie u
1

(X) , on doit se donner une loi de compo

sition 

(2.2.1) Z") -+ 1t
1 

(X ; x , z) qui, à une classe f de 

chemins dt origine x et d'extrémité y , et à une classe 'f de chemins d'origine y et d'ex

trémité z , associe une classe de ,::hemins d. 1 origine x et 
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d'extrémité z. Par définition, on prendra la classe composée 'f·4'; ainsi, (2.2.1) 

est l'application 

N.B. - Si on utilisait la notation o pour la composition des morphismes d'une ca--
tégorie, on aurait donc 

't' o \.f' = <f · 'f (attention à 1 1 ordre ! ) 

Il reste à -;rérifier les axiomes d'une catégorie. Or l'associativité de la com

position résulte de la formule (2.1.3) (qui exprime la prop. 2.1.i) , et le fait 

que chaque ensemble n
1

(X; x, x) a un élément neutre 

b est la classe du chemin constant au point x. 

& résulte de la prop. 2.1 .3 
X 

X 

On a donc bi.en associé à l'espace X une catégorie n
1 

(X) . Au point cle vue notation, 

on écrira simplement n
1

(X 
' 

x) au lieu de TT1 (X ; X 
' 

x) ; c'est l'ensemble des classes 

de lacets (de X) d'origine. X., muni de sa loi de .. composition. int.erne. 

Théorème 2.,2,1. Dans la catégorie n
1 

(X) , tous J.es morphismes sont des isomorphis

~:, En particulier, pour tout point x , la loi de composition fait d~ n
1 

(X , x) 

un groupe, dont l'élément. neutre. e.st. la. classe du la.cet constant au poinil, x • 

Démonstration soit f: I ~Xun chemin d'origine x et d'extrémité y, et 

soit 'fE n
1

(x ; x , y) la classe de f • On veut montrer l'existence d'un inverse de <f, 
c I est-à-dire d'un élément 'f' E n

1 
(X ; y , x) tel que ~If= tx et 

Or soit g le chemin défini par 

(2.2.2) g(t) = f(1-t) 

(g est le chemin f parcouru en sens inverse) • On va montrer que la classe qJde g 

est inverse de 'f. Montrons par exemple que f~ g, qui est un lacet d'origine x, 

est homotope au lacet constant; il suffit d' exhibe;r une homotopie H : I '>< I --+- X , 

à savoir 

(2tu) pour 
H (t, u) = 

(2u - 2tu) pour 

Le fait que H est continue résulte du lemme du cours 1967-68 (page IV - 23) • 

Le chemin h défini par h (t) = H(t, u) a bien pour origine le point f(O) = x 
u u 

(indépendant de u) et pour extrémité le même point x.; le lacet h
0 

est le lacet cons~ 

tant au point x ; le lacet h
1 

n'est aid:,re que g L f , car 

f(2 - 2t) = g(2t - 1) • 

C.Q.F.D. 
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On voit, en particulier, que dans le groupe n
1
(x, x) ; l'inverse de la classe 

d'un lacet f est la classe du lace~ g définit par (2.2.2) 

Définition: le g~~upe n1(X, x} s'appelle le groupe fondamental de l'espace X 

au point x. La définition de ce groupe est due à Poincaré • 

. 
Remarque: l'ensemble n

1
(X; x, y) peut &tre vide six~ y. Pour qu'il soit 

non vide, il faut et il suffit que le point y appartienne à la même composante 

connexe-par-arcs que le point x • S' i1 en est ainsi, soit a<.. E: ,,
1 

(X ; x , y) ; 

! 1 applica tiog À t""-7'" C'(-
1 
.. )., o<. est un isomorphisme du groupe n

1 
(X , x) sur le 

groupe n
1

(X, 

P-E: n
1 

(X , x) 

y) . En effet: 1) c'est un homomorphisme de groupes, car pour).. et 

, on a 

2) c'est bijectif, car l'homomorphisme 

' À -1 A' --,, c<., 1. o< de n
1 

(X , y) dans n
1 

(X , x) 

est réciproque du précédent, puisque 

o<. - 1 .. ( oC À'. c,( 1 ) • o<_ = ).' , ë'(, ( o<..-1, \ . °'- ) , o<. - 1 = " • 

Conséquence : les groupes fondamentaux. rt
1 

(X , x) et Tt
1 

{X. , y) attachés à deux 

points x et y d'une même composante connexe-par-arcs de X sont isomorphes. 

Attention! L'isomorphisme n
1

(X, x) ~ n:
1

(X, y) dépend en général de la classe 

de chemins olt rc1(X; x, y) qui a servi à le définir. D'une façon précise, pour que 

deux. éJ.éments <>< et B de n
1 

(X ; x , y) définissent le même isomorphisme, il faut et il 

suffit que 
a-1 \ • ( ol.... 1,:, ) = A pour. tout 

Observons que n
1

(X, x) ; l'application 

dans lui-•mêrne est un automorphi Stfü➔ du groupe 11
1 

(X , x) ; c I est ce qu I on appelle 

l 1 autoworphismc~ iritériem~ défini par l'élément(· On voit que : 

Pronosition 2.2.2. - Supposons que le point y soit dans la composante connexe 

de x ; pour que l'isomorphisme 1r
1 

(X , x) ...:'?:..; n
1 

(X , y) défini par un élément 

o<:. E: n
1 

(X ; x , y) soit, indépendant du choix de °"-·, il faut et il suffit que tout 

automorphisme intérieur du groupe n
1

(X, x) soit l'identité, ce qui exprime que le 

groupe n:
1 

(X , x) est c ornmuta tif. 
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. -1 
[En effet, la condition est que l'on ait 0 .. ,\. 'I = '),. g_Ùels que soient À et o'" 

dans le groupe n
1 

(X , _x).J , 

Lorsqu'il en est ainsi, et que l'espace X est connexe par arcs, on peut identi

fier entre eux les groupes fondamentaux relatifs aux différents points de l'espace X 

d'une façon précise, si on note n
1

(X) le groupe fondamental d'un point particulier x 

alors, pour tout point :y E: X , on. a un isomo)'.'phisme bien déterminé de n
1 

(X , y) 

sur n
1 

(X) • 

Remarque: toutes les considérations précédentes sont valables pour n'importe 

quelle catégorie dans laquelle tous les morphismes sont des isomorphismes. Une telle 

catégorie s'appelle·souvent un groupoïde. 

Exercice: soit f: I~I---.+ X une application continue; posons, po~r u E I, 

f ( t) :::::: f (·t ' u) ' u 
et supposons que f soit un lacet quel que soit u 

u 
posons 

g(u) = f (0) = f (1) . 
u u 

Nous dirons alors que les lacets f
0 

et r
1 

sont librement homotopes. 

Si g(u) était im1épendant de u, les lacets r
0 

et :r
1 

seraient homotopes avec origine 

fixe (et extrémité fixe) • Dans le cas général, soit g(O) = x, g(1) =y, et 

soit ~ E n
1 

(X ; x , y) la classe du chemin g • Montrer que l I isomorphisme 

À t--+ or;-1 )i. o<. 

de n
1 

(X , x) sur n
1 

(X , 

lacet r
1 

•. [Indications 

définie par 

y) transforme la classe du lacet f
0 

dans la classe du 

F(t 

sur la démonstration.: l'application F 

{

g(3tu) 

, u) = f(3t-1 , u} 

g({3-3t)u) 

pour O ,s,. t 4' ! ~, 
1 2 pour - .:.t .:. -
3 - - 3 

pour t~t k1 

IxI --;.X 

définit une homotopie (avec origine x fixe) d'un lacet de la classe de r
0 

à un 

lacet de la classe o1..-.1 
À

1 
• o!..> \ désignant la classè de f 

1 
dans 11:1 (X , y)] • 

En particulier, lorsque X est connexe par arcs, et que le groupe fondamental 

de X est commutatif, une condition nécessaire et suffisante pour que deux lacets 

de X (n'ayant pas nécessairement la même origine) définissent le même élément 

de n
1

(X) , est qu'ils soient homotopes au sens de l'exercice précédent. 
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Proposition 2.3.1 - Pour un espace X, les conditions suivantes sont équiva-

lentes 

(i) n
1

(X; x, y) est un ensemble à un élément, quels que soient les points x et y 

de X 

(ii) X est connexe par arcs, et le groupe n
1

(X, x) est réduit à l'élément neutre 

quel que soit le point x (X; 

(iii) X est connexe par arcs, et il existe un x ( X tel que le groupe n
1

(X, x) 

soit réduit à l'élément neutre. 

Démonstration: il est évident que (i) )(ii) >(iii). Reste à montrer 

que (iii) entraîne (i) • Tout d'abord, (iii) entraîne (ii) , puisqu'on a vu -que si 

un espace X est connexe par arcs, les groupes fondamentaux n
1

(X, x) 

sont isomorphes quels que soient les points x et y. De plus, n
1

(X 

et n
1

(x, y) 

x, y) n'est 

jamais vide, puisque X est connexe par arcs si o( et (3 sont deux éléments de 
,.,-1 -1 

n
1 

(X ; x , y) , alors {!, • c:x..-( n
1 

(X , x) , donc 1.;,,o<. est l'élément neutre, et par 

18 -

suite~=~. Ainsi l'ensemble n
1

(X x, y) a exactement un élément, ce qui prouve (i) • 

C.Q.F.D. 

Définition: on dit qu'un espace X est simplement connexe lorsqu'il satisfait aux 

conditions (équivalentes) de la proposition 2.3.1. Un espace simplement connexe est donc 

un espace connexe par arcs tel que tout lacet d I origine x ( X soit h~motope ·(avec ori

gine fixe) ou lacet const~nt d'origine x. 

Proposition 2.3.2. - Pour qu'un espace X soit simplement connexe, il faut et il 
·1 1 

suffit que l'ensemble [s , X] des classes d'applications continues du cercle S dans 

Démonstration 

simplement connexe 

1) la condition est nécessaire. Supposons en effet que X soit 

alors X n'est pas vide, donc [s 1 
, X] n'est ;as vide (il con-

tient la classe d'une application constante, et d'ailleurs toutes les applications 
1 constantes S ~ X sont homotopes, puisque X est connexe par arcs) . Il reste à 

. 1 
montrer que toute application continue f: S - X est homotope à une application 

constante. Or f provient, par passage au quotient, d'une applic,dion continue 

g: I ~x 
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telle que g(O) = g(1) (on identifie s1 
au quotient de Iparla relation d'équivalence 

qui identifie O et 1) g est un lacet d'origine g(O) - g(1} ; puisque X est simple-

ment connexe, il existe·une homotopie 

G l:.<I-➔ X 

de ce lacet à un lacet constànt. Par passage au quotient, G induit une applicatior1 

continue 
1 

F:Sxl--,.X 

qui définit une homotopie de f à une application constante. 

2) la condition est suffisante. Si [s 1 
, X] a un seul élément, X est non 

vide et connexe par arcs (car six EX et y EX ne pouvaient pas être joints par un 

chemin les deux appiications constaùtes s 1
---,, X de valeur x et de valeur y ne se

raient pas homotopes) • Il reste à montrer que six EX, tout lacet g :. I ~ X tel 

que g(O) ~"' g(1) = x est homotope (avec origine fixe) à un lacet constant. Or définissons 

une application continue h du bord du carré I >< I dans X , comme suit ;• 

h(t , 0) = g(t) , h(t , 1) == x h(O , u) - x h(1 , u) = x . 
2 

Il existe évidemment un homéomorphisme u.) de IX I sur ia boule B , qui transforme 
1 le bord du carré' dans le cercle S • 

-1 1 
L'application continue h o w : S -- X étant, par hypothèse, homotope à une cons-

tante, se prolonge en une application continue H ~ B
2 ~ X • Alors G = H o o:> I ><. I ~ X 

coïncide avec h sur le bord du carré I x I ; G est donc une homotopie du lacet g au 

lacet constant. 
C .• Q.F .D. 

Proposition 2.3o3. - ~ut espace contractile X est simplement connexe. 

En effet, si X est contractile, l'ensemble [Y, X] a un élément, quel que soit 
1 

l'espace Y; il est donc ainsi lorsque Y= S 

La réciproque est fausse : on verra plus loin que, pour n ;;, 2 , la sphère Sn est 

simplement connexe, mais n'est pas contractile. 

2.4, Calcul du groupe 

Montrons d'abord 

1 
fondamental de S • 

1 
que S est connexe par arcs. Pour le voir, on peut utilfser 

l'application exponentielle 
1 

exp : (R --➔ S , définie par 

t . 21d t 
--..:;, e • 

(S 
1 

est identifié à 1 1 ensemble des nombn,s complexes de valeur absolue égale à 1) 
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Cette application est surjective, de période 1 ; en fait, exp est un homomorphisme 

du groupe additif de fil sur le groupe multiplicatif des nombres complexes de valeur 

20 

absolue égale à 1 , et'son noyau est X, le groupe additif des entiers. L'application 

exp permet donc d'identifier s1 àCR/2. 
2ni t 

Cela dit, soient x
0 

2n:i t1 
et x

1
• E S 

1 
; choisissons t

0 
et t

1 
E IR tels que x

0 
= e O , 

X·=€ 
1 

Soit f : I -,.:;. !R l'application linéaire-affine telle que f ( 0) 

f(1) = t
1 

; alors 
1 

exp of: I---? S est un chemin d'origine x
0 

et d'extrémité x
1 1 

Ceci prouve que S est connexe par arcs. 

Soit n E Z un entier quelconque. L'ensemble n
1

(!R; 0, n) a un élément, puis

que IF, est simplement connexe (en fait, (R. est contractile) ; cet élément est la 

classe du chemin affine f: I --;,{R défini par f(t) =nt. Considérons le chemin 
1 . 1 

exp of: I--,, S ; c'est un lacet de S , d'origine 1 et d'extrémité 1 . Il est 

clair que si on remplace f par un chemin homotope (ayant origine O et même extrémité n) , 

exp of est remplacé par un lacet homotope. On définit ainsi une application: 

1?: t----,i,n
1

(s
1

, 1). 

Théorème 2,4.1 - L'application f est un isomorphisme du groupe additif~ 
1 

sur le groupe fondamental 1c
1

(s , 1) . 

Démonstration du théorème : 1) ;{, est un homomorphisme de groupes. En effet, 

soient n
1 

et n
2 

deux entiers; le chemin affine de !R, d 1 origine n
1 

et d 1 extrémité n
1
+n

2 
, 

est transformé par exp dans le même lacet que le chemin de 1R d I origine O e-t, d'ex-

trém! té n
2 

• De plus, la classe du chemin affine d'origine O et d'extrémité n
1
+n

2 
est 

c0mposée (au ~ens de la composition des chemins, cf. 2.1) de la classe du chemin 

d'~rigine O et d'extrémité n
1 

, et de la classe du chemin d'origine n
1 

et d'extrémité 

n
1 
+n

2 
• De là il résulte que f (n

1 
+ _n

2
) est la classe composée de la classe f (n

1
) 

et de la classe 1? (n
2

) , au sens de la loi de composition du groupe TI
1 

(s
1 

, 1) • 

Ceci exprime que q? est un homomorphisme de groupes. 

2) Il reste à montrer que l'application i est bijective. Or la surjectivité 

de p et son injectivité résultent respectivement des deux lemmes suivants 

Lemme 2.4.2. - Pour tout lacet g: I------;, s1 
tel que g(O) = g(1) = 1 , il existe 

un chemin ( et un seul) f : I -➔ lR te 1 que~ 

f(O) - 0, exp of= g. 

Lemme 2.4.3. - Si f
0 

et f
1 

sont deux chemins I -:;, m, tels que f
0

(o) 



et si 

go = exp O fo et 

sont des lacets homot·o12es, alors 

fo(1) = f ( 1 )· t 
1 

z . 

g1 = exp o f 
1 

les chemins fo et r
1 

ont 
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même extrémité 

Ces deux lemmes sont eux-mêmes des cas particuliers de deux propositions llll 

peu plus générales: 

Lemme 2.4.2 bis - Pour tout chemin g: I 

exp(u) = g(O) , il existe un chemin et un seul f 

S 
1 

et .tout u C IR tel que 

I --;,CH, tel que 

f(O) = u, exp of= g 

(f s'appelle le relèvement de g, d'origine u) • 

- 21 -

Lemme 2.4.3 bis - Si deux chemins g
0

, g
1 

I ..--;,, s1 
ont même origine et même 

extrémité, et sont homotopes (avec origine fixe et extrémité fixe} , leurs relève

ment.s f
0

, r
1 

: I --,>IR ayant une même origine u (telle que exp(u) -- g
0

(o) 0= g
1

(o))· 

ont aussi même extrémité. 

Ces deux derniers énoncés seront prouvés plus loin, dans un contexte plus géné

ral: celui des ''revêtements" (cf. prop. 3.8.1 et 3.8.2 ci-dessous) • Nous les admet

trons pour le moment; ils entraînent bien le théorème 2.4.1 , que nous considérons 

donc comme établi [sous réserve de la démonstration ultérieure des deux lemmes). 

Remarque: le th~or~me 
1 

le groupe fonda~ental x
1
.(s 

1 2.4.1 montre que S n'est Eas si.mplement connexe. De plus 

, 1) étant commutatif, les groupes fondamentaux de s1 

relatifs~ deux de ses point~ sont canoniquement isomorphes. 

Définition : on appelle indice d'un lacet, de S 
1 
en un point Y E S 1. 1 1 entier n E 'li 

qui lui correspond dans l'isomorphisme 

1 1 èp-l 
rc

1
(s ,v)~1c

1
(s ,1)~ '$. 

1 
Exercice: si g est un lacet I----? S (d'origine v quelconque) , l'indice de g 

est égal~ la diff~rence 

f(1) - f(O) E 'll 

pour n I im;,orte quel relèvement· f : I ~ fR, du lacet g 

2 
AJ)plicai,ion ~ indice d'un lacet dans Je plan Cr't 

Soit h : I -+ u/ un lacet (donc h(O) = h(1)) du 
2 

plan, et soit a ( lR 1m point 

n'appartenant pas k l'image ~(I) [N.B: on fait l'hypothèse qu 1 un tel point a 

existe; on exclut donc le cas ot1 h est une ''courbe de Yeanol!] • Alors h défini.t 



2 
un lacet I -➔ ffi - La} ' qu'on notera encore h • 

Considérons l'application continue 

k 

définie par 
x-a 

k ( x ) = 1 x-a 1 ' 

1 ~s 
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en notant lx-al la longueur euc°lidîenne·du vecteur x-a ; l'application k est une 

équivalence d'homotopie (exercice: le démontrer) 
1 

g ~ k o h : I -~ S 

Au lacet h elle associe le lacet 

par définition, l'indice du lacet k oh siappelle l'indice du lacet h par rapport au 

poin_i a f. h(I) • Pour que deux lacets h
0 

, h
1 

I ~ œ,2 
- la} soient homotopes, 

il faut et il suffit. qu'ils aient m&me indice s'il s'agit de deux lacets de m&me 

origine, et d'homotopie avec origine fixe, cela résulte du théorème 2.4.1 ;· le 
0 

cas général résulte de l'exercice de la fin du n 2.2. 

Proposition 2.4.4. - Supposons en outre que le lacet 
2 

h: I ~œ. - {a} 

soit de classe c1 par morceaux. Identifiant fil
2 l Œ , on peut considérer l'intégrale 

curviligne 

(2.4.1) 
1 Ir d h(t) 
2Td h(t)-a 

Alors ]a valeur de cette intégrale est égale à l'indice du lacet h (c'est donc un ~12_tier). 

Démonstration: le lacet g = 1 
k oh de S défini par h est 

h(t) - a 

lh(t)- al 

1 
c'est une fonction de classe C par morceaux. D'après le lemme 2.4.2 bis, il se re-

lève en un chemin f : I --,;;, ffi te 1 que 

(2.4.2) 
21cif(t) 

e 
h(t) - a 

Jh(t) - al 
1 

et f est évidemment de classe C par morceaux. Un calcul élémentaire montre que, 

dans chaque intervalle où f est continûment dérivable, sa dérivée f' satisfait à 

(2.4 .. 3) 2ü f'(t) dt 
di,( t} 

h ( ·t. )-a 



En intégrant on obtient 

f(1) - f(O) = 1 
2n i J dh(t) 

I h(t)-a 

or le premier membre est égal à 1 1 indice du lacet g = k oh. 
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C.Q.F.D. 

.... 2:3 -

2 
Exercices. - Sig,: I -41R est un lacet, et si a et b sont deux points situés 

dans la même composante connexe (pa:r arcs) du complémentaire de g(I) dans ffi 
2 

l'indice de g par rapport à a est égal à l'indice de g par rapport à b. 

Si i 1 image g(I) est contenue dans un ouvert simplement connexe Uc.m,2 
- fat 

l 1 indice de g par rapport à a est nul. 

Si g(t) = e2
ni"t ({!,l'indice du lacet g par rapport à l'origine est égàl à+ 1 • 

n 
2.5. Cas de la sphère S (n~2) 

Proposition 2. 5. 1. - Pour n .;;::-1 , la sphère Sn est connexe par arcs. 

Démonstration: on 1 1 a vu lorsque n == 1 (début du n°2.4) • Pour n~1 , soient a 

et b deux points distincts de Sn; on veut montrer qu'on peut les joindre par un che

min. Par a et b il passe un sous-espace vectoriel H de dimension 2 de H.
11+1 

(unique 

sauf si a et b sont diamétralement oppo~és) ; H ri Sn est homéomorphe à S 
1 

, donc a 

et b peuvent être joints par un chemin de H n Sn,. 

C.Q.F.D. 

Théorème 2.5.2. - Pour n 9 2 , la sphère Sn est simplement connexe. 

Démonstration soient Pet P' deux points diamétralement opposés de S 
n 

Alors 
n 

U=:S -lP} 
n 

sont deux ouverts, dont la réunion est S 

et ll' = Sn - l P'.} 
chacun d'eux est homéomorphe à !R,n 

(cf. projection stéréographique) , donc est simplement connexe. 

Leur intersection 

U Ù, , ' mn . , d' est connexe par arcs, parce que n ~2 ; en effet, n est homeomorphe a u:s prive un 

poini; (par ex'illlple, l'origine) ; or si on a deux points 

le segment de droite [a , b] qui les joint est contenu dans {Rn - t_o.} , sauf si a et b 

sont sur une même droite D passant par O ; dans ce dernier cas, il existe un c ( Ili - {_ü} 
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non situé sur D (parce que n? ... 2), et alors la "ligne brisée", composéè des seg

ments [a , c] et [c , b] , est un chemin d'origine a et d'extrémité b • 

- 24 -

Ainsi il est prouvé que U Il U1est connexe par arcs. Le théorème 2. 5. 2 va alors 

résulter du suivant: 

Théorème 2.5.3. - Soit X un espace topologique, réunion de deux ouverts simple

ment connexes Û et u✓; si ]. '•intersection UnU/est connexe par arcs, X est simplement 

connexe. --~------

Démonstration: d'abord, X est connexe par ar?s, car si a et b sont deux points 

de X , et s'ils appar,tiennent tous deux 1:1, U (res·p. à U.,.) , on peut les joindre par 

un chemin de V (resp. de Ut ) si a E (J. et b E ù ✓ , choisisso_ns c E UAÜ 1
; on peut 

joindre a à c par un chemin de U, etc à b par un chemin de lY; alors le chemin 

composé joint a à b . 

Prenons c E Ül'"I U 1 
, et montrons que n

1 
(X , c) est réduit à l'élément neutre. 

Soit f: I ~Xun lacet tel que 

f(O) = f(1) = c ; 

on veut montrer qu'il est homotope (avec origine fixe) au lacet constant de valeur c • 
-1 1 

Les deux ouverts f ( U ) et f- ( U') recouvrent I chacun d'eux est une réunion d I in-

tervalles ouverts dans I (en nombre éventuellement infini) •· Comme I est compact, 

I est recouvert par 11n nombre fini de tels intervalles ; chacun d'eux est appliqué 

par f soit dans U soit dans u✓ • Il existe donc u_ne subdivision finie 

0 = t
0

, t
1 

.::.. ••• 4- tk = 1 

de segment I = [o , 1] , telle que, pour tout entier i satisfaisant à O &i LK, la 

restriction f. de f à [t., t. 
1

] prenne ses valeurs soit dans U soit dans ù1 . 
l l l+ 

On peut di plus supposer que f
0 

, f
1 

, •.. , fk_
1 

prennent alternativement leurs valeurs 

dans U et dans U'(sinon, il suffit de grouper plusieurs segments consécutifs en un 

seul). Ceci impli, ue c1ue les points 

a.= f. 
1

(1) = f.(O) 
l l- l 

(pour O.::. i ,k) 

sont dans 0nU
1

; introduisons aussi a
0 

= f
0

(o) , ak fk(1) en fait, a
0 

= ak = c . 

Soit, pour ÜS::Î <-.k , ,o_ E 11
1 

(X a. , a. 
1

) la classe du chemin f • La classe 
1 l l J_-t- i 

du lacet f est évidemment égale à la composée 

Il reste à montrer que 1.f est l'élément neutre du groupe -rr
1 

(X , c) . 

Puisque Ù n V' est connexe par arcs, il existe, pour O <-i ..:'.:k , un chemin g .. 
l 



Cours de M. CARTAN 

2.2.a - 1968-69 

d 1 origine a. et d'extrémité c , contenu dans V/'\U1• Soit V: la classe de g. 
l Oi l 

dans n
1 

(X ai , c) • On })€ut écrire 

. -1 
'-f>= ( \f>o • ~ ·) • ( 4"1 • 'f 1 • o 2 ) 

... 25 -

Donc 'f est un produit d'éléments de rc
1

(X, c) ; mais chacun d'eux provient dtun 

lacet contenu soit dans u·, soit dans 0'; un tel laèet est donc homotope au lacet 

constant c 1 puisque U et LY sont simplement connexes. Donc tous les facteurs de 'f 
sont égaux à. l'élément neutre de 11:

1 
(X , c) , et il en est de mêrne de tp • 

C.Q.F.D. 

2.6. - LG· groupoîde. 1c
1 

(X) comme foncteur de l 1espace X • 

Soient Xet Y deux espaces topologiques, et f: X ---,>a Y une application con

tinue. Pour chaque x (X, f(x} = y est un point de Y. De plus, soit u: I ➔ X 

un chemin de X alors fou: I--+ Y est un chemin de Y, appellé transformé du 

clrnmin u par f • S.i u
0 

et u
1 

sont deux chemins homotopes de X (avec origine fixe x 

et extrémité fixe x') , les transformés f o u
0 

et f o u
1 

sont des chemins homotopes 

de Y (avec origine fixe f(x) et, extrémité fixe f(x' )) : en effet, si 

U: I xI -~ X 

est une homotopie de u
0 

à u
1 

, il est clair que 

foU: IxI-;:l-Y 

est, une homotopie de f o u
0 

à f o u
1 

. Par passage aux quotients, on obtient 

une• appJ icaiion 
t . 

n:
1

(X; x, x')--:,, n
1

(Y; f(x), f(x')) 

des classes de chemins, application que nous noterons 11
1

(f x, x 1 ) , ou plus 

simplement 1,
1

(r)·s 1 il n'y a pas ambiguïté sur x et x'. 

Soient maintenant '-ft. 1t
1

(X ;·x, x') et 'P( n
1

(X x 1 , x 11
) des classes de 

clwmins, et soit 

'f · ~ ( 11:
1 

(X ; x , xn ) 

la classe composée. Il est clair que n
1 

(f) transforme 1f,f dans la classe composée 

(2.6. 1) 

?t 11:
1 

(f) ('f) ; en formule: 

'li (f) Cf,lf) = ('r,1(f} (f)) . (rc1(f) ('t')). 
1. 

You,:, exprimerons cette propriété en disant que 1t
1 

{f) est un morphisme du grou.poîde 

.(X\ dans le groupoîde n.(Y) • 
! . . 1 
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Pour x' = x, on écrira n
1

(f, x) au lieu de n
1

(f; x, x) ; on voit que 

n
1 

(f , x) : n,JX , x) .........-,,. n
1 

(Y , f(x)) 

est un homomorphisme du groupe fondamental n
1
(x, x) dans le groupe fondamental 

n
1

(Y, f(x)) • 

- 26 -

Il va de soi que si Y = X , f étant 1' identité , n
1 

(f) est le morphisme id'en

tique du groupoide ri:
1 

(X) • De plus, soient trois espaces X , Y , Z et deux 

applications continues 
f g 

X ---➔➔ y ---~ z ; 
alors le morphisme n

1 
( g o f) du groupoïde n

1 
(X) dans le groupoïde 1t

1 
(Z} est égal 

au composé n
1

(g) o n/(f) c'est évident à'partir des définitions. 

Nous exprimerons tous ces faits en disant que.l'on a défini le groupoïde fon

dament,al n/X) comme foncteur covariant de .1 1 espace topologique X ; c I est un fonc

teur défini sur la catégorie des espaces topologiques (et des applications .continues) , 

à Yaleurs dans la catégorie des groupoïdes (et des morphismes de groupoïdes) • 

En particulier, pour x EX, l'homomorphisme 

est composé- des homomorphismes. 
n

1
(f, x) n

1
(g, f(x)) 

rc1(X, x) ---n 1(Y, f(x)) ---- n 1(z, g(f(x)) • 

Donc le groupe fondamental n
1

(X, x) est défini comme foncteur covariant de l'espace 

topologique pointé (X, x) • 

Exemple : si X est un sous-espace d'un espace Y, et si i 

jection canonique, on a, pour x EX, un homomorphisme naturel 

X~ Y désigne l'in-

On se gardera de croire que c'est une in.i ection (car i.l se peut qu'un lacet dG X , d 1 o-

rigine x, soit déformable dans Y en un lacet constant, mais ne le soit pas dans X) • 

Y 2 1 
Par exemple, pour = B , X= S , le 

n.eutre, tandis-que.n
1

(B
2

) est réduit à 

1 
groupe 11 (S ) n 1 est pas réduit à l'élément 
. 1 
l'élément neutre. 

2.7. --Groupoïde fondamental d'un produit d'espaces. 

Soient X et Y deux espaces topologiques. On a deux applications de projection 

p
1 

: X 'J<'. Y ~ X , p
2 

: X;,(. Y--?- Y ; 

d 1 0~ des morphismes de groupoides 



Ils définissent un morphisme 

(2.7.1) n
1

(XXY) ~n
1

(X) x n
1

(Y) 
, ' 
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du groupoïde fondamental de X x Y dans le 11produi t" des groupoïdes fondamentaux n
1 

(X) 

et n
1

(Y) • [On laisse au lecteur le soin de définir ce qu'on entend par 11:prodùit" 

de deux groupoïdes] • Le mo;phisme (2.7.1) implique notamment, pour chaque couple 

de points (x,y) E X)(. Y , un homomorphisme 

du groupe fondamental de X x.Y au point (x 1y) , dans l'r produit des groupes fonda

mentaux 11:1(X ,_ x) et 11:1(Y,y) • Rappelons que le produit de deux groupes G et G1 

est déffni e~ munissant l'ensemble produit G '< G1 de la loi de composition 

(g,g'} • (g1 ' g1) = (g. g1 ' g'. g1) ' 

où g.g 1 désigne le produit dans G, et g 1 .g 1 le produit dans G1 • 

Théorème 2.7.1. - L'application (2.7.2) èst un isomorphisme de gr·oupes. 

La preuve est presque évidente : en effet, se donner un lacet f :· I _...,. X xY , 

d'origine (x,y) , ce n'est pas autre chose que se donner deux lacets 

d'origines x et y respectivement. De plus, se donner une homotopie F: I)<,I --7' X"'Y 

'd 1 un lacet r
0 

à un lacet f
1 

, ce n'est pas autre chose que se don•1.er deux homotopies 

p
1 

o F :I x f --+ X , p
2 

o F : IX' I --+ Y 

1u lacet p
1 

o t
0 

au lacet p
1 

o f
1 

(resp. du lacet p
2 

o t
0 

au lacet p2 Q f
1

) • 

Ced prouve bien que l'application (2.7.2) est bijective. 

Plus généralement, l'application (2.7.2) est un isomorphisme du groupoïde fonda-

mental rc
1 

(XX Y) sur le produit des groupoïdes fondamentaux rr
1 

(X) et, ll:
1 

(Y) • 

1 1 1 4 
n

1 
( S x: S ) du tore S x S s I ide1i tifie au pro-Exemple: le groupe fondamental 

1 · 1 duit TI
1

(S) X n
1

(S )~'ll)<..71 • 

Exercice: étendre le théorème 2.7.1 au cas d'une famille quelconque d 1 èspace· X. 
l. 

(finie ou infinie) • 

2.8. - Groupe fondamental d'un H-espace. 

Supposons que l'espace X soit muni. d'une loi de composition continue 

JJ.-: Xx X ----,. X , 

et qu'en ovtre on se soit donné un pointe€ X tel que 

(2.8.1) p..{e , e) = e • 

Alors Lt. induit un homomorphisme 
. I 
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Mais, d 1 après le théorème 2.7.1 , n:
1
(:X:XX, (e,e)) est naturellement isomorphe au 

groupe-produit n
1
(x, e) x rr

1
(x, e). Par cOnséq_uent, µ induit un homomorphisme 

de groupes 

(2.8.2) 

que nous appellerons la 11!Q.ul tiplication" définie par µ • 

Définition : on appelle H-espace un espace topologique X muni d 1une loi de 

composition continue µ: Xx X->X et d'un point e tels que: 

(i) la relation (2.8.1) soit satisfaite 

(ii) chacune des deux applications X-> X définies par 

x -> µ (x ·, e) 

soit homotope à i I identité, dans une homotopie où le point e reste fixe. 

La candi tion (ii) exprime qu I il existe deux applications continues 

v1:XxI~ X, v2 XxI._..::, X 

telles que 

= µ(e ' 
x) 

' v/x o) = µ (x , e) pour 

(2.s.3) v /e , u) = e v/e u) ::;::: e pour u E: I , 
c(x , 0) 

V /x , 1) X 
' v/x, 1) =X pour XE: X .. 

S'il en est ainsi, on a, pour tout a ( n/X , e) : 

in( 1 , a) ~ a , m(o:, 1) =a, 

en notant ( n
1
(x, e) l'élément neutre. 

X E: X ' 

Démonstration de (2.s.4.) : soit f : I -> X un lacet de X , d'origine e , 

dans la classe de a • D'après les définitions, m( 1 , o:) est la classe du lacet 

(2.s.5) t .- µ(e , f(t)) • 
. -,, . 

L1 application I x I ->X définie par 

(t, u) ➔ v
1
(f(t), u) 

est, en vertu de (2.8.3), unè homotopie du lacet (2.8,5) au lacet f (avec origine 

fixe e) ; donc la classe m( 1 , ex) est égale à la classe· o: de f , ce g_ui prouve 

la première relation (2.8.4). La deuxième relation (2.8.4) se prouve de même, en 

utilisant v2. 

Théorèmé 2 .8. 1. - Si (X , e , µ) est un H-espace, 1 1 homomorphisme . m de la 

formule (2.s.2) n'est autre que la loi de composition du groupe fondamental rr
1 

(X , e) 



et celui-ci est commutatif. 
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Démonstration: Soiento(. et(!,E rc
1

(x ,e}; d'ap:i;-ès la définition d'un groupe 

:produit, on a 

puisque m est un homomorphisme de groupes, on a 

m(oC., '3) = m(<>Z, 1) . m(1 , ~} 

= el..'. (3 d'après (2.8.4) • 

Donc m est bien la loi de compos~ion du groupe rc
1
(x,, e) • Pour la même raison: 

( o( , (S) = ( 1 , 8J) • ( ol.. , 1 ) , d I où 

m (c<, r.,} =m(1 ,B). m(ot-., 1) = (3,o(, 

et par suite ~. t3, = (j, o<. , 

C.Q.F.D. 

Exemples de H-espace~: tout groupe topologique Gest un H-espace (eri prenant pour e 

1 t élément neutre, et pour f-là loi de composition de G) , car alors 

p.(e , x) = x p.,(x , e) = x • 

Donc le groupe fond.amental n
1 

(G , e) est commutatif; en particulier, si G est 

connexe par arcs, on peut parler de 1t
1

(G) sans spécifier le point..:.base. C1 était le cas 

pour G = S 
1 

(groupe multiplicatif des nombres complexes de valeur abso~xe égale à 1) • 

Remarque. - Pour la validité dJJ théorème 2.8.1 , il n'est nullement nécessaire 

de supposer l'associativité de la loi de composition • Par exemple, on J?eut montrer que, 

pour tout espace topologiqué Y et tout point y
0 

€Y, l'espace des lacets de Y d'o

rigine Yo 
X= .0.(Y , y

0
) , 

l
sc;J; 

peut être muni d 1 un.e topologie telle qu I il un H-espace lorsqu I on prend pour e. le 

lacet constant, et pour loi de composition la loi de composition des lacets (qui 

n'est~ associative) • Il en résulte que le groupe fondamental 

1t1 (Q (Y , y O) ' e) ' 

qu'on appelle le deuxième groupe d'homotopie 1t
2

(Y, y0 ) , est commutatif. 

Interprétation de la loi .de composition de 1t
1 

(X , e) pour un H-es;eace X •. Le 

théorème 2. 8 .1 dit que la loi de composition du groupe fondamental n
1 

(X , e) :0: 1 est 

autre que la, 11multiplication" m définie par la loi de composition )L. Si on explicite· 

ceci en remontant àux. définitions, on voit que si on a deux lacets 

g:I~X 

d.1 origine e , et qu 1 on in-traduit leur "produit" f(f , g) , qui est par définition 



le lacet 

t 1-➔ ;t(f(t)) ' g(t)) 
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d 9 origine e , la clas~e du produit f-( f , g) n I est autre que celle du lacet composé 

gJ.. f (et aussi que celle du composé f .lg) , bien que ces lacets soient en général 

distincts o Ceci s I applique notamment dans le cas d I un groupe ·topologique. Par exem-

ple 9 pour X = S 
1 

, e = 1 , le 11produi t" de deux lacets de S 
1 

(défini' par la 

multiplication des nombres complexes) a pour indice la somme des indices de chacun 

des deux lacets. 

2.9. - Quelques exemples de groupes fondamentaux. 

Tout d'abord~ il existe des espaces X dont le groupe fondamental ne soit~ 

commutatif. Par exemple, on verra que le groupe fondamental de (J: privé de deux 

points (0 et 1 par exemple) est isomorphe au "groupe libre à deux générateurs" , 

qui n'est pas commutatif. 

Soit S0 (n) le groupe orthogonal spécial à n variables, c'est-à-dire le sous-

groupe du groupe linéaire GL(n, fR) formé des transformations qui laissent invariante la 

forme quadratique 1t (xi )
2

_ et dont le déterminant est + 1 ; c'est un groupe 
i=1 

compact, connexe par arcso Par exemple, S0 

rc
1 

( S0 ( 2) ) ~ 

(2) = s
1 

; donc 

i . 

L'injection naturelle 

que l'homomorphisme 

run mn+1 . ·t 
l!" -~ ..,1, indui · une injection SO (n) --j, SO (n+1) on montre 

TC1 (SO (n)) -➔ TC1 ( so (n+1)) 

induit par cette injection est un isomorphisme pour n ~3 

~ = n 1(S0 (2))---:)- n 1(S0 (3)) 

de plus, 

est surjectif et a pour noyau 2i (sous-groupe des entiers pairs) • 

D'où 

pour 

Soit U (n) le groupe unitaire, c'est-à-dire le sous-groupe du groupe linéaire com

plexe GL(n , G;) formé des transformations laissant invariante la forme hermitie,nne 
11 l~ z

1 
z. o C'est un groupe compact, connexe par arcs'. Par exemple, 

l::c1 . J 

donc 
TC1 ( 0 ( 1 ))~ Zl 0 

1 
U(1)=S; 

Ici encore, on a une injection naturelle Ll(n) ~U(n+1), d'où un homomorphisme 



On démontre que, pour n~1 , c'est un isomorphisme 

1
(U{n))R:1'll pour n ~1 • 

d'où 
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Soit SU (n) le groupe uni taire spécial ,formé des. transformations uni ta ires dont 

le déterminant est + 1 • On montre que, pour n ~ 1 , S ù (n) est simplement connexe. 

Lorsque n == 1, c'est évident, car SU(1) est réduit à l'élément neutre; on va vé

rifier que SU (2) est simpl?ment connexe. S0 (2) se compose en effet des transfor

mations t-linéaire de la forme 

(x, y)~ (a x - b y bx +ay), 

où a et b · sont des nombres complexes tels que a a + b b ~ 1 (a désigne le nombre 

complexe conjugué de a) • Donc, comme espace topologique, S\J(2) est homéomorphe à 

h ' 3 , 2 U ( ) · la sp ere S , formee des vecteurs unitaires de Œ!, , et par sui te S 2 est sim-

plement connexe (th. 2.5.2) . En fait, le groupe SÙ (2) est isomort?he au groupe 

multiplicatif des quaternions de norme 1 • 

~-~-~ Revêtements. 

3.1. ~ La catégorie des applications continues. 

On va introduire ici une nouvelle catégorie '-6 • Un objet de la catégorie '$ est 

une application continue p: X--,, B (où X et B sont deux espaces topologiques). Un 

morphisl)1e 

(p , X , B) ~ (p' , X1 , B') 

est, par définition, un couple d'applications continues 

f : X --.+,X' , g B-?' B' 

telles que le diagramme suivant soit commutatif 

B __ g_~), B' 

c'est-à,-dire g o p = p 1 o f • La composition des morphismes est définie d'une ,manière., 

évidente : le composé d I un rnorphisr'le 

défini par f. X--;,- X' , g 

(p , X , B) -➔ (p' , X' , B' ) 

B--? B' et d'un morphisme 

(p' , X' , B') ~ (p" , X" , B" ) 



défini par f' 

défini par 
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X' ~ X" , g' B' ____,, B" , est le morphisme 

{p , X , B) ---?- (p" , X" , B" ) 

f' o f : X____,, X" , g' o g : B -➔ B" • 
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On-vérifie facilement que les axiomes d'une catégorie sont satisfaits; en particulier, 

le morphisme identique (p, X, B)-+ (p, X, B) est le couple 

Très souvent, on considère une sous-catégorie\ de 

comme suit. Un espace B est donné; les objets de 'G'B sont 

la catégorie 'e précédente, 

les couples (X , p) formés 

'-f: -mor-d 1 ,.m esJ)ace X et d'une application continue p : X ~ B , de but B ; un B . 

phisme (X, p) ~ ~X1 
, p 1) est une application continue f: X---,. X' rendant 

comrnutatif le triangle 

X 
f ____ , X' 

B 

[autrement dit, on se limite aux morphismes (f , g) pour lesquels g = idB] , 

Dans la catégorie ~, on vérifie qu'un tel morphisme est un isomorphisme si 

et seulement si f est un homéomorphisme. On dit souvent B-morphisme, et B-isomorphis

me, au lieu de ''morphisme dans la catégorie tB11 et de II isomorphisme de la catégorie 

lp Il 
L>B • 

Exercice : si p; X~ Best surjective,et si X est connexe (resp. connexe 

par arcs) , alors Best connexe (resp. connexe par arcs) 

3.2. - Rev&tements triviaux. 

Soit p ~X~ B une application continue. Pour b E: B , le sous-espace p-
1

(b) 

de X s'appelle la fibre de X au-dessus de B. Il est clair que si f: X~ X' , 

est un morphisme (p , X , B) ~ (p' , X' , B' ) , f envoie la 
--1 

au-dessus de b dans la fibre p' (b') au-dessus de b' = g(b) • 

Définition 1 On dit que p : X -~ B est lm fibré trivial si l'on a X = Bx: F 

(proè!uit de B par un espace topologique F) , pétant l'application de projection 

B?",F --➔ B, Alors,.pour tout b, la fibre p-
1

(li) s'identifie à F. 

Définition 2 - On dit que p X --7'" Best un revêtement trivial si c'est un 
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fibré trivial à f i.bre discrète; autrement dit, si 1 1 on a X = B')(. F , F étant un 

espace topologique discret, et si p Bx: F --,. B est 1 'appl icat:i.on de projection. 

S'il en est, ainsi, à chaque f € F correspond un .sous-espace Xf = B x lfJde BxF 

qui ouvert et fermé ,dans B')( F ; et B xF est réunion des sous-espaces ouverts dis

joints Xf ; pour chacun d I eux, la. restriction de p à Xf est un homéomorphisme Xf ~. B 

Les Xf s 1 appellent les feuillets du revête.ment trivial. 

Problème : cherchons tous les B-automorphismes d I un revêtement trivial B x.F , 

c'est-à~dire tous les homéomorphismes 

qui rendent commutatif le diagramme 

On a nécessairement 

f(x, y)= (x ,Ç(x, y)) pour x € B, y€ F, o(i f>est continue; 

de plus, pour chaque x € B, l'application 

y 1---:> Ç (x , y) 

doit être une permutation de F. Ces conditions nécessaires sont évidemment suffi

santes. Si on fixe y ( F, l'application continue 

x ~ b (x , y) de B dans F 

est ·localement constante ,puisque F est discret. Donc si. B est connexe, cette appli

cation est constante,, Ainsi : 

Proposition 3.2.1. - Les B-automorphismes d'un revêtement trivial BxF, 

lorsque Best connexe, sont de la forme 

(x , y) ~ (x , Ç (y)) , 

où ()' : F ~.,;;, F est une permutation de F (indépendante de x E B) • 

Autrement dit, un automorphisme permute les feuillets du revêtement. 

Définition 3 - On dit que p : X --:)> B est un revêtement trivialisable dEi base B 

s 1 il·est B-isomorphe à un revêtement trivial B><.F; autrement dit, s'il existe un 

espace discr<~t F et un homéomorphisme 
A:! 

f : BxF --""r X 
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tel que p of' : BXF---;;,. B soit l'application de projection sur le premier facteur. 

Un tel isomorphisme f s'appelle une trivialisation du revêtement. 
-1 . 

Si r
1 

est une autre trivialisa1.,ion, alors f o f
1 

est un B-automorphisme du 

revêtement trivial B >< F réciproquement, pour tout B-automorphisme s du revête-

ment trivial Bx F , f o s est une trivialisation du revêtement .p : X ~ B • 

En particulier, si B est connexe, :f est définie modult} le groupe des automor-

phismes de B xF induits par les permutations de la fibre F ; dans ce cas, les images 

par f des feui] lets de B ,,< F sont bien déterminées (à 1 1 ordre près) : on les appelle 

les feuillets du revêtement trivialisable p: X~ B (à base B connexe) ; ce sont 

les composantes connexes de X. 

N.B. : on observera. que si la. ha.se B d'un revêtement trivialisable p: X~ B 

n'est pas connexe, on ne peut pa.s définir les feuillets de ce revêtement; pour 

chaque trivialisation, on peut bien définir les feuillets relatifs à cotte trivia

lisatio11, mais ceux-ci dépendent du choix de la trivialisation. 

3.3. - Revêtements. 

Soit p: X--.:;. B une application continue. Si A est un sous-espace de B, p 

induit une application continue 

p- 1 (A) -7_ A , 

qui est un objet de la catégorie~. On dit que A est. trivialisant pour psi 

P-1 (A) --)• A est un revêtement trivialisable; il revient au même de dire que 
1 ouverts _ 1 

p - (A) est réunion d 1 une famille de sous-•enscmblos -g,_ ,l dans p (A) , deux à deux 

disjoints, et tels que la restriction de p à chaque b<-_ soit un homéomorvhisme de i~ 
sur A. Alors tout sous-espace A' de A est aussi trivialisant pour p. 

Définition. -· On dit que p ; X ..........;~ B est un revêtement de base B si tout point 

de B possède un voisinage U qui est trivialisant pour p. [On peut supposer ù ouvert, 

sinon on le remplace par son intérieur] , On peut alors recouvrir B avec des ouverts 

trivialisants U . . 
]_ 

S ·u t t L • • 1· t - 1 ( ) t, · d. · · t a.1 t v 1. es· un cuver , ·vriv1a 1san ,~ p U es· reun1on J.SJoJn ,e ouver ,s , ::..:.. 

tels que 1 pour chacun dt eux, p induise un homéomorphisme de Vot,. sur U . Si U 
-1 

est on outre connexe, les Vo<,. sont néccssairenHmt lr)s composantes connexos de p ( U) 

ce sont les "feuillets!! du revêtement au---clessus de l'ouvert connexe U 

Rernarqur, : si p : X .~~;;, B est un revêtement, p est un hom<Somorph:i.smo loc.al, 

i.. e. tout point x
0 

E: X a un voisinage ouvert, V tel que p : Y -·> p(V) soit un 

homéomorphisme., :Montrer sur Un exemple gu1 un homéomorphisme local n 1 est pas toujours 
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Proposition J.,J.1. - Soit p: X~ Bun revêtement dont la base Best connexe. 

Alors toutes les fibres p-
1

(b) ~ont des espaces discrets isomorphes entre eux. 

Démonstration: soit Fun espace discret. Il suffit de montrer que l'ensemble B' 
-1 

des b € B tels que la fibre p (b) soit isomorphe h Fest h la fois ouvert et 

fermé. Pour voir que B 1 est ouvert, on prend b E B' ~ utilise un ouvert triviali

sant U contenant b ; on constate alors que U C.. B1 • Pour voir que B' est fermé, on 

prend un point b adhérent à B 1 , et un ouvert trivialisant U contenant b ; les 

fibres des po:i.nts·de U sont toutes isomorphes, et parmi elles il y a des fibres au

dessus. de pojn.ts de B 1 , d'où Pon conclut Uc.B' , et en particulier b ( B' • 

3.4. - Exemples d~ revStements. 

Considérons l'application exp: œ, ___ ..., 

, { ) 2nix ( f ) definie. par exp x = e c • 2.4 . C'est 1m revêtement. En effet, pour tout 

point b E s1 
, on va montrer que l'ouvert s1 

- lb} est trivialisant pour exp. En 
1 -1 

·effet 1 ç image réciproque de S - [bJ est tR exp (b) : c I est la droite fi privée 

de tous les translatés d'un point a par les translations entières; ses composantes 

sont des intervalles ouverts de longueur 1 ; l'application exp est un homéo

morphisme de chaun d 1 eux sur s-1 
- lb} . Ainsi s1 

peut être recouvert par des 

ouverts trivialisants. 
C.Q.F.D. 

Ce revêtement n'est pas trivialisable, sinon [R, ser2it homéomorphe au produit 
1 S-,,: :?/' (ca:r les fibres sont homéomorphes à l'espace discret Z) , produit qui 

n'est pas connexe. Contradiction. 

On va généraliser cet exemple. 

Définition: on. dit qu'un groupe discret G opère (à gauche) dans un espace 

topologique X si 1 1 011 s'est donné une application continue 

telle que ~ f (e 'x) 

l ( ( g ' ( ( g' ' X)} =-~ ( ( gg t ' X) 

X (e : élément neutre de G) , 

où gg' dés:i.gne le produit de g et g' dans le groupe G. On noi;e alors ('(g) 

la t.ransforma.tion 
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qui•est un homéomorphisme; on a 

Définition: étant donné un groupe djscret G qui opère dans X comme ci

dessus, on dit que G opère _Eroprement sans :eoint fixe si tout point x E: X possède 

un voisinage ouvert U tel qu; les transformés ( (g). U forment, lorsque g parcourt G , 

une fmni]le d 1 ouverts disjoints. C'est par exemple le cas lorsque G 1 opère sur 

X =ffi par les translations entières. 

Dans le cas général l'opération l de G sur X définit sur X une relation d.1 ·é

quivalenc(~; la classe d'équivalence de x ( X se compose des transformés ((g). x 

(g parcourant G) • Soit X/G 1 1 espace quotient, muni de la topologie quotient; los 

ouverts de X/G s' idimti:fient aux ouverts de X stables par G • Si U est un ouvert de 

X qui ne rencontre aucun des ouverts e(g). V 

l'application canonique 

(lorsque g parcourt G en restant I e) , 

p : X ---·} X/G 

induit un homéomorphisme de U sur son image p( U) , qui est ouverte dans X/G ; 
-1 . 

p (p( U)) est la réunion des ouverts disjoints e(g) U , g parcourant G On voit 

donc q_ue p : X --~:;; X/G est un revêtement, Lorsque X == lH. , et que G = 'lJ opère sur (R 

par les translations entières, or{ retrouve le revêtement rR --1- ffi/ZI ( identifié à S 
1 

) 

Plus généralement: 

Soit X un _groupe topologigu'§'.., et soit G un· sous--groupe discret de X " Faisons 

opérer G sur X par les translations à gauche. Montrons que G opère proprement sans 

point fixe. Pour ce1a 1 il suffit de montrer qu'il existe un voisinage U de l'élément 

neutre de X , t,el que tJ et son translaté g,.U par g ( G soient disjoints quel que 

soit g ( G, g / e . Il revient au m~me de dire que si on a 

X f U 

alors g e ; 

X ( (J 

y E: \) 

autreinent dit 

y E: u et 

g C G et 

les relations 
. --1 

y X E: G 

y::::: g X 

-1 
entraînent y x - e , Montrons l'existence d'un tel U 

il existe un voisinage V de e dans X, tel que 

puisque G est discret, . 

/':squô 1 1 app1ication (x 
VnG "" l_e} ; 

y) -iP-y;,;,- 1 d(' G:<G dnns Gest ccntLnue au pointe, il 

exisic un voisinage U de c tel que 1 1 image de Ux.: U JXll' cette application soit conte

nue dans V ,, 

En_ résurnô 
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sur X par les translations à gauche) , 1 1 application canonique X _,. X/G est un 

rev~tement. Il en. est de même pour·1 1 espace des classes à gauche (classes d'équi

valence définies par le groupe G opérant sur X par les translations à droite). 

Cas particulier : si en outre G est un sous-groupe invariant (ou "distingué") 

de X (c'est-à-dire ·est stable pax les automorphismes intérieurs de X) , on sait 

que les classes à droite sont.aussi les classes à gauche, et que X/G est muni d'une 

structure de groupe telle 'que 

p : X ---t- X/G 

soit un homomorphisme de groupes. Montrer que, avec la topologie quotient, X/G 

est un groupe topologique. 

P.roposition 3,4,1. - Si G est un sous-groupe invariant discret du groupe 

topologique X , et si X est connexe, G est contenu dans le centre de X • 

de 

X' 

En ef:f'et, s.oi t g E G 1' application 

X 

des 

-1 x .._.,. xgx 

dans G est continue. Comme {gl est ouvert et fermé dans G, l'ensemble 
' -1 x EX· tels que x g x = g est ouvert et fermé. D'ailleurs X' n'est 

pas vide, puisque e f X' donc si X est connexe, on a X'= X. Ainsi 

xg=gx 

quels que soient g,E G et x E X g est bien dans le centre de X. 

Voici un dernier exemple : la sphère s3 est munie d'une structure de groupe 

topologique, définie par la multiplication des quaternions de norme 1 • Considérons 

le sous-groupe discret G à deux éléments, formé des quaternions +1 et -1 ; 

G opère dans s3 , par l'identité et par la symétrie par rapport à O. Le groupe 

quotient s3/G est homéomorphe à l'espace projectif réel P
3
QR) • En fait, comme 

groupe, s3 /G est isomorphe au groupe so( 3) des rotations dans 1 1 espace JR3 • 

On le voit en associant à chaque quaternion z de norme 1 l'application 

x~ z .)l:;' z- 1 (multiplication des quaternions) , 

où x désigne un quaternion ai + ~j + yk dont la "partie réelle" est nulle 

cette application est une rotation dans JR3 (espace des quaternions dont la partie réel

le est nulle). Pour que deux quaternions z et z I définissent la même rotation, il faut 
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et il suffit que z = z' ou z - z 1 
, et toute rotation peut être obtenue de cette 

mani~re. On a ainsi une jolie interprétation du revêtement 
3 

S •·-+ SO(J) 1 

dont chaque fibre est constituée de deux points (diamétralement_opposés dans s3
} • 

3.5. - Sections continues d'un revêtement. 

D'une manière générale 1 ,soit p: X -o/ B une application continue, On appelle 

section continue toute application continue 

s:B~~X 

telle que p os= id . Une section continue associe· donc à chaque b E: Bun point s(b) 
B 

dans la fibre p-
1

(b) , et ceci de manière continue. 

Cette définition n I implique pas qu 1 il n I existe de telles sections continues 

(cf. ci-dessous prop. 3.5.2) • Plus généralement 9 u;ne section locale, au-dessus d'un 

ouvert \J c B ·, est une application continue 

telle que p o s --= idu . Dans le cas où p : X - B est un revêtement, et où U est 

un ouvert trivialisant, on peut supposer que p -
1 

( U) = ll X'. F , la restriction de p 
-•1 

à p { U) étant la projection U )( F --7 U ; dans ce cas, une section continue est une 

application U ~--·--~ U x. F de la forme 

' . b _,,, (b ' b (b)) ' 

où Ç : U --➔ F est une application continue. Aip.si, une fois choisie unü trivialisa

tion du revêtem .. mt au-dessus de ù , les sections continues au-dessus de u correspon

dant bijectivement aux applications continues de U dans la fibre discrbte F. On en 

déduit que toute section continue s : ù --t X est un homéomorphismr de U sur son 

image s ( lJ ) , qui est ouverte et fermée dans p-
1 

( U) ; de plus l'ensemble des points 

de U où deux sections continues s
1 

, s
2 

: \J--+ .X prennent la même valeur est ouvert 

et fermé dans U. 

Ces assertions valent si Uc B est un ouvert trivialisant pour le revêtement 

p X~ B .. On va voir qu 1 elles restent vraies sans cette hypothèse. En effet: 

Proposition 3.5.1. - Sis : B-+ X est une section continue d 1 un revêtement 

p: X_,......,.. B, s est un homéomorphisme de B sur un sous-espace ouvert et fermé de X 

si s
1 

et s
2 

sont deux s.ections continues B -~>- X , 1 1 ensemble des points b € B tels 

.9.u~ s
1 

(b) = s
2

(b) est ouvert et fermé. 

(Démonstration immédiate, en utilisant le fait que tout point de B appartient à. 

un ouvert trivialisant) • 
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Corollaire: si la base B d'un revêtement p: X --f1> Best connexe, deux sections 

continues B --.+X qui prennent la même valeur en un point de B sont identiques. 

Cherchons si un revêtement p: X~ B peut posséder une section continue 

s: B ~X. Si X est connexe, l'image s(B) est nécessairement égale à X d'après 

la prop. 3,5.1 donc s est un homéomorphisme de B sur X, et p est l'homéomorphisme 

réciproque. On dit alors q~e p: X--,. Best un revêtement trivial à un seul feuillet. 

Ainsi: 

Proposition 3.5 •. 2. - Si p: X---> Best un revêtement et si X est connexe, . -
il n'y a pas de section continue B ~X sauf si p est un revêtement trivial à un 

seul feuillet. 

3.6. - Image réciproque d'un revêtement. 

Commençons par le cas général où l'on considère un objet p 

catégorie '6(cf. 3.1) • Considérons un diagramme 

(3,6.1) X 

lp 
B' • ~- ➔ B 

X -.;i. B de la 

où g : B' -~ B est une application continue. On va lui attacher un objet p' : X' ~ B.' 

et un morphisme de cet objet dans l'objet donné, c'est-à-dire un diagramme commuta

tif 

X' 
f 
' :> X 

B 1 g > B 

qui complète .le diagramme (3.6.1) [noter que l'application g dU diagramme (3.6.2) 

est la même que celle qui figure dans le diagramme (3.6.1)] • 

Voici comment on définit X' : dans le produit B 1 x X , soit X 1 le sous-espace 

formé des couples (b' , x) tels que 

g(b 1 } = p(x) 

par définition, p 1 
: X1 --!!> Bt est, la restriction à X1 de la première projection 

B1 XX -~-,.:,, I3'.; de même, f : X' --)> X est la restriction de la deuxi?➔ t e projQction 

BI x; X -1- X • Alors la commutativité du diagramme (3 .6.2) résulte de la relation 
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L'objet p' : X1 ~ B' ainsi construit, muni du morphisme (f, g) dans 
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l'objet p : X ~ B , s I appelle 1 1 image réciproque à.e p : ·x ~ B par 1 1 application 

continue g de B' dans la base B. Lorsque B1 est un sous-espace de B, g étant l'ap

plication d'inclusion, on obtient la notion d'objet induit au-dessus du sous-espace 

Définition: étant donnée l'application continue g: B' ~B de B' dans la 

base B de l'objet p: X_.,,. B, on appelle relèvement de g toute application con-

tinue 

h: B 1 ---:> X 

telle que p oh= g. 

Si on a un tel relèvement, l'application 

de B1 dans B1 xX prend en réalité ses valeurs dans le sous-espace X1 de BX.X; c 1 est 

donc une section continue B' --), X' de l'objet p 1 : X1 =-:)> B 1 • Réciproquement, 

toute section continue est de ce type. Ainsi : 

Proposition 3.6.1. - Les relèvements continu~ h: B' ~ X de g Mnt 

en correl",pondance bijective avec les sections continues de 1 1 objet p 1 : X 1 ~ B' 

image réciproque de p ~ X_~ B par l'application g • Cette correspondance associe 

~ chaque relèvement.h la section définie par (3.5.4) • 

Théorème 3.6.2.. - Si p : X_,,,,... B est un revêtement, alors son image réciproque 

p 1 xi-~ B 1 par l'application continue g: B' ~Best aussi un revêtement. 

Démonstration: on doit montrer que tout point b' E: B' possède un voisinage 

ouvert U1 qui est trivialisant pour p' • Soit b = g(b') par hypothèse, b possède 

dans B un voisinage ouvert U qui est trivialisant pour p ; on va montrer que 
--1 v1 = g ( ù) , 

qui est ouvert dans B1 (puisque g est continue) , est trivialisant pour p' • 

Soit 

~: Ux..F ~p-
1

(U} 

une trivialisation du revêtement p : X -➔ B au-dessus de 1 'ouvert U: on va en 

déduire u11e trivialisation 

'-f : urxF _!!_➔ p'-1 ( U') 

comme suit. Observons que p 1 -
1 (U1 se compose des couples (b' , x) E: B1 x.X 



tc1S que 

g(b 1 ) = p(x) EU 

pour b 1 E: U', y E: F, , on définit 
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'f' (b 1 , y) ::-::: (br , lf(g(b 1 ) , y)) • 

- 4-1 -· 

Pour voir que \.f' est un hpméomorphisrne, on définit une appiic: 0 .tion c0;1tinue 
-1 li : p' ( tJI) -► Ù'x F , en associant au couple (bi , x) le couple (b' , y) , y 

étant l'unique point de F tel que 

'f (g(b') ' y) = X • 

Alors 'f' o 'f' et f o 1-f.l sont les applica tians identiques. Ceci achève la démons

tration, 

3.7. - Rel~vement des chemins de la base d'un rev3tement. 

Soit g: I -~Bun chemin de la base B d'un revêtement p 

sidérons le rev6tement 

p' : X' ~ I 

X -----t- B. Con-

image réciproque du rcv3tement p par l'application g (th. 3.6.2) • Les rel~vements 

h : I -··➔ X du chemin g correspondent bijectivement aux sections continues I ---"?' X 1 

du revêtement p' : X' --r I (cf prop. 3,6.1) • On va voir qu'un ·Lel relèvement h 

_2:~iste to1Uours : on :peut choisir arbitrairement le point h(O) dans la :fibre du 

point g(O) , et alors le relèvement h csi:, unique. Pour le prouver, il suffit de 

montrer que le revêtement p' : X 1 --)" I possède une section continue 0t une seu}e 

yassant par un point a.rhit~·aire de la fibre p 1 -
1 

(0) En. faiL, ceci est vrai pour 

tout rev&tement de base I , en vertu du théorème suivant 

Théorème 3.7.1, Tout rev~tement de hRse I est trivial (ou plut6t tri-• 

via.J.isabl_e) ,, 

On va prouver, plus généralement: 

Théorème, 3.7.2. - Sin est un entier;>O 

cube In est trjvia1isable. 

tout revêtement ayant pour base le 

' ' ~n ~t t · Demonstration : par hypothese, on peut recouvrir la base .L du revc ,emen · 
_ 

1
n n 

p ; X .__~-;,, , JJar dos ouverts tri vialisants ; on pout reco_uvrj r I par m1 nombre 

,•, · · ' t l L , le! cut~.,e• J_.n "s+. t ]"l ' J ' ' t i:u11 ue e ,s onver s, J)tnsque . " - compac ,, ... en resu.ve qu·on peU', 

subci i.viser I ,:>n mw suite 



de segments contigus, de telle manière que~ produit 

I. xI. >( ... )(I_ 
11 i2 in 

(avec 1 6-: i . .!::-k 
J 
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pour 1 .=-j .!=-n) , 

-42 -

le revêtement soit trivialisable au-dessus de ce produi~ (qui est un cube fermé con-
- n 

tenu dans I ) • 0~ a fait la figure pour n = 2 et k = 6. On va maintenent 

montrer, pour chaque e"ntier p (11=.p~n) que le revêtement est trivialisable 
--- I 

au-dessus de chaque cube 

Ix.I ~ •••. x.Ix:I. '4,. ••• ,<.l_ ; 
~ 1 1 p+1 n 

p facteurs 

pour p = n, le théorème sera établi. On va procéder par récurrence sur p. 

Supposons l'assertion vraie pour p <n ( elle l'est pour p 

le revêtement est trivial au-dessus de I-,< ... xIXI. 
___________, 1 p+2 

p+1 facteurs 

Considérons les segments 

0) , et montrons que 

;,< ••• x:I. 
1 
n 

On va montrer, de proche en proche, que le revêtement est trivial au-dessus de 

p facteurs 

1)4 ... ;,c: I x..J
2 

x. I. 
-.......--...,,__.,,, 1p+2 

p facteurs 

><.. • •• x I. 
1 

n 

I >< • • • • x I ><,. Jk ><.. I. x 
~ 1 p+ 2 

XI. 
1 

Il 

p facteurs 

Or on passe d'un de ces cubes (disons le h-ième) au suivant en le réunissant avec 

le cube 

I:.< oo • .xI x L 
1 

x I. x ... ><.. I. n+ 1 
2 

l 
p+ Il 

l'intersection de ces deux cubes (dont on vient de prendre la réunion) est 

Ix. ... xix(~hnI 
1

)xI. ,< ••• -,çl_ 
h+ i 

2 
i 

p+ n 
_et Jhn Ih+

1 
est réduit à un point. On est donc dans la situation suivante : on 

a deux fermés B1 et B" dans la base de notre revêtement; on sait que le revête

ment est trivialisable au-dessus de B' et au-dessus de B" ; de plus B',-.. B11 est 

connexe. On veut en déduire que le revêtement est trivialisable au-dessus de B'UB" 
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On voit donc què le théorème 3.7.2 sera entièr.elllent démontré quand on aura 

prouvé le lemme suivant: 

Lemme 3. 7. 3. - Soit p : X ~ B un revêtemerit. Soient BI et B11 deux fermés 

(resp. deux ouverts) de B tels que B'V B" = B, et que B'o B" = C soit connexe 

(non vide). Si le revêtement est trivialisable au-dessus de B1 et au-dessus de B" 

il est trivialisable au...:dessus de B. 

Démonstration du lemme: soient 

'f' : B' x F 1 ~ p-
1 

(B') , 'f" : B"><. F" -:!.+ p-:-
1 

(B 11) 

des trivialisations du revêtement au-dessus de B1 et de B" respectivement. Alors 

'f'- 1 
o 'f11 

: C-/.. F" ~ C )(F 1 

est un isomorph.isme de revêtements triviaux de base C connexe. Ceci prouve déjà 

que les espaces discrets F' et F" sont isomorphes {puisque C n'est pas vide) ; on 
-1 

peut donc supposer F 1 = F" = F , et 'f' o <f II est alors un automorphisme du 

revêtement trivial Cx. F--+ C • D'après la proposition 3.2.1 , il est de la 

forme 

(x , y),~ (x , b (y)) , 

où 6"' est une permutation de F. La transformation (3.7.1) est, en fait, définie 

dans B><.F , et en particulier dans B'X F ; notons-la G'' dans B1 X F • Alors 
~ -1 · -1 

'{'' o 6"1 
: B1 >(]: -➔ p (B') est aussi une trivialisation de p (B'} • De plus, 

dans C ><: F , on a 

'fil = f' 0 Ç' ' 

d'après ce qui précède; autrement dit, les deux applications continues lfn et 

\f o~ 1 , définies respectivement dans B11 ><.F et B'KF, coïncident dans l'inter

section B X F • Soit c.p : B x F ~ X l'application qui coïncide avec 'f 11 dans 

B" l(F et avec 'f' o Ç 1 dans B:.,...F ; elle èst continue : c'est évident si B1 et B" 

sont ouverts, et s'ils sont fermés cela résulte du lemme du cours 1967-68 (page IV-

23) • Il est immédiat que 'f est une trivialisation du revêtement p: X---,. B. 

C.Q.F.D. 

3.8. - Relèvement des chemins (iuite) 

Le théorème 3.7.2 étant entièrement démontré, nous en tirerons deux consé

quences importantes, concernant le relèvement des chemins. 
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Proposition 3.8.L - Soit p: X--:)- Bun revêtement. Pour tout chemin 
-1 

g: I ~ B et tout point x E p (g(O)) , il existe un relèvement h: I-+ X 

de g et un seul, tel que h(O) = x. [En effet, un tel relèvement est défini par 

une section continue du revêtement p' • X' ---, I , image réciproque de p par g; 

un tel revêtement est trivial, et par suite possède une section continue et une 

seule pas-sant par un poiryt donné de la fibre p 1 -
1

(o)] . 

Proposition 3.8.2, - Soit p: X~ Bun revêtement, et soient g
0 

, g
1 

= I---.> B 

deux chemins homotopes avec_origine fixe et extrémité fixe (on a donc g
0

(o) g
1

(o) 

g
0

(1) ·= g
1 

(1)) • Soit x E. p-
1 

(g
0

(o)) , et soient h
0 

et h
1 

: I ~ X les relèvements 

de ces chemins tels que h
0

(o) = h
1

(o) = x. Alors les chemins h
0 

et h
1 

ont même 

et ils sont homotopes avec origine fixe et extrémité fixe. 

Démonstration 

On a donc 

soit G 
-2 
I -➔ B une homotopie de g

0 
à g

1 

) G ( t , 0) = g
0 

( t ) 

l G ( o , u) = g
0 

( o) 

G(t 

G( 1 

Soit p' : X' 
2 

--► I le revêtement, image réciproque du revêtement donné par l 'ap-

plication G, Il est trivial (th. 3.7.2) , donc il possède une section continue 

(et une seule) pas·sant par le point ((0 , 0) , x) E. r2 x X de la fibre de X' au

dessus de (0 , 0) ~ r2 
, Cette section définit un relèvement 

H : r2 
--+ X 

de G , tel que H( 0 , 0) = x • La restriction de H à I ><. LO}~ I est alors 'un relè

vement de g
0 

c'est donc h
0 

; de même la restriction de H à Ix{1}~I est un relè

vement de g
1 

, et par suite c'est h
1 

. De plus u --+ H(O , u) est un relèvement 

du chemin constant u ~ G(O , u) = g
0

(o) , donc H(O , u) = x pour tout u E. I • 

De même 1 u t---+ H ( 1 u) est un relèvement du chemin constant u 1-➔ G(1 , u) 

c'est donc un chemin constant; or 

H( 1 , 1 ) 

et puisque H(1 , u) est indépendant de u, on a bien h
0

(1) les relève-

·ments 11
0 

et h
1 

ont même extrémité. Enfin, H définit une homotopie (avec origine 

fixe et extrémité fixe) du chemin h
0 

au chemin h
1

• 

C.Q.F.D. 
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Avant d'aller plus loin, nous observons que le lemme 2.4.2 bis, qui avait 

été. admis sens démonstration, est un cas particulier de la prop. 3.8.1 (on 

l'applique au revêtement exp: tR ---,>,S1). De même, le lemme 2.4.3 bis est un 

cas particulier de la prop. 3.8.2. Ces deux lemmes sont donc maintenant démontrés. 

On peut résumer les résultats précédents dans une formule~ 

Soit p: X~ Bun revêtement, et soient~~ et y deux points, de B. Choisissons 

x
0 

dans la fibre p- 1
(y

0
) ; pour tout x € p (y) , on a une application 

n
1

(p; :X:
0

, x) : n
1

(x; x
0

, ;} ~ n
1

(B; y
0

, y) 

(cf. 2.6}. D'après la proposition 3.3.2, ceci est une injection~ car si deux 

chemins de X, d'origine x0 et d'extrémité x, ont pour images deux chemins homo

topes de B, ils sont eux-mêmes homotopes (il s'agit toujours d'homotopie avec 

origine fixe et. extrémité fixe) • Si maintenant x parcourt"la fibre p.,..1{y) , on 

obtient une application 

V xCp (y) 
où le signe_ V du premier membre désigne la somme ensembliste disjointe. 

Je dis que~ est une bijection. C'est une injection, car la restriction de~ à. 

chacun des n
1 

(X ; x
0 

, x) est, une injection, comme on vient de le voir; de 

plus, six et x' ( p- 1
(y) sont distincts, un élément de n

1
(X; x0 , x) et un 

élément. de n
1 

(X ; 'x
0 

, x') n'ont pas la même image dans n
1 

(B ; y
0 

, y) , en 

vertu de la prop. 3,8.2, qui dit que les relèvements de deux chemins homotopGs de 

B ont la même extrémité dès qu'ils ont la même origine. Enfin, ~ est une surjec

tion à cause de la prop. 3.8.1 , puisque tout chemin de B, d'origine y0 , peu.t. 

être relevé en un chemin de X, d'origine x
0

• 

Cas ;earticulier: supposons y= Yo ; alors 

~ u n1 (X ; xo ' x) . ► 11:1 (B ' Yo) . 1 
xEp- (y

0
) 

est une bijection; en particulier, 

n
1

(p, x0 ): n
1

(X, x0 )-+, n1(B, y
0

) 

est un homomorphisme injectif du groupe fondamental de X dans le groupe fonda

mental de B. Pour que 1t1(p, x
0

) soit bijectif, 
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-1 
il faut et il suffit que l'ensemble n

1
(x; x

O
, x) soit vide pour tout x E p (y

O
) 

autre que x
O

• Si X est en outre connexe par arcs, ceci entraîne que la fibre 
-1 , 

p . (y
O

) est réduite à un point. Si de plus la base Best connexe, toutes les 

fibres sont réduites à un point (d'après la prop. 3.3.1) ; donc p: X~ B 

est un homéomorphisme. On a ainsi prouvé 

Proposition 3.8.3 - Soit p: X-➔ Bun revêtement tel que X ~t B soient con

nexes par arcs. S'il existe un point x
O 

EX tel que l'homomorphisme 

n
1

(p, x
O

) : n
1

(x, x
O

) ~ n
1

(B, p(x
O

)) 

soit surjectif (donc bijectif), alors p: X-+ Best un homéomorphisme (on a 

un revêtement trivial à un seul feuillet). 

Corollaire si p: X~ Best un revêtement, et si X est connexe par arcs, et B 

simplement connexé, alors p est un homéomorphisme. 

3.9 - Cas où la base est localement connexe. 

Définition: on dit qu'un espace topologique Best localement connexe ·si tout 

point de B possède un système fondamental de voisinages ouverts connexes. 

Proposition 3.9.1. - Soit p: X~ Bun revêtement dont la base Best localement 

connexe; alors toute composante connexe Y de X (munie de la restriction q de p 

à Y) est un revêtement de base B • 

Démonstration: Soit b E B; b appartient à un ouvert WcB, trivialisant pour p 

puisque Best localement connexe, il exi'ste un ouvert U connexe, tel que 

b E UcW ; alors U est trivialisant pour p . Il suffira de prouver que U est tri

vialisant pour q Or considérons p-
1 (u) ses composantes connexes sont des 

ouverts V. ; si un V. rencontre Y, la réunion YuV. est connexe, donc c'est Y, 
1 1 1 

et par sui te V c: Y • Donc 
i 

-1 -1 
q (U) = p (U)n Y 

est la réunion de ceux des V. qui sont contenus dans Y, et q_ est un homéomorphisme 
1 



Cours de M. CARTAN 

2 .1 • a - 1 968-69 
- 47 

de chacun d'eux sur U. Donc U est trivialisant pour q. 
C.Q.F.D., 

Proposition 3.9.2~- Soient p: X~ B et q: Y--+ B deux revêtements dont 

la base Best localement connexe. Si f: X~ Y est un B-morphisme, c'est-à-dire 

une application continue relldant commutatif le diagramme 

f 
X-----+ y 

B 

alors f X--,)- Y est un revêtement. 

Démonstration tout point b E B possède un voisinage ouvert U qui est trivia-

lisant à la fois pour pet pour q; de plus, on peut supposer U connexe, puisque B 

est localement connexe. Cela dit, partons d'un point y E Y; soit b = q(y) E B, 

et soit U un ouvert connexe de B, contenant b·, et trivialisant pour pet 
-1 ( pour q; soit V la composante connexe de q U) qui contient y! On va montrer 

que V est trivialisant pour f, ce qui établira la proposition. 
-1 Soit W l'une quelc9nque des composantes connexes de p (U) ; p est un homéo-

morphi·sme de W sur U , et q est un homéomorphisme de V Sl:!r U • Je dis que deux 

cas seulement sont possibles: ou bien f(:W)0 V= 0, ou bien f est un homéomor

phisme de W sur V , En_ effet, si f(W)_ rencontre V , la réunion Vu f(W) est connexe 
' . -1 
et contenue dans q (U) donc elle est égale à V (puisque V est une composante 

-1 
connexe de q (U)) • On a donc un diagramme commutatif 

y __ r_-__ 
w 

u 
dans lequel pet q sont des homéomorphismes; il s'ensuit que f 

homéomorphisme. 

-1 
~ q op est un 

-1 ( ) , . Ceci prouve que f V est la reunion de certaines des composantes· connexes W. 
]. 

de p- 1(u) , et que pour chacune de ces W. , f est un homfomorphisme de W. sur V. 
i ]. 

Donc V est bien un ouvert trivialisant pour f. 

C.Q.F.D. 
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Remarque: Il se peut que la famille des W. soit vide. Ceci n'empêche pas 
1 

que f: X-➔ Y soit un revêtement. En effet, dans la définition d'un ouvert V 

trivialisant pour f , rien n'exclut l'éventualité oi f-
1

(V) serait vide (i.e au-

dessus de V, on a 'un· revêtement à zéro feuillet). Rappelons toutefois que lors

que Y est connexe, lé cardinal de la fibre f-
1

(y) est le même pour tous les 

points y E: Y ; par sui te, 'si X n I est pas vide et Y connexe, il est certain que 

f-
1

(V) n'est pas vide. 

3.10 - Cas où la base est localement connexe par arcs; problème du relèvement. 

Définition: on dit qu'un espace topologique Best localement connexe par arcs 

(en abrégé : LCA) si tout point de B possède un système fondamental de voisinages 

ouverts dont chac·un est connexe par arcs. 
0 . 

Il est évident que tout espace L CA est localement connexe ( cf .n 3. 9.) , puisque 

tout espace connexe par arcs est connexe. 

Proposition 3.10.1 

sont équivalentes : 

Pour un espace topologique B, les conditions suivantes 

(i) BestLCA 

(ii) pour tout b E: B et tout voisinage U de b 

contenu dans U, qui jouit de la propriété suivante 

joint à b par un chemin contenu dans U; 

il existe un voisinage V de b , 

tout point de V peut être 

(iii) pour tout ouvert UcB, les composantes-connexes-par-arcs de U sont 

des ouverts. 

Démonstration: on montre que (i) =~ (ii) ~ (iii) =::;> (i) vérification facile, 

laissée au lecteur. 

Exemples : toute variété topologique est LC A. Plus généralement, tout espace 

localement c~ntractile (c'est-à-dire dont chaque point possède un système fonda

mental de voisinages contractiles) est L CA • 

Remarque 1 : soit B un espace LC A ; les composantes-connexes-par-arcs de B 

sont aussi ses "composantes connexes" (en effet, ce sont des ouverts U. , connexes 
1 

par arcs, donc connexes ; six E: U. , le plus grand sous-espace connexe de B conte-
1 

nant x est donc U. , puisque le complémentaire de U. est ouvert). En particulier, 
1 1 

si un espace Best LC A et connexe, il est connexe par arcs. 
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Remarque 2 : soit _P : X ~ B un revêtement. Si B est LC A , _i_l_e_n_e_s_t_d_e_m_êm_e 

de X • En effet, tout point x € X possède un voisinage ouvert qui est hor~éomor

phe (au moyen de p) a un voisinage ouvert de p(x) (B. 

On va_désormais considérer la catégorie des espaces pointé~. Un morphisme 

f: (Y, y
0

) ~(X, x
0

) est, par définition, une application continue f: Y-+· X 

telle que f(y 0) = x0 . En particulier, p: (X, x0 ) ~ (B, b0) est un revêtement 

pointG si p: X--+ Y est un revêtement, et si p(x
0

) == b
0

• 

Soit donné un revêtement pointé p: (X; x0 )-+ (B, b0) 

application continue g : (Y , y O) ~(B , b
0

) • 

et soit donné une 

Un relèvement de g_est une application continue h: (Y, y0) ~(X, x0) telle que 

g p oh. Si on suppose Y connexe, il existe au plus un tel relèvement; en 

effet, soit q: Z ~ Y le revêtement, image réciproque du revêtement p: X~ B 

par l'application g: Y___,, B on a un diagramme commutatif 

{3.10.1) 

et l'on sait (cf. prop. 3.6.1) que les relèvements continus h : {Y 'Yo) ~ (X ' xo) 

sont en correspondance bijective avec les sections continues s . y -+ z du re-. 
vêtement q 

' 
telles que s(y o) = z

0 
[en notant z

0 
E Z le point (y 

0 ' xo) € î x. X , 

qui est dans le sous-espace z des couples (y ' X) tels que g(y) :::: p(x) J Puisque 

est supposé connexe, il existe au plus une telle section (cf. coroll. de la 

prop. '.L 5. 1 ) • 
C.Q.F.D. 

On va maintenant donner une condition nécessaire et suffisante pour l'existence 

du relèvement h, dans le cas ot l'espace Y est connexe et LCA • 

Théorème fondamental 3.10,2 - Dans la situation 

(X t xo) 

l p 

(Y , yO)-➔ (B 'bO) 
g 

y 
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où p est un revêtement, et Y un espace connexe et .LCA (donc connexe par arcs) , 

une condition nécessaire et suffisante pour l 1 existence d'un relèvement continu 

h: (Y, y0)---)>- (X, x0) de l'application g, est que J'image de l'homomorphisme 

n1 (g): n
1

(Y, y0 ) - n
1

(B, b0 ) 

soit contenue dans l'image de 1 1homomorphisme 

Alors h est unique. 

Démonstration: on a déjà prouvé l'unicité de h (s 1 il existe) • Montrons que 

l'inclusion 

(3.10.2) 

est nécessaire pour l'existence de h; en effet, si l'on a g = p oh, l'homo-

morphisme n
1

(g) est égal au composé 
n

1 
(h) 

donc son image est contenue dans 1 1 image 

n
1
(x, x

0
) 

de rc
1 

(p) • 

Réciproquement, supposons que la condition (3.10.2) soit vérifiée. On va montrer 

l'existence du relèvement h. Considérons le diagramme commutatif (3.10.1) ; 

il s'agit de trouver une section continues: (Y, y
0

) ~ (Z, z0 ) du revêtement q. 

Or l'inclusion (3.10.2) exprime ceci : pour tout lacet 

~: I ~ y te1 que 'f( 0) = 'f ( 1) = Yo ' 
il existe un lacet 

t' : I ~ X tel que 'f(O) = 'f ( 1 ) xo ' 
satisfaisant en outre à 

{3.10.3) 

L'application I--+ YxX , définie part t--l> (4'(t) , 't1(t)) , prend ses valeurs 

dans le sous-espace Z de YxX, à cause de (3.10.3) elle définit donc un lacet 

). : I ~ Z , d'origine À( 0) = À ( 1 ) = z0 , 

te 1 que q o )- = If • 
·, Ainsi tout lacet 'f de Y , d I origine y O , se relève on un lacet ). de Z , 

d'origine z
0

; donc l'homomorphisme 

n
1

(q) : n
1

(z, z
0

) -➔ n
1

(Y, y
0

) 
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est surjectif; il est donc bijectif (cf. 3.8) . Soit z
0 

la composante 

de Z qui contient z
0

, et soit 

connexe 

la restriction de q • CI est, un revêt,ement , parce que Yest, localemënt connexe 

(puisqu'il est LCA): appl_iquer la prop. 3.9.1. De plus z
0 

est LCA, puisque q0 
est un revêtement dont la base Y est L CA (cf. la remarque 2 ci-dessus) • Donc 

z
0 

est connexe par arcs, puisqu'il est connexe et LCA (cf. la remarque ci

dessus) • Il s'ensuit que l'inclusion z0 --+- Z induit un isomorphisme 

n
1

(z
0

, z
0

) ~ n
1

(z, z
0

) , et par suite 

est un isomorphisme. Appliquons la prop. 3.8.3 au revêtement q
0

: z
0

--+ Y; 

on voit que q
0 

est un homéomorphisme. Si on compose l'homéomorphisme réciproque. 

(Y, y
0

)--+ (z
0

, z
0

) avec l'inclusion (z
0

, z
0

) -➔ (Z, z
0

) , on obtient la 

section cherchée 

s: (Y, y
0

) -..,i, (Z, z0) . 

Ceci achève la démonstration du théorème 3.10.2. 

Voici des cas particuliers importants où le thorème fondamental 3.10.2 

s'applique. 

Corollaire 3.10.3 Soit Y un espace L CA et simplement connexe. Pour toute 

application continue g: Y~ B à valeurs dans la base B d'un revêtement p: X--;- B 

il existe toujours un relèvement continu (et un seul) h Y--? X (tel que 

p o h = g;) qui, en un point donné y 
O 

E: Y , prend une valeur x
0 

arbitrairement 
-1 

choisie dans la fibre p (b
0

) , en notant b
0 

= g(y
0

) • 

Corollaire 3.10.4 - Tout fevltement p X ~ B dont la base B est L C A et 

simplement connexe est trivialisable • 

[En effet, prenons Y~ B, g étant l'identité; le corollaire 3.10.3 montre que 

le revêtement donné possède une section continue B ~ X dont la valeur en un 
-1 

b
0 

E: B donné est un point arbitraire de la fibre p (b
0

) • Les images de ces 

diverses sections sont des ouverts disjoints de X, dont X est la réunion; et p 

est un homéomorphisme de chacun d'eux sur B] • 

n 
Remarque: le théorème 3.7c2, relatif aux revêtements dont la base est I· , 

apparaît maintenant comme un cas particulier du corollaire 3.10.4; en effet, 1
11 



est L CA et simplement connexe 

Voici un cas où s'applique le corollaire 3.10.4 
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11 
Proposition 3.10.5 - Tout revêtement ayant pour base la sphère S (n~2) est 

trivialisable. {cf. théorè.me 2,5.2) • 

1 
Rappelons que exp: lR ~ S est un revêtement non trivialisable. 

3.11. La catégorie des revêtements connexes pointés; notion de revêtement universel 

On considère ici uniquement des revêtements pointés 

p : . ( X , x
0

) ~ ( B , b O) 

tels que B soit connexe et L CA , et X connexe ( alors B et X sont· connexes par 

arcs). L'espace pointé (B, b0 ) étant supposé donné,ces revêtements sont les 

objets d'une catégorie; par définition un morphisme 

(Y' Yo ' q) ~(X' xü 'p) 
est une application continue f: (Y, y

0
) ----4 (X, x

0
) rendant commutatif le 

diagramme 

f 

Etant donnés deux objets (Y, y
0

, q}·et (X, x
0

, p) , il existe au plus un 

tel morphisme f (puisque Y est connexe, et que f doit être un "relèvement" de p) 

pour que f existe, il faut et il suffit que 

(3.11.1) 

(cf. théorème fondamental 3.10.2). De plus un morphisme f: (Y, y
0

)-+ (X, x
0

) 

est
1

en fait, une application de revêtement, d'après la prop. 3.9.2. 

On peut se demander si cette catégorie admet un objet initial, c'est-à-dire si 

(B, b
0

) possède un revêtement connexe q: (Y, y
0

) ~ (B, b
0

) qui satisfasse 

à (3.11.1) quel que soit le revêtement connexe p : (X , x
0

) ~ (B , b
0

) • 

Une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi que Y soit simplement connexe, 

car alors Im n
1

(q) est r6duit à l 1 6l6ment neutre de n
1 

(B, b
0

) • Ainsi 
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Théorème 3.11 .1 - Si (B, b
0

) possède un revêtement pointé q: (Y, y
0

)-:l>(B, b
0

) 

tel que Y soit simplement connexe, ce revêtement est objet initial dans la caté~ 

gorie des revêtements connexes pointés de base (B, b
0

), 

Un tel revêtement prend alors le nom de revêtement universel de l'espace 

(B , b
0

) • D'après ce qui précède, tout revêtement co.unexe pointé 

p: (X, x
0

) ---i" (B, b
0

) définit une factorisation 

{Y ' Yo) ~ (X ' xo) .. p ➔ (B ' bo) 

de q; l'espace X apparaît donc comme la base d'un revêtement f y-+ X 

c'est un quotient de l'espace Y du revêtement universel. 

On étudiera plus loin (n° 3,15) à 4uelle condition un espace donné B, connexe 

et L CA , possède un revêtement simplement connexe. 

3.12 - Groupe des automorphismes d'un revêtement.connexe. 

Soit p : X --? B un revêtement; on suppose que B et X sont connexes E;t L CA • 

On a la notion de B-automorphisme d'un tel revêtement: c'est un homéomorphisme 

f: X--+- X rendant commutatif le diagramme 

f 
X---:i:"X 

\ / 
B 

Il est clair que ces automorphismes forment un groupe; on le notera G(p) , ou 

simplement G (s'il n'y a pas d'ambiguité) , et on l'appellera le groupe de Galois 

du revêtement. 

On va choisir un point x
0 

EX, et son image b
0 

= p(x
0

) E B. Il est clair 
-1 

que, si f E G(p) , le point f(x
0

) est dans la fibre p (b
0

) 

-1 
Proposition 3.12.1 - Pour x

1
.E p (b

0
) , il existe au plus une transformation f 

du groupe de Galois telle que 

= X 
1 

une telle f existe si et seulement si 

(3,12.1) 

[égalité de deux sous-groupes de n
1

(B, b0 )] • 
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Démonstration: d'ap~ès le n° 3~11 (ou, si l'on préfère, d'après le théorème 

fondamental 3.10.2), il existe au plus un morphisme f: (X, x
0

)-+ (X, x
1

) de 

revêtements pointés de base (B, b0 ) ; pour l'existence, il faut et suffit que 

Im n
1 

(p , x
0

) c. Im n
1 

(p , x
1

) • 

Pour que f soit un isomorphisme,il faut qu'il existe un morphisme g 

(X , x
1

) ---j- (X , x
0

) , ce ,qui exige 

lm n
1

(p, x
1

),c. lm n
1

(p, x
0

) , 

d 1 où l'égalité (3.12.1) ; et cela suffit, car alors f o g et g o f sont égaux 

à l'application identique, en vertu de l'unicité. 

Remarque: si f E G(p) est distincte de l'identité, f n'a pas de point fixe. 

On dit que le groupe de Galois G(p) opère sans point fixe dans X. 

Corollaire 3.12.2 - Pour que le groupe de Galois G(p) soit transitif 
-1 

dans la fibre p (b
0

) , il faut et il suffit que l'image de 

n
1

(p, x): n
1
(x, x) ~ n

1 
(B, b

0
) 

-1 
soit indépendante du point x de la fibre p (b

0
) • On dit alors que le revêtement 

est galoisien. 

Remarque: si le groupe G(p) est transitif dans la fibre p-
1(b

0
) , il est 

transitif dans chaque fibre p-
1

(b) • En effet, si on regarde une trivialisation 

du revêtement au-dessus d'un ouvert U, on voit facilement que l'ensemble des 

points b E B tels que le groupe G(p) opère transitivement dans la fibre p-
1

(b) 

est à la fois ouvert et fermé dans B. Or B ~ été supposé connexe. 

Etudions de plus près, dans le cas général, la relation qui existe entre les 

deux sous-groupes 

Im n
1

(p, x
0

} et Im n
1

(p, x
1

) 

de n
1

(B, b
0

), lorsque x
0 

et x
1 

sont deux points de la fibre p-
1

{b
0

) • 

Choisissons dans X un chemin d'or;igine x
0 

, d'extrémité x
1 

, et soit<><'. E n:
1 

(B , b
0

) 

son image. Si à chaque ÀE Im n
1

{p, x
0

) on associe 

-1 \ 
CX. •A•e><:., 

on obtient un isomorphisme de Im n
1

(p, x
0

) sur Im n
1

(p, x
1

) , dont l'isomorphisme 

réciproque est 
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(p, x
0

) et Im n1(p, x1) sont donc conjugués 
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dans 11:
1

(B, b
0

) ; d 1une façon précise , le second est transformé du premier par 

1 1 automorphisme intérieur , 4 
A ~ ol..- A. el. 

1 ' 
Lorsque x

1 
parcourt ~a, fibre n- (b

0
) 1 o<. prend toutes les valeurs possibles 

dans 1t (B, b) , puisque tout lacet de B (d'origine b0 ) se relève enun chemin de X 
1 0 

(d'origine x
0

) • D'où 

Proposition 3.12.2 - Pour que le revêtement p,! X-➔ B soit galoisien, il faut 

et il suffit que, si l'on choisit x
0

E X et b
0 

= p(x
0

)E B, l'image de l'homomorphisme 

1t1 (p ' xo) : n1 (X ' xo) ~.· n1(B ' bo) 

soit un sous-groupe invariant de n
1

(B, b
0

) • 

[Rappelons que X et B sont toujours supposés connexes et LCA] 

Remarque le r,evêtement simplement connexe de B (s'il existe) esi galoisien. 

3.13- Opération du groupe n
1

(B, b
0

) dans la'fibre d'un revêtement de base B. 

Application aux revêtements galoisiens" 

Soit p: X-"?' Bun revôtement(sans autre hypothèse pour le moment). Choisissons 
0 -1 

b
0 

C B; on a vu (n 3.8) que la donnée d 1unc,l.,C n
1

(B, b
0

) et d 1un x C p (b
0

) 
-1 

définit un point x' E p (b
0

) , obtenu comme suit: on choisit tm lacet f dâns 

la classe ol., on relève f en un chemin g de X, d'origine x, et x' est alors l'ex~ 

trémi té du chemin g ( qui ne dépend pas du choix de f) • On notera x ,o<. ce point x 1 • 

Le lecteur prouvera les relations évidentes: 

(3.13,1) 

(3.13,2) 

X. 8 = X (si E, est l'élément neutre) 

Elles expriment que le groupe fondamental n
1

(B, b
0

) opère à droite dans la 
-1 

fibre n (b
0

) • 

Supposons maintenant que X et B soient connexes et L CA , et que le revêtement 

p: X-.; B soit galoisien. Choisissons un point x
0 

dans la fibre p ... 
1

(b
0

) :; 

· on va lui associer une application {' : n
1 

(B , b
0

) -...+ G(p) , a valeurs dans le 

groupe de Galois d.u revêtement. On définit t' par la condition 

(3.13.3) 
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Ceci définit bien e ( cl ) € G( p) , puisqu'il existe un B-automorphisme et un seul 

du.revêtement X, transformant le point x
0 

dans le point x
0

.o<. de la même fibre. 

Proposition 3. 13'. 1 · - (! est un homomorphisme de groupes. 

Démonstration : pour montrer que f (~ ,(=>) == \ (ol) of ( Ç3) , il suffit de . 
montrer que ces deux automorphismes prennent la même valeur au point x

0
• Or 

e(o<.,e,) (xo) = xo. (o1. .(3 ) = (xo.d. ). f;, = (e (~) (xo)).(:, 

tandis que 

e ( c:,( ) O . e ( P.> ) (xo) = é' ( o( ) ( e ( ~ ) (xo)) = f ( o( ) (xo • ~ ) • 

Tout revient donc à prouver que si on note cr- l'automorphisme e(o<') , on a 

Or choisissons un lacet f dans la classe de ~ , et relevons-le en un chemin g 

d I origine x
0 

, d'extrémité x
0

• ~ ; si on effectue l'automorphisme o, g est 

transformé en un chemin t> o g d'origine ô (:x.
0

) , d'extrémité O (x
0

. ~ ) et 

comme o o g relève le la_cet f, la relation (3.13.4) est démontrée. 

Etudions de plus près l'homomorphisme 

e: n1(B, b0 )--? G(p) . 
-1 ( Il est surjectif, car pour tout x € p (b

0
) il existe un o<t n

1 
B, 

que x = x
0

.~ , puisque X est connexe par arcs [en d 1 autres termes, 

connexe par arcs, le groupe n
1

(B, b
0

) opère transitivement dans la 

b
0

) tel 

quand X est 

-1 J fibre p (b) • 

Cherchons maintenant le noyau de e, c'est-à-dire le sous-groupe (invariant) for

mé des o( tels que e (o<..) = identité; la condition est que x
0

.ol.. = x
0 

, 

c'est-à-dire que le relèvement (d'origine x
0

) d'un lacet f de la classeo(soit 

un lacet, ou, ce qui revient au même, que c,( soit dans l'image de 

rc
1

(p, x
0

) : n
1

(X, x
0
)-+ n

1
(B, b

0
} 

On obtient ainsi une suite exacte de groupes et d'homomorphismes (le noyau de 

chaque homomorphisme est l'image de l'homomorphisme précédent): 

rc1 (p) f 
---➔ rc1(B, b0)---➔ G(p) (1) 

L------------ -------------~ 
où'(1) désigne un groupe réduit à l'éHment neutre. On l'appelle la·suite exacte 

du revêtement galoisien p : X ~ B • Il faut prendre garde que l'homomorphisme e 
-1 , ) dépend non seulement du choix de b

0
, mais aussi du choix de x

0 
dans la fibre p (b

0 
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On devrait donc parler de la suite exacte d'un revêtement galoisien pciint·é. 

Exercice: sans supposer que le revêtement soit galoisien (mais en supposant 

toujours X et B connexes et LCA), soitNc.n
1

(B, b
0

) le normalisateur de 

-rc
1
(x, x

0
) , c'est-à-dire le sous-groupe formé des~ tels que l'automorphisme 

intérieur 

À ~ o(.. -
1 • À , o<. 

transforme l'image de n
1
{x, x

0
) ~ n

1
(B, b

0
) en eile-rnême. Définir, comme 

ci-dessus, un homomorphisme e N ~ G(p) , et en déduire une suite exacte 

(1) --4 n
1 

(X , x
0

) --,. N ~ G(p) ~ (1) • 

Le cas où le revêtement est galoisien est celui où N = n
1

(B, b
0

) 

Cas particulier important 

universel). Alors 

c'est celui où X est simplement connexe (revêteme~t 

-- G(p) 
est un isomorphisme, et permet d'identifier le groupe fondamental de la base B 

(au point b0) au groupe des B-automorphismes du revêtement X, une -fois choisi 
-1 un point x

0 
f p (b

0
) • On a déjà observé ce phénomène dans le cas particulier 

du revêtement 

exp : IR Sl . --- ' 
le groupe fondamental~ de la base opère dans !R par les translations x~ x + n (nEZZ.) 

Exercice: montrer que tout revêtement connexe à deux feuillets (i.e. dont cha

que fibre est un ensemble à deux éléments) est galoisien. 

3.14 - Théorie de Galois. 

Soit q : Y~ B un revêtement galoisien (Y et B étant -t,oujours connexes et L CA) 

Le groupe G(q) opère dans Y 11sans point fixe" (cf. la remarque suivant 

la prop. 3.12.1 ). On peut même préciser G(q) opère proprement sans point fixe 

(cf. 3.4) , car tout point y
0 

€ Y possède un voisinage ouvert (connexe) V tel 

que les transformés o-(V) ( 0 parcourant G(p )) soient deux à deux disjoints. En 
-1 effet, il suffit de prendre pour V la composante connexe de q (U) concernant 

y
0

, où U est un ouvert connexe de B, contenant b
0 

= q(y
0

) , et trivialisant pour q_. 
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est alors un revêtement; en fait, il s'identifie au revêtement donné. En effet, 

q: Y--;:,- B passe au quotient suivant G(q), c'est-à~dire se factorise en 

Y -► Y/ G ( q) (J? 7 B , 

il est immédiat que~ est un homéomorphisme (exercice !) • 

Dans la "théorie de Galois", on se donne une fois pour toutes un revêtement 

pointé 

q: (Y, Yo) 7 (B, bo) 
qu'on suppose galoisien (Y et B étant connexes et LCA) • Pour tout revêtement 

connexe pointé 

p: (X, x0 ) -➔ (B, b0 ) 

il existe au plus un morphisme de revêtements pointés 

r: (Y, y
0

) 7 (X, x
0

) 

qui donne une factorisation q p or • Sir existe, r est une application de 

revêtement (cf. 3.11 ); le revêtement q est alors factorisé en deux revêtements 

(3. 14. 1 ) 
r 

(Y , y· ) - ;i> (X , x ) 
0 0 

Nous énoncerons, sans démonstration, les assertions suivantes (qui constituent 

la "théorie de Galois") ; 

Le revêtement r est galoisien;son groupe de Galois G(r) [groupe d'automor

phismes de Y] est un sous-groupe du groupe de Galois G(q) ; si on identifie X 

à Y/G(r) et B à Y/G(q) , la suite (3.14.1) s'identifie à 

la seconde application est l'application canonique de Y/G(r) sur son quotient Y/G(q) 

Réciproquement, pour tout sous-groupe rde G(q), la factorisation 

(Y ' Yo) ---➔ (Y/f ' xo) ___ _.;:,,. (Y/G(q) ' bo) 

{où x
0 

désigne l'image de y 
O

) définit un revêtement X = Y/I' de B = Y/G( q} • 

Pour que ce revêtement p : X --:,- B soit galoisien, il faut et il suffit que r soit 

un sous-groupe invariant de G(q) , et alors le groupe de Galois G(p) s'identifie 

au groupe quotient G(q)/r (dire comment) • 
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En Particulier, prenons pour q: Y ~Bun revêtement simplement·connexe de B 

(s'il existe) • Alors une fois choisi un point y
0 

E q-
1(b

0
) ~ n

1
(B, b

0
) = G 

s'identifie au groupe de Galois du revêtement q: Y.:......:, B, et B s'identifie àu 

quotient Y/G ; à chaque sous-groupe I' de G correspond le revêtement connexe pointé 

0

(Y/r , x
0

) ---:,, (Y/G , b
0

) = (B 1 b
0

) , 

où x0 est la classe de y0 E Y. Tout revêtement connexe pointé p :(X, x 0) ➔ (B, b0 ) 

est isomorphe (d'une seule manière} à un tel revêtement, à savoir celui qui est 

défini par le groupe de Galois r du revêtement r : (Y , y O) ~ (X , x
0

) tel 

que p or= q. On obtient ainsi une correspondance bijective entre les sous~groupes 

du groupe fondamental n
1 

(B, b0) , et les classes d 1 isomorphie de revêtements 

connexes pointés de base (B, b0) . Dans cette correspondance, les revêtements 

galoisiens sont les revêtements qui ·correspondent aux sous-groupes invariants· 

de n;1(B' bo) 0 

On obtient ainsi une classification des revêtements connexes pointés dè base 

(B, b0 ), lorsque l'espace B, connexe et LCA, possède un revêtement simplement 

connexe (cf. ci-dessous, 3.15) • 

Remarque: si le revêtement p 

si le cardinal de chaque fibre est fini {il est le même pour toutes les fibres) 

ce cardinal est égal.au nombre des éléments de G/f (ropérant à gauche dans 

G = n1(B, b0 )) , c'est-à-dire au nombre des classes à droite de G suivant le 

sous-grouper dans le groupe G = n
1

(B, b
0

) • Cet indice est aussi (on le sait) 

égal au nombre des classes à gauche de G suivant r (puisque l'application g ➔ ~t1 

de G dans lui-même transforme chaque classe à droite dans une classe à gauche) , 

Exemple partons du revêtement simplement connexe 
1 exp : (IR , 0) ~ ( S , 1 ) , 

, ( ) 21tiX . t , 1 • . 7/ ( L t ou exp x = e • Si n est un en 1er~ , soit nZ le sous-groupe de .., o:p~ran 

dans R par les translations entières) formé des multiples entiers den, D'où une 

factorisation de exp: 

(3.14.1) IR ~ IR/nZ ·-, .. ~R/Z :::: s1 

D'ailleurs IR/nZ est lu.i-même homéomorphe à S 
1

, car x i---,, n x induit un 

homéomorphisme n/z ~ IR/nZ. Ainsi la factorisation (3.14,1) est isomorphe à 
~ 

IR ex!:➔ S 1 
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où 8 est induite par la multiplication par n dans R/Z. On voit que tout re-
n 1 en 

vêtement connexe de S , non simplement connexe, est isomorphe à S
1 

· )' s
1 

, 

pour un entier n ~ 1, convenable (n est alors le nombre des feuillets du revêtement). 
. 1 

Bien entendu, tous ces revêtements sont galoisiens, puisque n
1

(s )~~est commu-

tatif. 

Pour construire des revêtements non galoisiens, on a besoin de construîre un 

espace B dont- le groupé fondamental ne soit pas commutatif (cf. ci-dessous, § 4) • 

3.15 - Existence d'un revêtement simplement connexe. 

Dans tout ce qui suit, B désigne un espace connexe et·LCA. 

Théorème 3 .15: 1 - Pour qu I il existe un revêtement p : X - 7 B tel que. X 

soit simplement connexe, il faut et il suffit que B possède la propriété suivante 

(TT) pour tout b E B , il existe un ouvert ·connexe U ::;1 b tel que l 1homomorphisme 

n1(U, b) ~n 1(B, b) induit par l'inclusion U --=;,.B, soit neutre [i.e: cet 

homomorphisme envoie n
1
(u, b) dans l'élément neutre de n

1
(B, b) ] , 

Avant de prouver ce théorème, faisons quelques remarques. 
. . .?Sl \"I,~ . 

Dire que 1 'homomorphisme n
1 

(U , b) -➔ n
1 

(B , b) , c I est dire que tout lacet de U , 

d'origine b, est homotope, dans 1 1 espace ambiant B, à un lacet ~onstant. Pour un 

ouvert connexe UcB , cette propriété est indépendante du point b E U , car U est 

connexe par arcs (puisque Best LCA) ; le choix d'un chemin de U; d'origine b 

et d'extrémité b' , définit des isomorphismes verticaux dans le diagramme commutatif 

et par suite si le premier homomorphisme horizontal est neutre, il en est de 

même du second. 

Définition: disons qu'un ouvert UcB est privilégié s'il est connexe et si,f-01A/l... 

b EU, l'homomorphisme rc
1
(u, b) ""-?' n

1
(B, b) est neutre. 
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(\1'1) L'espace B peut ~tre recouvert avec des ouverts privilégiés. 

Faisons encore l'observation suivante 

. 
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Proposition 3.15.2. - Pour qu'un ouvert connexe UCB soit privilégié , il faut 

et il suffit que, pour tout couple de points b et b' de U, l'image de l'application 

<fi : 7t1 (U ; b, b 1
) _.,.,,. TC1 (B ; b, b 1 ) 

ait un seul élément. [Ceci signifie que deux chemins de U,d'origine b et d'ex-

trémité b 1 
, sont homotopes comme chemins d~ B (avec origine fixe et ext;rémi té fixe~-

Démonstration de la prop. 3.15.2: soient 

f O ' r1 ( n1 (U ; b ' b' ) • 

Dans le groupoïde fondamental de U, on a 

On a donc 

<P<~1> = 4 <fo). ~(ex)· 

Si U est privilégié! cf? ( c:,( ) E rc1 (B , b) est 1 1 éil.ément neutre, donc f ( r 1 ) = 4i (J0 ) • 

Réciproquement, si ~( f1) = 1( fo) quels que soient fo et f 1 , on a, 

4? ( f 0 ) · <r ( ô<) = ~ ( ~0) pour tout lX E: n1 (U , b) , 

donc ·~ ( CX ) est l'élément neutre. 
C.Q.F.D. 

Avant de commencer la démonstration du théorème 3.15.1 , donnons une condition 

suffisante pour que B possède la propriété (TT) : il suffit que ch.e,;g,ue point b € B 

possède un voisinage simplement connexe. A fortiori, il suffit que chaque point b € B 

possède un système fondamental de voisinages simplement connexes. Par exemple, 

toute variété topologigue connexe possède la propriété (TT) , et a donc un rev3-

tement simplement connexe [si on admet le théorème, que nous allons justement 

démontrer mainten~nt] • 

. ( 1) la propriété ITT) ~ nécessaire pour que B ;Eossède un rev~tement simplement 

connexe. En effet, soit 
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un revfitement~ X étant simplement <:onnexe. Soit U un ouvert contenant b et 

trivialisant pour p; on peut supposer U connexe, puisque Best localement 

connexe. On Vl:J, montrE)r que U.est privilégié. Soit V une composante connexe 

de p-
1

(U) et x EV le point de la fibrP. p- 1 (b) ~ Considérons le 

diagramme commutatif 

où les homomorphismes horizontaux sont définis pa.r les inclusions VcX et 

UCB , et les homomorphismes verticaux sont définis par la projection p • 

RJ.isque p est un homéomorphisme de V sur U, l'homomorphisme 0( est un 

isomorphisme ;· or p-oc< = ~o.\ est 1 1 homomorphisme neutre, puisque le groupe 

n1 (X , x) est rédu.it à l 1 élément neutré. Il s'ensuit que l'homomorphisme p. 
est neutre. Donc U est privilégié. 

C.Q.F.D. 

(2) Réciproquement 1 ~,upposons que B puisse être recouvert par des ouverts 

privilégiés. On va construire un rev&tement simplement connexe 

Définissuns d'abord X comme ensemble : choisissons une fois pour toutes un 

point b
0 

E B; par définition 1 X sera 1 1 ensemble;n
1

(B; b
0 

, ?) des classes 

de chemins de B, d'origine b
0 

et d'extrémité quelconque. Si à chaque 

chemin de B, d'origine b
0 9 on associe son extrémité, on définit bien 

une application p: X~ B , puisque deux chemins de la même classe ont 

~ar définition!) même extrémité. Il nous faut maintenant définir sur X 

une topologie~ telle que l'application p soit une application de revêtement;, 

et ensuite on devra vérifier que X, muni de cette topologie, est simplement 

connexe. 

On n'a pas besoin d'avoir défini une topologie sur X pour avoir la, no-

tion de section au-dessus d'un ouvert UC B : c'est une application s : U ➔ X 

telle que p os= idU • Nous allons définir de telles sections; plus 
-1 

précisément, pour tout ouvert privilégié U C B , et tout point x E p (U) , 

on va définir une section 

s U ,.------,.. X 
X. 



r 
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telle que . x ( s {U} , image de la section s • Qu I est-ce que ,c, ? C'est, 
X X 

par définition, une classe de chemins d'origine b0 et d'extrémité b = p(x) ; 

on a b € U. four tout b' € U, on a un unique élément y€ n1(B; b, b') 

à savoir l'image de n'importe quel élément de n
1
(u; b, b') (cf. prop. 3.15.2). 

Nous poserons, par définition, 

(3.15,1) s)b')=x.y, 

composé de x € rc
1 

(B ; b
0 

, b) et de y ( n1 (B ; b. , b 1 ) dans le aroupoide 

fondamental de B; on a bien 

tJ p( s (b' )) = b 1 , 
X 

et par suite la relation (3.15.1) définit 

bien une sections : U-?' X. 
X 

Toute section obtenue de cette manière sera appelée une section privilégiée. 

Les propriétés suivantes sont évidentes: 

(i) si U es.t un ouvert privilégié, et x ( p- 1(U) , il existe une section 

privilégiées : U ~ X telle que x appartienne à l'image s(U) [à savoir t 

la sections] ; 
X 

(ii) les images de deux sections privilégiées U ~X sont soit disjointes, 

soit égales [car si xi € sx(U}, on a sx, = sx] • 

(iii) si U1C U sont deux ouverts privilégiés, et sis: U ~X est 

une section :privilégié.e, sa restriction à U1 est une section privilégiée. 

Lemme 1 - Il existe sur X une topologie et une seule jouissant de b 
propriété suivante : pour tout ouvert privilégié U:C B , et touto · section 

privilégiée s : U -?' X , s 3.,.St un homéomorphisme ... ~ U rn s(U) , gui ~st un 

ouvert de X., 

Démonstration du lemme: je dis qu'il existe~sur X, une topologie 'b dont 

les ouverts sont les réunions d'ensembles de la forme s(U) (où U est un 

ouvert privilégié de B, et s : U......,. X une section privilégiée ). 
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Pour le voir, il suffit de montrer que l'intersection s (U) ~ s 1 (U' ) , si 

elle n'est pas vide, est une rEfonion d'ensembles dont chacun est de la for

me s" (U") • 0~ soit 

·;it E s(U)ns'(U') 

et soit b =·p(x) on a b E. Un U' • Puisque B est localement connexe, il 

existe, un ouvert connexe U11 contenu dans Un U' et contenant b • Les restric

tions s
1 

et s 1 des et s 1 à U11 sont des sections privilégiées, et x 

appartient à chacune des images s
1

(U11
) et s 1~U") ; il s'ensuit que s

1 
= s1 

si on notes" cette section privilégiée, on a 

S Il ( Utt ) C S ( U) () S I ( U I ) , 

ce qu'il fallait démontrer. 

Ayant ainsi défini la topologie~, considérons un ouvert privilégié U 

et une section privilégiée s: U---) X; puisque tout ouvert contenu dans U 

est une réunion d'ouverts privilégiés, et que tout 'b-ouvert contenu dans 

s(U) est une réunion de 1:-ouverts de la forme s(U') (où U' est un ouvert 

privilégié contenu dans U) , on voit que s établit une bijection entre les 

ouverts contenus dans U , et les "b -ouverts contenus dans s(U) • Il s.'ensuit 

bien que s est un homéomorphisme de U sur son image s(U) (muni de la topo

logie induite par "b ). Autrement dit, la topologie~ possède la propriété 

exigée dans le lemme; et c'est un exercice facile de montrer qu'une telle 

topologie est unique. 

Pour achever la démonstration du ~héorème, il reste à prouver que 

p X~ Best un revêtement (quand X est muni de la topologie~) • et 

que X est simplement connexe. 

Tout d'abord p est localement un homéomorphisme (si x EX, si U est un 
ouvert privilégié contenant b = p(x) , et s: U ➔ X une section privilégiée 

telle que s(b) = x, il est clair que la restriction de p à l'ouvert s(U) 

est un homéomorphisme s (U) ---? U) • 
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Ceci prouve d'abord que p est une application continue. De plus, p: X ➔ B 

est bien uri revêtement: en effet, tout ouvert privilégié U est trivialisant 

pour p; car les composantes connexes de p-
1(U) sont précisément les images 

des sections privilégiées s : U ~X, et la restriction de p à chacune 

d'elles est un homéomQrphisme sur U. 

Pour montrer que X est simplement connexe, on va étudier les chemins 

f:I--)➔ X 

d'origine f(O) = x en notant 
. 0 ' . 

x
0 

E n
1

(B b
0

, b
0

) la classe du lacet 

constant. 

Lemme 2 - Soit g = p of: I-7"' B le chemin de B, image de f par la 

projection p. Pour tout t € I, le point f(t) EX n'est autre que. la classe 

du chemin gt de B défini par l'application 
u _____ ,,,,,,, g(tu) de I dans B • 

[ Ce chemin à pour origine gt(O) = b
0

, et pour extrémité g,t(î) = g(t)] 

Démonstration du lemme soit [gt] € X la classe du chemin gt • 

L'application 

t ~ [gt] 

de I d.ans X est continue (pour la topologie ~ d~ X) : c I est immédiat, car 

si on se donne ·t 1 € I, et qu'on pose gt = x
1 

, et si on prend un ouvert pri-
1 vilégié U contenant p(x

1
) = g(t

1
) , on a g(t) € U pour tout tassez voisin 

de t 1 , et 

[gt] = s(g(t)}, 

où s : U ~ X est la section privilégiée (continue) telle que s(g(t 1 )) = [gt] • 

Comme g et s sont continues, s o g e~t continue. Ainsi t ➔ [gt] est un 
1 

chem_in de l'espace X ; si on le compose avec p , on retrouve le chemin t ➔ g(t); 

de plus son origine est x0 • En vertu de l'unicité du relèvement des chemins, 

le chemin t ➔, [gt] coïncide avec le chemin t ~ f(t) , 

C,Q,F,D, 
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Le lemme 2 étant acquis, nous pouvons montrer d'abord que.X est connexe 

par arcs. En effet, soit donné x EX; x est la classe [g] d'un chemin 

g: I-"?' B d'origine b
0 

• Le relèvement de g est, d'après le lemme, 

le chemin 

t 

son extrémité est [g;J = [g] = x . On a ainsi trouvé, dans X 

d 2 origine x
0 

et d'extrémité x J tlonc X est connexe par arcs. 

un chemin 

Il reste h montrer que si.~ E n
1

(X, x
0

) , « est l'élément neutre. Soit 

f : I ~Xun lacet d'origine f(O) = f(1) = x
0

, dans la classe de 0( ; 

soit g = p of . D'après le lemme, l'extrémité f(1) n'est autre que la classe 

du lacet [g.J puisque f(1) =. x
0 

, le lacet g est homotope au lacet constant 

(d'origine b0 ) • D'après la prop, 3.8.2, le lacet f (relèvement de g avec 

origine x0 ) est homotope au lacet constant (d'origine x
0

). 

C.Q.F.D. 

La démonstration du théorème 3.15,1 est enfin achevée. 

3.16 - Revêtements d'un H-espace. 

Soit p (X x
0

) ~ (B, b
0

) un revêtement pointé; on suppose tou-

jours que X et B sont connexes et LCA. 

Supposons maintenant que (B, b
0

) soit muni d'une loi de composition 

continue 

(J.16.1) p . (B b
0

) X (B bo) :;, (B bo) . 
' ' ' 

è]_ui fasse de (B 
' bü) un H-espace (cf. 2. 8} j (3.16.1) implique, par défini-

tion, que p.(bO ' bO) = b 
0 ' 

et on suppose en outre que les deux applications 

(B' bo) ~ (B' bo) 
définies par b -.;;, f (b 0 , b) et b ~ f-A. (b b0 ) sont homotopes à 1 1 identité 

dans une homotopie dans laquelle le point-bas·e b
0 

ne bouge pas) 

Théorème 3.16.1 - Sous les hypothèses précédentes, il existe une loi 

de composition continue 



et une seule, telle gue 
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(3.16.2) p o}} (x, x') = f(p(x), p(x 1 )). 
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Cette loi Y fait de (X, x0) un H-espace, et p: (X, x0) ~ (B, b0) 

est alors un morphism(} de H-espaces. 

Démonstration : on va seulement l'esquisser, les déta,ils étant laissés 

au lecteur à'titre d'exercice. Considérons le diagramme 

(X ·, x
0

) X {X , x
0

) 
V ? 

I P~P 

fA 
\r 

(B bo) X (B' bo) _ ___,,., (B , b
0

) 

et soit f = r,to(p XP) 

en Y. On applique le théorème fondamental 3.10.2 ; la seule chose à vérifier 

est que l'image de 

n:
1 

(f) o= n
1 

(X , x
0

)>< n
1 

(X , x
0

) 

est contemte dans l I image de 

11:1(p) == rrî(X' xo} ~11:1{B' bo). 

Or soit m : n
1 

(B , b
0

)x n:
1 

(B , b
0

) ➔ 1,
1 

(B , b
0

) la multiplication· définie 

par f n
1

(f) est égal au composé 
1<1(p)xn1(p) 

n
1

(X, x
0

)Xn
1

(X, x
0

) _ _, ;rn
1

(B, b
0

)x. n
1

(B , b
0

) ~n
1

(B, b
0

) 

et on sait (th. 2.8.1) que m est la loi de composition du groupe fondamental .,. 

n
1

(B, b
0

), qui est abélien. Sit,(E n
1
(x, x

0
), et ~==n

1
(f).D<) rr

1
(f) 

transforme le couple ( t,(, 1) dans ~ , donc ~ appartient à l t image de n
1 

(jL) 

C.Q.F.D. 

Il resterait à vérifier que la loi V définit bien sur (X, x0 ) une structure 

d'espace de Hopf; on laisse ce soin au lecteur. 

Remarque - Puisque le groupe n:
1 

{B , b
0

) est abélien, le revêtement 

p: X ➔ Best nécessairement galoisien. 
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Complément au th. 3.16.1 : si la loi~ est associative (resp. commutative) 

il en est de même de Y. Si b
0 

est élément neutre pour{"-, x
0 

est élément neutre 

pour V • Si r, est 'une loi de groupe, V est une loi de groupe. [Démonstration : 

exercice] • 

En particulier, si B e•st un groupe topologique dont 1 1 élément neutre est b
0 

, 

on trouve sur le revêtement X de B une structure de groupe topologique dont 

1 ,·élément neutre est x
0 

; et p : X ➔ B est alors un homomorphisme de groupes, 

En particulier, si un groupe topologique B, connexe et LCA, possède un revêtement 

simplement connexe p: X ~B (cf. théorème 3.15.1) , X a une structure de 

groupe topologique 

Remarque finale: dans l'énoncé du théorème 3.16.1 , si on ne suppo~e plus 

que (B, b0) soit un H-espace, on trouve encore sur (X, x0 ) une loi de compo

sition V qui 11relèven p-, tout au moins dans le cas où X est simplement connexe. 

En effet, l'image de n
1

(f) est alors contenue dans l'image de 1t
1

(p) , car ces 

deux images sont réduites à l'élément neutre. 

§ 4 - Calcul des groupes fondamentaux de quelques espaces. 

Nous devons commenc._::r par quelques préliminaires algébriques • 

. 4.1 - Monoïde libre d I un ensemble E • 

Soit donné un ensemble E. Un mot de E est une suite finie 

e
1 

e ••• e 
2 n 

d'éléments e. E E (distincts ou non) , où n est un entier~ 0 ; pour n = 0 , on a 
]. 

la "suite vide" • Soit M(E) l'ensemble des mots de E; dans M(E) on définit une 

loi de composition 

~ : M(E) Y. M(E) , ~ M(E) 

comme suit: si et n = e' e' 1 2 

f-L(m , n} - e" e 11 

- 1 • • • n+p ' 

avec e'! = e pour i~n , e1! e! 
l. i 1 l.-ll 

pour i>n 

e 1 , on pose 
p 

On écrit souvent m.n 

au lieu de f(m, n) ; le mot m.n est le mot obtenu en écrivant d'abord lem, 

puis, à sa droite, le mot n (avec dêcalage des indices) • 
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Cette loi de composition a pour élément neutre le mot vide , not6 1; elle 

est évidemment associative, Ainsi M(E) a une structure de monotÎde. On a une 

injection canonique i : E ~ M(E) , qui à chaque e E: E associe Je mot formé 

de 11 unique lettre e • Muni de i , le mono'id.e M(E) s I appelle le mono'ide libre 

consT,ruit sur l'ensemble E, parce qu'il possède la propriété universelle 

·suivante : pour toute application f de E dans un monoide M1 
, il existe un 

morphisme de mono'ides g : M(E) ~ .t>P et un seul qui rende commutat,if le diagramme 

. y M(E) 

E. l g 

~ 
f M' 

[Rappelons qu I un morphisme de monoi"<ie est une application qui envoie 1 1 élément 

neutre dans 1 'élément neutre, et reS,_pecte la loi de composition] • 

La vérification de la propriété universelle est laissée au lecteur 

on a 

f(e
1

) • l'(e
2

) , ... , f(e ) du monoïde M' , pr; __ s dans cet ordre (on rappelle que , . n 

la loi de composition de M' est associative} • 

1•2 - Monoide quotient. 

Soit Mun mono:ide" Une relation d'équivalence R dans M est dite compatible avec 

.+" loi de composition si m'I{, m1 entraîne ~mm
2 

ÎÎ m
1
m1m

2 
quels que soient 

m
1 

et m
2 

• Dans 1 1 ensemble M/R des classes d 1 équivalence suivant R, il existe 

alors une unique loi de composition telle que l'application canonique 

Il : M -~ M/R 

satisfasse à• 

p(m
1 

m
2

) = p(m
1

) p(m
2

) 

pour cette loi de composition M/R est un mono:ide, dont l'élément neutre est 

p(1M) (en notant 1M l'élément neutre de M) • Le monolde M/R s'appelle le 

muno5d.e quotient de M par la relation d 1 équivalence R, et p est un morphisme de 

monoïdes. 

Etant donné un mono'ide M , donnons-nous une famille I de couples (mi , mi \Er 
€ M XM • Parmi les relations d'équivalence R , compatibles avec la loi de compo

sition, et telles que 
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(4.2.1) m.<"VR m! 
l. 1 

pour tout iE I , 

il en est une plus petite que toutes les autres. On l'obtient comme suit: disons 

que deux produits mm.net mm! n sont élém0ntairemcnt équivalents si le couple 
l. l. 

(m. , m!) ou le couple (m! , m.) appartient à la famille I ; alors deux éléments 
l. 1 1 1 

u et v de M seront dits R .... équivalents s'il existe une suite finie d'éléments de M: 

u = u 0 , u
1 

, ••• ,un= v 

telle que, pour j = 0, 1 , ••• , n-1 , les éléments u et u. 
1 

soient "éltmentaire-
j J+ 

, . tll_ t t' . , ment equ1valen s, ces -a-dire si l'on peut ecrire, pour tout j , 

uj = m min uj+ 1 = m min , le couple (mi , mi) 

ou le couple (m! , m.) appartenant à I . On voit que tout élément u est équivalent 
- 1 1 

à lui-même (car, .pour n = 0 , la condition précédente est vide) , et que la rela-

tion "u et v sont R-équivalents" est symétrique et transitive. C'est 1a·relation 

d'équivalence cherchée ; elle est bien compatible avec la loi de ~omposition. On 

dit qu'elle est engendrée par la.famille I , ou encore qu'elle est engendrée par 

les relations (4.2.1f. 

Si Rest cette relation, on lui assoc•ie le monoide quotient M/R . Si p M ➔ M/R 

est le morphisme canonique, on a 

p(m.) = p(m ! ) pour tout i E I ; 
]. ]. 

alors, pour tout morphisme de monoïdes q . M ➔ M' tel que q (m.) =q6n.!) pour . 
]. 1 

tout i E: I il existe un unique moq~hisme r . M/R ~ M1 tel que q = r 0 p . 
' 

. 
On voit donc que M/R, muni de p, possède une propriété universelle. 

4.3. Groupe libre d'un ensemble E. 

Soit F l'ensemble Ex{~ 1} , où{j; 1y désigne un ensemble à 2 éléments, 

notés+ 1 et - 1 • L'ensemble Fest réunion des deux ensembles disjoints EX~+ 1 
et E )({- 1J, dont chacun est en bijection canonique avec E • Considérons le 

monoïde libre M(F) ; introduisons-y les relations 

( 4. 3 • 1 ) ( e , + 1 ) • ( e -~ - 1 )ii" 0 , ( e , - 1 ) • ( e , + 1 ~ P 
[où é ( E, et~ est le mot vide, élément neutre de M(F)] • Ces relations engen

drent une relation d'équivalence compatible avec la loi de composition de M(F) , 

relation que nous noterons précisément R. Soit 

G = M(F)/R 

le mono'ide quotient. Munissons-le de 1 1 application ({:: E ~ G, composée de 

E 
' 

__ -<-_ _,,,) M(F) Jt--> M(F )/R , 
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où C( est l'injection e (---.;;,, (e, + 1) , i est l'inclusion canonique, et p la 

projection canonique. 

Le monoide Gest un groupe car la classe p(f
1 

f
2 

.•• f) , où . p 
f.==(e., &.)EF 

1. 1. 1. 

où f. = ( é . ' - ê . ) 
1. .L J_ 

· ( ~. = + 1 ou - 1) , a pour inverse la classe p(f 
l p 

• En effet, les mots 

et f 
p 

sont équivalents à~ suivant la relation R. Le groupe G, muni de l'application 

<(): E -;, G , s'appelle le groupe libre construit sur 1 1 ensemble E il sera noté 

L(E) • Cette terminologie est justifiée par la propriété universelle suivante: 

pour toute application f: E -;;>- G1 , où G' est un groupe quelconque, il existe 

un homomorphisme. de groupes g: L(E).--,,. G1 et un seul, tel que 

(4.3.2) f = f o <f • 

La vérification est laissée au lecteur, à titre d'exercice~ 

Remarque : Le groupe libre. construit sur un ensemble à ~ élément èst isomorphe 

au groupe additif Z cela résulte facilement de la construction ci-dessus; on 

peut aussi voir que 'l, , muni de 1 1 application 'f d'un ensemble E à un élément qui 

envoie E sur 1 € z·, possède la propriété universelle. 

Proposition 4.3.1 - L'application <{:: E--;;, L(E) est une injec-bion • En outre, 

si e
1 

et e
2 

sont deux éléments distincts de E (ce qui suppose que E possède 

au motns deux éléments) , les éléments ~(e
1

) et f(e
2

) du groupe L(E) ne corn-

mutent pas: 

Démonstration: prenons un groupe non commutatif G, et choisissons dans G 

deux éléments g1 et g2 tels que g1 g2 f. g
2 

g
1 

• n existe une application 

~nsembliste) t: E ~ G telle que t(e
1

) = g
1 

, y(e
2

) = g
2 

• Soit f : L(E) ~ G 

l'homomorphisme défini par 'f ; on a gi =f ( <f ( e i)) pour i = 1 , 2 , donc 

f(<e(e1)) f ( ce (e2)) f. f( r (e2)) f ( r<e1)) ' 
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ce qui impliyue r (e
1

) f (e)) /= <f (e
2

} f (e
1

) .• Ceci implique a fortiori que 

cr ( e
1

) ff( e2 ) , et lB0 proposition est démontrée. 

4~4 ~ Coproduit d'une famille de groupes G .• 
l 

Soit (Gi)iEI une famille de groupes. Leur coproduit (ou "somme11
) est, par 

définition, la somme dans la catégorie des groupes et des homomorphismes de 

groupes. C'est donc un groupe G muni, pour chaque iEI; d'un homomorphisme 

W. : G. --;;, G, de manière que soit vérifiée la propriété univ8rselle que voici 
\J. J. 

chaque fois qu'on a un groupe G'Lluni d'homomorphismes 'ri 

existe un homomorphisme f: G -7" G' et un seul, tel que 

(4.4.1) fi= f O ri pour tout i E: I . 

G. -)'G', il 
J. 

On va montrer que ce problème universel admet effectivement une solution 

(cf. aussi cours C Y de H. Cartan, 1967-68, chap. II) • Pour cela, on va 

construire un groupe G et des homomorphismes (fi: Gi ~ G. 

Soit E = V. G. l'ensemble somme des ensembles G. (E est réunion disjointe 
J. l l 

des G.) • Dans le monoïde libre M(E) , définissons une relation d'équivalence R, 
J. 

compatible avec la loi de composition, par les conditions : 

(4.4,2) si e. est l'élément neutre de G. 
J. J. 

u,vrtt,w si u, v, w sont trois éléments d'un même groupe G. 
J. 

et que w est égal au produit u v dans Gi ; ici, la notation u.v désigne le 

mot de M(E) formé avec les deux lettres u et v ; .c'est le produit de u et v dans 

le mono1de libre M(E) • 

Soit donc R la relation d'équivalence, compatible avec la loi de composition 

de M(E) , engendrée par les relations (4.4.2) et (4.4.3) . 
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est un mot de 

désigne l'inverse 

de a. dans le groupe G. auquel a. appartient, est tel que les d?ux mots 
J 1 J 

a (a )-1 ·(' )-1 ( -1 ( -1 -1 · -1 at 2 -~. n n ... a2 a
1

) et an) ••• (a
2

). (a
1

) a
1
a

2
~ •• an sont équivalents 

à ~ suivant R o [Le démontrer]. Soit 

If: M(E) -> G 

l'hômomorphisme canonique de M(E) sur son quotient M(E)/R, et soit, pour chaque 

i E I , lV. : G.-> G 
l. l. 

l'application composée 
l(l 

G.-> E ->M(E),-> G 
l. . . . 

où G.-> E et· E->M(E) sont les inclusions naturelles. L 1a.pplication 
l. 

,n est un Ti 
homomorphisme de groupes, car si u E G. , v E G. ? et si w = ·uv dans 

1 l. 
G. , on a 

1 

tj>. (w) = I?· (u) ~. (v) 
l. l. 1 

en vertu de {4.4,3) 

Le groupe G ainsi construit, muni des ~omomorphismes qi. : G.-.> G, possède 
l. l. 

bien la propriété universelle désirée. En effet, soit G' un groupe, et ~oient 

w • G.->G' des homomorphismes. Soit ~u: E->G' 
Ti • l. T 

l'application dont la restriction 

à chaque Gi est 'Yi ; 'Y se prolonge d'une seule manière en un homomorphisme 

g: M(E)->G' , d'après la propriété universelle du monoïde libren D'autre part, si 

e. est l'élément neutre de G. , on a 
l. l. 

g(e.) = u,. (e.) = e 1 (élément neutre de G') 
l. TJ. l. 

et e' est aussi l'image g{~) ; donc 

.D'une manière analogue, si 

g(e.) = g(~) 
1 

u, v, w E G. et si 
1 

g ( u.-v) = g ( w) 

w = uv dans G. , on a 
l. 

Il s'ensuit que la relation d'équivalence définie par G' est plus grossière que R, 

et par suite g passe en quotient pour définir un homomorphisme 

f : G = M/R -> G' 

on·a bien l~. = f o ,. pour tout i; et f est visiblement le seul homomorphisme 
11 . l. 

ayant cette propriété. 

Le groupe G sera désormais noté ffi Gi, 

G. • Pour chaque . j E: I , on notera toujours 'i' . 
l. J 

défini plus haut. 

C. Q. F. D. 

et appelé le coproduit des groupes 

: G. ~> .µEI G. l 1homomorphisme 
J l. • l. 
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On va voir que les tl'J. sont des injections ( (1)
1
_ identifie donc G. à 

-- ~ l. ' ' - ( l. 

un sous-groupe du coproduit) • En effet, considérons le groupe produit lli Gi . 
, avec produits et co:produi ts 

Comme c'est le cas dans toute catégori9'1ui possède un objet à la fois initial 

et final (ici, c'est le groupe (1) réduit à l'élément neutre) , on a un 

morphisme canonique 

h : lJ.. G. ~ TT G. , 
l l. l l. 

défini par la propriété suivante: quels que soient jet k E I , l'homomorphisme 

composé 

G. ___ h_➔ TJ G. 
J 1 1 

(où · 'lîk désigne la k-ième projection) est égal à. \k , c I est-à-dire est l'identité 

si j = k, et l'homomorphisme constant (neutre) si j f k. Puisque 

( 1î. o h) o f. = idG , 
J J j 

il s'ensuit bien que lO. est une injection. lJ . 

Remarque lorsque l'ensemble d'indices I est fini, l'homomorphisme h est 

sur,j ect-if • Supposons en effet, pour fixer les idées, que I {1 , 2 , ... , n) 

pour chaque iEI, soit X. E G. 
1 l 

' ... ' 
alors l'élément 

X ) E TT G. 
n 1 1 

est bien dans l'image de h; d'une façon précise, il est égal à h(x) , 

x E -kl- G. est la classe d'équivalence du mot 
1 1 

' ou 

Ainsi, ÎJ G. 
1 1 

s'identifie à un quotient de J.l------'--------.....______ 1 G. , lorsque l'ensemble d 1 indices 
1 

est fini. 

Cas particulier supposons que G. =~pour tout iEI (I étant fini ou in-
1 

fini) : Soit G = .U... G. , et soit a. = {/). (1) , où co. : G. ~Gest l'homomor-
1 1 1 \1 Ci 1 

phisme canonique. Ici, 1 désigne non pas l'élément neutre de Z (qui est 0) , 

mais le générateur du groupe additif Z. Soit d'autre part L(I) le groupe libre 

construit sur l'ensemble I (cf. 4.3) 

a. , se prolonge en un homomorphismé 
1 

L'application I ~ G, qui envoie i en 

4>: L(I) ~ G • 

Le lecteur montrera que 1> est un isomorphisme • Pour cela, on montrera que 

l'application I ➔ G possède la propriét8 universelle du groupe libre. 
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Ainsi tout groupe'libre L(I) est canoniquement isomorphe à un coproduit de 

groupes, tous isomorphes à Z, et indexés par l'ensemble d'indices I . Avec 

les notations précédentes, on dit souvent que L(I) est le groupe libre engendré 

Par les a.(iEI) ~ 
J. . 

4.5 - Ecriture canonique des éléments d'un coproduit de groupes. 

Soit toujours (Gi)iEI une famille de groupes, et soit Ela somme disjointe 

des ensembles G .• Tout élémerit du coproduit G == .l.L G. peut s'écrire sous la 
J. i J. 

forme f(m) , où m E M(E) est Uli mot. On se propose de donner un critère per-

mettant de reconnaî.tre quand deUx mots ·ni et.m' ont mgme image par r, 
c'est-à-dire sont R - équivalents, en désignant toujours par R la relation d'é

quivalence défi~ie -au n ° 4.4.· 

Définition·: un mot m = x
1 

x
2 

••. xn E M(E) , avec x1 ( E , ... , x~ E E, 

est dit réduit s'il satisfait.à la. condition suivante: soit (i
1 

, ••• , i) la 
. n 

.sui te des indices E:I tels que 

x 1 E: Gi 
. 1 

Par définition, le mot est réduit si 

(4.5.1) x1 f. e. ' ... ' X I= e. 
J.•1 n J. 

n 

( 4., 5. 2) . i1 I= i2 i2 /: i3 ' ... ' 

X ( G ..• 
n J.. 

n 

(éléments neutres) 

i 
n-1 /= i n 

(deux indices consécutifs sont toujours distincts). On observera qtie le mot vide 

est réduit (car les conditions précédentes sont alors vides) • 

Soit X le sous-ensemble de M(E) f~rmé de·s mots réduits. 

Théorème 4,5.1 - La restriction de <p: M(E) --,,Jf Gi à l'ensemble X 

des mots réduits est une bijection X~ 4 G .• 
J. J. 

Ce théorème exprime que, dans la R-classe d'équivalence d'un mot, il y a 

un mot réduit et un seul. Les mots réduits fournissent donc une écriture canoni

que pour les éléments du coprodui t l!-- G. • 
1 J. 

Démonstration: (1) la restriction de (f> à X est surjective. 

Autrement, dit, tout mot m E M(E) est R - équivalent à au moins un mot réduit. C'est 

trivial si m = ~ sinon, procédons par récurrence sur la longueur du mût : 

m == x
1 

_x
2 

.•• xn , c'est-à-dire sur le nombre n des lettres de ce mot; Si m n'est 
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pas réduit, deux cas sont possibles : ou bien l'une des lettres x
1 

,~ •• , x . n 
est élément neutre du groupe G. auquel elle appartient; mais alors on peut la 

, . 1 

supprimer sans changer la. classe cl 1 équivalence du mot, qui est, donc équivalent 

à un mot de longueur n-1 ;_ - ou bien. on a ik = ik+ 1 pour deux indices consé-

cutifs, et alors on .peut remplacer, dans le mot x 1 xk xk+ 1 •.• xn .' le 

mot partiel xk xk+ 1 par une seule lettre (le produit de xk et xk+ 1 dans le 

groupe G. = G. ) ; le mot est donc encore équivalent à un mot de longueur 
. lk lkt1 

n-1 .• DY ap:::-ès 1 1 hypothèse de récurrence, le mot m est· équivalent à un mot réduit. 

(2) la restriction de'~ X est injective. C1 es~ là le point délicat de la 

démonstration. Pour prouver cela, on va définir une application f: Jf _Gi ~X, 

telle que la composée 

X 
<(? 4 G. 'Y 

X 
1 1 

soit l'identité. Dans ce but, 011 va faire opérer le groupe G 4 G. sur 
l l 

l'ensemble X, c'est-à-dire définir un homomorphisme de groupes 

f : G --;;»-Aut X , 

(où Aut X désig"iie le groupe des permutations de X) , de telle manière que si 

m (X, l'automorphisme f( f(m)) transforme le mot vide dans le mot m; il suffira 

alors de définir f: G ~ X par 

f ( g) = f ( g) . ( 0) , pour g ( G • 

Pour définir f , on utilise la propriété universelle de G il G. ; étant 
1 l 

donné, pour chaque i ( I , un homomorphisme f. G. --::;, Aut X, il existera un 
1 l 

homomorphisme f et un seul, tel que 

fi= f o Îi pour tout 

Il reste donc à définir chaque f. G. --? Aut X. 
1 1 

i E: I . 

LLindice i étant provisoirement fixé, définissons une bijection 

· À. : X~ G. xX. , 
1 1 . 1 

où Xi désigne le sous-ensemble de X formé des mots réduits x
1 

x2 .•• xn 

tels que il i (c'est-à-dire x
1 

f Gi) ; on convient que le mot vide appartient 

à X . • 
1 
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On va définir 

cas possibles 

/1.(m) 
l.' . 

, lorsque m = X 
. 1 

x est un mot réduit. Il y a deux 
n 

si m ( X. , on pose 
1 

où e. est l'élém,nt neutre de G .• Si m J(, X.,. on a m == x m', où 
1 l. l. 1 

m' =x 2 ••. x (éventuellement vide) appartient à X.·; on pose alors 
n 1 

On vérifie aussitôt que À. est bien une bijection. Si maintenant X E: G. 
l. 

il est facile de définir f. c'est-à-dire de faire opérer 
' 1 

il suffit de faire 
, 

G. ' gauche G. }(. X. pat operer a sur 
' l l. l. 

(4.5.6) x.(y' m) = (xy' m) pour x E:.G. , y E: G. 
l. J. 

donne finalement puis d'utiliser la bijection À. , ce qui 
1 

. -1 
f .. ( x ) ( m ) = À . ( x • >. . ( m ) ) • 

1 1 1 

On voit que si x E: Gi - 1ei) , et m E: Xi , on a 

G .. 
1. 

' gaucl;te a 

m E: X. , 
. l. 

l. ' 
sur X 

(4.5.8) f.(x) (m} = x m, mot obtenu en écrivant x à gauche du mot m. 
1 

C'est aussi un mot réduit. 

Nous sommes maintenant en mesure de calculer le transformé du mot vide f'.) par 

1 1automorphisme , lorsque m = x
1 

x
2 

= r· (x1) cp. (x2) ••• 
1 1 J.2 

x est un mot réduit. On a 
n 

(f). (x ) 
1 J. n 

Il 

d'où { ( cr (m)) = fi1 (x1) 0 f~2'.<x2) 0 

il·résulte de (4.5,8) , appliqué n fois, que 

f. (x
1 

) 0 . . . 0 f. (x ) f1 = f. (x
1

) 0 ... 0 f.. (x 
1

). X 

l.1 J. n 11 1 n- n 
n n-1 . 

= f. (x
1 

) 0 ... 0 f. (x 
2

).(x 
1 

X ) 

11 1 n- n- n 
n-2 
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Remarque : le produit m
1 

m
2 

de deux mots réduits n'est pas réduit, en général ; 

mais on a un procédé simple [expliqué dans la partie (1) de la démonstration] pour 

trouver un mot réduit équivalent~ m
1 

m
2 

• On a donc une méthode permettant de 

calculer dans le groupe J-:L G. , lorsqu'on l'identifie à l'ensemble X des mots 
l l 

réduits (en utilisant la bijection f, et en transportant alors à X la loi de_com-

poiition du groupe) • 

AE_plication aux groupes libres le groupe libre L(I) construit sur un 

ensemble I s'ide~tifie (on l'a vu à la fin du n° 4.40) au coproduit 1f G. ' l 

avec G = z pour tout i . Notons li, nouveau a. l'image du générateur 1 t-Z 
l l 

par 
'Pi 

: z ~ -U G .. ; tout élément de G. distinct de l'élément neutre, est 
l l k. l 

donc· une puissance (a.J l ' k. E: z est f. 0 Les mots réduits s'écrivent 
' 

ou . 
l l 

donc, dans ce cas : 

(a. ) 
l 
n 

k 
Il 

Où (i
1 

, ••• , in) est une suite (éventuellement vide) d'éléments de I , telle que 

i2 /= i , ... , i 
1 

/= i 
3 n- n 

et où les e~posants entiers k
1 

, ••• , n (positifs ou négatifs) sont tous f. 0 

Telle est l'écriture canonique des éléments du groupe libre engendré par les 

a. (i E: I) • L'élément neutre correspond à la suite vide. 
l 

Le calcul précédent met en évidence que, pour i i j , les éléments a. et a. 
l J 

ne commutent pas (cf. ci-dessus, prop. 4.3.1) :en effet a. a. et a. a. sont 
l J J l 

deux mots réduits distincts. 

Exercice : expliciter le calcul du produit de deux mots réduits. 

4.6 - Coproduit amalgamé de groupes. 

On se donne non seulement une famille de groupes G. , mais en outre un 
l 

groupe H et, pour chaque i , un hoMornorphisme 

On cherche un objet initial dans la cat(gorie suivante un objet consiste 
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le coproduit amalgamé, en omettant d 1 indiquer les deux homomorphismes 

À
1 

: H -> G
1 

et Â.2 : H-> G
2 

qui servent à l'amalgamation. 

4.7 - Théorème de van Kampe3::.. 

Ce théorème peut servir, commE; on le verra, à calculer dans certains ca.s 

le groupe fondamental d'un espace. 

Soit X un espace topologique, recouvert par deux ouverts u
1 

et u
2

• 

Supposons que 

v = u
1 
n u

2 
soit connexe par arcs (non vide). Choisissons 

x
0 

quatre groupes fondamentaux 

X € V 
0 

bn peut consid~rer, au pbint 

On se propose de trouver une relation entre ces groupes. 

Les inclusions 

(4.7.1) 

et Ve u2 c. X induisent un diagramme commutatif 

~'ï n:1 (U1 ' xo) ~~ 
n

1
(x, x

0
) 

~>n1(U2 , xo) ~· 

• 
D'après la propriété universelle du coproduit amalgamé, ce diagramme définit un 

homomorphisme 

~:n 1(u 1 ,x
0

) .. il .n 1(u 2 ,x
0

)->rc 1(X,x
0

). 

· 114 ( V1 Xt) 
Théorème 4.7.1 (van Kampen) - Sous les hypothèses précédentes,~ est un iso-

morphisme. 

Avant de prouver ce. théorème, examinons-en quelques conséquences particulières. 

Tout d'abord, si u
1 

et u
2 

sont simplement connexes (et V connexe par arcs) 

le coproduit amalgamé est réduit à l'élément neutre, donc n
1

(X, x
0

) aussi: 

autrement dit, X est simplement connexe. On retrouve ainsi le théorème 2.5.3 , 

qui avait servi à montrer que la sphère Sn est simplemen·b con:nexe pour n ·?-2 • 
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en la donnée d_' un groupe G , et pour chaque i , cl' un homomorphisme v. : G. --~ G , 
'l. l. 

de telle manière qùe Y-i o Î\i : H ----:> G soit indépendant, de i • Un morphisme 

(G, y-i) --:;:,,(G'_, Yi) est un homomorphisme f: G -->G' tel que les diagrammes 

lr 

G. 
71 

If ·1y~ 
V 

G' 

soient commutatifs. Lorsyue H est réduit à l'élément neutre, on retrouve le 

· problème universel qui conduit au coproduit des G .• Dans le cas général, on va 
l. 

montrer l'existence d'un objet initüü : soit J1 = -U G. le coprodui t des 
l. 1. 

groupes G. , et soit in. : G. --;i.=T l'homomorphi~rne canonique ; le composé 
1.• Tl. l. 

"1· o ).. : H --'>J: dépend, en général, de l'indice i. Ceci conduit à faire le 
l. l. 

quotient de 1: par un sous-groupe invariant R tel que, pour tout h t H , 

l'élément 

(4.6.1) 

soit dans R • D'une façon précise, soit R le sous-groupe invariant de T engendré 

par les éléments de la forme (4.6.1) [Rest l'intersection de tous les sous-

groupes invariants contenant les éléments (4.6.1)] ◊_Posons_ 1:/R = G, et soit }\ 
l'homomorphisme composé 

l\1i p 
G. ->- -r -> G 

l. 

où p désigne l'homomorphisme canonique.de I' sur son quotient. Il est clair que 

Yi O î\ i = Y,j O î\.j pour i -/= j • On mont:re facilement que le groupe G , . muni des 

Yi : Gi -> G , est objet initial (Exercice ! ) 

Le groupe G , muni des }\ 9 s 1appelle le coproduit des 

Î\i: H -> Gi, ou simplement le coproduit amalgamé des 

biguîté sur les i\.) • 
l. 

En particulier, s'il y a~ groupes et 

G. 
l. 

G. amalgamé par les 
l. 

(s'il n'y a pas d'am-
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Supposons seulement que u
2 

soit simplement connexe ; alors n
1
(u

2
, x

0
) est 

réduit à l'élément_neutre, et le coproduit (non amalgamé) est isomorphe à n
1

(u
1 

, x
0

). 

On l)asse de là au coproduit amalgamé en faisant le quotient par le sous-groupe in

variant engendré par les é
0

léments de la forme ;\
1 

(h) , où h € n:
1 

(V , . x 
O

) [puisque 

}.
2

(h). est l'élément,neutre]o Ainsi: 

Corollaire 4, 7 ,2 - Si u
2

, est simplement connexe (V :::::. u
1
' 0 u

2 
étant connexe. 

par arcs), on a une suite exacte 

où R désigne le sous-groupe invariant de TI (U x) engendré par l'image de 1 1 ' 0 . . . 

Un autre cas particulier est celui où V est simplement connexe ; alors le 

coproduit amalgamé n 1 est autre que le coproduit ordinaire, puisque H = n1(V, x
0

) 

est réduit à l'élément neutre. D1 où 

Corollaire 4o7,3 - Si l'espace X est recouvert par deux ouverts u1 et u
2 

dont l'intersection V est simplement connexe 9 et si 

n
1

(X ~ x
0

) s'identifie au coproduii 

x €V, le groupe fondamental 
0 

Démonstration du théorème 4o7o1 : on va montrer que le couple formé des homomor-

phismes et, p-
2 

(tels que y-
1 

°)..
1 

= y
2 

o 7\
2

) possède la propriété uni-

verselle du coproduit amalgamé. On doit donc prouver ceci: 

Proposition 4o7,4- - Sous les hypothèses du théorème 4.7.1 , si G est un groupe 

quelconque, et si on a deux homomorphismes 

tels que V 
1 

o /\
1 

= v 
2 

o /\
2 

, il existe un homomorphisme 

tp : rc
1 

(X , x
0 

)-> G 

et un seul, tel que 
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4.8 - Démonstration da la proposition 4.7.4. 

Pour définir ~ , on définira d'abord une application 

où D. (X , x ) 
0 

désigne l'ensemble des lacets de X, d'origine x 
0 

puis on montrera 

que deux lacets homotopes ont la même image par '+' , ce q_ui définira, par passage au 

quotient, une application 

.p: n:
1
(x, x

0
)-:>G ~ 

On vérifiera que lf. est un homomorphisme qui satisfait à (4.7.2) , et que c'est 

1 1unique homomorphisme satisfaisant à (4.7.2) • 

Définition : Soit f : I -> X un lacet d'origine 

qu'une subdivision 

x = f(O) = f(1) • On dira 
0 

(4.8.1) 

du segment I = [ü,1) est adaptée au lacet f si elle satisfait aux deux conditions 

suivantes 

(4.8.2) 

(4,8.3) 

Lemme 1 -
subdivision de 

f ( t.) C V 
1. 

pour chaque 

contenue dans 

Pour tout lacet f 

[ 0, 1] adaptée à 

pour 

i (0 

u1 

I 

f . 

û'!Éi:::'.:n 

L.. -<n) 1 1 image f( [ t. ti+1]) est _ 1. 

' ' 1. 

ou dans u2 . 
->X d'origine X 

' 
il existe au moins une 

0 

Démonstration f-1(U1) et f-
1(u~) sont deux ouverts de I qui recouvrent 

I , ,ehacun d'eux est une réunion (en général infinie) d'intervalles ouverts. Puisque 

I est compact, on peut le recouvrir avec un nombre fini d'intervalles ouverts tels 

que chacun d 1 eux soit appliqué par f, soit dans u
1 

, soit dans u
2

• On en déduit 

aussitôt une subdivision qui satisfait à (4.8.3) mais pas nécessairement à (4.8.2). 

Considérons un t. qui ne satisfait pas à (4.8o2) (on a alors nécessairement 
1. 

0 -<::: i < n puisque 

f([t. 
1 

, t.]) et 
1- l 

f(O) 

f ( [ t. 
1. 

= f(1) = x EV) ; pour un tel t. , les images 
0 l 

, ti+
1

]) sont contenues dans le mgme ouvert (U
1 

ou 



Cours de M. CARTAN 

2.1.a - 1968-69 
- 83 -

sinon f ( t i) serait dans U 
1 

n U 
2 

= V • On peut donc supprimer un tel point de 

subdivision t. , sans que (4.8.3) cesse d 1 iltre satisfaite. Les poi11ts restants 
1. 

définissent 

Le lacet f 

une ~ubdivision adaptée à: f • 

et la su9division <,; étant donnés, soit f. la 
1 

C. Q. F. D. 

restriction de f 

au segment [t. , t ] ; pour O ~ i < n , 
1. i+1 · 

f'. 
l. 

définit un chemin de .u1 (resp. de 

u
2

) , suivant que f([t. , t. 1]) 
1. 1+ 

est contenu dans 

dans le premier cas, E:,(i) = 2 dans le second et notons 

la classe du che~in f. dans le groupoïd~ fonda~ental 
1. 

n
1

(u (·); f(t.), f(t. 1)) 
l: l. l i+ 

ou dans 

Choisissons d'autre part, pour i = 1 , ••• , n - 1 , un élément 

X , f(t.)) 
0 l 

u2. Soit E. ( i) = 1 

ce qui est possible puisque f(t.) E V , et que V , par hypbthèse, est connexe par 
1. 

arcs, Soit Î\.é(i)(~i) son image dans le groupoïde fondamental 

·n;
1

(U ('): x , f(t.)). Considérons 9 dans ce groupoïde fondamental, le composé 
t,l. , 0 1. 

ai= Î\~(i/1i) • [t)E(i) • "E(i.)(~~.:1) E n1(Uf.(i) 'xo) 

r !_On convient que et 

Soit enfin 

J.Yimage de 

0\. =~(')(a.) 
1. ê 1. l. 

a .. dans le groupe 
1. 

G ·donné. 

Observons que si, pour un i donné 9 il est possible de choisir à volonté 

t::(i) == 1 ou E(i) = 2 
' 

c'est-à-dire si le chemin f. est contenu dans u
1 
n u

2 
= v 

l. 

l'élément O(. correspondant à cet indice i ne dépend pas du choix a.e é(i) .. 
l. 

En effet, soit [f.] la classe du chemin f. dans rc
1 

(V ; f(t.) 
' f(t. 1}) ; on a 

i- l. 1. 1.+ 

' 
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d'où 

a. 
l. 

et 

o<. 
l. 

or ceci ne dépend pas de la 

Considérons le produit 

=. 1 t(i)<ii • [r.] 
l. 

= \.(i} 0 Î\ (')(i. é. 1 l. 

valeur de 

••• lx'. 1 n-

E.(i) = 

€ G 

-1 
• Î i+1) 

[r.] -1 
• 1 i+1) l. 

1 ou 2 
' 

puisque J1 0 i\1 = v2 o î\2 

il dépend, a priori, non seulement;du lacet f et de la subdivision 6"' a~aptée à 

f, mais encore du choix des (1 Li n - 1) • 

Lemme 2 ~ Le produit IX l>(1 • • • t>< 1 o n-
est indépendant du choix des 

Démonstritiqn: soit i un indice tel que 

~i € n
1

(V x
0

, f(ti)) revient à remplacer i-1 

1 ~i 

par 

::'.;n- 1 . Changer 

un produit f · 'b. l. l. ' 
où 

• 

~i E n
1

(V, x
0

) • Ce changement affecte ~i- 1 
par 

et ô{. . 
1 ' 

en fait, ai-1 est remplacé 

et a. est remplacé par 
l. 

Donc 0(. ·1 l.-
est remplacé par 

et 1>:.. est remplacé par 
]. 

• a. 
1 

( v E( i) 0 "s( i / h)) • ()<i 0 

Comme v
1 

o /\
1 

= v
2 

o À.
2

, on voit que le produit ~i-
1 

• ~i n 1 est pas changé. Ceci 

démontre le lemme 2. 

Nous avons maintenant le droit, étant donnés le lacet f et· la subdivision t> 
adaptée à f, de poser 

( 4.8A) 

Cet élément ne dépend en effet que de f et e- " 
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Lemme 3 - L'élément ';'(f , <,) ne dépend, en fait~ gue de f 

dant du choix de la subdivision 6"' ada,ptée au lacet f • 

il est indépen-

Démonstration : soient 6'" et O"'r deux subdivisions adaptées à f, et soit 

G'11 la subdivision obtenue.en superposant ô et <:,1 (c 1 es't-à-dire dont l'ensemble 

des points de subdivision est la réunion de ceux de G" · et de 6" 1 ) • Il est clair 

que G'tt est adaptée au lacet · f ·• Il suffira de montrer g_ue o/(f , G"') = I.\J(f , 0 11 ) , 

et lp (f , 6' 1
) = 4i(f t 6" 11

) ~ 

Montrons par exemple If ( f , o) ::::: 'Y( f , EïH) 

vant maintenant G" 1 au lieu de 6' 11 
•· Ainsi 

changeons les notations, en écri

e-' est obtenue en subdivisant cer-

tains des segments [ ti , \+l] de la subdivision <5" 

Soient 

(4.8.5) t. :::: ti < t1' <. ••• < t 1 
:::: tl.. +1 1 . 0 p 

les points de la subdivision S- 1 contenus dans [ ti , ti+ 1] • Soient 

rx:, 1 <X1 9 ••• , c:c~_
1 

€ G les éléments dé'finis comme ci-dessus: Le lemme 3 sera démontré 

si nous prouvons que 

N - MJ IV i Al 1 
"'· - "' "'1 •. 0 

"' 1 l. ·O . p- (produit dans le groupe G} 
ainsi que 

Supposons9 pour fixèr les idées, que t(i) == 1 : le chemin f. , 7 tous les chemins 
l. 

partiels en lesquels il est décomposé par la subdivision 

u
1 

• Introduisons, comme plus haut, des éléments 

avec 0~ = ti' ï~ = ~i+1 • 

a!= "1(~:) , [f!}1 
J J J 

Ôn introdu:i.t, pour 

€ TC1 (U 1 . ' X o) 

{4.8.5) , est conténu dans 

où f! 
J 

désigne la restriction de f ' a [tJ t}+1 }, puis on a 

Or il est clair que 

a = a 1 a' 
i O 1 

a' . p-1 

ô( ! = v-
1 

( a : ) o 
J J 
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et, en appliquant à cette relation l'homomorphisme J
1 

: n:
1

(u
1 

, x
0

)-> G, on 

obtient la relation (408,.6) • désirée. Donc le lemme 3 est démontré. 

Désormais, nous noterons 4'(f) E G l'élément y;(f , 6") , qui est indépendant 

du choix de la subd:i,vision adaptée e-- • Ceci définit une application 

lll : ··n. (X ' X ) -> G 
T o . 

Lemme 4 - Deux lac
1
ets homotopes ont la même 1.1110,ge pur 41 • 

Démonstration :· soient f et f
1 o· 

deux lacets· homotopes. Une homotopie de 

à f
1 

est une application continue 

F IxI->X 

f 
0 

telle que, si on pose f (t) = F(t,u) pour 
u 

0 :::: u ::;::; 1 , f soit un lacet d I origine 
u 

(et d'extrémité) x , qui coïncide avec f 
0 q 

pour u = 0, et avec r
1 

pour u = 1 • 

Il suffit de montrer que l'application 

u 1-> y; ( f ) 
u 

est localement constante, - ce qui iIT1pliquera qu'elle est constante puisque I est 

connexe. 

Soit donc donné un u ( [0,1] 

on a 

on veut montrer que, si Ë > 0 est assez petit, 

1.y(f 1) i= 1tJ(f ) 
U I U 

dès que lu 1 
- u 1 ~ c. 

Choisissons une subdivision 6'" adaptée au lacet f 
u 

Il est clair que 

adaptée à 

F-1 (U2) 

f 
I 

si 
u -1 

E a été choisi assez petit 

sont des ouverts de I x I , 

cela résulte du fait que 

6' est aussi 
-1 

F (U 
1 

) , 

et F (V) 

Choisissons,· comme plus haut, pour chaque point 

(avec O <(. i <. n) , un élément 

i- E n:1{V; x , f (t. )) 
l O U l 

t. 
l 

de la subdivision OJ 

f (t.) , f 1 (t. )) la classe du chemin défini par la restriction 
u 1. u 1. 
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de F au segment vertical 

Prenons 

t = t. 
1 

(la seconde coordonnée variant de u à u') • 

Y! ='( .• b. E n 1(v 
1 1 1 

• X 
' . 0 

Par définition, 4' (f 11) est égal au produit 0\.
0 

o<.
1 

••• °'n , avec 

O(i = \.(i) (ai) ' 

ai= 1\(i}(~i) 

f (t. 1)) 
U 1+ 

est la classe du chemin défini par la . 

restriction de F. à l'horizontale d 1ordonnéc u. De mSme: 

C(.! = ~ ( . ) (a!) , avec 
]. f.,1. 1. 

ai = Î\(i / l J_) • [fi] E.( i ) . Î\ E( i} (~ i: ~ ) 
où [f J. JE( i) € n1 (U E(i) ; fu, ( \) , fu 1 ( ti+ 1 )) est la classe du chemin défini par la 

restriction de F à l'horizontale d'ordonnée u' • On a 

Or 

comme le montre la restriction de F au rectangle suivant: 

' C D 
u' 

u 
A B 

- t 
0 t t ,, 

·+ l. 1 

F applique le rectangle·(intérieur -ei: bord) dans UE.(i) tlor..J d€fi:,i.t une homotopie 

du chemin défini par le segment AB avec le chemin défini par la ligne brisée ACDB 
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4'(f) - C(o «1 • • · t<n-1 = <X~ o,:1 

Ceci ach~ve la a,monstration du lemme 4. 
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L'application 

application 

If : n (X , x ) -> G passe donc au quotient, et définit une 
0 

Regardons finalement comment l'application !.p a été définie. Si un élément 

"ô' f. n:
1 

(X
0 

, x) est un prod11i t fini 

où ai E )i'~(i)(bi) ê(i) = 1 ou 2 

on a 

Ceci montre que I.{) est un homomorphisme de groupes~ 

Inversement, tout homomorJ)hisme if>: 1C
1

(X, x
0

) -> G qui satisfait à (4.7.2) 

satisfait nécessairement à (4.8.8) • Il existe donc un homomorphisme tÇ et un seul 

satisfaisant à (4.7.2) , et la proposition 4.7.4 est enfin démontrée. 
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4-,9, Calcul du groupe fondamental du plan privé de n points. 
2 

Théorème 4.9,1. Soient a
1 

, ••• , an des points distincts du plan 1R , 

Alors n
1 

(JR
2 

- {a
1 

, .'. ,, an! , x
0

) est un groupe libre à n générateurs 

{donc non abélien si n ~ 2) • 

.. 
Démonstration: on peut supposer que a

1 
, ••• , an sont les points 

(O,O), (1,0) , ••• , (n - 1 , 0) 

car :i.1 existe tàuj oùrs un homéomorphisme m2 
-'> m2 qui transforme 

en ces points (Exercice !) • On va procéder par récurrence sur n, le théorème 
2 

étant vrai•pour n = 1 (on sait que le groupe fondamental de 1R - lO! est 

isomorphe à 7i. , groupe libre à un générateur),, Soient u
1 

ouverts de m2 
- {a

1 
, ••• , an} définis par 

les deux 

2 
X< 3 et 1 

X>-
3 

respectivement_., 

u
1 

est homéomorphe au plan privé d'un point, et u
2 

au plan privé de n - 1 

points ; et u
1 

n u
2 

est la bande ; <. x < ~ , qui est contractile (parce que 

n1(X,x
0

) s!identifie au coproduit (non amalgamé) 

convexe), donc simplement 

connexeo 

Appliquons le théorème de 

van Kampen, en prenant par 

exemple pour point 

point (½,o) ; on a 

X 
0 

le 

n
1 

(u
1 
n u

2 
, x

0
) :::: 0 , donc 

Le premier est libre à un générateur; d'après l'hypot~èse de récurrence, le 

second est libre à n - 1 générateurs, Donc le coproduit est libre à n géné

rateurs. 

O. Q, F. D. 
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4.10. Groupe fondamental d'un bouquet de cercles. 

Soient (X
1 

, x
1

) , ••• 1 (Xn, xn) n espaces pointés, tous homéomorphes 

au cercle pointé (S 
1

, 1) • On pren,d leur somme dans la catégorie des espaces 

topologiqurs pointés: p~ur cela, on en prend d'abord la somme topologique 

(disjointe), puis on identifie les points x
1 

, ••• , xn en un seul point. Soit 

X l'espace qirntient (muni de la topologie quotient), et soit x ( X la 
0 

classe d'équivalence de x
1 

, ••• , xn. L'espace (X,x
0

) est, par définition, 

un bouquet de n cercles. Pour chaque i, l'application naturelle 

'P·: (X., x.)-> (X,x) 
l. l. l. 0 

est un homéomorphisme du cercle (X. ' X. ) 
l. l. 

sur son image elle permet d 1 iden-

tifier les n cercles à n sous-espaces de X, .qui n'ont en commun que le 

point et dont X est la r~union. 

Théor~me 4.10.1. Le groupe fondamental n
1

(X,x
0

) d'un bouquet de n 

cercles est un groupe libre à n générateurs. 

Démonstration: on pourrait montrer que X a même type d'homotopie que le 

plan privé de n points. Mais on va procéder directement, par récurrence sur 

• Appelons Y. l'image 
l. 

n = li). (X.) ' 
1 l. 

n, le théorème étant vrai pour 

qui est un cercle contenu dans 

arc du cercle Y. , contenant 

X, et contenant le point X 
0 

Soit V. un 
l. 

l 

rétracte par déformation sur 

et des V. pour i:;:. 2; et 
1 

X 
0 

X 
0 

soit 

et 

. Soit 

u2 

distinct de Y. tout entier: V .. se 
l. l. 

u
1 

l'ouvert de X, réunion de y1 

l'ouvert de X, réunion de v
1 

et 

des y 
i 

pour i ~ 2 • Il est clair que X = u
1 

u u
2 

, et que 

connexe. D'autre 

-n;1 (U1 X ) est 
' 0 

déformation sur 

V. 
1. 

se rétracte par déformation sur X 
0 

part, u1 se rétracte par déformation 

un groupe libre ' 1 générateur ; u2 a 

y2 donc TI1 (U2 X ) est un groupe 
' ' 0 

donc est simplement 

sur y1 ' 
donc 

se rétracte par 

libre ' n - 1 généra-a 

teurs (par l'hypothèse de récurrence). Il suffit alors d'appliquer le thJorèrne 

de van Kampen pour conclure. 
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Soit p un entier ?; 1 ; soit 

à p trous. 

y l'ouvert 
p 

Cours de M. CARTAN 

2.1.a - 1968-69 - 91 -

du plan qu'on obtient en 

enlevant d'un disque fe.rmé n disques ouverts deux à deux disjoints. Prenons 

On peut voir que 

deux exemplaires y 
p 

et Y1 , et recollons-les le 
p 

long des cercles homologues : · oi1 obtient une variété , Tp 

de dimension P , qu'on peut s'imaginer comme une 

surface de m3 , bord de ce qu'on obtiendrait en 

"gonflant" ce qui est entre les deux exemplaires y 
p 

T peut aussi s'obtenir comme quotient du disque-unité 
p 

D comme suit: on partage la circonférence S , bord de D, en 4p arcs 

égaux, qu'on nomme successivement (dans l'ordre) 

a 1 , b 1 , a1 , b1 , a 2 , b2 , a2 , b2 , ..• , ap , bp , a; , b; 

Le cercle S étant orienté, affectons ces côtés des orientations suivantes 

+ ' + ' .-
(Voir figure). 

, . .,. .. , + ' + ' - + ' ' -

Cela fait, recollons le céité a
1 

au céité a 1 , de façon à faire coïncider les 

orientations définies ci-dessus (donc l'origine de a
1 

, pour 1 1 oriBntation 

a
1 

, est identifiée à l'origine de a' pour l'orientation choisie 
1 

de m8me pour les extrJmités). Faisons de m@me pour b
1 

et b~ ; ·a
2 

et a' . 
2 ' 

etc •.• On observera que les 4p points de subdivision du cercle S sont alors 

tous identifiés en un seul. Soit X 
0 

le point correspondant de l'espace quotient. 

On admettra que l'espace quotient de D par la relation d'équivalence R ainsi 

définie est homéomorphe à T 
p 

• [Par exemple, c'est évident pour p = 1 : 

tore ordinaire comme quotient d'un carré]. 

Soit alors 0 le centre du disque D 
' 

identifié à son image dans 

D/R :cc; T ; et soit B l'image de s dans T ; le lecteur vérifiera que 
p p 

est un bo_uquet de 2p cercles. On notera ~ ' P1 ' 0{2 ' f2 ' ... ' ()(p ' fp 1 

B 
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les éléments de n
1

(B,x
0

) , classes des lacets de B, images des arcs 

a
1 

, h
1 

, a
2

, h
2 

, ••• , a , b par l'application canonique de S sur son . . p p 
quotient B = S/R. 

L'espace T est réuniôn des deux ouverts 
:p 

u
1
·· = T - { O} 

p U = T - B 2 p 

L'ouvert u
2 

,est homéomorphe à l'intérieur du dlsque D, donc est 

simplement connexe. De plus 1 1 intersection V = u
1 

0 u
2 

est homéomorphe à ce 

disque ouvert privé de son centre O, donc V est connexe par arcs, et 

n
1

(V)-.::::: 'lL.. Nous sommes donc dans un cas particulier du théorème de van Kampen 

(corollaire 4,7.2 ) : n
1

(X) s 1 identifie au quotient de n
1

(U) par le sous

groupe invariant engendré par 1 1 image, dans n
1 

(U) , du générateur de n
1 

(V)-.:::::~ • 

Or la rétraction par déformation de D - {O} sur le cercle S induit, par 

passage au quotient par R, une rétraction par déformation de u1 sur B = S/R. 

Donc 

est le groupe iibre ayant pour 2p générateurs o:
1 

, f
1 

, (;(
2 

, f 2 , ••• , é>(p , rp • 

Cela dit, prenons un point-base 

mais sur un rayon joignant le centre 

x' €V, nécessairement distinct de x 
0 0 

0 à l'un des 4p points de subdivision 

de S. Joignons x 1 

0 
à ce point, de subdivision par un segment porté par ce 

rayon ceci définit, dans 

qui permet d 1 identifier 

un chemin d'origine 

x') 
0 

à 

est représenté par le cercle de centre 0 

x' 
0 

et d 1 extrêmité X 
0 

le générateur de 

passant par x' ; la 
0 

rétraction par déformation de sur B le transforme dans B, et par 

suite le générateur de n
1 

(V,x~) a pour image dans n1(U1 ' 
x') ' 

identifié 
0 

à rc1 (U1 ' 
X ) :;:: n:

1 
(B,x

0
) 

' 
la classe du lacet d'origine X que l'on obtient 

0 0 

en parcourant s dans le sens direct, _puis en prenant l'image par l'applica-

tion S ->S/R =B. On voit que c'est 

-1 -1 -1 -1 ..:.1 -1 
(){1 f1 IX1 f1 (){2 ~2tx 2 r2 ••• (l{p fp t,(p fp 
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Théorème 4.11 .1 .--Le groupe fondamental du tore à . p trous 

morphe au quotient du groupe libre à 2p générateurs. 

T est iso
p 

0(
1 

, p 
1 

, D( 
2 

, ~ 
2 

, ••• , IXP , • ~p par le sous-groupe invariant engendré par 

l'élément (*) . 

Cas particulier (p = 1) : le quotient du groupe libre à 2 générateurs IX 

-1 -1 
e.t f par le sous-groupe engendré par °' f D\ ~ est le groupe abélien 1 .b s 

à deux générateurs e1 et e
2 

(images de ~ et r ) : c'est le a-module 

libre ayant une base formée des 2 éléments e
1 

et, e
2 

• On retrouve le fait 

connu 

4.12, Application au théorème de Picard. 

On se borne ici à des indications rapides, sans exposer une théorie en 

détail. Il s'agit simplement d'illustrer sur un exemple la façon dont la théorie· 

des revêtements peut être utilisée dans l'analyse classique. 

Théorème de Picard. Si ·une fonction holomorphê dansèle plan complexe q; 

ne prend pas deux valeurs (0 et 1 par exemple), elle est constante. 
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Ce théorème est beaucoup plus fort que le classique théorème de Liouville, 

qui dit qu'une fonction holomorphe dans t et bornée est constante. 

Puisque œ - {0,1} est une variété, il existe un revêtement simplement 

connexe 

p : X -> (C - { 0 , 1 \ • 

Puisque p. est un homéomorphisme local, tout point x ( X a un voisinage 

ouvert U que p applique homéomorphiquement sur un ouvert V de (j;; par 

suite les points de U peuvent être repérés par un nombre complexe z variant 

dans V, et on a donc la notion de fonction holomorphe dans U. On sait donc 

ce que c'est qu 1une fonçtion holomorphe dans X (i.e. holomorphe au voisinage 

de chaque point x ( X) • En termes savants, on peut dire que p définit sur X 

une structure de variété analytique complexe (de dimension complexe égale à 1) • 

Le théorème fondamental de la représentation conforme, dû à Poincaré, dit 

ceci: si X est une variété analytique complexe (de dimension 1) , simple

ment connexe et non compacte, il existe un isomorphisme holomorphe ~ de X 

sur ~,~de X sur le disque ouvert 

11Isomorphisme holomorphe" signifie que tp est holomorphe, que c'est un homéo

morphisme, et que l'homéomorphisme réciproque est holomorphe. Les deux cas 

possibles (le ' cas ou rn : X -> (I; , et 1e cas où 
T -;;:;j . tp : X -> D) 

-;::1 
s'excluent 

mutuellement, car il n'existe pas d'isomorphisme holomorphe ~ -> .D, à cause 

du théorème de Liouville. 

On va montrer que si X est le revêtement de IV - {0,1l défini plus 

haut,. X est isomorphe à D, et non à IV. En effet, si on choisit un 

point-base x (X, de projection z ( C - {0,13 , on sait (n° 3.13) que le 
0 0 

groupe rc
1 

( a; - { 0, 1} , x 
O

) · opère dans X , comme groupe de B-automorphismes 

sans point fixe (B désignant la base C - {0,1}) • Or rc1 (B,z
0

) est le 

groupe libre à deux générateurs (th. 4.9.1) , donc n 1 est ~abélien.D'autre 
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part, les transformations de ce groupe sont des transformations holomorphes 

X-> X , puisqu'elles .. induisent l'identité sur la base B • Supposons que 4> 

soit un isomorphisme X -> œ , et montrons qu I il y a contradiction. Par i.p 
~ ~ 

le groupe n
1

(B,z
0

)' opéyera:i.t comme groupe d'automorphismes holomorphes de 

(!; , sans point fixe. Or il est bien connu que tout automorphisme holomorphe 

de <C est de la forme 

z 1-> az + b (a et b constants € t, a f 0) 

S'il est distinct de l'identité et sans point fixe, on a forcément a= 1 c 

Donc 11:
1 
(B,z,J op~_:i.·erait comme groupe de translations de (!; , et par suite 

serait commutatif. C1 est la contradiction annoncée. 

Considérons alors 1 1 application holomorphe 

-1 y : p O lfl D -> . Q; - { 0 , 1 } 

C'est une application de revêtement, qui fait de D un revêtement simplement 

connexe de (!; - {0,1} 

On peut maintenant prouver le théorème de Picard soit 

f : (C -> <C - {0,1} 

une application holomorphe ; elle prend ses valeurs dans la base du revêtement 

y; ; comme (C est LCA et simplement connexe, elle peut se relever en une 

application continue 

g : C ~> D 

telle que f = 'f o. g " Puisque 't' est un homéomorphisme local, et que 4' 

et f sont holomorphes, il s'ensuit que g est holomorphe. D'après le théo

rème de Liouville, g est constante ; donc f = o/ o g est constante. 

C. Q. F. D. 
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§ 5, Comparaisog du groupe __ fondamental_et __ dugroupe 

e en dimension 1 

- 96 -

La lecture de ce paragraphe suppose connues les définitions fondamentales 

relatives aux groupes d'homologie d'un espace X (Voir Cours C J de H. CARTAN, 

chap, IV, p. 35-47) • 

5. 1 , Définition de l 'homomor}'.'Q;_~ h , 

On veut comparer le groupe fondamental n
1

(X,x
0

) et le. groupe d 1 homologie 

H
1 

(X) = z
1 

(X)/B
1 

(X) , où z
1 

(X) désigne le groupe des c_ycles · de dimension 1 f 

et B
1

(X) le groupe des bords de dimension 1 (image, par d, du groupe des 

chaînes c
2 

(X) de. dimension 2) " 

Soit U (X,x ) 1 1 ensemble des lacets d v origine x • Un lacet f I -> X 
0 0 

tel que f(O) == f(1) = x , est un chemin, donc un élément de la base du groupe 
0 

c1(X) des 1-chaînes singuli~res. Lo bord de f E c1(X) est 

df = d
0

f - a1f = (f(1)) - (f(O)) 

combinaison linéaire formelle des points f(O) et f(1) 

ici un lacet, on a f(O) = f(1), d 1 où 

mais comme f est 

df - 0 

Ainsi f est un cycle, et on a donc 

{ 5. 1 ) 

Lemme 1, Si deux lacets f
1 

et :t
2 

sont homotopes, alors ils sont 

homologues (comme cycles) ; autrement ditj f - f 
2 1 

appartient à B
1

(X) 

Démonstration (a) si f est le lacet constant (au point X ) 
0 

f est 

un bord, à savoir le bord du 2-s:i.mplexe singulier 

u D ·-> X (application constante de valeur X ) 
2 0 

En effet, du =du=du = f 
' 

d'où. 
0 1 2 

du ::::: d u - a
1
u + a

2
u = f 

0 



(b) soient f 
1 

et 
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deux lacets homotopes, et soit 
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une homotopie de f à 1 , si on regarde le carré 

, C D 

□ A B 

F applique les côtés verticaux AC et BD au point X 
0 

la restriction 

de F au côté AB définit f 
1 

et la restrict:L,;. (:e F ;::;, CD définit :f 
2 

• 

Si on identifie entre eux les points du c8té AC , le q•.:,.ti-:,d, du carré est 

homéomorphe à un triangle ; l 1 application F passe au quot:i,;J'.'7:· et définit une 

2 

(x) 
0 

application continue u : n
2 

-> X , 0ù ])~ d.,Ssigne le 
d. 

2-simplexe-type (triangle) , dont no,:::; .i.,ufüéro-tons les 

sommets O , 1 , 2, do telle manière ~ue la restric

tion de u au côté [0,1] soit f
1 

, au côté [0,2] 

soit r
2

, et au c8té [1,2] soit constante de valeur 

x . Le bord du 2-simplexe singulier u est 
0 

où (x) désigne le lacet constant, D'après 
0 

(a) , le lacet (x) 
0 

est un 

cycle homologue à zéro. Donc f
2 

- f
1 

est homologue à zéro. Et ceci démontre 

le lemme 1 ~ 

Le lemme 1 prouve que l'inclusion (5,1) défiriit, par passage aux quotients, 

une application 

Proposition 5.1.1" h est un homomorphisme de groupes. 
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Démonstration: n 1 oublions pas que la loi de composition de 11/4 (X.x ) 
1 ' 0 

(q_ui n 1est pas abélien en général) est notée multiplicativement, tandis que 

celle de H
1

(X) est notée additivement. Rappelons que la loi de composition, 

dans n
1

(X,x
0

) , provient, par passage au quotient, de la loi de composition 

(non associative) des lacets. Soient donc f
1 

et f
2 

deux lacets d'origine 

x et soit 
0 ' 

le la,cet composé. La proposition 5.1 sera démontrée si nous prouvons que le 

cycle f est homologue_ à la somme. f 
1 

+ f 
2 

• Or on va, voir, plus généralement : 

Lemme 2, Soient f
1 

et f
2 

deux chemins tels que f
1

(1) = f
2

(o) , et 

soit f=f .Lf 
1 2 

leur composé. Alors la chaîne singuli~re est 

un bord, 

Montrons ce lemme, Considérons le 2-simplexe type n
2

, avec ses sommets 

numérotés 0 1 et 2 o Définissons une application continue g
1 

du côté 

[0 1 1] dans X, par la condition que l'isomorphisme canonique de I sur [0,1], 

suivi de g
1

, soit l'application donnée f
1 

• De même, définissons g
2 

sur le 

c8té [ 1, 2] · , de façon que 1 1 isomor11hisme canonique ( linéaire.-affine) de I 

sur [1,2] , suivi de gl, soit f
2 

c Alors g
1 

et g
2 

prennent la même 

valeur au sommet 1 , puisquè f
1

(1) = f
2

(o) o On a donc une application conti--

2 
nue g 7 à valeurs dans X, de la ligne brisée L qui joint 

0 ~ 1 puis 1 à 2 "Prolongeons g en une application 

continue h: D
2 

->X, en prenant 

h = g o p 

où p est l 1application de rétraction qui projett.e chaque point de n
2

, paral

lèlement à la médiatrice du côté [0,2] 1 sur un point de L "Alors l'appli

cation composée 
~ h 

I __!_> D -)> X 
2 

n'est autre que f = f
1 

.L f
2 

, d'après la définition de la composition des 
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chemins. Ainsi h est un 2-si.mplexe singulier q_ui satisfait aux relations 

donc 

ce q_ui démontre le lemme. 

Corollaire du lemme 2 r
1 

, c'est-à-dire si 

on sait que f 1 ...L f 2 est un lacet homotope au lacet c.onstant. Il sr ensuit que 

le cycle f 1 + f 1 est homologue à zéro. 

5,2. Le groupe n
1

(X,x
0

) rendu abélien. 

Pour simplifier l'écriture, nous écrirons souvent 1r
1 

au lieu de 

n
1

(X,x
0

) • Il est évident que le noyau de l'homomorphisme 

contient les commutateurs de n
1 

: si ~ 

. -1 -1 . 
est, par définition, Dt.rcx f ; pm.sque 

commutatif, il est clair que 

et 

h 

r E: TI1 , leur commutateur [iX, ~] 
prend ses valeurs dans un groupe 

Dans un groupe quelconque I1 , l'inverse du commutateur [(;,(,~] est 

[~,()(] ; l 1 élément neutre est un commutateur; donc le sous-groupe engendré par 

les commutateurs se compose des produits finis [or.1 , ~ 1].[rx:2 , ~ 2] ••• [<Xp, fp] • 
Ce groupe se note [î, r] , et s I appelle le sous-groupe des commutateurs de 1' . 

C I est un sous-groupe invariant, car si 'f E I1 , on a 

[ J 1 r -1 -1 J ô • ~, ~ 0 i - - Lt o: t ' ~ fJ i 

Le groupe quotient r/[r,r] est évidemment abélien, car dans ce groupe tous les 

commutateurs sont égaux à l!élément neutre" L'homomorphisme canonique 

tp r --:> r/ [r ,rJ 
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possède la propriété universel.le suivante (évidente !) ; pour tout. homomorphisme 

o/ : T --> G , où G est abélien, il existe un homomorphisme 

f : r/[I1,T] -·-> G et un seul, tel que 

Le groupe s I appelle u le groupe T rendu abélienu, 

Pour en revenir au groupe fondamental n
1 

(X,x
0

) =-= n
1 

et à l'homomorphisme 

h il se factorise donc d 1 une seule manière en 

On va maintenant étudier l'homomorphisme h 1 o 

5 o'.3. Le résult,at fondamentaL 

Théorème 5.3.1, Lorsgue X est connexe par arcs, h 1 est un isomorphisme 

de -rr/[n
1 

, n
1

] ~ H
1

(X) • 

En d'autres termes, h 1 identifie le groupe d'homologie H
1

(X) au groupe 

n
1 

(X,x
0

) 11rendu abélien 11 • 

La démonstration va nécessiter un peu de technique et prendra un certain 

temps. On va définir un homomorphisme 

puis on vérifiera que k oh' est l'identité de n
1
/[n

1 
, n

1
] 1 et que h' o k 

est l'identité de H
1

(X) " 

La définition de k va utiliser l'hypothèse: X est connexe par arcs. 

Pour chaque x ( X on peut choisir (arbitrairement) une classe de chemins 

d'origine X 
0 

et d I extrémi t.é x; il sera commode de supposer que 

la classe du chemin constant" Soit alors 

uiI-~X 

v est 
llx 

0 
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un chemin quelconque posons 

u(O) M(1) 
tu(o)ytu(1) 

en notant [u] t 1t
1 

{X ; u(O)_ , u(1)) 1a classe du 

chemi1:- u , ei, en utilisant la loi de composition X 
0 

(associative) du groupoïde fondament,al de X • On a ainsi défini une application Â 

de la base du groupe des chaînes c
1

(X:) dans le groupe_ 1e
1 

• Soit 

application à valeurs dans n
1
/[n

1 
, rc

1
J • Par linéarité, ~ se prolonge en une 

application linéaire, notée encore p- ~ 

Lemme 3. ~ s 1annule sur le sous-grouEe B
1

(X) , 

En effet, soit v: D -> X un 2-simplexe singulier. On doit montrer 
2 

que p- s 1 annule sur le bord 

c'est-à-dire que 

Or un calcul facile, utilisant la définition (5o3c1} , montre 

que 

èn notant v(1} 1 1 1-mage par v du sommet numéroté 1 de D2 • 

Le lacet (( d 
O 
v) ..L ( a.

1 
v)) . .1.. ( a.

2 
v) , d I origine v( 1 ) 1 est homotope à un lacet cons-

tant (le 2-simplexe singulier v ]) -> X fo 0 rrnJ.t la déformation). Donc les deux 
2 , 

membres de (5.J.3) sont égaux à l'élément neutre ~q ~ 1 • Leur image dans 

n/[rc
1 

, rc
1
J est donc O, ce qui prouve (5.3.2) , Ainsi le lemme 3 est démontré~ 
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La restriction de p. à z
1

(X) s'annulant sur B1(X) (d'?,près 1~ lemme 3) 

définit, par passage au quotiènt, une application linéaire 

C'est l'application qu'on voulait définiro 

En d'autres termes, la composée 

n'est autre que l'application canonique ~ Montrons~le: partons de la classe 

d'un lacet f ( Q.(X,x) 
0 

h lui associe la classe d'homologie du cycle f. 

Or on a, par définit!on, 

et ·À(f) = [f] d 1 après (5,3.1) , puisque 1x est l'élé'.Tient, neutre de ~ 
0 

Donc k(f) = f(À(f)) = ~([f]) • 

Lemme 5o h' o k est 1 1 identité de H
1 

(X) • 

En d'autres termes, l'application composée 

C. Q. F, D. 

z
1 

(X)_!:_> n
1
/[n\ , n 1 J 

est 1 1 application canonique de z
1 

()Ç) sur son quotient H
1 

(X) • Montrons-le : 

soit, z = i;. n. u. un cycle (n. entiers, les u. étant des chemins).· On a 
l. ].]. ]. l. 

Soit C 

u.(z) = ~ n. u.(u.} = 4' n. ljl (i\(u.)) 
1· l. J.I J.· l. l. l. 

u. (0) 
1 

un chemin dans la classe lu. (O) • Le lacet 
]. 

avec 
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est homologue à la chaîne (qui est un cycle) 

(d'aprè~ le lemme 2 et son corollaire). Donc 

h I o u.( u. ) = h o À ( u. ) r- l l . 
est la classe d'homologie du cycle 

Par linéarité, h' o f(z) est la classe d 1homologie du cycle 

On a 

n.u. + 
l. l 

• On va montrer que 

- 103 -

ce qui entraînera que h' o p.(z) est la classe d'homologie de z et prouvera 

donc le lemme 5 • 

Or écrivons que z est un cycle ; son bord est 

i;. n.(u.(O) - ù.(1)) = 0 
l l. l l 

Ceci est zéro dans le groupe des combinaisons linéaires formelles de points 

de X. Cela veut dire que si x ( X est donné, et si I(x) est 1 1 ensemble des 

i tels que u.(O) = x 
l 

on a 

et si J(x) 

r:.. 
if I(x) 

n = i 

est 1:ensemble des 

z:. 
HJ(x) 

n. 
l 

i tels que 

Or cette relation entraîne immédiatement la relation (5.3.4) • 

C. Q. F. D. 

u.(1)=x, 
l 

Remarque finale: l'application k: H
1

(X) -> n
1
/[n

1 
, n

1
] , qui a été 

construite grâce au choix des ~x E n
1

(X; x
0

, x), est, en fait, indépendante 

de ces choix, puisque c'est l'application réciproque de h' • 



5.4. Quelgues aE:elicationso 
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1°) Soit X =1R2 - l a1 ,••o, an} le plan privé de Il points, 

D'après le théorème 4. 9, 1 
' n1 (X) est isomorphe au groupe libre à n généra

teurs. Si on fe rend abélien, on trouve le groupe abélien libre à n généra

teurs" Ainsi le ?k-module Hl(X) est libre et a une base formée de n éléments 

les éléments de cette base sont les classes des cycles représentés par n 

cercles, de petit rayon, centrés respectivement en a
1 

, ••• , an ., 

2°) Soit X le "tore à p trous" 

4.11.1 donne son groupe fondamental 

T 
p 

(cf. 4.11) • Le théorème 

où G est le groupe libre engendré par o;
1 

, r 
1 

, ••• , O(p , ~p , et H le 

sous-groupe invariant engendré par l'élément 

Dans 11application canonique tp: G ->G/[G,G], l'élément j va en zéro, donc 

<p s'annule sur H , et induit 

q> : G/H -> G/[G,G] 

i1 est immédiat que tout homomorphisme 

:factorise d'une seule manière en 

n -=> r 
1 

dans un groupe abélien r se 

donc G/[G,G] est canoniquemeu-t isomorphe à n
1
/[n

1 
, n

1
] .;Ce dernier groupe 

est donc un groupe abélien libre à 2p générat~urs, Ainsi le groupe H
1

(X} 

du tore à p trous est w1 groupe abélien libre ayant une base formée de 2p 

éléments. [En :fa~t, il existe une autre méthode pour obtenir ce résultat, basée 

sur des considérations purement homologiques, et ne faisant pas appel au calcul 

du groupe fondamental], 



Enfin, signalons les résultats suivants! 
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pour n ~ 2 , 

qui résultent du calcul du groupe fondamental de (resp. de 

"" 105 ... 

D'une manière générale, chaquè fois que 1 1 espace X est simplemeni, connexe 1 

on a H
1

(X) = 0. 
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