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SEMINAIRE D'ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

CENTRE D' ŒSAY 

RECTIFICATIF à l'exposé n° 5 du 1.12.1971 

FONCTEUR D1 ENVELOPPE INJECTIVE 

" par Emilio VILLANUEVA NOVOA 

Le contenu de cette note est une rectification au mémoire llFoncteur d'en

veloppe injective" dont l'objet était de résoudre le problème ouvert posé par 

P. Hilton sous la forme suivante (voir [1]): 

"Est-ce qu'un homomorphisme t' : B
1 
➔ B

2 
induit un homomorphisme 

y E
1 
➔ E

2 
des extensions injectives minimales ?" 

Dans le mémoire, on assure que la réponse à cette question est affirmative 

si on construit les enveloppes injectives canoniquement, et on y donne une cons

truction fonctorielle. Une faute èommise dans la démonstration de ( 3. 3a 9~) 

(p. 5.10.) fait qu'on doit re.streindre la généralité de cette construction. 

Cependant la construction est valable, à une rectification près, pour tous 

les modules à sous-module singulier nul; c'est-à-dire, la méthode utilisée dans 

le mémoire pour la construction de 1 1 enveloppe injective demeure valable pour les 

modules qui n I ont pas d I éléments non nuls annulés· par des idéaux essentiels dans 

l'anneau. 

Toutes les références de cette note sont à [ 1] • 

Dans (3.3.4.) (p. 5.8.) on considère w = A 
U Hom(I,A) 

IOd(R) 
( Id(R) 

{I cRII est idéal à gauche de R} 9 on construit, pour chaque R-module A, 

le R-module libre à gauche F ~A et on considère le sous-module MA de ]\I?A 

des éléments :x: € ]lf,A qui admettent une expression (non nécessairement canonique) 

x = r: 11. f. , telle que pour chaque À € n ( I.: µ.) on a r:f. (À.11.) = 0 , I. étant 
t"'J. 1 1 J. 1 t"'J. 1. 



le domaine de fi • On définit DA : Tf'?ftp/MA (:première sous-enveloppe injective) 

et on démontre qu'il existe un monomorphisme iA: Â ➔ DA qui est une extension 

essentielle (3.3.9.) (P.5.10.). Mais ce.la n 1 est pas vrai dans tous les cas, car 

si a€ A est tel que (O:a) ~ O, l 1élément ac Tf'?J}A peut admettre une expression 

-a 1 .a + 1 .g - 1 .g , 

où g: (o:a) ➔ A est un homomorphisme (s 1 il en existe un), et alors 

Pour la rectification de (3.3.9.) on va faire usage du 

LEMME : Soit A un R-module à gauche unitaire (R est toujours un anneau 

uni taire et 2 en général, non commutatif). Alors tout R-homomorphisme 

f : I ...... A , où I est un idéal à gauche de R , admet une extension 

f 1 : I' ➔ A• où I' est un idéal à gauche essentiel dans R c 

Pouru.~ R-module A quelconque on considère \'P l = U Hom(I,A) 1 où, 
e IEid (R) 

maintenant, 
e 

Id (R) est l'ensemble des idéaux essentiels dans R. 
e 

On construit, 

de façon formellement identique à celle du mémoire, le R-module DA et on établit 

au lieu de (3.3.9.) la proposition g 

11iA : A ➔ DA est une première sous-enveloppe injective si ZA == 011 

ZA:::::: {a€ A!(o~a) est un idéal essentiel dans R} est le sous-module singulier 

d.e A. (c'est-à-dire, on ajoute l'hypothèse ZA = 0 à la :proposition (3.3.9.)). 

En effet, i A est maintenant un monomorphisme, car si a. € MA , a admet 

une expression, non nécessairement canonique: 

-a= 
n -
E µ.a+ Ev.f. 

. J. J.J. 
J.=1 

(avec et Ev. f. = 0 , f. € fJ:leA) 
J. J. J. 

telle que 9 . pour chaque À. E R n ( n( f.),ona: 
J. 

Mais () (I. :v.) est un idéal à gauche essentiel dans R et alors la 
J. J. 



0.2. 

condition a € MA équivaut à : a € ZA (CH est-à-dire Ker(i A) = ZA) • La 

condition ZA = O nous donne ce qu 1 on veut. 

DA est première sous-enveloppe injective car pour cela il suffit que tout 

diagramme 

(I idéal de R) 

puisse être complété à un diagramme commutatif g 

ce qui résulte du lemme précédent. 

Toutes les proposition postérieures à ( 3. 3. 9.) demeurent valables en consi-

dérant au lieu de ç[l A , et en utilisant toujours des idéaux essentiels dans 

R et des R-modules à sous-module singulier nul. 

Les foncteurs DQ, (3.3.9.), et n1 , (3.5.1.), sont maintenant endofoncteurs 

de rr1a , sous-catégorie de 1\. de tous les R-modules à sous-module singulier nul& 

Si R est u..~ anneau à idéal singulier nul, alors z(A/ZA) = 0 pour tout R-module 

A r et DA est première sous~enveloppe injective de A/ZA • 

En conclusion, on répond affirmativement au problème posé par P0 Hilton 

dans le cas de R-modules A tels que ZA = 0. · 

REFERENCES ~ 

[1] 
/ 

E. VILLANUEVA NOVOA, 11Foncteurs d 2 enveloppe injective''. 

Séminaire d 1 Algèbre.non commutative~ n° 1. Conférence n° 5 du 10 12.1971. 

Publications mathématiques d'Orsay ( 1971-1972). 
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CENTRE D'ORSAY 
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Conférence n° 9 du 12.1.1972 

MODULES ET ANNEAUX QUASI-CONTINUS 

par Louis JEREMY 

L INTRODUCTION. 

Cette étude est le développement d'une note (c.R. Acad. Sc. Paris, 

t. 273 i p. 80-83, 12 juillet 1971) dont certains résultats ont été améliorés 

depuis. 

L'origine de ce travail est dans 1 1 étude des articles de Yuzo Uturni 

sur les éll1neaux continus. 

Nous appelons "module quasi:-continu 11 un module stable par tout projec

teur de son enveloppe injective. Un anneau unitaire A est dit 11quasi-continu 

à gauche" (resp. à droite) si le A-module à gauche AÂ (resp. à droite AA) est 

quasi-continu. Cette définition est plus générale que celle d 1 anneau continu à 

gauche donnée par Yuzo Utumi~ et quand l'anneau est régulier 9 elles cofncident 

( § III). 

Carl Faith ([3], Théorème 2, p. 186) 

frobénusiens par le fait que A(IN) 

caractérise les anneaux quasi-

est un A-module à gauche injectif. Nous 

montrons que A est quasi-frobénusien si et seulement si A (IN) est un A-module 

à gauche quasi-continu. Plus généralement, nous montrons que si M est un 

A-module à gauche, alors M(IN) est quasi-continu\si et seulement si M est 

E-quasi-injectif, ce qui étend la notion de E-quasi-injectivité étudiée par 

A. Cailleau et G. Renault [2] ( Corollaire 4.4.). Nous avons été amenés à 

expliquer cette 11densité 11 des projecteurs d'un module isotypique. On sait que 

Yuzo Utumi, prolongeant un résultat de Wolf son et Zelinsky qui concernait 1 1 anneau 
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des endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension n>1 1 a montré [11] qu'un 

anneau régulier auto-injectif à gauche tel que tout idéal bilatère non nul con

tienne un élément nilpotent non nul est engendré ( en tant qu I anneau) par ses 

idempotents, et aussi par ses éléments inversibles. Nous prolongeons ce résultat 

en montrant que l'anneau des endomorphismes d'un module isotypique est toujours 

engendré respectivement par ses projecteurs 9 ses éléments inversibles, ses 

éléments de carré nul. En particulier P tout anneau de matrices 'YT'6n (A) 9. n > 1 , 

sur un anneau A uni taire quelconque est engend.ré par ses matrices idempotentes 

(Corollaire 4.îO.). 

Nous étudions ensuite(§ v) quelques décompositions des anneaux quasi

continus à gauche. Nous montrons en particulier que si l'anneau A quasi-continu 

à gauche vérifie la condition eAf = O => fAe = O (e = e2 , f = f 2) 9 alors il 

existe un idempotent central e € A (resp. e 1 € A) tel que Ae soit 1°idéal 

bilatère (resp. à gauche) maximum réduit (sans élément nilpotent ~ o) de A 

( Corollaire 5.4. ) • Nous donnons une décomposition analogue quand A 

est quasi-continu à gauche et à droite 9 sans autre condition (Théorème 5.11.). 

Au cours du paragraphe VI 9 nous étudions l'enveloppe quasi-continue d'un 

module et nous montrons qu 0un anneau à idéal singulier nul à gauche et à droite 

a même enveloppe injective à gauche et à droite si et seulement si il a même 

enveloppe quasi-continue. 

Le dernier paragraphe est une étude de l'anneau associé à un module 

quasi-continu. Cela nous permet de donner une décomposition des modules quasi

continus. 

II. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES2 

Les anneaux considérés sont toujours unitaires 9 non nécessairement 

commutatifs. Les modules considérés sont, sauf précision contraire, des modules 

à gauche. 

Si N est un sous-module de M, N ~ M signifie que M est extension 

essentielle de N. E(M) désigne une enveloppe injective de M. 

Nous notons j(M) = {hlh € EndAM 9 Ker h ~ M} et 

S(M) = EndAM/j(M) est Panneau associé à M • Pour un anneau A , nous notons 
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AA (resp. AA) le A-module à gauche (resp. à droite) A j(AA) est alors égal 

à l'idéal singulier à gauche de A. 

Si X c A, nous notons i(X) = {x € AlxX = O} et r(X) = {x € AJXx = O}. 

Un anneau est dit régulier (au sens de Von Neumann) si tout idéal à gauche 

(resp. à droite) monogène est facteur direct • .Alors tout idéal à gauche (resp. à 

droite) dé type fini est facteur direct et les idéaux à gauche (resp. à droite) 

forment un treillis. Quand ce treillis est complet, l'anneau régulier est dit 

complet; un anneau régulier est complet si et seulement si c'est un anneau de 

Baer (Yuzo Utumi [11], lemme 1). 

Un anneau de Baer est un anneau dans lequel tout annulateur à gauche 

(resp. à droite) est faèteur direct [5] . Dans un anneau de Baer les idéaux à 

gauche (resp. à droite) facteurs directs forment un treillis complet, la borne 

supérieure d 1une famille (Ae.). I, e. = e~, étant 
J.. J.. € J.. J.. 

U Ae. = ir( L Ae. ) , la 
i(I J.. i€I J.. 

borne inférieure étant leur intersection. 

Un anneau régulier complet est dit continu à gauche (resp. à droite) si 

le treillis de ses idéaux à gauche (resp. à droite) facteurs directs est supé

rieurement continu. C'est-à-dire~ dans le cas du treillis des idéaux à gauche, 

s'il est complet et s 1 il satisfait la condition 

(Ua ) n b = U(a n b) 
a a 

pour toute chaîne (a) et tout élément b (Yuzo Utumi [11], p. 598). Yuzo Utumi 
a 

a montré qu'un anneau régulier est continu à gauche si et seulement si tout idéal 

à gauche complément est facteur direct [12] • Rappelons qu'un com::plé:ment dans un 

module est un sous-module sans extension essentielle propre. Si N et K sont 

deux sous~:modules de M, K est appelé complément relatif de N dans M si 

K est :maximal parmi les sous-modules X de M qui vérifiant N f"I X = O ,, Un 

:module est bien co:mplé:menté si l'intersection de deux compléments est un complé

ment, ou encore si tout sous-module est essentiel dans un complément unique [8] • 

Rappelons que si A est un. anneau tel que j(AA) = 0 v et si B =,E(AA), 

alors B est un anneau régulier auto-injectif à gauche et EndAB = EndBA, [6] • 

Un idéal à gauche (resp. à droite) d'un anneau A est dit réduit s'il 

ne contient aucun élément nilpotent (un élément nilpotent ,sera toujours non nul). 
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III. MODULES CONTINUS - MOD(JLES QUASI-CONTINUS. 

Généralisant la notion d I an.nP.au régulier c0nt:irm, Yuzo Utumi définit et 

étudie les anneaux continus [ 14] • La définition qu r iJ en donne :1e fait intervenir 

que les propriétés du A-module à gauche AA • Aussi nous poserons : 

DEFINITION 3.1.: Soit M un A-module. Il est dit continu s'il vérifie 

les conditions suivantes: 

( C ) Tout sous-mod u.le de JVl est essentiel dans un facteur direct de M . 1 

( C ) Tout sous-module de 1"i i.somorphe à un .facteur direct de lVI est 
2 

facteur direct de H 

La condition ( C ) peut encorP. s '. énoncer "To 1J.t sous-module complément 
1 

est facteur directn. 

N t l d • t • ( C ) • l • - 1° ~. d·i + • • o ons que _a con 1. 10n 
2 

1.mp. ique la .. -n .. ,10n • 

(c
3

) Si Pet Q, S('"'1t facteurs directs tels que P n Q = O, alors P(±) Q 

est facteur direct ( Yuzo Utumi [ 14 J). 

Un anneau est dit conhnu à gauche (resp. à d:roi te) si le module AA 

(resp. AA) est continu. 

Remarquons qu'un a.virn-Jau régulier véri.fie toujours la condition (c
2

) " La 

continuité d'un tel anneau se -ramène donc à la condi.tio::i (c
1

) • 

DEFINITION 3.2. : Scd 111 un A-moduJe. I1 est dit quasi-continu s~n 

vérifi.e l'une des propr:ié+. és équi vaJ entes s 11i vantes : 

1) M vérifie les conrli.tL:ms (c
1

) d rc
3

) c.j-rlessus : 

2) füu.T tout sous-:1:eid,; le N de M . tout pr:>.~_6cteur de N Sé, prolonge 

en ,m pro.jecteu:-' dr-, JV[ 

3) M est stable :f!AJ'.' t,~,ut p:l'.'ojecteur d 1 Lme enveloppe i.nject.i.ve E(M) 

4) Tout facteur dJT<;';t est facteur djrec+; absolu. 

Rappelons qu 1un sous--mr.dule X de fJ1 est appelé facteur direct absolu si 

pour tout sous-module complément rel&h f Y de X 

et [4], p. 73). 

L'équivalence de ces proprié+-és esi: fae.i1e à établir. On pourra se repor•

ter à [BJ (p. 13 et 14) et à [12] (Théorème 3). 
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Jacques Bichot, dans [ 1] , appelle ces modules 11infra- injectif s11
• 

Comme ci-dessus, on définit un anneau quasi-continu à gauche (resp. à 

On contrôlera aisément les implications suivantes pour un A-module M: 

Injectif • !> quasi-injectif > continu => quasi-continu • 

Il e~iste des modules continus non quasi-injectifs ([11], p. 603, exem

ple 2) et des modules quasi-continus non continus (
2
z). 

Un anneau régulier est continu à gauche si et seulement si il est quasi

continu à gauche. 

PROPRIETE 38 32 : Nous signalons ici quelques :r;xro:r;xriétés simples des 

modules et anneaux quasi-continus. 

1) Tout facteur direct d 1un module quasi-continu (resp. continu) est 

quasi-continu (resp. continu)., 

2) Si N est un sous-module du module quasi-continu JVI , essentiel dans 

les deux facteurs directs Pet Q de M, alors P est isomorphe à Q et tout 

supplémentaire de P est un supplémentaire de Q. 

3) Une somme directe de modules quasi-continus n'est pas nécessairement 

quasi-continue. Par exemple le 2-module z2 n'est pas quasi-continu puisque 

le projecteur Q2 sur la droite de pente z o; 1 avec · 3 t 4 sin o; = ~ e cos a=~, 

ne laisse pas z2 stable. Cependant 
2
z est quasi-continu. D'ailleurs un 

anneau intègre A est quasi-continu à gauche si et seulement si il admet un 

corps de quotients à gauche. Nous verrons dans ce cas, que AA2 est quasi

continu si et seulement si A est un corps ( Corollaire 4. 3.). 

4) Si M est un A-module à gauche quasi-continu tel que j(M) = O, 

alors M est bien complémenté. (On montre que si N est un sous-module de M 

essentiel dans les facteurs directs Pet Q, les :r;xrojecteurs associés aux 

sommes directes JVI = PEE> P' = Q EE> P' et d'images P' coïncident). 

5) Soient A un anneau tel que j(AA) = 0 et B = E(AA) •. Alors A 

est quasi-continu à gauche si et seulement si A contient les idempotents de 

B. Comme EndAB = EndBB, ce résultat est immédiat. (cf. [11], p. 603, Lemme 8 

et [12], p. 66, théorème 5, quand A est régulier)o 
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6) L1 anneau produit AxB est quasi-continu à gauche si et seulement si 

A et B sont des anneaux quasi-continus à gauche. 

7) Soit A un anneau dans lequel tout idéal à gauche complément est 

facteur direct (c) o Alors A est un anneau de Baer si et seulement si . 1 

j(AA) =O. (On a donc aussi j(AA) = o). 

8) Soit A un anneau dans lequel tout idéal à gauche complément est 

facteur directo Si A est réduit, alors B = E(AA) est un anneau réduit .• 

(Comme j(AA) = 0, B est un anneau régulier. De plus les idéaux compléments 

de A sont bilatères car les idempotents sont centraux. [9], proposition 3.10 

et théorème 4.1.). 

REJ)ifARQ.UE 3.4. : Soit M un A-module à gauche bien complémenté. Alors 

les conditions suivantes sont équivalentes: 

1) Tout complément est facteur direct 

2) Tout sous-module monogène est essentiel dans un facteur direct et le 

treillis :t(M) des facteurs directs de M est supérieurement continu. (La 

démonstration de Yuzo Utumi [12], théorème 2, p. 64, faite dans le cas des 

anneaux réguliers s'adapte ici avec des modifications mineures). 

IV. QUASI-CONTINUITE DE M(I). 

Nous désignons par M(I) la somme directe de copies de M indexées 

par l'ensemble I. 

Dans tout ce paragraphe, si M = M
1 

(3, M
2 

, nous appellerons p
1 

(resp. p
2

) la projection canonique de M
1 

(3, M
2 

sur M
1 

(resp. M
2

) ,, D'autre 

part, nous identifierons Hom(M
1 

fM
2

) [resp. Hom(M
2

~M
1 

)] et son image canonique 

dans EndAM, obtenue en prolongeant chaque f € Hom(M
1

,M
2

) (resp. g € Hom(M
2

,M
1

) 

pa:r l 1homomorphisme nul de M
2 

(resp" M
1

) • 

LEMME 42 1, : Soient M
1 

et M
2 

deux A-modules tels gue M
1 

n M
2 

:=:: 0 

tl f un homomorphisme de M dans M
2 

" Alors 
1 -

f est la restriction à M
1 
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On pose p = f Ef) p
2 

• Il est immédiat que 

tion de p à M
1 

coïncide avec f • 

2 p = p et que l a restric~ 

THEOREME 4. 2 . : .âQii M = M
1 
~ M

2 
un A-module quasi-continu • . Si N 

es .t un sous-module de M
1 

, tout homomorphisme f de N dans M
2 

se prolonge 

en un homomorphisme de M
1 

dans M
2 

• 

DO après le lemme 4.1., il existe un projecteur p ' de N El, f(N) tel 

que f soit la restr:i,.ction de p ' à N • Comme M est q_uasi-conti:im, p 1 

se prolonge en un projecteur p de . M e:t f est la restriction à N de :pp
1 

, 

COROLLAIRE 42 32 : Soient A un anneau et M un A-module. Alors ~ 

1) Si AA x M est un A-module quasi-continu, .· M est injectif , 

2) Si ; est · quasi-continu . . M est. quasi-in.iectif. 

Pour généraliser la notion de module J::- quasi-inject±f étudiée par 

A.Cailleau et G.Renaul t [2] ~ [2 ' ] , on peut se demander quels sont le .s sous~ 

moduies ·. M tels que M(I) soit quasi-continu pour tout ensemble I • On 

obtient . le résultat suivant 

COROLLAIRE 42 4. Soi.t M un A-module. Alors les conditions suivantes 

sont équivalentes: 

1) M est J::-quasi-in.iectif ; 

2) iN) est quasi-continu 

3) iI) est. guas;i.-continu pour tout I 0 

La démonstration est iIIUllédiate à l .0 aide du corollaire 4. 3. 

Nous pouvons maintenant r1 en tradui.sant ce corollaire dans le cas où 

M = A , donner une caractérisation des anneaux quasi-flrobénusiens .· qui géné-. A 
ralise celle donnée par Carl Faith [3] , (Théorème 2, p. 186). 

si 

COROLLAIRE 4.5. : Un anneau A est guasi-frobénusien si . et seulement 

A (IN) 
A 

est quasi-continu. 
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Le théorème 4.2. nous permet encore d 1 obtenir des résultats démontrés 

par Yuzo Utumi dans le cas des anneaux continus à gauche [14] (Corollaire 7o5q 

Corollaire s.4.). 

COROLLAIRE 4. 6. .ê.2lJ_ A un anneau. Les. propriétés suivantes sont 

équivalentes g 

1) A est auto-injectif à gauche; 

2) A2 est un A-module quasi-continu 

3) Pour tout entier n 

4) Il existe un entier n tel que An 
A 

soit quasi-continu 

5) 1 1 anneau J-{,2(A) est quasi-continu à gauche . 
' 

6) Pour tout entier n ,. J(; (A) est un anneau quasi-continu à 
n 

gauche . 
' 

7) Il existe un entier n tel gue j/., (A) 
n 

soit un anneau quasi-

continu à gauche. 

COROLLAIRE 4.7o g Soient N
1 

et N
2 

deux sous-modules d 1 un module 

quasi-continu M tels gue N
1 

fÎ N
2 

= 0 , essentiels respectivement dans les 

facteurs directs P et P
2 

• Si N 
1- - 1 

est isomorphe à N
2 

~ alors P
1 
~ 

isomorphe.Ji P
2

• 

(On applique le théorème 4.2. et la propriété 3.3. (2°) à P
1 

Et) P
2

). 

Il en résulte, en particulier 9 qu 1un module quasi-continu vérifie la 

condition : 

(et) Si P est un facteur direct de Met N un sous-module de M 
2 

isomorphe à P • tel que N O P = O • alors N est facteur direct de P • 

Ces résultats (le corollaire 4. 3. par exemple) laissent supposer que 

les projecteurs d 1un module isotypique quasi-injectif sont suffisamment nombreux 

pour engendrer l'anneau des endomorphismes du module; cela nous a conduit à 

étudier 1 1 anneau des endomorphismes d'un module isotypique en généraL 
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THEOREME 408. : Soit M un A-module. L'anneau des endomorphismes du 

module M2 est engendré respectivement par ses projecteurs. ses automorphismes 

et ses endomor,phismes de carré nulo 

Soit f E End A~ • On écrit M
2 

.= M
1 

(±) M
2 

. où M
1 

et M
2 

sont isornor

phes :o. On a f = P/P
1 

+ P/P 2 + P/P 1 + P/P 2 o D'après le lemme 4.loi tout 

homomorphisme de M
1 

dans JVI
2 

(respo de M
2 

dans M
1

) est un produit de deux 

projecteurs. C 9 est aussi la différence de deux automorphismes puisque si h est 

un tel homomorphisme on a h2 
-· 0 , donc ( 1+h)( 1-h) = ( 1-h)( 1+h) = et 

h = 1-( 1-h) • Il suffit donc de montrer q_ue P/P
1 

et P/P
2 

sont dans le sous-

anneau de End i 
A 

g € Hom(M
1 

,M
2

) et 

engendré par 

si cp est un isomorphisme 

-1 
€ Hom(M

2
,M

1
) et cpg E: Hom(M

1 
pM

2
) avec cp , 

et 

de M1 sur M2 , on a g = cp-1(cpg) 

ce qui achève la démonstration. 

COROLLAIRE 4.9. ~. Soit · M un A-module dont l 1anneau des endomorphismes 

est engendré respectivement par les endomorphismes de carré nul 2 les proje cteur s. 

les isomorphismes de M o Soit N un A-module isomorphe à un facteur direct de 

M tel gue M Q N = 0 • Alors 1 1·anneau des endomorphismes de M ffi N est engendré 

respectivement par les endomorphismes de carré nul. les projecteurs, . les isomor,

phismes de M $ N • 

Il suffit de le vérifier pour f E: Horn A (M9 N) ~ g € Hom A (N ,M) . , 

h E: End AN • Pour f et g le résul tat se déduit directement du lemme 4o 1 o Soient 

N' un sous-module de M isomorphe à N et cp un isomorphisme de N · sur N' o 

On a h = cp-1(cph) o On applique le lemme 4~1. à -1 
cp et à cph o 

COROLLAIRE 4o 10 o ~ Soit M un A-module et I un ensemble de cardinal 

> 1 • Alors 1 ranneau des endomorphismes du A-module 
( I) 

M est engendré respec-

tivement par ses pro.iecteurs 2 ses automorphismes, et ses endomorphismes de carré 

~ 

Application (4~11.) à la décomposition d 1une matric e (2-2) en somme 

de produits de matrices idempotents (resp. de matrices inversibles). 

p. 
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Soit (: ~) E lb/A) . On procède séparément avec les matrices 

( a O ( 0 b ( 0 0) ( 0 0) 
0 0) 1 0 0) ' c O et O d 0 

1) Décomposition en sommes de produits de matrices idempotentes: 

La matrice idempotente associée à la matrice (~ ~) par le lemme 4.1. 

est la matrice ( 0 0) 
C 1 

• Alors 

( 0 0) = ( 0 0) ( 1 0) 
C O C Î O Ü 

De même: 

La matrice de l'isomorphisme o/: A x {0} sur {0} x A est 

On applique respectivement (1) et (2) à ces deux matrices et on obtient 

(a 0) 
0 0 = ( 1 1) ( 0 0) ( 0 0) ( 1 0) 

00 01 a1 00 
( 3) 

De même ( 0 0) 
Od = ( 0 0 ( 0 1 0 0 ( 0 0) ( 0 d) 

1 0) 0 0) (0 d) = 1 0 0 0 i d'où 

( 0 0) 
0 d = ( 0 0) ( 1 0) ( 1 d) ( 0 0) 

11 00 00 01 
(4) 

2) Décomposition en sonnes de produits de matrices inversibles: 

On utilise la remarque faite au cours de. la démonstration du théorème 

4.8., indiquant que si f € Hom(M
1 

,M
2

) [respo Hom(M29M
1 

)] , alors 1-f est 

inversible dans 2 
End AM • On a alors 

( 0 0) = ( 1 0) _ ( 1 0) 
C Ü O 1 -c 0 

et 
( 6) 

On a vu dans les précédents calculs que 
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En appliquant respectivement les égalités (6) ·et (5) à ces deux dernières 

matrices, on obtient: 

De m~me 

(a 0) = 
0 0 

= ( 0 0) ( 0 d) 
1 0 0 0 

d'où 

REMARQUE 4.12. ~ Le corollaire 4.9. peut être considéré comme une géné

ralisation du résultat suivant de Yuzo Utumi ( [ 1.1], théorème 2) "Tout anneau régu

lier A auto-injectif à gauche ne contenant aucun idéal bilatère réd.ui t non nul 

est engendré respectivement par ses idempotents et par ses éléments inversibles". 

En effet 9 un tel anneau vérifie les hypothèses du corollaire 4. 9. comme l'indique 

le théorème suivant (pour e = 1) 9 établi aussi par Yuzo Utumi et dont nous propo

sons une autre démonstration; 

THEOREME 4.13 9 ~ ([14], lemme 7.7.). Soit A un anneàu régulier auto

injectif à gauche tel que pour tout idempotent central g /= O, 4P; contienne un 

élément nilpotent .• Alors 2 pour tout idempotent e il existe deËl idempotents 

e
1

~ e
2

, e
3 

tels gue: 

1) A( 1-e) = Ae
1 

EB Ae
2 

EB Ae
3 

2) Ae
1 fil. Ae

2 
sont isomorphes 

3) Ae
3 

est isomorphe à un facteur direct de Ae
1 

EB Ae
2 

4) e3 est un idempotent abélien [5] . 

On considère Pensemble des couples (X,Y) d'idéaux à gauche de A 

isomorphes 1 contenus dans A(F-e) 9 et tels que XlîY =O. Soit (Ae
1

, Ae) un 

couple maximal et i = e+e 
1 
+e

2
+e

3 
• Dans Ae

3 1 pour deux idempotents e .,et E 1 , 

si Ai:: lîAeij = 0, alors i:;Ai::1 ~ 0 1 et e
3 

est un idempotent abélien [5] • On 

considère alors le couple maximal (Af, Afi) , f = f 2 , f 1 = fi 2 , vérifiant 

Af 1 c Ae ® Ae
1 

@ Ae
2 

, Af c Ae
3 9 Af et Af 1 étant isomorph~s~ On pose 

Ae
3 

= Af@ .Ag , g = g2 et Ae@ Ae
1 

@ Ae
2 

= Af' @ .Ag' • Le couple (Af, Af') 
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étant maximal 9 on a g.Ag 1 = 0 • Dans Ae
3 9 comme Af n .Ag = 0 1 on a gAf = 0 1 d I où. 

gAf~ = O et .AgA = .Ag(Af 1 (±) .Ag' + Af (±) .Ag) = .Ag.Ag c .Ag • g est donc central dans .A 

et est abélien 9 .Ag est réduit ce qui entraîne g = 0 • 

V. DECOMPOSITION DES ANNEAUX QUASI-CONTINUS A GAUCHE2 

Yuzo Utumi a établi ( [ 11] , § 5) qu I un anneau régulier continu à gauche 

est le produit d'un anneau réduit et d'un anneau ne contenant auéun idéal .bilatère 

réduit o Nous cherchons dans ce paragraphe, à généraliser ce résultat à certains 

anneaux quasi-continus à gauche. Quand lttenveloppe injective de l 9 anneau considéré 

est un anneau régulier, la propriété se déduit évidemment du résultat de Yuzo Utumi 

que nous venons de signal.er. 

LEMME 52 19 g Soi.ent ,a_ et ::P deux idéaux à gauche d'un anneau A , Ci-

étant essentiel dans ::P • Alors <ï:.. est réduit si et seulement si :ï:1• est réduit. 

Soit a € li -{ O} un élément nilpotent ( rx n = O i a n-i ,/, o), n 1, . .,2}. Il 

existe un À€ A tel que O ,/, ï.an- 1 €~,Mais (an-i X,an-i)2 = 0 et comme 

n~1 n-1 n-1 n-1 ( n-1 )2 n-1 
a /\a € (L. 9 a · ï.o: = 0 • Alors X,o: = 0 et Xo: = 0 • On aboutit 

à une contradiction" 

lHEOREME 5.2. g Soit A un anneau dans lequel tout idéal à gaUche complé

ment est facteur direct. Al ors 2 il existe un idem:i;iotent e E A tel gue Ae soit u..11 

idéal à gauche réduit et tel gue A( 1-e) ne contienne aucun idéal bilatère non nul 

réduit de A • De plus.J.. A( 1-e) = ,e(Ae) est un idéal bilatère de A et Ae contient 

tout idéal, bilatère réduit. 

Soit 0.., = ® a... 
i€I J. 

une somme directe maximale d'idéaux bilatères réduits de 

A • Cu est un idéal bilatère réduit. Il existe alors Ui.'l idempotent 

Q_ < Ae • Ae est réduit d'après le lemme 5.1. Alors Ae = eAe et 

e € A tel que 

A( 1-e) = ,e(Ae) 

est un idéal bilatère. DO après la. maximali té de (t) a... , A( 1.-e) ne contient aucun 
i€I 1 

idéal bilatère réduit non nul 1 donc si ;:1:1 est un tel idéal ;il( 1-e) c ;:1:1 t'lA( 1-e)=O , 

et l1 c Ae • Si A est quasi-continu à gauche et si G- est un idéal bilatère 

qui vérifie Ae (') a.. = 0 , alors CL est essentiel dans un facteur direct et il 

existe un idempotent g € A tel que Ae = Aë. et Q...c A( 1-i.J ., .Alors 

A(1-ë.) = ,e(At) = A(1-e) • 
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REMARQUE 5o3o g Dans un anneau A quasi-continu à gauchej pour deux 

idempotents e et f 9 les conditions suivantes sont équivalentes g 

1) eAf c j(AA) 

2) f Ae c j ( AA) 

3) Ae et Af ne contiennent pas d I idéaux à gauche de A isomorphes 

( Corollaire 4. 7 o) et elles entra:î:nent que Ae n Af = 0 o On a donc, en parti eu.,. 

lier e.A:f ~ 0 => fAe c j(AA) • 

Par la suite 9 nous considèrerons souvent des anneaux vérifiant la 

propriété 

(P) eAf = 0 => fAe = 0 

C1 est le cas des anneaux de Baer quasi-continus à gauche (resp. à droite) 

et des anneaux semi-premiers. 

COOOLLAIRE 5 o4. g Soit A un anneau quasi-continu à gauche gui vérifie 

la propriété (p) o Alors il existe un idempotent central e tel gue Ae soit 

lFidéal bilatère réduit maximum de A. A(1=e) contient donc tous les éléments 

nilpotents de A • Si A est un anneau de Baer et si B = E(AA) , Be est 

l u idéal bilatère réduit maximum de A et A( 1-e) = B( 1-e) • 

Cel.a se déduit immédiatement du théorème 5. 2o puisqu I alors 

Ae A( 1-e) = A( 1 =e )Ae = 0 o Comme Ae est réduit, e est 1 ° unique idempotent 

assurant une telle décompositiono 

Si j(AA) = 0 1°anneau B est régulier et auto-injectif à gauche. 

Comme E(A(
1
-e)A(1-e)) = E(A A(1-e)) = B(î-e) est engendré par ses idempotents 

(Remarque 4.12) P on a A( 1=e) = B( 1-e) o 

THEOREJ\/IE 5.5. g Soit A un anneau quasi-continu à gauche. Alors il 

existe un idempotent e E: A. tel gue 1 °idéal à gauche' Ae soit réduit et tel 

gue tout idéal à gauche non nul contenu dans A(1-e) contienne un élément nil

~tento L 1 idéal A(1-e) = z(Ae) est bilatèreo C1 est aussi l'idéal à gauche 

maximum tel gue tout idéal à gauche non nul contenu dans A( 1-e) contienne un 

élément nilpotento 



La méthode de démonstration est la même que pour le théorème 5.20 Ici 

les idéaux ( a... ) . I sont des idéaux à gauche réduits. Chaque 
1. 1( 

!L. (i E I) est 
]. 

essentiel dans un facteur direct Ae. (e. = e~) • Comme A est quasi-continu à 
J. 1. J. 

gauche, on peut choisir les (e.). I orthogonaux. Alors, comme ils sont réduits~ 
l l E 

pour i ~ j ? on a encore Ae . Ae . = Ae . ( e . Ae . ) = 0 
1. J 1. J J 

et 

On poursuit comme dans la démonstration du théorème 5.2 0 

Soit J u...'l idéal à gauche de A tel que Ae f'I J = 0 o 

Il existe un idempotent E tel que Ae = At et 

encore A(1- 8 ) = ,e(AE) = A(1-e) • 

est réd.ui t. 

COROLLAIRE 5.6. ~ Soit A un anneau quasi-continu à gauche vérifiant 

la propriété (p) • Alors Ae est l'idéal à gauche réduit maximum de A et e 

est central. 

Dans ce cas 1 les corollaires 5. 4_,, et 5. 6. donnent la même décomposition 

de l'anneau A car A(1-e)Ae = Ae A( 1-e) = 0 et Ae est bilatère. 

COROLLAIRE 5.7. ~ Dans un anneau A quasi-continu à gauche vérifiant 

la propriété ( P) les conditions suivantes sont équivalentes ~ 

1) Tout idéal bilatère non nul contient un élément nilpotent 

2) Tout idéal à gauche non nul contient un élément nilpotent . 
' 

3) Tout idéal à gauche facteur direct de A contient un idempotent 

central. 

1) est équivalent à 2) v car, dans ce casv les décompositions de A 

données par les corollaires 5. 4. et 5. 6. sont les mêmes. 

3) => 2) car A vérifie la propriété (P) , donc si e n'est pas 

central, (1-e)Ae f' O .• 

non 

2) => 3) Soit x E A-{ 0} tel que 2 :x: = 0 • Alors A:;;. c ,e(:x:) • Comme 

:x: i j(AA) il existe un idempotent E tel que Ae () ,e(:x:) = 0 • A8x est iso

morphe à A8 et A8x n At= 0. Alors A8x est. facteur direct de A (Corollaire 

4.7.) donc engendré par un idempotent e. e n 1 est pas central, sinon, si e = À:x:, 

e2 = À:x:e = xex = 0 puisque e E ,e(x) • 
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COROLLAIRE 5.8.: Soit A un anneau quasi-continu à gauche. Alors tout 

idéal à gauche non nul contenu dans j(AA) contient un él ément nilpotent. 

Cel a résulte du fait qu'avec les notations du théorème 5.7. , on a 

Ae r, j(AA) = 0 • 

REM.ARQUE 5.9. : Soit A un anneau quasi - cont i nu à gauche. Tout .idéal 

à gauche facteur direct, essentiel sur j(AA) est bil atère. 

Supposons et A(1-f) contenaient deux 

idéaux à gauche isom orphes Cl- et :P , cp étant un isomorphisme de G- sur jr . 

pour x € (1. () . (AA) , on aurait ,e(x ) = ,e(cp(x)) d'où Of- c:p(x) € j(AA) , ce qui 
J . 

est impossible donc fA(1 - f) c j( AA) et comme j(A A) c Af, fA( 1-f) = 0 . Alors 

Af = ,e(A(1-f)) est un idéal bilatère de A. De plus l'id éal à gauche nil poten t 

(1-f)Af de A es t contenu dans j(AA) • 

COROLLAIRE 5.10, : Un annea u guasi-continu à gauche gui vérifie la 

propriété (p) se décompose en un pr odui t d ' anneaux , soit 

où A
1 

est guasi-con tinu à gauche, réduit. A
2 

étant guasi- continu à gauche et 

essent iel sur j(A A
2

) , A
3 

étant régulier.,auto-injectif à gauche dans l eque l 
2 

tout idéal à gauche non nul contie nt un él ément nilp otent. 

THEOREME 5.11. : Soit A un anneau dans leguel t out i déal à gauche 

complément et t out id éal à droite complément soien t fac t eur direct . Alors il 

existe un idemp otent · centra l e tel gue Ae so it . 1 1 i déal bilatère r éduit 

maximum de A • 

Suivant la démonstra ti on du th éorème 5.2. , on considè re une somme dire ct e 

0-= (±) Q..i d'idéaux bilatères réduits de A • Avec l es mêmes notat i ons que pour 
iEI 

cette démonst ration , Q_. est essentiel dans l'id éa l à gauche réduit Ae(e = e2) 

de plu s Q..(),e( O-) = 0 et ,e(a_ ) :::, ,e(Ae) = A( 1-e) , d ' où A( 1-e) = ,e( Q ) • De 
2 même CL est essen ti el dans l'i déa l à dr oite réduit AE où E = E et 

( 1-E)A = r( CL.) • Alors Ar:, = ,er( Q...) es t un idéal bilatère . Comme G.. ,(. ,er( a..) ~ Ae , 

Ae = AE et Ae est bilatère. e = r:. est central. 
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COROLLAIRE 5.12. ~ Tout anneau de Baer quasi-continu à gauche et à 

droite à m~me enveloppe in,jective à gauche et à droite. 

Cela résulte du théorème précédent 9 du corollaire 5. 4., de la propriété 

3o3o (go) et de [13] (théorème L4.). 

VL ENVELOPPE QUASI-CONTINUE DI UN MODULE. 

Par analogie avec l'enveloppe injective et l'enveloppe quasi-injective 

d'un module, nous nous proposons d 1 étudier les extensions quasi-continues mini

males d'un module donné. 

LEMME 6.1. g Soient M un A-module. E(M) une enveloppe injective 

de M 2 Q(M) l 1 intersection des sous,-modules quasi-continus de E(M) contenant 

M • .Alors Q(M) est un module quasi-conti.nu. 

La vérification est immédiate. 

DEFINITION 6.2. ~ On appelle enveloppe quasi-continue d'un A-module à 

gauche M tout A-module M extension q_uasi=continue minimale de JVl • Elle est 

définie à un M-isomorphisme près. C'est aussi 1 1 ensemble des éléments de la forme 
p 

L_ P. (m.) où les 
. 

1 
l. l 

l=. 

sont: des produits finis de :projecteurs de E(M) et où 

mi E: M ( 1 ~ i ❖ p) • E11e est signalée sous cette forme par G.Renault [8] (p. 14). 

THEOR.EME 6_,,5. ~ Soit A un. ar~11.eau à idéal singulier à gauche nul. Son 

enveloppe guasi=contin".1.e à gauche est un anneau de Baer quasi-continu à gauche. 

Soient B = E(AA) ~ Q l'enveloppe quasi=continue de AA contenue dans 

B • illors 1 € Q et Q contier~11.ent les idempotents de l'anneau B • On décompose 

alors B suivant le corollaire 5o4. L'anneau B étant engendré par ses idem

potents, Q = Qe Ef.) B( 1-e) • On contrôle ensui te que les éléments de Qe sont de 

la forme 

pq 

q_ = L a.e. 
. J. 1. 
J.=1 

où a. € Ae et e. = e~ € Be ( î ~< i < p ) o Il, est alors 
1. 1. J., ''-q 

immédiat que Qe est un anneau. Comme Qe B(1-e) = B(î-e)Qe = 0, Q est un 

anneau. 
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COROLLAIRE 6. 4. : Soit A un anneau à idéal singulier nul à gauche et 

à droite • .Alors A a même enveloppe injective à gauche et à droite si et seulement 

si il a même enveloppe quasi-continue. 

Si B = E(AA) = E(AA) contient Q (resp. Q1 ) enveloppe quasi-continue 

à gauche (respo à droite) de AA (resp. AA) on a Q = Qe EJ, B(1-e) et 

Q1 = Q1 e EJ, B(1-e) , la décomposition de B étant la même à gauche et à droite 

(théorème 5.11.). On contr8le que Qe et Q1 e ont les mêmes éléments. La 

réciproque provient du corollaire 5. 12. 

VII. ANNEAU ASSOCIE A UN MODULE QUASI-CONTINU. 

THEOREME 7.1. : ([14] , da~s le cas d'un anneau). Soit M un A-module 

continu • .Alors. l'anneau associé S(M) est régulier. j(M) est égal au radical 

de Jacobson de 1 1 anneau des endomorphismes de M • les idempotents de S(M) sont 

les classes des projecteurs de M , et 1 1 anneau S( M) est continu à droite. 

Ce résultat a été obtenu indépendamment de notre étude par J. Bichot 

(papier non publié). 

On peut par exemple reprendre la démonstration de [6] concernant 

1 1 anneau associé à un module injectif ( p. 1029 proposition 1). On remarque aussi 

que si E est une enveloppe injective de M 9 S(M) contient les idempotents de 

S(E) (cela sera démontré plus loin, proposition 7 .5.). La dernière assertion 

résulte alors du théorème 5 de [12] (P. 66). 

COROLLAIRE 7 .2 2 z Soit A un armeau continu à gauche et noethérien 

à gauche; alors A est artinien à gaucheo 

A/.(A) est régulier et noethérien à gauche donc semi-simpleo 
J 

Comme A est noethérien, j(AA) est nilpotentr et A est artinien à gauche. 

COROLLAIRE 7 ol.,. ! Soit A un anneau continu à gauche et à droite. 

Alors A est guasi-frobénusien si et seulement si A est noethérien à gauche 

et à droite. 

Cela résulte du corollaire 7.2. et de [i4] 9 théorème 7.10. 



COROLLAIRE 7 o4o ~ 1 vanneau. associé à u.n module continu indécompo

sable est un corps◊ 

PROPOSITION 7 25 9 g Soit M un A-module à gauche guasi,-continuo .Alors 

les propriétés suivantes sont vérifiées~ 

1) 1 1 anneau S(M) associé à M contient les idempotents de S(E) ~ 

anneau associé à E = E(M) ; 

2) tout idempotent de S(M) se relève en un projecteur de M et 

toute famille d I idempotents orthogonaux se relève en u..r1e famille de pro,jecteurs 

orthogonaux ; 

S(M) est un anneau de Baer gui vérifie la propriété 

d'addition des facteurs directs; 

(c) 
3 

4) les idéaux à gauche facteurs directs de S(M) constituent un 

treillis supérieurement continu. 

On convient d 1identifier S(M) à son image canonique dans S(E) 0 

Les assertions 1) et 2) se déduisent des mêmes propriétés, connues 

pour S(E) ([6], Ch. 4, Proposition 1r Po 102,et [14]v théorème 6.50) et de la 

stabilité de JVI par les projecteurs de E • 

Si A est u."1 anneau contenu dans un anneau B de Baer 

les mêmes idempotents 9 il est facile de vérifier que A est de Baer. 

s cils ont 

La propriété (c
3
) résulte du fait que si ë et f sont deux idempo

tents de S(M) tel que S(M)ë n S(M)f = 0 ; alors S(E)ê () S(Erf ,= 0 v ce qui 

:permet de trouver deux idempotents orthogonaux ~
1 

et ·;
2 

tels que 

S(M)~
1 

= S(M)e et S(M);
2 

= S(M)f • Les idéaux à gauche :facteurs d.i.rects de 

S(M) constituent donc un. treillis isomorphe au treillis des idéaux à gauche 

monogènes de S(E) ; il est donc supérieurement continuo 

THEOREME 7 0 68 ;; Soit M un A-module dont les sous-modules à gauche 

compléments sont facteurs directs de M o Al.ars 2 les propriétés suivantes sont 

équivalentes ~ 

1) 1.1 anneau S(M) associé à M est réduit ; 

2) les idem,12otents de S(JVI) sont centraux ; 
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3) pour tout facteur direct P de M et tout f € EndAM, 

P n r\P) .,( P ; 

4) pour tout fac.teur direct P /= 0 de M et tout f € End AM , 

P" r1(p) ; o • 

Les implications => 2 et 3 => 4 sont évidentes. 

2 => 3 si p = p2 € End AM a pour image P , on a fp-pf € j(M) 

et T = P () Ker(fp-pf) ~ P ; or T c :r\p) donc T = P n ï1(p) -{ P • 

4 => 1 soit 0 f f € S(M) -2 , avec f = 0. Soit Q un facteur 

direct de M essentiel sur Ker f ; posons M = P@ Q • Alors P ! O ; soit 

x € P f1 r1(p) n Ker f 2 • Alors f(x) € P n Ker f = 0 et x € P f'\ Ker f = 0 

d'où Pni:1cP)=O. Contradiction,. 

COROLLAIRE 7.7 9 : ([9], lemme 4.1. Cas où M est injectif). 

Soit M un A-module à gauche tel gue tout complément soit facteur direct et 

dont le sous-module singulier soit nul; alors End AM est un anneau réduit si 

et seulement si tout facteur direct P ~ M est stable par tout endomor

phisme f de Mo 

Car dans ce cas r1(P) est un facteur direct de M et comme M 

est bien complémenté la condition Pnf1(P)-<. P s'écrit Pnf\P) =P. 

PROPOSITION 7.8. : Soit E un A-module injectif • .Alors E se 

décompose en somme directe E = FEE) F 1 où les anneaux associés vérifient 

l'égalité s(E) = S(F) x s(F 1
) , s(F) étant un anneau réduit et s(F1

) 

n'ayant aucun idéal bilatère non nul réduit. De plus, F' se décompose en 

somme directe F' = E
1 

(±) E
2 

@ E
3 

où E
1 

et E2 

isomorphe à un facteur direct de E
1 

© E
2 

• 

sont isomorphes. E
3 

étant 

On sait que S(E) se décompose en un produit de deux idéaux bilatères 

étant réduit et O.. n'ayant aucun idéal bilatère 
2 

réduit. Il existe donc un idempotent central Ü € S(E) tel que ~ = s(E)Ü et 
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ll-
2 

= S(E) (1-u) • De plus on peut supposer que u est un projecteur de E. On 

pose u(E) = F et Ker u = F' 

f(x) = (1-p) fp(x) et comme p 
Ker f-<. E et f € j(E). Alors 

Pour tout x € F, si f € Hom(F,F8
) 

est central dans S(E) , (1-p)fp = 0 donc 

S(E) = S(F) x S(F') • 

D'après le théorème 4.13. il existe des idempotents de S(E) donc des 

projecteurs orthogonaux p
1

, p
2

, p
3 

de E (proposition 7.5.) tels que 

S(F 1 ) = s(F')p ® S(F 1 )p ® S(F')p où s(F')p et s(F')p 2 sont isomorphes 
1 2 3 1 

et s(F 0 )p
3 

isomorphe à un facteur direct de S(F')p
1 

® S(F 1 )p
2

• D'après un 

résultat non publié de A.Cailleau les sous-modules E
1 

= p
1
(E) et E

2 
= p

2
(E) 

sont isomorphes et E
3 

= p
3

(E) est isomorphe à un facteur direct de E
1 

Ef) E
2 

a 

D'autre part, on peut supposer p
1
+p

2
+p

3 
= 1 , d 1 où E = E

1 
® E2 ® E

3 
• 

COROLLAIRE 7.9. : Soit M un A-module à gauche quasi-continu; alors 

M se décompose en somme directe M = N® N' où les anneaux associés vérifient 

S(M) = S(N) x S(N1
) , S(N1

) étant un anneau régulier auto-injectif à gauche,sans 

idéal bilatère réduit non nul, S(N) étant un anneau réduit. De plus, N' se 

décompose en N1 = M
1 

® M
2 

® M
3 

où 111
1 

,tl_ 111
2 

sont isomorphes et 111
3 

est iso~ 

morphe à un facteur direct de 111
1 

<:B 111
2 

• N1 est donc guasi-in.jectif. 

Les a.YJ.neaux S(M) et S(E) , où E = E(M) ayant les mÊîmes idempotents, 

cela résulte d.e la proposition 7 .8. et du corollaire 4.3. 
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Un ensemble ordonné a une dérivée quand i1 ne contient pas de copie de 1 ° en
semble ordonné des nombres réels dyadiques ( § 1 o 9 tho 9) o A un tel ensemble sont 
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est unique ( tho 28)◊ 
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ANNEAUX: DE GROUPES SEMI-PARFAITS 

A. CAS COMMUTATIF 

La première partie de cet exposé est réservée à 1 1 étude du cas commutatif 

faite par Sheila Woods dans [10]. 

A désigne un anneau unitaire 9 R(A) son radical de Jacobson, G un 

groupe non nécessairement commutatif" 

L RAPPELS. 

Les anneaux semi-parfaits étudiés par Bass dans [ î] puis par Chamard 

dans [3] sont caractérisés par le théorème suivant i 

THE.QREME I.Jo ~ Pour un anneau A 9 les conditions suivantes ~ont_ 

ég_uivalentes ~ 

a) A est semi-parfait 

b) Tout A=module à gauche de type fi.ni possède une couverture projective 

c) Tout A-module à gauche simple pos~de une couverture projective 

d) Tout idéal à gauche .©1.- de A se met sous la forme ~ 

a..= Ae E\3 .il ; 
e) A/R est semi-simple et les idempotents de A/R se relèvent en des 

idempotents de A • 

Remarque 1 g Tout anneau. quotient d'1u.n anneau semi-parfait est semi-parfait 9 

d 1autre part toute chaîne croissante de facteurs directs de A est de longueur 

bornée par celle de A/R. 

De plus 9 A est semi-parfait si et seulement si JVln ( A) est semi-parfait. 



libre 

Soient 
A(G) 

' 

A un anneauv G un groupe o On considère le A-module à gauche 

on le munit d 1 une structure d 0 anneau par 

t: r(g)g + t: s(g )g = t: (r(g )+s(g) )g 

et [E r(g)g][t: s(h)h] = t: t(k)k 

avec t(k) = i; r(g)s(h) 
gh=.k 

On note 1°anneau ainsi obtenu A[G] o Les coefficients commutent avec les 

éléments du groupe et A[GJ est un A-module à gauche et à droite libre. (Se 

reporter à [5] v [6] ou [12])o 

Si . H est un sous ... groupe de G v on note w(H) 1 1 idéal à gauche de 

A[G] engendré par les éléments ( 1-h) où h décrit H • 

LEMME L2
2 

g Soient A[G] un anneau de groupe P H un sous-groupe de G • 

Les conditions suivantes sont équivalentes~ 

a) w(H) est facteur direct dans A[GJ ; 

b) H est fini et s on ordre est inversible dans .A 0 

LEMME L'3. 
on a alors 

Soient A[G] un anneau de groupe P H un sous-groupe de G , 

a) r(w(H)) - ( E h)A [G] 
h(H 

si H est fi .ni 

b} r(w(h)) = 0 s i H est infini 

d) si H t:,, G , w( H) est bilatère. 

IL RADICAL DE JACOBSON DES ANNEAUX DE GROUPES. 

THEOREME IL1.: Soient H u.~ sous-groupe normal d'indi .ce fini n d 1 un 

groupe G v K un corps v on a alors g 

R(K[G] t C R(K[HJ )K[G] C R(K[G]) o 

De plus si n est inversible dans K on a 

R(K[H])K[G] = R[K[G]] o 

Pour une démonstration de ce résu1tat , se reporter à [6], théorème 16. 6 •. 
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PROPOSITION II.2. : Si H est un sous-groupe de G K un corps on a 

R(K[G]) (') K[H] c R(K[H]) • 

V = R(K[G]) f"I K[H] est un idéal bilatère de K[HJ , il suffit donc de 

démontrer que 1-x est inversible dans K[H] si x appartient à V • 1-x 

étant inversible dans K[GJ 

( 1-x)y = 

il existe un élément y de K[GJ tel que 

On écrit alo~s y= y +y 1 

1 
avec y 

1 
€ K[HJ e:t Supp(y' ) n H = /J . 

On a alors : 

(1-x)y = (1-x)y1+(1-x)y 0 = 1 

avec Supp( 1-1!.)yi n H = /) • D'où ( 1-x)y' = 0 et 1-x est inversible dans K[H] . 

C.Q.F.D. 

PROPOSITION II. 3. : Soit A un anneau de radical de Jacobson R • . On a 

R[GJ cR(A[GJ) dans les deux cas suivants: 

a) R est T-nilpotent à droite ou à gauche 

b) G est localement fini. 

PROPOSITION II.4. : Soit K[GJ un anneau de groupe avec G totalement 

ordonné. On a alors 

R(K[G]) = (0) • 

III. ANNEAUX DE GROUPES SEMI-PARFAITS COMMUTATIFS. 

Dans ce paragraphe, A désigne un anneau commutatif, G un groupe 

commutatif. 

THEOREME III.1, : Si A[G] est un anneau semi-parfait commutatif alors 

.A est semi-parfait et G est un groupe de torsion. 

D'après la remarque 1 9 

produit fini d'anneaux locaux 

A /;:! A[G ]/ w(G) est semi-parfait, il est donc 
n 

A = (±) A. • On a donc 
l 

i=1 

n 
A[G] = (±) A. [G] et 

. l 
l=1 

Ai[G] est semi-parfait pour tout i Ki[G] e.st .donc semi-parfait avec 

Ki = Ai/Ri • Soit T le sous-groupe de torsion de G , Ki[G/TJ e.st un anneau 

semi-parfait et semi-primitif (proposition II.4.) 9 donc semi-simple. On a donc 

G/T = ! e} et G est un groupe de torsion. 



Remarque 2 ~ Dans la démonstration de III.1., on s 1 est ramené à considérer 

Ai[G] , il est évident que A(G] est semi-parfait si et seulement si Ai[G] l'est 

pour tout i . On supposera donc par la sui te que A est un anneau local, de 

corps résiduel K. 

THEOREME III.,2. Soit A[G] un anneau semi-parfait avec A local de 

corps résiduel K • On a alors ~ 

a) 

b) 

Si car K = 0 2 G est fini 

Si car K = p , G = G x H où G est un p-groupe et 
p p 

fini d I ordre premier à p ; 

H un groupe 

c) A[G] est semi-parfait si et seulement si A[HJ est semi-parfait. 

_QOROLLAIRE III 2 32 : Soient A un anneau local, rad A son nilradical. 

A[G] est semi-parfait si et seulement si A/rad A[G] l'est. 

Il suffit de remarquer que (rad A)[G] est un nilidéal de A[G) et que 

les idempotents se relèvent modulo un nilidéal (cf. [5]) . 

D'après le théorème III.2. r 1 'étude des anneaux de groupes semi"'."parfaits 

commutatifs se ramène à celle des anneaux de groupes A[HJ avec A local de 

corps résiduel K et H fini d I ordre n inversible dans A • On sait donc 

d 1 après le théorème de Maschke que K[HJ est semi-simple et que, d n après la 

proposition IL3.$ R(A[HJ) = R[H] P il suffit alors d'après le théorème I.,L, 

de relever les idempotents de K[HJ en des idempotents de A[H] • La suite 

de ce pa:ragraphe est réservée à cette étude. 

DEFINITION III.4. Soit A un anneau local de corps résiduel K z un 

polynôme unitaire f(X) de A[X] vérifie le lemme de Hensel si toute 

décomposition de f(X) = g(X)h(X) dans K[XJ où g eth sont des 

polynômes unitaires 2 se relève en une décomposition 

f(X) = g 2 (X)h ~ (X) 

~ g~(x) = g(X) et h 1 (X).= h(X) • 

THEOREME III.5. z Soit A un anneau local 2 de corps résiduel K " Alors 

un polynôme unitaire f(X) de A[X] vérifie le lemme de Hensel si et 

seulement si les idempotents de K[XJ/(1(x)) _se relèvent en des 

idempotents de A(XJ/(f(X)) , 

Démonstration: voit Azumaya [11] " 



COROLLAIRE IIL6. ~ Soi.ent A un anneau local, G un groupe cyclique 

d'ordre n inversible dans A . Les assertions suivantes sont 

é9.uivalentes ~ 

a) A[G] est semi-parfait 

b) n 
vérifie le lemme de Henselo X -1 

Soit H un groupe fini commutatifv alors H est somme directe finie 

de groupes cycliques H. 
l 

d 9 ordre n. 
l 

H = H X ooo X H 1 r 

avec n. 
1
/n. 0 DI où H est un g:roupe quotient de 

l+ l 

Par la sui.te 9 on démontre qu'on peut se ramener au cas cyclique en 

remarquant que A[H] est semi=parfait si et seulement si A[H 
1
] 1 'est. En fait~ 

la seule étape difficile est de montrer que G est cyclique et si A[G] est 

semi-parfait alors A[GxGl l'est aussL La proposition suivante indique qu'on 

se ramène à ce cas~lào 

Si 

PROPOSITION III. 7. g Si pour tout anneau local B 2 tout groupe cyclique 

G v on a B[G] semi-parfait .implique B[GxG] semi-parfait, alors A[H] 

est semi-parfait si A[H
1
] l'est. 

Si A[H
1
] est semi-parfaitv on démontre par récurrence que A[~] 1°est. 

est semi-parfait v alors est semi-parfait, d 0 où 

A[H~- 1
] = © Bj sont des anneaux locaux. BiH

1
] étant semi-parfait 9 B)H

1
xH

1
] 

1°estv d 0 où @ BiH
1
][H

1
] = A[H~][H

1
] est semi-parfait. 

Remargue-2, g On veut démontrer que si A[G] est semi~parfait alors 

A[GxG] est semi-parfait 9 avec G cyclique d I ordre n , 

On sait que où 1.es 

A[GxG] est semi-parfait si et seulement si 

A. sont des a..11.neaux locaux. D'où 
l 

A.[G] est semi-parfait pour tout i. 
]. 

Autrement dit si 
n-1 

X véri.fi.e le lemme de Hensel dans A. [X] • 
l 

Du autre part 9 on sait qu 1 il existe des polynômes fi (x) dans A[XJ tels 

que 

avec A. ~ A[x]/f. (x) 
J.. l. 

où est uni taire pour tout i d 0 où AC A. 
J. 

et A. 
J. 

est 



un A-module libre de type fini. A. étant local 9 on a; 
]. 

A./Rad A.; K[x]/f.(x) 
J., J., J., 

D c où f. (X) est irréductible dans K • En particulier pour chaque i , il existe 
1. 

un entier m divisant n • tel que f. (X )/z (X) le polynôme cyclotomique d O ordre , J. . m 

m • su_pposons que f 
1 
(x) d.ivise Zn (x) • Soit o: = X+f 

1 
(x) dans A[X]/f 

1 
(x) alors 

sont des racines distinctes de Xn·-1 dans 1°anneau local A[ o:] d'où 

(Xn-1) = n:(X-aj) • Donc tout polynôme unitaire g(X) divisant Xn-1 se met sous 

la forme 

g(X) = TI . (X-o:j) 
jE:S 

On en déduit que 
s 

A. = A[a ] 
J., 

pour î < s < n 

et A ~ Ai ~ A1 o 

D'autre part on remarque que le lemme de Hensel est vérifié par Xn-1 

dans A
1 

[X] de mÉ3me que dans A[X] ; est-il vérifié dans Ai[X] ? 

Soit H u..'Yl groupe isomorphe à G v on a alors ~ 

Si e O est u..YJ. idempotent primitif de K[GxH] 9 il existe un idempotent primitif 

e de A[G] et un idempotent primitif f de A[H] tels que e 1 = e 1 ë f o D0 où 

e 1 E (K[G]e)[H] 9 :il suffit donc de démontrer que e' se relève en un idempotent 

de (A[G ]e)[H]. 

NOTATIONS IILS. ~ Soit A un anneau commutatif. On note : 

I(A) 1 1 ensemble des idempotents de A , ordonné par 

e ,$, :f si ef = e .• I(A) est un treillis. 

De pl us 9 si A est local de corps résiduel K ~ on note 

F(n 9A) 

da.'l'ls A[X] 9 ordonné par 

.; n 
l'ensemble des pÔlynômes unitaires divisant X -1 

f (x) ,$, g(X) si f(X) lg(X) • 

Vapplicatiœ:1 cp de F(nvA) dans F(n~K) définie par 

rp( f(X)) = f (x)' 

est surjective et préserve l 1 ordre. 



DEFINITION IIIo9o : Soit a défini à la remarque 3o 

Pour 

Si 

i = 1 000 n on note 

f(X) € F(n,A[a]) t et 

I(f)= L e. 
i(S i 

1 0 0 0 

e. = - r(aJ.)JgJ avec g €Go 
i n . 

S = {i/f(/) = o} , on note 

Si e € I[A[à][G]] , 'tl!t, T = {i/eoei = e} o 

On note P(e) = rI (x-/) € F(Ii 9A[a]) o 

i(T 

LEMJVIE IIL 1 O. g I et P sont des isomorphismes de treillis entre 

F(n,A[a]) et I[A[a][G]] o On a ~ 

Po:J:(f) = f 

I.P(e) = e 

f € F(njA[a]) 

e € I[A[a](G)] o 

. DEFINITION III.11o ~ Un idempotent e de K[G] est un ru-idempotent 

si P(e) divise zm(X) o Un idempotent e de A[G] est un m-idempotent 

si e est un m-idempotento 

LEMME IIIo12~: Si e est un m-idempotent de A[G] 9 ge est une racine 

· · t · ième d 1. 1 ·un~te' d pr1m1 ive m .e .,_ ans A[G]e o 

( m ) m( m n-m) ] I X -1 = - , 1 +g + ••• +g € K[ G n 
, , m( . m n-m) [ ] • D'ou n 1+g +o"°+g e:::: e .dans AG et 

( 1-gm)e = 0 d 1 où (ge)m = e o Si ge n°est pas une racine primitive, il existe 

r divisant m tel que (ge}17 = e o D1 où ·. (gët = ë , ce qui contredit l 8hypo

thèse faite sur e o 

LEMME III.13 .. ~ Soient A[G] un anneau semi-parfait où G est cyclique 

d 1 ordre· n 9 H un groupe isomorphe à G 0 Soit e un idempotent .primitif 

de K[GxH] tel que ·, e = eë 1f 1 où el et fi sont des idempotents de 

type s et t respectivemento Si s divise t alors e se relève en 

un idempotent f de A[GxH] 0 

A[H]f' est un anneau local d.e corps résiduel K[H]f 1 
o K[H]f 8 est une 

extension finie de K ayant pour unité f 1 
0 P(ë 1 ,f 1

) dans (K[H]f')[x] est le 

m~me que P(e 1
) dans K[X) 9 duoù ë 1î 1 est uns-idempotent dans (K[H]f')(G) • 

D1 autre part e = eë 1f 1 
9 d 0 où P(e) di.vise P(ë 1î 1

) • e est donc uns-idempotent 



dans 
ième 

et P(e) divise est une racine primitive 

s de l 9 uni.té et 

Xs ( hit/s -f) -1 = n.X- . dans 

Or P(e) est irréductible dans (K[H]f1 )[X] on a donc: 

P(e) = X-hit/s f' 

e = 1 x;(hit/s r~ )j gj 
n 

et 

et e se relève en f = 1 z (hit/s f 1 )'j gj qui est un idempotent de A[G ]f' [H] , n . 
j 

car et + . . . t . ième d 1 o • t , d es v une rac1.ne pr1m1. 1.ve s e uni e .ans 

PROPOSITION IIL 1_4,2._g Soient A un anneau 1 ocal 
* G un groupe cyclique 

d 1 ordre n inversibJ.e dans A 0 Les assertio.ns suivantes sont 

équivalentes ~ 

a) A[G] est semi-parfait 

b) A[GxH] est semi=:earfait avec H -~ G . 
Il suffit de montrer que les idempotents primitifs de K[GxH] se 

relèvent en des idempotents de A[GxH] o Soit e un idempotent primitif de 

K[GxH] o Il existe e 0 et f 9 tels que e = e 'ëi f' avec e 1 s-idempotent 

et f' t-idempotento En général on n'a pas s divise tout divise s • 

La démonstration consiste à trouver un automorphisme e 
A[H] 

de A[G][H] tel que 

ë(e) = ë(e)ë où est un u-i.dempotent de avec s/u, pour se 

ramener dans les conditions du lemme IIL 130 

On a n/s = s 1v et n/t = t v o 

D'où il existe a et b tels que 

as O + bt O = 
et on peut supposer (b,n) = 1 o 

Soit une racine primitive 
ième 

n de l'unité dans K[G]ê1 
o Il 

existe c tel que n/s c-, , 
ç;, = g e' 0 ge' 

ième d étant une racine primitive s e 1 uunitéo 

r m. n/t 
e est un t-idempotent· dans (K[G]e0 )[H] et p(X) = P(e)(x) = n (X-~ 

1 
) dans 

i=1 

où les m. 
1. 

sont de_s entiers" On peut supposer les m. 
l. 

premiers à no 



On définit q(X) par 

r mac bm. n/t 
q(X) = TI (X-g 1 eu~ 1 

) 

i=1 

q(X) ( (K[G Jë 1
) [K] car ses coefficients sont des polynômes symétriques en les 

racines de p(X) • 

Soi.t u = n/v = :::/~ = s 0v(s/v) = ss 0 

S V 

mu m
1

(a n/s+b n/t) 
c; 1 = ç, = g 

1 

t · d. (x) 0 t · · · · t · ième d 1 ° · t, 1 es . une raci.ne e q 9 c es aussi une racJ.Yl.e primJ.. ive n e uni e. I 

existe donc un polynôme qu(x) € (K[G]e 0 )[X] tel que q 0 (x) divise q(X) • 
mv 

I(q 0 ) estunu-idempotent primitif de [K[G]e 0 ][H] et i; 1 est une racine 

de q r (X) • 

D 0 où 
w mac bm. n/t 

q O (X) = Il (X-g 1 ë ~ .l ) 

i=1 
m

1
v w mac bm. n/t 

= (X-~ " ) Il (X-g 1 ë" ~ i ) • 
J..=2 

Soit 
tUm V W mac bm. n/t t 1 

pu (x) (X-1; 1 ) Il [X-(g 1 ëu l,. ) ] = ~ 
i=2 

On a 
m1 n/t t' m

1 
V 

pu (x) € [K[G]e'J[xJ 9 or ~ = c; est une racine de p' (x) 0 

p(X) étant irréductible 9 p(X) divise p 1 (x) • Or d 0 p(X) = r >,,, w = d op 0 (x) . 

D0 où p(X) = p 1 (x) et q(X) = q'(X) est irréductible dans (K[G]ë 0 )[X] • D'où 

I( q) = r( q u) est urr u-idempotent primitif de (K[G le ij) [H] o Il existe un idem-

potent unique d.e A[H] tel que I(q_) = I(q_)f 11 
• Comme f'i est un u-idempotent, 

I(q) est un candidat pour ë(e) • On note I(q_) = f • 

Comme ( b 9:2) = 1 9 
hb enge:ndre H • On d.éfinit al.ors e par 

b' cam1 . 
e(~ x. h. 

1
) = ~ x. (g h)i avec x. E A[G] " I1 est immédiat de vérifier que 

l l l 

e est 1 ° automorphisme cherché. 
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THEOREME IIIo15o g Soient A un anneau local de corps résiduel K, 

G un groupe abélien fini d I ordre n inversible dans A , d O exposant m. 

Les assertions suivantes sont équivalentes: 

a) A[G] est semi=parfait; 

b) A/rad A[G] est semi-parfait 

c) m 
X -1 vérifie le lemme de Hen~el o 

L0hypothèse faite à la proposition IIIo14o G = H est essentielle comme 

le montre l I exemple suivant g 

Soient G = z/sz et H = z/3z o Alors G x H est cyclique d O ordre 240 

Considérons l'anneau local A= Z[iJ(2+i) (le localisé de Z[i] par rapport 

à (2+i)) o On a donc K = A/Rad A !::: Z/52 d 9 où le groupe multiplicatif K* 

est cyclique d 0 ordre 4 o On a donc les décompositions suivantes dans K[X]: 

et 

où tous les facteurs intervenant dans les seconds membres sont irréductibles 

sur K. Cette décomposition se relève évidemment en une décomposition dans A[X]. 

et 

D1 où A[G] et A[H] sont semi=parfaits. 

Or (K2)* est cyclique d 1 ordre 52-1 = 24 g dnoù x24-1 se décompose 

en facteurs linéaires et en facteurs drordre 2o Le polynôme cyclomotique ~
24

(x) 
. ' 

( ) . ieme 
a pour ordre q; 24 = 8 D donc sur Q si a est une racine primitive 24 

de 1°1.mi.té 9 on a (Q[a] Q[i]) = 8/2 = 4 d. 1 où ~
24

(x) a un facteur irréduc-

tible d c ordre 4 dans IQ[ i] [X] et il en est de m~me dans A[XJ c ~[ i] [X] ce 

qui montre que A[GxH] n°est pas semi-parfaito 



B. CAS GENERAL 

Le premier résultat de cette partie concerne les annulateurs des idéaux: 

à gauche engendrés par les sous-groupes finis de G 1 il permet d'obtenir une 

démonstration facile de la caractérisation des anneaux: de groupes parfaits à 

gauche 0 Dans le deuxième paragraphe, nous étudions les anneaux èce groupes 

semi-parfaits et nous démontrons que, K étant un corps de caractéristique 

p; O, si G est un groupe localement fini ou localement résoluble 9 KG est 

semi-parfait si et seulement si G est extension finie d. 1 un p-groupe. Ce 

résultat généralise le cas commutatif étudié par S. Woods dans [ 1 o] ~ de même 

que les résultats obtenus par J. Valette dans [8] • 

10 Pour un sous-groupe E de G , on note wH l'idéal à gauche de 

AG engendré par les éléments 1-h pour h € H • ù."1 voit facilement que si 

jg.} v i € I est un système de représentants des classes à gauche de G mo-
1 

dulo H, les éléments g.(h-1) , i € I et h ~ 1 forment une A-base de wH, 
l. 

de même si H est fini et si {gi} i € I est un système de représentants 

des classes à droite de G modulo H alors les éléments ( z h)g. , i € I 
h€H 

1 

forment une A=base de l'annulateur à droite r(wH) = ( z h)AQ de wH [5] • 
h€H 

PROPOSITION j 8 ~ Soit H un sous-groupe fini de G o Ül a alors : 

,e(r(wH)) = wH 

Démonstration g 

Ch a évidemment wH c ,er(wH) o Soient (gi)i€I un système de repré-

sentants des classes à gauche de G modulo H et X= Z g.a. 
' 

avec a. € AH 
. I l l. l. 
1€ 

u.n élément de ,er (wH) . Û-"l a 0 = x( I: h) = Z g.(a. E h) D'où a. I: h=O 
hfH i(I 

1 1 h(R J. 
hfH 

pour tout i Or a. s'écrit . . Q 

J. 

i i i i 
ai= a

0 
+ a 1h 1 + ••• + anhn avec hj € H ~ aj E A pour et 

n i 
a.( z h) = ( I: a.)( z h) = 0. On en déduit immédiatement que 

1 hEH j=o J hEH 

n 
r,, 

j=O 

i 
a.= 

J 
0 p 

c 0est-à=dire a. € wH pour tout i et x appartient à wH. 
J. 

Comme corollaire 1 nous obtenons un.e démonstration simple du résultat 

suivant ~ 
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THEOREME 2. [G.RENAULT [7], S. WOODS [9]] ~ 

AG est parfait à gauche si et seulement si A est parfait à gauche 

et G est fini. 

Démonstration ~ Si A est parfait à gauche et G est fini, alors 

AG est parfait à gauche. Réciproquement, soit R le radical de Jacobson de A 

(A/R)G est parfait à gauche 9 on est donc ramené au cas où. A est un corps. Si 

car A = O, alors AG est premier et parfait à gauche 9 AG est donc semi-simple 

e-:; G est fini. Si p = car A t, O s supposons que G ne soit pas fini ; alors 

AG nuest pas premier et d 0 après [6 9 théorème 3.1.] 9 G contient un sous-groupe 

normal fini H
1 

0 A[G/H ] est parfait à gauche et n 8 est pas premier~ G contient 

a 1
1 f. · H t t t t t t t .one un sous=groupe :normàl 1.m., 

2 
con enan. s rie ,emen H

1 
r on cons rui ainsi 

de proche en proche une sui te croissante (H ) de sous-groupes finis de G 9 ce 
n 

qui donne en utilisant la Proposition 1 9 une sui te décroissante d'idéaux monogènes 

de AG , contredisant le fait que AG est parfait à gauche. 

2. Dans ce g_ui suit 9 K désigne un corps. 

ffi OPOSITI ON '3 9 ~ Soit KG un anneau semi-parfait • Si ____________ _,._ ___ ..;.__ 1 = 
n 
E e. 

1 
i=1 

est 

une décomposition de. l 0uni té en idempotents primitifs orthogonaux alors 

pour tout sous-g:rou.pe H de G tel que H contienne le support des ei v 

KH est seJJri.=]Jar.fait et de plus 

Rad KH = Rad(KG) n KH • 

Démonstration g Dtaprès le théorème précédent 9 il suffit de démontrer 

que p:::111r tout i 9 KHe. est u.11 KR-module l::::caL Soit x un élément de KHe. 9 1 1 

x i (Rad KG n KH)e. ; en particulier x nu appartient pas à. (Rad KG )e. , on a 
l 1 

d.œ10 g 

et 

KG x = KH e. 
1. 

KHx=KHe. o 

1 

D'où KRe. est .un module local admettant pour sous-module maximal (Rad KG()KH)e. 0 

1 1 

Il su ensuit que 

(Rad KH)e. = (Rad KG~ KH)e. 
l 1 

d 1 où Rad KH = Rad KG f"i KH • 



THEOREME 4?. ~ Soient G un groupe localement résoluble P K un corps. 

Si KG est semi-parfait 9 alors G est localement fini. 

Démonstration g A 1 1 aide de la proposition 3r on se ramène au cas où G 

est un groupe de type fi.ni résoluble. On démontre alors la propriété par récurrence 

sur la longueur d.e la sui te dérivée de G o Soit DnG le n-ième groupe dérivé de 

est un anneau semi-•parfaitD donc G/DG est un groupe fini [2] et 

par conséqu.en.t DG est un groupe de type fini., Supposons que G . 
/DnG 

soit fini 

d I ord.re m et que 

sous=groupe de torsion 

est un groupe abélien de type fini, son 

"' T est un sous-groupe caractéristique, il est donc normal 

dans G • Montrons que 
n 

DG= T. Sinon contient un sous-groupe abélien libre 

de type fini n al d' ' D G/T • On a ors .·apres Exercice 

K[G/T] est donc un anneau semi-primaire et d'après le théorème 2 9 G/T 

ce qui contredit l 1hypothèse faite su.r DnG 

est fini 

Le lemme suivant est une généralisation du lemme 13.2. de [6] o La 

première étape de la démonstration est ident:i,g_ue à celle de [ 6] . p désigne 

u..r1 nom.b:re premier. 

LEJVJME 50 ; Soient G un groupe" m un entiero G admet un p-sous

groupe d 1 indice au plus égal à m si et seulement si tout sous-groupe 

de type fini de G admet un p-sous-groupe d'indice au plus égal à m. 

Démonstration g Si P est un p-sous-groupe de G tel g_ue [G: P] ~ m , 

alors pour tout sous-groupe H de G on a ~ 

P ~ H est donc un p-sous-groupe de H d I indice au pl us égal à m . Réciprog_uement 

supposons g_ue tout sous-gI'oupe de type fini de G possède un p-sous-groupe d 'in

dice au plus égal à m o Alors tout sous-groupe de type fini admet un p-sous-groupe 

:normal d I indice au plus égal à m! = n , Pour tout sous-ensemble fini a de G 9 

soient G = <a> le groupe engendré par les éléments de a et n 1 °indice du 
a a 

p-sous-groupe normal maximal P de G • Par hypothèse on a g 
a a 

1,~ n ~ n o 
a 



Choisissons (X tel que n =n soit le maximum des n 

~; u ...... , a 

D'où : 

PnG 
0 

0 0 ao a 

est un sous-ensemble fini de G contenant ao on a 

[G ~p] = n 
a a a 

n :>.. n = [G ~ P ] ),. [G n G ~ P f'1 G ] = [G ~ P n G ] 
0 r , 0 Ü Û ,v 0 a a a a a ..,,, 

est un p-sous=groupe normal de G 
0 

et 

et posons G = G 
0 ao 

alors . . 

D 1 autre part 9 

par défi.ni tion de n o Il en résulte les relations 
0 

n = n a o 
et P n G = P • 

a o o 

Le même ràisonnement montre que si. o.: et~ sont deux sous-ensembles finis de 

G tels que a cacs 
0 . 

on a alors i 

n = n = n 
13 (X 0 

et; PQ f'\ G = P 
µ 0: 0: 

Le sous-grbupe P = U P est un p-sous-groupe normal de G o En effet, 
a 

d'où 

a :) o:o 

et. p deux éléments de P ~ g un élément de G et 
a2 

On a alors 

de même 

et g=i E P D 1 o e pus 
0: 

E p 
0: 

[G: P] = n ~ sinon 
0 

n 
0 

et 

G ad.mettrai. t n +1 0 . classes di.,sjo.i.ntes modulo P O Soient P1 , Pg 
1 

, o , , , Pgn 
0 

ces 

classes et a = a
0 

U { 1 ,g 
1 

9 o," 9gn } , Alors G 
0 

jointes modulo p 
0: 

ce qui contredi.t la relation 

ad.mettrait n + 1 
0 

classes dis-

Les deux lemmes qui su:l.vent interviendront dans la démonstration du 

résultat principal o 

LEMME 60 [49 DoBo COLEMANP THEOREME !o] . Pour un sous::grou32e H de G 0 

les assertions suivantes sont égyivalentes 

a) wH est facteur dans AG 
""' 

b) H est fini et son ordre est inversi.ble dans A 0 



LEMME Jo ~ Soient KG un anneau de groupe, G un groupe finio 

H et H' deux sous-groupes de G " Si r(wH) et r(wH') sont isomor

phes~ alors H et H1 ont même ordre, 

Démonstration .~ En effet, r(wH) est un K.:...espace vectoriel dont une 

base est formée par les éléments ( Z h)g. , où 
h€H · J., 

décrit un système de repré-

sentants des classes à droite de G modulo Ho C1 est donc un K-espace vectoriel 

de dimension [GtH] "D 1 où ~ 

et 

Si K est un corps de oaractéristique O t G un groupe localement 

alors KG est semi-parfait si et seulement si G est finio Dans toute 

la sui.tes nous con.sidérons un corps K de caractéristique non nulle. 

THEOREME 82 ~ Soient K un corps de caractéristique p e G un groupe 

loc.alement fini o· Les assertions suivantes sont équivalentes : 

a) KG est semi-pa:rfai t ; 

b) G est extension finie d 1 un p-groupe, 

Démonstration ; 

a)=> b) o Soit· Ass G = {g/q premier 9 ]g € G-!1} gq = 1l • 

Ass G est finio En effet 9 KG étant semi-parfait 9 il existe N classes d'iso

morphiBme de KG-modules ;projectifs monogènes (N dépendant de la longueur de 

KG/Rad KG) o Supposons que Ass G cont.i.enne '.N+î éléments distincts et diffé-

rents d.e p 9 soient P 1 v PN+t 
ces éléments et g 1 o 00 0 ,g N+ 1 9 N+1 éléments de G 

d. 1 ordre P1rooovPN+î 0 Si. H est le sous-groupe fini de G engen-

dré par les éléments g 1 o o ◊. igN+ 1 9 KH est artinien et possède au plus N classes 

d I isomorphismes de KG-modules à droite projectifs monogèneso Il existe donc deux 

entiers distincts m 
0 

r(w < g >) 
m 

0 

et m
1 

s avec 

et 

On a donc d 8 après le lemme 7 9 Pm = Pm 
0 1 

<:;ard ( Ass G) ❖ N+1 0 Soit n la longueur 

tels que 

.soient isomorpheso 

ce qui est impossible~ d I où 

de KG/Rad KG 
, d 1 après la remarque faite 
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au début du paragraphe 2 ~ et d I après le lemme 6 v pour tout nombre premier q 

distinct de p 9 un q_-sous-groupe de Sylow de G est d. 1 ordre au plus égal à n 
q 

Dono tout sous=groupe fini de G ad.met un p,-,sous-groupe d I indice au plus égal à 

(p
1 

x ••• x pN)n. Le lemme 5 montre que G est extension finie d 8 un p-groupe. 

b) => a)o Soit P la p-sous=-groupe normal maximal de G • Comme wP 

est un nii.idéal 9 on a wP c Rad. KG • K[G /p] étant artinien· et les idempotents 

d run an.rieau se relevant modulo un nilidéal [5 9 Proposition 13. 6.] ~ KG est 

sèrni=parfait0 

COROLLAIRE 9 (avec les bypothèses du Théorème g) ~ Les assertions 

suiva.'1.tes sont équivalentes g 

a) KG est semi-parfait; 

b) Pour tout sous-groupe H de G 9 KH est semi-parfait. 

Nous ne savons pas si ce résultat est vrai si 1 1 on ne suppose pas G 

localement fini. Une réponse affirmative résoudrait une conjecture de Burgess 

[2] (si. KG est semi=parfai.t alors G est un groupe d.e torsion). 

Si AG 
k 

est semi-parfait 9 A est semi-parfait 9 et A /R est semi-simple. 

Soit A/R = .~ 
J..=1 

111 (D.) la déc;:mposi.tio:n de 
Il, l. 

2 

A/R en anneaux simples où Di est 

un corps. Avec les notations ci-dessus nous avons ; 

COROLLAIRE 1 Oo i Soit AG un anneau de groupe semi-parfait où G' est un 

groupe inifn:i localement fini., .Alors les corps 

d.écomposi t.ion de A /R ont même caractéristique 

D. intervenant dans la 
l, 

p 1 0 • 

COROLLAIRE 110 ~ Soit K un corps de caractéristique p. Si KG est 

semi=pa:rfait et si 1 1une des conditions suivantes est vérifiée i 

a) 

b) 

r-,) 
V 

KG vérifie une identité polynomiale 

G est localement un F.Co groupe; 

G est extension d 1 un groupe abélien pa:r un groupe localement fini. 

.Alors G est extension finie d 1un P::groupe• 

Démonstration : Dans tous les cas considérés? tout sous-groupe de. type 

fini de G est extension finie d 1 un groupe abélien 9 il suffit de reprendre la 

démonstration du théorème 4 pour montrer que G est localement fini. 



Soit f la classe des groupes localement finis, extension finie d 1un 

p-grou.peo 

LEMME 12. g Soit H un sous-groupe normal d'un groupe G. Les asser-

tions suivantes sont équivalentes; 

a) G € ~ ; 

b) H € ~ et G/H € ~ 

Démonstration g 

a) => b) ~ C1 est immédiat. 

b) => a) Soit P le p=sous-groupe normal maximal de H , P est un 

p=sm.i.s-groupe caractéristique de H 9 :i.1 est donc normal dans G • Il suffit donc 

de mcntrer que G /P E: ~ • 

p 1 est un p-groupe et /H 

Soit P 1 /H le p-sous-groupe normal maximal de G /H 0 

est un groupe fini 9 il est bien connu que 

p V/ p € ~ 9 d i où G E: 'S' o 

Du lemme précédent découlent les résultats suivants ~ 

PROPOSITION î 3. ~ Soient G un groupe localement fini 2 H un sous-groupe 

normal d.5l G 9 K un corps de caractéristique p • Les assertions suivantes 

so:nt équ:i.valentes 

a) KG est semi-parfait 

b) KH et K[G/H] sont semi=J2arfai tso 

Démonstration ;; 

a) => b) découle du théorème B. 

b) => a) il suffit d 1 ,,ippliquer successivement le lemme 1 O et le théorème 8. 

PROPOSITION 14. g Soient G un groupe résoluble 9 K un corps de caracté

ristique p • Les condi.t::1.o!l.s suivantes sont équi.valentes g 

a) KG est semi-parfait 

b) Pour tout entier n 

et Q un groupe fini.. - n -

P est un p-groupe 
n 

Remarque g Soit KG nn anneau de groupe semi-parfait où K est un corps 

de caractéristique p • Alors si tout sous-groupe de type fini de G est extension 

finie d'un p-groupev G est extension finie d'un p-groupe. Cette assertion résulte 

de la proposition 3 et du lemme 5" 



On peut conjecturer raisonnablem'?nt le résultat suivant : 

Conjecture ~ Soit K un corps de caractéristique p ~ O • Pour que KG 

soit semi-parfait, il faut et il suffit que G soit extension finie d 1un p-groupe. 
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NŒATIONS ET PRELIMINAIRESo 

Un anneau uni taire est local s vil admet un seul idéal à gauche maximal -

de valuation (à gauche) s 1 il est intègre et si le treillis des idéaux à gauche 

est t otalement ordonné - rédui t s a il ne contient pas d O élément nilpotent non 

nul ; dan s un anneau réduit A , on a les propriétés suivantes [2] ~ les annu

lateurs (à gauche ou à droite) sont des idéaux bilatères, les idempotents sônt 

centraux P et si de plus A est régulier (au sens de Von Neumann), tout idéal 

est bilatère o 

On désigne par ~ la classe des anneaux unitaires tels que tout idéal 

à gauche soit bilatère P par ~ la classe des anneaux réduits qui appartiennent 

à ~ = par ~ la classe des anneaux semi-hérédi ta.ires à gauche qui appar

tiennent à ~ o 

Si S est une partie multiplicative d I un anneau uni taire A , on suppose • 

que 1 est élément de S et que O n ' est pas élément de S o 

LEMME 1
9 

~ Soit A un élément de [Ir' o Les assertions suivantes sont 

vraies : 

(i) tout idéal premier est complètement premier 

(ii) le ra.di.cal premier de A est l ' ensemble des éléments nilpotents. 

COROLLAIRE : Soit A un élément de $' o A est réduit si et seulement 

si A est semi-premiero 



l PROPOSITION 2 o g -"'S;;..;o--i __ t;..._...;;A----..:un ____ ..:é-=1--é--m--e_n_t_d..:e__,t;,,ie:.._.;;;,o_..::,P..:o..:.ur __ t_o_u_t_e-=-p_ar_t..:.i e_:__m..:.u.:.:l=-t_i_· P:..:l=-1=-· -_ 

1 
t . S d A A d t d -f' t· ' h s- 1 A_ ca ,rv-e e 2 a me un anneau e ,,.rac ions a gauc e . 

a..
8 

= { a, a E A/ J s E: S 9 sa = O} o 

a,.
3 

est u..n idéal bilatère 9 A/o..,, S est élément de f et vérifie 

la condition de Ore à gauche pour S o 

On notera s- 1 M le :mod.ule de fractions à gauche du A-module à gauche 

M pour S o 

Si P est u..n. idéal à gauche maximal. d 1un anneau A élément de 9- 9 

on notera Ap (respectivement MP) 1 1 anneau de fractions à gauche de A 

(respectivement le module de fractions à gauche du A-module à gauche M) 

pour A-P o 

LEMME 3J2-g Soi.t A un anneau uni taire 2 à idéal singulier nul 2 tel que 

tout idéal à gauche non nul contienne un idéal bilatère non nul o A 

est réduit et si. I et J sont des idéaux à gauche de A tels que 

I fi J = 0 9 on a IJ == JI = 0 o 

Soit A 
2 0 3.; XE 9X = 0..., X désigne un comp1ément relatif de .Ax 

dans A 9 il existe un idéal bilatère non nul a... contenu dans X tel que 

A soit extension essentielle à gauche de .Ax Et) a_ o La relation 

(.Ax Et) Q:..)x = 0 implique x = 0 o 

Soient I et J deux idéaux à gauche de A tels que Ir'\J= 0 0 Si 

X désigne un complément relatif (dans A) de J contenant .I 9 il existe 

un idéal bilatère non nul a... contenu dans J tel q_ue A soit extension 

essentielle de X® a.. o La relati.on X ('l a.= 0 implique a..x = O et en 

particul.ier Q.I = 0 o I étant extension essentielle à gauche de J, il 

en résu1te que JI = 0 et par sui te IJ = JI = 0 o 

_IB0P0SITI0N 4s. ~ So:l.t A u..n élément de !Je: o Si 

multiplicative de A 9 s- 1A est un anneau réduit 

t d 'l' t ' ·f· t s- 1~,.n s- 1A'" __ o " son. eux e emen -s ver2 .. ian J;iA. J:1,J , 

S désigne une partie 

tel que si x et y 

on a xy = yx = 0 •\ 

Il suffit de supposer que S 
-1 1 

s · a un élément de s= A tel que 

est formée d n éléments réguliers. Soit 

(s- 1a) 2 = O, Il existe b ( A tel que 

b r,,,., 1 s- 2ba = 0 sa = s o vci a a.Lors - ou. ( \2 ba = O ou ab = 0 ou saJ = 0 soit 
-1 a = O et par sui te s a = 0 o 



Soit B 1 1 anneau régulier réduit enveloppe i.njecti ve à gauche de A o 

B est également l 1 enveloppe injective .à gauche du s-1A-module à gauche s- 1A, 

on en déduit que si x et y sont deux éléments de s- 1A satisfaisant à 

s- 1Ax n s- 1,Ay = 0 on a xy = yx = 0 (théorème 4o1 de [2]). 

j LEMME 5 o ~ Soient A un é1ément de ~ ~ P un idéal à gauche maximal -

de A O M e+ N . deux A~modules à gauche 11 u un homomorphisme de M 

dans N tel que N soit de type fini 9 et ker u extension essentielle -
d 1un sous-module de type finL désignant l'image de u par la loca-

lisation pour A=P 9 ( up~ Mp ➔ Np) 0 si up est bijectif 9 il existe 

f € A=P tel que 

(Af (respectiirement Mf) désignant 1 1 anneau d.e fractions à 

gauche de A (respo le module de fractions à gauche de M) pour 

~ = { fn 9 n E: IN} et uf l'image de u par la localisation relative

ment à <Jt )o 

Considérons la sui te exacte 
u 

0 ➔ ker u ➔ M ~> N ➔ coker u ➔ 0 o On a 

(c:oker u)p = 0 et (ker u)p = 0 o 

tel que s,x, = 0 0 en posa1J.t 
l 1 

n 
Coker u = L_ Ax. o Il existe . ~ }, 

l.= 1 

? on a s coker u = 0 

s. € A-P 
1 

puisque tout 

i.déa1 à. gauche de A est bilatère o D' part ker u est extension essen-
m 

tielle du sous-modvJ.e K = .L_ P.,y, 9 . il existe a E: A-P tel que oK = 0 ; soit 
i=1 .l, 

x € ker u v il existe u..n idéal à gauche J essentiel dans A tel que Jx c K 

et par sui te oJx = 0 ou Jx 0 = 0 ou xa = o:x = 0 puisque 1 ° idéal singulier 

à gauche de A est nul 9 on a donc aker u ~- 0 • Posons f = so 9 on a alors 

f cocker u = f ke:r u = 0 et par suite u ~ M ➔ N est bijective • 
.f f f 

RE.MARQUE 6,.,&, g Soient A '\Ll'l éléme.nt de 9= et E un A-modul,e à. gauche 

libre de raug finL Pour tout A=module à gauche F , et pour tout idéal 

à gauche maximal P 2 le AP-module à gauche Hom:A (Ep,Fp) suidentifie 
p 

au Ap-module à gauche APGQ HomA(E9 F) o 



LEMME 7" t Soient A un élément de g., , M un A-module à gauche I N 

un sous-module de M et x un élément de M " Pour que x appartienne 

à N il faut et il suffit que pour tout idéal à gauche maximal P de 

A 2 1 u image xp de x dans Mp appartienne à Np " 

Ce lemme est une extension aux éléments de fi- d,e la proposition 19 

(§ 2r n° 8 de [4] " 

yMME Bo ~ Soient A un élément de 1 ~ E et F deux A-modules à gauche_ 

libres de rang fini, G un A-module à gauchei et u ~ E ➔ G 1 v E ➔ F 

des homomorphismes" Il existe un homomorphi.sme w ; F ...,. G tel que 

si et seulement si pour tout idéal à gauche maximal P I il 

existe un 

w existe si et seulement si u appartient à l'i.mage de l'application: 

définie par v(qi) = q> 0 V o 

Si on identifie Hom.A (FpPGp) (respo Hom.A (EP,GP)) à Ap0 ÂBomA(F9G) 
p p 

(resp. Ap0 .AHom.A(E,G))1 l 1 application vp: Rom.A (Fp 9 Gp) ➔ RorriA (Ep 9 Gp) 
p p 

définie par vp(4) 

_., Ap (;2)A Rom A (E 1 G) 

= v p o $ se trouve identifiée à 1 0 v ~ Ap 0 A Hom A ( F ,G) 

et par suite l 1 image de u dans AP0A Rom(E~G) s 1 identifie 

à 1 0 u • Le lemme résulte alors du lemme 7 o 

PROPOSITION 9. ~ Soient A un élément de 3- _e_t ___ E_un ___ A __ -_m_o_d"""ul'---'-e---'--à 

gauche de présentation finieo E est projectif si et seulement si 

pour tout idéal à gauche maximal P de A I F P est-projectif o 

E admet une présentation finie 9 il existe donc une suite exacte du typei 

Am g An f 0 
.ti. -> ~> E...,. 

Pour tout idéal à gauche maximal P d,e A » on a la sui te exacte i 

m gp n fp 
A -> A --> p p 

Ep étant projectif~ Im gp == ker fp est un Ap-module projectiL Il existe 



donc 
p n m 

tel que 
p 

g = id o nuaprès le lemme 81 il existe 'f ~ Ap-+ Ap (Jl 0 
p An 

p 

(j) i An ➔ Am tel que qi 0 g = id 0 Posons alors (j; = g 0 cp ' 
si i désigne 

Arn 

1 1 injection canonique de Im g = ker f dans An , on a <li O i = idim g et 

par suite E est projeot.i.f o 

REMARQUE 1 Oo g Soit A un élément d.e g_, o Si I désigne un idéal à 

gauche de type fini de Av et AnnAI 

pour toute partie multiplicative S de 

1 'annulateur de I dans A 9 

2 o ETUDE DES ELEMENTS DE ;}g o 

A , on a s- 1(AnnAI)=Ann _
1 

(s- 1I), 
S A 

PROPOSITION 11 o g Soit A un élément de 3t o Pour toute partie mul ti-

plicati ve S de 
-1 

A 9 S 'A est un anneau semi=héréditaire à gauche tel 

que si x et y .... d 'l' t t. f . t ' s- 1 
h.r "' s- 1 

Au -- 0 0 son~ .eux e. emen s sa 1.s aisan a AA, , ;;v , 

on a xy = yx = 0 o 

A est réd.ui t o Soit x 1L"l éléme:':lt de A vérifiant 
2 

x = 0 ; si e 

désigne u.n idempotent qui engendre 1 i annulateur à gauche de x v x € Ae , 

x = 1-.,e et ex.e = 0 o Or Ae = eA puisque eA c Ae (1-e)A c A(1-e) et 

A= Ae Œ) A(1-e) = eAEf) (1-e)A 

en déduit eµ = 1-.,e = 0 o 

il exi.ste donc µ E: A tel que 7',e = eµ 9 on 

La proposition 1 î résulte alors de la proposition 4o 

PROPOSITION 120 ~ Soit A un élément de <li& o L1 anneau total de frac~ 

tions à gauche de A est fortement régvJ.ier (Leo régulierv réduit) et 

pour tout idéal à gauche maximal. P de A 9 Ap est un anneau de 

valuation à gauche. 

Soit R 

un élément de 

l~ensemble des éléments réguliers de A. Si r- 1a désigne 

est 1 1annulateur de a, R
-1h -1 -1 -1 • 

.t1 9 R Ar a = R Aa ; s1. Am:i.A a 

AaEB AnnAa est isomorphe à Av donc engendré 

par suite R- 1(Aa Et) AnnAa) = R- 1Aa (® Ann a 
R-·1A 

par un élément régulier et 

et R- 1A est régulier. 

Soit P un idéal à gauche maximal.; Ap admet un seul idéal à gauche 

maximal rfJ = APP o Ap est un anneau local 9 semi-héréditaire à gauche 9 il 

est donc intègre. DO après un théorème de Kaplansky g ndans un anneau 1 ocal A 9 

tout A-module projectif est libre!! 0 on peut affirmer que tout idéal à gauche 



d.,3 type fini de Ap est libre,, So:Lt A p 

engendré par detIX éléments non mils. I est libre d.e rar-.;g 1 d I après la 

proposition î 1 et pa.r suite tout idéal à ga,.1che de type fini est monogène~ 

On e:c1 déd1üt que Ap est un an-0.sa::1. de val.uation à, gauche, 

On a 

LEMME î 2~. ~ Sei t A un élément de ~ admetta7t un anneau totaJ. de 

fractions à gauche F régulier o A est réd1üt et pour toute par.l~ie 

a,imet pour anneau total de 

f:r•actions à ga,.:..che li e.nneau F/F fZ.. S où 

F/F a,..c ét&7t 1 1 annea:1. de fracticms à gauche de F po·li.r S o 

0 

Soit R l I ensemble d.es éléme:1.ts réguliers d.e l1, • R-î A = F 

û..s - [a E A/3 s r s sa = O} 0 Ç, 

a,_s - }!·et, ri A ; en effet, soit ~ € 1i'Q..,. nA s ~ s 
n 

ç, = L ~i 'i E: F f € fl.s 
7 --1 
..:;.,-'i 

il exi.ste r E R tel que r~~ C A -~ que1 que soit i = ! t O • 0 $.:J. 0 11 existe 

alors s E s tel que sre, ~~--0 ou s~ - 0 f.3 t :par suite ~ C a..C' . " ,J 

A/ a..
3 

peut être considéré comme sous-anneau de 

morp}üsme 

régrùier conte:::u dans l I an.:::wau total d.,s fractions de A/ n il l1i.t. est . -s ' 

et 

où 

st par sv.ite F/Fo.,
8 

est 1 1 annea"U total de fractions de S ·A o 

_PRÜPOSITION 140 6 Soit A un élément de ~ admettant un ancwau 

total de fracb.on.s à ga~;.che F régu.LLer et tel qi.,t3 pour tout 

à. gauche max:i.mal P , Ap soit un anneau intèg1'.'eo Pov.:r tout :x: ( A..,.L.. __ 

l ~ annulateur de x est facteur direct de A , 

Sci.t :x: E A o A est extension essentielle à gauche de 
( ' 
\,OU désigx:i.e lu axE1ulateu.r dans A de 

Si R désigne 1 1 ensemble des éléments réguliers de A, on a ÎA 



Soit e un idempotent de R- 1A tel que -1 -1 R ki:. = R .Ae. 

Si I = .Ann.Ax ® Ann A (Ann Ax) est un idéal. distinct de A il existe un 

idéal. à gauche maximal P de A tel que I soit contenu dans P • En localisant 

relativement à A-P, si 

( A ➔ Ap) , on a x p ~ 0 

xp désigne 1 1 image de x dans Ap par 1 1 application 

et AnnA (xp) = (AnnA(x))p = 0,. Il en résulte que: 
p 

D'autre part le corps de fractions à gauche de Ap étant F p = F/F Q...p où 

Q...p = ker (A ➔ Ap) on a 

(R- 1Ae ® R- 1A( 1-e))p = (R- 1Ae)p = Fpep = Fp • 

Il existe al.ors s E: A--P tel que se = s et par suite 

soit 

ce qui est contradictoire. 

On a donc 

COROLLAIRE : Soit A un élément de g;"' admettant un anneau total de 

fractions F régulier et tel que pour tout· idéal à. gauche maximal. P de A 

Ap soit un anneaù de valuation à gauche! Alors A est semi-héréditaire à gauche. 

Montrons qu'un idéal à gauche de type fini de A est de présentation 

finie, et pour obtenir le résultat, il suffira d'appliquer la proposition 9. 

Soit I un idéal. à gauche de type fini de A. Si P est un idéal à gauche 

maximal. de A et si l\nnA(I) n'est pas contenu dans P on a Ip = 0 • Suppo

sons que AnnA(I) soit contenu dans P , Ip est alors un Ap-module libre de 

rang et il existe x E: I tel que Ip = Apxp (xp étant l'image canonique 

de x dans Ap par (A ➔ Ap)). Considérons la sui te exacte 

u 
0 -> ker u .-. -> A -> I -> coker u .-> 0 

définie par u(1) = x, ker u = AnnAx; l'anneau total. de fractions à gauche de A 



étant régulier O ker 1J. est e.xtensi.0::1 essentielle d'un sous=module monogèneo Par 

localisation rela.t:b:eme.nt à A-P 9 O'::l obtient 11:i s 0,.üte exacte suivante g 

,;.p 
0 ~:> A =--=--> I =) 0 p p 

D1 après l.e lemme 5~ il ex.Hrt;e f Ë A=P tsJ.. q_u'on ait la suite exacte 

Considérons l°e:n.semble $'= {f? f f A/If est un Ap=mod-ule libre de rang O ou 1}, 

Y1 

On a A "" L Af' ""L. AC 
-f' cr:'"'" , 1 1 . 
. •( ;J' 1=. 

n 

] ""TT Af_ 
:i..:1 l 

Posons 

B est an A=module à d:r·oite :fidèlement plat O en effet soit 'Tl1, un id.éal 

à gauche maximal de A O :il ex:5..ste i E {: 9 o. o 9n} tel que f. /.. 'Yl1i, 0 on a alors 
J. 

On en déduit ([3], § 39 n° 6 9 propos:tti.o:n. n) que I est de présentat;ion finie 

car B (9ÂI est de prése:~:rt':l.tio:'J. fini.s ( ca".' c'est un B-module projecti.f) o 

THEOREl!f.E _____ J,,., g Soit A 1.m éléme:,::,.t d.e F o Les propcsi tions suiva.'l"ltes 

sont équivaL=rntes ::; 

A est s.ami.-héréd::.ta:i.re à. gauche 9 

(ii) A admet un a-vr,0eau tntal de fract:::.ons à gauche régulier et pour 

tout idéal à gauct.e :ma.xi.ma:t P _ v Ap est un anneau de valuation 

à ga:i10he o 

;. Soit K 1a classe d.es anneaux ur1i.tai.res tc::,2,s que tout idéal à gauche non 

n"!ll contienne un idéal b:i1atère1 :rw.n r .. u.-'.. et te1 que pour tout idéal bilatère non 

nul G..-9 Panneau A/ Di- sci t Iio,sthérie:.2. à. g.e.uche et auto=:i.njectif à gauche., 

LEMME 15.0 g Soit A un élém,3:nt de K o Tout idéal bilatère non nul de 

A est prod.ui.t fini et c:::immutat:i.f d. é :.d.éaux bilatères premiers 2 et tout 

idéal bilatère premier non nul est maximal o 



î ~ i ~ 

PROPOSITION 160 ~ Soit A un élément non premier de K o A est 

unisériel [5] o 

Il existe des idéaux bi.latères premiers non nuls P. et des entiers .n. ~ 
1 J.. 

k 0 tels que 

n :ri1c n n2 ~ 
0 = P 1 n 0 0 0 () pk = p 1 p2 O O 0 pk 1 1 

k n. 
A est alors isomorphe à 1 1 arrneau (:f) (A/P/) qui est uiJ.isérielo 

PROPOSITION 17 o g Soit A un élément de K tel que pour tout idéal. 

bilatère maximal P O A/P soit u.,.YJ. corps o Si de plus A est premier 9 

A admet un anneau total de fractions à gauche régulier et pour tout 

idéal bilatère maximal P v Ap est un a.>1neau de valuation à gaucheo 

Tout idéal à gauche de A est bilatère o S'.)i t I un i.déaJ. à gauche non 

nul O il. existe un idéal b:i.latère non nul Q... c•::ntenu dans I o On a 

P. 
:i 

sont d.es idéau.x premiers de A 

o Si p est u..n idéal premier non nul de 

est u1J. anneau artini.en local et principal O tout idéal de A/Pn est bilatère" 

TGut .B.éal à ga.uche de A/ a... 
bilatère o 

est donc bilatère o Il en résulte g_ue est 

Si de plus A est p.1·emier v A est intègreo A admet; alors un anneau de 

fractions à gauche pour toute partie mu.l tiplfoative de A o Soit Ap l I anneau 

de fractions à gauche de A pour A-P 9 P étant 'l...11 idéal premier non nul de A .o 

Ap est u ... 1'1 anneau de valuation à gauche 9 en e::fet soit I un idéal à gauclle de 

Ap 9 i.l existe un idéal bilatère J de A tel que I = APJ 9 or 

A distincts de p puisq_ue P. ("i (A-P) /= f) 
l 

De plus, on a A= n Ap ' ~ est ou 
PE ~ 

de A En effet 9 on a Ac () Ap Soit X ,, 0 

Pd9 
€ 

P. 
1, 

sont des idéaux: premiers de 

l'ensemble des idéaux premiers 

() Ap po:.:œ tout p E: @ '1 

' 
.1.,,, 

Pdf> 



et par suite 

n 
x € .Ax c (Z. AsP. )x c A 

l.=Î l 

THEOREME 2o g Soit A un élément premier de K tel que pour tout 

idéal bilatère premier non nul, A/P soit un corps o Alors A est, 

héréditaire à gaucheo 

Ceci est un corollaire du théorème car A est noethérien à gauche. 
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SOUS-MODULES POLYEDRAUX D'UN MODULE 

par Jacques RAVELo 

Dans tout cet exposé, les notions latérales seront entendues à gauchev 

et on corrsidèrera des modules unitaires sur 1 1 anneau uni taire A " 

On dit qu'une intersection 

est réduite si, pour tout élément 

N = (\ N. 
i(I J. 

i de 
0 

I 

de sous-modules d 1 un module JVl 

En étudiant la réduction des intersections, on peut se poser la questiœ1 

d.e savoir quels sont les sous-modules N d'un module Jv1 tels que ,!_oute inter

section de sous-modules de M égale à N puisse être réduite. 

DEFINITION~ On dit quiun sous-module N d'un module M est polyédra.1_ 

dans M si 'oute intersection de sous-modules de M égale à. N se 

réduit à une intersection finieo 

Nous montrerons que ces sous-modules polyédraux sont précisément ceux 

qui répondent à la question posée plus haut. 

Rappelons d 1 abord une notion classique. 

DEFINITION g On dit quuun sous-module N d 0un module M est complètement 

irréductible (dans M) s 1 il n 1 est pas intersection de sous-modules de M 

le contenant strictement. 

Il est équivalent de supposer qu u il y a un plus petit sous-module N de 

M contenant N strictement, donc que M/N a un pl us petit sous-module ncn nul 

[1] oup d'une façon qui n'est plus sophistiquée qu 0 en apparence seulement? que M/N 



est extension essentielle d'un module simple. 

Les sous-modules complètement irréductibles de M sont précisément les 

sous-modules de M maximaux parmi ceux qui ne contiennent pas un élément donné 

de M [ cette remarque, si évidente qu'elle puisse sembler 9 n'en simplifie pas 

moins la détermination des connexes complètement irréductibles de IR.n 9 qui sont 

les unions de n demi-espaces ouverts dont chacun est contenu dans la frontière 

du. précédent et a une dimension de moins. Un autre exemple éclaira.nt est celui 

des idéaux premiers de Goldman, dont Jean Guéridon a parlé au Séminaire Dubreil= 

Pisct (2] et qui sont les éléments complètement irréductibles du treillis des 

idéaux semi-premiers de 1 1 anneau]. 

Il s 1ensuit 0 comme on sait ([3]), que tout sous-module est intersection 

de (donc des) sous-modules complètement irréductibles le contenant. 

Ce qu 0 on sait moins, c'est que la notion d'idéal complètement irréducti= 

ble permet une démonstration rapide du théorème suivant., 

THEOREME 1. g Pour un anneau A ~ les propriétés suivantes sont équivalen°~ 

tes g 

1 ) les modules simples sont injectifs. 

2) tout idéal complètement irréductible est maximal.. 

3) tout idéal est intersection d'idéaux maximaUXo·. 

Que 1) <=> 3) constitue le théorème de Villamayor 9 que l I on démontre 

usuellement en adaptant au cas non commutatif une preuve dûe à Kaplanskj·o 

î) => 2) Si I est complètement irréductible 9 il existe un simple 

essentiel dans A/I ce simple~ étant injectif, est égal à A/I 9 d 1 où la 

m.aximali té de I • 

2) => 3) Tout idéal étant intersection des idéaux complètement 

ductibles le contenant. 

A 

3) => î) Soit x un élément non nul de l'enveloppe injective S d'u.,n 
,. 

simple S ; on a, S étant essentiel dans S 9 ki:.. () S /: 0 9 donc ki:.. n S = S 

par connexité ( [ 4]) de l 'essentialité, S est essentiel dans 

Ax P qui est isomorphe à A/An(x) , d'où la complète irréductibilité de An(x). 

intersection d'idéaux maximaux, An(x) est égal à l'un de ces idéau.x 9 d'où 

la simplicité de ki:.. 1 l'égalité ki:.. = S, le fait que x appartient à S 9 



A A 

l'inclusion S s;;; S, l'égalité S = S et l'injectivité de S. 

Venons-en maintenant à nos sous-modules polyédraux. 

THEOREME 2 2 : Pour un sous-module N d'un module M, les propriétés 

suivantes sont équivalentes: 

1) N est polyédral dans M • 

2) M/N est extension essentielle d 1un semi-simple de dimension finieo 

3) N est intersection finie de sous-modules complètement irréducti

bles dans M • 

4) toute intersection de sous-modules de JV1 égale à N peut être 

réduite. 

1) => 3) Par définition de la polyédralité, N étant intersection des 

sous-modules complètement irréductibles de M le contenant. 

3) > 2) Si 
n 

N = nN. , on a 
. 1 1 1= 

direct fini isomorphe à la somme directe 

complètement irréductibles dans Mi soit 

EB M/N. • Si les 
J. 

i=i 

produit 

sont 

S.= N./ le simple essentiel dans 
:i. 1 N. 

]. 
n 

M/N.; ( î❖ i.fn) ~ 1° essentiali té étant compatible avec la somme directe, Et) 
~ i=î n 

est essentiel dans 

Mais un semi-simple essentiel dans un module R est nécessairement le 

socle S(R) de R( étant bien sûr contenu dedans~ il rencontre, donc contient 

tout simple éventuel contenu dans R] • Si Q ~ R , S(Q) = S(R) (\ Q est 

essentiel dans R n Q = Q , 1 1 essentialité étant compatible avec 1 °intersection 

enfin, la dimension de S(Q) est encore plus finie que celle de S(R) v 

ce qui achève de prouyer 1 1 implication., 

2) => 1) Démontrons d'abord la: 



PROPOSITION~ Pour que l 1essentialité soit compatible avec l'intersection 

(finie ou non) dans un module M, il faut et il suffit que le socle de 

M soit essentiel dans Mo 

La nécessité tient à ce que l 1 intersection des sous-modules de M essen= 

tiels dans M est le socle de M • Pour la suffisance, il convient de remarquer 

que dans un module dont le socle est essentiel, l 1 essentialité est équivalente à 

la conjonction de l 1inclusion et de 1 négalité des socles [si N est essentiel 

dans N1 
0 le socle de N 2 étant essentiel dans N, est essentiel dans N1 

9 

donc est le socle de N' ; inversement 9 si s(N) = S(N1 ) , s(N) est essentiel 

dans N1 donc N également, dès lors qu 1il est contenu dans N'] • 

Si. donc N. est essentiel dans N~ pour tout i de I , on a 
i i 

(\,/ i € I)S(N.) = S(N!) d 1 où S( n N.) = n S(N.) = {) S(N:) = s( n 
l 1. iO l iEI l i(I l iO 

l 1 essentialité de () N. dans () N! 0 

iEI 
l 

iEI 
l 

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant g 

Ni) 
l 

et 

PROPOSITION g Pour qu'un module M soit artini.en 9 il faut et il suffit 

que tous les sous-mod.ules de M soient polyédraux dans M o 

C'est suffisant 0 l 1 intersection d 1une suite décroissante se réduisant à 

uu.e sous-intersection finie 9 donc à l 1un de ses termes~ d 9 où la stationnarité 

des sui tes décroissantes" 

Inversement, une intersection N = n N. 
J. 

iE I 
qui ne se réduit à aucune 

sous=intersection finie donne lieu à une suite infinie strictement décroissante 

[ on pre:nd pour L 1 1 un des 
0 

N. ; si 
::L 

L a été défini comme intersection finie 
n 

de certains N. v on n 1 a pas (\;/ j ( I)L () N. = L 9 sans quoi 
i n J n 

(Y j E I)L c N. " d n où L c N et 1 = N : on choisit donc J. de I · tel 
- n- J, n- n ' o 

que Ln() Nj ~ Ln r et on pose 
0 

L :=:L()N.]o 
n+1 n J 

0 

Dans le même ordre d'idées~ on voit qu 1un module est noethérien si et 

seulement si toute somme de sous-modules se réduit à une sous-somme partielle 

finie~ une somme finie de modules artiniens étant un module artinien, un module 



noethérien a toujours un plus grand sous-module artinien. 

Après avoir remarqué que 11N est polyédral dans .M" équivaut à "O est 

polyédral dans M/N" 9 nous pouvons maintenant démontrer que 2) > 1) en 

prouvant que O est polyédral dans un mod.ule M qui est extension essentielle 

d 1u .. 11 semi-simple de dimension finie o 

Si 0 = n N. v on a 
3. 

iEI 
0 = S(O) = S( n N.) = n S(N.) o 

itl 1 
I 

1 

Or 9 pour un module semi-simple 9 les deux conditions de chaîne sont équi

valentes 9 et équivalentes au fait qu'il est de dimension finieo Dans le module 

artinien qu 1 est le socle de M 9 l'intersection 0 = (! S(N.) se réduit à une 
i€I 3. 

sous-intersection finie O = n S(N.) o 

iE:I J. 
0 

L0 essentialité du socle se transmettant aux sous-~odules 9 S(N.) est 
3. 

essentiel dans N. pour tout i de I ~ d I où 1 1 essentiali té de 
3. 0 

0 = n S(N) 
i€I 

0 

dans n N. 9 donc la nullité de n N. et le résultat annoncéo 
ifI 

l. 
ifI 

J. 

0 0 

Toute intersection finie pouvant ~tre réduite 1 on a î) -> 4)o Montrons 

que 4) =:> 3) . N étant intersection~ est intersection réduite de sous-modules " 9 

complètement irréductibles 9 soit N = () Ni o On a M/N ,$, T7" J:11/N. ; en vertu de 
iEI iE:I J. 

la réduction, l cimage de M/N dans ce produit rencontre tous les 

N ' N. 
J 

Ni si X € n N .-N ~ l I image de x 
'J j€I-{i} 

a toutes ses composantes nulles 9 sauf celle d'indice i] . 

[puieque 

I1 s 1 ensuit que M/N contient une famille de simples (si)i€I dont la 

somme est directe 9 puisqu 1 ils sont contenus dans les facteurs d'un produit directo 

Si I était infini, il contiendrait une partie dénombrable et M/N 

contiendrait une fami.lle (s) N de simples dont la somme serait directe 9 n Il€ 

donnant lieu à 1 1intersection nulle emboitée (où S 1 == 6 S ) 
n p~n p 



intersection qui ne saurait être réduite. En remontant dans M, on obtiendrait 

une intersection emboitée égale à N, qui ne pourrait non plus être réduite, 

contrairement à 1 uhypothèse, d I où. la finitude de I • 

Notons que les modules dans lesquels on peut réduire toutes les inter

sections sont précisément les modules artiniens. 

Remarquons que si N est un sous-module polyédral de M, toute inter

section réduite de sous-modules de M égale à N est finie: en fait, on peut 

montrer que cette propriété caractérise les sous-modules N de M qui sont inter

section finie de sous-modules irréductibles de M , c I est-à-dire de codimension 

finie [voir Earl ([5]) pour la théorie de la dimension]. 

Nous allons maintenant montrer que l'écart entre les anneaux artiniens 

et noethériens tient à la polyédralité de certains idéaux. 

socle de 

THEOREME 3.: Pour quPun anneau A soit artinien 1 il faut et il suffit 

qu'il soit noethérienr et que les idéaux de sa chaîne des socles soient 

polyédraux. 

La chaine des socles se définit par récurrence transfinie: est le 

celui de et, si a est un ordinal limite, 

Ses termes sont des idéaux bilatères de A. 

Pour la suffisance, il faut rappeler que si N et M/N sont artiniens v 

M 1 1 est aussi. 

Le sous-module E du module noéthérien A est noéthérien: étant·semi
o 

simple, il est aussi artinien. 

De même, le sous-module du module , qui est noethérien, 

étant quotient du noethérien A, est noethérien, et de plus semi-simple, donc 

artinien. Ainsi, si En est a:rtinien, 

l'artinianité des (~) 
"'n n€ N • 

)'. 1 1 est aussi, du où par récurrence 
-:n.+1 

Cette chaîne croissante de sous-modules du module noethérien A est 

stationnaire à partir d'un certain rang n ; son point culminant 
0 ~ étant 

0 



polyédral, est extension essentielle de son socle )'. - )'. - 0 
il +1/z. - il /r, -

o n o n 
0 0 

donc est nul et A = ~ est artinieno Pour la nécessité, il suffit de remarquer 
0 

que tous les idéaux d 1un anneau artinien sont polyédraux, et que tout anneau arti.:.. 

nien est noethérien~ 

Donnons une nouvelle démonstration de ce dernier point i la famille topo

logisa:nte (cf. [6]) ~ engendrée par les idéaux maximaux est formée des inter

sections finies d I idéaux maximaux? qui sont aussi les idéaux I de A tels que 

A/I soit semi-simple. 

Lorsque A est artinien 1 ~ est 1 'ensemble des idéaux contenant le 

d . al d J b Rd A . 1 ·1 t t s· Rn = O " 0 € ,Jn ra ic e aco son e 9 qui a ors :n:i. po en • 1 , v'V!,> et 

A = Cl~n ( o) == Cl~ ( o) = ~-i [ f1 étant une famille topologisante r on pose 

Cley. (o) = {x € A!An(x) € ~}]. QI:' une récurrence tout à fait semblable à celle 

faite plus haut montre que (Vn EN)(~ est noethérien), d'où le résultato 

La démonstration se fait donc comme dans le cas commutatif, les modules 

semi-simples se substituant ici aux espaces vectoriels pour assumer 1 1 équivalence 

des conditions .de chaîne 9 et les fami.1.les topologisantes apparaissant là où il y 

avait des produitso 

On peut se demander jusqu'à quel point un idéal contenant un idéal polyé

dral est polyédral. CI est ce qu I essaie de préci.ser le théorème suivant ~ 

THEOREME 4. g Pour un anneau A 9 les candi tions s1üvantes sont équiva

lentes i 

1) tout idéal. contenant u...r1 idéal polyédral est polyédral. 

2) les idéaux polyédraux coi'ncident avec le.s idéaux co-artinienso 

3) tout sous-module de type fini de l I enveloppe injective d 1un module 

semi-simple de dimension fi.nie est artinien. 

1) > 2) Si K est un idéal polyédralv soit () Ja/K = J/K une 
o;(I 

intersection dans on.a () J = ,J :::i K v donc 
a -aEl 

intersection d'un nombre fi.ni de J 
a 

si J = ()J 
EI a a o 

J est polyédral et est 

, on a aussi 



n J cx/K = J /K et toute intersection dans 
a€I

0 

finie 9 d 9où lfartinianité de A/Ko 

se réduit à une intersection 

Inversement, un sous=module co=artinien d'un mod.ule M est polyédral 

dans M [un artinien est toujours extension essentielle de son socle 1 ( tout élé= 

ment artinien d 1un treillis ayant un semi-simple essentiel, vu [ 4]) socle qui 9 

étant artinien aussi 9 est de dimensi.on finie] o 

2) => 3) L'arti.nianité se conservant par somme finie 9 il suffit de 

prouver que tout sous=module cyclique de 1 ° enveloJœe injective d'un module semi-
/E: ~ n~ n 

simple de dimension finie est artinieno Si x € El:) S. = El:) S. v x = El:) x. et 
1 i=1 J. i=1 J. 

1 1 ru:mulateur de x est intersection (nécessairement finie) de ceux des annulateurs 

des x. qui sont distincts de A o Maisi> pour ceux-ci, 
J. 

est extension 

essentielle d 1illl module simple 9 étaîlt isomorphe au sous-module non nul kx.. ~ de S. 9 

qui est extension essentielle du simple 

ti b:ili té des .A..11.(x. ) 9 la polyédralité de 
J. 

J. 

S. o Il en résulte la complète irréduc-
1 

.An(x) 9 donc sa co-artiniani té w et 

enfin l 1 artiniani té de A:x qui est isomorphe à. A/An(x) o 

3) =) 2) Si K est polyédral, A/K est extension essentielle d 1 un 

semi=simple de dimension finiev donc est un sous-module cyclique de l 1 enveloppe 

injective d'un semi=simple de dimension :finiev donc est artinien 9 et K est 

+· . co-ar vl.UJ.eno 

tant que quotient de l. 'artinien 

polyédral◊ 

J contient un: idéal polyédral K 9 A/ J 9 en 

A/K O est artinienv et le co-artinien J est 

Exemples dcanneaux vérifiant les propriétés précédentes g 

1) Les anneaux a:rtinienso 

2) Les anneaux de Vi1lamayor 0 

3) Les anneaux noethériens commutatifs [ d O après un résultat de Matlis 

J. 

selon leq:.1el les sous=modules artiniens d'un module noethérien sur un anneau 

commutatif noethérien sont les extensions essentielles des sous"":'modules semi-simples] 



PROPOSITION ~ Si M est un module noethérien? le point culminant de 

la chaîne des socles de M est le plus grand sous module artinien de 

M o 

Par récurrence 9 on voit que les éléments (r.) N de la chatne des 
l'.l nE 

socles du module noethérien M sont artiniens; or le point culminant ~ de 
0 

la chaîne des socles est un sous-module artinien maximal de M; c 8 est donc le 

plus grand [q_u'il soit maximal se voit en considéra.VJ.t un sous-module artinien 

N de M contenant est artinien, donc extension essentielle de son 

socle 9 qu.i est contenu dans le socle ~ +1; 
de M/¾i puisque 

0 ¾i 0 
0 

:E = ¾i 0 ce socle est nul~ donc NI~ = 0 et N= ~] n +1 0 . 0 0 
0 

Nous allons maintenant nous poser la question de savoir dans quels 

modules tous les sous-modules sont intersection réduite de sous-modules 

complètement irréductibleso 



DEFINITION~ On dit qu 1un module M est semi-artinien si pour tout 

sous-module propre N de M a un sous-module simpleo 

On rencontre ces modules dans la littérature sous le nom de "modules 

de torsionn i ce sont effectivement les modules de torsion correspondant à la 

famille topologisante et idempotente ~ des idéaux co-semi-artiniens de A. 

Tout sous-module 9 tout quotient d 1un module semi-artinien est semi-artinieno 

Toute somme directe (donc toute somme) de modules semi-artiniens est un module 

semi-artinien g tout module M a donc un plus grand sous-module semi-artinien 

~(M) v qui est la somme de ses sous-modules semi-artinienso 

On dit qu uun a..11.neau A est éclatant si, pour tout A-module M 9 'if (M) 

est un facteur diréct de Mo 

Un anneau semi-artinien [ au sens de Popescu] est évidemment éclatant 

[étant tel que ("ÎM) (:J(M) = M)J. En 1967, en [7] g Dicksori a conjecturé que 

tout anneau éclatant. est semi-artinien. Ceci a été démontré pour les anneaux 

commutatifs noethériens (Dickson), pour les anneaux commutatifs réguliers - au 

sens de Von Neumann - (Euelberth) et pour une classe duanneau.x non nécessairemenv 

commutatifs, inclua..11.t les précédents dans le cas commutatif~ par Teply, en [8]. 

Nous avons prouvé q_ue la conjecture de Dickson n'est pas toujours 

vérifiée. 

1 LEMME Un module semi-artinien est extension essentielle de son socle. 

Soit :E le socle du module semi-artinien · M ~ si K est une extension 

essentielle maximale de :E dans M, et si Ku eet un complément de K dans M9 

est essentiel dans est essentiel dans 

K étant un complément]o 

Si K était différent de M, M/K contiendrait un sous-module simple 

q_ue ren:c.ontrerait (donc contiendrait) le sous-module essentiel K@) Ku/K de 

étant isomorphe à K ffi K'/K , contiendrait également un sous-module 

simple~ nécessairement contenu dans :E 9 donc dans Kr donc dans K 

absurdemento 

K' = 0 , 



Il ,s 1 ensuit qu 1 u_11 anneau sur lequel les semi-simples sont injectifs est 

éclatant [Si M est un module sur un tel anneau? (M) est extension essentielle 

de son socle 9 qui est injectif, donc est égal à ce socle 9 donc est injectif 9 donc 

e$t facteur direct de M] • 

On a donc le résultat suivant g 

l PROPOSITION ~ Un anneau de Villamayor noethérien est éclatant. 

[Sur un anneau de Villamayor, les simples sont injectifs; sur un anneau 

noethérien, toute somme directe d'injectifs est un injectif]. 

Mais m1 tel anneau n'est pas nécessairement semi-artinien 9 comme nous 

a,llons le montrer maintenant. 

PROPOSITION g Pour qu 2un module noethérien M soit artin:ien 9 il faut et 

il suffit qu soit semi-artinien. 

La. condition est nécessaire 9 un module artinien étant semi-artinien., 

Elle est suffisante, la chaîne des socles d'un module l\I semi-artinien 

ne pouva"lt culminer qu O en M 0 

Ainsi 9 pour qu'un anneau de Villamayor noethérien soit semi-artinien 9 il 

faut et il suffit que ce soit u.'>'l a.IL"l'J.eau de Villamayor artinien 9 donc un anneau 

semi-simple [en tant qu 1 extension essentielle d'un socle injectif]. 

Or 9 c:e n ° est par exemple pas le cas de 1 1 anneau des polyn8mes à une 

indéterminée s;Jr un corps différentiel universel non commutatif, pour lequel nous 

suggérons 1 1 appellation di 11anneau de Cozzens". 

Un tel anneau est à idéaux: tous principaux: (donc noethérien) 9 de 

Villamayor 9 sans diviseur de zéro 9 sans Stre un corps 9 puisqu ion peut y définir 

u.11-e notion de degré possédant les propriétés habituelles g il n'est donc pas 

semi=simple [étant sans diviseur de séro~ A est indécomposable, et serait alors 

simple; l'anneau opposé serait 1 1 anneau des endomorphismes d'un module simpleg 

donc un corps],. 

Venons en maintenant au résultat suiyant g 



!
THEOREME 5o ~ Pour que tout sous-module d 1un modf1e JVI soit 

.intersection réduite de sous-modules complètement irréductibles 

de JVI 9 il faut et il suffit que JVI soit semi-arriniene 

Nécessairement, si N < JVI est intersection réduite de sous-

modules complètement irréductibles (N.). Ide M, ona 
]. J.E: 

M;N ~ D M/Ni et 9 par réduction 9 l 1image isomorphe de M/N rencontre 

les M/N. 9 donc contient au moins u_11 simple v et 
1 

M est semi-artinieno 

Inversement 9 si M est semi-artinien 9 il est extension essentielle de son 

socle Et) S. 9 et on peut représenter O comme intersection réduite de 
iE:l 

1 

compléments 

complément 

K. 
l. 

des 

K. de S. 
1 l. 

S. ( [ 5] ) • Soit 
l. ' 

S. 
l. 

un élément non nul de S. i un 
]. 

étant maximal tel que K. () S. = 0 , donc tel que 
1 J. 

s. i K. 9 est complètement irréductible. On en déduit le résultat annoncév 
J. ]. 

un quotient d'un serni-artinien étant semi-artinien 9 et l 1image réciproque 

d'un complètement irréductible étant complètement irréductibleo 

Indiquons~ pour finir 9 que les modules semi-artiniens sont ceux 

qui possèdent une _chai:ne maximale bien ordonnée de sous-modules 1 et que 

le théorème de Jordan Hèilder y est vérifié sous une forme très atténuée 

( [ 10]) 0 
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UNIVERSITE PARIS-SUD XI 

CENTRE DO ORSAY 

SEMINAIRE D1 ALGEBRE NON COMMUTATIVE. 

Conférence n ° 17 du 12 
et 19 Avril 1972 

_ I - ANNE.AUX DE FRACTIONS GENERALISES 

par Mo DJAB.ALI 

Diverses interprétations ont été données de la notion d 0anneau de frac

tions généralisé. Dans cet exposé nous reprenons 1 n interprétation de J. Lambek [5] 

en l 8 explicitant à la lumière de la thé.crie de Po .Gabriel [1] o 

Tous les anneaux considérés sont supposés unitaires. 

Soient A un anneau et E l O enveloppe inje.ctive de la structwe de 

A-module à gauche définie SUX' A (notée AA) • 

DEFINITION 1.1. i Un idéal à gauche I dè A est dit dense si ron a 

HomA(A/Ip E) = 0 • 

Cela revient à dire que si h € HomA(A,E) et si h(I) = 0. alors h(A) = O. 

On a manifestement le résultat suivant" 

PROPOSITION 1 .2. : Pour qu 0 un idéal I soit dense il faut et il suffit 

que le seul élément x de E tel que Ix = O soit l'élément nul. 

PROPOSITION 1.3 9 ~ Un idéal dense est essentiel dans A • 

Se reporter à [5] , exercice 5 9 p. 100. 

Ainsi si l 1 idéal singulier à gauche de A est nul 1 les idéaux denses 

sont tous les idéaux essentiels de A. 

Notation~ Dans la suite nous appellerons F le système des idéaux 

denses de· A • 

Avant de poursuivre, rappelons la définition suivante. 



DEFINITION 1o4h ~ Soit F un système d 0idéaux à gauche de A o On dit 

que F est topologisa.îJ.t s'il vérifie les conditions~ 

( I) si I E F et si J ::::> · I al ors J € F • 

(II) si I et J € F alors I n J E: F • 

(III) si I € F et si x € A alors 1 1idéal I ·. x = tÀ € A, Àx € Il 

appartient à F. 

Exemples g 

(I) le système des idéaux à gauche essentiels est topologisant. 

(II) si .A possède U...'î anneau de fractions (à gauche) classique alors 

le système de tous les idéaux qui contiennent un élément régulier est topologisanto 

PROPOSITION 12 59 ~ Le système des idéaux denses est topologisant. 

Pour la démonstration nous renvoyons à [5] .p. 37 et Po 960 

PROPOSITION 1 060 ~ Soit M un A-module à gauche o L O ensemble des éléments 

x de M, tels que im.."l x € F est un sous=module de M9 noté FT(M) • 

DEFINITION 1oîs g 

M est dit de F-torsion si M'= FT(M) • 

M est dit libre de F-torsion si FT(M) = 0 • 

PROPOSITION 1080 g Pour que M soit de F-torsion il faut et il suffit 

que HomA(M?E) = 0 o 

La démonstration est immédiate. 

THEOREME 12 9 o ~ Le système F est idempotent au sens de [ 1] o 

Rappelons qu Oil faut montrer que pour u..ne sui te exacte O ➔ M2 ➔ M ➔ M" ➔ 0 

on a 1 °équivalence ~ M de F=torsion <=> W et M'' de F-torsion. Ceci découle immé

diatement des définitions et de la proposition précédenteo 

COROLLAIRE g Si. M est un A-module p est libre de F-torsion. 

Notation ~ Si M est 1m A-module nous noterons MF le localisé de M 

par rapport au système topologisant et idempotent Fa 

Rappelons la construction de 

Soit le module JYI;FT(M) o Soit 

ces conditions on a~ 

On peut aussi · écrire i 

MF telle qu'elle est définie dans [ 1] o 

E( M
1
) 1 ° enveloppe injective de M

1 
o Dans 



Il est immédiat que MF est libre de F=torsiono DI autre part si M 

est libre de F;..,torsion on a Mc MF o 

Dans 1a sui.te nous noterons AF le localisé de AA o On a donc A c AF 0 

THEOREME 1010 2 ;; 

(I) .AF peut ~tre muni d 0'.lne structure d I anneau prolongeant celle 

de A o 

(II) Si M est .un A-module à gauche MF peut être muni d'une 

structure de .AF-m::Jdule à gauche prol.o:n..gea11t sa structure de 

A-moduleo 

(III) Si M et N so.nt des A=mod.ules et si h €, Hom.A (M9 N) 9 on peut 

lui faire eorrespond.re u..r1 

noté hF o 

AF hnmomorphisme de dans 

DEFINITION io11o ~ 

L I anm1au AF est appelé anneau de fractions généralisé de A o 

Le AF-module ~ est appelé module de fractions d,s M o 

Foncteur l.ocal:i.sation ;; On vérifie immédiatement que la correspondance 

et h ➔ hF définit ur.. fonct,;;rur de la catégorie des A-modules à gauche 

dans la catégorie des 'A -modules à ga:J.cheo Ce foncteur est appelé foncteur 
F 

locali.sation g il est exact à gauche mais en général il n"est pas exact (cf. [3] 

Po 26)o 

Remarques g 

(I) Pour que I soit un i.déal dense il faut et il suffit que 1 1 on 

ait 

Dans le cas où A est À, idéal singulier à gauche nul on a 

AF = E o Ce résultat est bien connu et on sait de plus que E est un anneau 

régulier o 

(III) Dans le cas où, A possède un an..neau. de fractions classique cet 

a.n..'leau peut s t i.:nterp:réter comme le localisé par rapport au système topologisant. 

(et mani.festemen.t idempctent) de tous les idéaux qui contiennent un élément régu

li.ero Le localisé dcun moduJ.e :r...0 est autre que le module dé fractionso 

SignaJ.ons que dans ce cas tout idéal qui contient un élément régulier est 

dense ( c:f" [5] 9 Po 109) o Ceci prouve que lorsqu'il existe un anneau de fractions 

classique cet anneau est contenu dans 1 i anneau de fractions généraliséo 



17 o 4o 

= II - APPLICATION AUX ANNEAUX NOETHERIENSo 

Rappelons que Lo Small a caractérisé dans [ 6] les anneaux noethériens 

(à gauche) qui possèdent un anneau de fractions classique artinien (à gauche) ~ 

il :faut et il suffit que tout élément régulier modulo le radical nilpotent soit 

régulier., Une caractérisation des anneaux noethériens (à gauche) qui possèdent 

un anneau de fractions généralisé artinien (à gauche) pourrait être la suivante ~ 

i.l faut et il suffit que tout idéal dense du quotient par le radical nilpotent 

se 11relève" en un idéal dense. Nous ne pouvons démontrer un tel résultat que dans 

le cas où le foncteur localisation est exact. Nous allons donc commencer par 

examiner des conditions pour que le foncteur localisation soit exact 9 et croi plus 

particulièrement dans le cas d 1un anneau noethérien. Signalons quand même que le 

problème a été étudié et résolu dans sa généralité par M. Hacque [ 4] et 

O. Goldmann [ 3] ,, 

DEFINITION 2.1 9 g Soit M un A-module à gauche. Si N est un sous-module 

de M nous dirons que N est "projectif sous M" si 9 quel que soit le diagramme 

S -- > R ~> 0 

où S et R sont des A-modules 9 les lignes sont exactes et cp E: HomlMvR) , 

alors i.l existe tf., E. HomA(N0 S) tel que le diagramme 

S -> R ~> 0 

soit commutatif., 

Il est clair que s I il existe un module projectif si tué entre N et M ~ 

N est projectif sous Mo 

La caractérisation classique d'un module projectif se généralise immédia

tement de la manière suivante. 



THEOREME 2 2 20 ~ Pour que N soit projectif sous M il faut et il suffit 

qu'il existe une famille x , À. E A , d I éléments de M et une famille 
À. 

qiÀ. ~ À E A d 1homomorphismes de N dans A tels que pour tout x E N 

on ait ~ 

(I) 

(II) 

<p (x) = O excepté pour un nombre fini d'indices 
À. 

x = }: <p (x)x o 

À. À. 

En particulier si M est de type fini 1 ° ensemble A peut être 

supposé fini,, 

DEFINITION 2.3" ~ Nous dirons qu 1 un anneau vérifie la condition (E) si 

pour tout idéal dense I il existe un idéal dense . J projectif sous I • 

THEOREME 2. 4., ~ Soit A un anneau,, Pour que le foncteur localisation 

défini dans la première partie soit exact, il faut et il suffit que A 

vérifie la condition (E) • 

Pour démontrer que la condition est suffisante il suffit de transcrire 

1a démonstration de [ 1] p. 4150 

Pour démontrer que la condition e:st nécessaire nous allons nous inspirer 

a.uune démonstration de Oo Goldmann" 

Soit I un idéal dense et x ~ À € A un système d.e générateurs de I ., 
i\ 

Nous pouvons donc écrire une sui te exacte L -2...> I -> 0 où L est un module 

libre de base y~ À E A avec 
À 

<pF définit une surjection de 

L étant un A-module libre est 

qi(y) = x • Le foncteur localisation étant .exact 
À À 

LF sur IF= AF. Soit y E LF tel que qiF(y) = 1 • 

libre de F-torsion. Donc L c LF. Il existe un 

idéal dense J tel que Jy c Lo En appliquant <pF à cette inclusion on voit 

que J c I "D 0 autre part J est projectif sous I • En effet si x E J xy s 1écrit 

d 0une manière unique sous la forme xy = i a y • Les applications x <pÀ > a sont 
À À. À. 

des homomorphismes et on a bien x = E <p (x)x • 
À À, 

IROPOSITION 2 25,,,,,. g Soit A un anneau noethérien à gauche vérifiant la 

condition (E) • Alors si I est un idéal dense IF= AFI. 

En effet I contient un idéal dense J projectif sous I • Comme I est 

de type fini il existe des éléments x 
1 

v x
2

, •.•• , xn de I et des homomorphismes 

qi
1

r qi2 , ···~ <pn de J dans A tels que pour tout x E J on ait 

x = <p
1 

(x)x
1
+ ••• +<pn (x)xn •. Il existe des éléments f 

1
, ••• ~fn appartenant à AF 

tels que l 1 on ait pour tout x E J g cp/x) = xf 19 ••• 9 cpn(x) = xfn(cL[5] ). 

Alors il est clair que 1-x;f .x. est annulé par J • Cela prouve que .t = r;f .x. 
J. 1 1 1 

(prop. 1.20). On a bien AF = AFI • Mais on sait que AF = IF d'où le résultat .• 



COROLLAIRE g Soit M. un A-module libre de F-torsiono .Alors g 

(r) Si X est un sous-module de M on a~ XF = Alf" o 

(II) Si Y est un sous-AF-module de ~ on a g 

Montrons la première égalité g nous savons déjà que Mc MF o Nous savons 

aussi que Alf" c (of O [1])0 Réciproquement si x € XF il existe un idéal dense 

I tel que Ix c X • Comme AFI = AF s :x € Alf" o 

Exemple g Nous allons montrer quu,m anneau noethérien (à gauche) à idéal 

singulier (à gauche) nul vérifie la cond.i tion (E) o 

Les idéaux: denses sont les idéaux essentiels. Soit n la dimension de 

Goldie (à gauche) de A (pour cette notion se reporter par exemple à [2])0 Si I 

est un idéal essentiel 9 I contient un idéal essentiel de la forme Ax
1 

@ o •. o @ Axn , 

Ax. étant coirréductible poùr tout i o Comme A est supposé à idéal singulier nul 
J. 

pour tout i 

Alors 1 ° idéal 

il existe un idéal à gauche non nul X. tel que X. n .Ann (:x:.) = 0 o 
1 l ~ l 

J = X 
1
x 

1
+o. ,+X x est ess.entiel et projectif sous I • 

. n n 

Dans toute la suite A sera un anneau noethérien à gauche. 

Notations g N sera le radic·a1 nilpotent de A • Soit G la famille des 

idéaux à gauche I qui vér:Lfient les condi ti.ons suivantes g 

(I) I::::)N o 

(II) I /N est un idéal dense de A/N o 

Nous noterons donc G la famille des idéaux denses de et les 

idéaux de G seront notés Ï ~ I parcourant Go 

Caractérisation des idéaux de G g Les résultats classiques de [2] nous 

permettent di affirmer que les idéaux de G sont tous les idéaux I contenant N 

et vérifiant 1 °une des conditions 

(I) est essentiel dans 

(II) I/N contient ux1 élément régulier de A/N o 

(III) I contient un idéal de la forme Ab+N où b est régulier modulo N. 
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PROPOSITION 2. 6. : Le système G est un système topologisant o 

Ceci découle immédiatement du fait q_ue A/N possède un anneau de frac-

tions classiq_ue à gauche (cf. [2]). 

THEOREME 2 2 7 9 ~ Soit A un anneau noethérien à gauche vérifiant la 

condition (E). Si tout idéal de G est dense alors A possède ùn 

anneau de fractions généralisé artinien (à gauche). 
p 

Supposons q_ue 1 1 on ait N -f. O , NP+1 = O • Considérons la suite 

locali-

sation étant exact nous avons , etc ••• 

Le résultat découle du lemme suivant. 

LEMME i Soit M un A-module à gauche de type fini tel q_ue NM = 0. 

Alors MF est un AF-module à gauche artinien. 

Comme les hypothèses sont également vérifiées par M/Fr(M) nous pouvons 

supposer q_ue M est libre de F-torsion. Or nous pouvons munir M d 0une struc

ture de A-module à gauche en posant ~x = xx 9 'vx € .M, V>., € A G est l 1image 

canonique de À dans A/N). Cette structure sera notée AM. Avec l'hypothèse 

faite AM est libre de G=torsion. D1après le théorème de .Goldie [2] A possède 

un anneau de fractions classiq_ue semi-simple que nous notons A- parce que c O est 
G 

aussi 1°anneau de fractions généralisé de A o Nous pouvons dans ces conditions 

former le module de fractions de AM i ce module sera noté • On a M c J.t • 
Puisque AM est visiblement de type fini MG es.t un Ai;'"''module artinien. 

Considérons mai.ntenant MF o On a aussi M c MF o Considérons une sui te 

décroissante de sous-modules du AF-module MF P Y 
1 

:::, Y
2 

·:::, o"" :::, Yn :::, • o o Nous 

savons que = (y n 'M)F , 'ïf n (corollaire de la P.ro:p. 2o5o). Or X = Y n M n · n n 

est clairement un sous-A-module de AM. La suite décroissante des soüs-modules 

A-X de 
G n 

on ait : 

I € G 

est stationnaireo Il existe donc un entier n tel que pour n ~ n 
0 0 

X cl-X. Cela revient à écrire que pour tout 
n G n 

x € X P il existe n 
0 

tel que Ï:x: c X 
n 

o Mais ceci revient à écrire 9 en considérant cette 

fois-ci les structures 
0 

de A-modules Ix c X • Comme par hypothèse I est n 
0 



dense nous en déduisons que x € (Xn )F • Nous voyons donc que la sui te des (xn)F 

est stati.onnaire r ce qui prouve bien °1e résultat annoncé, 

PROPOSITION 2280 gPour que 1°on ait G c F il faut et il suffit que 

1 1 annulateur à droite dans A de tout élément de G soit nul. 

D0après la proposition 2.6ov l 1ensemble des x € E tels que l\nn x E G 

est un sous-module de E. Dire que ce sous-module est nul revient à dire que sa 

trace sur A est nulle. 

Nous ayons YU que tout idéal de G contient un idéal de la forme Ab+N 

avec b régulier mod:ulo N • Donc si tout élément régulier modulo N est régulier 

à gauche nous sommes surs que G c F. En particulier nous pouvons énoncer; 

PROPOSITION 2.92 ~ Soit A un anneau noethérien à gauche vérifiant 

la condition (E). Si A possède un anneau de fractions classique arti

nien à gauche 9 alors 1 ° anneau de fractions généralisé de A est 

artinien à gauche. 

THEOREME 2. 102 ~ Supposons que 1 Q anneau de fractions généralisé de A 

soit artinien à gauche. l\lors tout idéal de G est dense. 

Il suffit de montrer que tout idéal de la forme Ab+:N 9 b régulier 

mod.ulo N 9 est dense. Ceci revient à dire que (Ab+N)F = AF • La sui te décrois

sante des idéaux AFbn est stationnaire. Il existe donc un entier r tel que 

br € AFhr+ 1 
9 c I est-à-dire que 1' on peut écrire u.,.~e égalité de la forme br = xbr+ 1, 

:x: € AF • Ainsi i ( î-xb )br = 0 • Montrons qu:e 1-xb € NF • Il exi.ste un idéal dense 

I tel que I( 1-xb) c A • Mais r( 1-xb)br = 0 ce qui prouYe que I( 1-xb) € N ~ 

Nous en concluons bien que (1-xb) € NF. Alors AF = AFb+NF. Il est immédiat 

que AFb+NF c (Ab+N)F o Le rés.ultat annoncé est démontré. 

Remarque g Le théorème 2.10. est vrai même si la condition (E) n°est 

pas vérifiée. 

Exemple ~ Nous allons donner u.,.~ exemple d I application du théorème 2. 7. 

Nous voulons un exemple où la condition (E) nuest pas vérifiée de manière éyidente., 

il nous faut donc considérer un exemple d. 1 anneau qui n'est pas à idéal siri..gulier 

nul et où l'anneau de fractions généralisé n'est pas également un anneau de frac

tions classique. 

Soit T 1ta.rmeau des matrices de la forme 



T est un anneau commutatif v uni taire et noethérien. Le radical nilpotent N( T) 

est constitué par toutes les matrices pour lesquelles a= 0. N(T) est de carré 

nul. N(T) est aussi l 1idéal singulier de T. Tous les éléments qui n'appa.r-

tiennent pas à N(T) sont réguliers. T possède un anneau de fractions classique 

artinien F(T) qui est l'ensemble de toutes les matrices de la forme 

où a et~ E ~. Il est facile de voir que 
(: ~) ' 

F(T) est aussi 1 'enveloppe injective 

de T. 

Soit maintenant A 1ianneau de toutes les matrices de la forme 

a 0b et d ET. A est un anneau unitaire et noethérien (à gauche et à 
(: :) 

où droite). 

Son radical nilpotent N est 1 u ensemble de toutes les matrices pour lesquelles 

a et d € N(T) • N est aussi 1°idéal singulier (à gauche) de A. On voit facile-

ment que A possède un anneau de fractions classique (à gauche et à droite) qui 

est l O anneau de toutes les matrices de la forme (: :) où a,b et d E F(T) • 

Cet anneau est artinien (à gauche et à droite). 

d 1 
n Nous {a

0

oud:)pr
0

u~posa~nb~cde
0

tmdontEreFr(Tq)ue lt
0 

a.11n

1
• eau E ddeftoutt~s les, m:trali~e~ 

e a r orme ~ , , es . "anneau e rac 1.ons gener 1se 

de A • Montrons d 9 abord que E est 1 1 enveloppe injective de AA • Il est immé-

diat que E est une extension essentielle de A " suffit donc de montrer que 

c'est u.u A-module à gauche injectif ~ pour cel.a montrons qu 0 il satisfait au 

critère de Baer. Soit I un idéal à gauche de A et soit f un A-homomorphisme 

de I da."1.s E " Définissons u..r1 idéal à gauche X de T de la manière suiïfante ~ 

pour que b € X il faut et il suffit que 

fo 1\ /o b) - /o 0
) nous en déduisons que \2 o) \o o - \o o 

€ I o Si nous remarquons que 

f G !) est de la forme 

(: 1 :, .l\lors les applications b ..., a
1 

et b ..., o:.
2 

sont des T-homomorphismes 

de X dans F(T) • Comme F(T) est l'enveloppe injective de T nous pouvons 

tels que 1 1 0n ait pour affirmer qu 9il existe deux éléments x
1 

et x
2 

de F(T) 

tout b € X 9 0:0
1 

= bx
1

, œ
2 

= bx
2 

• Maintenant soit :x = 

conque de I • En le multipliant à gauche successivement 

(: !) un élément quel-

(ao bo) et (oo do) nous voyons que ~ \'. 

(~ ' C fJ = (: ~) ~ f(~ ~) 

par G ~) et 

sont des éléments de I. Puisque 

est de la forme f o O 
\ • Puisque 

~1 fp2) 

G ~) 



(~ ~ (~ ~) = (~ ~) 

maintenant f fa b\ o On a 
· \_o o) 

(ro1 yo· ~ de la f orme ~ } • Définissons un idéal à gauche 

on voit que~ ~
1 

= dx
1 

, ~2 = dx
2 

G ~) (: !) = (: !) 
y de 

Considérons 

est de 

T de la manière 

sui va.rite ~ pour que a € Y il faut et il suffit qu Oil existe b € -T tel que 

(: :) € I. Supposons que 
. (: :) et (a b) appartiennent à I ~ il en 

., Cl o o 
est alors de même pour 

0 0 t;i; ·~· (;1 y' .. 
Posons f ._ . .- .·· = · et 

1 a égalité ~ :(Y 1 y 2-y 2\ = /( b-b v )x 1 ( b-ob i )x~ • 
\o o} \o / 

(~ ~b) 

f ~ ~) = (:1 :~ 0 Nous av ons 

est que Y -bx 
1 1 

et a. Il est _immédiat que les 

sont de.s A-homomorphismes de Y dans F( T) o 

Donc il existe des é .léments y 1 et y 2 de F(T) tels que · v -bx 
0 1 . 1 

En rassemblant tous les résultats obtenus nous voyons que g 

= 

Le critère de Baer est d one bien vérifié. 

Recherchons maintenant les idéaux denses de A • Un tel idéal I possède 

-(ai bi) u..r1 nombre fini. de générateurs g 190 0 0 9gn 9 ave c gi -
0 

d. • Nous devons 
J. 

écrire que da.n.s E , tî Annd(gi) = 0 o Remarquons d r abord . que si tous les ai 

appartiennent à N(T) on a Ix = 0 pour tout élément X de la forme G ~) p 

a: ( N( T) o Nous devons donc supposer que 1 °un au moins des a . p disons a , est 
J. 1 

un élément régulier de T • Remarquons que si I est monogène 9 g · do i t être 
1 

régulier g l 1idéal dense Ag 
1 

est alors projectif O Supposons maintenant que I 

ait au moins deux générateurs. Posons 
b1 
- = k ' 
a1 

allons montrer que pour que l ' idéal I soit dense 9 il faut et il suffit que 1 °un au 

moins des éléments e
2 9 •• • , en soit régulier. 



En effet soit f = Ç 
Nous avons alors a

1
(x+ky) = 0 

un élément tel que g f = g2f = •• 0 = g f = o. 
1 n 

= 0, a (x+ky) + e y= 0. 
n n 

Comme 

est supposé régulier x+ky ·= 0 d I où = e y= 0. Si l'un au moins 
n 

des e
2

, ..• ,en est régulier nous avons y= 0 d'où x = 0 et pour les mêmes 

raisons x O = y O = O .; Donc I est dense. Si e
2

, •• " ,en appartiennent à N( T) 

nous pouvons trouver un élément f ~O. Il suffit de prendre pour y un élément 

non nul de N(T) , x = -ky et x 1 = y 1 = 0. 

Supposons que l'on ait e2 régulier. I contient les éléments 

g' = 
1 

(:
1 :aj et g' 

2 = c2 k:2+•, • Considérons l 1 idéal J = Îlgl+.Agl 
1 2 

• Cet 

idéal est dense; nous allons montrer qu'il est projectif. On a d 0abord 

Jig 1 () 1ig2 = 0 .• En effet si 9 nous 

Donc h
1
g 1 = h

2
g2 = 0 

X = c~ f) (: 1 :a J 
JVlaintenant montrons que 1ig1 est projectif. En effet 

s'écrit aussi x = (~ ~), (:
1 

:•~ , L'élément • est 

déterminé de manière unique par x puisque a
1 

est régulier. De plus 1 1 appli-

cation x ➔ çp1 (x) = (~ ~) est un A-homomorphisme de 

raisons analogues .Ag2 est pr.ojectif. 

.Ag 1 
1 

dans A • Pour des 

Nous venons de voir que tout idéal dense contient un idéal dense pro

jectif. Ainsi la condition (E) e.st bien vérifiée. Puisque A possède un anneau 

de fractions classique artinien son anneau de fractions généralisé est également 

artinien (Prop. 2.9.). On voit facilement que cet anneau est E. 
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ANNEAUX TELS QUE TOUT MODULE A GAUCHE 

INJECTIF SOIT PLAT 

DI après T. WÜRFEL 

par R. DESQ 

i • ANNEAUX PRESQUE COHERENTS,, 

NOTATION : Si M est un A-module à gauche, si N est un sous-module de M , 

si :x: € M ~ on pose ( N~x:) = { a € Aj a.x E N} • 

Notation analogue pour les modul'es à droite. 

RAPPEL g .[8] Soit I une enveloppe injective de A.A~ un idéal à droite 

D de A est dit :rationnel si 9 Hom A (A/D 9 I) = 0 , ce qui équivaut à 9 

O /: a1 € A ·~ a2 € A => a/ O~a2) ,/, O • 

DEFINITION ~ [5] Un sous-module N d fun module à droite M est dense dans 

M si Hom A ( M/N'QI) = 0 • 

Ceci équivaut à la condition g Vx: E M , (Ntx) est un idéal rationnel. En 

effet 9 si D = (Na) est rationnel et si q:i € Hom.A (M9 I) est tel que <p(N) .= O , 

on a cp(x)D = 0 d I où qi(x) = 0 9 <p = 0 ,, Inversement, supposons Hom(M/N'I) = 0 

et soit 1::,. = (N~x) • Si (!> E Hom.A (A,I) est tel qu:e (j>(t.) = 0 , on peut définir 

cp ~ N+.Ax ➔ I par cp(n+ax) = (!>(a) , on peut prolonger cp à M , on aurai.t rp(N) = 0 

donc cp = 0 1 (!> = 0 • 

DEFINITIONS g [5] 
- Un module M est presque de type fini (ptf) si M contient un sous-module 

dense de type fini. 



= Un module M est presque de présentation finie (ppf) s'il existe une 

suite exacte O ➔ K ➔ F ➔ M--+ 0 avec F libre de type fini et K ptf o 

PROPOSITION_h,L_ [5] ~ Soit O ➔ K ➔ M ➔ N ➔ 0 une suite exacte 

a) Si M est ptf 1 N est ptf O 

b) Si K et N sont ptf g M est ptfo 

c) Si M est ptf et si N est ppf alors K est ptL 

NOTATION g M* = Hom A (MvAL CMi M ➔ M** désigne 1 8homomorphisme canonique o 

PROPOS,TION 1 o2o g Si P e-st un A-module à gauche de présentation finie. il 

existe u.~e suite exacte 

(1) o ➔ P* ➔ F- u ➔ o 
où F est libre de type fini et U contenu dans un module libreo 

Inversement 2 si U est un sous-module ,de type fini d 2un module à .droite 

libre 2 il existe une sui te exacte ( 1) avec P de présentation finie et 

F libre de type finio 

Si P est de présentation finieD on a une suite exacte 

avec L libre de type fini O DO où g 

t t 
0-+ P* l L* u H* 

- 0 

Si 
t 

U = Im u, on a U c H* 9 mais H est de type fini 9 donc il existe 

u.n.e suite exacte 
m .A _,,H_,, 0, d'où U est bien contenu dans 

Inversement 9 U étant de type fini on peut considérer le diagramme 

L 

pl 
0 

i >U~> Am 

i 
0 

où. L est libre de type finio Soit . L m cp = J. o pi _,, A ; on a 

:pm(x)) avec pour 1 ~ i ~ m cp. € L* • So:it M le sous-module de L* engendré 
J. 

par. et soit 0 _,, Ml L* ! Q ➔ 0 9 Q = L*/M est de présentation finié. 



t 
0 ➔ Q* ! L**; c

1
iL ➔ L** est un isomor:phi.sme, 

Posons 

< ) i(m.) = 0 
'1 

c
1

(x) = x, Ou a x € Ker p <-> ~i.(x) = o 

v 1 ~ i ~ m <=> i(JVI) = 0 <=> x € ts(Q*) 

Ker p = c-1 o ts(Q*) :::! L . Q* 0 

pour 

o Donc 

THEOREME j 9 39 g Pour un anneau A les propriétés suivantes sont 

équivalentes g 

1) Tout sous-module de type fini d 0un module à droite libre est 

2) Pour tout module à droite libre F 2 Eour tout sous.,..module p 

fini de F 9 pour tout X € F V (P~x) est ptf O 

ppL 

de type 

3) Pour tout :module à droite M de présentation finie et pour tout x € M, 

( Oix) est ptfo 

4) Pour tout x € A 2 1 1 annulateur à droite de x est ptf et 1 1intersec

tion de deux sous-modules de type fini d 1un module à droite libre est ptL 

5) Le dual de tout module à gauche de présentation fi.nie est ptf • 

. 2 <=> 3 Ou peut supposer F de type fini 9 la sui te exacte 

O ➔ P - F !. M ➔ O montre que (O:v(x)) = (P~x) • 

1 => 5 D'après la proposition 1o2,, on a g 

U est de type fini et contenu dans un libre donc ppf , alors P* est pt:f 

(propo L 1,e)o 

5 => 1 Rés.ul te immédiatement de la proposition h 2 o 

DEFINITION; Un anneau A est dit presque cohérent à droite s 1il vérifie 

1 1 u:ne des conditions équivalentes du théorème î 0 30 

P.roblème g Peut-on 9 dans le théorème 1 o 3., remplacer 

idéal à droite de type fini est ppfo 

par 11 Tout 



2 o MODULES PURS. 

DEFINITION : Soit M un :module à gauche, un sous-module M' de M est 

pur dans M si, pour tout module à droite E la suit.e 

0-+ E 12) M' -+ E •G;o M est exacte. 

PROPOSITION 22 19 [4,1] ~ M' est pur dans M si et seulement si tout 

p j 
E a.x. = m! , 1 ,$. i $, n , 

. 1.J J. 
J=1 

système fini d'èquations j 
a. € A 9 

J. 

admettant des solutions dans M, admet des solutions dans M1 • 

DEFINITION : Une suite e]s;acte O-+ M' .:!¾ M ! M" -+ 0 est pure si u(M') 

est pur dans M o 

PROPOSITION 2.2 9 ~ Soit O-+ W -+ M-+ M" -+ 0 une suite exacte. 

- Si M" est plat, cette suite est pure. 

Lnversement 2 si cette suite est pure et si M est libre~ Mn est plat. 

Il suffit de considérer la sui te exacte 

THEOREME 2 9 32 [ 6} : Soit une suite exacte U V 
0 -+ M 9 

- M - M11 
- 0 • Cette 

suite est pure si et seulement si pour tout module de présentat~on finie 

E la sui te O - Hom(E~M') ....,. Hom(E,M) - Hom(E,M'') - 0 est exacte. 

Supposons la sui te pure o Soit une sui te exacte O - K S F i _,.. E - O avec 

F libre de base· (f.) 1 ~ j ~ni K dé type fini engendré par 
J 

j 
K. = :E a. f. , 

1 . J. J 
J 

1 ~ i $, p , et soit rp € Hom(E,M11
) • F étant projectif on peut construire un 

diagramme commutatif 

0-> K ~> F .JL_> E --> 0 

ln l<v 1~ 
0-> M1 ~>M _:;_> Mn-> 0 

Posons mJ_ = fJ (ki) ; u(m;_) = ·~ ai qi(fJ.) , u(M 1 ) étant pur dans M , il existe 
. J . 

(prop. 2.10) x~ E M1 
, î ~ j .$ n , tels que m! = r: a~x' .• Soit a:F- M1 

J J. j 1. J 

définie par a( f . ) = X 1
, , 

J J 
(qi-uo)(a(k.)) = 0 donc il existe ~zE - M, tel que 

l. 



qi = u,a+,;~ 9 V<J; = vua+v,;~ du où cpB = V-r;~ 0 B étant surjectif cp = v,; la sui te 

des Hom est bien exacte. 

u(m!) 
J., 

K le 

Inversement 9 supposons la sui te d.e.s Hom exacte. Soit un système 

j 
= r: a.m. 9 

j 
1. J 

sous=module 

= m .• 
J 

m! € Mu 
l. 

de F 

j 
9 m. E M 9 a. E: A o Prenons F libre de base f. 9 J 1, J 

j 
engend.ré par I: a. f. 9 E = F/K , (!Jt F ..,,. M définie par 

j 1 .J 

<li/K appl:ig_ue K dans u(W) donc il existe riiK...., M' avec (!la = uri 9 

vq;a = 0 9 don.c on peut construire le d.iagramme ( 1) • 

La suite des Hom étant exacte, il existe 't: E ➔ M avec v,; = cp 

un= qia = ,;~a+uaa = uaa, u étant injectif n = aa 9 

u(m!) = qia:( I: a~f.) = uocx( I: a~:f.) 
1 . 1J . 1,J 

J J 

donc u(W) est pur dans M ( pro p. L L) o 

MODULES ABSOLUMENT PURS, 

DEFINITION g Un A-module M est absolument pur 

de présentation finie E 9 Ext1(E~M) = 0 • 

Qri obtient facile.ment la ! 

pour tout A-module 

PROPOSITION 2s42 _~ Soit M un module 9 les propriétés suivantes sont 

ég_uivalentes g 

1) M est absolument pur. 

2) Si G est un sous-module de type fini d vun module projectif F 2 tout 

homomorphisme de G dans M peut être prolongé en un homomorphisme 

de F dans M ., 

3) Toute suite exacte O ➔ M..,,. W ..,,. M" ..,,. 0 est pure. 

4) Il existe une sui te pure O ..,,. M ...., M' _.. M" _.. O avec M' absolument 

De 2 on déduit g_u'u..,ne somme directe M = (f) M. est un module absolument 
iEI 1. 



pur si et seulement si chaque M. est ab.solument pur o 
]. 

Remarque ~ Si L est un A-module à gauche 9 notons 1 ° le A-module à 

droite Homz(L9 Q/z) alors [2 9 Po 120]0 

( Tor /E~M) o z:: Ext \EvM 0 ) 

donc M plat <=> M0 absolument puro 

PROPOSITION 2 2 5 9 ~ A est absolument pur à droite si et seulement si pour 

tout module à gauche P de présentation finie 1 1 application canonique Cf 

de P dans son bidual est injective, 

Supposons A absolument pur à droite 9 soit une suite exacte 

O ➔ K ]: F ! ➔ P ➔ O avec F libre de type fini 

t t t 
0 - pis. ! F* ~ U-► 0 ; U = Im u 9 cp(x*) = u(:x:*) 

0 ➔ U j K* 

On en déduit le diagramme commutatif 
t tt 

0 ➔ U* 5e F** -► v P** 

P-► 0 

avec C t. C = J o K 

Si P est de présentation finie 9 K est de type fini, donc il existe une 
. t 

sui te exacte L _g K ➔ O avec L libre de type fini, U .d K* _g 1* 

j 
t 

p sont des applications injectives 9 comme AA est absolument pur, a.naprès 

t(t ·) la proposition 2o4~ ~ p o J est surjective. 

Le diagramme 

tt t. 
L** = 

p 
> K**· J > U* 

ÎCL îc/ 
L 

p 
> 0 K. > 

montre que C est surjectif 9 donc CP est injectif, 



Inversement, pour montrer que AA est absolument pur il suffit de montrer 

que si U est un sous-module de type fini de Am, tout élément 
A 

u* E: U* se 

prolonge en un élément de (A:)* o 

Considérons les notations de la démonstration de la proposition 1 o2. 

0->M r V 
Q -:---> 0 L > L*-> 

pl 0-> Q*~> L 
p U-> 0 

i > 
0 >U-,> Arn 

l 
r s Q-> 0 0-> M --> L*-> 

1 

l1L* t lcQ 
1 :r 

0 e 
w 

0-> U*------> L**~> Q** 

y existe car 
t t ç; o r = CQ o s o r = 0 , lm r c Im p o Par hypothèse 

injectif, d.ono y est surjectif. 

Si u* E U* ~ il existe a. E: A avec 
l. 

-1. t 
1;=C

1 
o 1 

Y= (yîpoo,Ym) t U on a Y= p(x) i(y) = (cp/xLooo~'J\n(x)) 9 et 

t m 
u*(y) = (u* o p)(x) = p(u*)(x) = ( I'. a,<p. )(x) = i: o Donc u* = 4;'/U avec 

• J. l. ..; 
l=1 ,... 

(!>iAm - A défi.ni par 4;(x
1 
~.o. 9:x: ) = I: a.x .• 

fil • J. l 
l. 

j'lj:EOREME 2 9 69 (7] & Soit A un anneau, il y a équivalence des ;p;ropriétés g 

a) Tout A-module à gauche est absolument pur. 

b) A est régulier au sens de Von Neumann. 

c) Tout A=mo<l.ule à gauche est plat. 

d) Tout i.déal à. gauche cyclique est absolument pur. 

d => b • Soit x E: A 9 Ax. est pur dans A , donc (prop. 2 •. 1 o) de 

1°égalité x = x1 on en déduit 1~existence de y= ax E Ax. tel que x = xy = xax. 

a => d • Evident. 

b <=> c. Connu. 

C =) a o Proposi.ti.on 2o2o et proposition 2o4o 



THEOREME 2o7o [13] ~ Pour un anneau A les conditions suivantes sont 

équivalentes ~ 

a) A est semi-héréditaire à gaucheo 

b) Tout sous-module de type fini d 0un module projectif est projectif o 

c) Tout quotient d 0un module absolument pur est absolument puro 

a <=> b . [2] o 

b => c O Considérons le diagramme 

p <-a- pu <-- 0 

lf 
Q --1-> Q' .--> 0 

où P est projectif, P' de type fini 0 Q absolument puro Comme P' est projectifv 

il existe yg pu ...... Q , tel que 

o~P--+ Q tel que oa = y , donc 

~ 0 y = f , d 0 après la proposition 2.40(2) il existe 

(~o)cx = f et Q 0 est absolument puro 

c => b o Considérons le m~me diagramme mais supposons· Q injectif, alorsP 

par hypothèse 9 Q 0 est absolument pur, donc il existe cp~P-:+ Q' tel que cpcx = f • 

Comme P est projectif, il existe 1.µ~ P ...... Q tel que ~'-V = cp a Alors ~(cµa) = f et 

pu est projectif [2] o 

i € I 

THEOREME 2 2 8 9 [13] g A est noethéri.en à gauche si et seulement si tout 

module à gauche absolument pur est injectifo 

Si A est noethérien 9 tout module absolument pur est injectif (propo 2o4.)o 

Si A nuest pas noethérienp il existe une famille de modules injectifs 9 M.' ]. 

tels que M = © M. 
. I i J.€ 

ne soit pas injectif, alors que M est absolument pur. 

3o THEOREME PRINCIPALo 

THEOREME '3o 1 o ~ Pour un anneau A les propriétés suivantes sont éq_uivalentes 

1) Tout A-module à gauche injectif est plato 

11
) Tout A-module à gauche absolument pur est plat. 

2) Tout A-module à gauche de présentation finie est contenu dans un 

module libreo 

2°) Tout A-module à gauche de présentation finie est contenu dans un 

module plat 0 

3) A est absolument pur à droite et presque cohérent à droite. 



1 8 => 1 i> 2 1 
o Elrident a 

2 1 => 2" Soient P u.ri module à gauche de présentation finie, f une injec-

tion de P dans un module plat X a Soit une sui te exacte O ➔ K ➔ F ~ X ➔ 0 où F 

est 1ibreo Cette suite est pure (propo 2a2 0 ) donc (Th. 2.30) la suite 

Hom(P9 F) ➔ Hom(P,X) ..... 0 est exacte 0 il existe h:::P ..... F tel que g .o h = f , 

f étant injectif? h est injectif. 

2 => 1 r • Soient X un module à gauche absolument pur et O ..... K ..... F ➔ X ➔ 0 

u.,.YJ.e sui te exacte avec F libre. 

Soient P uxi modul.e de présentation finie et f € HomA ( P9X) 0 d I après 1 'hypo

thèse il existe une suite exacte O ➔ pl L .où L est libre. 

X étant absolument pur (pro p. 2o4) f se prolonge en f 1 de . L dans X , 

mais L étant projectif f 
1 

se factorise à travers F • 

La suite O _,. K ➔ F ..... X ..... 0 est pure (th. 2.3.) et X 

3 => 2 0 Soit P un module à gauche de présentation finie P A étant presque 

cohérent à droite ( th., 1. :;. ) i.1 existe un module lVi engendré par f 
1

, •• " 9 f 
2 

dense 

dans P* " 

t f P . Ar d ?.;:>• • Soi . g _,,, .i:;. e,.uue par 

r 
= (1 Ker fi CP étant injectif 

1=1 
L'idéal. D = (M~g) est rationnel, 

f(x) = (f
1
(x) 9 ooqf/x)),, Soit O-/. x € Ker f 

(prop,, 2.5,) il existe g € pi.·· avec g(x) ,j:. 0 

g(x)D = 0 car gD c M , donc g(x) = 0 1 cette 

contradiction montre que f injective. 

2 => 3. Si P est un module à gauche de présentation finiev P est contenu 

dans un libre donc .CP est injectif et A est absolument pur à droite (prop. 2.5.) .. 

Soit . V un sous-module de type fini de P* et une sui te exacte 

Li P _,,, O où L est libre de type finL Si üV _,,, P* ; j = tp o i , est une appli

cation injective de V dans L* 9 comme AA est absolument pur (prop 0 2.4.) 

t . est surjectif. Le d.iagramme : 
,J 



montre que est surjectifo 

r 
Comme Pc Ar~ il existe f

1
,o •• ,f

2 
€ ~ tels que {') Ker fk = 0 o Soit 

k=1 

U = E fkA alors dU est injectif (dU(x) = 0 => x(fk) = 0 => x € n Ker fk) o 

u C V C P* i V étant de type P on a le diagramme 

du est un isomorphisme, dV est surjectif 9 .donc l'application V* ➔ U* est un 

isomorphismeo La suite exacte O ➔ U _,,V_,, v/u _,, O donne O _,, (V/U)* _,,V* ➔ U* , 

donc ( V/U)* = 0 , on en déduit que U dense dans P* o En effet, autrement il 

existerait o-f= cp € HomA(P*/U9 E(AA)) ~ soient a€ A t"IIm c:p, v+U € c:p-1(a) ,·1a 

restriction c:p' de c:p à U+aA/U serait un élément non nul de (v/U)* avec 

V = U+aA o 

LEMME ~ Si A est absolument pur à gauche~ tout module .à droite ppf est 

de présentation finie. En particulier A est cohérent à droite si et seu

lement si A est p-cohérent à droite o 

Soit une suite exacte de modules à droite; 

O _,, U _,, F _,, X _,, 0 , avec F libre de type fini , 

U ptf , soit V un sous-module dense dans U , de type fini 

0 _,, V ➔ F ➔ Y = F/V ..... 0 

Y est de présentation finie, donc (prop. 2.5,,) ClY...,,Y** est injectif. Si U/V 

était /:, O ~ il existerait qi· € Y* avec cp(U/V) -1= O , ce qui contredit V dense 

dans U o 



COROLLAIRE : Pour un anneau A les pr.opositions suivantes sont équivalentes 

1) Tout A-module à gauche ou à droite injectif [resp. absolument pur J 
est plat. 

2) Tout A-module à gauche ou à droite de présentation finie est contenu dans 

un module libre [resp. plat J. 
3) A est absolument pur et cohérent à gauche et à droite. 

Remarque ~ On peut préciser certaines propbsi tions : 

PROPOSITION 1.2. Si P est un A-modU::..e à gauche ppf, il existe une suite 

exacte O ➔ Plf-➔ F + U ➔ O avec F libre tf , U contenu dans un libre. 

Dans la démonstration de la proposition il faut écrire H ptf , soit H' tf 

dense dans H , alors O ➔ H1 ➔ H ➔ H/H 0 .- 0 donne O--+ (H/IP )*--+ H* .- H'* mais 

Hom(H/H0 
9 I) ::;:; 0 , donc 

(H/H' )* = 0 , O _,, H* ➔ H1 * est exacte et U est contenu dans un libre. 

COROLLAIRE DU THEOREME 1.3. : Si A est presque cohérent à droite le dual de 

tout module à gauche ppf est ptf. 

La démonstration 1 => 5 du théorème 1.3. donne bien ce résultat • 

. COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 2.5. : Si A est absolument pur à droite pour 

tout module à gauche P ppf 2 1 1application CF:p.- Plf-* est injective. 

On complète la démonstration de cette proposition comme pour la PJ'.'.OP. 1 .2. en 

écrivant que O--+ K* ➔ K' * est exacte où. K' est tf et dense dans K • 

COROLLAIRE DU THEOREME 3~ 1. : Si A· est absolument pur à droite et presque 

cohérent à droite tout A-module à gauche ppf- est contenu dans un module 

libre. 

Il suffit d.e reprendre la démonstration de 3 => 2 du th. 3.1. en utilisant 

les remarques précédentes. 
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Pour motiver l 1 exposé suivantv commençons par un exemple. Si Z est l'anneau 

des entiers et p un nombre premier, nous avons les immersions 

"' Z-+ Zp ➔ Zp. 

Ici la première flèche signifie "localisation par rapport à p" , où Zp est 

1 1 anneau local de fractions de Z associé à p " On peut le considérer comme 

étant l~anneau des nombres rationnels avec dénominateurs non divisibles par p, 

ou comme étant limite directe 

où (n) = nZ est 1 1 idéal principal engendré par n , n parcourant tous ies 

entiers positifs non divisibles par p • La deuxième flèche signifie "complétion 

'[)=adique", Zp étant la complétion de Zp (par hasard c O est aussi la complétion 

de z) dans la topologie p-adique. On connaît " Zp aussi comme étant l'anneau 

des entiers :p,,-adiques, et nous pouvons décrire cet anneau comme limite inverse 

est 1 1 idéal principal engendré par k p , k parcourant tous les 

nombres naturels. 

On dit en algèbre commutative qu 0 il faut d 0 abord localiser et compléter 

ensuite. Donc il n I est pas surprenant que 1 ° on puisse décrire la combinaison des 

deux opérations par une méthode simple. 

En fait 9 considérons le groupe de Prüf er 

z/(p
00

). = 11m{z/(pk)lk >,, O} • 

C0 est la m~me chose que Q(p)/z, où Q(p) est le groupe de tous les.rationnels 

qui sont puissances de p ~ C1 est aussi Penveloppe injective de z/(p) 0 .Alors 

Zp est l 1anneau des. endomorphismes de groupe de Prüfer z/(p
00

) " 

Nous voulons généraliser ce résultat dans deux directions. D 1 abord 9 au lieu 

de Z nous désirons considérer un anneau a.rbi traire associatif avec élément. 

uni té. Le cas où R est commutatif noethérien a été considéré par Matliso 

Deuxièmement., au lieu de localiser par rapport à un idéal premier, nous voulons 

discuter une méthode plus générale de localisation. 



§ 1 o LA LOCALISATION ASSOCIEE A UN INJECTIF 9 

A un nombre premier p on peut associer un certain nombre d I objets 

( 1 ) 1 1 idéal premier (p) = pZ 9 

(2) 1 1 ensemble multiplicatif z-(p) 9 

( 3) le filtre d 1 idéaux { (n) j p/n} , 

(4) le module injectif z/( p=) 0 

La localisation associée à un idéal premier, et v plus généralement? à un 

ensemble multipli.catif 9 est u.YJ. procédé classique bien donnu dans le cas des 

anneaux commutatifso Bourbaki et Gabriel -ont considéré la localisation par rapport 

à certains filtres d'idéaux à droite. La localisation associée aux injectifs fut 

introduite par Fi:ndlay et Pauteuro (Les arguments utilisés dans la situation 

spéciale considérée s I appliquent dans un cas général) o Ces deux méthodes sont équi

val.entes 9 ainsi que la méthode des radicaux de torsion (Gabriel 9 Maranda, Gold:man) o 

De plus 9 on peut exprimer ces résultats dans le langage des théories de torsion. 

Décrivons la localisation par rapport à un injectif. Soit I un module 

injectif d.on_11é. ( Tous modules considérés sont des R-modules à droite) o On appelle 

un module module de torsion (par rapport à I) si Ho7l(A 9 I) = 0 o On dit que 

A est sans torsion s iil est isomorphe à un sous-module de Irx pour un certain 

nombre cardinal a " On dit que A est divisible si I(A)/ A est sans torsion. 

Ici 9 et il en sera toujours ainsi dans cet exposé 9 I(A) est l"enveloppe injec

tive de A o 

On peut faire des objections à 1°utilisation des injectifs, parce qu'ils 

sont trop grands. En fait 9 toute 1'i.nformati.on sur un injectif I est contenue 

dans chaque sous-module essentiel de I ~ Soit I = I(M) v l'enveloppe injective 

d.e M , alors A est module de torsion si et seulement si 

u V .L 3 a.r=O va f A OF m f M r ER 

Un module A est divisible si et seulement si pour tout idéal à droite D tel 

que R/D est de torsion on a 

\#f € Ho7l (D 
0
A) 3a f A Vd E D f(d) ;, açj. ·? 

Retenons les injectifs pour faire 1 ° exposé aussi bref que possible. 



On voit facilement que tout module A a un seul sous-module T(A) , qu'on 

appelle le sous ... module de torsion de A , tel que T(A) est de torsion et A/T(A) 

est sans torsion., En fait 

En posant g 

T(I(A)/A) = D(A)/A 0 

où As D(A) s I(A) l)- nous obtenons 1 1 enveloppe divisible D(A) de A " D n ° est 

pas un foncteur 9 mais la restriction de D aux modules sans torsion est un fonc

teur O et nous obtenons un foncteur Q 9 qu u on appelle localisation ( par rapport 

à I) 0 défini pour les objets par 

Q(A) = D(A/T(A)) o 

En fait 0 l'inclusion 

{ module sans torsion} ..... Mod. R 

a. 1 'adjoint à gauche A ......, A/T(A) 9 et 1 °inclusion 

{modules divisibles sans torsion} ..... {modules sans torsion} 

a 1 °adjoint à gauche B 1-+ D(B) o Alors le composé des deux adjoints A ~ Q(A) 

nous donne P adjoint à gauche de l 'inclusi.on 

{ modules divisibles sans torsion} ..... Mod R • 

Nous préférons regarder Q èomme foncteur de Mod R dans lui-m~me,, Ainsi 

Q est idempotent et exact à gauche O mais il n ° est pas exact à droite en général o 

( Cependant le réflecteur A .-.. Q(A) est exact à gauche et à droite). On appelle 

Q(A) module de fractions de A ( par rapport à I) • Q(R) est un anneau~ 

l'anneau de fractions à droi.te de R • L'homomorphisme canonique R ..... Q(R) est 

un homomorphisme d I annea.ux 9 tout module divisible sans torsion est un Q(R)-module 

et tout R-homomDrphisme entre modules divisibles sans torsion est un Q(R)-homo= 

morphisme" 



§ 2o CAS SPECIAUX DE LOCALISATION. 

D1 abord donnons deux exempleso Si R = Z et I = Q , les mots 11torsion" 

et "divisible!! ont la signification usuelle. Si R = z et I = (z/p
00

) , ils signi

fient 11:p-,torsion" et llp-,divisible". 

Etant donné un injectif I von obtient le filtre 

:D(I) = {D ~d R!Ho~(R/D,I) = o} o 

est un filtre !!idempotent" dans le sens de Bourbaki,, Dans l'autre direction, 

étant donné un filtre 3J idempotent 9 on peut former 1 1 injectif 

Im = TI{ I(R/K) !K ~d R et V riKr-
1
K i ID l 0 

où r= 1K = {s € Rirs € K} • On peut voir facilement que 

:O(I:D ) = ::0 v 

mais I :1) ( I) est seulement "similaire 11 à I , deux injectifs étant appelés 

similaires s'ils engendrent la même localisation Q P c 1est-à-dire, si chacun est 

isomorphe à un sous-module d 1une puissance de 1 1 autre. 

Définissant 

et 

L(A) = 1im{Hofr1B_(D9A)ID € ,:0} 

T(A) ={a€ Ala- 1o € :0 } ~. 

on peut démontrer que g 

Q(A) = L(A/T(A)):::: L(L(A)) • 

Quand. :E est un sous-ensemble multiplicatif de R . , on peut définir le 

filtre idempoten• 

et on écrit. ~ II:= I~(:E) • 

La définition de :l) ( :E) peut être simplifiée à 

si et seulement si R vérifie la condition de Ore à droite par rapport à :E 9 

c'est-à-dire~ 



Si hgR ~ RIEmunhomomorphisme d 1 anneaux 1 On dit qu 1 il est un anneau classique 

de fractions à droite par rapport à r si 

( a) VrER h(r) = 0 => 3 ra= 
ao: 0 ' 

(b) 
\/aEZ 

h(a) est inversible~ 

(c) V, 
q€Rr ]rER 3a€r q = h(r )h(a)-1 . 

Gabriel a démontré ([Ga.]9 Po 415v Proposition 5) que R possède un anneau 

classique de fractions à droite pour r si et seulement si R satisfait ( *) et 

Il est évident qu 1alors Rr = Q(R) 9 où Q est la localisation associée à Ir . 

On peut utiliser l'argument. de [LM1] 9 Proposition 5.5., pour démontrer que (*) 

implique ( **) si R est noethérien à droite ; Supposons que ar = 0 et choisissons 

a
1 

€ z tel que 1 1 annulateur à .droite de a
1 

soit maximal et contienne 1 tannulateur 

de a . .Alors a{= 0. Mais par (*) il existe r 1 € R et a1 € r tel que 

a r 1 = ra' 9 alors 
1 

contient celui de 

2 a r 1 = a ra' = O • Maintenant 1 1 annulateur à droite de 
1, 1 

a
1 9 donc les deux sont identiques par suite du choix de 

.Alors 0 = a r 1 = ra' 9 et nous avons démontré(**) • 
1 

Dans la situation considérée ci~dessus, Rr et plat comme R-module à gauche. 

En général un R-module à gauche F est plat si et seulement si le R-module à 

·droite 

est injectif,. 

On peut se demander quand la localisation peut être définie par rapport à un 

injectif F* où F est plat. Dans ce cas, un module à droite A est de torsion 

si et seulement si A~ F = O , et un idéal à droite D de R appartient au 

filtre idempotent associé si et seulement si DF = F. 

CI est certainement le cas si Q est la localisation par rapport à IZ où 

z vérifie(*) et(**). Dans ce cas 9 Ir est similaire à Rz*. 



Un autre exemple est Q ; id , le foncteur identité sur Mod R • Dans ce cas, 

on peut obtenir Q d'un injectif F* , où F est un R-module à gauche libre., 

Schel ter et Roberts ont démontré que tout injectif est similaire à un module 

F* , où F est plat, si R est commutatif noe.thérien ou si le filtre 

une base dénombrableo 

~(I) a 

Cependant, si R est l 1 anneau des fonctions continues réelles sur. l'inter

valle [ O, 1] P ils ont démontré que l I enveloppe injective de R (R étant considéré 

comme· R-module à. droite) n 1 est pas similaire à un module de la forme F* où F 

est plat" 

§ 3o EXACTITUDE DE LOC.ALISATIONa 

Nous nous intéressons à triouver des exemples où la localisation. Q , considé

rée comme foncteur de Mod R dans lui-même, est exacte et non pas seulement exacte 

à gauche. On peut voir facilement que les conditions suivantes sont équivalentese 

(a) Le foncteur Q est exact. 

(b) La classe des modules divisibles sans torsion est fermée sous les 

( c) Tout module-quotient sans torsion d'un module divisible sans torsion est 

divisible" 

(d) I(A)/ A est divisible pour tout module A divisible sans torsione 

Goldman a trouvé une autre condition équivalente, que nous ne donnerons pas 

ici, mais qui est évidemment vérifiée si R est héréditaire à droite. 

On sait ([1a3]~ Proposition 2.4.), que tout module divisible (par rapport 

à I) est injectif si et seulement si le sous-module singulier de I est nul, 

c'est-à-dire, quelque soit O /,. i E: I , i- 1o n'est pas un idéal à droite essen

tiel de R • Dans ce cas, évidemment I(A)/ A = 0 pour tout modcle A divisible ; 

alors le foncteur Q est exact par suite de la condition (d) ci-dessus., 

Nous pouvons noùs demander quand Q, préserve toutes les col imites. On peut 

voir facilement que les conditions suivantes sont équivalentes :; 



(a) Q préserve toutes les colimites, 

(b) La classe des modules divisibles sans torsion est fermée sous les 

colimites, 

(c) Tout Q(R)-module est sans torsion, 

(d) Q;; (-) ~ Q(R) o 

( e) Pour tout idéal. à droite D dans le filtre :.0 on a DQ(R) = Q(R) o 

La dernière condition est celle de Wal.ker et Wal.ker o Evi.de:rmnent, elle est 

,rérifi.ée si Q(R) = RE ~ donc si R est noethérien à droite et vérifie la condi

tion de Ore pour E et I = I~ o 

Il existe donc plusieurs exemples où le foncteur Q est exa:cto Mais Michler 

en a trouvé un où Q n°est pas exacto 

Il y a plusieurs raisons de désirer savoir si Q est exact. Nous nous inté

ressons principalement à 1 1 exactitude de la local.isation afin de pouvoir. 1 'utiliser 

dans le § 6 ci-dessous, mais nous pouvons aussi en déduire que 

pour tout module A de présentation :finie,, 

§ 4o LA TOPOLOGIE ASSOCIEE A l.JliLINJECTIFo 

Etant donné un R-module à droite injectif I 9 on peut définir sur tout. 

R-module à droite A un.e topologie, la topologie I-adigueo Elle est définie en 

spécifiant un système fondamental de voisinages ouverts de O , qui consiste en 

tous les noyaux des homomorphismes A_,. In où n est un nature.lo. On voit faci

lement que~ sous cette topologie? A devient un groupe topologique 9 R lli".l. 

anneau topologique 9 et alors A un R-module topologiq_ueo De plus 9 tout R-homofuor

phisme est continu da11s la topologie I-adiqueo 

Puisque I est injectif P 1 1 observation suivante est triviale ~ Si A est 

muni de la topologie I-adiquev la topologie induite sur un sous-module quelconque 

est aussi la topologie I-adique o Une telle proposition n'est pas vraie en général. 

pour la topologie P=adique, topologie qu O on associe classiquement à un idéal 

premier P 9 le système fondamental de voisinages de O consistant en tous les 

sous-modules de la forme APn 9 où n est un nombre naturel. 



19.8. 

PROPOSITION 4.12 Soient R un anneau loc .al commutatif noethérien avec 

idéal maximal · P A un R-module à droite de type .fini et r = I(R/P) 9 

alors les topologies I-adique et P-adique sont identiques. 

On peut trouver la preuve dans [La2] , Proposition 4, et une généralisation 

au§ 7 ci-dessous ~ On déduit facilement le résultat suivantœ .Artin et Rees ~ 

· COROLLAIRE 42 22 g Sous les hypothèses ci-dessus 2 si A est muni de la topo-

logie P-adique , la topologie induite sur un sous-module B quelconque est 

aussi la topologie P-adique" 

Si A est muni de la topologie I-adique 9 on peut obtenir un module séparé 

A/ A P où A est la fermeture de O , c u èst-à-dir .e 
0 

A = r'\ { Ker f j ] Nf ~ A - In} 0 
0 ne . 

Là complétion I-adique . Â de A est définie comme étant la complétion de 

A/A muni de la topologie I-adique. On voit facilement que : . 
0 

" La topologie de A est la topologie de la limite inverse en général 9 cen°est 

" pas la topologie I-adique de A • 

Le problème que nous avons posé au début de cet · exposé est donc la d.escription 

simple de Q(A) " . 

§ 5. LE DUAL DOUBLE PAR RAPPORT A UN INJECTIF. 

Si I est un R-module à droite injectif , et si E est son anneau d u endo

morphismes 9· alors nous pouvons considérer I comme E-R-bimodule 9. E-module à 

gauche et R-module à droite. Regardons les foncteurs 

le premier étant . l ' adjoint à . gauche du deuxième. La composition S de ces deux 

foncteurs nous donne; 

S(A) est en quelque sorte un double dual de A • 



Il existe un homomorphisme canonique 11(A)gA ..... s(A) défini par 

11(A)(a)(f) = f(a) ~ 

où a€ A et f € Ho~(A,I) • 

Notons que S(R) est un anneau 9 le bicommutant Ho~(IvI) de I , et que 

ri (R) g R ..... s(R) est un homomorphisme du anneaux o 

Ecrivons ri
1
(A)gA ..... Q(A) pour l 1homomorphisme canonique décrit au§ 1. 

PROPOSITION 59 1..l!.. g 

(1) Ker n(A) = T(A) • 

(2) s(A) est diyisible sans torsion. 

(3) Il existe un homomorphisme 9 et un seul 9 K(A)gQ(A) ..... S(A) tel que 

K(A)n1(A) = ri(A) • 

(4) K(A) est un monomorphisme,;; 

(5) K(R) e.st un homomorphisme d I anneaù:x:,, 

DI après ce résultat nous pouvons écrire t Q(A) c S(A) et Q(R) S(R) 9 

en considérant Q(A) comme sous...,module de s(A) et Q(R) comme sous-anneau 

de s(R) • 

PROPOSITION 5 .2s,. g Le·s conditions suivantes sont équivalentëîs et impliquent 

que Q(A) = s(A) i 

(a) Ho~(A 9 comme E-mod.ule à gauche est de type fini. 

(b) T(A) e.st ouvert dans la topologie !-adique. 

COROLLAIRE 5 9 3. g Les conditions suivantes sont équivalentes et impliquent 

que Q(R) est le bicommutant de I :; 

(a) I est un E-module à gauche de type fini. 

(b) T(R) est ouvert dans la topologie I- adique. 

La condition (a) a été étudiée par Morita. Elle est satisfaite par exemple 

si I est un E-module à gauche principal 9 e.g., si I = I(R) • La condition (b) 

est évidente si A est artinieno 

Si nous munissions S(A), de la topologie I-adique, Q(A) serait un sous

module fermé. Mais une topologie plus intéressante et plus naturelle est la 



topologie finie sur s(A). 9 c ~ est-à-dire celle qui est induite par la topologie 

A tout f € Ho~ (A 9 I) associons la projection p(f )g S(A) ➔ I tel que 

\:;1's€S(A) p(f)(s) = s(f) 9 

ce qui implique que ~ 

Alors une base de voisinages ouverts de O sur S(A) nous est do:nnée par les 

sous-modules ~ 

où f
19

ooo 9f € HonL(A 9 I) o On peut exprimer ces sous-modules plus brièvement 
, n K 

sous la forme Ker f* 9 où. 

tension canonique de f telle que f*TJ(A) = f 9 extension définie par~ 

Si 
n 

p.~I ➔ I 
J. 

sont les projections canoniques et 
n 

k.iI ➔ I 9 les injections 
l 

canoniques 9 on peut écrire g 

f*(s) = E~ 
1
s p.(f) o 

l.= > 1. 

j'ROPOSITION 5 9~ g La topologie finie sur s(A) induit la topologie 

!-ad.igue sur Q(A) • Le module s(A) est séparé et complet dans la 

topologie finie. 

Ce résultat motive 1' étude de la topologie I-adique 9 au moins sur les 

modules divisibles sans torsionP et suggère le problème de savoir si Q(A) 

est dense d.ans S(A)o 



§ 6 o THEOREME DE DENSITE9 

L ' hypothèse du théorème suivant est vérifiée par tout R-module A si et 

seulement si Q est exact v donc dans tous les e:x:emples considérés au § 3o 

THEOREME 60 1 o ~ Supposons que tout module quotient sans torsion de Q(A) 

est divisibleo Alors g 

( 1) Q(A) est sous .. module dense de S(A) dans la topologie finie o 

(2) S(A) (muni de la topologie finie) est la complétion de Q(A) v 

muni de la topologie I-ad.iqueo 

Démonstration g · On peut facilement déduire (2) e.t ( 3) de ( 1) . o On a prouvé 

( 1) dans [La 3] v · en utilisant les monades {triples). Ici nous :présenterons une 

pre .uve plus élémentaireo 

Soit s un élément de S(A) , tout voisinage ouvert fondamental de s est 

de la forme ! s l + Ker f* , où f*: s(A) - ~ est l ' extension canonique de 

n 
f: A...,. I • Nous · voulons prouver que ce voisinag ·e a . une intersection non vide avec 

Q(A) v c'est-à-dire , 

Il nous faut don c démontrer que f*S(A) c f*Q(A) , c I é$~-à-d.ire , que . 

f*S(A)/f*Q(A) = 0 o En fait O nous :prouverons qu 1 il est un module de torsion 

sans torsiono 

(a) f*S(A)/f*Q(A) 

tel que gf*Q(A) = O ~ 

est un .module de torsion si p pour tout g~f*S(A) - I 
' . n g . = 0 .• Etendons g a hg I - .I et calculons .~ . 

gf*(s) = h ~~ k. s p . (f) 
J.=1 J. J. 

= s ( E1: h k . p . ( f) ) 9 J.=1 J. J. . 

la dernière équ.g,tion découlant du fait que s est un E-homomorphisme et 
n 

hk. € E o De plus, puisque ~-
1
k. p . = 1 , on obtient 

J. J.= J. J. 

gf*(s) = s(hf) = s(o) = O , 



parce que 0 

hf = hf*K(A)n
1

(A) 

= gf*K(A)n
1 

(A) = 0 o 

Donc g = 0 o 

(b) Pour voir que f*S(A)/f*Q(A) est sans torsionD remarquons que 

f*Q(A) est un. qu otient du module divisible Q(A) D et qu'il est sans torsion 

c omme sous=modul .e de In 9 d onc div i si ble par hypo t hèseo Rappelons-nous qu e tout 

q-11otie:nt d' un module sans t or s i on par un module divis i ble est sans to rsi on 

([La 1] 9 Proposition 0060)0 

COROLLAIRE 602 2 g Supposons que tout module-quotient de Q(R) est 

çliv i s i bl e. Alors la c omplé t i on I - adique d.e Q(R) est le bi c ommut ant 

de I o Si R est commutatif 1 elle est le c entre de E • 

Remarque g Matlis a obtenu ce résultat dans le cas où R est commutatif 

n oe t hé ri en et I = I(R / P) 9 P étant un idéal premier 9 Dans ce cas D E est aussi 

commutat i f. 

§ 7. LOCALISATION ASSOCIEE A UN IDEAL PREMIER9 

Comment do :i t-on l oc al .i.ser un anneau non- co mmutatif par rapport à un idéal 

prem ie r ? D '1.m cêité D on peut c onsidérer le module inj ec tif I(R/P) D et D d.e l O autr e 

côté D l. 1 ensemble multiplicatif ,. 

~(P) = {r € RI V s/ P r s I. P} 

prop osé par Goldieo Dans le cas commutatif 9 c u est le c omplément R-P de P D et 

dans l e cas d'un anneau noethérien à droite D c 0 es t l 1 ensemble des élémen t s qu i 

d ev ie nne nt régul i ers modul o P • 

Les rés 1ll tats de cette section ont été obt enus en collaboration ave c 

Gerhard . M:ichl.er. 

PROPOSITION 7.1 2 . g So;Lent R un. anneau n oethérien à droite 2 P 1.u1 

idéal premier et · soit A idéal à droite maxi.mal dans l ' ensemble de s 

~déaux à droite qui ont une i.ntersecti.on vide avec ~( P) o Alors 

Ip = I (R/ A) es t un inje c tif indé c omposable sans tors i on par rapp ort 

..§:_ I (R/ P) P et il est défini par cette . pr opriété à un isomorphisme près 9 

De pl us 2 I(R/P) - Ip n 9 où n e st la dimension d.e Gold i e de 1 1 a'Yl.neau 

R/P • 



THEOREME 7. 2. ~ Soient R un anneau noethérien à droite et P un idéal 

premiero On obtient la même localisation Q qu~elle soit :par rapport 

(a) à l'injectif I(R/P) , 

(b) à l'ensemble multiplicatif 

(c) ou à l'injectif indécomposable Ip. 

De plus 9 les conditions suivantes sont équivalentes i 

( 1) R satisfait la condition de Ore pour 'f:( P) , 

(2) PQ(R) est le radical de Jacobson de Q(R) et Q(R)/PQ(R) est 

artinien simple 9 

(3) Q(R)PQ(R) est le radical de Jacobson de Q(R) et Q est exacto 

COROLLAIRE y.3 2 : . Soient R un anneau noethérien à droite et P un 

idéal maximal tel que R/P est artinienr alors R satisfait la condi= 

tion de Ore à droite pour ~ ( P) ,si et seulement si PQ(R) est le 

radical de Jacobson de Q(R) ,; 

Disons qu 0un idéal M d 1 un anneau S satisfait la propriété de .Artin

Rees si pour tout idéal à droite E il existe un nombre naturel tel que 

E f1 Jlr EM • On dit que S est un anneau quasi-local classique pour 1 1 idéal 

maximal. M si tout idéal à droite est fermé dans la topologie M-adique. 

THEOREME 7,,42 g Soient R un anneau noethérien à droite et P un idéal 

premier, alors les conditions suivantes sont équivalentes ~ 

( 1) R satisfait la condition de Ore pour ~ ( P) et PQ(R) satisfait 

la propriété de .Artin-Rees, 

(2) Q(R) est un anneau quasi-local classique avec 1 °idéal maximal PQ(R) e 

(3) Q(R)/PQ(R) est artinien simple et 2 sur tout Q(R)-module de type 

fini, les topologies Ip-adique et 

Q(R)/PQ(R) est artinien simple et 

de .Artin-Rees., 

PQ(R)-adique sont identiques, 

PQ(R) satisfait la propriété 

Remarque g füichler a démontré que ces conditions sont aussi equivalentes 

à la condition suivante 9 qui traite seulement de Panneau R lui-m~me (et qui 

implique la condition de Ore) : 

(5) Pour tout idéal à droite F de R il existe un nombre naturel n 

tel que F n in) s; clp(FP) ., 

Ici 

associée à 

est la "puissance symbolique!!, et 

P" 1 ces deux notions étant définies dans 

clp est la 11f,ermèture 

[Mi] o 



THEOREME 7 2 5 o g Soient R un anneau noethérien à droite 2 P un idéal 

premier 2 et supposons les conditions équivalentes du théorème 7.4. Alors 

( 1) la complétion PQ(R)-adique de Q(R) est le bicommutant de 

(2) elle est un anneau de matrices n x n sur un anneau local complets 

(3) son radical de Jacobson est de type fini. 

Les résultats (2) et (3) découlent d 0un résultat de Miôhler ([Mi] 9 

Corollaire 2. 7.). 

Les hypothèses du théorème 7 "5" sont vérifiées par les exemples suivants" 

EXEMPLE 02 g R est un anneau commutatif noethérienp et P est un idéal 

premier quelconque (E. Matlis). 

~EMPLE J-2-g R est un anneau premier héréditaire noethérien à droite et 

à, gauche et P est ux1 idéal premier tel que p2 /. P • Cas particulier~ R est 

un a'lneau de Dedekind premier et noethérie,n (J. Kuzmanovich). 

EXEMPLE 2. g R est 1°algèbre enveloppante d 1 un.e algèbre de Lie nilpo

tente de type fini 9 et P est un idéal premier non nul ( J. C. Mc Connel.l)., 

EXEMPLE ·,2,s. g R = AG est Panneau de groupe d 0u:n groupe fini G et d 1un 

anneau de coefficients A de caractéristique O noethérien à droite v et P est 

1 i idéal di augmentation ( Mich1er) o 

§ 80 TRAITEMENT CATEGORIQUE DE LA LOCALISATION2 

Nous avons vu que notre méthode de localisation do.nne des applications 

intéressantes si R satisfait 1a cond.i tion de Ore poux 'G' ( P) v mais nous ne 

sommes pas convaincus que cette méthode est utile dans le cas général. Peut-être 

devrions=:nous étudier une autre catégorie que Mod R v par exemple 9 la catégorie 

des bimodules. 

Basil Rattray et li auteur ont développé une théorie de localisation pour 

les catégories complètes arbitraires~ utilisant une méthode de Fakir. On a remar~ 

qué que le foncteur de localisation Q construit ci-dessus est l'égalisateur de 

d.eux transformations naturelles du foncteur 

dans son carré. Cette construction se généralise facilement? et on obtient d,e 

nomrel1es applications de la méthode 9 par exemple v les compactifications de 

Stone-Cech et de Samuel et le procéd.é d v association d. vun faisceau à un pré.,., 

f' . ,.,ai.sceau., 



Le lecteur intéressé aux détails de cet ex pesé est invité à consul.ter 

les référe:nces suivantes g 

Pour § 

§ 3 
§ 

§§ 5v6 

§ 7 

§ 8 

,No BOURBAKI, 

S., FAKIRv 

voir [La î] 

[La 3] 

[La 2] 

[La 3] 

[Le] v. [LM 1] et [LM 2] 

[LR). o 
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