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SEMINATRE D'ATLGERRE NON COMMUTATIVE

CENTRE D'ORSAY

RECTIFICATIF & l'exposéd no 5 du 1,12.1971

FONCTEUR D'ENVELOPPE INJECTIVE

par Emilio VILLANUEVA WOVOA

s S o D o 2 o D con

Le contenu de cette note est uwne rectification au mémoire "Foncteur d'len~
veloppe injective™ dont 1'objet était de résoudre le probléme ouvert posé par

P. Hilton sous la forme suivente (voir [1]) :

"Est-ce qu'un homomorphisme g : B, -~ BE induit un homomorphisme

1

Y * E1~» E2 des extensions injectives minimales ?"

Dans le mémoire, on assure que la réponse & cette question est affirmative
si on construit les enveloppes injectives canoniquement, et on y donne une cons—
truction fonctorielle, Une faute commise dans la démonstration de (363090)

(p. 5.10.) fait qu'on doit restreindre la généralité de cette construction,

Cependant la construction est valable, a4 une rectification prés, pour tous
les modules & sous-module singulier nul ; c'est-a-dire, la méthode utilisée dans
le mémoire pour la construction de l'enveloppe injective demeure valable pour les
modules qui n'ont pas d'éléments non nuls annulds par des idéaux essentiels dans

ltanneau,
Toutes les références de cette note sont & [1] .

Dans (3.3.4.) (p. 5.8.) on comsidére ®, = \J Hom(I,s) (14(R).=
I¢Id(R)
{I cR|I est idéal & gauche de R} , on construit, pour chaque R-module 4 ,

le R-module libre a géu@he B @A et on considdre le sdus»module NA de E@A

des éléments x ¢ E;A qui admettent une expression (non nécessairement canonique)

x = gy, T, , telle que pour chaque ) ¢ (\(Ii;pi) on a zfi(xpi) =0, I, étant
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le domaine de fi . On définit DA : E@A/MA (premidre sous~envel oppe injective)
et on démontre qﬁ'il existe un monomorphisme iA + A - DA qui est une extension
essentielle (%.%.9.) (P.5.10.). Mais cela n'est pas vrai dans tous les cas, car

si a¢ A est tel que (0:a) £ 0, 1'élément a < Fp, peut admettre une expression
a=1.2+ 1.8~ 1.8 »
o g : (0:a) » A est un homomorphisme (s'il en existe un), et alors
¥r € R Nn((0:a)s1) F)((Oz&)3(~1)) =R N{((0:a):1) = (0:2)
on obtient a(n.1) +&lr.1) - glhe1) =alh) =ra=0.
Pour la rectification de (3.3.9.) on va faire usage du

. LEMME : Soit A un Ramodtle % gauche unitaire (R est toujours un anneau

unitaire et, en général, non commutatif ), Alors tout R-homomor phisme

f 3 I->A, od I estun idéal é‘gauche de R , admet une extension .

' 3 I' > A, o I' est un idéal & gauche essentiel dans R ,

Pour un R-module A quelconque on considere & A; = \UJ Hom(I,A) , OU,
~ IeIde(R)

maintenant, Ide(R) est l'ensemble des idéaux essentiels dans R . On construit,
de fagon formellement identique & celle du mémoire, le R-module DA et on établit

au lieu de (303090) la proposition 3
“iA : A — DA est une premidre sous-enveloppe injective si ZA = O

ZA = {a ¢ AI(O;a) est un idéal essentiel dans R} est le sous-module singulier
de A , (c“estmémdirey on ajoute l'hypothése ZA = 0 & la proposition (3.3.9.)).

En effet, i, est maintenant un monomorphisme, car si a ¢ M,

une expression, non nécessairement canonique :

2 admet

- n . n
a = iEqpia + Zvifi (avec iE1Hi =1 et Zvifi =0, fi € @eA)

telle que, pour chaque A € R rl({j(lisvi)) , (Ii le domaine de fi) , on a :

n -
£ alag) + 3f, () =ra =0,
=1

Mais N (Ii:yi) est un idéal & gauche essentiel dans R et alors la
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condition a ¢ M,

condition ZA = O nous donne ce qu'on veut,

équivaut & ¢ a € ZA (ctest=d-dire Ker(iA) =Z4) . La

DA est premiere sous-enveloppe injective car pour cela il suffit que tout
disgramme
I 4=y R (I idéal de R)

fli

A+w~“mé“wm> DA

puisse &tre complété a un diagramme commubatif

I drmecmn R

fl i Je

A-t-—»—»-imué DA

ce qui résulte du lemme précédent.

Toutes les proposition postérieures & (303090) demeurent valables en consi-

dérant @e au lieu de @A , ebt en utilisant toujours des idéaux essentiels dans

A
R et des R-modules & sous-module singulier nul,

1

Les foncteurs DQ 5 (303690)9 et D, (305010)9 sont maintenant endofoncteurs

de M§ , sous=catégorie de MR de tous les R-modules & sous-module singulier nul.

'Si R est un anneau & idéal singulier nul, alors Zz(A/ZA) = O pour tout R-module

A, et DA est premidre sous-enveloppe injective de A/ZA o

En conclusion, on répond affirmativement au probléme posé par P, Hilton

dans le cas de R-modules A tels que ZA = 0 .-

REFERENCES s

[1] B. VILLANUEVA NOVOA, "Foncteurs d'enveloppe injective",
Séminaire d‘Algébrevnon commutatifes no 1, Conférence no 5du 1,12.1971,

Publications mathématiques d'Orsay (1971=1972).
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MODULES - ET ANNEAUX QUASI-CONTINUS

par Louls JEREMY

I. JINTRCDUCTION,
Cette étude est le développement d'une note (CQRQ Acad, Sc., Paris,
t, 273, p. 80-83, 12 juillet 1971) dont certains résultats ont été améliorés

depuis.,

L'origine de ce travail est dans 1'étude des articles de Yuzo Utumi

sur les anneaux continus.

Nous appelons "module gquasi-continu” un module stable par tout projec~
teur de son enveloppeyin,jectiveo Un anneau unitaire A est dit "quasi-continu

3 gauche" (resp. & droite) si le A-module & gauche WA (resp. & droite AA) est

quasi-continu, Cette définition est plus générale que celle d'anneau continu &
gauche donnée par Yuzo Utumi, et quand 1'anneau est régulier, elles cofncident

(§ 111).

- Carl Faith ([3], Théoréme 2, p, 186) caractérise les anneaux quasi-
frobénusiens par le fait que A.m‘ est un _Aémodulesé~gauche injectif, Nous
montrons que A est quasi-frobénusien si et seulement si tA<N> est un A-module
a4 gauche quasi~continu. Plus généralement, nous montrons que siV M est un
Awﬁodule a gauche, alors M(N) est quasi_cohtinu\si‘et seulement si M est
s~quasi=injectif, ce qui étend la notion de y-quasi-injectivité étudide par
A, Cailleau et G. Renault [2] (Corollaire 4.4.). Nous avons été amends &

expliquer cette "densité" des projecteurs d'un module isotypique. On sait que

Yugzo Utumi, prolongeant un résultat de Wolfson et Zelinsky qui concernait 1l'anneau
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des endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension nyi , a montré [11] gu'un
anneau régulier auto-injectif & gauche tel que tout idéal bvilatére non nul con-
tienne un élément nilpotent non nul est engendré (en tant qu'anneau) par ses
idempotents, et aussi par ses éléments inversibles, Nous prolongeons ce résultat
en montrant que l'anneau des endomorphismes d'un module isotypique est Toujours
engendré respectivement par ses grojecteursg ses éléments inversibles, ses
éléments de carré nul. En particulier, tout anneau de zna‘sr'icsesy'm,h(.ts.)gi ny i,
sur un anneau A unitaire quelcongue est engendré par ses matrices ldempotentes

(Corollaire 4.10.).

Nous étudions ensuite (§ V) guelques décompositions des anneaux quasi-
continus a gauche, Nous monitrons en particulier gue si l'anneau. A quasi-continu
5 gauche vérifie la condition .eAf = 0 =) fhe = 0 (e = ez, f = fz) , alors il
existe un idempotent central e ¢ A (respo e’ ¢ A) tel que Ae soit 1'idéal
bilatdre (resp. & gauche) meximum réduit (sans élément nilpotent # 0) de A
(Corollairé 5.4, ). Nous donnons une décomposition analogue quand A

s,

est quasiwsqntinu 4 gauche et 3 droiteg_sans autre condition (Théoréme 5,11,),

Au cours du paragrarhe VI, nous étudions lfenveloppe quasi-continue d'un
module et nous montrons qulun anneau & idéal singulier nul & gauche et & droite
a méme enveloppe injective & gauche et & droite si et seulement si il a méme

enveloppe guasi~continue,

Le dernier paragraphe est une éiude de l'anneau associé & un module
quasi-continu., Cela nous permet de donner une décomposition des modules quasi-

continus,

IT. NOTATIONS BT PRELIMINATRES,

- Les anneaux considérés sont toujours unitaires, non nécessairement
comnutatifs, Les modules considérés sont, sauf précision contraire, des modules

4 gauche,

Si N est un sous-module de M , N4 M signifie Que M est extension

essentielle de N . E(M) désigne une enveloppe injective de M ,

Nous notons j(M) = {h]h,g End M , Ker h4 M} et

A

sS(M) = EndAm/j(M) est 1'anneau associé & M , Pour un snneau A , nous notons
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WA (resp. AA) le A-module & gauche (resp. & droite) A ; 3<AA) est alors égal

3 1'idéal singulier & gauche de A& .

Si X c A, nous notons £(X) = {x ¢ &JxX = 0} et r(X) = {x ¢ A|lxx = 0}.

Un anneau est dit régulier (au sens de Von Neumann) si tout idéal & gauche
(resp., & droite) monogdne est facteur direct. Alors tout idéal & gauche (reépoké
droite) dé type fini est facteur direct et les idéaux & gauche (resp. & droite)
forment un treillis. Quand ce treillis est complet, 1'anneau régulier est di%
complet ; un anneau régulier est complet si et seuleﬁent si c'est un anneau de

Baer (Yuzo Utumi [11], lemme 1),

Un_anneau de Baer est un anneau dans lequel fTout annulateur & gauche

(resp. & droite) est facteur direct [5] » Dans un anneau de Baer les idéaux &
gauche (resp. & droite) facteurs directs forment un treillis complet, la borne

2 .
= ?i , étant UJ he, = gr(E::‘Aei) , la

& » ? . -
supérieure d'une famille (Aei)i e % \ .
: . iel i€l

vorne inférieure étant leur intersection,

\

Un anneau régulier complet est dit continu b gauche (resp. & droite) si

le treillis de ses idéaux & gauche (resp. & droite) facteurs directs est supé-
rieurement continu, C'est-i-dire, dans le cas du treillis des idéaux & gauche,

s'il est complet et s'il satisfait la condition
(Uaa) Mb = U(a ﬂ‘o)
a

pour toute chafne (aa) et tout élément b (Yuzo Utumi [11], p. 598). Yuzo Utumi
a montré qu'un enneau régulier est continu & gauche si et seulement si tout idédal
& gauche complément est facteur direct [12] . Rappelons qu'un complément dans(un
module est un sous-module sans extension essentielle propre, Si N et X sont
deux sous-modules de I , K est appelé complément relatif de N dans M si

K est maximal parmi les sous-modules X de M qui vérifiant NNX =0, Tn

module est bien complémenté si 1l'intersection de deux compléments est un complé-

ment, ou encore si tout sous-module est essentiel dans un complément unique (8] .
Rappelons que 81 A est un anneau tel gue 3(AA) =0, et sl B= E(AA)Q

alors B est un anneau régulier auto-injectif & gauche et End B = EndBﬁ » [6]

A
Un idéal b gauche (resp. & droite) d'un anneau A est dit réduit s'il

ne contient aucun élément nilpotent (un élément nilpotent sera toujours non nul).
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ITI. MODULES CONTINUS — MODULES QUASI-CONTINUS.

Généralisant la notion d'anneau régulier continu, Yuzo Utumi définit et

étudie les anneaux continus [14] . La définition qu'il en donne ne fait intervenir

gque les propriétés du A-module & gauche AA . Aussi nous possrons

DEFINITION 3.1. ¢ Soit M wun A-module. Il est dit continuy s'il vérifie

les conditions suivantes ¢

@

(Cq) Tout sous-moduie de M est essenbiel dans un facteur direct de M ;

(02) Tout sous-module de M

isomorphe & un facteur direct de M est

facteur direct de M .

La condition (61) peut encore s'énoncer "Toul scus-module complément
est facteur direct™,

Notons que la condition (02) implique la condition

°

(63) Si Pet Q sent facteurs directs tels que PnQ =0, alors PP Q

est facteur direct (Yuzme Utumi [14])°

Un anneau est dit continu & gauche (resp, & droite) si le module AA
(respe AA) est continu.

Remarquons qu'un anneaun régulier vérifie toujours la condition (02) . La

continuité d*un tel anneau se raméne donc & la condition (01)'0

DEFINITION 3.2, : Scit M un A-module. I1 est dit guasi-continu s'il

vérifie l'une des propriéiés équivalentes suivantes .

1) M vérifie les conditions (01) 32_503) ci-dessus :

2) Pour tout sous-—nmodule N de M ., toul proischtszur de N s2 prolongs

en un projecteur de M ;

3) M est stable par tout projecteur d'une enveloppe injective E(M) H

4) Tout facteuvur dire~t est factesur direct absolu,

Rappelons gu'un sous-mndule X de M est appelé facteur direct absoln si

pour tout sous-module complément relstif Yde X , ona M=X®Y . ([8]9 Po 13
et [4], p. 73).

L'éguivalence de ces proprié*és est facile & établir., Oa pourra se repor-

ter & [8] (p. 13 et 14) et a [12] (Théorsme 3%).
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Jacques Bichot, dans [?] , appelle ces modules "infra-~injectifs",

Comme ci-dessus, on définit un anneau quasi-continu & gauche (resp. &

droite).

On contr8lera sisément les implications suivantes pour un A-module M 3
Injectif == quasi-injectif ==> continu ==> quasi-continu .
Il existe des modules continus non quasi-injectifs ([11], P. 603, exem-

ple 2) et des modules quasi-continus non continus (zz)e

Un anneau régulier est continu & gauche si et seulement si il est quasi-

continu & gauche.

PROPRIETE %.%, : Nous signalons ici quelques propriétés simples des

modules et anneaux quasi-coniinus, .

1) Tout facteur direct d'un module quasi-continu (resp. continu) est

quasi-continu (resp, continu).

2)‘Si N est un sous-module du module quasi-continu M , essentiel dans
les deux facteurs directs. P et Q de M , alors P est isomorphe & Q et tout

supplémentaire de P est un supplémentaire de Q .

%) Une somme directe de modules quasi-continus n'est pas nécessairement
quasi~continue. Par exemple le Z-module Z~ n'est pas quasi=-continu puisque

Q2 gur la droite de pente ¢ , avec sin g = 2 et cos g =‘£ R

z 5 5
5

ne laisse pas Z~ stable, Cependant ZZ est quasi~-continu. D'ailleurs un

le projecteur

N

anneaw integre A est quasi~-continu & gauche si et seulement si il admet uwn
corps de quotients & gauche., Nous verrons dans ce cas, que AA2 est quasi~-
continu si et seulement si A est un corps (Corollaire 4°3°)°

4) 8i M est un A-module & gauche quasi-continu tel qué j(M) = 0,
alors M est bien complémenté, (0n montre que si N est un sous-module de M
essentiel dans les facteurs directs P et Q , les projecteurs associés aux

sommes directes M =P@ P' = Q@ P' et d'images P' coincident).
5) Soient A un anneau tel que 3(AA) =0 et B= E{AA} . Mors A

est quasi-continu & gauche si et seulement si A contient les idempotents de

B . Comme End B = EridBB , ce résultat est immédiat, (cf. [11], p. 603, Lemme 8

et [12], p. 66, théordme 5, quand A est régulier).
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6) L'anneau produit AxB est quasi-continu & gauche si et seulement si

A et B sont des anneaux gquasi-continus & gauche,

7) Soit A wun annesu dans lequel tout idéal & gauche complément est
facteur direct (Cq> . Alors A est un anneau de Baer si et seulement si

j(AA) =0, (On a donc aussi j(AA) = 0),

8) Soit A un anneeu dans lequel tout idéal & gauche complément est

facteur direct, Si A est réduit, alors B = E(AA) est un anneau réduit.
(comme j(AA) =0, B est un anneau régulier, De plus les idéaux compléments

de A sont bilatdres car les idempotents sont centraux, [9], proposition 3,1,

et théordme 4,1.)%

REMARQUE 3.4. ¢ Soit M wun A-module & gauche bien complémenté, Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Tout complément est facteur direct ;

2) Tout sous-module monogéne est essentiel dans un facteur direct et le
treillis ;ﬁ(M) des facteurs directs de M est supérieurement continu. (La
démonstration de Yuzo Utumi [12], théordme 2, p., 64, faite dans le cas des
anneaux réguliers s'adapte ici avec des modifications mineures).

IV, QUASI-CONTINUITE DE M(I)o

(1)

Nous désignons par M ~ la somme directe de copies de M indexées

par ltensemble I .

Dans btout ce paragraphe, si M = M1 @ MZ s nous appellerons p1
(resp. pz) la projection canonique de M, @ H, sur M, (respn Mg) . Diautre
part, nous identifierons Hom(M1,M2) [resp. Hom(Mé9M1)] et son image canonigue

dans EndAM , obtenue en prolongeant chaque f.¢ Hom(M¢$Mé) (resp. g ¢ Hom(Mz,M1)

par 1'homomorphisme nul de M, (resp. M?) .

LEMME 4.1, : Soient M1ng§,M deux A-modules tels que M, MM, = O

2 1 2

et f un homomorphisme de M1 dans M2 . Aors I est la restriction & Mi'

d'un projecteur p de M=M1@M2; fom= PP, -
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On pose p=~f@ p2 . Il est immédiat que p2 = p et que la restric-

tion de p a M1 coincide avec f .

THEQREME 4.2, : Soit M = M @M, un A-module gquasi-continu, Si N

~

est un sous-module de M1 , tout homomorphisme f de N dans M2 se_prolonge

en un homomorphisme de M1 dans Mé .

D'apres le lemme 4,1., il existe un projecteur p' de N@ f(N) tel

que f s6it la restriction de p' & N ., Comme M est quasi-continu, p"

se prolonge en un projecteur p de M et f est la restriction & N de pp1

COROLLAIRE 4.%, ¢ Soient A un anneau et M un A-module., Alors :
Ax M est un A-module quasi-continu, M est injectif ;.

A

2) Si i©  est quasi-continu, M est. _guasi-injectif.

1) Si

Pour généraliser la notion de module y-quasi=-injectif étudiée par
A.Cailleau et G.Renault [2] , [2'] , on peut se demander quels sont les sous-

ol

modules M tels que soit quasi-continu pour tout ensemble I . On

obtient. le résultat suivant g

COROLLAIRE 4.4, ¢ Soit M un A-module. Alors les conditions suivantes.

sont équivalentes :

1) M est y-quasi-injectif ;

()
(1)

2) M est quasi-continu ;

est quasi-continu pour tout I ,

3) M

La démonstration est immédiate & l'aide du corollaire 4.3,

Nous pouvons maintenant, en traduisant ce corollaire dans le cas ou
M= AA , donner une caractérisation des anneaux gquasi-Brobénusiens qui géné-

ralise celle donnée par Carl Faith [3], (Théoréme 2, p. 186).

COROLLATRE 4.5, : Un anneau A est guasi-frobénusien si et seulement
()

est quasi-continu,
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Le théoréme 4.2, nous permet encore dfobtenir des résultats démontrés
par Yuzo Ubtuml dans le cas des anneaux continus & gauche [14] (Corollaire Te50y

Corollaire 8,4°)o

COROLLATIRE 4.6, ¢ Soit A un anneau. Les propriéités suivantes sont

dquivalentes 3

1) A est auto-injectif 3 gauche ;

2) A? est un A-module guasi-continu ;

%) DPour tout entier n , AA? est quasi-continu

4) Il existe un entier =n tel gue AAF solt guasi-continu

5) L'anneau J%§<A) est guasi-continu & gauche ;

6) Pour tout entier =n , /%%(A) est un anneau guasi-continu 3

gauche 3

7) Il existe un entier n tel que cAén(A) soit un anneauy guasi-

by

continu & gauche,

COROLLAIRE 4.7, : Soient N, et N,

quasi-continu M tels que N1(\ N2 = 0 , essentiels respectivement dans les

. deux sous-modules d'un module

Si N, est isomorphe & N alors P, est

£ irec ;
facteurs directs 91_93 P 1 o ¢+ SxQES . F, EBL

2 a

isomorphe & P2 o
(Oon appligue le théordme 4,2, et la propriété 3.3, (29) & I} @ P2>°

I1 en résulte, en particulier, qu'un module quasi-continu vérifie la

condition ¢

(O%) Si P est un facteur direct-de M et N. un sous-module de M
isomorphe & P . tel gue NMOAP= 0, alors N est facteur direct de P ,

Ces résultats (le corollaire 4.3, par exemple) laissent supposer que
les. projecteurs d'un module isotypigque quasi-=injectif sont suffisamment nombreux
pour engendrer 1'amneau des endomorphismes du module ; cela nous a conduit &

étudier 1l'anneau des endomorphismes d'un module isotypique en général,
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THEOREME 4.8, 2 Soit M un A-module., Llanneau des endomorphismes du

2 e » 0 -
module M est engendré respectivement par ses projecteurs., ses automorphismes

et ses endomorphismes de carré nul.

Soit f ¢ EndAMZ . On écrit M2 = NH ()'M2 ol M1 et M2 sont isomor-

phes, (n a f = p fp1 +p fp2 + pzfp,3 + pzfp2 . D'aprés le lemme 4.1., tout

1 1
homomor phisme de M, dens M, (resp. de U, dans MT) est un produit de deux

projecteurs, C'est aussi la différence de deux automorphismes puisque si h est

un tel homomorphisme on a né = 0 , donc  (1+h)(1-h) = (1-h)(1+h) = 1 et

h = 1*(1-h) o Il suffit donc de montrer que p1fp et p2fp2 sont dans le sous=

1

anneau de End M? engendré par Hom(M 9M2) et Hom(Mé9M1)u Qr, si par exemple

A 1

g € Hom(M1gM2) et si ¢ est un isomorrhisme de M1 swr M, , ona g= ¢_1(@g) 5

avec @'1 € Hom(M29M1) et g2 ¢ Hom(MQQMz) , ce qui achéve la démonstration,

COROLLAIRE 4,9. ¢ Soit M un A-module dont 1‘'anneau des endomorphismes

est engendré respectivement par les endomorphismes de carré nul, les projecteurs.

les isomorphismes de M . Soit N un A-module isomorphe & un facteur direct de

M_tel que MOAN=0, Alors 1'anneau des endomorphismes de M@ N est engendré
respectivement par les endomorphismes de carré nul, les projecteurs, les isomor="

phismes de M@ N .

I1 suffit de le vérifier powr f ¢ HomA(MQN) , g€ HomA(N,M)_,
h ¢ EndAN o Pour f et g le résultat se déduit directement du lemme 4.1, Soient
N' un sous-module de M isomorphe & N et ¢ un isomorphisme de N sur N' ,

na h= ¢”1(¢h) . On applique le lemme 4.1, & ¢'1 et & ¢h

COROLLATRE 4,10, ¢ Soit M_un A-module et T un ensemble de cardinal

M(I)

> 1 o Alors 1'anneau des endomorphismes du A-module est engendré respec=—

tivement par ses projecteurs, ses automorphismes, et ses endomorphismes de carré

nul ,

Application (40110) 3 la déedmposition d'une matrice (2=2) en somme

de produits de matrices idempotents (geSp. de matrices inversibles).
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Soit (i E) € ciéz(A) . On procdde séparément avec les matrices

G (oo oo o (g9 -

1) Décomposition en sommes de produits de matrices idempotentes :

.,

La matrice idempotente associéde & la matrice (S 8) par le lemme 4,1,

est la matrice (g ?) . Alors 3

00 00 0

(o= DG (1)
De méme 3

Ob by /00

(o0 =(a gy (2)

La matrice de l'isomorphisme ¢ : A x {0} sur {0} x A est (?_g)

et celle de. ¢,1 est (g é) . Alors :

GO-CHEDEY-QHCY .

On appligue respectivement (1) et (2) & ces deux matrices et on obtient

a0y \ (0 0y (00 (10
%O>5qg>%1>gl>q0> ()
De méme CH=CHCHEH=0C9C , ao
00 00 Oy 14y (00
(oa) = (1 1) <g> o/ (3) o-)_ (o 1> (4)

2) Décomposition en sommes de produits de matrices inversibles :

(n utilise la remarque faite au cours de la démonstration du théoréme
4,8, indiquant que si f ¢ Hom(Mi,Mé) [resp. Hom(szMT)] , alors 1-f est
‘ 2

inversible dans EndAM . On a alors
00 10 1 0
CH=9-C0 (5)
et '
0by _ /1 0Oy 1 =b
E=0-™ (6)

On a vu dans les précédents calculs que
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GU-CDEY .

En appliquant respectivement les égalités (6) et (5) & ces deux dernidres

matrices, on obtient :

EY-1¢ - 9-d, 9

De méme
00, 00y ,04d .

(g == DD -G

REMARQUE 4,12, ¢ Le corollaire 4.9, peut étre considéré comme une géné-
ralisation du résultat sulvant de Yuzo Utumi ([?1]§ théorsme 2) "Tout anneau régu-
lier A auto-injectif a4 gauche ne contenant aucun idéal bilatere réduit non nul
est engendré respectivement per ses idempobtents et par ses éléments inversibles",
En effet, un tel anneau vérifie les hypothéses du corollaire 4.9. comme 1'indique
le théoreme suivent (pbur e = 1), établi aussi par Yuzo Utumi et dont nous propo-

sons une autre démonstration :

THEOREME 4,13, 3J([14]9 lemme 7.7.). Soit A yn_annedu régulier auto-

injectif & gauche tel que pour toub idempoten$ Gentral g # 0, Ag contienne un

élément nilvotent. Alors, pour tout idempotent e , il existe deé i&empotenﬁs
61, e2, 63 tels que ¢ -

1) Al1-e) = Ae,{@ Ae2®Ae3 ;
2) Ae1 et Ae2 sont isomorphes

3) AeB est isomorphe & un facteur direct de Ae1<3 A62 H

4) e, est un idempotent abélien [5] .

3

On considdre 1l'ensemble des couples (X,Y) d'iddaux & gauche de A
isomorphes, contenus dans A(1=e) , et tels que XN Y = 0 ., Soit (Aej; Aez) un
couple maximal et 1 = e+e1+ez+e3 . Dans . Ae§ , pour deux idempotents g.et ¢' ,

si Ag NAg' =0, alors ghe' = 0, et e_ est un idempotent abélien [5] . On

2

considére alors le couple maximsl (Af, AFY) , £ =f£°, f1 = £12 , vérifiant

Af? « Ae C)AeQ;C)Ae‘ . AT c:Ae3 , Af et Af? étaht isomorphes, (n pose

Ae3=M®Ag s gzgz et Ae@Ae1'@AeZ=Af’G—)Ag‘ . Le couple (Af, Af')



9=12~-

étant maximal, on a gAg' = 0 . Dans Ae_, comme Af NAg =0, ona gAf =0, d'och

3
gAF' = 0 et AgA = Ag(Af' @ Ag' + AT @ Ag) = Aghg — Ag . g est donc central dans A
et g ¢ e he_ . Comme e_ est abélien, Ag est réduit ce qui entraine g = 0.

33 3

V. DECOMPOSITION DES ANNEAUX QUASI-CONTINUS A GAUCHE,

Yuzo Ubumi a établi ([11], § 5) qu'un enneau régulier continu & gauche
est le produit d'un anneau réduit et d'un anneau ne contenant ancun idéal bilatére
-réduit, Nous cherchons dans ce paragraphe, & généraliser ce résultat & certains
anneaux quasi-continus & gauclhe., Quand l'enveloppe injective de l'anneau considéré
est un anneau régulier, la propriété se déduit évidemment du résultat de Yuzo Utumi

gue nous venous de signaler,

LEMME 5.1, ¢ Scient @ et H deux idéaux & gauche d'un anneau 4 , G-

dtant essentiel dans M ‘o Mors G est réduit si et seulement si m"e‘s‘c réduit,

Soit o ¢ H~{0} wn élément nilpotent (" = 0, V40, n %2)11

(an~1 n~1)2 = 0 et comme

existe un A € A tel que O # ;\anhi € .. Mais AQ

S e, T e =0 mors (We™)¥ =0 et Ag™ ' =0. On aboutit

& une contradiction.

THECREME 5‘ o2e 2 Soit A un anneau dans lequel tout idéal i ganche complé-

ment est facteur direct, Alors, il existe un idempotenﬁ e ¢ A tel Cme Ae soit un

idéal & gauche réduit_et tel quse A(@ee) ne contienne aucun idéal bilatére non nul

réduit de A . De plus, A(1-e) = g(he) est un idéal bilatdre de A ot Ae contient

tout idéal bilatdre réduit,

Soit Q.= @ Q.. une somme directe maximale d'idéaux bilatéres réduits de
iel
A , Clest un idéal bilatére réduit. Il existe alors un idempotent e ¢ A tel que
Q< Ae . Ae est réduit dlaprds le lemme 5.1, Alors Ae = efe et A(1-e) = £(4e)

est un idéal bilatdre. D'aprds la meximalité de @ G 4(1-e) ne contient aucun
_ ‘ icl :
idéal bilatére réduit non nul, donc si B oest un tel idéal X(1-e) c # Aa(1=e)=0

et H e . Si A est quasi-continu & gauche et si (G- est un idéal bilatére
qui vérifie Ae M G- = 0, alors G. est essentiel dans un facteur direct et il
existe un idempotent ¢ ¢ A tel que Ae = Ag et G Al1-g) . Alors

A(1=g) = 2(4e) = A(1~e) . |
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REMARQUE 5.%. : Dans un anneau A quasi-continu a gauche, pour deux

idempotents e et £ , les conditions suivantes sont équivalentes 3.
1) eaf = 3(,4) ;

2) fhe c j(AA)

ey

3) Ae et Af ne contiennent pas d'idéaux & gauche de A isomorrphes
(Corollaire 4.7.) et elles entrafnent que Ae M Af =0, (n a done, en particue

lier eAf = 0 => fhe c:J(AA) o

Par la suite, nous considérerons souvent des anneaux vérifiant la
propriété

(P) eAf = 0 ==> fhe = 0 (f = £2 , e = ez) .

Ctest le cas des anneaux de Baer quasi-continus & gauche (resp, & droite)

et des anneaux semi~premiers,

COROLLAIRE 5.4, ¢ Soit A un anneau quasi—continu'érgauche gui vérifie

la propriété (P) . Alors il existe un idempotent central e tel que Ae soit

1'idéal bilatdre réduit meximum de A , A{1=e) contient donc tous les éléments

nilpotents de A ., Si A est un anneau de Baer et si B = E(AA) , Be est

1'idéal bilatére rdéduit meximum de A et A{1-e) = B(4-e) .

Cela se déduit immédiatement du théoreme 5.2, puisqutalors
Ae A(@we) = A(Qae)Ae = 0 , Comme Ae est rédult, e est l'unique idempotent

agsurant une telle décbmpositiona
si j(AA) = 0 llanneau B est régulier et auto-injectif & gauche,

Comme E( A(1-e)) = E(A A(1=e)) = B(1=e) est engendré par ses idempotents

A(1-e)
(Remarque 4.12), on a A{1-e) = B(1-e) .

THEQREME 5.5, ¢ Soit A un anneau guasi-continu & gauche. Alors il

existe un idempotent e ¢ A tel gque 1%idéal & gauche Ae soit réduit et tel

gue tout idéal & gauche non nul contenu dansg VA(ime) contienne un élément nil-

potent, Lfidéal A{1=e) = gQAe) est bilatdre., (O'est aussi 1'iddal & gauche

meximum tel gue tout idéal i gauche non nul contenu dens A(1-e) contienne un

¢lément nilpotent.




9-14 -

La méthode de démonstration est la méme que pour le théoréme 5,2, Tei
les idéaux (CLi)iQI sont des idéaux & gauche réduits, Chague Ili (i ¢ I) est
ecssentiel dans un facteur direct Aei (ei = ef) R Commé A est guasi-continu i

gauche, on peut choisir les (ei) orthogonaux; Alors, comme ils sont réduits,

i¢1
pour 1 # j , on a encore Ae.Ae. = he (e, he.) = 0 et @ Ae, est réduit,
~ i3 iY7F ieI i :

(n poursuit comme dans la démonstration du théoréme 5.2,
Soit 3 un idéal & gauche de A tel que Ae O J = 0 .
I1 existe un idempotent ¢ tel que Ade = Ag et ﬂ}: A(1—8), n a

encore A(1-g) = g(4g) = A(1-e) .

COROLLAIRE 5.6. 5 Soit A un anneau quasi-continu & gauche vérifiant

1a propriété (P) . Alors Ae est 1'idéal & gauche réduit meximum de A et e

est central.

Dans ce cas, les corollaires 5.4, et 5.6, donnent la méme décomposition

de llanneau A car A(f1-e)ie = Ae A(1~e)

0 et Ae est bilatére.

CORCLLAIRE 5.7. ¢ Dans un anneau A quasi-continu & gauche vérifisnt

la propriété (P) les conditions suivantes sont équivalentes 3

ws -

1) Tout idéal bilatdre non nul contient un élément nilpotent

2) Toukt idéal & gauche non nul contient un élément nilpotent

“we

3) Tout idéal & gauche facteur direct de A contient un idempotent non

central,
1) est équivalent & 2) , car, dans ce cas, les décompositions de A
données par les corollaires 5.4, et 5.6, sont les mémes,

%) ==> 2) car A vérifie la propriété (P) , donc si e nlest pas

central, (1-e)he # 0 .

2) ==> 3) Soit x ¢ A-{0} tel que x2‘= 0. Alors 4Ax c— g(x) . Comme
x g'j(AA) il existe un idempotent ¢ tel que Ag M g{x) = 0 . Agx est iso-

morphe & Ag et Agx Y Ag = 0 . Alors Agx est facteur direct de A (Corollaire

4,7.) donc engendré par un idempotent e ., e n'est pas central, sinon, si e = )x,

e“ = )xe =)rex = 0 puisque e ¢ g(x)‘?
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COROLLAIRE 5,.,8. : Soit A un anneau quasi-continu & gauche. Alors tout

idéal & gauche non nul contenu dans j(AA) contient un élément nilpotent,

Cela résulte du fait qu'avec les notations du théoréme 5,7., on a :

Ae r»J(AA) =0.

REMAR QUE .9, ¢ Soit A wun anneau quasi-continu & gauche, Tout idéal

3 gauche facteur direct, essentiel sur j(AA) est bilatéere,

Supposons j(AA) A Af (f = f2) . Si Af et A(1-f) contenaient deux

idéaux & gauche isomorphes G et B ¢ étant un isomorphisme de G sur ¥
pour x ¢ G (\j(AA) , on aurait g(x) = g(¢(x)) d'ol 0 # ¢(x) € j(AA) , ce qui
est impossible donc fA(1-f) c:j(AA) et comme j(AA) c Af , fA(1-f) = 0 . Alors
Af = p(A(1-f)) est un idéal bilatére de A ., De plus 1l'idéal & gauche nilpotent

(1-f)Af de A est contenu dens j(AA) ‘

COROLLATIRE 5,10, ¢ Un annéau guasi-continu & gauche qui vérifie la

propriété (P) se décompose en un produit d'anneaux, soit

Aol wd i
g " X Sg

ou A1 est quasi-continu & gauche, réduit, A2 étant quasi=continu & gauche et

i A2) ) A3 étant régulier, auto-injectif & gauche dans leguel
2

tout idéal & gauche non nul contient un élément nilpotent.,

essentiel sur j(

THEOREME 5.11. ¢ Soit A un anneau dans lequel tout idéal & gauche

complément et tout idéal & droite complément soient facteur direct. Alors il

existe un idempotent central e tel que Ae soit 1'idéal bilatére réduit

maximum de A

Suivant la démonstration du théoréme 5.,2., on considére une somme directe
G= @ 011 d'idéaux bilatéres réduits de A . Avec les mémes notations que pour
iel
cette démonétration, G- est essentiel dans 1'idéal & gauche réduit Ae(e = e2) s
de plus @NA2(0-) = 0 et 2(G) D g(he) = A(1-e) , d'ou A(1-e) = 2(GL) . De
méme G est essentiel dans 1'idéal & droite réduit Ae oh g = ¢° et
(1-g)A = r(G) . Alors Ag = gr(0G.) est un idéal bilatére, Comme G- 4 gr(G) £ Ae ,

Ae = Ag et Ae est bilatere, e = ¢ est central,
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CORCOLLAIRE 5,12, ¢ Toult anneau de Baer guasi-continu & gauche et &

droite & méme enveloppe injective & gauche et & droite,

Cela résulte du théordme précédent, du corollaire 5,4,, de la propriété

5.3, (9°) et de [13] (théordme 1.4.).

VI. ENVELOPPE QUASI~CONTINUE D'UN MODULE,

Par analogie avec l'enveloppe injective et 1'enveloppe quasi-injective
d'un module, nous nous proposons d'étudier les extensions quasi-continues minie-

males d'un module donné,

LEMME 6.%. ¢ Scient M un A=-module., E(M) une enveloppe injective

de M ., (M) 1'intersection des sous-modules guasi-continus de E(M) contenant .

i . Alors Q(M) est un mddule gquasi=continu,

La vérification est immédiate,

DEFINITION 6.2, ¢ On appelle enveloppe guasi-continue d'un A-module a

gauche M tout A-module M extension quasi=continue minimale de M ., Elle est

définie & un H~-isomorphisme prés. C'est aussi 1l'ensemble des éléments de la forme

HFVWT

P (m.) ol les Eg sont des produits finis de projecteurs de E(M) et ol
m; € M (1 $1g p) . Elle est signalée sous cette forme par G,Renault [8] (po 14),

THECREME 6,.%, ¢ Soit A wun annesu a idéal singulier & gauche nul., Son

enveloppe quasi-continue & gauche est un anneau de Baer quasi-continu & gauche,

Solent B = E(AA)9 Q l'enveloppe guasi-continue de AA contenue dans

B, Alors 1 ¢ Q et Q contiennent les idempotents de l'anneau B , (On décompose
alors B sulvant le corollaire 5.4, L'anneau B étant engendré par ses idem

potents, Q = Qe ® B(1-e) . On contrdle ensuite que les &léments de Qe . sont de

Pq )
la forme g =:z:: ae. o a ¢ ke et e =el ¢ Be (1gig pq) . Il est alors
i=1

immédiat que Qe est un anneau, Comme Qe B(1=e) = B(1-e)Qe = 0, Q est wn

anreau,
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CORCLLATRE 6.4, : Soit A un anneau & idéal singulier nul h gauche et

3 droite, Alors A a méme,enveloppe injective & gauche et & droifte si et seulement

si il a méme enveloppe guasi-continue,

Si0B

i

E(AA) = E(AA) contient Q (respo Q') enveloppe quasi~continue
5 gauche (resp. & droite) de WA (resp. AA) ona Q=Q @ Bli1-e) et

Q' = Q'e @ B(1-e) , la décomposition de B étant la méme & gauche et & droite
(théordme 5.11.). On contrdle que Qe et Q'e ont les mémes éléments. La

réciprogue provient du corollaire 5,12,

VII, ANNEAU ASSOCIE A UN MODULE QUASI-CONTINU,

THECREME 7.1. : ([14] , dans le cas d'un anneau). Soit M un A-module

continu, Alors, 1'anneau associé S{M) est régulier, (M) est ézal au radical

de Jacobson de 1'anneau des endomorphismes de M , les idempotents de 8(M) sont

les classes des projecteurs de M , et 1lanneau S(M} est continu & droite.

Ce résultat a été obtenu indépendamment de notre étude par J. Bichot

(papier non publié),

On peut par exemple reprendre la démonstration.de‘ [6] concernant
1'anneau associé & un module injectif (p. 102, proposition 1). On remarque aussi
gque si E est une enveloppe injective de M | S(M)‘ contient les idempotents de
s(E) (cela sera démontré plus loin, proposition 7,5.). La dernidre assertion

résulte alors du théoréme 5 de [12] (P, 66),

COROLLATRE 7.2. ¢ Soit A un anneau continu & gauche et noethérien

A

% gauche ; alors A est artinien & gauche,

En effet, A/j(A) est régulier et noethérien i gauche donc semi-simple,

Comme A est noethérien, j(AA)’ est nilpotent, et A est artinien & gauche,

COROLLAIRE 7.%, = Soit A un annesu continu & gauche et 3 droite,

Alors A est guasi-frobénusien si et seulement si A est noethérien & gauche

et & droite.

Cela résulte du corollaire 7.2. et de [14] , théordme 7.10.
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COROLLAIRE 7.4, ¢ Ltanncauy associé & un module continu indécompo-

sable est un corps.

PROPOSITION 7.5, ¢ Soit M un A-module & gauche guasi-~continu, Alors

les. propridtdés suivantes sont vérifides:

1) 1'anneau S(M) agsocié & M contient les idempotents de S(E) 0

snneay associé & E = B(M)

2) tout idempotent de S(M) se reldve en un projecteur de M et

orthogonaux ;

3) 8(M) est un anneau de Baer qui vérifie la propridté (C3)

d'addition des facteurs directs ;

4) les idéaux i gauche facteurs directs de S(1) counstituent un

treillis supérieurement continu,

On convient dfidentifier S(M) A son image canonique dans S(E) o

Les assertions 1) et 2) se déduisent des mémes propriétés, connues
pour S(E) ([6], Ch. 4, Proposition 1, p. 102,et [14]9 théordme 6.5,) et de la

stabilité de M par les projecteurs de E .

Si A est un anneau contsenu dans un anneau B de Baer et s'ils ont

les némes idempotents, il est facile de vérifier que A est de Baer,

La propriété (05) résulte du fait que si e et T sont deux idempo-
tents de S(M) tel gue S(M)E F)S(M)? = 0 ; alors S(E)E F\S(E)? = 0 , ce qui

permet de trouver deux ildempotents orthogonaux 21 et ;2 tels que
S(M)21 = S(M)e et S{M)gg = S(M)F , Les idéaux 3 gauche Ffacteurs directs de
S(M) constituent done un treillis isomorphe an treillis des idéaux i gauche

monogdnes de S(E) ; il est donc supérieurement continu,

TEECREME 7.6, ¢ Soit M un A=module dont les sous-modules & gauche

compléments sont facteurs dirvects de M . Alors, les prowmidtés suivantes sont

éguivalentes 3

£

1) 1lenneau S(M) associé b M est réduit ;

2) les idempotents de S(M) sont centraux s
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%) pour tout facteur direct P de M et tout f ¢ End

A b4
POTH(P) L P

4) pour tout facteur direct P# O de M et tout f ¢ End M,

A
pnEl(p) £o.

Les implications 1 ==> 2 et 3 == 4 sont évidentes,

2 =>. 3 si p:pzeEndM a pour image P, on a fp»-pfe,j(i\!i)

A
et T=PNAKer(fp-pf) K P3; or T =T (P) donc T=PNT(P) < P.

2

Lt}

4 => sogt 0 % 7 € S(M) s avec = 0 , Soit Q un facteur

direct de M essentiel sur Ker f ; posons M=P@®Q . Alors P # 0 ; soit

L]

xePnfi(P)f\Ker fza;Alors,f(x)ePnKer =0 et x ¢ PNKer £ =0

Aot PATHP) = 0. Contradiction.

COROLLAIRE 7.7. : ([9], lemme 4.1, Cas oi M est injectif),

Soit M un A-module & gauche tel que tout complément soit facteur direct et

dont le sous-module. singulier soit nul : alors ‘EndAM est un anneau réduit si

et seulement si tout facteur direct P de M est stable par tout endomor-

vhisme f de M ,

Car dans ce cas ?1(13) est un facteur direct de M et comme M

est bien complémenté la condition PN ??(P) 4 P s'éerit PN §1(P) =P,

PROPOSITION 7.8, : Soit E un A-module injectif, Alors B se

décompose en somme directe E = F® F' ol les anneaux associés vérifient

1'égalité S(E) = s(F) x s(¥') , s(P) é&tant un anneau réduit et S(F')

n'ayant avcun idéal bilatére non nul réduit. De plus, F' se dédcompose en

somme directe F' = E1 @ E2® E, ou E1 et E, sont isomoryphes , E3 Stant

3
isomorphe & un facteur direct de E1 ®E, .

On sait que S(E) se décompose en un produit de deux idéaux bilatéres

s(E) = G_? % Q,2 » G, étent réduit et 0.2 n'ayant aucun idéal bilatére

réduit. Il existe donc un idempotent central u ¢ S(E). tel que 0, = S(E)u et
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(LZ = S(E) (T:Ti) - De plus on peut supposer que wu est un projecteur de E . On

pose wWE) =F et Ker u=7F" ., Pour tout x ¢ F, si f ¢ Hom(F,F”) .
f(x) = (1-p) fp(x) et comme D est central dans S(E) , (1-p)fp = 0 donc
Ker T4 E et f ¢ j(E) . Alors S(E) = S(F) x s(¥') .

D'aprés le théordme 4.1%, il existe des idempotents de S(E) donc des
projecteurs orthogonaux p1, pz, p3 de R (proposition 7,5‘.) tels que
s(F') = S(E")Z}? ® S(Fﬂ)fﬁ; ® S(F*)E; ot S(F*)}S: et S(F')p, sont isomorghes
et S(F")E; iscmorphe & un facteur direct de S(F')E ) S(F”)}SZ . D'apres un
résultat non publié de A.Cailleaun les sous-modules E1 = pq(E) et E2 = pZ(E)
sont isomorphes et E3 = pB{E) est isomorphe & un facteur direct de E1 @ E2 o

D'autre part, on peult supposer pTJ(.pz-;-p3 =1, d'oh F = E1 @ E2 @ E3 o

COROLLAIRE 7.9, ¢ Soit M un A-module & gauche guasi-conbinu : alors

M se décompose en somme directe M = N@ N' ob les anneaux associés vérifient

s(m) = s() x s(n') , s(N') étant un anneau régulier auto-injectif & gauche:.sans

idéal bilatdre réduit non nul, S(N) &tant un anneau réduit, De plus, N' se

décompose en N' = M1 ® Mzk@ M3 ou M, et M, sont isomorphes et M, est iso-

1 2 3

morphe 3 un facteur direct de 1‘\11 @ M2 . N' est donc quasi-injectif,

Les anneaux S(M) et S(E) , o E = E(M) ayant les m8mes idempotents,

cela résulte de la proposition 7.8, et du corollaire 4.3,
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DEVIATION DES ENSEMBLES CRDONNES ET
GROUPES ABELIENS TOTALEMENT CRDONNES.

par Benoit LEMONNIER
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Un ensemble ordonné a we dérivée quand il ne contient pas de copie de l'en-
semble ordonné des nombres réels dyadigues (§ 1., th. 9). A un tel ensemble sont
associds deux ordinaux, sa déviation et sa codéviation, gui mesurent 1'éloignement
de son type d'ordre vis-a-vis du type artinien et du type noethérien, L'objet du
§ 1 est de donner des propriétés des ensembles qui ont une déviation et dfétudier
le comportement de la déviation vis-a-vis d'opérations usuelles, Comme application,
on donne 1l'écriture d'un ordinal en termes d'ordinaux indécomposables (prop, 12),
et on caractérise les anneaux de polyndmes et de séries formelles qui ont une
déviation (th, 18 et 187).,

Dans le § 2, on monire qu'un groupe abélien totalement ordonné dont 1°en=-
semble ordonné sous-jacent a une déviation, est déterminé (i un isomorthisme prés)
par cette déviation (th, 25). On en déduit que, pour l'ordre et la multiplicatiom,
la structure du treillis des idéaux 4°'un anneau de valuation de déviation donnée
egt unique (tho 28)o

Ltexposé écrit et le développement de ces résulitats font 1'objet dfun

article & paraftre dans le Bulletin des Sciences mathématiques (1973). Une note
aux Comptes-Rendus de 1l'Académie des Sciences a été également publide en 1972,

En outre, les références :

[1] N. BOURBAKI, Théorie des ensembles, Chapitre 3,
[2] W, BOURBAKI,  Algdbre commutative, Chapitre 6,
[3] G. KRAUSE, . (n the Krull-dimension of left noetherian left Matlis~rings.
. Meth, 7. 118, pp. 207-214 ( 1970).
[4] R. RENTSCHLER et P. GABRIEL, Sur la dimension des anneaux et ensembles
ordonnés, (,R, Acad. Sc. Paris, t, 265, Série A, 1967;
PP. T12-715,
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ANNEAUX DE GRQUPES SEMI-PARFAITS

A. CAS COMMUTATIF

La premi®re partie de cet exposé est réservée & 1l'étude du cas commutatif
faite par Sheila Woods dans [10].
A désigne un anneau unitaire, R(A) son radical de Jacobson, G un

groupe non nécessairement commutatif,

I. RAPPELS,
Les anneaux semi-parfaits étudiés par Bass dans [1] puis par Chamard

dans [3] sont caractérisés par le théoréme suivant

THECREME T.1, ¢ Pour un anneau A , les condibions suivantes sont

dguivalentes

a) A est semi-parfait

b) Tout A-module & gauche de type fini possdde une couverturs projective ;

¢) Tout A-module & gauche simple possdde une couverture projective 3

d) Tout idéal & gauche - de A se met sous la forme 3
G=te@® ¥ ;

e) kA/R est semi-simple et les idempotents de A/R se reldvent en des

idempotents de A .

Remarque 1 : Tout anneau quotient dfun anneau semi-parfait est semi-parfait,
d'autre part toute chafne croissante de facteurs directs de A est de longueur

bornée par celle de A/R .

De plus, A est semi-parfait si et seulement si ;Mﬂ(A) est semi-parfait,
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Soient A wun anneau, (G un groupe, On considdre le A-module & gauche

(e)

libre on le munit d‘*une structure d'anneau par :
?

v r(glg+ 3z slglg = ¢ (x(g)+s(e)le

v t(k)k

et [z r(gle][z s(h)n]

g rlg)s(n) .
gh=k

avec +(x)

n note 1l'anneau ainsi obtenu A[G] . Les coefficients commutent avec les

éléments du groupe et A[G] est un A-module & gauche et & droite libre., (Se

reporter & [5], [6] ou ['!2])°

Si H est un sous=groupe de G , on note w(H) 1'idéal & gauche de

A[G] engendré par les éléments (1-h) ou h déerit H .

LEMME TI.2, s Soient A[G] un anneau de groupe, H un sous~groupe de G .

Les conditions suivantes sont équivalentes s

a) o(H) est facteur direct dans AfG] ;

b) H est fini et son ordre est inversible dans A ,

LEMME T.%, ¢ Soient A[G] un anneau de groupe, H un sous-groupe de G ,

on a alors

a) r(w(H))

( = h)A[G] si H est fini
" heH

b) r(wh)) =0 si H est infini ;

) A[6]/w(H) = Afe/H} ;

d) si HAG , olH) est bilatdre,

II., RADICAL DFE JACOBSON DES ANNEAUX DE GROUPES,

THECREME II.1. ¢ Soient H wun sous—groupe normal d'indice fini n d'un

groupe G , K un corps, on a alors :

R(K[6])" < R(K[E])K[¢] < R(K[e]) .

De plus si n est inversible dans K , on a ¢

R(K[H])X[¢] = R[X[c]] -

Pour une démonstration de ce résultat, se reporter a [6], théoréme 16.6..
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PROPOSITION ITI.2., ¢+ Si H est un sous-—groupe de G , K un corps on a :
r(X[G¢]) N K[H] = R(X[H]) .

V= R(K[G])r1 K[H] est un idéal bilatere de  K[H] , il suffit donc de
démontrer que 1-x est inversible dans K[H] si x appartient 3 V . 1=x

étant inversible dans K[G] , il existe un élément y de K[G] tel que :
(1=x)y =1 .

n écrit alors y = y1+y” avec ¥, € K[H] et supp(y') nH = 0 .
On a alors :

(1=x)y = (1'-X)y1+(1-X)y" =1

avec Supp(1-x)yf N H - H . Do (1-x)y' = 0 et 1-x est inversible dans K[H] .
' ¢.Q.F.D.

PROPOSITION IT.3. : Soit A un anneau de radical de Jacobson R ., (On a

R[G] c:R(A[G]) dans les deux cas suivants :

N

a) R est T-nilpotent & droite ou & gauche ;

b) G est localement fini,

PROPOSITION IT.4. ¢ Soit K[G] un anneau de groupe avec G totalement

ordonné, On a alors :

r(K[c]) = (0) .

ITI, ANNEAUX DE GROUPES SEMI-PARFAITS COMMUTATIFS.

Dans ce paragraphe, A désigne un anneau commutatif, G un groupe

commutatif,

THEQREME IIT.1, : _Si A[G] est un anneau semi-parfait commutatif alors

A est semi-parfait et G est un groupe de torsion.

13

D'aprés la remarque 1, A A[G]/w(G) est semi-parfait, il est donc
n

. n ,

produit fini d'anneaux locaux A= @ A, . On adonc A[G] = @ Ai[G] et
i=1 i=1

Ai[G] est semi-parfait pour tout i . Ki[G] est donc semi-parfait avec

Ki = A.i/Ri . Soit T le sous-groupe de torsion de G , Ki[G/T] est un anneau

semi-parfait et semi-primitif (proposition II.4.), donc semi-simple, On a donc

G/T = {e} et G est un groupe de torsion.
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Remarque 2 s Dans la démonstration de III.1., on s'est ramené & considérer
Ai[G] , il est évident que A[G] est semi-parfait si et seulement si Ai[G] l'est
pour tout i . Oh supposera donc par la suite que A est un anneau local, de

corps résiduel K .

THECREME ITI.2, : Soit A[G] un snnesu semi-perfait avec A local de

corps résiduel K , On a alors :

a) Si car K =0 G est fini ;

b) 81 car K=p, G = Gp % H éﬁ_ Gp est un p-groupe et H un groupe

fini d'ordre premier & p ;

c) A[G] est semi-parfaif si et seulement si A[H] st semi-parfait,

COROLLATRE III.3, : Soient A un anneau local, rad A son nilradical,

A[G] est semi-parfait si et seulement si A/rad A[G] 1test.

Il suffit de remarquer que (rad A)[G] est un nilidéal de A[G] et que

les idempotents se reldvent modulo un nilidéal (cf, [51) -

Dlaprés le théordme III,2,, 1'étude des anneaux de groupes‘semi»parfaits
commutatifs se ramdne & celle des anneaux de groupes A[H]‘ avec A local de
corps résiduel K et H fini d'ordre n inversible dans A . On sait donc |
dtaprés le théoréme de Maschke que K[H] est semi-simple et que, d'apres la
proposition II.3,, R(A[H]) = R[H] , i1 suffit alors d'aprés le théoréme I.1.,
de relever les idempotents de K[H] en des idempotents de A[H] . La suite

de ce paragrarhe est réservée & cette étude,

DEFINITION IIT.4, @ Soit A un anneau local de corps résiduel X , un

polyndme unitaire f(X) de A[X] vérifie le lemme de Hemsel si toute .

décomposition de ?(X) = g(X)h(X) dans K[X] oib g et h sont des

polyndmes unitaires, se reldve en une décomposition

£2(x) = g*(x)n*(x)  dams A[X]

avec. g (X) = g(x) et h'(X).=h(x) .

THEOREME III.5 s Soit A un anneau local, de corps résiduel X . Alors
un polyndme unitaire f£(X) de A[X] vérifie le lemme de Hensel si et

- seulement si les idempotents de K[X]/(£(X)) _se relévent en des
idempotents de A[X]/(f(x)) .

Démonstration : voit Azumaya [11] o



1.5,

COROLLAIRE III.6, : Soient A un anneau local, G wun groupe cyclique

d'ordre n inversible dans A , Les assertions suivantes sont

éguivalentes :

a) A[G] est semi-parfait ;

b) Xn_i vérifie le lemme de Hensel,

Soit H wun groupe fini commutatif, alors H est somme directe finie

de groupes cycliques Hi dfordre n,

R:H,IXOOOXH:C

< . r
avec ni+1/ni . Do H est un groupe quotient de H1 .

Par la suite, on démontre qu'on peut se ramener au cas cyclique en
remarquant que A[H] est semi~parfait si et seulement si A[H1] 1'est, Bn fait,
la seule étape difficile est de montrer qusz G est cyclique et si A[G] est
semi=-parfait alors A[Gx@l l'est aussi, La proposition suilvante indique qu'on

Se raméne i ce cas-la,

PROPOSITION III.7. : Si pour tout snneau local B , toub groupe cyclique

G , on a B[G] semi-parfait implique B[GxG] semi-parfait, alors A[H]

est semi-parfait si A[HT] 1llest,

Si A[Hij est semi-parfait, on démontre par récurrence que A[H?] llest,
Si A[Hi] est semi-parfait, alors A[Hiwq][ﬁ1] est semi=-parfait, d'ol
A{H§’1] =<3.B3 sont des anneaux locaux, ‘Bj[H?] étant semi-parfait, Bj[Hixﬂi]
l”-est; d'oll @ BJ[Hq][Hq] = A[Hi‘][ﬂﬂ est semi-parfait,

Remarque 3 : On veut démontrer que si A[G] est semi-parfait alors
A[GxG] est semi-parfait, avec G ocyclique d'ordre n .

On sait que A[G] =@ A, ok les A sont des anneaux locaux. D'ol

1
A[GxG] est semi-parfait si et seulement si Ai[G] est semi-parfait pour tout i,
Autrement dit si Xn=1 vérifie le lemme de Hensel dans Ai[X] ob
D'autre part, on sait qu‘'il existe des polynémes fi(X) dans A[X] tels
que
£,(x) = X'=1
nf, = X =1

avec A, @ A[X]/£,(X) ol F. est unitaire pour tout i d'oh Ac A, et A est
i i i i i
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un A=-module libre de type fini, Ai étant local, on a :
A /Rad A, = X[X]/E,(X) .
D'ou ?i{X) est irréductible dans K ., En particulier pour chaque i , il existe

un entier m divisant n , tel que ?i(X)/Zm(K) le polyndme cyclotomique dlordre
m ., Supposons que §1<X) divise zﬂ(x) . Soit ¢ :'X+fI(X) dans A[X]/f1(x) alors
@ ... ao sont des racines distinctes de X -1 dans 1'anneau local A[a] dol
{Xn_1) = n(X—aQ) . Donc tout polyndme unitaire g(X) divisant Xﬂ—1 se met sous

la forme

g@) = 1 (X=a9) .
Jes

n en déduit que
s ‘
A = Ala] pour 1< s<n
et ' Aga g
Dlautre part on remarque que le lemme de Hensel est vérifié par X'=1
dans Aw[X] de méme gue dans. A[X] 5 est-il vérifié danms Ai[X] ?

Soit H un groupe isomorphe & G , on a alors

Ale:] = AL61[E] = A[F][c] -
8i &' est un idempotent primitif de K[GxH] , 11 existe un idempotent primitif
e de A[G] et un idempotent primitif £ de A[H] tels que e' = ef e f , Dol
o' ¢ (X[¢]e)[H] , il suffit donc de démontrer que e' se reldve en un idempotent

de (A[G]e}[H]o

NOTATIONS II11.8, : Soit A un anneau commutatif. On note 3

I(A)_ 1’ensemble des idempotents de 4 , ordonné. par :
e& £ si ef =e, I(A) est un treillis,
De plus, si A est local de corps résiduel K , on note :
F(n,A) 1'ensemble des polyndmes unitaires divisant o
dans A[X] , ordonné par

£(x) ¢ e(x) =i £(X)]ex) .

L'application ¢ de F(n,A) dans F(n,K) définie par
o(£(x)) = F(x)

est surjective et préserve 1l'ordre.
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DEFINITION III.Q, ¢ Soit ¢ défini & la remarque 3.

Pour i=1 ... 1n on note e =% z(al)ng avec g € G

si £(x) ¢ P(n,A[a]) , et S = {i/f(ai) = 0} , on note

(f).= 2 e,
i i€5 .

si e ¢ I[A[a][G]] - %FE\T = {i/ece; = e} .

m note Ple) = 1 (X-o") ¢ Flx,A[a]) -
ieT
LEMME ITI.10, ¢ I et P sont des isomorphiﬁmes de treillis entre
7(n,Ala]) et I[A[a][6]] . Gnoa

Poi(f)
et I.%e)

!

£ T ¢ Fn,afa])
e e ¢ 1[a[«](c)] .

 DEFINITION ITI.11, : Un idempotent e de K[G] est un m-idempotent

si Ple) aivise Zm(X) . Un idempotent e de A[G] est un m-idempotent

si e est un m-idempotent.

LEMME 1110123': Si e est un n-idempotent de »A[G] s, &¢ est une racine

primitive m o C de 1'unité dams AlGle .

P(8) divise X'-1 dans K[X] , dfoh I{x"-1)s =& dans K[G] . Cr
1(x"-1)

(1-g™)e

§(€+gm+noo+gnwm) ¢ k[e] . Dlou %(1+gm+oao+gnnm)e = e dans A[G] et

0 diou (ge)m =e , 31 ge n'est pas une racine primitive, il existe

r divisant m tel que (ge)’ =e . D'ok.(ge)’ =75 , ce qui contredit 1’'hypo-
thése faite sur e . k »

LEMME ITI.13, ¢ Soient A[G] un anneau semi=parfait o ¢ est cyclique

d'ordre n , H un groupe isomorphe & G ., Soit e un idempotent primitif

de K[GxH] tel que e = ee'f’ ol e’ et f' sont des idempotents de

type s et t respectivement, Si s divise t , alors e se reléve en

un idempotent f de A[GxH] .

A[H]f” est un anneau local de corps résiduel K[H]f' . K[H]f'. est une
extension finie de K ayant pour uwnité F¢ . P(8',F') dems (K[H]£*)[X] est le
méme que Ple') dens K[X) , d'ou e'f' est un s-idempotent dems (k[H]f')(a) .

D'autre part e = ee'f! , d'ou Ple) divise P(e'f') ., e est donc un s-idempotent
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dans (X[H]£1)(G) et P(e) divise X =1 . Or bf' est une racine primitive
iéme ' s ‘
s de 1'unité et

et = n(X-hlt/s

T) damns (k[H]E')(X) .
or Ple) est irréductible dans (X[H]f*)[X] on a done :

Ple) = x—hlt/s T

i e w4 A
et e = 1 z(hl”/s f?)a g;
et e sereléve en f = % b {hlt/s f”}? g; qui est un idempotent de A[G]f'[H] ,
. Cj . » 3
car htff = ' et hlt/s f' est une racine primitive s de 1'unité dans

Alg]f'[H] .

PROPOSITION IIT.14, ¢ Soient A wun anneau local , G un groupe cyclique

dlordre n dinversible dans A . Les assertions suivantes sont

éguivalentes

a) A[G] - est semi-parfait ;

b) A[GxH] est semi-parfait avec H =G .

I1 suffii de montrer gque les idempobents primitifs de K[GxH] se
felévénb en des idempotents de A[GXH] o 30it e un idempotent primitif de
K[GxH] . Il existe e' ef f' tels que e=e o' f' avec e' s-idempotent
et f' t-idempotent. En général on n‘a pas s divise T out divise s ,
La démonstration consiste b trouver un automorphisme © de A[G][H] tel que
5(e) = B(e)a'F" ou f£" est un u-idempotent de A[H] avec s/u , pour se
ramener dans les conditions du lemme III.13, |

na n/s=s'y et nft=1tv.

Diou il existe a et b tels que
as® 4+ bi' = 4

et on peut supposer (b,n) =1 .

Soit £ une racine primitive n o "C de 1'unité dans K[cle* . I1

n/s o=,

existe ¢ tel que g =g e' , gae' é&tant une racine‘primitive gtome de 1'unité,
. _ T m, n/t

¢ est un t-idempotent-dans (K[G]é“)[H] et p(x) = P(e)(X) = 1 (X=¢

i=1 :

) dans

(k[a]et)[X] ol les mi sont des entiers. On peut supposer les m, premiers 2 n.



On définit q(X) par :

r mjac bmi n/t
a(x) = n (x-&¢ = e'g )
i=1

q(X)g;(K[G]E“)[K] car ses coefficients sont des polyndmes symétriques en les

racines de p(X) o

Soit u =n/v = g/s = sty(s/v) = ss’

mu m,(a n/s+b n/t) mac bm, n/t
1 1 1 1
e =t =8, X

. ; . . s idme g
est une racine de q(X) , ¢'est aussi une racine primitive n de l'unité, Il

existe donec un polyndme q'(X) ¢ (K[G]e“)[X] tel que q'(X) divise q(X) .
mv

1(q*) est un u-idempotent primitif de [K[G]e'][H] et ¢ ' est une racine
de q“(X) 0
W m,ac_ bm, n/+%
Dol a'(Xx) = m(x-g ' &' g )
i=]
myv w m, ac_ bmi n/t
= (x-¢ ' )n(x-eg e g Y-
i=2
tmyv oW m.ac_  bm, n/t t°
Soit p'(X) = (X-g ) [X_<€ et g ) ]
i=2
_ m, n/t e m,v
omna p(X)e [K[G]e”][X] , or = ' est une racine de p'(X) .

p(X) étant irréductible, p(X) divise p'(X) . Or dop(X) =1 » w=dop*(X) .
D'o p(X) = p*(X) et g(X) = q'(X) est irréductible dans (X[c]e*)[X] . D'oh
I(qa) = 1(q*) est un u-idempotent primitif de (X[G]e')[H] . Il existe un idem-
potent unique de A[H] tel que I(q) = I(q)F* , Comme f£¥ est un u-idempotent,
I(q) est un candidat pour 6(e) . On note I(q) =7f ,

Comme (b,n) =1 , hb engendre H ., (n définit alors © par

cam

bl) = 7 Xi(g 1h)l aves X, € AfG] . T est immédiat de vérifier que

6(2 Xi h

o est l'automorphisme cherché,
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DHECREME TIT.15. ¢ Soient A un amneau lccal de corps résiduel XK

G un groupe abélien fini d'lordre n inversible dans A , d”exposént I,

Les assertions sulvantes sont équivalentes :

a) A[G] est semi-parfait ;

b) A/rad A[G] est semi-parfait ;

¢) X'-1 vérifie le lemme de Hensel,

L'hypothese faite & la pro@ositibn I1T.14, G = H . est essentielle comme

1s montre 1l'exemple suivant ¢

Soient G = /82 et H = 3/3Z . Alors G x H est cyclique d'ordre 24,

Considérons 1'anneau local A = Z[i . (le localisé de Z[i] par rapport
(2+1)

a (2+i}) . On adonec K= A/Rad A= Z/SZ dfou le groupe multiplicatif X*

est cyclique d'ordre 4 ., On a donc les décompositions suivantes dans K[X] ¢

P o1 = (x=1)(xe1) (3=2) (x42) (x°=2) (X°42)

et

3

X2 - 1= (-1)(x%4%41)

oli tous les facteurs intervenant dans les seconds membres sont irréductibles

sur K , Cette décomposition se reldve évidemment en une décomposition dans A[X].

(%=1 /{Xo4%e1)

b
§
I

(%= 1) (1) (=) (32 ) (%% ) (%543

<
i
it

Diow A[G] et A[H] sont semi-parfaits,

ar (Kg)* est cyclique d'ordre 52~1 =24 , d'ol X24—1 se décompose
en facteurs linéaires et en facteurs dordre 2, Le polyndume cyclomotique @24(X)

a pour ordre ¢(24) =8 ,done sur € si ¢ est une racine primitive 24;eme

de 1'unité, on a (Q[a] 2 Q[i]) =8/2=4 a'ol @24(X) a un facteur irréduc-—

tible d'ordre 4 dans Q[i][X] et il en est de néme dans A[X] < Q[1][X] ce

qui montre que A[GxH] n'est pas semi-parfait,
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B, CAS GENERAL

Le premier résultat de cette pariie concerne les annulasteurs des idéaux
3 gauche engendrés par les sous-groupes finis de § , il permet‘d'obtehir une
démonstration facile de la caractérisation des anneaux de groupes parfaits a
gauche, Dans le deuxidme parsgraphe, nous étudions les anneaux ce groupes
semi=parfaits et nous démontrons que, X étant un corps de caractéristique
P£0,81 G estun groupe localement fini ou localement résoluble, KG est
semi-parfait si et ssulement si G est extension finle d'un p-groupe. Ce
résultat généralise le cas commutatif étudié par S. Woods dans [10] , de méme

que les résultats obtenus par J, Valette dams [8] ,

1, Pour un sous-grcupe H de G , on note H 1'idéal & gauche de
AG  engendré par les éléments 1=h pour heH. nvoit facilement que si
{gi} , 1 € I est un systéme de représentants des classes & gauche de G mo~
dule H , les éléments gi(h—i) ,1€I et h# 1 forment une A-base de uf,
de méme si H est fini et si {éi} , 1€ I est un systéme de représentants

des classes & droite de G modulo H alors les éléments (s h)éi , 1€ 1
heH
forment une A=base de l'annulateur & droite r(H) = { g h)ie de oH [5] o
heH ‘

PROPOSITION 1, 2 Soit H wun sous-groupe fini de G , (n a alors :

£(r(el)) = o .

Démonstration

n a évidemment oF — gr(wH) . Soient (gi)iel un systéme de repré-

sentants des classes & gavche de G modulo H et x = 3 g.8, , avec ai € AH
: ieI
wn élément de 4r(wH) . ma 0=x(2 h)= 1 gla = h). Dlob a I b=0
heH i€l heH ~ heH
pour tout i , Or a, stécrit s
i i i ‘ i ‘
"= - .tf
8, = o+ b, + .o+ ol avec hjfﬁf oy € A powr T jgn e
n i ‘ n i
a{zh)=(za)( 2 h)=0. Onendéduit immédiatement que 3 o, = 0,
* heH j=0 9 heH j=0 9

¢'est-a=dire a; € wH pour towt 1 et x appartient & H .

Comme corollaire, nous obtenons une démonstration simple du résultat

sulvant ¢
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THECREME 2, [G.RENAULT [7], S. woms [9]] :

AG est parfait 5 gauche 8l et seulement si A est parfait & gauche

et G est fini,

Démonstration 3 S1 A est parfait & gauche et ¢ est fini, alors

AG  est parfait & gauche, Réciproguement, soit R 1le radical de Jacobson de A ;
(A/R)G est parfait & geuche, on est donc ramené au cas ot A est un corps, Si

car A = Q, alors AG est premier et parfait & gauche, AG est donc semi-simple
et G est fini, Si p= car A# 0, supposons que G ne soit pas fini ; alors
A¢ n'est pas premier et d'aprds [6, théoréme 3.7.] ¢ G contient un sous-groupe
normal fini 51 o ‘A[G/H } est parfait & gauchs et n'est pas premier, ¢ contient
done un sous=groupe normal fini H2 contenant strictement H1 , on construit ainsé
de proche en proche une sulle croissante (Hﬁ} de sous~groupes finis de G , ce

gqui donne en utilisant la Propesition 1, une suite décroissante d'idéaux monégénes

de AG , contredisant le fait que AG est parfait & gauche,

2, Dans ce qui suit, K désigne un corps,
n
PROPOSITION 3, ¢ Soit KG un anneau semi-parfaibt, 81 1 = 3 e, est
| i=1
une décomposition de 1'unité en idempotents primitifs orthogonaux alors

pour tout sous=groupe Hde G tel que H contienne le support des e

KH est semi-parfait et de plus
Rad KH = Rad(K¢) @™ KH .

Démonstration s Diaprds le théordme précédent, 1l suffit de démontrer

gque pour tout i, KHe, est un KH-module lcocal, Soit x  un élément de KHei )
X ﬁ (Rad K& KH)ei ;s en particulier x n'appertient pas a (Rad KG)ei , On a
dons 3 k

KG ¥ = KH e,
A

et KH x = XKH ei o

D'ol KHe, est un module locel admettant pour sous-module meximel (Rad KGfW,KH)ei .
Il stensuit que

(Rad KH)ei = (Rad K¢ A KH)ei

dfou Rad XH = Rad XG n KH .
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THEOREME 4, 3 Soient G wun groupe localement résoluble, K wun corps,

Si K@ est semi-parfait, alors G est localement fini,

Démonstration ¢ A l'aide de la proposition 3, on se raméne au cas ou G

est un groupe de type fini résoluble. (n démontre alors la propriété par récurrence
sur la longueur de la suite dérivée de (¢ . Soit DnG le n-iéme groupe dérivé de

G . K[G/DG] est un annean semi-parfait, donc G/DG est un groupe fini .[2] et

par conséguent DG est un groupe de type fini, Supposons que G - soit fini
: /DG ’
d'ordre m et que p™l = {11 . DG est wn groupe abélien de type fini, son

Ve . Ky A - )
sous=groupe de forsion T est un sous-groupe caractéristique, il est donc normal

de type fini DnG/T . On a alors dlaprés [5, Exercice 13, p. 162] Rad K[DHG/T]=(O)o
D'autre part, d'aprés [6, Théordme 16.6,] on a :
" m n
(Rad K[G/T]) < (Rad X[D G/T])K[G/T] = (0) .

K[G/T] est donc un anneau semi-primaire et dbaprés le théoréme 2, G/T est fini

ce qui contredit 1'hypothése faite sur DnG .

Le lemme suivant est une généralisation du lemme 13,2, de [6] o LA
premiére étape de la démonstration est identique & celle de [6] . p désigne

un nombre premier,

LEMME 5, ¢ Solent G wun groupe, m un entier, ¢ admet un p-sous-

groupe d'indice au plus égal & m si et seulement si tout sous-groupe

de type fini de ¢ admet un p-sous-groupe d'indice au plus égal & m,

Démonstration ¢ Si P est un p-sous-groupe de G tel que [G:P] (¢ m,

alors pour tout sous-groupe Hde G on a
m Y [GsP] 5 [6 MHE:P NE] = [E:P ~H]

P H est donc un p-sous-groupe de H d'indice au plus égal & m ., Réciproquement
supposons que tout sous-groupe de ftype fini de (¢ possede un p-sous~groupe d'in-
dice au plus égal & m , Alors toub sous—groupe de type fini admet un p-sousMgroupe
normal d'indice au plus égal & m! =n ., Pour toubt sous—ensemble fini ¢ de G ,
soient Ga = (q> le groupe engendré par les éléments de ¢ et na 1tindice du

p-sous-groupe normal maximal Pa de Ga . Par hypcthése on a :

tgn ¢n .
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Choisissons oy tel que n,=n soit le maximum des n et posons GO = G .
¢ a o o
o 0

Si g est un sous-ensgemble fini de G contenant o, onn & alors :

[GasPa] =n

Dot m )y ny = [6 3R] [6 Nne:P NG ] = [6,:P NG ] . Dlautre part,

P ﬁ)GO est un p-sous-groupe normal de GO et 3
nyn [GozPafw Go] ¥, ;

par définition de =n_ ., Il en résulite les relations n =n et P AG =P .-
° a ° a o 0

A

Le méme raisonnement montre que si o et B sont deux sous~ensembles finis de

G  %tels que ay CgCpB onaalors s

nBand:nO et PBmGazPa o

Le sous-groupe P= _J Pm est un p-sous=groupe normael de ¢ . En effet,

=Y
o ‘
soient P et p deux éléments de P , g un élément de ¢ et
% % ~
“=a u {pa s D, s g} . Onaalors :
1 2
p €P NE=2P de méme p ¢ P
o a o a o
1 1 2
d'oh p plepP et gp g leP .De flus [G:P] =n_, sinon [G:P] > n_ et
o, "o o o 0 o :
172 1
G  admettrait né+1 classes disjointes modulo P . Soient Pt, Eg1’°°°’Bgn ces
. : O
classes et g = o, k}{19g19°909gn } . Alors G admettrait n +1 classes dig-
‘ o
jointes module P ce qui contredit la relation [G :P ] =n_,
a ‘ o o 0

Les deux lemmes qui sulvent interviendront dans la démonstration du

résultat principal,

~ LEMME O, [49 D.B. COLEMAN, THEECREME §°] 3 Pour un sous-groupe H de ¢

les assertions sulvantes sont équivalentes

a) wH est facteur dans AG ;

o

" b) H est fini et son ordre est inversible dans A .,
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‘LEMME [, ¢ Soient XG un anneau de groupe, G un groupe fini,

H et H' deux sous-groupes de ¢ , Si r(wH) et r(H') sont isomor-

phes, alors H et H' ont méme ordre,

Démonstration\:‘En effet, r(wH) est un K~espace vectoriel dont une

base est formée per les éléments ( % h)gj , ou’ g, ddcrit wn systdme de repré-
; hew -~ - :
sentants des classes & droite de G modulo H., C'est donc un K-espace vectoriel

de dimension [GsH] . Dol 3

[GeH] = [GeH"] et |g| =

;L I

Si K est un corps de eara@téristique 0, G un groupe 1Qcalement
fini, alors K¢ est semi~parfait si et seulement si ¢ est fini, Dans toute

la suite, nous considérons un corps K de caractéristique non nulle,

THEQREME 8, : Soient K . un corps de caractéristique p , G un groupe

localement finil, Les assertions suivantes sont équivalentes @

a) K& est semi-parfait ;

b} G est extension finie d'un p-groupe.

Démonstration ¢

a) => b) . Scit Ass @ = {e/q premier, 3Jg ¢ G-{1} gq = 1}' .

Ass. G est fini, En effet, KG éfant semi-parfaif, il existe N classes d'iso-
morphisme de KG=modules grojectifs monogénes (N dépendant de la longueur de

KG/Rad;KG) . Supposons que Ass G contlenne N+1 éléments distincts et‘dlffef

rents de p , solent P ces éléments et g,

17 Py

dordre respectivenent oo ‘
P P,!s 9PN+'§

porosBy g v N+1 éléments de G

. 31 H est le‘sOus~groupe fini de G eﬁgénm

dré par les éléments € ooe0s8 , KH est ariinien et posséde au plus N classes

N+

S

disomorphismes de KG-modules & droite projectifs monogénes, Il existe done deux

entiers distincts m_ et m, , avec 1&m

1 § mg W+1 tels que

o
r(y < g, >) et rly <&, >) soient isomorphes,
‘ 0 1

On 2 donc d'apres le lemme 7, pm =D, ce qul est impossible, dfolr
, 0 1

card(Ass G) ¢ N+1 . Soit n la longueur de K& d'aprées la remarque faite
$ / q

Rad Xg
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au début du paragraphe 2, et d'apres le lemme 6, pour tout nombre premier ¢
distinct de p , un g-sous-groupe de Sylow de G est d'ordre au plus égal & qn .

Donc tout sous-groupe fini de G admet un p-sous=groupe d'indice au plus égal a
(p1 X eso X pN)n . Le lemme 5 montre que G est extension finie d'un p~groupe,

b) => a)o Soit P larpwsouSQgroupe normal maximal de G ., Comme P

est un nilidéal, on a P < Rad KG . K[G/EJ étant artinien et les idempotents

d'un anneau se relevant modulo un nilidéal~[59 Proposition 15060] s, KG est

sémi=-parfait,

COROLLAIRE 9 (avec les hypctheses du Théordéme 9) : Les assertions

suivantes sont équivalentes s

a) K¢ est semi-parfait

b) Pour tout sous-groupe H de G , KH est semi-parfait,

Nous ne savons pas sl ce résultat est vrai si 1'on ne suppose pas §
localement fini, Une réponse affirmative résoudrait une conjecture de Burgess

[2] (si Xo est semi-parfait alors G est un groupe de torsion),

Si AG est semi-parfait, A est semi-parfait, et A]R est semi-simple,
k
: - N ‘o ition s N
Seit %/R ;34 Qn%(Di) la décomposition de A/R en anneaux simples ol Di est

H

un corps., Avec les notations ci-dessus nous avons 3

COROLLAIRE 10, 3-Soit AG wun anneau de groupe semi—parfait o G est wn

groupe inifni localement fini, Alors les corps Di intervenant dans la

décomposition de ‘A/R ont mdme caractéristique p # O .

CCROLLAIRE 11, ¢ Soit K wun corps de caractéristique p . 81 XKG¢ est

gsemi-parfait et si 1'une des conditions suivantes est vérifide s

a) K¢ vérifie une identité polynomisle

b) G est localement un F.C, groupe 3

@) G est extension d'un groupe abélien par un groupe localement fini,

AMors G est extension finie d'un pe-groupe®

Démonstration : Dans tous les cas considérés, tout sous-groupe de type .

fini de ¢ est extension finie d'un groupe abélien, il suffit de reprendre la

démonstration du théordme 4 pour montrer que G est localement fini,
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Soit @ la classe des groupes localement finis, extension finie d'wn

p=groupe,

LEMME 12, ¢ Soit H wun sous-groupe normal d'un groupe G , Les asser-

tions sulvantes sonb éguivalentes 3
a) ¢¢ ®;
b) He P et /e & .

Démonstration 3

a) ==> b) ¢ ('sst immédiat,
b) =) a) ¢ Soit P le pesous-groupe normal maximal de H , P est un
p=sous=groupe caractéristique de H , il est donc normal dans G , Il suffit donc

de mentrer gque G/P ¢ ®,. Soit Pg/ le p-sous~groupe normal maximal de G/H .

H
PV/P est un p-groupe et H/P est un groupe fini, il est bien connu que
Pv/ e ® ,d'ch G @ .

P

Du lemme précédent découlent les résultats suivanis :

TROPOSITION 13, s Soient G un groupe localement fini, H un sous=groupe

normal de G , K wun corps de caractéristique p ., Les assertions suivantes

sont équivalentes

a) KG est semi=parfait

b) KH gﬁ_'K[G/H] sont semi-parfaits,

Démonstration 2

a) ==> b) découle du théordme 8,

b) ==> a) il suffit d'appliguer successivement le lemme 10 et le théordme 8,

PROPOSITION 14, s Soient G un groupe résoluble, K un corps de caracté=—

ristique p ., Les conditions suivantes sont équivalentes 3

a) K¢ est semi-parfait ;

b) Pour tout entier n , e = Ih.@)Qn ou Pn est un p=groupe

et Q, un groupe fini,

Remarque : Soit KG un anneau de groupe semi-parfait oi K est un corps
de caractéristique p . Alors si tout sous-=groupe de type fini de G est extension
finie d'un p-groupe, G est extension finie d'un p-groupe., Cette assertion résulte

de la proposition 3 et du lemme 5.
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(n peut conjecturer raisonnablement le résultat suivant :

Conjecture s Soit K wun corps de caractéristique p # O . Pour que KG

soit semimpaffait, il faut et il suffit que ¢ soit extension finie d'un p-groupe.
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NOTATIONS ET PRELIMINATRES,

Un anneau unitaire est local s'il admet un seul idéal & gauche maximal -
de valuation (& gauche) s'il est intégre et si le treillis des idéaux & gauche
est totalement ordonnél‘== réduit s'il ne contient pas d'élément nilpotent non
nul ; dans un anneau réduit A , on a les propriétés suivantes [2] s les annu-
lateurs (& gauche ou & droite) sont des idéaux bilatéres, les idempotents sont
centraux, et si de plus A est régulier (au sens de Von Neumann), tout idéal

est bilateére,

On désigne par % la classe des anneaux unitaires tels que tout idéal
4 gauche soit bilateére, par 9_ la classe des anneaux réduits qui appartiennent

a 5: = par Wﬁ la classe des anneaux semi=héréditaires & gauche qui appar=

tiennent a Gf s

Si S est une partie multiplicative d'un anneau unitaire A , on suppose

que 1 est é1ément de S et que O n'est pas élément de S .

LEMME 1. ¢ Soit A wun élément de F . Les assertions sulvantes sont

vraies :

(1) tout idéal premier est compldtement premier ;

(ii) le radical premier de A est 1'ensemble des éléments nilpotents,

COROLLAIRE : Soit A un élément de & ., A est réduit si et seulement

si A est semi-premier,
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PROPOSITION 2, ¢ Soit A wun élément de 3% . Pour toute partie multipli-

!cative 3 de A, A admet un anneau de fractions & gauche S_1 4
|

Oy = fa, a¢ &/Is ¢ s, sa=0}.

la condition de (re & gauche pour § ,

est un idéal bilateére, A4fa.S est élément de é: et vérifie

b

(n notera Sij le module de fractions & gauche du A-module & gauche
M pour S .

Si P est un idéal 3 gauche maximal 4°‘un anneau A élément de ‘gL .
on notera ‘AP (respectivement MP} 1'anneau de fractions a gauche de A
(respectivement le module de fractions & gauche du A-module & gauche M)

pour A~P

LEMME 3. ¢ Soit A wun anneau unitaire, & idéal singulier nul, tel que

tout idéal & gauche non nul contienne un idéal bilatdre non nul., A

est réduit et 81 I et J sont des idéaux & gauche de A tels que

IAJ=0,omna IJ=Jl=0.
2

Soit x ¢ A, x " =0 . 8L X désigne un complément relatif de Ax
dans A , il existe un idéal bilatere non nul G- contenu dans X tel que
A soit extensicon essentielle & gauche de Ax @ (.. La relation

0

(A @ @.)x = 0 implique x = 0 .

Soient I et J deux idéaux A gauche de A tels que INJI =0 , Si
X désigne un complément velatif (dans A) de J contenant I , il existe
un idéal bilatére non nul G contenu dans J tel que A soit extension
essen‘siélle de X@® &.. La relation XN G = 0 implique @GX =0 et en
particulier QI = 0 , I étant extension essentielle a gauche de J , il

en résulte que JI = 0 et par sulte IJ=JI = 0.

PROPOSITION 4, 5 Soit A un élément de . 81 8§ désigne une partie

multiplicative de A , S_1A est un anneau réduit tel que si x et y
1

sont deux éléments vérifiant S AX-F\SmﬁAy =0, ona Xy = yx = O ol

Il suffit de supposer que S est formée d”éléments réguliers, Solt
=1 o = - .
s™'a un élément de ST'A tel que (s 1a)2 = 0, Il existe b ¢ A tel que
sa=Dbs . (naalors s “ba=0 ou ba=0 ou ab=20 ou (sa}z = 0 vsoit

a=0 et par suite s la=0.
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Soit B 1‘'annean régulier réduit enveloppe injective & gauche de A ,
B est également llenveloppe injective & gauche du —S_?ﬁwmodule & gauche S—iAQ
on en déduit que si x et y sont deux éléments de S—TA satisfaisant a
SmiAx f\S_iAy =0, ona xy=yx =0 (théordme 4,1 de [2])°

LEMME 5, : Soient A un élément de é@ ., P un idéal i gauche maximal

de A, M et N deux A-modules & gauche, u wun homomorphisme de N

dans N tel que N soit de type fini, et ker u exténsion essentielle

dfun sous-module de type fini, Up désignant 1'image de w par la loca-

lisation pour A-P , {uszP-» NP) , 81 up

f ¢ A=P tsl que usz?~e N solt bijestif,

est bijectif, il existe

(Af (respectiyement -Mf) désignant 1l'annean de fractions &

gauche de A (resp, le module de fractions & gauche de M) pour

jf: {fng n ¢ N} _et U l'image de u par la localisation relative=

ment 3 F e

. . u
Considérons la sulte exacte O - ker u > M ===y N> coker u—-»0 ., n a

0
(coker u)P =0 et (ker u)P = 0 . Coker u= §m1 Axi . Il existe Si ¢ A-P

n
tel que SiXi = 0 , en posant 8§ = E s
. Ep

;o0 on a s coker u= 0 pulsgue tout

idéal & gauche de A est bilatdre. Dfaubtre part ker u est extension essen-
m .
tielle du sous-module K = § Ay, , il existe g ¢ A-P tel que oK = 0 ; soit
ES )

2
i=1
X ¢ ker u , 1l existe un idéal a gauche J essentiel dans A tel que Jx <K

et par sulte ¢glx = 0 ou Jxg= 0 Ou Xg = gx = 0 pulsque l'idéal singulier
a4 gauche de A est nul, on a done gker uw= O , Posons f = sg , on a alors

f cocker u =1 ker u= 0 et par suite Up s Mo Nf est bijective,

REMARQUE 6, ¢ Solent A un élément de gL et E un A-module & gauche

libre de rang fini. Pour tout A-module & gauche F , et pour tout idéal

3 gauche meximal P , le APmmod.v.lé b gauche Hom, (E,F,) s'identifie
P

au Amodule & gauche Ay @ HomA(EQF) .



13:4.

LEMME 7. ¢ Soient A un €lément de 5; , M wun A-module & gauche, N

un sous-module de M et x un élément de M . Pour que X appartienne

~

% N il faut et il suffit que pour tout idéal & gauche maximal P de

A, 1'image XP ‘de x dans MD appartienne a NP o

Ce lemme est une extension aux éléments de g de la proposition 19
(§ 2, no 8 de [4] .

LENME 8, : Soient A wun élément de g , E et F deux A-modules & gauche
libres de rang fini, ¢ wun A-module & gauche, et us E-»G , v : E~»F

des homomorphismes, Il existe un homdmorphisme w: F-»G tel que

Wwo vV =u si et seulement si pour tout idéal & gauche maximal P , il

’)GP tel que fWPo V. = u

. . P,
existe un Athomomorphlsme w 3 F P Iy o

P

w existe si et seulement si wu appartient & l'image de l'application :

v HomA(FgG) - HomA(EsG}
définie par ;((P) =@ 0V
Si-on identifie HomAP(FP9GP) (resp. HomAP(EP,GP)) B A,Q@ AHomA(FgG)

I . N - . B . '
(resp, AL® AHomA(\E,G))Q lrapplication v, : HomAP(FPgGP) - HomAP<EP9GP) |

définie par ?;P(q)} =v, o4 se trouve identifide b 1Q@7T @ AP®AH0mA(F"’G‘)
- A, Q HOmA(EgG) et par suite l'image de u dans A,Q@, Hom(E,G) s'identifie

4 1Q@u ., Le lemme résulte alors du lemme 7.

PROPOSITION 9, : Soient A un élément de } et E un A-~module 3

gauche de présentation finie, E est projectif si et seulement si

pour tout idéal i gauche maximal P de A , F_ &St projectif,

P

E admet une présentation finie, il existe donc une sulbe exacte du type:

Am _,§,_o> Anmj;.e> E~-0

s

Pour tout idéal & gauche maximal P de A , on a la sulte exacte :
g f

n P n P

AP oo AP e EF.» 0 °

est un Afwmodule projectif, Il existe

P

E. étant projectif, Im 8p = ker. fP
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done @F 5 A;<@ Aﬁ tel que @P(a g_ = id 0 Dlaprés le lemme 8, il existe

P
n m AP
p 8 & - A tel que ¢ o g =1d - Posons alors ¢ =g&0¢ ¢ , si 1 désigne
A
l'injection canonique de Im g = ker I dans A s ona ¢ °i=id et

In g

par suite B est projectif,

IREMARQUE 10, : Soit A un élément de gm Si I désigne un idéal 3

gauche de type fini de A , et AnnAI ltannulateur de I dans 4 ,

pour toute partie multiplicative & de A , on a S—i(AnnAI)sAnn " (s7'1)
'S A

2. ETUDE DES ELEMENTS DE 46 .

PROPOSITION 11. 5 Soit A un élément de @ . Pour toute partie muliti-—

9‘1 - I Fd ° - \
plicative S8 de A , 8 'A est un anneau semi-héréditaire i gauche tel

que si x et y sont deux éléments satisfaisant & - S_1ﬂx{1 quAy =0,

oma xy=yx=20,

A est réduit, Soit x un élément de A vérifiant x2 =03 sl e

désigne un idempotent qui engendre l'amnulateur & gauche de x , X ¢ Ae
x=3%e et eye =0, (r Ae = eh puisque eA c Ae , (1=e)A c A(1=e) et
A = he ® A(1-e)
en déduit ep = A8 =0,

i
i

eA @ (1~e)A , il existe denc € A tel que Ae = ey , on

La propesition 11 résulte alors de la proposition 4,

PROPOSITION 12, ¢ Soit A un élément de #® . L'anneau total de frac=

N

tions & gauche de A est fortement régulier (i.e. régulier, réduit) et

pour tout idéal & gauche maximal P de A , A_ ‘est un anneau de

P

valuation & gauche,

Soit . R 1l'ensemble des éléments réguliers de A , Si ra désigne
1 1

- . s - R
un élément de R 1A »p R Ar ‘a =R ‘Aa; si Aona est llannulateur de &
Aatj)AnnAa est isomorphe & A , donc engendré par un élément régulier et
par suite Rﬂi(Aﬁ,C)AﬁﬁAa) = Rhaﬁa.C)Aﬂn _q & et A est régulier,

R A
Soit P un idéal & gauche maximal ; AP admet un seul idéal a gauche
maximal“ ® = APP . AP est un anneau local, semi-héréditaire & gauche, il
est donc intégre. Diaprés un théortme de Kaplansky : "dans un anneau local A,

tout A-module projectif est libre', on peut affirmer que tout idéal & gauche
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engendréd par
propesition 11 et
On en déduit que

LEMME 172,

60

13-

ni de A est libre., Soit I = A x4+A Yy un idéal a gauche de A
=] AP ( AP e P}f 1 G A g P
deux éléments non nuls, I est libre de rang | dlaprss la

o Fanmt aat A ochNna
sy P8 L1ni 8T monogens.

per suite tout idésl i gauche de

AD est un annsau de valuation a gauche,
s Scit A un élément de O admettant un anneau total de

fractions & gauche F régulier, A est rédult et pour toute partie
multiplicative S de A , lfanuneau S_jA admet pour anneau btotal de
" N N . -1
fractions & gauche 1l'anneau F/F &L—S ou Q,Q = ker(A - S 'A)
— L
/P G-, gtant 1'anneau de fractions & gauche de ¥ pour S .
TR
. . Jy . . 51
Soit R l'enssmble des éléments réguliers de A . R A =F
Gg = fa ¢ a/3segs, sa=0}.
On a CLS = Fa,,s M A ; en effet, soit g ¢ Fa.,s A s
n
e=) &% Bg €F . 26 Gy
L=t
‘il existe r ¢ R tel gus TE; £ A guel que s0it 1 = 1,000 o 11 existe
alors s ¢ S tel gue srg = 0 ou s8g = 0 et par sulte § ¢ mS .
A/G"S peut étre considéré comme sous-anneau de F/F g par 1'iso-
. ; I Lo I
morphisme A/ G EFG , OA ——> FE +4; . FPa est un anneau
& f g f g @b /Fa”‘s / g
régulier contenu dans Liannesu total de fractions de A/q. i1 lui esv
égal et par suite F/FG., est l'annesu total de fractionms de S A
[»]
PROPOSITION 14. 5 Soit A un élément de & admeitant un annesu
total de frachtions & gauche P régulier et tel que vour tout idéal
4 gauche maximal P, AP solit un anneau intdgrs, Pour toul x ¢ A
fannulateur de x est facteur direct de 4
Sceit x ¢ A . A est exbensicn essentielle & gauche de
A;MA’ (Am:AX) { ol An;t,A}: désigne l'annulateur dans 4 de v A).
) 2 ¢ s 2 - u-"i
Si R désigne l'ensemble des éléments réguliers de A , oma F=R A
et
- - -1
R '"(Ann x) ® R (Anz:A AnnAx) = R A
ol

Ann x) ‘.§A2X‘.

©
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Soit e wun idempotent de R4 tel que R ax = R lae .

Si I = Amn,x @ Am (AnnAX) est un idéal distinct de A , il existe um

A
idéal & gauche maximal P de A tel que I soit contenu dans P ., En localisant

relativement & A-P , s1i x_ désigne l'image de x dans A par l'application

P P
(A~ AP), ona x, £ 0 et rAnnAP(XP) = (AnnA(X))P = 0 . I1 en résulte que 3
I, = (AnnA AnnAX)P<:.APP .

D'autre part le corps de fractions & gauche de AP étant FP = F/F Q’P ol
CLP = ker (A-e AP) on a

el DU N _ _
(R ae @R 'A1-e)), = (R fe) = Fo, =P .
I1 existe alors s ¢ A-P tel que se = s et par suite

(Ase)P = (AS)P = AP

x)

et (Ase)P<: (AnnA Ann X)P puisque se ¢ Fe N A = Ann, (Ann

A A
soit
(AnnA(AnnA(x))P = AP
ce qui est contradictoire,
(n a donc ‘AnnAX @AnnA AI]IILAX = A,

COROLLAIRE:: Soit A un éldment de & admettant un anneau total de

fractions F régﬁlier et tel que pour tout idéal & gauche maximal P de A ,

A_ soit un anneaun de valuation 3 gauche, Alors A est semi-héréditaire & gauche,

P

Montrons qu'un idéal & gauche de type fini de A est de présentation
finie, et pour obtenir le résultat, il suffira d'appliquer la proposition 9.
" Soit I un idéal & gauche de type fini de A . Si P est un idéal & gauche

maximal de A et si AnnA(I) n'est pas contenu dens P ona I = 0 . Suppo-

E

sons que rAnnAKI) soit contenu dans P, IP est alors un :Afrmodule libre de
rang 1 et il sx1ste x ¢ I tel gue IP = APXP (XP
de x . dans AP par (A - AP))° Considérons la suite exacte 3

étant 1l'image canonique

Q ——> ker u =—> A -E—>’I —> cOKer u s> 0

définie par u(1) = x , ker u = AnnAg ; l'anneau total de fractions & gauche de A
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étant régulier, ker u est extension essentielle d'un scus-module monogéne, Par
localisation relativement & A-P , cn obbient la suite exacte suivante 3

i,

P
0 ==y A mmediomy T wmeesy ()
>‘P /P> o
Dfaprds le lemme 5, il existe f ¢ A-P +sl qu'on ait la suite exacte
Uy

0> by > Ty = 0

Considérens 1ensenble F = gfg £ ¢ A/IF est un A¢=module libre de rang 0O ou 1}(

Ko

m a A= E:AF _,:i Af,

Te & & i=1

n
Posons B T—I Af "
imt i

B est un A-module A droite fiddlement plat, en effet soit M un idéal

b gauche meximal de A , il existe I ¢ {f,...,n} tel que I, £ m , on a alors

On en déduit {[3]9 § %, no 6, proposition 11) que I est de présentation finie

(car c'est un B-module projectif),

THECREME ¢, ¢ Soit A wn élément ds 37’0 Les yroposibions. sulvantes

sont équivalantes s

(1) A est semi-héréi:itaire 3 gauchs s

(ii) A admet un annzan total ds fraciions & gauche régulisr et pour

tout idéal A& gauche maximal P, AP est un anneay de valuation

3 ganche,

3, Soit K la classe des annsaux unitairss 3

G

is que tout idéal & gauche non
nul ceontienne un idéal bilatdre non nul et tel que pour tout idéal bilatdre non

nul .-, 1l'annean A/CL_ soit noethérien & gauche et auto-injectlf & gauche.

LEMME 15, 3 Soit A un élément de K , Tout idéal bilatére non nul de

A est produit fini et commubtatif dfidéaux bilatdéres premiers, et toub

idéal bilatére premier non nul est maximal,
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FROPOSITION 16, ¢ Soit A wn élément non premisr de K , A est

unisériel [5] .

I1 existe des idéaux bilatdres premiers non nuls P, et des entiers n,

1

LIRS i < kX , tels due

n n n, n (
1 RS 12 Y
= ’ o oo P = 006 0 o
0 PQ N N k P1 P2 BK
k n,
A est aglors isomorphe & 1'anneau @ (A/P5M> qui est unisériel,
I==t

PROPOSITION 17, 2 Soit A un élément de K tel que pour tout idéal

bilatére maximal P , A/P soit un corps. Si de plue A est premier,

A admet un anneau total de fractions & gauche régulier et pour toub

by

idéal bilatére maximal P , AP et un anneau de valuation & gauche,

Tout idéal & gauche de A est bilatére, Soit I wun idéal & gauche non
nul, il existe un idéal bilatdre non nul Q- contenudans I ., (n a
4}

1, ;
o= P, N MNP oules P sont des idéaux premiers de A et

"k

n B
Mo = A/E}j @ ooo @ A/Pk . Si P est un idésl premier non nul de A , A/P

, o s .y n .
est un anneau artinien local et principal, tout idéal de A/F  est bilatdre,
Teut idéal & gauche de A/G. est donc bilatere, I1 en résulte que I est

bilate

3

o
Eo

Si de plus A est premier, A est intdgre. A admst alors un annean de
fractions & gauche pour toubte partie multiplicative de A . Soit ‘AP 1ltannean
de fractions & gauche de A pour A=P , P étant un idéal premier non nul de A .

AP est un anneau de valuabtion & gauche, en effet soit I wun idéal & gauche de

AP , 1l existe un idéal bilatére J de A tel que I = APJ o OF
= "k oM "
J = ]?,é Nooo Ny NP = Pq‘ o5 o Pk ol les F& sont des idéaux premiers de

A distincts de P ; puisque P (1 (4P) £ 4, AT = APPn = (APP)ﬂ =I.

De plus, on &2 A= ()} A, ou % est 1l'ensemble des idéaux premiers

e® P

de A, En effet, ona 4 N Ay . Soit x ¢ N A, , pour tout P @ il
Pe® PP
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existe SPQAD‘.?B SPXEAoOﬂai

[l
(2]
[3]
[4]
(5]
[e]

_ 0

A= § As =) s et par suite

D P - P,
¢ @ i=t i

- n
xeéxc(g ASP}XCA
i=1 i

-
B

(4, .
Pe

ITHEQREME 2, ¢ Soit A wun élément premier de K tel que pour tout

idéal bilatdre premier non nul, A/P solt un corps., Alors A esh

héréditaire & gauche,

Cecl est un corollaire du théoréme 1 car A est noethérien & gauche,
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30US-MODULES PCOLYEDRAUX D'UN MODULE

par Jacques RAVEL.

Dans tout cet exposé, les notions latérales seront entendues 3 gauche,
et on considérera des modules unitaires sur 1'anneau unitaire A ,
(n dit qu'une intersection XN = (’\ N. de sous=modules d'un module M
iel

£ .

est réduite si, pour tout élément io de I, M\ N,
iEI~{iO§ -

En étudiant la réduction des intersections, on peut se poser la question

de savoir quels sont les sous-modules N d'un module M tels que toute inter—

section de sous-modules de M égale & N puisse &tre réduite.

DEFINITION : On dit qu'un sous-module N dfun module M est polyédral
dans M si *oute dintersection de sous-modules de M égale & N se

réduit & une intersection finie,

Nous montrerons que ces sous-modules polyédraux sont précisément ceux

qui répondent & la question posée plus haut,
Rappelons d'abord une notion classique.

DEFPINITION ¢ On dit qu'un sous-module N d'un module M est completsment

irréductible (dans M) s'il n'est pas intersection de sous-modules de M

le contenant strictement,

Il est équivalent de supposer qu'il y a un plus petit sous-module N de
M contenant N strictement, donc que M/N & un plus petit sous-module non nul

[1] ou, d*une fagon qui n'est plus sophistiquée qu'en apparence seulement, gue M/N
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est extension essentielle d'un module simple.

Les sous-modules complétement irréductibles de M sont précisément les
sous—modules de M maximaux parmi ceux qui ne contiennent pas un élément donné
de M [cette remarque, si évidente qu'elle puisse sembler, n'en simplifie pas
moins la détermination des connexes compldtement irréductibles de g . QQi sont
les vnions de n demi-espaces ou#erts dont chacun est contenu dans la frontidre
du précédent et a une dimension de moins., Un autre exemple éclairant est celud
des idéaux premiers de Goldman, dont Jean Quéridon a parlé au Séminaire Dubreil-
Pisot [2] et qui sont les éléments compldtement irréductibles du treillis des

idéaux semi=-premiers de 1'anneau].

Il s'ensuit, comme on sait ([3]), que tout sous-module est intersection

de (donec des) sous-modules compldtement irréductibles le contenant.

Ce qu'on sait moins, c'est que la notion d'idéal complétement irréducti-

tle permet une démonsiration rapide du théoréme suivant.

ITHEQREME 1. ¢ Pour un anneau A , les propriéiés suivantes sont éguivalen—

tes 3
1) les modules simples sont injectifs,
2) tout idéal compldtement irréductible est maximal,

3) tout idéal est intersection d'idéaux maximaux.

Que 1) ¢==> 3) constitue le théordme de Villamayor, que 1'on démontre

usuellement en adaptent au cas non commutatif une preuve dfie & Kaplansky.

1) => 2) 8i I est compldtement irréductible, il existe un simple
essentiel dans A/I ; ce simple, étant injectif, est égal & A/I , d'ol la

naximalité de I .

2) ==> %) Tout idéal étant intersection des idéaux eomylétement irrée-

ductibles le contenant,

3) => 1) Soit x un élément non nul de l'enveloppe injective § dtun
simple S : on a, S étant essentiel dans S ; &XNS#£0,donc s&xNS=S
et Sgax o8 ; par connexité ([4]) de l'essentialité, S est essentiel dans

Ax , qui est isomorphe & A/An(x) , d'ol la complete irréductibilité de Mn(x),

Etant intersection d'idéaux maximaux, An(x) est égal & 1'un de ces idéaux, d'ol

la simplicité de Ax , 1'égalité Ax = S , 1le fait que x appartient & S ,
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l'inclusion S < S, 1'égalité §=§ et L'injectivité de S .
Venons—en maintenant & nos sous~modules polyédraux,

THECREME 2. : Pour un sous-module N d'un module M , les propriétés

sulvantes sont équivalentes :

1) N est polyédral dans M ,

2) M/N est extension essentielle d‘un semi~simple de dimension finie,

%) N est intersection finie de sous-modules compldtement irréducti-
bles dans WM ,

4) toute intersection de sous-modules de M égale 3 N peut &tre

réduite,

1) => 3) Par définition de la polyédralité, N é&tant intersection des
sous»modules'complétement irréductibles de M 1le contenant,

n ’ n
3) =y 2) Si N = ﬂNi , ona M/N= M/ o < ﬂM/Ni , produit

WS i=1
N
1=1
n . ~
direct fini isomorphe & la somme directe @ M/Ni . 3i les (Ni>1<i<n sont
J== R

compldtement irréductibles dans M , soit Si = ﬁZ/N le simple essentiel dans
* n
o,
. i

M/N (isisn) : 1l'essentialité étant compatible avec la somme directe,
3 © de=

; n
est essentiel dans @ %/N o
1= i

Mais un semi-~simple essentiel dans un module R est nécessairement le
socle S(R) de R[étant bien slir contenu dedans, il rencontre, donc contient
tout simple éventuel contenu dans R] .81 Qg R, s(Q) = s(R) N Q est
essentiel dans R MQ = Q , l'essentialité étant compatible avec l'intersection
o

finie ; enfin, la dimension de S(Q) est encore plus finie que celle de S(R) ,

ce qul achéve de prouver l'implication.

2) ==> 1) Démontrons d'abord la
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PROPOSITION : Pour que ltessentialité solt compafible avec 1l'intersection

(finie ou non) dans un module M , il faut et il suffit que le socle de

M soit essentiel dans M .

La nécessité tient & ce que l'intersection des sous-modules de M essen=
tiels dans M est le socle de M . Pour la suffisance, il convient de remarquer
gue dans un module dont le socle est essentiel, lfessentialité est équivalente &
la Ganjonctiankde lfinclusion et de 1'égalité des socles [si N est essentiel
dans N' , le socle de N , étant essentiel dans W, est essentiel dans AN” )
done est le socle de N' 3 inversement, si S(N) = s(N') , S(N) est essentiel

dans N° , donc N également, dés lors qu'il est contenu dans N'] .

Si denc Ni est essentiel dans N{ pour tout i de I, on a

(Vie Ds(w) = s(m) , aror s(N w) = ) sw) =N sw)=s(N M) et

ieI icI icl iel

l'essentialité de {\) N, dens (q) Ni o
il iel

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant

PROPOSITION 2 Pour qutun module M soit artinien, il faut et il suffit

gue tous les sous-modules de M soient polyédraux dams M .

Clest suffisant, 1l'intersection d'une suite décroissante se réduisant a
une sous-intersection finie, donc & l'un de ses termes, d'ol la stationnarité
des sultes décrolssantes,

Inversement, une intersection N = ()} N, qui ne se réduit & aucune

iel
sous=~intersection finie donne lieu & une sulte infinie strichement décroissante

z

[on prend pour Lo 1'un des Ni 3 si Ln a été défini comme intersection finie
de certains N, , on n'a pes (V3¢ I)Lnrﬁ Nj =L, sans quoi
(V3¢ I)Ln_c__Nj ;d'od L <N et L =N; onchoisit donc j_ de I tel

que Ln{\ NJO ;:Ln , et on pose Ln+ = yn(\ N. ] -

o

1

Dans le méme ordre d'idées, on voit gqu'un medule est noethérien si et
seulement si toute somme de sous-modules se réduit & une sous-somme partielle

finie : une somme finie de modules artiniens étant un module arftinien, un module
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noethérien a ftoujours un plus grand sous-module artinien,

Aprés avoir remargué gue "N est polyédral dans M" équivaut & "0 est
polyédral dans M/N" , nous pouvons meintensnt démontrer que 2) ==y 1) en
prouvant Que 0 est polyédral dans un module M - qui est extension essentielle

d'un semi-simple de dimension finie,
si O:mNigona 0=s{o):s(ﬁ Ni):‘ﬂ S(Ni)o
iel igI icl
Or, pour un module semi-simple, les deux conditions de chafne sont équi-

valentes, et équivalentes au fait qu'il est de dimension fiﬁieo Dans le module
artinien qu'est le socle de M , l'intersection 0 = (") S(Ni) se réduit & une
iecl
sous-intersection finie 0O = [T s(m, ) -
ier ¢
0
L'essentialité du socle se transmettant aux sous-modules, S(Ni) est
essentiel dans N, pour tout i de I , dfoh l'essentialité de 0= (") s(x, )
dans (ﬂX N donc la nullité de (~\ N, et le résultat annoncé,
igI ' iel
o o)
Touke intersection finie pouvant &tre réduite, on a 1);::5 4). Montrons

que 4) ==> 3) : N , étant intersection, est intersection réduite de sous-modules

compldtement irréductibles, soit N = M) N, . (na M/ }ﬁg MVN s en vertu de
ig i

iel
la réduction, 1l'image de M/N dans ce produilt rencontre tous les M/N [puisque
M Qch;éNs M W 2N:osl oxe (} N-N, 1l'image de x dans
JeI={i} jeI={i} - jeI={i}
%/N a toutes ses composantes nulles, sauf celle d'indice i] .
1el i

I1 s'ensuit que M/N contient une famille de simples (Si)ieI dont la
somme est directe, puisgutils sont contenus dans les facteurs dfun rodult direct,

Si I était infini, il contiendrai’ une partie dénombrable et ﬁ/N

contiendrait une famille (Sn)ngN de simples dont la somme serait directe,

donnant lieu & l'intersection nulle emboitée O = (ﬁ\ st (b S'=@ 8),
nelN B o mn P
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intersection qui ne saurait &tre réduite., En remontant dans M , on obtiendrait
une intersection emboitée égale 3 N , qui ne pourrait non plus étre réduite,

contrairement & 1l'hypothése, d'oll la finitude de I ,

Notons que les modules dans lesquels on peut réduire touteg les inter-

sections sont précisément les modules artiniens.

Remarquons que si N est un sous-module polyédral de M , toute inter—
section réduite de sous-modules de ‘M égale & N est finie : en fait, on peut
montrer que cette propriété caractérise les sous-modules N de M qui sont inter-
section fiﬁie de sous-modules irréductibles de M , ciest~i-dire dé codimension

finie [voir Earl ([5]) pour la théorie de la dimension].

Nous allons maintenant montrer que 1l'écart entre les anneaux artiniens

et noethériens tient & la polyédralité de certains idéaux.,

THECREME 3, : Pour qu'un anneau ‘A soit artinien, il faut et il suffit.
gu'il soit noethérien, et que les idéaux de sa chaine des socles soient

polyédraux,

La chafne des socles se définit par récurrence transfinie zo est le

socle de A lui d t i st dinal limite
o 5 za+1/2 celui de A/Z et, 81 g est un ordin i ’

a
=z,
B<
Ses termes sont des idéaux bilatéres de A,

Pour la suffisance, il faut rappeler que si N et %/N sont artiniens,

M ltlest aussi,

Le sous-module .20 du module noéthérien A est noéthérien @ étant semi-

simple, il est aussi artinien.

De méme, le sous-module du module A/ , qui est noethérien,

2n+1/zn
étant quotient du noethérien A , est moethérien, et de plus semi-simple, donc
artinien. Ainsi, si g est artinien, Zn+1 1'est aussi, d'ou par récurrence

n
? . v Ve -
ltartinianité des (Zn)neN .

Cette chafne croissante de sous-modules du module noethérien A est

X\

stationnaire & partir d'un certain rang nos son point culminant En étant
o}
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polyédral, A/zn est extension essentielle de son socle I, 1)z = I /x
0 o

donc est nul et A = £, est artinien, Pour la nécessité, il suffit de remarquer

que tous les idéaux d‘'un auneau artinien sont polyédraux, et que tout anneau arti-

nien est noethérien,

Donnons une nouvelle démonstration de ce dernier point 2 la famille topo-
logisante (ef. [6]) M engendrée par les idéaux maximaux est formée des inter—
sections finies d'idéaux meximaux, qui sont aussi les idéaux I de A tels que

A/T soit semi-simple,

Lorsque A est artinieng,tﬁé est l'ensemble des idéaux contenant le

radical de Jacobson R de A , qui est alors nilpétento si BT = 0, 0¢ yﬁén et

o B P . .
A= Gﬁﬂénﬁo) = Clﬁ&(o) = L [ % &tant une famille topologisante, on pose

Cl{§ (0) = {x ¢ A{An(x) € ﬁf}] . Or une récurrence tout & fait semblable & celle

faite plus haut monbre que (Vn ¢ N)(;ﬂ est noethérien), d'oll le résultat,

La démonstration se fait donc comme dans le cas commutatif, les modules
semi-simples se substituant ici aux espaces vectoriels pour assumer l”équivalence
des conditions de chafne, et les familles topologisantes apparaissant 1& ou il y

avait des produits,

On peut se demander Jusqu'a qunT point un idéal contenant un 1deal polyé-

dral est polyédral. Clest ce qu'essaie de préciser le théordme suivant :

THEOREME 4. : Pour un anneau A , les conditions suivantes sont équiva-
lentes : |
1) tout idéal contenant un idéal polyédral est polyédral.

2) les idéaux polyédraux coincident avec les idéaux co-artiniens,

3) $out sous-module ds type fini de l'enveloppe injective dfun module

semi-simple de dimension finie est artinien.

1) == 2) Si K est un idéal polyédral, soit I, = une
) > ) boly 9 Q[ O(/K /K ,

intersection dans A/ s oona (.\ J =J2K, donc J est polyédral et est
o :
a€l

intersection d'un nombre fini de J (ﬂ\J , on a aussi
o
a€1
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fﬁ} Ja/K = '/K et toute intersection dans A/K se réduit & une intersection
aGIO
finie, d'ol l'artinianité de A/K o

Inversement, un sous-—module co=artinien d'un module M est polyédral
dans M [un artinien est toujours extension essentielle de son socle, (tout é1é-
ment artinien d'un treillis ayant un semi-simple essentiel, vu {4]) socle qui,

étant artinien aussi, est de dimension finie] .

2) => 3) Ltartinianité se conservant par somme finie, il suffit de
prouver que toul sous-module cyclique de 1“enveigggi\fnjeotive dfun module semi-
: n : n
simple de dimension finie est artinien., 81 x ¢ @ Si = @ ’é: , X = Xy et
et i=1 =1
l'annulateur de x est intersection (nécessairement finie) de ceux des annulateurs

des Xi qui sont distincts de A ., Mais, pour ceux-ci, A/An(xi) est extension

essentielle d'un module simple, étant isomorphe au sous-module non nul Axi de’é} N

qui est extension essentielle du simple Si . Il en résulte la compldte irréduc-

tibilité des An(xi) , la polyédralité de An(x) , donc sa co-artinianité, et

enfin l'artinianité de Ax qui est isomorphe & A]An(x) o

3) =3 2) Si K est pslyédral; A/K st extension essentielle dfun
semi-simple de dimension finie, donc est un sous-module cyclique de l'enveloppe
injective d'un semi-simple de dimension finie, donc est artinien, et K est

co=artinien.

2) ==y 1) Si 1'idéal J contient un idéal pelyédral K , A/J , en
tant que quotient de l'artinien A/K , est artinien, et le co—artinien. J est

polyédral .

Bxemples d'anneaux vérifiant les propriétés précédentes 3

?) Les anneaux artiniens,

2) Les anneaux de Villamayor.

%) Les anneaux noethériens commutatifs [dfapres un résulteat de Matlis
selon leguel les sous-modules artiniens d'un module noethérien sur un anneau

commutatif noethérien sont les extensions essentielles des sous-modules semiusimples]



14.8bis,

PROPOSITION ¢ 81 M est un module noethérien, le point culminant de

la chafne des socles de M est le plus grand sous module artinien de

M,
Par récurrence, on voit que les éléments (Zn)neN de 1la chafne des
socles du module noethérien M sont artiniens ; or le point culminant %, de
0
la chafne des socles est un sous=module artinien maximal de M : c'est donc le
plus grand [qu9il so0it maximal se voit en considérant un sous-module artinien

N de M conktenant zn S est artinien, donc extension essentielle de son

e

0
socle, qul est conbtenu dans le socle Zn¢+1/ de g/zn 3 puisque
B 0
T socle est nul, done N/Zﬂ =0 et N=3g 1 -
0 o o

Nous allons maintenant nous poser la question de savoir dans guels
modules fous les sous-modules sont intersection réduite de sous-modules

complétement irréductibles.
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DEFPINITION ¢ On dit quun module M est semi-artinien si pour tout

sous-module propre N de M M/N a un sous-module simple.

On rencontre ces modules dans la littérature sous le nom de "modules
de torsion' : ce sont effectivement les modules de torsion correspondant & la
famille topologisante et idempotente éf des idéaux co-semi-artiniens de A,
Tout sous-module, tout quotient d'un module semi-artinien est semi-artinien.
Toute somme directe (donc toute somme) de modules semi-artiniens est un module
semi-artinien : tout module M a donc un plus grand sous-module semi-artinien

tf(ﬂ) , quil est la somme de ses sous~modules semi-artiﬂiénso

n dit gutun annesu A est éclatant si, pour toub A-module M , 2f(M)

est un facteur direct de U .,

Un anneau semi-artinien [au sens de Popescu] est dvidemment éclatant
[étant tel que (V) (S(m) = M)]. En 1967, en [7] , Dickson a conjecturé que

tout anneau éclatant . est semi-artinien. Ceci a été démontré pour les anneaux

commutatifs noethériens (Dickson), pour les anneaux commutatifs réguliers = au
sens de Von Neumann - (Euelberth) et pour une classe d'anneaux non nécessairement

commutatifs, incluant les précédents dans le cas commutatif, pér Teply, en [8}°
Nous avons prouvé que la conjecture de Dickson n'est pas toujours

; vérifiée,

LEMME : Un module semi-artinien est extension essentielle de son socle,
Soit ¥  le socle du module semi~értinien "M s si K est une extension

essentielle maximale de y dans M , et si K' est un complément de X dans N,

K@®K! est essentiel dans M , donc K@ K“/K est essentiel dans M/K [vu [9],
K étant un complément].

Si K était différent de N 9’M/K contiendrait un sous—-module simple

que rencontrerait (donc contiendrait) le sous-module essentiel K(QZK“/K de
M/K . K' étant isomorphe 3 XK @ KQ/K 5 contiendrait‘éga;ement un sous—module

simple, nécessairement contenu dans § , donc dans K , donc dans K XK' =0 ,

absurdement .,
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Il s'ensuit qufun anneau sur lequel les semi-simples sont injectifs est

éclatant [Si M est un module sur un tel anneau, (M) est extension essentielle
de son socle, qui est injectif, donc est égal & ce socle, donc est injectif, donc

est facteur direct de M] .
(n a done le résultat sulvant :

PROPOSITION :Un anneau de Villamayor noethérien est éclatant,

[Sur un anneau de Villamayor, les simples sont injectifs ; sur un annesu

noethérien, toute somme directe d'injectifs est un injectif].

Mais un tel anneau n'est pas nécessalrement semi-artinien, comme nous

allons le montrer maintenant,

FROPOSITICN ¢ Pour qu'un module noethérien M soit artinien, il faut et

il suffit qu'il soit semi~artinien.

La condition est nécessaire, un module artinien étant semi-artinien,

Elle est suffisante, la chafne des socles d'un module M semi-artinien

ne pouvant culminer quten M .

Ainsi, pour qu'un anneau de Villamayor noethérien soit semi-artinien, il
faut et i1 suffit que ce soit un anneau de Villamayor artinien, donc un anneau

semi~simple [en tant qnsextension essentielle d'un secle injectif],

Or, ce n'est par exemple pas le cas de l'anneau des polynbmes & une
indéterminée sur un corps . différentiel universel non commutatif, pour lequel nous

suggérons l'appellation d' "anneau de Cozzens",

Un tel anneau est & idéaux tous principaux (donc noethérien), de
Villamayor, sans diviseur de zéro, sans 8tre un corps, puisquton peut y définir
une notion de degré possédant les propriétés habituelles 3 1l n'est donc pas
semi-simple [étant sams diviseur de séro, A est indéeomposab169 et serait alors
simple ; l'anneau opposé serait 1'anneau des endomorphismes d'un module simple,

donc un corps].

Venons en maintenant au résultat suivant
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THECREME 5, ¢ Pour que toub sous-module d'un modple M soit
JAintersection réduite de sous=modules complétement irréductibles

de M , il faut et il suffit que M soit semi-arfinien,

Nécessairement, si N ¢ M est intersection réduite de sous-

modules compldtement irréductibles (Ni)ieI de M, ona

tduction. 1°4 .
NVN'$ T-T M/Ni et, par réduction, l'image isomorphe de M/N rencontre

les M/N , donc contient au moins un simple, et M est semi-~artinien,
i ,

Inversement, si M est semi-artinien, il est extension essentielle de son

socle @ Si ., et on peut représenter 0 comme intersection réduite de
iel .

compléments Ki‘ des Si([B])° Soit s; wn é1ément non nul de S; ¢

complément Ki de Si étant maximal tel que. Ki N Si = 0 , donc tel que

s, ¢ Ki , est complétement irréductible. (n en déduit le résultat. annoncé,

un quotient d'un semi=artinien étant semi-artinien, et 1l'image réciprogue

d'un complétement irréductible étant compldtement irréductible,

Indiquons, pour finir, que les modules semi-artiniens sont ceux
qui possddent une chafne maximale bien ordonnée de sous-modules, et gque

le théoreme de Jordan Holder y est vérifié sous une forme tres atiénuée

([10])-
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Diverses interprétations ont été donndes de la notion d'anneau de frac-
tions généralisé, Dans cet exposé nous reprenons 1liinterprétation de J, Lambek [5]
en 1'explicitant & la lumidre de la théorie de P, Gabriel [1] .

Tous les anneaux considérés sont supposss unitaires.,

Soient A wun anneau et E 1l'enveloppe injective de la structure de

AA) .

DEFINITION 1.1, ¢ Un idéal & gauche I dé A est dit dense si l'on &
HomA(A/19 E) =0,

A=-module b gauche définie sur 4 (notée

Cela revient & dire que si h ¢ HomA(AgE)k et si h(I) = 0.alors h(4) = 0,

On a manifestement le résultat suivant.

PROPOSITION 1.2, ¢ Pour gu'un idéal I, soit dense il faut et il suffit

que le seul élement x de B tel que Ix = O soit 1'élément nul,

PROPOSITION 1.3, : Un idéal dense est essentiel dans A .

Se reporter & [5] , exercice 5, p. 100,

A

Ainsi si 1'idéal singulier b gauche de A est nul, les idéaux denses

sont tous les idéaux essentlels de A .

Notation : Dans la suite nous appellerons F le systéme des idéaux

denses de - A ,

Avant de poursuivre, rappelons la définition suivante.
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DEFINITION 1.4, ¢ Soit F un systéeme d'idéaux & gauche de A , (n dit

que F est topologisant s'il vérifie les conditions 3
(1) si I ¢F ebtsi JDOI alors J¢F.,
(11) si 'I et J ¢ F alors InNnJelr,
(III) si I ¢ F et si x ¢ A alors 1'idéal I-. x = {r € A, AX € I}

appartient & F .

Exemples @
(1) le systéme des idéaux & gauche essentiels est topologisant,
(11) si A possdde un anneau de fractions (& gauche) classique alors

le systéme de tous les idéaux gui contiennent un élément régulier est topologisant,

PROPOSITION 1.5, ¢ Le systheéme des idéaux denses est topologisant,

Pour la démonstration nous renvoyons a [5] P 37 et p, 96,

PROPOSITION 1.6, ¢ Soit M un A-module & gauche. L'ensemble des. éléments
x de M, tels que Ann x ¢ F est un sous-module de M, noté Fr(M) .

DEFINITION 1.7, 2
M est dit de F-torsion si M'= FT(M) .

M est dit libre de F-torsion si FT{M) = O .

PROPOSITION 1.8, 3 Pour que M soit de F=torsion il faut et il suffit

que HomA(MgE) = 0 ,

La démonstration est immédiate.

TEEOREME 1.9, :Le systéme F est idempotent au sens de [1] .

Reppelons qu'il faul montrer que pour une suite exacte 0 -> M - M -»"IM" - O
on a l'équivalence s M de F=torsion <==> ' et M* de PF-torsicn, Ceci découle immé~-

diatement des définitions et de la proposition précédente.

CROLLATRE ¢ Si. M est un A-module, M/FT(M) est libre de PF-torsion.

Notation ¢ S1 M est un A-module nous noteroﬁs MF le localisé de M

par fapport au systéme topologisant et idempotent F ,

Rappelons la construction de MF telle qu'elle est définie dans | 17
Soit M1 le module M/FT(M) o D01t E(M1> l'enveloppe injective de M1 . Dans

ces conditions on a 3
I, = {x € E(M1) , 3T ¢ F tel que Ix ¢ M1} .

On peut aussi écrire :

M. DM et M = m(m(u ), ).
ro M?/Mj /u,
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I1 est immédisgt que MF est libre de JF-torsion., DYautre part si M

est libre de F~torsion on a M MF o
Dans la sulte nous noterocns AF le localisé de AA . (n adonc A c:AF o

THECREME 1,10, ¢

(1) AF peut &tre muni 4d'une structure d'anneau prolongeant celle
de A
(11) Si M est un A-module & gauche MF peut étre muni d'une

structure de AF_modale & gauche prolongeant sa structure-de
A-module,

(ITI) Si M et N sont des A-modules et si h ¢ HomA(MgN)‘ , on peut
lui faire correspondre un AF homomor phisme de MF dans N

P
noté hF o

DEFINITION 111, 3

Ltanneau AF est appelé annean de frachtions généralisé de A

Le AF=module MT est appelé module de fractions de M .

Toncteur localisation sOn vérifie immédiatement que la correspondance

U MF et h - hF définit wun foncteur de la catégorie des A-modules & gauche
dans la catégorie des ”AFrmodules & gauche, (e foncteur est appelé foncteur
localisation : il est exact 3 gauche mais en général il n'est pas exact (cfé,EB]

P. 26),

Remarques 3

(1) Pour que I soit un idéal demse il faut et il .suffit que l'on
] = o
ai IF AF
(11) Dans le cas ou A est & idéal singulier & gauche nul on a
AF = E , Ce résultat est bien connu et on sait de plus que E est un anneau
régulier,

(III) Dans le cas ol A posséde un anneau de fractions classique cet
anneau peut s'interpréter comme le localisé par rapport au systéme Lopologisant.

(et manifestement idempchent) de tous les idéaux qui contiennent un éYément régu-

lier, Le localisé d'un module n'est autre que le module dé fractions,

Signalons que dans ce cas tout idéal qui contient un é1ément régulier est
dense {cfc_[ng Po 109)0 Ceci prouve gque lorsgu’il exisbte un anneau de fractions

classique cet anneaun est contenu dans l'anneau de fractions généralisé,
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= 1T = APPLICATION AUX ANNEAUX NOETHERIENS.

Rappelons que L. Small a caractérisé dans [6] les anneaux noethériens
(3 gauche) qui possédent un anneau de fractions classique artinien (& gauche) :
il faut et il suffit que‘tout élément régulier modulo le radical nilpotent soit
régulier, Une caractérisation des anneaux noethériens (i gauche) qui possddent
un snneau de fractions généralisé artinien (& gauche) pourrait &tre la suivante :
il faut et il suffit que tout idéal dense du quotient par le radical nilpotent
se "reldve" en un i&éal dense, Nous ne pouvons démontrer un tel résultat que dans
le cas ol le foncteur localisation est exact. Nous allons donc commencer par
examiner des conditions pour que le foncteur 1ecalisation soit exactg‘etcaﬁ,xﬁus
particulidrement dans le cas d'un anneau ncethérien. Signalons quand méme que le
probléme a été étudié et résolu dans sa généralité par M, Hacque [4] et

m(mMmmn[ﬂ -

DEFINITION 2.1, 8 Soit M un A?module a gauche, Si N est un sous-module

de ‘M nous diroms que N est "projectif sous M" si, quel que soit le diagramme

O mmmmy N ey Y

l?

S meemy R s> 0

ol 8 et R sont des A-modules, les ligunes sont exactes et Q€ HomA(MgR) ’

alors il existe ¢ ¢ HomA(Ngs) tel que le diagramme

0 moeemy N oy [

S wmmy R oeee=y

soit commutatif, V
Il est clair que s'il existe un module projectif situé entre N et M,
¥ . est projectif sous M, V
La caractérisation classique d'un module projectif se généralise immédia-

tement de la manitre suivante.
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THEQOREME 2.2, ¢ Pour que N soit progectifvsdus Mol favt et il suffit

qu'il existe une famille X A€ A, d'éléments de M et une famille

@Kg A € A d'homomorphismes de N dans A tels que pour tout x ¢ N
on ait
(1) @k(x) = 0 excepté pour un nombre fini d'indices

(11) X = 3 ?k(XJXk‘O

En particulier si M est de type fini 1l'ensemble jp peut étre

~ supposé fini.

DEFINITION 2,3, ¢ Nous diroms qu'un anneau vérifie la condition (E) si

pour tout idéal dense I il existe un idéal demse J projectif sous I ,

THECREME 2.4, 5 Soit A wun anneau, Pour que le foncteur localisation
défini dans la premiére partielsoit=exabt, il faut et il suffit que 4

vérifie la condition (E) .

Pour démontrer que la condition est suffisante il suffit de transcrire
la démonstration de [1] p. 415,
Pour démontrer que la condition est nécessaire nous allons nous inspirer

d'une démonstration de 0, Goldmann,

Soit I un idéal dense et th A€ A; un systéme de générateurs de I .
Nous pouvons donc écrire une suibe exacte L =) I o= 0 ot L est un. .module

libre de base Yyo A €A avec @(yh) = x_ ., Le foncteur localisation étant exact

; A
Pp définit une surge@tlan de LF sur IF = AF o Soit ¥y €‘LF“ tel gque ‘¢F(y) = jvo
L étant un A-module libre est libre de P-torsion. Donc L‘C:LF . Il existe un

idéal dense J tel que Jy L , En appliquant o a cette inclusion on voit
que Jc I . D'autre part J est projectif sous I . En effet si x ¢ J xy s'éerit
d'une maniére unique sous la forme Xy = ¥ &y . Les applications x E§w>;ak sont

des homomorphismes et on a bien X = z‘?k(x>xh o

PROPOSITION 2.5. ¢ Soit A wun anneau noethérien & gauche vérifiant la
condition (E) . Alors si I est un idéal demse 'IF = AFI .

En effet I contient un idéal demse J projectif sous I ., Comme I ~est
de type fini il existe Qes éléments Xig Xoy ooy X de I et des homomorphismes
@19 Ppr coor @y de J dans A tels gue pour tout x ¢ J on ait
X = T1<X)X§+°°°+?nix)xn . Il existe des éléments fﬁgeqogfn appartenant & A

F
tels que l'on ait pour tout x ¢ J @ @T(x) = xffgamog@n(x) = xfn(cfo[BJ )

Alors il est clair que iwzfixi est annulé par J , Cela prouve que 1 = gfixi
= A I ., Mals on sait que A_ = I_ d'olu le résultat,

(pr0P° 1°2°)o {n a bien AF P - .
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CORCLLAIRE 3 Soit M wun A-module libre de F-torsion, Alors :

(1) Si X est un sous-module de M on a: Xy = AX,

(II) i Y est un seusmAmeodule de MF on a 3
Y=(Ynm}F=.§.F(YnM) .

Montrons la premidre égalité : nous savons déja que M CJMF o

aussi que AEX c:XF‘(cfo [1])0 Réciprogquement si x g-XF il existe un idéal dense

Nous savons

I tel que Ix X . Comme AFI = AF s X € AFX o

Exemple 3 Nous allons montrer qu'un anneau noethérien (3 gauche) & idéal
singulier (& gauche) nul vérifie la condition (E) .

les idéaux denses sont les idéaux essentiels. Soit n la dimension de
Goldie (& gauche) de A (pour cette notion se reporter par exemple & [2])0 Si I
est un idéal essentiel, I contient un idéal essentiel de la forme £X1 D eoe D AXn ’
Ax étant coirréductible pour tout i . Comme A est supposé & idéal singulier nul

pour tout 1 il existe un idéal a gauche non nul Xi tel que Xﬁurhénng(xi) =0,

CAMlors 1'idéal J = X1X +906+Xﬁxn est essentiel et projectif sous I .

1

Dans toute la suite A sera un anneau noethérien a gauche.

Notations s W sera le radical nilpotent de A , Soit G 1la famille des

idéaux & gauche I qui vérifient les conditions suivantes s

(1) IDN,

(II} ‘;/N est un idéal dense de A/N .

Nous noteroms donc G la famille des idéaux denses de A4 z'A/Nkvet les
idéaux de ¢ seront notds I , I parcourant G ,

Caractérisation des idéaux de G ¢ Les résultats classiques de [2] nous

permettent d'affirmer que les idéaux de G sont tous les iddaux I contenant N
et vérifiant 1'une des conditions

(1) I/N est essentiel dans A/N .

(11) I/N contient un élément régulier de A/N .
(III) I contient un idéal de la forme Ab+N ol b est régulier modulo N.
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PROPOSITION 2.6, : Le systéme G est un systéme topologisant,
Ceci découle immédiatement du fait que A/N posseéde un anneau de frac=

tions classique & gauche (cf, [2])0

THECREME 2.7. ¢ Soit A un anneau noethérien & gauche vérifiant la

condition (E). Si tout idéal de G est dense alors A possdde un
anneau de fractions généralisé artinien (& gauche),

F P+1q

Supposons que l'on ait N # 0 , N ' = 0., Considérons la suite

A, DN :)(NZ)F:D s Z’(NP)FJD 0 ., Il suffit de montrer que A

F ?/NF
N QOOOQ(NP) sont des A ~modules & gauche artiniens., Le foncteur locali=-
F/{N2> F i ~
iy ; )
tion é% 3 ~ =
sation étant exact nous avons AE/ (%/N)F , NE/‘-Z (N/ 2) , etc
NF (N >F N F

Le résultat découle du lemme suivant,

LEMME : Soit M wn A-module & gauche de type fini tel que MM = O ,

Alors MF est wn Ameodule & gauche artinien,

Comme les hypothéses sont également vérifides par g/FT(M) nous pouvons
supposer que M est libre de F-torsion. Or nous pouvons munir M d'une struc-
ture de A-module b gauche en posant ax = Ax , ¥x ¢ M, ¥a ¢ A (X est l'image
canonigque de 1 dans A/N)O;Cette structure sera notdée EMOAAveo 1'hypothése
faite ZM est libre de G-torsion. D'aprés le théoréme de Goldie [2] 4 possdde
un anneau de fractions classique semi-simple que nous nobtons ’Aé‘ parce que clest
aussi 1l'anneau de fractions généralisé de A , Nous pouvons dans ces conditions

former le module de fractions de =M ¢ ce module sera noté ME s na Mc M .

A G
Puisque EM est visiblement de type fini ;Mg est un Zaamodule artinien,
Considérons maintenant MF . On a aussi N c::MF . Considérons une suite
décrolssante de sous-modules du Ayrmodule MF s Y1 :intD GAQ:D‘IH:D oso Nous

savons que Y = (Yntﬁ‘M)F , ¥n (corollaire de la Prop. 2.5.). @ X, =Y NN

est clairement un sous~A-module de ZM . La suite décroissante des sous-modules
Eaxn de NE est stationnaire, Il existe donc¢ un entier n tel que pour n ) n

on ait ¢ XIl ciﬁaXno Cela revient & écrire que pour tout x ¢ Xh , 1l existe
0

I ¢C tel que Ix ::::‘X.n . Mals ceci revient & écrire, en considérant cette

fols~ci les struchtures © de A-modules  Ix C:XIl . Comme par hypothese I est
“o



17.8

dense nous en déduisons que X ¢ (Xn )F . Nous voyons donc que la suite des’(Xn)F

, . . . oL 0
est stationnaire, ce qui prouve bien le résultat annoncé.

PROPOSITION 2.8, sPour gue l'on ait G < F il faut et il suffit que

1tannulateur & droite dans & .de tout élément de ¢  soit nul,

D'aprés la proposition 2.6,; lfensemble des x ¢ E tels que Annx ¢ G
est un sous-module de E ., Dire gue ce sous-module est nul revient & dire que sa

trace sur A est nulle.

Nous avons vu que tout idéal de G contient un idéal de la forme Ab4N
avec b régulier modulo N . Donc si toub élémendt régulier modulo N est régulier

& gauche nous sommes surs que G < F . En particulier nous pouvons énoncer

PROPOSITION 2.9, ¢ Soit A un anneau noethérien & gauche vérifiant

la condition (E)., Si A possede un aoneau de fractions classique arti-
nien & gauche, alors 1l'anneau de fractions généralisé de A est
artinien & gauche,

THEOREME 2,10, ¢ Supposons que l'anneau de fractions généralisé de A

\

soit artinien & gauche., Alors tout idéal de ¢ est dense,

I1 suffit de montrer que tout idéal de la forme Ab+N , b régulier
modulo N, est dense. Ceci revient & dire que (Ab+N)F = AF . La sulte décroige
sante des idéaux A . est stationnaire, Il existe donc un entier r tel que

‘ F , ;
v £ AF.r+1 , clest=h=dire que 1l'on peut écrire une égalité de la forme b o= xbr+1,

X € AF . Alnsi ¢ (iaxb)br = 0 , Montrons que I1=xb ¢ NF » Il existe un idéal dense

I tel gue I(zmxb) o A, Mais »1(1-xb)br = 0 , ce qui prouve que. I(iwxb) € N

Nous en concluons bien que (1~xb) ¢ N, ., Alors AF = A b+N_ . Il est immédiat

F F F
que AFb+NF c:(Ab+N)F . Le résultat annoncé est démontré.
Remarque s Le théordme 2,10, est vrai méme si la condition (E) n'est

pas vérifide,

Exemple ¢ Nous allons donner un exemple d'application du théorgme 2.7.
Nous voulons un exemple ol la condition (E) n'est pas vérifide de maniére évi&entea
il nous faut donc considérer un exemple d'anneau qui n'est pas a idéal singulier
nul et ol l'anneau de fractions généralisé n'est pas également un anneeu de frac-
tions classique.,

Soit T 1tanneau des matrices de la forme (f B) o getpgezZ.
o«
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T est un anneau commutatif, unitaire et nocethérien, Le radical nilpotent w(T)
est constitué par toutes les matrices pour lesquelles ¢ = O . N(T) est de carré
nul., N(T) est aussi 1'idéal singulier de T , Tous les éléments qui n'appar—

tiennent pas & N(T) sont réguliers, T posséde un anneau de fractions classique

o «

ertinien F(T) qui est 1'ensemble de toutes les matrices de la forme (% B) ,
o g eb pe @ . Il est facile de voir que F(T) est aussi 1l'enveloppe injective

de T .

Soit maintenant A 1'anneawy de toutes les matrices de la forme <a b) .
‘ o d
ou a,betd ¢ T, A est un anmeau unitaire et noethérien (i gauche et & droite).

Son radical nilpotent N est 1l'ensemble de toutes les matrices pour lesquelles
aetde¢ NT) ., N est aussi 1'idéal singulier (& gauche) de A . (n voit facile-
ment qué A posséde un anneau de fractions classique (& gauche et 3 droite)'qui

est 1l'anneau de toules les matrices de la forme (% %) or a,b et d ¢ F(T) ,
‘ ' o d
Cet amneau est artinien (& gauche et & droite),

Nous nous proposons de montrer que l'anneau E de toutes les matrices

de la forme A a,b,c et d ¢ F(T) est ltanneau de fractions généralisé
¢ d :
de A , Montrons dlabord que E est llenveloppe injective de A ., Il est immé-

A
diat que E est une extension essentielle de A , I1 suffit donc de montrer que

c'est un A-module & gauche injectif : pour cela montrons qu'il sabtisfait au -
critére de Baer, Soit I wun idéal & gauche de A et soit f wun A~homomorphisme

de I dans E , Définissons un idéal & gauche X de T de la meniere suivante :

pour que b ¢ X il faut et il suffit que (? 2) € I . Si nous remarquons gue

<§ T} <? b> - (? O) nous en déduisons que f <? B) est de la forme
o o) lo o o 0 °© 0

o, o
(;1 O‘j> . Alors les applications b - o, et b -, sont des T-homomorphismes

de X dens F(T) . Comme F(T) est l*ehveloppe‘imjective de T nous pouvons

affirmer gqu'il existe deux éléments X1 et x2 de F(T) tels que l'on ait pour

tout b g X, oy = bxﬁg o, = bx2 . Maintenant soit x = (; E un élément quel=-
conque de I . En le multipliant & gauche successgivement par (; g) et (; i)
‘nous voyons que <? %} ', <§ j} sont des éléments‘de I . Puisque

[

( ><O C> <<.O> §> f(i > est de la forme <§1 ;Z ‘,,Pui:sque
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FITRE

9 on voit que ¢ =

0 ue = By =
maintenant f ( )

2

1
<'1 é) (é b) = <? b) d'ou f(? b> est de
o 0 o o0 o o o o

. Définissons un idéal & gauche Y de T de la meniere

y 32 X, e Considérons

de la forme 1

suivante : pour que a ¢ Y il faut et il suffit qu'il existe b ¢-T tel que

(a b) ¢ I . Supposons que <' ) <% 2) appartlennent ad I s il en

e o v

2 ) . Posons f_’,__--' c;) C 2 et
1{1 Yo Yo (b—b")x (bwb")X)
’gto 0 = 0 0 )

5 = 72_b0X£ . La conclusion de ceci

est alors de méme pour <b

0
a b!
o 0

| B
Y9 Y2 s
o Nous avons 1l'égalité
Nous en déduisons que. Y1-bx

o 0

1 Y1-b“x°9 \Cn -bx

est que Y1-bx et anbx ne dépendent que de a ., Il est immédiat que les

1

applications a — Y1~bx

2

a'e.yz—bx sont des A-homomorphismes de Y dans F(T)°

1°? 2

Donc il existe des éléments y1

En rassemblant tous les résultats obtenus nous voyons que o

f’(a b> _ Cy1+bx1 ayz*bx> (a b> ¥z
o d dx1 da x,

Le critére de Baer est donc bien vérifié,

et Y, de P(T) tels que Y1~bx1 = ay,, Yg'bxg = ay,.

Recherchons maintenant les idéaux denses de A , Un tel idéal I possede

a. b
un nombre fini de générateurs glgoooggn ; avec g, = <;l df) . Nous devons
.écrire que dans E , (\Annd(gi) = 0 , Remarquons dfabord que si tous les ai
appartiennent a N(T) on a Ix = 0 pour tout élément x de la forme (; g) 0
a € N(T) . Nous devons donc supposer que l1l'un au moins des a, s disons a1 , est

un élément régulier de T , Remarquons que si I est monogeéne, g1‘ doit é&tre

régulier 3 1'idéal dense Ag1 est alors projectif, Supposons maintenant que I

b
ait au moins deux générateurs., Posons Ao k, b,=ka+e_ ,.,,.,b =ka +te , Nous
a 2 22 n n n

1 a
allons montrer que pour que 1l'idéal I soit dense, il faut et il suffit que 1l'un au

moins des éléments €50000 58 soit régulier,
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. ¥
Bn effet soit f = ; ;) un élément tel que gif =g

= 0, ah(X+kY> +ey = 0 . Comme

ai est supposé régulier x+ky = 0 d'ol &Y = oo =Y = 0 . Si 1'un au moins

Nous avons alors a1(x+ky) =0, ag(x+ky) + e

des LPYERETLN est régulier nous avons y = 0 d'ol x = O et pour les mémes
raisons x“'= y! =0 ogﬁonc I est dense, Si €5see0r®y appartiennent & N(T)
nous pouvons trouvef un élément f # 0 . Il suffit'de.prendre pour y un élément
non nul de N(T) , x = =ky et x' =y' =0,

Supposons que lfon ait e, régulier. I contient les éléments

2

a1 ka1 &, ka2+e2
o I - P ¢z 2, o ] 1
g =1y o et ge o o K Considérons 1'idéal J Ag1+Ag2 . Cet

idéal est dense s nous allons montrer qu'il est projectif. (n a d‘abord

‘ (o4
Ag' Azl = 0. En effet si h,g! =hg! , h, = “ Py ho o= 2 P2
g Pisey = Foe 115752 7 M T o 5] 7 2T (0 6

s nous
1 2

. Alors

ouvons éorire a = g 8 ke a = kg.a + )
P oy 1 a2 5 f o o o . a2 2

— AT —
18y = Kaydstase, =0 dfoh o =0

Done h1g§ = hzgé = 0 , Maintenant montrons qus ,Ag§ est projeotif, In effet
e, ka ‘

a ka ’
X = <? é} ! 1 stécerit aussi x = <% O> !
o & o 0 : o o/ \o o

déterminé de manidre unique par x puisque ,a@ est régulier. De plus 1“applim‘

i} . L'élément o est

cation x — Q@(x) = (g 2} est un A=homomorphisme de Ag% dans A , Pour des
raisons analogues Agé est projectif,

Nous venons de voir que tout idéal dense contient un idéal dense pro-
jectif, Ainsi la condition (E) est bien vérifide, Puisque A possede un anneau

de fractions classique artinien son annesu de fractions généralisé est également

artinien (Propo 2.9.). On voit facilement que cet anneau est E .
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1. ANNEAUX PRESQUE COHERF}NTS,,

NOTATION ¢ Si M est un A-module & gauche, si N est un sous-module de M ,
si x € M, on pose (N:x) = {a¢ Alax ¢ N} .

Wotation analogue pour les modules & droite,

RAPPEL s .[8] Sait I une enveloppe injective de AA , un idéal a droite

D de A est d4it rationnel si, HomA(A/DQI) = O‘, ce qui équivaut i,
0 # 8, €4y a,€ A = aj(O:gz)-# 0.

- DEFINITION 3 [5] Un sous=module N .d'un module & droite M est dense dans
Mosi HomA(M/ﬁ?L) :w§ .

Ceci équivaut & la condition ¢ Wx ¢ M, (N:x) est un idéal rationnel, En

effet, si D =_(N;x) est raiibnnel et si ¢ ¢ HomA(Mgl) est tel que ‘@(N};: 0,
oma ox)p=0 doh ¢lx) =0, ¢ =0 . Inversement, supposons Hom(M/N,I)bz 0
et soit A = (Nex) . Si ¢ Q‘HomA(A,I) est tel que ¢(A) = 0, on peut définir

g 3 MAx » I par gln+ax) = ¢(a) , on peut prolonger ¢ & M , on aurait o¢(N) = 0
done ¢=20, ¢=0.

'DEFINITIONS s [5]

- Un module M est présque de type fini (ptf) st M contient un sous-module

dense de type fini.
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~ Un module M est presque de présentation finie (ppf) s'il existe ume

suite exacte 0> K- F-> M- 0 avec F 1libre de type fini et K ptf .,

PROPOSITION 1.1, [5] ¢ Soit O0-» K-> M- N- 0 une suite exacte

a) Si M est ptf , N est ptf,

b) Si Ket N sont ptf, M est ptf.

c) 8i M est ptf et si N est ppf alors K est ptf.

NOTATIQON ¢ M¥* = HomA(MﬁA), vCMgM-a M¥* désigne‘l“homomorphisme canonique,

PROPOSITION 1.2, ¢ Si P est un A-module & gauche de préseﬁﬁation finie, il

exliste une suite exacte

(1) 0= P> F > TU- 0

ou F est libre de type fini et U contenu dans un module libre,

Inversement, si U est un sous-module de type fini d°'un module a droite

libre, il existe une suite exacte (1) ‘avec P de présentation finie et

P libre de type fini,

Si P est de mrésentation finle, on a une suite exacte
o-231%Pp>0

aveec L libre de type fini, D'oll 3

% %
0~ px SIx Zmx,

S U= Imtu, on & UcH¥ , mais H 'est de type fini, donc il existe
une suite exacte AT - H - 0 , Aol 0 - H* — (Am}* 5 .U est bien contenu dans
un module libre (Am)* o

Inversement9 U étant de type fini on peut considérer le diagramme

L
2|

0 N
0

ob L est libre de type fini, Soit ¢ = i o psL s ona olx) = (@1(x)goo°9
@m(x)) avec pour 1 igm N £ L* ., Soit M le sous-=module de L* engendré

par Pyreecoy gt soit O - M5 x 8 Q=0+, Q= L*/M est de présentation finie,
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t

s ‘ L .
Q- Q¥ - L¥x 3 CLaL-» L¥*  est un isomorphisme.

¢=> %(g,) = 0, 1¢

Ker p = Czt‘g tng%)

T est
(prop.

Posons -GL(x) =%, (ha x¢ Ker‘p ===d @i(x) = 0 pour figm

Booke

g m=> x(M) = 0<=>% ¢ ts(Q*).q Done

2

Q¥ .

THEQREME 1.%. ¢ Pour un anneau A les propriétés suivantes sont

équivalentes 3

1) Tout sous-module de type fini d'un module & droite libre est ppf.

2) Pour tout module & droite libre F , pour tout sous=module P de type

fini de F , pour tout x € F , (P:x) est ptf,

'3) Pour tout module & droite M de présentation finie et pour touﬁ X € M,

(0sx) est ptE.

4) Pour tout x ¢ A , l'annulateur & droite de x est ptf et 1l'intersec—

tion de deux sous-modules de type fini d'un module & droite libre est ptf.

5) Le dual de tout module & gauche de présentation finie est ptf.

1 ¢=> 2 <=> 4 (Voir [5], th. 4.9, et [3] th. 2.2.),

2 &==> 3 (On peub supposer F de type fini, la suite exacte
Q=P - F:g M~ 0 montre que (Osv(x))‘= (P;X} -

1 ==> 5 D'aprds la proposition 1,2,, on a 3

Q-»P¢=sPFPa>U=0,
de type fini et contenu dans un libre donc ppf , alors  P* est ptf

1614C)0

5 ==> 1 Résulte immédiatement de la proposition 1.2,

DEFINITION ¢ Un anneau A est dit presqﬁe cohérent b -droite s'il vérifie

1'une des GonditionS'équivéleﬁtes du théoréme 1.3,

Probldme : Peut—on, dans le théordme 1,3., remplacer = 1 par 1' : Tout

idéal & droite de type fini est ppf,
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2. MODULES PURS.

DEPINITION : Soit M wun module & gauche, un sous-module M' de M est
pur dans M si, pour tout module & droite E la suite

0-EQM -E® M est exacte,

PROPOSITION 2.1, [4,1] ¢ M' est pur dans M si et seulement si tout

systéme fini d'équations .ziaixj = mé s 1<$,; £ny, ag € A, m{ € M,

J=1

admettant des solutions dans M , admet des solutions dans M' .

DEFINITION : Une suite exacte 0 - M' 5 M > M" — 0 est pure si u(M')

est pur dans M .

PROPOSITION 2.2, @ Soit 0 - M' - M - M' » 0 une suite exacte,

- 51 M" est plat, cette suite est pure.

- Inversement, si cette suite est pure et si M est libre, M" est plat,

11 suffit de considérer la suite exacte

~ To:rtj(E,M) - Tor1(E,M“) SEQM -EQM .

THEQREME 2,3, [6] : Soit une suite exacte 0—W' S N> " - 0 . Cette

suite est pure si et seulement si pour tout module de présentation finie

E la suite 0 - Hom(E,M') — Hom(E,M) - Hom(E,M") - 0 est exacte.

Supposons la suite pure, Soit une suite exacte (0 - x4 F-g~» E- 0 avec

F libre de base (fj)m {3¢n, K dé type fini engendré par K == agfj ,
J

11 p, et soit ¢ e‘Hom(E,M") . F étant projectif on peut constrﬁirelﬁn
diagramme commutatif

0 3 K %y p B s g

ool

0 s MP u>M V)M" > 0

> 0

Posons m! = n(ki> ; u(ﬁi) =,§ a£¢(fj) , u(M') étant pur dans M , il existe

, : e s e 3 oad T
‘ (prop. 2.1.) Xé €M, 1¢Jjgn, tels que m{ = ; aixg o Soit giF —» M°

définie par c(fj) = x§ R (¢-ug}(a(ki)) = 0 donc il existe <4:E -~ M , tel que
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¢ = uohtB , V¢ = vugrvgf d'ou ¢f = v , B ébant surjectif ¢ = vt la suite

des How est bien exagtse.
Inversement, supposons la suite des Hom exacte. Solt un systeme

u(mi} = ; aimej g‘mg € M, mj £ M, a§~£ A . Prenons F libre de base fj .

K le scus=module de F engendré par I agfj o L = F/K s $3F - M définie par
. (.j «v‘

(f.) =m, ,

® J) J

¢/K applique K dans u(Mﬁ) donc il existe niK - MN' avec (o = un ,
vyx = 0 , done on peut construire le disgramme (1) .

La suite des Hom étant exacte, il existe ¢:E-~'M avec vg = ¢

i

v{¢m@5) = V=V ﬁV¢5a¢5 0 , donc il existe P~ M' tel que ¢ = 1B+uc -

il

un = ¢a = TotUca = uca , u étant injectif 5 = ga ,

1) o I J = J. L. J - ?
u(mi) = galZ aifj> uqa(; aifj) m =% aic(fj) , @(ﬁj) €M,
J N/ J
donc u(M') est pur dans M (prop. 1ele)e
MODULES ABSOLUMENT PURS.
DEFINITION s Un A=module M est absoclument pur si, pour tout A-module
de présentation finie B | Ext;(EGM) =0,
EXemple s Tout module injectif est absolument pur.
On obtient facilement la :

PROPOSITION 2.4, 3 Soit M wun module, les propriétés suivantes sont

‘éguivalentes :

1) M est absolument pur,

2) 81 ¢ est un sous-module de type fini d'un module projectif F , tout

homomoryphisme de G dans M peul étre prolongé en un homomorphisme

de Fdans M .,

3) Toute suite exacte 0 - M- M' - M" - 0 est pure,

4) Il existe une suite pure O - M- M' - M" — 0 avec M' absolument

pur.,

De 2 on déduit qu'une somme directe M = ® M est un module absolument
igl
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pur si et seulement si chaque Mi est absolument pur,

N

Remarque s Si L est un A-module 3 gauche, notons L° le A-module &
droite HomZ(LQQ/Z) alors [2, p. 120].

(Tor (B,1)0 = Bxt | (E,M0)
donc M plab ==> M® absolument pur.

PROPOSITION 2.5, 3 A est absolument pur & droite si et seulement si pour

tout module & gauche P de présentation finie 1l%application canonique C

P
de P dans son bidual est injective.

Supposons A absolument pur & drolte, solt une suite exacte
0-K3F%5Po0 avec F libre de type fini
tv 4 : t
0-px S>3 U= 03 U= Im u, q;(x*): u(X*)
O»U-J;K*
On en 4éduit le diagramme commutatif 3

kY bt
0-Tx R mxx o7 prx

; .
TG TCF TGP aveec C = J , QK .
o-k 2 7 ¥ pso
Si P est de présentation finie, K est de type fini, donc il existe une
, . t
suite exacte L B K- 0 avec L libre de type fini, U3 rx B 3
t .

j et p sont des applications injectives, comme AA est absolument pur, d'aprés

la proposition 2.4., t(tpo j) est sﬁrjective0

Le diagramme

tt o,
B SO SN2 N NN,

L D > K > 0

montre que C est surjectif, donc CP est injectif,
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Inversement, pour montrer gue AA est absolument pur il suffit de montrer

gque si U est un sous-module de type fini de A@

L tout élément u¥ ¢ U¥ se

prolonge en un élément de (Aﬁ)* o

Considérons les notations de la démonstration de la proposition 1,2,

L | 0wy Mooy L% mmemn Q) s O
Pi o P o et
N u 0 > Q¥R L > U >0 g=C_ o
0 =T => A r s
j{ 0 >P'é[ R T > Q > 0
§
g 1 ¢
W %
0 S oy T Hormniny Q%

y existe car tg o =C_ o8 or =0 ,‘im r C:Imtp . Par hypothése (. est

Q Q
injectif, donc y est surjectif,
. s N (/ n
SLou* ¢ U¥ , il existe a € A avec u¥= y\igiai@i) .

Siy = (y,is&ooaym) €U ona y=plx), ily) = (QD,!(X)Q‘Mcy‘?m(X)) o et

i

wy) = (u* o p)(x) = tp(u*)(X) = ( g.a.@i)(x) = I ay, . Done u¥ = Gy vee
i=1 ' i

m = rd I3 »
tA - A défini par ¢(X§9Q009xm) = ? a.x, .

THEOREME 2.6, [7] 5 Soit A un anneau, il y a équivalence des propriétés :

o

a) Tout A-module 3 gauche est absolument pur,

b) A est régulier au sens de Von Neumann,

c) Toubt A-module & gauche est plat,

d) Tout idéal i gauche cyclique est absolument pur.

d =>b . Soit x € A, Ax est pur dans A , donc,(prop° 2.1,) de

1'égalité x = x1 on en déduit l'existence de y = ax ¢ Ax tel que x = Xy = xe&x.
a ==> d ., Evident,
b (=> ¢ . Connu,

¢-==> a , Proposition 2,2, et proposition 2,4,
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THECQREME 2.7, [13] ¢ Pour un anneau A les conditions suivantes sont

équivalentes

a) A est semi-héréditaire & gauche.

b) Tout sous-module de type fini d'un module projectif est projectif,

c) Tout quotient d'un module absolument pur est absolument pur,

al=>D5b ., [2]0

b ==> ¢ ., Considérons le diagramme

P (=2 P! (om0
lf
Q —£- Q' —> 0

o P est projectif, P' de type fini, Q absolument pur., Comme ‘P' est projectif,
il existe ysP' - Q , tel que B.y =f , d'apres la proposition 2.4.(2) il existe
§sP—>Q tel que &ua =y , donc (Bé)a =f et Qf esf absolument pur,

¢ => b , Considérons le méme diagramme mais supposons @ injectif, alors,
par hypothese, Q' est absolument pur, donc il existe ¢:P - Q' tel que ¢a =1 .
Comme P est projectif, il existe ¢:P - Q tel que By = ¢ - Alors B(ga) =T et
P! est projectif'[2] .

THEOREME 2.8, [13] s A est noethérien & gauche si et seulement si tout

module & gauche absolument pur est injectif,

Si A est noethérien, tout module absolument pur est injectif (prop. 2.4.).

Si A n'est pas noethérien, il existe une famille de modules injectifs, Mi,

i€I telsque M= @)Mi ne soit pas injectif, alors que M est absolument pur.
ieI

3, THECREME PRINCTPAL,

THECREME 3.1, s Pour un anneau A les propriétés suilvantes sont équivalentes

1) Tout A=-module

ce

auche injectif est plat,

ag
1) Tout A-module & gauche absolument pur est plat,
a g

2) Tout A-module auche de présentation finie est contenu dans un

module libre,

21) Tout A-module i gauche de présentation finie est contenu dans un

module plat,

3) A est absolument pur & droite et presque cohérent & droite.




18.9,

19 ==y 1 = 2' , Evident,

2" ==> 2 ., Soient P un module & gauche de présentation finie, f une injec-

tion de P -dans un medule plat X . Soit une suite exacte Q-+ K-> F & x - 0 ou F

est libre, Cette suite est pure (prop. 2.2.) done (Th., 2.%.) la suite

Hom({P,F) - Hom(P,X) » 0 est exacte, il existe hsP—F tel que g oh =f ,

f étant injectif, h est injectif,

2 => 1* , Soient X un module & gauche absclument pur et 0= K- P - X >0

une sulte exache avec F libre,
Soient P un module de présentation finie et - f ¢ HamA(Pyx) , d'aprés 1'hypo-

thése il existe une suite exacte 0 - P3 L ou L est libre,

P P< 0

X > 0
X étant absolument pur (prop, 2.4) £ se prolonge en 'fé de .I dans X ,
mais I étant projectif f 3 se factorise & travers F .
La suite O-K - FoX -0 ost pure (th. 2.3.) et X est plat (prop. 2.2.).
3r==> 2 ., Soit P un module & gauche de présentatibn finie, A étant presque -

cohérent & droite (th, 1.3.) il existe un module M  engendré par T,0000,f, dense

dans P¥ -
Soit f:P— & définie par f(x) = (fg(x)“.(,?fﬁ(x)}o, Soit O£ x € Ker f

r :
= (Ker £, , © étant injectif (prop. 2.5.) il existe g ¢ P avec g(x) £ 0 .

3 P

1=1 : - | |
L'idéal D = (Mg} est rationnel, glx)D'= 0 car b '}, donc glx) = 0 , cette
conbradiction montre que f est injective,

\

==> 3% , &1 P est un module a‘gauehe‘dergrégentation finie, P est ccntenu

dans un libre donc ‘CP est injectif et A est absolument §ur‘é’dr0itev(§rcpa 2.5.)
Soit . ¥V un sous~module de type fini de P¥ et une suite exacte
18 po 0 ot L est libre de type fini. 81 iV - P¥'; J = tp o i1 - est une appli-

cation injective de V dans IL¥* , comme A&‘ est absolument pur (prop. 2.4.)

tj est surjectif, le diagramme 3
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t% t .
T%% 2 > prx W];m...> v*

T e

montre gue dv‘z ti o CP est surjectif,

' r
Comme P cC Kr s 1l existe f196n5,f2 ¢ P* tels que () Ker fk = 0 , Soit

U=z £4,alers d est injectit (4(x) = 0= £(£,) = 0=> x ¢ O ker £)

U

Si UcvaPr, V étant de type fini, on a le diagramme
d
P —J oy e
dx\/\
v
dUi est un isomorphisme, dV est surjectif, donc lfapplication V¥ '— U¥ est un
isomorphisme, La suite exacte 0 - TU->V - V/U~ 0 donne 0 - (V/U)*ﬁ» V¥ - T*
donc (V/U)* =0 , on en déduit que T est dense dans  P* , En-effet; aubtrement il
existerait 0 # ¢ € HomA(P*/U§ E(AA)) , soient a e‘A;f}Im'¢ , v+U ¢ @"1(3) , la

restriction ¢' de ¢ & U+ah/U serait un élément non nul de (V/U)* _avec

Vo= U+al .

LEMME : 81 A est absolument pur & gauche, tout module & droite ppf est

de présentation finie, En particulier A est cohérent & droite si et seu-

lement si A est  p=cohérent & droite,

Soit ‘une suite exacte de modules & droites
0>U—>F-X-0 ,‘avec B 1ibre de‘type‘fiﬁ;,
U ptf , soit ¥ unrsouénmoéule dense dans U , de type fini
O;—+V‘——>F—9Y=F/V——>O

Y

N ‘est &e{présentation finie;“danc'(propeﬂ295°) C,2Y - Y¥¥ ggt injectif, &i U/V 7
était # 0, il existerait ¢ € Y* avec o(U/V) # 0, ce qui contredit v dense

dans U .
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CCROLLAIRE : Pour un anneau A les propositions suivantes sont équivalentes :
1) Tout A-module & gauche ou & droite injectif [resp. absolument pur]

est plat,

2) Tout A-module & gauche ou & droite de présentation finie est contenu danS‘ 

un module libre [resp, plat].

3) A est absolument pur et cohérent & gauche et & droite,
Remarque : On peut préciser certaines propositions :

PROPOSITION 1.2, 3 Si P est un A-module & gauche ppf , 11 existe une suite

exacte . 0> P> F->0U~-» 0 avec P libre tf , U contenu dans un libre,

Dans la démonstration de la proposition il faut écrire H ptf , soit H' f
dense dans H , alors 0 - H' » H- H/H' » 0 donne 0 - (H/H')* » H* -» H'* mais
Hom(H/H',I) = 0 , donc :

(B/E')* =0, 0 H*~ H'* est exacte et U est contenu dans un libre,

COROLLAIRE DU THEOREME 1.3. : Si A est presque cohérent 3 droité»le_dual de

tout module & gauche ppf est ptf .

La démonstration 1 ==> 5 du théordme 1,3, donne bien ce résultat,

COROLLATRE DE LA PROPOSITION 2.5, ¢ Si A est absolument pur & droite pour

tout module & gauche P’ppf5§'l“application CP:Pu» % est injective,

On compldte la démonstration de cette proposition comme pour la prop. 1.2, en

~derivant gque 0 - K¥ - K'% est exacte ol K¥ est  tf et dense dans X .

COROLLATRE DU THECREME 3.1, ¢ S1 A est absolument pur & droite et presque

cohérent & droite tout A-module & gauche  ppf -est conbenu -dans un module

libre,

Il suffit de reprendre la démonstration de 3 => 2 du th. 3.1. en utilisant

les remarques précédentes.
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Pour motiver 1'exposé suivant, commengons par un exemple, SiI Z est l'anneau

des entiers et p un nombre premier, nous avons les immersions
A
4= Zp - Ip .

Ici la premidre fléche signifie "localisabtion par rapport & p" , ou Zp est
1tanneau local de fractions de 7 associé & p . On peut le considérer comme
étant 1'anneau des nombres ratiomnels avec dénominateurs non divisibles par p ,

ou comme étant limite directe
7p = 1§Q{Hom((n)sz)l§[n} .

o (n) = nz est 1'idéal principal engendré par n , n parcourant tous les
entiers positifs non divisibles par p . La deuxiéme‘fléche signifie "complétion-
p-adique®, Zp étant la complétion de Zp (par hasard c'est aussi la complétion
de 7) dems la topologie p-adique. On comnalt Zp aussi commé“étaatVl'anneau

des entiers p-adiques, et nous pouvons décrire cet anneau comme limite inverse
A . k
zp = Lin {zp/(p )]k » 0} ,

ol (pk) = pkzp‘ est 1'idéal principal engendré par pk s ¥ vparcourant tous les

nombres. naturels,

On dit en algébre commutative qu'il faut d'abord localiser et compléter
ensuite, Donc il n'est pas surprenant que lfon puisse décrire la combinaison. des

deux opérations par une méthode simple.
En fait, considérons le groupe de Prifer.
. k
z/(p") = 1im{7/(p )|k » 0} «

Clest la méme chose que ‘Q(p)/z , ol Q(p) est le groupe de tous les rationnels
qui sont puissances de p . C'est aussi 1l'enveloppe injective de Z/(p)‘, Aors

%p est 1'anneau des endomorphismes de groupe de Priifer 7/(p ) .

Nous voulons généraliser ce résultat dans deux direciions, D?aborig-au lieu
de Z nous désirons considérer un anneaﬁ arbitraire associatif avec élément
unité, Le cas o R est commubatif noethérien a été considéré;par\matliso
Deuxidmenment, au lieu de localiser. par rapport & un idéal premier, nous voulons

discuber une méthode plus générale de localisation.



§ 1. LA LOCALISATION ASSOCIEE A UN INJECTIF,
A un nombre premier p on peub associer un ceriain nombre d'objets
(1) 17'idéal premier (p) = pz ,
(2) 1vensemble multiplicatif Z-(p) ,
(3) le filtre d'idéaux {{n)|pfn} ,
(4) le‘module injectif Z/(ﬁn) o

La localisation associée & un idéal premier, et, plus généralemeﬁt, & un
ensemble multiplicatif, est un procédé classique bien donnu dans le cas des
anneaux commubatifs, Bourbaki et Gabriel ont considéré la localisation par rapport
4 certains filtres d'idéaux & droite. La localisation‘associée aux injectifs fut
introdulte par Findlay et ltauteur. (Les argunments utilisés dans la situation
spéciale considérée s'appliquent dans un cas général). Ces deux méthodes sont équi-
valentes, ainsi que la méthode des radicaux de Lorsion (Gabriel9 Mafand.a3 Goldman).,
De plus, on peut exprimer ces résultats dans le langage des théories de torsion.

Décrivons la localisation par rapport & un injectif, Soit I un module

»,

injéctif donné., (Tous modules considérés sont des R-modules & droite). On appelle

- un module module de torsion (par rapport & I) si HomR(Agl) = 0 . On dit que

A est sans torsion s®il est isomorphe & un sous-module de Ig pour un certain
nombre cardinal q « On dit que A est divisible si I(A)/A‘ est sans Torsion,
Tei, et il en sera toujours ainsi dans cet exposé, I(4) est l“eﬁveloppe injec=

tive de A

N

(n peul faire des objections a l'ubilisation des injectifs, parce qu'ils
sont trop grands. En fait, toute 1l'information sur un injectif' I est contenue
dens chaque sous-module essentiel de I . Soit I = I(M) , 1l'enveloppe injective
de M , alors A est module de torsion si et seulement si

Yo e a vO#mgM EreR ar = 0 ek mr;éor

Un module A est divisible si et seulement si pour tout idéal & droite D tel

que R/D est de torsion on a
% ¢ Hom, (D, 4) doca Yaepfld)=ads

Retenons les injectifs pour faire 1l'exposé aussi bref gue possible.
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On voit facilement que tout module A a un seul sous-mocdule T(A) , quton

appelle le sous=module de torsion de A , tel que T(A) est de torsion et A/T(A)

est sans torsion. En fait
™(4) = {a ¢ AlHom(aR,I) = 0} .

En posavt :

(1(A)/4) = D(A)/A ,

ol A;;ID(A) Q;I(A) » nous obtenons 1llenveloppe divisible D(4a) de A . D n'est

pas wn foncteur, mais la restriction de D . aux modules sans torsion est un fonce

teur, et nous obtenons un foncteur Q , qu'on appelle localisation (par rappor’t

iy

3 I) , défini pour les objets par
a(4) = n(a/1(4)) -
En fait, l'inclusion
{medule sans torsion} — NMod R
a ltadjoint & gauche A A/T(A) , et 1'inclusion
{modules divisibles sans torsion} — {modules sans torsion}

a l'adjoint & gauche B t D(B) , Alors le composé des deux adjoints 4 w Q{4)

nous donne 1%adjoint & gauche de l'inclusion
{modules divisibles sans torsion} - Mod R .
Nous préférons regarder Q comme foncteur de Mod R dans lui-méme. Ainsi
Q est idempotent et exact & gauche, mais il n'est pas exact & droite en général,
(Cependant le réflecteur A + Q(A) est exact & gauche et & droite). On appelle
Q(A) module de fractions de A (par rapport & I) o Q(R) est wn anneau,

1'annesu de fractions & droite de R , L'homomorphisme canonique R - Q(R) est

un homomorphisme-d ‘anneaux,; toul module divisible sans torsion est un Q(R)-module
et tout R=homomorphisme entre modules divisibles sans ftorsion est un Q(R)~h0m0m

morphisne,
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§ 2. CAS SPECTAUX DE LOCALISATION.

Diabord donnons deux exemples. S1 R =Z et I =Q , les mots "torsion"
et "divisible" ont la signification usuelle, 81 R =72 et I = (Z/ﬁm) s, ils signi=

fient "p-torsion" et Yp-divisible",

Etant donné un injectif I, on obtient le filtre

D(1) = {D &4 R|Hom (R/D,I) = O} .

Ceci est un filtre "idempotent” dans le sens de Bourbaki, Dans l'autre direction,

étant donné un filtre & idempotent, on peut former 1'injectif

Ig =nﬂﬁﬂKHKng‘et VrﬂgﬂKﬁ D1},

ol rm1K = {s £ ers £ K} o On peut voir facilement que

3)(130): $9

mais est seulement "similaire®™ & I , deux injectifs étant appelés

Io(1)

similaires s'ils engendrent la méme localisation @ , clest-a-dire, si chacun est

isomorphe & un sous—module d'une pulssance de l'autre,

Définissant
L(A)

it

1im{Hom, (D,4)[D ¢ 3}

ot 2a) = {aealaloe @}

It

on peut démontrer que @

Q(a) = L(a/m(a)) = n(nla)) .

Quand ¥ est un sous-ensemble multiplicatif de R., on peut définir le

i

filtre idempoten®

D(z) = (D gg BV, pr” DAzt g,
et on écrit 12 = I§>(z) 0

La définition de &P(g) peut &tre simplifide &

D(z) = {DgRID Nz # B

si et seulement si R vérifie la condition de Ore & droite par rapport & g ,

clest=b-dire :

[ % - R
(%) Veen Voez 3rier  dgrep TO0 = o -
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Si hsR -~ Rzeﬁxxlhomomorphisme dtanneaux, On dit qu'il est un anneau classigque

de fractions & droite par rapport & % si

(a} VI‘QR h(I‘) = () =D 30‘62 rg = 0,
(p) Vcez n(g) est inversible,

q = n(r)n(e)" .

(e) V&aﬁz een dges

Gabriel'a démontré ([Ga]9 P. 415, Proposition 5) que R posséde un anneau

classique de fractions & droite pour § .si et seulement si R satisfait (%) et

(*%) ¥V (3 o=0= 3

: 9. = O °
reR 7 oex slex ¥O )

11 est évident qutalors R2 =QR) , ob Q estla localisation associde & Ig -

On peut utiliser 1targument de [LM@] , Proposition 5.5,, pour démonirer gue (*)
implique (**%) si R est noethérien & droite : Supposons que ¢r = 0 et choisissons
o, £ ¥ tel que l'annulateur & droite de 61 soit maximal et contienne 1tannulateur
de o . Alors gr = 0, Mais par (*) il existe T' ¢ R et ¢' € § tel que

gir“ = rg! , alors 312f° =-51r59 = 0 ; Maintenant 1l'annulateur & droite de 51

contient celui de ci , donc les deux sont identiques par suite du choix de o, o

Mors O = c1r” = rg' , et nous avons démontré (**),

Dans la situation considérée ci-dessus, RX et plat comme R-module & gauche,

En général un Re-module & gauche F est plat si et seulement si le R-module &
“droite

F*~=‘Homz(F9Q/Z)
est injectif,

(n peut se demander guand la localisation peut 8tre définie par rapport & un
injectif F¥ ou F est plat, Dans ce cas, un module & droite A est de torsion
si et seulement si é.&k F=0, et un idéal & droite D de R appartient au
filtre idempotent associé si et seulement si DF=TF .

N,

C'est certainement le cas si Q est la localisation par rapport & IZ , ou

v vérifie (*) et (**), Dans ce cas, IE est similaire 3 Rz* o
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Un autre exemple est Q 2 id , le foncteur identité sur Mod R ., Dans ce cas,

on peut obtenir Q d'un injectif F* , ou F est un R-module & gauche libre,
Schelter et Roberts ont démontré que tout injectif est similaire & un module
F* , ou F est plat, si R est commtatif noethérien ou si le filtre DH(1) a

une base dénombradle,

Cependant, si R est 1l'anneau des fonctions continues réelles sur 1l'inter-
valle [091]~9 ils ont démontré que 1'enveloppe injective de 'R (R étant considéré
comme R-module & droite) n'est pas similaire & un module de la forme F* ol F

est plat,

§ 3. EXACTITUDE DE LOCALISATION,

e

Nous nous intéressons & trouver des exemples ol la localisation Q , considé=-
rée comme foncteur de Mod R dans lui-mdme, est exacte et non pas seulement exacte
& gauche. (n peut voir facilement que les conditions suivantes sont éguivalentes,

(a) Le foncteur Q est exact,

(b) La classe des modules divisibles sans torsion est fermée sous les

CONVOyaux .

(¢) Tout module-quotient sans. torsion d'un module divisible sans torsion est
divisible,
(a) 1(A)/A est divisible pour tout module A divisible sams torsion,

Goldman a trouvé une autre condition équivalente, que nous ne donnerons pas
ici, mais qui est évidemment vérifide si ‘R est héréditaire & droite,

(n sait ([La3]§ Proposition 2.4,), que tout module divisible (par rapport
4 I) est injectif si et seulement si le‘souswmodule singuiier de 1 est nul,
clest~a~dire, quelque soit 0 #.1i ¢ I g'i“10~ ntest pas un idéal & droite essen-
tiel de R . Dans ce cas, évidemment 1(4a)/ & = 0 pour tout module A divisible ;

alors le foncteur Q est exact par suite de la condition (d) ci-dessus.

Nous pouvons nous demander quand 'Q préserve toutes les colimites, On peut

voir facilement que les conditions suivantes sont équivalentes 3
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(a) @ préserve toutes les colimites,

(b) La classe des modules divisibles sans torsion est fermée sous les

colimites,
(¢) Tout Q(R)-module est sans torsion.,
@ oz () g am .
(e) Pour tout iddal & droite D dans le filtre & on a DQ(R) = QR) .

La dernisdre condition est celle de Walker et Walker, Evidemment, elle est
vérifide si Q(R) = R2 , donc si R est noethérien & droite et vérifie la condi=

tion de Ore pour % et I = IE o

Il eiiste done plusieurs exemples ol le foncteur § est exact; Mais Michler

en a trouvé un o Q n‘est pas exact,

Il y a plusieurs raisons de désirer savoir si Q est exact. Nous nous inté-
ressons principalement & llexactitude de la localisation afin de pouvoir 1futiliser

dans le § 6 ci-dessous, mais nous pouvons aussi en déduire que

o(s) = 2@0(R)

pour tout module A de présentation finie,

§ 4. LA TOPOLOGTE ASSOCIER A UN,INJECTIF,

Ftant donné un R-module 3 droite injectif I , on peut définir sur toub
R-module & droite A une topologie, la topologie I~adigue. Elle est définie en
spécifiant un systeme fondamental de voisinages ocuverts de O , gui consisbe en
tous les noyaux des homomorphismes A — ™ o4 n est un naturel.. On voit faciw
lement que, sous cette topologie, A devient un groupe topclogique, R un
anneau topologigue, et alors A un meoduie topologique, De plus, tout R~homohor=—

phisme est continu dans la topoclogie I~adique,

Puisque I est injectif, 1l'observation suivante est triviale ;3 Si A est
muni de la topologie Imadiqueg‘la topologie induite sur un sous-module guelcongue
est aussi la topologie I-adique. Une telle proposition ntest pas vraie en général
pour la topologie P=adigue, topologie gqu'on associe classiquement & un idéal
premier P , le systdme fondamental de voisinages de O consistant en tous les

e N
sous~-modules de la forme AP , ol n est un nombre naturel,
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PROPOSITION 4.1, ¢ Soient R wun anneau local commutatif noethérien avec
idéal maximal P , A un R-module & droite de type fini et I = I(R/P) ,

alors les topologies ' I-adique et P-adique sont identiques,

On peut trouver la preuve dans [Laz] , Proposition 4, et une généralisation

au § 7 ci-dessous. On déduit facilement le résultat suivantde Artin et Rees ¢

COROLLAIRE 4.2, 3 Sous les hypothéses ci-dessus, si A est muni de la topo-

logie P-adique, la topologie induite sur un sous=-module B:- quelconque est

aussi la topologie P-adiquey

Si A est muni de la topologie I=adique, on peut obtenir un module séparé
A/A , o A est la fermeture de 0 , c'ést-a=-dire

n} .

A= Nfker £ 3\ f24-1

La complétion I-adique A de A est définie comme étant la complétion de
A/A0 muni de la topologie I-édique° On voit facilement que ¢
~ L . n
A= (A/AO)V = lin{Im f| 3n€Nch._> .
La topologie de A est la topologie de la limite inverse ; en général, ce n'est

pas la topologie 'I-adique de 2 o

Le probléme que nous avons posé au début de cet exposé est donc la description

simple de Q(A)A°

§.5. LE DUAL DOQUBLE PAR RAPPORT A UN INJECTIF,

Si I est un R-module & droite injectif, et si E est son anneau d'endo-
morphismes, alors nous pouvons considérer I comme E-R=bimodule, E-module &

gauche et R-module & droite, Regardons les foncteurs

HOIHR("p-I) HomE("s'I)

Mod R s (B M0a)%P Py Mod R,

le premier étant l'adjoint & gauche du deuxiéme, La composition S de ces deux

foncteurs nous donne ¢

s(a) = HomE((HomR(A,_I),I) .

S(A) est en quelque sorte un double dual de A
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Il existe un homomorphisme canconigue n(A)aA-» S(A) défini par
n(a)(a)(f) = £(a) ,
o a€ A et f ¢ Hom(AI).
Notons que;;S(R) est un anneau, le bicommutant HomE(IsI) de I , et que
n(R)sR = S(R) est un homomorphisme d'anneaux.
Ecrivons nq(A)zA'e-Q(A) pour 1'homomorphisme canonique décrit au § 1e

PROPOSITION Ho1o ¢
(1) XKer n(a) = 1(4a) .

(2) s(a) est divisible sans torsion,

(%) Il existe un homomorphisme, et un seul, K(A):Q(A)-»,S(A) tel que
K(A>ﬂ1(A) = nl4)

(4) x(a) est un monomorphisme,

(5) K(R) est un homomorphisme d'anneaux,

D'aprds ce résultat nous pouvons éerire : Q(A) < S(4) et Q(R) g;S(R) ,
“gn congidérant Q(A) comme sous=module de S(A) et Q(R) comme sous—anneau
de s(R) .

PROPOSITION 5.2, 3_Les conditions suivantes sont équivalentes et impliqugnt
que  Q(A) = s(4) ¢

(a) HQmR(Agi) comme E-module & gauche est de type fini,

(v) T(a) est ouvert dans 1la topologie I-adique,

COROLLAIRE 5.3, s Les conditions suivantes sont équivalentes et impliguent

que Q{R) est le bicommutant de I s

(a) I est un B-module & gauche de type fini,

(b) T(R) est.ouvert dans la topologie I- adigue,

La condition (a) a été étudide par Morita. Elle est satisfaite par exemple
si I est un E-module & gauche principal, e.g., si I = I{(R) ., La condition (b)

est évidente si A est artinien,

Si nous munissions S(A), de la topologie I-adique, ‘Q(A) serait un sous=—

module fermé, Mais une topologie plus intéressante et plus naturelle est la
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topologie finie sur S(A).g clegt=a=dire celle qui est indulte par la topologie
Hom_(A,I)
I mR 4

A tout T ¢ HGmR(AQI) associons la projection p(£)ss(a) = I tel que

ce qui impligue que s

p(£)n(a) = £ .

~Alors une base de voisinages ouverts de 0 sur S(A) nous est donnée par les

sous—modules i
p(£)7(0)meee ple)7(0) = fs € s(a)|s(z) =0 & ... Bsl) =0},

A

ou f1ga009fn € HomR(AQI) . On peut exprimer ces sous-modules plus bridvement

sous la forme Ker f* , ob f = (f ?ooo,fn);A-a " et f#:8(4) » T est 1llex-

1
tension canonique de I telle que f*n(A) = f , extension définie par :

£5(s) = (s(2,),000(2,))

S pi:In-» I sont les projections canoniques et kizi‘» ln , les injections
canonigues, on peut écrire :
o
* =
£x(s) = 55_,s p,(5) .

PROPOSITION 5.4, ¢ La topologie finie sur S(A) induit la topologie

I-adigque sur Q(A) . Le module S(A) est séparé et complet dans 1la

topologie finle,

Ce résultat motive 1l'étude de la topologie I-adigue, au moins sur les
modules divisibles sans torsion, et suggére le probléme de savoir si Q(a)

egt dense dans S(A)o
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§ 6, THEOREME DE DENSITE,

L'hypothese du théoréme suivant est vérifide par tout R-module A si et

seulement si Q est exact,  donc dans tous les exemples considérés au § 3,

THEOREME 6,1, 5 Supposons que tout module quotient sans torsion de Q(A)

est divisible, Alors

(1) Q(A) est sous=module dense de S(A) dans la topologie finie,

(2) s(A) (muni de la topologie finie) est la complétion de Q(a) ,

muni de la topologie I=adique,

(3) s(a)

. n
= lin {In g| 3pex g:Q(a) » I}

Démonstration ¢ On peut facilement déduire (2) et (3) de (1) . n a prouvé

(1) dans [La 3] , en utilisant les monades (triples). Ici nous-prééenterons une

preuve plus élémentaire,

Soit s wun élément de S(A) , tout voisinage ouvert fondamental de s est

de la forme {s} + Ker £x , ou f*: S(A)-» In est l'extension canonique de

n . . . .
f:tA -1 ., Nous voulons prouver que ce voisinage a une intersection non vide avec

Q(A) , c'est-a-dire ,

Tyea(a) () = £

Il nous faut donc démontrer que f*S(A),g;f*Q(A) , c'est-a-dire, que.

f*S(A)/f*Q(A) = 0 , BEn fait, nous prouverons qu'il est un module de torsion

sans torsion.

(a) £xs(a)/f*Q(A) est un module de torsion si, pour tout g:f*s(A) - I
tel que gf*Q(4) =0, g =0, Etendons g & n:I" - I et calculons g,

n oy s p.(f)

gf*(S) i=1 1 a4

Il

n
s(z;_,h k2, (£))

la dernidre équation découlant du fait que s est un E-homomorphisme et

hki € B . De plus, puisque Z?_1kip, = { , on obtient :

gr*(s) = s(nf) = s(0) = 0 ,
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parce que,

ht

]

nf*Kk(A)n, (4)

gf*k(A)n, (A) = 0,

Donc g =0,

(b) Pour voir que f*S(A)/f*Q(A) est sans torsion, remarquons que
f*Q(A) est un quotient du medule divisible Q(A) , et qu'il est sans torsion
comme sous—=module de IIl , donc divisible par hypothése, Rappelons=nous que tout

guotient 4'un module sans torsion par un module divisible est sans torsion

([La 1], Proposition 0.6.).

COROLLAIRE 6,2, ¢ Supposons que tout module-quotient de Q(R) est

divisible, Alors la complétion I-adique de Q(R) est le bicommutant

de I , 8 R est commutatif, elle est le centre de E ,

Remarqgue : Matlis a cbtenu ce résultat dans le cas ob R est commutatif
noethérien et I = I(R/P) , P étant un idéal premier, Dans ce cas, E est aussi

commutatif,

LOCALISATION ASSOCIEE A UN IDFEAL FPREMIFR.

Comment doit—on localiser un anneau non-commutatif par rapport & un idéal

§ 7.

premier ? D'un c8té, on peut considérer le module injectif I(R/P), et, de 1'autre

ctté, 1'ensemble multiplicatif .

B(p) = {r ¢ R!Vsﬁ rs £ P}

propesé par Goldie., Dans le cas commutatif, c'est le complément R=P de P , et
dans le cas d'un anneau noethérien & droite, c'est 1l'ensemble des éléments qui

deviennent réguliers modulo P ,

Les résultats de cette section ont été obtenus en collaboration avec

Gerhard Michler,

- PROPOSITION T.1o. ¢ Soient R wun anneau noethérien & droite, P un

idéal premier et soit A idéal & droite maximal dans l'ensemble des

idéaux & droite qui ont wune inftersection vide avec Z?(P) . Alors

IP = I(R/A) est un injectif indécomposable sans torsion par rapport

&4

A I(R/P)9 et il est défini par cette propriété & un isomorphisme pres,

De plus, I(R/P) = IPn , o n est la dimension de Goldie de 1'anneau

R/P .
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THECREME 7.2, ¢ Soient R un anneau noethérien & droite et P un idéal

premier, On obtient la méme localisation Q qu'elle soit par rapport
(a) & lvinjectif I(rR/P) ,
(b) & l'ensemble multiplicatif  %(P) ,

(¢) ou & l'injectif indécomposable I; .
De plus, les conditions suivantes sont équivalentes .
(1) R satisfait la condition de (re pour B(P) , .
(2) rPa(R) est le radical de Jacobson de Q(R) et Q(R)/PQ(R) est
artinien simple,

(3) Q(R)FQ(R) est le radical de Jacobson de Q(R) et Q est exact,

COROLLAIRE 7.%, ¢ Soient R un anneau noethérien & droite et P un_

idéal meximal tel que R/P est artinien, alors R satisfait la condi-

tion de (Ore & droite pour 5(20 gl et seulement si PQ(R); est le
radical de Jacobson de Q(R) s

Disons qu'un idéal M d'un anneau S satisfait la propriété de Artin-—

Rees  si pour tout idéal & droite E il existe un nombre naturel tel que

E A C EM ., (n dit que S est un anneau guasi-local classigue pour l'idéal

maximal M si tout idéal & droite est fermé dans la topologie M-adique.

THECREME _To4s ¢ Soient R. un anneau noethérien & droite et P un idéal

_premier, alors les conditions suivantes sont équivalentes 3

(1) R satisfait la condition de Ore pour ¥ (P) et PA(R) satisfait
la propriété de Artin-Rees,

(2) Q(R) est un anneau quasi-local classique avec 1°'idéal maximal PQ(R)Q

(3) Q(R)/PQ(R) est artinien simple et, sur tout Q(R)-module de type

fini, les topologies IP-adique et PQ(R)«adique sont identiques,
(4) Q(R)/Pa(R) est artinien simple et PQ(R) satisfait la propriété
de Artin=Rees,

Remarque : Michler a démontré que ces conditions sont aussi dquivalentes
% la condition suivante, qui traite seulement de l'anneau R lui-méme (et qui
implique la condition de Oré) :

(5) Pour tout iddal & droite F de R il existe un nombre naturel n

() < c1(FP) .

tel que FnNP
(n)
P

associde & P" , ces deux notions étant définies dans [Mi] R

Jedi P est la "puissance symbolique', et cl_ est la “fermeture
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THEOREME 7.5, s Soient R un anneau noethérien & droite, P un idéal

premier, et supposons les conditions équivalentes du théordéme 7.4, Alors

(1) 1la complétion PQ(R)-adique de Q(R) est le bicommutant de I

P 9

(2) elle est un anneau de matrices n x n sur un anneau local complet,

(3) son radical de Jacobson est de type fini,

Les résultats (2) et (3) découlent d'un résultat de Michler ([mil],

Corollaire 2.7.).
Les hypothdses du théordme 7,5, sont vérifides par les exemples suivants.

EXEMPLE Q, 3 R est un anneau commubtatif noethérien, et P est un idéal

premier quelconque (E, Matlis),

EXEMPLE 1. 3 R est un anneau premier héréditaire noethérien & droite et
& gauche et P  est un idéal premier tel'que Pg % P . Cas particulier, R . est

un anneau de Dedekind premier et noethérien (Ja Kuzmanovich),

EXEMPLE 2. ¢ R est l'algébre enveloppante d'une algebre de Lie nilpo-

tente de type finl, et P est un idéal premier non nul (JOCO Me Connell),

]

EXEMPLE 3, : R

anneau de coefficients A de caractéristique 0 noethérien & droite, et P est

AG est 1l'anneau de groupe d'un groupe fini G et d'un

1tidéal d'augmentation (Michler),

§ 8. TRAITEMENT CATEGORIQUE DE LA LOCALISATION,

Nous avons vu que notre méthode de localisation donne des applications

intéressantes si R satisfait la condition de Ore pour €(P) , mais nous ne
sommes pas convaincus que cette méthode est ubtile dans le cas général, Peut=8tre
devrions—nous étudier une aubtre catégorie que Mod R , par exemple, la catézgorie

des bimodules,

Basil Rattray et l'auteur ont développé une théorie de localisation pour
les catégories complétes arbitraires, utilisant une méthode de Fakir, On & remar=—
qué que le foncteur de localisation Q construit ci-dessus est 1'égalisateur de

deux transformations naturelles du foncteur

HomR(mpz)

dans son carré, Cette comstruction se généralise facilement, et on obtient de
nouvelles applications de la méthode, par exemple, les compactifications de
Stone-~Cech et de Samuel et le procédé dlassociation d'un faisceau & un pré-

faisceau,
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Le lecteur intéressé aux détails de cet expcsé est inviié & consulter
les références suivanbes g

Pour § 1 voir [La 1]

§ 3 [La 3]
§ 4 [La 2]
§§ 5.6 [La 3]

7 [Le], [LM 1] et [Lm 2]

§
§ 8 [IR] .
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