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ALGEPRES D' AZUMAYAS I
GENERALITES

par J,P. DELALE

Dans cet exposé et les deux suivanis, on a essayé de faire une récapitue
lation des principales propriétés des algébres d"Azumaya et des algdbres sépara-
bles, Les applications au groupe de Brauer et & la cohomologie galoisienne ne
sont malheureusement pas abordéeég mais le lectewr pourra trouver quelques ré-
férences dans la bibliographie (qui se trouve placée & la fin du troisidme
exposé), Les références de base sur le sujet sont 1l'article d*jAuslander et

Goldman [4] et le livre de Demeyer et Igraham [10].

Un anneau sera toujours supposé &tre associatif et unitaire mais ne sera

pas nécessairement commutatif ; les homomorphismes d'anneaux sont uniféres,

Pour un anneau R donné, on désigne par R Mod {resp, Mod R) la caté-
gorie des R-modules & gauche (resp, & droite) unitaires, §i ¢ est une caté-
gorie et si M et N sont deux objets de ¢, C(M,N) désigne 1l*ensemble des
morphismes M —» N de €, Lorsque C(M,N) est muni d'une structure particu~
lidre (par exenple de module)g on emploiera la méme notation en spécifiant

éventuellement la structure considérée,

Dans tout ce qui suit, afin d'éviter d‘'éventuelles confusions X, Y, Z
désignent ftoujours des anneaux commutatifs, tandis que A; B, Ry Sjece dé—

signent des amneaux quelcongues, on note Z(A) ou % 1le centre de A,
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1, LES DEFINITIONS DFE BASE,

1.1, Terminoleogie, notations,

Soit B un anneau, (n appelle B-algebre un anneau A muni d'un homomor-

phisme B - A envoyant le centre Z(B) de - B dans le centre /Z(A) de A,
Soit X un annean commtatif et soit A une X-algeébre, (n appelle
algébre enveloppante de A la X-—algébre AX = AR AOP° n appelle A/X=bidule

X
un objet de la catégorie A,XMod° Un A/X-bidule M n'est autre qu'un groupe

additif muni d'une structure de A-module & droite et d‘'une structure de
A-module & gauche telles que
(am)a' = alma') Ya, al ¢ A Yme¢ M
Xm = mx Vx € X Yo ¢ I,

Si Y- X est un homomorphisme d‘'anneaux commubatifs, on a un homomor-

phisme surjectif d'anneaux AY.Q.AK

en sorte que la catégorie des A/X~bidules
s'identifie naturellement & une sous—catégorie pleine de la catégorie des

A/Y-bidules,

La X-algebre A est un A/meidule partioﬁlier et on a un homomoryphisme

naturel de A/X-bidules (appelé homomorphisme de multiplication)

“:;AX - A, p(a® a') = aal

qui identifie A & Az/w‘ ou W est le AX—idéal 4 gauche engendré par les
¢léments de la forme 1 @ a-a @ 1. Remarquons que  est un homomorphisme
dVanneaux si et seulement si A  est commutatif, Remarquons aussi que si A est

une X-algdbre de type fini (en tant qu'algdbre), alors W est un idéal de type

fini, et donc A est un A/X~bidule de présentation finie,

1.2, Algébres 4! Azumaya et algdbres séparables,

102e1o Définition ¢ (n dit qu'une X-algébre A (X commutatif) est

une X-algébre séparable (ou est séperable sur X) si A est un A/X-bidule pro-

- Jectif,
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1.2.2. Définition ([9] Ch. II, § 5, ex. 14) : On dit qu'une
X-algébre A est une X-algebre d'Azumaya si :
1) 1'homomorphisme X — A est injectif,
2) A est un X-module projectif de type fini,

3) 1'homomor phisme
nzAX - X Mod(A,A) [2@a' (b~ aba“)]

0 s 7 N X . N\
canoniquement associé & la structure de A -module & gauche de A est un

isomorphisne,

Les deux notions sont & peu pres identiques puisque l'on prouvera
(théordme 3.3.2.) que

.A est séparable sur X,
A est une X-algebre d'Azumaya <==>
.X est égal au centre de A,

La notion d'algdbre séparable est donc un peu plus générale que celle
d'algebre d'Azumaya, En fait on verra qu'une X—algébre A est séparable si et
seulement si A est séparable sur son centre Z(A) et ‘Z(A) est séparable

sur X, L'étude des algébres séparables se scinde donc en deux parties,

= Les algébres commutatives séparables,

- Les algeébres d'Azumaya (ou "algdbres centrales séparables"),

1.3, Exemples d’algébres d ! Azumaya.,

103,10 Soit X wun anneau commubatif et soit A

u (x)
l'algdbre des matrices d'ordre n sur - X, On vérifie directement & la main que
A est une X=algebre d°Azunmaya,

Plus généralement, on a le résultat fondamental suivant :

1.%.2, Proposition ¢ Soit E un X-module projectif de type fini

et fiddle, Alors A = X Mod(E,E), anneau des endomorphismes de E, est une

¥=algebre d¥Azumayas
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Il suffit de vérifier point par point les propriétés de la définition
nous allons le faire en détail pour rappeler quelques résultats que nous utili=-

serons librement par la suite,

L'homomorphisme naturel X->4=X Mod(EgE) est injectif car E est

supposé fidele,
E étant projectif - de type fini {i.oeo facteur direct d'un Xn)y A est

facteur direct de X Mod(X ,E) & E- et donc est aussi projectif de type fini.

Fnfin, montrons en nous ramenant au cas des matrices gue

nz-AX - X Mod(A,A) est un isomorphisme, Comme E - est projectif de type fini,
E est lccalement libre ([9] § 5, no 2, th, 1) et pour tout JA € Spec X,

E’F‘ est libre, En vertude [9] § 2, n°-8, prop. 19, on a

b = g

résultat, X Mod(A,A). = X_ Mod(A
2 g >? W

’Mod(;E? LB, ) donc est une algdbre de matrice, On a, en vertu du néme

) et, par ailleurs, on a trivialement

A
PR
X
(AX) & (A ) 7 , ces deux isomorphismes identifiant 5 =nQ X 3 1'homo~
(2 P 4

3P

X
morphisme naturel (A ) 7. Xfﬂ Mod(A% rhy )., Comme ces derniers sont des

(a

iscomorphismes pour %tout Ho, o déduit de [9] § 3, no 3, th, 1, que q était

déja un isomorphisme,

10803, S0it X un corps commubatif et soit A une X-algébre

centrale simple, c'est~d~dire une algdbre guasi-simple, de centre X et de

dimension finie sur X, On vérifie encore & la main que A est une X-algebre

d ' Azumaya,

InVersement, si A est une algé‘b:r?e ¢fpzumays sur le corps X, clest une
algdbre centrale simple 3 En effet, A est de dimension finie n sur X et
AX9 isomorphe & X Mod(A,A), est une X-algdbre centrale simple, Considérant

alors les homomorphismes

| i :
X - s 4 bty & Hl2) =20

" wla@a') = aa',
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on en déduit facilement que X est le centre de A et que A est quasi-simple

]

(car si I est un idéal bilatdre de A, on a H(AXiq(I))' .I mais il se trouve

que AXil(I) est un idéal bilatére de AX9 donc ne peut &tre égal qu'ad 0 ou

a AX tout entier),

En 2.6, nous retrouverons les algdbres centrales simples,

G'est pour généraliser les algebres centrales -siuples et les algébres de
matrices que G. Azumaya a introduit la définition 1.2.1 en 1951 ([5]), Nous
verrons au § 3 que cette définition se justifie parfaitement en termes de caté-

gories, mais nous allons d*abord étudier les algébres séparables,

2. ALGEBRES SEPARABLES; FROPRIETES ELEMENTAIRES, EXEMPLES.

2.1, Le foncteur ZA’
Soit A une X-algdbre et soit M  un A/X-bidule, On pose

ZA(M) = {n|am = ma Va ¢ A}.

Comme A st‘identifie via u;AX-» A & AX/W,‘ on voit que

z,() = {nm = o} = 2* mod (4,10).

n en déduit que ZA(M) est canoniguement muni dlune structure de module
8 droite sur AX Mod(a,4) = z(A), en sorte que 1'on a défini un foncteur

7 +15 Mod - Mod Z(A)

A

qui est exact & gauche,

{

Le fait de noter ZA le foncteur AX MOd(Ay”) a ltavantage de montrer

que ce foncteur ne dépend que de A et pas de X, BEn particulier, le foncteur

ZA est en fait défini sur la catégorie des A/Z-bidules et c'est sa restriction

aux A/meidules que l'on va examiner,

Mentionnons un cas particulier, (n a ZA(AX) = (W), eannulateur & droite

de W, ZA(A) = 7(4) = centre de A et l'image de ZA(p);zA(AX)-» zﬁ(g) est un
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sous-7(A)-module de Z(A), c'est-d~dire un idéal de Z(A). Nous noterons
W(a/X) cet idéal, appelé différent homologique de A sur X.

2.2, Théprédme ¢ Soit A une X-algdbre, Les assertions suivantes sont

équivalentes 3

1) A est uﬂeﬂxsalgébre séparable,

2) Le foncteur zAgAX Mod - Mod Z(A}‘ est exact,

3) ZA(p)g'ZA(AX) ~ 7(A) est surjective,

4) L'idéal différent homologique 7L(A/X)- est égal & 7(a),

5) L'homomorphisme. pggx-» A admet une section (dans AX Mod)$

6) Il existe un élément e = 3 ai(g‘ai € AX tel que

f a’ia:{ = 'I ' (ioeo p’(e} = 1)

i ig ' = o).
faai®ai_§ai®aia Ya¢a  (i,e. We=o0),

7) L'idéal W est engendré par un idempotent,

8) Pour tout A/meidule M et tout ny 1, ona ExtnX(A,M) = 0,
A

9) (n a Eic‘t1X(A.9w) = o,
A

‘La démonstration est évidente, le fait que A soit un A/X~bidule pro=

Jectif étant équivalent au fait que la suite exacte (de AX—modules 4 gauche)

est scindée, Tout élément e ¢ AX qui satisfait & la condition 6 du théoréme

est appelée un idempotent de séparabilité de . A sur X,

2.3, Exemples d'algdébres séparables,

2.3,1. On démontrera (proposition 2.6.4) que 81 A et X sont
tous les deux des corps commutatifs, alors A est séparable sur X s&i et seu=
lement si A est une extension algébrique finie séparable (au sens usuel) du

corps X,
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2.%.2, Si wtX - A est un épimorphisme d'anneaux (X commutatif),
alors A est commutatif et est séparable sur X, Le fait que A solt commutatif
est bien connu 3 le fait que A soit séparable résulie simplement de ce que

psAX-» A est un isomerphisme si (et seulement si) u est un épimorphisme,

2.3.%, Soit X wun anneau commutatif, Alors l'algdbre Mh(x) des
matrices d'ordre n est séparadble sur X,

En effet, si on note £33 la matrice ayant un 1 & i® ligne et & la je
colonne et des ¢ ailleurs, le calcul montre sans difficulté que les éléments

n
ej = §m1gij(2 eji sont des idempotents de séparabilité de M%(X) sur X pour
tOU.'t J = 1’250009:0'«0

20304, Soit ¢ un groupe fini dont ll'ordre n est inversible
dans X, Alors X[G] est séparable sur X, Bn effet, 17é1ément

e = % g g @g | est un idempotent de séparabilité,
geG

2.4, Conmpléments,

Dans 1%énoncé du théoréme 2.2, on a introduit les groupes -ExtnX(A,M)o

Ces groupes ne sont autres gque les groupes de cohomologie HH(A,M) de la

X-algdbre A & valeur dans le 4/X=bidule W ten vérité il y a plusisurs

définitions différentes des Hn(AgM)-; voir [15] [18] [23].[27])o Pour n = 1,

on démontre gque

3?(A5M) = Ex,t‘X(A?M) = Bex’x(‘é"M')/Int(ApM)"

A

ol DerX(A,M) désigne le groupe des X-dérivations d:A —» M (homomorphismes

X-lindaires vérifiant d(ab) = ad(b)+d(a)d et 1Int(a,M) désigne le sous-groupe
des dérivations intérieures d:A — M (dérivations de la forme d(a) = am-ma pour
un certain m ¢ M), D'ou la proposition qui suit, pour laquelle nous allons

donner une démonsiration directe bien quien fait ce ne soit qulune réformulation

des propriétés 8 et 9 du théoréme 2,2,
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20dsls Proposition ¢ Scit. A une %—algdbre, Les assertions

suivantes sont équivalentes ¢

1) A est une X-algdbre séparable,

2) Pour tout A, -bidule W, toute dérivation dsA — M est intérieure,
Pour tout 4.~ » .

3) La dérivabtion DsA - § 4définie par 3(3)~=,a<21 - 1®Q a est. intérieuwre,

On vérifie facilement gu'il existe un isomorphisme fonctoriel en

Me AX Mod.
e;DeI’»X(AQM) ey 2% wod (M)
o 6(d) est 1'homomorphisme de K -modules & gauches défini per
E . I - i ¥
o(d)(s 8, @a) =3 d<ai)ai

et o 6 '(u) est la dérivation d = u.D ol Di:A - W est définie ci-dessus

(i,e. dlay=ula@1 - 1@ a)).

Oon en déduit immédiatement que si  D:A — W -est intérieure, alors toute

dérivation d est aussi intérieure, en sorte que 2) équivaut & 3),

Montrons que %) équivaut & 1), Dire que D est intérieure, c'est dire
qu'il existe un élément wm ¢ W tel que '
Vaga, Da)=a@i-1Qa=(a@1-1@am,
clest-a~dire,
o e w tel que w(i-m) = o,
Or cecl équivaut tout simplement & dire que {-m est un idempotent de sépa~

rabilité de la X—~algebre A,

2.4.2, Cas ou A esht commutatif s lien avec les algébres nettes,

Lorsque A est commutatif, 1iusage est souvent de ne pas considérer tous

les A/meidules,, mais seulement les A/A«—bidules, clest-a~dire les AmmOdules
usuels, ou encore les A/Xebid'ules M vérifiant WM = o,

Dans ce cas, la restriction du foncteur Dé}:'X(A9~) = AX Mod(wyw) aux

A, -bidules est représentée par le A, ~-bidule VW B
/A , /A , P
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BGFX(AQ‘) = A MQd(W/Wgs‘“)e
A/Awbidules

Le module W/ 5 est bien connu, c'est le module des X~différentielles
W

de A, qui est noté QA/X°

(omme pour un A/Arbidule la seule dérivation intérieure est la déri-

vation nulle, on en déduit que

2.4.3, Proposition : Si A est une X=algébre commutative

séparable alors le module des X=différentielles QA/X = w/ 5 est nul,
W

On dit gqu'une X—algébre commutative A est formellement nette (ou est

formellement non ramifide) si @ = 0, On dit qulune X-algeébre commutative

A/X

A est nette (ou non ramifide) si QA/K =0 et si 4 est une X-algebre de

type fini, Sur ces algdbres, on pourra, par exemple, consulter le chapitre III

de [21], On a une réciproque partielle :

2.4.4, Proposition ¢ Si A est une X-algebre commutative nette,

alors A est une X—algébre séparable,

En effet, par hypothése @ = =0 et, A étant de type fini,

W
A% /Wz
W est un idéal de type fini (cf, remarque & la fin du § 1.1). Dans ces
conditions, on en déduit (lemme de Nakayama) que W est engendré par un idem-

potent, clest-i-dire (th, 2.2) que A est séparable,

2.5 Propriétés élémentaires des algébres séparables,

2,5.1, Lemme : 5i A est une X-algebre séparable, le centre

7Z de A est un Z-facteur direct de A, (n en déduit en particulier que pour

tout idéal T cZ ona AINZ = I.

on voit immédiatement que 1l'image d'un idempotent de séparabilité de

A sur X par

ni & > 7 Mod(4,4) (a@a' +k—=> (b > aba'))

est une rétraction du plongement 7 C=—3> A,
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2.5.2. Proposition ¢ Soit X - Y wun homomorphisme d%anneaux.

commitatifs et soit A une Y-algebre,

1) si A est séparable sur X, alors A est séparable sur Y

(en particulier une X-algdbre séparable est séparable sur son centre),

2) Si A est séparable sur Y et si Y est séparable sur X, alors

A est séparable sur X,

Démonstration 3

1) Puisque ZAzAX Mod - Mod Z(A) est exact, sa restriction aux
A/owidules est encore exacte, i,e. A est:séparable sur Y,

2) Les A/X-bidules sont, par restriction des scalaires, des

Y/X =bidules et on vérifie facilement que le foncteur ZYzYX Mod - Mod Y

induit de fagon naturelle un foncteur. F:AX Mod - AY Mod (F{ 1)

= {m¢ M]ym =my Vy ¢ Y}) qui est exact (puisque ZY‘ l1'est), Par ailleurs

la restriction du. foncteur ZA aux A/Y-bidules est exacte car A est sépa-

rable sur Y, On en déduit que A est séparable sur X car

X

Z,:A&" Mod - Mod 7(A) ntest autre que 7 composé avec I,

A
fo Mod

2.5.3., Proposition s Seit A une X-algdbre séparable de

centre 7z et soift utA - B une surjection d'anneaux, Alors B est we

X=algdbre séparable de centre u(z)ﬁ

La restriction du foncteur ZA' aux B/Xebidules:n‘est auntre que ZB“

Comme ZA est exacty ZB "l¥est, Par ailleurs, u étant surjectif,

z,(u):z,(8) = 2 —> 2,(B) = z.(B) est surjectif,

2.5.4. Proposition : Solent X? et X2_ deux Y--algébres

commutatives et soient Ao 1 = 1,2, des Ximalgébres séparables de centre
ke ”

Zio SLoA @4

i est non nul, alers A @ A: est séparable sur X

@ X
Y2 1Y2 13.
et a pour cenire z, @ 223

Y

2
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On a un isomorphisme naturel o qui rend commutatif le diagramme
suivant 3

X, X, 1y 2
A, ®A ——-—~‘-‘-¢——»—>(A ®A)

N,

A®A
Y

X
oo voit facilement que si e, € Ail est un idempotent de séparabilité

de A, (i =1,2), alors oc(e1 ® ee)_ est un idempotent de séparabilité de

A? ® Az" De plusy comme on a Loujours u(eAX) = Z(A),, on voit sur le diagramme
Y
ci-dessus que
' X ® X, X, X,
24, @A) lole, ®e ). @4, 1= (eA)@v,g(eA )-z ® Z
Y

2.5.5. (Corollaire s Si A -est une X~algébre séparable de

centre 7 et si X - Y un homomorphisme dYanneaux commutatifs, alors ARY
X

est séparable sur Y ‘et a pour centre ZQ Y.
X

2.5.6, Corollaire : S5i A est une X-algébre séparable de

centre %, alors AX est une X-algdbre séparable de centre ZK =72Q Z.
X

Eo effet AQP est une X~algdbre séparable, cela se voit par exemple en

remarquant qu¥il existe une équivalence de catégories évidente (-) entre les

A/Xu-bidules et les AOP/anidules» (en échangeant les actions & gauche et &
droite de A) et que cette action commube aux foncteurs \ZA’ clest-a~dire gque

l'on a un diagramme commutatif



X
2 wod —&eey  (1°%) mod

g;§\\g Z(//QAOP

Mod Z(A)

Donc % est exact si et seuvlement si 7 ltest,
A AOP

2.5.7. Proposition . Soient A, des Xi=algébres séparables

n n
de centre Zs s 1= 1,25000s0. Alors L—L A est séparable sur T:Txi ?t a
n
+
pour cenire I—Izi°
!
, » X % X
Si l'on pose A =1 Ai et X=1 X5 ona AT =11 Ai et pidh - A

1

n'est autre que npi. Si e, est un idempotent de séparabilité de Ai sur

Xi’ il est alors clair que nei est un idempotent de séparabilité de A sur

2.6 Structure des algtbres séparables sur un corps,

2.6.1. Proposition : Si A est une X-algebre séparable telle

que A soit un X-module libre (c'est toujours le cas si X est un corps),

alors A est ﬁn X-~module de type fini,

Nota, Si X est égal au centre de A, cette proposition est toujours vraie
puisque X est alors une algdtbre d!Azumaya, Par ailleurs on peut montrer que
cette proposition est emeore vraie, X étant quelcongue, si l'on suppose
seulement que A est un X-module projectif (cf, [28]y>[1G]), Comme nous.
n'aurcns pas besoin de cette généralisation, nous nous contentons de reprendre
la démonstration originale de [23], Disons enfin que cette proposition est en
général fausse, méme si on suppose A commutatif et plat sur X, comme le

montre 1lYexemple dTun épimorphisme plat tel que Z ->Q (cf. 2.3.2).
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Soit e un idempotent de séparabilité de A suwr X,

Choisissant une base fa. }. de A sur X, on peubt écrire e = E 2. ® a*
itieT lGI

ou IO, est un sous—ensemble fini de I,
Soit’ b un élément de A, Pour toub j“e‘IO on peut trouver des

A.. € Xy 1e I tels que s

32
ba -Zx

el ji By

Puisgque VWe = 0, on & 3

- 3 — < - . t - : ¥ .
Z 3 Q@ agb = Z bqj ® al=) Z }"jiai ® al=) & ® (Z aj?-"ji>
§€IO JEIO . . J€Ib“l€l

d*ol 1'on tire, les a; formant une base, que

\11 A a; E ag i

J€I

Puisque p(e) =1, on a alors

(Zaa')b”z Z 3319

151 1€I QEI

en sorte que la famille finie des aiagy i3 ¢ Io engendre A sur X,

2.6.,2, Proposition : Si A est yne algébre séparable gur X

et si X est semi-simple, alors A est semi-simple,

(n sait qu'un annean A  est semi-simple si et seulement si tout
A=module & gauche st progectl . La proposition est une conséquence immédiate

du lemme suivant :

2.6,3., Lemme 3 Si A est séparable sur X, tout A-module &

gauche gqul est projectif sur Xv(par restriction des scalaires) est projectif

sur A,
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n a en effet un isomorphisme fonctoriel en N ¢ A Mod
A wod(1,1) # z,(x wod (1,1)).,

gi M est projectif sur X et si A est séparable sur X, le foncteur de

droite est exact en N ¢ A Mod,

2.6.4, Proposition s Seient A et X deux corps commutatifs,

Les assertions suivantes sont équivalentes

i) A est séparable sur X,

ii) A est une extension algébrigue finie séparable (au sens usuel) de X,

La démonstration sfobtient par juxtaposition des prop, 2.6.1 et 2.4.1
avec le résultat suivant;([Y] § 9, no 2, th, 1) = Pour gu'une extension de
type fini A/X de corps commutatifs soit finie et séparable, il faut et il

suffit que toute X-dérivation de A soit nulle,

On peut aussi donner une démonsiration éiémentaire s

i) == ii), Dfaprés 2.6.1, on sait que A/X est une extension de degré
fini, Soit X' la clbbure séparable de X dans A, Si X' # A, on peut

179‘, » o.sxﬂ;i ) , ON Se ramene au

cas ot A/Y est une extension monogdne radicielle non triviale, DYaprés 2.5.2,

éerire A = X“(X1°boxn) et, posant alors Y = x(x

A est séparable sur Y,

si A= 7Y(y), soit P le polyndme minimal de y sur Y, (n a
Y . S o o . . °
= 2 ‘A = AF t gt ifie & { 1
A YiT]/(P>, A Y[T]/(P)(? A A[T]/(P) et p -s'identifie & la surjection
naturelle

Ay > M) = A

Dans A[T]y ona P=(T-y)Q. L'idéal W est engendré par la classe
modulo P de T-y et 1ltannulatsur ZA(AX) de VW est engendré par la classe
modulo P de Q.

Trouver un idempotent de séparabilité e ¢ AX éguivaut & trouver un

polyndme R ¢ A[T] tel que
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1) R=1+0(1~y), e a[T] (di.e ple) =1)

2) R=7Q, Ve a[r]  (i.e ve = o).

Il existe donc un idempotent de séparabiliié si et seulement si T-y et

Q sont premiers entre eux, i.e y est racine simple de P,

On obtient donc une contradiction si 1l'on suppose A séparable sur X

mais non séparable au sens usuel,

ii) == i), Si A est une extension algébrique finie séparable de X,
A est de la forme A = x(x), o x est racine simple de son polyndme minimal
(théortme de 1'élément primitif), L'argument qui précdde montre qu'il existe

alors un idempotent de séparabilité de A sur X,

Dans l%exposé IT on powrra trouver une troisitme démonstration de

cette proposition,

Pour déterminer la structure générale des algdbres séparables sur un
corps on admettra un résultat qui sera démontré plus loin (3.4.6) et qui compldte
2:5.25 & savolr 3 une algébre A de centre 7 est séparable sur X si et seu~
lement si A est séparable sur 7 et 7 est séparable sur X, (Le lecteur
pourra vérifier qu'il n'y a pas de cercle vicieux dans les raisonnements, le

point délicat étant le lemme %,4.1). L'énoncé est le suivant 3

2.6.5, Proposition 2 Soit X wun corps commutatif, Une

X=algébre A est séparable sur X si et seulement si A est un prodult fini

dtalgebres centrales simples Ai de centre zig chacun des corps Zi étant

une extension algébrigue finie séparable de X,

On utilise les résultats des paragraphes 2,5 et 2.6, et le fait quiune
algébre semi~simple est un produit fini dlalgdbres simples, La mise en place

des détails est laissdée en exercice,



3. THECRIE CATEGCRIQUE DES ALGEBRES D'AZUMAYA.

La définition dfune algdbre d'Azumaya, telle qu'elle est donnée en
1.2.2, ne se comprend bien qulen fonction des théordmes de Morita que nous

allons examiner,

%.1. Rappels sur des notions classiques,

3.100., Soit R un anneau et soit P ¢ R Mod un R-module &
gauche, P est aussi nmuni dfunebstructure naturelle de R Mpd(P,P}mmodule a
gauche, tandis que R Mod(P,R) est muni d'une structure & droite sur R et
d'une structure & droite sur R Mod{P,P), Ces structures donnent lieu

.

. & un homomorphisme de R/Z(R)-bidules

esR Mod(P,R) @ P e3> R, elf @ m) = £{m)
R Mod(P,P)

dont lfimage est un idéal bilatere de R qui sera noté WgR(P) et est
appelé idéal trace du Remodule P,

. & un homomoryphisme de RwM&i(P,P)/Z(R)Pbidules

h:R Med(P,R) @ P 5 R Mod(P,P)
R

défini par h{f @ m){m') = £f(m")m,

Solale -Module générateur,

On dit qu'un R-module & gauche P est un module générateur si le

foncteur R Mod(P,~):R Mod - Ab est fiddle,

Il est facile de voir que cela équivaut & 1'une des assertions
suivantes ;

= Pour tout N g R Mod et tout N <N, Jf:P-> M tel que ‘f(P) ¢:No

.

-~ Tout R=module & gauche est quotient d'une somme directe (éventuellement
infinie) d'exemplaires de P,
= Il existe =n ¢ N %el que R =soit isomorphe & un facteur direct de }po

- (On peut trouver fi € R Mod(P,R)9 p; € P, 1= 1,2,0.0o0t tels que

n
1 ",:."z' fi(pi)o
i )
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- L'homomorphisme g:R Mod(P,R) @ P - R est surjectif,

- I,'idéal trace TR(P) est égal & R.

3.1.2. Module projectif générateur,

n sait (on 1'a déja utilisé de fagon intensive) gu'un R-module i
gauche P est dit projectif si le foncteur R Mod(P,u);R Mod — Ab est

exact, ce qui équivaut a dire :

- P est facteur direct d'un R-module libre.

-~ (m peut trouver une "base duale', clest-a-dire des P, € P et des
£ €R Mod(P,R), i € I, tels que pour tout p ¢ P, on ait 3

a) Les fi(p) sont nuls sauf pour un nombre fini d'indices,

b) p=y £.(p)p,.

iel
En particulier, dire que P est projectif et de ftype fini équivaut a
dire que 1'homomorpkisme h:R Mod(P,R) @ P - R Mod(P,P) est surjectif,

Si P est un R-module projectif, alors P est générateur si et

seulement si M # o implique R Mod(P,M) # o.

Zo1.%3. ©Si R est commutatif et si P est un module pro-
jectif de type fini, alors P est générateur si et seulement si P est

fidele,

Cela résulte immédiatement du lemme qui suilt :

Lemme : Soient R un anneau commutatif et P wun R-module projectif |

de type fini, ma R =6 (P) ® AnnR(P)o
R

D'apres la définition de h, le fait que h soit surjectif entralne

que l'on a QQRKP)QP = P,

P étant de type fini, cette dernidre condition implique (en fait
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équivaut a) CGR(P>+A1‘H1R(P) = R .

| Mais on a toujours AnnR(P)ecga(P) =0 (si t=27¢ fi(mi) € CgR(P) et
X ¢ AnnR(P) on a xt=g% f4(xmi) = 0). Cette dernidre condition, jointe &

la précédente, entrafne que R = qu(P)<3 AnnR(P)°

Z.2., Le théoréme de gabriel,

a

La forme donnée au théoréme ci-dessous est due 3 (Gabriel [13], mais la

démonstration initiale est due & Morita.

3.201. Théordme s Soient R et S deux anneasux et soit

°

F:R Mod - Mod S .un foncteur, Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) F est une équivalence de catégories,,

ii) 71 existe un R @ S-module & gauche U %el que

Z
a) Le foncteur F est isomorphe au foncteur R Mod(U,—)9

b) U est un R-module & gauche qui est projectif, de type

fini et générateur,

c) 1 'homomorphisme ¢3S — R Mod(UgU) correspondant & la struce

ture de S-=module & gauche de U  est un isomorphisme,

i) ==y ii) Soit T "le" foncteur quasi-inverse de F, Comme T est

pleinement fiddle et additif (car il commute aux 1ing finies) on obtient un

isomorphisme d*anneasux

T
0§ =y lMod 5(S,S) ———> R Mod(T(5),T(S))
> (8%t s5')
£ > 7(£),

S

(*) c'est le lemme de Nakayama “"généralisé? ; il se démontre directement (comme

pour 1%énoncé usuel) en disant qu'un certain déterminant est nul,
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n pose U= T(S) ; grdce & ¢, U est aussi un S-module & gauche,
Comme T est en fait un adjoint & gauche de F, on a un isomorphisme

fonctoriel en M ¢ R MNod
() 2y mod s(s,P(M)) -=> r Mod (U,M),
et 11 est facile de vérifier que c¢c'est un isomorphisme de S-modules & gauche,

Puisque l'on a une équivalence de cabégories, les propriétés de S se
transportent & U = T(S), Ainsi U est projectif, générateur et est de type
fini (car toute suite croissante de sous-R-modules de U et dont la réunion
est U est shationnaire a partir d'un certain rang vu qu'il en est de méme

pour toute suite de sous-Smodules de § qui est croissante et de réunion §),

ii) == i) Puisque U est un R @ S-module & gauche, il définit wun

Z
foncteur F =R Mbd(U§=)zR Mod — Mod S qui admet le foncteur - @ U:sMod S — R.Mcd
S
comme adjoint & gauche, Soient N - FNQU) et @MgF(M)<g U- M les deux
S S ;
homomorphismes d'adjonction, Pour que =@ U solt un foncteur guasi=inverse de

S
F, il suffit (et il faut) que ¢ et n solent des isomorphismes,

Comme tout foncteur représentable, F commute aux limites projectives,
mais U étant de type fini, F commute aussi aux sommes directes quelcongues,

Comme ¢ = p est un isomorphisme on en déduit que P induit une équivalence

S
de catégories entre les S-modules libres et les R-modules qui sont somme directe

d'exemplaires de U,

Ccomme U esh prajectifg F est exact, Les foncteurs F et =@ U ainsi

que leurs composés sont donc exacts & droite,

~ Soit N wun S-module quelcongue; N ‘admét une présentation libre et on

a un disgramme commutatif de suites exactes

L1 Smm——— LO > N > 0

7 ng
', L, "

F(L1 R I — F(LO Q U)=—=> F(N® U) => 0,
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Comme et n, sont des isomorphismes, 5. l'est aussi,

M g
L1 o N

~ Soit M un R-module quelconque, Comme U est un R-module générateur,

M admet une présentation "libre" :

(1.) (r,)

U ——> > N moeed )

et on en déduit par passage au quotient comme précédemment que est wn

i
isomorphisme,

Z.2.2, Corollaire : (Mcri“ba) : Soit U un R @ S-module a
s ; bl T
gauche, Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) U est un R-module projectif de type fini, générateur de R .Mod

et ¢:S—» R Mod(U,U) est un isomorphisme,

ii) U est un S-module projectif de type fini, générateur de S Mod

et psR - S Mod (U,U) est un isomorphisme,

i*) R Mod{(U,~):R Mod - Mod S est une équivalence de catégories,

ii‘) S Mod(U,,m):,S Mod - Mod R est une équivalence de catégories,

Il suffit de prouver que i') implique ii), Comme le foncteur

-~ @ UsMod S~ R Mod est adjoint & gauche de R Mocl(U9»-}9 cfest aussi une
g
équivalence de catégories, donc de la forme Mod S(V,~) o V est un

R ® g-module & droite qui est un S-module projectif de type fini générateur
Z

et tel que r°P ooy ed s(v,v), Meis ces propriétés du S-module & droite V
passent & son dual WMod S(V9S) et celui=ci n'est autre que le S-module &
gauche U (en effet U et Mod S{Vgs) représentent tous les deux le foncteur

quasi=inverse de MNod S(Vf-) ¢ voir la démonstration du théordme),

3.2.3., Corollaire ¢ Soit X un anneau commutatif et soit

U un X-module projectif de type fini et fiddle, Posons A = X Mod(U,U).

AMors le foncteur X Mod(U,~):X Mod — Mod A est une équivalence de caté-

gories,
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(n applique 3,1,3 et le théortme, (n en tire par exemple que les idéaux

3 droite de Mn(x) correspondent bijectivement aux sous-modules de X,

Le corollaire 3,2,2 est en réalité-la juxtaposition de deux propriétés
et nous allons = nous en aurcns besoin par la suite -~ donner la démonstration
d'un résultat plus fort, Cette démonstration, due & Morita, est technique ; Je

n'en connais malheureusement pas d'autre,

3.2,%, Théoréme {(Morita) : Soit R un anneau et soit U un

By

- R=module & gauche, Si on pose .S =R Mod(UpU)g les assertions suivantes sont

équivalentes :

i) U est générateur de R Mod.

~

ii) U est un S-module & gauche projectif de type fini et R -24> s Mod(U,U).

n a uwn diagramme commutatif s

& U
R Mod(U,R) @ U S > S 1d(U,8) @ U
s 5
8 h
R £ s 8 Mod(u,u)

o ¢ et h sont les homomorphismes définis en 3,1.0, p correspond & la
structure de R-module & gauche de U et ¢:R Mod(U,R) ~ S Mod(U,s) est tel
que ¢(f)(u) ¢ S =R Mod(U,U) est l'endomorphisme u' > f{u')u.,
rappelle que U jprojectif de type fini (sur §) équivaut i IdU ¢ im(h) et
U générateur de R Mod équivaut & 1 ¢ im(g) = ?gR(U)b

i) = ii) Par hypothése 1 ¢ im(g) et, p étant un homomorphisme

d*anneavx, on a Id_ € im(pg =h.,¢® U) < imlh) : U est donc un S~mcdule

U
projectif de type fini, Par ailleurs U, étant générateur, est un R-module

fidele et p est donc injectif, Il reste & montrer que p est surjectif,

Soit ¥ f:i. ®@u, €R MA(UQ@R) @ U un élément tel que (3 £, @ ui} = T fi.,(ui):?"
- S
31 g€ 8 Mod(UgU), g commute avec toutes les applications de S = R Mod(UsU)g

en particulier avec les applications y p—> f(y)u (uw ¢ U, £ ¢ R Mod(U,R)), ce
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gui permet dlécrire s
g(w) = g(sf, (w)u) = 2, [e(u)]n  Vuerw,

c'est-a-dire que l'on a g = (% fi[g(ui)])"
i

ii) => i) Puisque l'on a piR -85 S Mod(U,U), on définit un homo-
morphisme i8S Med(U,8) - B Mcd(U,R) analogue & ¢s ©C'est-a-dire tel que
cp(g)(u) € R est 1'élément qui correspend par p & 1l'endcomorphisme
u' =——> g(u')u, On vérifie facilement (hum !) que ¢g = Id, en sorte qué:
¢ @ U est surjectif, Par hypothdse, on a Id, € im(h), donc
Id.U € im(h,,q,@ U) et comme P est un isomorphisme d‘'anneaux, cela entraine

que 1 ¢ im{g), cfest-d~dire que U est un R-module générateur,

3,3, Théordmes fondamentaux,

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui sera grandement généralisé par

la suite (Corollaire 3,3,3),

3.3.10 Lemme 3 Si A est une algdbre géparable sur son centre

7 et si M, est un idéal maximal de A, on a m= Alm, N 2z).

En vertu de 2,5.3, A/m est séparable sur Z et son centre est égal &
Z/Z A m lequel est un corps car A/m, est quasi-simple, Pour la méme raison,
AAZ 0 m) est séparable sur %, donc, diaprés 2,5,2, séparable sur son
ce;ltre 7/7 0 A(Z N M ), Meis il résulte de 2.5,1 que ce centre est égal &
Z/720 M , donc est un corps et on déduit de 2.6.2 que A/A(Z 0 Mo ) est un
anneau semi-simple, Cet anneau semi-simple ayant pour centre un corps est
nécessairement un annean simple, On en tire que Az N M ) est maximal, donc

égal & M .

3.,3.2. Théoréme ¢ Soit A une X-algdbre de centre 7, Les

dssertions suivantes sont équivalentes :

i) A esi une X-algdbre d'Azumaya,

ii) Le foncteur 7 ;AX Mod - Mod X est une équivalence de catégories,

A
iii) Le fonctenr =& AsMod X — AXMod est une équivalence de catégories,

X
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iv) A est une X-algdbre séparable et X est égal au centre Z de A,

V) A est un AX=module & gauche générateur et X = Z,

. i) &ii) Draprds 3.1.,3 et la définition dlune algdbre dYjzumaya,
i) équivaut &
it) 4 est un X~module projectif, de type fini, générateur et

2F oLy x mod(a,n),

Par dualité de Morita (3.2,2), i) équivaut & ii) et &

i") o est un j\.XmmOdule projectif, (de type fini), générateur et

x 2 oF moa(a,a).

. ii) > iii) est évident puisque 1%on a deux foncteurs adjoints,

. iii) ==> iv) On a vu que iii) était équivalent 3 i"), et il est
clair que i®) implique que A eat séparable sur X, Par ailleurs, comme on

a towjours AMod(A,A) = Z, i) entrafne sussi que X = Z.

iv) ==> v) Supposcms que A ne soit pas générateur, clest-h-dire

o

que 1'idéal trace %X(A) soit différent de AXS, mais que A soit sépa=
rable sur X, D’apréi 2.5.6, AX est une algébre sé-pérab}.e de centre X = 7
et il résulte du lemme 3.3,1 que 81 cfX(A) # .A_X on- peut trouver un idéal
Ic gz, différent de 7 et tel que %AX(.A) o 1X1. soit slors e ¢ AX wn

idempotent de séparabilité de A sur X, Comme on & e € "Z‘;X(\A) (car
k A

X 7 (& ~ en faj X VY,
e € ZA(A> et ZA(A)C ”GX(A} en fait ZA(A”) engendre Q@X@“”

A A
on peut écrire

X
A = p,(AXe) C»p(.c‘é X(A>> < p,(,A .I)
A
et on a done p(&xol) = A, Mais puisque I <'Z, g(\AXOI) n'est autre que

1'idéal A.T engendré par I dans A, Il résulte alors de 2.5.1 que l'on a

I= (ﬁoIV\) N.Z =19, ce qui contredit le fait que I ?é'z,
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. V) ==> i) Comme on a Z\= AXMQd(AQA)9 il résulte du théordme de
Morita {3.2.%) que A est un Z-module projectif de type fini et que

AX = 7 Mod(A,A). La conclusion suit immédiatement puisque l'on a X = 7

et que A est évidemment un Zemodule fidéle,

3,%3.%, Corollaire : Soit A un anneau de centre 7, Les

agserbions suivantes sont équivalentes 3

i) A est une algdbre d'Azumaya (c'est-a-dire une Z-algtbre

séparable)g
ii) ¢G (A) = AZ9
.A_Z

(AZ) @ A ———> AZ est surjective,
7 :

iv) Pour tout ~A/zwbid.ule My, ltapplication gMSZA(M‘) @A =—> N
Z

iii) L'appiication naturelle gzzA

est un isomorphisme de A/Z-bidnles,

Les assertions ii) et iii) disent essentiellement la méme chose, &

. Z iz P . ol
savoir que A est un A“-module générateur, D'aprés le théordme, i) et ii)
sont éguivalents et équivalents au fait que les foncheurs ZA et ~@ A

Z

sont quasi~inverses. 1l'un de 1'autre, ce qui entraine iv),

303.4. Corollaire s Si A est une Z-algdbre ' Azumsya,

les foncleurs (*)

- @ At Z~Alg ———> A=-Alg
7
ZAsAFAlg

sont des équivalences de catégories quasi~inverses 1'une de l'autre,

> Z-Alg

z

(*) La notion de A-algdbre uth - B a été définie au début du § 1.1, Notons
que cette définition revient & dire que u confdre & B une structure de

A/Zwbidule et que ZA(B) n'est autre gue le centralisateur de l'image de u,
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3.3.5. Corollaire : S5i A est une algbbre d'Azumaya de

centre 7, alors les idéaux de 7 et les idéaux bilatéres de A se corres-

pondent bijectivement via les applications I t=—> A, I et Jp=—> J N Z.

Ces correspondances respecient les idéaux premiers, les idéaux maximaux et

les "radicaux", En particulier, A satisfait & la condition des chaines

‘ascendantes (resp, descendantes) sur les idéaux bilatdres si et seulement

si 7 est noethérien (resp, artinien),

3,%3.6,. Proposition : Soit A wune X-algebre de centre Z.

Les assertions sulvantes sont éguivalentes 3

i) A est une X-algdbre séparable,

ii) A est séparable sur Z et 7 est séparable sur X,

n & vu en 2.5.2 que ii) => i) et que i) implique que A est
séparable sur Z, Il reste & prouver que i) entrafne que 7 est séparable

sur X,

Dlampes 2,5.1, .Z est un Z-facteur direct de A ; c'est donc aussi
un mefacteur direct de A, Comme A est séparable sur X, A est un
2Xfacteur direct de AY, donc wn Z'-facteuwr direct de A, Enfin,
dlaprés 2.5.6, AX est séparable de centre ZX9 donc est une algebre
d'Azumaya, donc est un Zmeodule projectif, n tire de tout cela que 2

est facteur direct d'un szmo&ule projectif, donc est lui-méme projectif,

Pour terminer, donnons un résultat qui montre bien toute la puissance

du théordme de Gabriel

303.7o Propositicn ¢ Soit A une X=algébre de centre 7

et s0it B un anneau (non nécessairement commutatif), Les assertions

guivantes sont équivalentes :

i) Tl existe une équivalence de catégories FsAXMQd -0y Mod B telle

que F(A) = B,

ii) ona ~ B= 7 et l'homomorphisme X - Z est un épimorphisme

d'anneaux,

- A est une algdbre dAzumaya,

- B est isomorphe au foncleur zAzAXMod - Mod Z,
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1L suffit de démontrer i) ==> ii), la réciproque n'étant autre que le
théoréme 3,.3,2, Puisque A est le A/X-bidule qui correspond & B, il résulte
de la démonstration du théoréme 3,2.1 que 1l'on a P = AXMod(A9=);: ZA9
A est un AX=module projectif (done A est séparable sur X) et que

aX e 7 Mod(A,A). Comme ce dernier isomorphisme se factorise en fait en

AX =£=> AZ e Mbd(ggg)g o p est surjectif, on en tire que p est un

que

isomcrphisme, (n a un isomorphisme AZ 2 AX(Q 7 qui identifie p &

ZX

Axcg py, avec psz~» 7 homomorphisme de multiplication de Z sur X,

ZX

Comme A est séparable sur X, AX est séparable sur X et a pour centre

ale (3.5.4).

B

ZX (2.5.6) et on a donc une équivalence de catégories AXalg

Coume pszX-» 7 et p se correspondent par cebtte équivalence, on en déduit
que p est un isomorphisme, Ge qui veut dire que le morphisme X - 7 est

un épimorphisme d'anneaux,
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1, LOCALISATTON DANS LES CATEGORIES COMPLETES,

Nous donnerons un bref exposé de la théorie développée dans [11].
soit Ib une catégorie compldte, I un objet donné de &% ., Nous intro-

duisons le fonsteur T = TI = IH0m<mQI):§¢{* o . Il est muni d‘une trans~
formation naturelle y = nlzid«» T telle que, pour chaque

f ¢ Hom’(A,I) - Hom(4,I), nfn(A) =f, ou nfST(A)'* I est la projection
canonique associde & f., Pour tout objet A de 5 , soit k(a):q(a) - T(a)
1'égalisateur des deux morphismes nT(A),Tn(A4):T(A) ::i Tz(A)° (a(a),x(a))
est aussi l'intersection de tous les égalisateurs de couples ?7¢:T(A) ::i I

tels que @q(A) = ¢n(A)o (n obtient une transformation naturelle n1:idve Q

telle que K°ﬂ1 =, On connait le résultat suivant [11]0

THEOREME 1.1 5 Les propriétés suiventes de I sont équivalentes :

(1) n1Q est un isomorphisme,

(2) Pour tout £:Q(A) » I, il existe un fr:7(a) - I tel que

£'g(a) = £,

(3) La sous=~catégorie pleine Eix(QghT) de X . conshituée de

tous les objets A de ;ﬁ? tels que “j(Aj est un isomorphisme
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est la plus petite sous~catégorie pleine de & qui contient I et

est fermée par limites,

La propriété (1) nous donne un triple idempotent (Qpn?gp1)9 ou
p (8) = ala)7".
En vertu de la propriété (2), nous appelons lfobjet I ‘Kwin;}ectif,,

La propriété (2) assure que FiX(Qm;) est une gous-catégorie pleine

réflective de b , le réflecteur étant donné par A v—> Q_(A).

On a étudié beaucoup d'exemples de cette situation dans [1"1] , en
particulier, si X est 1a catégorie des espaces topologigues; la catégorie
des espaces uniformes, la catégorie des préfaisceaux sur un espace topologique,

la catégorie (Mod R)°P et .la catégorie Mod R.

2. LA LOCALISATION DANS Mod R,

Nous rappelons rapidement ce gquton comnait de Wod R et nous ajoutons

guelques faits nouveaux, Quels sont les objets Keinjectifs de Mod R ¢

Exemple 2.1 5 Soit I un module injectif et @ = '%DI 1'ensemble
de tous les idéaux & droite D de R tels que HOIﬂR(R,’,Dgl) ‘= 0, Alors ®
est un filtre idempotent au sens de Bourbaki-Gabriel [1] et

Q(a) = lim Hom(D, A/A )
> DED

by =fa e 4|y gD = of.

Inversement, & un filtre idempotent quslcongue P d'idéaux & droite de R

on peubt associer le module injectif
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I=10 E®Rr/C),
ceg

o B est l'ensemble de tous les idéaux a droite ¢ de R tels que
Nrice rlefg,
et - E(=) est llenveloppe injective, (On appelle Q(A) "module de fractions"

de 4 et Q "foncteur localisant®,

Exemple 2.2 ¢ Soit esR - S wun épimorphisme donné de la catégorie
des anneaux, Alors tout injectif de la sous-cabégorie pleine Mod S est
K=injectif dans Mod R, .En particulier, onkpeut prendre pour I un cogée
nérateur injectif de NMod S, par exemple, I =‘HomZ(SQQ/Z)° Mors
FiX(Q,Q?) =Mod 8 et Q(A) = A® S. Notons que 1'intersection des exemples
2.1 et 2.2 donne la théorie de lzcalisation associde & un épimorphisme R - (
tel que RS est plat en tant que R-module & gauche, théorie discutée par

Silver [13]. La localisation de P,M. Cohn [2] est un cas spécial de 1'exenmple

2.2, non inclus dans l'exenpie 2,.1.

3. LES MADULES- = INJECTIFS

(n appelle 1'cbjet I de Mod R guasi-injeetif si on peut étendre

tout endomorphisme partiel de I & un endomorphisme de I, Les modules
injectifs et les modules complétement réductibles (semi-simples) sont quasi-
injectifs, Pour obtenir un objet K-injectif on voudrait poser une propriété plus
forte :'pcur tout cardinal X et pour tout sous-module B de IXQ on peut
étendre tout homomorphisme f:B-» I & un homomorphiéme f’zIwa I,k Evidemment
cette propriété équivaut & dire que toubes les puissances de I ’sont guasie-

injectives, Comme ont montré Fuller [4] et Tisseron [14], il est aussi équivalent

de dire que I est injectif en tant que R/N-module oh N = {r ¢ R|Ir = o}.
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Puisque R - R/N est un éplumorphisme d'anneaux, nous avons un cas spéclal de
lt'exemple 2,2, Malheureusement, il n'est pas vrai gue tout module guasi-injec~
$1if a cette propriété, Par exemple [4], si R =2 et I est la somme directe
de tous les z/ﬁp}, p parcourant les nombres premiers, N = 0 mais I n'est
pas injectif, Une forme moins forte de cette propridété est contenue dans le
lemme suivant de Harada [6]° Puisque nous 1l'utiliserons plus tard et puisque la
démonstration de Harada n'est pas trés directe, nous donnercns une démonsira-

tion directe ici,

LEMME 3,1 (Harada) s Soient I ¢ Med R un module quasi=-injectif,

n .
n un nombra naturel et B un sous-module de T, .Alors tout homomorphisme

o e ~ » n - .
f:B—> I peut &bre étendu & un homomorphisme f£':¢T - I, (C“est_a=d1r89 toute

puissance finie de I est quasi=injective),

Démonstration ¢ Soient B un sous-module de In = Inm1(j I et

f:B—~ I, La restrictionde I & Iﬂ_1(§ B peut &tre dtendue &

g:I‘nﬂ1 -~ I par hypothese d'induction, (On définit thn_1+B-a I par

n(x+b) = glx)+f(b),

1

‘pour tous X ¢ Inm et b ¢ B, Soit :

K = {keI|] ne HEEBY
XET

Yi=1 n—1 ‘ ‘s . .
Alors I ‘4B= T '+K, et la dernitre somue est directe, Maintenant h est

déterminé par deux homomorphismes Iﬂm1-» I et K- I, Fn étendant le der-

nier & I - I, on peut étendre n & R S



Un R-module & droite A est appelé continu s'il est un groupe topo-
logique abélien tel gque l'application a+ ar  est continue pour chaque r € R.
si A et B sent des R-modules & droite continus on dit que £ ¢ GontR(A,B) si
f ¢ HomR(AgB) et £ est continu, La catégorie (Cont R -a pour objets ies

R-modules & droite continus et pour morphismes Hom(A,B) = Centﬁ(A,B)a

v CoatR(ApB)
Pour tout objet donné I de (Cont R, on pose T(A) = TI(A) =T

et (Q(a),k(a)) pour intersection de tous les égalisateurs des couples
9o € ContR(T(A),I) tels que onla) = ¢gnla), ou nla):a- 7(A) est 1'homo-

morphisme canonique,

PROPOSITION 4.1 3 Soit - I un R-module & droite quasi=injectif muni de

la topelogie discrete, Alors I est K-injectif dans (Cont R ; en fait, si X

est un cardinal et B un sous—objet régulier (égalisateur) de IX9 tout

morphisme g:B - I de Cont R peut &ire étendua I - 1I.

Démonstratiog ¢ Puisque B est un sous-objet régulier de ng il a
la topologie induite d“un scus~espace, EX est produit de copies du.médule
discret I, donc un volsinage fondamental de zéro dans IX est de la forme
Ker x*, ol X*SIX - In est associé & X ¢ X par la formule

xx(t) = ((x)t,..0,(x )%)

X

pour toutr t ¢ i , Ebtant donmné g ¢ ContR(Bgl)g on cherche une exbtension

g' ¢ Cont( ™,1).
Puisque g est continu, I est discret. ggTCO) contient un voisi-
nage fondamental de zéro dans B, c'est-a=dirs

Ker g 2 Ker x¥* N B
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pour un élément =x ¢ X, Donc, pour tout b ¢ B, x*¥(b) = 0 implique g(b) = 0,
AMofrs il existe mn R-homomor phisme hsx*(B) - I tel que hx*(b) = g(b), Par
le lemme de Harada, on peut étendre h & ni:T > I, et h' est continu

. n .
puisque I  est discret,

Aussi X*:IX‘» T est continu, par définition de la topologie produit.,
donc g' = h“x*zIX-» I est continu, Nous avons 3
g'(b) = h'x*(b) = hx*(b) = g(b),

donc g' est l'extension désirée,

Nous écrivons

s(a) = SI(A) = HomE(ContR(AyI.%I)s

ol E = ContR(I9I)° o appelle S(A) 1le dual double, Notons que S(R) est le

bicommutant de I,

PROPOSITION 4,2 ¢ Scit I wun R-module & droite quasi-injectif muni de

la topologie discréte et soit A € Cont R, Alors 8(a) = Q(a) dans Cont R,

Démonstration s D'abord nous -montrerons que Q(A) < S(A), Etant donné

q € Q(A), on veub prouver que
(£4%)q = (£)a+(£7)q,
(ef)q = e({£)a),
pour tous £,f' ¢ ContR(AgI) et tout e ¢ E, Par exemple, nous allons véri-

fier la deuxidme égalité, la premidre ayant une démonstratiorn analogue,

on définit g,q¢ € GontR(T(A)gl) par
olt) = (ef)t, ¢(t) = e((£)%),
pour tout t ¢ T(A)o Rappelons que n(A)zA-» T(A) était défini par
Efﬂ(A) = £, Posons nfa)(a) = 4, alors (£)d = f(a). Donc, pour tout a ¢ 4,

pnla)(a) = (ef)a = (ef)(a) = e(f(a)) = e((£)8) = ¢nla)(a).
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m adone gnla) = ¢nla), ef on déduit que glq) = ola), c'est-a~dire, que

(ef)g = e({£)q),

Deuxiémement, nous montrerons que S(A) < Q(A)., Soit s ¢ s(4), et
soient g,¢ erContR(T(A),I) tels que ¢n(A) = ¢n(A). Pour assurer que
s € Qla), nous devons vérifier que ¢(s) = ¢(s), Puisque (ont R est une
catégorie additive, nous pouvons prendre ¢ = O,

Puisque ¢ est continu, il existe f3A -~ In tel que Ker g 2 Ker f¥*;
Donc, pour tout % ¢ T(4), £*(£) = 0 implique o(t) = 0. Alors, il existe
un R=hom¢morphisme gesim £% » T +tel que gf*(t) = ¢{t)n‘ Par le lemme de
Harada, on peut étendre g & g”sIn-e I 3 donc,

g'f = g'f¥y(4) = gf*n(a) = gnla) = 0.

Maintenant, soit s ¢ s(a) un élément quelconqu¢9 et soient Kﬂgl-» In les

L

ihjections canoniques, pour J = 1y....0, AlOrs
n n
s) = gf* ] = ¥ s) = ! Kf \= 'K, f,So
o(e) = aex(a) = 'ex(s) = &'(§_K (2 )2) = (' ))(E))
J=1 J=1
Puisque g’Kj ¢ E et s est un E=homomorphisme, ceci est :
n
= (Ez:g’Kjfj)s = (g“f}s = (o)s = Q,
F109

La démonstration est compldte,

PROPOSITION 4.%, 8 Soit I wun R-module & droite guasi-injectif muni.

de la topologie discréte et soit A € Cont R, Alors les conditions suivanties

sont équivalentes

(3) 11 existe £ ¢ ContR(AQIn) tel que Ker n(A) = Ker f,

(2) ContR(AyI) est de type fini en tant que E-module & gauche,

(3) s(4A) a la topologie discrdte,




9,8

Démenstration : Nous montrerons que (1) ==p (2) => (3) = (1).

Supposons (1), et soit g ¢ CogtR(AQI)Q Mors Ker g = Ker £ ; donc,
il existe un R-homomorphisme h:f(a) > gla), qui peut &tre étendu &

T o T par le lemme de Harada, Donc,

gla) = n'fla) = ih'Kifi(a)g

i=1

ol h‘Ki € B, et ceci nmontre que g est engendré par les fi9 12 1y000sh.

Supposons (2)? et soient f so00sf, une base de ContR (4,1) - ContR{AQI)(,

1
Posons £ = <f19°”9fq>zA - T% et considérons wn élément s ¢ Ker £* M s(4a),

n
Alors (fJ})s = o?‘,p”(fn)s = 0 ; dongc, ;(eifi)a = 0,

pour tous e'{““""‘en ¢ E., On déduit que le volsinage fondamental de zéro

ker £x N s(A) = 0, donc s(A) a la topologie discrdte,

Supposons . (3), clest=d-dire que Ker f* M s(A) = 0 pour un

ey
')

Con,tR(As,I«n)g Soit a ¢ Ker £, alors nla)(a) ¢ Ker £* A S(A) = 0 ;3 donc
a ¢ Ker nlA). On en déduit que Ker f < Ker nl4). En tous cas,

Ker n(A) < Ker £,

REMARQUE : I1 est facile de vérifier la condition (1) si 4 est
artinien, Drautre part, il est facile de vérifier la condition (2) si A est
discret et I = E(A) est l'enveloppe injective de A, En fait, dans ce cas

l%inclusion A - I engendre HOHIR(AJ) en tant que E-module & gauche,
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5. DES APPLICATIONS A Mod R,

I1 est peut~8tre dunféressant de pouvoir déduire des résultats sur
les modules ordinaires des résultats sur les modules continus, La proposition

suivante est conmnue si I est injectif [10],

PROPOSITIQON 5.1 ¢ Supposcons que I ‘est un quasi-injectif de Mod R,

Ac Mcd B st Hom(A,I) est de type fini en tant que E-module & gauche, ol

B = Ed {E}; alors S{A),z Q(A) , dans  Jod R.

N

Démonstration ¢ Si A eb I sont munis de la topologis discrete, on ne

doit pas distingusr entrs T(A) dans Mcd R et T(A} dans (Cont R, Pour le
moment nous écrivons Q(A) vpour 1l'égalisateur de T(A) == > TZ(A)‘9 tandis que
le méme égalisateur dans Cont R est S(A), par la proposition 4,2, En outre,
que Q(A) < s{A) est un fait bien connu [10] ou facilement établi, comme dans
la premidre paritie de la démonstration de la prepesition 4.2, Il reste & montrer

que S(A) Qla).

soit s ¢ s(A), et soient Po¢3T(A) X I tels que gn(A) = ¢nla),
Les homomorphismes ¢ et ¢ ne doivent pas 8tre continus, mais leurs restrictions
a S(A)‘ sont continus, parce que: s(A) a la topologie discréte, daprés la proposibion
4,3, On wveoit facilement que S(A) est un sous-cbjet régulier de T(A) dans
Cont R (C"est une intersection d'égalisabeurs de couples de morphismes

te alf)t, te (ef)t ot b (F4fP)8, te (£)t4(F')4), Done, par 1a propo-

sition 4,1, on peub éiendre et ¢£S(A) & des R=homomerphismes continus
p',¢'sTLA) ¢ I, Puisque 1l'image de nlA) est continue dans §{A), on a
@"QQA) = @n(A) = ¢yn(A) = ¢'nl4). Doms, par la proposition 4,2,

¢?]S(A) = ¢’]S(A)9 glest-a~dire, @!S(A) = ¢[S§A>o on en déduit que
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Exemple 5.2 5 Si I = E(A4), on appelle Q(A) 1a Ycomplétion rabion=-
nelle®” de A [3], 11 résulte de la remarque 4.4 que la complétion rationnelle

de A est s(a).

Pouxr les considérations suivantes nous écrirons SI(A) 3 la place de
S(A) pour indiquer sa dépendance de I, Méme si QI(A)-%-SI(A)g on peut se
demander si Q (A) = 8 (A)9 pour quelque J # I. La réponse est “oul® si I
est un module injectif, ce qu'on connail blen pour le cas spéeial des anneaux
[9, propositicn 2.8]. Nous donnerons une démonstration pour le cas général des

modules, qul est un peun plus simple,

PROPOSITION 5,% s Soient I ¢ Mod R un injectif et A ¢ Mod R, alors

QI(A) = SJ(A) dans Med R, ol

J = E(QI(A)) ® E(E(Q,I(A))/QI(A))°

Démonstration ¢ Supposons gque hih — B = QI(A) est le module de
fractions de A par rapport & 1l'injectif I, DPosons
= £(B) @ E(E(B)/B), nous cherchons un isomorphisme B ™=> SJ{A} tel que le
triangle sulvant commute 3

\ /S(A)

ous rappslons [9] que la condition vérifide par (B,h) est la

bt
o
<
m
3

suivante 3
(a) Ker h et Cok h sont de I-torsion,

(r) B et E(B)/B sont sans I-torsiom,

Bvidemment, B et E(B)/B sont sans J=torsion., De plus, J est sans I-torsion,
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donc, Xer h et (Cok L, é&bant de I-torsion, sont aussi de J-torsion, Dene,

(B,h) est le module de fractions de A par rapport & J,

Dlautre part; puisque Ker h est de J-torsion et hiA - Bg J, il
résulte da la preposition 4.3 que ~HomR(A9J) est un EndR(J)umodule 3 gauche

de type fini (en fait, monogéne), Donc, par la propesition 5.1,

Cck h? SJ(A)/im hi = QJ(A)/im h' est de J-torsion, En tout cas,

ker ht

i

Ka°ﬁA)<wtde$¢mwﬁmonephmgsionémﬁt B“:SAA)=Q$A%
on voit qua BY et E(B‘)/B“ sont sans J-tcrsion, Done (B',h') est aussi wn
medule de fraciions de A par rapport & J, (n en déduit gue le triangle

ci=dessus commukbe,

6, LE THEOREVE DE DENSITE,
Si le module quasi-injectif I est complétement réductible
(semi-simple), on peut remplacer la proposition 4.2 par la généralisation sui-

vante du théordme de Jacobson [7}0

PROPOSITION 6.1 ¢ Soit I un R-module & droite compldtement réductible .

muni de la topologie discrdte et soit A ¢ Mod R — Cont R. Alors A - S(A) EEE'

"dense' dans le seuns suivant 3.

A+ { ' = i 8 = f
qugowfn € cuntR(AQI)Vses(M] £)s = £,(a) coo (£ )0 " (a)

agh® 1
Démonstration ¢ (inspirée de [12]} ¢ D'abord nous considérons le cas
=1, on ss donne £ € GantR(A,I) et s ¢ s{a). Puisque I est zompldte-

ment réductible, f(A) = eI, pour quelgue e = e € E, donc, f = ef st

7N
th
—
0
it
o~
0}
]
pa—
[4/]
i
[0
P
P
H
S
wn
g
i
y
FaaN
1Y
N
©
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Pour le cas général, supposons que £ roogfnrg ContR(Aﬁx)ﬁ alors

1 ;
f = <f19°°5,fn> € GontR(AyIn)a Puisque’ In est aussi completement réducstible,

nous pouvons appliquer le cas spécial, qui était déjy démontré, et en déduire

le résultat,

On' peut interpréter le résultat en disant que 1'image de A - 8(4) est
dense dans s(A) pour la tdpologie “finie" de s(A), c'est-d-dire la topologie
induite par la topologie produit de -T(A)g lequel module est une puissance du

module discret I,

Remarque 6.2 s Supposons que & & la topologie I-adigue, c'est-a~dire,
un ?Qisinage fondamental de zéro est de la forme XKer £, oh ¥ e;HomR(AgIn)y
Aors S(A) est la complétion séparde de A, Si A est déjh séparé et complet,il

en résulte que 1l*homomorphisme canonigque A — s(A) est un isomorphisme,

Goldman [5] a montré récemment qu'un anneau R est isomorphe & un
preduit direct dfanneaux d'endomorphismes 4'espaces vectoriels si et seulement
si il,est*séparé et complet dans une fopologie qu'il appelle Yintrinséque" : les
' voisinages fondamentaux de zéro sont de la forme eir N 903 r\eﬂr, ol les ‘ei
sont des éléments idempotents tels gque 'Rei sont des idéaux b gauche minimsux,

(J'ai pris la liberté d'échanger droite et gauche),

(n peut déduire une partie du résultat de Goldman des condisérations
ci~dessus, si on vérifie gue la topologie intrinstque est la topologie I-adique
pbur un I convenable, En fait, supposons que R est semi-premier et que I
est le socle de R, Alors un voisinage fondamental de zéro dans R pour la topo=
logie I-adique =2st une intersection finie de if = {rgR[ir = o}, ou

iels= Re'§ D oo @ Ren“ Maintenant thd De * & W nenr,, done, les deux

1
topologies cofncident,
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PRELIMINATRES

Déviation d'un ensemble ordonné,

Lorsqutelle existe, la déviation d'un ensemble ordonné R, notée
dev B sera obtenue par récurrence transfinie de la maridre suivante : .
dev F = = { si ef seulement si E est muni de l'ordre discret
(a\( b (==> a = b)“
Supposcns connue la classe D de tous les ensembles ordonnés de
a

déviation ‘B< a; alors dev E= ¢ 'si et seulement si E ‘é Doc et toute
suite décroissante a, > a1 > oees >8> d'éléments de FE telle que
pour tout i, ai+1,ai] I'4 D est finie, [aiH,ai} désigne 1'ensemble

des élements x de E tels gue ai+1 < XL a;

°

3'il n'y & pas d'ordinal gy tel que dev B = g, nous dirons qxie

E est sans déviation,

Si Fg E est muni de llordre induit par 1'ordre de - E, il -est

immédiat que dev F dev E. & chaque fois que dev E existe,



Lemme ¢ Soient E et F deux ensembles ordomnés, Alors

Dev Ex F = éup{dev E, dev F} ) chaque fois que les deux membres de 1%égalité

existent, E x F est muni de l“ordfe'ﬁioduit (a,b) < (a‘gb?)‘<==> ag a'l

et b g b', 8L E et F sont munis de 1°'ordre diséretp il en est de-méme de

Ex F de telle sorte que dev E x F= - 1 = sup{dev E, dev F}.

Supposcns gque E' € DOﬁy F* ¢ Db entrainent
e

supldev E', dev F') = dev E' x F' et soient E et F dewx ensembles ordonnés
tels que sup{dev E, dev F) = g.

Soit (aﬁsbo) 5 (a19b1~) S .. > (angbn) S ... une suite déeroissante

0 L 2 -

d'éléments de R x F alors [(ai+19bi+1)9 (aifbi] c [ai+19ai] % [bi+1”bi]
de telle sorte que :

dev[(ai_*_i,biw)g (a,,0.)] < dev[a; a7 x [b; 0]
En outre, on peut trouver un entier N tel que pour tout i ) n,
Eai+1”ai] ¢ DOL et Ebi+1§bi] € Da° Onren~déduit :

dev[(ai+19bi+1)9 (aigbi)] < sup{dev[ai+19ai}9 bi+1”bi] < o
Notons que E x F n'appartient pas & -D06 ‘puisque pour tout f ¢ W,

dev E = dev R x {£} & dev E x F et powr tout e ¢ E,

i

dev F = devie} x F dev Ex F,

Onen déduit dev Ex F = ¢

cqfd.,

I, DEVIATION QU DIMENSTON DE-KRULL D'UN MODULE, ‘
Ties anneaux sont supposés unitaires, Les modules seront des

R-modules a droite unitaires,

Définiticn ¢ Nous appellerons dimension de Krull du R-module M, ou
déviation de M, la déviation du treillis des sous-modules de I,

Nous la noterons K dim M ou dev I,
Remarque : Si N 2D N' sont deux sSous-modules de M, alors
[N°9N] est isombrphe au treillis des sous-modules de N/NQ de telle sorte

que dev[N',N] = dev N/Ngo
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TLa déviation d'un anneau R sera la déviation du R-module & droite RR;

O <K=> M est un R-module artinien

Il

Exemples ¢ dev M
dev 7.

]

1e

.

[,emme 121,(1) . S0it M un R-module a droite, Si. N est un

sous-module de I, alors

dev M = sup{dev N, dev M/N}' &4 chaque fois que les deux membres de

1'égalité existent,

(11) 81 R est un anneau, alors

dev R = supf{dev M, M module de type fini } & chaque fois que les deux

membres. de 1'égalité existent,

Démonstration : Soit [OgNJ le Treillis des sous-modules de N,

.[ogg/N]‘a [N,M) le treillis des sous-modules de M/N% et [0,M] le treillis
des sous-modules de M.

Aors [0,N] et [N,M] sont inclus dans [O0,M] de telle sorte que :
dev M » sup{dev N, devAM/N}°

Réciproquement, on construit une application injective du treillis
[0,i1] dans [0,N] x [N,M] en associant & tout sous-module MN' de M le
cougle (M'A N, M'+N). On en déduit :

dev[0,M] & dev[0,N] x [W,M]
de telle sorte que dev M < sup{dev N, dev;MyN}e

(II) . Par récurrence sur_ n et en utilisant (I)9kron montre que
dev R = dev R* & supfdev M, M de type fini},
Réciproquement, si M est un R-module de type fini, on peut trouver

une sulite exacte de la forme Rnw» M- 0, Alors (I) montre que

dev M < dev Rn = dev R

cgfa
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Goreollaire 1,2 Toube image homomorphe dfun annean R avec déviation

est un anneau avec déviabion inférieure ou égale & celle de R,

Proposition 1.% Tout module noethérien est un module avec déviation,

Supposons que M soit un module noethérien sans déviation, La famille
des sous-modules N de M telle que WM /y soit sans déviation posséde un élément
maximal, On peut donc supposer que toubt module quotient propre de M est avec
déviation, Comme la classe des sous-modules propres de M, donc des modules
quotients propres de M est un ensemble, on peut trouver un ordinal o tel que

la déviation de tout moduls quotient propre soit inférieur & q.

(n en déduit dev M <

Proposition 1.4 Tout module non nul avec déviation est de dimension

finie,

Rappelons gu'un module M est de dimension finie si 1'on ne peut pas

trouver une famille infinie de sous-modules de M dont ls somme est directe,

Parmi les modules pour lesquels la proposition est fausse, nous pouvons
en choisir un de déviation minimale ¢, On peut alors trouver une famille infi-

nie de sous-modules %i de M telle que :
oQ

2 @ g .

imp 7

fee]
Considérons la suite MQ - M‘I e e | Mn seo ~OU pour tout mn, Mn = @ %an.
S ‘ =1 ’

Alors, pour tout n, la déviation de Mn/M est inférieure ou égale & g,
‘ T
Bn outre Mn/ est isomorphe a @ %211‘; D'aprés la minimalité de ¢,
N1 3=1(2) J
dev Mn /M =g, On a mis en évidence une suite infinie déecroissante
N .
= MQ =2 M1 2 eee =2 Mr = Mn+1 D... telle que pour tout n, dev Mn/M R

N4
Ceci montre que dev M > g d'olu une contradiction,
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Qorollaire 1.5 Soit M un module avec déviation,

80it o = sup{dev MyE+1§ E sous-module essentiel de M}, Alors dev Mg as

En effet supposons dev M > g, On peut alors trouver une suite infinie
décroissante de sous-modules de M soit Mo > M1 D oese 2 Mn telle que pour

tout i, dev Mi/ > Qo

/5

Dlaprées la proposition 1.4, on peut itrouver un indice n tel gque
dim Mn = dim Mh+1°

Soit é%' un complément relatif & Mh' dans M, Alors éﬂ?@)ﬂk+1

est un sous-module essentiel dans M, Fn outre, N / est isomorphe a

n
Mn+?

%o n, sgau, < Vben

On en déduit dev Mﬁ/M +1 & s d'ol une contradiction,
N+

II. MCDULES NOTARLES.

Définitions, Soit M un R=module, Nous dirons que M est ;a'notable

si dev M= ¢ et si dev M' ¢ ¢ pour toute image propre de I,

M est un module notable s'il existe un ordinal ¢ +Hel que M soit

o notable,

Un idéal & droite de R est notable s'il est notable pour sa structure .

de R-module,
Gordon et Robson uwbilisent le mot critique au lieu de notable,

Exemple ¢ Un-module artinien csontient des sous-modules (-notables, -

Ce sont les scus-=modules simples,

Théordme 2.1 Soit M un module non nul avec déviation, Alors ¥

contient un sous-module notabhle,

Soit o = inf{dev N, o # N < M},
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Alors il existe un sous-module N de M tel que dev N = ¢, Toubt sous-module

non nul de N est avec déviation ., Si N n'’est pas « notable, on peut trou- -

ver un sous—module non nul N1 de N tel que dev N/N = a, BEn itérant le
1 .
procédé, on construit une suite décroissante NO = N> N1:3 ,OQ:D_Ni:D Ni+1:3 oo
telle que pour tout i, dev Ni/N = go Cette sulte est nécessairement finie,
141

0 ruction ci=dessus ne peu arrédter que sur un module ..« notable
Or la const 1 ci=dessus n t slarr

cqfd,

Corellaire 2.2 Supposons que tout sous-module non nul de M contienne

un_sous—=module non nul avec déviation, alors M contient un sous—-module essen-—

tiel quil est somme directe de sous-modules notables,

Notons d'abord que M contient un scus-=module notable, Nous dirons

qu'une famille {5@}} de sous-=modules notables de M est indépendante si la

somme ¥ 5@; est directe g 5%; =@ 5@;0
i i | i

Si @)5ﬁi n'est pas essentielle dans ‘M, soit K un complément
relatif a @ ;@%o Alors K conbient un sous-module avec déviation, donc un
souSamoduleantable B, La famille {9ﬁi} U {B} est alors une famille indé-
pendante de sous-modules notables de M, Si {9%1} est maximale parmi les
familles indépendantes: de scus-modules notables de M, alors Q)th est un

i
sous=module essentiel dans M,

Proposition 2.% Les sous—modules non nuls d'un module o notable

sont ¢« notables.

BEn effet, 81 NcM N % 0, alors o = dev M =_sup{dev N, dev M/N}

=dev N. Si CcN, C# o0, alors %MLZWC et dmrwcédwwwc<ao

"N
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Corollaire 2.4 Soit M un module, Soit {ciy i ¢ I} wne famille de

sous=modules notables de M de déviaticns distinctes deux & deux, Alors la .

Sbmme E:: Ci est uwne somme directe,
igI '

11 suffit de démontrer le corellaire pour une famille finie de sous=
modiles neotables, Bn effet, si la somme 3 Gi n'est pas directe9_11 existe
i
un indice j ‘tel que C. r}E rcv,f o, Soit x €.C. N E:t C.. (o peut alors
o °3 wrahe? 3 e
i#3 i#3 |
Ck o L&

trouver une famille finie d¥indices kobogkh‘ telle que x ¢ Cjﬂﬁ
; =1 "z

X
gomme C. + n'est pas directe,
J ;C‘K;e ’

Nous allons maintenant démontrer le @oroilaife.par récurrence sur.le
nombre d'éléments de la famille, Le corollaire est vrai pour m = 1.
Si c1 o oo Cm est une famille de sous-modules notables de M tels

que o, = dev Gio Supposons o, < a2‘< vea & O AMors

me=1. m=1
dm‘§~ciﬁdwg® %fsmm@mf%,i:1o”wq§:%yr
1= L=z
m=1
Soit D = ¢, 0 alors dev D é-aﬁPTD Mais DgC de telle sorte.que
. =

D = 0 vouisque tous les sous-modules non nuls de Gm sont de déviation aﬁg

ITIT, MODULES MONOFORMES.

Définition 3 Soit M wun module non nul. Nous dirons que M est un

module menoforme si pour toul sous—wmodule non nul N de M alors tout homo=

morphisme non nul 3N - M est injectifl,

Proposition 3.1 Toubt module notable est moncforme,

Soit € un module a-notable et soit D un sous-module non nul de CC,
D est module -o-notable de telle scrte que toute image homomorphe propre de D

est de déviation infériesure & «,
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Soit f un homomorphisme de D dans €. Si £ # o . £(D) est un
sous=module non nul de (¢ de telle sorte gque dev f(D) = g, Ceci montre

que ker f = o,

Si R est un anneaun avec déviation, il n'y a pas en général coinci-
dence entre la classe des modules monoformes et la classe des modules notables,
On trouve un contre~exemple en considérant le module "matrice ligne supériesure®

sur un anneau de matrices triangulaires supérieures & coefficients dans un corps,

Proposition 3.2 Soit € un module mo'noformey‘ alors 3

(1) ¢ est un module co-irréductible,

(II) Tout sous-module de (¢ est moncforme,

(111) Si I est un sous-module non nul de C, alors tout. homomorphisme non.

nul de & dans 1%enveloppe injective de (¢  est injective,

Démonstration : (I). 8i ¢ n'est pas co-irréductible, alors il existe

& C et B¢ tels que %+B = £ @ Bc C. Alors on peut trouver un

homomorphe non mul  £:%@ B> c C qui n'est pas injectif,
(II) est évident,

(IIE) Soit f wun homomorphisme non nul de & dans
B(¢), Alors. £(%) C ;é o, Il existe donc un sous-module B de ¢ tel que
la restrict;i-on fB de £ & B soit un homomorphisme de B sur f(‘%) N C,
Le noyau de fB est alors ker £f NG, Or ¢ étant monoforme  ker fB = 0

entraine ker f = o,

La proposition 3,2 est vraie en particulier pour les modules notables, :

En dépit de (III), 1'enveloppe injective d'un module notable ou mono-
forme n'est pas en général un module notable ou monoforme comme le montre

li'exemple suivant,
Le 27, =module 27 est o=notable tandis que E(22Z . isomorphe

a Z ntest ni notable ni monoforme,
/4 '
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Définition : Nous dirons qu'un anneau R est riche en monoforme si

tout idéal 3 droite de R contient un sous-module monoforme,

Un ennean R avec déviation est riche en monoforme,

Proposition %,% Soit R un anneau et § un anneau de fractions

classigque de R,

(1) U est un idéal & droite monoforme de R si et seulement si TUQ est un

idéal a droite moncforme de Q.

(11) 81 Q est _un anneau artinien, alors R est riche en monoforme,

Démonstration (I) Seit U wun idéal monoforme de R et soit UQ

1'idéal 3 droite de Q engendré par U, Soit A< UQ un sous-Q-module de

UQ et soit f£°:% - Uy wn Q-homomorphisme non nul, Alors il existe x ¢ I
tel que £ (x) £ 0. On peut écrire x ¢ d tel que £(x) # o, (n peut écrire
x sous la forme X = (ya)bm1 oW yeU, acd&, bed, b est inversible
daris Q, Mais alors ya € U et fo(ya) # 0, Ainsi, on peut trouver un
sous=#-module V de U telle que la restriction f de £0 3 V scit un
homomorphisme non nul de R-module, Dlapres nos hypothéses ker £ = o, (@

le R-module UQ est extension essentielle de U donc de V.,
On en déduit ker £° = ol

Réciproquement, Soit £ wun homomorphisme non nul de V< U dans V.,

Nous pouveons prolonger f en un Q-homomorphisme non nul de VQ dans TUQ soit

0 o
f7. MAMors ker f = o entratne ker f = o,

(II) Les idéaux minimaux d'un anneau artinien sont

O-notables donc moncformes, On en déduit aisément le résultat désiré,

Lemme 3,4 Soilt. R un anneau semi-premier, Scit ¢ wun idéal & droite

monoforme de R, Alors 11 existe ¢ ¢ ¢ tel que r(c) mC=o0, r(c) désignant

1'annulateur & droite de ¢,

R étant semi-premier, G2 % 0., Il existe ¢ ¢ ¢ tel que cC # 0,
X —» cx définit alors un homomorphisme non nul de ¢ dans ¢, Cet homomorphisme

est injectif,
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Rappelons qu'un G-anneau & droite est un anneau semi-premier, de dimension finie
. x ) -

& droite et vérifiant la condition maximale pour les annulateurs a droite,

Thécréme 3.5 Soit R un anneau, Alors R est un G=anneau & droite

si et seulement si R est semi-premier, de dimension finie & droite et ricghe

en moncforne,

La condition nécessaire découle directement du théordme de Goldie et

de la proposition 3.1,

Réciproque, Soit (¢ un scus-module monoforme de R, Alors il existe
¢ € ¢ tel que r(c) MC = 0 de telle sorte que ¢ g z(R) ol Z(R) est
1'idéal singulier & droite de R, Z(R) est nul puisqu'il ne contient aucun
sous-module monoforme, L& résultat découle alors d'une version standard du

théoréme de (oldie,

Qorollaire 3.6 Soit R un anneau semi-premier avec déviation, alors

R est un G-anneau a droite,

BIBLICGRAPHIE,

P, GABRIEL et R. RENTSCHLER, Sur la dimension des anneaux et ensembles
ordonnés, C.R, Acad, Sci, Pavis 265 (1967)
Pp. 712-715,

R, GORDON et J.C. ROBSON, Krull dimension (b paraftre).
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z

Les résultats exposés ici font partie d'un travail rédigé dans un
I

article & paraiftre intitulé 3 "Extensions factorielles et Modules factorables®,

Donnons, en guelques mots, le contenu de cet ariticle,
$ 9

n module fashoriel (of, Bull. Sc, Math, 2e série, 95, 1971 : Mcdules
factoriels par A.M. Nicolas) est un module M sur wn anneau fachoriel tel
que tout élément s'écrive "de fagon umique® : x = af, a ¢ A, ¢ irréductible
dans M, J%tudie (§ 1) & quelle condition, si A< B (o A et B 'sont deux
anneaux fa@toriels) B est un A-module factoriel, Je monire (§ 2) que tout
module réflexif sur un annsau factoriel est un medule factoriel, Les modules
factarébles (§ 3) sont définis comme étant les modules dans lesquels toub
élément s'écrit de fagon unique x = af, A n'étant plus nécessairement fac-
toriel, Les propriétés de ces modules sont étudiées aux paragraphes 4 et 5,
On étudie les modules factorables de rang fini (§ 6), les modules factorables
sur les anneaux de valuation discrdte, (n démontre enfin que, si A est un
annean de Zariski, et si E est un A-module de fype fini, tel que B soit

un A-module factorable, alors E est un A-module factorable,

z

Pour la rédaction de cet exposé, je me bornerai donc & énoncer sans
démonstration les théorémes dont je parleral & ce séminaire, Les références
entre parentheéses renvoient & 1l'article cité ci-dessus, Je joins d'autre part

une biblicgraphie,
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Théordme 3 Soit M un A-module sans torsion sur un annesu A

commutatif, unitaire, intdgre, Les propriétés (I) et (II) sont

équivalentes,

(1) Tout élément de M s'écrit x = ag, avec a ¢ A, §  irré-

ductible dans M,

Tout élément irréductible est primitif,

(1) Tout élément de M s'éerit "de manidre unique® x = ay ou

a€ A ebF ¢ irréductible dams M (1'expression de manidre

~unigue signifiant s

X = ag = bn > 35_; € A* tel que a = gb et N = €N

A% étant le groupe des unités de A),

[cfo théordme 3,1].

Rappelons gue 3
x € M est élément irréductible de M si s
X=ay, a€h, yeM==>ac¢h*
X € M est élément primitif de M si 3

az € Ax, a ¢ A, 2z € M= 2 € AX,

Définition 3 (n appellera medule factorable tout module satisfaisant

aux conditions (I) o QII).du théordme précédant,

Exemples ¢ Si A est factoriel, alors s N Tacktorable <==> M factoriel,
Tout A-module monogdne libre de rang 1 est factorable,

Si K est le corps des frachtions de A, les sous A-modulestde XK qui
sont factorables sont les sous A=-modules monogenes,

Tout espace vectoriel sur un corps L -est un IL-module factorable,

Thécreme 3 Soit M un module sans torsion sur un annsau A commubatif

unitaire, intéegre, de corps des fractions X, Les propriétés (a) et (b)

sont équivalentes s

(a) M est factorable,

(b) Dans l'espace vectoriel K @ M, l'intersection de toute droite

avee M est un sous A=module de M, libre de rang 1,

[ef, théortme 3,77,
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2, PROPRIETES DES MODULES FACTORABLES,

Si M est un A-module factorable alors ¢ aM < bM => bla,

§i A nfest pas un corps, eb si M est un Armodulé factorable,
alors M est réduit (clest—a-dire que M ne contient aucun sous-module
divisible non nul), [Propriété 4,3],

Tout facteur direct d'un medule factorable est factorable [404],,

Tout sous-medule pur d'un moduls factorable est un module factorable
[théordme 4,6]
| Si M est un module sans torsion de type fini, sur un anneau. A,
noethérien, intégralement clos, qui est factorable, alors M est réflexif

[théortme 4.8].

DIRECTS DE MODULES FACTORABLES,

Théordme s Pour que M = A x A soit un A-module factorable, il faub

et il suffit que A vérifie la condition suivante : pour tout couple

(a;b) d'éléments de A il existe un pged (condition §). [of.

théorgme 5,1].

CGonséguence ¢ Si M est un A-module factorable libre de rang
supérieur a4 1, glors Av vérifie la condition §.

Si A vérifie la condition § ‘tout preduit de deux modules facto=
rables est un module fagtorable, et toube soume directe de modules factorables
est factorable,

81 A est noethérien, pour que M= A x A soit factorable, il faub
et 11 suffit que A soibt un anneaun factoriel,

Si M est un module de type fini de rTang n y 2, sur un anneau de

Dedekind, alors M est un module libre de rang n et l'anneau A est principal,

4,

MODULES FACTCRABLES DE RANG FINT.
Tout module factorable de rang 1 est un module libre de rang 1
(proposition 6,1).
Mais il existe un A-module factorable M sur un anneau factoriel qui
est de rang 2 et gqui n'est pas libre: on prend

A= IR[XgYQZ] ; s+ M est un A-module engendré par trois générateurs:

(x%47%47%-1)
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dx, dy, dz 1iés par la relaticn =xdx4ydy+zdz =UQ“(xgy»et;z,désignant,les images

de X, Y, Z par l'application canonique R[X,Y;Z] = A).

Il existe un Z-module de rang 2 factorable qui n'est ni libre ni de
type fini, On constrult une sulie d'entlers premiers positifs telle que pour
tout ¢ W

a¢c 2, be 2 ]al <net |b] <n=> p, ne divise pas amb£§+p1+p1p2+ooo+p$eoo£h§f)o

n prend pour M le sous Z-mcdule de € x § engendré par la suite (Xn)

définie par

1
X{} = (190)9 Xl3 = (Og?‘)Q °c oy X‘q.;.'; =g(XO+Xn)°

- H

[cf, exemple 6.3].

les exemples précédents apportent donc des réponses négatives aux deux
guestions sulvanbtes 3
Un medule factorable de rang fini est-il de type fini ?

Un module factorable de rang fini est=il libre 9

Mais cependant, si A est un anneau de valuation discréte complet, tout
module factorable de rang dénombrable est libre (604)° i A est un anneau de
valuation discrete non complet, 1l existe un A-module factorable de rang 2 qul

ntest pas libre {Exemple 7.4).
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La nobion dlannecau semi-artinien a été introduite en 1968 par Nastacescu

(8) ‘

. Nous nous proposons ici de caractériser ces anneaux gréce aux

(2)

et Popescu
notions utilisées par Popescu dans "Spectre & gauche d'un anneau® , puls de

construire sur eux une décomposition primaire des modules,

Les anneaux sont unitaires, non nécessairement commubatifs, les

A=modules sont & gauche unitaires,

On dit qu'un anneau est semi=artinien & gauche si tout A-module & gauche

non nul contient un A-mecdule simple, Un anneau A est semi-artinien si et seu~
lement si

a) Tout A-module M est extension essentielle de son socle (le
socle est somme de tous les modules simples inclus dans N),

ou b) Tout injectif est enveloppe d'une somme directe de modules simples,

Quand A est commutatif et semi-artinien tout idéal premier est

maximal ,
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Définitions,

a) Systdme localisant (ou topologisant et idempotent), On dit gutune

famille F d‘'idéaux & gauche de A est un systéme localisant si

- PED

- HLEF et kDA entrafne ke F
- pEF et HerF entraine Bk cer
- e P et x € A entraine Lcsx ¢ P

f

DleP et V¥xe fL fix ¢ F entrafne kerF.
Exemples F,E,., = {hc A tel que Hom(A/kg . E(A&)) = o} est un

systéme localisant appelé systéme localisant défini par JL .

F(x) = { & c A tel que Hom(A/ﬁ o B(X)) = o} ost 1o

systéme localisant défini par le module X,

b) Sous—catégorie localisante (Gabriel, Goldman),, Soit ‘F une

sous—-catégorie pleine de Mod A, on dit qu'elle est localisante si
1) Pour toute suite exacte -de Mod A @
0 =+X" »X=X">o0

on a XeF = X'¢ K e X"¢F.
2) Pour toute famille de modules (Xi)iel telle que . ¥i ¢ I

X €t F ma @ X €F .
i . i
ieT
Un systéme localisant F permet de définir une sous-catégorie locali=
sante ¥ de la fagon suivante : % est la sous—catégorie pleine de Mod A
dont les objets sont les A-modules F négligeables (M est F négligeable si

Vxe¢M AimxeF),

c) si F  est une sous=catégorie localisante il existe une

catégorie guotient notée Mod A/%, . n notera T 1le foncteur
Mod A — Mod A/éf et 8 le foncteur injection canonique 3 Mod. A/ﬁ’ - Mod A.

et on identifiera T o § & l'identité sur Mod A/ﬁ’ .
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d) Premier & gauche (Popescu (2), voir aussi Goldman (6)). On dit

qu'un systeéme localisant F d'idéaux & gauche de 4 est vremier & gauche

de A si la catégorie guotient  Mod Aé? (ou % est la sous—catégorie lo-

calisante assccide &4 F) n'a gu'un type d'objet simple U dont 1'enveloppe
injective E(U) est un cogénérateur (on a alors pour tout objet Y non nul

de Mod Aﬁﬁ Hom(v,B(U)) # o), Si A& est commmtatif F est premier si et

seulement si F = F cu gﬂ est un - idéal prenmier,

F

THEQREME I, Scit A un anneau unitaire non commubtatif;alors A est

semi~artinien & gauche si et seulement si

N

1) Tout premier & gauche P admet un idéal de définition maximal

(i.e. F=7_).
ms (1.0 ’

2) Tout injectif indécomposable Q est premier (i.e, F(Q) est un

premier & gauche),

%) Tout A module & gauche est riche en coirréductibles,

Conditicn néoessalire,

Soit P un premier & gauche de A, & la catégorie localisante

associée, E(U) un cogénérateur de Mod Aﬁﬁ . n montre que S(E(U)) est un

injectif indécomposable de Mod A et que F = F(s(B(U))). or A est semi-

artinien, houb injectif indécomposable est de lé forme E(A/ﬁb) o M, est

maximal d'ou F = F(s(x(y))) = FQE(A%mb)) =T

Corndition suffisante, -

Soit N ocoirréducitible inclus dans WM, Q son enveloppe injective

alors F = K = F(ELA et Popescu a montré qu'alors = m(A s
(Q) = B, (Bla, ) pesc ré q s = Ea, )

ce qui montre que M contient un A=-module simple iscmorphe & A/ .
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IIT. DECOMPOSTITION PRIMATRE DES MODULES SUR UN ANNEAU SEMI-ARTINIEN,

Définitions (Popescu).

a) Module coprimaire (primaire au sens de Goldman). Un A-module X

est dit coprimaire si PF(X) est un premier & gauche et si pour tout sous-module

non nul X' de X ona ¥(x) = m(x').

b) Idéal  M-primaire, Un idéal & gauche I est M primaire

. . * d 1 =
si A/I est coprimaire de type Mo (i.e. FI Fﬂb ).

¢) On dit qu'un module N inclus dans un module M est

M —~primaire dans M si Socle(M/N) est isotypique de type A%nb .

Propriétés élémentaires,

Soit A un anneau semi-artinien, alors :

- Pour tout idéal irréductible % il existe un idéal & gauche maximal MM

tel que ¢ soit M primaire, (n a alors E(AAJ ) = E(A/Wb))'

~ 5i {o} est M primaire dans un A-mcdule M alors :

i) pour tout x ¢ M Ann x est ™M, primaire,

ii) {o} est M, primaire dans E(M).

néfinitions,

(n dira qu'un idéal maximal My est associé au module M si M

contient un A-module simple isomorphe é_ A/ . On notera Ass M 1'ensemble

N

des classes d'idéaux associés & M modulo la relation :

MHEM =>4 = e
/m /'
Nous noterons Mﬂb le M"localisé" de M en M au sens suivant : qu = 7(m)

ou T est le foncteur Mod A - Mod A (% définie par le systime
' /R

localisant Fﬂb ).

Si L # {o} nous dirons que ™ € Supp M.

Remarque : Lorsque 1'anneau est semi~artinien commutatif on démonire que

ces définitions coincident avec les définitions habituelles,
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Proposition 3, Soient A un anneau semi-artinien et

O0-»N-> M- M/N - 0 une suite exacte de A-modules, alors :
a) Ass M c Ass N U Ass M/N’

b) Supp M = Supp N U Supp e

Preuve de a}, (n utilise le fait que E(M) est un sous-module de

E(N) @ E(M/N) : les composantes simples du socle de M sont nécessairement

des composantes simples de N @ M/Ne

Preuve de b). Pour montrer que Supp M c Supp N U Supp M/N’ on
considére M, ¢ Supp M, clest-a-dire Ix ¢ M tel que Ann x ¢ Ey, OV

encore : il existe f £ o et f ¢ Hom(A/ ,E(A/mJ )) et on montre qu'il

Ann x

existe un morphisme non nul de N dans E(A/m, ) oude M/N dans E(A/m )o

Proposition 4, Soit A un anneau semi‘-=a:r"c‘:'LnienJ M un A-module,

N un sous-module de M, alors

N = ( } N(m)  on N(m,) est m, primaire dans M,
ME Ass M/N
La décomposition est réduite et unique au sens suivant :
On dira gu'une décomposition primaire N = () Ni est réduite =i
ieI
Vlo € 1 m Ni ¢Ni . Si on note Ass M/N. = {'m,l} alors
. I-1 o] i .
0
i# == 'm,i # m’j" n dira qu'une décomposition primaire réduite est
unigque si toute autre décomposition réduite, N = m Ni’ est telle que
iﬂeIl
d I = d It t - = .
Card I = Card I' et | Ass "y L)vASS .
I i I i
Lemme, Soit M un A-module et (Mi)iel une famille de sous-modules

de M telle que () M. = {o} alors 4Ass Mg \U 4ss M, . Soit me Ass M,
T iel T T el /Mi

alors i¢ I tel que M. A donc M. M A =10 £t M
alors i1 telque M A4, dome w04 = o] /u,

contient un sous-module simple isomorphe a A/m .
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Preuve, L'existence de N(M) sous-module M, primaire dans M se
démontre en utilisant une technique proche de celle de Bourbaki (1) dans 1le
cas des anneaux noethériens commutatifs, La famille des sous-modules N de N
qui vérifient Ass N < Ass M-{M,} est inductive, on appelle w(m) un

élément maximal et on montre que Ass M/N(Wb) = {m} alors {o} = N n(m)
Ass M

est une décomposition primeire réduite de {o} d'apres le lemme,

Pour montrer que la décomposition est unique on pose Ni = (”\ N.
. o 1gI-1i
o)
si f\Ni est une autre décomposition primaire réduite de {o}, alors
I

Ni N Ni = {o} et Ass Ni = Ass M/N. . (n applique de nouveau le
o 0 0 i,
1 ntrer ss M= : = t on
emme pour mo er que. Ass M .kj Ass ﬁ/N. U Ass M/N(ﬂb) et o
il i, MEdss M

montre facilement 1°'égalité :
Card I = Card Ass M,

Pour passer & N # {o} on applique les formules précédentes avec mMyE Ass M,
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RESUME,

Soit @ wn corps de caractéristique o,

Solt A1 la g-algébre associative unifére & deux générateurs x et y
assujettis & la relation =xy-yx = 1,

A1 est 1'algébre de Weyl & deux générateurs ; A1 est isomoryphe & 17anneau
@[y][x], ol @[y] est 1'anneau des polyndmes sur @ & une indéterminéde y, et
e[y}[x] est 1'anneau des ﬁolynémes non commutatifs sur o[y] & une indéterminée

x avec xf-fx = £' = af/dy, fe¢afyl.

Le but de l'exposé est d'étudier les A1—modules simples, leurs homomorphismes
et extensions, En application on résoud les deux conjectures suivantes d'EFEisenbud,
D. et RObsony J.Co ¢

1) Un module de torsion, cyclique, indécomposable, sur un domaine d'intégrité,
non commutatif, de Dedekind est=il nécessairement universel <

2) Un domaine d'intégrité, noethérien, héréditaire, admettant des modules de

torsion indécomposables est-il cyclique ?
Dans ce travail, on établit que la réponse a ces deux questions est négative,

Voici les références bibliographiques :
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SUR_L'INTERSHECTION DES PUISSANCES DU
RADICAL D'UN T-ANNEAU NOETHERIEN,

par G. CAUCHON

Tous les anneaux considérés dans cet exposé sont unitaires, Le probléme
de 1'étude de l'intersection des pulssances du radical de Jacobson d'un anneau
non commutatif noethérien a été particulitrement étudié par A.V. Jategaonkar qui
a construit dans [5] un anneau commutatif principal D, un homomorphisme d'anneaux
~injectif p:D - D tel que l'anneau R =D < X, p > des séries entidres formelles
" & coefficients dans D, wmuni de l'addition usuelle et de la multiplication définie

par la regle 3 xd = p(d)x pour tout d ¢ B, satisfasse aux propriétés suivantes :

Propriété 1 ¢ R est intégre et tous ses idéaux & gauche sont principaux

(de sorte que R est noethérien & gauche),
Propriété 2 : Les idéaux & gauche de R sont tous bilateres,

Propriété 3 : Si J désigne le radical de Jacobson de R,
xe (T
n=1

L'existence diun tel anneau est intéressante car elle montre que, en général,

dans un anneau noethérien & gauche (et méme principal & gauche), non commutatif,

1'intersection des puissances du radical de Jacobson est non nulle,

Rappelons (voir [7]) qu'un anneau A est un T-anneau 3 gauche s'il est

noethérien & gauche et si, étant donnés deux A-modules & gauche injectifs indé-
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composables E1 et E2, on a s

ASS(Ei) = ASS(Ez) => B, = L,

(Pour tout module M, Ass{M) désigne 1'ensemble des idéaux premiers associdés & N

au sens de [6]).

Oon sait qu'un anneau A noethérien & gauche est un T-anneau & gauche si et

seulement si il satisfait & la condition de Krause :

“Pour tout idéal premier & de A, pour tout idéal & gauche I de A

contenant 53 . Si L est essentiel dans A alors I contient wn idéal bila-

& &’

Ctére 8 de A contenant & strictement", (voir,. par exemple [8]),

En particulier, l'anneau R décrit précédemment, dont tous les idéaux &

gauche sont bilatéres, est un T-anuneau & gauche et nous voyons que, en général ,

dans un T-anneau & gauche, llintersection des puissances du radical de Jacobson

est non nulle,

Ces questions ont été également étudiées par I,N. Herstein, qui a construit
dans [2] un exemple d'anneau noethérien & gauche, a idenﬁité polyn8miale, et dont
l'intersection des puissances du radical de Jacobson est non nulle et par
L.W. Small qui a montré dans [9] gue, si un anneau A est une algebre finie sur
un anneau commutatif noethérien, alors 1’intersection des, puissances du radical
de Jacobson de A est nulle, I.N, Herstein et IL.W. Small ont également prou?é
récemment dans [3] que, si A est un anneau noethérien bilatdre vérifiant une
identité standard, si J désigne le radical de Jacobson de A, et si on pose

+ oo + oo

n n
J, = J o, J2 = ( i J1poo¢)
Yi==1 =1

alors il existe un entier s tel que JS = 0,

Le but de ce travail est d'établir le résultat suivant, dont les hypothdses
ne semblent pas pouvoir &tre simplifiées, compte tehu des résultats rappelés pré-

cédemment ¢ "Si A est un T-anneau & gauche, noethérien & droite, l'intersection

des puissances du radical de Jacobson de A est nulle",
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Nous aurons besoin pour ceci du résultat suivant, établi dans [1] :

THECREME 1 : Soit A un anneau noethérien & gauche, les propridtés

suivantes sont équivalentes :

i) A est un T-anneau b gauche,

ii) A satisfait & la condition (H) de Gabriel :

~

"Pour tout A-module & gauche M de type fini, il existe un nombre

fini m1,..,,mrl d'éléments de M tels que s

(0. M) = (o-.m1) Moo n(onm ),

(Nous notons, pour toute partie X de M 3

(0.%) = {a ¢ A[éx = 0}).

LEMME 2 : Scit A un T-anneau d gauche, I un idéal & gauche

N=-irréductible de A et 8 le plus grand idéal bilatdre de A, contenu dans T,

A . . \ - Y
Alors l'anmneau Tﬁv est extension essentielle (b gauche) de son socle &
P o

gauche,

il e

Démonstration ¢ Posons M = = ; c'est un A-module & gauche monogéne, L'in-

tersection 3§ des sous-modules non nuls de M est non nulle, c'est donc un

sous-module simple de M et, M étant co-irréductible, M est extension essen-—

tielle du Sogffmodule simple S,

Par ailleurs, d'aprées le théoréme {1, il existe un nombre fini m19»o“,mn

d'éléments de M tels que :

B=(0.m) = (O'.mT) O e m(o',mn)o

Donc L considéré comme un A-module & gauche, est isomorphe & un sous-module de

&’
X = A @ .@~A & Anm @ @ Am
‘ (O'.m15 (o-.mﬁi e n

TP oeeo DM =Y
L—.......—V___J

n fois
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Y est extension essentielle du A-module semi-simple

I=2S@ oo @ S,
\'
n fois

Par suite, L est extension essentielle du A-module semi-simple 3 M £y

2 5

A . . . . . ag
1ltanneau 3 est donc bien extension essentielle de son socle puisque ses idéaux
a gauche coincident avec ses sous-modules quand on le considere comme un A-module

a4 gauche,

LEMME 3 ¢ Soit A un anneau noethérien & gauche et a4 droite, J son

radical de Jacobson et ,a ¢ J.

+o
Alors (’} Aa = 0.
n=1

Démonstration s A é&tant noethérien & gauche, il existe un entier k

tel que : (O‘.ak) = (O°.5K+1) = 66 = (O’.5K+p) = 600

+ oo
Soit ce (M) aa.

O=(x1a= a2a =aoo=akak=eoo=a1{+pak+p=oco (O‘ieA)o

Nous avons, pour tout entier p ) O ¢

K+p _ ktp+e1

%Up” T Cepar® =
k+p

[0 o= T = =

( k+p O'1<:+p-s-1a)a' 0 ?

K
(ak+pa°ﬁc+p+1a>a =0 =

k K41
ep” T Ykapir® (1).

. k k . s .
Par suite, ak+pa € qk+p+1a A, ce qul nous permet de considérer la suite
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@

croissante d'idéaux & droite de A :
k k k
%aAg%HaAg“,gﬁwaAgno
A  étant supposé noethérien & droite, il existe un entier p ) 0 tel que

k k
. =
k+pa A qK+P+1a A

I1 existe alors b ¢ A tel que 3

¢4 ék = k 5kb
k+p+1 &K+p.

gt 2 (@ames (1)),

Soit s qk+p+1ak (1-ab) = 0.

a appartenant & J, 1{-ab est inversible dans A, donc
4 oo

k _ kKiped no_
&k+p+1a’ =0, donc ¢ = ak+p+1a ; =0 et g;) A2 = 0,
LEMME 4 : Soit A wun_snneau noethérien ¥ gauche et b droite, extension

essentielle (& gauche) de son socle (¥ gauche),

Alors le radical de Jacobson J de A est nilpotent,
Brnanaratec

Démonstration 3 Soit § le socle de A et soit a ¢ J.

Nous avons, compte tenu du lemme 3 3
+ oo o
(M naa’) = o,
n==1 ' »
5 étant un A-module & gauche artinien, il existe un entier n tel que

£ At = 0.

v étant essentiel dans A, cecl exige at = O,

Donc J est un nil=idéal ; et J est nilpotent d'aprés le théoréme de

Levitzki ([4], p. 199).

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant, annoncé au début

de l'exposé,



16.6

THEQOREME 5 ¢ Soit A un T-anneau a gauche, noethérien & droite, et soit

J son radical de Jacobson,

+o
Alors (’) J = 0.
N==

Démonstration : O est égal & l'intersection de la famille (I ) N de tous
~ a’ o :
les idéaux & gauche, complétement N-irréductibles de A,
Soit, pour tout o € A, § le plus grand idéal bilatére de A, contenu
o

dans I , et Q. A - uém, 1'homomorphisme canonique,
o o
o

Il est immédiat que (J) est contenu dans le radical de Jacobson J de
Py o

A et que () & = 0; de sorte que 1‘*homomorphisme d'anneaux :

9
sba o€ A “
A
psh —~ T—T N
oA o

a - (@a(a))aeA, est injectif,

+o
Soit ce (Y J .
n=1
P D PaesnnmthAN

Pour tout o ¢ A, et pour tout entier n ) 1,

n n
9 () ¢ 9 (7)< .

Il résulte des lemmes 2 et 4 que, pour tout o € A, 1l'idéal J est
a

nilpotent,

Donc ¢ (¢) = 0 pour tout «, et c = 0 puisque ¢ est injectif,
o ezl

oo
(n a donc bien (_\ J = 0,
n=1

CCROLLATRE 6 ¢ Soit A un anneau 4 identitd polynlmiale, noethérien &

gauche et & droite, ef soit J son radical de Jacobson,

+ o
Mozs ()T =0,
n=1
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En effet, on saif qu'un tel anneau est un T-anneau & gauche,

Si un anneau A est une algebre finle sur un anneau commutatif noethérien,

A est noethérien & gauche et & droite, et & identité polynldmiale,

Nous retrouvons donc le résultat suivant dd & small [9].

COROLLAIRE 7 ¢ Soit A un anneau qui est une algebre finie sur un anneau

commutatif noethérien, Soit J le radical de Jacobson de

A,

1

Alors J = 0.
2O D

+ oo
()
N=

1



[1]
(2]

[3]

[41

[5]
(6]
[7]
(8]

[9]
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