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ALGEBRES . D I AZUMAYAS I 
GENERALITES 

par J. P. DEL.ALE 

Dans cet exposé et les deux suivants, on a essayé de faire une récapi tn= 

lation des principales propriétés des algèbres d 'Azumaya et des algèbres sépara­

bles. Les applications au groupe de Brauer et à la coholl)ologie galoisienne ne 

sont malheureusement pas abordées, mais le lecteur pourra trouver quelques ré­

férences dans la bibliographie (qui se trouve placée à la fin du troisième 

exposé) 0 Les références de base sur le sujet sont l'article d 1 Auslander et 

Goldman [4] et le livre de Demeyer et Igraham [10]. 

un anneau sera toujours supposé être associatif et unitaire mais ne sera 

p~s nécessairement commutatif; les homomorphismes d'à::nneaux sont unifères. 

Pour un anneau R donné, on désigne par R Mod (resp. Mod R) la caté­

gorie des R-modules à gauche (resp. à droite) unitaires. Si C est une caté­

gorie et .si M et N sont deux objets de C, c(M9 N) désigne 1 1 ensemble des 

morphismes M - N de c. Lorsque c(M,N) est muni d 1une structure particu­

lière (par exemple de module) 9 on emploiera la même notation en spécifiant 

éventuellement la structure considérée. 

Dans tout ce qui suit, afin d'éviter d'éventuelles confusions X, Y, z 
désignent toujours des anneaux commutatifs, tandis que A, B, R~ s, ... dé­

signent des anneaux quelconques. On note z(AJ ou z le centre de A. 



8.2 

1. LES DEFINITIONS DE BASE. 

1. 1. Termi.nologie 2 notations. 

Soit B un an..neau. on appelle B-algèbre un anneau A muni d uun homomor= 

phisme B --+ A envoyant le centre z(B) de B dans le centre .z(A) de A. 

soit X u..11 anneau commutatif et soit A une X-algèbre. on appelle 

algèbre enveloppa.11te de 

un objet de la catégorie 

A la X=algèbre AX = A~ A
0

P. On appelle 
X 

A/X=bidule 

un A/X-bidule M n I est autre qu I un groupe 

additif muni d 0 une structure de A-module à droite et d 1une structure de 

A-module à gauche telles que 

(am)a 1 = a(ma 1 ) t,/ a, a' € A Vm € M 

xm = IILX Vx € X Vm € M. 

Si y - X est un homomorphisme d I anneaux commutatifs 9 on a un homomor­

phisme surjectif d O anneaux Ay - AX en sorte que la catégorie des A/X-bidules 

s'identifie naturellement à une sous-catégorie pleine de la catégorie des 

A/Y-bidules. 

La X-algèbre A est un A/X-bidule particulier et on a un homomorphisme 

naturel de A/X-bidules (appelé homomorphisme de multiplication) 

qui identifie A à AX/W où w est le AX-idéal à gauche engendré par les 

éléments de la forme 1 ~ a-a~ 1. Remarquons que µ est un homomorphisme 

d I anneaux si et seulement si A est commutatif. Remarquons aussi que si A est 

une X-algèbre de type fini (en tant qu 0 algèbre)v alors W est un idéal de type 

fini 9 et donc A est un A/X-bidule de présentation finie. 

1.2. Algèbres d 1 Azumaya et algèbres séparables~ 

1.2.1. Définition~ on dit qu 1une X-algèbre A (X commutatif) est 

une X-algèbre séparablè .(ou est séparable sur X) si A est un A/X-bidule pro­

jectif. 



1o2o2o Définition ([9] Cho IIv § 5, ex. 14) ~ On d.it quiune 

X-algèbre A est une X-algèbre d 1 Azumaya si g 

1) 1 1homomorphisme X-,. A est i.njectif 0 

2) A est un X-module projectif de type fini 0 

3) l'homomorphisme 

ca.-rioniquement associé à la structure de Ax_,module à gauche de A est un 

isomorphismeo 

Les deux: notions sont à peu près identiques puisque 1 1 on prouvera 

(théorème 3o3o2.) que 

A est une X-algèbre d I Azumaya <=> 
{

,.A 

oX 

est séparable sur Xv 

est égal au centre de 

La notion d I algèbre séparable est donc un peu plus générale que celle 

d'algèbre d 1 Azumayao En fait on verra qu'une X-algèbre A est séparable si et 

seulement si A est séparable sur son centre z(A) et z(A) est séparable 

sur Xo L'étude des algèbres séparables se scinde donc en deux partieso 

Les algè-bres commutatives séparables 0 

Les algèbres d 1 Azumaya (ou 11algèbres centrales séparables 11)o 

1o3• Exemples d 1 algèbres d'Azumaya. 

1 o3.1 o Soit X un anneau commutatif et soit A = M (X) n 
1 °algèbre des matrices d O ordre 

A est une X-algèbre d. v Azumaya~ 

n sur X. On vérifie directement à la main que 

Plus généralement 9 on a le résultat fondamental suivant ~ 

1 o 302 0 Froposi tion ~ Soit E un X-module projectif de type fini 

et fidèle" Alo_rs A = X: Mod(E,E), anneau des endomorphismes de E 9 est une 

x-algè bre d v Azu:rnaya,;. 



Il suffit de vérifier point par point les propriétés de la définition ; 

nous allons le faire en détail pour rappeler quelques résultats que nous utili­

serons librement par la sui te,. 

L'homomorphisme naturel X-,► A= X Mod(E 9 E) est injectif car E est 

sup.posé fidèleo 

E étant projectif de type fini (ioe o facteur direct d 1un xnL A est 

facteur direct de X Mod(Xn 9 E) ,fg En et donc est aussi projectif de type finio 

Enfin, montrons en nous ramenant au cas des matrices que 

n~AX -,► X :Mod(A9 A) est un isomorp.h.isme,. Comme E est projectif de type finiJ 

E est localement libre ([9] § 5, n° 2 9 th. 1) et pour tout 1 E: Spec X 9 

E'j:t est l.ibre,. En vertu de [9] § 2 9 n° 8 9 prop.,. 19, on a 

A>t' t::!. x
1 

Mod(E?' 9 E1f ) donc est une algèbre de matrice,. on a 9 en vertu du même 

résultat 9 X Mod(A9 A)'1' ~ X'f' Mod(A1' 9A'F ) 

X 

et~ par ailleurs 9 on a trivialement 

(AX~ f;i. (A'P) 1' , ces deux isomorphismes identifiant à l'homo-

X 
morphisme naturel (A1') 1' ➔ X'P Mod(A1' 9 A,p ),. Comme ces derniers sont d.es 

isomorphismes pou.r tout 'f 9 o:n déduit de .[9] § 39 n° 39 th,. 19 que ri était 

déjà u..11. isomorphisme. 0 

10 30 30 Soit X un corps commutatif et soit A une X-algèbre 

centrale simple 9 c 1 est-à=dire une algèbre quasi=simple 9 de centre X et de 

dimension finie sur Xo on vérifi.e encore à la main que A est une X-algèbre 

d I Azumaya. 

Inversement? si .A est une algèbre d 9 Azumaya sur le corps X 9 c 1 est une 

algèbre centrale simple ~ En e,ffet 9 A est de dimension finie n sur X et 

AX9 isomorphe à X Mod(A~A) 9 est u..ne X-algèbre centrale simple" Considérant 

alors le.s homomorphismes 

i 
X ~•-==> A c,,._ 1 > AX 
~ 

µ 

i (a) = a~ 1 
1 

µ(a~ a 1
) = aa 8

, 



on en déduit facilement que X est le centre de A et que A est quasi-simple 

(car si I est un idéal bilatère de A9 on a µ(AXi/I)) - I mais il se trouve 

que 

à 

Axi (r) est ux1 idéal bilatère de 
1 

AX tout entier L 

donc ne peut être égal qu 1 à 

En 2. 6 9 nou,s retrouverons les algèbres cen:trales simples., 

0 ou 

CI est pour généraliser les algèbres centrales simples et les algèbres de 

matrices que Go Azumaya a. introduit la définition 1.2.1 en 1951 ([5]),. Nous 

verrons au § 3 que ce,tte définition se justifie parfaitement en termes de caté­

gories? mais nous allons dîabord étudier les algèbres séparables., 

2. ALGEBRES SEPARABLES, PROPRIErES ELEMENTAIRES, EXEMPLES. 

2. 1. Le foncteur ZA. 

Soit A une X-algèbre et soit M un A/X-bidule. on pose 

ria E: A}. 

Comme A s'identifie via µ: AX -+ A à AX /w, on voit que 

On en d.éduit que zA(M) est canoniquement muni d'une structure de module 

à. droHe sur AX Mod(A,A) = z(A), en sorte que l'on a défini u_n. foncteur 

qui est exact à gauche. 

Le fait de noter zA le foncteur AX Mod(A?-) al 'avantage. de montrer 

que ce foncteur ne dépend que de A et pas de Xo En particulier, le foncteur 

z A est en fait défini sur la cat-égorie des A/Z-bi.dules et c I est sa restriction 

aux A/X-bidules que, 1 ° on va examiner. 

Mentionnons un cas ,particulier. On a zA(AX) = r(w), annulateur à droite 

de w-,, zA(A) = z(A) =centre de A et Pi.mage de zA(µhzA(AX) ..... zA(A) est un 
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soûs-z(A)-module de z(A) 9 c O est-à-dire un idéal de z(A). Nous noterons 

11.,(A/X) cet idéal 9 appelé différent homologique de A sur Xe 

2.2. Théorème ~ Soit A une X-algèbre. Les as,sertions suivantes sont 

équivalentes ~ 

1) A est une X-algèbre séparable, 

2) Le foncteur ZiAX Mod..,.., Mod z(A) est exact, 

3) zA(µhzA(AX)..,.., z(A) e.st surj.ective 9 

4) L'idéal différent homologique 7t.(A/X) e.st égal à z(A) 9 

5) Vhomomorphisme µ:: AX -. A admet une section (dans AX Mod) 9 

6) Il existe un élément e = E a. Q9 a! € AX tel que 
]. J. 

E a.a! = 1 (i.,e .. µ(e} = 1) 
• J. ]. 

]. 

E aa. Q9 a! = E a. 6g a~a Va € A (i.e., we = 0) Il 

i 
J. ]. 

i 
J. l 

7) L'idéal W est engendré par un idempotent,, 

s) Pour tout .A/X-bidule M et tout n ~ 11 9n a ExtnX(A,M) = o 9 

A 

9) On a Ext 1iA 1W) = o. 
A 

La démonstration est évidente~ le fait qU:e A soit un A/X-bidule pro­

jectif éta.nt équivalent au fait que la su,ite exacte (de AX-modu.les à gauche) 

est scindée. Tout élément e € AX qui satisfait à la condition 6 du théorème 

est appelée un idempotent de séparabilité de A sur Xo 

2., 3. Exemples d'algèbres séparables., 

2.3.1. on démontrera (proposition 2.6.4) que si A et X son.t 

tous les deux des corps commutatifs 9 alors A est sépal'.'able sur X si et seu­

lement si A est 1Jne extension alg~brique finie séparable (au sens usuel) du 

corps X. 



2.3.2, Si ugX ➔ A est un épimorphisme d'anneaux (X commutatif) 9 

alors A est commutatif et est séparable sur X. Le fait que A soit commutatif 

est bien connu; le fait que A soit séparable résulte simplement de ce que 

µ~,A.X ➔ A est un isomorphisme si (et seulement si) u est un épimorphisme. 

2.3.3. Soit X un anneau commutatif. Alors l'algèbre Mn(x) des 

matrices d ordre n est séparable sur Xo 

En effet~ si on rwte Eij la matrice ayant un à ie ligne et à la j 8 

colonne et des o ailleurs, le calcul montre sans difficulté que les éléments 
n 

e. = L;e:,. G9 e: .. 
J . 1J J1 

J.=1 

tout j = 1 ,2 ~ ••• ,n. 

sont des idempotents de séparabilité de M (X) 
n 

sur X pour 

2.3.4. Soit G un groupe fini dont 1 9 ordre n est inversible 

dans Xo Alors X[G] est séparable sur X. En effet 9 l'élément 

est un idempotent de séparabilité. 

2.4. Compléments. 

Dans Pénoncé du théorème 2.2j) on a introduit les groupes ExtnX(A,M). 

n A 
Ces groupes ne sont autres que les groupes de cohomologie B'. (A,M) de la 

X-algèbre A à valeur dans le A/X-bidule M (en vérité il y a plusieurs 

définitions différentes des Hn(A 9 M) ; voir [15] [18] [23] [27]). Pour n = 1, 

on démontre que 

où DerX(A 9 M) désigne le groupe des X-dérivations d~A ➔ M (homomorphismes 

X-linéaires vérifi.ant d(ab) = ad(b)+d(a)b et Int(A,M) désigne le sous;...groupe 

des dérivations intérieures di A .... M (dérivations de la forme d(a) = am-ma pour 

un certain m ( M). D1 où la proposition qui suit 9 pour laquelle nous allons 

don..ner une démonstration direct.e bien qu 1 en fait ce ne soit qu 1une réformulation 

des propriétés 8 et 9 du théorème 2 0 2. 



2o-4,. L, .Proposition ~ Soit A une X-algèbre 0 Les assertions 

suivantes sont équivalentes ·~ 

1) A est une X-algèbre séparable, 

2) Pour tout A/X..,.bidule M, toute dérivation dt A ➔ M est intérieure 9 

3) La dérivation mA -> W définie par D(a) = a 01 - 10 a est intérieure. 

on vérifie facilement qu 1il existe. un isomorphisme fouet.oriel en 

M € AX Mod. 

e;DerX(A,M) ~> AX Mod(W9 M) 

où e(d) est l 1homomorphisme de AX-modu1es à. gauches défini par 

$(d)(I: a. 0 .a:) = }:! d(a. )a: 
1 ·1 1.1. 

et où (-t\u) est la dérivation d = u.D où D~A ➔ W est définie ci-de.ssus 

(i.e. d(a} = u(a:0 1 - î 0 a)L 

on en déduit immédiatement que si m.A ➔ w est intérieure, alors toute 

dérivation d est aussi intérieure, en sorte que 2) équivaut à 3)o 

Montrons que 3) équivaut à 1). Dire que D est int.érieure, c'est dire 

qu 1 îl existe un élément m.€ w tel g_ue 

V a € A, D(a) = a 0 1 - 1 0 a = (a 0 i ..,. 1 0 a)m, 

c 1est-à-dire, 

]m € W tel que w( 1-m) = o. 

Or c.eci équivaut tout simplement à dire que 1-m est un idempotent de sépa­

rabilité de la X-algèbre A. 

les 

2o4.,2. Cas où .A est commutatif : lien avec les algèbres nettes 0 

Lorsque A est commutatif" l ~usage est souvent de ne pas considérer tous 

A /X-bidules, :mais seulement les .A/ A-bidules 9 c I est-à-dire les A-m.odules 

usuels, ou encore les .A/ -bidules 
X 

N vérifiant WM = o., 

Dans ce cas, la restriction du foncteur DerX(A 9-) = .AX .Mod(w,-) aux: 

A/A-bid.ules est représ-entée par le A/Abidule W/W
2 

g 



A/ A-bidules 

Le module W/ 
2 

est bien connu 9 c I est le module des X-différentielles 
w 

_d-'-e--'A""""-2 qui est noté QA/Xo 

Comme pour un A/ A-bidule la seule dérivation intérieure est la déri­

vation :nulle 9 on en déd.ui t que 

204 0 30 Broposition ~ Si A est une X-algèbre commutative 

séparable alors le module des X-différentielles Q A/X = w/ 
2 

est nul o 
w 

on dit qu 1une X=algèbre commutati.ve A est formellement nette. (ou est 

formellement non ramifiée) si QA/X = oo On dit qu'une X-algèbre commutative 

A est nette (ou non ramifiée) si QA/X = o et si A est une X-algèbre de 

type fini 0 Sur ces algèbres 9 on pourra 9 par exemple 9 consulter le chapitre III 

de [ 21 J o on a une réciproque partielle i 

2o4o4o Proposition ~ Si A est une X-algèbre commutative nette 9 

alors A est une X=algèbre séparableo 

En effet v par hypothèse Q A/X = W/ w2 = o et 9 A étant de type fini v 

W est ux1 idéal de type fini (cf. remarque à la fin du § 1 o 1). Dan.s ces 

conditions 9 on en déduit (lemme de Nakayama) que W est engendré par un idem­

potent, c 0 est=à=dire (th, 2.2) que A est sépéœable, 

2. 5 Propriétés élémentaires des algèbres séparables. 

2.5o1o Lemme~ Si A est une X-algèbre séparable, le centre 

z de A est un Z=facteu:r direct de A. on en déduit en particulier que pour 

tout idéal. I c Z on a AI () Z = I. 

on voit immédiatement que l 1 image d'un idempotent de séparabilité d.e 

A sur X par 

est une rétraction du plongement z ~> A0 
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2o5.2. proposition : Soit X.....,. Y un homomorphisme d 1 anneaux 

commutatifs et soit A une Y-algè breo 

1) Si A est séparable sur X 9 alors A est séparable sur Y 

(en particulier une X ... algèbre séparable est sépa't"able sur son centre)" 

2} Si A est séparable sur Y et si Y est séparable sur X, alors 

A est séparable sur x~ 

Démonstration :; 

1) Puisque ZA~AX Mod .....,. Mod Z(A) est exact, sa restriction aux 

A/Y-•bidules est encore e:itactep i.,e., A est séparable sur Yo 

2) Les A/X-bidules sont v par restriction des scalaires~ des 

Y/X -bidules et on vérifie facilement que le foncteur zi./ Mad .....,. Mod Y 

induit de façon naturelle u..vr foncteur F;AX Mod ➔ AY Mod(F(M) 

== {m € Mjym = my \Jy € Y}) qui est exact (puisque Zy 1 1 est). par ailleurs 

la restriction du foncteur ZA aux A/Y-bidules est exacte car A est sépa-

rable sur Yo On en déduit que A est séparable sur X car 

ZA composé avec 

Ay Mod 

F. 

2.5.3. Proposition : Soit A une X-algèbre séparable q.e 
centre z et soit u:A _., B une surjection d'anneaux. Alors B est une 

X=algèbre séparable de centre u(z),. 

La restriction du foncteur aux B;x-bidules n'est autre que 

Comme Z A est exact 9 ZB · 1 1 est O par ailleurs, u étant surjectif~ 

zA(uhzA(A) = z -=> zA(B} = zB(B) est surjectif. 

2.,5.40 Proposition ~ Soient x
1 

et x
2 

deux Y-algèbres 

commutatives et soient A.: s> i = 1 s-2, des X.=algèbres séparables d.e centre 
k -- 1-~----'-----------

est non nul v alors 

et a pour centre z 
1 

12) z
2
," 

·y 

A
1 
~ A2 est séparable sur 
y 

X ® X 
1 y 2 
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on a un isomorphisme naturel a qui rend commutatif le diagramme 

suivant z 

on voit facilement que si 
X. 

e. € A.
1 

J. J. 
est un idempotent de séparabilité 

de Ai (i = 11 2) 9 alors a(e 
1 

(9 e
2

) est un idempotent de séparabilité de 

A
1 

@ A
2

-.. De plus, comme on a toujours µ(eAX) = z(A), on voit sur le diagramine 
y 

ci-dessus que 

2.5.5. Corollaire : Si A est une k-algèbre séparable de 

centre z et si X-+ y un homomorphisme d il'anneaux commutatif's 2 alors A@ Y 
X 

est séparable sur Y et a pour centre z (9 Y or 

X 

2.,5.,6, Corollaire : Si A est une X-algèbre séparable de 

centre Z 9 alors AX est une X-algèbre séparable de centre- Z: = z (9 z. 
X 

En effet Aop est une X-algèbre séparable, cela se voit par exemple en 

remarquant quv:il existe une équivalence de catégories évidente (-) entre les 

A/X-bidules et les A op/X-bidules ( en échangeant les actions à gauche et à 

droite de A) et que cette action commute aux foncteurs ZA, -c'est-à-dire que 

1 1.on a un diagramme commutatif 
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Mod 

Donc est exact si et seulement si 

Prèposi tion • Soient X,=algèbres séparables 
l --=------==----__. 

de cen.tre z. S' 
l. 

n 
pour centre n zi. 

1 

Si 1 ton pose 

n'est autre que ITµi. 

A = II A. 
J. 

Si e. 
l 

X.' 
J. 

il est alors clair que 

n 
.Alors: TT A . i 

l=1 

et X = II X.? 
l. 

est séparable sur 

on a 
X Xi 

A = II A. 
i J. 

n 
f1x. 

1 J. 

et 

est un idempotent de séparabilité de A. 
l. 

ne. 
l 

est un idempotent de séparabilité de 

2.6 structure des algèbres séparables sur un corps. 

et a 

sur 

A sur 

2.6.,1. Proposition: Si A est une X""".algèbre séparable telle 

que A soit un X-module libre (c'est toujours le cas si X est un corps)? 

alors A est un X.;.module de type fini., 

Nota. Si X est égal au centre de A, cette proposition est toujours vraie 

puisque X est alors une algèbre d I Azumaya 0 Par ailleurs on peut montrer que 

cette proposition est .Em-eore vraie, X étant quelconque~ si l 1on suppose 

seulement. que A est un X-module projectif (cf .. [28],. [10]). Comme nous. 

n'aurons pas besoin de cette généralisation, nous nous contentons de reprendre 

la démonstration originale de. [23]. Disons enfin que cette proposition est en 

général fausse 1 même si on suppose A commutatif et plat sur X, comme le 

montre l'exemple d'un épimorphisme plat tel que Z - Q (ci'. 2.3.2). 

x. 
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Soit e un idempotent de séparabilité de A sur X., 

Choisissant une base on peut écrire 

où I
0 

est un sous-ensemble fini de I., 

Soit b u..r1. élément. de A., Pour: tout j €. I
0 

on peut trouver des 

À . . € Xr i € I tels que g 
JJ. 

ba. = L. À. .. a .• 
J . I JJ. i J.€ 

Puisque we = 0 1 on ai 

d toù 1 1 on t.ire., les a. 
1 

formant une base 11 que 

a!b 
J. =L a~À .. ,. 

J JJ. 
j€.Io 

Puisque µ( e) = 1 1 on a alors 

b == (L_ a.a! )b 
1 J. 

i(I 
0 

en sorte que la famille finie des 

LL 
iEI j(I 

0 0 

1 a.a., 
1 J 

a.a~x_ .. ~ 
J. J JJ. 

engendre A sur X., 

2,.6.2., Proposition: A esi;: une algèbre sé:parab:;l.,e,,&.sur X 

et si X est semi-simple. alors A est. semi-simple., 

On sait qu'un anneau A est semi-simple si et seulement si tout 

A-module à gauche est projectif., La proposition est une. conséquence immédiate 

du lemme suivant g 

2.6.3.. Lemme : Si A est séparable sur X, tout A.,;.module à 

gauche qui est projectif sur X (par restriction des scalaires) est projectif 

sur A,, 



on a en effet un isomorphisme fonctoriel en N € A Mod 

Si M est projectif sur X et 

droite est exact en N € A Modo 

A est séparàble sur Xi, le foncteur- de 

2 .. 6.4 0 Proposition t Soient A et X deux corps commutatifs. 

Les assertions suivantes sont équivalentes g 

i) A est séparable sur x~ 

ii) A est u.ne extension algébrique finie séparable (au sens usuel) de X. 

La démonstration s • obtient. par juxtaposition des pro p. 2. 6.1 et 2 .,4.1 

avec le résultat suivant ([7] § 9 1 n° 2p th. 1) ~ Pour qu'une e:x:tension de 

type fini A/x de corps commutatifs soit finie et séparable, il faut et il 

suffit que toute X-dérivation de A soit nulle. 

on peut aussi donner une démonstration élémentaire:; 

i) => ii). D'après 2.6.1 9 on sait que A/X est une extension d.e,degré 

fini. Soit x 1 la clôture séparable de X dans A., Si X8 
-/: A~ on peut 

écrire A= X'(x ••• x ) et, posant alors y= x(x , •• .,~x ), on se ramène au 
1 n 1 n= 1 

cas où A/Y est une extension monogène ra.dicielle non triviale. D'après 2. 5. 2p 

A est séparable sur Y. 

Si A= y(y) ~ soit P le polynôme minimal de y sur Y. on a 

A J:t Y[T]/(p):11 Ay r.g Y[T]/(p) &; A= A[TJ/(p) et µ s'identifie à la surjection 
y 

naturelle 

Dans A[T] 1 on a P= (T-y)Q. L'idéal w est engendré par la classe 

mod1:1lo p de T-y et 1 'annulateur zA(Ax) de w est engendré par la classe 

modulo p de Qo 

Trouver u.."l idempotent de séparabilité e E: AX équivaut à trouver un 

pol~nôme R Ë A[T] tel que 



1) R = 1+U(T-y)s 

2) R = VQ 9 

U € A(T] 

V € A(T] 

(ioe µ(e) = 1) 

(i.,e We = oL 

Il existe donc un idempotent de séparabilité si et seulement si T-y et 

Q sont premiers entre eux: 9 i.e y est racine simple de. P .. 

On. obtient donc une contradiction si l I on suppose A séparable sur X 

mais non séparable au sens usuel 0 

ii) => i)., Si A est une extens.ion algébrique finie séparable de X, 

A est de la forme A = X(x) 1 où x est racine simple de son polynôme minimal 

(théorème de l 1élément primitif)., Vargument qui précède montre qu 1 il existe 

alors un idempotent de séparabilité de A sur X., 

Da."ls l r.exposé II on pourra trouver ux1e troisième démonstration de 

cette proposition" 

Pour déterminer la structure gé:i:i.érale des algèbres séparables sur un 

corps on ad.mettra un résultat qui sera démontré plus loin (304,6) et qui complète 

2o5o2? à savoir g une algèbre A de centre z est séparable sur X si et seu-

lement. si A est séparable sur z et z est séparable sur x. (Le lecteur 

pourra vérifier qu'il niy a pas de cercle vicieux dans les raisonnements~ le 

point délicat étant le lemme 30 4 0 1 )., L'énoncé est le suivant :: 

2.,6.5. Proposition:: Soit X un corps commutatif. Une 

X-algèbre A est séparable sur X si et seulement si A est un produit fi.ni 

d I algèbres centrales simples Ai de centre chacun des corps étant 

une extension alg,ébrique finie séparable de Xo 

On utilise les résultats des paragraphes 2.5 et 266 9 et le fait quiune 

algèbre semi-simple est un produit fini d'algèbres simples. La mise en place 

des détails est laissée en exercide,. 



3o THEORIE CATEGORIQUE DES .ALGEBRES D1 AZUMAYA. 

La définition d 1u_r1e algèbre d 1 Azumaya 9 telle qu'elle est donnée en 

1 o2.2~ ne se comprend bien qu 1 en fonction des théorèmes de Morita que nous 

allons examiner~ 

3,. 1 o Rappels sur des notions classiqueso 

301 0 0. Soit R un anneau et soit P € R Mod un R-module à 

gauche. P est aussi muni d'une structure naturelle de R Mod.(P9 P)-module à 

gauchei, tandis que R Mod(PPR) est muni d 1 une. structure à droite sur R et 

d 9une structure à droite sur R Mod(PPP). Ce,s structures don..nent lieu 

• à un homomorphisme de R/Z(R)-bidules 

etR Mod.(P9R) (5.9 P ---> R~ E(f Q m) = f(m) 
R Mod(p 9 p) 

dont 1 1 image est un idéal bilatère de R qui sera noté et' R ( P) et est 

appelé idéal trace du R-module P • 

• à un homomorphisme de R Mod(P,P)/z(R)-bidules 

h~R Mod(P 9 R) (5.9 P ~----> R Mod(P.P) 
R 

défini par h(fQm)(m 1 ) = f(m 1 )m. 

3.1.1o .Module générateur 0 

On dit qu'un R-module à. gauche P est un module générateur si le 

foncteur R Mod(Pp=):R Mod-,,, Ab est fidèle. 

Il est facile de voir que cela équivaut à 1 ° une des assertions 

suivantes 

= Pour tout M € R Mad et tout N c M9 ] f~ P ➔ M tel que f(p) r/::. N. 

f 
- Tout R-module à gauche est quotient d'une somme directe (éventuellement 

in.finie) di exemplaires de P. 

"ë" Il existe n E N tel que R soit isomorphe à. U,.'1. facteur d.irect de pn. 

- 0."l peut trouver fi€. R Mod(P,R)P pi E P, i = 1,2 1 .. opn tels que 
n 

~Lf.(p.L 
. l l 
l.=1 
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- L I idéal trace -i;R ( P) est égal à Re 

3. 1. 2. Module projectif générateur. 

on sait (on 1 1a déjà utilisé de façon intensive) qu'un R-module à 

gauche P est dit projectif si le foncteur R Mod(P 9 -}:R Mod.-+ Ab est 

exact 9 ce q_u.i éq_uiva.ut à dire : 

- P est facteur direct d'un R-module libre. 

- on peut trouver une "base duale" 9 c I est-à-dire des pi € P et des 

f. € R Mod(P 9 R) 9 i ( I 9 tels q_ue pour tout p € P 9 on ait i 
]. 

a.) Les f. (p) 
]. 

sont nul.s sauf pour un nombre fini d I indices 9 

b) p :=, ~ f. (p)p. o ?- ]. ·1 
10 

En particulier 9 dire q_ue P est projectif et de type fini éq_uivaut à 

dire q_ue l'homomorphisme hgR Mod(P 9 R) ($9 P-+ R Mod(P 9 P) est surjectif. 

Si p est un R-module projectif, alors P est générateur si et 

seulement sj_ M /= o impliq_ue R Mod(P 9 M) f:. o .. 

3.1.3. Si R est commutatif et si P est un module pro­

jectif de type fini 9 alors P est générateur si et seulement si P est 

fidèle. 

Cela résulte immédiatement du lemme q_ui suit 

Lemme g Soient R un anneau commutatif et P un R-module projectif 

de type fini • on a R = ~ ( P) @ Ann ( P) • 
R R 

D'après la définition de h 9 le fait q_ue h soit surjectif entraîne 

q_ue 1 1 on a ~ R ( P). P = P. 

P étant de type fini 9 cette dernière condition impliq_ue (en fait 
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équivaut à) 

t = E f. (m.) € c(;R(p) 
J. J. 

x € AnnR(p) on a xt = E f.(xm.) = o). Cette dernière conditionv jointe à 
l J. 

la précédente, entraîne que R = ~R(p) Œ AnnR(p). 

3.2. Le théorème de Gabriel. 

et 

La forme donnée au théorème ci-dessous est due à Gabriel [13]~ mais la 

démonstration initiale est due à Morita. 

3. 2. 1. Théorème : Soient R ~ S deux anneaux et soit 

FgR Mod - Mod S un foncteur. Les assertions suivantes sont équival.entes 

i) F est une équivalence de catégories~ 

ii) Il existe un R ~ S-module à gauche 1J tel que 
z 

a) Le foncteur F est isomorphe au foncteur R Mod(U,-), 

b) U est un R-module à gauche qui est projectif, de type 

f.ini et générateur 9 

c) l'homomorphisme o~S - R Mod(U,U) correspondant à la struc­

tu:re de S-module à. gauche de U est un isomorphisme. 

i) => ii) Soit T n1e" foncteur quasi-inverse de F. Comme T est 

pleinement fidèle et additi.f (car il commute aux lim finies) on obtient un 
-.=-o) 

isomorphisme d ian..îleaux 

s ~> (sv t-=--> ss') 

f 11-----> T(f). 

( *) CI est le lem.me de Nakayama "généralisé 11 
; il se démontre directement ( comme 

pour l 1énoncé usuel) en disant qu 0un certain déterminant est nul. 



On pose U = T( s) ; grâce à o 9 U est au.ssi un S-module à gaucheo 

Comme T est en fait un adjoint à gauche de F 9 on a un isomorphisme 

fonctoriel en M E R Mod 

et il est facile de vérifier que cg est un isomorphisme de S=modules à gauche 0 

Puisque 1 1 on a une équivalence de catégories O les propriétés de S se 

transportent à U = T( s) o Ainsi U est projectif 9 générateur et est de type 

fin.i (car toute suite croissa.11.te de sous-R-modules de U et dont la rétnlio:n 

est U est stationnaire à partir d 1 un certain rang vu qu'il en est de même 

pour toute sui te de sous-S=modules de S qui est croissa.11.te et de réunion s). 

ii) => i) Puisque U est un R Q &-module à gauche 9 il définit un 
z 

foncteur F = R Mod(U?=)zR Mad-+ Mod S qui admet le foncteur = Q UiMod S-+ R Mcd 
s 

comme adjoint à gauche o Soient nNg N -+ F(N Q u) et t z F(M) Q U-+ M les deux 
S M S 

homomorphismes di adjonctiono Pour. que - Q U soit un foncteur quasi=inverse de 
s 

F 9 il suffit (et il faut) que e et n soient des isomorphismes. 

Comme tout foncteur représentable, F commute aux limites projectives 9 

mais U étant de type fini 9 F commute aussi aux sommes directes quelconques .. 

Comme o = ris est un isomorphisme on en déduit que F induit 1u1e équiYalence 

de catégories entre les S-modules libres et les R-modules qui sont somme directe 

d 1 exemplaires de Uo 

Comme U est projectif 9 F est exact" Les foncteurs F et =QU ainsi 

que leurs composés sont donc exacts à droite. 

- Soit N u-11 s-module quelconque; N admet une présentation libre et ou 

a un diagramme commutatif de suites exactes 

~-~-> Lo 

1~0 



Comme et YJ1 
0 

sont d.es isomorphismes, 

- Soit M un R=module quelconque. Comme U est un R-module générateur~ 

M admet u11e présentation "libre" 

et on en déduit par passage au quotient comme précédemment que 

isomorphismeo 

est un 

3.2.2. Corollaire i (Morita) ~ Soit U u.~ R0 S-module à 
z 

gauche. Les assertions suivantes sont équivalentes ~ 

i) U est u.~ R-module projectif de type fini 9 générateur de R ,Mod 

et a;S - R Mod(U9 U) est un isomorphisme? 

ii) U est un S-module projectif de type fini 9 . générateur de S Mod 

tl. p~R...., S Mod(U1U) est un isomorphisme? 

i 1
) 'R Mod.(U9 =)~R Mod - Mod S est une équivalence de catégories? 

ii 1
) S Mod(U9=hs Mod - Mod R est u..r1e équivalence de catégories. 

Il suffit de prouver que i') implique ii). Comme le foncteur 

- 0 Ug Mod S _,, R Mod est adj oint à gauche de R Mod ( U ~-)? c I est aussi m10 

s 
équivalence de catégories 9 donc de la forme Mod s(V 9=) où V est u.n 

R<2) S-module à droite qui est un S-module projectif de type fini générateur 
z 

et tel que Rop ~> Mod S(V 9 V). Mais ces propriétés qu S-module à droite V 

passent à son dual Mod s(ViS) et celui-ci n 1 est autre q_ue le S-module à 

gauche U (e::1 effet U et Mod s(v,s) représentent tous les deux le foncteur 

quasi-inverse de Mod s(v 0 -) ; voir la démonstration du théorèmeL 

3a2 .• 3o Corollaire ~ Soit X un arineau commutatif et soit 

U un X=module projectif de type fini et fidèle. posons A= X Mod(U1 U). 

Alors le foncteur X Mod(U9-)ix Mod __,, Mod A est u_r1e équivalence de caté-

gories. 
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On applique 3. 1. 3 et le théorème. On en tire par exemple que les idéaux 

à droite de correspondent bijectivement aux sous-modules de Il 
X • 

Le corollaire 3.2.,2 est en réalité- la juxtaposition de deux propriétés 

et nous allons - nous en aurons besoin par la suite - donner la démonstration 

d 1 un résultat p.1us fort. Cette démonstration, due à Morita, est technique ; je 

n'en connais malheureusement pas d'autre. 

3.2.3. Théorème (Morita) g Soit R un anneau et soit U ~ 

R-module à gauche. Si on pose S = R Mod(U,U), les assertions suivantes sont 

équivalentes 

i) U est générateur de R Mod. 

ii) U est uns-module à gauche projectif de type fini et R ~> s Mod(U9 U). 

On a un diagramme commutatif g 

(V Gg u 
R Mod(U,R) <9 U ___ s __ _ > S Mod(U9 S) (9 U 

El s } 
s 

R ;> SMod(U 9 U) 

où e: eth sont les homomorphismes définis en 3.1.0, p correspond à la 

structure de R-module à gauche de U et tvgR Mod(U9R) .... S Mod(U,s) est tel 

que ~(f)(u) € S = R Mod(u,u) est l'endomorphisme u 1 1-'--> f(u 1 )u. On 

rappelle que U projectif de type fini (sur s) équivaut à IdU E im(h) et 

U générateur de R Mod équivaut à 1 E im(e;) = 't'R(u). 

j_) => ii) Par hypothèse 1 E im(eJ et, p étant u..r1 homomorphisme 

d I a.nneaux, on a IdU E im(pe: = h.tv GQ u) c im(h) ; U est donc U,.'1. S=mod.ule 

projectif de type fini. Par ailleurs U, étant générateur, est un R-module 

fidèle et 

Soit I: 

p est donc injectif. Il reste à montrer que 

(9 u. E R Mod(U GQ R) 62) U un élément tel que 
i s 

p est surjectif. 

e:Cï: f. eu.)= E f.(u.)=L 
l l l 1 

Si g € S Mod(U9 U)~ g commute rurec toutes les applications de S = R Mod(U,U), 

en particulier avec les applications y t--> f(y)u (u E U, f E: R Mod(U,R)) 9 ce 
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qui permet d 1écrire ~ 

g(u) = g(tf. (u. )u) = tf. [g(u. )]u 
1 J. . J. J. 

c' est-à=dire que 1 1 o:n a. g = p( I; f. [g( u. )] ) • 
i 1 1. 

ii) => i) Puisque lion a p~R rv> s Mod(U,U) 9 on définit un hom0= 

morphisme cp~S Mod(u;s)-R Mod(U9R) a11alogue à q;, c'est-à-dire tel que 

cp(g) ( u) € R est l I élément qui correspond par p à 1 1 endomorphisme 

u 1 -~> g ( u 1 )u. On vérifie facilement (hum ! ) que q;cp = Id 9 en sorte que 

q; ~ U est surjectif. Par hypothèse, on a IdU € im(h)? donc 

IdU € im(h.,q; ~ u) et comme p est u..11 isomorphisme d I anneaux: 9 cela entraîne 

que 1 € im(sJ 9 c I est-à-dire que U est un R-module générateur. 

3. 3. Théorèmes fondamenta:ux" 

Nous aurons besoin du lemme suivant 9 qui sera grandement généralisé par 

la suite (corollaire 3o3.3). 

3.3.1. Lemme g Si A est une algèbre séparable sur son centre 

z et si ~ est ux1 idéal maximal de A9 on a 'l'J\.,= A( 11b () z). 

En vertu de 2.5.,3, A/'111> est séparable sur z et son centre est égal à 

z/z n 11\i lequel est un corps car A/m, est quasi=simple. Pour la m~me raison, 

A/A(Zn im,) est séparable sur z, donc, d 1 après 2.5.2? séparable sur son 

centre z/z () A(Z n m., L Mais il résulte de 2.5. î que ce centre est égal à 

z/Zf"I 'lJb P donc est un corps et on déduit de 2"6.2 que A/A(Z n llîb) est un 

anneau semi-simple 0 Cet anneau semi-simple aya.n.t pour centre un corps est 

nécessairement un anneau simple O On en tire que A( z n 1lb ) est maximal? donc 

égal à '1iL • 

3.3.2. Théorème ~ Soit A une X-algèbre de centre Z0 Les 

ELssertions suivantes sont équivalentes g 

i) A 

n) Le 

iii) Le 

est une X-algèbre d. 1 Azumaya. 

foncteur ZA~AX Mod - Mod X est une équivalence d.e catégories,, 

foncteur - ·~ Az Mod X _,. AXMod est une équivalence de catégories• 
X 



iv) A est une X-algèbre séparable et X est égal au centre Z de A0 

v) A est un AX=mod.ule à gauche générateur et X = Z0 

., i) ~ii) D'après 3.,103 et la définition d'une algèbre d'Azumaya 9 

i) équivaut à 

i 1 ) A est 1m X-module projeè:tif, de type fini 9 générateur et 

Par dualité de Morita (3.,2.,2), i 1
) équivaut à ii) et à 

i 11) A est un AX=module projectif 9 (de type fini) 1 générateur et 

x rv> Ax Mod(A~AL 

_ i1,·) /. " 11·"' ) t ' . d t . 1 1 d ""' t d . t 
V _ , ~ .,, _ ... es evi- en puisque on a eux x one e1.:irs a j oin s,, 

., iii) => iv) On a vu que iii) était équivalent à. i 11L et il est 

clair que i 11
) implique q_ue A est séparable sur X. par ailleu.rs 9 comme on 

0 
iv) => v) supposons q_ue A ne soit pas générateur 9 c iest-à-dire 

que 1 1 idéal trace soit différent de mais que A soit sépa-

r.able sur AX est une algèbre séparable de centre X=Z 

et il résulte d.u lemme 3o 3., 1 que si et X(A) f. AX on peut trouver u..11 idéal 

A X X 
~ /A) c A L Soit alors e ( A un 

A 
I c z, différent de Z et tel que 

idempotent de séparabHité de A sur X. Comme on a e € ~X(A) (car 
A 

engendre 

on peut écrire 

A = µ(Axe) C µ( ~ x(A)) C µ(Ax .I) 
A 

et on a donc µ(AX0 I) = A0 Mais puisque I c Z? µ(AX0 I) n'est autre que 

1 1 idéal A.I e:ngend.ré par I d.w.s Ao Il résulte alors de 2.,,5.1 que Pon a 

I == (A0 I) n. Z = Z ~ ce q_ui contredit J.e fait que I t- Zo 
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• v) => i) Comme on a Z\= AXMod(A9 A) 9 il résulte du théorème d.e 

Morita (3.2.3) que A est un z-module projectif de type fini et que 

.AX .::: z Mod(.A,A). La conclusion suit immédiatement puisque 1 1 on a X = Z 

et que .A est évidemment un Z=module fidèle~ 

3. 3. 3. Corollaire ~ Soit A un a.11neau de centre z. Les 

assertion.s suiva.'ltes sont équivalentes i 

i) A est une algèbre d I Azumaya ( c I est=à=dire une z-algè bre 

séparable) 9 

ii,) 

ë.~ZA(A2) GA--> AZ est surjective 9 

z 
iv) Pour tout A/Z-bidule MP l'application eM:zA(M) GA-> M 

z 
est ux1 isomorphisme de A/Z-bid1J.1es. 

Les assertions ii) et iii) disent essentiellement 18, même chose 9 à 

savoir que A est u..rJ. A2-module générateur. D'après le théorème 9 i) et ii) 

sont équivalents et équivalents au fait que les foncteurs z A et - G A 
z 

sont quasi-inverses 1 1 U.îl de 1 1 autre 9 ce qui entraîne i v). 

3., 3., 4. Corollaire ~ Si A est 1.me Z-algèbre d I Azumaya ~ 

les foncteurs(*) 

- 6s) Ai Z=Alg ~> A=Alg 
z 

Z Ag A= Alg ---> Z=Alg 

sont des équi.valences de catégol'ies quasi=inverses l 1urie de l'autre., 

( *) La nntion de .A=algè bre m A - B a été définie au début du § 1. 1. Notons 

que cette définition revient à. dire que u confère à B une structure de 

A/Z-bidule et que z A (B) n I est autre que le centralisateux de 1 1 image de u., 
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3.3o5o Corollaire i Si A est une algèbre d'Azumaya de 

centre Z7 alors les id.éau:x: de z et les idéaux bilatères de A se corres= 

pondent bijectivement via les applications I t---> A.I et J C-,-) J n Z0 

ces correspondances respec.tent les idéaux premiers 2 . les idéa1J.x ma:x:ima:ux et 

les "radicaux:i!., En particulier, A satis:fai t à la condition des chaînes 

ascendantes (resp., descendantes) sur les idéaux bilatères si et seulement 

si z est noet~érien (resp., artinien)~ 

3.3.6 •. Proposition ~. Soit A une X-algèbre de centre z. 
Les assertions subra11tes sont équivalentes i 

:1.) A est une X-algèbre séparable? 

ii) A est séparable sur z et z est séparable su .. t' Xo 

On a vu en 2.5.2 que ii) => i) et que i) implique que A est 

sépa-rable sur z .. Il reste à prouver que i) entraîne que Z est séparable 

sur X. 

D'après 2.,5.,, 1 ~ z est un Z-:facteur direct de A ; ciest donc aussi 

un !-facteur direct de A,, Comme A est séparable sur x9 A est un 

AX-facteur direct de AX 9 donc 1.1,.-ri zX-facteu.r direct de AXo Enfin? 

d'après 2.5.69 AX est séparable de centre zx~ donc est une algèbre 

di Azu..rnaya9 donc est un ZX=moduJ.e projectif. On tire d.e tout cela que z 
est factem direct d 'u.."1 ZX=module projectif 9 donc est lui-même projectif. 

pour terminer 9 d.o:nnons un résultat qu::i. montre bien toute la. puissance 

du théorème rie Gab:r"iel ~ 

3o3<> 7., Proposition : Soit A u..."'le X-algèbre de centre Z 

et soit B un anneau (non nécessairement commutatif). Les assertions 

suivantes sont équiYalentes ~ 

i) Il existe mie équivalence de catégories FtA:XMod f'v' > Mod B telle 

que F(A) ~ B11 

ii) ~ = B = z et l 'homomorp,.11.isme X-;;. z est un épimorphisme 

d 1 annea.u:x: 9 

- A est u_.1:1e algèbre d I Azumaya 9 

F est isomorphe au foncteur 



Il suffit de démontrer i) => .ii) 9 la réciproque n I étant autre que le 

théorème 3.3.,20 Puisque A est le A/X=bidule qui correspond à Br il résulte 

de la démonstration du théorème 3.2.1 que l'on a F .:g AXMod(A9=) = ZA9 que 

A est U..YJ. AX-module :projectif (donc A est séparable sur X) et que 

AX .::,: z Mod(A9 A). Comme ce dernier isomorphisme se factorise en fait en 

est surjectif 9 on en tire que p est un 

isomorphisme. On a u..YJ. isomorphisme Az ~ Ax G!:J z qui identifie p ' a 

zx 
avec z homomorphisme de mul tiplicatio:n de z sur X .. 

Comme A est séparable sur est séparable sur X et a pour centre 

Comme X µiz ➔ z et p se correspondent par cette équivalence~ on en déduit 

que µ est un isomorphisme 9 ce qui veut dire que le morphisme X ..... z est 

11-n épimorphisme d'anneaux. 
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LOCALISATION DES MODULES CONTINUS 

par J •. LAM.BEK 

1. LOCALISATION. DANS LES CATEGORIES COMPLETES. 

Nous donnerons un bref exposé de la théorie développée dans [11]. 

Soit .f'Jf: une catégorie complète, I un ob.jet donné de Pt: . Nous intro­

duisons le foncteur T = T = IHom(=pI\ 'ilf: ➔ tJf; . Il est muni d 1 une trans= 
I 

formation naturelle ri= Tlr~id ➔ T telle que 9 pour chaque 

f E Hom (A,I) ➔ Hom(A~I), nfTJ(A) = f, où nf;T(A) ➔ I est la projection 

canonique associée à f. Pour tout objet A de 'tll;1, soit K(A):Q(A) ➔ T(A) 

l'égalisateur des deux morphismes TJT(A) ~Tn(A)~T(A) -S T2 (A). (Q(ALK(A)) 

est aussi l 1intersection de tous les égalisateurs de couples Cjl?q,,: T(A) =t I 

On obtient une transformation naturelle 

telle que K.TJ1 = Y!• On connait le résultat suivant [11]. 

YJ ~id __., Q 
1 

THEOREME 19 j_ g Les propriétés suivantes de I sont équivalentes g 

( 1) T)
1
Q est un isomorphisme. 

(2) Pour tout f~Q(A) __., I~ il existe un f'~T(A) ➔ I tel que 

f'K(A) = f. 

(3) La sous-catégorie pleine Fi.x(Q~n ) de fit' G:QnA:li..ÛJ1J,é~ de 
-1 

tous les objets A de t7/;' tels que Yl 
1 
(A) est u.11 isomorphisme 



9.2 

est 1a pl us petite sous-catégorie pleine de W qui contient. I et 

est fermée par limites. 

La propriété ( 1) nous donne ux1 triple idempotent (Q.9 ri
1

,µ
1

) 9 où 

µ/A) = n
1
Q(Ar

1
• 

En vertu de la p..1:'opriété (2) 9 :nous appelor..s l I objet I K-in,jectif. 

La propriété (2) assure que Fix(Q 9n1) est une sous-catégorie pleine 

réflective de ~ 9 le réflecteu1:' étant donné par A 1--> Q(A). 

on a étudié beaucoup d'exemples de cette situation dans [ 11 J 9 en 

parti.eu.lier 9 s:i. :Jf:f est la catégorie des espaces topologiques 9 la catégorie 

des espaces lL.'liformes, la. catégorie des préfaisceaux sur u...n espace topologique 1 

la catégorie (Mod R)0 P et La catégorie Mod R. 

2. LA LOCALISATION D.ANS Mod R,.Q., 

Nous rappelons rapidement ce qu I on connait de Mod R et nous ajoutons 

quelques faits nouveaux. Quels sont les objets K,,..,injectifs de Mod R ? 

Exemple 2,J. g Soit I un module injectif et ffi = ID I 1 1 ens.emble 

de tous les idéaux à droite D de R tels que HomR (R/D 9 r) = o. Alors I} 

est un filtre idempotent au sens de Bourbaki-Gabriel [ 1 J et 

Hom(n~A/A) 
0 

Inversement~ à un filtre idempotent quelconque ~ d. 'idéaux à droi.t0 de R 

on peut associer le module injectif 



I = Il E(R/C) 1 

cci; 

où ,g est 1 1 ensemble de tous les i,déaux à droite C de R tels que 

\-;/ r /. C 

et E(=) est l 1enveloppe injective. on appelle Q(A) "module de fractions" 

de A et Q "foncteur localisant 11
• 

Exemple 2 .,,,2, ~ Soit eiR"""' S un épimorphisme donné de la catégorie 

des anneaux. Alors tout injectif de la sous=catégorie pleine Mod S est 

K=injechf dans Mod R. En particulier 9 on ,peut prendre pour I un cogé= 

nérateur injectif de Mod S, par exemple~ I = Homis,~/z). .Alors 

Fix(Q,n); Mod S et . 1 Notons que l 1 intersection des exemples 

2.1 et 2.2 donne la théorie de localisation associée à un épimorphisme R-,, C 

tel que RS est plat en tant que R=modul.e à gauche, théorie discutée par 

Sil ver [ 13]. La localisation de P.M. Cohn [2] est un cas spécial de l 1exemple 

2.2p non inclus dans l 1exemple 2.1. 

3. LES MODULES· OUASI=INJECTIFS. 

on appelle 1 1 objet I de Mod R quasi-injectif si on peut étendre 

tout endomorphisme partiel de I à un endomorphisme de I. L,es modules 

injectifs et les modules complètement réductibles (semi=simples) sont quasi= 

injectifs.Pour obtenir u..'1 objet K=injectif on voudrait poser u..r:i.e propriété plus 

forte i pour tout cardinal X et pour tout sous-module B de IX~ on peut 

étendre tout homomorphisme f~ B ➔ I à U.."1 homomorphisme f 1 g t' ➔ I. Evidemment 

cette propriété équivaut à dire que toutes les puissances de I sont quasi= 

injectives. Comme ont montré Fuller [ 4] et Tisseron [ 14] 1 il est aussi équivalent 

de dire que I est injectif en tant que R/N=module où N = { r € R j Ir = o } • 



:Puisque R - R/N est U."1 épi.morphisme d I anneaux 9 nous avons un cas spécial de 

1aexemple 2 0 2. Ma1heureusement 9 il n'est pas vrai que tout module quasi-injec­

tif a cette propriété. Par exemple [ 4] 9 si R = z et I est la somme directe 

/ ( ' de tous les Z ,p) 9 p parcour&"'lt les nombres premiers 9 N = O mais I n'est 

pas injectif O Une forme moins forte de cette pro:priété est contenue dans le 

lemme suivant de Harada [ 6] 0 Puisque nous l'utiliserons plus ta.""fJ. et :pu.isque la 

démonstration de Harada n'est pas très directe 9 nous don.,."'lerons une démonstra= 

tian directe ici. 

LEMME '3. l (Harada) g Soient I E: JVIod R un module quasi-injectif~ 

n un nombre rraturel et B un sous-module de 
n 

I o Alors tout homomorphisme 

f~ B - I peut être étendu à U..'1 homomorphisme f I nn - I. (C I est-à-dire, toute 

puissance finie de I est quasi-injective)o 

Démonstration g Soient B ux1 sous-module de J11 = In- 1 (±) I et 

La restriction de f à n-1,..... 
I 1 1 B peut être étendue à 

In-1 I gi ➔ par hypothèse d'i.nductiono On définit hg 

pour. tous x E In- 1 et b f Bo Soit 

Alors 

K = {kEI!] n- x+kfB\, 
Xfl 1 

et la dernière somme est directeo Maintenant h est 

déterminé par deu..x homomorphismes In-j ➔ I et K ➔ L En étendant le der­

nier à I ➔ I~ on peut étendre .h à In- 1+I ➔ Io 



4. LA LOCALISATION DES MODULES CONTINUS. 

Un R-module à droite A est appelé continu s'il est un groupe topo­

logique abélien tel que l'application a1-+ a:r est continue pour chaque r € R. 

si A et B sont des R-modules à droite continus on dit que f € ContR (A~B) si 

f € HomR(:A9 B) et f est continu,. La catégorie Cont R a pour objets les 

R-modules à droite continus et pour morphismes Hom(A,B) = contR(AjB). 

Pour tout objet donné I de Cont R 9 on pose 
ContR(:A9 B) 

T(:A) = T1(:A) = I 

et (Q(ALK(A)) pour intersection de tous les égalisateurs des couples 

morphisme canonique. 

PROPOSITION 42 1 ~ Soit I un R-module à droite quasi~injectif mu.11i de 

la topologie discrète. Alors I est K-injectif dans Cont R; en fait 9 si X 

est un cardinal et B un sous ... ob,jet régulier (égalisateur) de IX, tout 

morphisme g; B -+ I de Cont R peut être étendu à X I -+ L 

Démonstration g Puisque B est u...YJ. sous-objet réguJ.ier de IX 9 il a 

la topologie induite d'un sous-espace 0 IX est produit de copies du module 

discret I 9 donc u.11. voisinage fondamental de zéro dans IX est de la forme 

est associé à x € X par la formule 

((x )t,.,.. 9 (x )t,) 
1 n 

pour tout t E Ix. Etant donné g € ContR(B9 I) 9 on cherche une extension 

puisque g est conti:nuf I t d . t ~- 1(0) es iscre • "" . contient u..11 voisi-

nage fondamental de zéro dans B9 c 1 est-à""dire 

Ker g Ker x*· n B 



pour un élément x €. X. Donc 9 pour t,out b €. Bi x*(b) = O implique g(b) = O • 

.Alors il existe un R-homomorphisme hgx*(B) -+ I tel que hx*(b) = g(b). par 

le lemme de Harada 9 on peut étendre 

puisque In est discret. 

, o n 
h a h ~I -+ I~ et h 1 est continu 

Aussi x*~ IX -+ In est continu 9 par définition de la topologie produit 9 

don~ g 1 = h 1x*~~-+ I est continu. Nous avons~ 

donc g 1 est l 1 e.xtension désirée. 

Nous écri vans ~ 

où E = ContR(I 9I). On appelle s(A) le dual double. Notons que S(R) est le 

bicommutant de I. 

PROPOSITION 42 2 ~ Soit I un R=module à droite quasi-injectif muni de 

la topologie d.iscrète et soit A E: Cont R. . .Alors s(A) = Q{A) da~s Cont R. 

Démonstration ~ D'abord. nous montrerons que Q(A) s;; S(A). Etant do:nné 

q €. Q(A) 9 on veut prouver que 

(f+f i )q : (f )q+(f 1 )q9 

(ef)q = e( (f)q)v 

pour tous f 9 f 1 E: ContR(A 9 I) et tout e € E. Par exemple 9 nous allons véri­

fier la deuxième égalité 9 la première ayant une démonstrati.ori analogue. 

On défi.nit cp9 <ji E Cont/T(A) 9 1) par 

cp(t) = (ef)t 9 <ji(t) = e((f)t) 9 

pour tout t € T(A). Rappelons que îJ(AhA-+ T(A) était défini par 

~fn(A) = f. Posons 1(A)(a) = â 9 alors (f)â = f(a). Donc 9 pour tout a E A 9 

cprJ(A)(a) = (ef)â = (ef)(a) = e(f(a)) = e((f)â) = <Jin(A)(a). 



on a donc cpri(A) = <!>n(AL et on déduit que cp(q) = f.J;(qL c I est=à-di.re i que 

(ef)q = e((f)q). 

Deuxièmement? nous montrerons que S(A) s; Q(A). Soit s € S(A) 9 et 

soient cp9 <ji € ContR(T(A)~r) tels que 

s € Q(A) 9 nous devons vérifier que 

cpn(A) = qiî)(A). Pour assurer que 

cp(s) = q;(s). Puisque Cont R est une 

catégorie ad.di t::ve 9 nous pouvons prendre (jJ = o. 

· t t· ·1 . t f~A ➔ In t 1 K K f* Puisque cp es con 1nu 1 i exis e - ·e que er cp 2 er ,; 

Donc, pour tout t E: T(AL f*(t) = O implique cp(t) = o • .Alors, il existe 

un R-ho:momorphis:me g g i:m f* ➔ I tel que gf*( t) = cp( t). par le lemme de 

+ 't d à I n d Ha.rada, on peu~ e en re g g :I _,, I; one, 

Maintenant 9 soit s € S(A) un élément quelconque 9 et soient 

injections canoniques 9 pour j = 1 9 ••• 9n. Alors g 

n n 
cp(s) = gf*(s) = g'f*(s) = g'(L_K.(f.)s) = L°_(g'K.)(f.)s. 

J=1 J J j=1 J J 

Puisque g 1K. E: E 
J 

et s est un E-homomorphis:me 1 ceci est ~ 

La démonstration est complète. 

PROPOSITION 4.'32 g Soit I un R=module à droite quasi-injectif muni 

de la topologie discrète et soit A E Cont R. Alors les conditions suivantes 

sont équivalentes g 

(1) Il existe f E ContR(A?In) tel que Ker ~(A)= Ker f. 

(2) ContR(A 9 I) est de type fini en tant que ]},-,module à. gauche. 

(3) S(A) a la topologie discrète. 
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Démonstration g Nous montrerons g_ue ( 1) => (2) => ( 3) > ( 1). 

Supposons ( 1) 9 et soi.t g E: ContR (A 9 IL Alors Ker g 2 Ker f ; donc s 

il existe un R-homomorphisme h:f(a) ~> g(a) P g_ui peut être étendu à. 

n 
h 1 ~ I ..... I par le lemme de Harada. Donc 7 

où h 1K. € E9 
l. 

Posons 

Alors 

et ceci montre g_ue g est engendré par les 

et considérons un élément 

doncp 
n 

'(e~f-' )s = 0 9 ?- .L. .J. 

l=1 

s € Ker f* n s( A) . 

pour tous e p•o• 9 e E: E. 
1 n 

On déduit que le voisinage fondamental de zéro 

Ker f* ri S(A) = 0 9 donc s(A) a la topologie discrète. 

f E: ContR (A 9 l 1
). Soit a E: Ker f 9 alors n(A) ( a) € Ker f* iîl s(A) = 0 donc 

a € Ker n(A). On en déduit que Ker :f .s; Ker YJ(A). tous cas 9 

Ker TJ(A) f; Ker f. 

REMARQUE 4&4 i Il est facile de vérifier la condition ( 1) si A est 

artinien. na autre part 9 il est facile de .vérifier la condition (2) si A est 

discret et I = E(A) est 1 1 enveloppe injective de A. En fait 9 da.n.s ce cas 

l 1 inclusion A- I engendre HomR(A9 I) én tant que E-module à. gauche. 



5. DES APPLICATIONS A Mod R. 

est peut-êtr.e :i.n,it:éressant de pouvoir déduire des résultats su.~ 

les modules ordinaires des résultats sur les modules continus. L.a proposition 

. t t . .J.. • • ,-,,.J... p [ ] sui van e es connue si I es,., 1nJ ev ,.,i~. 1 O • 

PROPOSITION 5 • 1 Supposons que I est un quasi=injectif de Mod R 9 

A E Mcd. R et Hom(A, I) est de type fini en tant que E--mod.ule à gauche 1 où 

Démonst:rat~ g Si A et I sont mux1is de la topologie discrète~ on ne 

doit pas distinguer entre T(A) dans Mod R et T(A) dans Cont R. Pour le 

moment nous écri-rons Q(A) :pour l 'égalisateu.r. de T(A) ~~ T2(A), tandis que 

le même égalisateur dans Cont R est s(A), par. la proposition 4.2. En outre, 

que Q.(A) ,s;; s(A) est un fait bien connu [ 10] ou facilement établiv comme dans 

la première pa-r.tie de la démonstration de la proposition 4. 2. Il reste à montrer 

que s(A) ~ Q(A). 

Les homomorphismes rp et <j., :ne doivent pas Êltre contir:ms 9 mais leurs restrictions 

à. s(A) sont continus 9 parce que s(A) a la topologie discrète 9 d I après la proposition 

4. 3. On vci t facilement que S(A) est un sous-objet régulier de T(A) dans 

Cont R ( c v est 1.i~rn intersection du égalisatev.rs de cooples de morphismes 

si Eon 4.1 9 on peut étendre rpj S(A) et <J.,j S(A) à des R-homomorphismes continus 

cp' ,(j; 1
; T(A) .,:_; L PIJisque 1 'image d.e n,(A) est continue dans S(A), on a 

cp'n(A) = qm(A) = q,n(A) = <J;1 n(A). Donc 9 par 1a pr_opositi.on 4.2 9 

cp'js(AJ = q/js(A)g C;0est-à-<l.ire9 <p!S(A) =, q;js(AL on en déduit que 

S(A) ~ Q(A). 



EXem_ple 5o2 ~ Si I = E(A) 9 on appelle Q(A) la iicomplé:tion ratiœ1-

nelle11 d,e A [3]e Il résulte de la remarque 4.4 que 1a complétion rationnelle 

de A est s(A). 

Pour les consid.érations suivantes nous écrirons s
1

(A) à la place de 

s(A) pour indiquer sa dépendancG de L Même si Q/A) -J, siA) 9 on peut se 

dema.'1.der si QiA) = s}A), pour quelque J f I. La répœ1se est 1!oui i: si I 

est tLYJ. module in,jectif 9 ce qu I on connait bien pour le cas spécial des a.11neaux 

[9 9 proposition 208]. Nous dor .... >J.erons une démonstration pour le cas géné:ral des 

modules~ qui est un peu plus simpl.eo 

PROPO_filTTON 5, 3 ; Soient I E Mod R U.."1 in,jectif et A € Mod R 9 alors 

Q/A) = s}A) dar.s Mod R, où 

J = E(Q1(A))@ E(E(Q1(A))/Q1(A))o 

Démonstration ;; Supposons que hi A ~ B = Q
1

(A) est le module de 

fractio:b,s de A par rapp'.:>rt à 1 1 injectif L Po,sons 

nou.s cherchœ:s un isomorphisme B ,:_> sJA) tel que le ., 

triangle sui VB.!lt coIUlllute g 

N. l [ 9] l . d . t . . ' . -f' . ' I ous nous rappe_o:us que _,._a con 1. ,10:n Ye:r.:i ..• iee par est la 

suivante ~ 

(a) Ker h et Cok h sont de .r-torsion 9 

Evidemment, B et E(B)/B sont sans J-torsion. De plus 9 J est sans I-torsion 9 



donc 9 Ker h et Cok }:~ étant de r-torsion, sont aussi de J-torsion. Donc~ 

est le module de fractions de A par rapport à T 
<lo 

D 1 autre pa,"'.'t, puisque Ker h est de J-torsion et h~ A _., B .s;;:; J 9 il 

résulte d9 la prcposition 4.3 que :HomR(.A9 J) est un EndR(J)-module à gauche 

d -1- f'' ~ ( n f' ·t ' ) l ·t· 5 , e -.ype .. l:r.L,. e,_ ~ ai 9 :monogene • Donc 9 par a p,"t'oposi ion • 1? 

Cok hi = s}A)/im h 1 
,l.w, - Q}A)/im h 1 est de J-torsion. En tout cas 9 

ker 1,-, i = Ker TJ(A) est de J-torsion. De plus 9 si or:. écrit B' = s/A) = Q}A) 9 ,i.,!. 

on voit q_u9 .B' et E(B 1 )/B' sont sans orsion. Donc (B' 9h 1
) est aussi un 

mod:il.e de ±'ractio:ns de A par rapport à J. on en déduit que le tri.angle 

ci=dess11s co:rnrrn1teQ 

6. LE THEOREME DE DENSITE. 

S:i. le module quasi=injectif I est complètement réductible 

(semi-simple)~ œi _peut remplacer la proposition 4. 2 par la généralisation sui,= 

varrte du théorème de Jacobson [7]. 

PR0P0SIT..I0N 6.1 g Soit I un R-module à droite complètement réductible 

mu..l'J.i de la topologie discrète et soi.t A € Mod R ➔ Cont R,, 

'!dense 11 dans le sens suivant g 

.Alors A ➔ S(A) est 
-----,t:. 

Démonstratio~ g (inspirée de [12]) D I abord nous considérons le cas 

On ss don11e f E ContR(A9 I) et s € S(A). Puisque I est &omplète= 

ment réductible 9 pour quelque 2 
e = e E E, donc, f = ef et 

(f)s ~ (ef)s = e((f)s) = f(a), 

pour quelque a E A. 



pour le cas général v supposons que f 
1 

v H 09 f:n: € ContR (A, I), alors 

f = <f 10 .,.,,f > € Cont (A,InL Puisque In est auss.i complètement réductible 9 1 n R 

nous pouvons appliquer le cas spécial, qui étai.t déj~ démontrév et en déduire 

le résultat. 

on peut interpréter le résultat en disant que l'image de A ..... s(A) est 

dense dans s(A) pour la topologie 11finie 1i de S(A) 9 c 'est-à=dire la topologie 

induite par la topologie produit de T(A), lequel module est u..11e puissance du 

module discret L 

Remarque 6,2 ~ Supposôns que A a la topologie I-adigue 9 c'est-à-dire, 

un voisinage fondamental de zéro est de la forme Ker f 9 où f € HomR(A,Int 

Alors s(A) est la complétion séparée de A. Si A est déjà séparé et complet,il 

en résulte que 1 'homomorphisme ca.'nonique A-,. s(A) est un iso.morphisme 0 

G-old:rnan [5] a montré réce.mment qu'un anneau R est isomorphe à un 

pr,oduit direct d'anneaux a,iend.omorphismes d'espaces vectoriels si. et seulement 

si il est séparé et complet dans u:.1.e topologie quiil appelle 11intrinsèque 11 g les 

voisinages fondamentaux de zéro sont de la forme 
r r 

e
1 

rlo .• lle 9 n 
où les 

sont des éléments idempotents tels que Re. 
1, 

sdnt des idéaux à gauche minimaux. 

(J 0 ai pris la liberté d uéchanger droite et gauche). 

cin peut déduire une partie du résultat de Goldman"d.es condisératfons 

ci-dessus~ si on vérifie que la topologie intrinsèque es.t la topologie I-adique 

pour un I convenable. En fait, supposons que R est semi-premier et que I 

est le socle de R. Alors un voisinage fondamental de zéro dans R pour la topo= 

logie I-adique est une intersection finie de ir = {rER)ir = o}, où 

i E I = Re 
1 

@ • ". @ Ren. Maintenant 

topologies co:tncident 0 

() e r, donc, les deux 
n 
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INTRODUCTION A LA THEORIE DE LA 

DEVIATION DANS LES . ANNEAUX 

par l'lf-Ao DUFUMIER. 

Déviation d 1u..n ensemble ordonné. 

Lorsqu 1 elle existe, la déviation d 1un ensemble ordonné E9 notée 

dev E sera obtenue par récurrence tJ?ansfinie de la manière suivante ~ 

dev E = = 1 si et seulement si E est muni de l'ordre discret 

( a ~ b <=> a = b) • 

Supposons connue la classe D de tous les ensembles ordonnés de 
a 

déviation ~<a~ alors dev E = a si et seulement si E i, D et toute 
a 

suite décroissante a
0 

> a
1 

> 

pour tout i ~ [a. 
1 1 a. ] i D 

1.+ l 0: 

d'éléments de E telle que 

[ a. 9 a.] désigne 1 n ensemble 
J.+1 l 

des éléments x de E tels que a / x < a 
i+î ❖ 'i 0 

S'il n'y a pas d'ordinal a tel que dev E = a~ nous dirons que 

E est sans déviation. 

Si F _ç E est muni de 1 1 ordre induit par 1 1 ordre de E, il èst 

immédiat que dev F ,< dev E à chaque que dev E existe. 
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Lemme : Soient E et F deux ensembles ordonnés • .Alors 

Dev E x F = sup{dev E1 dev F} à chaque fois que les deux membres de l 1égalité 

existent. Ex F est muni de Pordre'•produit (a 9 b) ~ (a 1 pb 1
) <=> a ❖ a 0 

et b ,< b 1 
• Si E et F sont munis de l I ordre discret 9 il en est de m~me de 

E x F de telle sorte que dev E x F = = 1 = sup{ dev E9 dev F}. 

supposons que entraînent 

sup(dev E1 
9 dev F1

) = dev E1 x Ffr 

tels que sup(dev E9 dev F) = O:o 

et soient E et F deux ensembles ordonnés 

Soit 

d 0éléments de 

(a
0

s-b) > (a
1

,b
1
) > ... > (an 9 b) > "°" une suite décroissante 

Ex F alors [(a. 9 b. L (a.,b.J c [a. 9 a.J x [b. 1sb.J 1+1 1+1 1 l. - 1+1 J. 1+ l. 

de_ telle sorte qu·e i 

dev[(a. ,b. ) 1 (a.fb.)] ,$, dev[a. 9 a,] x [b. 9 b.J. 
1.+1 1.+1 1 1. J.+1 :i. J.+1 1 

En outre 9 on peut trouver un entier N tel que pour tout i ~ n 9 

[a. ,a.] € D et [b. vb.] € D • on en déduit i 
1.+ 1 i a :i.+ 1 1 a 

dev[(a. v b. L (a. 9 b. )] < sup{dev[a. 9 a.] 9 b. 
1

9 b.] < a. 
l.+1 J.+1 J. J. ' J.+1 l l+ l. 

Notons que Ex F n°appa:rtient pas à D 
a 

puisque pour tout 

dev E = dev E x {f} ❖ dev E x F et pour tout e € E~ 

dev F = dev{ e} x F ,$ dev E x F. 

on en déduit dev E x F = a 

I. DEVIATION OU DIMENSJON DE KRULL D0 UN MODULE. 

Les a.nneaux sont supposés u.lli taires. Les modules seront des 

R-modules à droite unitaires. 

cqfd. 

Définition g Nous appellerons dimension de Krull du R-module M9 ou 

déviation de M~ la déviation du treillis des sous-modules de M. 

Nous la noterons K dim M ou dev M. 

Remarque ; Si N.::, N~ sont d,eux: sous-modules de M9 alors 

[N' PN] est isomorphe au treillis des sous-modules de N/Ni de telle sorte 

que dev[N° ,N) = dev N/N9 " 



La déviation d 1un anneau R sera la déviation du R-module à droite ~• 

Ex:emples g dev M = O <=> M est un R-module artinien 

dev Z = 1 o 

Lemme 1 9 1 ( I) , Soit M un R-module à dro.i te. Si N ~st un 

sous-module de M9 alors 

dev M = sup{dev N9 dev M/N} à chaque fois que les deux mèmbres de 

l 0égalité · existent. 

(rr) Si R est un anneau 9 alors 

dev R = sup{ dev Mv M module de type fini } à chaque fois que les deux 

membres de 1°égalité existent. 

Démonstration ~ Soit [0 9N] le treillis des sous-modules de N9 

le treillis des sous-modules de et le treillis 

des sous-modules de M0 

Alors [ O,N] et [N ,M] sont inclus dans f O,M] de telle sorte que .~ 

dev M >,,, sup{dev N9 dev M/N}. 

Réciproquement 9 on construit une application injective du treillis 

[ O,M] dans [ O,N] x [N ,JVI] en associant à tout sous-module W de M le 

couple (M' n N 9 M0+N). on e:n déduit ; 

dev[O~M] ,$, d.ev[0 9 N] x [N,M] 

de telle sorte que dev M < supf de:v N ~ dev M/N}. 

(n) Par récurrence sur. n et en utilisant (I) 9 on montre que 

d,ev R = dev Rn ,G, sup! dev Mv M de type fini}. 

Réciproquement 9 si M est un R-module de type fini, on peut trouver 

une suite exacte de la forme .Alors ( I) montre que 

n 
dev M ~ dev R = dev R 

cqfà. 
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Corollaire 1. 2 Toute image homomorphe d 1un anneau R avec déviation 

est un anneau avec déviation inférieure ou égale à celle de R. 

Proposition 192 Tout module noethérien est un module avec déviation. 

Supposons que M soit un module noethérien sans. déviation~ La famille 

des sous-modules N de M telle que M/N soit sans déviation possède un élément 

maximal. OU peut donc supposer que tout module quotient propre de M est avec 

déviation. Comme la classe des sous-modules propres de M9 donc des modules 

quotients propres de M est un ensemble 9 on peut trouver un ordinal a tel que 

la déviation de tout module quotient propre soit inférieur à a. 

On en déduit dev M ,< ao 

P.roposi tion 1J Tout module non nul avec déviation est de dimension 

finie. 

Rappelons qu'un module M est de dimension finie si 1 1 on ne peut. pas 

trouver une famille infinie de sous-modules de M dont la somme est directe. 

Parmi les modules pour lesquels la proposition est fausse 9 nous pouvons 

en choisir un de déviation minimale On peut alors trouver une famillB.infi= 

nie de sous-modules 

CO 

ot;'. de M telle que ; 
i 

M2 <±> ~. 
i=1 -

Considérons.la suite 

.AJ..ors9 pour tout n, la déviation de M 
n/M 

n+1 

où. pour tout 

est inférieure ou égale à <X.o 

En outre 
M /M n n+1 

est isomorphe à (±) ffet n .• 
j=1(2) 2 J 

Di après la minimalité de 

dev M = M On a. mis en évidence une sui te infinie décroissant.e 
n/Mn+1 """ 

telle que pour tout np dev Mn/M = a. 
n+1 

Ceci montre que dev M > a d I où uI1e contradiction. 



11.5 

Corollaire 1 ..5.. Soit M un modu..l.e avec déviation. 

Soit a = sup{dev M/E+1, E sous-lllodùJ.e essentiel de M}. Alors dev M ~ ao 

En effet supposons dev M > a. On peut alors trouver une suite infinie 

décroissante de sous-lllodules de M soit M ::J M ::J Q •• ::J M telle que pour 
o- 1- - n 

tout 

D0 après la proposition 1.4~ on peut trouver ux1 indicé n tel que 

Soit ;,f; un complément relatif à M dans 
n M. Alors 

est un sous-module essentiel dans M. En outre~ 1\/M est isomorphe à 
n+1 

On en déduit d I où. une contradiction. 

IL MODULES NŒABLES 2 

Définitions. Soit M un R-module. Nous d.irons que M est a notable 

si dev M = a et si dev M' ( a pour toute image propre de M. 

M est un module notable s Oil existe un ordinal a:: tel que M soit 

a notable. 

Un idéal à. droite de R est notable s'il est notable pour sa structure 

de R-modui.e. 

Gordon et Robson utilisent le mot critique au lieu de notable. 

Exemple ~ Un module artinien contient des sous-modules O-notables. 

Ce sont les sous=modules simples. 

Théorème 2J,, Soit M un module :non nul avec déviation. Alors M 

contient un sous=module notable. 
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Alors il existe un sous-module N de M tel que dev N = o:. Tout sous-module 

non nul de N est avec déviation 01• Si N n ° est pas o: notable~ on peut trou.= 

ver un sous=module non nul de N tel que dev N/ = o:. 
N1 

En itérant. le 

procédé g on construit une suite décroissante N = N ::::J N ::::J oo. ::::J N. ::::J N. ::::J 
0 . 1 . l 1+1 O O o 

telle que pour tout dev N./ = a. 
J. N. 

1+1 
Cette suite est nécessairement finie. 

Or la construction ci=dessus ne peut sa arrêter que sur un module -o: notable 

Corollaire 2 2 .2, Supposons que tout sous=module non nul de M contienne 

un sous=mod.ule non nul avec déviation 9 al;ors M contient un sous-module essen­

tiel qui est somme directe de sous-modules notables. 

Notons d I abord que M contient U,.'l sous-module notable. Nous dirons 

qu 1une famille {~i} de sous=modules notables de M est indépendante si la 

somme :E [If;. 
. l 

l 

est directe I: X.. = @ t?f;'_ . • 
i l i l 

Si @ flff.. 
. l 
l 

n°est pas essentielle dans soit K un complément 

relatif à @ ~ • 
. J.. 

Alors K contient un sous-module avec déviation, donc un 
l 

sous-module notable B. La famille 

pendante de sous-modules notables de 

{:7ti} U {B} est alors une famille indé~ 

M. Si { ~i} est maximale parmi 1 es 

familles indépendantes de sous--modules notables de Mp 

sous-module essentiel dans M. 

alors @ ~- est un . ]. 
l 

Proposition 232 Les sous-modules non nuls d I un module o: notable 

sont o: notables. 

En effet 2 si NcM 
f 

_al_o_r_s_ o:.= dev M = sup{dev N, dev M/N} 

...., dev No C ./, os alors 



Corollatre 2.4 ~ M un moduleo Soit {ci? i ( I} u..11.e famille de 

sous,-.modules notables de M de déviations dist.inctes deux à deux., .Alors la. 

sbmme L ci est une somme directea; 
i€I 

Il suffit de démontrer le corollaire pour .une famille finie de sous-

mod1iles .notableoS"' En effet~· si la somme 

un .indice j tel que C. n L._ C. /= Oo 
J . .1 · l l.,-J 

I: C. 
. 1 

]. 

Soit 

trouver une famille finie iPindices k "°"k o n 

n 
somme C. + L, C:k nu est pas directe 0 

J i=1 . i 

ni est pas directe~ il existe 

X ( C. () L C. e 

J ·_L· 1. irJ 

telle que X ( C. 
J 

on peut alors 

La 

Nous allons maintenant. démontrer le corollaire par récurrence sur.le 

nb:mbre d néléments de la famille 0 Le corollaire est vrai pour m = 1. 

Si est. u..ue famille de sous-modules notables de M tels 

que a. = dev C. o Supposons 
(X1 < a2 < 0 0 0 < (Xmo ]. ]. 

m-1 m- 1 
deitL_ C. -,: dev (±) ci = sup{dev ci V 

i = 1ooom-1} 
i= 1 

1 
i=1 

Soit alors 

D = O 'f?Uisque tous les sous=modules non nuls de 

III. MODULES MONOFORMES9 

.Alors 

= am= 1 " 

DcC 
- m 

de telle sorte. que 

Cm sont de déviation a· m.. 

Définition i Soit M un module non nul" Nous dirons que M est. un 

module monoforme si pour tout sous-module non nul N de M alors tout homo­

morphisme non nul ùN - M est inject:H o 

Proposition } 9j_ Tout module notable est monoforme" 

Soit C un. module a-notable et soit D un souW'module noh nul de Co 

D est module a~notable d.e telle sorte que toute image homomorphe propre de D 

est de déviation inférieure à a 0 



Soit f un homomorphisme de D dans Co Si f ~ o o f(D) est un 

sous""modu.le non nul de C de telle sorte q1,1e dev f(D) = a. Ceci montre 

que ker f = o. 

Si R est un anneau avec déviation 9 i.l n'y a pas en général coi'nci­

dence entre la classe des modules monoformes et la classe des modules notableso 

On trouve un contre-exemple en considérant. le module 11matrice ligne supérieure 11 

sur un anneau de matrices tria.r:J;gulaires supérieures à coefficients dans un corpso 

Proposition 32 Soit C lL~ module monoforme 9 alors g 

(r) C est lL~ module co-irréductible. 

(II) Tout sous~module de G est monoforme. 

(rn) Si :?f: est un sous-module non nul de C, alors tout homomorphisme non 

nul de vt; çians 1 t;enyeloppe injective de C est injectiveo 

l}émonstration ~ (r). Si C n'est pas co-irr.éductible 9 al.ors il existe 

tt.s; C et B .s; C tels que ~+B = ~@ B .s; c. Alors on peut trouver un 

homomorphe non nul f~t/t© B - ;t s C qui n I est pas injectif. 

( II) est évident. 

(III) Soit f un homomorphisme non nul de :1; dans 

E( c). Alors f(ôt) C -/:, o~ Il existe donc un sous=module B de flt tel que 

la restriction fB de f à B soit un homomorphisme d.e B sur f(;>t) f'\ C. 

Le noyau de f est alors ker f () Co 
B 

Or C étant monoforme ker fB = o 

entraîne ker f = o. 

La proposition 3. 2 est vraie en particulier pour les modules notableso 

En dépit de (III) 9 1 9enveloppe injective d nuu module notable ou mono­

forme n 9 est pas en général U..Q module notable ou monoforme .comme le montre 

l 1 exemple suivant. 

Le Z/ =module 4Z 22'/ 
4

Z est a-notable tandis que 

à. nîest ni notable ni monoforme. 
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Définition;; Nous dirons qu 0un anneau R est riche en monoforme si 

tout id•éal à droite de R contient u..n sous-module monoforme. 

Un -anneau R avec déviation est riche en monoforme. 

Proposition '3.'3 

classique de R. 

Soit R un a.-rmeau et Q un anneau de fractions 

( 1) U est un idéal à droite morioforme de R si et seulement si UQ est un 

idéal à droite monoforme de Q. 

(11) Si Q est un armeau artinien 9 alors R est riche en monoforme. 

Démonstration (1) Soit U un idéal monoforme de R et soit UQ 

1 1 idéal à droite de Q engendré par U. Soit ~f; UQ un sous-Q=module de 

UQ et soit f
0 :tit- UQ un Q-homomorphisme non nul • .Alors il existe x € X 

tel que f
0

(x) ~ o. on peut écrire X €~ tel que r 0
(x)-/ o. on peut écrire 

X sous la forme X = (ya)b- 1 où y E Uv a E t)f;'~ b € ;?t', b est inversible 

dans Q. JVIais alors ya E u et f
0

(ya) 'f o. Ainsi, on peut trouver un 

sous-:(-mod ul e V de u telle que la restriction f de fo à, V soit un 

homomorphisme non nul de R-module. D 1 après nos hypothèses ker f = o. or 

le R-mod.ule UQ est extension essentielle de U donc de V. 

On en déduit 
0 

ker f = 0 0 

Réciproquement. Soit f un homomorphisme non nul de V f; U dans V. 

Nous pouvons proloY1..ger f en un Q=homomorpb.isme non nul de VQ dans UQ soit 

f
0

• Alors ker f
0 = o entraîne ker f = o. 

(11) Les idéaux minimaux d'un anneau artinien sont 

O-notables donc monoformes. on en déduit aisément le résultat désiré. 

Lemme '38 4 Soit R un anneau semi-premier. Soit C un idéal à droite 

monoforme de R. Alors il existe c E C tel que r(c) n C = 0 9 r(c) désignant 

1 8 annulateur à, droite de c. 

R étant semi=premier 9 c2 'f o. Il existe c € C tel que cc 'f o. 

x - ex définit alors Ull. homomqrphisme non nul de C dans C. Cet homomorphisme 

est injectif. 



Rappelons qu I un G-anneau à droite est un an..n.eau semi=:premier ~ de dimension finie 

à droite et vérifia..11t la condition maximale pour les annulateurs à droite., 

Théorème 32 5 Soit R un anneau. Alors R est un G=anneau. à droite 

si et seulement si R est semi=premi.er, de dimension finie à droite et riche 

en monoforme. 

La condition nécessaire découle directement du théorème de Goldie et 

de la proposition 3.1. 

Réciproque. Soit C un sous-mcdule monoforme de Ro Alors il existe 

c E C tel que r(c) n C = O de tel.le sorte que c /. z(R) où z(R) est 

1 8 idéal singulier à droite de R. z(R) est nul puisqu'il ne contient aucu..ri 

sous-modu1e monoforme. 

théorème de Goldie. 

Corollaire 3s.6. 

résultat découle alors d 1 u.,.11e version standard du 

Soit R un an..nea.u sem.i.=premier avec déviation 9 alors 

R est un G-anneau à droite. 
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FACTORISATION DANS LES MQDULES g MODULES 

FACTORABLES 

Les résultats exposés ici font partie d'un travail rédigé dans un 

article à pa;;·aître in.ti tulé g iiExtensions factorielles et Modules factorables 1'., 

Donc.YJ.onsr en quelques mots 9 le contenu de cet articleo 

Un module factoriel (cfo BuJ.J. o Seo Math 0 2e série 9 95 9 · 1971 · ~ Modules 

factoriels par .A.,Mo Nicolas) est un modul.e M su.r ll..11 anneau fact.oriel tel 

que tout élément siécrive 11de façon un.ique' 1 ~ x = a~ 9 a ( Av 1; irrédu.ctible 

dans Mo T 9 't d'· (§ ) ' 11 ;i·t· . J e. u .1.e 1 a que . e con~i. ::..o.n9 si AcB (où A et B ·sont deux: 

anneaux: factoriels) B est u.n A=module factoriel., Je montre (§ 2) que tout 

mod.ule réflexif s·:1r u.~. anneau factoriel est un module factoriel. Les modules 

factorables ( § 3) sont définis comme étant les modules dans lesquels tout 

élément s 1 écrit de façon lmique x = a;;~ A n°étant plus nécessairement fac= 

torielo Les propriétés de ces modules sont étudiées aux ,paragraphes 4 et 5:o 

On étudie les modules facto:rables de ra.reg fini ( § 6) 9 les modules factorables 

sur le,s arm.eaux de valuation d:i.scirèteo ()l:1 démontre enfin que 9 si A est ux1 
,, 

anneau de Zariski 9 et si E est 1L'l A=mndule de type fi:ni 1 tel que E soit 

ux1 A=modtùe factorable 9 alors E est un A=module factorable. 

pour la rédaction de cet exposé 9 me bornerai donc à énoncer -sans 

démonstration les théorèmes dont je parlerai. à ce sémi:nai:re 0 Les références 

entre parenthèses renvoient à 1 1 article ci té ci-dessus.. Je joins d I autre part 

Tu"le bi blicgr ap.hi e o 



1 o .MODULES FACTORAJ3LES3 D,EFIN!TION" 

Théorème g. Soit M un A-module sans torsion sur un. a.nneau A 

commutatif O unitaire, intègreo Les propri..ét_(3.S (I) et (II) sont 

éq_uivalenteso 

(I) Tout élément de M s 0écrit x = a1;9 avec a€ A9 1; irré= 

ductible d.ans M0 

Tout élément .irréductible est primitif o 

(II) Tout élément de M sVécrit 11de manière uniquen :x: = ai;, où 

a € A et 1; irréductible da.YJ.s M (1 llexpression de ma.-riière 

u..nique sig:nifiant l: 

:x: = a1; = bri => 3 t: E:. A* tel que a = e;b et n = e:no 

A*· étant le groupe des uni tés de A). 

[cf. théorème 3.1], 

Rappelons que ~o 
0 

X € M est élément irréductible de M si . 
·o 

:X ::;:: ay, a € Â9 y € M => a € A*. 

X E: M est éléme.nt primitif de M si g 

az € Ax ~ a C Av z E: M => z € ÂX.o 

Définition g On appellera module factora;ble tout module satisfaisant 

aux conditions (I) o:u (II) du théorème précéde:nto 

Exemples g Si A est factoriel~ alo:t:"S g M factorable <=> M factoriel., 

Tout A-module monogène libre de ra.r:i.g 1 est factorableo 

Si K est le corps des :fractions de A 9 les sous A-modules, de K qui 

sont factorables sont les sous A=modules monogènes. 

Tout espace vectoriel su.r un corps L est un L=module factorable 0 

Théôr'è:me g So:Lt M un module sarrn torsion sur un anneau A commutatif 

uni.tai.re 9 i.:ntègre 9 de corps des fractions K. Les propriétés (a) .et (b) 

sont équivalentes g 

(a) M est factorable. 

(b) Dans l 0espace. vectoriel K Gg Mv l'intersection de toute droite 
A 

avec M est u..11 sous .A,=:rnodule de M9 libre de rang 1., 

f cf,. théorème 3. 71. 



2o PROPRIErES DES MODULES FACTORABLESo 

Si M est ux1 A=module factorable alors t aM c bM => b I a. 

Si A n Iest pas un corps v et si M est un A-module factorabler 

alors M est réd.uit (c I est=à.=d.ire que M ne contient aucun sous=module 

divisible non nul)., [Propriété 4.3]o 

Tout facteur direct d'un module factorable est factorable [ 4A]. 

Tout sous 0~module pur d 1 un modu.le factorable est uu module factorable 

[ théorème 4 .• 6] 

Si M est un module sans torsion de type fini? sur un. anneau A9 

noethérien, intégralement clos 9 qui est factorable 9 alors M est réflexif 

[t;héorème 4.,8]. 

3. SOM.MES DIRECTES ET PRODUITS })IRECTS DE MODULES ]tACTŒ.ABLESJI. 

Théorème ;; pour qu.e M = A x A soit 1Ln. A=mod.ule factorable 1 il faut 

et il suffit que A vérifie la condition suiva'flte i pour tout couple 

(a?b) diéléments de A il existe un pgcd (condition 6). [cf., 

théorème 5.1]., 

Conséguencce~ i Si. M est un A=module factorable libre de rang 

supérieur à 19 alors A vérifie la condition 6. 

Si A vérifie la candi tion ô tout produit de deux modules fact0= 

rables est un module factorable, et toute somme directe de modules factorables 

est factorable o 

Si A est noethérien, pour que M = A x A soit factorable~ il faut 

et il su:ffi.t que A soit un anneau factoriel., 

Si M est un module de type fini de rang n ~ 2•9 sur u..11 anneau de 

Dedekind., alors M est u..'1 module libre de rang n et 1° a'Uleau A est :principal., 

4o MODULES FACTORA:BLES JL_E_RANG FINI.,_ 

Tout module factorable de ran.g 1 est un mod.ule libre de rang 1 

(proposition 6.,1). 

Mais il existe 1.1.'l A=module factorable M sur ur1 an.nea:a factoriel qui 

est de rari..g 2 et qui n'est pas libre~ on pr<"s,nd 

A= iR[X,Y~zJ/ ; JV1 est un .A:=module engendré par trois générateurs 

(x2
+Y

2+z2
=1) 



dx 9 dy, dz liés par la rela.ticn xdx+ydy+zdz= O (x"y et-z.désignant.les images 

de XP YP z par l 1 application canonique IR[XoYPZ] _.. A). 

Il existe un Z-module de rang 2 factorable qui :n1 est ni libre :ni de 

type fini. On const:rui t u.Yle sui te d I entiers premiers positifs telle que pour 

tout n € IN g 

a E 2 0 b E z ja! <net lbl < n => pn ne divise pas a-bl1+P
1
+Pl

2
+ •• ,+p

1
.o.Pn_

1
). 

On :prend pour M le sous Z=modv.le de 

définie par 

x
1 

= (ODî)v ooo, X 
n+1 

engendré par la suite (x) 
n 

= 1-(x +x L p o n 
n 

Les exemples :précédents apportent donc des réponses négatives aux deu..x 

questions sui.va.rites g 

un module facto:rable de ra.n.g fi.ni est=il de type fini ? 

Un module .factorable de ra:'.".g -fi;nj est=il l.ibre ? 

Mais cependant 9 si A est un anneau de valuation discrète complet, tout 

module factorable de rang dénombrable est libre (6,4)o Si A est u..YJ. anneau de 

valuation discrète non complet 9 il existe un A-µiodule factorable de rang 2 qui 

n°est pas libre (EXemple ?o4)o 
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par Mme Danièle SALLES 

ANNEAUX SEMI-ARTINIENS NON COMMUTATIFS 

La notion du anneau semi-artinien a été introduite en 1968 par Nastacescu 

et Popescu( 3 ) 0 Nous nous proposons ici de caractériser ces anneaux grâce aux 

notions utilisées par Popescu dans "Spectre à gauche d 0 un anneau 11(
2 ) P puis de 

construire sur eux une décomposition primaire des modules 0 

Io LES ANNEAUX SEMI-ARTINIENS ~ DEFINITIONS ET PROPRIETESo 

Les anneaux sont unitairesp non nécessairement commutatifsP les 

A-modules sont à gauche unitaires 0 

On dit qu 0 un anneau est semi.e.sartinien à gauche si tout A=module à gauche 

non nul contient un A=module si.mple 0 Un anneau A est semi-artinien si et seu= 

lement si 

a) Tout A-module M est extension essentielle de son socle (le 

socle est somme de tous les modules simples inclus dans M) 9 

ou b) Tout injectif est enveloppe d'une somme directe de modules simples. 

Quand A est commutatif et semi=artinien tout idéal premier est 

maximal. 



IL UNE CARACTERISATION DES ANNE.AUX SEMI-ARTINIENS NON COMMUTATIFS2 

Définitions. 

a) Système localis~t (ou topologisant et idempotent). On dit quîune 

famille F d'idéaux à gauche de A est un système locaJ.isant si 

- i/L€ F et i:s. ::, J!- entraîne k € F 

= .IL€ F et l:t € F entraîne J:Lnl:t € F 

- A.E F et X E A entraîne JJ-.~x € F 

- J:.l € F et '#x.f. lL 1:t~x € F entraîne l:t € F. 

Exemples :: est un 

système locaJ.isa.'l'.!.t appelé système locaJ.isant défini par .11- • 

F(X) = { k c A tel que Hom(A/1:, j E(X)) = o} est le 

système localisa.nt défini par le module X~ 

b) Sous-catégorie locaJ.isante (Gabriel, Goldman) o Soit ';F" une 

sous-catégorie pleine de Mod A, on dit qu I elle est locaJ.isante si 

1) Pour toute sui te exacte de Mod A t 

o ...., X 1 ...., X ...., X11 ...., o 

on a 

2) Pour toute famille de modules (xi)iEI telle que 

on a @ X. € $' • 
I 1 

Un système 1 ocaJ.isa.'lt F permet de définir une sous-catégorie locali-

sante Y de la façon suivante <$ est la sous-catégorie pleine de Mod A 

dont les objets sont les A=modules F négligeables (M est F négligeable si 

Vx ( M Ann x € F). 

c) Si $' est u.ne sous-catégorie locaJ.isante il existe Tu."'l.e 

catégorie quotient notée Mod A/'Jf. • on notera T le foncteur 

Mod A...., Mod A/sf et S le foncteur injection canonique ~ Mod A~ ...... Mod A, 

et on identifiera T os à 1°identité sur Mod A/st • 



d) .IL~i er à gauche ( Popescu ( 2 L voir aussi Goldman ( 6)) o on dit 

qu 1un système localisant F d 0idéaux à gauche de A est un premier à gauche 

de A si la catégorie quotient Mod A/'5 ( ou 'Jt' est la sous=catégorie lo= 

calisante asscciée à F) n° a qu uun type d O objet simple U dont 1 1 enveloppe 

injective E(u) est un cogénérateur (on a alors pour tout objet y non nul 

de F est premier si et 

seulement si ou 

A est comurutat:i.f 

est un idéal premier. 

THEOREME I,,= Soit A un w..:neau u..ni taire no:::i commutatif; al ors A est 

semi=artinien à gauche si et seulement si 

1) Tout premier à gauche F admet u."Yl idéal de définition maximal 

71t,(i.eo F == F'm,L 

2) Tout injectif indécomposable Q est premier (i.e. F(Q) est un 

• ' 1-, ) premier a gauc._oe o 

3) Tout A module à gauche est riche eèl coirréductibles. 

Condition nécessairEk_ 

Soit F Uil premier à gauche de A 9 g:;' la catégorie localisante 

E( U) un cogénérateur de s(E(u)) est un 

injectif indécomposable de 

Mod. A/-S: • on montre que 

et que F = F(S(E(U)))o A est semi­

où 71b est artinie:n 9 tout injectif indécomposable est de la forme 

Condition suffisante. 

Soit N coirréductible inclus dans M9 Q son enveloppe injective ; 

alors F(Q) = Fm, = F(E(A/~)) et Popescu a montré qu 2 alors Q .tll; E(A;1JbL 

ce g_ui montre que M contient un A-mo,iuJ.e sim_ple isomorphe .à A/m,. 



III. DECOMPOSITION PRIMAIRE DES MODULES SUR UN ANNEAU SEMI-ARTINIEN. 

Définitions (Popescu). 

a) Module coprimaire (primaire au sens de Goldman). Un A-module X 

est dit coprimaire si F(X) est un premier à gauche et si pour tout sous-module 

non nul X' de X on a F(X) = F(X' ). 

b) Idéal 1ll,-primaire. Un idéal à gauche I est ?7b primaire 

si 
A/I est coprimaire de type 'l7b (i.e. FI = F-m, ) . 

c) on dit qu'un module N inclus dans un module M est 

j1b -primaire dans M si Socle(M;N) est isotypique de type 
A/Trb . 

Propriétés élémentaires. 

Soit A un anneau semi-artinien, alors: 

- Pour tout idéal irréductible tJ il existe un idéal à gauche maximal 

tel que d soit m, primaire. (on a alors E(A/:J ) .Q: E ( A /m, ) ) . 
Si { 0} est 11b primaire dans un A-module JVI alors 

i) pour tout X t )VI Ann x est 7tk primaire, 

ii) { 0} est 7J\., primaire dans E(M). 

Définitions. 

On dira qu'un idéal maximal 'l'l\, est associé au module M si JVI 

contient un A-module simple isomorphe à A/m, . On notera 

des classes d'idéaux associés à M modulo la relation 

'Til, R "l'lb 

Ass M l'ensemble 

'l1ù 

Nous noterons JVI'll\, le "localisé" de M en au sens suivant : Mm, = T(M) 

où T est le foncteur Mod A - Mod A/'$/ ( ~ définie par le système 

localisant F 'm, ) • 

Si Mm, =f. { o} nous dirons que 'l'lù E: Supp M. 

Remargue : .. Lorsque l'anneau est semi-artinien commutatif on démontre que 

ces définitions coincident avec les définitions habituelles. 



Proposition 3. Soient A un anneau semi-artinien et 

0--> N--> M--> M/N--> O une suite exacte de A-modules, alors : 

a) Ass Mc Ass N UAss M/N' 

b) Supp M = Supp NU Supp M/N· 

Preuve de a). on utilise le fait que E(M) est un sous-module de 

les composantes simples du socle de M sont nécessairement 

des composantes simples de N(3 M/N· 

Preuve de b). Pour montrer que Supp M c Supp N U Supp M/N' on 

considère 1l6 € Supp M, c I est-à-dire ] x € M tel que Ann x 1. F'l'Tb ou 

encore~ il existe f / o et 

existe un morphisme non nul de 

f € Hom(A/A . ,E(A;, )) nn :it 1m, et on montre qu'il 

N dans E(A/1/b ) ou de 

Proposition 4, Soit A un anneau semi-artinien, M un A-module, 

N un sous-module de M, alors 

N = n N( m.,) où. N( m,) est 
m,€ Ass M /N 

71b primaire dans M. 

La décomposition est réduite et unique au sens suivant ~ 

on dira qu'une décomposition primaire est réduite si 

€ I n N. r/. N .• 
. 1. 1. 

I-1. o 
Si on note Ass alors 

0 

if j => On dira qu 0une décomposition primaire réduite est 

unique si toute autre décomposition réduite, N= n 
i D E:I' 

Card I = Card I 0 et U Ass M/· = 
I Ni 

U Ass M/N. ". 
I' i. 

N.' 1. 
est telle que 

Lemme. Soit M un A-module et (M.). I une famille de sous-modules 
1. 1.f 

de M telle que n M. = { o} 
. 1. 
1.0 

alors Ass M .s; U Ass M/M .• 
iE:I 1. 

Soit 'm,€ Ass M, 

M. p A;. 
1. ;'l'Jb 

alors ] i € I tel que donc = { 0} 

contient un sous-module simple isomorphe à 



Preuve 2 L'existence de N( 'nb) sous-module 'l'l\, primaire dans M se 

démontre en utilisant une technique proche de celle de Bourbaki ( 1) dans le 

cas des anneaux noethériens commutatifs 0 La famille des sous-modules N de M 

est inductive, on appelle N( 'l'îl,) un qui vérifient Ass N c Ass M-{71\,} 
élément maximal et on montre que alors { o} = n N(m,) 

Ass M 

est une décomposition primaire réduite de { o} diaprès le lemme. 

Four montrer que la décomposition est unique on pose Ni = fi Ni 
o iO-i 

0 

si nN. est une autre décomposition primaire réduite de l O l, alors 
I l 

N. n N. = {o} et Ass Ni = Ass M/ . On applique de nouveau le 
l l Ni 0 0 0 

0 

lemme pour montrer que Ass M = U Ass M/N. 
i €I l 

0 0 

= et on 

montre facilement l 8 égalité: 

Card I = Card Ass M. 

Pour passer à N /= { o} on aJJplique les f:orw..'ules précédentes avec 'lll,€ Ass M/N• 

(1) BOURBAKI9 

(2) POPESCU, 

( 3) GABRIEL 9 

(4) SALLES9 

(5) SALLES~ 

(6) GOLDMAN9 
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Soit <l? 

Soit A1 
assujettis à 

UNIVERSITE DE PARIS-SUD 

CENTRE DI ORSAY 

SEMINAIRE D'.ALGEBRE NON COMMUTATIVE 

conférence n° 15 du 6 Mai 1974 

!!HOMOMORPHISMES ET EXTENSIONS DE MODULES SUR A
1 

ET SUR DES ANNEAUX ASSOCIES" 

par S.K. BAMBA 

d'après J.C.Mc Connell et J.O. Robson 

un corps de caractéristique o. 

la <J?-algèbre associative unifère à deux générateurs x et y 

la relation xy-yx = 1. 

A1 est l 1algèbre de Weyl à deux générateurs ; A1 est isomorphe à l 1anneau 

çp[y][x] où. <l?[Y] est 1 'anneau des polyni3mes sur çp à une indéterminée y~ et 

<l?[Y][x] est 1 1 w..neau des polynômes non commutatifs sur <l?[Y] à une indéterminée 

x avec xf-fx = f' = df/dy, 

Le but de l'exposé est d'étudier les A -modules simples 9 leurs homomorphismes 
1 

et extensions. En application on résoud les deux conjectures suivantes d I Eisenbud, 

D. et Robson, J.C. : 

1) Un module de torsion, cyclique, indécomposable 9 sur un domaine d'intégrité, 

non commutatif, de Dedekind est-il nécessairement universel ? 

2) Un domaine d 1intégrité f noethérien, héréditaire. admettant des modules -d,e 

torsion indécomposables est=.il cyclique ? 

Dans ce travail O on établit que la réponse à ces deux questions est négative. 

Voici les références bibliographiques ~ 
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SUR L'INTERSECTION DES PUISSANCES DU 

RADICAL D'UN T-ANNEAU NOETHERIEN. 

par G. CAUCHON 

Tous les anneaux considérés dans cet exposé sont unitaires. Le problème 

de 1 'étude de 1 1 intersection des puissances du radical de Jacobson d'un anneau 

non commutatif noethérien a été particulièrement étudié par A.Vo Jategaonkar qui 

a construit dans [5] un anneau commutatif principal D~ un homomorphisme d'anneaux 

injectif p~D """" D tel que 1 1 anneau R = D < x, p > des série.s entières formelles 

à coefficients dans D9 muni de l'addition usuelle et de la multiplication définie 

par la règle~ xd = p(d)x pour tout d € D, satisfasse aux propriétés suivantes: 

Propriété 1 g R est intègre et tous ses idéaux à gauche sont principaux 

(de sorte que R est noethérien à gauche)o 

Propriété 2 ~ Les idéaux à gauche de R sont tous bilatères. 

Propriété 3 Si J désigne le radical de Jacobson de R. 

L'existence d'un tel anneau est intéressante car elle montre que, en général~ 

dans un anneau noethérien à gauche (et même principal à gauche). non commutatif 2 

l'intersection des puissances du radical de Jacobson est non nulle 0 

Rappelons (voir [7]) qu'un anneau A est un T-anneau à gauche s'il est 

noethérien à gauche et si 9 étant donnés deux A-modules à gauche injectifs indé-



composables E
1 

et E
2

, on a g 

Ass(E) = Ass(E) => E ~ E 
1 2 1 2 

(Pour tout module M, Ass(JVI) désigne l 1ensemble des idéaux premiers associés à JVI 

au sens de [6]). 

On. sait qu'un anneau A noethérien à gauche est un T-anneau à gauche si et 

seulement si il satisfait à la condition de Krause: 

"Pour tout idéal premier ~ de A, 

contenant §) J si ~ est essentiel dans 

pour tout idéal à gauche I de A 
A alors I contient un idéal bila= 

tère 53 de A contenant ~ strictement", (voir, par exemple [s])v 

En particulier, l'anneau R décrit précédemment, dont tous les idéaux à 

gauche sont bilatères, est un T-anneau à gauche et nous voyons que, en général. 

dans un T-anneau à gauche 2 l'intersection des puissances du radical de Jacobson 

est non nulle. 

Ces questions ont été également étudiées par I.N. Herstein, qui a construit 

dans [2] un exemple d'anneau noethérien à gauchev à identité polynômiale, et dont 

l'intersection des puissances du radical de Jacobson est non nulle et par 

L.·W. Small qui a montré dans [9] que, si un anneau A est une algèbre finie sur 

un anneau commutatif noethérien, alors l'intersection des puissances du radical 

de Jacobson de A est nullev I.N. Herstein et L.W. Small ont également prouvé 

récemment dans [3] que, si A est un anneau noethérien bilatère vérifiant une 

identité standard, si J désigne le radical de Jacobson de A, et si on pose 

+ 00 + 00 

= nJn, n n 
J1 J2 = J 1 ' ••• ' 

n=1 n=1 

alors il existe un entier s tel que J = 09 s 

Le but de ce travail est d'établir le résultat suivant, dont les hypothèses 

ne semblent. pas pouvoir être simplifiées, compte tenu des résultats rappelés pré= 

cédemment ! "Si A est un T-anneau à gauche, noethérien à droite, l'intersection 

des puissances du radical de Jacobson de A est nulle"~ 



Nous aurons besoin pour ceci du résultat suivant, établi dans [1] : 

THEOREME 1 : Soit A un anneau noethériÉm à gauche. les propriétés 

suivant,es sont équivalentes : 

i) A est un T-a:nneau à gauche, 

ii) A satisfait à la condition (H) de Gabriel 

"Pour tout A-module à gauche M de type fini. il existe un nombre 

fini d I éléments de M tels que : 

( O ·• M) = ( 0 ·• m 
1 

) (") • • • () ( 0 ·, mn) 11
• 

(Nous notons* pour toute partie X de M: 

(o·.x) = {a E: Alax = o}). 

LEMME 2 : Soit A un T-anneau à gauche. I un idéal à gauche 

n-irréductible de A et 53 le plus grand idéal bilatère de A, contenu dans L 

gauche.9 

Alors lqanneau A 
53 

est extension essentielle (à gauche) de son socle à 

Démonstration: Posons Â M = - ; c'est un A-module à gauche monogène. L 1 in-
I 

tersection S des sous-modules non nuls de M est non nulle, c'est donc un 

sous-module simple de M et, M étant co-irréductible, M est extension essen­

tielle du sous-module simple s. 

par ailleurs, d'après le théorème 1 9 il existe un nombre fini 

d 1éléments de M tels que g 

m , ••• ,m 
1 n 

Donc considéré comme un A-module à gauche~ est isomorphe à un sous-niodule de 

X 

cM@. oo• E9M= Y -· ,. y 
Yl. fois 
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Y est extension essentielle du A-module semi-simple 

par sui te, 

E = ,S (f) .•.,. @ S., 
v 

n fois 

A 
~ est extension essentielle du A-module semi-simple 

A l'anneau S3 est donc bien extension essentielle de son socle puisque ses idéaux 

à gauche coi'ncident avec ses sous-modules quand on le considère comme un A-module 

à gauche. 

LEMME 3 ~ Soit A un anneau noethérien à gauche et à droite., J ~ 

radical de Jacobson et ~a€ J. 
+ 00 

Alors - n n 
Aa = O. 

n=1 

Démonstration : A étant noethérien à gauche 9 il existe un entier k 

+ 00 

Soit C € n 
ll=1 

Nous pouvons écrire: 

2 C=O:a=o:a = 
1 2 

n 
Aa. 

k 
= ~a = ( ex. E: A). 

J. 

Nous avons, pour tout entier p ~ O 

0 => 

-> 

Par suite, ce qui nous permet de considérer la suite 
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croissante d I idéaux à droite de A : 

k k k 
a..aAca.. aAc ••• ca, aAc 

.k. - .k.+ 1 - - K+ p -

A étant. supposé noethérien à droite, il existe un entier p ~ O tel que 

k k 
ak a A = a, a A. 

+P K+P+1 

Il existe alors 

k 
a a = 
k+P+1 

b E A tel que ; 

k 
\: ab +P 

=Œ ak+ 1b (d 1après(1)L 
k+P+1 

Soit: a.· ak (1-ab) = O. 
K+P+1 

a appartenant à J, 1-ab es.t inversible dans A 1 donc 
+ 00 k 

a. a = o, 
k+P+1 

donc c = a. Jc+P+ 1 = o 
k+P+1 

et () Aan = O. 

~ 

LEMME 4: Soit A un anneau noethérien à gauche et·à droite. extension 

essentielle (à gauche) de son socle (à gauche). 

Alors le radical de Jacobson J de A est nilpotent. -
Démonstration i Soit E le socle de A et soit a E J. 

Nous.avons, compte tenu du lemme 3: 
+ 00 

n(E nAan) = O. 
n=1 

E étant un A-module à gauche artinien, il existe un entier n tel que 
n 

En Aa = o. 

L étant essentiel dans A, 

Donc J est un nil-idéal 

1evitzki([4], p. 199). 

ceci exige n 
a = O. 

et J est nilpotent d'après le théorème de ......,___. ___ . ....,.,.. ...... ~ 

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant, annoncé au début. 

de 1 1 exposé. 
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THEOREME 5 g Soit A un T-anneau à gauche. noethérien à droite. et soit 

J son radical de Jacobson, 
+ 00 

~ n Jn = o. 
n=1 

Démonstration: O est égal à l'intersection de la famille 

les idéaux à gauche 9 complètement n-irréductibles de A. 

(I ) de tous 
a aEA 

Soit 9 pour tout a E A, ~ le plus grand idéal bilatère de A9 contenu 
a 

dans I , 
a 

et l'homomorphisme canonique. 

Il est immédiat que c:p (J) est contenu dans le radical de Jacobson J de 
a a 

et que 1) ~ = 0 ; 
aEA a 

de sorte que 1 'homomorphisme d I anneaux ~ 

Soit C E 
+ 00 

() 
n 

J 0 

n:1 
~ 

a h (c:p (a)) f est injectif. 
a aEA 

Pour tout a E A, et pour tout entier n ~ 1, 

Il résulte des lemmes 2 et 4 queî pour tout a E A.9 l'idéal J est 
a 

nilpotent. 

Donc c:p (c) = O pour tout a 9 et c = O puisque c:p est injectif. 
a 

+ 00 

On a donc bien n Jn = o. 
n:1 

COROLLAIRE 6 Soit A un anneau à identi t-é polynômiale 2 noethérien à 

gauche et à droite, et soit J son radical de Jacobson. 

Alors =--

+ 00 n n 
J = o. 

n=1 
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pi eff_et, on sait qu'un tel anneau est un T-anneau à gauche. 

Si un anneau A est une algèbre finie sur un anneau commutatif noethérien~ 

A est noethérien à gauche et à droite 1 et à identité polynômiale. 

Nous retrouvons donc le résultat suivant dû à Small [9]. 

CŒOLLAIRE 7 ~ Soit A un anneau gui est une algèbre finie sur un anneau 

commutatif noethérien, Soit J le radical de Jacobson de A. 

Alors - + 00 n Jn = o. 
n= 1 
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