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Théorèm0 ~ Lindemann-Weierstrass 

I = contexte h;istcœigus 

Alain MACADRE 
(Orsay 6 mars 1973) 

1.1 

En 1748 Euler con,jecture 1 1 exi.stence de nombres transcendants en considérant les 

logarithmes de nombres rationnels. 

En 1844 Lio1.,.v::\.11e donne une propriété des nombres transcendants et en montre 

Hermite montre q_ue e est transcendants par une nouvelle méthode indé-

per:,da:nte des travaux d.e Liom,:':.lle. 

En 1882 Li.ndeman::c.9 en v_tilisarit cette méthode, montre q_ue si a est algébriq_ue 

n_on. eu} .• alors ea est transcendant donc que rc est transcendant. 

En î 885 Weierstrass améliore le théorème de Lindemann et montre q_ue si 

sor:.t à.es nombres algébriques distincts, alors sont 

li:'.léa:.rement ir,dé:per.dants sur les nombres algébriq_ues. 

Ce thée;rème est équivalent au théorème suivant 

T' , ' neore-me ~ Soient des nombres algébriques, ~-linéairement indépendants. 

a 
s 

son.t algébriq_uement indé:pendants 0 

La démœistra +:iœ~ de Lindemann Weierstrass a été améliorée par Siegel et c I est 

cette démonstra +;i,:;n q_ue nous allons exposer 0 



II - Notations tl rappels 

1) Si K est un corps de nombres (i 0 e 0 une extension algébrique de ~) on 

note par IK l'anneau des entiers algébriques de K 0 

2) Soit a E Ko On appelle dénominateur de a un entier naturel d tel que 

da E IK o Soit d(a) le plus petit dénominatev.r de a et soient a-
1

• 00 <5n (si 

n = [K ~ ~]) les plongements de K dans C O On note 

Il a!! = max I a_,(a) 1 
i=1 9 oooll 

taille a = t(a) = max[Log !lall , log d(a)J 

La taille vérifie l'inégalité sui.vante 

-[K ~ Q] Log d(a) - ([K: Q]=1 )t(a) .{. Logj a. (a) 1 
l 

3) Si P E K[X] on Lote par l!PI! le maximum des valeurs absolues des coeffi= 

cients et de leurs conjugués de p 0 

4) Lemme de Siegel. Il existe une constante ck > O ayant la proprié.té sui= 

vante : 

Soient r et n deux entiers n > r) 1 et a .. 
lJ 

( 1 ~ i ~ r 9 1 i j .(_ n) 

des éléments de K O Soit 

pour 1 i j <. n; soit 

Alors il existe 

que 

n 

L 
j=1 

et 

d. 
l 

a .. X. 
lJ J 

d. 
l 

= 0 

et 

pour 

un dénominateur comrnu.11. positi.f de 

A= max !la .. !! . lJ 
1-'l~r 
1-'j<,n 

a .. 
lJ 

K entiers sur Z non tous nuls. tels 

r 



5) Domination 0 Soient P et Q deux polynômes à une variable 

o:::. d:i t q_ue Q. domine P et on note 

p < Q 

où a E: ({; 
V 

avec b réel~ O. 
µ 

Une propriété est q_ue DP < DQ où D est la dérivation. (Ref ( 1)) 

1o3 
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1.4 

III - Démonstration 

Rappelons tout diabord le théorème à démontrer 

Théorème de LJ Soient des nombres algébriques, ~-linéairement indé-

pendants. Alors sont algébriquement indépendants 0 

Le point essentiel de la démonstration que nous allons donner est de montrer 

le lemme suivant 

Lemme fond.amen tal ~ Si K est un corps de nombres, si sont des éléments 

* * de K tous distincts et si a E K alors le rang de 

sur K est 
m 

Ce lemme est su.ffisant 0 En effet 

A) Nous allons supposer démontré tout d'abord ce lemme fondamental et montrer corn-

ment le théorème de L0 W0 s 1 en déduit. 

Posons f (-v) 
1 

Supposons que le théorème de L0 W0 ne soit pas vrai. Alors il existe un poly-

nôme g, à coefficients dans K, non tous nuls, de degré d tel que l'on ait 

pour o: == 1 • 

Le nombre de monômes 

V V 
1 s 

f o o .f 
1 s 

avec V + ••• + V EV 
1 s 



L5 

est 

Or 

et on peut prendre pour les combinaisons linéaires avec 

v
1
+ooo+Vs ~ v où v est un nombre que 1ion prendra suffisamment grand 0 (on a donc 

m = m )a 
V 

On obtient ainsi mv-d relations pour les 

pour 

Ces relations sont évidemment indépendantes puisq_ue entre deux relations distinctes, 

les monômes ne sont pas tous les mêmes. 

Diaprès le lemme fondamental, on doit avoir 

ce q_ui donne après division par m 
V 

Or 

m 
1 v-d 

1 ~ 2[K ·~ Q} ) nl"' 
V 

mv-d v(v-1) ... (v-d+1) 
m = (v+1)Cv+s-1) •. o(v+s-d+1) 

V 

q_ue 1 8 on peut rendre aussi proche q_ue 1 1 on veut de 1 en prenant v assez gran,d • 

D1 où une contradiction. Le polynôme g n'existe donc pas et le théorème de L0 W0 

est démontré 0 

Il nous suffit donc de démontrer le lemme fondamental 0 



B) Démonstration dv. lemme fondamental 0 

La démonstration se fait en plusieurs pas. 

Da.n.s toute la sui te, nous noterons 

~.z 
E. (z) = e J 

J 

1. 6 

nous consid.érerons m comme donné évidemment et n comme un paramètre. Les cons-

tantes dépendent ainsi de et m" 

j_e:r pas On construit une nouvelle fonction 

F (z) = P (z)F (z)+.oo+P (z)F (z) 
1 1 1 m m 

où sont des polynômes à coefficients dans IK et telle que ait 

un zéro d 1 ordre élevé au point Z=Ü. 

Plus précisément nous allons montrer le 

Leimne 1 Etant donné 1 1 entier n > O 1 on peut trouver des polynômes Pj E IK[z] 

non tous nuls tels que 

(i) 0 
d P. < 2n 

J 
et 2n n 

(ii) la fonction F 
1 

a un zéro d'ordre> (2m=1)n en 0 

(iii) si 

alors la 1 < c 
V 

V D. 
C 

2n 
n 

00 V z 
a 

v v! 

Nous avons 2h
0 
m inco:ri.nues qui sont les P. 

Jµ 

D'autre part ou doit avoir 

a - 0 pour 
V 

V = 0 ~ 1 , o o • , ( 2Ill= 1 ) JJ...; 1 



1.7 

ce qui donne (2m=1)n équations. 
~ 

Ecrivons ces équations. Nous désignerons par r le cercle de centre O et de rayon 

1 parcouru dans le sens positif. On a 

av 1 J F1 (z) 
- -- --dz-
v! - 2in r z v+1 ·- I: 

j==O,11•••ID 
[ ( 1 J µ-v-1 ~ •. z )] p. -.- z e J dz • 

Jµ 2i-n; r 
µ==O, 1 , ••• ID=1 

I: 
j=O,1 ••• rri 

P~ c 
J µ j 9 µ, 'J 

== 0 pour v - 0 9 1 ••• , (2rn=1 )n-1 

µ=O~1 ••• 2:ri.=-1 

v-µ < 0 
où 

sinon 

On a donc c. E K et l 1 on voit que 
J' µ, V 

De même un dénominateur des c . sera majoré par 
J 1 µ, V 

Appliquons le lemme de Siegel. On.peut trouver les p. non tous nuls 9 dans 
J.9 µ 

IK tels que 

On a donc 

Les coefficients de 

et on obtient encore 

2n 
11 pour j = 

vérifient 

o, ••. rn 

2n 
n 

(ref (3)) 

et 

' l F (z) v. 1 d a -- ~ z 
V - 2i·-n; V+-1 r z 

µ = o,1 ••• ,2n-1 0 



I: (v! hi. c. 
Jµ J µ, V 

j=O, "° :m 
µ=O,1 ••• (2n=1) 

mais cette fois ci on n'a plus V < (2m--1)n-1 0 

~':µ 

lv1 C. 1 J ,1 On a ~ (, ) 1 o Vo ~ J 9 µ, V rµo 

On a donc 

et po-u.r une certaine constante c on a 

2n n et la. 1 ~ 
J 

= a 
V 

n V 
C c5 1 

2è pas Au premier pas on a obtenu une forme linéaire 

1.8 

F.(z) avec des poly­
i 

nômes en z qui approche zéro. Dans ce deuxième pas on va obtenir d'autres formes 

d 1approximation en dériva...YJ.t. Et ces formes vont être indépendantese 

Plus précisément démontrons le 

Lemme 2 soient les E. 9 p. 9 F1 définis premier soit Fk+1 
k 

(où g au pas. = D F
1 J J 

D est'la dérivation) (et k = 1 9 2 p o o) e 

Posant où les sont des polynômes •. Alors le rang 

de la matrice (pk . ) (k, j = 1 9 2 '° .. m) est égal à m • 
~J 

Posant E1 F1 

E = et F = 

E F m m 

on a 

F = PE où 

On a d 1autre part 



p1 0000000 

Ai:'lsi p = (D+~
1

)P
1 

0000••0 

Soit b = det P. 

d d 

p 
m 

(D+~ )p 
m m 

1.9 

Appelo::1s 
1 m 

u 
1 

z 9 o o o 9 'J.m z les monômes de plus haut degré de respectivement 

Alors le terme de plus haut degré de t:.( z) est 

1), .... 
1 

000-000 

~ u 
1 î 

u 
m 

~ u mm 
z 

d +ooo+d 
1 m 

le terme de plus haut degré peut s 1 écrire 

000000 ~m 

d +. o .+d 
1 m u u u z 1 2000 m 

m= 1 m-1 
~

1 
o<>-ooo ■ ~m 

Le détermi:'lant qui apparaît dans le coefficient du monôme de plus haut degré est 

un détermina!.lt de Van der Monde qui n 1 est pas nul à cause des hypothèses faites 

sur les ~i o 

t:.(z) a doèlc son monôme de plus haut degré qui n I est pas nul, donc l\z) i O 

et le lemme 2 est montré 0 
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3è pas 

nombre q_uelconq_ue ç; f. O , la matrice (pk~/1;)) (k,j =1,2 ••• m) n'a pas obliga-

toirement :pour rang m. Nous allons montrer dans ce troisième :pas q_ue si nous 

:prenons suffisamment de dérivées on aura une matrice (pkj(ç;)) 

( j = 1 , 2 ••• m , k = 1 9 2 • • • ? ) de rang m • 

Pour cela montrons tout diabord q_ue 

1) Si I; est L~"l nombre complexe non nul~ il ne :peut être un zéro de b 

d'ordre> n. 

En effet on a d
0 

b ~ (2n-•1 )m • 

Soit P la matrice transposée des mineurs de P. 

Ona PP=Lüo 

Comme F = PE 9 on en déduit q_ue bE = PF 

Comme ord F. ~ (2m~1):n,-.m et comme aucune des composantes de E ne s 1 annule 
0 J 

:pour z = O 9 on en déduit que 

L(z) est donc u.,.'1 :poly.o.ôme de :plus haut degré ~ (2n=1 )m et de :plus bas 

degré ~ (2m-1 )n=m • 

D8 où 

On en déduit q_ue 

ord t:,. ~ r.. 
ç; 

pour. 

2) Le nombre :1 va nous donner le nombre de dérivées à :prendreo Montrons le 

Lemme 3 ~ Pour to~t nombre complexe ç; f. O ~ la matrice (pkj(ç;)) 

(k=1,2,ooom+n et j=1 9 2.0 0m) a pour rang m. 



On a donc 

Posant 

D+Q = 
0 

on obtient l'égalité 

D'autre part on a 
t t"' t"' t 

PP= LI= Po P = P. P. 

Puisque 

on obtfont 

Soit r = ord~L. (Alors r ~ n). 

Appliquons (D+Q)r à 61 

où C sont des matrices de polynômes. 
µ 

Faisant z = ~ on obtient 

0 

r r t t 
D L(~)I = L C (~).[ p(1 )(~) •••• p( )(~)] 

µ=0 µ +µ m+µ 

A gm;_che on a une matrice scalaire non nulle. 

A droite apparaissent les colonnes 

1o 11 



1.12 

avec k .{,. m+r ~ m+n • 

Le rang de ces colonnes est par conséquent égal au moins à m et le lemme 3 est 

montré. 

Finalement, dans ce troisième pas nous avons trouvé une matrice pkj(ç;) qui 

est régulière. 

4è pas Nous allons montrer que lA8 fonctions F k ne sont pas 11trop grandes''. 

~ 4 ; Soit k ~ m+n • Si n > c(a) alors 

Montrons tout d 1 abord la première inégalité. soit N == (2Ill=1)n et posons 

G est une fonction entière. 
k 

Choisissons a tel que la! < N. Appliquons le principe du maximum à la fonction 

Gk sur le cercle de centre O et de rayon N. On obtient 

= l(D+~1)k=1p1(z) 

N=k+1 z 

1 Gk(a) 1 ~ 1 Gk!N 

(D+~ )k=1p (z) 
m m 

+ ••• + ---N~~~k-+_1 __ 
z 



O:r 

1 
(D+f3. )1~-1 

P. (z) 1 2:r:. en nn Ma .. x Il P. Il 
Max J J , 52 J . ! N=k+1 _c.N=2n+2-k 

0 " z "N ~· 

ls 
n. 

.,., d,.;. ~p_,:mératev:r provenant des entiers (2n-1) (2n-2) •••• obtenus par déri-

ÜL a '2'.JLC 

Max: 
j 

D'où 

p::;·:1r la deux:..ème :Ln.égalité la démonstration se fai.t par récv.rrence. On a 

( ) n 2n, )2n-1 
P. z < c n ~1+z 

J 

et par ré<,1;:J'.'rr::,:nce il est facile de "Jcir qu.e 

(- 1k n 3n(· . )2n=1 
D+f3j, Pj < c

57 
n .1+z • 

z - a , or:. obtj_ent ~ Il Pk. (o:)l!t,, en n3n 0 

· J · ' 58 

Pc,u.r J.a +.rois:'..ème égalité, J.a démonstration se fait aussi par récurrence on 

PnE1ant: alors supérieur à c
56 

v c
58 

et C 
59 

on a le résultat cherché. Nous 

sc:mmes mai.nt.enant en mesure de démontrer le lemme final. 
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2è pas g (pas final). De l'indépendance linéaire des fonctions E
1

, ••• Em sur les 

polynômes nous allons déduire une borne inférieure du rang des nombres 

Lemme fondamental Le rang de sur K est 
m 

On a, si on appelle r ce rang 

~= E
1

(aLK + E
2

(a)K + ••• + E (a).K = E (a).KE& ••• EBE (a).K. m e e 
1 r 

D2 après le lemme 3 on sait qu'il existe une matrice P(a) régulière, donc une 

matrice bijective de 
m 

K dans Km. L1 image par ~(a) d'un sous espace vectoriel 

de dimension r est un sous espace vectoriel de dimension r. 

Or ?._a) transforme 

(F k ( a) , ••• , F k (a) ) 
1 m 

où sont inférieurs à rr+n 0 

Donc (Fk (a), ••• ,Fk (a)) a u11 rang égal à :r. Il existe donc m-r relations 
1 m 

entre ces nombres. Il y a donc m-r combinaisons linéaires égales à Ode ces 

nombres 9 donc m-r combinaisons linéaires égales à Odes E. (a). 
l 

On peut écrire, en prenant même \ .. E IK (en multipliant les égalités par les 
lJ 

dénominateurs adequats) 

0 + ••• + À
1 

E ( a) 
.m m 

0 = Àm r , 1 E 1 ( a) +o o • + À E (a) 
m-r~m m 

Fk = P, E
1
(a) + ••• + pk 1 E (a) 

J{ m 
1 1 , 1 m' 

Fk = pk 1 E
1
(a) +o et o+ pk 1 E (a) 

m r r' r9 

et la matrice des coefficients des E. (a) est régulière. 
l 



Soit o son déterm:inant 0 On a 9 en résolvant le système par rapport à E
1

(a) 

OÙ B
1

,oooB r 
sont les mineurs de 

D'après le lemme 4 ~na 

o relatifs à la première colonne. 

~ 3nr log n + o(n) 

{ 

ta:ille(o) 

den 6 , 

et on obtient aussi 

n 3n(r-1) 
~ C Tl 12 -

et 

D'où 

Log 6 ~ 3n(r-1 )Log n + 3n Log n - (2m-2)n Log n + o(n) 

L15 

Appliquant 1 ° inégali~;é sur la taille 9 divisa,.""lt par n Log n et prenant; n assez 

grand, Jn obtient 

D'où le lemme fondamenta1 0 



1.16 

IV= Extension du théorème de L9 W. 

En regardant quelles sont les propriétés de la fonction exponentielle utilisée, 

Shidlovsky a réussi à généraliser le théorème de L.W. aux E-fonctions. 

Une E fonction est une fonction qui admet un développement en série de la 

forme 

oo n 

f(z) = L an:, 
ll=Ü 

où a E K (K corps de nombres) et satisfait 
n 

fil Il anll ,( en pour une certaine constante c (ou mieux ~ o(nt:n) pour tout 

E ) 0) o 

Il existe une suite de nombres tq d 
n 

est un dénominateur 

Exemule d.Ei E-fonction 

et n 
d ~ c n 

La fonction de Bessel 

2n 
Jo(z) = Z: (~:)2 

La difficulté dans l 1 extension du théorème de L0 W0 est de démontrer le lemme 2 

pour les E-fo:ri,ctions. 

1<;, théorème de L, W. Shidlovsky est 

des E-fonctions, algébriquemer.t indépendantes sur K(z) et 

q;J. satisfont des équations différentielles linéaires du type 

X 1 
- QX 

cù. x E',st ·.,::c vecteur colonne et Q une matrice carrée de fonctions rationnelles 

d.e K(z)o Soit * a E: K et a distinct des pôles des fonctions de Q. Alors les 



valeurs 

Appl:..catim de ce théorème 

- fonctions exponentielles bien sûr 

- fonctions de Bessel solution de l'équation 

c,ù 1, appartient à un corps de nombres. 
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Rappels historiques .filll'.. la théorie 

des nombres irrationnels tl transcendants 

Françoise CHANET 
(Orsay 13 mars 1973) 

2 .1 

Un nombre algébrique est une solution d'équation aJ.geor:i.que a coefficients en-

tiers générale alors qu'un nombre rationnel est solution d 1une équation algébrique à 

coefficients entiers du premier degré 0 La seconde notion est donc apparue beaucoup 

plus tôt que la première; et les résultats sur les nombres irrationnels(= non ra-

tionnels) sont plus anciens et plus simples souvent, mais pas toujours, que les résul-

tats analogues sur les nombres transcendants(= non algébriques)o 

L Ava.-rit 18400 

Pour les Grecs il n'y a de nombres que les entiers (ceux bien sûr que nous disons 

maintenant strictement positifs). Néanmoins ils utilisent les Hrapports d'entiers' 1 

(autrement dit les rationnels strictement positifs) toujours d'ailleurs du point de 

vue géométrique des "rapports de longueurs équivalents"), décrivant leurs opérations 

e~ démontrant certaines propriétés algébriques de ces opérations. La grande découverte 

de 1 1 éccle de pythagore (vers -500) est que la diagonale du carré n'est pas dans un 

nrapport d'entiers" avec son côté, en termes modernes que l[2 est irrationnelo D'autre 

part le rapport de la circonférence au diamètre (ce que nous appelons le nombre n) 

n 1 est pas considéré comme un "rapport d'entiers" et Archimède (vers -200) en donne des 

approximations successives par la méthode des polygones 0 Ces deux résultats fondent la 



tté,)J;·:'.s d.ss irration_'lels 0 Quant aux problèmes de transcendance, du fait du caractère 

g,fo=r.é\r:'.q_r.J des mathématiques grecques, ils ne sont abordés que par le biais du fameux 

px·ob;_ecns, ëi.e 1a quadrature du cercle et de problèmes analogues de construction :par la 

:'.'2:2;1:? ,ô'; le cc1mpas, dont l'impossibilité résulte en fait de l'insolubilité de cer--

(en rationnels). 

La des nombres irrationnels et transcendants prend ensuite un vrai départ 

elle bénéficie de la mise au point de l'algèbre formelle à partir du 

15è~:11e et ie 1 1 essor de 1 1 analyse (fonctions exponentielles et logarithmes) à partir d:-<.1 

17 err:e. De pb.s sans en avoir fait de construction formelle les mathématiciens de cette 

ép'.Jq,;.e se placent dans le corps des complexes (nombres imaginaires) au besoin 0 Une des 

}r<èW'8T',c, me:::tions des nombres transcendants est faite par Euler en 1748 dans so::i 

''':::Et:·c,ch;,ct2.o in analysin infini torum" (Oeuvres complètes-tome VIII-page 108) nil 

2.npa::0 2:=:t cJ.a:5.:::e@e:'.lt que les logarithmes rationnels proviennent des puissances d.e la 

s·i b n I est pas 1:..ne telle puissance log (b) n'est même :pas irratio:cri.el 
a 

es.::.' si:c.::in ( pa::> exemple ? ) on aurait avec b rationnel '/Il a b ce qui est imr,Js-

rd .. ~: .. ;-;~ (;f33 lcgari thmes ni rationnels ni irrationnels ont droit à 1 1 appellation de 

.;:_ 0·:2c.::-;c(3:.-_,1r_:_.n-t:cJ.:: Quoi quvon puisse penser des arguments d'Euler, on peut remarq 1;.er 

r.r,,.R ~---_ro;3c=o 1e JE'8bJ.ème (j_rrationnel dans ce contexte = algébrique réeJ.) au S-'1.jet des 

1,·,ga~:•::.,;tms;:i q_uj. effectivement sont explorés jusqu I au moment présent (Baker )o vers ce 

,d.:1.:'.rn o.·~-'1 Sème siècle également se perfectionne la théorie des développements e:i.i 

f'1.',s0i~:~o::.f, C:):J.ti:r:.ue 9 très liée à 1 1 irrationnali té puisqu'un réel est raticinr.el si et 

3,<;è1see::.:.t SJ. son développement est fini, et un peu à la transcendance p1;.isq_ue vers 



époq-v.e Lagrar.cge montre qu 1:m réel est algébrique de degré 2 si et seulement si son 

déc;elopp8me:rit est périodique. De cette manière Lambert en 1761 (c. R. Ac. Sc. Prusse) 

do:L-:.rJ u.ne démonstration. à vrai dire incomplète de 1 1 irrationnali té de rc on peut 

tè'.'Ouver cette démor:cstration complétée par Legendre dans les Comptes rendus d_e 1 1 Aca-

à.émj_e des Sciences de 1 1 année 1855. On peut remarquer aussi que le développement de 

e e:'."l. fractions continue [ J t , 11• t •t• J Il 2, 1, ?, 1, 1~ ••• ,2n, 1, 1,... rouve in ui ivemenc 
~ '--- ._;,' 

pa~ Euler entraîne que e n'est ni rationnel ni même un nombre quadratique. En 1815 

Fov.rier' prouvera l'irrationnalité de e diune manière très simple en utilisant son 

Il. De 1840 à 1920 théorie classique. 

La théorie des nombres transcendants est véritablement fondée par Liouville qui 

à p:::·opos d.e problèmes d 1 approximation diophantienne établit pour la première fois 

1 1 exis~e~ce de nombres transcendants son théorème (c. R. Aco Sc. Paris 1844) s'é-

n.ri:-_ce Ef'.l. sffet si a est une racine réelle du polynôme P :irréductible da.rJ.s z[x] 

* d.8 des§:::ré s il existe une constante c ( IR telle que quels que soient q dans 
+ 

* l]'if et p dans IN on a l'inégalité ). 
C 

s 
q 

Si OTc cm1sidère donc la somme d 1 ,me série C 1 
N n 

q 
N n 

suite di entiers telle que 
N 

n+1 
N n 

n 

tende vers 

où q est un entier positif 

+oo avec n , on voit qu I elle 

r.9 vérifie la propriété de Liouville pour aucun s donc qu'elle est transcendante. 

(exo N =n!)o Les nombres ainsi construits -nom·bres de Liouville- ont été très étu­
;,1 

d.:'..és pa:ç Maillet cf o Co R. Ac. Sc. Paris de 1901 à 1907. 



Ces problèmes d I approximation continueront jusq_u I à n,'.is jours à représenter· u~ 

aspect de la théorie des nombres :ï.rrationne,ls et transcendants, en part:i.c~l.ier à pe:r--

mettJ':oe de créer des nombres trans(;endan\e autres que ceux rerc.cœitrés da.r1s l I ana1yse 0 

Rappelons le plus célèbre d'entre eux i.l s 1 ag:it d 1 estimer e(Y.è) borne i.méri.eure 

* * des c E IR tels que pour tout ,:; appartenant à IR et tout rx r,~mbre réel. algé-
+ + 

bri.q1.ï.e de degré n 1 1 inégalité ! cc ~ I 1 < _L n I est vraie que pour ur.. ni:,mbre f :i.:".Ü 
1 . CH: .. q 

de :rat:ion.,_viels p • Les théorème de Liouville et de Dirfoh.let d;:m.nen~; d.éjà. 
q_ 

2 <. e(n) ~ n • Thue en 1908 trc:>uva la majorati::,n e(n) ~ ::2 + 1 
2 

'·1· ' d ame .::.o:r:·ee au cs;1x0 s .u 

20ème siècle par Siegelj Mahlery SchneidFr avant qu.e Roth e::~ 1955 (rira::;he.matika) ne 

doru1e le résultat définitif ~ e(:n) = 2o Plus cen-l::rale dans la théo:r·\e es-!'; la défini= 

tion de la mesure de transcendance de x nombre complexe 

<Ï'(x,m 9 H),=miri (IP(x)i où P est un polynôme à coeffici.ents entiers de ha:;,,t':èr,,;t .(. H 

+- ;i d ' ) B. "" e ., _,.e egre <. m O ien sur x est algébrique s:i. et seulement s:1. pm.1.r 

pe des t:ircd.:rs) si. :x: 

o C'est sur le prOblr:,me plus :ic1-i:éressa:nt de sa m:5.norat::.o-:'.l quu'.)n 

a c )mme:ncé à travail.let dss la f:in du 19ème siècle O Par e.xempl.,'3 BCI'el en 1899 mor:.tre 

i ma:~.:s là. a"J.ss::. 1e gros des résul tate fut ob~A'l'UL au 

co·;;_r:s r:l:u 20ème siècle en particulier par Mahler. 

Le résultat de Borel est b:i.en ,sûr un raffi:r:;_emenf; du rés,J.1 tal:; f-'.':i:ndamenta1 

:pl'XS simples que Hu:rwi tz O • o donnerc~.t: un pe:1. plus tard s: appuient 2":.,:r 1es p:::::'rypr:i.étés 



simples de la fonction exponentielle, d I intégrabilité :par exemple 9 et sur des comb:i-

nai.sons "astucieuses" donnant, e étant supposé algébrique, une quantité entière non 

L,.ü1e et tendant vers O. 

En 1882 Lindemann adapte cette méthode :pour :prouver la transcendance de n et 

trois ans :plus tard Weierstrass ( cf }Vlathematische Werke II :p. 341 ssq) donne la gé-

néralisation connue sous le nom de théorème de Lindemann-Weierstrass soient 

a , ••• ~a des nombres 
1 n 

algébriques non tous nuls et b , ••• ,b 
1 n 

des nombres algébri-

b b 
deux à deux distincts alors 1 n f 0 qu.es a e + ••• +a e . 

1 n 

On en déduit un :premier résultat d'indépendance algébrique ~ celle des puis= 

sances de e dont les exposants sont ©;-linéairement indépendants. 

Ce théorème de Lindemann-Weierstrass semble un :point final dans cette direction 

de recherche utilisant les valeurs aux :points algébriques d.es fonctions véri::iant 

des éq.uations différentielles à coefficients algébriques. CI est :pourquoi Hilbert 

dans sa fameuse liste de :problèmes du congrès international de Paris 1900 considère 

étudier la transcendance de 
b 

a , a et b algébriques et b irrationnel 

connne très difficile, de l'ordre de difficulté de l'hypothèse de Riemann. :p0 e 0 En 

fait à :peine :plus de trente ans après ce :problème est résolu grâce à de no;.~_vell8s 

méthodes impliquant une connaissance plus profonde des fonctions analytiques 0 .Mer.-

tionnons enfin qu'à la fin du 19ème siècle Cantor a donné la plus élégante méthode 

de démonstration de l'existence de nombres transcendants 1 c ensemble des :rwmbres 

a1gébriques est dénombrable alors que IR ou (I; a la pui,ssan,:;e du conti.m;, 0 



II 0 Depuis 1920 : résolution du 7ème problème de Hilbert etc ••• 

Vers 1920 des mathématiciens (Polya, Gel'fond, ••• ) étudient les fonctions ana-

lytiq_ues prenant des valeurs entières aux points entiers (de ';K w z[i]), en :part::-

culi.er du point de vue de leur croissance. Ainsi Gel'fond en utilisant 1me méthode 

d 1 interpolation prouve-t-il dès 1929 q_ue si a et b sont algébriq_ues p 0~I b 

b 
irrationnel q_uadratiq_ue, a est transcendant. Ce résultat est amé1:L:iré :par 

Kuzmin, puis Bohle ; et en 1934 Gel 'fond. et Schneider indépendamment démontren.t leur 

célèbre théorème ~ si a est algébrique et différent de o~ I i si b est algébrique 

irrationnel, alors 
b 

a est transcendant. 

La conjecture d'Euler est ainsi justifiée presq_ue deux siècles plus tardo 

C'est le point de départ de nombreux travaux, spécialement des écoles ru.sse et al-

lemande. Ainsi dès 1933 Mahler étend aux exponentielles p-adiq_ues ( sa démonstra-

tion ainsi q_ue celle du théorème principal sera améliorée par Lang). Gel I fond e!1. 

1934 trouve un premier résultat sur les mesures de transcendance des 
b 

a 

amélioré par son école) g analogue à celui de Borel. Schneider se consacre d.e 1934 

à 1937 aux fonctions elliptiq_ues sur lesq_uelles il obtient de beaux résultats dont 

on peut. donner q_uelq_ues exemples : -la longueur d'une ellipse à axes algéb:r.iqt,;es ezt 

transcendante- -la fonction f de Weierstrass prend des valeurs transcendar;.tes a?J_x: 

points algébriq_ues- etc,u et en 1941 B(p,q_) = J1 
xp---1(1-x)q_- 1a.x est transcendant 

0 

pc;ur tous p et q_ rationnels. 

Siegel entreprend une étude ari thmétiq_ue des valeurs au:x: points algébr:i.q_uss 

dh.me assez grande classe de fonctions entières, les E-foncti.ons i [ si. a appar-



tient à K corps de nombres de degré h sur ~ , on note 

conjugués de a)]. Une fonction entière 
+oo n 
~ z L-Jc ::;_ 

n n! 
n,=O 

est une 

2.7 

E=fonction 

0 
(1) tous les c appartiennent à un certain corps d.e nombres d.e 

n 
d fini 

(2) pour tout * E de IR 
+ tl 

n--,.+oo 

(3) il existe une suite de ¾ entiers positifs tels que pour tous n et 

k le nombre q
11

ck est un entier algébrique et que pour tout de 

* IR. 
+ 

on ait g ¾ = (j (n c) Q 

n--,.+oo 

Ces E-donctions forment un anneau fermé pour la dérivation. 1 1 i.ntégrat:i.on et la 

multiplication par un nombre algébrique. Elles comprenne:-1t les polynômes à coeffi= 

z 
cients algébriques, e ' cosz' J (z) 

/1. 
fonction de Besse10 C'est d 9 ailleurs sur des 

fonctions très proches des J À que Siegel établi.t son :premier théorème en 1929, 

dont une conséquence est la transcendance de la fraction continue 

000 ] 0 Voici le théorème général de Siegel (1949) g 

Si sont des E=fonctions solut:i.ons du système 1::néa:ire à coeff:i= 

c:ients dans ~(z) d'équations différentielles 

telles que les 
(m+N) ! 
N!m! 

produits d.e puissances de ces foncticns 
k 

m 
f 

m 

k + ••• +k ~ N forment un système normal de E-fonctions, alors les valeurs d.e 
1 m 

f 9 ••• ,f en un a point algébrique non nul et non pôle sont algéb:ri(luement :i.r..dé-
1 m 

:pecdantes. 

Si les équations sont affines sur <Ji(Z') on a une équivalence entre la 

14~•:indépendance algébrique des valeurs en a et la ~(Z)=:i.ndépendance algébrique 

des F .• Citons encore un résultat de Shidlovskii (1953) dans cet ordre d 1 idées g 
J 



c,n co:rc.sidère pour A rationnel non e:nt:ier négatif la fonc:t:ion 

n 
z 

et des nombres ~-linéairement 

2.8 

indéper.,-

dants alors les nombres cpÀ(a
1

),.a 0 ,cpÀ(an) sont algébriquement indépendants. 

CI est ;;ne généralisation de Lindemann-Weierstrass. 

Avant de passer aux résultats les plus récents il faut évoquer au moins une 

partis de 1 1 oeuvre considérable accomplie dans la théorie des nombres transcendants 

par Kurt Mahler -déjà ci té= depuis 19300 Un des plus connus est sa classiffoati.on 

des nombres transcendants datant de 1932 pour un nombre ç on défi.nit avec a 

et n entiers positifs 

Log=-+:ï 
W __ \a/ 

w (ë) := l:i.m sup __ n_. __ 
ri "' Log a 

a 

w (a,cJ = n 

et enfin 
w 

a~ 
.J. 

w( 'l'.') = lim sup _E. o On appAlle alcrs 
'=' n 

n fixé 

n éventuellement infini. pour lequel w 
n 

devient i:1:fini. On remarque que 

w(cJ et µ(};) ne peuvent pas être simultanément fi:r.is et 0>.1 pose 

~ est u..n A=nombre si w := 0 µ ·-· += 

~ est un S=nombre si 0 < w < +oo µ ·- +oo 

ç est un T-nomb:re si w - += µ ·-· += 

; est un U-nombre si w ·- +oo et µ < ·+"" 

; est algébrique si et seulement si c 1 est un A=nombre 0 Les nombres transcen-

dants se répartissent donc en s-, T- 9 et U=:nombreso Le théorème d.e Mahler d:î.;-; que 

d,::,ux nombres de classe différente sont algébriquemen.t indépenda:ntso Il établit 

aussi que les nombres de Liouville sont des U-nombres (w == 1), que e est un 

S-hombre f que n; est un S-,:nombre ou un T=nombre. Depuis bien d I autres .!'ésul tats 

on.t été ac:quiso En 1937 Mahler à partir d 1un résultat de Schneider paru. Pannée 



précéà.ente que si p est polynôme prenant d.es valeurs entières am: poir.ts 

ent:ü,rs v..:ri r:.ombre écrit en base q X - Ü, p( 1 ) P(nL o o est transcendant non 

de Liouvi11eo Il s 1 occupe aussi d'approximation, en particulier précise les mesures 

'.J.? -l::ranscerjarc.ce de Log a , e 9 n (voir aussi les travaux de Popken et Fe1d. 1 mant 

Le plus important des résultats récents est sans doute le théorème de Baker 

(1966) i soient a
1

,.oo,am des nombres algébriques dont les logarithmes sont 

indépendants; alors les nombres sont 

IQ0 "l.:i:J.éairement indépendants. Baker, :puis Stark et Feld 1 man ont donné des minora-

f;iœ1s précises des formes linéaires de logarithmes. 

De nombreuses conjectures ont été faites récemment dont la plus globale est 

cel1e de Schanuel si x , ••• rX sont des nombres ~-linéa:i.rement indépendants 
1 n 

le degré de transcendance sur (Q du corps est supérieur 

,>u égal à n • Pour finir nous rappelons que nombre de problèmes d 1 é~oncé élémen-

~;ai:r·e n.e sont pas résolus la constante d'Euler est=elle irrationnell8? 

Quelle est la nature arithmétique de 
n e e 

c3·Jî , e+n, o o o, TC , e 9 0 • o ,2 même e:t; 

plus généralement e et n sont=ils algébriquement indépendants? 

Bi bliographi.e 

F:~,Pd.'D.a!.l? N0 I., and Shidlovskii, A4B.- The development and present state of the 
1;he0ry of tra.YJ.scend.en tal numbers. Russian Ma thema tical Sur\Teys, vol O 22 
n° 3 (1967) p. 1-790 



Construction de nombres transcendants, grâce-™ théorèmes de 

Liouville, Thue, Siegel tl Roth 

Maurice MIGNOTTE 
(Orsay 20 mars 1973) 

Introduction 

cet exposé consistera d'abord en un énoncé assez bref de résultats sur l 1 approxi-

IT~tion diophantienne des nombres algébriques qui, vu leur difficulté, ne seront géné-

ralement pas démontrés 0 Ces résultats seront utilisés pour construire certaines fa-

milles de nombres transcendants. 

Il appara:îtra à l 1 évidence que la théorie est encore à un stade peu satisfaisant. 

En particulier, les nombres transcendants que l'on construit par cette méthode sont 

so1;_vent très spéciaux et je ne connais aucune démonstration de transcendance d 1un 

nomb:re !'usuel 11 par cette méthode. 

Notations Sei t x 1J..n réel 

[x] désigne la partie entière de x, 

i.x} = x - [x] est la partie fractionnaire de x, 

on n.otera llxll la distance de x à l'entier le plus proche. 



I - AJl_]ro.x:imation des nombres réels par des rationnels 

1 0 Approximation des nombres.rationnels par des rationnels 

Contrnençons par un résultat évident. 

Thé0rème 1 Soit 
a 

a = ,;; un rationnel, avec b ;, 1 , et soit 
p 
q 

un nombre rationnel 

distinct de a, q > 0, alors on a 

Démonstration 

[ aq-pb ! 1 
bq ~ bq • 

C.QoF.D. 

Don.n.ons une conséquence triviale de ce résul tatr mais qui indique le principe de la 

constr-:.1ction future de nombres transcendants à partir d 1un théorème sur l'approxima-

tien des nombres algébriques. 

Corollaire 1 Soit a un nombre réel tel que pour tout A> 0 9 l'équation 

admette \,.ne solution alors a est irrationnelo 

Exemple On obtient ainsi l 1 irrationnalité de 1 1 e 9 xch - x sin - , cos 
X' X X 

2 * x ( IN • On peut m~me obteni.r un résultat :plus fort 9 à savoir 

i;orc.llair§'.. 2 g Soit 2 * x 9 avec x E IN • Soient 

Alors le nombre 

a 
1 1 a ch x + a

2 
sh x + a

3 
C'JS x + a 

1 X ll X 
sin 

X 

e,st irrationneL 

1 ch - 9 avec 
X 



2. Approximation~ nombres irrationnels .m.!:.~ rationnels 

Théorème 2 (Dirichlet 1842) : Soit ex un nombre irrationneL Il existe une infinité 

de nombres rationnels 

Démonstration 

p 
q 

tels que 

Soit Q un entier> 1 • Considérons les nombres cxk = {ka} 1 k = O?•o• 9 Q, de 

l'intervalle [0 1 1]. Partageons cet intervalle en Q segments égaux de longueur 1 
Q 

Les Q+1 points ak sont répartis dans Q intervalles, l'un deux contiendra donc 

deux points (principe des tiroirs). DYoù l'existence de deux entiers m et n dis= 

tincts tels que 

Si on pose q = n-m et p = [ma] - [no:] , on a alors 

Le fait que Q soit arbitraire permet de montrer que (1) admet une infinité de 

sc01utio:2s. 

Ce résultat peut ~tre amélioré. 

Théorème 3 (Hurwitz, 1891) 

P0ur tout irrationnel ex, il existe une infinité de rationnels 

(p,q) = 1 9 qui vérifient 

p 
, a:ITeC 

q 



(ii) Ce résultat n 1est plus vrai si on remplace la constante 1{5 par un nombre 

plus grand.o 

Démonstra!~.::::'..: g Vcir par exemple Hardy et Wright Chap. XI. 

Pour une généralisation aux nombres q_uadratiq_ues imaginaires, voir Poitou (1953). 

Le travail, d<:, Markoz a beaucoup précisé ce théorème, nous nous contentons de donner 

une toute petite partie de ses résultats (voir Cassels 9 Chap.II). 

Théorème 4 (Markov, 1879) g 

Il y a une inîinité non dénombrable de nombres irrationnels (non éq_uivalentsj 

au sens des fractions continues) tels que 

lim q_ Il qall 1 
= 3 0 

Corollaire g Il existe une infinité non dénombrable de nombres transcendants a 

pour lesquels il existe une constante c ·- c(a) > 0 avec 

p::r::.r tout q 0 

Rema:;gue 1 g Un nombre a vérifie (3)~ pour une certaine constante c, si 9 et 

seulement si, les quotients partiels du développement en fraction continue de a 

sont bo:rnés 0 Je ne connais pas diexemple de nombre usuel dont on ait démontré quuil 

·\-érifie (3) en dehors des nombres irrationnels q_uadratiques. Par contre 9 on sait que 

beaucoup de nombres usuels n'appartiennent pas à cette classe 9 par exemple cîest le 

cas de 1/p e pour t entier (on connait le développement en fraction continue de 

ce nombre, voir par exemple les ouvrages de Penon (1913) ou Lang (1966))0 Il semble 



bien que tout nombre algébrique de degré:> 3 a des quotients partiels non bornés; 

en tout cas le calcul d'un grand nombre de réduit de nombreux nombres algébriques 

semble confirmer cette conjecture, voir par exemple Neumann et Tu.ckerman (1955) 9 

Richtunyer, Devany et Metropo1is (1952), Bryuno (1964). 

La plupart des irrationnels ne vérifient pas (3) g 

Théorème 5 (Khintchine 1926) ~ 

Alors 

tions 

Soit c)>(q) une fonction positive. Considérons les inégalités 

00 

(i) Si la série L c)>(q) converge alors (4) n'a qu'un nombre fini de solu­
q=1 

p 
= 9 q > 0 9 pour presque tout 
q 

(X (au sens de la mesure de Lebesgue). 

(ii) Si cJ> est décroissante (au sens large) et la série ci-dessus diverge, 

cette inégalité a une infinité de solutions :pour presque tout a. 

Démonstration g 

( i) Considérons d I a bord le cas où a E: I = [ O, 1 [ • soit q fi:x:é. V ensemble 

d.es a E: I qui vérifient (4) est contenu dans 1 'union de q+1 intervalles (centrés 

aux points 0 l ~ 1) 9 , ,e••1 q q 
de longueur , sa mesure est donc au plus égale 

à 4~(q) 0 Ainsi, l'ensemble des a€ I pour lesquels (4) admet une solution avec 

q ~ Q a une mesure au plus égale à 

quantité qui tend vers O avec 

4 I: ~(q) 1 

q)Q 

-1 Q Q La conclusion est alors évidenteQ 



(ii) Voir par exemple Khintchine (1964) ou. Cassels choVIL Pour des résultats 

semblables voir aussi Borël ( 1909) et Bernstein (1912) où Hardy et Wright Tho 196, 

Tho 197 chap.XL 

ExelD,l)les g 

1 o Li ensemble des nombres 

tels que l 1 inégalité 

a irrationnels qui pour un 

2+E: q 

admette une infinité de solutions est de mesure nulle 0 

f; = E(o:)) Ü sont 

2. La conclusion précédente a encore lieu si on remplace lîinégalité ci-dessus 

par 

2(l )1+E q og q 

II - Approximation des nombres algébriques 

1 0 Le théorème de Liouville 

Théorème 6 (Liouville 1844) 

Soit a un nombre algébrique de degré n ~ 2. Il existe une constante 

c = c(a) > 0 

Démonstration 

telle que, pour tout. rationnel 2 1 q ~ 1 , on ait l 1 inégalité 
q 

Soit P le polynôme minimal de a, iee 0 le polynôme de degré n à coeffi= 

cients entiers, primitif et de terme principal positif tel que P(a) = O 



Soit du abord .r 
q 

On a alors 

tel q_ue 

avec 

avec 

JVI = max( Sup 
n Mq_ a-1<x<:a+1 

cette dernière inégalité a encore lieu si 1 a- 1.>j > 1 o D9 où le résulta te 
q 

Remarque 2 Le théorème de Dirichlet montre que ce résultat est. essentiellement le 

meilleur possible dans le cas des irrationnels quadratiq_ueso 

2 o ~ nombres ~ Liouville 

On dira q_u 9un nombre a est de Liouville si, pour tout A > O , il existe un 

nomhre rationnel 
p 

1 q_ ~ 1 , tel q_ue q_ 

Le théorème 6 montre q_u1un tel nombre est transcendant. Il est bon de rappeler 

(lU 9avant Liouville Pexistence de nombres transcendants n 1était pas démontrée 0 

Exemple ~ L9 application 

-n ~ 
2 r' L...n 

n)1 
E { 0, 1 } 

Iéf:i.nit une injection de l 1 ensemble des nombres irrationnels de l 1 intervalle ]0,1[ 

dans l 1 ensemble des nombres de Liouville 0 



Vensemble l des nombres de Liouville a d.onc la puissance du continu (il est 

étonnant de lire dans l'article de Felgd.man et Shidlovski (1967) q_u11on ne sait pas 

si 1 est dénombrable)o Il est aussi facile de voir q_ue :e est partout dense dans 

IR. 0 Par contre le théorème 5, exemple 1, montre q_ue :f. est de mesure nulleo Ce 

n~est pas un fait isolé, tous les ensembles de nombres transcendants q_uion définira 

plus loin seront aussi de mesure nulle, ce q_ui montre le faiblesse des méthodes 

du approximation diophantienne pour la construction d.e nombres transcendants 0 

On peut aussi facilement caractériser les nombres de Liouville par les pro-

un nombre irrationnel. On sait que 

p 
n 

avec [a ;a ,ooo,a] o 
o 1 n 

On voit donc q_ue a est un nombre de Liouville si, et seulement 

log a 
lim n+1 

log = += ' a 
n 

il suffit de s.e souvenir en plus que si 
p vérifie q_ 

la-21 < 1 

q_ 2 2 q_ 

si, 

Peur des exemples de nombres transcendants, mis sous forme de fractions continues, 

obtenu grâce au théorème de Liouville ou à sa généralisation à ltapproximation par 

Perna (1913,1914), Gigli (1923). 



30 ]:~ généralisation du théorème de Liou.id .. 11,'.:I 

Théorème 7 g Soit a un nombre algébrique de degré n ~ 1 et soit P(x) un poly-

nôme à coefficients entiers de degré d et de hauteur H donc a n 1 est pas racine 0 

AJ.ors on a 

avec c = c(a) > 0. 

Pour n 1 9 on retrouve le théorème de Liouville 0 

Démonstration 

Soit q un dénominateur de a, alors 
d 

q est un dénominateur de P(o:) et 

où a désignP. la hauteur de a o Dnoù la conclusion 0 

On. en déduit facilement l 1 énoncé suivant (voir Schneider (1957) chpo I, §3) • 

.Q.Q!ollai~ g Si a est algébrique de degré n et ~ algébrique de degré d et 

de hauteur H, alors, pour ~/a, on a 

Bibliographie g Brauer ( 1929a, 1 929b) ~ Bombieri ( 1958) et Güting ( 1961 ) o 

De ce corollaire on peut déduire le résultat suivant. 

Proposi ti.on 1 Toute racine réelle :posi.tive de la fonction 

CO 

F(x) = L 
v==O 

( ) 
V V 

-1 a X 
V 

a i:tne valeur transcendante si les a sont des entiers naturels tels que 
V 

O < a < Bv, où B est une constante> O. 
V 



Bibliographie : Cobn (1946). 

4. 1ê théorème de Roth 

Théorème 7 (Roth 1955) 

Soit a algébrique de degré n > 1 • Pour tout i:: > 0 donné, l1 inégalité 

n 1 a qu~u.,.~ nombre fini de solutions. 

2+E q 

Pour des résultats antérieurs plus faibles voir Thue ( 1908, 1909), Siegel ( 1921), 

Démonstration 

Voir par exemple Cassels ch.VI. 

Remarque 3 (w. Schmidt 1971 1 page 12) ~ In view of Dirichlet 0s theorem, the expo-

nent 2 is best possible here. But it is conceivable that the factor qE could be 

replaced by a smaller factor. But nothing is known in this direction. The metrical 

result (exemple 2 9 Th.5 suggests that 

has only fini tely many solutions for every positive 6 • The fir-st wri tten account 

of this conjecture appears to be in Lang (1965). 

conséguepce ; Soit a un nombre et soit i:: > 0 tels que l 1 inégalité 

(5) 1 
2+E q 



admette une infinité de solutions :P 
q 

distbcteso Alors 

E:x:em121§.. g 

oo n 
~ -3 a = L.J. 2 
Il=1 

est transcendant 0 

a est transcendant 0 

Remarque 4 g D1 après l'exemple 1 du th 0 5~ l 1 ensemb1e 'R. des nombres transcendants 

construits par cette méthode est de mesure nulle. Là encore, je ne connais pas 

d O exemple de nombre transcendant usuel dont on sache q_u i il appartient à ~. Par 

contre 9 par exemp1e, le nombre ea, a algébrique non nul, n~appartient pas à cette 

classe vcir Mahler ( 1932), ( 1967) 9 Baker ( 1965), Kappe ( 1966). o. 

Davenport et Roth (1955) ont montré que, si 
~ 

désigne la n-ième réduite 

dh.m nombre algébrique irrationnel a , on a 

c (a)n 
log log ' 1 

<\i. ', vé'"l>ilr:t_o ..... g """'n 

Baker ( 1962) a repris les travaux de Maillet ( 1906 chapo VII) et les a améliorés en 

utilisant les travaux d.8 Davenport et Roth et démontre en particulier g 

_Ero12osition 2 Soit 

que 

* 

[ J 1 ·1 · t . f" ·+' d a -- a ; a , o o. 9 a , o o. o S 1 exis e une in 1n1. ue e 
o 1 m 

a 
n := a ==o O O :=: a ,.. ( \ 

n+1 n+A,".l.;=1 

et si le développement n'est pas périodique et que * a lieu pour n = n. 
l 

1 
log À. (log n. )2 

_ • 1. l 
Llm -~--~---. n. 9 où , alors a est transcendanto 
::1.--?CO l 

n tels 

avec 

DP. même que Maill.et, il obtient des résultats plus généraux en considérant des 

blocs d.e a. r consulter le papier cité à ce sujet., 
l 

Maillet construit aussi des nombres décimaux quasi=périodiques qui sont des nombres 
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transcenda:iJ.ts (de Liouville), grâce au théorème de Roth, ces résultats peuvent être 

améliorés. 

Le théorème de Roth avait été précédé par un théorème de Schneider ( 1936) qui 

améliorait un résultat antérieur de Siegel (1921 b). 

ïhéorème 8 (Schneider 1936) : 

alors 

Soit a algébrique. Pour E ) 0 fixé, si 

-. 0 o- 1 , sont des solutions de 

1 
2+t:: q_. 

. log q_k+1 
lim -- --- -· -t= • 

log q_k 

Ce résultat était presque aussi utile que le théorème de Roth pour la cons= 

truction de nombres transcendants. Par exemple, il suffit pour démontrer la trans= 

n 
cendance de L 2- 3 

n:,.1 

Le théorème de Schneider a été amélioré par Cugiani, grâce au lemme de Roth. 

Théorème 9 (Cugia.~i 1959) ~ 

Soit a algébrique de degré d. Si 

-2-20d(log log log q)-½ 
la=E! < q_ q . 

admet une infinité de solutions 

(:p
1 

,q
1

) == (p 29q
2

) == ••• == 1 , alors 

log q_k+1 
lim ---~ - +oo • 

log qk 



Pour une généralisation voir Mahler (1961 appendice)a Ce théorème a été quelque 

peu renforcé depuis. 

Théorème 10 (Mi.gnotte 1971) 

Soit a algébrique de degré d. Si l'inégalité 

avec e = "i& Ylog(f+2)1og 2 

ad.met une infinité de solutions 

alors on a 

log qk 
lim ___ +_1"- = 00 

(log g_k)P 

pour tout 

Remarque 5 g En utilisant des méthodes probabilistes, on peut améliorer un peu la 

valeur de 0' ., 

5 0 Généralisations du théorème ~ Roth 

Soit ~ un nombre algébrique, on pose H(~) = H(P), où P désigne le poly-

nôme mini.mal de ~ a 

Théorème 11 (Levêoue 1955, vola2, chapo4) ~ 

soit a algébrique o Soit K un corps de nombres o On fixe e > 0 • Alors, il 

y a seulement un nombre fini d'éléments ~ de K tels que 

S:i. a et K sont réels 1 1 exposant 2 est le meilleur possible. 



Signalons seulement q_ue ce résultat a été amélioré :par Mahler ( 1963)o Pou.r une dis-

cussion détaillée 1 voir W o Schmidt :pages 22-23. 

60 Conditions arithmétiques 

Le :premier à reconnaître l 1 importance d 1ap:proximations dio:phatiennes p--,adiques 

fut Ko Mahlero 

Parmi les nombreux et importants travaux sur cette q_uestion, on :peut citer : 

choI); Ridout (1957)~ (1958); Mahler (1961); Lang (1962); Mahler (1963); 

sté:panov (1967), Walliser(1969) ; S:prindzuck (1970), (1971);0 ••• 

Comme exemple nous ne citerons q_ue le résultat suivant g 

Théorème 12 (Ridout 1957) g 

Soit à algébriq_ue réel non nul et soient des nombres 

:premiers distincts fixéso Supposons s > 0 0 Alors il y a seulement un nombre fini 

de nombres rationnels 

** 

p 

4 
avec 

où les a. et b. sont des entiers~ O et où :p1 et q 1 sont des entiers non 
]. J 

nuls et tels que 

conséquence Le nombre 
00 

-2n 
a = L 2 est transcendanto 

1 

Remarque 6 g Soit '1. 1 1 ensemble des nombres non nuls tels q_ue 1 1 inégalité (6) 
]. 

admette une infinité de solutions de la forme **, le théorème de Ridout montre 
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que ces nombres sont transcendants. Fraenkel (1962) a démontré que '.R. est de . l 

mesure nulle. Pour l'existence et la construction de certains nombres transcendants 

obtenus de cette manière voir Fraenkel (1964). 

Pour des exemples de nombres transcendants obtenus par des théorèmes d 1 a:p:pro= 

ximation, voir Kem:pner (1916 a.b.c) ; Blumberg (1916), (1926) ; Tschkaloff (1921 

a.b); Izumi (1927), (1928) , Itihara et 0ishi (1933) ; Schneider (1950). 

Voici quelques exemples dont on trouvera les démonstrations dans le livre de 

Schneider. 

Proposition 3 Pour x rationnel non rral, la série entière 

V -c 
a d 

V 

\) 
X 

prend des valeurs transcendantes quand a, cet les d sont entiers, a) 2 , c > 2 , 

\ d) < D v où D est un nombre > 0 , une infini té de dv é.tant de :plus supposés 

:r1œ1 nuls. 

Proposition 4 
CO 

La série de Fredholm a= L 
v=O 

avec 

Proposition 5 (Mahler 1937 a.b) 

:prend des valeurs transcendantes 

Si f(k) est un :polynôme non constant, à valeurs entières, :positif :pour 

k), 1 et si on désigne par a. le nombre dont le développement décimal est obtenu 

en :plaçant, l'un après l'autre, à droite de la virgule, les entiers f(1),f(2), ••• 

écrits en base dix, alors a. est transcendant sans être u.,.~ nombre de Liouville. 

Exemple a.= o, 1 2 3,4 5 6 7 8 9 10 11 ••• 0 



Baker (1964) a montré que les nombres obtenus par la proposition 5 ne sont pas des 

U-nombreso Il a montré aussi qu'en général la connaissance de la mesure d 9 irration-

nalité d'un nombre ne permet pas de dire si c'est un s-nombre u._n T=nombre ou 

un U=nombre. 

Le théorème (10) admet des généralisations "arithmétiquesir qui permettent 

d'améliorer certains des résultats précédents. Signalons une de se2 conséquences 

Proposition 6 g soit g) 2 un entier fixé. Soit (&) une suite de réels de 
n 

l'intervalle ]0,1[ . Soit w une suite de réels positifs g_ui tendent vers 1 1 in= 
n 

fini. Soit vn u...ne suite d'entiers qui vérifient 

w 

v1 :>, 3 , ou, vn+1 ;p vn ( 1 + Vlog ;og v ) • 
n 

Soit an u...11.e sui te infinie di entiers positifs, premiers avec g , qui véri-

fient 

p > 1 

0' ( V -v ) 
n n+1 n 

a i g 
n+1 

Si on suppose que la suite (1-& )w tend vers 1 9 infini et g_u1 il existe n n 

tel que (1-e )vP tende vers l'infini alors le nombre 
n n 

-v n 
a = l'. a g n 

est transcendant. 

Terminons ce paragraphe par un résultat concernant l'approximation des nombres 

algébriques par des nombres rationnels dont le dénominateur sont de la forme ,., i 
V.. • 

Kasch (1953) a obtenu un résultat sur cette question. J'ai aussi obtenu, sans con= 

naître 1 1 exitence du travail de Kasch, un énoncé un peu différent à ce sujet. A 



1°intersection des deux, on trouve le résultat suivant 

Théorème 13 (Kasch 1953) 

Soit a algébrique 0 Supposons c > 0 fixéo Si les inégalités 

on a 

1+c: q 

Kasch obtient par exemple la transcendance du nombre 

III= Approximations simultanées des nombres irrationnels 

1o Théorème 14 (Dirichlet 1842) ~ 

Soient a 19 ooo 9 <X,e des nombres réels non tous rationnelso Alors, il y a une 

infinité de ,e-uples avec q > 0 et 

tels que 

Pour une discussion très intéressante et de nombreux détails voir la monographie 



2o Approximations simultanées des nombres algébriques par des rationnels 

Théorème 15 (Wo Schmidt 1970) 

Soient des nombres algébriques réels tels que soient 

linéairement indépendants sur Q, et supposons e: > O o Alors, il nuy a qu'un 

nombre fini d 1 entiers q tels que 

Voir aussi Schmidt (1965), (1967), Wirsing (1971)0 

Corollaire g Les hypothèses étant celles du théorème ci-dessus, le système 

nRa qu 1un nombre fini de solutions. 

Exemple ~ Le théorème de Schmidt mta permis de démontrer en particulier le résultat 

s,.111:ant Si F désigne le n-ième nombre de Fibonacci alors 
n 

est transcendant 0 

conclusion 

Nous nous contenterons de recopier la conclusion du chapitre I du livre de 

Schneidero HNous avons tenté dans ce chapitre, de tracer une voix méthodique pour 

r0;corma1'.tre des nombres transcendants, qui sont définis par certains processus de 

passages à la limite convergeant bieno Il va de soi que, nous limitant aux théo-

rèmes d 1 approximations généraux, nous ne pouvions d 1 aucune façon prétendre à un 

aperçu complet des résultats connuso Il semble pourtant raisonnable de pousser 



plus avant l'édification d 1une telle méthode, d 1 abord en essayant d 8améliorer 

encore les théorèmes d'approximation, puis en considérant des processus de conver= 

ger..ce moi.ns bons et en procédant à toute généralisation qui semble féconde pour 

les applications 11 o 
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Les nombres colossalement abondants 

tl le théorème de Lang 

Jean-Louis NICOLAS 
(Orsay 27 mars 1973) 

Désignons par cr(n) = r, d 

dfrï 
la somme des diviseurs de n 0 On sait q_ue cr est 

une fonction multiplicative et q_ue 
a+1 

1 cr(PO'.) = p = ( [] = cf, Hardy and Wright 2 , cha-
P-1-

pitre X:VI)o Erdos et Alaoglu ont donné dans [1] la définition suivante 

Définition g On dit q_ue n est superabondant si 

O:r:1 trouvera dans [1] et dans [5] q_uelq_ues propriétés des nombres superabondants. en 

pa:rticuli.er ; 

Pro2osition 1 : Si la décomposition en facteurs premiers d 1un nombre superabondant n 

est et sauf si n = 4 ou 

n = 36~ en désignant par le kième nombre premiero 

a(n) 
]2;'.0J?OS:Ï~ 2 ~ On a g lim -----­n log log n où y est la constante d1Euler 0 

Cette proposition se trouve dans Hardy and Wright [2], chapitre XVIIL 

soit E ) Ü il découle de la proposition 2 q_ue lim cr(n) = o o La fonction 
n-H,o n 1 +e: 

a donc un maximum absolu q_u1 elle atteint en un ou plusieurs points N o On est 
e: 

ains:i. condu.:tt à la d.éfi:;:ii tion sui.vante 



Définition ~ On dit q_ue N est r:;olossalement abondant, s'il existe E > O, tel que 

la foEction 
cr(n) 
1+E n 

atteigne son maximum en N. 

E étant fixé, on a vu qu'il existe toujours au moins un nombre colossalement 

abondant: N associé à E et 1 1 on a pour tout n :>, 1 

d 8 autre :part, tout nombre colossalement abondant est superabondant 

Proposition 3 ~ Soit N un nombre colossalement abondant associé à E. on définit, 

pour :p premier et a entier > 1 

log( 1 +--- 1
-------) 

a a-1 
( ) P +P +ooo+P F P, a = -~--'"-c-.;;._ __ _..;:;_ 

log p 

et poü1: a - O, F(p,O) == +oo. Alors si p premier divise N avec l'exposant a:> 0 1 

on a g 

Démonstration~ Si a> O 1 on applique l'inégalité (2) avec n =Np. Il vient g 

et d 8 autre part 

(5) 
a.+2. p =, 
a.+1 1 p -

+--1--) 
a.+1 

P +ooo+P 

Ers comparant (4) et (5), on obtient E ~ F(p,a.+1) Vinégalité F(p,a) :> E est évi-

dente si a= 0. Si a~ 1 , on la démontre en appliquant (2) avec N 
n = -p 



Défini ti.on t On pose 

E {F(p,a), a~ 1} 
p 

E = 

Pour tout n > O, il n 1y a qu'un nombre fini d'éléments de E supérieurs à n et 

lion peut ranger les éléments de E en une suite décroissante 

On pose E
0 

= +oo o 

Théorème ~ a) Si E / E, la fonction 
0(n) 
1+E n 

dont la décomposition en facteurs premiers 

a ( E) 
N = TI p P avec 

E p 

atteint son maximum en un seul point 

- 1 

N 
E 

Soit i ~ 1 , pour tout E E: ]E. 
1

,E.[ , N est constant et égal (par définition) à 
l- l E 

N. 0 Les nombres N. sont tous distincts 0 

l l 

b) Si les ensembles E 
p 

sont tous disjoints, il n'y a pas diautres nom-

bres colossalement abondants que les N. , et la fonction 
l 

a(n) 
1 +E. 

l 

atteint son maximum 

aux deux points N. 
l 

et N. 1 l+ 

c) Si les ensembles 

n 

E ne sont pas tous disjoints, pour chaque 
p 

E. E E n E , la fonction a(n) atteint son maximum en 4 points : N. , qN. 
l q r 1+Ei l l 

n 
et N. = qr N. o Les nombres 

1+1 l 
et rN. 

l 
sont colossalement abondants 0 

rN. 
l 

Démonstration~ a) Soit p un nombre premier fixé 0 Comme E / E , alors E / E , et p 

comme la suite F(p,a) est strictement décroissante en a, il existe a tel que 

a.+1 1 p -log-"---­
a p -1 

log p 
= F(p,a) > E > F(p,a.+1) • 



En résolvant en ~, les inégalités (7) on trouve, en désignant par [x] la partie 

entière de x 

(8) 

et la proposition 3 dit que 1vexposant de p dans N est (X 0 

E: 

b) Choisissons E: = E:. = F(q,~) 0 Pour p 'f q ' c: / E et Pexposant de p 
l p 

dans N est déterminé par (7) ou 
E; 

(8)0 L'exposant de q peut être choisi égal à 

ou d'après la proposition 3 0 Dans le premier cas on trouve N. , dans le 
1+1 

second N. 
l 

et la fonction o(n) 
1+€. 

l 
n 

atteint son maximum en ces deux points 0 

c) Soit E = F(p,o:,) E E. Alors c: est irrationnel 0 Si 1von avait 

et b entiers, on aurait avec 
a 

p entier et 

non entier. D'après le théorème de Gelfond-Schneider ([3], chap~ 3), c: est même 

transcendant 0 

~ 

Du théorème 1 de Lang ([3] chap 0 2, et [4]), on déduit que si, p, q, r sont 

des nombres premiers distincts et si pc:, qc: rc: sont algébriques, alors c: doit 

être rationnel 0 Mais si est rationnel et on conclut que E OE n E = 0o p q r 

Sîil existe deux ensembles E et E non disjoints, et si 1von choisit 
q r 

1::. = F(q,~) = F(r,v) E E n E , pour p ..i q,r l'exposant de p est déterminé par 
l I q r r 

(7) et (8), 1 1 exposant de q peut être ~ ou ~-1 , et celui de r, y ou y-1 ce 

qui donne les 4 possibilités annoncées. Remarquons que le quotient des deux nombres 

colossalement abondants consécutifs qN. et rN. n 1 est pas un nombre premier 0 
l. l 



Tables numérigues 0 La table 1 donne les va.leurs de 105 F(p,a)o Les va.leurs non indi~ 

q_uées sont inférieures à L Les colonnes "exposant = i II indiq_uent 1 1 exposant de p 

dans N 
€: 

Ainsi pour -5 e = 500 10 , pour p = 7 , on a 129 < 500 < 910 et l'ex-

pesant de 7 dans N est 2. 
€ 

La table 2 donne les valeurs de avec 
log( 1 _J.) 

v(x) - ___ x_ 
- log x o Comme v 

est une fonction décroissante de x, l 1 ordre des termes est inversé par rapport à 

1a table 1o Elle permet de trouver les nombres colossalement abondants de plus grand 

facteur premier p donnéo Pour avoir p = 97, on doit choisir 97 .{. x ~ 101 = 

nombre premier sui.va.nt 97, et l 1 on trouve ~ 

et 

La table 3 donne la suite de,s nombres colossalement abondants 0 

Table 1 

P"-.a a= 1 a =2 a= 3 a=4 a=5 

2 58 496 22 239 9 954 4 731 2 308 

3 26 286 7 286 
(\J 

2 305 ['('\ 755 tj- 250 
0 ...... 

5 Il 11 328 Il 2 037 Il 400 Il 79 Il 16 
..µ .µ .µ .µ ..µ 

7 § 6 862 § 910 fü 129 fü 18 fü 3 
tll ta ta tll r:f.l 

11 0 3 629 0 315 0 29 0 
3 

0 
p., p., p., p., p., 

:X: i>4 >-4 >-4 l><i 
a, 889 

a, 
214 

a, 
16 

(!) (!) 

13 2 1 

17 2 017 115 7 



Table 2 

0: = 1 (X= 2 rx =3 (X= 4 (X= 5 

2 3,29 5,44 9,08 15 ,36 

3 .- 6,72 
0J 15,38 ['("\ 36,3 tj- 88,57 

Il 
16,8 

Il 
60,50 

Il Il 
5 +:> +:> +:> 230,4 +:> 920,5 

:;::: :;::: :;::: :;::: 
7 cil 31 ,4 cil 153,9 cd 812, 8 c(l 4 531,5 rJ), lJ) rJ), lJ) 

0 0 0 0 

11 
P< 

73,4 
P< 

554,9 P< 580,6 P< 40 080,3 N N N 4 N 
G) a, G) (!) 

13 100,9 89792 8 743,5 90 404,7 

17 \.D 
168,8 r--- 1 951,4 CO 

24 842,7 
O'\ 335 898,5 

(X= 6 Il 
(X = 7 

Il 
(X = 8 Il 

(X = 9 Il 
+:> +=: +' +:> rx = 10 
~ 

cd c(l ctl 79 

:P=2 26,3 45,7 80,2 142,4 cd 255,4 lJ) ;Q :!.2 [!} r, 

p c-:= 3 221,7 
P< 

567,6 P< 
1 480,4 P< 919,7 P< 10507,9 @ ~ ~ 3 .~ 

Table 3 
n o(n) o(n) /n 

€1 -· 

s2 -· 

s = 
3 

€4 = 

€5 = 

E:6 ,_ 

f:,7 
,_ 

E: = 8 

E:9 = 

E:10 = 

f: 11 = 

E:12 
,_ 

(;13 = 

E:14 -

58 496 
1 1 1 

26 286 
2 3 1 , 5 

22 239 
2 3 12 2 

328 4 3 28 2,333 
11 

9 954 4 3 5 168 2,8 

7 286 8 3 5 360 3 

6 862 8 9 5 1 170 3,25 

4 731 
8 9 5 7 9 360 3,7143 

3 629 16 9 5 7 19 344 3 ,8381 

2 889 16 9 5 7 11 232 128 4,1870 

2 308 
16 9 5 7 11 13 3 249 792 4,5091 

2 305 
32 9 5 7 11 13 6 604 416 4, 5818 

2 037 32 27 5 7. 11 13 20 321 280 4,6993 

2 017 32 27 25 7 11 13 104 993 280 4,8559 

32 27 25 7 11 13 17 1 889 879 040 5,1416 
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Nombres irrationnels 

Samir KA.RAN 
(Orsay 3 avril 1973) 

L'existence des nombres irrationnels fut connue depuis les grecs. Pythagore 

prouva que "\[2 est irrationnel par l'impossibilité de solutions entières de 

2 2 a = 2b O A nos jours, il est connu que cette catégorie de nombres est très vaste 

:puisqu 1 e.lle englobe les nombres normaux et les nombres transcendants. Cependant, 

l'irrationalité de nombres tels que 2e , Tie TI1{2 et celle de la fameuse constante 

d 1Euler y== lim (1 + ¾ +ooo+ l - log n) n'est pas encore établie. 
n---aoo 

I - e et TI .ê.Q!l:i irrationnels 

a * s 1 éc:rit 
0 Si e == 'î:i ' 

b E IN ' 
on sait que e 

1 
1 1 e = + -- + ••• + 1 +0 0 0 

1 ! n. 

Pour K)b alors blK! et 

a == K' (e - 1 - J... - - ..1.) est un entier naturel . 1 ! • . • K! 

tel q_ue 
1 1 1 1 

O <a= (K+1) + (K+1)(K+2) + ••• < (K+D + (K+
1

)2 
1 

+o••== K 

ce q_ui est absurde. 

Par contre l'irrationalité de TI est moins évidente et plusieurs preuves en 

ont été données 0 On va en donner deux la 1ère courte et élémentaire donnée par 

Niven ([1]), et la seconde plus générale donnée par Schneider ([2], p. 39). 



o 1ère preuve 

Théorème ~ / et 1t sont irrationnels 0 

2n 
Démonstration: soit f(x) = C cm xm 

m=n 
avec 

pour n < m < 2n. 

Si O < x < 1 ) 0 < f(x) <-¼ (1)o n. 

Aussi f(o) = O, f(m)(o) = O si m < n ou m > 2n, et 

Ainsi f(x.) et toutes ses dérivées ont des valeurs entières en x = O, et 

aussi en x = 1 car f(1-x) = f(x). 

Si 2 
'Tt était rationnel alors 

Soit alors 

2 a 
'Jt = îi où a et b 

al.ors G(o) et G(1) sont entiers rationnels. 

Aussi 

sont entiers positifso 

! {G' (x)sin nx- nG(x)cos nx} = {G" (x) + ia(x)}. sin nx 

n 2n+2 ( ) . 
:= b On: of X o sin îCX = 

On en tire 

J
1 n . 

n; a 0 Sln 

0 

]Vlais d 1 après (1) 

0 < n J 1 
an.sin nx.f(x)dx < n;an 

n! 
0 



et 
n 

na 
n! 

devient< 1 pour n 

2ème p:reuve 

assez grand. D1 où le résultat. 

si ex f O, alors ex et ex 
e n'appartiennent pas tous deux au corps des 

nomh 0 m:\ de Gauss [ ~ ( i)]. 

On :pa:~t de 1 1identité 
n-1 n 

z-Ç II (z-Ç ) II (z-(; ) 
1 v=o 

V V 
0 v=o =-- + + ••• + + ;;-z (;-Ç n n 

0 
( Ç-Ço J( Ç-Ç1) 

II (ç-ç ) 
V 

(ç-z) II ( Ç-Ç ) 
V=O V=O 

V 

étabJ.ie par récurrence sur n , où et z sont des nombres com-

ple~rns n 1 ax.G1ulant pas les dénominateurs 0 

Soit f ( c;;) une fonction de la variable complexe ç , régulière dans 't bor­

Lé, simplement connexe, alors en multipliant l'identité par 
2
in f(ç) et en inté­

g:".'ant les à.er.x membres sur la frontière r de CJ , on obtient 9 lorsque 

ç
0

, •• 09 i;Y'c, z sont intérieurs à r , par l'application de l'intégrale de CAUCHY 

où 

et 

f(z) = f(ç ) + a (z-c;: ) 
0 1 0 

n-1 
+ ••• + a II n 

(z-c;:) + R (z) 
V n 

1 I a --,e - 2in r 

n 
R (z) = II n 

V:=0 

f (ç)dç 
j, 

rr (ç-ç ) 
V=O 

V 

pour 

x 2~-n; I (z-Ç ) 
V r 

V=O 

,e = 1,.o.,n 

f(ç) dÇ 
n 

( ç-z) rr 
V=O 

(ç-ç ) 
V 

On dira ç
0

, ••• 1 çn,••• sont des valeurs d'interpolation pour (2). En parti-

c-:1J.j_e:'.:', on choisit 

f(z) 
exz 

== e , ex f 0 



e+. po~r valeurs dllinterpolation 

ç == { 0 
V 1 

si v pair 

si v impair 

On chois:.t pour r la circonférence de centre O, contenant le point Ç - 1 

en son intérieur o On déduit alors de ( 3) les valeurs de a ,e pour ,e == 2t + 6 

( +: ç N t - ~ e 6 == 0 ou 1 ) 

pour 

En appliquant le théorème des résidus à 

contoi.;;,r r 9 on trouve 

La dérivée peut s'écrire 

la fonction 

o:z 
e 

z ~ _t,,_+_1_( __ )_,,t_+_6 
z z-1 

Lt r, t) i az( )t=i( )( ) ( )( . )-(2t+&-i) ,., a e =1 t+f:i t+6+1 ooo 2t+o-i=1 Z=1 o 
- ..,! J_ 
l=O 

et au 

(6) 

Le numérateur de cette quantité se présente comme un polynôme en z et U:'.le 

forme J.i:1.éaire à coefficients entiers de 
o:z o:z t o:z 

e , o:e ,o••~o: e , et son dénomina= 

te"J.r divise (z-1 )2t+ 5 
0 

Si où 

dénomiraateur commun de et 

Gauss dœ1t le dénominateur divise 

o:z ( t+o=1) 

( 

8

t+1) 
.Z 

et est le plus petit 

b(
1

) 1 on obtient pour z == O un nombre de 

t 
q • De façon analogue 

1 



Le numérateur est un polynôme en z et une forme linéaire à coefficients en= 

tiers az 
ert e et dont le dénominateur divise 2t+ô z 

Si eo: est un nombre de Gauss de dénominateur q
2

, on obtient pour z = 

·,.,, __ n nombre de Gauss dont le dénominateur divise 

Par (6) on déduit que a ,e est de la forme a+ bi • a et b € ~ et dont le 

dénominateur divise ti t . q1 q2 . Lorsque a ,e f 0 ' 
on aura 

Soit ,e > 5 9 donc t > 2 , et choisissons pour r dans (5) une c:irconfé-

rence de rayon Ici= t. Alors 

+ 
>.;: 

2 
car 

Combinée avec (7), cette majoration donne 

t I al t t+o 2t+o . t ! g_ • g_ xe • . 2 > t , et comme 
1 2 

en Gbti.ent 

ce qui est absurde pour t assez grand. Donc 

De (4) on tire la limite du reste quand 

3n / ,e > n ~ an = O dans (2 ). 
0 . 0 ,v 

n...., oo O On choisit f(z) 
(XZ 

== e et 

pc:n.1.r r le cercle de centre O et de rayon li:: 1 = n • Alors pour z fi:x:é et n 

suffisamment grand 1 on déduit de (4) 

lz-i:: 1 
\/ 



et on voit que lim IRn(z)I = 0 o 

ll-HlO 

Dans (2) avec f(z) = eo;z, on passe à la limite en no Alors a;Z 
e aura 

une série dîinterpolation ayant un nombre fini de termes f O, donc un polynôme, 

ce qui est absurde lorsque a; f O o 

II= Autres propriétés~ irrationnels 

Théorème ~ x réel est rationnel <==)- le développement décimal de x est périe-

diqueo 

Théorème~ x entier algébrique et xi Z ~ x est irrationnelo 

Théorème ~ Les entiers algébriques réels de degré quelconque fixé n) 2 sont 

denses dans IR o 

Démonstration 

Soient a: et ~ réels, a; < ~ ., Prouvons alors que 3 y € iii n IR , dego y = n 

et a< y<~., Q étant la clôture algébrique de Q dans c., 

Notons d'abord que 

x+a:)0 > 

Ma1s n(x+at- 1 (s-o:) tend vers l'infini pour x tendànt vers Pin.fini 0 On en dé= 

* duit 3j E IN que 

Ainsi Pintervalle ouvert de IR d 1e:x:trémités (j+o:t et (;j+~t contient 

au moins 4 entiers positifs consécutifs et en particulier un de la forme 4K+2o 



étant continue alors on tire 

3Y € R, a< y<~ et (j+y)n = 4K+2. 

Il s'ensuit que y est entier algébrique racine du polynôme unitaire 

f(x) = (x+j)n - 2(1+2K) = 0 o 

Pour finir la démonstration, il faut établir que deg.y = n, ou que f(x) 

est irréductible sur ~. Mais cela équivaut à montrer que 

f(x-j) = xn - 2(1+2K) est irréductible sur ~, ce qui résulte du critère 

diEisenstein g 

f(x) n n-1 
=ax +ax 

o 1 
+ ••• + a x + a 

n-1 n 

si 3p premier p\ai pour i = 1,2, ••• ,n 

p{a et 
0 

2'/-­p ;a 
n 

alors f(x) est irréductible sur ,Q. Ici p = 2., 
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L Introdncd;ion ~ 

Classification ~nombres 

d'après Mahler 

Christian LAVAULT 
(Orsay 8 mai 1973) 

On sait construire certains nombres transcendants par différentes méthodes 9 on 

en connait qui sont valeurs de certaines fonctions transcendantes quand 1 1 argument 

est algébriqueo Il est naturel de songer à ranger en classes distinctes les nombres 

transcendants et même tous les nombres complexes; on sait en effet que 1nensemble 

des nombres transcendants a la puissance du continu puisque l'ensemble des nombres 

algébr:i.q_ues est dénombrableo 

Le plus naturel 9 pour répartir les nombres complexes en classes est clîentrepren-

dre une classi.fication du point de vue de la dépendance algébrique; on souhaiterait 

q,;u=:c des nombres de classes différentes soient toujours algébriquement indépendants 

et, si possible, que les nombres diune classe donnée soient algébriquement dépen-

dar:.ts e,, qu'ils vérifient une relation du type 

A e:r.1.ti.ers 
CÎ9 ~:.: 

t; et '1 complexes donnés., 

s 

C 
cr:::::o 

t 

C 
(J 'Ç 

A 'ri -0 cr',; 
-i;:::::O 

En particulier, les nombres algébriques devraient former une classe 0 

pour 

Il n 1 existe pas actuellement de partition vérifiant toutes ces propriétés. La 

c(Lassifioation d.e Mab.ler est cependant un premier pas dans cette voie g 

1 = te,s nomb:rss de classes distinctes sont algébriquement indépendants. 

2 = Mais la dépendance des nombres dgune classe donnée n 1 est vérifiée que pour 



6.2 

1es .A=nombres (nombres algébriques),, 

De plus, une des classes (T) a longtemps été considérée comme pouvant être 

vide et, si.;,rtout, la classe S contient 11presque tous" les nombres transcendants. 

Nous ver::::"ons en abordant la classification de Koksma ce que le "presque tous 11 signi-

IIo Principe utilisé par Mahler~ 

Soit ç, € (1) , on cherche à déterminer le degré d' exacti tud.e avec lequel des po-

1y:r_ômes en !; non identiquement nuls et à coefficients entiers approchent zéro non 

trivialement. Exactement 9 soit ç, € C et n et H entiers fixés; on forme g 

On -z,o:it que si n ~ 1 

n 
Min (I[: a ç, v 1 ) 

o!~a !~H v=o v 
V 

entiers 

I: a svf.o 
\i . 

et H & 1 , w (H9 ;) ~ 1 o .En effet 1 l'expression entre pa­
n 

renthèse vaut 1 pour a = 1 , a. = 0 
0 1. 

i = 1 ,2.,,, .n et ne croît pas quand n et 

Form::m.s maintenant 

et 

moyennant quo:i., 

w ( :;) = w n n Log H 

w (:;) 
w(ç,) = w = lim 

n-= 

n 
n 

w = lim lim 
n-oo H-= 

- Log w (H 9 ç,) 
n 

n Lôg H 0 

Po:ir n ~ 1 , il est clair que O ~ w ~ oo et O ~ w , oo ; de plus, on a 
n 

w est donc une quantité q_ui est soit finie non négative, soit infinie positive 

On définit alors µ comme, s'il existe, le plus petit indice tel que w := 00 

µ 



finie) comme µ = oo .o. 

w 
n 

Il suit que, pour µ fini , w = oo • 

admet pourtant n une borne supérieure 

Pour ; donné, µ et w ne peuvent donc ~tre tous deux finis. Il existe donc 

p,)ur les valeurs de µ et w les 4 possibilités suivantes qui définissent une par-

t:i.ti:Jn de liensemble des ç, ( IC g 

ç, est un A-nombre si w = 0 

s-nombre si o < w < oo , µ = oo 

T--nombre si ' µ = 00 

U=nombre si W=oo 

La classe T est celle dont on a ignoré longtemps si elle est vide la classe 

S con.tient icpresque tous" les nombres transcendants ; les classes T et U se 

laissent à nouveau subdiviser en conservant la propriété d'indépendance algéorique 

de 2 nombres de classes distinctes. 

Ces sous-partitions s'obtiennent 

w (;) 
-- n lim --- par n 
n- oo 

en remplaçant 

w (1;) 
lim_E;__ 

n-oo n cr 

-Log w (H,ç,) 
lim n et pour les U-nombres, 

Log H 
par 

-
1

. -Log(H,1;) im _ _.;;;; ....... ""-";,;. 
H _, oo ( Log H) 17 

pour les T-nombres 

a :> 1 

Ci n deviennent alors des fonctions à croissance plus rapide que 

H et n • 



IIIo Conséquences directes g 

1o Si 
w (1;) 

1; est un s-nombre, on a lim ...!:,._,_ = w(1;) < co par conséquent, 
n 

3 e > o 
0 

~ -Log wn'H~) 
tel que w (1;) = lim . <en n = 1,2,ooo n LogH o 

Si on pose 

on. a ~ 

H-co 

3H (n,e ,E:) tel que \/H >H (n,e ,e), 
0 0 0 0 

-Log w (H, ~) 
n 

Log H 

-(e +e)n 
w (H,~) > c H o 

n n 
avec c > O indépendant de Ho 

n 

et on en tire une 

Définition:: on appelle type du S-nombre ~ le nombre e borne inférieure 

de tous les e. 
1 

pour lesquels il existe un 

00 W (~) 

(_n_) On a~ e - sup n o 

n=1 

2o Soit ~ un U-nombre 

c I est-à-dire 

< CO 

lim 
H-co 

tel que V n :> µ , w ( ~) 
n 

-Log w (H, ~) 
n 

Log H = 00 fil, 

= CO 

Dans ce cas, pour tout e > O et tout n >µ,on peut trouver une suite par-

tielle telle que 

-Log w (H ,1;) 
n À. > en 

Log HÀ. 

soit wn(HÀ.,1;) 
-en 

< HÀ. . 



6.5 

Il existe donc des polynômes à coefficients entiers, de hauteur H ~ HÀ pou.:r 

n 
lesquels on ait, quel que soit HÀ 

lim H = oo • 
!\ 

À-'>00 

et e donnés, o /, IC av ç,"[ < H;en 
V:=0 

avec 

s 
[ On rappelle à ce su;iet que H est hauteur diun polynôme P(x) = C acr xs-a si 

0'=0 
s 

H = Max !aal ]. 
(j.=Ü 

Il existe une infini té de tels polyn8mes. Il en résulte que tou·t nombre de 

Liouville est un U=nombre tel que µ = 1 • [un nombre de Liouville ç, est tel 

que il existe une suite avec et s 
n 

telle que lim s = oo 
n 

telles que 

3. Si ç, est un T=nombre, il ne peut être un U-nombre donc 

-en 
w (H,ç,) > c .H n (n = 1,2 ••• ) 

n n 

e(ç,,n) > o 

c(ç,,n, e ) " n 

Ma:is 1 si lim en < oo , alors /; vérifie la propriété des S=nomb:res vue 
Il-HX) 

au 1. Ceci n 1 est pas possible et donc lim 
Il-'> oo 

IV'. DeU!, théorèmes g 

0 = 00 pour tout 
n 

T-nombre. 

Théorème 1 g tout nombre algébrique est un A-nombre et tout A-nombre est 

algébrique. 

n 
Démonstration g a) soit ç, algébrique de degré s et P(x) =I:: a XV 

V 
V=O 

un 

polynôme à coefficients·entiers de hauteur H t'el que P(ç,)-/ O. 



n 
On a 0 0 /: IC a 1; V 1 >-c- où C :;::: c(1;,n) 0 

V s-1 
v=o H 

ceci entraîne 0 w (1;) ~ cLOg C + s-1) s-1 et donc, w( 1;) I' lim s-1 
0 0 ~ hm Lo H := 

~ - ·-n n 
H-HX) g n-oo 

d.onc: ç; est un A-nombre (w = oL 
n-1 

~) So:it <; ( !V transcendant, on sait w (H, t;) < CH 2 donc g_ue 
n 

wn(ç;) Il=1 et w(1;) ) ½ donc -:} 0 et è; n'est A-nombre., cqfd" )-= w pas un 
2 

T"n.éorème 2 i si deux nombres ç. et îJ sont algébriquement dépendants, ils 

apparti.e:nnen.t à la même classe" 

La démonstration est assez longue et technique (voir Schneider Introduction 

aux nombres transcendants p. 70),. 

V. Un résul t§:i .§:JE, 12.§. S=nombres et k lien ~ lê:, classification ~ Koksma 

Proposition a) tous les nombres réels sont des s-nombres de type 

1 , e ~ 2 sauf ceux d 9un ensemble négligeable pour la mesure de Lebesgue sur la 

b) tous les nombres complexes sont des s-:nombres de type 

½ <. e ,& 3/2 sauf ceux: d 11un ensemble Lebesgue-négligeable dans le plan. 

cette prop:;si tion e:x;pr:ime le fait que llpresque tous 11 les nombres transcendants 

sont des s-nombres. Sa démonstration est simplifiée si on considère la classifi-

* ,Jat:i.on de Koksma pour les nombres transcendants, èlassification en S -nombres 

* T =nombres 

* U -nombres 

qui. a la propriété que 

. On fa:i t donc la démonstration pour les * S =nombres et on en déduit la pro~ 

priété pour les S-nombreso 



Actuellement, on arrive à un résultat encore pJ11s précis qui avait été con-

jecturé par Mahler : 

Théorème : npresque tous 11 les nombres réels sont des s-nombres de type 1 

et 11presque tous" les complexes sont des S-nombres de type ½o 

Bibliographie : Schneider, Th,,- Introduction aux nombres transcendants,, Paris; 
Gauthier Villars, 19590 



Nombres transcendants p-adi.gues 

Ali.n RALAIVOLA 
(Orsay 15 mai 1973) 

Tra..n.scendance de a~ dans 12., rn p-adi.gue 

p un nombre premi.ero On note iC le complété de la clôture algébri.que du 
p 

corps p-adi.que 11 la valeur absolue ultramétrique associée g je la prends 
p 

normalisée c I est-à~,dire 1 
="""' 0 p 

Dans le corps iC , a~ n'est autre que l'expression exp(~loga). nvoù le besoin 
p 

de restreindre f:3 et a à des domaines particuliers qui sont ici les domaines de dé-

finition de J.a fonction logarithme et de la fonction exponentielle p--adiques. 

Voici le théorème à démontrer 

soie!l.t a. e.t r3 ~ éléments du corps iC P tels que I a=1 I p < 1 tl 

1 [:31oga ! < p p= 1 • _on suppose gue (X tl .f:3 ~ algébriques ~ Q et que ~ est .. p 

Pour. la démrmstration on aura besoin des deux lemmes suivants. on utilisera la nota-

Notat:i.cm g soit f(z) = C anzn une série entière dans 

réel posit:Lf (R > O) la quanti.té 

If 1 = sup I a I Rn • 
R n p 

Il est facile de voir que 

f • On note pour R 
p 



2) !?SIR~ l:\.lp lflR 

3) 1r.g1R = 1r1R.1g1R 0 

Si.1.pposons que pour R > O , 1 f IR soit fini pour R1 tel que O < R1 
"' R lflR' 

également fini et g 

Le premier lemme nous donne une amélioration de cette inégalité. 

Premier lemme dû à Schwarz (cf [1]). soit f(z) = L anzn une série convergente dans 

le disque lzl ( R. Soit R' < R, donc f converge aussi dans le disque 
p 

Supposons que f a h racines dans lzlp ( R'. 

Alors : lf!R' " cf l. lflR ,, 

Démonstration g supposons que a soit racine de f dans !zl ( R'. On peut p 

f(z) = (z-a).f î où !r
1 
!R < +oo. Ceci est évident pour a == O sinon on fait 

une translation pour se ramener à ce cas. 

Par récurrence on peut écrire : 

f(z) == p(z),.g(z) 
h 

où p(z) - Il 
Ï.:=1 

On a a.vune manière évidente g 

Enfin : 

(z-a.) 
l. 

et 

Le deuxième lemme concerne la taille d'un nombre algébrique : on verra que les ex-

pressions sont identiques dans le cas p-adique et le cas complexe. 



Définition g soient K un corps de nombres, et x: € K o On appelle dénominateur 

de x le plus petit entier D > 1 tel que Dx soit entier sur z o 

e(x) = sup(D , 1 a(x) 1 ) 
p 

où a parcourt 1' ensemble des plongements de x dans ()) • On appelle taille .9&. x , 

t(x), le nombre Log e(x) c'est-à=dire ~ 

t(x) = sup(Log D , Log! a(x) 1 ), 
p 

Deux:i.ème lemme ( cf [ 1 ] ) 

Soit d - [K: ~]o Alors log !YI ) -2d t(y) 
p 

* pour tout y€ K o 

Démonstration g soit D le dénominateur de y. Notons z = Dy i z '::lst entier 

sur (Q et !YI ~ lzl o Soit N(z) la norme de z : c'est un en-
p p 

tier, divisible par z , donc !zlp > IN(z)!p • La formule du produit donne 

IN(z) 1 p > ÎN(!n;: en notant 1 !CO la valeur absolue usuelle. Or N(z) est le pro= 

d:u.it des cœ1;jugués de z et la norme usuelle de ceux-ci est .majorée par D,, e(y), 

donc g 

Démonstration du théorème g faisons une remarque préliminaire 

Remar.gge 1 g soit tel que 1 1 
-k ' ~ p = p ou k € Z. Multiplions ~- par 

il est cùa::i.r a.lors que 1 ~Pkl p = 1 donc appartient au zdisque. I z 1 -' 1 " Donc p 

k 
p 

qu:i.tte à multiplier ~ et log a par des puissances de p , on peut supposer que 

:i + j f3 a.pparti.en t au disque lzlp ~ 1 (i et j sont des entiers positifs) et que 

az = exp(z log a) est convergente dans jzlp ( R où R > 1 o la 



Raisonnons donc par l'absurde. Supposons que a~ est algébrique et considérons 

Dét,erminons les coefficients p(11.,µ) du polynôme à deux variables de K[X,Y] 

noté P(X9 Y) tel que si :: 

1a fonction 

où z E œ 
p 

ait des racines aux points i + j~ où O <. i 9 j " s(N) - 1 • 

(Les quantités p(N), q(N), S(N) dépendent proportionnellement du nombre N qu'on 

suppose t:::ès grand et quŒon fera tendre à 1 1 infini à la fin de la démonstration),. 

O!l a donc 1.m. système d.iéquations définies par ~ 

F(i+j~) = L C p(À, µ) (i+j~) 7"oo:iµ. (i)jµ = O 
V µ 

0 ~ µ i q (N )-1 • 

Les inconn~es sont les p(11.,µ) et les coefficients sont donnés par: 

MAJORATION. de la taille des coefficients 

Soit d un dénominateur commun de 

est u:n produit d'entiers de K , donc lui-même entier de K e 

Pour tout plongement cr de ce coefficient dans œ on a 

est 



C()rnme !s(N)j ~ 1 , la taille des coefficients est majorée par 
p 

t(coefficient) << p(N) + 2q(N).S(N). 

D'après le lemme de Siegel, pour que le système d'équations (1) ait des rela-

tions :il suffit que le nombre d'inconnues soit supérieur au nombre d'équations c'est-

Par exemple i p(N) = 2N3 , q(N) ~ N et s(N) = N2 • 

Puisque p(N) et q(N).s(N) sont du même ordre de grandeur on a donc: 

t(coefficient) « N3 
o 

Il existe donc un ensemble {p(À,µ)} de solutions non triviales du système 

d'équations et, de plus, 

Les fonctions z et rl sont algébriquement indépendantes puisque 
z 

z et e 

le sont. La fonction F(z) n'est donc pas identiquement nulle. D'après la remarque 1 

les points i+j~ sont dans le disque !zlp ~ 

i, j 2 
Ci est encore vrai pour tout ind~lus grand que N • Soit donc M(N) le plus 

petit entier tel que g 

F(i+j~) = 0 

et 

Evidemment M(N) est un entier supérieur ou égal à N2 
a 



7.6 

Existence de M(N). La fonction F(z) est une sé.rie entière et on sait que le zéro 

d1une série entière est isolé. Dans le compact lzlp ~ 1 , les zéros de F(z) ne 

sauraient être infinité pt:dsque O deviendrait un point dvaccumulation (limite de 

rP lorsque n - oo) et ceci contredirait le fait d'être isolé. 

On pourra utiliser aussi le théorème suivant pour l'existence de M(N) (cf [2]).. 

Théorème g soit f une fonction méromorphe dans un disque 9) et (z ) une 
n 

suite de points différents convergeant vers z € g) • Supposons que pour tout i 
0 

l = 0,1•oooZ, 
1 

pas pôle de f et f(z.) = O pour i = 
l 

identiquement nulle. 

Notons y l'élément F(i +j ~). 
0 0 

Majorati_gn_ de la taille ~ y • 

i µ j µ 
Y= F(î +j ~) =C ~ p(À,µ)(i +j ~)À a O (a~) 0 

0 0 0 L....J O 0 
'\) µ 

Donc y est un élément algébrique sur ~ comme étant une somme de produits 

d'éléments algébriques. 

Pour tout plongement a de y dans le corps de complexes œ on a g 

À ioµ ~ joµ 
!o(y)I ~ sup !a(p(À,µ))I .li +j a(~)I ola(a)I .!a(a )1 

p (te,µ) p O O p p p 

de 3 N3 
t(p(À 9 µ)) « N je déduis que la(p(À,µ))lp « e 

donc 

N3 2N3 M(N).N ~ M(N)N 2N3 
i 0( Y) 1 P « e • ( 1 , 1 a(~) 1 

1
) " 1 a( a) 1 P ; 1 a( a ) 1 P O I M(N) 1 P " 

Puisq~e I M(N) 1 p i 1 g 

est 

Max: !0(y)I « N3 + 2N3.Max.Log(1+la(~)I) + JVI(N).N Max(Log!cr(a)I +Loglcr(i)I )-2N 3• 
(J p (; p (5 p p 



Remarque 2 g p,üsque 

d.onc I a! = 1 " p 

= D 1 aut:r.·e part, li! = li-1+1 I ~ sup(laf:3-1 I ,1) ; il suffit donc de démontrer 
p p p 

que 1i,~0 11 est supérieur strictement à 1 pour déduire que 
' •p 

!exp(x)-1! = lxl p p 

d,Jnc z 

Dvaprès la remarque 1 on suppose !f:31p = 1 donc lf:3 Log alp = !Log al" Toujours 

z 
d 1après cette même remarque, a converge dans lzl ~ R où R > 1 , on peut suppo­. p 

ser (lU•3 !Log alp > 1 et par conséquent li! > 1 • p 

On déduit donc de cette remarque 2 et du fait que M(N) :> N2 

Si d est u.n dénominateur commun de a, f:3 et est un dénominateur de 

car g 

. . 3 . . 
3N

3 _ . i µ f:3 J µ 3N -À,-J. µ- J µ 
d rf = f__; C p(/\1µ) (di

0
+j

0
d~)À(da) 

0 
.(da ) 

0 
d 

O 0 

?\. µ 

est une somme de produits d ~éléments en tiers sur ~ , donc est entier lui-même. On 

déduit :ionc une majoration de la taille de y soit 

hl . p 

n~après la remarque 1 1 F est convergente dans 

I1 est clair que g 

lrl = IF(i +j f:3)1 ~ IFl1 ° p O O p 

taille de y<< N3 • 

lzl ~ R où R > 1 et s1an­p 



Le p:r.emier lemme donne g 

Et cmmne M(N) > N2 et R > 1 

Réécrivons la quanti té F(z) i 

µ=O 

Les fonctions z et rl sont continues dans le compact 1 z 1 ~ R , donc bor.-
P 

nées par conséquent 

où C, C, C sont des constantes positives indépendantes de No 
1 2 3 

De lYexpression (2) on obtient 

4 3 4 
1 1 (.!)N 0N -N 
F 1' R 3 'C4 

c
4 

es+; une autre constante positive supérieure à 1 strictemento Cette dernière 

maJ:cratio::1 se déduit du fait que N4 > N3 dès que N ) 2 o 

conclusion? Utilisons le deuxième lemme 

on obtient alors la contradiction suivante ~ N4 « N3 et le théorème est démont:ré 0 



[2] 
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La conjecture de Schanuel 

Michel WALDSCHMIDT 
(Orsay 22 mai 1973) 

La conjecture la plus générale concernant les propriétés de transcendance de 

la fonction exponentielle a été énoncée par S4 Schanuel (cf. (5] p. 30 )o 

(s) Si x
1

,o •• ,xn sont des nombres complexes Q.-linéairement indépendants, alors 

le degré de transcendance sur Q du corps 

X X 

Q(x1,••-txn' e 1 ,. •• ,en) 

est supérieur ou égal à n. 

cette conjecture (s) contient toutes les propriétés connues sur la nature 

arithmétique des valeurs de la fonction exponentielle (mises à part, évidemment, 

les propriétés liées aux approximations diophantiennes); elle est également répu-

tée contenir toutes les conjectures raisonnables que l 1 on peut énoncer sur ces 

valeurs. Nous étudions ici plusieurs conséquences de (s) • 



Préliminaires 

Noll§.noterons Q le corps des nombres rationnels?~ le corps des nombres 

algébriques, ciest=à=dire la clôture algébrique de Q dans Co 

Si E est une extension d 1un corps k et si x ,o •• ,x sont des éléments 
1 n 

de E, on dit que sont algébriquement indépendants~ k (ou bien 

qunils forment une partie algébriquement libre de E _filQ: k) si l'homomorphisme 

canonique 

(de 1nanneau des polynômes sur k à n indéterminées, sur le sous-anneau de E 

p(X.) = X. 
J. J. 

pour 1 -' i ~ n , 

est 1,m isomorphisme. 

Dans ces conditions, tout sous-ensemble de l 1 ensemble {x , •• ., ,:x: } forme une 
1 n 

partie algébriquement libre de E sur k 

tra..11.scendan t sur k • 

en particulier chacun des X. 
]. 

est 

On dira donc qu'une partie F de E est algébriquement libre~ k si 

partie finie de F est algébriquement libre sur k. 

Une part:i.e B de E est une ~ ~ transcendance de E ~ k si B 

yérifie 1uu.ne des trois propriétés équivalentes suivantes : 

(i) B est une partie maximale algébriquement libre de E sur k., 

(ii) B est une partie algébriquement libre de E sur k, et E est une 



extension algébrique de k[B]. 

( . .. ) 
\1:1.1, B est une partie minimale de E telle que E soit une extension al-

gébrique de k[B]0 

ToutB extension E de k admet une base de transcendance, et deux telles 

bases sont équipotentes. Si E admet une base de transcendance finie, le nombre 

n ). 0 d 1 éléments de cette base est appelé degré .22,. transcendance (ou dimension 

a1gébrigue) de E sur k 9 et noté 

n = dim E 
k 

Si E
1 

(resp. k
1 

) est une extension algébrique de E (resp. k) 1 on a 

dim E ::c: dim E 
k k 1 

1 

dim E o 

k 1 

Notons qutune extension de k est algébrique si et seulement si elle a un 

de.gré de transcendance nul sur k ., 

Par convention, nous dirons que des nombres complexes sont algé-

br~_guemeg:t j.ndépendan ts s'ils sont algébriquement indépendants sur Q ( ou sur ~ , 

cela revient au même), c'est-à=dire si 

Un nomlJre c::,mplexe est dit transcendant (resp. algébrigue) s 9 il est trans= 

csndant sur ~ (resp., algébrique sur ~, c 1 est=à.-dire dans ~). 

Enfin nous dirons qu 1un nombre complexe t est un logarithme d2un nombre a 

si t e =a, en particulier, un nombre est un logarithme d'un nombre algébrique 

t e E: Q. Par exemple in est un logarithme d'un nombre algébrique 0 

La notation Log sera utilisée exclusivement pour désigner le logarithme 

népérien dh1r1 nombre réel positif 0 



§1» Le théorème~ Lindemann-Weierstrass 

Le plus a..ncien résultat d'indépendance algébrique, dû à Lindemann et 

Weierstrass [4, 5, 8], résoud la conjecture (s) dans le cas particulier où 

~ des nombres algébriques, Q-linéairement indépen-

dants, alors .k§. nombres 

,.ê..Ont algébriquement indépendants .ê.!!!'.. ~ • 

On peut énoncer ce résultat sous la forme équivalente suivante : 

Théor·ème 1 .2., Si a
1

, ~.~,am sont ~ nombres algébriques deux à deux distincts, 

al.ors fil nombres 

so:'lt ~-.7 inéairement indépendants. 

o~ déduit de cet énoncé le théorème de Hermite Lindemann: 

]'hé~ 1.3. Si a f. O ~ algébrique, alors ea est transcendant. 

Donc, si t f. O est un logarithme dîun nombr~ algébrique, alors A est 

transc~mdant. En particulier 

~ 1 .4. 1&. nombre 1. ~ transcendant. 

En choisissant x
1 

:=: 1 et x
2 

:=: ire , on constate que (s) implique également 

la 



Conjecture 1 0 5 0 Les ~ nombres e tl 1t ~ algébriquement indépendants 0 

En fait (s) contient des propriétés encore plus fortes sur e et n 

§20 Indépendance algébrique ~ logarithmes 

Après avoir examiné le cas où x
1

, ••• ,xn sont algébriques, il est naturel 

x1 
d'examiner le cas où e sont algébriques 

alcrs li:indépendance algébrique de x
1

,oo•,xn. 

la conclusion de ( s) 

Con.lecture 2 .1" Soient ,e
1

, ••• , ,en des logarithmes .92. nombres algébriques. Si 

sont ~linéairement indépendants, alors 

iE_dépendantso 

est 

Un premier pas vers cette conjecture, consistant à étudier les polynômes de 

degré 1 en ,e
1

, ••• , ,en à coefficients algébriques a été effectué par Baker [ 1 J qui. 

démontre le 

,ïh.éorèI_!1§l 2 0 2 0 Si ,e
1

, ''°.,, ,en ~ des logarithmes ~linéairement indépendants_ de 

nombres algébriques~ alors les nombres 

sont ~linéairement indépendants., 

On dédu:i.t du théorème 2o2 le théorème 1. 3 de Hermite Lindemann, ainsi que le 

théorème de Gel 1fond Schneider [4~ 5~ 8]. 
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Théorème 2.3 .. Si ,e f O tl b f Q ..E!.2ni deux nombres complexes, l'un des trois 

nombres 

b b,e 
a == e 

est transcendant .. 

§3. Indépendance algébrique de puissances algébriques de nombres algébriques 

Le théorème 2.3 de Gel'fond Schneider suggère le problème suivant (Schneider 

[8] problème 7)o 

Conjecture 3o 1 o Si ,e ,f. O est .1J12:. logarithme ~ nombre algébrique a , tl 

1, ~
1

, ••• 9 ~n sont des nombres complexes Q-linéairement indépendants, alors ~ 

sont algébriquement indépendants 0 

La conjecture 3.1 est une conséquence immédiate de (s) d'ailleurs 1 si on 

on considère les nombres 

on remarque que (s) contient même l'indépendance algébrique des nombres 

D1autre part l'exemple des nombres 
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,e = Log 2 

montre q_u'il est insuffisant de supposer irrationnels et 

Qè-linéairement indépenda._nts pour q_ue la conclusion de la conjecture 3.1 puisse 

être vraie~ 

Un cas particulier de 3.1 est une conjecture de Gel'fond 

Con.iecture 30 2 0 fil ,.et O est .l:fil. logarithme~ nombre algébrigue a , tl fil ~ 

est J:::!.11. nombre algébrigue de degré d = [IQ(~) : Q] ~ 2 , alors le degré de transcen-

dance ~ Q du corps 

Le théorème 2. 3 de Gel 'fond Schneider résoud le cas d = 2 , et GePfond [ 4] 

a résolu le cas d = 3 • 

Ramachandra a cherché à généraliser 3.2. Il avait démontré [7] le 

~linéairement indépendants, alors l'un des six nombres 

x.y. 
elJ 9 i=1,2,3,j=1,2 

est transcendant. 

Il avait remarqué ensuite que, si x x x 
1 ' 2' 3 

bres complexes IQ-linéairement indépendants, alors d-1 des nombres 

sont transcendants. Aussi avait-il conjecturé q_ue 



d=1 de ~nombres.~ algébriquement indépendants 0 

TI1autre part, So Lang [5] avait également démontré 3o3, puis il avait conjec-

tu:ré 

~-linéairement indépendants, alors .l:ill:,_ des quatre nombres 

est transcendant. 

cette conjecture (3.5) est équivalente au problème 1 de Schneider [8] 

alo,,.s k nombre 

fil transcendant. 

En s1:dva:r:d; 1e même raisonnement que Ramachandra:; on observe que, s:i. la con-

jecture 3.5 est vraie, et si :x:
1

,x
2 

(resp. y
1

, •• ",yn) sont des nombres complexes 

IQ-linéa:irement indépendants, alors n-1 des nombres 

sont Aussi était-il naturel de conjecturer que n=1 

de ces nombr8s sont algébriquement indépendants (cf [9]). 

Or il ~ est rienl) comme le montre 1' exemple des nombres 
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x = 1 ; x = f2 ; Y = Log 2 ; Y = "\[2 Log 2 ; y = Log 3 ; Y = 1(2 Log 3 ; 
1 2 1 2 3 4 

(Pindépendance linéaire de y
1 

,y
2

,y
3

,y
4 

est une conséquence de 2.3 par exemple)o 

De même les nombres 

X = 1 x2 = 3"\/2 . X = 31[4 
1 ' 3 

y = Log 2 y2 = 312 Log 2 y3 = 3Î4 Log 2 
1 

Y
4 

= Log 3; Y,= 3"1[2 Log 3 y6 = 31[4 Log 3 ' 
fournissent ~ contre-exemple à (3.,4). 

On peut néanmoins énoncer une conjecture, conséquence de (s), et contenant 

Conjecture 3e7o soient u
1

, ••• ,um ~nombres complexes, !Jrlinéairement indépen-

dan ts ; .§2.ll v ~ nombre complexe, transcendant ~ ~ • Alors le degré de trans-

cendance sur Q Qll. corps 

u 
~(e 1 

est supérieur ou. égal m-1 o 

vu 
' e •• ,.e m) 

Pou:.:.>:> montrer que 3o 7 (et donc aussi 3,.5, qui correspond à m = 2) est une con-

séqu.ence de (s), on ordonne u
1 

, •• .,um de telle manièFe que, pour un entier ,e , 

soit une base du (Q-espace vectoriel engendré par u
1 

, ., •• , um , vu
1

, ••• , vum o 

Ccmme v est transcendant (le résultat serait vrai aussi pour v algébrique de 

degré supérieur ou égal à ,e-1 ) , le degré de transcendance. sur iQ du corps 
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est in.férieur ou égal à 1:+1 0 D'autre part, si (s) est vraie, le degré de trans-

cendance du corps 

u u 
~(u

1
,o,01Um, vu

1
iio•oiVU,e 9 e 1

, 000 ,e m 

est supérieur ou égal à m+,e a fortiori le degré de transcendance sur Q du 

corps 

est supérieur ou égal à m+,e ,. Donc m-1 des nombres 

e 
u. 

1 

sont algébriquement indépendants,. 

§40 Autres conséquences. de (s) 

e 
vu. 

l 
( 1 ~ i ~ m) 

La conje,;;ture de Schanuel permet de déterminer le degré de transcendance de 

corps obtenus en adj o:i.gnant à Q des nombres complexes définis à partir de la 

:fonction exponentielle (ou de fonctions logarithmes) .. On constate dans chaque 

exemple que le degré de transcendance est le plus grand que Pon puisse espérer. 

Ai.nsi., p01_;;,r illustrer ce fait, nous allons montrer que (s) contient la 

Con,ïect}JJ'.e 4. 1. 1~ 16 nombres suivants .filllii algébriquement indépendants 

n; e 1t n; e i i i 3,(Log 2 )Log 312
1'2 

0 An=.e .Log ~.n ~ = Log 2 2 2 2 ° = Log YG ~ , ,. , , "', , ,. 9 '" 9 9 , , 1 ~ 9 "' , 



(En partic-u.lier, chacun de cea nombres doit être transcendant)& 

Considérons les 17 nombres suivants i 

1 11irc,n,.Log n,e,e Log n,n Log rc,Log 2,--n; Log 2,e Log 2,i Log 2,i,-i Log 1t,Log 3, 

Log Log 2,Log 3.Log Log 2,1{2 Log 2 o 

Pour que 4o1 soit une conséquence de (s), il suffit que (s) entraîne l'indépen-

dance linéaire de sur iQ; il suffit donc, a fortiori, que (s) con-

tienne Pindépend.a:nce algébrique des. 6 nombres 

Le même raisonnement, à partir des nombres xt x' 
1 '". •' 6 

ramène le problème à l'indépendance algébrique des 5 nombres 

donc à l'indépendance linéaire des nombres 

irc,Log rc,-Log 2,Log 3,Log Log 2 o 

En considérant les exponentielles des parties réelles, on doit montrer que 

11:9 2~ 31 Log 2 sont multiplicativement indépendants (sur :t) ; or on sait déjà 

que (s) contient l'indépendance algébrique de -n; et Log 2 , d 1 ap:r;'ès (2.1) 

(c'est-à-dire en choisissant et X = Log 2 
2 

dans (s)). n•où le résultat. 

Une conséquence un peu moins évidente de (s) est une conjecture de Lang [6]. 

On définit par récurrence une suite croissante (Kn) de sous-corps de, (V de la 



K = If\ " 
0 "G ' 

a:t:;,tc'emen•; dit K est la c18ture algébrique du corps obtenu en adjoignant à 
n 

les :.'"10mbres 

exp t, t E K o 
n-1 

Con;jecture 4o2 

K o n 

La. démonstration de l'implication (s) > (4.,2) est esquissée dans [6] .. 

Te:rm:Lnons en indiquant une dernière conjecture [3], conséquence de (s), et 

c:mtena.nt l.es résultats et les conjectures des paragraphes 1 et 2 

~nombres algébriques, Q-linéairement 

J2~:r~dam:2o ~ so:i.ent ,e
1 

~ ..... , ,em des logarithmes Q-linéairement indépendants de 

,2;Cfllb~'.''<?.S algé.br:igueso Alors ~ nombres 

§œdiL ,glgé ~ri guemetl indépendants .. 
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