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Théoreme de Iindemann-Welerstrass

Alain MACADRE
(orsay 6 mars 1973)

T - Contexte historigue

En 1748 Buler conjecture 1l'existence de nombres transcendants en considérant les

logarithmes de nombres rationnels,

En 1844 Liouville donne une propriété des nombres transcendants et en montre

En 1873 Hermite montre que e est transcendants par une nouvelle méthode indé-

perdante des travaux de Liouvilie,

Bn 1882 Lindemanzn, en utiiisant cette méthode, montre que si ¢ est algébrique
o .
non rul, alors e est Lranscendant 5 donc que 7w est transcendant,
Br 4885 Weierstrass améliore le théordme de Lindemann et montre que si
b b2 bn
Lo,T b sont des nombres algébriques distincts, alors e ,e T,,.,.,€ sont

Va9 ¥apoen 09
1° 2 7

lindairement indépsrdants sur les nombres algébriques,
Ce théoréme est équivalent gu théoreme suivant
Théoreme 3 Scient Xy saoesll des nombres algébriques, @-linéairement indépendants,

s . .o
Alors e ! & sont algébriquement indépendants,

Ta démonsiration de Lindenann Welerstrass a été améliorée par Siegel et cfest

(%

cette démonsiraticn que nous allons exposer,
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II - Notations et rappels

1) Si K est un corps de nombres (ioeo une extension algébrique de Q) on
note par IK 1l'anneau des entiers algébriques de K ,
2) soit a € K, On appelle dénominateur de a un entier naturel d tel que

da € IK . Soit dla) 1e plus petit dénominatenr de a et soient Oy ooy (si

n = [K:q]) les plongements de X dans C ., On note

loll = max  Jo,(a)]

1:190oorl

taille a = t(a) = max[log ||a]| , 1ogd(a)] .
La taille vérifie 1'inégalité suivante :

~[x: 0] 1og ala) - ([x:e]-1)t(a) < Log|o, (&) (Ref (1)(2)) .

3)Si P € K[X] on note par HPi! le maximum des valeurs absolues des coeffi=-
cients et de leurs conjugués de P .

4) TLemme de Siegel, Tl existe une constante ?k >0 ayant la propriété suie
vante :

Scient r et n deux entiers n > r > 1 et aij (1gigr,1€3gn)

des é1éments de K ., Soit dﬁ (1 ¢ 1 ¢ r) un dénominateur commun positif de aij

poeur {1 J n g soit d= mex di et A = max “ai‘!l o
1€3Lr 1€i&r
1<Ign

Alors i1 existe n éléments X1’°°°’Xn de X entiers sur Z non tous nuls, tels

que
n
Zi: aij Xj =0 pour 1 1>
o
ot max ijlig cy CK(CK nda) (Ref (1) ou (4)) .

j:19000n
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5) Domination, Soient P et Q deux polyn8mes & une variable

+d
il

V ~
- a(v>z ou av € C

b zH avec b réel 3 0 ,
W 33

O
Il

On 4it que @ domine P et on note
PLQ
si pour tout (v) on a laV! < b(v) o

Une propriété est que DP < DQ ou D est la dérivation, (ret (1))
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IIT - Démonstration

Rappelons tout d'abord le théoréme & démontrer

Théoréme de L,i 3 Soient Xyso00s0y des nombres algébriques, @-linédairement indé-

o o
pendants, Alors e 1,°°°,e ® sont algébriquement indépendants,

Ie point essentiel de la démonstration que nous allons donner est de montrer

le lemme suivant s

Lemme fondamental ¢ Si K est un corps de nombres, si B1’°’°’Bm sont des éléments

* *
de K  ‘tous distincts et si o € X , alors le rang de

aBi of

e ,o.a’e

m

m

ur % o
sur X es > Erfzr@ﬁ
Ce lemme est suffisant, En effet
A) Nous allons supposer démontré tout d'abord ce lemme fondamental et montrer come

ment le théoréme de L.W. slen déduit,

Soit K: Q((x1gooo,(xs)o

o, v ast

Posons f,[ ('V) =€ geooyfs(t) = e °

Suppcsons que le théoréme de L,W, ne soit pas vrai, Alors il existe un poly-

[}
g>
0]

g , & coefficients dans ‘K , non tous nuls, de degré d tel que lion ait

52, (0), 0 0f (a) = 0
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est m =T =0 .
V- s+1 (v+s )
v W V, 0, Facetyv d )T
Or f11 oeofss = & L S8

et on peut prendre pour B1,o°o,Bm_ les combinaisons linéaires v, FoootV 0 avec

1

v1+oao+vs v ou v est un nombre que 1l'on prendra suffisamment grand, (On a donc

Mais si g(f1(a)9an°9fs(a>> = (0 on a aussi

[ H
£, a) ol (@)t (@) =0 pour  pbeeatug < 0

On obtient ainsi mv_,d relations pour les

v
1 s
m nombres f1 (a>ooofs (a) (v1+aoo+vs < v) .

Ces relations sont évidemment indépendantes puisque entre deux relations distinctes,
les mondmes ne scont pas tous les nmémes,

Draprés le lemme fondamental, on dolt avoir
m
mo-m Y Y
v v=d ? 2[K:q]
ce qui donne apres division par mv

m

1 v-d
Yo Ree] 2 mo
mv=d v(v=1)4.0(v=ds1)

Or

m = ) (vrs=1).. 5 (ves=ds1)

que l*on peut rendre aussi proche que l'on veut de 1 en prenant v assez grand .,
Dfoll une contradiction, Ie polynfme g n'existe donc pas et le théoréme de L.W.
est démonitré,

11 nous suffit donc de démontrer le lemme fondamental,
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B) Démonstration du lemme fondamental,
la démonstration se fait en plusieurs pas,

Dans toute la suite, nous noterons

B2

nous considérerons m comme donné évidemment et n comme un parametre, Les cons-

tantes ¢, ¢ c, dépendent ainsi de B, et m.,

19

ier pas s On construit une nouvelle fonction

F, (z) = P, (z)F1 (z)+.,”+Pm(Z)Fm(Z>

cu PT,OOO,Pm sont des polyn8mes & ccefficients dans IK et telle que F1 ait
un zéro d'ordre élevé au point z=0 ,

Plus précisément nous allons montrer le
Lemme 1 ¢ Etant dormé ltentier n > 0 , on peut trouver des polyndmes Pj € IK[Z]
non tous nuls tels que

(1) dOPj <en et [2¢ Mt

(i1) 1a fonchion F1 a un zéro d'crdre y (2m-1)n en O

[oe) ZV
(1ii) =i F1(z) =7 . a. =
v=0

alors ]a l <o’ e nt,
v

\ 2n=1
NZS = D + DP. z

Z+OO°+ o
3,1 P

Je2n=1

©

Nous avons 2p.m  inconnues qui sont les Pj o
M

Dlautre part ou doit avolr

av':o pour \)209 1yooo§<2m’=1)n=1
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ce qui donne (2m=1)n équations.
Berivens ces équations, Nous désignerons par T le cercle de centre O et de rayon

1 parcouru dans le sens positif, On a

a ® (Z)
v 1 tf 1" 5 1 p=v=1 Bz
o T o dz = [p (—’?’— Z e™d dZ)] °
H 1 ) 1
Vi ZAm g v §=0,Treaem  OW 21T I
H=O§1yooonlc=1
Dioh
z:: pP. <. . =0 pour v = 091000,(2mg1)m~1
j:O’1oa.m Jp’ J?p’?"’
u=031,..20=1
0 si wvu<o
cu c. =
JdalheV VU
%3
ginon
(\)‘pji
On a donc ¢, € K et lton voit que
JolsV
n
Max |, vi e,
SRV
&N z o o rd n 2n
De meme un dénominateur des c. sera majoré par c_.n .
NPRVERY 2
Appliquons le lemme de Siegel, On peut trouver les pj u non tous nuls, dans
-9
tels >
IK gque
n 2n .
“pjp“\< 03 Yl pour’ J - 09°°°m et \.L = O’1ooo’2n‘°1 o

On a donc

hoyll < < 52" .

TLes coefficients de F1 vérifient (ref (3))

v! F1(Z)
8 = e jq dz

v 217 T Zv+1

(ol a =0 pour v= 051000, (2m=1)n=1)

et on obtient encore



1.8

. C. a
JU JUsV Y

2, (vt)p

J=0, 0001
u=0,15°o(2ﬁ=1)

mals cette fois ci on n'a plus v < (2m=1)ﬂr1 o

g,
On a lvl c. l & J FRVE IS eV -
JolsV (=)t 1 5
On a donc
Yy n_2n
a | <c c.n
l vl 4 5
et pour une certaine constante ¢ on a
n _2n n _2n
Hpjl|< ¢ n et lajl < ¢V e m
2& pas 3 Au premier pas on a obtenu une forme lindaire F.(z) avec des poly=-
e Ppag i

nimes en 2 qul approche zéro, Dans ce deuxiéme pas on va obtenir d'autres formes
dtapproximation en dérivant, Bt ces formes vont &tre indépendantes,

Plus précisément démontrons le
Lemme 2 3 Soient les Ej’ P39 F, définis au premier pas, Soit Fiqg = DkF1 (ol
D est'la dérivation) (et k=1, 2,900)5
Posant Fk = Pk91 E1 tooot Pkym Em ol les ij sont des polynbmes, Alors le rang

de la matrice (Pk j> (k,5 =1, 2,0..m) est égal & n ,
2

osant
Posa E1 F1
B=1. et P =1 .
B I
m m
0n a

On a dlautre part
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K k_ k
DF, = (D+B1) PyoEy eoot (D+g )P _.B_

1 1

P1 ©000000 Pm

Ainsi P = (D+B1>P1 voooeoo <D+Bm)Pm‘

m=1
L © 00 0 (D+Bm) P

( -1
\D+B1) P o

1
Soit A= det P,

d d
Appslons U, % 50009 7 " Jes monSmes de plus haut degré de respectivement

P1900§9Pm o

Alors le terme de plus haut degré de A(z) est

d1+o”+dm
©c00C0C oo Bu Z

d +e..+d
m
coo00oco P u1u 000l B

Le déterminant qui apparaft dans le coefficient du mondme de plus haut degré est
un déterminant de Van der Monde qui n'est pas nul & cause des hypothéses faites
sur les Bi o

A(z) a done son monlme de plus haut degré qui n'test pas nul, donc A(z) £0

et le lemme 2 est montré.
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Y

¢ pas ¢ La matrice (ij(z)) (kgj = 1,2,°°°m) a pour rang m , Mals pour un
nombre quelconque § % 0 , la matrice (Pk9j<§)> (k,j =1,2°°°m) n'a pas obliga=
toirement pour rang m , Nous allons montrer dans ce troisiéme pas que si nous
prenons suffisamment de dérivées on aura une matrice (ij(g))
(3=1,2¢00m,k=1,2,., ?) de rang m ,

Pour cela montrons tout d'abord que

1) si £ est un nombre complexe non nul, il ne peut &tre un zérc de A
dlordre > n ,

Bn offet on a d°A < (en~1)m .

goit P la matrice transposée des mineurs de P ,
Ona PP=AT,

o

Comme F = PR , on en déduit que AE = PP ,

Comme ordo Fj > (QmwQ)ﬁwm et comme aucune des composantes de B ne slannule
pour % = 0 , on en dédult que OrdoA y (om=-1)n-m ,

Alz) est done wn polyndme de plus haut degré e (on-1)m et de plus bas
degré » (2m-1)m-m ,

On en déduit que
ordaA £ (2nm1)m}=(2ms1)n+m R
Dfol ordEA g n pour. 40,
2) Le nombre n va nous donner le nombre de dérivées & prendre, Montrons le

Lemme 3 3 Pour tout nombre complexe ¥ # 0 , la matrice (ij(g))

(k==1,2,°°°m+n et J :192°°°m) a pour rang nm ,
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On a donc

k—1 k—1

P(y) = [(D+B1) P1°,,o(D+B1) P].
Posant
(D+B1)
o 0
D+Q = T .
0

on obtient 1'égalité

4 K 4
Plipr) = (247 Py

- ~ bttt
D'autre part ona PP =Al = P, P= P, P .
. t t t
Puisque P = [( P(1))°,°=( P(m))]

cn cbtient

t g t
i)t = [y, 3)eeeCry, 00

goit 1 o= ordaA . (Alors r ¢ n).

Appliguons (D+Q)" & AT

~ r
(0+0)"(a1) = (2+0)"(*2.%) = 3 Cp[(D+Q)” °p]
p=0
ou CH sont des matrices de polynémes,
Faisant 2z = ¥ on ob%tient
r 2 t t
pra(e)r = %;O' ¢ (&) IRy, (B eee TRy, y(B)]

A gauche on a une matrice scalaire non nulle,

A droite apparaissent les colonnes
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avec k ¢ mr { mn
e rang de ces colonnes est par conséquent égal au moins & m et le lemme 3 est
montré,

Finalement, dans ce trcisidme pas nous avons trouvé une matrice ij(g) qui
est régulidre,

N

& pag : Nous allons montrer que les fonctions P, ne sont pas "trop grandes®,

k
Lemme 4 : Soit k¢ min , Si n > c(g) alors
[Fk(a)l < cg n" nm(zmpz>n
Hij(a)“ < o? o et den ij(a) < 02 o

Montrons tout dlabord la premidre indgalité, Soit N = (2m=1)n et posons

F (2
¢ (z) :.,_}f_(;__.),,
k ZN=k+1

Gk est une fonction entidre,

Choisissons « %el que ]ai < N . Appliquons le principe du meximum & la fonction

G sur le cercle de centre 0 et de rayon N , On obtient

k
o] < [0, )y
k-1 k-1
oL - ‘(D+B1) P1(Z) B,z L (D+Bm) Pm(z) B2 <
ki Nkt °ee N-k+1
7z 7
ke
(D+Bj) 1Pj(z)
£m ¢ Max . - °
51 5 zN k+q W



il
A

‘(D+Bﬁ)km1Pj(z) 2n

Sl B Iy ¢

n n
052 n M%X ”PJH
' NNw2n+2;-k

1z = du mamérateur provenant des entiers (2n-1)(on-2).... obtenus par déri-

vatics) (ref (3)).

(D+Ba)kﬁ1P.(z) cn nZn nn
Max. J 5 J < 5? o )
i ZN= +1 N [(me1)n] 2M=1 JN=2N+2=1=11
n Vi 2Me=2 )11
¢k,  go-(em-2)n
Dol
le(a>i < 025 an n(gmmz)n [alNﬂk .
gort

50 5(2m@2)n

. n
[P, ()] ¢ o2, :
Pour la deuxidme indgalité la démomstration se failt par récurrence, (n a

Pj(z> ¢ C1'1 ﬂ2n.<1+z>2n~1

et par réourrsnce il est facile de voir que

~ k n Ly 2n==1{
(D+6. )P, < cf n2M(142)"71
J dJ 57
Prenant z = o , On obtient ”P Q(a)u< Gm n3n .
' CTkyTTRY 758
Pour la troisidme dgalité, la démonstration se fait aussi par récurrence : on

montrs que

k
den(D+Bi)kPJ(z) < (den Bﬁ) den Pj 0

n
den P (a) ¢ c .
kJ R 59
Pranant alors < supérisur & ¢ , C et ¢ on a le résultat cherché., Nous
Oy Saper 56 ° 758 59

scmmes maintenant en mesure de démontrer le lemme final,
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& pas ¢ (pas final), De 1'indéypendance lindaire des fonctions coo sur les
5& pas ¢ (p )e D p E,seeoBy
polyndmes nous allons déduire une borne inférieure du rang des nombres

E1(oc)°“9Em(oc) svr K,

Temme fondamental : Le rang de E1(a),.,°,Em(a) sur X est
On a, s8i on appelle r ce rang

8::E1(a)oK + Ez(a)K tuoot Em<a)°K - Ee1(a)°KZ@%aoGBEer(a)oK .

D'aprds le lemme 3 on sait qu'il existe une matrice P(«) régulidre, donc une

. .. . m m . . .
matrice bijective de K dans K ., L'image par iP(a) d'un sous espace vectoriel
de dimension r est un sous espace vectoriel de dimension r .,

or A «) transforme

(E1(a),oee,Em(a) en (Fk1(a),,,°§ka(a))

ol k19°°°9km sont inférieurs & mn ,

Donc (Fk (a),oon,Fk (a)) a un rang égal & r , Il existe donc mw=r relations
1 m

entre ces nombres, I1 v a done w-r combinaisons lindaires égales & O de ces

nombres, donc m-r combinaisons linéaires égales & O des Ei(a)o

On peut écrire, en prenant méme xﬁj € IK (en multipliant les égalités par les

énominateurs adequat
dénominateurs adequats)

_ /
0 =1, E1(a) oot Ay Em\a)
j 0 =y, Bad B (o)
F,o= P E1(a) teest Py Em(a)
1 1,1 N m
Po=P E1(a, foaat By Em(a)
r r r

o

et la matrice des coefficients des Ei(a> est réguliere,



Soit & son déterminant, On a, en résclvant le systéme par rapport & E1(a>

6E1<oc) =B, Fk1(oc) +eeot B Fkr(oc)

ol B1’°°°Br sont les mineurs de & relatifs & la premieére coleonne,

D'aprés le lemme 4 on a
taille(s) ( 3nr log n + 0(n)
den § < o{n)

et on obtient aussi

]leyooongr! < 6?2 n3n(rm1)

N n 3 -(2m=2)n
et le(a>l £ 014 n n

Log 6 ¢ 3n(r~1)Log n+ 3n Log n o= (2m~2)n Log n + O(n)

< 3ur Log n- (2m=2)n Iog n + 0(n) .

Appliquant 1'inégali*é sur la taille, divisant par n Log n et prenant
q 9 P g P

grand, on obtient

(om-2) ¢ 3r[K:0] .

D'ou is lemme fondamentsl,

n assez



IV = Bxtension du théoreme de I V.

En regardant quelles sont les propriétés de la fonction exponentielle utilisée,
shidlovsky a réussi & généraliser le théoréme de L,W, aux BE-fonctions,

Une E fonction est une fonction qui admet un développement en série de la

fTorme

©o zn

f(z) = : oﬁn m

n=0

ou o €K (K corps de nombres) et satisfait
n . . en

Bl Han[ { ¢ pour une certaine constante c (ou mieux ¢ 0(n™ ) pour tout
e > 0),
E2 I1 existe une suite de nombres d.n €7z, d.p >0 tq dn est un dénominateur
peur o (k = 0,...n) et dn < " (ou mieux 0(x®™)),

Exemple de BE-fonction : Ia fonction de Bessel

JO(Z> =2 nt)2 °

La difficulté dans ltextension du théoréme de I,W. est de démontrer le lemme 2

es E-foncivilons,

{&J

pour
Le thécreme de I,W, Shidlovsky est
3=

scient f_,...,f des B-fonctions, algébriquement indépendantes sur K(z) e%

qui satisfont des équations différentielles linéaires du type

X' = 0X

o ¥ est un vecteur colonne et @ une matrice carrée de fonctions rationnellies

*
de XK(z), soit o € X et o distinct des pdles des fonctions de Q . Alors les



valeurs

f1(a)9°,o,fs(a) sont algébriquement indépendantes,

Application de ce théoréme
~ fonctions exponentielles bien sir

- fonctions de Bessel sclution de 1‘'équation

2
1 A
7 JLA JISATER P
v =yt o+ (1 2)J 0
z
ot A appartient & un corps de nombres,
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Rappels historigues sur la théorie

des nombres irrationnels et transcendants

Frangoise CHANET
(orsay 13 mars 197%)

Un nombre algébrique est une solution d'équation aigeprique a coefficients en—
tiers générale alors qufun nombre rationnel est solution d'une équation algébrique &
coefficients entiers du premier degré, Ia seconde notion est donc apparue beaucoup
plus 8t que la premiére ; et les résultats sur les nombres irrationnels (: non ra-
tionnels) sont plus anciens et plus simples souvent, mais pas toujours, que les résul-
tats analogues sur les nombres transcendants (: non algébriques)°
I. Avant 1840,

Pour les Grecs il n'y a de nombres gque les entiers (ceux bien slir que nous disons
maintenant strictement positifs)° Néanmoing ils utilisent les “rapports d’entiers®
(autrement dit les rationnels strictement positifs) toujours d'ailleurs du point de
vue géométrique des "rapports de longueurs équivalents"), décrivant leurs opérations
et démontrant certaines propriétés algébriques de ces opérations. ILa grande découverte
de 1'éccle de Pythagore (vers -500) est que la diagonale du carré n'est pas dans un
“rapport dlentiers" avec son c8té, en termes modernmes que V2 est irrationnel, Dfautre
part le rapport de la circonférence au diametre (ce que nous appelons le nombre n)
n'est pas considéré comme un "rapport dlentiers" et Archimdde (vers -200) en donne des

approximations successives par la méthode des polygones, Ces deux résultats fondent la



2.2

des irrationnels, Quant aux problémes de transcendance, du fait du carachére

géoréirique des nmathématiques grecques, ils ne sont abordés que par le biais du fameux

de la quadrature du cercle et de problemes analogues de construction par la

1a théorie des nombres irrationnels et transcendants prend ensuite un vrai départ
2 18eme gidele 3 elle bénéficie de la mise au point de 1'algébre formelle & partir du
158me et de 1'essor de llanalyse (fonctions exponentielles et logarithmes) & partir du
172re, De plus sans en avoir fait de construction formelle les mathématiciens de cette
époque se placent dans le corps des complexes (nombres imaginaires) au besoin, Une des

cemidre mentions des nombres transcendants est faite par Buler en 1748 dans son

ko)

f
an

C3.CH

Lo in analysin infiniftorum" (OeuVres compldtes—~tome VIIT-page 108) : "il

t clairement que les logarithmes rationnels proviennent des pulssances de la
ese a ., 8. b n'est pas une telle puissance 1oga(b) n'est méme pas irrabionnel

N 4 . . n . .
ssw sirom {par exemple 9) on aurait avec b rationnel : éV_ =b ce qul est impos—

ta,Y Quol gqu'on pulsse penser des arguments d'Fuler, on peut remarqguer

gutil vose le probleme (irrationnel dans ce contexte = algébrique réel) au sujet des

gui effectivement sont explorés jusqubau moment présent (Baker)o Vers ce

sillen du 186me sitcle également se perfectiocnne la théorie des développements en

veetvions continue, tres lide & 1'irrationnalité pulsqutun réel est ratisnrel si et

n

i son développement est fini, et un peu & la transcendance puisque vers
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agrange montre qu'un réel est algébrique de degré 2 si et seulement si son

(0]
3
fa
[
[0,

=

développement est périodique, De cette manidre Lambert en 1761 (C. R. Ac., Sc, Prusse)

dorine une démonstration & vrai dire incompléte de lt'irrationnalité de ¢ ¢ on peut

trouver cetite démonstration complétée par Legendre dans les Comptes rendus de 1'Aca-

démie deg Sciences de 1'année 1855, On peut remarquer aussi que le développement de

e en fractions continue : [2, 1, yees] trouvé "intuitivement"

&b bl B

var Buler entraine que e nfest ni rationnel ni méme un nombre quadratique, Bn 1815

Fourier prouvera 1'irrationnalité de e d'une maniére trés simple en utilisant son

L

£ - 7 : 1 1
développement en série ¢ e = 1-+1 —_

+2! +.°.+-£l—!+°°° °

I, De 1840 & 1920 : théorie classique,
La théorie des nombres transcendants est véritablement fondée par Liouville qui

A propos de problemes d'approximation diophantienne établit pour la premidre fols

l'existence de nombres transcendants ; son théoréme (C. R, Ac, Sc. Paris 1844) s'é-

nonce en affet ¢ 81 ¢ est une racine réelle du polynbme P irréductible dans Z[X]

de degré s , il existe une constante ¢ € Bi telle que quels que soient g dans

I et p dans N on a 1'inégalité }g—-ml >

31 on considére donc la scmme diune série -%— ol q est un entier pogitif

n

o] =l

q

et N une suite d'entiers telle que tende vers 400 avec 1n , on voit qu'elle

n

ra vérifie la propridté de Liouville pour aucun s donc qufelle est transcendante.
{e¥, N = n!). Les nombres ainsi construits -nombres de ILiouville— ont é%é trés &tu-

by

diés par Maillet cf, C, R, Ac, 3¢, Paris de 1901 & 1907,



Ces problemes d'approximation continueront jusqu'd nos jours & représenter un
aspect de la théorie des nombres irrationnels et franscendants, en particulisr & per-

mettre de créer des nombres transcendants aubres que ceux ren

Rappelons le plus célébre d'entre eux ¢ il s'agit d'estimer

* N N ~ * : N 3 7 £
des ¢ € R+ tels que pour tout g apparienant a R et tout g nombre réel algé-
+

brique de degré n 1'indgalité ianxwi . ntest vraie que pour un nombre £ini
s Y fon
de rationnels a . Les théordme de Liouville et de Dirichlet donnent déih ¢

2 < e(n) { n , Thue en 1908 trouva la majoraticn 9(ﬂ> £ = +1 amélicrée au cours du

s

20tme sidcle par Siegel, Mehler, Schneider avant que Roth en 1955 (Mathematika) ne

donne le résultat définitif s o(n) = 2. Plus cen*rale dans la théorie est la défini-
tion de la mesure de transcendance de x nombre complexe ¢ clest une fonction
@(x,mgﬂ):zmiﬁ (lP(X)! ot P est un polynfme & coefficients entiers de hanbeur  H

et de degré ¢ m). Bien sfir x est algébrique si et seulement =i pour = =t H suf-

figsamment grands cette fonction s'annule, Majorer cethte fon

N . . " v L Am _=m L.
pe des tircirs) : si x est réel on a olx mHE) Mg et sinon
=1
' Am 2 N .
@{XmeH) < e H ., Clest sur le probléme pilus intéressan’ de sa

a commencé & travailler d2g la fin du 19%me ziécle, Par exempls Rorel en 1899 montre

~c{m)log log H

que ¢ ®(e,m,H) > 1 s mais 1d aussl le gros des résultats fubt obhenu an
cours du 20&me siécle en particulier par Mahler,

le résultat de Borel est bien sfir un raffirement du résultat fondamental

dl'Hermite, qui en 1873 prouve la tracscendance de e , Sa démonghr

plus simples que Hurwitz ,,, donnercnt un peu plus tard s'appulent sur les propriéiés
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simples de la fonction exponentielle, d'intégrabilité par exemple, et sur des combi~-
raisons “astucieuses" donnant, e étant supposé algébrique, une quantité entiére non
nylle et tendant vers 0,

BEr 1882 Lindemann adapte cette méthode pour prouver la transcendance de g et
trois ans plus tard Welerstrass (cf Mathematische Werke II p. 341 SSq) donne la gé-
néralisation connue sous le nom de théoréme de Lindemann~Weierstrass : solent
21,,!9,,0‘,,,:-11,l des nombres algébriques non tous nuls et b

b b
ques deux & deux distincts ; alors 8,0 1+°e,+ane n #0 .

1p°°,,bn des nombres algébri-

On en déduit un premier résultat d'indépendance algébrique : celle des puis-
sances de e dont les exposants sont @-linéairvement indépendants,

Ce théorsdme de Lindemann-jeierstrass semble un point final dans cette direction
de recherche utilisant les valeurs aux points algébriques des fonctions vérifiant
des équations différentielles a coefficients algébriques, Clest pourqucl Hilbert
dans sa fameuse liste de problémes du Congrés internatiocnal de Paris 1900 counsiders
le 72me 3 étudier la transcendance de ab , & et b algébriques et b drrationnel
comme trds difficile, de 1'ordre de difficulté de 1'hypothese de Riemarnn p.e, Bn
fait & peine plus de trente ans aprés ce probléme est résolu grice & de nouvelles
méthodes impliquant une connaissance plus profonde des fonctions analytiques, Men=
tionnons enfin qu'a la fin du 19e&me siecle Cantor a donné la plus élégante méthode
de démonstration de l'existence de nombres transcendants : 1'ensemble des nombres

algébriques est dénombrable alors que R ou ¢ a la pulssance du continu,
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1I. Depuis 1920 : résolution du T7éme probleme de Hilbert etec,,,

Vers 1920 des mathématiciens (Polya, Gelt!fond,,...) étudient les fonctions ana-
1ytiques prenant des valeurs entieres aux points entiers (de 7, Z[i]), en partie
culier du point de vue de leur croissance, Ainsi Gel'fond en utilisant wne méthode
dtinterpolation prouve-t-il d&s 1929 que si a et b sont algébriques # 0,I b
étant irraticnnel quadratique, ab est transcendant, Ce résultat est amélioré par
Kuzmin, puis thle ; et en 1934 Gel'fond et Schneider indépendamment démontrent leur
célebre théortme : si a est algébrique et différent de 0,I , si b est algébrique
irrationnel, alors ab est transcendant,

La conjecture d'Buler est ainsi justifiée presque deux siécles plus tard,

C'est le point de départ de nombreux travaux, spécialement des écoles russs et al-
lemande, Ainsi dés 1933 Mahler étend aux exponentielles p-adiques (sa démonstra-
tion ainsi que celle du théordme principal sera améliorde par Lang), Gel!fond en

1934 trouve un premier résultat sur les mesures de transcendance des a (qai sera

il

amélioré par son école) : analogue & celui de Borel, Schneider se consacre de 1934

4 1937 aux fonctions elliptiques sur lesquelles il obtient de beaux résultats dont

on peut donner quelques exemples : =la longueur d'une ellipse & axes algébriques est

transcendante-~ ~la fonction & de Weierstrass prend des valeurs transcendaries aux
! -1 =1

points algébriques— etc,.. et en 1941 B(p,q) =‘[ X (1=X)q dx est transcendant
0

pour tous p et q ratiomnels,

Siegel entreprend une étude arithmétique des valeurs aux points algébriques

d'une assez grande classe de fonctions entigres, les E-fonchions : [si o appar-



tient & K corps de nombres de degré h sur € , on note ’al - max(ﬂaql “p°°°a“
] 2t O 3
400 n
. . ‘s Z . .
conjugués de a)]° Une fonction entiere E c. =T est une E-fonction si
n=0c

[+
(1) tous 1es c, appartiennent & un certain corps de nombres de d fini

* on 3
(2) pour tout ¢ de B, ]on] = @ (%

N —> 400
(3) il existe une suite de a, entiers positifs tels que pour tous =n et

k 1le nombre est un entier algébrique et que pour tout = de

¢
R

* . £

R on ait 3 q, = g (%),
+
n - 400

Ces BE-~donctions forment un anneau fermé pour la dérivation, 1'intégraticn et la
myltiplication par un nombre algébrique, Elles comprennent les polynfmes & coeffi-
cients algébrigues, e? , cosz , Jx(z) fonction de Bessel, C'est d'ailleurs sur des
fonctions trés proches des JA que Siegel établit son premier théordme en 1929,
dont une conséquence est la transcendance de la fraction continue 3 [1, 2, 3,...,1,
soo o Voici le théortme général de Siegel (1949)

si f1’°°°’fn sont des BE=fonchtions sclutions du systéme lindaire & coeffi-

f[vﬁs

cients dans @(z) a'équations différentielles : y Q . ¥, K =1,000,0

14
k o U

1=1 -
(m+N)§ . . . k1 km
teliles que les ST produits de puissances de ces foncticns 3 f1 ® o000 fm

k1+°°°+kﬁA< N forment un systdme normal de BE-Tonctions, alors les valeurs de
f19°°°9fm en un q« point algébrique non nul et non pdle sont algébriquement indé-
perdantes,

81 les équations sont affines sur Q(Z) on a une équivalence entre la

g-indépendance algébrique des valeurs en o et la @(Z)-indépendance algébrique

des Fj . Citons encore un résultat de Shidlovskii (1953) dans cet ordre d'idées :
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o
»

on consideére pour A rationnel non entier négatif la fonction 3

400 n
{2) = z et voo,0  des nombres @Q-linéairement indépern-
0 L Tt oF et ° °

dants ;3 alors les nombres @x(a1),°oo,@x(an) sont algébriquement indépendants,
Stest une généralisation de Lindemann~Weierstrass,

Avant de passer aux résultats les plus récents il faut évoquer au moins une
rartiz de 1'ceuvre considérable accomplie dans la théorie des nombres btranscendants
par Kurt Mahler -déja cité- depuis 1930, Un des plus connus est sa classification
des nombres transcendants datant de 1932 3 pour un nombre § on définit avec a

‘n &
et n entiers positifs Wn(a,g) = min (!E”J a, 5“3) puls & n fixé
E Sy ole

n
l2;l <2 izoai‘gi'?é o i=o

1
Logwh(a5 w

et enfin w(g) = lim sup 7? . On appalie alcrs (g) 1le

Wﬁ(@) = 1im sup

a Log a

premier n  éventuellement infini pour lequel v devient dnfini, On remarque que

W(g) et u(g) ne peuvent pas &tre simultanément finis et on pose

£ est un A-nombre si w =20 b= o0
¢ est un S-nombre si 0 < W < 400 o= 0
¢ est un T=nombre si W = 400 po= 4o
£ est un U~nombre si W = 400 et < 400,

£ est algébrique si et seulement si c'est un A-nombre, Les nombres transcen-—
dants se répartissent donc en S-, T=, et U-nombres, Ie théoreme de Mahler dit que
deux nombres de classe différente sont algébriquement indépendants, I1 établit
augel que les nombres de Liouville sont des TU-nombres (W = 1}, que e est un
S-néembre, que w est un S~nombre ou un Tenombre, Depuls bien dlautres résultats

ont été acquis, Bn 1937 Mahler & partir d'un résultat de Schneider paru 1'année
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rrécédente prouve que si P est ur polynlme prenant des valeurs entiéres aux points

vy rombre écrit en base q ¢ x = 0, P(4) P(I}),,°° est transcendant noxn

de Liouville, I1 s'occupe aussi d'approximation, en particulier précise les mesures

J2 transcerdarce de Iog o , € , T (voir aussi les travaux de Popken et Feldtman),
Le plus important des résultats récents est sans doute le théoréme de Baker

(1966) s solent a1’°°°’am des nombres algébriques dont les logarithmes sont

O-iinéairement indépendants ; alors les nombres 1,Log a19°,o9Log @ sont
@--lindairement dindépendants. Baker, puis Stark et Feld'man cnt donné des minora=
tions précises des formes linéaires de logarithmes,

De nombreuses conjectures ont été faites récemment dont la pius globale est

celle de gSchanuel : si X1,°,°9Xn sont des nombres @Q-lindairvement indéperdants

X X

s i 1 n z 3
le degré d= transcendance sur @ du corps Q(X 7000 9K 38 5000,8 ) est supérieur

1

oz égal 34 n , Pour finir nous rappelons que nombre de prcblémes 4'érnoncé é1émen-

taire ne sont pas résolus s la constante d'Fuler est-elle irrationnelle 9

e

) . s T &
Quelle est la nature arithmétique de 21 , E4MsooosT » © s000,2 Mméme et

plus généralement e et 1« sont-ils algébriquement indépendants %

Bibliographie

Feltdman, N,I,, and Shidlovskii, A,B,~ The develcpmen’t and present state of the
theory of transcendental numbers, Russian Mathematical Surveys, vol, 22
ne 3 (1967) p. 1-79.
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Construction de nombres transcendants, grfce aux théordmes de

Liouville, Thue, Siegel et Roth

Maurice MIGNOTTE
(orsay 20 mars 1973)

Introduction

Cet exposé consistera dlabord en un énoncé assez bref de résultats sur l'approxi-
mation diophantienne des nombres algébriques qui, vu leur difficulté, ne seront géné-
ralement pas démontrés, Ces résultats seront utilisés pour construire certaines fa-
milles de nombres transcendants,

11 apparaftra & 1'évidence que la théorie est encore & un stade peu satisfaisant,
Bn particulier, les nombres transcendants que 1'on construit par cette méthode sont
souvent tres spéciaux et Je ne connais aucune démonstration de transcendance dfun

nombre "usuel® par cette méthode,

[x] désigne la partie entidre de x ,
{x} = x = [x] est la partie fractionnaire de x ,

on notera ”Xll la distance de x & l'entier le plus proche,
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1 - Approximation des nombres réels par des rationnels

1, Approximation des nombres rationnels par des rationnels

(ommencons par un résultat évident,

Théoréme 1 ¢ Soit ¢ = un rationnel, avec b ) 1 , et soit un nombre rationnel

Sl
Qg

digtinet d= o , ¢ > 0 , alors on a

1

1Y
‘Oc—al > g o

Démonstration :

-2 = 228 - el , 1
voh N CoQuF,Ds

Donnons une conséquence triviale de ce résultat, mais qui indique le principe de la
congtruction fubure de nombres transcendants & partir d'un théoréme sur 1'approxima-

ticn des nombres algébriques,

Corollaire 1 ¢ Soit ¢« un nombre réel ftel que pouf tout A > 0 , 1'équation

L

0< Ja-2] <y

q

admette une solution alors o est irrationnel,

. . . . - . 1 1 1
Bxemple ¢ On obitient ainsl 1'irrationnalité de e,xch =, x sin < ,C08 = , ch = avec

ol head

N

*
x ¢ N ., On peut méme obtenir un résultat plus fort, & savoir :

- e . 2 * .
gorcliaire 2 ¢ Scit x , avec x €N , Solent a

, a_ ,a_,a €Z non tous nuls,

4

Aloraz le nombre

1 1.
a=a ¢chx+a =shx+a_ cosx4+a = sin
1 2 X 3 n

ke
l—

ezt irrationnel,
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2. Approximation des nombres irrationnelg par des rationnels

Théoreme 2 (Dirichlet 1842) : Soit o un nombre irrationnel, Il existe une infinité

de nombres rationnels g tels que
1
(1) lcx—-cl-;! $ 5
a
Démonstration s
Soit Q un entier ) 1 ., Considérons les nombres o, = {ka} , k = 0,...,Q , de

k

1tintervalle [091]o Partageons cet intervalle en @ segments égaux de longueur % o

Les Q+1 points o, sont répartis dans § dintervalles, 1l'un deux contiendra donc

k
deux points (principe des tiroirs), D'olu ltexistence de deux entiers m et n dis—

tincts tels que
| (-m)a - ([ma] = [na])] < é )
Si on pose q =n-m et p = [mx] ~ [na] , on a alors

|oc—§! € E__Q\< jé .

ILe fait que Q solt arbitraire permet de montrer que (1) admet une infinité de
selutions,

Ce résultat peut &tre amélioré,
Théordme 3 (Hurwitz, 1891) 3

(i) Pour tout irrationnel ¢« , il existe une infinité de rationnels % , avec

(p,q) =1 , qui vérifient

1
>
V5 q

o

(2) loc-gl <
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(ii) Ce résultat n'est plus vrai si on remplace la constante Y5 ©par un nombre

pius grand,

Démonstration ¢ Veilr par exemple Hardy et Wright Chap, XI.

Pour une généralisation aux nombres quadratiques imaginaires, voir Poitou (1953).
le travail ds Markov a beaucoup précisé ce théoréme, ncus nous contentons de donner

une toute petite partie de ses résultabs (voir Cassels, Chap,II).

méoréms 4 (Markov, 1879) :
I1 v a wne infirité non dénombrable de nombres irrationnels (non équivalents,
au sens des fractions continues) tels que
Lin q!lqa!1=% .
Corollaire : T1 existe wne infinité non dénombrable de nombres transcendants o

pour lesquels il existbe une constante ¢ = cla) > 0 avec

=
2

(3) [oc-—;EI > ;

poar tout q

Remargue 1 s Un nombre o vérifie (3), pour une certaine constante ¢ , gi, et
genlement si, les quotients partiels du développement en fraction continue de o«
sont bornds, Je ne connals pas d'exemple de nombre usuel dont on ait démontré qutil
vérifie (3) en dehors des nombres irraticnnels quadratiques., Par contre, cn saii que
beaucoup de nombres usuels n'appartiennent pas a cette classe, par exemple c'est le

1/p

cas de e pour t entier (on connait le développement en fraction continue de

ce nombre, voir par exemple les ouvrages de Penon (1913) ou Lang (1966))o I1 sembls
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bien que tout nombre algébrique de degré ) 3 a des quotients partiels non bornés ;
en tout cas le calcul d'un grand nombre de réduit de nombreux nombres algébriques
semble confirmer cette conjecture, voir par exemple Neumann et Tuckerman (1955)9
Richtunyer, Devany et Metropolis (1962), Bryuno (1964),

La plupart des irrationnels ne vérifient pas (3)

Théordme 5 (Khintchine 1926)

soit ¢(q) wune fonction positive, Considérons les inégalités

pi , o)
- { S o
(4) | ql -
Alors
(o]
(i) S8i la série 2:: ¢(q) converge alors (4) nfa gqutiun nombre fini de solu-
=1

ticns g s 4 > 0 , pour presque tout o« (au sens de la mesure de Lebesgue)o
(ii) si ¢ est décroissante (au sens large) et la série ci-dessus diverge,

cette indgalité s une infinité de solutions pour presque tout o .

Démonstration

(1) Cconsidérons d'abord le cas oh « € I = [0,1[ . Soit g fixé, L'ensemble
des « € I qui vérifient (4) est contenu dans 1l'union de g+1 intervalles (centrés

aux points O,

, sa mesure est donc au plus égale

1 2 >
3°q 1) de longueur ¢éq)

) 4¢(q>° Ainsi, llensemble des « € I pour lesquels (4) admet une sclution avec

g » Q@ a une mesure au plus égale &

4—2 q)(Cl) 9

a2Q

quantité qui tend vers 0 avec Q ! . La conclusion est alors évidente,
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(ii) Voir par exemple Khintchine (1964) ou Cassels ch,VII, Pour des résuliats
semblables voir aussi Borél (1909) et Bernstein (1912) ol Hardy et wright Th,196,

Th,.197 chap,XI.

Exemples ¢

1, L'ensemble des nombres ¢ dirrationnels gqui pour un g = s(a) > 0 sont

tels que 1'inégalité

2|

la- 2] < =1
2+¢

4 q

admette une infinité de solutions est de mesure nulle,

2, La conclusion précédente a encore lieu si on remplace 1'inégalité ci-dessus

paxr

1

]a-=£l <
4 42(10g g

)1+€

ITI — Approximation des nombres algébrigues

1. Le fthéoréme de Liouville

Théordme 6 (Liouville 1844) 3
S0it o un nombre algébrigue de degré n ) 2 ., Il existe une constante

¢ =c(a) >0 telle que, pour tout rationnel g s 4 > 1, on ait 1'inégalité

iy c
!a—f—il > Zl'-i .

Démonstration

soit P 1le polyndme minimal de o , i.e., le polyndme de degré n , & coeffi~

cients entiers, primitif et de terme principal positif tel que P(a) =0,
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Scit dtabord g tel que
1a--§l <1
On a alors
Lo 23] = [P -p(a)| = [a-L]p7(c) , avee ¢ € Ja,d[
qn q q q q
dvol
1 Py - t
— < la-2| avec M = max( sup |Pt(x)],1) .
e} 4 o=1¢x<a+1

Cette dernidre indgalité a encore lien si la-ﬁl > 1 . D'ou le résultat,
Remargue 2 : Le théoreme de Dirichlet montre que ce résultat est essentiellement 1le

meilleur possible dans le cas des irrationnels quadratiques.,

2, les nombres de ILiouville

On dira qu'un nombre o est de Liocuville si, pour tout A > 0, il existe un

b

nombre rationnel 5’ a3 1 ., tel que

Py 1
0< la-2] <= .
Qb A

Le théoréme 6 montre qutun tel nombre est transcendant, Il est bon de rappeler

qulavant Tiouville 1'existence de nombres transcendants n'é%ait pas démontrée,

Bxemple ¢ Ltapplication

- =71 ¥
Soe, 2 e e 27, e € {0,1)

n31 n1

1éfinit une injection de l'ensemble des nombres irrationnels de l'intervalle ]0,1[

dans 1'ensemble des nombres de TLiouville,
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L'ensemble Jf des nombres de Liouville a donc la puissance du continu (il est
étonnant de lire dans l'article de Fel'dman et Shidlovski (1967) qu'on ne sait pas
si ¥ est dénombrable), T1 est aussi facile de voir que £ est partout dense dans
R . Par contre le théordme 5, exemple 1, montre que & est de mesure nulle, Ce
n'est pas un fait isolé, tous les ensembles de nombres transcendants gquton définira
pilus loin seront aussi de mesture nulle, ce qui montre le faiblesse des méthodes
dtapproximation diophantienne pour la construction de nombres transcendants,

On peut aussi facilement caractériser les nombres de Liouville par les pro=

,oooya Qooo]

priétés de leur développement en fraction continue, Solt « = [aoga 5 N

un nombre irrationnel, On sait que

b
1 1

(an+1+2)qn qn an+11n

On voit donc que ¢« est un nombre de Liouville si, et seulement si,

avec ““EL = [a03a1,oooyan] °

1o
.98 By
1in e = poo
log a
o)
i1 suffit de se souvenir en plus que si g vérifie
a_.gl ¢ _13
q 2q
. . 1Y
alors il existe n tel que a = [ac;al',o”,an]°

Pour des exemples de nombres transcendants, mis sous forme de fractions continues,
obtenu grice au théortme de Liouville ou a sa généralisation & ltapproximation par
les irraticunels quadratiques voir Maillet (1904, 1906a., 1907 a.b.,c), Perron(1913),

perna (191%,1914), Gigli (1923),
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3, Une généralisation du théoreme de Liouvills

Théordme 7 3 Soit o un nombre algébrique de degré n 3y 1 et soit P(x) wun poly-
nfme & coefficients entiers de degré d et de haubteur H donc ¢« n'est pas racine,

Aiors on a

c
lP(a)l > _z:T , avec ¢ = c(a) >0 .,
H
Pour n =1 , on retrouve le théoréme de Liocuville,

Démonstration :

. . d ‘ .
Seit g un dénominateur de ¢ , alors ¢ est un dénominateur de P(qg) et

1< lNOIm(qu(a))l < lqu(a)i (¢4 (110) %)

ou a désigne la hauteur de ¢« , D'ou la conclusion,

On en déduit facilement 1'énoncé suivant (voir Schuneider (1957) chp, I, §3)o

Corollgire ¢ Si o est algébrique de degré n et & algébrique de degré d et

de hauteur H , alors, pour £ £ a , On a

d

[#]
[a-g]| > ~% » oh o = 01(m) S0 .
H

Bibliographie : Brauer (1929a, 1929b), Bombieri (1958) et guting (1961).

De ce corollaire on peut déduire le résultat suivant,

Proposition 1 s Toute racine réelle positive de la fonction

a une valeur transcendante si les a  sont des entiers naturels tels que
v

V A I3
0 < av <{B , ou B est une constante > O .
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Démonstration : Voir Schneider (1957) Th.5, Ch.I, $4.

Bibliographie : Cohn (1946).

4, Le théoreme de Roth

Téorsme 7 (Roth 1955)
Scit o algébrique de degré n > 1 , Pour tout ¢ > 0 donné, 1'inégalité

2 ¢ =

’a'wq q2+€

n'a qutun nombre fini de solutions,
Pour des résultats antérieurs plus faibles voir Thue (1908, 1909), Siegel (1921),

Dyson (1947), Gefond (1952) chap.1.

Démonstration

Voir par exemple Cassels ch,VI.

Remargue 3 (W, schumidi 1971, pasge 12) ¢ In view of Dirichlet's theorem, the expo-
nent 2 is best possible here, But it is conceivable that the factor q€ could be
replaced by a smaller factor, But nothing is known in this direction, The metrical
result (exemple 2, Th.5 suggests that

1
5
o> (log q)'*e

has only finitely many solubions for every positive & , The first written account

-2
!a q! <

of this conjecture appears to be in Lang (1965).

Congégquence s Soit « wun nombre et soit g > 0 tels que 1'inégalité

(5) ]a-—%’ < ;%:E
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admette une infinité de sclutions % distinctes, Alors o est transcendant,
) n

Exemple s o = 2 5 est transcendant,

LESUPLE
n=1

Remarque 4 3 D'apres llexemple 1 du th,5, 1'ensemblie R des nombres transcendants
construits par cetite méthode est de mesure nulle, 1La encore, je ne connais pas
d'exemple de nombre transcendant usuel dont on sache qu'il appartient & R, Par

) (x Ve > - N
contre, par exemple, le nombre e , o algébrique non nul, ntappartient pas a cette

classe 3 voir Mahler (1932), (1967), Baker (1965), Kappe (1966)...

b
pavenport et Roth (1955) ont montré que, si - désigne la n-iéme réduite

d'un nombre algébrique irrgtionnel o , on a

e, ()

log log gn < VT3§SE
Baker (1962) a repris les travaux de Maillet (1906 chap,VII) et les a améliords en

utilisant les travaux de Davenport et Roth e% démontre sn particulier 3

Propesition 2 3 Solt o = [ao;a1,°oo9am9°oo] o S%il existe une infinité de n tels

gue

n+n(n)=1

et a1 le développement n'est pas péricdique et que % a lieu pour n = n, avec

roj=

log A, (log n.)
lim —— = , ob A, = An,) , alors « est transcendant,
3 ol cha

" n,
A0 2

De méme que Maillet, il obtient des résultats plus généraux en considérant des

bloecs de a; consulter le papier cité a ce sujet,

Maillet construit aussi des nombres décimaux quasi=péricdiques qul sont des nombres
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transcendants (de Liouville), gréce au théordme de Roth, ces résultats peuvent &tre
améliorés,

Ie théordme de Roth avait été précédé par un théoréme de Schneider (1936) qui

améliorait un résultat antérieur de Siegel (1921 b).

Théoreme 8 (schneider 19%6) 3

1Y 1Y
Soit o algébrique, Pour g > 0 fixé, =i A , 2 pesas 0 < Q < 4. <ooe »
q q2 1 2
4
(p19q1) = (p,,4,) =...= 1, sont des sclutions de
]a-§[ < ;+e
q..
alors
log qk+1
1im i
log q

Ce résultat était presque aussi utile que le théoreme de Roth pour la cons—

truction de nombres transcendants, Par exemple, il suffit pour démontrer la trans—

n

ny1

e théordme de Schrneider a été amélioré par Cuglani, grfce auw lemme de Roth,

Théordme 9 {(Cugiani 1959) :

S0it o algébrique de degré 4 , S8i
s
py . =2-20d(log log log q) 2
la=2] < q
a
P1 P2
admet une infinité de solutiong = , = ,..05 0 € 4, < Q. <oooy
q a 1 2
1 2
(p19q1> = (p29q'2) =...= 1 , alors

log g
1im e L oo
log qk
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Pour une généralisation voir Mahler (1961 appendice), Ce théoréme a été quelque

peu renforcé depuis,

Théortme 10 (Mignotte 1971) :
Soit o algébrique de degré d , Si ltinégalité

1
~(2+6(10g log log q) %)

la-fl <q ,
aves 0 = f%'V1og(f+2)log 2 , 0<a<b,
b, D,
admet une infinité de solutions T g e 040 <G, Canas (p1,q1) o= 1,
4 2
alors on a
log q
Iim k*z)z
1
c-a (log q;)

pour tout p € [1,2 ¥ [,

Remargue 5 ¢ En utilisant des méthodes probabilistes, on peut améliorer un peu la

valeur de & .

5, Généralisations du théoréme de Roth

Soit B wun nombre algébrique, on pose H(B) = H(P), oh P désigne le poly-

ndme minimal de B

Théoreme 11 (Levéaue 1955, v0l,2, chap.4) s
goit a algébrique, Soit K un corps de nombres, On fixe ¢ > O . Alors, il
v a seulement un nombre fini d'éléments B de K tels que

la-8] < m(p)™57E .

Si. a et X sont réels 1l'exposant 2 est le meilleur possible,
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Signalons seulement gue ce résultat a été amélioré par Mahler (1963), Pour une dis—

cussion détaillée, voir W, Schmidt pages 22-23,

6, Conditions arithmétigues

Le premier & reconnaltre 1'importance dfapproximations diophatiennes p-adiques
fut K, Mahler,

Parmi les nombreux et importants travaux sur cette question, on peut citer :
Mahler (1933 a,b,c), (1936) ; Parry (1940), (1950) ; Schneider (1950), (1957, Th.6
ch,I) ; Ridout (1957), (1958) ; Mahler (1961) ; Lang (1962) ; Mahler (1963%) ;
sté panov (1967), walliser (1969) ; Sprindzuck (1970), (1971);.,., .

Comme exemple nous ne citerons que le résultat suivant :

Théordme 12 (Ridout 1957)

Soit ¢ algébrique réel non nul et soient p1’°°°’prfq1’°°°9qs des nombres

premiers distincts fixés, Supposons ¢ > 0 , Alors il y a seulement un nombre fini

de ncmbres rationnels avec

g

a a b b

P—‘P‘! r _ 1 S
Xk — 1 ooapr p 9 q_ b q_1 oooq's q_

ol les a, et b, sont des entiers 3 0 et o p' et g' sont des entiers non

nuls et tels que

B
|ptar)|pa
o0 n
Consgéguence ¢ Le nombre o = Z:: 57 est transcendant,
1

Remarque 6 3 Soit 5%_ 1'ensemble des nombres non nuls tels que 1'inégalité (6)

admette une infinité de soluticns de la forme x%, le théoreme de Ridout montre
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que ces nombres sont transcendants, Fraenkel (1962) a démontré que fRi est de
mesure nulle, Pour l'existence et la construction de certains nombres transcendants

obtenus de cette manidre voir Fraenkel (1964).

Pour des exemples de nombres transcendants obtenus par des théordmes d'appro-
ximation, voir Kempner (1916 a.b.c) ;3 Blumberg (1916), (1926) ; Tschkaloff (1921

aob) s Izumi (1927)9 (1928) ;s Itihara et Qishi (1933) s Schneider (1950)o

Voici quelques exemples dont on trouvera les démonstrations dans le livre de
Schneider,

Proposition : Pour =x rationnel non nul, la série entiére
9

OC:E a dX
\Y

v20
prend des valeurs transcendantes quand a, ¢ et les d sont entiers, a 32 , ¢ » 2,

ld | <D’ oW D estun nombre > 0 , une infinité de dy &tant de plus supposés
A\

non nuls,

oo \Y
Proposition 4 : La série de Fredholm g = z x2 prend des valeurs transcendantes
v=0
P ~(L+e)
pour X =& #£0 avec |x| < g 7 » £€> 0,

Proposition 5 (Mahler 1937 aob) :

si (k) est un polyndme non constant, i valeurs enti®res, positif pour
k y1 et gi on désigne par ¢« le nombre dont le développement décimal est obtenu
en placant, 1'un aprés 1'autre, & droite de la virgule, les entiers f£(1),£(2),...

écrits en base dix, alers « est transcendant sans &tre un nombre de Liouville,

BExemple 2 a =0, 1234567891011 ... &
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Baker (1964) a montré que les nombres obtenus par la proposition 5 ne sont pas des
U-nombres, I1 a montré aussi qu'en général la connaissance de la mesure d'irration-
nalité d'un nombre ne permet pas de dire si clest un S-nombre wun T-nombre ou

un U=nombre,

Le théordme (10) admet des généralisations "arithmétiques™ qui permettent

dtaméliorer certains des résultats précédents., Signalons une de ses conséquences :

Propogition 6 : Soit g » 2 un entier fixé, Soit (9n) une suite de réels de
ltintervalle ]0,1[ . Soit W ~oune sulte de réels positifs qui tendent vers 1l'in-

fini, Soit v, une suite d'entiers qui vérifient

W
v, 2> 3 v > v (1 + - )
17 7ere? Yne1 Y "n Wlog Tog v, °

Soit a  une suite infinie d'entiers positifs, premiers avec g , qui véri=-

fient

Fneq S
Si on suppose que la suite (1»0h)wn tend vers 1'infini et qutil existe

P> 1 tel que (1=9n)v£ tende vers 1'infini alors le nombre

est transcendant,

Terminons ce paragraphe par un résultat concernant 1l'approximation des nombres
algébriques par des nombres ratiomnels dont le dénominateur sont de la forme =l
Kasch (1953) a obtenu un résultat sur cette question, J'al aussi obtenu, sans con-

naltre ltexitence du travail de Kasch, un énoncé un peu différent & ce sujet, A
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lvintersection des deux, on trouve le résultat suivant
Théordme 13 (Kasch 1953)
Scit « algébrique, Supposons g > 0 fixé, Si les inégalités

A
1+¢
q

X
- |

admettent une infinité de solutions de la forme q = (uk>! . (pkqu) =1, alors

on a

__ log Ueq
— k1
log qk

Kasch obtient par exemple la transcendance du nombre

11T = Approximations simultandes des nombres irrationnels

1, Théordme 14 (Dirichlet 1842) :

godent @, ,00.,0, 4es nombres réels non tous rationnels, Alors, il ¥y a une

1 £

1Y 1Y
infinité de f-uples (7% seoos Tf) avec q > 0 et pugocad(q,pqyooogpz) =1

a =-E§l < !
i aq 1?% °
q

Pour une discussion trés intéressante et de nombreux détasils voir la monographie

de W, Schmidt, $6,



2, Approximations simultanées des nombres algébriques par des rationnels

Théordme 15 (W, Schmidt 1970)
Scient Ayreoosll, des nombres algébriques réels tels que 1,a1,o°°9a£ soient

liréairement indépendants sur @ , et supposons ¢ > 0 ., Alors, il n'y a quiun

nombre fini dlentiers g tels que

.
Aoyl o< 1
Voir aussi Schmidt (1965), (1967), wirsing (1971).

Gorollaire s Les hypotheses étant celles du théordme ci-dessus, le systime

=1==—€

loﬂi_"g.l <q le 9 i=190003169

n'a qu'un nombre fini de solutions,

BExemple : Le théoréme de Schmidt m'a permis de démontrer en particulier le résultat

guivant ¢ gi Fn désigne le n~iéme nombre de Fibonacci alors

est transcendant,

Conclusion :

Nous nous contenterons de recopier la conclusion du chapitre I du livre de
Schneider, *Nous avong tenté dans ce chapitre, de tracer une voix méthodique pour
reconnaftre des nombres transcendants, qui sont définis par certains processus de
passages a la limite convergeant bien, I1 va de soi que, nous limitant aux théo-
rémes d'approximations généraux, nous ne pouvions d'aucune facon prétendre & un

apergu complet des résultats connus, Il semble pourtant raisonnable de pousser



pius avant 1'édification d'une telle méihode, d'abord en essayant dlaméliorer

enccre les théorémes dlapproximation, puis en considérant des processus de conver—

gence moins bons et en procédant & toute généralisation qui semble féconde pour

les applications",
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4.1

Tes nombres colossalement abondants

et le théoreme de Lang

Jean-T,ouis NICOLAS
(orsay 27 mars 1973)

Désignons par c(n) = d 1a somme des diviseurs de n , On sait que o est
din
une fonction multiplicative et que c(pa) = Eﬁ;ﬁsi (cf, Hardy and Wright [2], cha~

pitre XVI). Brdds et Alaoglu ont donné dans [1] la définition suivante

Définition ¢ On dit que n est superabondant si :

N
—
p

-y
m<n 5

o(IIIlrQ ¢ c(;l)

On trouvera dans [1] et dans [5] quelques propriétés des nombres superabondants, en

particulier :

Propesition 1 ¢ 81 la décomposition en facteurs premiers d'un nombre superabondant n

o, o, o
+ - s = i =
est n=2 '3 caePy , ON A 3 o, >a2 Foooy oy et ock—1 sauf 8i n =4 ou

n = %, en désignant par Py le kX " nombre premier,

o g o Earan o\n
Proposition 2 : On a : lim ___(__2..,___ =Y

7 log ioz n , o y est la constante d'Buler,

Cette proposition se trouve dans Hardy and Wright [2], chapitre XVIII,

o)

Soit g > 0 ; 11 découle de la proposition 2 que 1lim o
€

n-—-c I

=0 , La fonction

{n
i%ig a donce un maximum absolu qu'elle atteint en un ou plusieurs points N , On est
L €

A

aingi conduit & la définition suivante s



4.2

Définition ¢ On dit que N est colossalement abondant, s%il existe & > 0, tel que
o(n)
1+e

n

la forection atteigne son maximum en N ,

¢ étant fixé, on a vu qu'il existe toujours au moins un nombre colossalement
abondant N associé & ¢ et 1'on a pour tout n P 1

(2> c(n) ¢ G(N)

n1+€ N1+€

d'autre part, toult nombre colossalement abondant est superabondant :

N

Proposition 3 : Soit N wun nombre colossalement abondant associé & ¢ , On définit,

pzuar p premier et o entier p 1 ¢

1 po¢+1l==
Log(t + a,  o=1 =) Log( o+ )
B D 4D 4oootD P =D

et pour o« =0 , F(p,0)

Il

400 , Alors si p premier divise N avec llexposant o 3 0,

(%) F(p,a) » & » Flp,a+1)

Démonstration s Si « , on applique 1'indgalité (2) avec n = Np . Il vient :

v
(@)

olNp)  (Npyl+e _ _1+e
(4) 3 < (T€) =D

et d'antre part :

: 2
: o) o)
5) ST S e T em - Pt en
c(p ) P =1 P toootP

BEn comparant (4) et (5), on obtient & J F(p,a+1) o L'indgalité P(p,a) > e est évi-

dente 82 a =0, 81 a3 1, on la démontre en appliquant (2) avec n =

°

==



4.3

Définition : On pose

E_= {F(p,a) , a 3 1}

B = U EP= {81,82,eoo,€i,oeo} °
P premler

Pour tout 7 > 0, il n'y a qu'un nombre fini d'éléments de E supérieurs & n et

1'¢n peut ranger les éléments de E en une suite décroissante : £, > 82,0,9> € o

On pose g, =+,

o(n)

1+
nlre

Théordme 2 a) Si e f B, la fonction atteint son maximum en un seul point W
m————— €

dont la décomposition en facteurs premiers est 3 1re
D -1)

log(
ap(e) ey

(6) N8 =1 p avec mp(s) = —-—iggfzr*— -1

Soit i )y 1 5 pour tout e € ]gi 1,€i[ , N est constant et égal (par définition) &
- €
Ni . Les nombres Ni sont tous distincts,
b) 8i les ensembles Ep sont tous disjoints, il n'y a pas d'autres nom-

bres colossalement gbondants que les Ni , et la fonction J%%%L atteint son maximum
n

aux deux points N. et N.
i i+

c) 8i les ensembles Ep ne sont pas tous disjoints, pour chaque

g, CENE ; la fonction o(n) atteint son maximum en 4 points : N, , gN. , TrN.
i q r 14€ i i i
n
et Ni+1 = qr Ni - Les nombres qu et rNi sont colossalement abondants,

Démonstration : a) Soit p un nombre premier fixé, Comme g { B, alors ¢ % Ep , et

comme la suite PF(p,a) est strictement décroissante en ¢« , il existe a tel que :

oc+1_1

log

o
(7) _iag_;l—— :F(p,oc) > e > F(P,OH'") e



454
En résolvant en g« , les inégalités (7) on trouve, en désignant par [X] la partie

entiére de x

1+§,

P 1

log

£
_ et I
{(8) a = Tos 7 1

et la proposition 3 dit que lvexposant de p dans N€ est a ,

b) Choisissons g = £y = F(q,B) - Pour p#£q, e f Ep et 1'exposant de p
dans Ne est déterminé par (7) ou (8). L'exposant de g peut &tre choisi égal & B
ou B-t dfaprés la proposition 3, Dans le premier cas on trouve Ni+1 , dans le

. n . . .
second Ni et la fonction -%%71 atteint son maximum en ces deux points,
€.

n

c) S0it g = F(p,a) € R . Alors ¢ est irrationnel, 8i 1'on avait ¢ = % , &

et b entiers, on aurait p = (1 + mm—l———-)b avec p. entier et (1 4+ -mml——m—)b

P 4o 4D %4 4D
non entier, D'aprés le théoréme de (Gelfond-Schneider ([3], chap, 3), & est méme
transcendant,

Du théoreme 1 de Lang ([3] chap, 2, et [4]), on déduit que si, p, q , r sont
des nombres premiers distincts et gi p8 s q8 , r® sont algébriques, alors ¢ doit
&tre rationnel, Mais si ¢ € Ep , Pa est rationnel et on conclut que Epﬂ[qu\Er = ¢°

8'il existe deux ensembles Eq et Er non disjoints, et si 1'on choisit
e, = F(q,B) = Flr,y) € qu]Er , pour P # q,r l'exposant de p est déterminé par
(7) et (8), 1'exposant de q peut étre B ou B-1 , et celui de r , y ou y=1 ce

~gul donne les 4 possibilités annoncées, Remarquons gue le quotient des deux nombres

colossalement abondants consécutifs qu et rNi n'est pas un nombre ypremier,
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5

Tables numérigues, La table 1 donne les valeurs de 10 F(P,a)o Tes valeurs non indi-

quées sont inférieures & 1, Les colonnes "exposant = i" indiquent 1l'exposant de p

dans N_ . Aimsi pour e = 500 1072, pour p=7, ona 129 < 500 < 990 et 1lex-

pesant de 7 dans N est 2,
€

1
1og(1+§)

Ta table 2 donne les valeurs de va(F(p,a)) avec v(x) = . Comme v

log x
est une fonction décroissante de =x , l'ordre des termes est inversé par rapport &
la table 1. Blie permet de trouver les nombres colossalement abondants de plus grand

facteur premier p donné, Pour avoir p = 97 , on doit choisir 97 { x £ 101 =

nombre premier suivant 97 , et 1l'on trouve

8 2
2 45 53 7 112 13 17 ocoo0ooe 97 pour x < 100,9

et 28 35 53 72 112 132 17 cooeoe 97 pour x > 100,9 .

La table 3 donne la suite des nombres colossalement abondants,

Table 1
N o="1 o =2 a=73 a=4 o=5
2 58 496 22 239 g 954 4 731 2 308
3 o | 26 28 | _ 7286 | | 2305 | 755 | o 250
5 11 328 |0 2 037 | I 400 I 79 | M 16
R + -+ + 42
7 18| 6862 |48 90 | 129 | 8 18 | § 3
1] 0 )]
11|81l 3629 % 315 % 29 §4 3 %
]
131 9] 2889 |9 214 | © 16 | © 11 °
17 2 017 115 7




Table 2

o=1 a=2 a=73 a =4 a=5
2 3,29 5,44 9,08 15,36
3 _ 6,72 | o 15,58 | 36,5 | 88,57
5 f;l 16,8 % 60,50 % 230,4 *:31 90,5
7 g 31,4 § 153,9 g 812,8 g 4 531,5
11 8| 13,4 % 554,59 5| 4580,6 | & 40 080,3
13 100,9 897,2 8 743,5 90 404,7
17 o [ 1688 | ] 1951,4 | o |24842,7 |_| 335 89,5
=6 | & a=7 - «=8 ) @=9 2 a=10
= 26,3 g 45,7 g 80,2 iij_ 142,4 g 255, 4
= 221,7 | & | 567,6 K1 14804 | W ] 39197 | ] 10507,9
Table 3
n o(n) o(n) /n
SR T
&, = 26 286 ) " 2’
5 T | 2P L 28 | 2,333
e, = 11 %28 . . s
55 = 9 954 5 5 s 560 5
6 T 8 9 5 1170 | 3,25
T . 8 9 57 9 360 | 37143
€g = 4 734 ‘
S el R OO
€0 = 2 889 | ?
_ 2 308 16 9 571113 3 249 792 4,5091
_ 5 505 32 9 571113 6 604 416 4,5818
_ > 037 %2 27 5 7.11 13 20 321 280 4,699
_ 5 017 32 27 25 7 11 13 104 993 280 4,8559
32 27 25 7 11 13 17 1 889 879 040 5,1416




[1]
[2]

[3]
[4]
[5]
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Nombres irrationnels

Samir KARAM
(orsay 2 avril 1973)

L'existence des nombres irrationnels fut connue depuis les grecs, Pythagore
prouva que V2 est irrationnel par 1'impossibilité de solutions entitres de
a2 = 2b2 . A nos jours, il est connu que cette catégorie de nombres est tres vaste

pulsqu'elle englobe les nombres normaux et les nombres transcendants, Cependant,

1'irrationalité de nombres tels que 2e , ne , nv§ et celle de la fameuse constante

d'Buler y = lim (1 + % Fooot 1. log n) n'est pas encore établie,
n—c0 n
I - e t g sont irrationnels

el

* rd o
. 81 e = , b €N , on sait que e s'écrit

a
b

I 1
e = + 11 4000t ol +ooo

Pour K ) b alors b|K! et

o = K!(e-1-—#% —ose™ ﬁ%) est un entier naturel
tel que 0 < a = ! + ! +o0a¥ L + 1 tooa= 1
el d ST T @) Tt T T )2 X

ce qui est absurde,
Par contre 1'irrationalité de x est moins évidente et plusieurs preuves en
ont 4té donndes, On va en donner deux : la 1dre courte et élémentaire donnée par

niven ([1]), et la seconde plus générale donnée par Schneider ([2], ». 39).



. lere preuve :

rd by 2 - °
Théoreme 3 T et 1 sont irrationnels,
n n
p . . X (1=-x
Démonstration : soit f(x) :-——&%T-Z. =
pour n ¢ m ¢ 2n ,

= 0 < £(x) < =& (1),

5.2

2n
y - m m-n, n
=7 ;;% c X avec c = (=1) (mwn) € Z

Si 0 < x <A1 T
Aussi f(o) =0, f(m>(o) =0 si m<n ou m>2n, et
1
ngmgon —> f(m)(o) = %% c €1Z.
Ainsi f(x) et toutes ses dérivées ont des valeurs entidres en x = 0 , et

aussi en x =1 car f(1—x) = f(X),

2

Si %2 était rationnel alors ¢

soit alors

obh a et b sont entiers positifs,

o't

G&)=ﬁh@ﬂﬂ-fm%%ﬂ+€m%u%ﬂhm%ﬁfﬁw%ﬂ}

,{G"(X>'Fﬂ?G(X)}°Sin X

alors G(0) et (1) sont entiers rationnels,
Aussi
é% {G“(x)sin nx - n3{x)cos ) =
- bnon2n+2°f(x),sin K =

On en tire

1
ER[ anosin ﬂxof(x)dx =

[G“(X)osin X
0 T

Mais dtapres (1)

1
0 < nt[ an

0

nzoanof(x)esin X o

1
- a(x),cos nx} =¢a(o)+a(1) ez,
0

n

.sin . f(x)dx < %%—
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P . o .
Tiéortme ¢ si o #0 , alors « et e n'appartiennent pas tous deux au corps des
nombres de Gauss [Q(i)].

Démenstration @

On part de 1'identité

== n
~ n (z-¢ ) n (z-t )
SR B i = S =0 v
R A 0 A 5
n (g ) (g=z) 10 (c-g )
\Y) AY)
V=0 v=0

établie par récurrence sur n , ou co ’C1’°°°’Cn et =z sont des nombres com—
plexes n'annuvlant pas les dénominateurs,

soit f(r) wune fonction de la variable complexe ¢ , régulidre dans %, bor—
ré, simplement connexe, alors en multipliant 1'identité par 5%} £(g) et en inté-
grant les deux membres sur la frontiere T de ? , on obtient, lorsque

CO,GQOQQ%, 7z gont intérieurs & T , par llapplication de 1t'intégrale de CAUCHY :

il

Ne
(z) = - -
£(z) =g ) + 2 (zC ) +o0et o n (z-¢ ) + R (2) (2)
ol a :z—l— Jﬁ ——Eﬁglgg—— pour £ = 11,0000 (3)
£ 2im r y4
n (z-¢)
n ()
. _ 1 £(g) dg
() = 1 Gt ) xgh [ — (4) .
v (¢-z) m (z=¢_)
v=0 v

On dira Coyo.,,cn,... sont des valeurs dtinterpolation pour (2)° En parti-

culier, on cholsit

»f(z) = eaz , o % 0
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et pour valeurs d'interpolation

0 si vy wpair
1 si v dimpair

Or choigit pour T la circonférence de centre 0, contenant le point ¢ =1
en scn intérieur, On déduit alors de (3) les valeurs de al pour £ =2t+8

(b eW et 6=0 ou 1) 3

og
1 e acg _
5= ET%.[; B )6 o AT beeen 5)
g 4 az
e
BEn appliquant le théoreme des résidus & la fonction sz et au

ZJG+1 (Z-=1 )‘t-+6

contour T, on trouve

oz () az (t+6-1)
©o{z=1) Z=C AR z=
oz (t)
s e (.
la dérivée (e ) peut s'écrire s
t+6
(z=1)
Sty 5 am o ted . ~(2t46-1)
o 0 e (1) T (50) (t4841) . L (284 8=1m1) (21) .
i=0 :

Le numérateur de cette quantité se présente comme un polyndme en z et une

. . o s . oz oz t az . .
forme lindaire & coefficients entiers de e , 08 ,0ees0 €  , et son dénomina~

teur divise (Zm1>2t+5 o

i = © i 1 t D t ol t le plk it
S o4 a(1> + (1)1 ou a(1) e (1) €EQ et ou q? es e plus pe
dénominateur commun de a(1> et b(1) , on obtient pour 2z = 0 un nombre de

c . R t
Gauss dont le dénominateur divise q1 . De Tagon analogue

o7 (t+8=1)  t48=1
( t+1 -
4 1=0

® i t 1= .y =(2% i
(1) o 62, ()OI () L (otymten) (280
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Le mumérateur est un polynbme en 2z et une forme lindaire & coefficients en-

. oz oz t+6-1 _az P - 2146
tiers en e » U8 soses 1e et dont le dénominateur divise =z

o

81 e est un nombre de (auss de dénominateur a5 on obtient pour z = 1

un nombre de Gauss dont le dénominateur divise qt+6~1q

2 o
Par (6) on déduit que az est de la forme a+bi, a et b €@ et dont le

dénominateur divise t!qfqz . Lorsque a(g #0 , on aura

%
tl.q,.q > 1 (7)

2%y

Soit g > 5 , done t > 2 , et cholsissons pour T dans (5) une circonfé-

rence de rayon lcf =% , Alors
le=1] > g car |z=1] > =1 > % .

De (5) et de  Max !eaci < elal°t on tire

1cx=t! ‘

al.t
LI e ]t tes  ~(28+6)
lazl < 5}02¥:?Z§7§:gw2ﬂ¢ = e 2 Lt .
2

Combinée avec (7), cette majoration donne

51 qjoqQXQ}a}°t°2t+6 > 258 ot comme ¥ > 4
en obtient q? a4, e1&1°ﬁ 2t+6 > tt+6
ce qui est absurde pour t assez grand, Donc Bno /&> n, = a,=0 dans (2,
De (4) on tire la limite du reste quand n — oo , On choisit f£(z) = % et
pour ' le cercle de centre 0O et de rayon [cl =n , Alors pour z fixé et =n

suffisamment grand, on déduit de (4)

R )] < 1 fac | x L x olol>

<£>n+2 X 2
2
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et on voit que 1lim !R (z)l =0,
T > 00 n
Dans (2) aveo f(z) = eaz , on passe & la limite en n ., Alors e&z aura
une série d'interpolation aysnt un nombre fini de termes % 0 , donc un polynéme,

ce qui est absurde lorsque a # O .

II = Autres yropridédtés des irrationnels

Théoréme : x réel est rationnel &= le développement décimai de x est pério—
diqus,

Théordme s x entier algébrique et x § Z =3 x est irrationnel,

Théoreme : Les entiers algébriques réels de degré quelconque fixé n » 2 sont
denses dans R

Démonstration

Soient o et B réels, o < B . Prouvons alors que 3y € QAR , deg.y =2
et a <y < B . § étant la cléture algébrique de ¢ dans ¢ .

Netons d'abord que

L4000 > 0 =3
(248)" = (x1a)” = {(x4a) + (-a)}" = () > n(x+a)" " (B=a) .

Mais n(x+a>ny1(8~m) tend vers 1tinfini pour x tendant vers 1'infini, On en dé=

*
duit 33 €W tel que
4o > 0 et j+g > 0 et (3+B)n‘~ (j+a)n >5 .

Ainsi 1tintervalle ouvert de R dtextrémités (j+a)” et (348)" contient

au moins 4 entlers positifs consécutifs et en particulier un de la forme 4X+2,
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. . . ; . n . n
Mais 1tapplication Ja,B[ = J(5+a) , (348)°[
n
x b (j+x)
étant continue alorg on tire
. \n
JYy €R, a <y<p et (J+y) = 4K42 ,
I1 s'ensuit que y est entier algébrique racine du polyndme unitaire
AT
fx) = (x+3) = 2(142K) =0 .
Pour finir la démonstration, il faut établir que deg.y =1n , ou que f(x)
est irréductible sur @ , Mais cela équivaut & montrer que
£(x-3) = % - 2(142K) est irréductible sur @ , ce qui résulte du critere
d'Bisenstein :
f(x) = aoxn + a,‘Xn’=1 Yoot & X + & a, €27

T | n i

si Jp premier p]ai POUr 1 = 1,2,.00,0
> 2
pféo et 1 7én

alors fi{x) est irréductidle sur @ . Ici p=2 .
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Classification des nombres

d'apreés Mahler

Christian TAVAULT
(orsay 8 mai 1973)

I, Introduction 3

On sait construire certains nombres transcendants par différentes méthodes, on
en connait qui sont valeurs de certaines fonciions transcendantes quand 1'argument
est algébrique, Il est naturel de songer & ranger en classes distinctes les nombres
transcendants et méme tous les nombres complexes 3 oh sait en effet que 1'ensemble
des nombres transcendants & la puissance du continu puisque l'ensemble des nombres
algébriques est déncmbrable,

e plus naturel, pour répartir leg nombres complexes en classes est d'entrepren-
dre une classification du point de vue de la dépendance algébrique ; on souhaiterait
gue des nombres de classes différentes scient toujours algébriquement indépendants
et, si possible, gue les nombres d'une classe dennée soient algébriquement dépen=—

s +

darts 3 i,e, qu'ils vérifient une relation du type E E 4A6 i gc nx =0 pour
o=0 T=0 ’

AGST entliers £ et v complexes donnés,

Brn particuller, les nombres algébriques devraient former une classe,

T1 n'existe pas actuellement de partition vérifiant toutes ces propriétés, lLa
classificaticn de Mahler est cependant un premier pas dans cette vole s

1 = Ie2s nomkbrss de classes distinctes sont algébriguement indépendants,

2 = Mals la dépendance des nombres d'une classe donnée n'est vérifide que pour
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les A-nombres (nombres algébriques).

De plus, une des classes (T) a longhemps été considérée comme pouvant &tre
vide et, surtout, la classe 8 contient “presque tous" les nombres transcendants,
Nous verrons en abordant la classification de Koksma ce que le "presque tous" signi-

fie

NP

IT. Principe uwtilisé par Mahler :

goit & € ¢ , on cherche & déterminer le degré dtexactitude avec lequel des po-
lynfmes en ¢ non identiquement nuls et & coefficients entiers approchent zéro non

trivialement, Exactement, soit § € ¢ et n et H entiers fixés ; on forme 3

ey =  wn (e g))

o} <av <H y=0
entiers

v
Zavzgéo

On volt que ei nyp 1 et Hyt, v (H,g)( 1 . En effet, l'expression entre pa-

renthdse vaut { pour a, = 1, a; = 0 i=1,2,..n et ne croit pas quand n et

H crolssent,

~Log w_(H,¢)

Formons maintenant Wn(g) =w_ =liin ————
H ~>0o0
. (&)
et w(g) = w =1in :
)

=1,08 Wn(Hgi)

moyennant gquoi, w = lim 1im oo
M g s o Toe B

n->o00 H—oo
Pour n y 1, il est clair que ogwW (oo et 0w w; de plus, on a
LA ngE) < Wn(Hg,’c‘;) donc Wn+1(g) > Wn(g)o

w est donc une quantité qui est soit finie non négative, soit infinie positive

On définit alors yu comme, s'il existe, le plus petit indice tel que w = o
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eﬁg‘&ans le cas contraire, (i,e ¢ si v, admet pourtant n wune borne supérieure
finie) comme po=oo,

11 svit que, pour p fini , w =,

Pour & donné, p et w ne peuvent donc &tre tous deux finis, Il existe donec
pour les valeurs de p et w les 4 possibilités suivantes qui définissent une par-
tition de 1'ensemble des E € € @

£ est un A-nombre si w=0 , p=o

S=nombre si 0 <KW oo, =0
T—nombre si W= o, =0

U=nombre si W= ,pu

~
8

La classe T est celle dont on a ignoré longtemps si elle est vide ¢ la classe
3 contlent "presque ftous™ les nombres franscendants ; les classes T et U se
laissent & nouveau subdiviser en conservant la propriété d'indépendance algébrique
de 2 nowbres de classges distinctes,

Ces sous—partitions s'obbtiennent en remplagant pour les T-nombres

w (g) w (£)
s el !
1im e par lim g > 1
n o
n - oo n—soo I
~Log w_(H,%)
% ST R 25 Jnd E i
st pour les TU-nombres, lim Tos E par
H~—oo
715 ~Los(H,€) T 1

Hoow (Log H)©

{1og H)x et n% deviennent alors des fonctions & croissance plus rapide que
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IIT. Conséguences directes :

w ()
1, 81 & est un S-nombre, on a Tin — = W(g) { oo par conséquent,
- 00
aeo > 0 tel que Wn(a) = 1im = TosH < eon n=1,25000

H—>oo

ponc, ¥Ye >0, JH (n,6,e) tel que VH > 8 (n,6 ,¢),

~Log w,_(H,¥)

o < (6 +e)n
do _(90+8)n
one WII.<H’ @) > H °
3i on pose

Ho(n’eo’E) (60+s)n
cn = C(g,ﬂaeoya) = Min (%’Wn(H9g)oH 91)
=1
—(eo+a)n

on a 3 Wn(H,g) > c H avec ¢ > 0 indépendant de H,

et on en tire une

Définition:: on appelle type du S=-nombre § 1le nombre © borne inférieure

de tous les ei pour lesquels il existe un c, tel que Wh(H,E) > Cn Hmelrl

VH = 1929000

o w (g)
ona s @=sup (——).
n=1%

2, Soit & wun TU~-nombre :

Ju=plE) <o tel que Yoy, w(g) =«
~1.0g wh(H,é)

testei-di 1im  ———— = o,
clest~a~dire m Tor E

Hox

Dans ce cas, pour tout © > 0 et tout n ) p , on peut trouver une suite par-

tielle HK telle que

~Log wn(Hx,g)

og H
Log A

soit s wh(Hx?g) <H

> én

_en
A

e



6,5

I1 existe donc des polynlmes & coefficients entiers, de hauteur H ¢ H. pour

A

n
lesquels on ait, quel que soit ’HK et © donnés, 0 # lz:: av gv[ < Hmen aveoc

V=0 ?\‘
1d; = 0o
lav! < Hk m Hk o
A —co 5
[on rappelle & ce sujet que H est hauteur d'un polynSme P(x) = X:: gz C i
s =0
" = Max |ac] 1.
=0

11 existe une infinité de tels polyndmes, Il en résulte que tout nombre de
Liouville est un TU=nombre tel que p =1, [Un nombre de ILiouville ¢ est tel
que il existe une suite pn/qn avec (pn,qn) =1 et S, telle que 1lim 8, =
telles que

B
n 1
le-=| <= 1.
Y ®n
*n |
3, 81 & est un Tenombre, il ne peut &tre un U-nombre donc

=6nn
WR<H’£) > CnoH (n = 192000)

o, = o(g,m) > 0
S, = O(E,ﬂsen) N

Mais, si 1im @& < o , alors vérifie la propriédté des S-nombres vue
9 n 9
n—c

au 1. Ceci n'est pas possible et done 1im 6 = co pour tout T-nombre,

n-—oc0

TV, Deux théordmes

Théoreme {1 : tout nombre algébrique est un A-nombre et tout A-nombre est

algébrique,

n
pémonstration : «) Soit ¥ algébrique de degré s et P(x) = E ; av ¥ un
=0

polyndme 3 coefficients entiers de hauteur H tel que P(g) £0,
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n
ona 0 %,IZ:Z 2, év[ > $i1 oh ¢ = c(g,n)
V=0 H
ceci entrafne 3 W‘(a) < Tim (mLog =" s-1) = s-1 et donc,'w(g) & Tim =10 0
n H >0 LOg H Il ~-s o0 n

done £ est un A-nombre (w=0).

Nt
B) Soit & £ ¢ itranscendant, on sait que wh(H,g) < ¢cH 2 donc
W”<§> S E%i et w(g) >+ donc w#0 et g n'est pas un A-nombre, eqfd,

Théorzme 2 s si deux nombres § et 1 sont algébriquement dépendants, ils
appartiennent & la méme classe,

Ta démonstration est assez longue et technique (voir schneider Introduction
aux nombres transcendants p, 70).

V. Un résultat sur les S-nombres et le lien avec la classification de Koksma s

Prepesition a) tous les nombres réels sont des S~nombres de type

1 { 6 2 sauf ceux d'un ensemble négligeable pour la mesure de ILebesgue sur la

b) tous les nombres complexes sont des S-nombres de type
+ ¢ 0 3/2 sauf ceux d'un ensemble Iebesgue-négligeable dans le plan,
Cette proposition exprime le fait que “presque tous® les nombres transcendants

sont des S-nombres, Sa démonstration est simplifide si on considére la classifie-

*

cation de Koksma pour les nombres transcendents, c¢lassification en 8§ ~nombres
*

T -nombres
*

U ~nombres
s s 7 rd *
qui a la propriété que £ €8 = £ £€8.
*
. Ou fait done la démonstration pour les § —nombres et on en déduit la pro=-

priété pour les S-nombres,
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Actuellement, on arrive & un résultat encore plus précis qui avait été con=
jecturé par Mahler :
Théoreéme : "presque tous" les nombres réels sont des g-nombres de type 1

et presque tous" les complexes sont des S-nombres de type %c

Bibliographie : Schneider, Th,~ Introduction aux nombres transcendants, Paris,
Gauthier Villars, 1959,
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Nombreg trangcendants p-adiques

Alin RATLAIVOIA
<Orsay 15 mal 1973)

Trangcendance de aB dans le cas p-adique

goit p un nombre premier, On note mp le complété de la cl8ture algébrique du
corps peadique Qp et ?ﬂp la valeur absclue ultramétrique associée : je la prends

normalisée clest=a-dire ]P!p =

ol B

Dans le corps @p y qB n'est autre que l'expression exp(ﬁloga), Dfou le bescin
de restreindre B et « & des domaines particuliers qui sont ici les domaines de dé-
finition de la fonction logarithme et de la fonction exponentielle p-adiques,

Voici le théoréme & démontrer

Sodient a et B deux éiéments du corps @p tels gque law1!p <1 et

Tt

!Blggaip <P . On suppose que « et B sont algébrigues sur Q et que B est
irrationnel,
1 B

ot
I 3
)
£3
g@
y,
4’3
O
]
[ o
@D
oo

° 03 n 7 - LY
Notation & scit £(z) = E f a z une serie entiere dans @p . On note pour R

réel positif (R > 0) la quantité

LR

i

o1,

sup ‘anlpRn o

11 est facile de voir que : 1) lf+g‘R & sup(]flR ,[g]R)
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Jupposcns gque pour R > 0O, }fIR gsoit fini ¢ pour R' tel que O < R' ¢ R ]fle
egt dgalement fini et ¢

2l < lel .
Le premier lemme nous donne une amélioration de cette indgalité,

Premier lemme dfi & schwarz (of [1]), soit f(z) = z:: angn une série convergente dans

le disque 1z!p R, Soitk RY ¢ R, donc f converge aussi dans le disque !Z!p < RY

Supposons que £ a h racines dans ]zlp R,

Alors : Ifle < (%B)h«!flR o

Démonstration 3 supposons que a soit racine de f dans [zip £ RY. On peut
écrive f(z) = (z~a)°f1 ol ‘filR ¢ 400, Ceci est évident pour a =0 sinon on fait
une translation pour se ramener & ce cas,

Par récurrence on peut écrire :

t(z) = P(z).e(z) ou »(z) = :i (za;) et gl < 4o
On a d'une manidre évidente : M
[PlR =1t et IP}RY -t
Enfin s
el =R el v el = E0RMel, = EDN gl catia

Le deuxitme lemme concerne la taille d'un nombre algébrique : on verra que les ex—

pressions sont identiques dans le cas p-adique et le cas complexe,
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Définition ¢ scient XK un corps de nombres, et x € X, On appelle dénominateur

de x 1le plus petit entier D » 1 tel que Dx soit entier sur z ,
Posrns s
o(x) = sup(p, fs(x)‘p)
cli ¢ parcourt 1l'ensemble des plongemerits de x dans ¢ . On appelle Baille de x ,
noté t{x), le nombre TLog 6(x) clest--dire :
t(x) = sup(Log D, Loglc(X)[p)c

Deuxidme lemme (cf [1])

*
Soit 4 = [K:@Q]. Alors log [ylp y -2d t(y) pour tout y € ¥ .

Démonstration 3 soit D le dénominateur de y , Notons 2z =Dy ¢ z est entier

sur @ et lD!p < 1, done ‘ylp Y lzlp . Soit N(z) 1la norme de =z : c'est un en—
ier, divisible par =z , donc ]z{p > IN(Z)!p . La formule du preoduit donne
!N(z}!p_} TET%TI; en notant f !u) la valeur absolue usuelle, Or N(z) est le pro=
dult des conjugués de 2z et la norme usuelle de ceux—ci est majorée par D.o(y),
donce

lw(=)1, > 5 %)™ 5 oly). "2 c.q.f.d,

Démonstration du théoréme ¢ faisons une remarque préliminaire

Remargue 1 ¢ scit g tel que EB]P = ?ﬂk o k € Z ., Multiplions g par pk 2
il esgt clair alors que !ﬁpk!p = {1 donc appartient au disque Izlp £ 1 . Done
quitte & multiplier B et log o par des puissances de p , on peut supposer que
i+ JB appartient au disque lzl <1 (i et j sont des entiers positifs) et que

la fenctisn ,aZ = exp{z log a) est convergente dans lzlp LR o R>1.,
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B

Ralsonnens done par 1'absurde, Supposons que o est algébrigue et considérons
le corps X = § {a, Bs aB>o
Déterminons les coefficients p(x,p) du polyndme & deux variables de K[X,Y]

noté P(X,Y) tel que si :

o)1 a(1n)=t x
P(x,1) = ¥ o T »(np) x' "
=0 p{‘:@

la fonction

F(z) = P(z,a°) oh z ¢ ¢,

ailt des racines aux points i-;jB o 0 1.3 < s(m)-1 .
(1es quantités p(x), q(n), s(N) dépendent proportionnellement du nombre N qufon
suppose tres grand et qu'on fera tendre & 1'infini & la fin de la démonstration),

On a donc un systéme d'équations définies par s

P(ie3p) = ¥ T p(a,p) (143p) o™ (P)IP = 0 (1)
Ay W

pour 0 ¢ i,3 < s(W)=1 0 < A< (-1 0 pg a1,
Les inconnves sont les p(x,p) et les coefficients sont donnés par :
(343807 H gI¥

MAJORATION de la haille des coefficients

dp(N)+2q(N)°6(N) ot

Soit d un dénominateur commun de o , B , mB s alors
r s s % s = o 0 i 1 & .
yn dénominateur du coefficient (i+35)xea uo(aB)Jp , puisque

3220 lm. 800 (4 sy T (YL L (a1,3ap)M, (a0)TH(a, oP)IW, aPN-A2a (M) (-

est un produit d'entiers de X , donc lui-méme entier de X .

Pour tout plongement ¢ de ce coefficient dans € on a 3
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o)) ¢ 152, (54 olp)] PO,

OI&QMPWLS@ll&a%VﬁNLMN)O
P

lc(coefficient)lp < |i+io(B) Igo

Comme ]S(N)lp <1, la taille des coefficients est majorée par :
t(coefficient) << p(w) + 2q(w).s(N).

Dtaprés le lemme de Siegel, pour que le systéme d'équations (1) ait des rela-
tions il suffit que le nombre d'inconnues soit supérieur asu nombre d'équations clest-
B-dire p(N)q(N) > S(N)Zav

Par exemple : p(W) = 2N3 , ald) =0 et gslw) = N2 o

Puisque p(N) et q(n).s(N) sont du méme ordre de grandeur on a donc :

ﬁ(coefficient) << N3 R

I1 existe donc un ensemble {p(a,p)} de solutions non triviales du systime

d'équations et, de plus,

3

t(p(A,p)) << W YA . Vo

les fonctions z et o sont algébriquement indépendantes puisque 2z et e’

ie sont, La fonction F(z) n'est donc pas identiquement nulle, D'aprés la remarque 1

2

les points is+jg sont dans le disque ]z‘ <1 (o £ i,J &N -1).

P
l’j 2
C'est encore vrai pour tout indicel plus grand que N° . Soit dome M(N) 1le plus

petit entier tel que

F(itig) = 0 pour 0  i,3 ¢ M(N)=1

ot

]

F(1+JB) #0 pour 0 i3 < my),

Evidemment wM(N) est un entier supérieur ou égal & N2 .



7.6

Bxistence de M(N). La fonction F(z) est une série entidre et on sait que le zéro
dlune série entidre est isolé, Dans le compact }z[p $ 1, les zéros de F(z) ne
sauraient &tre infinité puisque 0O deviendrait un point d'accumulation (limite de
o lorsque 1 — ) et ceci contredirait le fait d'&tre isold,
On pourrs utiliser aussi le théordme suivant pour l'existence de M(N) (ef [2])0
Théoréme : soit f wune fonction méromorphe dans un disque 9D et (zn) une

sulte de points différents convergeant vers z € 9. Supposons que pour tout i ,

1= 05100002, pas pble de f et f(zi) =0 pour i = ,...,n , Alors f est
identiquement nulle,

Notons «y 1'élément F(io+joﬁ),
Majoration de la taille de vy .

y s'écrit s

Y =B 8) =TT lu (e s a0 & B O
v

Donc vy est un élément algébrique sur & comme étant une somme de produits
d'éléments algébriques,

Pour tout plongement ¢ de y dans le corps de complexes ¢ on a ¢

o A o By ot
la(y)lp < i?i la(p(x,p)>!pollo+ao G(ﬁ)lpolﬁ(“)!p .| ol )Ip

_ 3
de g(p(‘)w p)) << 3 je déduis que i O‘(p(7\4 P'>) S P K eN

3 3 M) N 3
o], < &L lo@)] )P o] s ale®) TN, ) 27

Puisque [M(N)fp <13

ax c( ) 5 + 2 3. ax,. Lo ( 0( ) ) + ( )GN ax( 0 c(a) + Lo d(aﬁ) )~ 30
MG [ oly ip KN N MG g(1+]o(B ip m(w MGI Log| [p Log| }p oW
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Remarque 2 ¢ pulsque !““1!p <1 ona [alp = lam1+1sp < SHP(‘GF11p91) =1

= Dtautyrs part, laﬁl = !a§~1+1}p £ sup(lagmilp,f) 5 il suffit donc de démontrer

P

que !aﬁm1!p est supérieur strictement & 1 pour déduire que laB]p >1 .,

Drapres [3] (p. 49-50) on a }exp(x)m1lp = }le

done 2

D'aprés la remarque 1 on suppose lﬁlp =1 donc |B Log aip = |Log «|. Toujours
dtapres catte méme remarque, a converge dans Izlp R o R> 1, on peut suppo-

ser que !Log a!p > 1 et par conséquent !“B!p > 1.

on déduit donc de cette remarque 2 et du fait que M(N) N2 H

Iog l?[p e

3

g 3N

Si 4 est un dénominateur commun de «, B et o , d est un dénominateur de vy

car
. . 3 X .
3 . J op 3NT=A-1 p=d
AN R s . R V. o} B\"0 O 0
%y =) 0 10 ) (a3 43 38) (8a) 7 .(aa™) T a
Ao

est une zomme de produits 4'é1léments entiers sur @ , donc est entier lui-méme, On
déduit donc une majoration de la taille de vy scit ¢ taille de y << N3 .
Majoration de |Ylp o

D'aprés la remarque {1, F est convergente dans }z!p R ol R>1 et slan-
R . 2 . <.
nulle avx M(N)® pcints i+jB de lzlp R

Il est clalr que

vl = e v @ < I,
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Le premier lemme donne ¢
2
1y1(w)
21, < P el
t comme M(N) > N2 et R > 1

4
2}, < D" |7

(2)

R

Réécrivons la quantité #z) s

p()-1 g ()=1 \ 2
r(z) = } o o pOuwe 2 ()P,
v=0 p=0

Les fonctions z et aZ' sont continues dans le compact lz]p ¢ R, donc bor-

nées par conséquent :

p(w) alw) p GN3

7| 1 % 3

< 2.amp0,w] Lo

ol CT’ 02, 03 sont des constantes positives indépendantes de N .,

De 1texpression (2) on obtient ;

4 .3 4
IWN N o
Irl, < ) C; <€,

a

ol C4 est une autre constante positive supérieure & 1 strictement, Cette derniere
majsration se déduit du fait que N> W0 des que N 2 .
Conclusion, Utilisons le deuxiéme lemme Loglylp > =2d t(yj o d = [K 1 9],

On obtient alors la contradiction suivante N4 << N3 et le théordme est démontré,



[1]
[2]

[3]
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La conjecture de Schanuel

Michel WALDSCHMIDT
(orsay 22 mai 1973)

La conjecture la plus générale concernant les propriétés de transcendance de

la fonction exponentielle a été énoncée par S. Schanuel (ef, [5] ». 50 ).

(s) si X,5000,% ~8ont des nombres complexes Q~linéairement indépendants, alors

le degré de transcendance sur @ du corps

X X
1 I
Q(x1’aoosxnse 90003€ )

est supérieur ou égal &2 =n ,

gette conjecture (8) contient toutes les propriétés connues sur la nature
arithmétique des valeurs de la fonction exponentielle (mises a4 part, évidemment,
les propridtés lides aux approximations diophantiennes) ; elle est également répu—
tée contenir toutes les conjectures raisonnables gque l'on peut énoncer sur ces

valeurs, Nous étudions ici plusieurs conséquences de (S) °
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Préliminaires

Noug noterons @ le corps des nombres rationnels, § le corps des nombres

algébriques, clest=b~dire la cl8ture algébrique de ¢ dans ¢ ,

3i B est une extension d'un corps k et si X1’°°°’Xn sont des éléments

de B, on dit que X1’°°”’Xn sont algébriguement indépendants sur k (ou bien

qu'ils forment une partie algébriguement libre de B sur k) si 1'homomorphisme

canonigue

B : k [ Xl‘,oooyxn] ""k[x','yoeosxn] 4

(de 1'anneau des polynfmes sur k & n indétermindes, sur le sous—annean de B

engendré par x ,o.ogxn), défini par

1

B(Xi) =X pour 1

%
o]
o
=

b4

est un isomorphisme,

Dans ces conditions, tout sous—ensemble de ltensemble {X?,OQO,Xﬂ} forme une
vartie algébriquement libre de R sur Xk ; en particulier chacun des X, est
transcendant sur k ,

On dira donc gquiune partie P de E est algébriquement libre sur k si

toube partie finie de P est algébriquement libre sur k .

Une partie B de E est une base de transcendance de B gur k si B

vérifie 1'une des trois propriétés équivalentes suivantes :
(i) B est une partie maximale algébriguement libre de B sur k.

(i1) B est une partie algébriquement libre de B sur k , et B est une
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extension algébrique de X[B].
(11i) B est une partie minimale de B telle que R soit une extension al-

gébrique de k[B],

Toute extension B de k admet une base de btranscendance, et deux telles
bases scnt équipotentes. Si B admet une base de transcendance finie, le nombre

ny 0 d'éléments de cette base est appelé degré de transcendance (ou dimension

algébrigue) de B sur k , et noté
n=4dang,
k
3i E1 (resp, k1) est une extension algébrique de B (resp, k), on a

dim B = dim,E? =dim B = dim E1 o

k k
k k1 1

Nobtons qutune extension de k est algébrique si et seulement si elle a un
q °]
degré de transcendance nul sur k .
Par convention, nous dirons gue des nombres complexes X .o.64X% sont algé~—
’ 19 9q

briguement indépendants s'ils sont algébriquement indépendants sur § (ou sur @ ,

cela revient au méme), clest-d=dire si

as =g .
dmg Q(Xf, ,xq) q

Un nombre complexe est dit transcendant (resp, algébrigue) s?il est trans—

cendant sur @ (resp, algébrigue sur @ , c¢'est—d-dire dans ).

Enfin nous dirons qulun nombre complexe £ est un logarithme d*un nombre a

. £ . . . .
si e” = a i en parbiculier, un nombre £ est un logarithme d'un nombre algébrigne

° /g - . . z N
8L e £ Q . Par exemple 1ix est un logarithme d'un nombre algébrique,

La notation Log sera utilisée exclusivement pour désigner le logarithme

népérisn d'un nombre réel positif,
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81, Le théoréme de Lindemann-jeierstrass

Le plus ancien résultat d'indépendance algébrique, df & ILindemann et
Welerstrass [4, 5y 8], résoud la conjecture (8) dans le cas particulier ol

EyreoesX, sont algébriques,

Théordme 1,1, Si ) sont des nombres algébrigues, Q-linésirement indépen-

dants, alors les nombres

X X,
1 n
e ’ooo’e

gsont slgébriguement indépendants sur @ .

On peut énoncer ce résultat sous la forme équivalente suivante 3

Théoxeme 1.2, Si Opponery sont des nombres algébrigues deux & deux distincts,

alors les nombres

o o
1 n
e gnao’e

™

G-lindairvement indépendants,

n
O
i3
ot

On déduit de cet énoncé le théordme de Hermite Tindemann

Théordme 1.3, Si a # 0 est algébrique, alors e¥ est transcendant,

Donc, si £ # 0 est un logarithme d'un nombre algébrique, alors £ est

transcandant, Bn particulier

Théordme 1,4, Le nombre ¢ est transcendant,

Bn choisissant x1 =1 et x2 = ig , on constate que (S) implique également

la
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Conjecture 1.5, Les deux nombres e et n sont algébriguement indépendsnts,

En fait (g8) contient des propriétés encore plus fortes sur e et g

(voir (4.1) et (4.,2)),

$2, Indépendance algébrique de logarithmes

Aprés avoir examiné le cas ol X1,00°9Xn sont algébriques, il est naturel

X b4
2 1 rl e - 3
d'examiner le cas oW €  ,,..,© sont algébriques 5 la conclusion de (S) est

aleors l'indépendance algébrique de XT,ODO,XH o

Conjecturs 2.1. Soient 21,00,,£n des logarithmes de nombres algébrigues., Si

ﬁi,ooogzﬂ sont O-linéairement indépendants, alors ﬁq,oonggﬁ gsont algébriguement

indépendants,

Un premier pas vers cette conjecture, consistant & étudier les polyndmes de
degré 1 en Bysoonshy & coefficients algébriques a été effectué par Baker [1] qui

démontre le

Théoreme 2,2, Si z1?°°°,zn sont des logarithmes Q-linéairement indépendants de

nembres algdbrigues, alors les nombres

1’£19°°°’£n

sont  Q=lindairement indépendants,

On déduit du théoreme 2,2 le théoreme 1,3 de Hermite ILindemann, ainsi que le

théortme de Gel'fond Schneider [4, 5, 8].
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Théordme 2.3, 81 £ #0 et b £ @ sont deux nombres complexes, l'un des trois

nomnbres

egt transcendant,

§3, Indépendance algébrique de puissances algébriques de nombres algdbrigues

Le théordme 2,3 de Gel'fond Schneider suggdre le probldme suivant (Schneider

[8] problime 7).

Conjecture 3.1, 81 £ # 0 est un logarithme d'un nombre algdbrique « , ef si

19619°°°9Bﬂ sont des nombres complexes Q-linéairement indépendants, alors les

nombresg

sont algébriquement indépendants,
La conjecture 3.1 est une conséquence immédiate de (s) ; atailleurs, si on

on considére les nombres

X = f 4, X

1 2:B1£90009XH

w1 Bat s

on remarque que (S) contient méme 1'indépendance algébrique des nombres

561 £Bn
/e 9 e ,ooo’e °

Dtautre part l¥exemple des nombres
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£ =1og 2 ; B =2+V'§;B2=2—\]"2'

montre qutil est insuffisant de supposer B1’°'°’Bn irrationnels et
f-linéairement indépendants pour que la conclusion de la conjecture 3,1 puisse
&tre vraie,

Un cas particulier de 3,1 est une conjecture de gel'fond :

conjecture 3,2, 81 £ # O est un logarithme d'un nombre algébrique o , et si B

est un nombre algébrigque de degré d = [Q(B) :9] 3 2, alors le degré de transcen—

dance sur Q du corps

est égal & d-1 ,
Le théordme 2,% de Gel'fond Schneider résoud le cas d=2 , et Gel'fond [4]
a résolu le cas d=3 ,

7.7

Ramachandrs a cherché & généraliser 3,2, Il avait démontré [7] le

Théoréme 3,3, Si X1,X29X3 (resp° y1,y2) sont des nombres complexes

@-linéairement indépendants, alors 1'un des six nombres

X.y.
ivj . .
e s L =1,2,3 4 J = 1,2

est transcendant,

I1 avait remarqué ensuite que, si X1,X2,X3 (respﬁ y1,°,,,yd) sont des nom=

bres complexes @Q-linéairvement indépendants, alors d-1 des nombres

leJ
€ ,i=1,2,3,j:1,,,.,d

sont transcendsnts, Aussi avait-il conjecturé que
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(3.4) d-1 de ces nombres sont algébriguement indépendants,

Dtautre part, S. Lang [5] avait également démontré 3,%, puis il avait conjec—

turé e

Conjecture 3.5, Si X19X2 (resp, y19y2) sont deux nombres complexes

O-1linéairement indépendants, alors un des gquatre nowbres

est transcendant,

Cette conjecture (%.5) est dquivalente au probldme {1 de Schneider [8] 3

Conjecture 3.6, Si 519£2,£3 sont des logarithmes de nombres algébrigques, tels gque

S5
>

2
ﬁi%O,Z?Q.szﬂQ,

alors le nombre

Lok
We<
1

est transcendant,

Bn suivant le méme raisonnement que Ramachandra., on observe que, si la con-
jecture 3,5 est vrale, et si x1gx2 (resyp., y?,aaegyh) sont des nombres complexes

f-lindalrement dindépendants, alors n=1 desg nombres
e 9i‘“—"192;j:19aoogn

sont Aussi était=1il naturel de conjecturer que n=1
de ces nombres sont algébriquement indépendants (cf [9]).

Or il n'en est rien, comme le montre 1l'exemple des nombres
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X, =13 %, = V2 3 ¥, = Log 2 5 ¥, = V2 leg 23 ¥

) =1Log 3 3 y4 = Y2 Log 3 3

3

27507, est une conséquence de 2,% par exemple),

(1'indépendance lindaire de y1,y
De méme les nombres

X =1 X:i\ré

e
[ )

_3
X3 = Y4

il
i

v, =Tlog2; y, = Y3 log2; y, = & Log 2

e

3,

il

y,=Log 3 ;¥

A BVQ Log 3 3 ¥, = 3V1 Log 3 ,

5

fournissent un contre-exemple & (3.4).

On peut néanmoins énoncer une conjecture, conséquence de (38), et contenant

(3.5),

Cenjecture 3.7, Soient Uy seeesty des nombreg complexes, f~linéairement indépen—

dants 5 soit v un nombre complexe, transcendant sur @ . Alors le degré de trans-

cendance sur @  du corps

est supérieur ou égal & me1

Pour montrer que 3,7 (et donc aussi 3.5, qui correspond & m=2) est une con=
séquence de (S), on ordonne Wyseoosly de telle maniére que, pour un entier [ ,

0O hgm,

(U. Qoeogum * v

1 ’°.°’vu,€)

1
une base du @-espace vectoriel engendré par u?,,.,,um ’ vui,,..,vum o
Comme v est transcendant (le résultat serait vrai aussi pour v algébrique de

degré supérieur ou égal & f=1), le degré de transcendance sur @ du corps



8,10

YR,

est infériesur ou égal & f+1 ., Dlautre part, si (8) est vraie, le degré de trans—

cendance du corps

T u Vi v
m 1 ﬁ)
e gooo,e 3 e ’ooege

Q(ugsooosum s VU, 5500sVU

1 £’

est supérieur ou égal & m+f ; a fortiori le degré de transcendance sur € du

U u i U,
Q(U}.‘i?‘,oogllm s VU.T,OO,,VU.IH s € 30006 9€ s © 900098

ost supérieur ou égal & wm+f ., Donc m=%t des nombres

U, Vi,

sont algébriquement indépendants,

§4. Autres conséquences de (S)

La conjecture de Schanuel permet de déterminer le degré de transcendance de
corps obtenus en adjoignant & Q des nombres complexes définig & partir de la
fonction exponentielle (ou de fonctions 1ogarithmes)o On. constate dans chaque
exemple que le degré de transcendance est le plus grand que l'on puisse espérer,

Ainsi, pour illiustrer ce fait, nous allons montrer que (s) contient 1la

Conjecture 4.1, Les 16 nombres suivants sont algébriquement indépendants

yLog 3’2V§ .

e e x e i i 4
esnsenyLOg To€ T sﬁﬁ9L0g 292n92 32 48 ST sLOg 37(L08 2
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(Bn particulier, chacun de ces nombres doit &tre transcendant),

Considérons les 17 nombres. XyrooosX o guivants

1,in,m,Log m,e,e Log m,m Log w,Llog 2,n Log 2,6 Log 2,i Log 2,1i,i Log w,Log 3,
Log Log 2,Log 3.Log Log 2,Y2 Log 2 ,
Pour que 4,1 soit une conséquence de (8), il suffit que (38) entraine 1tindépen—

dance linéaire de X?,oaogx sur @ ; il suffit done, a fortiori, que (s) con~

17

tienne 1'indépendance algébrique des 6 nombres
,LOg m,&,L08 2,L08 3,108 Log 2 .

Le méme raiscnnement, & partir des nombres X;,,..,Xé :

1,in,Log w,Log 2,Log 3,Log Log 2

raméne le probldme & 1'indépendance algébrique des 5 nombres
7T, LOog mw,Log 2,108 3,L0g Log 2

donc & 1'indépendance lindaire des nombres
im,Log m,Log 2,Log 3,Log Log 2 .

BEn considérant les exponentielles des parties réelles, on doit montrer que
m, 2, 3y Log 2 sont multiplicativement indépendants (sur 7) ; or on sait déji
que (8) contient 1'indépendance algébrique de n et Tog 2 , dtapres (2.1)

(ctest—d=dire en choisissant x1 = 1ig et x2 = Log 2 dans (8)). D'ol le résultat,

Une conséquence un peu meins évidente de (8) est une conjecture de Lang [6]o

On définit par récurrence une suite croissante (Kﬁ) de sous-corps de ¢ de la



manizre suwivante ¢

k=05 K =k _ lexp(k_,J));

autrement dit Kﬁ est la cl8ture algébrique du corps obtenu en adjoignant &

K les nombres
Ve

Conjecture 4.2

1a démonstration de 1'implication (8) == (4.2) est esquissée dans [6],

Terminons en indiguant une dernidre conjecture [3], conséquence de (3), et

conbenant les résultats et les conjectures des paragraphes 1 et 2

«

Conjecture 4.3. Solent a1’°°°’an des nombres algébriques, @-linéairement indé-

pendants : soient £1y,oo,£m des logarithmes @-linéairement indépendants de

nombres algébrigues, Alors les nombres

C(1 OCm
e goooge 9 /gl'aooogﬂm

sont algéhriocuement indépendants,
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