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Définitions i
- Un anneau A sat dithréel s'4l est commutatiﬂ‘, unitaire, s8'il contient

le corps des rationnels et s8i on a

A,

\
14 x5 Heeet 24 0 lqueil..s; gue solent Xjyeesy X €A

-2 [ A est un préordre sur A « {1) @ ] A?

2) X, yEQ=2x+yE€Q
xy € 8

3) 1€
( Sur tout anneau réel, il existe un préordre minimum &, 1'ensemble des

sommes de carrés d'éléments de A.)

On désigne par (A, @) 1l'snneau réel A muni du préordre Q.

-~x ot y € A onnote x3y ‘\aulieu de x=y €&

~ § étent un préordre sur 1'amneau réel 4, || = {x EAl xEQ et=-x€ 9}

~ £ est un ordre si est seulement 8i lS?.l = {0} .
lemargues

- |2] est un iddal strict de A

~ Pour qu'il existe un préordre contenant & et x il faut et il suffit
que wo 4 wy X A =1 Vwe et @ € Qe

- Soit (4,2) un anmeau préordonné, il existe un préordre maximal sur A
contenant @ .,

- Soient (4,2) et (A’, @'’) deux anneaux préordonnés une application
¢t A —>A' est un homomorphisme d'anneaux Préordonnés si ¢ est un homomor—
phisme d'amesux et si o¢(2) [ /.

Soit (A,R) un anneau préordonné et ¢  1l'homomorphisme canonique

A ——p A/Igl

X bt X
alors ¢(2) est un ordre sur A B et cp":‘ o(8) = 2.
On note ‘% = 1'anneau ordonné A/IQI ’ (p(Q)—l



Definition

Un amneou ordomné (A,R) est appelé pseudo-corps s'il est totalement
ordonnd et si pour tout x € A x £ 0 il existe y € A4 ¥ £ 0 tel que xy z 1
fheoreme X

Pour que ¢ soit un préordre maximel sur l'ammeau réel A, il faut
et il suffit que A&/2 so0it un pseudo-corps.

Définitions @

- (&, M) étant un anneau préordonné, on appelle spectre de (A, II) et on

désigne par Spe. (A, I) ou Sp. A (s'il n'y a pas d'ambiguité sur le préordre II),

1'ensemble des préordres maximaux § contenant Il.

- (n appelle enveloppe de (A, H) et on désigne par Env. (A, H) ou Env. 4,

l'intersection des préordres maximaux de A contenant I,

~ On apvelle radical de (A, M) et on désigne par Rad. (&, M) ou Rad. 4,

1'intersection des |2| quand @ déerit 1'ensemble des préordres maximaux de A
contenant Ile
Lemarque : | Byv. (A,0)| = Rad. (4, 1)
Propriete :
Le radical de (A, 1) est l'ensemble des x € A tels que pour tout

NE A, il existe mE N tel que (1l - Ax)> 1

Definition :
Un préordre 11 sur l'ameau réel A est dit archimédien si pour tout

x € A, 1l existe un entier n » 0 tel que x ¢ n.
Théoréme 2

Soit (A,N) un anneau préordonné archimédien, et a, b € A, Si ab » 1 et
a2 0, il existe un entier M » O tel que a8 » % et D> % » En particulier
ona bz 0,

Théorsme 5

Pour que (A,n) soit pseudo-corps archimédien, il faut et il suffit qu'il



soit isomorphe en tant qulonnesu ordonne 4 un soug anneau de R conteant

Thiorime b

B0it  (A,71) un amneau préovdoand archimédien

i

Bove (A,0) {x €A [V ne€lN, -=gx c'est-a=~dire x + % € H}

cx<l)

i

Rad. (4,0)

S S

{x €A |vnem
Lhéoréme 5
SJoit (A1) un anneau préordonné archimédien le :pectre de (i)

a'identific & l'ensemble des homomorphismies  d'annesux préordonnds de A dans R.

vV x €A 3 M(x) entier > 0  tel que ~¥(x) < x g Ix)
dong ~ii(x) % aMx) s i"i(x)‘
-
soit & = ‘i [ M), (x)]
ZEA
ctost un espace compact quand on Je munit de la topologie produit.
Spe AC Eclest un ferme de Y;, donc un comiact pour la topologis induite

par ao
&
At ubt x €A on fait correspondre x lo {onction définie sur Op. A par

(0

i

Ax).

; est continue sur Sp. A et x ~=r x est un homomorphisme de A sur un
sous anneau K de 1l'algébre des fonctions continues réelles sur Sp. A. Jon noysu
est le radical de A. Inv. (A,II) est l'enscuble des x € A tels que
; soit > O sur Sp. (A,0).

De plus A est uniformement dense dans Cim(Sp. A)
Application
On appelle algébre de Banach réelle, une algdbre sur R normée, com late
gui est aussi un anneau réel.
Remarques :

- 1 Sur une algibre de Banach réelle A, tout préordre est archimédien. Car

X g llxll pour tout x € A et tout préordre.



—lim
= 2 i on munit A du préordre minimum le oSpectre de A est 1'enscuble
dcd homomorphismes continus de £ dans [R.
Proposition
Si 2>0 sur Sp. A il existe «x€R o« £ 0 et

Xqy Xppeeoy X, € A tels que

2 2
X = o« X§ +eset Xn
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SEMINATRE D*ANALYSE HARMONIQUE
Exposé n° 2 Madame CHOLLET

Annesux préordonnés. (suite)

Définitions

= Les anneaux considérés ici sont des algébres A sur R commutatives et
unitaires.

- On introdult une nouvelle définition de préordre moins restrictive que
la précédente

- 2 [ A sera un préordre sur A o 1) ¢ R’

2) x,yE€EQmwx+y€Q
xy €8
3) =1¢g¢

-x et y€ A onnote x2y aulieude x-y € Q.

« 2 est un préordre archimedien sur A si Vx€ A, 3 n entier positif
tel que x ¢ n (R) o'est-d-dire n = x € Q
Remarques 3

= Pour qu'il existe .un préordre contenant Q et x il faut et il suffit

gue V K entier positif et V woy ®gyeee wn € & on ailt

Wo + Wy X +ecee +wKxK,é-1
= Si 2 est un préordre archimédien, il se plonge dans un préordre archimé=
dien maximal,
Théoréme 1
= Soit @ un préordre archimédien sur A et a, DEA, Si a0 et
ab 2 1 il existe un entier n > 0 tel que aa% et bz%

Théordme 2

- Soit 2 un préordre arvhimelien sur A; V€A, x2+1€¢Q



Gorolleire 1

814 2 est un préordre archimédien

Ve>0 etVx€4h x*+ec€Q

Corollaire 2

Tout préordre archimédien maximal sur A oontient les carrés des éléments
de A, En particulier s'il existe un préordre archimédien sur A, A est un
anneau réel (1 + xXF + evs +Xa £ O V Xieeo Xn € 4).

Donc 8i A& est une algdbre sur R ocontenant un préordre archimédien
[, les préordres moximeux contenant 71 sont du m8me type que ceux étudiés dans
le précédent exposé. Ils s'ldentifient aux homomorphismes A de A dans R tels
que A(g) =R".
Sp. (&,M)= spsetre de (A, ) désignera 1l'ensemble de ces homomorphismes. ¥ x € A,
x désigne la fonction numérigue A == A(x) définie sur Sp. (4, I) ; Sp. (4, )
étant un espace compact pour la topologie la moins fine rendant continues toutes
les fonctions ;: pour X € A,
Théoreme 3

Si %»0 sur Spe(4,M), 3 n entier positif tel que x 3 % (m)
Application 1 g

Soit A =R [X4, X2,..0 X3] 1'anneau des polyndmes & coefficients réels
& n varisbles, Soit NI le préordre sur A oonterant le préordre minimum

@ ot Xy, Xageeep Xnj 1= Xey 1 =Xayeeoy 1 = Xpe
On établit que II est archimédien ot que Sp.(4, M) = [0, 1]%. Le théordme 3
permet d'sffirmer
moit p(Xyyeee, X,) un polyndme & coofficicnts réels qui prend des valeurs
strictement positives pour 0 ¢ X, ¢1 (£ = 5. vee n)e Alors il existe un poly=-
ndme P(u, eae Vpyy Vypeee Vo) & 2n varisbles & coofiicients réels positifs tel que
P(Xgy eoe Xp) = P(Xq, eee Xy 1 = X4y eve 1 = Xp)

Ceoi donne une généralisation d'un théordme de Polya.(Réf. Akhiezer : The classiocal
moment problem}



Application 2 ¢
Soit A une algébre de Banach sur B ocommutative avéc unité.

On démontre que le préordre archimédien minimum sur A est l'ensemble 2, des
x x

SOMNES @ ' + ees + O " aveo X1y eee » Xpn € A, Alors si x >0 sur Sp-({é, %),
il existe X4y eee y Xp EA tel que X =€ ' 4 cue +e P,

Ceci est une amélioration du résultat obtenu dans le précédent exposé

X x

1
(3 ,ooo,en

étant évidemment des carrés)
Application 3 @

Soit A wune algébre sur R, compléte, commutative unitaire d'opérateurs
auto~adjoints bornés sur un espace de Hilbert 3.

- A est une algdbre de Banach réelle

n
Supposons qu'il existe T4, ... , Tpn € A tels que Z Ti +1=w0 alors
Vx en partioulier x £ O n i=]

ZJ Tix+x=0
i=1

n
Z HT:I. x{| + ||x|]| =0 = =x=0 (contradiction)
i=1
On considére sur A le.préordre Q ou @ est l'ensemble des sommes de carrés
d'éléments de A,
= 1l'application T esd 6 eat une isométrie
on seit que ||7|| < ||7]|

a
Etablisons que ||T|] < ||T}]

&~ [
soit [IT}] = a ealors |T(A)| s & VA€ Spa, 9)
n
dono T +a320 sur Sp.4, 2)
a~
et a=T30 sur Sp. (&, Q)

T+az0 sur Sp.(A, @) dmplique T +a+e&320

donc vx telque ||x]]=1 ~a=eg<Ix, x>



dono ~< Tx, x><a
on sureit de mfme <Tx, x> < &« D'ol  |<Ix, x| s a
or Hr|l =  swp  |<Ix, =>]]
leﬁzl
L]
dono [1T}] s a  clest-h=dire Hell s [zl

donc on retrouve le résultat connu,.

Aa Cp ( M) oL M est l'espace compact Sp.(4, %)

Mesures sur le spectre d'ine R = algibre archimédiemne

(Dans ce qui suit un préordre vérifiera la définition de 1'exposé 1)
Soit A ume algdbre sur R muni d'un préordre archimédien Il.
Une forme lindaire T sur A est dite positive si T(x) > 0 vx € II,
Théoréme 1
Soit T wune forme linéaire positive sur une [Re~algébre archimédienne
(A, ) alors il existe une mesure de Radon p positive sur Sp.(4, I) et une

seule telle que 3
™(x) = [ x du VXEA
Théoréme 2
Soit I un idéal d'une [R=algdbre archimédienne A. Cn désigne par

* {pGSp.AIx(p)zo VxEI}
Alors si T est une forme linéaire positive swr I, il existe une mesure yu posi
tive sur CI* telle que

T(XeFoz) =j Xeyezdu VX, y,26€1
a*

Application
Soit 1? (fR+) 1'algébre des fonctions numériques intégrables pour la

mesure de Lebesgue munlie du produit de convolution



(£ s g)(x) = [ “#(u) &(x - u) an.

p 0 \

Soit A=fe+a] f€L‘(lR+)" et xem}
Spe(A)s Ll'ensemble des homomorphismes continus A dapg [R.
Soit t £ 4+ AN A € Sp. A.
[ J o«
[ ]
D'ailleurs A E Spe A est ddla forme f ==p f £(x) o PX dx, p€ m*
ANEA o
[ -]
Dono SpA s'identifie & R'U {w}.

Le théoréme 2 s'applique ici.
Soit I=3'®" alors (I*=r"
On retrouve un théordme de Bernstein (Rf. Widder : The Laplace transform)

K(x) fonction continue bornée sur B’ est définie positive si et seulement si

“etx
K(x) = [ e du(t) ol pu est une mesure positive
)

bornée swr ®*
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SEMINAIRE D'ANALYSE HARMONIQUE
Exposé n° 3 3 Michel LEDUC

L'exposé porte sur des travaux de R. SPECTOR, qui doivent faire l'objet d‘'une
publication [0].

Il s'agit de montrer que certains sous=-groupoides multiplicatifs de l'ensemble
des fonctions continues réelles ou complexes sur un compact, le caractérisent
come espace topologique, puis d'étudier dans certains cas cette caractérisation.

On sait qu'un compact K eat homéomorphe & l'ensemble des points extrémaux
de la boule unité de . ©(K)' muni de la topologie faible j} par conséquent si les
espaces desfonctions numériques continues sur deux compacts sont isométres, ces
compacts sont homéomorphes.

Notre caractérisation sera plus "algdbrique" ; ce point de vue a déja été

envisagé par A. MILGRAM [1] .

[0] R, SPECTOR : C.R. Académie des Sciences, note & paraitre.
[1] A. MILGRAM : Multiplicative semi-groups of continuous fonctions, Duke Math.,
Journel 1949 p. 377 & 383,



~ PRELIMINAIRES .

Soit X wun compact ; quel que soit f£ € ‘©(X), notons Z(£) 1'intéyieur
de TH(0).
Un sous=groupoide multiplicatif (partie steble par multiplicetion) o ae e(K)
est dit régulier si: VA fermé, yx € K A, 3 g€ H: a C;l(l) et x € Z(9).

Proposition ¢

Si ﬁ est régulier, quels que soient A et B fermés disjoints, powr
BEAP il existe ¢ € & te1 que Ac$1(1) et B C Z(g).
Il en résulte que O eéeftw 3 mais éﬁa ne conti\ent pas nécessairement l.
Remarquous enfin que comme A admet t‘ne base de voisinages fermés, on peut

méme obtenir 51(1) voisinage de A.

!
Exemples de sous-§rougoi'des régiers
L'ensemble des diviseurs de zéro dans @(K) ; 1le odne ©(K)* des fono=
tions continues positives ; 8i K est métrique, l'algdébre des fonctions numérique
Zipschitziennes sur K. Enfin si K est une variété de classe (¢" 1'ensemble
des fonctions de classe (é: avec Kk €N € oo

(en effet par compacité la dimension est finie, done il y a partition différentiebl
de l'unité).



-~ PREMIERE PARTIE

Soient £ et g € €(X)
Lemme 1 ¢
st ps e i
2¢) czg) w(he det £ .h=0sg.h=0)

Lemme 2 3

g et 2(f) CZ(q)

ME) coe) wage 1o g

il

Ces deux lemmes faciles & démontrer, permettent donc, pour f et g€ tﬁv ’
d'exprimer dans éﬁ'; et algébriquement 1'inclusion Z(f) C 2(g).

Considérons alors l'ensemble 37 des parties F de & vérifiant

1) V&£ et g€F, IheF: Z(nh) <z(f)nile)
-2) £ €F, g€0°6et Wf)cg) =g €T
(uel que soit F € & , OEF ; et posons O(F) = N Z{f) 1l est immédiat que
fEF

o(F) = n Z(F) .
£EF

Lemme 3 3
s -

Si FeF , F= {feéﬁ;; o(F) CZ(f)X
Lemme 4 :

Quel que soit H fermé, posons H = If € cﬁ»; Z(f)DH} , alors
He & ot oH) =H .

Par sulte O réalise une bijection décroissante (pour 1'inclusion) de 47
sur 1'ensenble des fermés de K j; en outre, les points étant les fermés non vides
minimaux, on a l'équivalence

T maximel propre dans S « 6(F) est un point.

Soient alors Ky et Kg deux compacts non vides, jtg et dt des soug=

groupoides réguliers de 6(Xs) et ‘©(Kz) respectivement, o 3 (‘ﬁ;g — Cﬁ;z

bijective, avec : ¥V et g€ _ét., a(£.8) = «(f)e =(8).

N.B, Les lemmes 3 et 4 se démontrent aisément en utilisant la propriété immédiate
que : dans un compact, toute famille filtrante de fermés est plus fine que le filtre
des voibsinages de son intersection.



=
Notons fﬁ, et 572 les ensembles associés & é%q et 6’02 s comme

3
Ve et g€ s,

Frg) = D () o «(@H@))] = a0 «almi(f) « 2(e)] = (£) « (e)-
et comme

0=wl0) ¢ 0=w (0) o al=(0)) = «[0.2(0)] = of0)

par ;l, les éléments de 5"2 sont mis en bijection croissante avec ceux de g.,

en partioculier les éléms{:nts maximaux propres j soit «* 1la bijection qui en résulte

de K, sur Ky. Par o«* les fermés de K, sont mis en bijection avec ceux de qu;
«* est donc un homéomorphisme.

Théoréme :

Etant donné deux compacts Ky et Kz, & tout isomorphisme entre deux

sous—=groupoides réguliers de ‘e(K,) et ‘Esz) respectivement, est\ca.noniquement

associé un homéomorphisme entre K; et Ka.



= SECONDE PARTIE -

Reste & étudier les relations entre o« et «*.
En général, 1'identité o«(f) = foo* n'est pas vérifide, car « n'est pas
une isométrie.
C'est le cas par exemple, pour l'automorphisme de groupoide :
£ egR)T — 2% cex)’
Plus précisement

Théoréme §
R e vt

Une condition nécessaire et suffisante pour que
ve € dby, &(f) = fou*
est que 1l'isomorphisme des groupoides Jh et Atz se prolonge en un isomorphisme
des algdbres ¥©(K¢) et '©(Kz2).
La condition nécessaire est immédiate ; la condition suffisante résulte des
lemmes suivants,

Lemme 1 :
Soit & une sous-algsbre de G(K), si

(fedbot Ve K, £(x)£0)=1/ce &,
alors les ensembles Ix = {f € Jt; £(x) = 0} sont les seuls idéaux maximaux

posibles.

En outre, si ob est réguliére, Vx € K, I, est le seul idéal maximal
contenant —~
{x}= {f edb; xe z(f)}

Par suite @

Le lemme 2, se démontre aisément, en utilisant la propriété immédiate que

o(f) = fou* #» Ker «(f) = Ker foouc*



Lemme 2

Si les algébres éﬁl et é&é vérifient les hypothéses du lemme 1), et s

a3 éei — d&z est un isomorphisme d'algebres, alors
vfieE (9%1, oAf) = fooa* .

Montrons par un exemple que, mme si 0%1 ot &%2 sont des algébres et @
un isomorphisme d'algébres, G peut fi'étre pas isométrique.

Prenons K =K, = [0, 1 et pour &%l (respo éﬂé) l'ensemble des
fe Yg([O, l]), telles qu'il existe X = 0« Xy Ceesd X = 1 et des polyn8mes
Pyseses D tels que pour 1 € i< n, P # Ps 12 Pi(xi) = Pi+1(xi) et

pi(l+xi) = pi+1(l+xi) [resp. pi(—1+xi) = pi+1(—l+xi)], et pour 1< i< n,

V x€ [xi-l’ xi] , f(x) = pi(x)

Remarquons que cette décomposition est alors unique. On voit facilement que
021 et ﬂ?:z sont des sous-algtbres régulitres de @([0,1]).
Définissons l'isomorphisme « par 3 a(f).(x) = pi(1+x) ; @ n'est pas une

isométrie, car pour f(x) = x, a{(f).(x) = L+x.

Terminons en énongant deux résultats dont on trouvera la démonstration dans (o

Les algebres des fonctions lipschitziennes ou dérivables vérifient les hypothé

ses des lemmes précédents :

Proposition 1 :

8i les algdbres des fonctions numériques lipschitziennes de deux métrique
compacts sont algébriquement isomorphes, ces compacts sont homéomorphes ; de plus
1'homéomorphisme oanonique -est lipschitzien.
Proposition 2 :

Si les algdbres des fonctions numériques différentiables de deux variétés

, _
compactes sont isomorphes, ces deux variété sont difféomorphes.

Cette derniére proposition est aisément vérifiée.
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SEMINAIRE D'ANALYSE HARMONIQUE

Exposés n° L4, 5, 6. Melle DETRAZ

Structure analytique sur le spectre d'une algébre de Banach uniformg

Une algébre de Banach A commutative est uniforme si elle est uniteire et s
sa norme spectrale est égale & sa norme uniforme. La représentation de Gelfand est
alors biunivoque et isométrique, et on peut considérer A comme une sous algeébre
fermée de 1l'algébre des fonctions continues sur le spectre M de A, muni de la
topologie de Gelfand ; M est compact car A est unitaire.

Notre but est d'exposer les résultats de Hoffman et de Lumer concernant

la possibilité de munir M d'une "structure analytique en disques" pour certeines

algébre uniformes.

On notera, f wun élément de A, x un élément de M c'est-a-dire wn

homomorphisme non nul sur A et ||f|| = sup £(x)
x €M

- A l'algébre des fonctions conjugudes des fonctions de A.

~ Re A 1'espace des fonctions, parties réelles des fonctions de A.
- a7t 1'ensemble des éléments inversibles de A.

- €(x) [resp. Q%L(X)] 1'algébre des fonctions continues comple-:-

[resp. réelles] sur un espace topologique X.



A ETUDE GENIRALE DU SPECTRE

I. Frontiére de Silov.

1l Définition et existence

La frontisre de Silov I du spectre M est le plus petit ensemble foywé
de M sur lequel tout élément de A atteint son maximum.
Silov a montré l'existence et l'unicité d'un tel ensemble. Par définition

V(x) désignant un voisinage de x.

T ={x;x€M,VV(x),3f; rea, eyl HfHVyECV(x)}

Exemples
1.8i A= @Y(M), pour tout point x de M et tout voisinage V(x)

il existe une fonction de A & valeurs dans [0, 1], égale &2 1 en x et zéro
sur ([ V(x)s donc I'=H

2. 81 A est une algébre unitaire & un générateur, M est homéomorphe
au compact K du plan : K = {Z(x) ; X € M}5 et. A est la fermetureuniforme sux
K des polynbmes complexes. Si & K est la frontiére topologique de K, .'aprés
le principa du meximum I est contenu dans _8 K.

Si x € & pour tout voisinage V(x) il existe un point a n'appartena
pas & K et sur le segment (x, a) on peut trouver un point b tel que ]z - bl
soit strictement gupérieur sur [ V 4 son minimum et que b n'appartienne pas &
K ; la fonction 2 - b est différente de zéro sur tout M ; d'aprés le théordme
de Wiener Z-l-.-'B appartient’da A et d'autre part est strictement inférieure sur

CV &asanorme. Dohc x €V etdonc I'=8K .,

2. Mesures représentantes
Soit A/T 1la sous algébre de ( (I') des restrictions des fonctions de
A a TI.



e

L'application f € A —3 f£(x) est une forme linéaire sur A/ T qui est

continue de norme inférieure ou égale &4 1, d'epréds la définition de la frontiére

£(x)  ||e]l = swp |E()]| = |I£]]
y €T AT

Elle s'étend donc (Hahn Banach) en une forme linéaire continue sur (I, dopg en un

mesure px complexe de norme inférieure ou égale & un. et

f(x):lfdpx pour tout £ de A

i) <2

8i f=1 f(x)=1=[dpx

Hy est donc une mesure positive de masse un.

Théoreme

Pour tout x de M; 1l existe une mesure Fi de support [ positive

de masse 1 telle que f(x) = [ £a 7y pour toute £ do A. Une telle
T

mesure est multiplicative sur A.
Définition

On appelere mesure yreprésentante de x, +toute mesure rempiissant les

conditions du théordme préocédent.

5. Mesure de Jensgn.

Théoréme
o — e

Tout point x de M a une mesure représentante telle que

log | f f “‘xl’ g [ 1o0g |f} & M. (inégalité de Jensen)
r r

Dans Cnﬁr? considérons les 2 partics



olime

F
L]

P’\-—\
[~

hEC‘R(I‘),{?r>O, feA; |f(x)| »1 et r h(y)> log lf(y)lVyEI‘}

nS
it
o
=

,hGCm(I‘) h(y) <OV yer}

u.l et u, sont convexes

u, est ouvert
u N u, = P
Il existe donc dans CfR(P) un hyperplan les séparant, donc une mesupe K suyp T

telle que

sup[hdy:Csinf hduyp

h€u h €
stable 2°T ul T

u, étant’par multiplication par des scalaires positifs C = 0O

j hdy est négatif pour toute h de u,

T
bonc p est une mesure positive qu'on peut prendre de masse un. Si f appartient

5 A et f(x) = «, toute fonction h de Cfr) vérifiant :

I3r r >0 rh(y)> log Iec.lf(y)l VyerT

fhduao

donc r

vérifie

[ log lo:-l f(y)| 4 p 30 soit [ log |f]| & p » log |£(x)]
T Iy

En particulier si f € A"t oh a 1l'égalité en appliquant 1'inégalité a £t

jloglfl adp = log | £(x)l

orsi £E€A, e €AY ot domo

j log Iefl q = log |ef(x)[
T

soit j Re £ du = Re £(x)
’ T



Bt done

ﬁf@:f&)

¢ qui est positive est dono une mesure représentante vérifiant 1'inégalité de Jenser

On a vu- que les fonctions de A vérifiaient un principe du maximum gur Iy

Cela peut indiquer que le spectre de A pourrait &tre muni d'une struture analyti-

que,

Plus précisement on va chercher des parties P du spectre de certaines algibres
uniformes telles qu'il existe une application biunivoque % du disque D sur P
et fo 7 est anaelytique pour toute £ de A,

D'aprés le lemme de Schwarz . si 21 et z, appartiennent & D
Ifo T (zl) - fo T(32)1$ K ]]fo mll avec K < 2

Donc si x et y sont deux points d'une partie P envisagée on doit avoir

[£(x) - £(y)| < K ||£]] pour toute f de A
on note
[1xl] = sup ffx on a toujours ||x|| s1
f €A
Et ici on veut ‘Ix -yll <2

Cette relation a été introduite per Gleason qui a défini la notion de Part,
Tydorsme 1T, 1

x ot y étant 2 points de M; les 3 propriétés suivantes sont équivalen-
tes ¢

1. |k-yll <2

2.3 M0 0 Ho ¥ 2 mesures représentantes de x et y, absolument continut

ltune par rapport & 1l'autre de dérivées bornées.
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3« Pour toute mesure représentante My de x, il existe uhe mesure représen

tante u ¥ de y, telle que p % soit absolument continue par rapport & pu ¥

3= 1ly2=1 car 3 et 2 impliquent que des mesures représententes pu < et u ¥ ne
sont pas singulidres ; la norme de leur différence est donc strictement inférieure

4 la somme de leurs normes. Bt

Hx =yl < Hug = ugll < Hugdl + Tugll = 2

Done 1 est vérifié.
1l=27 Lemme
| 3c, YE£EA Ref >0 Re £(x) » C Re £(y)
Sinon il exigte une suite fn de fonctions de A avec
Re £, » 0, Re fnﬂy) =1 Re fn(x) — 0

F =e © appartient & A et

Il <1 [B@l=et |5 — 1

or il existe une suite Ln d'automorphismes d'unité tels que si kh est une suite

de points tendant en module vers 1 et

RA est une suite de points tendant en module vers e"".L

L, O00) = 5, ()] =, 2 soit L (F (x)) =L (B, (y))] — 2

Or Ln est limite uniforme de polyndmes sur le disque unité et Fn est en module
inférieur & 1 ; domo L OF €A et |lx-y|| =2
Par raison de symétrie ot en diminuant ©

i1 existe C < 1 Re £(x) 3,C Re £(y)
Re £(y) 3C Re £(x)



Les 2 formes lindaires définies. sur Re A par

f =3 Re f(x) = C Re £(y)
sont positives
f == Re £(y) = C Re f£(x)

elles s' étendent en deux formes linésires positives sur Gp(I'). Il exisbe donc
deux mesures positives , et B telles que sur T
j Re f de = Re £(x) - C Re £(y)
T

Re £ d8 = Re £(y) = C Re £(x)

I
soit
£f(x) = .}? ffdp+] f de)
£(y) = s [cf fa¢+[ £ ap)
1-C
Posons
1
“0)(:;_‘?(6 dec + )
1

Hox et Foy qui sont positlivies sont deux mesures rep*ésentantes pour x et ¥y

telles que
Hox > C ”qy

5 C 2 est donc vérifié
Hoy Hox

2% 3 Soit pu g Une mesure représentante quelconque de x, posons

K, = H

-G
y oy Hox * ¢ My

j f dyy = [ f d”oy = £(y) Ky est positive
T iy
He est donc une mesure représentante et iy 3 Hy

Le théoréme est ainsi démontré.



Corollaires :

[|* = Y| < 2 oot une relation d'équivalence ; elle est évidemment symé-
trique et refléxive. D'autre part, la relation défini par la propriété 3 du théoréme
précédent est transitive.

On appelera Part une classe de cette relation d'équivalence : x et ¥y

appartiennent & la m&me part e ||x - y]| < 2.

. mesure .. . X
Si chaque point a une - 2""‘ représentante unique, le théoréme précédent s'écrit

Hx - y” < 2 e les mesures représentantes Hy et yy sont absolument continues
de dérivées bornées.
Propriété II o
Si un point x de M a une mesure représentante unique Hys tous les
points appartenant & la part de x ont une mesure représentante unique.
Soit y un tel point, p et

y Yy
D'aprés la propriété 2 du théordme précédent, il existe deux fonctions

2 mesures représentantes pour y.

p et p' bornées sur I telles que

Hy = Piy

Hy =P'ux
y

f f(p = p?) @ =0 pour toute f de A.
p = p' étant bornde, on peut choisir & de fagon que 1 +e(p-p') soit positive.
{1+ e (p=p*)] By est une mesure représentante de zx.

D'aprés l'hypothése d'unicité pour le point x,

[1+e(pp)u) = u_

Done P

i
=]
-
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i GENERALE DES ALGEPR S UNIBORMES QUL ONT AU POINT x UNE MRSURE REPRESENTANTE UNIQUE,

I.{Condition d'unicité d'une mesure représentante au point X.|

Si ”‘x est une mesure représentante de x, pour toute fonction u de cm(r)

Re. ‘fl(x) S [ u dy_ < Re fz(x)

R T
si .
£10 T, €4 Ref(y) suly) Vyer
Re fz(x) su(y) vyer
Posons
- +
u (x) = PN Re £(x) ; u (x) =pipf, Re £(x)
Re f<u sur T Re f2u gur T
on a

u (x) ¢ f u dp < ut(x)
T
Réciproquement soit u, une fonetion de CIR(P) ) si ¥ est compris entre

- + o K3 ’
u(x) et uo(x), on Va montrer qu'il existe une mesure représentante u_ de x

telle que [
T

une forme linéaire ¢ sur le sous espace vectoriel u = X de C[R(I’) engendré

udp = ¥. L'epplication f —» Re £(x) pour toute f € A définit

per A et u.
D'aprés le choix de ¥ on a pouf toute v de V v (x) ¢ «v) < v (x)
u*(x) est une forme sous additive positivement homogéne.
D'aprés un théoréme de Banach, il existe une forme lindaire $ prolongeant ¢
a tout CR( r) et telle que u (x)C ®u) <u*(x) pour toute u de CR( I)
TP est une forme linéaire positive donc continue sur CR( I) ; il existe donc une
mesure M positive telle que £(x) = [ £ du,  pour toute f de A.
le est donc aussi une mesure représentaxll‘te ¥ = f u dux
'.Ehéoréme T
La mesure représentante au point x sera unique si et seulement si

u'(x) = u(x) pour toute u de Cm(l‘)



II

Nous allons étudier les algébres uniformes qul ont en un point x du spectre
une mesure représentante unique ;3 soit %x 1l'ensemble de ces algébres nous
montrcrons que ces algdbres ont des propriétés généralisant 1l'algebre Ao des
fonctions continues sur le disque unité, analytiques & 1l'intérieur.

51 tous les points de T ont une mesure représentante unique 1l'algébre sera
dite fondamentale.

On peut 8tre assuré qu'une algébre A est fondamentale si A + A est
dense dans c,R( I) c'est-d~dire si A est une algébre de Dirichletque la frontiére
de Silov.

Dans toute la suite l'algdbre A considérée appartiendra a 0%}{. Nous allons

démontror le théoréme suivant

A + & est dense dans Lz(ux)

Propriété IIl
Soit m une mesure f:ositive de masse 1 sur I' et h une fonction posi=

tive de LY(m), alors

exp[f log h dm] = inf e’ h dm
T uGGR('I‘);I,
judm:O
T
S1 u=Ila) et u
= Iplm) e udm = 0 notons b(“)=/e,hdmet b = inf b(u)
(*onetioug ed5iios ! .
a::expj log h dm
T
= 5i log h est intégrable
si fudm::O H
T
u-logh+[ log h dm
je r dmn 2 1 car evkl-i-v;

T donc b # a bea
D'autre part si u, = - log h +f log h dm b(uy) = exp [ log h dm donc b € a
T



- Si log h nfest pas intégrable.

log h €£h done frloghdm%"u et as$b
D'autre part log(h +e) est intégrable et si €& tend de fagon monotone vers zéro

on a b2 a donc a

]

b
Meis b reste inchangé si on ne considére que l'ensemble Bl(m) les fonction:
réelles intégrables bornées, car si u est une fonction de Ll(m) il existe une

suite u ~de fonction de Bl(m)

un/” u 31 u>>o0
u 8. u<?o0
W

et d'aprés le théordme de convergence monotone
Y u
[ e h dm Eiam 4 e h dm.
Si maintenant u € Bl(m) il existe une suite u de fonction de C’ER< T)

u — up.p et v, dm = O dlaprés le théoréme de convergence bornée

Yy u

[ e h dn —~3 e h dm,.

Donec 1'inf's reste inchangé si on ne considére que les fonctions de Cm(l‘)

ce qui démontre la propriété.

Théoréme 1L,

Si gELl(px) et jfgdx=0 pour toute £ de A
T

alors f logll-gldpxa 0
L

D'aprés la propriété précédente il suffit de démontrer que

j e |1 - g du, > 1 pour toute u de Cm(I')
T
done fl‘ u dyx =0

or par hypothése, dlaprés la condition ‘d'unicité I de B



] e

0] =j u d& =  8sup Re £(x), et ‘Re £(x) =f Re £ d#x
T Re f<su surl T
fEA

or

Re u
sup fe tf-sl duxsje 1 - &l du,
Re f$u surl T
feEA
Le théordme sera démontré si pour tout ensemble JF de fonctions de A vérifiant
sup Re £(x) = 0 on a
fey

sup [ e Tl - gl ap > 1
fFEWT

Re £ f f
sup_ | o ll-gldu=sup/lell-sldnasupl[e(l-g)dul
feﬁff * ey * yeFlrT *

£ ' Re £(x)
= sup Ij. e du | = sup © =l
red X red

Théoréme IT

3
2
A+2X Qensp dans L (l“x)
b .
Supposons qu'il existe g réelle telle que J fg dpx = 0 pour toute
T

f de A, =g, tg, pour tout t réel vérifient aussi la méme égalité.

D'aprés le théoréme précédent
[o log |1 - tg] au 30
T .

soit )
j log i = %7 | du_ >0

Posons r

* 1
I"t--{y;yer g;g}

1
Nt=i‘y;y€r g>-1;}



on a j log (1 = tzgz) du_ + f log (t232 -1) dpx 2 0
I‘, t x 1"”-

En utillsant les 2 inégalités

log (1=x) € = x

log (x~1) € x

2
..j tgzdp+ tagzd,u = 0
t t
soit
-'[ g du, + & a3 0
™ o x
% t

/4 o
S t = O px(I"t)-—-yo

j g a —>0 car g€ L2(#x)
n-llt X

2 2
o e[
T % T
Donc —f gzdu 20 g=0
T x

fl

Le théoréme est démontré.

Notons H° 1'adhérence A de A dans L( i)

A =(f; fGAfrfdpx=0}
i = f;fEszrfdust}

L2=H2@H£‘i

ITT. |Btude de HO

B ost un sous espace vectoriel fermé des iz(ux)
1 n'est pas forcement une aligébre,
mais si F et G sont deux fonctions de H2 dont l'une est bornée, leur produit

~appartient & H2 i car si G est une fonction bornée l'application



e Lz -~ f G est une application continue de L2 dans L2.

est multiplicative sur Hz comme sur A, car si £ et gn sont deux

Hye n

suites de fonctions de A convergentes dans L2 vers deux fonctions f et g

2 1
de H'y f x8, f g, comvergent vers f xg, f, g dans L (Hx)

Pour pousser plus avant la recherche des structures analytiques en disque, nous
allons montrer qu'on peut généraliser a 1'algébre (-A (qui a une mesure représen—
tante unique en x), des propriétés de 1l'algébre A du disque.

2L 46 est la mesure de Lebesgue sur le ceprcle unité, &t i liadnérence de
A, dans LP(6) [classes de Hardy], un théoréme de Beurling &tablit qus si S est
un sous espace fermé de H2 invariant par multiplication par 2z, alors il axiste
wna fonction F  de H2 égale a4 1 présqugﬁgggg%g cercle unité telle que & =F H2

est une algébre de Banach, son spectre est lc disfue unité, sa frontiere de Silov
ie cercle unité, La mesure de Lecbhesgue, & 2 x prés, est une mesure représentante

d4¢ 1'homomorphisme

1 i
£ } o= - £
tty f(o; 5—;‘ jﬂ‘ (e 6) de
-7
3t Ao est une algébre de Dirichlet sur le cercle unité. On peut généraliser le

thdorédme de Beurling & une algébre de Dirichlet générale et m&me aux algibres

envisagées (4 mesure représentante unique en x).
Zggoreme III1

Soit S un sous espace fermé de; H2 invariant par multipiication par les

fonctions de A ; supposons qu'il existe une fonction g de S +telle que

!
gdy £0
Jo e o

Alors il existe une fonction G de Hz, de module constant presque partout

telle que S = G-.H2
Soit G la projection arthogonale de 1 sur S, G est différent de zéro
car 1 n'est pas orthogonal & S (sinon 5’ g d“x = O pour toute g de 8)

J
T
L= G est orthogonal &4 8 ; G donc G £ appartiennent & S pour toute £ de A.



Donc

[(1-6),@&# =0 et [(1-'&)@1*&“ = 0
T X T X

[G-dux .-.-flclz au ot [ 'y dexujf lGl2 ap,

ux étant multiplicative sur }12 on trouve
f . [ 6|2

‘[ =
f lcl

2
16|
G
I
positive est comme p, Une mesure représentante . dex donc égale a e et
2
| ol .
Jr'q 4y

presque partout. & est presque partout de module constant k £ 0 (G £ 0)

fG¢x= flqzﬁuxf- 'S

wontrons que S = G H2
G appartient & S, donc G A CS et G étant bornée ¢ H°C S on aura

Soit

La mesure

1'égalité si on montre que toute fonction de S est égale &:3a projection ortho=-
. 2
gonale sur G H2 ou que toute fonction g de S, .orthogonale & G H  est pres-

que partout nulle.
Soit g wune telle fonction.
2
g est orthogonal . 3 G H donca G A et f gGF dy =0 pour toute
'.
r

f de A: g T est orthogonal & A.

fl

g donc g f appartient & S donc f (1-6) g £ dy =0 pour toute f de 4 ;
Iy

g G est orthogonsl &

“-e

en particulier pour toute f de Am f G gf dux =0

A A +Am étant de'nse Gig

m = 0 pep.

Or G est de module constant £ 0 done g =0 pep
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Nous allons appliquer le théoréme précédent & un espace S particulier celui
engendré dans H2 par le noyau d'un homomorphisme y £ x. Cela nous permettra
d'expiver wne fonction Z qui jouera le r8le de la fonction identité pour 1'algébre

n
Ajr fERA f(y)_%any + Ici on aura de méme

fy) = Sha, ) avee = [ P s
n T

X

8Soit donec y un tel homomorphisme, nous allons supposer qu'il est continu

dans Lz(px) s ¢'est-d-dire qu'il;existe un nombre K tel que

1/2
£(y) s K(j |f|2 dp )/ pour toute f de A

y étant continue pour la norme L2 a une extension unique ; a H2. On dira

qu'un tel homomorphisme y est borné dans H2.

Si f, g  sont deux fonctions de H2 donc 1l'une est bornée, fg appartient i H2
et £8(¥) = £(%) g(F). Soit

S={f,f€H2f(3'r)=O}

S estdsous espace vectoriel fermé de H2 invariant par multiplication par les

fonotions de A,

3fer f(y)=0(fes)et £(x) =f f‘d;&;éo_ car y £ x
T
On peut donc appliquer le théordme précédent et on va démontrer la propriété suivante

Propriété I112

Soit G la projection orthogonale de 1 sur 8§

Z la fonction

J1E
k j-¢
1. l6]=% sur T 0 <k <1 ; S=¢EH
]lel suny ' 3 et ZQ’iH2
h-cl?. ,
2. la mesure Hm gdllx est la mesure représentante de y.
1-k

3, ZH?=H
m
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D'aprés le théordme précédent | Gl= X£A0 et
2 2 2
k:leldpxkj;‘GduxszlGl du =% dond k°< k k<1

Si k=1 G=1 or 1 n'appartient pas & S, noyau de 1'homomoRphisme Y
donc k <1l.

Z appartient & H2 car il est la somme d'une série entiére en G, uniforme-
ment convergente et IZI =1

Soit

h~cal?
dp = '——5-. dux

1~k
¢'est une mesure positive.

~

./P adp= ﬁ? [r(l—G)(l-'(i) d"x"[ (1-G i

1-k x

= 1

car (1-G) eat orthogonal & G.
Si fe€A et £(y) =0 fES

comme G appartient & S f G appartient & S done

1 "
f ar = (£~f G)(1~G) dp. =0
[oo o= s o) 0,

Si fe€A £ -f(y) €S done j(f-—f(y)) di= O d'aprés ce qui précéde.

Soit ff dr = £(y) et on a aussi ff‘ du=£(y ) pour tout £ de i

4 est donc une mesure représentante de y.

1 et 2 sont donc prouvés.

I1 est clair que JZ duxz 0 car
zap [1-]6 auy = 2 ¥ -] canld =0

2
ferHx-O car[dex-k #:l

Dono

jZFdl—;{:O pc;uri;ou't:eFd‘eH2
T



% étant borné 2 HO C H

Done Z H2 C Hsz

Pour avoir 1%égalité il suffit de démontrer que toute fonction de H T
orthogonale & Z HZ est nulle,

Soit g wune telle fonction. Montrons d'abord que g€ S - g(y) =0

2
~ 1-G
g(y)=frgdu=jrsl——+ d p,

1-k

G étant la spmme d'une série uniformément convergente en 2, g (;) sera

nul si

fzngdpx=0 pOﬂI‘ n=0, il’ +2¢oooo
. e . 2
5i n » 0 cela provint du fait que g8€H Hy
)
Si n <0 cela provint du fait que g est orthogonal a 2 H°
g2 €S donc il existe h appartenant & H2 telle que y =Gh

Nous allons montrexr que h = 0 presque partout

- = G 2 h ¢z
h= g : ‘jlhldu=[“‘=gd
1;2’ T = Jr *x
Mais G=k2+Z(1-G)k

G étant borné h(1-G) appartient i H2 et g étant orthogonal & 2 H2

2 - - 2 =

lel = x A1 donc h = 0 presque partout,
I

g est nulle presque p‘Qrtout Ceqefode



IV Structure Analytique

Théoréme vy

B’ 2
Soit 7‘2# 1l'ensemble des homomorphismes bornés dans H (”x)° Alors
X

il existe une fonction Z de H2 telle que pour tout

yexr, £y
X

n =n
}r:l:an Z(y) avec an.-;/.PZ £dy o

Soit v, € 7‘2“ sy 1l existe une fonction Zo vérifiant la propriété précédente.
X 2 \&
Si fEH £~ £(x) € B> = 7_H (z, B= qu ~
IT; o x
x
Donc 3 g tel que f = £(x) + Z, 8

g est évidemment défini de fagon unique, on peut définir une application

T=f—pg="T(f) et comme

142 ay = jex) P 2 g an »f kel a
[. uo= @ P [k P el ay »[ k6l an
T est une application lindaire continue de norme inférisure ou égale & 1 de

‘HZ dans Hy.
£ o= £(x) +2, ()
Tf = T£(x) + 2, T°F
Soit

£=£(x) Z, T £(x) + ees zg”l 1 p(x) + zo T £

et
T = Zo T - Zo £(x)
2 ) -
Tfazof—Zoxk2 k2 étant une constante
n =n 2 -
Tf =2 - Z Zg k k sont des constantes
p=1 P P
D'our
T £(x) =| B fdy
T
Posons a = Zg £ dlk
T
n=l n .n
f=a +I 8 + .. a4l z, T(£)
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et
~y . e~ n=l ev Xi o n_ o~
£((5,) =8, + 8y 2,(F) + eee v a ) 27(F) + 5 (F) 178(F,)

2,y ) = 11'2_[ (K%-6) (1-6) du = k<l

2 n

;0 étant borné dans H" et T étant de norme inférieure & 1, les nombres

Tnf(yo) sont bornés. Et donc pour chaque Y, borné dans H2, on a un dévelorpe~
ment en série entiére de la fonction Zo correspondante =

f(§o) =% a 22(370) VEeH

Seoient Yo Yy 2 homomorphismes bornés dans H2 et Zo et Z1 les

fonctions corresponddntes. On a

21112=H2 =7 H°
(e}

7}
Z Z1 X
Donc _29 et 7~ appartiemnent & H2 comme )Zo] = Ile = 1 sur T
Z 271 o
ZQ et ;9 appartiennent & H° comme A + A est dense dans Lz(ﬂx) il n'y a
1 Z
pas de fonction. réelle non constante dans H2 ; done Z1 =N Z° ou A est
une constante de module 1.
=n
Alors ah(zl)_" A ah(Zo)
et

n n,
an(zo) Zo B ah(zl) Zl
On peut donc écrire que

f(§'1) =Y a(z) z’;

Il existe donc une fonction Z telle que

£(F) =3 3 a z(¥) pour tout y de %,
X
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Théoreme IV2

Si w“ contient un zuire point que x lui-méme, alors il existe une
be &

application T biunivoque du dis que unité D ouvert sur ﬁp (x) tell
ps

jaue pour toute f de A) fo T eat analytique.

Soit Z 1la fonction du théoréme précédent ;

D'aprds le: théoréme précédent |Z(¥)| ~est égal au module de la projection de 1
2
sur le noyau dens H de y c'est un nombre inférieur a 1.
On définit une applicationde M- sur D : y = Z(¥) cette application

P
est injective car si Z(§i) = Z(§é), d'aprés le théoréme précédent

o~ N, e~ ~ 2
f(yl)-: > & 2 (yl) = f(yz) pour toute f de H

et les 2 homomorphismes ¥y, et y, sont égaux.

Cette application est sujective. Soit 2 un p de D

FPosons
TEA
S i n . = n
6 (£) =3 a, N evee & frz £ay
& est linéaire de A dans €

De plus d'aprés le.théoréme IV 3

2 =l n X
f = ao + al Z + a2Z + ees &1 Z + 2 hodih€¢H

Si g€A et b = [_‘_Zf?gaux

g = bo + bl Z + .40 bn»l gl +Z%n' ou h'e H2

24 eea G . 2%L LBy

a3 fg = CO + Cl nesl.

v
}-.n

=n
on calcule Ch © j; 4" x fg d“x

on trouve d'aprés les propriétés de 2

2-'-'- s e



et alors 0(fg) = 6(f) e(g)

g est donc un homomorphisme de A. Et

3/

0 appartient dono & T .

He

e le ([ 1e1 %) 72 L

Et 1'application est bijective. Soit 4 l'applicetion inverse qui & chaque

2 de D fait correspondre l'homomorphisme y défini par

£(y) =3, a_ A avee a =[ 7t e dy,
T

Elle est bijective et fond)=£(y) =38 A

f o x est analytique pour ?haque f de A.
Propriété IV3

, est la part de x de Gleason P(x). de x.
x

P(x) o , d'aprés le 2 de la propriété IIL, de B.
* ¥y € 71“ sa mesure représentante est absolument continue par rappory
T xde dérivée bornée donc y € P(x).
o(x) e ®, oar si y € P(x) y comme x & une mesure représentanté unique de
* dérivée bornée p par rapport & Hye

sl =1 e and < 1l ] 157177 aomo yer, -

X
Le théoréme est démontré.

Si on suppose que l'algébre est & mesure représentante unique pour tous les
points les parts sont soit des points soit des "disques" sur lesquels les fonctions

de A sont "analytiques",
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En particulier tout point de la frontidre de Silov est une part (sa mesure

représentante est la mesure de Dirac)

Il peut y avoir des points parts hors de la frontiére de Silov.

C. COMPLEMENTS

Si on étudie lesa démonstrations précédentes, on peut voir que les seules hypo-~
théses nécessaires pour montrer que sz " est "disque" s'il contient pilus d'un
point zont

- 1 I1 existe une mesure représentante Mo telle qu'il n'y en a pas

d'autre absolument continue par rapport a elle.

-2 A+ X dense dans Lz“X
=¢ fait Hoffman a montré que la seule hypothése 1 entrafne 2 (article & parsfiire).
G a toujours P(x) o> x (comme on l'avait indiqué au début les "disques™ conte
nant  p o seront forcement dans P(x)). En effet d'aprés 2 de la propriété III,
2 mesures représentantes pour x et y ne sont pas singulidres x et y appar-
tiennent & la méme part.

Mais tout y de P(x) n'est pas forcement horné dans H# b si on n'a pas
L'unicité, on n'a donc pas forcement tout P(x). Il se peut que pour un mauvais
choix de la mesure Moo ﬁp soit réduit & x. S'il y a unicité ces difficultés

X
disparaissent.

Si on ne suppose pas l'unicité .des mesures représentantes ; d'une part on peu
avoir enchre une structure en disque pour les parts, et d'autre part un point de 1

frontisre n'est pas forcement une part. L'exemple suivant le montre

L
Sait M le cylindre Dx [0, 1] [ .
/ v D /

A 1'algébre des fonctions continues sur M et dont les restrictions & la base D

du cylindre sont analytiques.

Le gpectre de A est M.
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D'asutre part tout point M n'appartenant pas & D appartient & la frontiére de
Silov ; comme elle est fermée ona T =M

Tout point de M n'appartenant pas & l'intérieur du disque D est 1 part
et 1'intérieur du disque est une part. Chaque pointde ce disque a comme mesure
représentante sur I la mesure de Dirac et la mesure donnée par le noyau de

Poisson (il n'y a pas d'unicité).

- Références -

Les propriétés générales de la frontidre de Silov sont traitées dans [5]
L'existence de G mesure de Jensen dans le cas général est démontré dans [4]
Les. propriétés générales des algibres uniformes sonténoncées dans [2] et la
démonstration particuliére du théoréme IIIl sur les partsse trouve dans [3]
L'étude générale de B sge trouve dans [6] Hoffman fait les démonsirations dans
le cas particulier des algébres logmodulairesqui englobe l'algébre H ® de fonction
bornées sur le disque, analytiquesa 1l'intérieur ; il généralise les résultats de
Wermer ([8] , sur les algdbres de Dirichlét, et 1'étude des espaces H' aéfinis

comme 1'adhérence de l'algébre dans Lp(ux) My étant une mesure correspondante .,

Et Lumer [7] en utilisant une étude de Bmuer sur le probléme de Dirichlet [1]
montré qu'on pouvait étendre ces résultats au cas plus gépérel des ralgebres a

mesure représentante unique en =x, et 1l suffit en fait de démontrer la condition

dfunicité B. 1.
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SEMINAIRE D'ANALYSE HARMONIQUE.

Exposé n® 7 : Alain BERNARD,

Ergodicité de la topologie de Zariski pour une algébre fondamentale.

Introduction

Soit A 1l'algébre des limites uniformes de polyndmes sur T = {z, lz| = i} .

Soit m la mesure de Lebesgue sur I'. Soit K un sous compact de I'. On sait que

i) fm(k) =0 ou 1'} - farea, o) = K} ot iA(K) est fermée dans m(K)}
f1n( %)

ii)

Je me propose d'essayer d'étendre ces théorémes au cas o A est une algbre
fondamentale, ou la fonction de gilov de A joue le r8le de I, ol les mesures

sur I, positives et multiplicatives sur A, Jjouent le rfle de m.
Définitions :
Soit X un compact et A une sous algébre de C(X). Nous dirons que

i) K X est crgodique si K est compact et si pour toute mesure m sur

X, positive, multiplicgtive sur A, ona m(K) =0 ou mX) = 1.

il) K¢ X est fermé-Zariski si pour tout x € X~ K, il existe f € A
telle que f£(x) £0 et £(K) = {o} .
iii) KC X est clos si K est compact et A(K) est fermée dans €(K).
Remarques :
Les fermés-Zariski (resp. les ergodiques) de X sont les fermés pour une topo-
logie \sz (resp. qiﬁ) sur X. qﬁ; n'est autre que la topologie initiale sur
X pour A: X~ €, lorsqu'on munit € de la topologie de Zariski. Lorsque
X = Spectre (A), €, st la YHull = Kernel" topologie.
Dens le cas particulier de 1'introduction, L et <, sont les mémes, et

on a méme équivalence avec la notion de clos. Ce sont précisemment les liens



egnire ces trods notlons gue jo propose d'étndier en général.

. | | ) -
flous supposervons dans la suite que X est la fonction de Silov de A et que
A est fondamentale (i.e. toub caractire sur A n'admet qu'une mesure représentative

sur ¥). Nous considérons X comme plongé canoniquement dans Spectre (4).

Fropogition 1 1

Clos = fermné -~ Zarislki . Clos = ergodique.

Proposition 2 :

Si A est bien spectrée, fermé - Zariski = ergodique.
(A ezt dite bien spectrée si pour tout x € Spectre (A), il exists m_ repré=
senta . ¢ sur X telle que Support (mx) C Gleas (x), ou Gleas (x) désigne
la pa: sie de Gleason de ).

Proposition 3

Sl A est une algébre de synthése de F.M. Riessz,
ferné Zariski « clos <« ergodique.
(A est dite de synthése de F.M. Riesz, si pour tout recouvrement P y4Q de
Spectre (A) tel yue P UQ soient "saturés-Gleason", il existe deux sous algébre§

Ay et Ay de C(X) telles que :

i) A:APnAQ
ii) A, et AQ soient de T.M. Riesz

QR uX.

]

iii) Spectre (AP) =PyX et Spectre (AQ)

A

v
A est dite de TF.l. Riesz si toute mesure sur X = Silov (A) orthogonale

[o

A et singuliere par rapport & toute mesure sur X multiplicative sur A est
nulle).
Remarque :

Comme algébres satisfaisant aux conditions de la proposition 3 on connait
les algébres & un générateur (i.e. les limites uniformes de polyndmes sur un

compact de ). [ of 1]



Démonstrations ¢

Elles sont essentiellement basées sur les deuwx lemmes suivants.
Lemme . 3
Soit A une algébre fondamentsle., Soit K un sous compact de
X = 8ilov (A). Si f €A et est nulle sur K, alors f annule tout carastére de
A dont la mesure représentative m sur X = $it0v (4) soit telle que m(K} = 0.
Lemme 2 3
Soit A wun sous espace vectoriel fermé de 1l'espace G&(X) des fonctions
continues sur un compact X. Si K est un sous compact de X de Iul——mesure
nulle pour toute mesure p sur X orthogonale & A, alors A(K) = ¢(X).

Lo démonstration du lemme 1 utilise la théorie des Hz(m} pour une algébre
fondamentale [ cf 2].

La démonstration du lemme 2 se fait par dualité : on sait que si le dual d'une
fléche E —» F est un homFmorphisme "fort"” entre ‘F* et E*, alors la fléche
est un homomorphisme [of 3 ] ; on en déduif que A(K) est fermée dans C(X).

I1 ne reste plus qu'ad remarquer que A(K) ;st dense dans 6(X). |

On tire profit de ces lemmes en 'utilisant les faits suivants :

i) si K C Spectre (A), Spectre (A(XK)) = ix € Spectre A, mx(K) =Iﬁ

ii) si K C Spectre (A), Spectre (A/xK) = adhérence Zariski de K dans
le spectre de A. (IK désigne 1l'idéal des éléments de A nuls sur K
A(K) et A/IK sont deux algébres isomorphes, mais la premiére est
munie de la norme uniforme, la deuxiéme de la norme quotient, et ces

deux normes ne sont équivalentes que si K est clos).



BIBLIOGRAPIIE.

(1] 4. Bernard : lLnsembles d'algébres fondamentales . C.R.A.S. t 260 P. 42 = 44
(Janvier 1965).

[2] G. Lumer .‘Bull. Adi.S, 70n®1 P. 98 - 104 (1964)

[3] Bourbaki : Lspaces vectoriels topologiques Chap. IV § 5. Ex. 12.

Note : Le lemme 2 a été démontré par E. Bishop dans le méme but, dans llarticle

suivant
E. Bishop : A general Rudin - Carleson theorem. Proc. A.k.5. FP. 140 = 143

(Février 1962).



Orsay 1965 ~ 1666

SEMINAIRE D*ANALYSE HARMONIQUE.

Exposé n® 8 : MNonsieur MUTAFIAN,

2
Sous-espaces invaeriasnts de L°(T)

[INTRODUCTION. |

L'origine du probléme des sous-—espaces invariants est le fameux article de
Beurling publié dans les Acta de 1949,

Beurling partait d'un espace de Hilbert H muni de deux transformations
adjointes T et S.

Soit TTBg le sous-espace fermé engendré par les {Sn g} z ; on cherche &
caractériser les élements g tels que qug = Ho Si N est un élémert propre de
T correspondant & la valeur propre A, alors (¢X’ s™ ) (™ Py 2 g) =N (@x: g8),
donc 81 & est la somme des sous-espaces propres de T wune condition nécessaire
est ¢

(@: g) A 0 Vo€ 3

Cette condition dite de Wiener n'est pas en général suffisante.
Pour aller plus loin, Beurling fait sur H des hypothéses supplémentaires qui

se raménent & l'existence d'une base orthogonale {eé telle que

T e, =e 5 et | 3 e, = e
les valeurs propres de T sont simples et constituent le

disque lkl < 1, les éléments propres sont proportionnels

laux @, = g A% e .
o

Soit alors un élément f = 2{: f e ou fn = (en’ £), donc Ifll EEZII l

n

Le produit scalaire (¢z, £) = > £z trnasforme 1'élément f € H en une fonec-



tion f£(2z) holomorphe dans le disque unité ouvert, et vérifiant

[ e Gie)!z 36 g g[fllz pour 2 < 1.

L
Dans tout ce qui suit, M désigne le cercle unité, D le disque unité ouvert, et
d® la mesure de Haar de masse 1 sur T. On notera aussi fr(e) la fonciion
f(r eig) pour r fixé.

Cet espace dé fonctions holomorphes daﬁs D et telles que les fr soient
bornées en norme L2 est 1l'espace H? de Hardy.

On sait que 8ans ces conditions le fonction £ a une limite non tangentielle
P. Po 8ur T, et que la fonction, T ainsi définie sur M est de carré sommable ;
de plus. f est 1l'intégrale de Poisson de f,

On peut donc encore définir H2 comme l‘'espace des fonctions de L?CE) pro=
longeables en fonctions analytiques dans D, c'est-a~dire dont les coefficients.ds
Fourier s'annuleént pour les entiers négatifs., On utilisera indifféremm:.. ces deux
définitions de- H20

On oovient ainsi un isomorphisme de l'espace de départ H sur Hz, L2s trans=

formations induites sur H2 étant

'l‘f(z):fz;fo ot S £(z) = z £(z)

py

On est donc amenéd & décrire, dans H?, les sous=-espaces fermés ql”f engendrés par
n oo
les {z f(zj} 0o
La condition nécessaire de Wiener pour que ﬁbe = H2 s'éorit ici
£(z) £ O Vz€D, ce qui est évident & priori. Mais dans H2 cette conlioo
nlest pas suffisante.

5.

2

De toute manidre, fﬂtf posséde la propriété d'invariance par 1'opératou:
vV g€ Wﬁ%, 2 g € qn%“
Un sous~espace possédant dette propriété s'appelle un sous —-espace invariant l: o

Ce sont ces sous~espaces ¢ue nous allons décrire par des méthodes différentes l::

méthodes d‘analyse complexe pure utilisées par Beurling.



I. SOUS~-ESPACES INVARIANTS DANS H2 -

On peut voir le probléme d'un autre point de wvue. On sait que si A est l'al~

gébre des fonctions continues sur le cercle T et proldngeables analytiquement &
1'intérieur, tout idéal fermé de A est principal, c'est-d-dire formé de 1l'adhéren-

ce des multiples d'une fonction.

Si on considére maintenant H2, qui n'est pas une algébre, le produit d'une
fonction de H2 par une fonction de H”, c¢'est-a-dire bornée, est encore dans H2.
On peut donc chercher les sous-espaces fermés V de H2 invariants par multipli-
cation par les fonctions de H”,

I1 faut et il suffit pour cela que V soit invariant par multiplication par
z, car alors il est invariant par les polyn8mes, donc par les limites uniformes
de polyndmes. Or si ¢ € H”, m}(z)'= ¢(r z) est, pour r < 1, limite uniforme
de polyn8mes, et par suite f € V entraine . £f €V, Mais ¢ £ est dans le
sous~espace fermé de L2 engendré par les ?n £, et par suite @ f €V,

Exemples :

Les fonctions qui s'annulent sur une partie donnée du disque ouvert forment
un sous-espace invariant.

Dans H2, la multiplicetion par une fonction gq de module 1 sur T est une
isométrie, donc l'ensemble des fonctions de la forme g¢q . £ forme, quand f par—
court H2, un sous~espace invariant qu'on notera gq . Hz. Dans ce dernier cas,
qeagéterminé par le sous-gspace : plus précisément, si q(0) £ 0, c'est la projectio:
sur le sous-espace de la fonction 1.

En effet §

f g8l -%7g) de= fs(q - 2) a9 = g y(a) = M),
T T

donc en prenant A = qZOS on voit que (1 = M) est orthogonal & qg Vg € H2,
donc Mg est bien la projection de 1 sur q H2. Ceci fait pressentir le

résultat suivant ¢
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Théoréme ¢ Tout sous=espace invariant de H2 est de la forme ¢ H2 ou q est
une fonction de H2 de module 1 sur le cercle.

En effet, soit V un sous-easpace invariant. On peut supposer qu'il contient
une fonction non nulle & l'origine, sinon on peut l'écrire V = zk'V' o V' con-
tient une fonotion non nulle & l'origine. Dés lors, la fonction 1 n'est pas ortho=-
gonale & V, donc on la projette sur V en une fonction non nulle, dont on montre

alors facilement quelle est de module constant et engendre V par multiplication

par H,

II. SOUS-ESPACES INVARIANTS DANS L°.

On considére ici l'espace de Hilbert LZCE). On note x le caractére ¥
On a ici une. circonstance supplémeﬁtaire qui peut se produire, é'est gue le sous=
espace V soit aussi invariant par multiplication par X- s Ce qui revient a dire
que y V=V, DVou les définitions.
Définitions 3

Un sous-espace fermé V de LZCE) sera dit doublement invariant si y V=V
Il sera dit simplement invariant s'il est invariaent et non doublement ihvariant.
Etudions d'asbord les sous-espaces doublement invariants. I1Ven a d'évidents :
étant donné un sous-espace E ﬁesurable du cercle, on note 1TEE 1l'ensemble des

fonctions de L2 qui s'annulent sur le complémentaire de E. I1 est bien évident

que tout ’WEE est doublement invariant. Réciproquement ;

- 1 Théordme de Wiener,§

Tout sous-espace doublement invafiant de L2@T) est de cette forme.

Soit en effet 7O un sous-éspaoe doublement invariant, et soit q la projec-
tion de la fonction 1 sur MG. Alors 1 = q est orthogonale & NG, donc &

X°q VneZ: [(1-E)x“qde=o.
T

La fonction q - ]é]z a tous sec coefficients de Fourier nuls, donc est nulle,

et q ne prend que les valeurs O et 1., Soit E 1'ensemble q-l(l). Oon a



5=
‘WEE = q Lza Or manifestement g L2 C MG pvisque g L2 est le sous~-espace engen=-
dré par les {xn q} ¢ Si 1l'inclusion était stricte, il y aurait un g € 70 ortho~
gonal & q L2, ce qui exige g q=0 péDPe Mais‘ 1l - g est orthogonal aux
xn g, donc (1~ q) E =0 ps poy ot ceci_entraine g=0 p. p. On a donc bien
NG = MGy e

Quand aux sous-espaces simplement invarients, leur structure est précisée par
le théoréme suivant 3

2., Théoréme de Beurling 3

Tout sous-espace simplement invariant de Lz('ll‘) est de la forme gq . K ol

q est une fonption de module 1 pe. p. déterminée par le sous~-espace a une constant
multiplicative prés.

Remarquons d'abord que si q est une fonction de H2 de module 1, la mule-
tiplication par q est une isométrie, donc conserve l'adhérence : si deux fonctions
f et g sont telles que f = q g, alors 'ﬂ’éf = q ’m'ée En particulier
o B = TG .

q

Montrons que réciproquement tout sous-espace invariant 70 est de ciit:z forme.
On va donner deux démonstrations.

1. L¥inclusion ¥ » Tb C MG étant stricte puisque 10U est simplement
invariant, il existe un élément q € 770 non nul orthogonal 2 x . ML. En parti-
2" de=0. Ceci

, T
exige |g| constant ; on peut supposer par exemple |g| = 1. Or V0, contenant

q, contient ’n"(yq = q Hze Soit alors h un élément de N0 orthogonal & ¢ H? :

culier q est orthogonal dux- ¥ q Vn »1, donc [ la

¥Yn 3o, j Rqx"d0 =0, Maispour n21, x"he€y MG donc est ortho-
T
gonel & q, c'est-a~dire qu'on a
= -1
[hqx d0 =0 Vn2l.

Finalement la fonction h qQ a tous ses coefficients de Fourier nuls, donc est nulle.

Or |q| =1, done h =0 et par suite ”fT’é:qHZ.
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Montrons l'unjicité de q : s8i ¢ H2 = q H2, alors p q et q 5 sont ana-
lytiques, donc constantes, c'est-a~dire que E est constanbe, Remarquons enfin
que ce théoréme contient le résultat bien.connu qu'une fonction £ de H2 non
identiquement nulle ne peut pas s'annuler sur un ensemble de mesure positive sur T,
car 8i cela était ?ﬂ% ne pourrait 8tre de la forme ¢ H2, donc serait formé de
la seule fonction nulle.
2. On peut donner une autre démonstration explicitant la structure de 170,
On pose qTén = x* ML et Q7EL =N WTEh, et on appelle fﬁh 1'orthogonal de
qun+1 dans TG,
On a alors  TG= MG @ g{b@g{d @%@ O
On montre comme précedemment que les fonctions de Eﬁo ont un module constant.
Il en résulte que Sio est de dimension 1. En effet, si ¢ et ¢, sont dans
Slc et orthogonales entre elles, @Y est orthogonale & Xn'¢2 et Py a
xn ?1 Vnz 0, d'ou il résulte que 51 ¢, = 0, done ¢ Ou ¢, = 0 car lTeur

module est constant., D'autre part, m ,, 8t doublement invariant, donc de la for-

/

me e L2 ou e est une fonction carachtéristique. Mais si on prend q € g
x" q est orthogonale & e V n 20, donc e q est anaiytique. Mais MG # L2,
donc @ ne vaut pas 1 p. p.; et e q, fonction de H2 s'annulant sur un ensem-
ble de mesure positive , est nulle p. p. Comme g a un module constant supposé

non nul, il en résultg e = 0, On voit aisément que gin = XP fﬂb, d'ou finale=-

ment 3
2

M= B ox R ox R o-...

@o étant de dimension 1. On choisit alors q dans ®_ et de module 1, et

ceci montre bien que 7TT0= g ®.

2+ Conséquences

Soit f une fonction de L2, et soit 'HLT le plus petit sous~espace inva=

riant contenant f, c'est-a~dire le sous~espace fermé engendré par les



i
{Xn f] pour n 2 O,

Si K=f2 (0) est de mesure positive, alors nécessairement WTQf est dou-
blement invariant, et c'est exactement ’NEC'K. Si K est de mesure nulle, ou bien
7ﬁ3f est simplement invariant, ou bien ’Yﬁ% est égal & L2 tout entier.

Pour que, dans ce cas, ’Ubr soit simplement invariant, il faut et il suffit
qu'il -existe une fonction p de module .1 telle que f € p H2, car alors
’ﬂI} QD H2 et "nﬁé ne peut-&tre L2. Or ceci revient a4 dire que f = -Zme
module qu'une fonction de H2°

On connait 1l'inégalité de Jensen

[ Log ]fl d6 » Log [
T T

’ > L4 - 2 » » 13 3 - ’
vérificee par les fonctions de H , et on en déduit que la seule condition imposee

f dei

au module d'une fonoction analytique est d'avoir un logarithme intégrable :

fLog lfl de > = w

On en déduit les trois cas, pour f{ donnée dans L2 :

2
- 8i Ker f est de mesure positive, M, est doublement invariant et £ L
- si Ker f est de mesure nulle et Log |f] non intégrable, 7T6f = L2.
« 81 Ker f est de mesure nulle et Log |f] intégrable, WTQf esb sim=

plement invariant.

III. Etude de }{20

Commengons par rappeler certains résultatd sur les fonctions analytiques dont
nous aurons besoin dans la suite.

Rappels sur les fonctions analytiques.

Soit f wune fonction de H2, définie comme on l'a dit au début soit dans D,
soit presque partout sur T. Elle peut s'exprimer dans D comme l'intégrale de

Poisson de ses valeurs sur T, ou encore, si g est sa partie réelle sur T,



elle s'éerit, si £(0) est réel,

i6
£(z) = [ 'e—i'g—t-% g(6) ae.
p € =2

Signalons les deux théorémes que nous utiliserons.

Théoréme d'Herglotz. Toute fonction harmonique positive dans D est 1'inté-
grale de Poisson d‘'une mesure positive.

Théordme de Fatou. L'intégrele de Poisson d'une mesure finie u a sur T
une limite non~tangentielle p. p. égale & la dérivée de u par rapport a la me-
sure de Lebesgue.

La dérivée de 1 est l'unique fonction intégrable ¢(€) telle que la mesure
du - ¢(0) 30 soit singuliére.
Définition 3

On appelle fonction intérieure une fonction analytique de module 1 sur le cer-
cle. Dans H2, les sousmespaces invariants sont nécessairement simplement invariants

donc des q. H2 o g est par suite intérieure.

l. Etude des fonctions intérieures :

Soit g wune fonction intérieure. Donc q est analytique et de module < 1
dens D, et ses limites sur T sont de module 1 p. p.

Produits de Blaschke.

q est analytique & 1l'intérieur du cercle. Par suite q n'a qu'un nombre fini
de zéros dans tout cercle de rayon <1, donc un ensemble dénombrable de zéros dans
le disque fermé. On montre que, si oy désigne la suite de ces zéros, le produit
infini des ' | @ | est convergent, & condition que les o  soient £ O.

Posons en effet

gui est une fonction intérieure.



=G
Le rapport i o8t analytique dans le disque ouvert, de module 1 sur le cercle,
B!

donc de modules 1 & 1'intérieur. En particulier si q(0) £0, on a

T layl = By > (@) > o,

donc le produit infini converge.

Si on pose

Bn(z) = B;l(z)s

"o |

on constate que

IIBm-Ban:](-Bi+Bi+2ﬁeBhﬁ;) de={1-&e[§l‘de]=2 1“.;”1'%!]
. u

car les Bk sont de module 1 sur le cercle.

Donc les Bn convergent dans H? vers une fonction B(z). On en déduit aisé=
ment que B est une fonction intérieure.

Dés lors si g a un zéro d'ordre p & llorigine et des zéros d'ordre P,

aux points o9 OB pose

P
d d =2z n
B(z) = zp H 2 L :] s

n=1_| dnl l -(fn 2

et on peut écrire q=B g o g est une fonction intérieure sans zéros.

Fonctions singuliére.

Cherchons la structure de la fonction g. Une telle fonction peut s'écrire
sous la forme g = 6 ® o h est analytique dans le disque ouvert, et de partie
réelle positive puisque g est bornée par 1.

D'aprés le théordme d'Herglotz, - Re h, fonction harmonique positive, est

1l'intégrale de Poisson d'une mesure yu positive sur le cercle, donc

B >—f “ it o).

De plus, d'aprés le théordme de Fatou, les limites non-tangentielles de Re h,
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c'est-a-dire les vaeleurs de Jle h sur le cercle, sont p. p. égales & S .
an
On a donc il = 0 pe po puisque lgl vaut 1, donc g&e h wvaut 0O sur le cercle.

ao
Par suite p est une mesure singuliére par rapport & la mesure de Lebesgue.

Conclusion.
Toute fonction intérieure peut toujours s'écrire sous la forme q =3B g ou
B est le produit de Blaschke formé avec les zéros de q et g une fonction de la

forme
eie
10
e =2z
ol u est une mesure positive singulidre par rapport & la mesure de Lebesgue.
Définition 3
On appelle fonotion extérieure une fonction de H2 telle que le sous=espace
invariant ‘n&T engendré par f soit.-H2 tout entier. Ceci signifie donc que la

femille des {xp é} pour n 2 0 est totale dans H2. En particulier f 1'e pas

de zéros dans le disque ouvert.

2, Etude des fonctions extérieures.

La structure des fonctions extérieures sera précisée par les théorémes suivants :
Théoréme 1
Une fonction extérieure eSf, a4 un facteur constant prés, entiérement

déterminée par son module.

Soient en effet f et g deux fonctions extérieures de méme module, donc
f=pe.g oi p est de module 1, d4'ol, Moo =P qTég:
soit H2 =P H2 puisque f et g sont extérieures.

Ceci exige évidemment que p 8Soit constante, puisque p et P sont analy-
tiques,

Théoréme 2

Toute fonction ¢ de H2 peut s'éorire sous la forme ¢ =p . f ol p



]l
est intérieure et f extérieure ; cette décomposition est unique & un facteur
congtant de module 1 prés.

Si ¢ est extérieure, c'est évident et l'unicité résulte d'ailleurs immédiate~
ment du théoréme précédent.

Sinon, ¢ engendre un sous-espace invariant ﬂlb strictement inclus dans Hz,
dono de la forme p H2 o p est intérieure. En particulier ¢ =p . f avec
fe H2° Done - TW% =P e ﬂE?o Or Tﬂ% =D H2, d'ol il résulte que
ﬂﬁ% = H2, la simplification par p étant possible du fait que p, intérieure,
est p. p. non nulle sur le cercle. Supposons qu'on ait une autre décomposition

9=p! . £'. Les fonctions extérieures f et f' sont alors de m8me module

I@[, donc égales & une constante de module 1 prés. De méme pour p et p'.

Théoreme 3 3

Une fonction extérieure peut se mettre sous la forme
ot® 4 2
£(z) = A exp'[ <5 ¢(0) as,
e TF

ol A est une constante de module 1 et ¢ une fonction réelle intégrable, tells
que 62¢ soit aussi intégrable.
Montrons d'abord qu*une telle fonction est extérieure. Elle est bien entendu

¢(6)

analytique. D'autre part, sur le cercle, on a If 16 I =6 Pe. ps, donc
£ est bien dans H2 - puisque e?¢ est intégreihle.e Reste a montrer que le facteur
intérieur de la décomposition de f est constant.

Soit q ce facteur intérieur.. f n'ayant pas de zéros dans le disque ouvert,
q ne comprend pas de produit de Blaschke, donc c'est une fonction singuliére ;

b

soit u la mesure singuliére associée. Alors
-1 eie + 2 '
q f=xe@lqr—[¢<e>ae+@<e>1
e =3

devrait 8tre une fonction extérieure.



Or on voit facilement qu'elle n'est méme pas analytique (par exemple parce
qu'elle ne vérifie pas 1'inégelité de Jensen) du fait que la mesure pu est positive.
Il faut donc que yu = 0, c'est-a-dire que le facteur intérieur de f est bien
constants Donc f est intérieure.

Soit alors une fonction extérieure F(z), et montrons qu'elle est de cette

forme $ Il suffit de considérer la fonction

eie + 2 io
g(z) = exp‘[ T Log |P(e*7)| ae.
p e =z
C'est une fonotion extérieure d'aprés ce qu'on vient de voir, car Log 7]
est intégrable (F est analytique) ainsi que IFIZ (F € L2). Or le théoréme de
Fatou donne lg(elESI = [F(ele)lv P. Psy donc les deux fonctions extérieures F
et g ne différent que d'une conétante multiplicative de module 1, et F a bien
la forme de f.

On a donc bien ainsi obtenu toutes les fonctions extérieures. Il en résulte

immédiatement deux autres propriétés caractéristiques des fonctions extérieures,

Conséquences 3

1. Les fonctions extérieures sont caractérisées par le fait que l'inéga=-

1ité de Jensen devient égalité.

Log

f £(0) a6
T
2. Si f est extérieure et si g est une fonction analytique de méme

=j Log |f(6)] ae.
P

module que f sur le cercle, alors ]gl g l fl dans le disque ouvert.

3« Les fonctions extérieures sont exactement les fonctions inversibles

dans H2o
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SEMINATIRE D'ANALYSE HARMONIQUE.

Exposé n® 9 ¢ J. PEYRIERE,

Sous espaces invariants de LZ(R).

G désigne un groupe abélien localement compact dénombrable a 1'infini, T
désisgne son groupe dual.
Si q € 1.7(6) Sq désigne l'opérateur de L2(G) défini par :

Sq £(x) = a(x) £(x) presque partout. C'est un opératuer continu et l'on a 4

lsgll = Hall_

Sous espaces doublement invariants.

Définition :
Un sous espace vectoriel 1710 de L2(G) est dit doublement invariant si :

1° i1 est fermé
2° ya €T 8 TLC TTe

Lo condition 20 équivaut & la condition : VA €T s)\ To= 71

Exemple :

Soit E un borélien de G. Posons :

o, = Sf ; £ € LZ(G) f = 0 presque partout sur E}
C'ést un sous espace doublement invariant de LZ(G). Nous allons montrer que tous
sont de cette forme.

Propogition 1 :

8i T est unopérateur continu de- LZ(G) commutant avec Sk pour tout
A il existe un élément unique gq de I°(G) tel que T = Sq.

De plus si T2 =T q est une fonction caractéristique et T est un
projecteur.

S8i T est une isométrie |gq| = 1 presque partout.

Soient f et g deux éléments quelconques de L2(G).



VAET S TF go=<TS

A fy 8> =<8

£, T*g>

A A

im oxplioltant
¥V AE T j (2 NP £(x) . g(x) = £(x) Tez(z)) dx = 0
‘ x€G

T e =T o .T";E € Ll(G), sa transformée de Fourier est nulle.
On a donc Tf 8 = £ . T*g.

Alors

v ¢ € LY6) [ {x) T£(x) g(x) ax = ¢ (%) fx) T*g(x) ax
x€G x€G
clegt-a~dire < S"PTf’ g> =¢ S(pf, T*gs = I Scpf’ 8> o
On a donec S T=T38 ,
? N4 5
Soient maintenant f et g deux éléments de L°(G)n B (6). Ona :
fg € L2(G)
T(fg):Tng:Sng=Sng
Puisque G est dénomhrable & 1'infini il existe un élément g de L°(G¢) N T (@)
Tg
presque partout # 0 Posant q = -— on obbient :
8
v £ € 1 (&) NL(G) Tf:Sqf
Reste & montrer que q € LG) ; en effet si cela est T et S sont deux
e . 2
opérateurs continus coincidant sur 1'ensemble LZ(G) N L(G) dense dans L (G)
ce qui implique que T = Sqo
Supposons que 3 & > 0 3 A borélien de G de mesure £ 0 tels que

la(x)] 2 |ITl] + € presque partout sur A. Alors 3B CA O <m(B) <+ w. On a
o € 15(6) NLYE) ot (|Ir]] +e) Val®) < |ls, gl =
o @BH < iz va(s).

Ceci prouve que Vn €N la(x) |« |} 7] + % presque partout. Par suite
Hall_ < 1211

L'unicité de q est évidente. Supposons que ™ - T



T = Sq T =5,= Sq done q2 =!q en vertu de l'unicité.

Et g ne prend que les valeurs O ou 1 ; c'est la fonction caractéristique
d'un ensemble mesurshle E., T est alors la projection sur T‘l(,,c E°

Supposons que T soit une isométrie
T=8§ =T =5z Or ™ T=1 done qq =1

Théoréme 1 : (Wiener)

Soit TIO un sous espace doublement invariant de L2(G). 11 existe un

borélien E de G, détemu‘.né a4 un ensemble négligeable prés, tel que [liH= '17(,}3.

Soit P 1la projection de L2(G) sur Tf6 Pour tout A S, P S;l
est un projecteur, son image est S)J%: Ty, done P commute avec les Sy 3
d'aprés la proposition précédente il existe un borélien AC G tel que P = Sq ou
Q=g,e Posant E= CA on obtient Tb= iy

Sous espaces simplement invariants de LZGR).

ixh '
o Prenons pour mesure de Haar sur

Prenons .G =R alors I =R (x, ) = e
R la mesure de Lebesgue divisée par \/2_;@
Définition @
Un sous espace vectoriel TI0 de L2(IR) est dit simplement invariant si 3

1°© I est fermé
20 ¥ aeR' S)"N(')C “Tih

3 Il n'est pas doublement invariant.

Les conditions 1° et 20 étant supposées vérifides on a les équivalences suivantes :
3° o 3AER S, TOA TTow YNECR S, b4 M.

Exemples 3

Désignons par H® 1'ensemble des fonctions de L°(R) dont les transfor—

mées de Fourier sont presque partout nulles sur ] meo ’ 0l: c'est un sous espace
simplement invariant,

Flus généralement si |g =1 presque partout Sq H2 est simplement invarian:

Soit 1Tb un sous espace simplement invariant. Posons YV Ae R



wlym
La propriété de simple invariance de Il implique que A< py = 7T (’(’-,_} o

s % . - . . 2 A (."1
strictementes Soit P, la projection de L7(R) sur MG o Sq P” 5y

est un

. § a7 7 - nl
projecteur, son image est S, ﬂ% = ”(7)\-}-]4" On a donc PM—# = 5y Pp Sy -
Bosons _ .

VAER 'Wolaﬂ (e ijcum
HEA H u>h H
TG = ol M, = U TT(;
oo per K = uem
Fropogition 2 @ vaer = TG = i
A S A

. . Tin * : T
Les Jnclusions ”(07\ - WCX C w'h sont évidentes. Posons

ot 0
. / vt . - ,(ﬁ = ¢ (( s 2. 0 o 4N
ft) p = |l ‘?\, Puisque = '%-h ﬁ’o il suffit de montrer que rjj,o = g'O je
Soit £€ W+ VA>0 8, T € '1,1‘0:‘. Donc <8, £, £> = 0. Et 1'intégrale
too
[ M| 2(x)|2
m

est nulle pour A > 0 dope aussld pour A < O c'est une fonction continve de A

e

car lf[z € Ll(lR) » elle est donc rulle et £ = 0 car la transformetion de Fourier

est une injection,
2
Proposition 3 : 'ﬂ(a+,_,,=§°} TG =1°(n). ]
L¥nclusion -, C ‘“‘(3_00 est stricte : on peut décomposer L (R)
ainad. ¢ LQ(R) r_-%i'o@ H @m o H;@ }‘O). m et mm édtant
doublement invarients il en est dc méme de H.
D'aprés le théorame de Wiener il existe un borélien A tel que H = 'KTEAO On a
n(CA) £0 oar H,éH
Posons Y, = TG, NH, appelons N et Q, les projections de L (!R) reg-

pectivement sur H et ')t'n)\. étant la multiplication par lafonction 1 « ¢

A
commute avec 3, pour tout Xo On a les formules suivantes :
Q?&= P.)\ i1
Q. =85.0Q s oneffet Q. =P. N=8S.P SXOn =s. PO s+
Mp o A Tp A MU M- ATup N ATp TR
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De plus les restrictions & H de S?\ et Q)\ sont des opérateurs de H, nous les

noterons aussi S et .
‘ A Uy

La famille {I - Q)\} 2R de projecteurs de H est une décomposition de 1l'iden=~

tité de H. D'aprés le théoréme de Stone si 1'on pose
+00
= - -1ty
Vt = f e d Q)‘

(-}

on obtient un groupe fortement continu d'opératuers unitaires de H.

Caleculons S, V,.

At
™ +o0
~ -1 -it g | B ~ity
<S7\th, B> =¢ th', S)\ gs = [ ] du< S.)\Q“f, g> = f e dp <Q)\+#S.Af, &>
—oo -0
On a donc la relation S J\.vt = eit)\ Vt S)\ appelée relation de commutation de Weyl.

Fosant Ut = th on obtient un opérateur continu de L2. On a aussi la
. ita
relation S)\ Ut = e Ut S.)\ car S)\ et I commutent.
$i T, désigne la translation des fonctions par t (th(x) = f(x~t)) on
it

vérifie que 1l'on a S Tt = e T‘b S)‘o Alors

ith
AU Tg = e Up Sy Ty = Uy Ty S
On applique la proposition 1 :

S

o0,
V telR BAtGL(YR) tel que Ut_SAtTt

s = Uy lu est une isométrie de TI'(QA sur 1y 3 .T-t, est une isométrie de

Mo ppg BUC  TiHye Donme SAt est une isométrie de 'm’AH: sur [, On doit

)

donc avoir ¥V fefll,, A fE€ ‘H’F?A. Ce qui implique que A, =0 sur

AN (A + 1)
Montrons que pour tout t m(A \ (A+%t)) = O. Si cela n'était pas on pourrait

trouver t et KCAN(A+%) tel que 0 <m(K) < + = alors @ € Y .

b

= » Y » 3 ” 'T‘IT"‘
et SAt(pK 0 et SA-t-, ne serait pas une isométrie de “(A+t sur TIT;.0

A coIncide & un ensemble négligeable prés avec tous ses translotés et

m(CA) £0., Onadonc m(A) = 0. Far suite H = LZ(TR) et 'T?'G'L = ([

o0 +co



o it
T = T P = = = - -
On a done 167\* X 17\ Q),./U-t; V'b -r-[nwe d PK.

Ainai & tout sous ecspace simplement invariant on a associé un groupe fortement
continu d'opérateurs unitaires de L2(1R) vérifiant la relation de Weyl avec
SKB “ER® D'aprés le théoréme de Stone cette correspondance est une injectione

Ensuite on a montré qu'un tel groupe se met sous la forme Ut =5 " Tt et que
t
la correspondance ’7U _bl —> 4. est injective.

Ainsi & toul sous espacc simplement invariant est associé une famille

{Atg e 'é1éx-wz de L™(R) que nous appellerons cocycle associé & ce sous

jel]

espaces Si decux sous espaces simplements invariants ont méme cocycle il: sont égaux.

e &

Prooosition kod Le cocycle associé & g H™ est ¢ T, g7

a &
£ ot g lewrs troo-Porades de Fourlsre
oo
AU, &, g> = -»l e":wx d< P, £, g>.
t J A
m—ee
00, -
Mais <k, £, & :.—f £f( p) g(p) du  G'aprés la formule de Parseval, donc
A
“ Fou uit}\ Ao a /’\
<U, f, ,o,j e £Q ) g(d) ar= <« 1, £g>=<'rt £, 8>
-0
D'olr UJt = T‘t et A‘t = 1.

Soient maintenant Y = q 1THb. Avec des notations évidentes on a :

~1 -1 =l .
P' - P S ' = J = = ) P
X Sq 2 g Ut Sq Lt Sq S SqUtSq T' SqStS, _,q_‘l‘ i
A't:q.A*.thl. ©

Ihéorime 2 3
Soit "ﬂ_(? un sous espace simplement invariant de Lz(m), Il existe une
forction g presque partout de module 1 telle que o= q Hzo
Cette fonction est déterminde & une constante multiplicative de module 1 prés.

Etudions les propriétés de iAt} o

Le groupe U, ~tant fortement continu pour tout £ € L2(XR) 1'application

t

b U T f=A .f do R dams L°(R) est contime., Ona

Au+t = At . T‘h Aue ~n effet



S =U U T T,=US T,=U T _ B35 =8, S .
Au+t T u Teu - t A.u -t 1 -t ftAu At thAh

%
[ A+(y) dy. C'dst une fonction continue par rapport 4 (t,2
4 0O ’

It

Posons B(%, x)

H

Ct(x) est limite d'une suitc de fonctions continues et pour tout + Ct(x) est
presque partout défini et égal & At(x). On peut donc supposer gue A%(x) est
mesurable par rapport & (t, x). On a ]A%(x)l =1 At;(x) Au(x—t) pour
presgue tout x. In appliquant le théoréme de FMabini on trouve x tel que

t A%(x) soit mesurable et que la relation Akt(x) = At(x) Ah(x?t) soit
vraie pour presque tout (t, u).

=)

A
Xy
On anour presque tout (t, v) 3

Posons qiy) =

) N -1
oy) - 87 () = ) AT () = a1 (x) = aly - t), et

4,5 = aly) + (2, o)™ pour presque tout (%, ¥).

fls Les opplications bt~ SA et t > S -1 sont fortement conti-
t qT,q
nues ; elles sont identiques cer ellea coincident sur ﬁn sous ensemble dense de R,

On a done ¢ V % A% =q . Tt qfl presque partout. Cela signifie que TG
et g H° ont lc nfme cocycle, c'est-a~-dire que '[[0= q .
Unicité

51 q H2 = P H2 ona P o. ’l‘t P =q s Tt q-l soit g = Tt (g) ‘clest dire

que g est constant.

Théoréme de Stone.,

H désigne un espace de Hilbert.

On dit qu'une famille {Eé AER de projectéurs de H est une décomposition

de l'identité si

3% 1im By =1 lim E

0
N i oo A e w0

‘h=



G

Alors VfE€EH VYV g€H N+ <E 'hf’ & est une fonction & variation
+ o
bornée et Vv € I°(R) on peut définir 1l'intégrale [ o) d<E)\f, gx Clest
-0
une forme sesquilinéaire continue ; il existe donc un opérateur continu unique T tel
+ o
que <T f, g5= o) d<E £, &.
- o oo
On utilise la notation T =j. o) d E?»'
oo

On a les propriétés suivantes 3

[(Q*‘F)dE)\=[<{>dE’A"‘j‘l’dEx
vace [woanea]sen
[eg i

Jevame(feen)([ven)

{E}"z?‘ o ¢tent une décomposition de 1(identité de H. s8i 1l'on pose

Théoréme 3

+ o0
U $ = f o )‘d E?\ on obtient un groupe fortement continu d'opér\ateurs unitaires

- 00

de H.

On a +eo
- it ™ i8 _

- 00
Donec jU& teR est un groupe
’ + oo
* =it A _ -1
Ut=f e dEX-U—t‘:‘Ut
- co

et Ut est unitaire.

Continuité i

2
o, £ -1 = < (U, - I*(U, = I)f, £>=<2I = U, - U_)f, £>

t
+ o0 + oo

llUtf-fH?':,f (2-2cos)\t)d<E)\f,f>=f lpsinz%d(HE}\sz)

- on - 00

«©
Puisque f L d(HE.A ) |2) = &|]£] |2 pour tout & >0

0



il existe o € R’ tel que [ L a (HEX £11?) < §
|7\|>«
Alors
« o
[ s’ Fadin e a® e [adlin 2l e o el
s -
Et

6l sV = = o, e-2l®<e
2 d°| |l
Ce qui prouve que h groupe est fortement continu.
Proposition 5
Soit SLU t} tep  Un groupe faiblement continu d'opérateurs unitaires
de H tel que U‘1 = I. Il existe une suite de projecteurs iP ! deux a

nj n€d
deux orthogonaux tels que 3

U, = Z 162'1@\2111: Pn fortement.

t
nez
Quels que soient {if’ gE€EH tr— <Ut f, 8> est une fonction continue
périodique de période 1. La forme (f, g) i-—?[ e-2:mn‘t <Ut f, gydt est
o

continue. Il existe donc un opérateur borné unique Pn tel que

1
=2imnt
<P £, 8y = e <U, f, gsdt
o) o g

Cet opérateur est hermitien :

_ 1 1

* — 2 —— 2 nt
<Pf, &> =<P_g, £> =j g2innt U, & B at = f T Ly, £, g5 at

o )

1 o
j ezmnt <U f, g>dt =[ e‘-h'thG <Ut fy 8>d8 =<F £, &>
s -]
Calculons U P
s n

1
‘ =23
<Us Pn f, g» =<Fn f, U-s 8>= [ e Annt d, f, U-s gy dt
o
1
-2ixnt 2ixns
= j e <'Ut+a £, g> dat =<e Pn f, 8>

o}



=1 0m

Par conséquent U P = 6217‘&13 P
2 n n
On a
1 1
i ~2immt ~2im(m-n)t
D » - = .
< Pmln fy 8> = '} e <Ut Pn fy, g »dt f 'e < pn £, g> dt
o o
Donc P P =0 3i mfgn et P2=Po
m n n n

Ce qui prouve que les %Pnlj nez sont des projecteurs deux & deux orthogonaux.

. - T - - - =
Soient Pe= 5 | Pn Q=1I«P VnéeZ PnQ 0
1 nE%
VEfVgVn f T G g r, g >dt =0
o
La fonction continue périodique + =3 < U_b Qf, g» a tous ses goefficients

de Fourier nuls. Blle est nulle Ut Q=0 et Q= U-t Ut Q =0 soit
I= S p
n

P au sensn forb. TPour tout +t on a donc
ned
U =37 U P =TT SN p
t — t n n
nes nEZ
. Théoreme 4 3
Soit )u ti ter W groupe faiblement continu d'opérateurs unitaires de H.

"~

Il existe une unique décomposition de 1l'identité F’% AR telle que :

o
elt)‘d EK

- 00

<+

U 1 est un opérateur unitaire, on sait qu'il peut se mettre sous la forme
1

U, = [ eZi’mP aF
1 P

(o]

U Fq) eat une décomposition de I telle que Fo =0 F, =1,

Définissant Ut par
1 1
ot = f PATED g F
1 4
o
on obtient un groupe uniformément continu d'opérateurs unitaires commutant avec Uso



=11

Posant Vt = Ut U;t nous obtenons un groupe faiblement continu tel que
Vl = 1. D'aprés la proposition précédente
_ 2ignt
Vt = E e Pn
ned
On a donc
1
2imt 2izto
U= 3 e P [ e ar,
ned o] 1
2imnt t _ ot =2ixnt _ 2iqbo =2immnt
<e PnUZL f, g>..<Ul f, e Png>.—f e d<F(pf,e | Png>
1 n+l °
2i’)‘.‘b((p+n) 211{‘5“
= F -— F f o
[ e d<Pr;¢ ‘Pf’ g> e <1<Pn - s B>
o n
Posant E = P +P F ol ] désigne la partie entiére
2 n L -[u]? (u] ig P e

-~
de M nous obtenons :PSH

it
v, £, 8>=[ elkdd&‘xfa >

-

Unicité
Sc.ent E)‘ et E;\ deux décompositions de I telles que
+o0 +oo
f eitx d E)\ = [ eit.‘\ a E;\.
- - .
Quels que soient f et g dans H les mesures d < E)\ £, 8> et

d< E;\ f, g> sont égales car leurs transformées de Fourier le sont,

Les Tonctions Ak~ <E, f, g> et Aw>< E)'\ f, &> étant continues

& droite nous avcns §

A
<E>‘f, g>=[ d»<E“f, g>=[xd<Eif, g» = <E7'Lf, >
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SE#INATRE DYANALYSE HAIMONI(GUE.

Bxposé n® 10 : B, MISCHLER.

Introduction,.

On z3it que le probléme aes espaces doublement invariants cest com:létement réso-

lu par le théoréme de Wiener. Si T est un groupe localement comdact abélien to=-

taloment ordonné, on peut définir daps LZ(G) des notions de fonchions analytiques
et de sim.le invariance.
Pans le cas de # ou K, on a vu que tout espace simplement invariant était
e do torwe q.H2* Hous allons voir que ce théoréme ne peut pas s'étendre méme
avec guelaouns modifications an cas général et parfois pour des raisons trés complexes
Nous nous limiterons uniguement au cas ou I est discret sans plus petit élé-

ment positii et par connénuent G est compact.

Notations,

H = f/f’CLZ(G) ; yy€ v ‘o’<0f(?§)=0}
Hi =1F/ren®; £0) = 0}

E ét.nt un ersenble mesurable de G 3
g = {f /£ €L £ =0 présque partout sur E}
Wb évant un espace simplement invariant on pose 3
ﬂbxzsx'ﬂb

q € LXG) ; Sq désigne l'opérateur de LZ(G) défini par :

5, £(x) = a(x) £(x)

On pose -
oS = N ¢
Y
HV;; est la "version & gauche" de Jits
Ty = U T,
IS S,
ﬂqu eat la "version & droite" de ™



Enfin :

Lemme 1.
n
La dimension de LY est inférieure ou égale & 1. De plus, les fonctions

de SLY ont un module constant.
11 suffit de le démontrer pour 9&0, car ¢

ax:SKﬁbo

Remarquons qe 1

vYso0 sX’TTb;' c)‘ﬂo;’

netit
car dans I' il n'y a pas de plus élément positif. Soient f et g deux éléments

non nuls de Lﬂ’o‘ On a :

[ . + s
vE>o0 ng(':‘m’o done Syg, £>=0

Mais o et g jouant des r8les symétriques et 1l'ordre étant total, on obil.ent que

VY¥£o fﬂ'ﬁg(x) <¥, x> a&x =0
G

Si 1'on prend g = £ ceci montre que lfl est constant,

Done ?g est constant.

-
.

Mais Fg et fF oconstants non nuls entratne que

g=kft

ce gul prouve que la dimension de 5&0 est au plus 1.
Fremier contre—exemple.

Hi est un espace simplement invariant qui ne peut 8tre de la forme ¢ H?. En
effet, H2 est égal a4 sa wersion & gauche donc q H2 aussi. Par contre, la version

& gauche de Hi est Hzo
On pourrait penser que le théordme de Beurling se généralise de la maniére



suivenbe ¢ toul espace simplenont invariant est de la forme g H2 ou g Hi. Dans
peuvbe direction, on n le thioreme trés général suivant s
théorene 1.
La condition ndécessaire et suffisante pour gqu'un espace simplement inva=
riant TTb soit de la forme ¢ H ou q Hi est que : dim Ql’o = 1.

- . . . . 2 -
Condition nécessaire. lLa version & gauche de 1-12 (ou Ho) est H 'y leur

.
version & droite est Hf) s oxr la codimension de Hﬁ dans H est 1. &kn outre
Sq est une isométrie.

Condition sutlisante. Soil ¢ un élément de 8,0 (non nul). D'aprés le

Jemne 1., lq_[ esh constont, on peut supposer ]ql = 1. ZIEvidemment ¢
s e M.
+ ('{ 4 € ¢ X
r 2
Les S ¥ g engendre L (G),
En eifet, l'espace engendré par les 3 y q est doublement invariant et il contient

q, fonction qui n'est jamais nulle,

Les SX q ¢tant orthogonaux, ils formen. une base hilbertiemme de LZ(G).
viso sxqe AN done quni

V¥<0 Syq est orthogonal & I, donc :

e . . I2 2 . N 2

Meis la codimension de q Hj dens g H® est 1 donc IO est égel soit 4 ¢ HY,
s 2
solta g Ho"
Lemarque

q est déterminée d'une maniére unique & une constante multiplicative de

module 1 prés.

Application,

Si f ¢ H2 (x) et si sa valeur moyenne est;différente de zéro, on peut

¢erirey, d'une manidéve unique 3



£ =q.8
ou g ev g aont dans H2 et ou @

]ql = 1 nous appelerons une telle fonction intérieure
Nog = H2 une telle fonction sera dite extériesure.

On désigne per mb P le plus petit espace vectoriel fermé contenant Ss‘f poux

tout” ¥ positif ou nul. D'aprds les hypothéses faites sur £, on peut 1'écrire 3

fea +J 5 ayel

¥>0
Donc 8i 3 est positif ; S)» fe Hio
. +
Soit . '.be C Hi
Mais, par hypothése ; £ n'est pas dans- Hio Donc : 8 (PN # DTD;

ce qui d'aprés le lemme 1 et le théoréme 1 implique 3

jﬂ')f= )Tb;:qHz

Done 3 f=igg avec |q]=1 qGHf.
ou
- 2
:)ﬂ;;g:q ;“bfz H

On a aussi l'unicité d'une telle décomposition.
Hemarque .
Le résultat précédent s'étend facilement au cas ol il existe dans. I un
plus petit élément Xo pour lequel 3
£ ¥,) £ 0.

Divers contre-exemples.

1) Supposons que I ne soit pas archimédien, I étant discret, nocus
allogs exhiber un espace simplement invariant qui ne peut &tre de la forme
q 2 (ou g Hi). Par hypothése 3
€T 3 a>0 3BpET:VREN nX¢ B
Posons 3

TG = {f/fELz;;‘(X)=O si In: Xsnoc}



I =8t évidemment simplement invariant et @
S, Mo = T
lads 2 S (g Hz) = sq 0 Sy (H2) Aa 1.

2) Supposons I archimédien. Il est donc isomorphe & un sous=groupe de

ma (R aiscret). Supposons que I soitun sous-groupe strict de R..

d
B0it enfin 3
vER, et © £ T,
Posons g
Ji = f/fEL2 ; 3(3) = 0 pour X<"cj

On a loaddiatemont g

Sog e je/fei® 2(¥) =0 pour y< 1)

IST(; = JtO

(]

Ces deux ensembles coincident, JO e peut donc pas &tre de la forme ¢ Hz ou qu<

On pouerait croire que, dans le cas de R;, le théordme de Bourling est vrai.
In foit, Helson et Lowdenslager trouvdrent en 1960 un sous—espace invariant dont
les versions & gauche et & droite coIncident. leur démonstration sfétend a des

sous=groupes de R. assez généraux, comme l'a montré J.P. Kahane. C'est: cette

d
construction assez longue que nous allons exposer maintenant dans le cas de md.
Rappelons, tout d'abord, quelques résultats. Le groupe dual de Ba est le

groupe e Bohr B. B est le compactifié de Bohr de R, donc il existe un isomor=
phisme entre R et un sous=-groupe dense Bo de B. Enfin on a le théorémé dad a
P. Melliavin 3
toute fonction de HlGB) qui s'annule sur un ensemble de mesure positive est nu
le presque partout.
Ceci implique le résultat suivant :
Ihéoreme 2.

8i I est un sous espace fermé de LZ(B) invarient par ‘T



e
(éléments positifs de I') et si il existe dans ITb une fonction f non nulle
telle que ¢
mes (f—l(O)) >0

alora JWb est doublement invariant.

Appelons Jﬂbf le plus petit sous=—espace invariant par r* contenant f,
Montrons tout d'abord que si mes(f-l(o)) £ 0, ]be est doublement invariant.

Posons 3

£20) = 4 a'on M C 310,

Supposons que :

3g€ IO

s 8 orthogonale & :ﬂbf.

On a @

v¥erT, ¥=0: [ £(x) g(x) (¥, x) &x =0
G

Donc f g € Hl mais f é =0 sur A d'ou 3 foé - 0 donc g=90 sur

CA mais g€ b p Gonc g est identiquement nulle.

Par conséquent, avec les notations de 1l'énoncé il vient :
j&h = :“E? C 1o,
Soit 3

F = {f / £ € Y, mes(f‘l(o)) A o}

et ®

= U
5 ger mf-l( 0)

Le deuxiéwme membre est bien, en effet, un espace doublement invariant qui est contenu
dans 'HZ; d'aprés ce qui précéde. D'ou :
!
Mais
2 !
avec

mes{(CE) £ 0 car erE,é{o}



Donec 3 Jo C ST(QCE
d'tou
£edo »£=0 sur (B » reF = re€ o,
=f =0 soit JU= {0}.
Corollaire.
={o} et b =L2(G)
Tos, .
En eflet, b, et JW_ sont doublement invariants donc fermés de fonc-

tions s'ennulent sur un certain ensemble. Mais 1 £ € Jlb et £ Z 0= £(x) £0
presque partout. Donc nécessairement on a le résultad énoncé.
Heus supposerons dorénavant que JTb est égal & sa version a gauche.
lLégignons par P’K la projection de L2 sur ij'X’ On a3

-1
A
En outre, les Py forment une décomposition de 1'identité. Aussi, d'apres le

théoréme de Stone,
o
+ith
Ut = i[ e d PX

aalQ
. cr s 2
définit un groupe & un paramétre fortement continu d'opérateurs unitaires de L (B

Désignons par 6y ou t €R, 1°Clément de B tel que :

it ¥

vY¥e Ry @ <oy, ¥>=e

L'opérateur de translation est défini par

(Tt £)(x) = f(x + et)

Les Tt forment eux aussi un groupe & un paramétre fortement continu d'opeérateurs

unitaires. Ils co¥ncident avec Ut dens le cas ou Jlb= H2.

On démontre comme dons le cas de R que U, o T__ commute aves les S

t t A

donc que :



ot ]At(x)l = 1 presque partout.
De plus :
At = Ut(l)
Done 1l'application t donne At est une application continue de R( muni de sa

topologie habituelle) dans LZ(B). D'autre part, de la propriété de groupe des

il vient :
(1) Yt et ueERm Mgy = At R 'l‘t .A.u
Réciproquement, étant donné une famille de fonctions -At de module 1 vérifiant 1
relation (1) et telle que l'application t donne At soit continue, si l'on pose
on cobtient un groupe, et d'aprés le théoréme de Stone, il existe des PX uniques
tels que : .
_ it
Ut = j. e dPX
-
avec 3
-1
PX = SX Po SX

car Ut et S.}‘ vérifient la relation de commutation de Weyl.

L'espace P°L2 est alors un espace simplement invariant. Ainsi, a toute fone-
tion At du type précédent, '.on a:fait correspondre d? maniére bijective un espace
simplement invariant.

Si  Jlb= q.H2 » Oob g est une fonction de module 1, la foncii¢n 4, :ssociée

est

-1
At"q"th

L'équation fonctionnelle des A‘b est exactement 1l'identité définissant un
cocycle de dimension 1 dans la théorie de la cohomologie des groupes, pour le groupe
des réels opérant (par 1'opérateur Tt) sur le groupe multiplicatif des fonctions

de module 1 définie sur B.



Les gobords agnt justement les fonctions du type ¢
q. T, a
Le théoréme de peurling revient donc au fait que le prgmier groupe de cohomojogie
st nul, clesi-h~=dire que tout cocycle est un cobord. Nous allons construire
maintenant un cocyele qui n'est pas un cobord.
Remarquons tout d'abord que si A% est un cobord on peut le prolonger con=
tinament en une application continue de B dans LZ(B). En effet, la translation

2
est un opérateur continu dans L (B). Le prolongement, qui est unique car 8, est

dengse dans B, sa'écrit :

Vy emn Ay(x) = q(x) q-l(x +y) presque partout.
Par extension, nous dirons qu'un cocycle ainsi prolongeable est presque . périodigue,
On peut démontrer que, inversement, tout cocycle presque périodique est un cobord,
mais nous n'en aurons pas besoin.

Soit zl, %2... une suite de nombres réels positifs tendant vers zéro. Posons :

VaeN A==\

Soit, d'autre part, des nombres Cis Cppees supposés positifs, tel que :
+00

:§: °n “n <t e

Posons

Enfin, soit 3

ithh
o) =357 o o, x> Q-5 P
n£0
ol
tER et x€EB
et Oﬁ $ <)‘n, X>

est la valeur du caractére N (éLément de ma) en X.

?; est une fonction réelle continue, comme somme d'une série normalement conw

vergente. Deplus, on vérifie aisément que 3



-10-

= + T
Urw T % T Ty Ry
Per conséguent 3

At.-:e =exp1(§) cn<)\n,x>(l-e 3

est un cocycle, évidemment continu en t.

53 l'on avait :

5T oepcte

Alors @

s, 12— "\ 4
Ol Y o= > C, <7xn 2 x>

et 11l a’=on sulvreis que

serait un cobord.

Par contre, si . tend vers 1'infini, il est bien connu gue powr X iiXE,
At(x) n'est pas uae fonction presque périodique (au sens usuel). Nous . .5 mone
trer, en faisant guelques hypothéses supplémentaires, que AtA n'est pes woii.o
périodigue dans le sens d4fini plus haut.

Supposons, en effet, qu'il y ait un prolongement continu & B, nous ie des’ -
gnerous encore paxr Ay(y €R).

On aurait alors le lemme suivant :

Lémme.

Supposons que y dans B satisfasse

YneN <xn,y>:1

sivrs 2 A (%) est constant.en x.
¥

Yormons la fonction i -

< A
By = Ay o T AT =exp (3T o <, x> (1=e Ha=-e ).



)]
rour tout réel v 1ixé, c'est une fonction prosque périodigue de K dans L2 dont
le prolongement ¢at
5 -1 . iulh
By = Ay . Tu,Ay' = exp 1(> o <A, x> (L-e P16 —(%h, ¥)))e

Mais 1'hypothése faite sur y, implique :

Donec 3

A_ =T A
y u y

ceci, pour tou: réel wu. Donc A.y est constant.

Corollaire.

&

Si L'on & ¢

‘n€N nfk A, y>=-1

My y> =~ 1

. &
Ay = exp ha.(ck Ao <A, x>+ o«

ou ok est un certain nombre réel.
wa démonstration est évidente & partir du lemme précédent qu'il suffit d‘appliquer
& la somue définissant Ay apreés suppreesion des termes de rangs k ev =K.

Les hypothéses que nous rcimulons, sont les suivantes @

+eo

~— o < A < 4 o
cn + ‘i"" Cnn

et enfin : les nombres %h sont ratiomnellement indépendants.

De 1'indépendance des kh’ il découle que l'on peut trouver des caracteres

Vi (k €N) sur R, tels que

vnfk <}‘n"vk>='l
ot : <7\k’ yk> = =}

D'aprés le corollaire du lemme, il vient s

Ayk = exp lm'.(c]lc Ke N >+ o(k)



Mads Ve st une sulte walinie d'élément de w, groupe compact ; eclie a Gone
wne valeur d'adhéreuce ¥ e in se restreignant au besoin A une sous-suite on peut
»

supposer gue tend vers .
i . IS N o

Or ¢
Voo €N <A, >=1
n? Yo
d'ou d'aprées le lemme, Ay cat constant. Hais Ay converge vers Ay dans la
. o k o]

nétrique de L~, & cause e la continuité, donc en particulier

Lim A dx = A dx g O.
v, M
B )

Mas N Y (e e
MALSGZ GOUSOOINS 3

. exp ble fRe<k, x> dx

i wirdtde aisémeny en développant 1l'exponentielle en série entiérs . .o cetie

intégride osh indépendaile de A, ({si A £ 0) et que, quand c¢ <tend ver: .'infini,

kd

1'integrale tend vers zéro.

lim j‘ Ay dx = O

B k

On obtient une contradiction, ce gui monire que la fonction At que nous avons

construite ne peut 8tre un cobord.
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SEMIMATIRE DYANALYSE HARMONIQUE,
Exposé n® 10 : B, MISCHLER.
(suite)

Fonctions extérieures. Théoréme de Kalliavin.

Rappels.
Soit & wun groupe compact, I' son dual supposé totalement ordonné (cs qui im~
plique que & est connexe). Nous avons démontré dans 1'exposé pricéacni que
si f € HZ(G-) et ;‘(0) # 0, alors on peut écrire d'une iwaiidre unigue

(& une constante multiplicative prés) :

f=q.8
ot
. , . t . . 72 3 .y J R PN
g est intérieure clest-aedire g € H et lq! = 1 presguc partGut.
g est extérieure c'est-a=dire j({gg = H2

Nous admetirons les deux théorémes suivents dont 1l'on trouvera la démonsvcration,

par exemple, dens "Fourier Analysis on Groups™ de W. Rudin (p. 208 et 210).

Théordme 1 ¢

-~
erHl(G) £(0) £ 0 JAket B ¢ H
f = (X a B
Théoreme 2 :
. " 5
£eH et j log Ir(x) | dx = log B’(o)l >e ow Sl = H

G
Fonctions extérieures.

Nous généralisons la notion de fonction extérieure de la maniére suivante,
Définition @

f est dite extérieure si 3

£feR et [loglf(x)ldx:logfg(o)b -



—2-

On a tout dlsbord :
Uhoorene 3 o

Si £ EH(C) et £(0)£0, alors:

ot g est intéricure st g ezl extdérieure.,

D'aprés le théoréme 1 on peut éorire :

= oo xet BE HZ
mais 3
£(0) = «(0) « p(0j

donc «{0) et @(0) sont différents de zéro. Dol

0= Gy gy et B=Gy « &
3i 1'on pose s
Q=4 « 4, 8 = & &
il vient
¥=q .8

g est ¢évidemment intérieure ; d'autre part :

g(0) = 21(0) . ;2(0) = exp {;r log g 8, OX}
U
dene g es8t extérieure.
Théoreme I ¢
8i f est extérieure alors :
l“bf = {;—;ﬁ-l = Hl
ou P parcourt l'ensemble des "polyndmes” de G.
Tout d'abord s No, < i,

in reprenant les notatlons précédentes il vient :



-oj.-

Or 3
£(0) = a(0) .+ £,(0) « g,(0) = la(0)l = 2
parce que f, & et &, sont extérieures.

Mais dtapres Parseval, puisque :

l4(0)] = I1all,

q est obligatoirement constante. Denc : f= g -+ 8 & une constante pres.

Si P est un polyndme quelconque :

fP=g -8, P soit 3WE.Z>81 8, P} 12
Mais 3 {gz P} o = il
L
Donc We2 8 HZD H2
* Sop - 01
car g. esl extéricure. als Im% est fermé dans Ll, d'ou :
ke
A
Mo, = 1

Corollaire 1. :

La décompésition donné par le théoréme 3 est unique, & une constante
multiplicative pres.

in effet, si f=qgg=q'" .g!
I1 vient :

:“Z)fchl=q'Hl

- on. .}
Donc g ¢? et q q' sont dans Hl, ce qui implique que ces fonctions sont cons-

tentes, mais

el
ffol ]
U

Lo

Corollaire 2.

Si £ et g sont deux fonctions extérieures de méme modle, elles sont
}
égales & une constante multiplicative prés.
En effet, on peut écrire :

f=pg ou |pl=1



iy

et 11 vient 3

Pone 3 est constente,

Corctlaire % o

.

- . . L ..
33 £ est sommedle eb si Jﬂbf = I alors £ est extiérieure.

P

Comme T € SYQf, ona £ €IH . Si £(0) était nul, toute Tonction ge ’Mﬁf,

aursit uwne valeur moyenne nulle ce qui est ebsurde. Done, on peub écrire 3

f=q.8

ou & esl extérievrc., 11 vient donc :

T
[o]
o
(@]

g
&.
O
vt
Eﬁ
=
)
o
(L
-y
16
cr
]
B
¢t
[ON
+5
&N
(v
—~
o]
n
®
L]

NMeus ailons wmelntenent éteblir une séndralisation de le description par b

Hourdiiug aes fonetions ewt

- .
Tonghiony oonjusades,

31 u et v sont dos fonctions réelles,; nous dirons qulelles sont conjuguées

si u + iv  esi enclvtique et v est de veleur moyemne nuilé. Etant donmé u  dans
2 . X N ; ' -
il y a évidemment une fonction v 2% une seule de valeur moyenne nulle telle
. - 2 SN . I 1 .
que v + iv soit dans H . 8i 1'on suppose seulement que u est dans L7, il

L

peut trés bien ne pes y avoir de fonctions v telles que u + iv soit dans -H »

Cependant on a le résultat suivant :

Vp : 0O<p<l BKP tel que :

*L/P

v u  polyndme s {v{p ax —J [lul dx

ey

ol v est le polyndme conjugué de u.

. . P 1 . .
tlaintenant; si u est uns fonction rée’le de LT on peut trouver une suite de
7 '\‘ l
polynbmes %ﬁn i gui coaverge vers u dans la norne de L, D'aprés 1l'inégalit
.,/

precédente la suite g%n egst de Cauchy pour la convergence en mesure. 5nlle a done
.
vae limite en mesure v, v sera dite la conjuguée normalisé de u (elle est uni-

A/l
que car v{(0)



-

flais, dfaprés le lemme de Fatou, 1'inégalité persistc & la limite cuzzd u  est
: . S AP . L LL
quelcongue dans L sn conséquence, lorsque U conmvergs ou sens Ge LT vers
(R
s - [ - ' ~
u {u  étant quelconque dans L), {v_ é converge en meaure vers v, ocu vy et v
‘L 0 R
sont len conjugués respectifs, au sens définl plus haut, de wuw_ et wuw. En Pérti—

r
culicr et clest ce résultat qui nous sera utile, il existe une sous—zuite de {nvn

gqui couverge Yaiblewent presqgue partout vers v
Théoreme 5 ¢

. . . N ] . - . . -
oa wo est réelle sommeble ainsi que & et si v est la conjugtée normalii-
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de u, exp(u + iy, ost axtéricurc.

Ecelproquement sl

on peut écrire

o u et & ¢ L'1 et v conjusud de ue
Busposons que u (et doac v)  scit un polyndme trigerométrique sur  G.  Si
1%on vose 3
o= exy 1+ iv)

il wicub 3

»]

,
e
<

o aad Ti o

| :
I 5 c R \JG
= exng[ log|f] Qf>.

o}
P

n K » (i ¢ '{",.F_::‘; — -~ r
j () ax = >, ! utdy) = S % {(u + iv) dx = e[| w«ivax )
0

)

In
e
1
Comme 1 est évidemment deng I et gque log!f[ =u est sommable, [ est

extérieure,
Plus géndralement, si w et v sont borndes, u + iv peut &tre approché uniformé-
nent par des polynlmes et les deux propriéiés de f passent & la limite.

N
Ps

., nous allons devoir utiliser deux passages & la

Pour obtenir le cas génés
limite successifs, méthode que ncus rencontrercns vlusieurs fois au cours de cet
@xposd, Supposons que u  soit bormé ev pas v. £n passant éventuellement & une

-
cous-suite, on peut trouver une suite 2u ? de polyndmes convergeant uniformémént

nJ



- ~
vers 4 tandis gue ’vpé converge faiblement presque partout vers v,
L

Alorg, dfaprés le thdéordne de convergence dominée @

sy

IM - w4
ieu+¢v G 1 n%

] -

. . . - <L . :
tend vers zero. Done £y comme limite en norme L7 de fonctions de Hl, est

A -
danz 1's Do plus 3

G

j ju dx = log e:cp(un "+ iv o.;:)
G G

K
b
oY :
:

passe o Lo hadte doochogue ofié, done T ket extéricure.
ATCRENEI . S P4
LPETe HIL ke b mas hovnes, posons ¢

P 5 -1 £33 &n
}
U_oo=4on S v > n
S
1 <2

S R SRS S vl

Une foic wocore oa oaul suvooser cus los fonctions v, convergent faivliement pres—

- . . . VALY
da convertence domninée woitre gue = est la

F P S SO N 2 -G
Qi T G0UT Vars Ve  Le Thoewx

- un+iv-n 1
Tiudte Qsrs LT 4z e donc £ est dans H . De plus, I est extérieure
par wa A la lamite Jans la formule de &dfinition des foncticns exterieures.

Réciproquement, supposcas que s

soit extérvicure.
s e . . . u

Ceci implique que lcgéf] = u soit sommable et comme f est sommable, e  1'est

aussi. Soit v¥ la conjuguée de u. Dfaprés la premiére partie de ce théoréme :

REBRoE
e
~ ~
est extérisure. Comme elle est dc mfme module que f et que v (0) = v(0) = O,

or & 1 vl = v

Mesuires de Cauchyv.

A partir de maintenant, T a3t R, et Jcue G est le groupe de Boar B,

On apyelle BO l¢ sousegroupe dense de B isomorphe & R.



5oit 1 yn nombre tel que : O < r <1, 1a fonctlon r A ER
ot définie positive done d'aprés le théoréme do Bochner c'est la transformée de
) Al |
Fouricr d*une megure positive e De plus, r " étant continue pour la topologie
de B la mesure ", est portée par Bo' Comme elle est positive; toul sezment
A
de Bc porte pfjy partie de la masse K. et comme Bq est dense dans B, 1l s'en
suit que e charge out ouvert de B non vide. ligis on peut m&me prouver le
lemme suivant g
Lenme 3
81 g est la foncbion caractéristique d'un ensemble de mesure positive

3

£
[
(@]

, alors pu_o g > presque partout pour la mesure de iasar de B.

Znooliet, sinon on aurait

sur un cnsemble de mesure positive, dont h désignera la fonction caractéristique.
Posons :

h'(x)

]

h(-x)

p.o% g = h*(0)

- j‘ h(X) e ur % g(X) dx = 0

B

Mais g = h'! esl une fonction continue non nézgative et K. charge positivement
tout ouvert de B non vide. Par conséquent : g % h' eést identiquement nul,
Maig 3

]gx:h*dx:fgdxxjh'ax,éo

car g et h?! sont des fonctions caractéristiques d'ensembles de mesures positives,

On obtient donc une contradiction.

s

L. 1A
Lheorcme O

Si f est une fonciion exiériecure, alors :

log }ur 3% f! = f, % logif]



pour t oute fonction u sommable réelle, ainsi que e’ et de fonction conjuguée Ve
Prouvons 14 d'sbord dans le cas ou u + iv est un polyn8me.

Si P et Q sont des polynBmes 3

pp ¥ (PQ) = (Pr % P)(Pr * Q)

comme on peut le voir aisément en comparant les coefficients de Fourier des deux
membres .
En particulier

#r*Pn":(llr*P)n

D'olu 3 .
+ oo H *Pn + (P :kP)“
0 n.‘ O n o
ce qui est bien ce que nous voulions prouvere.
Pour obtenir le cas général, on fait les différents passages & la ... "o décrits
dans le démonstration des théoréme 5.

Théoréme de Malliavin,

Pour toute fonction de H;, on a

log lur v £ s H, % loglt]

It

Supposons tout d'abord que f£(0)£ 0, elors 3 f=qg

Mais 3
pow (ag) = (u % a) o (u, * &)

comme on le vérifie aisément en prenant pour q et g des polyndmes et en passant

4 la limite dans LY. D'oi

log |u, % £| = log|u, * &] + 1og |w, * a| < log |u, = &



car 1

lql 2l = Iur ® ql ¢ 1l presque partout

1la masse totale de H. étant égale a ° = 1. Mais g est extépleure, d'ou en
appliquant le théordme 6 13
log I“r v« f| < W * loglg| = W, log|f].

L3
Si £(0) est nul, 1'inégalité est quand méme vérifiée pour f + & . Le lemme
de Fatou montre que 1l'inégelité est encore vraie & la linmite.

Corollaire @

Si f¢€ H;(B) et si elle s'annule sur un ensemble de mesure positive f

est identiquement nulle.

D'aprés le lemme si f s'annule sur un ensemble de mesure positive

By * log|fl = =
D'aprés le théoréme de Malliavin, ceci implique que
10g lyr*fl = =

Done
yr#fa-o

Mais la transformée de Fourier de M, ne s'annule jamais, donc la transiormée de

Fourier de f est identiquement nulle, il en est de m&me pour f.



Orsay 1965 ~ 1966

SEMINAIRE D'*ANALYSE HARMONIQUE,

Exposé n® 11 1 de K. HARZALLAH,

Fonctions opérant sur les fonctions

définies=-négatives & veleurs complexes.

1. Définitions et notations.

Soit G un groupe abflien localement compact, on note é le groupe dual et
‘{G) 1'ensemble des fonctions continues de G dans .
Le groupe G est dit illimité si pour tout entier n >0 il existe x € G
tel que k.x #0 pour k =1, 2,..., n.
La fonction ¥ € ‘6(G) est dite définie négative (Beurling, Schoénberg...).

Si la forme hermitienne

Eg; ggg [¥(x) + W(x)) = w(xg=x;)] ¢, G5

i J
est positive, quel que soit 1'ensemble des n points x, € G (n =1, 2...).

I1 résulte de la définition que l'on a :
Re v ¥0) 20

et que % est définie négative desque ¥ 1l'est ; de plus si ¢ est de type posi-
tif alors @(0) = ¢ est définie négative.

D'aprés Schoénberg [2] une fonction ¥ est définie négative si et seulement
8i 1'on a {(0) > 0 et exp(~t §) de type positif pour tout t > O.

Il en résulte que

a) toute fonction définie négative est limite uniforme sur tout compact de

fonctions de la forme @

(1) Wx)=a+ [ [1 - x(x)] o{a x)
&



~

oi a € mw et o est une mesure positive de masse totale finie.
b) toute fonctiom f, définie pour z € €, éle z32 0, par
(2) (z) =a +pz +Yz +ff [1=exp(=tz = sz)] u(at, ds)

o 0

opére, par composition, sur les fonctions définies négatives sur G.
Dans cette formule a, B, ¥ sont des nombres réels 2 O et pu est une

mesure positive sur Rf_ ne chargeant pas l'origine et telle que

t+s
/qu e p{dt, ds) < w0

¢ 0

be but de ce ¢ravail est de démontrer le théoréme réciproque suivant :
iugoremo
i G est un groupe abélien localement compact illimité, toute fonction
f définie et continve dans {z € ; g{,e z ;0} et qui opére sur les fonctions
définies négabives posséde une représentation intégrale de la forme (2). Une telle
représentation esf unique.

On se restreint aux groupes illimités pour la raison suivante : quand G
est quelconque les fonctions qui opérent ne peuvent 8tre étudiées que dans le cdne
de € dderit par ¢(x) pour x € G et ¥ définie négative.

L'adhérence de ce c8ne est le demi plan fermé {z €¢C, Qe Z 2 O.S s seulement
si G est 11limité. De plus certains lemmes techriques ne sont pas valables pour
tous les groupes.

Il est plus commode d'étudier les fonctions définies dans & 2> 0 et qui
opérent., On appellera donc & l'ensemble des fonctions de la forme (2) restreintes
& ((Re z > 0 et on utilisera les notations suivantes :

N(G) désigne 1'ensenble des fonctions définies négitives sur G.
N.i(G) = {q; 3 ¥ € N(G) et bomée}

My(6) = [¥ 5 ¥ €8 (6) ot ¥(0)> O} .

Q(6) désigne 1'angle ouvert



3=

{a+g(1-x(z));aet B réels>0;x€a; xeG]

Ainsi Q(G) est l'ensemble des valeurs prises par les ¥ € NZ(G) ; 81 G est
111limité

Q(6) = {z;zecgaez>0}

FN(G-) désigne l'ensemble des fonctions £ définies et continues dans Q(G) et tel
les que f oy€ N(G) pour toute \PG‘NZ(G)".

Remarque

On peut démontrer que dans le cas o G est illimité, toute fonction f défi-
nie dans s z 2 0 et tolle que f o ¥ € N(G) pour toute V€ N(G) est nécessai-
rement continue dans 1'ouvert 829 z >0, et ce, en adaptent une méthode due a

C. Horz[1l] et en utilisant la relation

[=x) + Wy) -u=x-y) 12 <k Fo y(x). Rev(s).
valable si € N(G) et y(0) = 0.
On écrira FN(G)C FN(G') pour dire que Q(G')C Q(G) et que la restriction
& Q(G') de toute f € FN(G-) appartient & FN(G').
Enfin on désignera par FP(G) 1'ensenble des fonctions définies sur 1l'enve=

loppe convexe, [NG), de
{a- Ax) ;5 e€ [0, 1[5 y€ G et XGG}
et qui opérent sur les fonctions ¢ de type positif telles quen (0) <41 . On

utilisera les propriétés suiventes de FP(G-) établies par C. Herz dams [4].
2) 81 G est illimité, G' discret quelconque et Ty est le tore discret
on a 3
F (G F (T F (G').
(3) p{8) CF(T5) CF (&)
b) Si G est 11limité et g€ Fp(G) alors il existe une suite a_, (m et

n entiers » 0) de nombres réels » 0 tels que



(&)  alz) = }:O a 203 pouwr z€€, |z <1.
m;re

2, Lemmes pedliminaires.,

Lomme 1,
Si W € N1(G) glors 3 m>0 tel que m =¥ soit de type ; -sitif.

vémonstration : On peut supsoser w(0) = O, Posons M = sup bl ox

Wt = seap(=t w)) pour t > O.

ok =

- - . 3 # 1 t'A - » »
L'inégalitd [V, = Wl <g (e = tM ~ %) montre que ¥, converge uniformémént
LY
vers ¥ aquand +  Lend vers zéro.

Diautre pord oa peut éerice

i () = [ [1 = (0] py(a x)
¢

ou p, c3t une mesure positive de masse totale findie sur E.

Soit {V&} un systéme fondamental de voisinage de O dans 8.
A chaque Vi on peuﬁ faire correspondre une fonction f¢ de type positif, a
support dung Vg o3 %elle que 0 < fg <1 et £4(0) =1. Soit wvg la mesure
associée & fq ur le theoréme de Bochner. On a wg 2 0 ; pyg symétriqus et
[ ve = 1. On dira que g € ‘&(6) posséde une moyenne m(g) relativement i {VJ
si Ve300 3V, voisinage ?e zéro dans E. tel que\ ’

Ve CV = g # va(0) - m(e)| < &«
Montrons que Wt et V¥ possédent chaiune une moyenne.

On a

¥, * va(0) = [G ¥y (~X)yq(ax) [ 1= ()] py(a)
o

Lin yy % ve(0) = ut(G\{O} ) = n(¥,) = m,.
veis Y, converge uniformément vers ¥ et vas ¥(0) est un nombre réel, donc

Vesd 3 to>0 dtoloue Og te to= lwt -y¥] < e



puis

m - & $ lim inf ¥ #vq (0) € Limsup ¥ # ve(0) < m, + €

By
Donc 1 posséde une moyemne m et m, => m quand 1; —> 0. TFinalement si
1'on suppose que  p {O} = 0 (ce qui est toujours possivle) m - § apparait
comme limite uniforme de m, = \lft qui est de type positif.

Le nombre m est le plus petit réel a tel que a = § soit de type positif.

On a de plugs m ¢ sup 8,\1;.

Conséguences ¢

- 8i TeT () etsi Jor=0 alors £=0
1=b  S8i G est illimité, £ € FN(G-) et 1> 4 alors il existe A 5 0 et

amn > 0 tels que

A - = n -)B -
A= f£(z) = m;éo a (r=2)" (r=3z) | pour |r zl <1 .
l-¢ In particulier, dans les hypothéses de 1-b, si f£(x) = 0 pour tout
xréel >0 ona f =0.

1-4 Soit & illimité ; & tout z € C, Re 2 o > 0 on peut essocier deux
réels a et b >0 tels que :

) lf(zo)l <2f(a) , Ve F6)
) l'a’;'c f(zo]l + |% f(zo)i -2 &i’b) Vv £ € F(6)
(ici on pose z = x + iy)
l=¢c Si G est illimité et '].‘(1 est le tore discret on a
FN(G) CFN(Td) ; et si G' est discret quelconque on & FN(Td) - FN(G').

Démonstration :

a) Soit Y€ NZ(G) 3 alors foy€N, (&) car £ est continu: et

L3

bornée., Il existe donc une meswre p, positive,de masse totale finie sur G,

telle que :



b

240)) = (K0 = [T = =) e
G

Par suite si de £ = 0 » p est portée par :

N { + ;3 x € G} = {O} . (Gei % = {?; Y€ 5 et ¥(x) = 1} )

Ainsi f oy =0 pour toute ¥ € Ny(G) denc f = 0.

b) On sait que f est continue dans {z : Ke z > 0} . Soit
A 3 sup {]f(z)[ 3 e - 2] < {}. D'aprés le lemme 1, la fonction A - 2(r = ¢)
est de type positif quelle que soit la fonction ¢ de type positif vérilicnt
K0) <1 « Dtaprés le résultat de C. Herz rappelé au § 1, il existe une suite

a >0 (m et n entiers » 0) telle que

A~y - = > m -n
z) o a % Z pour lz] <+

=y

d'olt r¢ risulict annoncé.

c) Si #{x) =0 pour x € R, alors, d'aprés ce qui précéde

£(z) =0 pour |r =13z ¢1.

Or si ¢ FN(G) la fonction z w» f(3 z) appartient aussi a FN(G) pour
AER, . L s'en suit que (f(x) =0, v x R+) = (f (z) = 0,v Z)e

d) D'aprés le b), toute f € FN(G) est de classe € pour Re z s 0. En
outre on reut trouver deux nombres réels a et p tels que : '

O<pca et [zo -al < p
posons I = a/p et b=a= [zo - al.
Soit f € FN(G). La fonction g aéfinie jar g(y) = f(P %) est dans FN(G)‘
On peut donc éerire pour |r = x| <1 3
s(r) = 8(z) = =5 & (r=2)" (r-p"
Tt

I1 vient alors ]g(rﬁ -8(z)| < a  |r- g}m+n = g(r) = glr=|r - z]) < &(r)

done |g(x)] < 28(x) puis  [£(z))] < 2 £(a).



n o de méme, en posant & =& + in ¢

: 0
igg 2(@)] < gg glr=lr = Z]) et aussi lgﬁ g(2)] < agg(r-lr -z

=l

Ky

) D . )
3to |53-C £(z,)| + 1537 f(zo)l < 2 = £(b).

e) D'aprds le résultat de C.Herz rapbelé au §1 on a :

F (¢) cF (T F (c*).
J(8) CB(T) B (6)
D'autre part on peut montrer l'implication suivante :
FP(G1) C FP(Gz) = FN(G ) CFN(GZ)

ou G et G2 sont deux groupes abéliens localement compacts quelcongues. ZIn
effal soilent r > 1, E 1l'adhérence de [r - H(G1)} et f € FN(G1). Posons
A = aup {lf(z)l ; z € E} et soit g la fonction définie dans H(Gﬁ) par
glg) = A = f(r = 2). Aors g¢ FP(G1) et la restriction de g & TKG,) est dar
FP(GZ).

Seoit Y ¢ NZ(Gz). I existe ® >0 tel que 1 = @Y soit de type positif ;

>

alors 1 = a W(x) € H(Gz) pour tout x € GQ puisque 1 =~ dw(O) < 1. Il s'en suit
que A~ f(r -1+ al) est de type positif.

Mais si ¢ est de type positif, ¢(0) - ¢ est définie négative donc
flr =1 +af) - f(r~- +ay (0)) € N1(G2)

Par suite f£(a ¥) € N1(G2) Ve FN(G-1) car f(E) 20 si E>0 et zia¥)
est limite de f(r = 1 + @f) quand r décroit vers 1.
Donc f(;- ca¥) =£(Y) € N1(G2), Ve FN(G1) ce qui démontre l'imnlication
et le lemme.
Lermme 2.
Zq désigne le groupe des entiers modulo q.

a) Soient V¥, et ¥, € G(G) et soit ¢ € e(c @ Zé) définie par .



8

ox, 0) = §(x) et olx, y) = y(x) si y#0
flors gl ¢ € N1(G & zxq) ona Wy, = ¥, + 1;2(0) - 1;,1(0) € N1(G).
b) Soient ¥ € m,(e), aCR_ et o définie sur (¢ © %) par
@, 0) = §W(x) et, pour y£0, par ¢x, y) =a + ¥Wx). alors ¢¢€ N,(G ® Zq).

Démonsgtration ¢

a) Il existe une mesure p > O sur le dual de G @Zq télle que

€z, ¥) = €0, o) + [ (1 = x(x) « 2™9/9] ay, an)

On en ddéduit

¥,(x) = o(x, 0) = «(0, o) + jdp-fx(x) u(dy, z’q) et

L0+ (o) ) | 2= ST oelx, ¥) = 0, o) [ au -[x<x>. (ax% {0} )
q L 4 1 %5 .

ou p est la mesure positive

Wdx) = Kdx, 2)) = wdx, fo}).

b) Soit ' 1la fonction définie sur Zq par

¥(0) =0 et Y(y)=a s8i y#£0O

ona Y'EN (Zq) et x, y) = ¥x) + ¥'(y) donc ¢€ N2(G@Zq).

Lemme 3
On définit =, f par T £(z) = £(z + a) - £(a).
S'il existe q entier 3 2 tel que F‘N(G) C R (G + Zq) alors Va0 et

VFfeETF (G) onas
N

f-1 € FN(G)

Démons tretion

Soient £ € FN(G), a>0, V€ NZ(G) et ¢ comme dons le lemme (2, D) ;

alors f o €N (c-@zrq).



D'aprés le lemme (2, a) on a ¢
£(¥) = £(y(0)) = £(a + ) + £(a + ¥(0)) € N, (6).
Cette Tonction s'écrit :
(5 = <, 2)¥) - (£ = 5, D)HO)
On peut alors conclure si l'on déiontre que (f - T, £)(E) 2 0 pour tout

g réel > 0,
Or la restriction de f aux réels > O est croissante et > 0 (parce que
yenNG) = & ¥v>0) 20). Prenons ¥ telle que ¥(O) = @ >0 ot
w(xo) =a+Epourun x € G. I wient : |
(£ - T £) (¢ + E) = (£ = T, £)(a) 2 0
Par subte (faire a ¥ 0) (f - 7, f) (8) » £(+ 0) > 0
Conséquence 3

3i f¢ FN(G) alors sa restriction aux réels > 0 est concave. In effet

si a»h >0 et 81 g=1£f - T £f il vient :

r, (£ 5 ay h) = £(a+h) + £(a-h) - 2f(a) = g(a-h) - g(a) < O.
Lemne 4.

On notera pgur O<r«<a et pour p .entier 2 3

p~1 .
' 2 v
Nt srsps2¢a) =2 S 2z +a-1e P = g(s)
P 720
8i feTI(6) et si FN(G) CFN(G @zp) alors g et f - g+ g(0) € Fy(a).

Démonstration :
. 2imn/p!
Soit \IIENZ(G-). ma f(Yx)+a=re ) €N1(G®ZP).
I1 existe donc une mesure U 20 et de masse totale finie sur le dual de

G-GDZU telle que
&

f(Hx) +a -1 ezj’m/P) - £(0) + a-r) =f [1- A=) exp(2imn/p) 1 Lax, dn)

-1 vient alors



(4:)) = £(0(0) + amx) = [au = [xtx) (e, {0])
(4() + o) = £(5(0) + ame) = [a - [x(x) (e, 7)

par suite, en désignant par v(dx), la mesure positive - {dx, zp) - uax, {O})
on a8
2(¥(z) + o) = g(¥(x)) = £(H0) + o) + 5(H(O) = [ 1= 2T v(@0)-
En particulier si & est réel > 0 ona : f£(E + a-r) ~ g(&) > f(a-r) - g(0).

Tl s'ensult que

T L =8+ 5(0) € m(6).

Le lcmme précedent premet alors de conclure puisque

£-7 TE WN(G).

3. Btude du probleéme -

£~ Le théortme que nous avons en vue sera démontré si on prouve 1l'inclusion
(5) "(T) ¢ &

En effet on a toujours 6; CIFN(G) et, d'aprés le lemme (l,e) pour & illimité
FN(G) Cl«N(Td).
Actuellement FN(Td) est un cdne convexe de fonctions définies et continues
dans le demi plan ouvert {@s 2 >'O} 5 de plus il est fe:mé pour la topologie

de la conivergence uniforme sur tout compact. FN(Td) est saillant. On a en effet

d'epres le lemme (1,a)
(£ et —tenr)) = (Rer=0) = (£=0).

L*inclusion (5) sera démontrée par le théoréme de Krein et Milmann.
A cet effet on montrera que FN(Td) posséde une base convexe compacte métrisable
dont on déterminera L:u éléments extrémsux.
Proposition :
[* %
Soit & = {f ; € FN(Td) et j £f(t) e " dt = 1}

p o
35 es3t alors unc base convexe compacte métrisable de FN(Td)'



—l]_—

Démonstration 3

Comme la restriction de f € FN(Td) aux réels > 0 et concave et positi-
ve, 1l'intésrale existe toujours. D'autre part o{% rencontre toutes les génératrices
de I"N(Td). En effet, si 1'intégrele est nulle pour une f € FN(Td) on aure
f(x) = 0 pour x € R, donc f =0 partout d'aprds le lemme (1,e).

La compacité de R ost démontréed l'aide des théordmes d'Ascoli et de la
convergence dominée.

Soient £ € Bet x>0. Onac:

g A =f £(t) e at » £(x) . f etat+ 1 2(x) jxt ot 3t = 1—'—?—{ £(x).
X 0

o
par suite £(x) ¢ —= et e X £(x) g =
ERaL» o X
1=-e e -1
fo° ) -t FO ] -t =X b
B) 1=] ©(t)e dtyx | £Y(t)e At zxe f£'(x).
Jjc $ o

Tei f£1{z) daésigne -g-}-{ £(x) ; 1'inégalité est valable car e - £'(x) est
x

: Soroisss \insi & e

(ieroissante. Adinsi axf‘(:»c) <= .

D'amrds le lemme (1,d) il vient pour Je 2, >0

) sup {#(z )] s oiu a >0 ne dépend que de Z e
fed © {=e
(10 2 2°
' qUT | e o —— 5 5
8') }21&{,&( f(zo)l + I&y f(zo)l} < S~ . o b >0 nedépend que do 2z .

D'aprds le théoréme dfAscoli B est relativement compacte.
iais & est aussi fermée ; en effet si f est limite d'une suite {fr& c 35,

~es relations
-t % -t ..
:f'n(t) e € eT; ot f . fn(t) e ~ at = 1

entrainenet que fe 836 .

(C) Génératrices extrémales.

Soit f un élément d'une génératrice extrémale do F {1 Pour un entier p

i’
wmé > 3 il existe d'aprés le lemme (1l-e) d'une part et ies  nes (3) et (&)



Jtautre part, un nombre X(a, r) € [b, 1] tel que

MNof 50505 z+a) = d(f 575 p; 8) = Ka, v). £(z)

L ot
[aay

f(z+a) - £(a) = K(a, 0) . £(z) = k. £(z).
Or f est de classe C® ; son laplacien au point z + a est limi..,

quand 1 =~ O de

)
5 LMt 5 x5 p, 2va) = £(z+a)]
r

Par suite lim &5 [X(a, r) - K(a, 0)] existe.
r =% 0 1
Soit € = C(a) cette limite.

Cn pew . 2lors derire

(0] T, (A £)(2) = Af(z+2) = A £(a) = C . £(2)

(7)

1°) Supposons d'abord que la restriction de f aux réels > O scit non barnée

<

N £(z) = f(z+a) = f(a) =k . £(z).

11 vient alors k = 1, sipon 1l'inégalité f£(x) < f(x+a) entraine, con.te tenu

de (7) , £(x) < Mﬁ&_}_

T el

Par suite f(x+a) = £(x) + £(a) pour tout x et tout a réels » 0. Il
d

ong :
existelun rombre réel A %ol rue £(x) = A . x. Le nombre A est diffévent de

.

it

zéro sinon f(x) = O pour tout x € R donc f
La relation (7) devient f(x + iy +a) =A . a + £(x + iy).

Por suite, compte tenu de gE f(x + iy + a)

it

ga f(x + iy + a) il vient

0 .
= f(x + iy) = A.

I1 exdste donc une fonction g de la variable x de classe v '(car f est
de classe C7) telle que f(x+iy)= A «x+g(y) et g(0) =0.
La relation (6) montre que g est un trindme Ge second degré. Ainsi f se pré-

sente sous la forme ¢

f(z) =f(x+iy) =az+pz+ Kyz.



Le lemme (1-b) montre alors que @ 20, B 20 et ¥ =0 .
= Finglement gi £ ecust extrémale et non bornde sur les réels > O alors ellg est
proporbionnelle soit & 2z sSoit A 7z

29) Supposons maintenant que la restriction de f. aux réels > O soit bornée
Soit m = xl”‘_.»_m_'mf(x) = sup ‘f(x).

Ona m>0 (sinon £ = 0). Il est facile de voir que la fonction
h = %}(m-f) vérifie h(x+a) = h(x) « h(a).

Par conséquent :

oubien h(x) =0 Vx>0 donec f{(x)=m et k=0 puis £(z) =m ;

b

wA,
va bien E(x) >0 et 3N >0 tel que h(x) =e = 3 on en déduit alors

=\ —A
fx) =m(1=-e ) ot k=EKa, 0)=e =
2 . 3 .
Dans ¢¢ was comme % f(x + 1y + a.) = 5; f(x + 1y + a)
cn obiicut compte tenu de (7)

%f(z):-);f(z)-&-m)\ (z = x + iy).

Il existe donc une fonction g de y de classe C® (car f est ie classe

<

) telle que
A .
f(z) -m=e x(g(y) - m) avec g(0) = 0.
La velation (6) permet de donner une expression de g.
On bbtient en effet g" + (12 - C(a) . e)"a)(g - m) = 0,
Il existe alors trois nombres complexes ¢, B, ¥ tels que
g(y) = 81 -emy)+2((1 - o ) avec P + ¥=m
Per suite
£(z) = B(1 = & WY 4 Y (1 . 7 T
ou, sous une forme plus symétrique

3(1 - e-tz—sz) + ¥ (1 . e-—t'z—sz)

£(z)

avec B+ ¥=m>0, t+s8.=2A>0 et g, ¥, t, s€C.

i

Le lenme (1~b) memtre que les nombres B tP 5% 4 ¥ 4% P sont réels > 0 pour

A

P et q entiers > 0 et p + q > 0.



On voit alors sans difficulté que

It] # |=| » t,s,8 et Y ER, A
15| = s + t=3>0 et £(z) =ml1 =e .)

= Tinalerent si f est ex’%rémale, bornée sur les. r\éels > 0 et non constante,

1

alors elle est proportionnelle & 1l'une des fonctions :

1 = exp(= tz - 5z2) avec t et 520 et t+s > O.

!
En conclusgion on peut énoncer @

Pronosition 2. Les ¢lements extrémaux de % sont parmi les fonctions
1 - e-tz-sz

£f o= 9 - ¢1=z;f -'3‘-; f

. = 2
-t N TS (1 +t+s8) avee +t et 520

() La représentation intéerale.

Les fonctions de la proposition 2 ne forment pas un ensemble fermé dans Sb.

m falt, on peut démontrer le résultat suivant :

Tooonition 3. L'ensemble {ft g 3 t20,830, t+s > % muni de la topo-
2

~0gle induite par celle de B st homéomorphe &

P:i(t,s);t;O,sao, t+s>0}

De plus son adhérence est formée des fonctions 3

- - ‘-1i li'
£o5 T, 58 =gt v e

Corollaire.

q avec x € [~1, 1],

Soit f€ § . I1 exdste a, B, § réels > 0 et p une mesure > O

portie par P vérifiant :

a+ﬁ+X+j dp = 1
P

f=a.f_+pf, +¥f_, +[Pi‘m3 u(dt, ds)

En particulier, si He z >0

- i - e—tz-—sz
fz) =a+Bz+ &z +'/w jm (1 +t+s) .pu(at, as).
o Jo

t + 8




~15-

(E) Unicité de 1 représentation.

On veut démonirer que la domnée de f € & détermine complétement @, B, ¥

et pe Il est ciair gue 1l'on a, d'aprés le corllaire précédent 3

@ = lim£(x) ; = 1im—g-z-f(x) ; ¥=1in & £(x).
XJ,O xToo Xlo @2

Soit dlors g € FN(Td) définie par :
o) = (8-, D) .6
o
on a plus précisement :

6(z) = a f [:[1 - &Y | (at, as)

Soit (z) = a + { du = g(z) = = g(z) + lim g(x).
J x'%eo
La fonction h ne dépend que de f et se met sous la forme

n(z) = j: /:e'tz"s; . {at, ds).

m n o 00 -

/:ﬁ) <—§> n(1) =j j 75" o (*'*S)p (at, as).

\%/ \&
oz o Jo

Ainsi la transformée de Laplace de p est bien déterminée & partir de £,

Par suite

donc u aussi.

Corollaire.
fe° H f1 ; f_1 ; ft,s sont toutes extrémales.

Références.
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SEMINATRE D'ANALYSE HARMONIQUE.

Txposés n° 12 = 13 : P. TURPIN.
Sur une clagse d'algébres topologiques.

L'objet de cet exposé est une généralisation de résultats obtenus par

W. 7elazko sur les algébres p-normées ([5] et [6]).

{

t{. Pspaces vectoriels topologiques pseudo localement convexes.

hue g si O<p<ili, 81 a8,b>0 ona

(a+b)? < &P + bP

comindtion s

e o,

Stant donné un espace vectoriel E sur R ou sur €, unepseudo-semi-
norme de I esl une application v de E dans B telle que, si x€ E, y€E,
N est un scaleire,

(1) v(x) >0

(2) v(xsy) € v(x) + v(y)

(3) v(Ax) = IMPv(x), ot O0< p<€1 indépendant de M et x, sera

noté p (v).
On dira que v est p-homogéne si p(¥) = p.
8i Vv(x) =0 = x=0, n dira que V est une pseudo-norme.
On écrira souvent p.s.n. au lieu de ﬁpseudo—semi-norme.

~ 51 v est une semi-norme, s8i O< p <1, v? est une p.s.n.
p~homogéne.

- 31 « est une mesure (abstraite) définie sur un espace mesurable (T,%)

(au sons de Halmos), si Lg est l'ensemble des fonctions complexes & puissance

.

pe sommable pour a, avec 0 < p < w, Lg constitue un espace vectoriel sur ¢

et si



-2-

= || flp da pour p gl

=[]] £ dfﬂl/p pour p »1

Ky ost une p.s.n. p-homogéne de LP.

ud:P

Si p est une pe.s.n.de E, 81 g >0 et si

Uws=ter= wx) < e
1'ensemble des Uv,e: quand. g varie constitue un systéme fondamental de voisinages
de 1'origine pour une topologie d'e.v.t. bien déterminée, que nous dirons définie par
v, et noterons T,
Un esnace vectoriel topologique localement borné est un e.vet. possédant

un voininage de l'origine horné.

Théorame (I, 1)t (Rolewicz : [3])

Pour qu'un e.v.t. soit localement borné il faut et il suffit que sa topo-
logie puisse 8tre définie par une pseudo-semi-norme.
Définition s
Si S est une femille de p.s.n. de E, la topologie définie par i
sera la borne supérieure des T, Y € dﬁ
Définition
Un e.v.t. pseudo localement convexe (p.l.c.) sera un e.v.t. dont la
topologie pourra 8tre définie par une famille de p.s.n.
Définition @
On dira qu'une famille de p.S.n. N est filtrante quand elle sera filtrant
pour la relation de préordre induite par la relation d'ordre de finesse entre lés
Toe V € >

Proposition (I, 1):

La topologie d'un e.v.t. p.l.c. peut &tre définie par une famille fil-

trante de p.s.n.



Lxemples @
= Un e.v.t. localement convexe est pseudo localement convexe
=~ I étant un ensemble d'indices, (‘in)i€I une famille de mesures poshti-
ves A'un espace de mesyre (T, &), (Pi)iel une famille de réels € 10, + [ ,
P.

«'aspace vectoriel .f} Lt
1€L "y

muni de la topologle définie per la famille des

I i€TI, est pd.c., généralerent ni localement convexe, ni localement borné.

dispi,
Théoreme (I, 2) @

Pour que la topologle d'un e.v.h. scit Pelode, il famt et i1 suffit qu'elle
501t le borne supérieure d'une famille de topologies localement bornées.
Clezt un corollaire du,théoréme de Rolewicz.
n

vérifie que la classe des e.v.t., p.l.c. est fermée pour la limite projec=

vive «t inductive, le passage au quotient, la complétion etc...

IT. Algeébres topologiques pseudo localement convexes.

Définition . :
Une algébre topologique pseudo-localement convexe est une algébre munie
d'unc topologie pseudO-localement convexe.
Définition :
Le produit d'une algébre topologique A sera dit continu si l'application
(x, y) => xy de AxA dans A est continue.

Proposition (II, 1):

Pour que le produit d'une algébre topologique p.l.c. soit continu, il
faut et il suffit que, si CXQ est une famille filtrante de p.s.n. définissant la to-
pologie de A, il existe, pour tout V € dp'un réel a >0 et Vl, vé 0 tels que
pour tout (x, y) € AX A

1 1 1
()P <o w ()P0 () H72)

Sxemrles d'algdbres p.l.c. & produit continu

(1) p€¥ Lﬁ, ou P, 2 0, muni du produit point par point. On & en effet
o



1l 1 1
81 = = = ¢4 =
poT 8 / 1/ 1/s
1l/p T
U lfgnpj s[[nfrj -[[;ef‘]
(2) Peqj LI; ou est une mesure définie sur 1'espice;de mesure (T, %) "uni-

formément discréte", c'est-a-dire telle que O < inf {G(S) :S€ B, afls) > 0} et

ol PC ]0, el , suivant le produit point par point. On a en effet,

[lfglp da ¢ a[lflp dﬂj'lglp aa

(3) L'algébre de convolution p(E\P LS(G) , O1 & est la mesure de Haar du groupe
discret & est ou PC Jo, 1].

O .y, 81 O<pgl,

LE( G) C Li'(G)
et
j | * g|® da < jvlfip dax j[g[p da

(4) L'algébre C(X) des fonctions complexes continues sur un espace topologi-
que X, munie de la topologie (localement convexd) de la convergence uniforme sur
tout compact de X.

(5) L'algebre K'C(K) des germes de fonctions holomorphes au voisinage d'un
compact K de €, ccﬁnsidérée comme limite inductive des algdbres '3‘(’9( @, ©
voisinage de X, si '&G(O) est 1'algdbre des fonctions holomorphes sur O munie
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

L'alztbre O(A).

Définition :

81 » est une p.s.n. . ue l'_a%gébre_ A,
' 1
v¥(x) = 1lim sup [v(xn) np[v]:l
n = ol

Q~<.v*(x) Lo

Exemnles :

»

5 i
= Dans une algébre () Lai pour le produit point par point,



“di’pi#(f) = l lf I‘Li’mg

ia borne supérieure essentielle de f relative & la mesure Q'io

wDans  C(X), ai VK(f) = Sup gf(x)l: x € K], vi"f:(f) = VK(f)-

Théordme (IT, 1) :

Si A est une algébre pseudo localement convexe & produit contim;! les
fonctions v* vérifient les propriétés suivantes :

a) »*(x) = [A] v¥(x) (0x o 2 0)

b) si v € M, famille filtrante de p.s.n. définissant la topologie de A4,

il existe Vs Vg € N telle que, si Xy = yx,

v*(xy) < v;(x) vZ(y)
%
(X +7) ¢ vl(x) + vZ(y)
vémonstration de b)) @

Supposons gque Xy = yX. En appliquant la proposition (II 1),

1 1
lim  sup [v(w)n]m < lim sup a v ()P [ ) np[v2)

n ew—» oo

< v:’;(x) v’g(y? .

1
[t y)“]m {2( 7D (x q)l
1
s(1,1_!,:L)§(-l—4’7§:() ﬁ(q n"Q)
1 n 1 =0 1
< a (n-l«l)m % (2) vl(XQ)P("l) vz'(yn"q) )
81 p > u;(X) et p, > v;"(y)., il existe M +tel queé
[v(xw) :]TT < a M(ml)—(—r ( ) pl ng'q

%
et vy (x+y) < P+ pps ce qui termine la démonstration.

Stinition

-wm.

81 A est une algdbre pil.c., si of° est une famille de p.s.n. définis-



sant la topologie de A,

#
¥ 20N ={x€A: vy €, ,(x) <w}
H(A) ne dépend pas du choix de o
On montre que &(A) est l'ensemble des x € A tels que toute série

z a, P (an € ¢) & rayon de convergence infini converge en x dans l'espace comp]

plété de A.

Proposition (IT, 2) :

Si A est wne algdbre p.l.c. commutative et & produit continu, B(4) est
une sous-algébre de A.
C'est une conséquence du théoréme €II, 1) et de la proposition (II, 1).

E:};«:e:mles .

-Si A = PQP LE (produit point par point), & A) =1 NA. Done
)
(M) £ A en géneral (par exemple si O est une mesure non atomique).
-Si A= C(X), E4a) = A.

Le rayon analytique et 1l'algibre ‘&(A).

DéPinition

Si A est une algébre p.l.c., nous poserons pour x € A,

h(x) = inf) [ | : & scalaire £ 0, et (ogl)n s O}‘

ol inf(f) = e
On dira que h est le rayon analytique de A.

Proposition (1T, 3) =

Si #° est une famille de p.s.n. définissant la topologie de A4,

n(x) = sup v(x).
vE AL°

Bxemnles

= Dans une algébre de Banach, h est le reyon spectral.

P
- Dans une slgébre N L % pour le produit point par point,
i€T %3



:‘-lld.,m

h(f) = Sup ||t
i i

-~ Dans C(X), h(f)
« Dans '&(K), h(f)

Sup!|f(x)] +: x€ X
Sup | /K] .

Pour démontrer ce dernier point, il suffit de démontrer que

it

Sup [£/Kl < 1 e £ —— 0

n -

Lfensemble des £ € §6(K) tels que Sup |£/Kl < 1 est un convexe qui est
un voisinage de 1l'origine dans chaque (), @ ouvert DK., Grest donc un voi-
sinnge de l'origine dans ‘}ﬁ(K) t3n: 1> sup lf?/K l s et Sup !f/K[ <1,

Réciproguement, si Sup |£/K] <1, il existe un voisinage © de X sur le-
qued | 7l <1t dans }6(6), ' —» 0, donc £* —> 0 dans P (K).

¢

Goopeme (IT, 2) 3

Si A ezt une algtbre pJl.c. & produit continu, le rayon analytique de
A wvériftie les propriétés :
0 g h(x) < w
h(ax) = |A] h(x)

ni=") = n(x)®

h(e) =1 s8i A posséde une unité et si la topologie de A n'est pa
triviale.

Si xy = yx,

n(xy) < h(x) n(y)
h(x+y) < h(x) + h(y)

Démenstration

On utilise le thédréme (II, 1) ot la proposition (II, 3).

Definition
Si A est une alzébre p.l.c.

£ (4) = {x € A : h(x) < eo}

Donc,

%O(A) =={x€A : 3 A\ scaleire £ 0 ot ().x)n—--—--> 0}

n —>&



Proposition (I, 4)s

Si A est une algdbre p.l.c. commutative & produit continu, %b(A) est
une algebre.
Exemple ¢
51 A =0(X), B(4)=H(x)noc(x), ® (X) : algdbre des fonctions

bornées sur X.

II1. Les algdbres analytiques.

Définition :
Une algébre p.l.c. A sera dite analytique si A = %%(A).
Exemples @

- Les algébres normées

- Les algébres lovalement bornées & produit continu. (Théoréme (I, 1)
et (Proposition I, 1).

- Ltalgébre N LP(G) (¢ groupe disecret commutatif, P €lo, 1], pro-
dnitdgonvolution). i

- ¥o(x).

~ Toute algébre localement convexe dont lfensemble des inversibles est
ouvert et 1l'inverse continu.

Théordme (III, 1) : (Généralisation du théoréme de Gelfand-Mazur).

Si A est une algébre topologique réelle p.l.c. séparée analytique et a
produit continu, 8i A est unitaire et si tout élément de A non nul est inve:sible,
A est isomorphe au corps des réels, des complexes ou des quaternions.

Démonstration

Si A est commutative, c'est une algdbre normée pour h (x # 0= >1
= h(e) ¢ h(x) h(xrl)). Donc A=R ou C.
Si A n'est pas commutative, on montre qu'un élément quelconque X est racine
d'une équation du secopd degré & coefficients réels en appliquant le théoréme au
bicommutant de x. On en déduit que A est de dimension finie ([2]), donc isomor-

phe au corps des quaternions.



Gorollaire :

Une algébre analytique & inverse continu qui soit un corps est le corps

Rk, €, ou des quaternions. (On ne suppose pas le produit continu).

Démonstration ¢ Lt'identité

-1
2 = x -[x-l + (e = x)—ll (L1,

montre que si le produiteggmmutatif, il est continu. On applique alors le thédréme
(III, 1) en introduisant le bicommutant dans le cas non commutatif.

Théorames de représentation.

Introduisons les notations suivantes @

51 A est une algébre complexe unitaire, Hom A = ensemble des homomorphismes
alghhi- nes complexe £ O de A, muni de la topologie faible de I

i @€ Hom A, x € &, x {g) = ¢(x).

lzl] = Sup [ [x(@)| 5 o€ HA}
A= {; 3 x €.A} , 5i Hom A £ 0 : A™C C(Hom A)
L

8P X = {%.6 C tAe~x non inversible)

J

;(Hom A) C sp(x).
1oAY = ensenble des idéaux maximaux de A.
Hom A c.'m(A)._
Ni{m:m€ WA)‘]
x € & 1 sp(x) = {0}

& 1o (4)
8., ()

Hon )

i

x€Ast x3 O} (si Hom A £ 0)

Théopeme (ITI, 2)

Soit A une algdbre analytique unitaire complexe commutative & produit

gcontinu, & topologie non triviale.
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Soit Homh(A) 1l'ensemble des ¢ € Hom A contiAus pour la topologie définie pa

la semi=norme 4};’ muni de la topologie faible de A* :
Homh(A) est non vide et compact,
“~
sl Hxh||=sup{lq>(x} :(peHomhAjs on e
h(x) = [|x ||
Le noyau de 1l'homomorphisme d‘'algébre x —» X, de A dans ( (Homh 4)

est done %(A).

Démonstration @

'9}1 est un 1déal de A. Soit B 1'algébre de Banach commutative et uni=
taire cbtenue pgr complétion de 1'algdbre 4/ 3.11 minie de la norme h°® canoni-

quement déduité ge h., Soit J 1'application canonique A —» B, On montre
s‘ ?"' ! :

2

7o

facilement que’ Hom, A est homéomorphe - & Hom B, par la transposée de j, donc

compact et non vide. De plus,

1o 11 =115 = 2 5 P = 5(x)

car h(x") = n(z)".

Remarque ¢ On déduit du théoréme (III, 2).

n(x)s |lxl] < lop(x) |
8,0 < ) < B (4) < K()
L'inégalité h(x) ¢ |sp(x)]| subsiste dans une algébre non commutative (on
utilise le bicommutent).
Théoréme (ITI, 3) ¢
Soit A une algdbre analytique unitaire complexe commutative & produit
continu, vérifiant 1'unedes propriétés
(1) L'ensemble des éléments inversibles de A eat ouvert.
(2) A est compldte est séparée.

Alors Hom A est compact et non vide.



Hom A

it

Y,

Hom A = Homh A

x € A inversible e ¥V ¢€ Hom 4, ¢(x) £ O,
*(Hom A) = sp(x)
n(x) = |xl] = lep(x)]
Rom() = R (a) = Ry (1) = &, (1),
noyau de 1'homomorphisme dfalgébres de A dens C(Hom A).
(1) implique de plus que =x - ; est continu.

Démonatration

Sunposons (1). Tout 41déal maximal de A est fermé et on montre d'une

menidr: olessique en uwtilisant le théoréme (III, 1) (Gelfand-Mazur) que Hom A

- cos s 110
s¥identifie & JIG(L),

n
done gque x inversible <« 3 ¢ € Hom A, ¢ (x) = O.

Ceci implique gque

;(Hﬁ-m 4) = ap(x)
donec que
2%22? = lsp(x)!
or, (1) = lsu(x)l . 0. Dome x —= % est continu.
x —» 0

P C Hom A = Kor 9 € JJT{A) = Ker ¢ fermé & cause de (1) = ¢ continu.

n

Si A > n(x), SLE%— —s 0, ot lo(x)] <% . Done ¢ (x)| € h(x) et
N

? € Homh A

Hom A = Homr A,

Par conséquent, h(x) = !Ixhl! = ||x||. De plus, Hom A est compact.

[+
Supposons (2) véririée. Alors h{x) = 1 = e = x inversible car >, =5

n=0
convergo. On peut alors appliquer (1) & A munie de la topologie définie par h.

Remarcue : h(x) = |sp(x)| subsiste dans des algébres commutatives .

Exemples d'algdbres ahalytiques dont l'enserble des inversibles est ouvert
(et complates) s

- Toute alzébre localement bornée compléte & produit continu.



= L'algébre de convolution N LP(G), G groupe discret commutatif,
pEP
P C Jo, 1].

- Lialgsbre (K) ([4]).
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Orsay, 1965 ~ 1966

SEMINALRE DYANALYSE HARMONIQUE.

Exposés n® 14 : de M4, MUTAFIAN, PEYRIERE, MISCHLER,

Premier théoréme de Carleson sur les sommes partielles des séries de Fourier.

I Théoréemes Maximauxe.

Nous allons commencer, comme préliminaire & 1'étude de l'article de Carleson,

par établir quelques propriétés de certaines transformées de fonctions sur la droite

sur 1le tore.

[P AP,

.. 1 est une fonction définie sur R et si N est réel, on noicru ff > )
1'enscwile des points = ou f(x) > A, et m[f > A] 1la mesure de cet ensemble.

51 b est un réel positif, X, désignera la fonction caractéristique normali-
sée de 1llintervalle [=h, +h], qui vaudra done %ﬁ entre =h et +h et O
ailiewrs.

. . 1 . . .
Soit  une fonction de L . On lui associe la fonction :
1 X+h
«x) = Sup == le(¢)  at,
h 2h

X=h

soit dx) = Sup| £]* x.
y %

Lemme 1l

L'enveloppe convexe fermée des fonctions X, est 1'ensemble des fonctione
paires, décroissantes pour x >0, tendant vers zéro a4 1'infini, et d'intégrale
égale & un.

En ef{fet, cette enveloppe contient les fonctions en escalier paires décrois=-
santes nulles & 1'infini et d'intégrale égale a un.

on a ox) = Sup|f] * k oi %k aderit 1'ensemble des fonctions paires,
h
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décroissantes pour x » 0, tendant vers zéro & 1'infini, et d'intégrale égale a 1.

C'est un corollaire immédiat du lemme précédent et des propriétés de la convo-

lution.
Lemme 5o

Soit {Ia} une famille d'intervalles dont la réunion a une mesure finie
On peut en extraire une suite {In} disjointe telle que m( Y In) > % m(g Ia).
(on peut dtailleurs remplacer L4 par tout nombre > 3).
On construit la suite de la maniére suivante : on se donne un € >0 petit,
et on prend pour I, un intervalle de longueur m(I ) > (4~ € Sup m(Ia)s Par
récurrcnce, on considére 1'ensemble 3:n des intervalles disjoint: des IP pour

tout p <« mn, et on prend pour In un intervalle de l'ensemble :jn de longueur

m( In) >(1=¢€) Sup wm(Ia).
I3

Soit alors Ig wun intervalle de l'ensemble.

Si Ia ne rencontre aucun des In, c'est que Ia appartient a tous les :jn’
done m(In) >(1~¢€) m(Ig¢) Vn. Or les I ont une union finie : s'ils sont en
nembre fini N, alors Ig €.:1N+1 ce qui est absurde car alors il faudrait un
stade supplémentaire, et s'ils sont dénombrables alors m(In) est aussi petit qu'on
veut pour n convenable, donc mw(I¢) = O.

Par conséquent I rencontre un I , d'ol m(Iaq) < T%E I, et par suite I«
sera surement recouvert si on ajoute par exemple 1,5 fois In de chaque c8té
de In.

Ceci prouve bien que 4 > m(In) > m(U Iqg).

Théortme 1.l. Pour £ € L', on a 1'inégalité

n [p>2) < % |le]],.

Plagons-nous tout d'abord dens un intervalle fermé V, et soit ¢v(x) la fonction

définie comme ¢(x) mais seulement pour les points x € V et en prenant le Sup su

les intervalles de centre x  contenus dans V.
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A tout x € [(DV > 2] correspond un intervalle I« de centre x et contenu dans

V  tel que
f lel at > & m(L).

Dtaprés le lemme 3, = extrayons une suite disjointe I_ convenable.

1 B

m[q)v > Al

2l a lel at = lel a >
jf th £l at anflnfdt r 2 (1)

V1
nn
On a donc pour tout compact V m[p; > 1] < ;—t | 1£] |1. Il suffit aiors de faire

tendre 1l'intervalle V vers 1l'infini, @t on a 1'inégalité cherchée & la limite.

Théoréme 1.2. Si f € LF pour p > 1, alors g€ LP,
Définissons la fonction fx(x) égale & f aux points o f(x) > A et & zéro

ailleurs, et soit 2 la fonction ¢ définie & partir de f-%. On vérifie aisément

£, 11
que @ 2 @ = Ay dor}c mleo > Al sm[qx)\>%], donc < : 10

Soit pq)(l) = mﬂp > A} la fonction de répartition de ©. Dire que ¢ € 1P re-

vient & dire que lf ¥ a pq’()\)l < we En intégrant par parties et en utilisant le
» 1

fait que u(r-)(}.) < % Hf)‘l l1 on est ramené a montrer que

jw vl B X <=, ou jw A2 H\fﬂh A\ < e

1 1

Or llf?\l ‘1 = _/mt"'d“f (£) o “f(t) est la fonction de répartitibn de f. Il faut

A
f: xP“2[[:t . (tﬂd A< o

ou, en intervertissant les intigrations :

donc montrer

[ P2 . Fe
t X dar t) = K| P . o
/, U’: au (¢) [t a H(t) <

or cecl signifie { ¢ Lp.

Théordme 1.3, Plagons=nous sur un compact ou, ce q i revient au méme, sur le

tore. Alors, si elfl el s ~ elq" appartient & ! faible.

11 s*agit de montrer qulil existe une constante C +telle que l'ensemble des x



L
log) |

C
ol > A ait une mesure inférieure & g ou encore que nul|g| > Log A] < g

l\-’
51 ¥ est la fonction définie comme ¢ mais en partant de e‘fl, le théore-

me 1.1. dit qu'il existe C tel que m{y > A] < % o Or la convexité de l'exponen—

tielle donnc

1 x+h 1 X+h

5 exp Ir] at = exp »p £l at
X=h x-h

ce qui prouve que [§ > Al D [|9| > Logr], d'ol 1'inégalité cherchée.

Rappels.

2 2

Soit f une fonction de LP(R) (p = 1), et soit gy(x) = %-—JZ——- le
4y

noyau de Poisson.

On sait que, pour y > 0, 1la fonction U(x, y) = f(x) = ?y(x) est lec prolon-
gement lLarmonique de f “demi-plan supérieur, c'est-a-dire que U(x, y) est. une fonce
tion harmonique dans le demi-plan supérieur qui tend presque partout vers f(x)

quand y —» O. On 2 donc :

. . B 1 v
U{x, y) = ,:jm RV £(t) at.

Cette fonction harmonique est la partie réelle de la fonc tion holomorphe

@ (z)

(x)
Qy

1

U(x, y) + 1 V(x, y) od V est donnée par le noyau de Poisson cornjugué
1 x
* 2 2°

Xy

i

x -t

1
Wx, y) = = 5 £(t) db.
(x, ¥) ﬁme (t)

La fonction holomorphe est donc donnée par ¥(z) = I%:j;’£§§2 dt. turtant
de f, on veut chercher si la partie imaginaire V de ¢ a eile aussi une limite,
gqu'on notera f, quand y --» 0, ce qui revient & chercher s'il existe une fonction
T telle que f + 1 f soit prolongeable en fonction holomorphe dans le demi-plan

supéricur.

La formule donnant V(x, y) montre que l'existence de cette limite est lide &
ilexistence de  vp j. 2&22 dt.
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Plus précisément :

Proposition. Si f € LP, V(x, y) + = tend vers zéro

9 [’" £(xt) = £(x-t) ..
t
y

quznd y —>» O, ceci presque partout en x.
On sait que, pour presque tout x,

o(y) = f Y [£(x+t) = £(x-t)|at = o(y).

En un tel point x, on a:

x+t) = Plx- 1 y t
V(x,y) + 5 f faxzt) f( t) gy 1 fo Z [t - £(x-)1 at +
z f‘(x+t) - f‘(x—t) LY j‘i fgm) - f'(x-t)
1ty *ly (Pt

La premiére intégrale est en module inférieure & 5 o{y), donc tend vers zér-
quand y tend vers zéro.
La scconde tend aussi manifestement vers zéro.

La troiséme est majorée par :

2 1 2 2

l:"‘"m ; + % Sy alt) at
= y (‘t +y ) t

tend encore vers zéro car m(t) = O(t)c

Corollairv.

La limite de V(x, y) existe quand vpf fé}l dt existe, et dons ce cas
R i

. (%t
lim V(x, y) = ;}‘ vp ]IR ;'Eg‘tl at

1
3'écrit aussi d'ailleurs % f(x) # VD 1; o
C'est une conséquence immédiate de la proposition précedente car

1im jw f(x+‘t) - f(x"‘t) dt = -Vp ’. %g% at.
y )

y —» 0 t 5

Définition.
On appelle fonction conjuguée de f, ou transformée de Hilbert, i»

corction  T(x) = -;cf(x) * VD ;-1: quand cette définition a un sens.



,

Théoreme 1.

. . - P s . .
5L £ est dans Lr, £ existe preosque partout,

On peut supposer f » 0. Avec les notations précedentes, on considére
VoY fs T 4. 3 L - - <
Wz) = exp (=¥z)). La fonction U(x, y) étant positive dans le demi-plan, vy est
uie Touction analyticue bornée dans le demi-plan ouvert; donc elle a une limite non=
tangentielle presque partout sur 1l'axe réel. Comme U a pour limite presque partout

f(x), la limite de ¢ est presque partout finie non nulie, donc &z) une limite

[9)]

finie presque partout, et par suite V(x,7) aussi puisque cl’en est de la rartie
imeginaire.

Dfnprés le corollaire précedent, ceci implique bien que F existe pres.us pare
1o u’t:o

Théorime 1.5

s - P bt D . . .
33 £ est dans LY,  est dans L®; et il existe une constan.. &
telle que || fll. ¢ M_ [|£]].
| P P P
Nous allons nous borner a4 la démonstration dans le cas p = 2, car <’
sevl. cas qgu'on considérera par la suite.
On considére la fonction fa égale au produit de £ per la foncticv aracié-
risvique de 1l'intervalle [~a, +u ], et on appelle &, U, et V_  les 2o ctions
[»9
coi respondantes.
. 7 (%)

; _ g a s o 3 P3P ing 5T ———
On a s%ﬂz) —iT;ﬁR t=;~ 4t qui est, & 1'infini, de 1'ordre de --

F. intégrant sur le contour formé du segment (-R, +R) paralléle & l'axe ~'ul et
i'abscisse y complété par le demi~cercle supérieur, puis en faisant tendre R

vers 1'infini, on trouve

.

» too 2
2
j éi (x+iy) &x = 0, ou [ v, (x, y) d&x = [Va (x, y) dx.
- 134 R
OUr le noyau de Poisson gy est de masse 1, et par suite j.UZ dx < j‘ Eflz.

2
Pa r suite Ua €L, donc VA € L2. I1 suffit alors de faire tendre va 'vers
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1'infini puis y vers zéro pour avoir f € L2, d'aprés le théoréme de Fatou.
2 . .
Deplus, 1'égalité des intégrales de Ua2 et Va montre 1'égalité des normes

L2 de f et F.

Remargue.

La transformation de Fourier pouvait aussi fournir le résultat 5 en effet

f(x) = % P(x) * vp %.
. 5? 1 ix pour t < O - . . .
-z = - t t
Mais vp = éiﬂ pour % > 0° donc ¥T i (signe x) HL et par suite le
passage de £ 4 T est bien une isométrie de L2.

Définition.
A une fonction f réclle bornée sur [R on a associé 1l'intégrale de
Poisson U{x, y), harmonique pour y > O et tendant presque partout vers f
quand y -—> 0.

On définit alors la transformée de Poisson maximale de f @

%(x; = Sup U(x, ¥)o
y>0
On a d< méme la transformée de Poisson conjuguée maximale

P*(x) = Sup V(x, y).
y>0
Théorime 1.6. Si f est dans LY, F* est dans LP.

Dlapris le théoréme 1.5., il suffit de montrer que f* € LPo Or

[ x)| = Supo |£] = gy. Mais le noyau de Poisson ?y est pair, décroit pour
x> 0, teid>vers zéro & 1'infini, et a une intégrale égale a 1. Le lemme 2 wontre
siors inmédiatement que £*] < ©

Mais d'aprés le tgéoréme l.2 @€ LP, donc on a Wien f* ¢ LP,

Pour les deux propositions suivantes on se place dans le cas ou f est a sup-

port compact, ou, ce qui revient au méme, sur le tore.

Théordme 1.7. Si f est une fonction définie sur le tore, il existe ¢ > O

}
cel que exp(C |T]) € L1, f ~ étant supposée bornée par M.
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En effet, on définit de la m8me manidére, pour une fonction f(x) du cercle, les
prolongements u, v, et F respectivement harmonique, harmonique conjugué, et

analytique. La fonction conjuguée est donnée cette fois par

T ( =Ly [ __.flﬁil at.
1 x x-t
-n 2tg =5~
Si f est bornée, on voit immédiatement que f = f est borné., Il suffit

‘ 1
donc de montrer que exp(C l'f1 [) e L', Or Fzu+iv est analytique dans le

disque, donc il en est de m8me de exp(i AF) pour tout 3 réel positif.
La partie réelle de exp(i AF), soit em)‘v cos A u est donc harmonigue
dans le disque.

Appliquons l'intégrale de Cauchy sur un cecle de rayon = @

* “\V
j COS A u e dt = 27 cos(A u(0)) € 2=

~T
» x AV
De méme cos A ue di < 2x,
-
Mais 'eklv‘ < e)\v + e-'hv et cosAuz cos ANsi AN< Eﬁ Posons par exemple

= ﬂm : on a alors par addition

x
[ eolVl at < b .

cos C
- 4

I1 suffit alors de fa;:,re tendre r vers 1; v tend vers .f"1 » et le théoréme de

Fatou donne le résultat.

Théoréme 1.8.

Si f est bornée et définie sur un intervalle compact, l'ensemble des
x oa |f*(x)| > A & une mesure inférieure & K a-T}‘.
En effet, soit ¢(x) = S;p f = Xy Op & vu que |*¥| < ¥, dans le théoréme
1.6. |
c| Fl 1 o} 1 . . s
Comme e est dans L', e est dans L faible d'aprés le théoréme L.3.

Done ml¥ >} <K e-cl , et a fortiori m[[f*] >2] <K o o,



Définition.
On va introduire maintenant une nouvelle fonection transformée de £ : ce

sera la transformée de Hilbert maximale

T
f(x-t
[ T dt'
~T

1'intégrale étant prise en valeur principale.

F(x) = Sup
T

Carleson &ifinit cetie transformée de maniére un peu différente : il poss

o |
H*(x) = Sup ;-%)- dt |
= i
I ()
ou o(x) ost un intervalle contenant X en sa moitié intérieure.

I1 est a2isé de volir que la différence des deux est majorée, f étant toujours sup-

pcisée bornée.

A
v

Le cas le plus dc¢favorable, rcprésenté a x ¥ 8 Joehaly:
‘isure ci-dessus ou  o{x) = [a, ], est-celui o x est &-une extrémibé de le
moitié intérieure. Mais alors [a, ¥ ] appartient & la premidre familie, et la

-+iférence des deux est alors

A
[ fﬁﬁl dt
t-x
a

< ligll Losg 3.

Lenme's  Soit £ € LPR). Ona: F(x) < (1 + Log 2)o(x) + 2 F¥(x)

~ ) -l
Posons fy(x) = vp'[ ELEE—I at

‘[ttfy
v(x’ y) =}§- -é—7‘2‘ f(x—t) at
4y
S{x=t .
ona: =%v(x,y)- j. _sz_l dt = £ * Ey(x) ol Ey est la fonction définie
ltlay

ainsgi 1t

]

t
E (t) = =5=s si It| <¥
. iy
E(t) = opbs = = 51 |t]3 y
v T2 E
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Posant 'rb(t) = %; si |t]l <y

(t) = ""‘42'7'
Y B l(+%4y")

si &) 2 ¥y

nous avons

I%v(x, y) = [1 ' ﬁ}ﬁ;il at] < el = r&(x) s ¢(x) [+:5r(t) dt = (1 + Log 2) o(x)
t |2y —

car la fonction TBI est paire décroissant vers zéro pour t > O. Comme

% F(x) = Fy(x) + Rxt) o
ey
on & 3
]Fy(.x)l $ (1 + Log 2) o(x) + =(F(x) + |v(x, y)|)
et

P(x) € (1 + Log 2) ofx) + 2x F*(x)

Théoréme 1.5.

Si f est nulle hers de l'intervalle bomé\ w, si||f] lw = M, il existe
deux constantes a et K telles que m {% > 7\} < K exp(~ %}\).lml .
I1 suffit de démontrer cette inégalité lors"que lwl"‘ 1 1le cas \;’éné'ral s'en
déduisant par changement de variable.

D'aprés le lemme précedent nous avons : T(x) < k‘l M+ 2x T*(x). Par consé-

- = K M
quent {f > )\} C {f* > 2711 } , et la conclusion résulte du théoréme 8.

Théoréme 1.10, f € L2(IR) = n{?‘ > x} = O(—%) lorsque A —% ~+ ..
A
En effet d'aprés le lemme précedent ed les théorémes 2 et 6 la fonction f est

majorée par une fonction de L2(IR).

Inégalité de Harnack.

1 .
Soit f €L (R), f2 O, u désignant son prolongement harmonique au demi-plan

supérieur on a
x+

vy u(x, y) ¢ 3] u(t, y) dt

x%

Cecl en effet s'éerit £ P € 53 f % P =¥ oe 11 suffit de vérifier que
y y v/

(ST



centres tk et de. longueur. &, .

Z 1

‘J}.'y*X/gn

V.
Théordme 1.L1l.

Soit w

e partition finie d’'un intervalle

" Posant

o

-11e~

w par des intervalles de

m > lj

+ j am(n) an

Nz) = >, —— 2
' k (x-tk k
ona m {x ;X € o, Ax) > M} < K, exp(~ X, M) . [wl-
Il suffit d'envisazer le cas ou w = [0 il
Soit U = {x ;s x € [01], a(x) > MJ n(U) =
Posons g = 1
u Log -
On a : u
M o
<
RGO sL R CHESEES » ISR
Log - k k
5«[ g*(t) at.
o
Désignéns par ¥ la fonction associée & g comme ¢ 1l'est 3 f. m(A) =
On a : 1.~1
1 1 +oo ¢ (vLog E)
j g*(t) at < f ¥(t) at = -[ Adm(N) = -f Adm( M)
o o o o
car ¥ < (uLog -) .
- 1,1 Log +)”
. (uLog ) (ulog _ﬁ) . (uLlog 11)
JF(t) at <1 -f Adm(A) = 1 - [km(k)]1
JO 1 ' 1
mais d'aprés le théoréme 1 3 m()\) < % Ilgll = par conséquent

0

A Lo 1
& u

Log =
8 Iy pLog u

Log1-ﬁ 2 k M.

€ ¢ [2n, xl

II Résultats préparatoires.

Lemme

g¥(t) at ¢ 2 + "ﬁ;ﬂ Log -—1-1 €10 si M est assez grand et 1'on a

J1 existe un nombre positif k +tel que quelle que soit la fonection

on puisse la prolonger en une fonction V¢ € CZ[O, Lx] telle que



¥(0) = ¥'(0) = 0 et telle que ||yl + [J¥"|] « x([lo|] + {lo"i{)
(Il || désigne la norme uniforme).
On peut prolonger ¢ par un polyn8me P(x) = xz(ax2 +bx+¢) a,b,c, sont

des combinaisons lindaires de  o(2x), o'(2x), ¢"(2x) .

Sup lP(’cH + Sup lP"(t)l est majoré par une combinaison linéairc de lal,
tefo 27:f 2x]
v, le] donc aussi par une combinaison linéaire de I@(Zx)l, l@'(2ﬂ)l s l@"(2ﬂ)|.
Or v te '[27:, l}q;] 'q)'(t) - @'(27{)] £ 2% “(D"“ soit
2% |lo"|] + (1) s o'(2%) < o'(t) + 2x || ¢"|| par intégration on obticnt :
2ﬂl¢'(2ﬂ)l < hﬂ? Hotl] + 2]]ol]  a'ol 1e lemme.

Proposition 2.1.

Soit ¢ € Cz(w), w étant un intervalle compact de R. On peut lcrire
o) = 35y, exola GRG0 avee () Pyl < xlloll + G Hali), 2
constante K ne dépendant ni de ¢ ni de we.
I) puffit d'envisager le cas ol w = [0, 2x], D'aprés le lemme précédent on
peut proloager ¢ en une fonction V¥ € 02[-2ﬂ, Lx] +telle que w(—éﬁ) = YV (=27%) =
¥(bn) = §'(4n) = 0 et que ||¥l] + [[¥"]] < k(]]ol] + []o"]])

La fonction ¢ est somme de sa série de Fourier :

Lo bm
y(t) = 5 ‘A’p exp(i éit-) avec Y = %;-: f ¥(t) exp(-i gf.) dte

we 2 # =27
intégrant deux fois par parties nous obtenons :
3 2 4 a4 g
%, == (&) & j ¥(t) exp (=1 pg) at et
-2%

G+ a®) 19l < Hull+ sllvl] < sxCllol ]+ Hotl1)

Soient f € ﬁ(w), a €ER, n€ 223 on pose :

1

Gy () = m— f £(+) exp(-i ]%“[- nt) dt

4w



) =72 ~L e (w)l
Tu

“GZ 1+ n+3u
n[wl = partie entidre de n %Qi
Provosition 2.2. vneda lC 1“J(ubl< 2K Cnf )] (w)

o | (o) = f £(t) exp(~1 75 nlw] t) exp(-i gt) at
n 'J T«'J
. _ 254 %
ou pg=n Tol nigle
Appliqusns la proposition 1 & la fonction ¢{t) = exp(-i pt) :

5 (1« dely?) < 28

. . 2w out
exp(-1 gt) = S, 1% cxp(=i T;? %m) avec |}L| < ” +p
u

UEZ
Alors G l.i () = >T§ < TiT j‘f(t) expl[-i %iﬁ (nlw] + %) t] at =

C 2% e #
5:3 X, © (w)
® nlel o 3 U

Piooositicn 2.3, £ € (uﬂ {? (nﬁ~k£ € e2
et (S,¢C ( ))1/2 $ 1ollfll

nez (w)

. . 2
“n effe. la suite c %(uﬁ}u ¢p ¢St dens £ et i'on a
W' )

i :L‘li/]j\wl j l lfl l 2 \ ©
w)
- (1 g . 1 )
suite -3 est dans s, la suite cq/B(uD -— est aonc dans
ST

U+ ez /
donc aussi la suite extrzite {?n(m)} .

Coinme E ,—1—2 <5 ona:
pEd  A+p

L) | v | < -
e llyp <5 75 Liellp < 20 liell,

lIII. Démonstration du théoréme.

Notations.

Soit w, =l2xx277(j-1), 2xx 27 x jl. ob v est entier positif
J’V .

et J, entier, tol que : =2¥+1 € j< 2%,

Posons : S IR Vi 4 ou =¥ 41 ¢ J s L
Jv J’% J+? sV



]l

Enfin soit C;"I(af]v) = max, Cn(w‘) oiu @' parcourt les quatre sous=intervalles
B N
W
de # oo
m.\{ v+ ¢} 05"] v

Coustruction de l'ensemble exceptionnel.

. 2, .
On se donne une fois pour toutes une fonction réelle f de L (-, +%), pro-
longée par périodicité & (-kx, +i4x), telle que ¢

+r
2
[ f dx = 1

-

On se donne un nombre ) et un entier N. On se donne aussi un nombre A que l'on

déterminera ultérieurement en fonction de A«

l. Soit A 1l'ensemble des w = w5 tels que :
b
TlT £2(x) ax > W
w
w
On pose
S = u(u ) ot k=0, #1,£2, 3
w.iVEA kO

On a les propriétés suivantos

leae S ¢ ddépend pas de N.

az 2 2

1.b. 81 wg A ; lcn(a))i € A

D'ou, d'a ris le théoréme 2.3. HCn(w) I] €102
2
En particulier :
¢ () 5202
l.c. Si @ £ 8, aucun des quatre sous-intervalles «' de u)’; » n'est dans
’ ’

A. En particulier : )
C¥{ 10
n(w«])l' < A
l.de Il existe un sous-ensemble A' de A tel que :
: ]
w, et m2€A w1;‘w2=>m1ﬂw2=ﬁ
et V) U
w = : O
W€ A w€ A o

Donc > 2 |l s% [ £2(x) ax s[ fz(x) dx = 2
w -2

wEA? x



Done . lsl <

olE

2. Soit V = {x / x € [=x, +x], H}fi(x) > 7\1}
2.a. V ne dépend pas de N

2.b. D'aprés le théoréme 1.10, [V| < Conste -1-2-
1

>

3, Construction d'une partition de *.

Soit o = uig , 1 sy < N -1. (Par convention, af_';1 désigne 1'i .tervalle
o’
[~ +ixl).
| 2 B, o
Soit : Pyw) ={n/ 2 < C;(d“) <2 ou est un entier pcsitif.

Soit n un entier de Pp(«#), on va définir une partition de o*, notée
Qh(ui*). On suppose : n g N,

szn(w'f‘) est constitué des intervalles w = @ {y ¢ N) les plus petits possibles,
tels que

4

‘.u) Cn [0)]( (ﬂ) < <
plus précisément :

= . € Q‘/uf si :
W wJ,v n\ )

satisfait . et pour tout tel que :
(B) est satisfait pour @ P %, )

5 Cw LV
wj » c (‘k, u ( U )
mais (B) n'est pas satisfait pour 1l'un au moins des @ 1 C @ .
>
En outre san(os“) contient tousles oy disjoints des @ précédents.

L. Soit En(t) la fonction constante sur chaque o de € n( o) et volant

sur @ s

1 “i
T fwf(x) e ™ ax

pour tout t € @ En(t) = e .l%’.l donc d'aprés le théoréeme 2.2.
n
pe

[En(t)i §¢ Const. C n[w](w)

mais w¢€ San(w”) done
S ) <2-5
n[mfw =



-] 6w

Soit H;;(x) la transformée de lilbert maximale de En 3T posons

L N

. - 2
m %
T = {x / Hn(x) >y 2 Log N} o

5. An(x) est la fonction associée & la partition szn( o) comme dans le théo-

d'oh d'aprés le théoréme 1.9.

iTn[ < Const. exp(~ Const. 11 2 Log N)x fa |.

réme l.11l. D'aprés ce théordme, si 3

U = {x/ An(x) 2 2.3 Log N}.

1
:
lUnl < Const. exp(~ Const A, 2° Log N) . |w*l.

il a

L 1]

L'ensemble exceptionnel E,\I(K,M) est défini par :

By = (8uv)u n'“,)w* (Tn(m*) UUn(m*))

ou ¥ parcourt tous les inte valles correspondant aux wy v¢ S pour
b4

—1€v<N“1o

=

ajoration de la mesure de l'ensemble exeeptionnel. -

Nous allons estimer la mesure de EN et déterminer '.\1 en fonction 42 A

(uitte &:modifier les constantes, on a pour n € Pp(w*)

lL(w*) U Tn(cd*'}{ < Consts exp(- Const L 2° Log N)x |a*|e
tautre part ; «Ff fixé, il y a au plus deux intervalles ' de longueur
i lm’"l tels tue s

C;(mﬂ) = Cn(m')

Mais d'apres le paragraphe 1l.b. z: Ci(m) g Const. 7\2
n

Dtou

> C;z(m"‘) < Conste A2
n

soit

ZC;;Z (w*) x lo*] < Const A2 x |a*]
n
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sn sommant sui 1. o ¥ o lonsueur donnée, qui sont\forcément disjoints, il vient :
gy - 2 : 2
| 2 » AiJ C; (%) x lm*# ¢ Const o
i r..:* i-"—'?—'ﬂ?“z i
Mais il y n'y a pour |w*| que N' valeurs possibles, donc
2 2
(1) Sa cx (w?) x Ju*| < Const A” N
n,@*

ob  «* 83t soumis aux mémes restrictions que dans la définition de E .
Posons : P (a*) = {n /1< C*(m*)} .
o n
Tp= U Tn(“#) o n et ¥ sont tels que =n ¢ iglw*)
n ,(L)*
De m&uc on définit UZ .
fiais de (1) 11 découle que

> |w*| < Const- x? N

}.—J
)

ou

{1

“

omme est étendue aux ¥ définissant Uo et VO et

:{2 |w®| < Const. xz x N x 223

wu La zomue est dtendue aux  w*®  définissant UE et Vé ~Par conséquent, d'apre.

les majorations établies en 4 et 5 3

h"’ - "_1__ 2
[Uo U T | ¢ Const. exp(~Const A, TOR Log N) x 2" N

6 £

!UQ L;ﬂa < Const. exp(~Const X122 Log N)x 12 x N x 222

Choisissons X1(X) assez grand pour que :

4
2 11 + e 2 2 ) 2 1
\° exp(~Const == Log N) + 5+ a2 2° exp(-Const. A, 2° Log N) < —
10n = 1 W
I1 en résulte que ¢
-2
| U (Un(af) LlTn(wF))l ¢ Const. N
* .
Ny
Soit €& » 0 donné. On peut trouver Ao tels que :

sy V] < % - pour A>A et A = xﬁ(x)
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o £ - -2
Dol | N %+ Conste N
Posons 3 BE= 0 EN
N
te 5
On peut trouver N_ tel que : Const. :E: N <&
o i 2
o
11 en résulte que : 1B < &

Majoration de sn(x) hors de 1l'ensemble exceptionnel.

On sait que :

. 1 _
1 45 sin(n+ 5).(x t)
27

sn(x) = 5% £(t) at
- sin =5
Posons
4+ =int
s;(x) =‘/ E——~§;§£El dt -% < X < +x
“k 7
ed
A inx 4 - -inx _, /.
tn(x) = 5= (e sn(x) e snn(m})
alors 2
(2) lsnl < Const. Itn] + 0(4)

uniformément pour ]xl < T .

Nous allons montrer que, hors de E, on a

lsi(x)l < Const. xx1Log Logn pour n3z 2
D'aprés (2) ceci implique le méme résultat pour S,
Considérons n tel que @ O<nc 2N ob N No et x fixé a l'intérieur

de EN. I1 suffit de montrer que :

|s¥(x)| < Consts n,\ Log N

1

6. Ltintervalle w*(x).

Supposons que x appartienne & la moitié intérieure de m*, et considérons
le recouvreient Qn(w*) défini en 3.

Soit @* 1les intervalles obtenus en prenant tout mj ” € Qn(w*) et en Jui
9

joignant . ou w. .
! & J"1 v J+1 rY4
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Parmi ces interveiics, .. ...as contiennent cortainement x  dans leur moitié
intérieure. Nous définissons wﬁ(x) comme un de ceux ayant la plus grande longueur
parmi ceux=la.

De la définition de C;{w*) et de Qn(w*) il s'en suit que

w€ 2 () = | sf; lw*].
n
D'ou
' (x) | < 3 lo¥]
On a les provpriétés suivantes :
6.1. w¥(x) existe toujours.
6.7+ x appartient 4 ila =uitié intérieure de w*(x).

6.5, «*{x; est une union d‘'intervalle de Qn(w*).

En effet, sircs i1 y aurait un intervalle plus grand que le w5 o de SZT ul donne
’ A
w*(x), oljoint a s e En le dédoublent ce serait un o contenant x .. son
s

milieu. Contradiction

6. . Si W | . = * X . € 52 i
4 u).],vJ Oy Ly w*(x) s n(o))

-E'
C \ t C . < 2
alol®®,)  %F Caful®e,s)

N —8—1 -e

ol est tel que : 2 < Cl";(w*) <2 .

6.5. Le complémentaire He «*(x) dans o* est d'aprés 6.3. llunion d'inter-
valles de 2 («*). Pour un tel intervalle o, la distence de x & o . ipasse
la moitié de la longueur de o .

Ceci provient de ce que w*(x) est le plus grand des a‘f*, pour lesquels x

est dans la moitié intérieure.

Pour majoyer s;(x) 1'idée est de le couper en trois partie :

| ox(x)
ou E (t)
H (x) = ‘/ "%:%*- dat

[~y +hmluf (x)
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R (x) = lnt f(t) - E(t) dat

[wline, +lm]-w:;(x) x=t

ou wg(x) correspond & la paritition Qn[—hﬂ, +iml

Lt'idée est gu'en changeant n en n[wg] X T%g?, le premier termc ezt du méme
type que 1'intégrale domnant s;(x) mais ramené éo wg(x). On peut donc .iui appli~-
quer la m@me transformation en faisant intervenir w?(x) relatif % la partition

Qn(mg(x)). I1 faut donc trouver des majorations de H et R relatifs & n'importe

quel 0)* -

Majoration de Hn.

il vient imndédiatement ¢

Majoration de Rn.

Rh(x) =

f e o(t) - E (t)
wh=w*(x)

Soit _ les intervalles de Qn(mﬁ) dont 1'union est o* - w¥(x; ; ils
@ stent G'aprés 6.s.

t

b=t . |
5 (x) = §;k f z;:zs'z;l"ftk o p(t) at - 5T f mr—~t B (%) at
W

Daprés 6uhe 3 et lEr(t)f < Conste Ci(w*) la derniére somme est majorée par 2

3

N
Const 2 X Ah(x)-
Pour montrer gue la premiére admet la méme majoration en définit  o(t) par :

-int t‘-tk e"ié)n[w]t x ‘P(t)

© {x—tSZx—t =
- k

J'aprés le théoréme 2.l., on peut trouver des ¥  tels que :
Il

o(t) = >, ‘(I;exp(-zv-%iut) tews=w



D]

] Conste Sk
e Igﬂg 2 2 2
(1 + 25)(x - tk) + 6k]

En multipliant ¢ par f£(t) et en intégrant sur w

K OB obtient aprés som—-

mation sur tout k :
-2
[R(x)| s Const. 2 x A(x).
Revenant & S*(x), puisque x £ By H et R sont majorés par :
n
3
Const. }H[C;(-AW, +he) log N.

e H . -
La différence obtenue en changeant n en n, = nfw']. 2V ou lm'i = 27. 2 v-l
w' dans ¥ = @t est :

JVv
i im{x-t) _ 3
j - =T 1e() a8 ou  [m[<2’™
w*(x)
Mais on observe gue pour les deux  constituant w*(x) :
¢

Cn‘r " ((L)) < 2 ‘

J,A:w X
et on appliqu% le théoréme 2... & u-"‘(e:Lmu - 1) d'ou, 1l'intégrale est .zjorés ror
Const. n, 2~ 2 1log N.

1/2
Posons o = [C;(-lm, +hpy |
on & donc 2
e —1294‘1 [ "i <‘)
# _ f ] nloi t o Ot o
sn(x) =. ° —1 at + Ox log N ao)
w¥
Or. -ecommence le proc-w.é et on voit apparaitre :
0(x1 X log N x a1)
ol
. 1/2 .
«, =[Cn[w.](w*):l > V2 . a

cause de la counstruction de Rn’

Le procédé ne peut s'arréte: avant d'atteindre un intervalle «w*(x) =  de

=Ny 1

. . . e =N . i N
Longueur 2% 2 ou 2W."2 ', auquel cas nfw'] = 0 puisque n < 2°. Dfol :

of £t T
s;(x) = e / £(t) at + S5 0()\1 log N ai)

I x~% i=0
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mais ai'
+1
Lo 2 2
i
et
a <10 A
ho

La premiére intégrale est majorée par X1 puisque x £V et que x appar-

tient a4 la:moitié intérieure de I. Les di décroissent plus vite qu'une série
T . 1 . R . . .
géométrique de raison — et de premier terme 10 A, D'ou on obtient la mejoration

V2
désirée :
s;(x) $ Const. A, log N
En appliquant cette majoration dux fonctions f(x) - Pn(x), o 1Pn(x) est

une suite de polynd..es tendant vers f pour la norme L2, on obtient le

Théoréme__ (Carleson).

Si &€ L2 , alors :

sn(x) = o(log log n) presque partout.

P T N
P Y e T T Y
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SEMINAIRE D'ANALYSE HARMONIQUE.

Exposé n® 15 3 Paul L. BUTZER.

Semi-groups of bounded linear operators and approximation.

1. Introduction.

The main concern of the present lecture is the study of the behaviour of singu-
lar integrals which are solutions of corresponding initial or boundary value problems
in their dependence Eggg_initial or boundary conditions. In particular, the "optimal™
order ofvapproximation of the initial or boundary value function f by such solu-
tions is discussed and necessary and sufficient conditions upon f are given for
which the optimal order of approximation is precisely a*tained.

There are two general methods in studying problems of this type. One is the
integral transform method, specifically the Fourier and the Laplace transform method.
The general idea consists in transforming the approximation problem involving the
function f whose properties are to be determined, into an equation involving the
particular integral transform of f. This transformed equation is then solved, and
on appropriate inversion theorem is applied to obtain & characterization for the func-
tion f. The integral transform method has been initiated by the author‘in a geries
of papers j the results have been summarized briefly in [10], [11], while the
Laplace-Transform method itself was carried out by H. Berens (see [4]).

The second approach is to view the solution of a given initial or boundary value
problem as a semi-group operator (in case it is one) and to study its optimal rate of
convergence to the identity operator in the norm of the Banach space under considera-
tion. The latter approach to the subject was first considered by E. Hille [20], {21],
the gencral results and the applications to partial differential equations ﬁeing due
to the author [6], [7], [8]. This lecture will give a brief treatment without proofs

of the development of the subject from the point of view of the theory of semi-group
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operators since 1957, the year of publication of E. Hille and R.S. Phillips :
Functional Analysis and Semi-groups [22], emphasizing perhaps unduly the author's
own contributions and those of his stmdents, in particular those of

H. Berens [1], [2].

We shall consider in detail two applications of the general theory considered
namely the Abel-Poisson semi-group operator and the semi-groups of left translations.
Other singular integrals which are solutions of differential equations are mentioned
briefly. For simplicity we will deal with funcifions of one variable, although the
results generally carry over to functions of several variables (see [12], R.J. Nessel

[30], J. L3fstrdm [29] and M.H. Taibleson [31]).

<. Basic Approximation Theorems.

Let iT(t) ; Os t < w} be a one-paramener family of bounded linear operators
definied on & complex Banach space X to itself satisfying the hypothesis :
(1) T(o) = I (identity)
(11) (t 4+ t,) = (t,) T(t,) for O<t,, ty, < w3

(1ii) 1im T(t) £ = £ for each f € X.
t — 0 +

A Camily of operators satisfying these properties is said to be a semi~group of class
(Co). It can readily be shown that these properties imply that |[T(t) || is bounded
on every finite subinterval of L 0, o). The infinitesimal generator A of

tT(t)} is defined as the limit in morm

Lim Mf—j&f

£ — O+ t

wherever this limit exists. A is a closed linear (in general unbounded) operator
having domain D(A) dense in X. D(A) is a Banach space under the norm
llf]l + l‘Afl[.

The first basic approximation theorem for semi-groups of operators is the fol-

lowing theorem. Parts (a) and (b) are due to E. Hille [24, p. 321] and for (c)



see Lthe author [7].
theorem 1.

Let )7T(t){ be a semi-group of class (CO) defined on X.
(a) If £ € X and ||T(t) f—fll‘z o(t) (t — 0+), then Af = & and T(t) £ = f,

(b) For cachs f € D(A) one has

[17(t) £=¢]] < tl]ac]] sup gmum}.
ogugt

(¢) Ir X is reflexive and ||T(t) f-f ||= O(t) (%t »» 0+), then f € D(A).

This theorem states that for reflexive Banach spaces X +the semi-group

gT(t)} of class (Co) has optimal approximation order 0(t) (t —» 0+), and the

saturation class is the set of all elements f belonging to D(A). The notion of

saturation was introduced by J. Favard [17]. We note that K. Deleeuw [23]
condidered approximation by adjoint semi-groups so as to give results for part (c)
in the case of non-reflexive Banach spaces.

If T(t)[X] ¢ D(A) for each t > O, then the assertion

(1) |ln(¢) r-£]l = o(t) (t = 0+), is equivalent to

(i) ]] ar(s) £]] = o(1) (t —» 0+), and, under the additional hypothesis
that X is reflexive to
(iii) ¢ € D(A).
These facts lead us to the next result : to characterize the set of elements f for

which the order of approximation of f by T(t) £ is "non-optimal".
Theorem 2.

Let {?(t)‘} be a semi~-group of class (Co)’ ™(+)[X] € D(A) for each

1 |
t >0 and || an(t) |l = 0(t™") (%t =»0+). The following assertions are equivalent
for 0 < a < 1 and t ~~» O +:

(1) [Io(t) £-r{] = (%) ;

(11) | ]aT 7(4) £]] = 0(t*™F)  (r & fixed integer = 1).
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KFor this theorem see Belrens~Butzer [3] and H. Berens [1]. For trigonometric pquno-
nials, a result of the type that (1) implies (ii) was established by M. Zamansky
[33]« In the above, AT is the r-th power of the infinitesimal generator which may
be defined inductively, i.e. f € D(Ar) if £e€ D(A), AfEDMA),cu, AT lee D(A).

)
Let us now consider intermediate spaces of D(A)‘ and X generated by semi~

group operators. A general theory of intermédiate spaces was first aonsidered by
A.P. Calderdn [16], E. Gagliardo [18], J.L. Lions [26] and Lions-Peetre [27].
Let [?(t)} be & semi-group of class (Co) with ||T(t)|| « M for all t 3 0. We

denote by Xg the set of elements f € X for which the integral

[" | 2(t) £-r]|P
(&)

exists, where 0 ¢ w <1, 1$p €S we (Incase p=ew , sup { llT(t) -fll} must
a O<t<ed
be finite). Xp is a Banach gpace under the norm

| 1/
el o [ 47 Jige) sl P ] 77

The spaces X; are intermediate spaces of D(A) and X. Indeed, it is easy to
show that
D(A) Cx; C X.
We remark that if Xl denotes the set of all f € X for which
sup {t“1|lT(t) f—fl|} is finite, then Theorem 1 states that the space Xl is
gzzz:ical to D(A) for reflexive Banach spaces X. In general, Xl is a proper
intermediate space of D(A) and X.
We now have (Berens-Butzer [3], Berens [1]).
Theorem 3.
| Let -T(t) be a semi-group of clasgs (Co) in X, |lo()]] sMana
t 30, T(t)(X1CD(A) for all t>0 and |lan(s)|| <¥, 1,
Then for O <a <1t
(1) f € x“ (1 $p <w) if and only if ./m (1= “)PHAT(t) | P & at ¢ .

(ii) £ ¢ Xm if 'and only if supi: | [aT(2) fll}
o<t
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Regnrding continuity questions for semi-group operators in intermediate spaces as
well 23 a generalization of a result of A. Plessner concerning a characterization

of absolutéely continuous functions we refer to Berens—Butzer [5].

3. singular Integral of Abel-Poisson.

Before continuing the theoretical aspects of the subject let us consider appli-
calions of the preceding theorems to the singular integrsl of Abel-Foisson. Let X

be one of the periodic spaces C Lgx; 1€ p< o,

2%’

irichlet's problem for the unit circle

oy 1oy 1 ’ =0 (=g x<m;O0<cp<ct)
ap P p2 ~;§ ) , s f

with bonndary\value ]

D

n

<
Q
(o8]

N
[«3]

(o]

lim  v(x ; p) = £(x),
p =>1-

has its solution given by
- 2
v(x 3 p) = 5= PG r(y)
’ - .
€ ﬂj_ﬂ 1-2p cos(x-u) + p2
If we replace p by e-t(O < t<w), then v(x ;p)=[V(p)f] (x), which we denote

by [V(t) £1 (x), defines a semi~group operator of class (Co) on X with
[|v(t)|]] = 1. The infinitesimal generator A is given by [Af] (x) = =(f)' (x)
and D(A) = {f € X ; f absolutely continuous and (f )'e¢ X{ ,

where f  denotes the conjugate function of ¢

~ 1 [ 4 u
f(x) = 1im = & f[f(x+u) = £(x=u)] § cot § au.
e~ O+ ~ e )

As an application of theorem 1 we have (Hille [21, p.352] for parts (a) and (b),
Butzer [7] fiir part (c)).
Theorem A,
(a) If f belongs to C, or igﬂ, 1 € p < o,
l[f—V(p) f‘l = o(log 1/P) (p —»1 =), then f = const.
(b) If (£ )" Dbelongs to Cop oF Lgn s 1 <p<ew, then
[1£=v(p) £l| = 0(log 1/p).



e

(e) Ir £ ¢ Lgx» 1 <P < w, then
[{£-v(p) £[| = 0(20g 1/p) implies (f~)' € L) , thus f' ¢ LD .
1
Because of this rekult the integral V(p) £ of Abel-Poisson is saturated with
order 0(log 1/p) or 01 =-p) (p.—>1 =) in the space Lgn’ 1 <P < w, and the
saturation class is the set of all functions f € Lgﬂ for which £ iS absolutely

continuoug and (f )' € Lgno

We remark that an applicdtion of the results of DLleeuw [ 23] mentioned above

y . 1, o o
gives for the non-reflexive spaces C, and. ! Ly, 3 [ £=v(p) fllc = Gflog 1/p) if

and only if £ € Lip 13 ||£-V(p) £ [1 = 0(log 1/p) if and only if 'f is of
hrounded v viction.

in the following application the assertions (i)-(iv) were previously established
by Hardy and Littlewood (see Zygmund [ 34}, Chapter VII) using complex methods and
for the fact that (v) is equivalent to each of the other four assertions see
Berens [11

We denote the conjugate Abel-FPoiscon integral by

[V(p) £ (x) = :EF an(xon)£n)

-n 1-2p cos(x-u) +p

v du (G<p<t).
Theorcm B.
Let £ € C, . The following assertions are peirwise equivelent for O <a<i

(1) 11 £Ca#n) = £(D}] = oyn*) (h = 0) i.e. f € Lipa ;
(11) 1 £(osn) - 20¢.) + £(.-n)l| = ol Bl®) (h = 0) ;
i3 HIF @] =0l (1-pYT1 (o =1-) 5

(19) 1LVe) £ =0l (1=-p 2] (p—a1-) ;

(v) HLve) £1 () = £()] =0 [(1=pF] (p=>r1-).

Let us apply Theorem 3 to V(p) f. This gives the following result (seel 3] and [1],

which was also obtained by M.H. Taibleson [31] without using semi-group theory

cxpligitely.



Theorem C.

Let £ €C

squivalent

mf P sCn) = 1)1

o For P < @ <1 and 1 € p <|+ e the fclliowing

du
—-o—<-l-”;

(11) r £70)R ) ey ]0 pr P

N

(i) jm £ V() -2 )P 9% <+ ooe

ve note that for p = o the modifications are evident.

L4, Riemarn ond Taylor Operators of Higher Orders.

We next consider generalizations and equivalent representations for the

power AT
integer. Below, let

D ! ’inition 1 -

The r=-th

D(¢*) and range in

whenev. +<his limi..
inicion 24
The 1=th
D\‘;") in D(Ar-1)
o e

ShvlouslLy

ely, C° and BY

of the infinitesimal generator A,

r-th
r being an arbitrary fixed positive

{T(t) ; 0t < m} be a semi-group of class (CO) on X.

Eiemsre. o« rator G

of {T(t) 3 0t < m} having domain

X is defined by

r r

Lim € =C" f

1t = O+

£ (f€Xx)

¢risLs, where

r
i} ST~ ) T{kt) £ v > 0).
k=0

t

Taylor operator B' of tT(t) ; 0g t< w} having domain

and range in X 18 defined by

lin B r=8 ¢ (£ € D(A" 1Y),
t o~ O+
. r-1 .k -
B, £ = =% [T(t) -3 E? LR (t » 0).
(7 }(2:0 LS

D(¢T) and D(Br) are linear subspaces of X and D(A?‘1), respecti~

being linear operators. In case r =1, ¢! =8 = 4.
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The connection between.ﬁhe operators A?, B" and C© is given by the following

theorem (Butzer=Tillmann [15] and H. Berens [21).

Theorem 4.
For fo € X and each fixed integer r 3» 1 the following assertions are

equivalent : '
. N r - '
(i) £ € MAT) and A £, =8, with 8, € X, i.e.

-~ =i
£, € DA™Y ang 1am [(R(6)-T)A) AT £ =g s
t > 0+ ! ° °
s r r _ .
(1i) £, € D(B") and B fo =g, i.e.
£ en(a™ "y sna 1im BT r =g 3

0 o
1 -» O+ “ °

1) e Ty L af -
(dii) fov wit) and C fo g,

The foliowing result for the operator - 18 a definite generalization of

wcem 1 (see :. Berens [2]).

Theora.. 5.

(a} If £ and g .i2 eciements ia X such that
1im infllcz ¢ - gll =0,
r t ~» O+ r
then A" f =g and f€D(A"). Incase g= ¢,

then Ar f

i

g, i, M)-I P =e,
(b) For each f € D(A")

0T £]] < suivt{vnm)u}llffn >0y,
oug .
(¢) If X is reflexive, f € X and

s o et < v e,
ther. . € D(AT).

A similar theorem xay also be established for the operator B {see

o
a0

Pidinann (1 5]). The result for the operator i (in particular Theorem ..’ ¥ be

fal

< fuir semi-~group operators of ciass (vo) def'ined on sequentially comp.:ue loca=

wonvex 1.nsar topological spaces X (see Tillmann [}2]). For the gensrcy thecory
semi-group operators defined on these spaces, see also K. Yosida [35, pe.2ii-274l.
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The result above may also be generalized to distributional semi-groups ; 3sce

wu votutrém (281, Purthe rmore tne result for the operator p¥ may 2lec b6 establie
shed i{'or operitors for which the semi-group property does not play the decisivg'role
(see K. Leis [24], [257).

Coroliary 1.

of
I7 X is a reflexive Banach space, the approximation the families of opera-
tors
) -1 k Xk
@(t)-ﬂ }p,{[’l‘(t) -5 (%) A p}
k=0

. \ - ) R R r
in the atrong operator torology to the zero %perator is of optimal order O(% )

(t = 0+) in X and the saturation class is given by D(A?).

!
We aoply these results to the semi-group of left translations in LP(O, ®),

D w , defined by
[P(t) £1 (x) = £x+t) (t 2 o).
Uhe brenslation opecstors ?T(t)} form & semi-group of class (Co) on LP(O, )
aon L) =1, Tard (x3 = ff(x) and

-
!
{

D(A) = { £ 3 f locally absolutely continuous, f£' € LP(0, w)ﬂ.

Cart (&) of the following theorem is an extension of a result of Titechmarsh, given on
“/nite intervai, o the semi-infinite interval, while part (b) generalizes a result
tardy-Littlewood (see Zygmund [34)], Ch. VIIT).
Theorem De
(a) If £ € LP(0, @), 1 <D <w and |le(.+t) = £(.)| . ols, (b - 04),
then £ = 0.
(b) One has for 1 <P < w
|| £(att) - f(.)||p = 0(t) (£ = 0+
if and only i1 f is locally absolutely continuous and £' € LF(0,w ).
r

The importance of the operators Cr, B® is revealed by the fact that they are

eneralizations of the well-known Riemann and Taylor derivatives for scalar-valued

“unctions. Set



=1 0=

5 p(x) = 37 (DT (D) e(ekt),
e et
% 000 = x ¢ LeGe) - 3 (6kt) £ ().

The Riemarn derivative C' f of order r of f in the 1P(0, w)-norm is defined by

i}

lim ||(1/t)r Az £(.) = ¢¥ f(-)llp

0’
t - O+

in case this limit exists ; the Taylor derivative B" £ of order r in the
Lp( 0, e)=norm by

(/47 v £(.) - 5T o)l = o,
t -3 O+ P

r-1)

whicve 7 and 1ts first (r - 1) ordinary derivatives £, £',..., f( belong

o L', ),

“r.:se generalized derivatives have the property that if the ordinary derivative

Corder T 3 f(r) exists in Lp(O, o), then C° £ and B £ exist and all three

: equale. Of intercat is the difficult converse problem. We have
TLCOTEL -
et £ €LP(0, ), 1S p<ew and r be an integer > 1. The following

sertions are equivalent :

(1) f(k) (k =0, 1,..., 1) are locally absoclutely continuous functions
in 0, w) and f(r) € 170, ) 3
(11) (4/¢) Az F{x: sonverges in ILY-norm as £ —» 0 + j
(iii) (1/t)r VE £(x) converges in LP=norm as t —> 0+, ‘where f<k)
| (k =0, 1y..0, ™=2) are locally absolutely continuous functions in

(r-1)

17(0, ») and f € 17(0,0).

I one replaces norm convergence by point-wise convergence in the definitions
of the derivatives, then the existence of ¢t f(;E)' or BY f(xo) at a point x
ioez not necessarily imply the existence of the r=th ordinary derivati - f(r)(xo)
at X

oy 8s may ve shown by examples.

Results correspcnding to these given here may also established for the Peano deriva-
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tives of order r (see H. Berens [2] ; also G&rlich-Nessel [19]). These are clo-
seiy connechted to the many delicate investigations by A. Denjoy on generalized

derivitivesa.
Theorem F.
The following statements are equivalent for 1 < p < «!

(1) f<k) (k= 0,1,..., r-1) are locally absolutely continuous functions in
LP(O w) and f(r) € Lp(O ) 3

(ii) 1im inf]](1/%)F by, (. )|| + o}
t —» O+
Liii)  lim 1nf|l(1/t)rvr (. )H < + w,
t - O+ ( )
where ¥ :(k =0, 1,..., ™=2) are locally ahbsolutely contiruous funce
tions in 1" (0, ) and f(r‘1) € LP(O, ®).

This theorem is related to results of I[{.A. Scrwvarz, .S, Saks, S. Verblunsky,
W.I'. Reid and others and is of importance in Riemann's theory of trigonomeiric ssries
Theorems ccrresponding to the Ppreceding two may also bé shown for the non-reflexive

Banach syaces L1(O, w) s1d C [O, w], the Epace of all functions bounded and
C

P

uniformiy continuous on [0, w), as well as for the “periodic" spaces ox? LG’

1< 1 <o (see also Sutzer {9]).

Finally, we rcturn again to the singualar integral V(t) f of Abel-Poisson.

(r)
hﬁ —{f (x) (r even)
£V (x) =
) \f~)(r) (x) (r oad).

We a0t

The following assertions are equivalent for 4 <p < w!
(1) £ i} (k =0, 1,..0, r1) are ahsolutely continuous and
fsk} € Lp (k= 0y 1,000, T) 3

(11) |10v(t) ﬂfr}n

0(1) (t =» 0+) ;

(311) iuf_:?fuwt) ZZ (=1)"7" k) V() £1] <+ e

(iv) 1im inf]](1/¢7) [v t) £ - Z" (% /k')(-1)[(k+ )/2 f{k}]h <+,

t —» 04



where f{ki (k = 0, 1,..., ™2) are absolutely continuous and
P Lp (= 0, 1,000, 1) .

“or the latter theorem, in the form given, see H. Berens f2] ;s regarding the
equivalence of (i) and (iv) for the non-reflexive spaces G, and
Butzer-Sunouchi [14].

The general theorems on semi-group operators considered above may also be ap~
plied to other singular integrals which are semi-group operators and solutions of
partial differential equations. One such example is the singular integrai of
Gauss-Welerstrap, the solution of the classical diffusion equation for an infinite
rod wit’ a given initial temperature distribution. Another is the solution of
Dirichlet's problem for the half-plane or half=-space. In this respect, we refer to t

liternture cited in [11),113], [15] and R.J. Nessel [30].
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