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SEi,llN.l\.IRB D1.AN.ALYSE HARMONIQUE 

:Rxposé no 1 Mado.me CHOLLJ?r 

.Anneaux: préordonnés. 

Extraits cle : 

- Journal atAnalyse de Jérusalem 1964 

Rrivine t Anneaux préordonnés 

Orsay 1965 - 1966 

- Com1t0s rcnrlus de 1 'Académie des Sciences 1er Avril 1964 

l<rivine : propriétés des préord.res dans les anneaux commutatifs unitaires 

Bibliographie: 

- J;_ repr~senb.tion theory for commutative topological aJ.gebra. 

Kadison : Memoirs of the Ame1·ican LiathematicaJ. Society 1951 

- JleaJ. Banach Ale;ebras 

Lars Ingelstam: .Arkiv for Mathematio 1964 



Qéfinitione; 

- Un anneau A est <lit•réoJ. s'il est oommut.:.1.tit unitaire, s'il contient 

le üorps des rationnels et si on a 

1 + x.f + ••• + ~ J 0 quels que soient 
1 

- ~ [ A es·b un préord.re sur A * 1) 2 ] A2 

X1,•••1 Xn 

2) X 1 y€ Q *X+ y€ 2 
X.V € g 

3) - 1 (. S2 

( Sur tout anneau rr.~el., il existe un préord.re minimum 20 1 'ensemble des 

:)ommes de carrés d'éléments de A.) 

- On désiGne par (A, 2) l'anneau réel A muni du préord.re 52. 

- x ,cJi; y E: A on note x ~ y , au lieu de x - y € ~ 

- g ob·nt un préord.re sur l'anneau réel A, IS2I ::: {x € Al x € Q et -x € 52} 
-~ 5?. est un ordre si est setùement si ISi?I = {o} • 

li.orna.roues -~-
- jg,j est un idéal. strict de Ao 

- Pour qu'il existe un préordre contenant sa et x il faut et il suff'it 

- Soit (A.,2) un anneau préordonné, il existe un préordre ma.xima1 sur A 

contenant s;? • 

- Soient (A,Q) et (A', Q') deux anneaux préordonnés une application 

cp: A --Ji A' est un homomorphisme d'anneaux préordonnés si q, est un homomor

phisme d'anneaux et si q>( S2) [ Sil' o 

Soit (A,2) un anneau préordonné et q, l'homomorphisme canonique 

a.lors 

On note 

<p( ~) est un ordre sur 
A 
2 = l~anneau ordormi 

A_. A/121 
-x.-.x 



Duf'inition: 

Un anneau ordunné (A.,9.) eat D.J)llolé riseudo-corps s'il ost totalement 

o:nl.onnô et si pqur tout x E: A x /: 0 il existe y € A y ft 0 tel que 

Thuor~1me .1. 

Pour quo 52 soit un préordre maximaJ. sur l'anneau réel A, il faut 

et :Ll suffit que A/2 soit un pseudo-corps. 

Dé:finitions : -·- ,,... 

- (A, TI) étant un anneau préordonné, on appelle spect~~---~) et on 

désif;ne par Sp. (A, II) ou Spo A (s'il n'y a pas d'ambiguïté sur le préordre It), 

1 1 ensemble des 1œéordros mmcimaux Q contenant rr. 

- ( in appelle onveloppc de (b. ~) et on désigne par Env. (A, Il) ou Env. A, 

l'intersection des prémrdres llL:'1.Ximaux de A contenant Il. 

- On appelle raaic.al de (A, Il) et on désigne par Rad. (A, TI) ou Rad. A, 

l'intornection des 121 quand Q décrit l'ensemble des préordres maximaux de A 

contenant Ilo 

Romo.rgue : j El'.,l.v. (A,Il) j = Rad. (A, Il) 

Le radical de (A, n) est l'ensemble des x € A tels que pour tout 

À € A, il existe 1t € Il tel que 1t(l - u)~ 1 

Définition: _____ ..,,,"..., ....... 

Un préordre Il sur l'anneau réel A est dit archimédien si pour tout 

x € A, il existe un entier n ~ 0 tel que x ~ n. 

Th6orème -~ 

Soit (A, 11) un anneau préordonné archimédien, et a, b € A. Si ab ;;: 1 et 

a.;: o, il existe un entier M > 0 tel que 

on a b ~ o. 

Théorème 3 -~-......... ·---·-

1 
a~ M et b l -, t· ul' ~M. ~n par ic 1er 

Pour que (A,II) soit pseudo-corps archimédien, il faut et il suffit qu'il 
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r.ioit .isomorphe en tant 1111'0.rn10n.u orüonn(.; a u.,1 :ious anneau a.e Dl cont,~,knt Q. 

i;oi t (:, .,n) un annonu pr('.>orùonnû n.l'oh.Lméd.:i.on 

};nv. (A,Il) {x € A lv n € IN, 
1 

c'est-à-dire 
1 

€ II} - - 'X X + 
n n 

Rad. (ii.,Il) {x € A lv n € (N 
1 

' X ' 
!} = n n 

Théorèl]!g___.,5 

:1oi t (A,Il) un anneau préordonrn; archimôd.ien lo ; :;_,octrc cle (ic,Il) 

s 'id.crrtifio ù l 1enscmb1o dos homornorrh:i.snes d 1anne::mx préordonn6s de A êlnre IR. 

V x E A 

donc 

3 M(x) entier> 0 tel que 

-:i(x) ~ 7'.(x) ::ï ,i(x). 

'ô = rl [ -M(:-:), ; ,(x)] 

c 1 .'.st un espaco compact quand on le munit de ln. topologie procluit. 

Sp. AC '8 c'est un ferme cle ~, donc un comi.-aot pour la topolo 0ie induite 

par i. 

J\ t ut :x € A on fait corresponclre x 10. fonction définie sur Sp. A par 
A 

x( 71.) = À.(x). 
A A 

x est continue sur Sp. A et x-, x est un homomorphisme de sur lll1 

A 

sous amieau A cle 1 'algèbre des fonctions continues réelles sur Sp. A. ;3on noyc.u 

est le ro.d.ica.1 de A. Env. (A,Il) est 1' ensemble des x € A tels que 
A 

x soit?- o sur Sp. (A,n). 
,,. 

De plus A est uniformement dense d.an.s C m_(Sp. A) 

Applio~i9.n 

On appelle algèbre de Banach réelle, une algèbre sur m. normée, corn lr.te 

qui est aussi un anneau réel. 

- 1 Sur une alc;9bre de :Banach rt;elle A, tout préordre est archimé(î.ien. Cn.r 

x ~ l lxl 1 pour tout x E: A et tout préordre. 
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- 2 ,;i on mun:i.t A du pr1.1ordre minimum le ,3pectre de A est l 1nnnc1~l,lc 

d.cb homomorphismes continus de f._ cfo.na ffio 

Propon:i.-cion 

Si ! > 0 nur Sp. A il existe cc€ R cc f. o. et 

x 1 , x:? , •• o , Xn E: A tels que 

X= 
2 2 2 

cc + X1 +• • .+ Xn 



Définitions & 

SEMINADŒ D'ANALYSE HARMONIQUE 

Exposé n° 2 MaiJaroe CHOLLET 

Jumeaux préordonnés. (suite) 

Orsey 1965 - 1966 

- Les anneaux considérés ici sont des algèbres A sur m commutatives et 

unitaires. 

- On introduit une nouvelle définition de préordre moins restrictive que 

la précédente 

- S2 [ A sera un préordre sur A * 1) Si? ] m.+ 
2) x, y € ~ -> X + y € Si? 

xy € Si? 

3) - 1 t 2 

- x et y€ A on note x ~ y au lieu de x - y€ 2. 

- S2 est un préordre archimedien sur A si V x € A, 3 n entier positif 

tol que x , n (Si?) c'est-à-dire n - x € Si? 

Remarques: 

- Pour qu'il existe _un préordre contenant Si? et x il faut et il auf'fit 

que V K entier positif et V 00o, fOt,••• fOn € Si? on ait 

K 
~ + C.01 X +. • • • + Wi( X p - l 

• Si 2 est un préordre arohimédien, il se plonge dans un préordre arohimé

dien maxima.le 

Théorème 1 

- Soit Si? un préordre arohimédien sur A et a, b € A. S i a ~ O et 

ah ~ l il existe un entier n > O tel que a .i= ! et b -, ! n n 

Théorème 2 

.. Soit Si? un préordre aNhirnalien sur A J V x € A, x2 + l € Si? 



G o;rol.J.a!~ l 

Si 2 est un proordre a.rcl'Ltmédien 

V e > 0 et V x € A, x2 + s € 2 

Corollaire 2 

Tout préordre archimédien ma.xima.l aur A contient les can-és des éléments 

de A. En particulier s'il existe un préordre archimédien sur A, A eat un 

anneau réel (1 + xf + ••• + x~ p 0 

D one si A est une al.r:;èbre sur m contenant un préordre arohimédien 

n, les préord.res nw..r'...J.lllaux contenant n sont du mame type que ceux étudiés dans 

le préct;dent exposé. Us s'identifient aux homomorphi.sm.es À. de A dans m. tels 

/ ) + que ),H?. = m. • 

Sp. (A,Il)= E.1:pectre ile (A, rI) dé.signera l 1ensemble de ces homomorphismes. 'f/ x € A:, 

"' 
x désigne la .fonction numérique X ~ X(:x:) définie sur Sp. (A, n) ; Sp. (A, n) 

étant un espaoe oompa.ct pour la topologie la moins fine rendant continues toutes 
A 

les fonctions x pour x € A. 
m, , ' "J' .1.ne<2;T.'e!]2. J 

Si ; > 0 sur Sp.(A,n), 3 n entier positif tel que x $1 ! (II) . n 

AJ2J2lioa.tion 1 a 

Soit A• m. [X11 x2 , ••• Xn] l'anneau des polyn8mes à coefficients-réels 

à n variables. Soit n le préordre sur A oontena.nt le préordre minimum 
\ 

On établit que Il est a.rohiméd.ien et que Sp.(A, n) .. [o, 1]A. Le théorème 3 

permet d 9affimer s 

Boit p(X1, ••• , Xn) un pol.yn8me à cooffioi~nts réels qui prerul des va.leurs 

strictement positives pour O._ x
1 

< 1 (i = :.. ..... n). Alors ~~existe un poly

nôme P(u, ••. un, v 11 ... Vn) à 2n variables à coeff'icients réels positifs tel que 
' 

p(X1, ••• Xn) a P(X,, ••• Xn, 1 - X1, ••• 1 - Xn) 

Ceoi donne une généra.lisation d'un théorème de Polya.(Réf. Akhiezer z The olassioaJ... 
moment problem) 



Application 2 i 

Soit A une algèbre de Banach sur m. commutative avéo 'unité. 

On démontre que le préordre arohiméclien minimum sur A est l'ensemble 2o q.ea 
X • n + e avec x1 , • • • , xn € A. Alors si x > 0 sur 

X X 
il existe x 11 ••• , xn € A tel que x = e 1 + ••• + e "• 

Ceci est une amélioration du résultat obtenu dans le précédent exposé 
X X 

(e 1
, C>•• , en étant évidemment des carrés) 

!;eElication 3: 

Soit A une algèbre sur œ., complète, commutative unitaire d'opérateurs 

auto-adjoints bornés sur un espace de Hilbert le. 

- A est une al.gàbre de Banach réel.le 

Supposons qu'il exis,te T1 , ••• , Tn € A tels~que 

Vx en particulier x /. 0 

i=l 

c..ono 
n 

n L Ti+ l 11 0 

i=l 

L 1 (T:L xi 1 + 1 lxl 1 = 0 • x = 0 (contradiction) 

i=J. 

alors 

On considère sur A le.préordre Si? où Si? est l'ensemble des sommes de ca.ITés 

d'éléments de A. 

- l'application T __. T est une isométrie 
• 

On sait que I ITI 1 , I ITI 1 
• 

Etablisons que IITII 'llTII 
• • 

soit I ITI 1 • a alors IT(À)I 'a V À€ Sp(A, Si?) 
A 

dono T+a;.O sur Sp.(A, Si?) 
• 

et a-T;i: 0 aur Sp. (A, Si?) .. 
T + a ;i. 0 sur Sp.(A, Si?) implique T+a+s;.O 

donc V x tul que l lxl 1 = l - a• s ii < Tx, x > 



dono 

on aurait de m3me <Tx, X>, a. D'où 

or 1 ITI 1 111 Su~ l<Tx, X>I I 
1 lxl 1=1 

dono c'est-à-dire 

donc on retrouve le résultat connu. 

où M est l'espace compact Sp.(A, ~) 

Mesures sur le spectre d •une m. - algèbre archimédienne 

(Dans ce qui suit un préordre vérifiera la définition de l'exposé l) 

Soit A une algèbre sur m. muni d'un préordre arohimédien n. 

Une forme linéaire T sur A est dite positive sli T(x) ~ O Vx € II~ 

Théorème 1 

Soit T wie f onne linéaire positiva sur une IR,-algèbre a.rchimédienne 

(A, Il) aJ.ors il existe une mesure de Ra.don Il positive sur Sp.(A, Il) et une 

seule telle qua , 

Théorème 2 

Vx€A 

Soit I un idéaJ. d'une m-algèbre archimédienne A. On désigne par 

1* - lP € Sp. A 1 ;( p) = 0 V X € I} 

Alors si T est une forme linéaire positive sur I, il existe une mesure µ posi 

tive sur CI* telle que 

• • • 
x. Y• .z dµ V x, y, z € I 

Application 

Soit L"(IR+) l'algèbre des fonctions numériques intégrables pour la 

mesure de Lebesgue munie du produit de convolution 



Soit 

(t • g)(x) • J00

r{u) g{x - u) au. 
• 0 \ 

A ={t + À I f € L"(tR+) J et À€ m.l 
t 

Sp.(A). l 1enseQlble des homomorphismes continus A a.a,.,S œ.. 
Soit 1 t+).~'A. À € Spo A. - -

D'ailleurs 'A.€ Sp. A est d.dl.a. forme t --+ Io oof'{x) e""'PX ax, p € œ.+ 

À. " À 00 

Dono Sp A s'identifie à m.+ u (oo} • 
Le théorème 2 s'applique ici. 

Soit 

On retrouve un théorème de BernstéiD (Rt. Widd.er s The Laplace transform) 

K(x) :fonction continue bornée sur œ.+ est définie positive si et seulement si 

bornée sµr m.! 
K(x) • J.=-dp(t) où p est une mesure positive 



SEMINAIRE D'ANALYSE HARMONIQUE 

Exposé n° 3 & Miohel LEDUC 

Orse;y 1965 - 1966 

L'exposé porte sur des travaux de R. SP.ECTOR., qui doivent faire l'objet d'une 

publication [o]. 

ll s'agit de montrer que certains sous-groupoïdes mult;iplicatifs de l'ensemble 

des fonctions continues réelles ou complexes sur un compact, le caractérisent 

comne espace topologique, puis d'étudier dans certains cas cette caractérisation. 

On sait qu'un compact K est homéomorphe à l'ensemble des points extr3maux 

de la boule unité de 'e(K)' muni de la topologie faible J par conséquent si les 

espaces desfonctions numériques continues sur deux compacts sont isomètres, ces 

compacts sont homéomorphes. 

Notre caractérisation sera plus "a1gèbrique~ J ce point de vue a déjà été 

envisagé par A. MILGRAM (l] • 

(0) R. SPECTOR: C.R. Académie des Sciences, note à para.!tre. 

(l] A. Mll,GRAM z Multiplicative semi-groupa of oontinuous fonctions, Duke Math. 

JournaJ. 19491 P• 377 à 383. 



- PRRLIMINAIRES -

So:ilt K un compact ; quel que soit f € '€(K), notons Z(f') l 'inté;ieur 

a.e ?"(o). 

Un sous-groupoïde mtùtiplicatit (partie stable par multiplication) &t, de 'e(K) 

est dit régtùier si; V.f.. fermé, vx € K, A, 3 q> € dr.,: A c , 1(1) et x € Z( q,). 

Proposition: 

Si lft est régulier, quels que soient A et B :fermés disjoints, pour 

B /; ~ il existe <p € tft tel que A C ; 1(1) et B C Z( cp). 

Il en résulte que O € ;A ; mais 66 ne. conti\ent pas nécessairement l. 

Remarquous enfin que oomme A admet 'Fe base de voisin88es fermés, on peut 

m8me obtenir : 1(1) voisinage de A. 

Exemples de sous-groupoïdes réguliers
1 

:=:-=m 

L'ensemble des diviseurs de zéro dans <e{K) ; le cSne 

tions continues positivés; si K est métrique, l'aJ.gèbre des fonctions numérique 

-Bipschi tziennes sur K. Enfin si K est une variété de classe te" l'ensemble 

des fonctions de classe ~ avec k , n , cio• 

(en effet par compacité la dimension est finie, donc il y a partition différentia.hl 

de l'unité). 



Soient f et g € 'e(K) 

Lemme 1: 
=-== 

- PREMIERE PARTIE -

Z(f) C Z(g).,. (h €&:,et f Oh= 0 ~ g. h = o) 

Lemme 2: 

z{'rj C Z(g) ~ 3 cp € tft i q, • g = g et Z(f) C Z( <p) 

-2-

Cea deux lemmes faciles à démontrer, permettent donc, pour f et g € t1t , 
d'exprimer dans dt et a1gèbriquement l'inclusion zUJ' C Z(g). 

Considérona a1ors l'ensemble 5 des parties F de dt vérifiant 

-JJ Vf et g € F, 3 h € F : ~ C Z(f) () Z{g) 

-2) f € F, g € ét et Z(f) C Z(g) -=> g € F 

Çuel que soit F € 'iY , O € F ; et posons e(F) = () ztr) il est immédiat que 

e(F) = () z[f} • 
f'€F 

Lemme 3 z 

Lemme 4: 

f€F 

~ 
Quel que soit H fermé, posons îl = f f € Jt; Z(f)?H J , a1ors 

H € Oi' et 8(H) = H • 

Par suite 8 réa1ise une bijection décroissante (pour l'inclusion) de 5 

sur l'ensemble des fermés de K; en outre, les points étant les fermés non vides 

minimaux, on a l'équivalence: 

F maximal propre dans 9i' ~ 8(F) est un point. 

Soient aJ.ora K1 et K2 deux compacts non vides, Jl;1 et dt des sous-

groupoïdes réguliers de ~(K2) respectivement, cc : 

bijective 1 avec : Vf et g € . ét., a:(f .g) = a:(f). cx:(g). 

N.B. Les lemmes 3 et 4 se démontrent aisément en utilisant la propriété immédiate 
que: dans un compact, toute fa.mille filtrante de fermés est plus fine que le filtre 
des vomsinages de son intersection. 



Notons :Ji 1 et 3'2 les ell.6embles associés à ~1 et Jr-2 ; cormne 

Vf et g € dè2, 

-1 -1 c-1< > ,-1, 1 -1 (-1, > -1 l -1 > -1 œ (fg) = œ [ œ œ f) • œ œ g)) = œ o œ œ f • œ (g) ~ œ (f • œ (g)~ 

et cormne 

-1 par œ, les éléments de 012 sont mis en bijection croissante avec ceux de 

en particulier les élém1:nts maximaux propres ; soit œ* la bijection qui en résulte 

de K2 sur K1 • Par œ* les fermés de K2 sont mis en bijection avec ceux de K11; 

«~ est donc un homéomorphisme. 

Théorème: 

Etant donné deux compacts K1 et ,K2 , à tout isomorphisme entre deux 

sous-groupoïdes réguliers de <e(K1 ) et cel.Ka) respectivement, estpanoniquement 

associé un homéomorphisme entre !½ et K2. 



-SECONDE PARTIE -

Reste à étudier les relations entre œ et oc*. 

En généraJ., l'identité cx:(f) = foœ* n'est paa vérifiée, car oc n'est pas 

une isomgtrie. 

C'est le cas par exemple, pour l'automorphisme de groupoïde z 

Plus précisement i 

Théorème: 

Une condition nécessaire et suffisante pour que 

Vf € dt,, œ(f) = focx:* 

est que l'isomorphisme des groupoïdes Jl;1 et cfl2 se prolonge en un isomorphisme 

La condition nécessaire est immédiate; la condition suffisante résulte des 

lemmes suivants. 

Lenme 1 : 

Soit t4t une sou.a-algèbre de '8(K), si 

( f € dt; et Vx € K, f (x) /: O) * 1/r € & , 
alors les ensembles Ix = [f € Jt; f(x) = 0) sont les seuls idéaux maximaux 

posiblea. 

En outre, si d\; est régulière, Vx € K., Ix est le seul idéal maximal 

contenant 

Par suite z 

Le lemme 2, se démontre aisément, en utilisa.nt la propriété immédiate que 

cx:(f) = f oœ• * Ker cx:(f) = Ker f ooc* 
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Si lea algèbres Jè1 et dt
2 

vérïfient les hypothèses du lemme 1), et s 

a : ~ --,. r/r2 est un isomorphisme d'aJ.gèbres, aJ.ora 

Montrons par un exemple que, ~me si dt1 et d:
2 

sont des algèbres et ~ 

un isomorphisme d'algèbres, a peut n•~tre pas isométrique. 

Prenons 1S_ = K2 = [o, JJ et pour ~ (respo c1t2 ) 1 1 ensemble des 

f € '6( [o, 1 ]) , telles qu'il existe x
0 

= 0 < X;i_ < ••• < xn = 1 et des polynSmes 

p1 , ••• , pn tels que pour 1 ~ i < n, pi; pi+l' pi(x 1) c Pi+l(xi) et 

p.(l+x.) = p11 (1+x.) [resp. p.(-l+x.) = p. 1(-l+x.)], et pour 1 ( i ( n, 
l. J. + 1 1. 1 J.+ J. 

V x € [x. 
1

, x.] , f(x) c p.(x) 
1- J. J. 

Remarquons que cette décomposition est alors unique. On voit facilement que 

r}t 1 et JI:; 2 sont des sous-algèbres règulières de '6 ( [ 0 ,1]) • 

Définissons l'isomorphisme a par: a(f).(x) = p1(1+x) ; a n'est pas une 

isométrie, car pour f'(x) = x, a(f) .(x) = l+x. 

Terminons en énonçant deux résultats dont on trouvera la démonstration dans [O 

Les a;Lgèbres des fonctions lipschitziennes ou dérivables vérifient les bypothè• 

ses des lemmes précédents: 

Proposition 1: 

Si les algèbres des fonctions numériques lipschitziennes de deux métrique 

compacts sont algèbriquement isomorphes, ces comJJacts sont homéomorphes; de plus 

l'homéomorphisme canonique est lipschitzien. 

Proposition 2: 

Si les algèbres des fonctions numériques différentiables de deux variétés 
1 

compactes sont isomorp~ies., ces deux variété sont difféomorphes. 

Cette dernière proposition est aisèment vérifiée. 



SEMINAIRE D'ANA.LYSE HAllMONIQUE 

Exposés n° 4, 5, 6. Melle DETRAZ 

Oraey 1965 - 196q 

Structure ana.lytique sur le spectre d'une algèbre de Banach uniformq 

Une algèbre de Banach A commutative est uniforme si elle est unitaire et s: 

sa norme spectrale est égale à sa norme uniforme. La représentation de Gelfa.nd est 

alors biunivoque et isomètrique, et on peut considérer A comme une sous algèbre 

fermée de l'algèbre des fonctions continues sur le spectre M de A, muni de la 

topologie de Gelfand; M est compact car A est unitaire. 

Notre but est d'exposer les résultats de Hoffman et de Lumer concerna.nt 

la possibilité de munir M d'une "structure ana:cytique en disques" pour certaines 

algèbre unifonnea. 

On notera, f un élément de A, x un élément de M c'est-à-dire~ 

homomorphisme non nul sur A et 1 !ri 1 = sup f(x) 
X €. M 

- A l'algèbre des fonctions conjuguées des fonctions de A. 

- Re A l'espace des fonctions, parties réelles des fonctions de A. 

- A-l l'ensemble des éléments inversibles de A. 

- te{x) [resp. <em__(X)] l 1algèbre des fonètions continues compJp-,,-

[resp. réelles] sur un espace topologique X. 



-2-

A :F:rUDE GENJ!fil.ALE DU SPECTRE 

l I. Frontière de Silov ., 

l Définition et existence 

La frontière de Silov r du spectre M est le plus petit ensemble fç~P 

de M sur lequel tout élément de A atteint son maximum. 

Silov a montré 1 1exiatence et l'unicité d'un tel ensemble. Par définition 

V(x) désignant un voisinage de x. 

r { x; x € M, v V(x), 3 r; f € A, lr(y)I< llrll v y €C V(x)J 

Exemples 

1. Si A= <-6(M), pour tout point x de M et tout voisinage V(x) 

il existe une fonction de A à valeurs dans [O, l], égale à l en x et :zéro 

sur C V(x). donc r = M 

2. Si A est une algèbre unitaire à un générateur, M est homéomorphe 

au compact K du plan : K = Î Z(x) ; x € M 1 et'.; A est la fermeture~forme SUI 

K des polyn$mes complexes. Si ô K est la frontière topologique de K, ..... 1après 

le principa du maximum r est contenu dans ô K. 

Si x € 6K. pour ~out voisinage V(x) il existe un point a n'appartena 

pas à K et sur le segment (x, a) on peut trouver un point b tel que I z - b 1 

soit strictement ~upérieur sur CV à son minimulÎl et que b n'appartienne pas à 

K; la fonction Z - b est différente de zéro sur tout M; d'après le théorème 

de Wiener 1 -z:,; appartd.ent ';à A et d'autre part est strictement inférieure sur 

CV à sa nome. Donc x € V et donc r = ô K. 

2. Mesures représentantes 

Soit A/r la sous algèbre de C (r) des restrictions des fonctions de 

A à r. 
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L'application f €A-.. f(x) est une forme linéaire sur .A/ r qui e,at 

continue de norme inférieure ou égale à l; d'après la définition de la. f'ronij'~ère 

•'li: Silov 

f(x) , l lrl 1 = sup jr(y) 1 = l lrl 1.A/r 
Y€ r 

Elle s'étend donc (Hahn Banach) en une forme linéaire continue sur 

mesure µ complexe de norme inférieure ou éga1e à un. et 
X 

Si 

f(x) =if d itx pour tout f de A 

f=l 

11 iJxl 1 ~ l 

f(x) = l = f d Px 

JJx, est donc une mesure positive de masse un. 

Théorème 

cr, d.QpQ en un 
; . ' 

Pour tout x de M; il existe une mesure P: de support r positive 
X 

de masse 1 telle que f'(x) = J t d µx pour toute f de A. Une telle 

mesure est multiplicative sur A.r 
Définition 

On appelera mesure ,représentante de x, toute mesure rempJ.issam. .L.es 

conditions du théorème précédent. 

3. Mesure de Jens1n• 

Théorème 

Tout point x de M a une mesure représentante telle que 

log If f dµ:xl • , f log ltl d µx (inégalité de Jense.n) 
r r 

Da.na c.,_( r) considérons les 2 parti<;s 
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'½. = l h; h € ~(r), r r > o, f €A; lr(x)I ~ l et r h(Y)~ log lr(y)f V y€ r] 

u2 = l h; h € <tt<r) h(y) < o v y Er] 

'1. et u2 sont convexes 

u2 est ouvert 

Il existe donc dans Cm, (r) un lzyperplan les séparant, donc une, mesure µ S\\I 

telle que 

sup J h d µ = C ~ inf f h d µ 
h€u2 r h€'½:r 

stable 
u2 étant 4pa.r

1 
multiplication par des scalaires positifs C = 0 

f hdµ est négatif pour toute h de u2 
r 

r 

Donc µ est une mesure positive qu'on peut prendre de masse un. Si f appartient 

à A et f(x) = oc, toute fonction h de CJF) vérifiant: 

3 r r > 0 r h(y);i: log loc-l f(y) 1 V y € r 

vérifie 

donc 

f hdµ~O 
r 

f log loc-l f(y) 1 d µ ~ 0 ëoit 

r 
J log jrf d µ ;i. log Jf(x)I 
r 

En particulier si f € A-l on a l'-égalité en appliquant l'inégalité 

f log I fi d Il = log I f'(x)I 

or si f € A, ef € A-l et liono 

f log I i'I ql = log I ef(x)l 
r 

soit f Re f d.µ = Re f(~) 
r 

- -1 af 



Et donc 

J. f dµ = f(x) 

µ qui est positive eat dono une mesure représentante vérifiant l'inégalité cl, Jeru;er 

II~ 

On a vu, que les fonctiona de A vérifiaient un principe du maximum 11.ur r -,, 

Cela peut indiquer que le spectre de A pourrait ~tre muni d'une struture analyti-

que. 

Plus précisement on va chercher des parties P du spectre de certaines algèbre~ 

uniformes telles qu'il existe une application biunivoque ~ du disque D sur P 

et fo ~ est ana.lytique pour toute f de Ae 

D'après le lemme de Schwarz, si z1 et z2 appartiennent à D 

Donc si x et y sont deux points d'une partie P envisagée on doit avoir 

on note 

l lxl 1 = sup 
fËA 

pour toute f de A 

on a toujours I lxl 1 , 1 

Et ici on veut 1 lx - YI 1 < 2 

Cette relation a été introduite par Gleason qui a défini la notion de Part. 

T écrème II, 1 

x et y étant 2 points de M; les 3 propriétés suivantes sont équivalen• 

tes: 

2. 3 µn , µ0 , 2 mesures représentantes de x et y, absolument con,:tinu E 
X y 

l'une par rapport à·1•autre de dérivées bornées. 
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1

3. Pour toute mesure représentante µ de x, il existe upe mesure représen 

tanteµ de y, telle queµ soi: absolument continue par rapport; àµ • y X y 

3 * l , 2 -+ l car 3 et 2 impliquent que des mesures représentantes µ et I' ne 
X y 

sont pas singulières; la norme de leur différence est dono strictement inférieure 

à la somme de leurs normes. Et 

Dono 1 est vérifié. 

l * 2: Lemme 

j 3 c, V f € A Re f ~ 0 Re f'(x) ~ C Re f(y) 

Sinon il exiltte une suite fn de fonctions de A avec 

F = e n 

-f n 

Re f ilS o, Re f (y)= 1 n n · 

appartient à A et 

1 IF 11 '1 n 
-1 = e 

Re f (x)-,. 0 n 

IF (x)I ~ 1 n 

or il existe une suite Ln d'automorphismes d'unité tels que si ~~ est une suite 

de points tendant en module vers 1 et 

À~ est une suite de points tendant en module vers -1 e 

Or Ln est limite uniforme de polyn8mes sur le disque unité et Fn est en module 

inférieur à l; donc Lno Fn € A et llx - yf 1 = 2 

Par raison de symétrie et en diminuant C 

il existe C < l Re f{x) -~C Re f(y) 

Re r(:,) ~c Re f(x) 



Les 2 formes linéaires définies. sur Re A par 

f--; Re f(x) - C Re f(y) 

f __,. Re f(y) - C Re f(x) 
sont positives 
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elles s• étendent en deux fonnes linéaires positives sur Ck_(r). ll existe donc 

deux mesures positives cc: et ~ telles que sur r 

soit 

PosonB 

fr Re f doc:= Re f(x) - C Re f(y) 

fr Re f d$ = Re f(y) - C Re f(x) 

r(x) = ~ [ cf t ·ai, +J f do:] 
i-c r r 

f (y) = ~ [ cf f dcc: .+f f' dj3] 
i-c r r 

l 
µ = :--:'2 (0 doc:+ di3) 
ox 1-C 

l 
µ = ~ ( G dl3 + do:) 
oy 1-C 

/J.ox et JJoy qui sont positives sont deux mesures reptésentantes pour x et y 

telles que 

2: est donc vérifié 

2 * 3 Soitµ une mesure représentante quelçonque de x, posons 
X 

Il=µ -c,, +C11 ry oy rox rx 

f f dµ = f f dµ = f(y) 
Y oy 

r r 
/.'y est positive 

l'y est donc une mesure représentante et fly ~ C "x 

Le théorème est ainsi dêmontréo 
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Corollaires: 

11 x - Yj j < 2 est une relation d 1éguivaJ.enoe ; elle est évidemment symé .. 

trique et refléxiveo D'autre part, la relation défini par la propriété 3 du théorème 

précédent est transitive. 

On appelera ~ une classe de cette relation d'équivaJ.enoe: x et y 

appartiennent à la m3me part~ 11 x - YI 1 < 2. 

mesr1 Si chaque point a une · . ; représentante unique, le théorème précédent s O écrit 

11 x - YI 1 < 2 * les mesures représentantes µ et µ sont absolwœnt continues 
X y 

de dérivées bornées. 

Propriét~ II 2 

-i::-un point x de M a une mesure représentante unique µx' tous les 

!points appartenant à la part de x ont une mesure représentante unique. 

Soit y un tel point, µy et ily 2 mesures représentantes pour y. 

D'après la propriété 2 du théorème précédent, il existe deux fonctions 

p et p I bornées sur r telles que 

µ ' 
y 

= p' µ 
X 

f f(p • p') cltx = 0 pour toute f de A. 

p - p' étant bornée, on peut choisir s de façon que 1 + e(p-p 1 ) soit posit.i.veo 

[ l + e (p-p 1 )] µ est une mesure représentante de x. 
X 

Donc 

D'après l'hypothèse d'unicité pour le point x. 

p = p' et µ = µ • y y 
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~ GENERALE DES ALGEBR .S UNIFORMES Q Y! ONX AU POINT x UNE MESURE REPRESENTANTE UNIQUE, 

I. Condition d•unicité d'une mesure re réaenta.nta au point Xo 

Si µx est une mesure représentante de x, pour toute fonction u de Cw_(r) 

Re. r1 (x) ~ f u dµx , Re f'2':x:) 
r ai, 

Posons 

on a 

Re r
1
(y), u(y) V y€ r 

Re f' 
2 

( x) ;. u(y) V y € r 

u-(x) = fa~pA Re f(x) 

Re f"-1 sur r 

u-(x) ~ f u dµx' u+{xj 
r 

Re f(x) 

Re f'~ sur r 

Réciproquement soit u
0 

une fonction de CCR.(r) _; si " est compris entre 

et u+(x), on va montrer qu'il existe une mesure 
0 

représentante µ de x 
X 

telle que f u dµ = )f. L'application f ~ Re f(x) r O X 
pour toute f € A définit 

une forme linéaire ~ sur le sous espace vectoriel de <ti< r) 

par A et u. 

D'après le choix de ~ on a pouf toute v de V v-(x) ~ </.v) ~ v+(x) 

u+(x) est une forme sous additive positiveiœnt homogène. 

engendré 

D'après un théorème de Banach, il existe une forme linéaire ; prolongeant cp 

à tout CR(r) et telle que u-{x)C ~u) < u+{x) pour toute u de Cir) 

~ est une forme linéaire positive donc continue sur éR(r) ; il existe donc une 

mesure µ positive telle que f(x) = / f dµ pour toute 
X r X 

µx est donc aussi une mesure représentante )( = f u dµx 

r 

f de A. 

Théorème 

=r: mesure représen~ante au point x oera unique si et seulement si 

lu+(=~= u-(x} pour toute u da 111.(r} 
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II 

Noua allons étudier lea algèbres uniformes qui ont en un point x du spectre 

une mesure représentante unique soit 6ft l'ensemble de ces algèbres nous 
X 

montrerons que ces algèbres ont des propriétés généralisant l'algèbre A des 
0 

fonctions continues aur le disque unité, anaJ.ytiques à l'intérieur. 

Si tous les points d.e r ont une mesure représentante unique l'aJ.gèbre sera 

dite fondamentale. 

On peut 8tre assuré qu'une algèbre A est fondamentale si A+ A est 

dense da.na Cia_(r) c'est-à-dire si A est une algèbre de Diri.èblètque la frontière 

de Silov. 

Dans toute la suite l'algèbre A considérée appartiendra à 

démontrer le théorème suivant 

A+ A est dense dans L2(µ) 
X 

Propriété r:s_ 

Nous allons 

,) 

Soit m une ~eaure positive de masse l sur r et h une fonction posi-

tive de L1(m), alors 

exp[! log b dm] = inf f eu h dm 
r u € cR(-r); r 

Si u = 1\i(m) et 

(fonctio:ns 1ré~lles in1.egrao es1 

f u dm =Ü 

r 

/ u dm= 0 notona b(u) = //u h dm et 

a= exp J log h dm 
·r 

- Si log h est intégrable 

si f ru dm = 0 ; 

b = inf b(u) 
u 

f e
u - log h +J r log h dm v 

dm -' l car e ~ l + v ; 

r f f ~M D'autre part si u0 = - log h + log h dm b(Uo) = exp r log h dm donc 
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- Si log h n 1est pas intégrab~e. 

log h ~ h donc fr log h dm :.. œ et a ~ b 

D'nutre part log(h +e:) est intégrable et ai e tend de façon monotone vers zéro 

on a donc 

Mais b reste inchangé si on ne considère que l'ensemble B1 (m) les fonctioru 

réelles intégrables bornées, car si u est une fonction de L
1

(m) il existe une 

suite un de fonction de B
1

(m) 

u ---tu ai u > 0 n 

u~ u si u < 0 n 

et d'après le théorème de convergence monotone 

u 
e h dm. 

Si maintenant u € B1(m) il existe une suite un de fonction de 'iB_(r) 

u dm= 0 n d 1aprèa le théorème de convergence bornée 

f eunhdm---'P f euh dm. 

Donc l'ilu'o reste inchangé si on ne considère que les fonctions de '1R_(i) 

ce qui démontre la propriété. 

Théorème rr 2 -r:-g€½_(i,x) 

!alors 

et f fg d = 0 r X 

r log 1 1-g l dµ ~ 0 J"f X 

pour toute f de A 

D'après la propriété précédente il suffit de démontrer que 

f eu Il. - gj dµ ïJ l pour toute u de ~(r) 
r X 

donc f udµ =0 
I' X 

or par hypothèse, d'après la condition ahinioité I de B 
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0 = j' u d,x = sup Re f(x), et ·Re f(x) = f Re f d.µ 
r Re f,u surr r X 

f E: A 

or 

Le théorème sera démontré si pour tout ensemble $ de fonctions de A vérif:i,ant 

sup Re f(x) = 0 on a 
r €3 

f de A, 

aup · e 1 - g dµ ;.. l f Re fi 1 · · 
re:w.r x 

dens13 dans 

qu'il e:xis te g réelle telle que J f g d& = 0 pour toute 
r 

-g, tg, pour tout t réel vérifient aussi la mGme égalité. 

D'après le théorème précédent 

soit 

Posons 

f; log fl - ,tg j ~".z: i!: 0 

~ f logjl • t
2
g

2
j d& i!: 0 

r 

r' t =l Y ; Y€ r 

f" t =L y ; y € r 



on a 

En utilisant les 2 inégalités 

aoit 

log (1-x}, - x 

log (x-1) ~ x 

f 2 2 f 2 2 - t g dµ + t g dµ ~ O 
r' X l"' X 
t t 

-f g2 dµ + f g2 dµ ill 0 
r' X J.V' X 

t t 

Si t -'> 0 µ (I"' ) ~ 0 
X t 

f 2 '-
g dµ ~O 

r.·"t X 

car 

Donc g == 0 

Le théorème est démontré. 

Notons H
2 

l'adhérence A de A dans L
2('x) 

m • ~tud.e de H
2 l 

_ _2 é .J. 2, .. ) H- est un sous eapaoe vectoriel f'erm de J.J v-x 

n.2 
n•eat pas forcement une iilgèbre, 

mais si F et G sont deux. fonctions de H
2 

dont l 1une est bornée, leur produit 

appartient à H2 ; car si G est une fonction bornée l'application 



f € L
2 --+ f G est une applicàtion continue de L

2 dans 1
2

• 

est multiplicative sur ff comme sur A, car si f et g sont deux 
~ n n 

2 suites de fonctions de A convergentes dans L vers deux fonctions f et g 

de f X g 1 n n convergent vers f X g, r, g dans L
1 

( µ) 

Pour pousser plus avant la recherche des structuras analytiques en disque, nous 

allons montrer qu'on peut généraliser à l'algèbre (·A (qui a une mesure représen

tante tmiqua en x), des propriétés de 1' algèbre A du disque. 
0 

~;i d.6 est la mesure de Lebesgue sur le cercle unité, ê.t HP 1 iadhérance de 

A
0 

da.na 1P( a) [classes de Hardy], un théorème de Beurling établit <;i.U6 si S est 

un sous espace fermé de ~ invariant pa.r multiplication par z, aJ..ors iJ_ existe 

1:!18 fonction F de H
2 

égaJ.e à 1 prèsqu~u~e cercle unité telle que S = F H
2 

es·I, 1Jne algèbre de Banach, son spectre est le disque unité, sa frontière de SiJ.ov 

.le cercle unité. La mesure de Lebesgue, à 2 ,c près, est une mesure représentante 

d.~ 1 1 homomorphisme 

f --+ f(o) = 21
1t r f(ei_6) aa 

-'lt 
:e1t A est une algèbre de Dirichlet sur le cercle unité. On peut généraJ..iser le 

0 

t~6orème de Beurling~ une aJ..gèbre de Dirichlet générale et m3me aux algèbres 

envisagées (à mesure représentante unique en x). 

Théorème~ 

Soit S f éde :_H2 un sous espace erm , invariant par multiplication par les 

fonctioD.8 de A; supposons qu'il exi,ate une fonction g de S telle que 

J r g d;,,. ,' O 
Alors il existe une fonction G de rf, de module constant presque partout 

telle que S = G,lf 

Soit G la projection orthogo11ale de l sur S, G est différent de zéro 

car l n'est pas orthogonal à S (sinon r g dJJ.x = 0 pour toute g de S) 
"r 

l - G est orthogonal à S; G donc G f appartiennent à S pour toute f de A. 
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Donc 

f (1 - G) G a.µ = o r X 
et f (1 - G) G f dµ = 0 r X 

Soit 

et 

µx étant multiplicative sur rf" on trouve 

f 
IGl2 dµx 

f dµ = f f _...,_.......,. 
r x r f1Gl2 

dµx 

La. mesure 

positive est comme µx une mesure représentante .. dex donc éga1e à µx et 

ld2 

Jrl Gj 2 a 'x = 1 

presque partout. G est presque partout de module constant k p O (G p 0) 

f G 4z x = f j Gj 2 dµx = k2 

:,'.ontrons que S = G J/-
G appartient à S, donc G A CS et G- étant bornée G il C S on aura 

l'égalité si on montre que toute fonction de S est égale à:sa projection ortho-

2 2 gonale sur G H ou que toute fonction g de s, .orthogonale à G H est pres-

que partout nulle. 

Soit g une telle fonction. 

g eat orthogonal;: à G H
2 

donc à G A et fr g G f d lx = 0 pour toute 

f de A: g G est orthogonal à A. 

g donc g .f appartient à S donc Jr (1-G) g f d& = 0 pour toute f de A ; 

en particulier pour toute_ f de Am J G g f d& = 0 ; g G est orthogonal .à 

A A + A- 't t da " m m e an ·nse u-tg = o P•P• 

Or G est de module constant ~ O donc ~ = 0 P•P 
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Noua allons appliquer le théorème précèdent à un espace S particulier celui 

engendré dans i2- par le noyau d'un homomorphisme y p. x. Cela nous permettr~ 

d1eXhiber une fonction Z qui jouera le rSle de la fonction identité pour 1•~gèbre 

A : 
0 

f€A 
0 

f(y) 

• Ici on aura de m3me 

avec a=Jfnfàp 
n r X 

Soit dono y un tel homomorphisme, noua allons supposer qu'il est continu, 

2 
dans L (µ ), c'est-à-dire qu'il;existe un nombre K tel que 

X 

r r 2 )112 
f(y) ~ K \J ltl d"x pour toute f de A 

y étant continue pour la norme L 
2 

a une extension unique y à tt2. On dira 

qu'un tel homomorphisme y est borné dans Ji2. 

Si f, g . sont deux fonctions de H
2 donc l'une est bornée, fg appartient à Fl

et fg(y) = f(y) g(t,. Soit 

s = [ r, r e i2-r(y) = o J 
S est,isous espace vectoriel fermé de 'fr' invariant par mtù.tiplication par les 

f onotions· de Ao 

3 f € A f(y) = O (f € S) et f(x) = fr f d"'.x: J o. car y J x 

On peut donc appliquer le théorème précédent et on và démontrer la propriété suivante 

Pro riété III
2 

Soit G la projection orthogonale de l sur S 

Z la fonction 

l k2-G 
z = ië ~ 

1. IG 1 = k aur r O < k < 1 ; s = G H
2 

lz 1 = 1 

2. la mesure 

s~ r J et z € a2 

b.-G 12 · 
µ = --2~ J dµ 

1-k x 
est la mesure rep~ésentante de y. 
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D'après le théorème précédent I G 1 = k ~ 0 et 

k = JI G I dµx ~ ~ G dµxi= 1 IG 1
2 

dµx = k
2 

don9 k
2

, k k ~ 1 

Si k=l G=l or 1 n 1appa.rtientpasÂ s, noyaudel'homomo~hisme y 
donc k < lo 

Z appartient à If car il est la somme d'.une série entière en G, uniforme-

ment convergente et 

Soit 

lz 1 = l 

c'est une mesuro positive. 

dµ = Il - Gf dµ 
~ X 

Ji d/J = ~ J (1-G)(l-G) dµx = f (l-G~ dµ = l 
r 1-k r 1-k x 

car (1-G) est orthogonal. à G. 

Si f E: A et f(y) = 0 f € S 

comme G appartient à S f G appartient à S donc 

f f dµ = :-\ f (f-f G)(l-G) 
r 1-k r 

Si fE:A f - f(y) € s donc J (f-f(y)) 

Soit Jr dµ = f(y) et on a aussi 

µ est dono une mesure représentante de y. 

l et 2 sont donc prouvés. 

ll est clair que 

dµ = 0 
X 

dµ:: 0 d'après ce 

Jr dµ = f(y ) 

car 

f Zdµ =0 r X 
car f G d.µx = k

2 f 1 

Donc 

f Z Faµ= 0 
r X 

pour toute F de ff 

qui précéda. 

pour tout f de if 
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z étant borné Z H2 C H
2 

Donc Z If C Ifµ 
X 

Pour avoir 1tégalité il suffit de démontrer que toute fonction de 

orthogonale à Z Ji2 est nulle. 

Soit g une telle fonction. Montrons d'abord que g € S: g(y) = 0 

g{y) = f g dµ = f g ll-G!2 d µ 
r r 1-k x 

G étant la spmme d'une série unifoxmément convergente en z., g (y) sera 

nul si 

f Zn g dµx = 0 pour n = o, :!: 11 

Si n ~ 0 cela provfnt du fait que g € H
2 /ix 

Si n < O 
e 

cela provint du fait que g est orthmgonal à 

g € S donc il existe h appartenant à H2 telle que y= G h 

Noua allons montrer que h = 0 presque partout 

- - G f 1 12 f !! G g h = g ~ • h dµ = ·2 dllx 
k J r X r k 

Mais 
2 

G = k + Z(l-G) k 

+ 2 ••••• -

G étant borné h(l-G) 
2 

appartient à H et g étant orthogonal à 

f rlhl2 dµx =fr hg dµx = f 1h12 G allx • 

IGI = k J l donc h = 0 presque partouto 
'· 11 

g est nulle presque partout c.q.f.d. 



~héorème IV 1 

Soit ?t 
µ 

~tructure Analytique( 

l'ensemble des homomorphismes bornés dans 
X 

il existe une fonction Z de If telle que pour. tout 

avec an = Z f dµx • J
-n 

r 
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Alqra 

Soit y
0 

€ 7tµ , 
2 X 

Si f € H f - f(x) 

il existe une fonction Z 
0 

€ H
2 = Z If 

vérifiant la propriété précédentej 

( Z H2 = If }(\4..----
o µX 

Donc 3 g tel que 

µ 0 
X 

f = f(x) + Z g 
0 

g est évidemment défini de façon unique, on peut définir une application 

T = f ~ g = T(f) et comme 

T est une application linéaire continue de norme inférieure ou égale à 1 de 

it2 dans H
2

• 

Soit 

et 

D'où 

Posons 

f = f(x) + Z T(f) 
0 

Tf = Tf(x) + Z T
2
f 

0 

T ~ = Ï, f - : f(x) 
0 0 

2 -2 -
T f = Z0 f - Zo "½ ~ étant une constante 

n 
-E 

p=l 
zP k 

0 p k 
p sont dea constantes 

Zno-1 + zno Tn(f) f=a +Z a..+ ••• a 1 o o l. n-
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et 

Mais 

(~ ) 1 f ( 2 -~ Z Y = k- k -G)(l-G) d.µ = k < 1 
0 0 X 

y O étant borné dans H
2 

et Tn étant de norme inférieure à 1, les nombres 

Tnf(y
0

) sont bornés. Et donc pour ohaque y
0 

borné dans If, on a un dévelor,pe-

ment en série entière de la fonction Z correspondante 
0 

= 

Soient y 0, Yt 2 homomorphismes bornés dans· H2 et Z
0 

et z
1 

les 

fonctions correspona.anteso On a 

zl n2 = H2 = z If 
µX 0 

z Zl 
Donc 0 et appartiennent à If 1 z 1 = 1 z1 1 1 zz"î - comme = sur z z 0 0 

0 et 0 appartiennent à H2 - L2(µx) ~ 
comme A+A est dense dans z 

de 1 . 
réelle non constante H2 z1 = À Z

0 
pas fonction dans . donc où , 
une constante de module 1. 

Alors 

et 

= 5: na (z ) 
n o 

a (Z) Zn= a (z
1

) zn
1

° 
n o o n 

On peut donc écrire que 

( N ) ~ a ( Z ) Zn f Y1 = L-A n o o 

Il existe donc une fonction Z telle que 

pour tout y de 

r 

il n'y a 

11. est 



Théorème IT2 

Si 7t contient un nutre point que x lui-même, alors il existe ~e 
µX -~ 

application ~ biunivoque du dis que unité D ouvert sur 7t (x) µ . 
X 

. que pour toute f de A J f 
O 

,-: est analytique. 

Soit Z la fonction du théorème précédent; 

D'après le:théorème précédent lz(y)j ·est égal au module de la projection de l 

sur lo noyau a.ana 
2 

H de y c'est un nombre inf'érieur à l. 

On définit une npplication de M· 
µ._""" 

sur D : Z(y) cette application 

d'après le théorème précédent 

pour toute f de H2 

et let~ ? homomorphi:smes y
1 

et y2 sont égaux. 

Cette application est s~.iective. Soit À un µ de D 

Posons 

ô est linéaire de A dans t 

De 1Jlun d'après le. théorème IT ; 

2 
f = a

0 
+ 8i Z + a2z + ••• 

n-1 n 
a l Z + Z h oti h € H n-

Si g É .A et bn = tJ~ g d& 

g = b b Z b zn-1 + Zn h' o + 1 + •• • n-1 ou h 1 € Ft" 

.31 fg C C Z C Zn-1 + Zn k = 0 + 1 + ••• n-1 

::;1 on caJ.cule Cn = fr :zn X fg a.& 

on trouve d'après les pro1>riétés de Z 

C = a· b 
0 0 0 
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et alors a (fg) = e (f) e (g) 

a est donc un homomorphisme de A. Et 

0 appartient dono à 

Et l'application est bijective. Soit ~ l'application inverse qui à chaque 

À de D fait correspondre l'homomorphisme y défini par 

Elle est bijective et 

f o ~ est analytique pour ?haque f de A. 

Propriété rv3 

i:::-:st la part de x de Gleason P(x), de x, 

P(x):> ?t d'après le 2 de la propriété III 2 de B. 
µX 

y€ ?t sa mesure représen.tante est absolument continue par rapporj; 
µX 

à µ de dérivée bornée donc y€ P(x). 
X 

P(x)c ?t car si y€ P(x) y comme x a une mesure représentantè unique de 
µX 

dérivée bornée p par rapport àµ. 
X 

1 f (y> 1 = 1J t P a.µ 1 < . r X 

1/2 
I IPI I cf r jfj2) 

Le théorème est démontré. 

Si on suppose que l'algèbre est à mesure représentante unique pour tous les 

points les parts sont soit des points soit des "disques" sur lesquels les fonctions 

de A sont "analytiques". 
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En particulier tout point de la frontière de Silov est une part (sa mesure 

représentante e3t la mesure a.e Dirac) 

Il peut y a,voil· des points parts hors de la frontière de Silov. 

C. COMPLEMEN_TS 

Si on étudie les démonstrations précédentes, on peut voir q_ue le:J seules h,ypo

thése::.; ;-,.écessairea pour montrer que Jr2 µ x est "disque" s'il contient plus d'un 

point :::;ont : 

- 1 Il existe une mesure représentante 1-lx. telle qu'il n'y en a pas 

d'autre absolument continue par rapport à elleo 

- 2 A+ A dense dans 

.::. t, fa5 t Hoffman a montré que la seule hypothèse 1 entraîne 2 ( article à para.ï'tre). 

(in a toujours P(x) :, 1t 

& 
(comme on l'avait indiqué au début les "disques" conte 

nnri.t ~ seront forcement dans P(x)). En effet d'après 2 de la propriété III 2 

2 mesures représentantes pour x et y ne sont pas singulières x et y appar-

tiennent à la mSme parto 

Mais tout y de P(x) n'est pas forcement borné dans si on n'a pas 

l'unicité, on n'a donc pas forcement tout P(x). Il se peut que pour un mauvais 

choix de la mesure 

disparaissent. 

?t soit réàuit à x. 
µX 

S'il y a unicité ces difficultés 

Si on ne suppose paa l'unicité.des mesures représentantes; d'une part on peu 

avoir encmre une structure en disque pour les parts, et d'autre part un point de 1 

frontière n'est pas forcement une Iart. L'exemple suivant le montre 
····--~·~ 

9.r'l-i t M le cylindre Dx [o, 1] f .. , 
/,l 

1 

! 

L 
i. 
'( ·-;D I 

A l'algèbre des fonctions continues sur M et dont les restrictions à la base D 

du cylindre sont analytiques. 

Le spectre de A est M. 



D' 1J,utre par-t tout point M n I appartena11.t pas à D appartient à. la frontière de 

Silov; comme elle est fermée on a r = M 

Tout point de M n'appartenant paa à l'intérieur du disque D est 1 part 

et l'intérieur du disque est une part. Chaque pointde ce disque a comme mesure 

représentante sur r la mesure de Dirac et la mesure donnée par le noyau de 

Polhaaon (il n 1y a pas d'unicité). 

• Références -

Les propriétés générales de la frontière de Silov sont traitées dans [5J 

L'existence de G mesure de Jensen dans le cas général est démontré dans [4] 

Les. pr:mriôtés généraJ.ea des aJ.gèbres uniformes sonténoncéli?s à.ans [2] et la 

démon:,tration particulière du théorème n1i sur les parts se trouve dans [3] 

L'étude générale de B se trouve dans [6] Hoffman fait les démonstrations dans 

le cas particulier des algèbres logmodulairesqui englobe l'algèbre H Q) de fonction 

bornées sur le disque, analytiquesà l'intérieur ; il généralise les résultats de 

Wermer [8] , sur· les ·alg~bres de Dirichlet, et 1 1 étude des espaces HP définis 

comme 1•adhérence de l'algèbre dans 1P(ll:x:) µx étant une mesure correspondante. 

Et Lumer [7] en utilisant une étude de Bzruer sur le problème de Dirichlet [1] 

montré qu'on pouvait étendre ces résultats au cas plus géoéraJ. des r-,µgèbrea à 

mesure représentante unique en x, et il suffit en fait de démontrer la condition 

d'unicité B. I. 
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SEMIIi/AIIŒ DI ANALYSE HJJlMONIQ UE • 

Exposé n° 7 : Alain BERNARD. 

Orsay 196, - 1966 

Ergodicité de la topologie de Zariski pour une algèbre fondamentale. 

Introduction: 

Soit A l'algèbre des limites unifonnes de polyn8mes sur r = Lz, lzl = 1} • 

Soit m la mesure de Lebesgue sur r. Soit K un sous compact de r. On sait que 

i) 

ii) 

t m(K) = 0 

{m(X) ;6 0 

l 3 f € A, f-
1

( 0) = K 1 et t A(K) 

lf(K) = \_0} * f = 0 J et LA(K) 

est fermée dans a:(K)) 

est non fermée dans ~(K~ 

Je me propose d'essayer d'étendre ces théorèmes au cas où A est une algèbre 

fondamentale, où la fonction de Sil.av de A joue le r81e de r, où les mesures 

sur r, positives et multiplicatives sur A, jouent le rSle de m. 

Définitions: 

Soit X un compact et A une sous algèbre de ~{X). Nous dirons que 

i) Kc X est ergodique si K est compact et si pour toute mesure m sur 

X, positive, multiplicative sur A, on a m(K) = 0 ou m(K) = 1. 

ii) K C X est fermé-Zarisld. si pour tout x € X - K, il existe f € A 

telle que f(x) ~ O et f(K) = {o} • 

iii) K C X est~ ai K est compact et A(K) est fermée dans i(K). 

Remarques: 

Les fermés-Zariski (resp. les ergodiques) de X sont les fermés pour une topo-

logie ~~ z (resp. ::6E) sur X. .t; n'est ~utre que la topologie initiale sur 
z 

X pour A : X ~ a:, lorsqu'on munit C de la topologie de Zariski. Lorsque 

X = Spectre (A), {!; est la "Hull - Kernel 11 topologie. 
z 

Dans :'..e cas particulier cl,.e l'introduction, -:GE et sont les mtmes, et 

on a m~me équivalence avec la notion de clos. Ce sont préciscmment les liens 



çn ,;ru ces trois ;1u:;:ï.01w. q\H·: je propose d. 1 é1·,11, · i.er en général. 

V 
Hous supposerons dEns la suite que X est la fonction de Silov- éie A et que 

A r::'.1t fondamentale (Le. tout caractère sur A n'admet qu'une mesure représentative 

c;ur X). Nous consiciérons X comme plongé canoniquement dans Spectro (A). 

f':l'OTlOSitiO:O. J. 

Clos * fermé - Zarisld. • 

Proposition 2: 

Clos * ergodique. 

Si A ent bien apectrée, fermé - Zariski ~ ergodique. 

<::st '1.lte 1Jir)n spectrée si pour tout x € Spectre (A), il existe m repré
x 

sent[,··.· ,S 1.ll"" )( t.t:lle que Support (m) 
X 

C Glea.s (x), où Glea.a (x) désigne 

Si A est une aJ.gèb:ce (le synthèse de F.M. Riesz, 

fermé Za.rü:ld ~ clos # ergodique • 

(A est dite de synthèse de F~M. Riesz, si pour tout recouvrement P uQ de 

S t fA) pec re , tel l1ue P u Q ' ' soient 11saturés-G-leason", il existe deux sous aJ.gebres 

~ et AQ de ~(X) telles que: 

i) 

ii) 

iii) Spectre 

nAQ 

AQ soient de 

(~)=PU X 

F.M. Riesz 

et Spectre (AQ) =Qu X. 
y 

A est dite de F.M. Riesz si toute mesure sur X= Silov (A) orthogonaJ.e à 

A et singulière par rapport à toute mesure sur X multiplicative sur A est 

nulle). 

Remarqu<'! 

Comme algèbres satisfaisant aux conditions de la proposition 3 on connait 

les algèbres à un générateuI" (i.e. J.es limites uniformes de polynômes sur un 

compact de ~). [ cf l] 



Démonstrations: 

Elles sont essentiellement basées sur les deux lemmes suivants. 

Lemme l: 

Soit A une algèbre fondamentale. Soit K un sous compact de 
V 

X = Silov (A). Si f € A et est nulle sur K, alors f annule tout ca.raQtère de 

v 
A dont la mesure représentative m sur X= Silov (A) soit telle que m(K} = o. 

Lemme 2 : 

Soit A un sous espace vectoriel fermé de l'espace G(X) des fonctions 

continues sur un compact Xo Si K est un sous compact de X de jµj - mesure 

nulle pour toute mesure µ sur X orthogonale à A, alors A(K) = G:(K). 

: 1~a démonstration du lemme 1 utilise la théorie des lf(m) pour une algèbre 

fondamentale [ cf 2]. 

La démonstration du lemme 2 se fait par dualité: on sait que si le dual. d'w.1e 

flèche E .-..jl, F est un homomorphisme 11fort 11 entre 
l 
F* et E,~ , aJ.ors la. flèche ,, 

est un homomorphisme [of 3] ; on en déduit que A(K) est fermée dans t(K). 
~ 

Il 
' 

ne reste plus qu'à remarquer que A(K) est dense dans IU(K). 

On tire profit de ces lemmes en 1utilisa.n.t les faits suivants : 

i) ai KC Spectre (A), Spectre (A(K)) = Lx€ Spectre A, mx(K) = 1} 

K dans ii) ai KC Spectre (A), Spectre (A/~)= ~dhérence Zariski de 

le spectre de A. (1i<_ désigne l'idéal des éléments de A nuls sur K 

A(K) et .A/~ sont deux algèbres isomorphes, mais la première est 

munie da la norme uniforme, la deuxième de la norme quotient, et ces 

deux normes ne sont équivalentes que si K est clos). 
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SEMINAIRE D'ANALYSE HAIDIIONIQUE. 

Exposé n° 8 : Monsieur MVi'AFIAN. 

Sous-espaces invariants de L
2

(T) 

1 INTRODUCTION• 1 

Orsay 1965 - 1966 

L1origine du problème des sous-espaces invariants est le fameux article de 

Beurling publié dans les Acta de 1949Q 

Beurling partait d'un espace de Hilbert H muni de deux transformations 

adjointes T et S~ 

Soit 1Thg le sous-espace fermé engendré par les [ Sn g} ; ; on cherche à 

caractériser les élements g tels qua im, g = H. Si cpf\. est un élémer..t propre de 

T correspondant à la va.leur propre (\., alors (~, Sng) = (Tn ~(\., g) = (\.n(~À, g), 

donc si ~ est la somme des sous-espaces propres de T une condition nécessaire 

est, 

( cp, g) /:. 0 

Cette condition dite de Wiener n'est pas en général aui'fisante. 

Pour aller plus loin, Beurling fait sur li des hypothèses supplèmentaires qui 

se ramènent à l'existence d'une base orthogonale feJ telle que: 

Soit al.ors un élément 

Le produit scala.ire 

T e = e 1 n n- et S e = e 
1 n n+ 

les valeurs propres de T sont simples et constituent le 

disque bd < 1 1 les éléments propres sont proportionnels 

aux <p = 'f À n e e 

À. o n 
CIO 

l Jrl 12 00 2 
f = ~ f e où f = (e, f), donc = ~lr 11l n n n n 

0 0 

( q, z' f) = ~ fn 
n 

z trna.sforme l'élément f E: H en une 2onc• 
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tion f(z) holomorphe dans le disque unité ouvert, et vérifiant 

{ pour 
Jrœ 

Dans tout ce qui suit, 'Ir désigne le cercle unité, D le disque unité ouvert, et 

de la mesure de Haar de masse 1 sur 'IL'. On notera aussi f ( 6) r 

fer ei_e) é pour r fix., 

Cet espace de fonctions holomorphes dans D et telles que les 

bornées en nome 1
2 

est 1 1 espace H~ de Har·ày e 

la fonction 

f soient r 

On sait que clans ces conditions la fonction f a une lir.rite non tangentielle 

~ p. p .. sur 'li'v et que la fonction_ f ainsi définie sur 'li' est à.e carré somma-ole ; 

~ de plus: f est lijintégraJ.e de Poisson de f. 

On peut donc encore définir Ji2 comme l 1eapace des fonctions de J._?01') pro-

longe ables en fonctions anaJ.ytiques dans DI c'est-à-dire dont les cos :·:;.·icients de 

Fourier s'annulent pour les entiers négatifs. On utilisera indifférerr.mé, .·,-;, ces deux 

définitions de tt2~ 
On o·oï;ient ainsi un isomorphisme de l I espace de départ H 

formatio~s induites sur Ji2 étmt 

_L 
sur 5 ;i 

T f(z) ~ f(z) - f(o) 
B 

et S f(z) = z f(z) 

:i..~s trana~ 

On est donc amené à décrire., dans a2, les sous-espaces fennés 'TTb f engendrfs par 

les Îzn f(z)} ~o .. 

La condition nécessaire de Wiener pour que s'écrit ici. 

f(z) /= 0 V z € D, ce qui est évident à priori. Mais dans H
2 cette cc:::;:;.:.·._;_.-· 

r. 'est pwil sui'fisante ~ 

De ·coute manière, 1"')1'o:r posséda la propriété d'invariance par l 1opé:-atG1.:.r S . 

Un sous-espace possédant Qf,ltte propriété s iappelle un soµs -espace i..'l'J.varie..r-~t ~.:;;; 

Ce sont ces sous-espaces tue noua allons décrire par des méthodes différer.~ 1-::. .: >, 

méthodes d 1anaJ.yse complexe pure utilisées par BeurJ.ingQ 
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1 I. SOUS-ESPACES INVARIANTS DANS tt2. 1 

On peut voir le problème d'un autre point de vue. On sait que si A est l'aJ.

gèbre des fonctions continues sur le cercle T et prolongeables analytiquement à 

l'intérieur, tout idéal fermé de A est principal, o1est-à-dire formé de l'adhéren-

ce des multiples d'une fonction. 

Si on considère maintenant rf, qui n'est pas une algèbre, le produit d'une 

fonction de rf par une fonction de H"\ c'est-à-dire bornée, est encore dans If. 
On peut dono chercher les sous-espaces fermés V de H

2 
invariants par multipli

cation par les fonctions de Ir. 

Il faut et il suffit pour cela que V soit invariant par multiplication par 

z, car alors il est invariant par les polynSmes, donc par les limites uniformes 

de polyn8mes. Or si <p € li°°, cp (z) = <p{r z) est, pour r < 1., limite uniforme r 

de polyn8mes, et par suite f € V entraine 

sous-espace fermé de L
2 engendré par les 

Exemples: 

<p f € V. Mais (j'l f est dans le r 

<p f., et par suite cp f € V, r 

Les fonctions qui s'annulent sur une partie donnée du disque ouvert forment 

un sous-espace invariant. 

Dans la multiplication par une fonction q de module 1 sur T est une 

isométrie, donc l'ensemble des fonctions de la forme q. f forme, quand f par

court H2, un sous-espace invariant qu'on notera q. If. Dana ce dernier cas, 

qe8 âéterminé par le aous-êBpace: plus précisément, si q(O) p o, c'est la projectioi 

sur le sous-espace de la fonction 1. 

En effet; 

j q g(l - 5: q) d 8= f g(q - 5:) ae = g(o)(q(o) - ~), 
T T 

donc en prenant ). = qtô)' on .voit que (1 - Mi) est orthogonal à q g V g € tt2, 
donc Àq est bien la projection de l 

résultat suivant: 

2 sur q H • Ceci fait pressentir le 



Théorème : Tout sous-espace invariant de 1-f est de la. forme q If où q est 

une fonction de it2 de module l sur le cercle. 

En effet, soit V un sous-espace invariant. On peut supposer qu'il contient 

une fonction non nulle à. l'origine, sinon on peut l'écrire V= zk V' où V' con

tient une fonotion non nulle à l'origine. Dès lors, la fonction 1 n'est pas ortho

gonale à V,. dono on la projette sur V en une fonction non nulle, dont on montre 

alors facilement quaelle est de mod\Ale constant et engendre V par multiplication 

par Ji2 • 

[II. SOUS-ESPACES DNARIANTS DANS L 
2 

o 1 

On considère ici l'espace de füJ.bert L
2 (',Ir). On note X le caractère ei:}c 

On a ic:l. une. circonstance supplémentaire qui peut se produire, c'est que le sous

espace V soit aussi invariant par multiplication par x-1, ce qui revient à dire 

que X V= V., Dîoù les définitions. 

Définitions: 

Un sous-espace fermé V de L 
2(:Ir) sera dit doublement invariant si x • V = V 

ll sera dit simplement invariant s'il est invariant et non doublëment invariant. 

Etudions d'abord les sous-espaces doublement invariants. nYen a d'évidents: 

étant donné un sous-espace E mesurable du cerole, on note~ l'ensemble des 

fonctions de L2 qui s'annulent sur le complèmentaire de Eo ll est bien évident 

que tout rnt,E est doublement invariant. Réciproquement ; 

1 Théorème de Wiener_x 

Tout sous-espace doublement invariant de L
2<rr') est de cette fonne. 

Soit en effet 'Tl'b un sous-espace doublement invariant, et soit q la projec

tion de la fonction l sur trr0. · Alors l - q est orthogonale à ·1Y6, donc à 

xn q V n e: 'li : f T (1 - q) xn q d8 = o. 

La fonction q - jqj 2 a tous seo coefficients de Fourier nuls, donc est nulle, 

et q ne prend que les valeurs O et l. Soi:b E l'ensemble q-1(1). On a 



-5-
2 2 2 

'~ c q L 41 Or mani:featement q L C ~ püisque q L est le sous-espace engen-

dré par lea {xn q} é Si l'inclusion était stricte, il y aurait un g t: 1'((:; ortho-

2 -gonal à q L , ce qui exige g q = 0 p:. -p. Mais 1 - q est orthogonal aux 

xn g, dono (1 - q) g = O P• p .. , et ceci entraine g = O p. p. On a donc bien 

'Yl{; = ~• 

Quand aux sous-espaces simplement invariants, leur structure est précisée par 

le théorème suivant x 

2. Théorème de Beurling z 

Tout sous-espace simplement invariant de L
2

~) est de la :forme 2 q. H où 

q est une fonction de module 1 P• p. déterminée par le sous-espace à une constant 

multipliuative près. 

Remarquons dvabord que si q est une fonction de If de module 1., la mul

tiplication par q est une isométrie, donc conserve l'adhérence: si deux fonctions 

f' et g sont telles que f = q g, alors îî"Gf = q ~.. En particulier 

q~=17'6. q 

Montrons que réciproquement tout sous-espace invariant îTh est de CL~~~ forme. 

On va donner deux démonstrations. 

1. L'inclusion x o 'frG C rrr& étant stricte puisque 1r6 est simplement 

invariant, il existe un élément q e: 'î1"6 non nul orthogonal à. X • rT1.J o En parti-

culier q 

exige jqj 

est orthogonal ë.ux · xn q Y n " 1 1 donc 

constant; on peut supposer par exemple 

n 
X de= O. 

Or 17'6, 

Ceci 

contenant 

q, contient rrr& = q rf.. Soit alors h un élément de '/Th orthogonal à q H
2 

: 
q 

V n ~ o, f T li q /1 d8 = o. Mais pour n ~ 1 1 xn h e: x %, donc est ortho-

gonal à q, c'est-à-dire qu'on a 

h q X d8 =.· 0 !- -n 'v n .i: 1. 

FinaJ.ement la fonction h q a tous ses coefficients de Fourier nuls, donc est nulle. 

Or jq 1 = 1, donc h = 0 et par suite 
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-Montrons 1 1untcité de q : si 
2 

q H , aJ.ors p q et q p sont ana-

lytiques, donc constantes, c'est-à-dire que est constante. Remarquons enfin 

que ce théorème contient le résultat bien connu qu 8une fonction f de if non 

identiquement nulle ne peut pas s'annuler sur un ensemble de mesure positive sur T, 

car si cela était 11?::'~ ne pourrait 8tre de la forma 

la seule fonction nulle" 

2 
q H ., donc serait formé de 

2. On peut donner une autre démonstration explicitant la structure de m. 
On pose et on appelle 5S\ l'orthogonal de 

On a aJ.ors TI(?= ~ (±) ffi,6 (±) ·~ (±)~ (±) ... a 

On montre comme précedemment que les fonctions de ~ ont un module cons tant • 

Il en résulte que ffi. est de dimension. 1. En effet, si 'Pi et <{>2 sont dans 
0 

Îo et orthogonal.es entre elles, est orthogonale à 
n et à ~ X q> 2 cp2 

n 
'v n ~ o, dioù il résulte que - o, 0 X <i>1 <pl q>2 = donc <P1 ou cp 2 = car :.eur 

module est constant. Diautre part, q,t, co est doublement invariant, donc de la for

me e 12 où e est·une fonction caractéristique. Mais si on prend 

n 
X q est orthogonale à e 'v n ;;s o., donc e q est analytique. Mais rr[; I= 

00 

2-
L , 

donc e ne vaut pas 1 p. p~, et e q, fonction de ~ s'annulant sur un ensem

ble de mesure positive, est nulle p. P• Comme q a un module constant supposé 

non nul,- il en résulte e = O. On voit aisément que 

menti 

fit étant de dimension 1. On choisit alors q dans 
0 

ceoi montre bien que m~ q "ft. 

}. Conséquences: 

ffi_ = Xn 5L d'où finale-
n o' 

••• 

ffi. et de module 1 1 et 
0 

Soit f une fonction de 1
2

, et soit m,f le plua petit sous-espace inva

riant contenant f, c'est-à-dire le sous-espace fermé engendré par les 
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pour n il! O. 

Si K = f-l (o) est de mesure positive, aJ.ors nécessairement îïbf est dou

blement invariant, et c I est exactement 'Yî&C K• Si K est de mesure nulle, ou bien 

'Yf(;,f est simplement invariant, ou bien 'Ylê,f est égaJ. à L
2 

tout entier. 

Pour que., d.ans oe oas, îf&f' soit simplement invariant, il faut et il suffit 

qu •il,- existe une fonction p de module l telle que f E: p ft", car alors 

'TTq, Q, ff et '1îbf ne peut-3tre L 
2 

• Or ceci revient à dire que f ~•. -.ême 

module quuune fonction de ff o 

On connait 1 1inégaJ.ité de Jensen 

vérifiée par les fonctions de et on en déduit que la seule condition iuposée 

au module d'une fonction anaJ.ytique est.d'avoir un logarithme intégrable: 

f Log If I de > - co • 

On en déduit les trois cas, pour f donnée dans 1
2

: 
2 

- ai Ker f est de mesure positive, rrr&r est doublement invariant et /: L 

- ai Ker f est de mesure nul1e et Log lrl 2 
non intégrable, 7T&f = L. 

- ai Ker f est de mesure nulle et Log l f l ïntégrable, mf 
plement invariant. 

es:b sim-

1 III. Etude de ff., 

Commençons par rappeler certains résultatà sur les fonctions analytiques dont 

nous aurons besoin dans la suite. 

Rappels sur les fonctions anaJ.ytigues. 

Soit 2 f une fonction de H, définie connne .on l'a dit au début soit dans 

soit presque partout sur T. Elle peut s'exprimer dans D comme l'intégrale de 

Poisson de ses vaJ.eura sur T, ou encore, si g est sa partie réelle sur T, 

D, 
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elle s'écrit, si f(O) est réel, 

f'( z) g( a) de. 

Signalons les deux théorèmes que nous utiliserons. 

Théorème d 9Herglotz. Toute fonction harmonique positive dans D est l'inté

grale de Poisson duune mesure positive. 

Théorème de Fatouo LîintégraJ.e de Poisson d 9une mesure finie µ a sur T 

une limite non-tangentielle p. p. égale à la dérivée de µ par rapport à la me

sure de Lebesgue o. 

La dérivée de µ est 1 1uniquè fonction intégrable ~(8) telle que la mesure 

dµ - cp( 0) d0 soit singulière .. 

Définition: 

On appelle fonction intérieure une fonction Bl'lËIJ.ytique de module l sur le cel'-. 

ole. Dans ft", les soua~espaces invariants sont nécessairement simplement invariants 

donc des q. H
2 

où q est par suite intérieure .. 

1. Etude des fonctions intérieures: 

Soit q une fonc:tion intérieure. Donc q est ana.lytique et de module~ 1 

dans D, et ses limites sur T sont de module 1 p. p. 

Produits de Blaschke. 

q est analytique à 1 1 intérieur du cercle. Par sui te q n'a qu'un nombre fini 

de zéros dans _tout cercle de rayon ..(.1, donc un ensemble dénombrable de zéros dans 

le disque fermé. On montre que, si c(n désigne la suite de ces zéros, le produit 

infini des 1 0-n 1 

Posons en effet 

est convergent, à condition que les « soient p O. n 

B 1(z) = n 
n z - cxk 
Il ----, 

ic:J. l - akz 

qui est une fonction intérieure. 
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Le rapport i. est analytique dans le disque ouvert, de moduJ.e 1 sur le cercle, 
B' 

donc de modulen" 1 à l'intérieur. En particulier si q(O) /= 0 1 on a 

n 
n lc< 1 = IB•(o)l .a lq(o)I > o, 
1 n n 

donc le produit inf'ini converge • 

Si on pose 

B (z) 
n 1 ({ 1 n 

on constate que 

car les Bk sont de module 1 sur le cercle. 

B'(z), n 

Donc les Bn convergent dans 'ft" vers une fonction B(z). On en déduit aisé

ment que B est une fonction intérieure. 

Dès lors si q a un zéro d'ordre p à l'origine et des zéros d'ordre Pn 

aux pointa ctn, on pose 

zp T Ôn 
d. - ·.:r. B(z) n 

= n -. 
n== 1 ~I -1 -(( 

n 

et on peut écrire q = B g où g est une fonction intérieure sans zéros. 

Fonctions singulière. 

Cherchons la structure de la fonction g. Une telle fonction peut s'écrire 

-h sous la forme g = e où h est analytique dans le disque ouvert, et de partie 

réelle positive puisque g est bornée par l. 

D'après le théorème d 'Herglotz, ffi.e h, fonction harmonique positive, est 

l'intégraJ.e de Poisson d'une mesure µ positive sur le cercle, donc 

i8 
h(z) = f eie + z a.µ(e). 

Te • z 

De plus, d'après le théorème de Fatou, les limites non-tangentielles de ffi..e h, 
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c 1est-à-dire les valeurs de file h sur le cercle, sont p. P• égales à ~ • 
aµ 

ffi.e 
de 

On a donc :: 0 p• P• puisque lgl vaut 1, donc h vaut 0 sur le cercle. 
d8 

Par suite µ est une mesure singulière par rapport à la mesure de Lebesgue. 

Conclusion. 

Toute fonction intérieure peut toujours s•~crire sous la forme q = B g où 

B est le produit de Blaschke formé avec les zéros de q et g une fonction de la 

forme 

i8 

f e + z 
exp - J.8 

e - z 
dµ(e) 

où µ est une mesure positive singulière par rapport à la mesure de Lebesgue. 

Définition: 

On appelle fonction extérieure une fonction de H
2 

telle que le sous-espace 

invariant 'lî&r engendré par f soit If- tout entier. Ceci signifie donc q_ue la 

famille des l xn r} pour n ~ O est totale dans rf. En particulier f r,' a pas 

de zéros dans le disque ouvert. 

2. Etude des fonctions extérieures. 

La structure des fonctions extérieures sera précisée par les théorèmes suivants 

Théorème 1 x 

Une fonction extérieure est, à un facteur constant près, entièrement 

déterminée par son modulee 

Soient ~n effet f et g deux fonctions extérieures de m~me module, donc 

f::: p. g où p est de module 1, d'où, 

soit rf = p rf puisque f et g sont extérieures. 

Ceci exige évidemment que 

tiques. 

Théorème 2 i 

p soit constante, puisque p et -p sont analy-

Toute fonction q> de rf peut s I écrire sous la forme <p = p • f où p 
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est intérieure et f extérieure; cette décomposition est unique à un facteur 

construrt de module 1 près. 

Si <p est extérieure, c'est évident et l'unicité résulte d'ailleurs immédiate

ment du théor~_me précédent .. 

Sinon, <p engendre un sous-espace invariant îf(,<p strictement inclus dans ff-, 
donc de la forme p Ir où p 

Dono-

est intérieure. En particulier 

Or 111;, =pii2, 
<p 

<p = p • f avec 

d'où il résulte que 

1Tq, = Ji2, la simplification par p étant possible du fait que p, intérieure, 

est p. P• non nulle sur le cercle. Supposo~s qu'on ait une autre décomposition 

~ = p 1 ~ f'~ Les fonctions extérieures f et f 1 sont alors de m~me moàule 

l~I, donc égales à une constante de module l près. De m3me pour p et p 1 • 

Théorème 3 & 

Une fonction extérieure peut se mettre sous la fonne 

i8 
f(z) = À exp f eie + z 

T e - z 

où À e.at une constante de module 1 et q> une fonction réelle intégrable, telle 

que e2
<P soit aussi intégrable. 

Montrons d'abord qu11une telle fonction est extérieure. Elle est bien entendu 

analytique. D'autre part, sur le cercle, on a If ie j = ecp(e) P• P•, donc 
2 2 (e ) 

.f est bien dans li · puisque e q> est intégrable. Reste à montrer que le facteur 

intérieur de la décomposition de f est constante 

Soit q ce facteur intérieur. f n'eyant pas de zéros dans le dis.que ouvert, 

q ne comprend pas de produit de Blaschke, dono cvest une fonction singulière; 

soit µ la mesure singulière associée. Alors 

devrait Atre une fonction extérieure. 
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Or on voit facilement qu'elle n'est m8me pas analytique (par exemple parce 

qu 1elle ne vérifie pas l'inégaJ.ité de Jensen) du fait que la mesure µ est positive. 

Il faut donc que µ = o, c»est-à-dire que le facteur intérieur de f est bien 

constant. Donc f est intérieure. 

Soit alors une fonction extérieure F(z), et montrons qu'elle est de cette 

forme J Il suffit de considérer la fonction 

ie 
g(z) = exp f eiê + z Log jF(e18)1 de. 

T e - z 

C'est une fonction extérieure d'après ce qu'on vient de voir, car Log !FI 
est intégrable (F est analytique) ainsi que jFj2 (F € 12). Or le théorème de 

Fatou donne jg(ei~ 1 == IF(ei
8
) 1 P• P•, donc les deux fonctions extérieures F 

et g ne différent que d»une constante multiplic~tive de module l, et F a bien 

la forme de f., 

On a dono bien ainsi obtenu toutes les fonctions extérieures. Il en réswte 

immédiatement deux autres propriétés caractéristiques des fonctions extérieures. 

Conséguences i 

1. Les fonctions extérieures sont caractérisées par le fait que l'inéga

lité de Jensen devient égalité. 

Log I f ta) ae. , = f T Log Ir( a) 1 ae. 

2. Si f est extérieure et si g est une fonction analytique de mgrne 

module que f sur le cercle, alors jgj, J fj dans le disque ouvert. 

3. Les fonctions extérieures sont exactement les fonctions inversibles 

dans H
2

• 
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';EMIITAIRE D'AN.ALYSE HJŒ.MONIQUE. 

Exposé n° 9 1 J. PEYRIERE. 

Sous espaces invariants de L
2

(R)e 

G désigile un groupe abélien localement compact dénombrable à l'infini, r 

désigne son groupe duaJ.. 

Si q € T,co( G) S désigne 1 1 opérateur de L 2 ( G) défini par : 
q 

Sq f(~) = q(x) f(x) presque partout. C'est un opératuer continu et l'on a 9 

11s411 = 114110) 

~ espaces doublement invariants. 

Définition: 

Un sous espace vectoriel i1t, de L 
2

(G) est dit doublement invariant si 

1° il est fermé 

2° v 1'. E: r Si. lTG C 1111 

I~o. condition 2° équivaut à la condi tien : V À € r 

Exemple: 

Soit E un borélien de G. Posons: 

'111,E = ~f ; f € L
2 (G-) f = 0 presque partout sur E} 

c•~st un sous espace doublement invariant de L2(G). Nous allons montrer que tous 

sont de cette forme. 

Pro12oaition 1: 

Si T est un opérateur continu de · L 
2
,( G) commutant avec ¾_ pour tout 

tel que T = S • q 
À il existe un élément unique 

De plus si T
2 

= T 

projecteur. 

q -est une fonction caractéristique et T 

Si T est une isométrie 141 = 1 presque partout. 

Soient f et g deux éléments quelconques de L2(G). 

est un 



V À.€ r 

Bn · o xr1J.ïoi tsnt ! 

Tf • g - f 

V À. C l' l (x,;., )(T f(x) • gW - f(x) T*g(x)) 

x€G 

• T*g € L
1

(G), sa transformée de Fourier est nulle. 

On a donc 

Alors 

dx = 0 

V qi € L 
00

(G} f q(x} Tf(x) g{xî dx = f cp (x) f(x) T*g(x) dx 

x€G x€G 

c'est-à-dire < S Tf, g > = < S f, T* g > = ,<,r S f, g > ., 
·q> <P <p 

On a donc S T = T S • 
<p <p 

-2-

Soient maintenant f et g deux éléments de L 
2

( G)n f: ( G). On a 

fg € L2(G) 

Puisque G- est dénombrable à 1 'infini il existe un élément 
Tg 

presque partout f O. Posant q = - on obtient : 
g 

V f € 12 (G) nL"°(G) Tf = S f 
q 

Reste à. mdmtrer que q € L°'(G) ; en effet si cela est T et S sont deux 
q 

opérateurs continua coïncidant sur l'ensemble L2(G) n·LCOCG) dense dans L
2

(G) 

ce qui implique que T = S o q 

Supposons que 3 e > 0 3 A borélien de G de mesure t O tels que 

lq(:x:) 1 ~ 1 IT 11 + e presque partout sur A. Alors 3 B CA O < m(B) < + oo• On a 

Ceci prouve que V n € N 

1141 I ~ I IT 110 
CIO 

et ( I IT Il +e) \t'm(B) , 11s q <PJ3 II = 

I IT q>B 11 1S 1 1T 11 ~. 

jq(x) 1~ 11 T 11 + ! r:r.esque partout. Par suite n 

L'unicité de q est évidente. Supposons que T2 = T 



TC s 
q 

2 2 
T = S 2 = S donc q :lq en vertu de 1 1unicitéo 

q q 
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Et q ne prend que les va.leurs O ou 1 J c'est la fonction caractéristique 

d'un ensemble mesurable E. T est alors la projection sur j,r,,C E" 

Supposons que T soit une isométrie 

T = S => T* = S-. Or T* T = I donc 
q q 

-q q = lo 

Théorème l: (Wiener) 

Soit 1lG un sous espace doublement invariant de L 
2

(G). n existe un 

borélien E de G, déterminé à un ensemble négligeable près, tel que ll6= lf½s• 
So;i.t P la projection de- L 

2
(G) sur Tt&. Pour tout À. S À. P $~

1 

est un projecteur, son image est S À 7Tb = 1ih, donc P commute avec les SÀ. ; 

d'après la proposition précédente il existe un borélien AC G tel que 

q = q> A. Posant E = C A on oqtient 
1 

Sous espaces simplement invariants de 

llt 1 = if~. 

L 2(1R) • 

p = s où 
q 

i xi.. 
Prenons . G = !R alors r = IR. { x, )J = e ., Prenons pour mesure de Haar sur 

R la mesure de Lebesgue divisée par V2"; 

Définition: 

Un sous espace vectoriel ÎÎ0 de L 
2(1R) est dit simplement invariant si i 

1° n est fermé 

20 'v À€ IR+ SÀ 'lf(-,C 'rf(? 

3o ll n'est pas doublement invariant., 

µes conditions 1° et 20 étant supposées vérifiées on a les équivalences suivantes 

3 ° .. 3 "- € Œl s À 11G P îtG * v "' € œ. s À 1 f b P ~m-) .. 
Exemples, 

Désignons par if l'ensemble des fonctions de L2(R) dont les transfol'

mées de Fourier s·ont presque partout nulles sur ] - 00 , 0 ] : c'est un sous espace 

aimplerent invariant. 

Plus généralement si 
2 

1 ~ = l presque partout S H est simplement invarian, .. q 

Soit <1r& un sous espace simplement invariant. Posons 'v À.€ R 

T¾ = S)..11&, 



La propriété de simple invariance de 'ftb 

~~trictement. Soit PÀ. la projection de 

i.mpl:i.que que ... Tf(··, :-) ·1T1_;· 
{\.<µoc>(,.· µ 

'fî ., S P ,.-l t sur Ci o ,._ µ ;;,À es llil 

projecteur, son image est s,.. Trri; = fl~+µo On a donc -1 
P'\. = s"' P s... • l\,f-µ Il. µ 1\, 

Bosons 
'v À. E. IR 

LeB inclusions 

Tl~= t'~;iî&11 

V XC R 

117:J + ::: u 117:J 
À µ>À µ 

î/7-, = u îfG 
-...00 µ€fR_ µ 

'11(,+ = Tt(:; = ''01,-. 
~ I Il:.,, 
1\. ;.. 1\. 

11b~ c Tr7-J C '1 fi._\ s nt ' · ' t P c A t 1\, o evio.en es • .. osons 

Puisque 
() 
-\, = ¾_ 5-1,

0 
il suffit de montrer que 

(y 1 ·1 ....... 
,.,,,_o == ,,o ~ • 

. ) 

Soit Donc < s-,.._ -f 1 f> = O. Et l'intégrale 

est nulle pour "· > 0 d.onc auss:i.. pour À. < 0 ; c I est une fonction continue de ~ 

car jrl 2 
E: L

1
(1R), elle est donc nulle et f == 0 car la t:bansformation de Fourier 

e3t une in,iection .. 

1w 
- 00 

2 ::: 1 (R). 
? 

J.. 'inclusion -~~ C ~ est :stricte : on peut décomposer L'-(R) 

ainsi : L 
2(R) = W9_: (f) H EB"'ttk 

00
, H / l OJ ~ ~ et iîb-iw étant 

doublement invariants il en est de m~me de H. 

D'après le théorème de Wiener il existe un borélien A tel que H = ·-;ïGA" On a 

m( CA) /: 0 oar H /: to} " 
Posons )fJ -,.._ = '11GÀ fi H, 

pectivement sur H et J{:,À • 

commute avec S À pour tout 7'.. 

en effet 

appelons Il et Q1 les projections de L2(1R) 

étant la multiplication par la f'onction 

On a les fonnules suivantes : 

l - cp A 

res-



De plus les restrictions à 

notl~rons aussi S À et Q x• 

H de S et 
À 
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Q sont des opérateurs de H1 
À 

noua les 

La famille lI -Q ] de projecteurs de H est une décomposition de l 'iden-
X xE:IR 

tité de H. D'après le théorème de Stone si l'on pose 

on obtient un groupe fortement oontinu d'opératuers unitaires de H. 

+~ +oo 

f -itµ f -itµ 
g > = - e d µ < S X Q J, g > = - e d µ <Q /\.+ µ3 ,! , g > 

-00 -~ 

On a donc la relation S:).. V t = e i t X V t S X appelée relation de commuta tian de Weyl o 

Posant 

relation 

Ut = vtrr on obtient un opérateur 

itX 

continu de 12 • On a aussi· la 

SX Ut = e Ut SÀ. car SÀ et Il commutent. 

Si Tt désigne la tro.nslation des fonctions par t (Ttf(x) = f(x-t)) on 

vérifie que l'on a 

itX 
S À Ut T -t = e Ut S X T -t = Ut T _t S /\. • 

On applique la proposition 1: 

'r/ t E:IR tel que ut= SA Tt 
t 

vt = utlH est une isométrie de îr0A sur ·11t~ ; T_t est une isométrie de . . 

'îlîv A+t sur 

donc avoir 

Donc est une isométrie de ·rn')A+t sur ï lGA O On doit 

'ri r E: li Îi+t Ce qui implique que sur 

A "-· (A + t),o 

Montrons que pour tout t m(A "- {A+t)) = o. Si cela n'était pas on pourrait 

trouver t et K CA '(A + t) tel que O < m(K) < + oo; alors 

et SA ~ = 0 et SA ne serait pas une isométrie de lH."A+t sur T/7~o 
t t 

A coïncide à un ensemble négligeable près avec tous ses transletés et 

m( C A) I= o. On a donc m(A) = O. 



On a. dono PÀ. = QÀ 'U-f; = Vt = -i-f +coe-itÀ a. PÀ. 
' -oo 

.Ainsi à. tout soun onpace simplement invariant on a associé un grouf>e fortement 

continu d'opérateurs unitaires de L 
2

(1R) vérifiant la relation de Weyl avec 

1 SI\.) 11€1.R.• D'après le théorème de Stone cette correspondance est une injection. 

Ensuite on a montré qu'un tel eroupe se met sous la forme Ut= SA Tt et que 
t 

la correspondance est injective. 

Ainsi. à. tout sou::: espo.co simplement invariant est associé une famille 

{At\ t€iR d I élé;:;,-, ,,s cle L00(!R) que nous appellerons cocycle associé à ce sous 

espace. Si cle:;ux sous espaces simplementG invariants ont m~me cocycle i'.'...:-. sont égaux. 

Le coc_yclc ar.socié à q H
2 

est 
r 

,-,nvisaf:':eons d' o.110:cü le ùns où 1fu = If . Soient f et a E L--=-(m.) et 
A A 

Mais 

D'où 

<Ut :f, g> ::. -Î 
_J-co 

<PÀ f, g> = f..,_f( µ);(µ)il;, 

À 

d'après la formule de Parseval., 

. +o~ ~•+.)I. .., " /'- ,,._ 

< Ut f, ;;> =j' e :,_., f~) g(À) dÀ. = <rt f, g> = <rt f, g> 

U = T t t et 

-oo 

= 1. 

Soient maintenant irlY = q if'o• Avec des notations évidentes on ;i : 

~:0.filLl : 

= s 
q 

·-1 
sA, = s ut s T t = s sA s, , q q - q -t t T.(.i -

donc 

Soit 111? un sous espace simplement invariant de L
2

(1R.). n existe une 

fom tion q presque partout de module 1 telle que 'tfb: q H
2 

o 

Cette fonction est dé.terminée à une constante multiplicative de module 1 près. 

Etudions les propriétés de { At} o 

Le groupe u t '.;ant fortement continu pour tout 

t ,-..,. Ut '.i' -t f = At • i' de IR dans L 
2(m.) est continue. On a 

A = A, • Tt A ~ :::.. effet u+t .; u 

l'applica-cion 
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s = Ut U u T -u •r _t = l\ SA T -t c: Ut '}~ -t ST A = SA ST A .. 
u tu t tu A u+t 

Posons B(t, x)::: f x At(y) ay., c•~at une fonction continue par.rapport à (t,J 
•O 

Ct(x) est linùte d'une suite de fonctions continues et ~our tout t Ct(x) est 

pre:::.que partout déf:Lni et égal à At(x). On peut donc supposer que A_Jx) 
" 

est 

mesurah1e lJa.r rapport à ( t, x). On a 

presque tout x. En appliquant le théorème de :Bu.bini on trouve x tel que 

t --,. 1\(x) soit mesurable· 

vra:i.t, pour presqut1 tout ( t, u) . 

Posons q(y) :"' A-l (x) 
. x-y 

On n:,-10,n· presque tout ( t, y,) : 

et que la relation A (x) = At(x) A (x-t) soit 
t: u 

q(y) , i··.l. (y):-: 11-l (x) A.-
1 (y)::: ,\-l i(x) = q(y - t), et 

i. _;, -·y t. x-y+ ; 

At(y) ,: q(y) • (Tt n,(y))-l pour presque tout (t, y). 

L'.,.:b :Len r1.vpli.catioilll t --,, S et t _..., S _
1 

sont fortement conti-
At qTtq 

nues ; ell.es aont identiques car elles coïncident sur ùn sous ensemble dense de IR. 

On a donc : V t presque partout. Cela signifie que 

et q H
2 

ont le r:.Sme cocycle, c'est-à-dire que 'fîb= q Jt2. 

que 

Unicité : 

Si 
2 

=pH 

~ est corwtant. 
q 

Théorème do Stoneo 

on a 

H désigne W1 espace de Hilbert. 

soit ;e = Tt (I!) q q 

'!lb 

c'est dire 

On élit qu'une famille f ~ À.CR de projectéurs de H est une décomposition 

de l'identité si: 

11. ~ µ ~ E,. ~ E 
A . /J 

lim Eµ = E"· au sens fort 
µ - 4 

J.im EÀ. = I lim E'X. = 0 
À.- +c,o /\.~..,t:IJ 
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.Alors 'v f € H V g € H À i--+ <E À f 1 & est une fonction à variation 

bornée et 'r/ ·ip€ l!°(!R) on peut définir 1 1intégraJ.e J _+
00

;(À) d<E,/ 1 g ::::ii. C\est 

une forme sesquilinéaire continue; il existe donc un opérateur continu unique ~ tel 

que <T f, g >= J -+~;(1,.) d <E f, g,, 

On utilise la notation 

On a les propriétés suivantes: 

f ( <p + ,jr) d EÀ = f <p d \_ + f ,jr d EÀ 

'r/ ex € C f <:f.. <p d El\. = cr f <p d EÀ 

[ f <p d EJ = f ; d \ 
lep ijt_d E11. = u<P d E,..) u 1f, d EÀ) 

étant une décomposition de l(identité de H. ai l'on pose 

on obtient un groupe fortement continu d 1opé:rii.teurs unitaires 

de H. 

On a 
u u = 

8 t 

Dono !Ut) t€R est un groupe 

et Ut est unitaire. 

Continuité, 

+co 

f it À i·à\ 
e · e d E À= U a+t 

•ClO 

11 ut r - tl l 2 
= < (ut - I)*(ut - I)f, r > = < 2r - ut - u _t)r., r > 

+oo +co 

11 ut f - fi 1 
2 

= f ( 2 - 2 cos À t) d < E À f., f > = J 
•oo -co 

Puisque 

4 sin
2 ~ a(I I EÀ ri 12

) 
2 



il existe a€ m.+ ~el que 

.Alors 

f 4 d ( I IEÀ f 1 1
2

) ' ; 

lxl><l' 
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f" 4 sin 
2 ~ d ( 11 E).. f 1 1

2
) , Q 

2 
t 

2 Ici d ( 11 E).. f 1 1
2

) , a 2 
t 

2 
11 f 1 1

2 

-« -« 
Et 

1 t 1 ~ ✓ e .. l lut f - f 112 ~ e 
2 ,?1 lfl 12 

~e qui prouve que h groupe est fortement continuo 

Proposition 5: 

Soit lut} t€R un groupe faiblement continu d'opérateurs unitaires 

de H tel que u1 = I. Il existe une suite de projecteurs Îpn} n€Z deux à 

deux orthogonaux tels que: 

U - ~ e2:ï?tnt P fortement. t - ~ n 
n€Z 

Quels que soient ~ f, g € H t ~ < Ut f, g >
1 

est une fonction continue 

- 2:J:ztnt U f g > dt e < t , périodique de période 1. La forme (f, g) .,_., f 
0 

continue. Il existe donc un opérateur borné unique P n 

Cet opérateur est hermitien: 

l 

l 0 

tel que 

1 
2i."tnt f e 1 < Ut g, :t; dt = 

0 

2:ititnt U f, g > dt ==f e- 21,tnt U f dt P f g 8 < -t < t ' g > = < n ' > 
-1 

Calculons U P : 
a n 

1 

f -21,tnt 2:bi; na 
= e <. Ut f, g > dt = < e P f, g > 

+B n 
0 

est 



Par conséquent u p 2i?ba p = e 
8 n n 

On a 
1 1 

,• -2i1t:mt f -2i~(m-n)t P f dt < p p f g> ··~-j e < ut P r, g :>dt = e < , g> • 
111 n ' n n 

0 0 

Donc p p = 0 
m n si m /:. n et p2 = p 0 

n n 

Ce qui prouve que les sorm des projecteurs deux à deux orthogonaux. 

Soient p ::-: 2 1 p Q = I - p Ir/ n € '8 p Q -· 0 
n n 

1 nE:Z'' 

V f VE!,Vn 

JO 
-2:i.:Jmt 

<Ut Q f, >dt= 0 e g 

La fonction continue périodique t ~<ut Q r, g> a tous ses coefficients 

de Fourier nulse Elle est nulle : Ut Q = 0 et 

I = )? 
n 

au senn fort. Pour tout t on a donc 

. 'ï'héorème 4 : 

Soit 

u p 
t n 

n€Z' 

2:i:Jtnt 
e p • 

n 

t€1R un groupe faiblement continu 

il existe une unique décomposition de l'identité \_EÀ~ 
+co 

d'opérateurs unitaires de 

'i€R telle que: 

U 
1 

est un ppérateur unitaire, on sait qu'il peut se mettre sous la forme 

ÏJU F 

Ul 

est une décomposition 
q> 

Définissant Ut 
1 par 

1 

= 
JO 

de I 

e2i~cp d F 
q> 

telle que F = 0 Fl = I. 
0 

on obtient un groupe uniformément continu d'opérateurs unitaires commutant avec 

Ho 

u O 
s 
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Posant -t Vt = Ut u1 nous obtenons un groupe faiblement continu tel que 

v1 = I. D'après la proposition précédente 

On a dono 

l 

=! 
0 

nE:~ 

t 
<ll'l f, 

8
2i,cnt p 

n 

Posa.nt p + p F [ ]' 
n [µ] µ - µ 

où [µ] désigne la partie entière 

de µ nous obtenons :ti~µ 

+co 

<lit f, g> = f /t;. d <E;. f, L 
... <!"< ... 

Unicité: 

Sc:-ant EÀ. et EX deux décompositions de I telles que 

Quels que soient f et g dans H les mesures d < EÀ f~ g> et 

d< EX f, g> sont égales oar leurs transformées de Fourier le sont. 

Les fonctions À ~ < EÀ. r, g> et À ........,_ < E~ f, g> 

à droite nous aven:; ; 

<E;. f, g> = /;. d <E/l f, g> a rd <E). f, g> = <E). f, g> 

-00 -ao 

étant continues 
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On 3.:d. t q_ue le probJ.Àme ues espaces doublement ïnvariantn est com"Jlètement réso

lu par le théorème a.e Wiener. Si r est tl.n groupe locaJ.ement comi',l,act abélien to-

taJ.oment ordonné, on prrnt définir a..1.:41s 

c t de aimtle invariance • 

L
2

(G) des notionB de foncltions anal.yi;iques , 

j)ans Je C'as de ::1: ou IR, on a vu que tout espace simplement invariant; était 

,-n lo t'oJ"•i:t=i q .I-f. Hons allons voir que ce théorème ne 1)eut pas s'étendre même 

nvoc q1.;uÏ!!UOS moù.ifica.tinm.\ n.11 ca.:1 génél~aJ. et parfois pour des raisons très complexes 

Nous rious limiterons uniql1om0nt au cas où r est discret sans plus petit élé-

mont positif et par conrJé(111°1d; C:~ est compact. 

Notations. 

H2 r / f L2(G) 
A o] = r' ; v~E: l' '6 < o f( o) = " 

2 ') .. 
h :::: \f / :f c-: 

-:·,L. ; f(O) oJ .:! ·-0 l 
E ét~.nt un or.!.!.~G:nble mesurable de G- . . 

= }f / f € L
2 

f = 0 près que partout sur E J lî(E l 
')\1, 6-~ant un espace simplement invn.riant on pose : 

On pose 

-w, 't = s ~ . 51î? 

S désigne 1 1opérateur de L
2

(G) 
q 

S f(x) c q(x) f(x) 
q 

1r0;,:, (î ~ 
11.< )( 

'1h- est la "verc.ion à gauche" de -rn::. 
0 

est la "ver:,üon à droite" de ")"\11-

défini par 
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Enfin: 

Lemme 1. 

Q V La dimension de CJ1.. 0 est inférieure ou égale à 1. De plus, les fonctions 

de ffi..'( ont un module constant. 

ll suffit de le démontrer pour fil
0

, car : 

Remarquons que i 

v X> o s v 1T(t c )Tu+ 
0 0 0 

n0tit 
car dans r il n •y a pas de plÛs élément positif. Soient f et g deux éléments 

non nuls de ~5\ . On a : 
0 

S € ·m_ + 
~ g ùll:I O donc 

Mais et g joua.nt des r8les ·symétriques et l'ordre étant total, on ob·'.,.~ent que 

f f1x) g(x) 
G 

< '6, x> dx = 0 

Donc fg est constant. Si 1 • on prend g = f ceci montre que Ir I est constante 

na:__,; fg et ff constants non nuls entra!ne que : 

g=kf 

ce qui prouve que la dimension de ffi. est au plus l. 
0 

Premier contre-exemple. 

2 _2 
H

0 
est wi espace simplement invariant qui ne peut ~tre de la forme q H-. En 

effet, if est égal à sa version à gauche donc q if aussi. Par contre, la version 

à gauche de ir2 est H
2

o 
0 

On pourrait penser que le théorème de Beurling se généralise de la manière 



suive,nte : tout espace sirnr,1<::1I10 rrt invariant est de l.s.. forme 
2 

q H 
2 

ou q H • 
0 

Dana 

Théo:r,_ème ... } • 

La cornli tion néeesso.ire et suffisante v.our qu'un espace simplement inva-

riant 'J½ soit <le la forme 

Condition nécossai~e 

version à droite est 

S est une isomét.r-le. q 

~ • or 
0 

, 

ou 

La version à 

la codimension 

est que: dim ;Ji, = 1. 
0 

gauche de If (ou 1l) ost -.2 leur h , 
0 

de If dans H2 est l. Bn outre 
0 

Sl (non nul). :::i 'ai)rèa le 
0 

J.orrnn0 J ... iq! c,sl.. con;,to.nt.,, on peut supposer jql = 1. Evidemrnent: 

Len ~:, b q e.:, .. •;cr.dl.'E: L
2

(G). 

En ei'fe-~ 1 1 1 es:pace engendré par les S t q est doublement invariant et i.l contient 

q., fonction qui n I ost j arnais nu.J_lo ~ 

Les Si q étant orthogonaux, Us formen;, une base hilbertienne de L 2(G-). 

donc 

V t < 0 S 2( q est orthogonal à Jw, donc : 

Ji&C qH
2

• 

Ma.is la codimension de dans q H
2 

est l donc :rr0 est égal. soit à 

2 
q H • 

0 
soit à 

~teuw.rgue .. 

q est déterminée d'une manière unique à une constante multiplicative de 

module 1 près. 

Applicat:i:,~~ 

Si f € :rf(x) et si sa valeur moyenne est ;différente de zéro, on peut 

6crire, d I u.ne JTu1.nièr0 unique : 



f = q.g 

où q e,; g sont dans !t" et où : 

nous a.ppelerons une telle fonction intérieure 

une telle fonction sera dite extérieure. 

On désigne po.r dÎbr le plus petit espace vectoriel fermé contenant S '6 f poux 

tout l' positif ou nul. D'après les hypothèses faites sur f, on peut l'écrirez 

f=a +!:; av.)' 
o i>o o 

Donc ai À est positif; SÀ f € ~o 

s~ ~;c~ 
Mais., :par hypotr..èae ; f n'est pas dans- H!o Donc : )t(,f' /: Jfb; 
ce qui a.•après le lemme l et le. théorème l implique i 

lffir = Jfb; = q H
2 

Donc a 
f' = lq g avec jql= l q €Hf. 

où 

- "Tt1. 2 
Jtbg = q JIVf' = li 

On a aussi l'unicité d'une telle décomposition. 

Remarque. 

Le résultat précédent s'étend facilement au cas où il existe dans- r un 

plus petit élément 1( 
0 

pour lequel 1 
.. 
f( 't ) /: o. 

0 

Divers contre-exemples. 

1) Supposons que r ne soit pas archimédieno r étant discret, nQlls 

allol).S exhiber un espace simplement invariant qui ne peut être de la forme 

q If (ou q ~). Par hypothèse 1 

Posons 1 



Jrt, est évidemment simplement invariant et z 

s°' :m:; = :fr(!) 

s(I( (q H
2

) = S o s(.l(. (H
2

) /: q H
2

• 
g_ 

2) Supposons I' archimédien. n est dono isomorphe à un sous-groupe de 

m.d. (IR ê' ·1"' cret) • r-i,upposona que r ~N - soitun sous-groupe strict de ~d. 

Soit enfin z 

't' € !R.d et 't: t r. 
Posons; 

li .. 1 i' € 1} "' 
){ < 't'j Sï~;:: • f( X) = 0 pour , 

On a i1.1· aédia tem:m t i 

$6+ t_r / f € 1
2 ... 

l' "J -· r( '6) = 0 pour 
0 

•iF= Ces deux ensembles ooïnoident, J1l:I no peut donc pas ~tre de la forme ou qrf'' 
0 

On }?om·ra.it croire q_ue, dans le cas de tRd, le théorème de Beurling est vrai. 

:Dn f:.d.t, I-Ielson et 1owdenslager trouvèrent en 1960 un sous-espace invariant dont 

les versions à gauche et à droite coïncident- Leur démonstration s'étend à des 

sous-groupes do IRd assez généraux., comme l'a montré J.P. Kahane. C'est, cette 

const1~1ction assez longue que noua allons exposer maintenant dans le cas de IR.a• 

Rappelons, tout d • abord, quelques résultats. Le groupe dual de IR.d est le 

groupa de Bohr (B. 1B est le compactifié de Bohr de IR., donc il existe un isomo~ 

phiame entre R et un sous-groupe dense 

P. Malliav-ln , 

B de 1B. Enfin on a le théorème d!l à 
0 

toute fonction de rt'°(IB) qui s'annule sur un ensemble de mesure positive est nuJ 

le px-asque partout. 

Ceci implique le résultat suivant: 

Théorème 2$ 

Si .n0 est un sous espace fermé de L 2(1B) · · t r+ invarian par -



( éléments positif a de r) et si il existe dans :JTb une fonction f non nulle 

tolle que : 

alors Jlb est doublement invarianto 

Appelons :m)f le plus petit sous-espace invariant par r+ contenant f. 

Montrons tout d'al)ord. que si mes(f-
1 (o)) /: o, Jîbf' est doublement in.variant. 

Posons: 

Supposons que : 

3 g € JibA , g orthogonale à 

On a. l 

]fü • 
f 

"i/ ~ E: r, '6 ~ 0 . f f'(x) g(x) ( 't, x) d.x = 0 • 

G 

Donc f g € ii1- - d'où: -mais f g = 0 sur A fog -o -
CA mais g € JTb A donc g est identiquement nulle. 

Par conséquent, avec les notations de l'énoncé il vient: 

Soit s 

F = [r / f € Jfu, mes(r-
1 (o)) /: O J 

'· et 'li 

donc g = 0 sur 

Le deurièmo membre est bien, en effet, un espace doublement invariant qui.est contenu 

dans 1tt; d'a}lt'ès ce qui précéda. D'où : 

• 
]îî, = Jl~ Cf) Tu • ~ 

2( 1 1 G-) = ~ Cf) N,CE 

aveo 

mes( CE) /: 0 car 
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Donc i 

d'où 

f €. c1'0 ,:} f = 0 sur CE * f € F c> f € "Jîb~ 

[oJ . c> f :;: 0 soit .J(ç= 

Corollaire • 

et 

En effet, ..,.-n_ sont doublement invariants donc fenn~s de fonc-0,t.:.1_w 

tions s 'ammlant sur un certain ensemble. Mais : f € Jî1 et 

presy~,~ partout~ Donc nécessairement on a le résultai: énoncé. 

f t O ~ f(x) ~ 0 

lk•us supposerons dorénavant que Jîb est égal à sa version à gauche. 

llc,ioignons par P 1) la projection de L
2 

sur :m, 't(• On a : 

P S P S
-1 

"\ = /\,+µ À µ À 

En outre, les P~ forment une décomposition de l'identité. Aussi, d'après le 

théorème de Stone, 
-ko 

définit un groupe à un para.métre fortement continu d'opérateurs unitaires de 1
2

(13; 

Désignons·;par et, où t € fR.1 l'élément de 1B tel que : 

'r/ '6 € iRd : <et, 'If > = e it" 

L'opérateur de translation est c:i.éfini par : 

Les T t forment eux aussi un groupe à un paramétra fortement continu d'opérateurs 

unitaires o Ils coïncident avec Ut dans le cas où :::!lb = if. 
On démontre comme dans le cas de ra. que Ut o T -t commute aves les SÀ. 

donc que : 



où . . 
De plus : 
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jAt(x)I = 1 presque partout. 

At= Ut(l) 

Donc 1 1 application t a,onne At est une application continue de IR( muni de sa 

topologie habituelle) an.ns L 
2(B). D'autre part, de la propriété d.e groupe des 

il vient, 

(1) 'rit et u € Ill 

Réciproquement, étant donné une famille de fonctions At de module 1 vérifiant 1 

r P.la.,__.1 ·•,, (J) ,.,, ,(;. 1., •• (•... ... At telle que l'application t donne At soit continue, si l'on pci>se 

on obtient un groupe, et d'après le théorème de Stone, il existe des FÎI. uniques 

tels que : 

avec z 

itÏ\ dP 
e ÎI. 

S-1 
PÎI. = S'h. P0 ÎI. 

car Ut et SÎI. vérifient la rel~tion da commutation de Weyl. 

L'espace P
0

L
2 

est aJ.ora un espace simplement. invariant. Ainsi, à toute fonc

tion At du type précédent, 1on a:fait correspondre df manière bijective un espace 

simplement invariant. 

Si Jib = q.Jl, où q est une fonction de module 1 1 la foncti~n At ~s.·Jociée 

est : 

-1 
At = q o Tt q 

L'équation fonctionnelle des At est exactement l'identité définissant un 

coc:ycle de dimension 1 dans la théorie de la cohomologie des groupes, pour le groupe 

des réels opérant (par l'opéràteur Tt) sur le groupe multiplicatif des fonctions 

de module 1 définie sur 13. 



Les ,EPbox•da ,Qnt justement les fonctions du typ~ : 

-l 
q. Tt q 

Le théorème de »~urling revient donc au fait que le Pl,lfroier groupe de cohomoiogi_e 

est nul., c t est>i-dire que tout cocycle est un cobord. Nous allons construire 

maintenant un oocyolo qui n'est pas un cobord. 

l<ama.rquona tout d'abord que si At est un cobord on peut le prolonger con---.. 
tinument en une application continue de B dans L 

2(13). En effet, la translation 

est un opérateur continu dans 1
2

(18). 

dense dans 13, a 'écrit : 

V y E iH 

Le prolongement, qui est unique car S 
0 

presque partout. 

est 

Par extension, noùa dirons qu'un cocycle ainsi prolongeable est presque ;périodique. 

On peut démontrer que, inversement, tout cocycle presque périodique est un cobord, 

maie noua 11' en aurons pas besoin. 

Soit '>i• "2••• une suite de nombres réels positifs tendant vers zéro. Posons: 

'vn€N À = - '),_ -n "h 

Soj.t.. d'autre part, ..:ies nom~rea c.. c supposés posi·t.:""s tel que • , W IU ~J 2,••• .U. I • 

Posons s 

Enfin, soit i 

où 

et où a 

C = C -n n 

itÀ 
<pt(x) = 2J on <\i, X> (l - e n) 

~o 

t € iR et x€B 

est la vaJ.eur du caraotére . Àn ( élément de IRd) en x. 

<pt est une fonction réelle continue, comme somme d'une série normalement con

vergente. Deplus, on vérifie aisément que i 



Pro..· c: 011sêqum1t : 

ici) 
't e 

cp = mt + Tt <I> t+U T. °U 

= exp i( >. 
~ 

0 <À. 1 X> (1 - e n n 

esi; un cocycle, évidemment continu en t. 

Sj. 1 1 on avait : 

Alors: 

où 

serait un cobord .. 

2 
C < + oo n 

C <À. , X> n n, 
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Par contre, si c tencl vers l'infini, il est bien connu ql..2 pou:::· .,_ :.:':Lxé, 
u 

ntost pas Ui.îG fonction presque périodique ( au sens usuel) • Nous · _·_3 mon-

trer, en faisant g_w-.. J.ques hypothèses supplémentaires, que At n'est pe.:::: ~'., ... -.~,~-<

périodique dans le sens défini plus haut. 

Supposons., en effet, qu I il y ait un prolonge~nt continu à 13, no-.is le dé;;:;.:.

gnerons encore par A (y € B~. 
y 

On aurait alors le lemme suivant: 

Lemme. 

Supposons que y da.na B satisfasse: 

Vn€N 

A (x) est OC1lnst.ant,_ en x. 
y 

:?ormons la fonction 

exp i(ZJ 



Pour' tout réel u fixé., c 1 est une fonction pi~,sque périodique de R dans 

le prolongement 6st • 

iu), 
B = A • T A-l = exp i(2 ~ c <À, x> (1 - e n)(l -(À, y))). 

y y uy n n n 

Mais l'hypothèse faite sur y, implique: 

Donc: 

ceci, pou:c tou.:; ;_~.jeJ. 

Gox-0llaireo 

3i li ûU 6. : 

B = l y 

A = T A y u y 

u. Donc A est constant. 
y 

·'"' 

<À , y>= - l 
n 

Ay = exp 4:i.( ck ~ e <'\:, x> + 0() 

cü o< est ü.n ~ertét.in nombre réel. 

-J.J.-

~2 
.Li dont 

, .. 1 démonstration est évidente à r,artir du lemme précédent qu'il suffit d.' 3.ppliquer 

& .:i.a somme définissant A apr;s suppre1:sion des :termes de rangs k e·c -k.-y 

Les hypothèses que r~ous 1'0:-.imlons, son1; les sui'Vantes : 

C __. + 00 
n 

+co 

>: 
l 

C À 
n n 

< + 00 

et eni'in : les nomb:.:·ee À sont rationnellement indépendants. 
n 

De l 1indépendance des À , 
n 

yk (k € IN) sur 18.d tels que 

Vnpk 

et: 

il découle que l'on peut trouver des caractères 

<\.i, Yk> = . .l 

<À.k' yk> = -l 

D'après le corollaire au lemme, il vient: 



Y1-· . \. 

groupe compact ; elle a (iono 

,. :c;n so res'trr:l:i.,~nant au besoin à une sous-suite on peut ,./(>... 'è.) 

tüULÎ. vers .Yo • 

<ÎI. , y > = 1 n o 

<l' ou à.' a1>rès le lemme, .A 
yc 

,~st O.Jnst.ant. Mais A converge vers 
yk 

dans la 

métrique de 2 L , à Cé1.U.S<-.! :w la donc en Ik1-rticulier 

o. 

,_,-,-, ,, :,rifie aisémo,1·,, en a.éveloppa.nt l 1exponentielle en série entiè:~<') --._.,::; cet-i;e 

int{c;r,ùe ost :i.nùépernJ.tu,-:,e ae À.,. (si À/; 0) et que, quand c tend. ver:. -::..1 infini, 

,. 
lim jr A dx ~- 0 

yk 
B 

On obtient une contradictio,., ce qui monLTe que la fonction At que nous avons 

construite ne peut t!tre un cobordo 



SEMINAIRE D'ANALYSE HARMONIQUE, 

Exposé no 10 : B. MISCBLER. 
(suite) 

lï'onctions extérieures. Théorème de l/ialliavin. 

Orsay 1965 - 1966 

Rappels .. 

Soit G un groupe compact, r son dual supposé totalement ordon,_.é (ce qui im

plique que G est connexe) • Nous avons démontré dans 1 1 exposé prf céa.cn,c que ! .. 
et f(O) f. 0 1 alors on peut écrire d' un0 ;c,.;;..;.üè:ce u11i:1 ue 

(à une constante multiplicative près) : 

f = q • g 

où 

q est intérieure c'est-à ... dire q € H2 et Jql = 
, presç_·0.e: l_Ja:..~.::out. .... 

g est extérieure c'est-à-dire Jtb = H2 
g 

Nous admettrons les deux théorèmes suivants dont l'on trouvera la démonstration, 

par 0::emple, dans 11Fourier AnaJ.ysis on Groups 11 de V{. Ruclin (p. 208 ot 210). 

Théorème 1: 

Théorème 2 : 

Fonctions extérieures. 

A 

f(O) f. 0 3 c< et p € H
2 

: 

J log lr(x) 1 dx = log f(o) 1 > - CO# 

G 

Nous généralisons la notion de fonction extérieure de la manière suiva.nteo 

Définition: 

f est dite e:>..-térieure si : 

f € I-t" et f log I f(x) 1 clx = log I f ( o) 1 > - 00 



On a ·tout d'abord 

et f(O) f. o, alors: 

q est intériom.'2. ot g ,:s t. ex"côricure. 

D 'a;œès le th6orème 1 on peut écrire : 

c;,; et 

mais: 
,.. ,. A 

f(O) ::: c<( o) 0 f3( o) 

"' "' 
donc a~( o) et 13(0) sont diff é:cents de zéro. Droù • . 

et 

Si l 1 œ1 l)C>Se 

q ::: ql • q,, - ;:: 

il vient 

q est évidemment intérieure ; d'autre r;art 

... 
g(O) 

donc g est extérieure. 

Si f est extérieure al.ors: 

~Wor = [f' P l1 = If 
où P parcourt 1, ensemble des 11polyn8mes II de Go 

Tout d'abord 1 -rr,_,., C I-t° • .J\l,'.)1 

Bn reprenant les notations précédentes il vient 

f = où 



Or: 

pe..rcc que f, et g 
2 sont extérieures. 

Mais dtaprès Parseval, puisque : 

q est obligatoirement constanteo Donc f = 

Si P est un polynôme quelconque: 

soit 

[g2 p] L2 

2 
Mais . C H . 

Donc . .J\br:) gl H2::, H2 . 
car g., est ex:téric-c..:::\; • h'.ais ]Gf est ft , 

.i.erme 
_L 

Corollaire J.: 

-3-

à une constante près. 

dans 11 d'où . 
' 

. 

La d~composition donné par le théorème 3 est unique, à une constante 

multiplicative près. 

lli effèt, si f = q g = q' • g• 

Il vient : 

Donc -· et q q' sont dans i?-, ce qui implique que ces fonctions sont conJ-

tantes, mais: 

Corollaire 2. 

q q' q 
= q' 

Si f et g sont deux fonctions extérieures de mÊime modtiJ.e, elles sont 
1 

égales à une constante multiplicative près. 

En effet, on peut écrire 

f = p g où I Pl = 1 



et il vient : 

Donc 1:, us;; constante~ 

Ji0f :: r?- alors f est extlrieu:re .. 

C(jï(!lil0 OH a L'> C • .l J. .. 11 • 

,. 
Si f(O) était nul, toute fonction ~e J1tf 

auro.i·i; u11e va::Lcur moycnno nul.le ce qui est absurde o Donc, on peut écrire : 

Donc .t• 
.t ect ex:tér·ieu.re o 

si a + i v 0n t 2.,10.l:c_r(;j_que f)t v e;;ri; c1e v-clour moys:c1.ne null!:. Etant donné u dans 

1
2

, il y a évidemment une fonction v et une seule de valeur moyenne nulle telle 

que u + iv soit daJ.1s H2. Si l 1on sup1)ose seulement que 

peut très bien ne pas y avoir de fonctions V telles que 

Cepenà.ant on a le résultat su:i..vo.nt 

V p 

vu r,olynôme : 

où v est le polynôme con,jugué de u .. 

3K tel que 
p 

:;.; Kp f lui dx 

u est dan.s 11 , il 

u --:-- iv soit dans .Jt-. 

Ma:i.ntcncnt;; si u est un,:' fonction réo~•:-i_e de 1
1 

on peut trouver une suite de 
,. ' 

lunJ polyndmos qui converge vers u da.ns la nor':;1e de ~'après l'inégalité 

précédente la suite ô.e Ca.ucb,_y 1,our la convergence en mesure~ :EJle a donc 

1'!lG limite en me:rnre ,,.. v sera dite la conjuguée normalisé de u (elle est uni-
,. 

que car , , ) o' V\.,) =. ) ~ 



i,'iéù.sll a.taprès le lrnnne de Fatou., l*:inégaJ.ité persiste à. la li;;;ite e:_·,1c.:J.i. u est 

,1u(ù conque clans 

u 

cons<~quencc JI lorsque u n 
convorc;c :..).u ;.;;enr; <le 

( ' 
\ v

1
_ l converee en mesure vers 

\,_ 4..) 
V .. 

s o;·r~~ J..r, :-i con,j ugués res }JO ctif' s, e.u sens défini plus h3.-c1t, de u 
n 

et 

où vn et 

En farti-
cuL:_cr et c'est ce résultD.t qui nous sera utile., il existe une sonf,=s1-;ite de [ "n J 
qui e;c:c,v•::œ0c f3.iblerncnt presqu(.; partout vers v" 

u réelJ.0 somrno.b1c ainsi que 

sée do u, exp( u + L; ost ex,;or::i.0urc ~ 

où u 

ilc:cip:coquornont 

~u - ·1.J.. e" l-.. Uo 

I\U 
e et si V 

(et donc v) :.,c-:i.;; l:n 1)01ynôme t:cigonométrique Sili' G-o 

V 

10 
+ o, r ( . /1 ~ c.,-,. 

?.-~ [j --.,."'1 rr dx) i'(x) dx :c ~ 
,u+iv 

dx = 
s::·•-, (u + :i.v) dx i = exp u + iv i n 3 ,:;: _ _, n~ \J G 0 J . 

0 1 

G 
_J 

G· 1... 

:::: exp Ur, log!f! a.x\. 
') 

U' 

"l 

loglri Commu .··.) ent: évi doi:,r,te-:int Û3JlS If" et que u est sommable, f est .i = 

Plus cénéralemcnt, si u üt~ V ;:;oxr~~ bo1~nées, u + iv peut ~tre ap 1)roché mliformê-

r.:ient pro.' c1.es polyn8mes et les doux pro1)riétés cle f passent a la limite,, 

Po,n· o~Jtci1ir le co.s géné:r-iJ.~~, nous allons devoir utiliser deux p2.ssn.,ses 1.1. la 

J.imite successifs r méthode que nous rencontrerons 1_:;lusieurs fois au co,11~s êi.e cet; 

o::pos6o Su:rvosons c;_ue u soit borné e ,, pas v. }fa passant éveTtuellcr .. ent b. une 

,. t . " , ' t d.e polynomes convcrgea.11 uni:r ormcrùen 



u convo:cge fo.iblemnnt presquo partout vers 

r 
j 

G 

1
8

u+iv 
0 

u 
11 

Vo 

tcmr.7 v,,;!'S :~éJ:o. Donc :!\, commo limite en norœe L
1 

de fonctions dr.:: If, est 

da.r,:::: 

a 1, 

;_,:1_ 

J P\ 1 dx = log 

G 

èl.onc 

ü si 

::= { n si n 1 ,_ Il ;;i 
" 

f extér:i.,:;ure e 

- n ~ u ~ n 

1.:. > n 

" < -n v. 

V 
n 

convei-~ent foiblenent pres-

e 
'\.i. +i1.r 

ll n donc f est dans 
_.l 
.t1 0 De plus, .".> 

.l. est extérieure 

pri~' ;:,,,:ccn,:;ç➔ à la ].:..mite 3.i.'J1S la f'orntlÜG 3.e c1.éf'inition ctes fonctions extérieures. 

Réci v:co quement, supposcns que 

Ceci imrüj.que que log jf j = u soit sommable et comme f est so;r:mable, 
u 

e l'est 

au:1si. Soit vl' la con,juguée de u. nraprès la première partie de ce théorème : 

... A 

es:b ext.,S~'iaure. Comme elle est fü: m8me module que f et que v'(O) = v(o) = 

V 1 = V 

A p-3.rtir de ma.interw.nt, r est iRd et ,J.c,.:.t) G- est l(~ groupe de Bohr G3. 

On apr,eJ.le B 
0 

L:: sous-groupe dense de iB isomorphe à Ro 
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r ·iµl nombre tel g_ue : 0 < r < 1, la fonction Î-.. 

,;:::t ü.Gfim..e poqJ.tive clone d'àprès 10 théorème clo Bochner c'est la trancforméc d.e 

l'ou,··ï_cr cl'une mesure positive /.l • De plus, r I À. j · étant continue pour la topologie 
r 

clo n la mesupe 
•.{ .fr.. 

de B porte 00~ C 

est portée par 

partie do la masse 

B • 
0 

Comme elle ost positive, tout segment 

et comr.1e B 
Q 

est dense dans B, il s'en 

suit quo µr charge ~0nt ouvert de i3 non vide. l'liq,~S on peut m~me prouver le 

lemr.,e suivant : 

Si g e::;1_; J.n f'onGtion cci.ractéristique d'un ensemble de mesure positive 

è.c o:Lorz µ_, , g > 0 pros quo partout pour la mesure de Haar de B. 
.,. 

sin· un <.msem1-ùe de mesure positive, •1ont h désicnera la fonction ca.ractoristiq ue. 

Po::wns : 

h'(x) = h(-x) 

aJ.ors: 

µ * g ,;. h'(O) = 1 h(x) • µ ,:; g(x) dx = 0 
r r 

13 

Mais g ,;: h 1 est une fonction continue non négative et µr charge positivement 

tout ouvert de · 13 non vide. Par conséquent : g •~ h I èst identiqµement nuJ.. 

Mais : 

f g*h' dx=fga.xx f'1' dxfaO 

car g et li' sont des fonctions caractéristiques d'ensembles de mesures positiveso 

On obtient donc une contradiction. 

Si f est uine fonction extérieure, alors : 

log ~µ *fi=µ * logjtj r r 



D'après le théorème 5 ceci revient à prouver que si f = exp(u +iv) : 

eu+ivl log IJJr * = 

pour t oute fonction u somraable réelle, ainsi que u e et de fonction conj.uguée v. 

Prouvons là d I abord dans le cas où u + iv est un polyn8me. 

Si P et Q sont des polyn8mes: 

comme on peut le voir aisément en comparant les coefficients de Fourier des deux 

membreso 

En particulier: 

D'où 1 

ce qui est bien ce que nous voulions prouver. 

Pour obtenir le cas général,. on fait les différents passages à la .,____ ,~· décrits 

dans la démonstration des théorème 5. 

Théorème de Malliavino 

Pour toute fonction de ir-, on a : 

log Jµ * ri ~ µ * logltl r r .. 
Supposons tout d'abord que r(o); o, alors: f = q g 

Mais 1 

comme on le vérifie aisément en prenant pour q et g des polynômes et en passant 

à la limite da.na 11 • D'où : 
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presque partout 

la masse totale de êta.nt égaJ.e à 0 r = l. Wiais est extérieure, d'où en 

appliquant le théorème 6 i 

A 

Si f(O) est nulj l'inégalité est quand même vérifiée pour f + e. Le lermne 

de Fatou montre que l'inégalité est encore vraie à la limite. 

Corollaire 

Si f € Ir"(B) et si elle s'annule sur un ensemble de mesure positive f 

est iûcntiquexrent nulle. 

D'après le lemme si f s'annule sur un ensemble de mesure positive 

D'après le théorème de MaJ.liavin, ceci implique que: 

log jµr * fi = - co 

Donc 

Mais la tran.sformée de Fourier de µr ne s'annule jamais, donc la trans:;:,o:..--mée de 

Fourier de f eat identiquement nulle, il en est de même pour f. 



SEMINAIRE D'ANALYSE HARMONIQUE. 

Exposé n° 11 ide K. HARZALLlH. 

Fonctions opérant sur les fonctiollb 

définies-négatives à valeurs complexes. 

1. Définitions et notations. .. 
Soit G· un groupe ab?-lien localement compact, on note G le groupe dual et 

~ G) 1 1 eruiemble des fonctions continues de G dans C. 

Le groupe G est dit illimité si pour tout entier n > O il existe x € G 

tel que k.x f. 0 pour k = 1, 2, ••• , n. 
r, 

La fonction ~r € ~(G) est dite définie négative {Beurling, Schoënberg ••• ). 

Si la forme hermitienne 

n n 
>: "5"? [w(x.) + ~ - v(xi-x.)J c. ë. 1=1r=;t· l. J J l.J 

est positive, quel que soit l'ensemble des n 

Il résulte de la définition que l'on a: 

.. 

points x. € G (n = 1, 2 ••• ). 
l. 

et que t est définie négative desque t l'est; de plus si ~ est de type posi-

tif aJ.ors cp(o) - ~ est définie négative. 

D'apros Schoënberg [2] une fonction t est définie négative si et seuleiœnt 

si l'on a v(o) ~ 0 et exp(-t t) de type positif pour tout t > O. 

Il en résulte que 1 

a) toute fonction définie négative est limite uniforme sur tout compact de 

fonctions de la forme: 

(1) t(x)· = cz + J,. (1 - x(x)] a(a x) 

G 



où a Ë IR. et cr est une mesure positive de masse totale finie. 
+ 

b) toute fonction f, définie pour z E: t, a.a z ;. o, par 

(2) f(z) =a+ f}Z +(z + rr [1-exp(-tz - az}] µ(dt, as) 
0 0 

opère, par composition, sur les fonctions définies négatives sur G. 

Dana cette formule a , (3, '6 sont des nombres réels ;;i: 0 et µ est une 

mesure positive sur IR2 ne chargeant pas l'origine et telle que 
+ r r 1 !:!a µ(dt, as) < CO • 

0 0 

1•c 11ut d.e ce travail est de démontrer le théorème réciproque suivant : 

Si G ost un groupe abélien locaJ.ernent co:npact illimité, toute fonction 

f ti.éfinie et con.tinu.e dans f z €. C ; lJle z ~ o} et qui opère sur les fonctions 

défin.i.es néGa,tives possède une représentation intégrale de la forme (2). Une telle 

représentation esi; unique~ 

On se restreint aux groupes illimités pour la raison suivante: quand G 

est quelconque les fonc·tions qui opèrent ne peuvent être étudiées que dans le cSn, 

de 1: décrit par f (x) pour x Ë G et V définie négative. 

L'adhérence de ce cane est le demi plan fermé f z € Q;, lSl_e z ~ 0) , seulement 

si G est illimité. De plus certains lemmes techniques ne sont pas valables pour 

toua les groupes. 

Il est plus commode d'étudier les fonctions définies dans ~ z > 0 et qui 

opèrent. On appellera donc ÇS: l'ensemble des fonctions de la forme (2) restreintes 

à ffie z > 0 et on utilisera les notations suivantes : 

N(G-) désigne l'ensemble des fonctions définies négatives sur G. 

N_
1 

(G) :::: [t ; ljr € N(G) et bornée} 

N2(G) = {w ; llr E: N1 (G) et t(o) > o} • 

Q(G.) aésigne l'angle ouvert 



... 
fœ + ~(1 - x(x}); a et ~ réels> O; x € G; x € G) 

Ainsi Q(G) est l'ensemble des valeurs prises par les v € N2(G) ; si G est 

illimité 

Q(G) = [z ; z € C ; ~e z > o) 
FN( G) désigne l'ensemble des fonctions f définies et continues dalb.s Q( G} et tel 

les que f o v € N(G) pour toute V€ 
1
N2'G}. 

Remarque : 

On peut démontrer que dans le cas où G est illimité, toute fonction f défi

nie dans fi.a z ;;i: 0 et telle que f o 1jr € N( G) pour toute ,~ € N( G) est nécessai

rement continue dans l'ouvert ~ z > o, et ce, en adaptant une méthode due à 

C. Herz fl ] et en utilisant la relation 

2 
j,j,(x) + ~ -lJt(x-y) 1 < 4 ~ ,ir(x-). ffiet(:r) • 

valable si w e N(G} et 'lr(O} = o. 

On écrira FN(G) C FN(G') pour dire que Q(G') C Q(G) et que la restriction 

à Q(G') de toute f € FN(G) appartient à FN(G'). 

Enfin on désignera par F (G) l'ensemble des fonctions définies sur l'enve
p 

loppe convexe, n( G}, de 

et qui opérant sur les fonctions <P de type positif telles que q( 0) < 1 • On 

utilisera les propriétés suivantes de F (G) établies par C. Herz daœ [1]• p 

a) Si G est illimité, G' discret quelconque et Ta est le tore d.:hscret 

on a: 

(3) F ( G) C F ( Td) C F ( G1 ) • p p p 

b) Si G est illimité et g € FP(G) al.ors il existe une suite amn (m et 

n entiers ~ 0) de nombres réels il: 0 tels que 
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( ) ~ m -n 
G :-; = "- a z z .::::,..,.j mn 

m;ri,:::O 
pour 1 zl < 1 • 

') - ·1 · . . ,__ .• l.,0rrm,,)D p:c;e 1lllJ..na1res. 

Lemme 1. 

Si 1!1 € N
1 

( G) alors 3 m > 0 tel que m - lJ, soit de type ; .:;1. 'tif. 

JJc~monstrn.tion : On peut suP:_:-oser i!r(O) = O. Posons M = sup lwl c-.; 

pour t > o. 

L'inûco.J.ité montre que ît converge uniformémént 

vern ù quand t :xmd vers zéro. 

·\Cx; = f .. [ 1 - x(m:)] µt(d x) 

G 
où µ.,,. c::,t une mesure positive a.e masse totale finie sur G. 

l, .. 
Soit un système fondamental de voisinage de O dans G. 

A c'.w.quo V,t. on -peut faire corresponëlre une fonction fa de type positif, à 
1, 

support J;_u13 Va 0<; telle que O ~ fa:: ~ 1 et -fa::( 0) = 1 • Soit Vct la mesure 

associée à fa ~'.,cr le theorème de Bochner. On a Vct ;:: 0 ; vce symètriqc.:: et 

f vre = 1. On dira que g € te,(G) possède ,.une moyenne m(g) relativement à ivJ 
si V g >O 3 V, voisinage fe zéro dans G tel que\ 

Vu CV~ lg * vu(O).- m(g)I < e • 
~ 

hlo::trons que ljr t et V possèdent chacune une moyenne. 

On a : 

de·.-; 

v ·t 

*t * va::(o) = f G Wt (-x) 11a(dx) =j,. [1- fa::(x)] µt(dX) 
G-

l&m *t * vct(o) = µt(G,[o} ) = m(lJrt) = mt. 

converge uniformément vers * e~t un nombre réel, donc 

V r: > 0 3 to > () tr1 o_ue o < t < to * 1 * t - 1Jr 1 < e: 



puis 

Donc \J1 ponsèa.e une moyenne m et mt ~ m quand t -+ O. Finale:rœnt si 

l'on suppose que 1-Lt fo) = O (ce qui est toujours possible) m - v apparait 

comme limite uniforme de mt - *t qui est de type positif. 

Le nombre m eot le plus petit réel a tel que a - l soit de type positif. 

On a de plus m < sup Îv· 

Conséquences: 

1-a Si f € F ( G) et si ~ f = O alors f = 0 
N 

l-b Si G est illimité, f E FN(G) et r: ·> 1 alors il existe A > 0 et 

amn ~ 0 tels que: 

.A - f(z) = ~ amn (r-z)m (r-z)n pour Ir - z 1 < 1 • 
m,n~O , . 

1-c ~n particulier, dans les'hypothèses de 1-b, si f(x) = O pour tout 

x réel> 0 on a f = O. 

Soit G- illimité; à tout z € c, 
0 

~ z
0 

> 0 on peut associer deux 

réels a et b > 0 tels que : 

a) lr(z )1 , 2 r(a) , 
0 

~) 1~ f(z
0
]l + 1~ f(z

0
)l , ·· 2 ~ ~(b) V f € FN(G) 

(ici on pose z = x + iy) 

1-e Si G est illimité et Td est le tore discret on a : 

FN(G) CFN(Td) ; et si G-1 est discret quelconque on a FN(Td) CFN(G-1 ). 

Démonstration: 

alors f o '1r € N1 (G) car f est continu:: et 
A 

bornée. n existe donc une mesure µ, positive,de masse totale finie sur G, 

telle que : 
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f(~{x)) - f(,j,{O)) = f .. [1 - x(x)]f(dx)• 

Par suite si ~~ f == 0 , µ est portée %ar : 

n [ :i x.L={o; oË;_et t(x)=lj) 

Ainsi f o,~ = O 

; X Ë G J = f O 1 . ( !Lei 

pour toute '1,r E: N2(G) d<IIIlc f = O. 

b) On sait que f est continue dans fz . fi<.e z > o) • Soit , 
A ;:: sup {lf(z-) 1 . Jr - z 1 ~ 1}. D'après le lemme 1, la fonction A - :(r -, 
est cle type positj_f quelle que soit la fonction cp de type positif vér-.i..:r.'ic,nt 

q)) 

cr{o) < 1 • D1après le rusultat de C. Herz rappelé au § 1, il existe une suite 

a ;:: 0 (m et n entiers;:: 0) telle que mn 

A - f{r - Y)=~ m -n 
\ ':> L-!a v·.,,,. pour m,n)O mn (~ <'.::, 

c) Si f(x) = 0 pour XE: IR 
+ 

alors, d'après ce qui précédo 

f(z) = 0 pour Ir - zl < 1• 

Or si f E FN(G) la fonction z i--:,. f(À z) appartient aussi à R/G) pour 

À E: m.+. :-2 s'en suit que (f(x) = 0 , 'fJ. x R) q (f (z) = 0 , v z). 

d) ~•après le b), toute f € FN(G) est de classe é'° pour ~ z > o. En 

outre 0:1 r,eut trouver deux nombres réels a et p tels que : 

0 < p < a et lz
0 

- al< p 

posons r = a/p et b = a - lz
0 

- al• 

Soit f € FiG). La fonction g a.éfinie ~ar g(~) = f(p ~) 

On yJeu t a.one écrire 1,our Ir - ?; 1 < 1 : 

donc le(~)!~ 2 g(r) puis 

est à.ans F.r( G) • 
.:\i 
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On a de même, en J>o:-c:e.nt ~ = g + iT} : 

l;:ï~ g(s)I ~ k g(r-lr - t;:;I) et aussi 1~ g(i)I , ~g(r-lr - il) 

la a · 1 a a•où 8- f(z )1 + 1-8 f(z) ~ 2 a- f(b). 
X O y O X 

e) D'après le résLùtat de C.Herz ra~elé au §1 on a: 

F ( G) C F ( Td) C F (1G 1 ) • 
p p p 

D'autre pa.rt on peut montrer l'implication suivante: 

où G
1 

0t G2 sont deux groupes abéliens localement compacts quelconques. En 

eff1y~: Goicnt r > 1 , E 1 1 adhérence de [ r - II( G 1)] et f € FN( G1) • Posons 

A= nup flr(z)j ; z € E} et -soit g la fonction définie dan8 IT(G
1

) par 

g(~)=A-f(r-~). Alors g€F:f-(G 1) etlarestrictionde g à IT(G-?) estda.I 

F/G 2). 

Soit -!f C:. N/G 2). Il existe a > 0 tel que 1 - mjr soit de tY},e pœitif ; 

alors 1 - a *(x) € Il(G2) pour tout x € G2 puisque 1 - af(O) < 1. Il s'en suit 

que A - f(r - 1 + a,jr) est de type positif. 

Mais si q> est de type positif, cp(O) - q,,est définie négative donc 

f(r - 1 + ~,jr) - f(r - + a* (0)) € N1(G2) 

Par suite f(cx ,jr) € N1(G2) 'r/ f € FN(G
1

) car f({;) ~ 0 si /; >0 et :t\a ljt) 

est limite de f(r - 1 + a,jr) quand r décroit vers 1. 

Donc f(¼. a "V)= f(lJr) € N1 (G
2

), 'v f € FiG 1 ) ce qui démontre l'im:::,lication 

et le lemme. 

Lemme 2. 

2?q désigne le gro~pe des entiers modulo q. 

a) Soient 1Jr1 et 11t2 € ~(G) et soit q> € <s(G (+) ~
4

) définie par . 
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cl.x, o) = *1(x) et cç(x, y) = v2'x) si y 1 0 

rJ.orn ni (y E: N/G © :\) on a ljr1 - ljr2 + tiO) - ,v/0) € N1(G). 

b) Soient ~ E: N2(G)., a ê CR et <P définie sur (G ® 7) par + q 

i.xi 0) = ïjr(x) et, pour y; o., par cç(x., y)= a+ ,i,(x). alors q> € N2(G ® z
4

). 

Démonstration: 

a) ll existe une mesure 

On en déduit 

µ ;i: 0 sur le dual de G ® '.l télle que 
q 

i!r/x) = <{l(x, 0) == C\'.(o, o) + f dµ - f x(:x:) µ(dx., :?
4

) et 

! [/,) + (q-1) WixlJ = i f ,l..x, y)= .;..o, o) +J dµ-Jx(x). (ax, [o}) 
f.:: '.c' :::;ui te 

où 1,, est la mesure positive 

b) Soit "'' la fonction définie sur 7 par: 
q 

v'(O) = 0 et t•(y) = a si y~ 0 

on a ii,• € N (;,
4

) et <r{x., y) = 1Jr(:x:) + l{r'(y) donc q> Ê NiG © Z-q). 

Lemme 3: 

On défin.tt ~ f pa~ ~ f(z) = f(z + a) - f(a). a a 

S I il existe q entier ~ 2 tel que li'N( G-) C li'N( G + Z q) alors 'r/ a > o et 

V f € F (~) on a: 
N 

Soient f Ê FN(G), a> O, w € N2(G) et <P comme do.ns le lemme (2, b) ; 

alors f o C{> € N ( G-© !il' ) • q 
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D'après le lemme (2, a) on a: 

Cette fonction s'écrit: 

(f - ~ f)(l) - (f - ~ r)(t(o)) a a 

On peut elors conclure si 1 'on dé' 1ontre que ( f - 't" f) ( i;) ➔ 0 pour tout 
a 

l; réel > o. 

Or la restriction de f aux réels> 0 est croissante et~ 0 (parce que 

"ljr € N(G) ~ ~ ljt ~ t(O) ~ 0). :.">renons V telle que f(O) ::: a > O et 

,t,(x
0

) = a + l; pour un x
0 

€ G. Il vient : 

(f - ,ç f) (a+~)• (f - ~ f)(a) ~ O 
a a 

Par suilite (faire a -l, o) (f - 't" f) (~) i1l: f(+ o) j;!:: O 
a 

Conséquence: 

Si f € FN(G) alors sa restriction aux réels> 0 est concave. En effet 

si a> h > 0 et si g = f - 11 f il vient: 

½ (f; aJ h) = f(a+h) + f(a-h) - 2f(a) = g(a-h) ~ g(a), O. 

Lemme 4. 

On notera pour O, r < a et pour p .entier~ 3 
11 

D~.no.m..ksl~ : 

Soit ljt € N2(G). On a 2i?tll/ 1 

f( ,i,(x) + a - .r e P) € N (G @Z ) • 1 p 

Il existe donc une mesure µ ~ 0 et de masse totale finie sur le dual de 

G e:) Z telle que 
l) 

f(,;'(x) + a - r e2iffl/p) -.f(l{o) + a-r) =f (1- i,.x) exp(2i'1fllD/p)l Jdx, dm) 

::i vient alors 



g(,Jr(x)) - r(,i,(o) + a-r) = fw -fx(x) µ(ax, fo)) 
f(w(x) + a-r) - f(w(o) + a-r) = fa.µ - fx(x) µ(ax, ~p) 
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par suite, en désignant par v(a.x), la mesure positive -µ(ax, ~P) - µ(dX, fo]) 
on a : 

f(~r(x) + a-r) - g("l!r(x)) - f(V(O) + a-r) + g('V(O)) = f [1- x(x)Ï v(ax),. 

En particulier si ~ est réel> 0 on a: f(~ + a-r) - g(~) ~ f(a-r) - g(O). 

Il s·' ensuit que 

'f f - g + c;( 0) E FN( G-). a-r 

Le lcr:un.e précedcnt pr-emet alors de conclure puisque 

3. Etudo ;lu problème, 

A- Le théorème que nous avons en vue sera démontré si on prouve l'inclusion 

(5) li'N(Td) C fi 

En effet on a toujours [y C FN(G-) et, d'après le lemme (1,e) pour ~ il.lirn:i:b.➔ 

J'.ctucJ.lemont FN(rr d) est un c8ne convexe de fonctions définies et continues 

dans le l1cmi plan ouvert l ~ z > ·o} ; de plus il est fe:n;1{ pour la topologie 

de la convergence unifonne sur tout compact. FiTa) est saillant.. On a en effet 

d 11:.près le lemme (1.,a) 

(f et - f € FN('î1d)) c> ( â?.0 f = o) c> (f ::-: O)~ 

L 'inclu::iion (5) sera d.émontrée par le théorè~e de Krein et Milmann. 

A cet effet on montrera que FN(Td) possède une base convexe compacte métrisable 

dont on déterminera ::..-:,;.; éléments extréma.uxo 

1:f.0.1202.i tion : 

Soit ~ = fr ; f E: FN(Td) et j"o:> f(t) e-t dt = 1] 

8J est alors une base convexe compacte métri~able de FN(T d) • 
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Démonstration: 

Comme la restriction de f € FN(Td) aux réels> 0 et corrcave et positi

ve, 1 'inté 0rale existe toujours. D'autre part ~ reP.oontre toutes les génératrices 

de FN(Td). En effet, si l'intégraJ.e est nulle pour une· f € FN(Td) on aura 

f(x) = 0 pour x € ~+ d'onc f = 0 partout d'après le lemme (l;c). 

La compacité de $ est démontréeà 1 1 aide des théorèmes d I Ascoli et de la 

convergence dominée. 

Soient f € $ et x > 0. On a : 

a) 1 =(w f'( t) e -t dt • f(x) • r e-t dt + ~ f(x) l t e -t dt ~ 1-~-x f'(x). 

suite f(x) X et e-x f(x) :X: par :c<:- ~-"' -··-x X 
1-e e -1 

,'CO 

f(t) -t :ï r•(t) -t -x ( ) r3) 1 = 1 e dt ~ e dt~ Xe f' X. 
Je .: 0 

Ici f',(x) désigne ,S!_ f(x) ; l'inégalité est valable car e-x f'(x) est 
8X X 

é.0croissante. Ainsi .2.. f(x) ~ =-. 
é)X " X 

D'n:;?r,';s le lemme (1,d) il vient pour 5k z > 0 
0 

sup j:f'(z ) 1 , --2!:.. où a > 0 ne dépend que de z • 
ff:~ o 1-e-a o 

'" ô J 2b 
suj) ll-t f( z ) 1 + 1 ~= f(z ) 1 ~ be • où b > 0 ne dépend que de z

0
• 

f€J:> UÀ O ..,~ 0 

D'après le thèorème d 'Ascoli ~ est relativement compacte. 

:ais lB est aussi fermée ; en effet si f est limite d'une suite {rJ C ~, 

.es relations 

) -t t f (t e , ,r--
n e -1 

entrainenet que f € ~ • 

(c) Génératrices extrémàles. 

et r. f ( t) e-t dt = 1 
o n 

Soit f un élément d'une génératrice extrémale de F:-,(~·.11 • Pour un. entier p 

~.:-nné ~ 3 il existe d'après le -.lemme (1-e) d'une part et lr,i: nes (3) et (4) 



1 

,1.
1r:iutro part, un nombre K(a, r) € (O., 1] tel que 

cJ/0(f; r; p; z+a) - dQ,(f; r; p; a)= K(a., r). f(z) 

f(z+a) - f(a) = K(a, 0) • f(z) = k. f(z). 

Or f est de classe 

quand r -► 0 de 

son laplacien au point z + a est limi~.;, 

J~ 
2 

[ cJ(h(r ; r ; p, z+a) - f(z+a)] 
r 

Par ::;uite lim ~ [K(a, r) - K(a, O)] existe. 
r ..... .,. O r 

Soit C = C(a) cette limite. 

(,,) ·r: (L'i f)(z) = ti:f,'(z+a) -L\ f(a) = C. f(z) 
a 

(7) ~ f(z) = f(z+a) - f(a) = k. f(z). 
a 

1°) Supposons d'abord que ln restriction de f aux réels> 0 soit ~on bcrnée 

Tl vient n.lorn k = 1 , sinon l'inégalité f(x) ~ f(x+a) entraine, cor:.~,te tenu 

de (7) , f(x) 

Par suite f(x+a) = f(x) + f(a) pour tout x et tout a réels> o. Il 
d1nG 

e)::i.stc un ;.o:abre réel A ·t:<L -~ue f(x) = A • x. Le nombre A est difféi·011t de 

zéro sinon f(x) = 0 pour tout x ê R donc f = O. 
+ 

La relation (7) devient f(x + 'iy + a) = A • a + f(x + iy). 

p a a ar ~uite, compte tenu de Si f(x + iy +a)= 0a f(x + iy + a) il vient 

~X f(x + iy): A. 

Il e:d.s te donc une fonction g de la variable -y. de classe e' ( car f est 

de classe C00
) telle que f(x + 'iy) = A .. x + g(y) et g(O) = O. 

La relo.tion (6) montre que g est un trinélme ô.e second degrè. Ainsi f se pré

sente sous la forme: 

- '{ 2 f(z) = f(x + 'iy) = a z + ~ z + oy. 



Le lcnu":~~ (1-b) montre alors que a ~o, S ~O et 't ::: 0 • 

~, li':i..nolornent si f e~t extréma.J.e et 11.0n bornée sur les réeJ.3 > 0 alors elle est 

J_Jrn;:ortionnelle soit à z soit à z. 

2°) Supposons mf.1.intenant que ln. restriction de f . aux réels > 0 soit bornée 

S:Jit m = lim f(x) = SUP f(x). 
X --,,. oo X>O . 

On a m > O (sinon f = o). ll est facile de voir que la fonction 

1 h = -(m-f) vérifie h(x+a) = h(x) • h(a). m 

Par conséquent: 

ou bien h(x) = 0 V x > 0 donc f(x) = m et k = 0 puis f( z) = m ; 

vil 'bien ( ) 3 ( ) 
-'>..x 

l: x > 0 et À. >O tel que h x = a ; on en dé~uit alors 

-Àx 
f(x) = m(1 - e ) et ( 

-À-a 
k =Ka, 0) = e • 

Dans c> Lfas comme 
ô oX f(x + iy + a) a ( . ::: 8a f X+ J.:y + a) 

on o:,+iont compte tenu de (7) 

~ f( :~) = - X f(z) + m ÎI. (z::: X+ iy). 

Il existe donc une fonction g de y de cla2se r:'° (car f est :.,,e classe 

':'.oo) J l ,.., cel 0 que 

-À :X: 
f(z) - m = e (g(y) - m) avec g(O) = O. 

La relation (6) permet de donner une expression de g. 

On bbtient en effet 

Il ex:i.ste alors trois nombres complexes a, 131 't{ tels que 

avec j3 + 't = m 

Pc.r suite 

ou, sous une forme plus symétrique: 

avec f3 + 't= m > o, t + s.= À >0 et 13., '6, t., s È a:. 

Le 1er.une (1-b) montre que les nombres 

p et q entiers~ O et p + q > O. 

13 tP s 4 + i t 4 sp .sont réels ~ 0 pour 



On voit alors sans difficulté que 

!tl 4= !sl 
1 t 1 ::: \s 1 

* t, s, a et t ~ R+ 

* t = s > 0 et f(z) = m(1 

~ Finaler.~nt si f est exÎrémale, bornée sur les. rrels > 0 et non constante, 

alors elle est proportionnelle à l'une des,fonctions: 
~ 

1 - exp(- tz - sz) avec t et s ~ 0 et t+s > o. 
1 

En conclusion on peut énoncer: 

P:c'O~~osition 2. Les élements extrémaux de ~ sont parmi les fonctions : 

::: z 

nt t :. > O. 

; f t,s 

(D) .f,n re-prénontation intégraJ.e. 

1 -tz-s2 
; : 

8 
(1 + t + s) avec t et = s ~ 0 

Les fonctions de la proposition 2 ne forment pas un ensemble fermé dans .%. 

·,:1 fait:, o..."1 r,eut é!.ômontrer le résultat suivant : 

... ,Jgie incluite par celle de ~ 

[t\,s ; t ;;., o, 

est homéomorphe à 

s"' o, 

p = i<t,s) ; t;;., o, s ~ o, t+s > o1 

De plus son adhérence est formée des fonctiona: 

f a,veo 
QO 

Corolle.ire. 

t+s > ~ muni de la topo-

Soit f E: ~ 
.,..., 

• ..L..L existe a, 13, a réels ~ 0 et µ une mesure ~ 0 

portCe par P vérifiant: 

f = a • f,,,, + j3 t 1 + 't f 1 + f f t µ(dt, ds) 
- p ,s 

En particulier, si ~e z > 0 

f ( z) = a + (3 z + (( z r r -tz-sz 
+ J o J o _1_-_;_+_s_ (1 +t+s).µ(dt, ds). 
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(E) Unicité de 1~ reErésentation. 

On veut démontrer que la donnée de f € a détermine complètement a, S , 't 

et µ. n est cl.::.:.:.:::-c1ue 1 1 on a, d'après le co~llaire précédent : 

a = lim f(x) ; (3 = lim : f(x) 
xto xtoo z 

Soit alors g € FN(Td) définie par: 

= 
g(z) = Jo (f - ~& r)(z) -a • e da 

• , l = lim Ê.. f(x) • 
xfoo az 

on a plus précisement: 

g(z) = a + r r[ 1 - e-tz-sz] • µ{lit, fu3) 

Soit :1(z) =a+ ( dµ - g(z) = - g(z) + lim g(x). 
J xtco 

La fonction h ne dépend que de f et se met sous la forme 

r r -tz-az µ( ) h(z) = J
O 

j 
O 

e • dt, fu3 • 

Par suite 

(;~J t:5 h( 1) c fa 1: tmsn e-(t+s) µ (dt, ds). 

Ainsi la transformée de Laplace de µ est bien déterminée à partir de f, 

donc J-l aussi. 

Corollaire. 

fco; f1 . f_1 
. f sont toutes ex"\;réma.les • , , t.,s 

-------
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Orsay 1965 ~ 1966 

SEMINlüIŒ D • .ANALYSE HARMONIQUE. 

Exposés n° 12 - 13: P. TURPIN. 

Sur une classe d'algèbres topologiques. 

L'objet de cet exposé est une généralisation de résultats obtenus par 

Vl. 7,cluzko sur les algèbres p-normées ((5] et [ 6]). 

--- -·--·-·--·-- ·-
\ \2_· Espaces vectoriels topologiques pseudo localement convexes. 

si O < p ~ 1, si a, b > 0 on a 

:Stn.n:t donné un espace vectoriel E sur IR ou sur 1t., une pseudo--semi

norme cie E est une application v de E dans R telle que., si x €. E, y€ E, 

':\ est un scalaire, 

v(x) ~ ,o 
Î• 

v(x+y) ~ v(x) + v(y) 

(1) 
(2) 

(3) v(t..x) = 111.I Pv(x), où 

noté p (v). 
indépendant de 11. et x, 

On dira que v est p-homogène si p(v) = p. 

Si v(x) = G ~ x = o, 'on dira que v est une pseudo-nonne. 

On écrira souvent p .s .n. au lieu de ~ pseudo-semi-norme. 

si v est une semi-norme, si O < p, 1, vP est une p.s.n. 

p-homog?me. 

sera 

- si C( est une rr.:;sure (abstraite) définie sur un espace mesurable (T, -i5) 

(au sons de Hal.mas), si L~ est l'ensemble des fonctions complexes à puissance 

è p 
P sommable pour a, avec O < p < co., Lee constitue un espace vectoriel sur t 

et si 



est une p.s.n. 

µ = f I f jP da pour p , l 
u ,P 

=[JI f IP d~l/p pour p > l 

p-homogène de 1P. 

Si v est une p.s.n. de E, si s > 0 et si 

U =l x € E : v(x) < e ~ 
v, s J 

l'ensemble des U 
v, e 

quand s varie consti:bue un système fondamental de voisinages 

<le l'origine pour une topologie d'e.v.t. bien déterminée, que nous dirons définie par 

v, et noterons 

12,éf!ni tion. : 

iJn N:1r,3oe vectoriel topologique localement borné est un e .v•t. possédant 

,m voi:;inace de l'origine borné. 

(Rolewicz: [3]) 

Pour qu'un e.v.t. soit localement borné il faut et il suffit que sa topo-

logie puisse 3tre définie par une pseudo-semi-nome. 

Définition: 

Si cR est une famille de p.s.n. de E, la topologie définie par ex-> 

sera la borne supérieure des 

Définition: 

't' ' V 

Un e.v.t. pseudo localement convexe (p.l.c.) sera un e.v.t. dont la 

topologie pourra 3tre d8finie par une fa.mille de p.s.n. 

Définition: 

On dira qu'une famille de p.s .n •. c./" est filtrante quand elle :Jera filtrant 

pour la relation de préordre induite par la relation d'ordre de finesse entre l~s 

't' 1 V € c.1'f'. 
V 

Proposition (I 8 1): 

La topologie d'un e.v.t. p.l.c. peut ~tre définie par une fa.mille fil

trante de p.a.n .. 
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- Un e.v.t. localement convexe est pseudo localement convexe 

- I étant un ensemble d'indices, (f\)ifI une famille d.e mesures posmti-

ve~:i ,:l'un espace a.e mesi+t"e (T, ~), (pi)iE'.I une famille de réels E'. ]o, +co[ 1 
(î pi 

~ •• 7 8Spaca vectoriel i!E'.'I L muni de la topologie définie par la famille des 
((i 

est p.l.o • ., généraJ.errent ni localement convexe, ni localement borné. 

Pour que la topologie <l'un e.v.t. floi+. p.loCI • ., il faut et il suffit qu'elle 

s 1)it la borne supérieure d'une fand.lle de topologies localement born~es. 

C ï c2,t \m corollaire du, théorème de Rolewioz. 

0 il<'t'ifie que la classe des e.v.t. p.1.o. est fermée pour la limite projec

J,;i•ve f,t ind.ucti ve, le passage au quotient, la complétion etc ••• 

II • .Algèbres topologiques pseudo localement convexes. 

Définition: 

Une aJ.Gèhre topologique pseudO-localement convexe est une algèbre munie 

d 1uno 'i.:opologie pseud.O-localement convexe. 

Le produit d'une algèbre topologique A sera dit continu si l'application 

(x, y) --> xy de A x A dans A est continue. 

Propositi0n (II 1 1): 

Pour que le produit d'une algèbre topologique p.l.o. soit continu, il 

fuut et il suffit que., si c/J est une famille filtrante de p.s .n. définissant la to

pologie de A., il existe., pour tout v € ~ un réel a > 0 et 11
1

, v
2 

€ J? te.la que 

pour tout (x, y) € ;\X A 

(1) 

1 

v(xy)p{vj 'a 

n L~, où p ~ o., muni du produit tioint par point. On a en effet 
P>Po o 



1 1 l 
si - = - + -, p r s 

[j' 1 rd Jl/p, []1 r rJ11T/t> rJ1" 

(2) p€'} L~ où est une mesure définie sur 1 1 espa.ce;de mesure (T, 5') "uni-

formément discrète", c'est-à-dire telle que O < inf [cx(s) : S € T3., q-(S) > o] et 

où PC ]o, co[ , suivant le produit point par point. On a en effet, 

f jrgjP dq , a /lf(P dO JlgjP acx-

(3) L'algèbre de convolution ~p 1:(G), où <X est la mesure de Haar du groupai 

discret G est où PC ]o, l]. 

Or, .• ,., si O < p ~ 1, 

et 

j lf*glPacx ,JlrjPaa jlgJPaa 

(4) L'algèbre C(X) des fonctions complexes continues sur un espace topologi

que X, munie de la topologie (localement convexè) de la convergence uniforme sur 

tout compact de X. 

(5) L'algèbre 6t(K) des germes de fonctions holomorphes au voisinage d'un 

compact K de a:, oQ!nsidérée comme limite inductive des algèbres $( <9), (9 
)r 

voisinage de K, si l',( (9 ) est l'algèbre des fonctions holomorphes sur t9 munie 

de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. 

On a 

L'algèbre ~(A)• 

Définition: 

Si V 

E:x:emnles: 
pi 

- Dans une algèbre ftr Lui pour le produit point par point, 
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la borne supérieure essentielle de f relative à. la mesure Cî. o 
l. 

-Dn.us c(x),. si vK(:f'):::Sup [r(x)l:x€K]., ~K(f)=JJK(r). 

!héorème (II, ll: 

Si A est une algèbre pseudo localement convexe à produit continu, les 

fonctions v* vérifient les propriétés suivantes : 

( Û X co = 0) 

b) ai v € cr, famille filtrante de p.s.n. définissant la topologie de AJ 

il e;d.ste v1 , v 2 € cl" telle que, si xy = yx, 

v*(,:y) ~ v~(x) v;(y) 

v*(x +y)~ v~(x) + v;(y) 

,}(i~;,r.m:.-,l;ration de b) : 

xy = yx. En appliqua.nt la proposition (II., 1), 
1 l 1 

lim 
n --;. oo 

sup [v(xy)n]np{vl ~ lim sup a v
1

(xn)np(vl) viyn)np(v2) 

S:t 

* et v (x+y) ~ Pi + p2., ce qui termine la démonstration. 

Si ~- est une algèbre P~l.co, si J? est une famille de p.s.n. définis-
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sa.nt la topologie ae A, 

UA) =[ x € A : V v € &> 1 /(x) < 00 J 
â{ A) ne dépend pas du choix de . Jf'. 

On montre que i(A) est l'ensemble des x € A tels que toute série 

~ an zn ( an € œ) à rayon de convergence infini converge en x dans 1 'espace compJ 

plété de A. 

Proposition (II, 2) : 

Si A est une algèbre p.1.c. commutative et à produit continu, ~A) est 

une sous-algèbre de A. 

C'est une consiquence du théorème t,II, 1) et de la proposition (II, 1). 

-Si A = n Lp (produit point par point), ~A) = Le,;, n A. Donc 
P>P

0 
c.c 

'&(A) f. A en géneraJ. (par exemple ai a est une mesure non atomique). 

où 

-Si A = c(x), ({Ï{A) = A. 

Le rayon ana.Tytique et 1 'algèbre ~(A). 

Définition: 

Si A est une aJ.gèbre p.l.o., nous poserons pour x € A, 

h(x) = inf[t· <X' 1 : a scalaire I o, et (~)n • .,. oJ· 
F 0( n-+--oo 

inf(,0) = -

On dira que h est le rayon analytique da A. 

Proposition (II 1 2) : 

Si ~ est une famille de p.s .n. déf:inissant la topologie ·ae A, 

* h(x) = B\lP V (x). 
V€~ 

ExemDles : 

B - Dans une algèbre de ana.ch, h est le rayon spectral. 
p. 

- Dana une algèbre () 1 1 pour le produit point par point, 
i€I c.ci 
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h( f) = Sup I l :d ici 00 

i i' 

- Dans C(X), 

- Dans ~(K), 

h(f) = Sup[jr(x)I : x €X) 
h(f) = Sup lr/Kj. 

Pour démontrer ce dernier point, il suffit de démontrer que 

Sup If/KI < 1 * r11 0 
n-+ eo 

L 'enzemble des f €. ~(K) tels que Sup If/KI < J. est un convexe qui est 

un voisinage de l'origine dans chaque ~( (9 ) , (9 ouvert :>K .• C • est donc un voi-

sinage '3D l'origine dans ~(K) :3 n : 1 > sup lt11/K 1 , et Sup lr/K! < 1. 

Rôcfr,.)l"Oquement, si Sup !r/Kj < l, il existe un voisinage (9 de K sur le

,·luo1 j -'Ï<l~ dans ~(i,), :r11--.:,,. o, donc fn~ 0 dans 1f,(K). 

Si A ezt une algèbre p.l.c. à produit continu, le rayon analytique de 

A -1T6rif'io les propriétés : 

O ~ h(x) ~ ,4 

h(Àx) = jl.l h(x) 

"L _.. n) h( )n ü1_:< = X 

h(e) = 1 si A posséd.e une unité et si la topologie de A n'est pa 

triviale., 

Si -.x:y:: yx, 

Donc, 

h(:xy) ~ h(x) h(y) 
h(x+y) ~ h(x) + h(y) 

On utilise le thédrème (II, 1) ot la pro~oaition (II, 3). 

Dc'.:f:l..:rù. tion : 

Si A est une al;:;èbre p.l.o .. 

'f;
0
(A) = [x €A: h(x) < oo} 



Si A est une algèbre p.l.c. commutative à produit continu., 

une aJ.gèbre • 

Exemple i 

t (A) est 
0 

Si A = C(X)., '6 (A) = $(x) " c(x), ~ (X) : algèbre des fonctions 
0 

bornées sur X. 

1 III. Les algèbres analyt;iques.j 

Définition: 

Une algèbre p.l.c. A sera dite analytique si A= \(A). 

Exem.J?_les : 

- Lea algèbres normées• 

- Les algèbres lovaJ.eiœ~t bornées à produit continu. (Théorème (I, 1) 

et (Proposition I., 1). 

- L'algèbre 

duitd~onvolution). 

- ~(K) • 

" LP(G) (G groupe discret commutatif, P c;Jo., 1]., pro
p€P 

• Toute algèbre localement convexe dont l'ensemble des inversibles est 

ouvert et l'inverse continu. 

Théorème (III, 1) z (Généralisation du théorème de Gelfand-Mazur). 

Si A est une algèbre topologique réelle p.l.c. séparée anaJ.ytique et à 

produit continu, si A est unitaire et si tout éléiœnt de A non nul est inversible: 

A est isomorphe au corps des réels, des complexes ou des quaternions. 

Démonstration: 

Si A est commutative., c'est une algèbre normée pour h (x 'Î O = > l 

Donc A= m. ou œ. 

Si A n'est pas commutative., on montre qu'un élément quelconque x est racine 

d'une équation du seco9d degré à coefficients réels en appliquant le théorème au 

bicommutant de x. On en déduit que A est de dimension finie ( [2 ]) , donc isomor

phe au corps des quaternions. 
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,9orollaire: 

Une algèbre ano.J.ytique à inverse continu qui soit 1JJ1 corps est le cp;rps 

fil, t, ou des quaternions. (On ne suppose pas le produit continu). 

Démonstration: L'identité 

-1 
2 [ -1 ( )-] ) x =x-x + e-x · 

montre que si le produit 8 ~~mmutatif 1 il est continu. On applique alors le thécirèm€ 

(III, 1) en introduisant le bicommutant dans le cas non commutatif. 

~éorèmes de reErésentation. 

Introduisons les notations suivantes: 

Si A est un.e algèbre complexe unitaire, Hom A = ensemble des homomorphismes 

complexe, f O ae A, muni de la topologie faible de 
"' 

cp € Hom A,, X E A, X ( <(>) ::: <P{x). 

l 1; 11 = Sup [ ,;c cp) 1 ; 
si Hom A f O: A•c C(Hom A) 

non inversible] 

"' 
x(Hom A) C sp(x). 

cp € Hom A J 

)f"0 (A) = ensemble des idéaux maximaux de A. 

On a 

& m,(A) 

31.a/A) = 

~m (A)= 

Hom A C m'.\A). 

m € J,G(A)J 

x €A: ~p(x) = fol] 
X € A : x a O] ( si Hom A /:. 0) 

a;Tî,(A) C 

Si S C a:, js 1 = sup [ l'ÀI, À € S J 
& (A) C SlH (A) • sp · om 

T, • - (r-rr •)\ n0oreme J. ,. ,';.;.J. : 

Soit A une algèbre analytique unitaire complexe commutative à produit 

continu, à topo1og:i.e non triviaJ.e. 
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Soit H~(.A.) l'ensemble des q, € Hom A cont~us pour la topoloe;ie définie pa 

la semi-norme·~, muni de la topologie f'aiple de A*: 

si 

Ho~(A) est no~ vide et compact, 

Il~ Il = Su:[ 1 q, (xl ; cp € H~ A j , on a 
h(x) = Il~ Il 

Â 

Le noyau de l'homomorphisme d'a1gèbre x--+ ~ de A clans C (Ho~ A) 

est donc ~ (A) • 

Démonstration: 

~ est un idéal de A. Soit B l 'a1gèbre de Banach commutative et uni• 

taire obtenue ,~ complètion de 1 1 algèbre A/ ~ h munie de la norme h • canoni

quement déduit~ ~e h •. Soit j l'application canonique A -. B., On montre 
·~1 r'! 

facilement que,. Ho~ A est homéomorphfl à Hom B, par la transposée de j, donc 

compact et non vide. De plus, 

1~11 =11.fWI = lim~ = h(x) 

car h(xn) = h(x)n. 

Remarque: On déduit du théorème (III, 2). 
Â 

h(x), 11:x: 11 , lsp(x) 1 

{j (A) C ~ (A) C i'.Q • {A) C 2<h(A) m sp u'Hom 

L'inégalité h(x) :li jsp(x) 1 subsiste dans une algèbre non commutative (on 

utilise le bioommutant) o 

Théorème (III. 3) : 

Soit A une aJ.gèbre analytique unitaire complexe commutative à produit 

continu, vérifiant l 'unedes propriétés : 

(1) L'ensemble des éléments inversibles de A est ouvert. 

(2) A est complète est ~éparée. 

Alors Hom A est compact et non vide. 
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Hom A= Holl\i A 

x E. A invcrsi1üe tt V cp € Hom A, qi(x) /: O~ 

"' 
:x:(Hom A)= sp(x) 

.,, 
h(x) = l lxl 1 ::: lsp(x) 1 

5lJ"1Y (.A) ::: I}1 (A) = ffi •:r (A) = Jff.h(A), 
Jt;J Sp llOffi 

noyau do l 1homomorphisme d w algèbres de A dans C(Hom A). 
A 

(1) implique de plus que x ---'> x 03t continu. 

pémonstration ~ 

Su:::,posons (1) ~ Tout :ta.éru. max::i.maJ. de A est fermé et on montre d'une 

ma.nièr•: ,;1c.ss:i.que en ntilisant le théorème (III, 1) ( Gelfand-Mazur) que Hom A 

' • de· ·'·. fi" ' "'rrY -(J, ' a no:Q. . 'bl 3 ~ H A ( ) 0 s. 1 .n,.,J. e a J,Jt:J ,J, .one quo x 1nve;T.;1 e # q> i.:. om , cp x = • 

Ceci im~liquo quo 
... 
:x:(Hom A) == np(x) 

donc que 

A 

Or., (1) => ls 1)(x) l - ,,.. 0,. Donc x --.,. x est continu. 
X ~0 

cp Ê Hom A z:} Ker <p Ë mJ..A) z:- Ker Cf> fermé à cause de (1) ~ cp continu. 

~(x)~ Si À> h(x), --, o, et ,_n Donc lep (x)l ~ h(x) et 

cp € Hol\, A : 

Par conséquent, 

Hom A= Ho~ A. 
A A 

h(x) = l lx, 11 ::. l lxl l. De plus, Hom A est compact. 
.n 

CO 

Supposons ( 2) vérifiée. 1Uors h( x) < 1 tj, e - x inversible car E xn 
n-:0 

converge. On peut alors appliquer (1) à A mtL.--ue de la topologie définie par h. 

Remarque : h(x) = 1 sp(x) 1 subsiste dans des a1gèbres commutatives • 

Exemples d 1algèbres analytiques dont l'ensemble des inversibles est ouvert 

( et complètes) : 

- Toute aJ.2;èbre localement bornée complète à produit continu. 



- L'aJ.gèbre de convolution 

P C ]0 1 l]. 

('\ LP(G), G groupe discret commutatif, 
p€P 

- L'aJ.gèbre ~(K) ([4]). 
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SRMINADŒ D* ANALYSR HARMONIQUE~ 

Exposés no 14 : de MM.. MUTAfI.AN, PEYRIERE, f/J:SCHLE~ 

Fremicr théorème de Carleson sur l.es sommes partielles des séries de Fourier. 

I Théorèmes Maximaux. 

Nou.3 allons commencer, comme préliminaire à l'étude de l'article de Carleson, 

:10.r établJx quelques propriétés de certaines transformées de fonctions sur la droite 

, '" _;w:-le tore .. 

r est une fonction définie sur R et si À est réel, on note..::.:..;. 

l 'cnsc SJ_c des points x où f(x) > À., et m[f > ï..] la mesure de cet ensemble. 

~:..ii h est un réel positif, xh désignera la fonction caractéristique normali-

sée de 1 1 :i.ntorvnJJ.e qui vaudra donc 
1 
2h entre -h 

Soit f une fonction de ~ • On lui associe la fonction 

1 
q(x) ::: Sup -

h 2h 

soit q(x) ::: Sup l f 1 * Xii• 
h 

Lemme 1. 

f 
x+h 

ir(tj 
x-h 

dt., 

et +h et 0 

L'enveloppe convexe fe 1·mée des fonctions ~
1 

est 1 'ensemble des fonctioru:. 

paires, décroissantes pour x > o., tendant vers zéro à l'infini., et d'intégrale 

égale à un .. 

En effet, cette enveloppe contient les fonc-l;ions en escalier p.ai:t-es décrois

nnntes nulles ô. l'infini et J'intégrale égale à un. 

Lomme 2. -~-
On a ~(x) = SupjfJ * k où. k décrit l'ensemble des fonctions paireR, 

h 
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décroissantes pour x > 0 1 tendant vers zéro à l'infini, et d'intégrale égale à 1. 

C'est un corollaire immédiat du lemme précédent et des propriétés de la convo

lution. 

Lemme 3. 

Soit. [r«J une famille d'intervalles dont la réunion a une mesure finie 

On peut en extraire une suite [r J disjointe telle que m( U I) > -4
1 

m(V Itt). n n n et 

(on peut d'ailleurs remplacer 4 par tout nombre > 3). 

On construit la suite de la manière suivante : on se donne un e >O petit, 

et on prend pour r
1 

un intervalle de longueur m(I ) > ( 1 - e) Sup m(Ia:). 
a: 

Par 

récurronce, on considère l'ensemble j des intervalles disjoints des 
n 

I 
p 

pour 

tout p ~ n, et on prend pour In un intervalle de 1 'ensemble 

m( I ) > ( 1 - e) Sup m(Iu). 
n I€"'< a: ..>n 

Soit alors Iu un intervalle de l'ensemble. 

j de longueur 
n 

Si Ia: ne rencontre aucun des I , n c'est que Iu appartient à tous les 

donc m(I) > (1 - e) m(Iu) n 
Vn. Or les I ont une union finie: s'il::: s::>nt en n 

ncmnbre firu.· N alors I,, € r1 ce qui est absurde car alors il faudr.,.; t un 1 ~ JN+1 a.... 

stade supplémentaire, et s'ils sont dénombrables alors 

veut pour n convenable, donc m(Ia) = O. 

m(I) n est aussi petit qu'on 

Par conséquent Iq rencontre un I , 
n 

d'où m(Iu) < ~ I 
1-& n' et par suite 

sera surement recouvert si on ajoute par exemple 115 fois 

de I • n 

Ceci prouve bien que 4 '2: m(In) > m(V Iu)• 

Théorème 1.1. Pour f € L1, on a l'inégalité 

I de chaque cSté 
n 

Iu 

Plaçons-nous tout d'abord dans un intervalle fermé V, et soit ~(x) la fonction 

définie comme ~(x) mais seulement pour les points x € V et en prenant le Sup su 

les intervalles de centre x contenus dans V. 
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A tout x € [<PV > ).] correspond un intervalle Itt de centre x et contenu dans 

V tcJ. que 

Jlrl 

D'après le 

f lrl dt> 11. m(1:x:)· 

If 
lemme 3, extrayons une suite disjointe I 

n 
convenable. 

dt ~ f I ri dt = 'E f I ri dt ~ À ~ m(In) ~ ~ m[<Pv > "-]. 
UI n I 
n n n 

On a donc pour tout compact V m[~v > 11.] ~ t I jfl J1• Il suffit o.:;_ors de faire 

tendre 1 1intervaJ.le V vers l'infini, et on a l'inégalité cherchée à la limite. 

The·ore'me 1.2. Qi· f € 1P > 1 1 € 1P .., pour p , a ors <p • 

Définissons la fonction fÀ(x) égale a f aux points où f(x) > À. et à zéro 

ailleurs_, et soit <i\ la fonction q> définie à partir ~ f}. On vérifie aisément 
"- 11 "-l !1 

0 que 'l\ ) cp - À., dor;c m(qi > ).] ::, m [<i\ > 2], donc ~ À 

Soit µ (À) == m[cp > 11.] la fonction de répartition de (1). Dire que <p € 1P re
<p 

vient à dire que j r )._P d µ (À) j < 00. En intégrant par parties et en utilisant le 
J 1 cp 

fait que µc;("À) ~ I I jrÀl 1
1 

on est ramené à montrer que 

~ )J)-
1 µ/À) d.). < 00 1 OU [ Àp-

2 
1 lkÀ.111 dÀ. < 00 0 

,1 

Or 1 1 f À I l 1 = r t .. dµf' ( t) où µ r< t) est la fonction de réparti tibn de f. n faut 
À 

donc montrer 

ou., en intervertissant les intôgrations: 

or ceci sir:çnifio r c 1P. 

!héorü~ 1. ~ ~ l1laçons-nou.s sur un compact ou., ce q i revient au m~me, sur le 

tore. Alors, si eifl € t, · el~l appartient à 11 faible. 

Il s 7 agit de montxer qutil existe une constante C telle que l'ensemble des x 



+ 

Si ljr 

> À ait une mesure inférieure 

est la fonction définie comme 

C 
a' -

i\.' 
ou encore que 

<p mais en iartant de 

m[l~I > Log À]~~ 

elrl, le théorè-

me 1.1. dit qu'il existe C 

tielle donne 

C 
tel que m[f >À]~ i. Or la convexité de l 'exponen-

-
1 f x+h 1 f x+h 

exp !ri dt?: exp ~h lrl dt 2h x-h ,::n x-h 

ce qui prouve que [ ,jr > À] ::> [I ,1 > Log)..], d • où 1 1 inégalité cherchée. 

Rappels. 

Soit f une fonction de 1P(Œl) 

noyau de Poissono 

(p ~ 1), et soit p (x) = .! y 
y ,c ::-..2 +y2 

le 

On sait que, pour y > o., la fonction U(x., y)= f(x) * P (x) est le prolony 

gement harmonique de f a1lemi-plan supérieur, c 1 est-à-dire que U(x, y) es" une :fonc• 

tion harmonique dans le demi-plan supérieur qui tend presque partout vers f'(x) 

quand y --. 0. On. a donc : 

... , ) 1 1 y ulx, Y = i 2 2 
(R (x-t) + y 

f( t) dt. 

Cette :fonction harmonique est la partie réelle de la fonction holomorphe 

4? (z) = U(x 11 y)+ i V(x., y) où V est donnée par le noyau de Poisson conjugué 

( ) 
1 ,r 

Q X =,c27 0 

y X +y 

V(x, y)= {JIil (x-:)2: y2 f(t) dt. 

La fonction holomorphe est donc donnée par 4°?(z) = i1t Ira ~~~) dt. .h:.œtant 

de f 1 on veut chercher si la rartie imaginaire V de cp a elle aussi une limite 1 

qu'on notera f, quand y ....... o, ce qui revient à chercher s'il existe une fonction 

f telle que f +if soit prolongeable en fonction holomorphe dans le demi-plan 

supérieur. 

La formule donnant V(x 1 y) montre que 1 1existence de cette limite est liée à 

l 1 existence de f f(t) dt 
vp t • 

(R x-



Plus précisément: 

Proposition. Si f E LP, V(x, y)+½~ f{x+t); f{x-t) at tend vers zéro 

quD.nd y ~ o, ceci· presque partout en x. 

On sait que, pour presque tout x, 

ro(y) = f
0

Y lr(x+t) - f(x-t)lat = o(y). 

En un tel point x, on a: 

V(x,y) + ½[ f(x+t) - f(x-t) dt =-i f Y 2 t 2 [r(x+t) - f(x-t)l dt+ 
y t O t +y 

~
2 r f(x+t~ -

2 
f(x-t) dt + ~

2 
j..-i !:(x+t~. -

2
f(x-t) dt. 

j 1 ( t +y )t y ( t +y )t 

La première i.ntégrale est en module inférieure à 1 ro(y), donc tend vers z?.,..,._ 
y 

quand y tend vers zéro. 

La .seconde tend aussi manifestement vers zéro. 

La troisème est majorée par: 

:j_ 2 [ (Jj ( t) J-1 'Y.. 2 f 1 
2 2 + 

r. ( t +y ) t 1t y 
y 

'~011à. encore ·;-ers zéro car w(t) = o(t)c 

Corollair,: • 

La J.imi te de V( x, y) existe quand vp ( f( t) dt existe, et dc.ns ce Cfü 

J1Ri=f° 

lim V(x, y) = ~ vp f lR ~f P dt 

1 1 
3

1écrit aussi d'ailleurs - f( ) * vp -
'Jt X X 

0 

C'est une conséquence immédiate de la proposition précedente car 

lim [ f1x+t) - f(x-t) dt = -vp r f( tt) dt. 
y -,. 0 y t J lR x-. 

Définition. 

On appelle fonction ,conjuguée de f, ou transformée de Hilbert, :l ·1 

r(x) = 1 f(x) * vp 1 
'Jt X 

quand cette définition a un senso 



Si i' est dans ,P 
.J.,J 'Il f existe prr:sque partou'co 

On peut sup:poser f ~ O. Avec les notations préccdentes, on considère 

\(z) = exp (-<I{z)). La fonct..o:a. U(x., y) éto.nt positive à.ans le d.erri-I,léJ.n, 1jr est 

une foi lCtion analytir:ue bornée dans le demi-plan ouvert, donc elle a u..YJ.e limite non

tangentielle presque partout sur l'axe réel. Comme U a pour 1:1.mite :p:rE:sq_ue partout 

f(x), la limite d.e ·ijl est presque partout finie non j'ltille, donc (z) a une limite 

finie presque vartout, et par suite V(x,y) aüssi puisque c 1en est de la ;,J .. rtie 

imaginaire • 

DC:irJrès le corollaire préce<i.ent, ceci implique bien que f eXJ.Ste pre:;,_ue par-

Si. f est dans -P 
l., ) ï est dans et il existe une consta.;, v ~ 

telle que ii :fil~ M llrll. p p p 

Nous allons nous borr,er à la démonstration a.ans le cas p = 2, car.:::·._;;,., l,é' 

seu.J. co..::; qu'on considèÂera par 1 a sui te. 

On considère la fonction f égale au produit de f par la fonctiu ,.:--.:.r;,,.c ... é-
a 

ri:s dquc de l'intervalle [-a, +u. ], et on appelle 4> , U , et V les /o, ,",:;Jons 
a a a 

co: .. rosponà.antes o 

4 ,· f'a(t) 
On a <I>a(z) =i~ JIR ~ dt qui est, à lwinf'ini, de l'ordre de 

J-: intégrant sur le contour formé du segment (-R, +R) parallèle à l I axe :-· '.,:,1 et 

; 
1 noncisse y complèté par le demi-cercle supérieur, puis en faisant tendre R 

-:ers l 'inf:i..ni'/1 on trouve . . 
r~~ (x+iy) dx = o, ou 

- CO 

J. u: (x, y) dx = J. v!_ (x, y) dx. 
IR IR. 

ür le noyau de Poisson Py est de masse 1 , et par suite 1 u! dx , J !:> j2. 
Par sui te U a E: L 

2
, donc V a € L 

2
• ll suffit alors de faire iendre -.-a· ·vers 
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a•après le théorème de Futou. l'in:!'ini puis y vers zéro pour a.voir 

DepJ:us, l'égalité des :i.ntér;rales de 

12 de f et f. 

et V 2 
a 

montre l'égalité des nonnes 

Remarg~• 

La tra.nsf'ormation de Fourier pouvait aussi fournir le résultat ; en effet 

f(x):: 1 f(x) * 1 - vp --7t X 

Mais ffi' vp 

passa.ee de 

1 = }~'Jt 
X t-L?t 

pour 
pour 

t < 0 a.one t > O' ~f = - i (signe x) 3f f et par suite le 

f à f est bien une isométrie de 12. 

Définition. 

A une fonction f réelle bornée sur IR on a associé l'intégrale de 

Poisnon U(x, y), harmonique pour y> 0 et tendant presque partout vc:~ f 

quand y-> o. 

On définit alors la transformée de Poisson maximale de f : 

f*(xÎ = Sup U(x, y)o 
y> 0 

On a d.c même la transformée de Poisson conj u[.;uée maximale 

Théori':me 1.6. Si 

f*(x) = Sup V(x, y)o 
y> 0 

f est dans est dans 

D'aprè!n le théorème 1.5., il suffit de montrer que f* € Lp o Or 

= Sup lrl *P. Mais le noyau de Poisson P est pro:r, décroit pour 
Y>O y y 

X> 0 1 tend vers zéro à l 'ini'ini, et a une intégrale égale à 1 • Le lemn,e 2 montre 

.:0.o:cs immédiatement que lt* 1 :;: (ii 
'-

Wiais d'après le ttéorème 1.~ ~ € 1P, donc on a vien f* € Lpo 

Pour les deux propositions suivantes on se place dans le cas où f est à sup-i 

port campe.et, ou, ce qui revient au m~me, sur le tore. 

Théorème 1-1~ Si f 

~el que exp(C lrl) € 11 , 

est une fonction définie sur le tore, il existe 
1 

f · étant supposée bornée par M. 

o > 0 
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En effet., on dci'f'init de la. m~me manière, pour une :fonction :f'{x) du corole, les 

prolon~ements u, v, et F respectivement harmonique, harmonique conjugué, et 

analytique. La fonction conjuguée est donnée cette fois par 

f1 (x) = 1 vpf ?t f(t) dt. 

-JC 2tg x;t 
Si f est bornée, on voit immédiatement que f - f 

1 
est bornéo Il suffit 

donc de montrer que exp( C I i\ 1 ) € 11 • Or F = u +i v est analytique dans le 

disque, donc il en est de m~me de exp(i ÀF) pour tout À réel positif. 

La partie réelle de exp(i ,.,F), soit e-"'A. v cos À. u est donc harmonique 

dans le èlis que • 

Appliquons l'intégrale de Cauchy sur un cecle de rayon r: 

cos À u e v dt = f 
?t -=>.. 

f 
?t 

De mên1e 

-?t 
ÀV cos À. u e d:t , 2Jc • 

Mais e"' 1 vl-: ÀV -ÀV t e + e e cos À u ~ cos À si Posons par exemple 

?t C = 4M: on a alors par addition 

1 ?t eolvl dt, 4 ?t ëosë . 
~ 

Il suffit o.lors de fa,:re tendre r vers 1; v tend vers r1 , et le théorème de 

Fatou à.orme le résultat. 

Théorème 1. 8. 

Si f est bornée et définie sur un intervalle compact, l'ensemble de~ 

X où j f*(x) j > À a une ~sure inférieure à K e -rÀ.. 
En effet., soit ( ) - · 1-r*I t x = Sup f * xh. °{l a vu que ~ i!r, 

h 
dans le théorème 

1.6. 

Comme eclfl est dans 11 , e0f est dans L1 faible d'après le 'théorème ~.3. 

Donc m[ * > 11.] ~ K. c -ë>. , et a fortiori m[ Ir* 1 > À.] ~ K e-CÀ. 
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Définition. 

On va introduire maintenant une nouvelle fonction transformée de f : ce 

sera la transformée de Hilbert maximale 

î'(x) = $~pif_: f(x;t) dt 1 

l'intégrale étant prise en valeur principale. 

Carlenon dr~f'ir.it cette transformée de manière un peu différente : il pos, 

où cr( x) 

H*(x) = Sup lf f( t) dt! -1) x-t 1 
V\X cr(x) 

est un intervalle contenant x en sa moitié intérieure. 

Il est aisé de voir que la différence des deux est majorée, f étant toujours sup

pc:.,6e bornée. 

Le cas le plus duf~vorable, représenté et X o a 

.':..,_;ure ci-dessus où o(x) = [a, a 1, est celui où x est à ·une extrémit<S à.e le. 

rr.oitié intérieure. Mais alors [a, ~ ] appartient à la première famille, et la 

~ ..... f'f'érence des deux est alors 

If f~~ dtl < l!:r I lm Log 3. 
a 

Soit f €. 1P(IR). On a : f(x) ~ (1 + Log 2)(1)(x) + 2Jt f*(x) 

Posons ty<x) = vp f ·r(x;t2 dt 

1 tl<Y 
v(x, y) = 1. 1· 2 t ,2 f(x-t) dt 

?t t +y 

on a : 'Jtv(x, 

ainsi z 

f~x-t) dt = f * J;: (x) 
t y y) - f 

1 tl~y 

où f..y est la foncti.on définie 

t si ltl <Y =~ 
t +y 

t 1 1 tl ~ = 'T2 - - si y 
t +y t 
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Posa.nt si lt 1 < y 

nous avons 

l1t v(x, y) - I f(x;t) dt 1 • if 1 • 1y(x) • q(x) I ;c t) dt = ( 1 + Log 2) q(,_) 

ltl~ -
car la fonction 11, est pai:re décroissant vers zéro pour t ~ O. 

~ f(x) = fy{x) + f f~x;t) dt 

ltl~y 
on a: 

et 

f(x) ~ (1 + Log 2) Q(x) + 2~ f*(x) 

Théorème 1.9. 

Comme 

Si f est nulle h~rs de l'intervalle bornÎ w, si I jrj lœ = M, il existe 

deux constantes a et K telles que m ~ > À.] " K exp(- ~ À.) -1 w 1 • 

ll suffit de cî.émontrer cette inégalité lorsque I w 1 = 1 le cas ~énéral s'en 

déduisant par changement de variable. 

D'après le lemme précedent nous avons : f(x) ~ k
1 

M + 2~ f*(x). Par consé

quent [1 > À] C [r-> À• ~:MJ, et la conclusion résulte dll théorème 8. 
Théorème 1.100 f € L 

2
(tR) => {r > À] = o(j) lorsque >.. --'7" ..,- ~. 

En effet d'après le lemme précedent et les théorèmes 2 et 6 la fonction f es~ 

majorée par une foncti, .. ,,1 de 1
2

(1R). 

Inégalité do Harnack. 

Soit f E: 1
1 (tR), f i'll O., u désignant son prolongement harmonique a-..1 J..emi-plan 

supérieur on a: x+ l 

y u( x, y) • 3 J 2 
u(-t, y) dt 

X~ 

Ceci en effet s I écrit f • Py < 3 f • Py * Xy/ 2 • Il suffit de vérifier que 
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Théorème 1.11. 

Soit wk une partition finie d'un intervalle oo par des intervalles de 

centres tk et de. longueur. <\• Posf t 

°k 
6Cx) = E - 2 2 

k (x-tk) +ôk 

on a m f; x € w, ~(x) >Ml~ K1 exp(- K2 M).jool• 

Il suffit d'envisager le cas où w = [O ··; 1. 

Soit U = [x; 
Posons 

On a : 

x € [0 1], l\(x) m(U) = µ. 

_!!_ ~ f -h,ol\(x) g(x) dx = 'l'i:E ôk u( tk, ~\) ~ 31' r::r u( t,&k) 
Log 1 k k J w 

µ ""\>O 1 k 

3'Jt f g* ( t) a.t • 

0 

Désignons par w la fonction associée à g comme t l'est à f. 

On a: r g*(t) dt , 

0 

dt ~ 

(µL 1 )-1 (µLog 1 )-i 
og - • µ 

= 1 - [i\m('>..)] µ + JI tJ!l( ">..) dt,. 
1. 

1 

mai::, d'après le théorème 1: 
4 4 

m( 11.) :s; i I jg 11
1
= 

1 
par conséquent 

À Log 
µ 

~ 2 + ~ Log .. :1 , 10 si M 
Log - µLog 1 

µ µ 

est assez grand et l'on a 

! II Résultats préparatoires. 

Lemme. 

I1 existe un nombre positif k tel que quelle que soit la fonction 

€ c2 [21t, 4'1t] on puisse la prolonger en une fonction w € c2 [o, 4'1t] telle que 
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,y(O) = w•(o);:: 0 et telle que lllJrll + lh1t11 ll ~ k(ll<Pll + ll<011 ii) 

( 11 11 désigne la norme uniforme) • 

On peut prolonger <0 par un polyn9me 
2 2 P(x) = x (rue + bx + c) a, b, c, sont 

des combinaisons linéaires de ,q>(21t)~ _<p1 (21t), cp"(21t)'. 

Sup IP( t} 1 + Sup I P"( t) 1 est majoré par une combinaison linéaire de I al, 
t€[0 21t] t€[0 21t] 
lb 1, l c I donc aussi par une combinaison linéaire de I q>( 21t) 1, 1 q>1 

( 21t) l , l cp"( 27t) 1. 

-2?t ll<P"II + <P1 (t) ~ cp•(21t), <j>1 (t) + 2?t Il q>11II par intégration on obtient: 

21tjcp•(21t) 1 ~ 4./ 1 l<011 I 1 + 21 l<0l l d'où le lemme. 

Proposition 2.1. 

Soit cp E c2(w), w étant un intervalle compact de R. On peut jcr~re 

qi(t) = ~ ~ cxp(i LI 7CI l!
3 

t) avec (1 + µ
2

) 1 '! 1 ~ K( 1 lep! 1 + (~)2 1 l<0"l i), la 
µ@l µ ro µ 

constante K ne dépendant ni de cp ni de w. 

D. au:f'fit d'envisager le cas où w = [o, 21t], D'après le lemme précédent on 

peut prolo11ger q., en une fonction ljr € c2 [-21t, 4-1t] telle que v(-21t) = v' (-21t) = 

,jt( 41t) = .jf 1 
( 41t) = 0 et que 11 ljf 11 + l l iJr" 11 ~ k( l l d) ! 1 + 1 1 ©" ! 1) 

Lu fonction t est somme de sa série de Fourier: 

t( t) = 2::: l' exp(i ~3 ) 
µ€ z µ 

avec )'µ = t; J 4't t( t) exp(-i ~) dt• 
-2'Jt 

:i ;, tégrant deux fois par parties noua obtenons : 

3 2 1 ;-47- t 
\ = - Ca) bi j t"(t) exp (-i W3) dt et 

-2-Jt 

< 1 + µ 
2

) 1 ~ l ~ l l ,1rl 1 + 9 l l w1111 ~ 9k( 11 <P 11 + 11 ©" 11) 
µ 

Soient f € L(w), a E. œ., n € '4; on pose : 

Ca(to) = b, r f(t) exp(-i ~ ttt) dt 
,,.,1 ,1 Cl) 100 1 



C (oo) = I: -¼ je (oo) 1 
n µ€.'I.. 1+µ n➔µ 

n[wl = partie entière de n l00t 
Pr01Josit:ion 2. 2. V n € '4 

où 

AppJ.iqù,'. ,·,s la proposition 1 à la fonction cp( t) = exp( -i pt) : 

avec 1 1 _!L ( 1 A2( lwJ)2) 
iJ.l ~ 2 +,.,~ 

1+µ 

.... uors f f(t) exp[-i 1:1 
(n[oo] + ~) 

ù) 

t] dt:::. 

E '( C 1 (w) 
f.k.'li µ n[w]+ 3 µ 

P:· ,,os:i.tion 2.3. f € L
2

(c.o) ~ [cn(m) }f.a f; e2 

et ( ;:_; c~(w))112 ~ iol lrl 1 2 
nE:Z L (oo) 

1 le n ( w) 11 2 ~ 5 -,/) 1 If 11 2 < 10 1 If l l 2 ,e L (w) L (w) 

\III. Démonstration -du~ théorème. J 
Notations. 

Soit w. = [2~ x 2-v(j -1) , 2~ x 2-v x j]. où v est entier positif 
J,ll 

et j, entie:r., tal que : 

Posons: 



Eni'in soit: où w' parcourt les quatre sous-intervaJ.les 

de 

Cou::;truction de l'ensemble exceptionnel. 

, Lr , ) On se donne une fois pour toutes une fonction reelle f de 1 \- 7~ +?t, pro--

longée par périodicité à (-4?t, +41t), telle que: 

f 
+7t 2 

f dx = 1 

-?t 

On se donne un nombre À et un entier N. On se donne aussi un nombre ,.. que 1 1 ori 

déterminera ultérieurement en fonction de À• 

1. Soit A l'ensemble des ro = w. tels que: J,v 

1 f 2, \ 2 1w1' f \XJ dx > À 

w 
On pose: 

S = U ( U w. +k ) où 
w. €A k J ,v 

JV 

On a les propriétés suivanto;3 : 

l .a. S '.C: J.épend pas de N. 

2 2 
l.b. Si w i A ~ lcn(w) 1 ~ À 

n 
D'où, d 1::.·,:i:<1s le théorème 2.3. 1 je (ro) 11 , 10 À 

n 2 

En particulier: 

C (w) , 10 À. 
n 

k = O, ~1,! 2, :!:3 

l.c. Si oo. t. s, aucun des quatre sous-intervalles w' de w'li:. n'est dans 
J,v J,v 

A. En particulier: 
C*(oo>:: ) < 10 À 
n J,v 

1.d. Il existe un sous-ensemble A' de A tel que : 

et 

e-t 

Donc 

u u 
O>. € A co != ro € At ro f +2?t 2 

lwl , tJ: r2(x) c1x ~ f (x) dx = 2 

(&) -2?t 



Donc. lsl ~ ~ 
/\. 

2. Soit V= [x / x € [-~, +~], H}(x) > À1] 

2.a. V ne a.épend pas de N 

2.b. D'après le théorème 1.10, IVI ~ Const. 1... 
l 

3. Construction d'une partition de 

Soit - 1 ~V ~ N -1. 
0 

[-4?1"., +4,tl) • 

( Par convention, 

1 

of 
-1 

désigne l'i tervalle 

Soit I Pi{--~) = [n / 2-L1 < c~( of) < 2_e] OÙ e est un entier positif', 

Soit n unentierde Pe(c,f), onvadéfinirunep:1.rtitionde c,JI-, notée 

~(of'). On suppose: 
N 

n ~ 2 • 

2 ( of) est constitué des intervalles w = w. ( v ~ N) les plus petits possibles, 
m J,v 

tels que : 

plus précisément: 

w= 

(B) est satisf:::.it pour 

OOj V C 

mais (B) n'est }HS satisfait 

w. € 
J,11 

S2(o.r) 
n 

si 

w. et pour tout 
'\, µ J J 1) 

'"i Cw ( µ ~ v) 
K,µ 

pour l'un au moins des 

tel que . . 

(.1) 
, v+1 

C w. • JV 

En outre % ( of) contient tousles oojN disjoints des w. précédents. 
JV 

4. Soit 

sur w : 

pour tout 

mais 

E (t) la fonction constante sur chaque (A) de 
n 

t € ro E ( t) n 

donc 

1:1 f w f(x) 
-in.x 

e dx 

donc d'après le théorème 2.2. 

Const. C n [w}w) 

et vG.J ant 



Soit H*(x) n 

d 1où d'après 

la transformée de Hilbert maxima.le da E : 
n 

T = [x / R*(x) > "-,4, n n :1 

~ ---
2-

2 
Log N j o 

le théorbï.le 1.9. 

~ lTn l ~ Const. exp(- Const. ,.,
1 

2 Log N)x 
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posons: 

5. 1:1 (x) est la fonction associée à la partition n 
S2 ( o,) comme dans le théon 

rème 

..,11 a 

où 

1.11. D'après ce théorème,· si : 

[x / lln(x) 
~ 

u = ,i: À1 
22 

n Log N] . 
. . e 

lu I C t ( C t .,. 2~ Log N) • I · .:à< 1. n ~ ons • exp - ons 1\.1 0 w· 

V ensemble exceptionnel Ei "-, ,.,1) est défini par : 

1L = (S UV) U U . ..i. (T (,if) VU (of)) 
-N n,w· n n 

parcourt tous les inte valles correspondant aux 00. et S 
J,v 

-1 ~ V ~ N - 1. 

Ma:; ,_:iration de la. mesure de 1 1 ensemble exeeptionnel o . 

pour 

Nous allons estimer la mesure de EN et déterminer À
1 

en fonction d:, "-• 

li:uitte à:moàifier les constantes, on a pour n € Pe(oo*) 

l\; ,,( <#) V Tn ( <#) l < Const. exp(- Coœt. J..
1 

2f Log N) x loi' l • 
. 1 autre part ; ,1fl' fixé, il y a au plus deux intervalles tt)

1 de longueur 

-·~ 1 cif'r I tels '., .rn : 
4 

C*( cif') = 
n 

C (m') 
n 

Mais d'après le para8raphe l.b. 

D'où 

soit 

~ c~2
(w"') ~ Const. )..

2 

n 

~G~
2 (m*) x lw* 1 , Const ,.,2 x Jul* l 

n 
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en sommant su:;~· :: . w,;; ,,.,: '.bi ,y.eur donnée, qui sont\ forcé1nent dis.joints, il vient : 

'T~ E C*
2

(,,i*) x lw* l~ ~ Const )..
2 

n , '~ 1-2 2-k n 
l(,; --~ 

Mais il y n I y a pour I w* 1 que N
I 

v,ùeurs possibles, donc 

(1) ~ C~
2

(w*) x lw*J ~ Const x
2 

N 

n,w* 
où est soumis aux mêmes restrictions que dans la définition de 

Posons : 

où n et oo* sc,nt tels que n 

De mÉ!:.,G on défirù t Uf • 

;·,;;üs a.e (1) il découle que 

~ lw*I ~ Const• )..
2 

N 

où la oo:nr:,e est étendue aux w* définissant U et V et 
0 0 

~: lw* 1 ~ Const. ),,2 x N x 2
2

(;, 

""' .La :::ornme est étendue aux w* définissant Ue et VE: 

les majorations établies en 4 et 5: 

t 
2 Consto exp(-Const x12 Log N)x 

Chois:l.snons "-1 ()..) assez grand pour que . . 
À. 2 "-1 -.'--~ 

22 e:;.,.,'1)(-Const Log N) + ~ À.
2 exp(-Cori.st. D3i 

=1 

Il en résu1te que • . 
1 v (u (oo*) v T (00*))(, Const. 

* n n n,w 
Soit g > O donné. On peut trouver Ào tels que: 

JS v vj < ~. 

\ 

-2 N 

Par conséquent, d' aprè.: 

.e 
2 < 1 2 Lcl>g N) 

~ 



D'où. 

F'osons : 

On peut trouver N 
0 

IJ. en résulte que : 

l n. ~ + C t N-2 
.1!.Nl ::; 2 ons • 

tel que: 

E = Ô EN 
N 

+ CO 

Const. ~ 
N 

0 

1,r2 < e 
2 

Ma1joration de s (x) hors de l'ensemble exceptionnel. n 

On sait que : 
1 s (x) == -n 21t 

sin(n+ ;) .(x-t) 
---x---t-- f(t) dt 

sin 2 
Posons: 

e:b 

s'~(x) 
n 

= I ...,.,, 
-4 'Jt 

dt 

t (x) 
n 

e-inx s* (x)) -n . 

alors : 

(2) 1 s 1 ~ Cons t. l t J + 0( 1 ) n n 

uniformément pour 1 xi < 'Jt • 

Nous allons montrer que, hors de E, on a : 

j s*(x) 1 n ~ Const. u
1 

Log Log n 

D'après (2) ceci implique le m~me résultat pour 

pour 

$ 0 n 

N 
2 0 
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Considérons n tel que: où N ~ N et x fixé à l'intérieur 
0 

de ~- Il suffit de mont:ter que : 

6. L'intervalle w*(x). 

Supposons que :X: appartienne à la moitié intérieure de 

le recot,vre;,1en-t 2 (w*) défini en 3. 
n 

w* et considérons , 

Soit z;.:: les intervaJ.lel? obtenus en prenant tout oo. € !i2n(c.o*) et en lui 
J,v 

,ioignant w. 1 J- ,v ou (A).+1 • 
J ,v 
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Parmi ces inte:rvai._;_t;:.,, ~-- ~~m, umtiennent ( .::irtainement x dans leur moitié 

intérieure. Nous définissons w*(x) comme un de ceux ayant la plus grande longueur 

parmi ceux-là. 

De la définition de et de si (w*) n 
il s'en suit que 

D'où 

lé(x) 1 ~ ; lw* 1 

On a les propriétés suivantes: 

6.1. w*(x) existe toujours. 

6. :.:-'. x appartient ; ii:.. ··:·d tié intérieure de w* ( x) • 

. · ! • 
t..S'k\ :i:; est une union d'intervalle. de 2 (w*) • n 

En effet? :.:::.:·.,:.:, il y aurait un intervalle plus grand que le 

w* (x)., :.:.-::::..,:; oint à w. • En le dédoublant ce serait un ~ 
J,v 

milieu. Contradiction 

6.4. si oo. E: S2 (oo*) 
J ,v n 

on a: 

C [ ](ro. ) et n w J,v 

où 
_e_1 ) _e 

est tel que : 2 < C*( w* ~ 2 • n 

oo. de 2 :ui. donne 
J,v n 

contenant x , .. 1. son 

6.5. Le complèmentaire ae w*(x) dans of est d'après 6.3. l'union d'inter-

valles de Qn (of) o Pour un tel intervalle ~ cr-, la distance de x à cY .., ,.;J.,asse 

la moitié de la longueur de cY. 

Ceci provient de ce que <Af(x) 

est dans la moitié intérieure. 

~ est le plus grand des o:r-, pour lesquels x 

Pour majorer s*(x) n 
l'idée est de le couper en trois partie: 

s~(x) = f 
w~(x) 

où 

-int 
e• f(t} dt + H (x) + R (x) 

x n n 

r E (t) 
H (x) = 1 _!!_ dt 

n J x-t 
[-4-ït, +4.1tl-~(x) 
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x-t 

où ';)~(:x:) correspond à la pa:ctition 

L'idée est qu'en changeant n en nfw*] x !2*1' le premier temC; e3t du m~me 
0 W 

0 

type que J.1intograle donnant s*(x) mais ramené à w*(x). On peut donc ~;__;j_ appli-
n o 

quer la m~me transformation en faisant intervenir w1(x) relatif à la partition 

2 (w*(x)). 
n o Il faut àonc trouver des majorations de H et R relatifs à n'importe n n 

quel oo*. 

Ma,joration q,_e H • n 

H (x) =f 
n of'-w'°'(x) 

E (t) 
..l!__ dt 
x-t 

il vient im .. 11édiatement : 

Ma
1
joration de R • 

n 

lH (x)I ~ 2 • H*(x) 
n n 

-int ( ) e f(t) - En t 
Rn(:x) = f x-t 

w*-ci.>*(x) 

dt 

Soit '''k les intervalles de Qn (w*) dont l 1union est c,f#-- w*(x} ; ils 

E (t) dt 
n 

D'après 6.4. : et jE (t)l ~ Const. C*(w*) la dernière sonune est majorée par: 
n n 

_e 
Const 2 x Â (x)• 

n 

Pour montrer q_ue la première admet la môme majoration en définit <Il( t) par : 

-ini; 
e 

j
1 après le théorÈ:~ne 2.1., ·on peut trouver des ~ tels que : 

µ 



Const. &k 
1 't 1~ 2 2 2 

µ (1 + µ )[(x - tk) + &k) 

En multipliant <p par f( t) et en intégrant sur wk, on obtient après som-

mation sur tout k : 

jR(x)I ~ Const. - e 2 X l\(x) • 

Revenant à s:(x), puisque x t EN' H et R sont majorés par 
n n 

1 
2 

Const. i 1[c~(-4?t, +4-?t)) log N. 

La différence obtenue en changeant n en n
1 

= n[oo•]. 2~H 

w' dans oo* = cJ~ est : 
JV 

-in t 
e 

imlx--.) 
1 !:.....----=--.f(t) dt x-t où 

Mais on observe que pour les deux oo constituant ,,,*(x) : 

où 

et on appliq•.1i. le théorème 2.~ .• à 1) d'où, l'intégrale est .:to.jorée :'"' r 
V 

Const. A~ 2- 2 log N. 
j 

1/2 
Posons 

on a. donc : 

Or. ecommcnce le pro,:·;,.,.é et on voit apparaître : 

~:ause de la cunstruction de 52 • 
n 

C('t.. log N. a ) 
1 0 

Le procédé ne peut s'arr~te:.~ avant d'atteindre un intervalle @(x) ::::. 

..N+1 ' · -N [ ] pui· sque n < 2; .• :ioncüeur 2?t• 2 ou 2?t. 2 , auquel cas n w• = 0 

· ef rr t, s*(x) = e1 ~t dt+ n x-
I 

r 
:8 
i=O 

de 

D'où 
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et 

et. 
.:: ,[20 

J. 

et < 10 À r 
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La première intégrale est majorée par 11.1 puisque xi V et que x apparj 

tient à la:moitié intérieure de I. Les a. décroissent plus vite qu'une série 
l. 

géométrique de raison 

désirée: 

1 

,[2 
et de premier terme 10 11.o D'où on obtient la majoration 

En appliquant cette majoration aux fonctions f(x) P (x), où ,p (xj est 
n n 

une sui te de polynlL,es tendant vers 

Théorème ( Ca:deson) ~ 

Si -• ~- 12 
' C. J alors: 

s (x) = o(log log n) n 

f pour la norme on obtient le: 

presque partout. 
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Exposé n° 15: Paul L. BUTZER. 

Orsay 196:,-1966. 

Semi-groups of bounded linear operators and approximation. 

1. Introduction. 

Tho main concern of the present lecture is the study of the behaviour of singu

lar integrals which are solutions of corresponding initial or boundary value problems 

in their dependence upon initial or boundary conditions. In particular, the "optimal" .,-=--- . 

order of approximation of the initial or boundary value fUnction f by such solu

tions is cJ:Lscussed and necessary and suf'ficient conditions upon f are given for 

which the optimal order of approximation is precisely a-f;tained. 

There are two general methods in studying problems of this type. One is the 

integral transform method, specifically the Fourier and the Laplace transform method. 

The general idea consista in transforming the approximation problem involv:i.ng the 

function f whose properties are to be determined, into an equation involving the 

particular integral transform of f. This transformed equation is then solved, and 

on appropriate inversion theorem is applied to obtain a characterization for the func

tion f. The integral transform method haa been initiated by the author in a serles 

of papers ; 'the results have been summarized briefly in (10], [li], while the 

Laplace-'l'ransform method itself was carried out by H. Barens (see [4]). 

The second app·oach ia to view the solution of a given initial or boundary value 

problem as a semi-group operator (inca.se it is one) and to study its optimal rate of 

convergence to the identity operator in the norm of the Banach space under considera

tion. The latter ap:proach to the subject was first considered by E. Hille [20], [21 ], 

the geœral results and the applications to partial differential equations being due 

to the author (6], [7], [8]. This lecture will give a brief treatment without proofs 

of the development of the subject from the point of view of the theory of semi-group 
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(~1-ern.tors since 1957, the year of publication of E. Hille and R.S. Phillips : 

B'unctional J\.naJ.ysis and Semi-groupa [ 22], emphasizing perhaps unduly the author' s 

own ,.:,mtributions and those of his students, in particular those of 

H. Berons [ 1 ] , [ 2] • 

We shall consider in detail two applications of the general theory consideréd 

namely the Abel-Poisson semi-group operator and the semi-groups of left translations. 

Other singular integrals which are solutions of differential equations are mentioned 

briefly. For simplicity we will deal with functions of one variable, although the 

resuJ.ts genera1ly carry over to furictions of several variables (see [12], R.J. Nessel 

[30J, J. Lofstrëm [29] and M.H. Taibleson [31]). 

Let t_T( t) ; 0 ~ t < oo] be a one-paramener family of bounded linear o1Jerators 

definied on a complex Banach space X to itself satisfying the hypothesis: 

(i) T(o) = I (identity) 

(ii) T(t 1+ t 2) = T(t 1) T(t 2) for O~t 1 , t 2 < co; 

(iii) lim T(t) f = f for each f € X. 
t ~ 0 + 

A f'runi1y of operators satisfying these properties is said to be a semi-group of class 

(c
0

). It can readily be shown that these properties imply that I IT(t) ! 1 is bounded 

on every finite subinterval of [ o, co) • The infinitesimal generator A of 

l'r(t)-J is d.efined as the limit in morm 

Lim T~t2 -If::Af 
t ...... 0 + t 

. ,.,herevcr this limit exista. A is a closed linear (in gene1~al unbounded) operator 

having domnl.n D(A) dense in X. D(A) is a Banach space under the norm 

The first basic approximation. theorem for semi-groups of operators is the fol-

lowing theorem. Parts (a) and (b) are due to E. Hille [21 1 p. 321] and for (c) 
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!heoretil 1. 

def-ined on X. Let [T(t)j be a sem.i-group of class (C
0

) 

(a) If f E: X and I IT(t) f-fj 1 = o(t) (t -+ O+)., then M = 6' and T(t) f E fn 

(b) For eaok·1 f € D(A) one has 

I IT(t) f-fl I i.; tl IMl l
0
t/:1:: t[IT(u)l 1] • 

(c) If X is reflexive and I IT(t) f-f 11= O(t) (t .w> O+), then f E: D(A). 

This theorem states that for reflexive Banach spaces X the semi-group 

of' class ( C ) ha.s optimaJ. approximation order 0( t) ( t ~ 0+)., and the 
0 

saturatic~!LC~ is the set of all elements f belonging to D(A). The notion of 

sn.turat,:i., ,n 1qas introcluced by J. Fava.rd [17]. We note that K. Deleeuw [23 l 

considered l).pproxima tion by adjoint sem.i-groups so as to gi ve resul ts for part ( c) 

in the ca.se of non-reflexive Banach spaces. 

If T( t) rx] C D(A) for each t > O, then the assertion 

(i) 1 !'r( t) f-f 11 = o( t) ( t -+ O+), is equivalent to 

(:ii) j i AT( t) f 11 = o( 1) ( t ➔ O+), and, w1der the additional hypothesis 

that X is reflexive to 

(iii) f' E: D(A). 

Theso facts lead us to the next result: to characterize the set of elements f for 

which the order of approximation of f by T(t) f is "non-optimal". 

!heo:.iz~I.!!.1.-

Lot l~-( t) 1 be a. semi-group of clat1s ( C 
0

), T( t) [X] C D(A) for each 

and 11 A'T(t) 11 = O(t-
1
) (t ~ 0+). t > O . .11. ... ,, The following assertions are equiva.lent 

for O < a < 1 and t --+ O + : 

( i) I IT( t) r-f 1 1 = o( ta). ; 

(ii) ! !Ar T(t) f 11 = ocl-r) (r a fixed integer ~ 1). 



f<'or this theorem sec Be1.cens-Butzer [3J and H. Berens [ 1]. For trigonometric pqlyno

r:ii::ùs, a result of the type tha.t (1) implies {ii) was established by M. Za.rnB.llBey 

[33] • 
r In the above, A is the r-th power of the infinitesimal generator whilch may 

be dofi.ned inductively, i.e. ,f € D(Ar) if f € D(A), A-f € D(A), ••• , Ar- 1f·€ D(A). 

Let us now consider inte~mediate spaces of D(A) 1 and X generated by aemi

group operators. A general theory of interm!dia.te spaces was first ~onsidered by 

A. P. Cald.erJn f 16 ] , E. Gagliardo [ 18 )1, J .L. Lions [26 ] and Lions-Peetre [27]. 

Let [T(t)] be a semi-group of class (c
0

) with I IT(t)I 1 ~ M for all t ~ o. We 

denote by x.<1- the set of elements f € X for which the integra.l 
p 

exists, where O < oo < 1, 1 ~ p ~ oo. (In case p:.: oo, sup [t-allT(t) f-r!l]must 
O<t<«> 

be fini t·e). Xa: 
p 

is a Banach ~pace under the norm 

[ J 
1/p 

l lrll + 
0 

t-ap I IT(t) r-fl fP ~ 

The spaces Xa are intermediate spaces of D(A) 
p 

and X. Indeed, it is easy to 

show that 

D(A) C Xœ C X. 
p 

We remark that if x1 denotes the set of all f € X for which 
00 

sup [t-11 IT(t) f-fl 1] is finite, then 'fheorem 1 states that the space x: is 
o<t<co 1 
identical to D(A) for reflexive Banach spaces X. In general, X is a proper 

00 

intermediate space of D(A) and X. 

We now have (Berens-Butzer [3], Berens [1)). 

Theorem ..2• 

Let [T(t)J 

t ~ 0 11 T( t) [X] C D(A) 

be a semi-group of class (C
0

) in X, 

for all t > O and ( IAT( t) 11 ~ M1 

1 IT( t) 1 1 , M all 

-1 t 0 

'l'hen for O < a < 1 : 

(i) 

(ii) 

r E:. xœ 
p 

r €. xa 
CIO 

( 1 , p < oo) if and only if [ t( 1-a)p { IAT( t) f I jP ~t 

if 'and only if sup ~
1..al IAT(:e) f 11] < co,: 

o<t<ol 

< 00 
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Ro;;::.rdin{; continui ty questions for semi-group opera tors in intermediate spaces as 

weJJ ,w a e;oneralization of a resul t of A. PJ..essner concerning a characterization 

of absolutèly continuous functions we refer to Barens-Butzer [5]. 

3. ;31pt)1.Llar Integral of Abel-Poisson. 

Before continuing the theoretical aspects of the subject let us consider appli

caLioruJ of the preceding theorema to the singular integrcl of Abel-Poisson. Let X 

be one of the periodic spaces 

Dirichlet's problem for the unit circle 

2 2 
Ll + 1. ~ + 14 = 0 (-?t :l:i X< 7C; 0 ~ p < 1 ) 
ap2 P O P p ax 

with bo1mùary vaJ.ue 
' 

has its solution given by 

lim v(x; p) = f(x) 1 

p --.1-

V ( X ; p ) = 21 : r 1t ( 1 :1/) f ( u) 2 du• 
~ 1-2p cos(x-u) + p 

-?t 
e-t(O < t ~ co), then v(x; p) = (V(p)f] J.f we replace p b,v 

by [V(t) fl (x), defines a semi-group operator of cla.ss (C) 
0 

(x), which we denote 

on X with 

11 v(t)l 1 ::: 1. The infinitesimal generator A is given by [Af] (x) = -cr~) 1 (x) 

and D(A) = [ f ( x ; r absolutely continuous ,md (F) '( x1 , 
where l'' denotes the conjugate function of f 

r~(x) = lim - t j[~(x+u) - f(x-u)] ~ cot ~ du. 
€---+ O+ 7C E 

As an application of theorem 1 we have (Hille [ 21, p.352] for parts (a) a.rid (b), 

Butzer [ 7] f'Ür part ( c)). 

Theorem A. 

(a) If f belongs to G2Jc or L~, 1 ~ p < oo, 

1 [f-V(p) ri 1 = o(log 1/p) (p -+ 1 -), then f = const. 

(b) If (t')' belongs to C27C or L~ , 1 ~P < oo, then 

1 lr-v(p) ri 1 = O(log 1/p). 



(c) If f' C L~?t' 1 <p < ""' then. 

ilf-V(p) fil= O(log 1/p) imp1ies (f") • € L;_, thus f 1 € 1P • 
,_,,J{. 2r. 

1 
Because of this rel·mlt the integral V(p) f of Abel-Poisson is saturated witr. 

ordor O(log 1 /p) or 0(1 - p) (p -+ 1 -) 
p 

in the space L2,c, 1 <P < oo, and the 

saturation cla.ss is the set of a.11 functiona for which r~ iS absolutely 

continuous and (f)' E: L~ o 

We romark that an applicàtion of the results of Dbleeuw [23] mentioned above 

gi ves for the non-rcflexi ve spaces C 2,. and f L1_ : 1 1 f-V(p) ri I C = , l~g 1 / p ) 

and on:ly if i""' E. Lip 1 ; 11 f-V(p) fj 1
1 

= O(log 1 /p) if and only if f is of 

boundecl 'V ·: .1.u.tion. 

• I> 
ll 

ln ".,he fol lowing application the assertions (i)-(iv) were previously established 

by Hardy and. Littlewood (see Zygmund [ 34], Chapter VII) using complex methods and 

for the fact that (v) is egui.valent to each of the other four assertions see 

Berens [ 1 l 

We denote the conjugate Abel-Poincon iniegral by 

Theorcm B. 

Let f € C2't. The following assertions are pairwise equivalent for O <a<1 s 

(i) 11 r( .+h) - f( .)11 = o(I hla) (h ~ o) i.e. f € Lip a ; 

(ii) 11 f( .+h) - 2r( .) + f( .-h)l l = o(I b]<X) (h ~ o) ; 

C iii) 11 [ v (p ) ] ' C • ) 1 1 = o [ C 1 - r )'x-1 J Cr ➔ 1 - ) ; 

(iv) l l[v(p) f]"(.)11 = o [ ( 1-p f- 2 ] ( p~1-) 

( v) 11 [ V(p) f] (.) - f(. )11 = 0 [ ( 1 - pt] ( p-+ 1 -) • 

Let us a.pply Theorem 3 to V{p) f. Thi::i givea the following resu].t (sce I" 3] and [ 1 l ~ 

\1h:i.ch wo.s also obtained by M.H.· Taibleson (31] witbout using semi-group theory 

txulioitoly. 



-,-
'l'heorem C. 

' 
Let f € c2?t. For p < a < 1 and 1 , p < \+ "° the :t'ollow:i.ng are 

equivalent : 

(i) r lul-""PI Ir( .+u) - f( .) l lp ~ < + 00 J 
J-n: 1 

(ii) f. t<1-a)p! l[(v)(t)J• ri IP ~ < + oo 

Ï c•· p dt (iil) j 
O 

t- ... l'! jV( t) f-f j j -;: < + oo. 
,'ie note thnt for p = oo the modifications are evident. 

4. Riemann v..ncl Taylor Opera tors of Higher Orders. 

Vfo ncxt consider generalizations and equivaJ.ent representations for the r-th 

power Ar of the in:finitesimal generator A, r being an arbitrariJ fixed posttive 

integer. Below, let [T(t) ; 0 ~ t < ooj be a semi-group of class (C
0

) on Xa 

Qu/in:i.tion 1. 

The r-th 

and range in 

'i'he r-th 

of 

X is defined by 

[T(t) ; 0, t < oo] havin.g demain 

Lim G~ f = cr f 
t ~ O+ 

Taylor operator Br oi' l T( t) 

and range in X is defined by 

lim 
t-+ O+ 

(f E: X) 

o) •. 

)hv.i.ousiy D( Cr) and D( Br) are linaar subspa.ces of X and D(Ar- 1 )., respecti-

r r 
C and B being linear operators. In case r = 1, C1 B1 , 

C C 11.. 
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The connection between ~:1e operatora Ar, Br and Cr is given by the following 

theorem (But,z,3:..-.'I'illmann f 1,5) and H. Barens [21). 

Theorem 4. 

For f € X and ea.ch. fixed integer r ~ 1 the following assertions are 
0 

equivaJ.ent: 

(i) 

(li) 

(i:ï i) 

f t: D(Ar) 
0 

f'o f D(Ar-1) 

and Ar f = 
0 

and lim 
t ~O+ 

' 
g

0 
wit~ ~o € X, 

((T(t)-I)/t] K 1 
1 

i.e. 

f = g ; 
0 0 

,_r , 
The fc,l.low: tg re::;ult for the operator V i.s a definite generalization of 

, ·em 1 (see ::~ Berens [2]) .. 

(.;i,) If f and g .',.;-,! <> iernents "' X sueh that 

lim inf 1 1 C~ f - g 1 1 = O, 
t-+ O+ 

then Ar f = g and f f D(Ar). In case g = ~, 

h Ar r { ' ~ ,r 0, t en f = ~i .';., '" • LT t J-J.. .J f 2 "' • 

(b) For each f € D(Ar) 

(c) If X is reflexive, f € X and 

lim :i .. i· l je:· rtl < + oo, 
t--,. O+ 

ther. E: J(Ar). 

\ t > 0) , 

1 
..t.A.. s:trrd.l~ theorem .i.uay also be established. for the operator B (at:t. .:.)U ;_ 

'J'j :u .,a.ri;-, ( 1 5 ]) • The resul t for thft operator Br ( in particular Theo rem :;,, ; ,',Y be 

" f .. ,,,.. serni-group operators of c1.ass i°"' ) ,.v 
0 

defined on sequentially com1.1 ;-·c,ç, loca-

::.onvex l ,rlGar topological apaces X (see Tillmann [32 ]) • For the gemrci theory 

:rnmi-t~~~oup operators defined on these spaces, see alao K.· Yosida [35, p.~:j'î_,-;27).~ l • 
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'i.'hc rcc,uJ.t above may a1so be gene1·a.Lized to distributionaJ. semi-groups ; 3(,,::) 

sl-ied l'or opor:,tors for which the semi-group property does not play the decisiv~ role 

(see R. Leis [24], [251). 
1 

CorolJary l::. 
of 

; rr· X is a reflexive Ba-i1ach space, the approximation the familles of opera• 

tors 

.i..n -!-.he atrong operator t<,;,ology to the zero ~erator is of optimaJ. order o( tr) 

( t ~ 0-t-) ir1 X and the saturation class is given by D(Ar). 

1 
We :u,;i.ly these resul ts to the semi-group of left translations in 1P( O, oo), 

9 '° , clefined by 

(t ~ o). [T(t) rl (x) = f(x+t) 

trc:.nsln tion 0 1., , '-;;.tors f •r( t) ·1 form a 
l J 

semi-group of cla.ss (C) 
0 

on 

1 1 T ( t) 11 ::: 1 , r Af l (X) = f' (X) and 

D(A) = [ f; f locally absolutely continuous, 
p ~! 

f' Ë L (o, oo) J· 
\c,_r·t:. (a) of the fol:: owing theorem is an extension of' a res ul t of Ti tahmarsh, gi ven on 

_ rii _.e interva.l _, -cc the semi-infini te interval, while part (b) generalizes a resul t. 

Ui.rôy-Littlewood (see Zygmund r34), Ch. VIII). 

1 ~ p < oo and l lr(.+t) - f(.~ 1 = O\c;, (t ➔ O+), 
p 

theiï -l = o. 

(b) One ha.s for 1 < p < co 

11 f(.+t) - r( .) IIP = oct) 

if and only il f is locally absolutely continuous and f' E: Lp ( 0, co ) • 

The importance of the operators is revealed by the fact that they are 

u1eraJ.izations of the well-kn.own Riemann and· Taylor derivatives for scalar-valued 

'i.mctions. Set 



t•F r(x) 
t 

V~ f(x) 
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= r ! 

The itiemann derivative Cr f of order r of. f in the LP( 0 1 oo)-norm is d.e!lined by 

lim 11(1/t)rti~f(.)-Crf(.)II =0, 
t ~ O+ · P 

in case this limit exists ; the T~ylor derivative Br f of order r in the 

1P(o, oo)-norm by 

J.:im 11(1/t)r v~ f(.) -~ ::r r(.)11 = O, 
t•➔ O+ P 

·' u.nd it .. firs· t (r - 1) di d i t· f f 1 f(r-
1) g or nary er va 1 ves 1 , ••• , be:i.ong 

·•, ·Jse generaJ..ized derivatives have the property that if the ordina.ry derivative 

exists in 1 (o, co), 
p 

then Cr f and Br f exist and all three 

equn.l. Of inter•2st is the difficul t converse problem. We have 

Let f E: 1,P( o, co) 1 1 ~ p < co 6.Ild r be an integer ~ 1 • The following 

:jertions are equivalent : 

(i) r'k) (k ::: o, 1, ••• , :r-1) are locally absolutely continuous functions 

in :;.:1_c
1 

oo) ri.na. :f'(r) €. LP(o, 00 ); 

(ii) ( 1 /t}"~ t{ r( x:; .:.:otlverges in LP-norm as :t: --+ o + ; 

(iii) (1/t)r v~ f(x) converges in 1P-norm aa t ~ o~~ ·where f(k) 

( k = 0, 1 , ••• , r-2) are locally absolutely continuous functions in 

LP(o, co) and f(:r-1) € LP(o,co). 

If one replaces :r,0:.ïr.. convergence by point-wise convergence in the definitions 

of the derivativefi :, then the existence of Cr f(x
0

) or Br f(x) at a point x 
0 0 

fo0:.1 not necessarily imply the existence of the 

a--c x
0

, as may be shown by examples. 

r-th ordinary derivati'. -, / r) (x ) 
0 

Results corresponding to these given here mey also established for the Peano deriva-
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t.ivos of order r (see H. Berens [2] ; also Gorlich-Nessel (19]). These are clo

sc.L,v connoctod. to th8 man.y delicate investigations by A. Denjoy on generalized 

der:i.v:1.tives. 

Theorem F. 

The following statements are equivalent for 1 < p < oo: 

(i) 

(ii) 

'iii) 

/k) (k ::: o, 1, .. . , r-1) are locally absolutely continuous functions in 

LP(o, oo) and f(r) € LP(o, oo) ; 

lim infl 1(1/t)r 6; f(.)I 1 < + oo; 
t -+ 0+ P 
lim infl 1(1/t)rv~ f(.)11 < + oo, 
t ➔ û+ p 
where f(k) 1(k = O, 1, ..• , r-2) are locally absolutely conti~uous func-

1 

tions in i:O( u, ce) and / r- 1 ) € Lp( O, oo). 

~'his theorem is rclated to resul ta of :! .A. 3cr, :::u-z, S. Saks, S. Verb1unsky ~ 

W .'l'. Reicl rmd others and is of. importance in Riemann 1
;, theory of trigonometric se ries 

Theorems ecrresponding to the '(>receding two may also b~ shown for the non-reflexive 

Banach s p,we s L 1 ( 0, m) , ·Hl C [ 0, ~] , the ~ pace of' all fonctions { bound: d x, é. 

uniforrn-iy continuons on [o, oo), as well as for the "periodic" apaces \ c
2

?t., 1
2

,c., 

1 ~ 1, < oo ( see also 3utzor [ 9]). 

F'inally, we rcturn aga.in to the singJ.lar integral V(t) f of Abel-Poisson. 

(r even) 

(r odd). 

'J'hoorem (}. 

'l'ho following assPrtions ara equivalent for 1 <P < "": 

(i) ffk) (k = o, 1, ••• , r-1) are ahsolutely continuous and 

f {k} € 1P ( k = 0, 1 , ••• ., r) ; 
21t 

(ii) 11 [V( t) rl {r) 11 = 0( 1 ) ( t ~ O+) ; 

(iii) 

(iv) 

lim iru'I I (1/t)r ~ (-1 )r-k (r) V(kt) ri 1 < 
t ~ O+ ~ k + co; 

- r-1 f ~ 
lim infl l(1/t1') [v(t) f - r: (tk/k!)(-1)[(k+ )/2 f lsJI ! 
t ~ O+ lc::U 
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whcre f{kl (k = o, 1, •• • , r-2) are absolutely continuous and 

i_Jk} ~- 1P
2

_
1

,,. r 1 (l 1 1 ) 
- ~ -, \ ( :-:: J ' ••• ' r- . 

f•'or the ln.tter theorem, j_n the form given, see H. Berens f 21 ; regarding thr:: 

equivalence of (i) and (iv) 

Butzer-Sunouchi [ 14]. 

for the non-~eflexive spaces c2~ anu see 

The general theorems on semi-group operators considered above may also be ap

pJied. to other singuJar integra.ls which are semi-group opera tors and soJ 1:tions of 

partial differential equations. One such example is the singular integral of 

Gaus[;-We:lerstra/3, the'.,solution of the classical diffusion equation for an infinite 

rod wit' a given initial temperature distribution. Another is the solution of 

Dirich:let's problem for the half-plane or ha.lf-space. In this respect, we refer to t 
litern.ture cited in f-11),f13], [15] and R.J. Nessel r30]. 
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