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Séminaire d 'Orsaw: 1966/67 

1o Préliminaires 

Exposé nll l 

Ensembles de Ditkin f.orts 

par Ha.skell Po RosenthA~l 

Définition. Soit B une algèbre de Ba.na.ch,-commutative, séparable. Disons que B 

possède une approximation de 1' identité s I il existe une suite lv \°' c B telle ,que 
l n Jn=1 

lim Il v d' - f Il = 0 quel que soit f e B. (Employons la. notation "B e Appo 11 

n 
n --t- oo 

pour exprimer cette propriété.) 

Remarquons que par le théorème de Ba.na.ch-.Steinhaus9 il s'ensuit qu'il existe une 

constante M < oo telle que !l"vn * _f Il'-Mllf Il. q':lels que soient n et f e. B. 

Disons que B a une approximation de l'identité bornée en norme (notation 1 

B e Appo fort) si l8 E App.. et s I il existe up.e constante K < oo 

quel que soit ne 

telle que llv Il < K 
n 

Soit G un groupe abél~en localement compact séparable, métrisable, r le groupe 

dual de G9 E un fermé de Op et. l(E) f•ensemble de toutes les f e Li ( r ) telles 

A 

que f = 0 sur Eo 

Si J est un idéal fermé de.na L 1 ( f ) , disons que J est associé a_.vec E 

A 

si E = {~ e. G g f(g) = 0 quel que soit f E JJ., (Ainsi; I(E) est le plus grand 

iidéal associé avec E.,) 



Ilo Conditions nécessaires 
(où f\(G) 

Théorème 1o Si J est associé avec E et Je Appo fort, Ee ,\_(G) désigne 

11a.nneau des classes de Gd, c 9est à dire la plus petite famille de sous-ensembles de 

G contenant les classes de sous-groupes arbitraires de G, et ·fermé par réunion finie 

et passage au complémentaireo) 

Le théorème~ est une conséquence immédiate du théo~ème 1 de [l], ce qui e~t à 

son tour une conséquence presque immédiate du théorème de Paul Cohen sur les mes1.1'res 

idempotenteso 

Théorème 2o Soit G =IRn ou rfY et E sans intérieur. Si J est associé avec 

E et Je Appo9 a.lors Ee ~(G)o 

(Ceci est une conséquence du théorème~ et d1un résultat de Ya Meyer (cf. [1] qui 

implique que pour toute mesure 1-l-, 11./J, Il= sup Il µ, * f Il, la borne supérieure étant prise 

pour toutes les f e J de norme ~). 
\ 

Disons que E est un ensemble de Ditkin fort si E est de synthèse spectrale 

et I (E) e: Appo 

Lemmeo Les trois conditions suivantes sont toutes équivalentes s 

1) E est un ensemble de Diikin fort 

00 

2) Il existe une suite {v J e. L 
1 

( f) telle que 
n 'fi . 

n=u 
V n, v n = 0 sur un 

voisinage de E9 et telle que lim llvn*f - fJ11 ~ 0 quel que soit f e I(E)a 
n ~ oo 

00 A 

J) Il existe une suite de mesures {µ,n 1=
1 

sur r telle que Vn, fAn = 1 sur 

un voisinage de E9 et telle que lim Il ~ * fll
1 

= 0 quel que soit f e I (E) • 
l!l ➔ OOP 



(La partie (2) 4tait la définition prise par Wik pour le cas G = T}. 
. ! 

Corollaire immédiat des théorèmes 1 et 2. Soit G =IRn ou i et E sans 

intérieur. Si E est un ensemble de Ditkin fort, alors E e al(Gd). 

Il s'ensuit que les intervalles fermés dans le plan ne sont pas des ensembles de 

Ditkin forts, et qu'en fait aucun ensemble infini, borné, et sans·intérieur, n'est un 

ensemble de Ditkin forto 

Problème ouvert. Est...ce qu'il existe un ensemble de Ditk.in fort dans IR~ qui est 

borné et infini? 

III. C6té positif 

Théorème J. (cf.[J]) 

a) chaque sous-groupe fermé de G9 est un ensemble de Ditkin fort 

b) si la frontière de E est un ensemble de Ditkin fort, alors E en est un. 

c) une réunion d'un\ nombre fini d'ensembles de Ditkin forts en est un ( due à Wi~ r 

cf [4]). 

Remarquons que la réciproque de {b) est fausse si· E est la fermeture de 

l'extérieur d'un carré dans R2, alors E- est un ensemble de Ditkin fort puisque E 

est la réunion de quatre demi-plans; mais la frontière de E n'appartient pas à _9\i{R2~ 

Nous pouvons caractériser les ensembles de Ditkin forts sans intérieur, dans T 

et R. 



Théorème 4! 

a) Wik (cfo[4]). Soit E CTp E sans intérieur. E est un ensemble de llitlt.in 

fort si et seulement si E est finie 

b) Soit E c R, E sans intérieur. E est un ensemble de Ditkin fort si et seule-

ment si E, plus ou moins un ensemble fini, est une réunion d'un nombre fini de progres-

sions airthmétiques (cf. théorème 5 de [lj.) 

2 
Appelons E clR un polygone si E est compact, connexe, la fermeture de son 

intérieur, et si la frontière de E est une réunion d'un nombre fini de segments 

linéaires. 

Théorème 5. (cf. [2]). Soit E un polygone. Alors E n'est pas un ensemble de 

Ditkin fort, et (E en est un si et seulement si E est connexeo 

IV. Autres problèmes ouverts 

1) conjecture de Wik s Soit E c ï, E un ensemble de Ditkin fort. Alors la 

frontière de E est finie 

2) soit D = {<xpy) g x
2 ❖ y2 

$ ~J• Est-ce qùe D est un ensemble de Ditkin 

fort? Est-ce que (D en est un? 

3) caractériser- les ensembles de Ditkin forts dans ia
2 tels que leur frontière 

soit une réunion d'un nombre fini de segment~ linéaireso 
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Eltpos~ nll II 

RESULTATS GENERAUX SUR LES MULTIPLICATEURS DES IDEAUX FERMES DE A(R), 

par !.!. Meyer 

Le but de ce premier exposé est d'indiquer quelques résultats simples sur 

les multiplicateurs d'idéaux fermés de A(IR) ;_ en __ ia·i t on peut étendre tout ~e 

· ' té A(Rn w ~m). qui sera presen au cas de ~ & Les connaissances acquises permettront 

lors d'un second exposé de construire un ensemble compact sur la droite satisfai-

sant la condition forte de Ditkin et dont la fronti~re est infinie. 

Quelques définitions et propriétés naturelles seront présentées au§ 1. Les 

deux théor~mes les plus importants (restriction à i d'un multiplicateur "défini" 

sur IR et const11uction d'un multiplicateur "défini" sur m. à partir d'un mul-

tiplicateur "défini" sur Z) seront prouvés au§ 2. Au paragraphe 3 nous appli­

querons ces résultats ainsi qu'un théor~me suries multiplicateurs de ~H
1

(~) 

pour montrer que les seuls idéaux "intéressants" de A(IR) sont ceux composés de 

fonctions s'annulant sur un fermé d'intérieur non vide, Au paragraphe 4 de ce 

premier exposé nous indiquerons les probUmes que nous n I avons pas su réso.udre. 



II. 2. 

§ 1.- 12!, définitions 

A tout idéal fermé I de A(IR), on peut associer un ensemble fermé E de 

IR qui sera appelé le cospectre de I et défini de la façon suivante t E est 

l'ensemble des points de R où s'annulent toutes les fonctions de E. On fait, 

c'est le théorème de Malliavin, que la connaissance de E ne.détermine pas tou-

jours l'idéal fermé I. 

Définition l .- Une fonction définie !.!!!. ~ complémentaire ,0, de E, à valeurs 

complexes,~ notée ~ et!!!!. appelée E!!_ multiplicateur de I si la condition ------
suivante est satisfaite 

Si f est dans I 9 la fonction égale !. 0 sur E et à ff sur .O. est 

toujours~ A(R). 

La définition 1 -entraîne que <p est une fonction continue et bornée sur J), J 

plus précisément l'application-de I dans A(R) définie par multiplication par 

q, est continue grice au théorème du graphe fermé. 

On sait que, si E est vide; I est tout A(IR) et que tout multiplicateur 

f de I est alors un élément de B(IR) ( [1] 3 ,8-page 73). D'autre part les 

éléments de B(R) peuvent 6tre caractérisés de façon simple en faisant intervenir 

une dualité avec les polynàmes trigonométriques sur IR. 

( [1) 1 • 9 page 32) 



II. l, 

La proposition ici-dessous n'est rien d'autre qu 1une généralisation de ces ré-

sulte.ts. 

Proposition 1e- Une fonction à valeurs complexes, ,~ définie sur l'ouvert A 

est]!!_ multiplicateur d'un idéal fermé I de A(IR) de cospectre E si et seu---~ 
lement tl les deux conditions suivantes sont vérifiées a 

e.) cp est continue !E!. .0, 

b) on peut trouver ~ constante A telle que, toute suite finie dl, ... , f n 

de points de .0, et .pour toute suite finie a
1

, ••• , an de nombres complexes, ~ 

ait 1 

Exprimons de façon plus succinte la proposition t ; appelons Id(E) l'idéal fer­

mé de A(Rd) composé de tous les éléments de A(Rd) nuls sur E (Rd désigne 

le groupe R muni de la. topologie discr~te a c'est le groupe dual du compactifié 

de Bohr de R). Alors 8 cp est .!!!l multiplicateur de I tl tl seulement si cp 

est l!!!_ multiplicateur de Id(E) tl si <p ~ continue~ D,o 

Une conséquence de la proposition 1 est la suivante i il revient au m~me 

de parler de multiplicateurs de I ou de multiplicateurs de tous les éléments 

de A(R) nuls sur E. Un probl~me se pose cependant a un tel multiplicateur 

~6finit-il un endomorphisme de I 1 Nous poserons de nouveau cette question en 



Il 4o 

la pr6cisani au§ 4. 

§ 2.- Passage !E;!~ groupes 

Une âutre conséquence de la proposition 1 s'obtient dans la situation sui-

vante r E est un fermé de R, r un sous groupe fermé de R; N est l'inter-

section de E et de r et f désigne un multiplicàteur des éléme~ts de A(R) 

nuls sur E. On a alors le résultat ci-dessous 

Théorème 1.- En restreignant 1J> ~ points de I' ~ de E, .Q!! obtient ,!:!!!. 

multiplicateur des éléments dè A(r) ~ ~ E n r de norme ,!E. plus égale 

à celle ~ cp 

Il sera important dans les applications de connaître une forme de réciproque 

dµ théor~me 1 o Nous faison·s les hypothèses suivantes justifiées "par les résul tata 

du paragraphe 3 g 

Si r = z, .Q!!. suppose l'existence d 1un nombre réel À, 0 <À< 1/2, tel 

que tout point Î dans E et Z soit .!2_ centre d'un intervalle~~ lon-

gueur 2 >. tout entier Contenu ~ E. On a alors le résultai_ suivant s 

Théorème 2.- Si ~1 est.!:!!!. multiplicateur, défini~ Zn (E, des éléments de --
A(Z) est une fonction de la classe A(R) nulle hors 

,2!_ [ - ;\ t "] ; alors 1 



.!!i .B!! mul tiplica.teur ~ éUments ~ A(R) .!!!!!! ~ E de norme !.!! plus 

(Ei! Il 'P n désigne la norme du multiplicateur ") 

Tout d'abord 

de cet élément de 

on remarque que r= g(x - r) 
rez 

B(R) est au plus A~ llgllA(R)" Supposons que f, dans A((l.), 

+oo 
soit nulie sur Eo Alors f(x). L g(x - °Î) 

fEZ 
s'écrit L fn (x - n) 

-oo 
où f 

n 

est dans A(R), nulle hors de [ - ~ 9 ~] et où f n est O si n est dans E. 

On applique; à ce stade, le lemme a 

lemme 1.- Pour ~ constante positive BÀ ~ dépendant que de i\, .0 < _À < 1/2, 
+oo 

et tout élément de A(R) s'écrivant L fn (x - n) où fn est nulle hors!! 
-oo 

t-~,À], ,2!!_ e. les inégalités 1 

+oo 

B~~ ll(fn(x))_oo <n<+œ,IIA(R-,(Z) ~IIL fn (x - n)IIA(R)·'' B~ ll(fn(x))_CD<Il(+oo 11A(RJtf 
-oo 

Le lemme entraîne le théorème 2 pour la raison suivante a si ~(f) est un 

multiplicateur des éléments de A(Z) nuls sur E, Id x q, est un mul tiplice.teur 

des éléments de A(R X Z) nuls sur - R X E. Ainsi, si f est O lorsque n 
n 

est dans E, on a l'inégalité 

et compte tenu du lemme 1 on obtient le théorème 2. 

Il reste à prouver le lemme 1 J il suffit de le montrer pour la partie dense 



II. 6. 

+m 
des fonctions de A(R) s'~crivant comme une somme finie du type !: fn (x - n). 

-oo 

Soit P l'élément de L
1

(R) dont la transformée dé Fourier est f (x). 
n n 

Pour tout 6 de !, on peut trouver un élément fL dans B(R)t de norme 

au plus égal à 
ine 

e sur 

Par convolution avec µ, ; on obtient l'inégalité î 

On intègre par rapport à 8 le premier membre de l'inégalité ci-dessus pour 

trouver g 

Il L éin8 F (x} Il ' B\ Il}: fn (x - nJ UA(R) 
n L 

1 (R X T) " 

et ceci prouve une moitH du lemmei> L'autre s 1.obtient de façon iout-à.-fa.H, sem-

blableo 

Corollaire l .- Si Mx) est .:!:!!.!! fonction ~ A(R) nulle hors ~ J-•, ~ L , 

k 
les sommes . Cfn (x) = L A (x - 2 ) forment une sui te bornée de multiplicateurs 

O~k~n 

des éléments de A(R) ~ ~ ]- oo , oJ o 

Un théorème de Paley ([1]; théorème 8.6) nous apprend qu'une suite bornée par 1~ 

ak, k ~ o, placée en 2k est un multiplicateur de 8iH
1

(T) de norme au plus 

A (A constante absolue). Il suffit alors d'appliquer le théorème 2 au cas où 

v(m) = 0 pour tous les entiers m positifs qui ne sont pas de-la forme 2k, 

0, k ~ n et w(m) = 1 ailleurs. 



II. 'la. 

Remarque a si ,(x) 8St un multiplicateur de norme A des ~l~ments de A(R) 

nuls sur ]-oo~ o], il en est de m~me de f(tx) pour tout. t 1 t > o. Ainsi 

~n(2nx) est une suite bornée de multiplicateurs~ 

§).-Multiplicateurs triviaux tl.!!2!!. triviaux 

a) Multiplicateùrs triviaux. 

Nous allons prouver le résultai suivant t le théorème-) 

Si f = Rn X Tm et il I est ,!:!!!. idéal fermé de A(r) 9 · tout mul tiplicataur ~ 

I est nécessairement.!:!!!. élément de B(P) lorsque 1 1ensembie E des zér~t.QEll!-

~ ~ éléments de I n 9 a ~ d I intérieur o 

La démonstration de ce résultat reprendra celle du théorème de Krein auivant 8 

Si .{1 est .!!!! ouvert de Rn~ f une fonction continue ~ .0, t.elle ID!!,, 1our 

nombres complexes, .2!!. ait a 

a.lors f est le. restriction à !1 ~ élémènt de B(r) de norme .!!! plus égale. 

à 1. 

Nous aurons, en fait, besoin d'une variante du théorème de Krein, la propo-

sition 2. (4noncée et démonirée si r = k) 

Proposition 2 .- l1 est .!!!!. .QllVert ~ R, f une fonction continue sur J), et 



II.8 

% ~ sui te, tendant ~ 0, de nombres réels tels que pour tout n, n ~ l, 

f et.!!!!_ élément (3n de B(n-
1z + En) de norme~ plus 1p aient m~me restric­

tion à on{n-
1z + ën}• Alors f est la restriction à J}, d'un élément de 

B (R) de norme !.!!. plus ~ o 

La démonstration de la proposition 2 utilise les lemmes 2 et 3 ci-dessous, ~e 

premier est une simple conséquence du th6orème de Habn-Banach et le second ae 

déduit facilement du premiero 

lemme 2.- Si f est ~ fonction continue sur .0, telle gue, pour toute fonction 

continue g. à. support compact dans .0, ~ ait s 

alors f est la restriction à 0, ~ élément de B(R) de norme ,!!! plus ,égale 

lemme 3.- Si (fn)n~ 1 est.!!!!!. suite d'éléments de B(R) dont les normes ne -- -
dépassent .E!! t et si -- f converge .vers 

n 
f uniformément!.!!!. tout compact È:.!, 

J}, alors .2!!. peut trouver ~ élément de B(R) dé norme !.!!. plus i égal à f 

sur Il. 

Démo.ntrons la proposition 2 t on forme 



La premi~re expression de f (x) 
:n 

montre que 

et la seconde montre que f converge uniformément vers f 
n 

sur .Oe La prOijO-

sition 2 résuiie alors du lemme 3o 

La preuve·du théorème) est maintenant presque -terminée. 

On peut, pour tout n 9 si E est saris intérieur, trouver un t tel que n . 

-1 
ên + n Z et E ne se rencontrent pas. Si q, est le multiplicateur étudié• le 

théorè~~ 1 nous apprend que la restriction de 
•-1 

, à Sn+ n Z appartient f: 

B(IS + n-\B) et que se. norme n 1y dépa-~::;c:1 pas celle de f é 
n 

Il suffit alor6 d'appliquer la proposition 2. 

De façon analogue on montre le théorème 4 

Théorème 4.~ Si I est.!!!!. idéal fermé de A(R), E l'ensemble des zéros~-

muns aux éléments de I et cp ~ mul tiplice.teur de I de norme se 

prolonge_ par con-tinu.i té .! le. fermeture du complémentaire d.e E !!!_ .!!!!_ mul tipli-

ce.teur ; de norme ~ des éléments de A(R) nuls~ l'intérieur de E. 

b) Multiplicateurs non triviaux. 

Dans l'exposé· de Me.demoi~elle Lesieur il a été montré que, pour tout réel 

Cp 
ic log x 

e est un ~ultiplicateur des éléments de A(R) nuls sur ]-m, o]. 

Si E est un ferm~ avec.· intérieur~ appelons J a, b [ une des composantes connexes 



de 1 1 , nt~ri'lur de E et t une sui te de points du compUmeniaire iO, de 
n 

IL ïO. 

tendant, par la droite vers b en décroissant. Si h(x) est un élément de 'Ali ) 

nul sur ]--oo , a] et égal à. 1J sur [l, 9 t 
0
] 9 le. produit h(x) e ic log x et:it 

un multiplicateur des éléments de A(R) nuls sur E et pour au moins un ~, 

la suite 

ic·log t 
(e n)n~O 

,. ic log x h(x)· n 9a pas de limite quand n tend vers l'infini 2 ceci montre que v ~ 

n'est pas, a.lors, la restriction à D, d 1un élément de B(R). 

Cette démonstration peut ~tre adaptée au cas où 

§ 4.- Problèmes ouverts 

n m r= R )( 'J!' o 

Si îp est un mul tiplice.teur d I un idéal ferm~ I de ·A(R) , <p défini t-il 

un endomorphisme de I 7 Plus précisément peut-on trouver une suite (fn)n~O 

d 1éléments de A(R) telle que pour tout élément f de I on ait 

Peut-on iouùours prendre pour f. des éléments de I? Nous répondrons, sur un 
~ 

exemple à ce dérnier probl~me lors du second exposé. 
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Exposé nfl III 

ENSEMBLES DE NOMBRES REELS SATISFAISANT LA CONDITION FORTE DE DITKIN 

par !.!_ Meyer 

Introduction~- le probl~me qui nous occupe est de savoir d~ns quels---tdéaux fermés 

de L'i(IR) une suite approche i'identité. Le cospect:re de l'idéal s'appelle a.lorsp 

selon la terminologie de Wik ([3]) un ensemble de Dit~in fort. La réunion de deux 

tels ensembles en est un ( [3]) mais il n'y a pas beaucoup de tels ensembles a 

sur le cercle 1 les ensembles de Ditkin fort sans intérieur sont finis ([3]). Une 

réunion finio d'intervalles fermés aur le cercle est un ensemble de Ditkin fort 

( [3]) • Nous allons pré~ente:r un exemplè d I ensemble de !li tkin fort, ,sur le cercle 

qui n'est pas de ce dernier ~ype~ 

D'abord quelques définitions sont nécessaires 8 

Définition t.- Un ensemble fermé E ~ a vérifie la condition forte de Ditkin 

si 

a) E est ~ ensemble ~ synth~se harmonique 

b) On peut. trouver une suite nuls sur E --



III.~, 

telle que ~ ait o 

·pour tout élément de A(R) nul sur E 

On en déduit aussit6t la proposition~ 

Proposition t.- Uri ensemble fermé E de R vérifie.!!:, condition forte de Ditkin 

tl et seulement si 1 1on peu.t former.!!!!! suite (fn)n ~O d'éléments de A(R) 

nuls ,!1! voisinage de E iels que, pour tout élément f de .A(IR) nul sur E 

on ait g 

La proposition~ signifie que l'approximation en norme de f par des éléments d~ 

A(R) nuls sur E se fait par un procédé de sommation défini par les 

Gd~ce au théorèm·è cle Banach Steinhaus, on obtient la proposition 2 

:f e 
Il 

Proposition 2.- ~ ensemble fermé E de IR. vérifie le. condition forte de Ditkin 

si ,tl seulement.!!, E cl de synthèse et ,tl l'on peut former~ suite (fn)n~ 0 

d 9éléments de A(R), nuls~ E, telle -9.!!!.!! condition 

soit satisfaite.!!!!!. tout compact disjoint de E tl telle gue 

où la constante C ,!!! dépend ni de n ni de 11 élément f de A(R) nul ~ Es 



Si E n'a pas d'intérieur, le théor~me 4 de l'exposé précédent nous per_,t 

de déduire de b) la condition 

Le. suite 1 - fn (x) est une suite bornée dans B(Rd) (Rd · est le groupe 

R mu.ni dè le. topologie discrète et· B(Rd) est l'algèbre des transformées de 

Pourier des mesures sur le compactifié de Bohr de R)o 

La suite ~ - f (x) tend vers 1 sur E ei vers O ailleurs. On en déduit 
n 

immédiatement que la fonctiôn caractéristique de E appartieQt à B(Rd). En se 

servant du théorème de Cohen et de ce que E est fermé, Rosenthal en déduit que, 

à un ensemble fini près, un ensemble de Ditkin fort sans intérieur de la droite 

doit @ire une réunion finie de translat.és progressions arithmétiques ( théorème 5 

de [t]) 

Venons en à l'exemple annoncé 8 

Le. réunion E ,!k [-1, O] · et ~ l'ensemble est un ensemble 

satisfaisant la condition forte~ Ditkino 

Nous allons construire une suite g d'éléments de A(R) égaux à 1 sur 
n 

E, nuls, à partir d 1un certain moment, sur tout compact disjoint de E et défi-

nissant une suite bornée de multiplicat~urs des éléments de A(R) nuls sur [-1; o] 

On en déduira une suite f convenable-pour la proposition 2 en posant 
~ 



f = ('î - g) ~(x) où ~(x) est une fonction ·trapèze égale à 1 sur [-2, ,_ l 
n n 

et nulle hors de [-3, 3]. 

Construisons donc les g (x) 
n 

sera une modification évidente de la 

somme g'(x) + g"(x) + g"'(x). 
n n n 

On définit g'(x) 
n 

~ -k comme le. somme L...J ôn (x - 2 ) 
O~k~n 

où 

~ (x) = sup(O, 1 - 2n+
1 1 x D 

n 

Les g 1 (x) forment une suite bornée de multiplicateurs pour les éléments 
n 

de A(R) nuls sur [-1 9 o]o En effet, soit OC(x) un élément de A(a) nul sur 

]-oo, -t] et égal à. ~ sur [o; ~ • Si f(x) est un élément de A(R) nul sur 

[-1 , 0], le produit a(x) f (x) est nul sur J-oo , o]. On applique a.lors la 

remarque au corollaire 1 du théorème 2 du premier exposé pour obtenir a 

li g~ (x) a(x) f(x) nÀ(R)· ' A ll<X(x) f (x) IIA(R) t. A l!oc IIA(R) llf(x) IIA(R) 

Mais g 1 (x) ~(x) n'est rien d'autre que g 1 (x)o Les normes des 'multipli-
n n 

cateurs g~(x) ne dépassent donc pas Allcx~(R)o 

On définit maintenant g11 comme une fonction tra.pè.ze égale à 1 sur 
n 

Enfin g111 (x) vaut 'i en -1 est linéaire sur 
n 

[-2-n - i 9 -1] et [-i, -t + 2-n] et nulle e.illeurso 

La somme g' + g" + g1i 9 a. toutes les propriétés désirées pour convenir sauf 
n n n 



de ne pas @tre ~gale à 1 sur [-1, o]. On appelle g (x) 
n 

une fonction égale 

sur [-1, o] et à la somme g 1 + g" + g" 1 ailleurs et les fonctions 
n n n 

f (x) = (1 - g_(x)) ~(x) conviennent à la proposition 2. 
n n 

Indiquons le problème ouvert par cet exemple s la. démonstration s 'ada,pte au 

ca.s où { 2-nj li~ 
0 

est remplacée par une suite dé nombres réels positifs, tendant 

vers O plus vite qu'ùne progression géométrique de raison inférieure à 1. On 

peut a.lots se demander pour quelles suites (tn)n~O tendant en décroisa~nt vers 

o, la réunion de [-t, o] et de l'ensemble des (tn)n~O est un ensemble de 

Ditkin fort. Une condition nécessaire est ·que la fonction caractéristiqu~ de l'en-

semble des tn soit un muliiplicateµr pour les éléments de B(Rd) nµls sur 

J -oo 9 o]. (B(!Rd) désigne l 'e.lg~bre des transformées de Fourier des mesures 

portées pa.r le compa.c•tifié de Bohr de IR) e Si, par exempleg l'ensemble des t 
n 

est indépendant·su:r les entiers, on en déduit que i'ensemble des t doit @tre 
n 

une réunion finie de suites tendant vers O plus vite qu'une progression géo-

métriquè de rapport inférieur à· to En est-il ainsi dans le cas général? 

[t] ROSENTHAL (HoPo) .- Cs R. Acad, Sc. Paris, t. 262, p. 873-876, (iJ 
avril 1966) 

(2] RUDIN {W.).- Fourier Analysis on groups.- Interscience Traéts, 1962 

(3] INGMAR (W.).- A:rldv for Matematik, 6, n2) 9 t965, P• 55-64 



Séminaire d'Orsv: 1966/67 

Exposé l!! IV 

Contre exemple de Katznelson et McGehee à la conjecture de Beurling 

par MM. Piolet & Schreiber 

l.- Définitions et notations 

• On se place da.na iR et I désigne un ferm~ de IR6 En fait 9 il n'est pe.s 

restrictif de supposer E compact et ctest ce que nous feronso 

• On note -C(E) 11 espace des fonctions contimies sur E et le. norme unifo1·me 

o On note M(E) l'espace des mesures de Rad.on portées par E avec leur normP 

o On note A ou A(IR) 19e.lgèbre des transformées de Fourier des fonctions somma-

oles avec la norme habitueile 9 

Â 

li f liA = Il~ U i" 
L 

f e .A ~f = f 

On désigne par Â(E) 1•alg~bre des restrictions à E des fonctions de la classe A, 

munie de le. norme quotient. 

A 

• Le. norme ps·eudo-mesure d9une pseudo-mesure µ. sera notée . Il µ. ll
00 

, S désigne la mesure de Dirac au point x. 
X 

.. â désigne la fonction définie par. 8 
JMx)=~ pour -1~x~1 

l
~(x) = 0 pour IXI ~ 2 
6 est linéaire ailleurs 



On dhigne par ll 
6 

la fonction d.éfinie par Il (x) = t:. (~) et on re.ppftlle 
e,' e. 

• E étant donné, on dit que f & la propriété (1) si 

1) f appartient à -e(E) 

2) il existe tine constante C telle que 9 pour ioute mesure µ, portée 

p~r E, on ait s 

o Un fermé E a la. propriété (B) si toute fonction ayant la propriété (1) 

appartient à A(E) • 

• Le. conjecture était i "tout fermé a la prop:riété (B)". 

II.- Construction d'un fermé dénombrable n'ayant~ la propriété (B). 

t.- Nature~ contre exemple. 

e.) On considère E ~ U E où E est une portion de progression 
n>,,~ n n 

arithmétique, soit E = {et + jp \ P 

n n nJl'l{l!C 
et où f est portée 

n 

par E o 
n 

J ~ n 

b) Supposant que les E n'empiètent pas et que zéro soit le seul point 
n 

d'accumulation de Ep la convergence ponctuelle ne pose aucun problème et la 

continuité de f ne se pose qu'en zéro. Il est clair que la continuité de f sur 

E se réduit à la condition 1 



Il f ft tend vers zéro lorsque n tend vers 1 1 infini 
n 't'(E ) 

n 

Il est non moins clair que dans ces conditions la série des fn converge 

uniformément vers f. 

c) Cherchons maintenant une condition suffisante pour que f ne 9oit la 

N 

restriction à E d'aucune fonction f de la class~ Ao 

On peut que zéro n'appartient \ E et nous utilisons alors supposer a aucun 
n 

la. propriété suivante ~. [1 ]) g 

,.., 
"" IIAe,fl~ f Ei A9 f(O) = 0 ~ tend vers zéro lorsque E, terni- vers 

, 
zero. 

Zéro étant le seul point d I accumulation de E, on peut supposer que,, E, 

étant donné on puisse choisir ·.n assez grand pour que E soit dans 
n 

N 

Alors Aef est ùn proiongement de fri et, par définition dé la norme quotient, 

on a 

ll11e. rli );. llr il 
A n A(E) 

n 

Il suffit donc d I assurer que { Il f Il J soit minoré par un nombre 
n A(E ) n) 1 

n 
strictement positif. 

d} Le probl~me est donc d'assurer simultanément les deux conditions pré-

cédenteso 

Mais .E étant une portion finie de progression arithmétique, ayant assez 
n 

de points, on sait qu'il existe une mesure ~ portée par E de norme un et de 
n n 



norme pseudo-mesure petite. Plus précisément, E 
n 

n+1 
ayant au moins 2 poiuts, ., 

il existe une mesure ~ de norme un et de normP pseudo-mesure inférieure ou n , 

égale à -~ o 

V 2n Il f IIA(E ) 

Posons b (E ) = Sup !If li n , 
n ,e(E) 

la borne supérieure étant prise sur l'ensemble 

n 
de toutes les fonctions définies sur E 

n 
(car E 

n 
est un ensemble fini) 

Considérons f dans .g(E ) et µ, dans M(E ) • · Alors â 
n n 

D'où t 

A 

llµ.11 ~Y>llµ,11 
M(E) œ 

n 
Prenant µ, = ,:J ~ on prouve que S (E ) 

n n 
est grand (8 (E ) >,, Ji!i)? donc 

Il 

qu'il existe une fonction f. portée par E telle que g 
n n 

llf li =~9 IJr Il 
n A(E) n ~(E) 

n n 

petite 

0 

e) Cherchons une condition supplémentaire sur les E pour que f sa• 
n 

tisfe.sse le. propriété (l)o 

Donc g 

où µ 
Il 

est la restriction µ. à E • n 



IV. 5. 

Soit i 

1}t fn) dµI, tfl~ll
00 

Comme E = {~ + j ~ J , ~n est combinaison linéaire finie de 
n n n IJ i ~ k 

n 
m&sses ponctuelles et i Î/3 X 

ia x P (e n ) 
.r. n n 
1a_ (x" = e ---,-n I :fk: P X 

Il Il 
e 

où lP est un polyn8me. 
n 

Prenant alors les on et les A de !elle sorte que , ... n 

{~} U {~n} U {~n} soit un ensemble indépendant sur les rationnels, on 
n~1 n~,!J 

montre facilement que t 

{Introduire la fonction de 2N variables indépendantes 

N P (z ) 

zN) = L un n kn 
n=l n 

z 
n 

et uiiliser le théorème de Kron~cker) 

Enfin, la série des f converge uniformément vers 
!ll 

f et la série des iL r-n 

converge en norme, donc en norme pseudo-mesure vers ·µ.,, d I où 8 

2.- Construction du contre exemple. 

Il est clair que toutes les conditions précédentes sont compatibles. 

R-vec 1t et tels que a1 - 2 '31 > 0 



• supposant an 9 ~n choisis 9 on choisit ~n+1 de telle sorte que a 

ment indépendant avec it et les 

o puis on choisit ~n+t 

précédents et tel que i 

A et, bien sur 9 
(l 

n+1 

~j · pr1foédents. 

rationnellement indépendant avec 

ca - 2 ~ - a n ] 
n :q·. n+1 

rationnelle-

3.- Remarque. ta construction précédente se généralise. Ainsi l'exposé Bui-

vabt donne la construction d'ensembles parfaits n 1ayant pas la propriété (B). 

On peut penser que si E est un fermé dénombrable non-Helson alors E n'a 

pas la propriété (B). ta. condition non Helson est liée à. la. partie II.1.-d) dr 

cet exposé où b(E) est la constante de Helson de E. Mais si on ne connaît 
n n 

rien des propriétés arithmétiques de E, le problème se pose de garder un con-

tr6le de l'addition des normes pseudo-mesures des restrictions d'une mesure por-

tée par E. 

III.- Construction diun ensemble. parfait de R n 9 ayant .E!!:.ê. la propriété [B. 

La construction repose sur les lemmes suivants [ 2] 

Lemme 1.-

Si E est un ensemble fini de IR9 il existe une mesure ~, combinaison 

linéaire d'un nombre fini de masses ponctuelles portées par lr Z-,.module 

engendr~ par E~ et v~rifiant 



IV. 7 o 

2) m ( 1 ~ n = 1 im k 
T➔oo 

démonstration i Soit ~
1

; ••• 9 ~m m éléments de E tels que tout élément 

x de E s'écrive de manière unique 

m 

x = L bj(x) ~. 
. jd J 

Soit b = sup i b. (x)r 
j=1 ••• m J 
X œ. E 

Les polyn6rnes de Pejer 

~tant positifs, on a 

(b. (x) 
J 

m,(lnj(s)I) = m(nj(s)) = nj(o> =, 
D'où, e.vec 

b · i~ k ~ 
D~ (~) =D.(~) +I: ~ e j 

J J k=-b ,N 

îTt(ln; 1) < t + 
2! 2 

I\ 
n - D* l l rosons µj - j i a ors a mesure 

entiers) 

satisfait les conditions 1) et 2) parce que les supports des ~. sont rationnel­
:n. 

lement indépendants~. N étant choisi suffisamment grand. 

Lemme 2.- Sî ~ esi la mesure construite au lemme 19 alors pour toute fonction 

f de A(R) on a 

lim sup Ilµ.* .flll _ ~ 2 llr Il 
IS. ➔0 A A 



d6monstration I Il IL• ff. 1~ = J
11

1 ~(t)i E. 1 f ( f. t)I dt, 

La fonction 1 ~( t) 1 étant continue et périodique, poùr tout \ > 0 il 

existe un polyn8me trigonométrique 

te théorèrn·e de Riemann Lebesgue donne 
• Xkt 

A 

avec a = 17l.(I µ. 1) 
0 

l - .-'\ 

lim Je E- 1 f(t)I dt = 0 
t ➔O 

D'où la conclusion du lemme. 

Construction de 1 1 ensemble de Sigtuna [ 3] 

On construit une suite de segments de progressions arithmétiques {rn} 

(I = JŒ + k r J )~ 
n l n n lkl ~ 2n 

tels que l'ensemble des nombres Œ et r soit ra-
n n 

tionellement indépendant, et de façon que les I soient très "tassés" les uns 
Il 

sur les autres, l'ensemble E ~ (U I) étant ùn ensemble parfait totalement dis­
n 

continu .. 

Plus précisément, si • I19 I29 ••• In ont,été construits de manière que l'en-

semble soit indépendantt 

manière suivante t 

I. 
n+1 

sera choisi de ia 



Soit g> l'ensemble des partitions de lI1, ••• InJ en deux classes. Pour 

une partition lE' de j> : P g { 1t ..• o Ik J t { tk , •• • • Ik } 
~ e f+t n 

il existe 

(lemme 1) une mesure µ..p vérifiant 8 

1) µp ( {X} ) = 1 si Xe. Ik u I u •• 0 I • 
1 k2 ke 

2) µ,p ( { X J) = 0 si X e. Ik u 0 •• ù Ik • 
e+1 n 

)} m.o µ. n ~ ·2 o 

et il existe (lemme 2) un nombre ip positif tel que pour S <tp 

2) µ, p * b, ~ (x) = 1 g si x est distant de moins de e. de 1 1 ensemble 

)) l,Lp * â &(x) = 0 9 si x est distant de moins de ê de l'ensemble 

I U • • • U Ik • 
ke+1 e 

On définit alors t = inf 6P o 

n Pe.5' 

Puis on consid~re x l 'Hément de I« V • • • U I = J 9 le plus isolé, 
n w n n 

cCest-à-dire tel que 

inf i x • - y I = sup 
n jaJ xeJ 

n n 

y/:.xn 

Alors on choisira pour I 
1 n+ 

un segment { Ol. + k r J 
n+1 . n+1 1 kl ~ 2n+1 

indépen-

€, r 
n 

contenu dans l'intervalle de centre x 
n 

et de longueur 



IVo 10. 

li.es segmente l étant choisis de proche en proche de cette manière, on aura 
n 

En 
nécessairement tn+ 1 , 2 et pour chaque p s 

00 

I = U
1 

I 
n= n 

p 

C i~ Ii + ]- ê ' ~ [ p p 

d'où i 

Proposition 1.- E =l est un ensemble parfait totalemeni discontinu. 

Remarque.- I possède de plus la propriété fondamentale suivante : pour chaque n 

et chaque partition de (11,.o• In) en deux classes il existe une fonction de 

A(IR)9 de norme inférieure à 69 valant ~ sur les segments de la premièrµ classe, 

0 sur les segments de la deuxième classe et constante sur les segments 

dice p supérieur à n. 

I d 1 in­
p 

Lemme 3.- L'espace vectoriel engendré par les idempotents continus de E est dense 

dans l'espace ..g(E) des fonctions continues sur E muni de la norme de la conver-

gence uniforme. 

Les idempotents sont les fonctions valant O ou t, Le lemme est une consé-

quence immédiate du théorème de Stone Weierstrass. 

Définition.- Si µ, est une pseudomesure portée par E, et x · un point de E, 

nous dirons que µ, 11,!!!_ charge .P.!!:!!. 1!_ point x11 si 

(s,n étant défini dans la construction de I} 



IV. 1 i. 

Proposi tian 2 .- Si µ. est 1.L."1e pseudo-mesure portée par E, ne chargea.nt aucun 

point de E 
' 

c'est une mesure, et on a 

démonstration a) Mont"rons que µ, définit une forme linéaire, bornée pour 

la norme uniforme, sur l'espace vectoriel engendré par les idempotents continus 

sur E 

1) Soit I(E) le plus petit idéal fermé associé au fermé E et A(Œt) /I (E) 

l'espace de germes de fonctions de A associé. A un idempotent,_ -X --de. 'é5(E) 

faisons correspondre le germe des fonctions de A(~) localement constantes au voi-

sinage de E et dont la restriction à E est X: Soit '°X le module de conti-

nuité de X et n en entier tel que 

la restriction de X. ·à • . • I , 
n 

gement de X, du type cherché. 

la fonction Xn * 6 é, 
n 

si Xn est 

est un prolon-

Par abus de notation nous noterons, dans la suite, de la même façon les idem-

potents continus sur E et leurs image canonique dans A(IR) ;+· (E) 

2) Supposons que X ne "casse" pas les segments 

restriction à chaque I est constante. Alors 
n 

En effet si 

1
1 Il 
11 X I A(R)/I (E) ,< 6 • 

1 
w -( E, ) ~ - , X 

X. n 2 
définit sur l'ensemble 

I, c'est-à-dire que sa 
n 

une partition 



P en deux classes : X vaut 1 sur les segments de la première et 0 

lVo 12. 

sur ceux. 
' 

de la deuxième. Alors ~n * 6 est un prolongement de X dont la norme q~ns 
... S,n 

A(a) est inférieure à 6. (Prop 1, Remarque) 

D'où 1 µ, (X) 1 ~ 6 li ~-H 
CO 

3) Un idempotent continu quelconque À ne peut "casser" qu 1w, nombre fini de 

segments (soit par exemple· 11' 12,0•0 I ) puisque X est nécessairement cons-
n 

tant l dès wx. (êp) ~ 
1 

Soit J l'ensemble des points de sur 
p+1 

que 
2 • 

U • • • l où X vaut 1 • 
Il 

Si ·1_ est positif et puisque µ, ne charge pas les 

points de J, il existe des entiers px tels que 

vl 
/\. 

d'où 

soit 

Posant alors 

est un idempotent ne "cassant" pas les segments 

6 li~ !I 
00 

I ' n 

b) µ, définit donc par prolongement une forme linéaire bornée sur f;(E), 

'V 
donc U..'1e mesure j-1., portée par E et de norme 

"" c) Il reste à vérifier que · f,L, est bien w'1 prolongement de µ,, c I est-à-



IV. 13. 

dire coïncide avec µ, sur A(1R) • 

est une pseudo-mesure portée pGr nulle sur les fonctions de 

A(IR) qui sont des prolongements localement constants au voisinage de E d'idem-

potents d~ E. En particulier si JE ctésigne une fonction de . A(IR) égale à 1 

sur un voisinage de E 
' 

on a 

Donc À admet une primitive, au sens des distributions, F, qui appartient à 

L
2

(1R). Mais, si Q est une composante connexe du complémentaire de E, ~ est 

presque partout égale à une constante sur Q, puisque pour toute fonction· ~, 

dérivée d'une fonction ~ indéfiniment dérivable à support compact conte~u dans 

Q, on a 

De plus, en calculant l'intégrale d'idempotents de E bien choisis, on montre 

que F est presq~e partout constante dans le complémentaire de E comme E est 

de mesure nulle, il en résulte que À est nulle donc "' µ,_ est bien un prolonge-

r,rnnt de t-L. 

cela achève la démonstration de la proposition 2. 

Proposition 3.- Toute pseudo-mesure portée par E peut s'écrire 

CO 

µ. = µ,o + L 
j=1 

µ,. 
J 



où ~o est une mesura et ~j une mesure portée par J[ • 
J 

avec 

démonstration a · n ~tant fix~ considérons pour tout p ~ n la. mesure ~ 
n,p 

a.ssoci6e ~ la partition de t1 19 I 29 oeo Ip} .en les deux èle.sses {i
1

, I
2

,-n.In\ 

et lyn+l~••o IP) de sorte que 

~ . * & 
ngp t.p 

esi une fonction égale à ~ sur {11 U •• d U I \ + ]- e. 9 S. [ et null,e nJ p p 

en dehors de cet ouvert. Âlors 

~. = (~ * /j )µ 
Dpp llgp ~ 

lP 

est une pseudo-mesure restriction de µ, à un voisinage de I.Î U ••• ~ In avec. 

On peut extraire po~r chaque n une sous suite pj telle que µ.. 
n,p. 

converge 

J 

faiblement lorsque p, tenâ vers 11 infini vers une pseudo-mesure portée par 
J 

I. • 
J 

Par un procédé diagonal on peut a.lors déterminer une sous suite p. 
J 

que µ,n p 
, j 

peut écrire 

Comme 

converge pour tout n vers une pseudo-mesure port6e par 

n 
L ~j avec ~j portée par ij c 

j=11 
n 

Il~ ~jli(D ~ 611 ~IICD 
jn . n . 

n 
.Ul I. t 
J= . J 

telle 

qu 1 on 

et comme f=1:llµ.jHoo = 117=1: ajllro du fait de l'indépendance des seg-

ments ls série L ~j converge en norme vers une pseudo-mesurêc 



m 
La pseud.o~mesure µ,0 = µ, - L µ,k 

k=l 

(D 

ne charge pas les points de U 
j=1 

effet soit x e I 
n et '1_> O. 

00 A "l. 
Soit N > n et tel que L Il µ.klloo < 6 

k=N+1 

I.. En 
J 

Soit p, entier suffisamment grand pour que b * à soit nulle sur 
X Q: 

~ 

Pour la sous suite d'imiices p, définie ci-dessus 
j 

on a 

~ (S * o ) 
n,pj x tp Pj➔oo 

Donc9 pour p. suffisamment grand g 
J 

N 

i i.o. ( s * & r - L µ,k (t * a >i " 1 
n,pj x tp k=l x ~p 2 

mais si p3 ) p 9 on a respectivement i 

D'où pour pj assez grand 8 

N 

.$ f µ,(Sx * il f, ) - L.il'k (Sx * à t: H 
pj k=1 pj 

00 

+ L I tt,k (Sx * A )j 
k=N+t ~p. 

J 

,< } + } fi tx * ô E ~ ~ 1{_ • 
p. A 

J 

Corollaire.- E est un ensemble de synthèse spectraleo 

Proposition 4.- E ne possède pas la propriété !B. 

On va consiruire une fonction f continue 1:mr E 9 n 1a.ppa.:rtenant pas à A(E) 



et vérifia.nt les hypothèses de 93 g 

Soit Ik une suite de progressions arithmétiques de E ayant un seul point 
n 

00 

d'accumulation x non situé dans I = .l! I, • Soit m une suite de foqctions 
J=1 J ~n 

définies sur Ik et vérifiant 
n 

0 <p Il = 1 
n A(Ik ) 

n 
00 

Soii i un prolongement continu à E de L 'fni obtenu en prolongeant 
n=1 

chaque ~n dans un tout petit voisinage de Ik en une fonction localement cons­
u 

te.nte e.u voisinage de Ik • De le. m~me· façon que dans le cas discret une telle 
n 

fonction n*e.ppartient pas à Ai 

ll<î, X . * A .,,>. ' HA ~ ll(b X * 6 "1}. ~ 1~ ( I ) 
o \ o \ k 

n 

: = ~(% x o * â '(° 'n li A ( Ik ) 

' -n 
xo l 'l 

Ik 
n 

= Il 'n RA ( lk ) = 1 
n 

Par ailleurs si µ. est une mesure sur E,. µ, a 9~crii (Prop. 1) 

D' oli I J f d1d , t I J ,' dp11, + 1 j i dllo 1 

' Ln jJ,i t) + Il f 11-e(E) "IA-o u M(E) 

, 611 ~~ + 24 Il f lt(E) Il ~o Il 
00 

1 J' diJ, 1 ' 1d ~11(1) 
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Exposé nD V 

LE PROBI»fE DE LA. COURONNE 

d'après Lo Carleson 

yar Mme Grosset~te 

1o Introduction 

1o1• Définitions. Notations. 

H
00 

algèbre de Banach 

a) H
00 

désigne l'algèbre des fonctions 2 

, Définies dans le disque unité A= lz/lzi < 1 }, du plan com-plPxP. 

o A valeurs complexes 

• Analytiques et bornées dans A 

• La loi de multiplication étant le.produit 

(fa g)(z) = f(z).g(z) 

munie de la. norme a -- lff Il . = sup f f(z)I 
00 zeA· 

'n'l, (H00 
) t espace des idéaux maximaux 

est une algèbre de Ba.nacha 

a) rn (H00 
) désigne P ensemble des idéaux maximaux de H

00 ~ · c I esi à dire, l I ensem--­

ble des homomorphismes contirrus de H
00 

sur € o 



V, 2. 

b) 1Tt.(H00
) devient~ espace topologique si on le munit de la. topologie inquite 

00 
par les transform~es de Gelfe.nd des fonctions de H o 

Nota & Les transformées de Gelfe.nd des fonctions de H
00 

sont les applications 

de m, (H00 
) dans V t définies par u 

A. 

f(h) ::: h(f) pour tout h ~ m, (H00
) et pour 

toui f E. H
00 

o 

1.20 Problème de la couronne 

1.2.1. /Ji ~-espace topologique cle 17'l,(H
00

) 

S 't· A " l l .A.· h (f) f( ) pour toute fonct1· on -1>_ 6 H
00 

., c 01 p E u . • a re a111on = p 9 t ,, p 

00 
définit un homomorphisme continu cle H sur t. 

Q L'application p ~ h permet d I identifier Il à un sous-ense~ble de 
p 

muni de la topologie usuelle est aussi un sous-espace topologiqµe de 

1.2.2. La couronne 

Il y a dans 11l,(H
00

) d 1 autres points que ceux de fl 8 H
00 

possédant un élément 

uni té 9 m (H00 
) est compact 9 clone distinct de /J. qui est ouvert. 

On appelle ncouronne 11 1 9espa.ce 17t(H00
) - Il. On ne sait pas la décrire 

exactement, mais Carleson montre dans [2]. que son iniérieur est vide, c'est à dire 

que A est dense dans rn,(H
00 

) o 

1.j, Formulation équivalente du problème de la densité 

Théorème Îe Une condition nécessaire et suffisante pour que A soii dense dans 



m,(H
00 

) est que B 

Pour toute famille finie (f
1

, •• o fn) de fonctions de H00 
9 satisfaisant pour ùn 

certain b > O, la condition 

Remarque 8 

La relation @ est équivalente à la propriété suivante 8 les f. n' appar-
1 

tiennent~ aucun idéal maximal. 

Démonstration o 

a) La relation @ où fi E. H
00 

exemple, satisfont une condition du tYJ?e {!) .. 

implique que les fonctions f. par 
1 

b) Supposons /j dense dans m(H 00
). Soient f 

1
, ••• f n, n fonctions de H

00 

satisfaisruit la condition G) ., 

contienne toutes les fio 

Supposons qu'il existe un idéal maximal h qui 
0 

i = 19 2 9 ., •• n} définit un voisinage de h
0 

D' a.près l 'hYJ?othèse de densité on peut trouver z E. A n V 
0 

On aurait donc ir
1

(z )1 h,a+ Ir (z )j < b, ce qui contredit la condition (i). 
o n o 

dans 



c) Suppos~ps que, pour toute famille finie de fonctions f
1

, o •• fn 6 H
00 

1 

vérifiant la copdi tion G) on puisse trouve:r vérifia.nt la re\._,tion@ 

Supposons que 6 ne soit pas dense dans m(H
00

) î il existe h
0 

e '1ll,(H~) 

et un voisinage V de h dans m,(H00
) t,el que i 

0 
un tel voisinage 

est nécessairement défini par un système de fonctions f1, •• o fn de H00 
et un 

nombre e. > 0 de la. façon suivante i 

A 

f. (h ) = 0 
]. . 0 

1 = _1; 2, •• e n 

. A . 

V ::b { h e m(H
00 

)/!fi (h)i < e, 0 i = 1, 2, 0 O/> il} 
Puisque V 11 A = ~, pour tout z t:l L! 

D'après l'hypothèse les fonctions 

ce qui contredit 11existence de ho 
. 0 

[

C1est sous la forme ci-dessus què 

7n(Hoo )., 

1 e\llle des fonctions f. est telle que 
1 

f: ne peuvent appartenir à aucun idé~l maximal 
l. 

Carleson démontre la densite de 

2. Les étapes de la démonstration 

2.1. Le problème classique d9interpolation 

Soit . ('1t) k = 11 2~ 0011 n une sui te finie de points de Il distincts. 

Soit (wk) k=1p 29 ooon une suite finie de points de
0 

œ. 



a),.Le probième d'interpolation consiste à trouver les fonctions de H
00 

tel~Ps 

Il existe toujours de telles fonctionso Si f désigne l'une d'entre elles et n ; , 

si B désigne le produit de Blaschke dont les zéros sont z
1

, o•• z, toute so~ution n · n 

du problème est de la forme t f = f + B=-« 
n n 

00 
où g EH o 

b). On cherche à évaluer la borne inférieure des normes dans H
00 

, des solu}ions 

du problème soit i 

inf ""Hooilf +Bgll • g,_ n n oo 

Remarquons que Il f + B g Il n n oo 
coïncide avec la norme de la fonction f + B g considérée 

· n n 

comme élément de t 00 
du cercle unité~ 

f 
Sur le cercle izl = i 9 IBn(z)I = i. de sorte que Pn = Bn est un élément;de 1

00 

n 

et que 

inf H f + B g Il = inf Il F + g Il • 
g e Hoo n n oo g e. Hoo n Loo 

On cherche donc à évaluer la norme de la classe P + H00 dans 11espace de Banach 
n 

est l' "a.nnulateur' 9 de H1 
09 

-i 
sous espa.ce vectoriel,;..6.es ronctions de H qui 

·s'annulent à 11origineo 

00 

On peut donc identifier le quotient ~ 
Hoo 

avec le dual de H~ inf Il P n + g Il 
00 

oo- L 

est alors la norme de P 9 n 

g e.H 
considérée comme fonctionnelle linéaire sur Hci, soit a 



ooll Pn +g Il oo = sup 1 
e. H L f e H ,Il fll1 4C 1 

f ~ Hi f Il f 111 ' 1 .. 

D'après le théorère de Cauchy, 

inf IIP +g Il = sup 
g E H00 n L00 f 

c) Il existe une fonction f de H
00 

réalisant 1•interpolation et dont la norme 
0 

Il f Il = inf Il f + B g il 1) o oo oo n· n · oo 
g€H 

2.2. Etude d 1un cas particulier 

2.2o1o Remarques 

Soient 

1~) B(z) un produit de Blaschke fini avec zéros simples b1t•••b
8 

20) b un nombre r6'el 

On considère 1rensemble a(S) défini par 

Alors, a(6} esi réunion d1un nombre fini de composantes connexes ouvertes disjointes, 

et, d'après le principe du me.xirnumj chacune de ces composantes est aussi simplement 

connexe. 

Soient -D
1

, •• o D
4 

ces composantes. Chaque zéro 

composantes. 

b. appartient à l'une de.ces 
J 



2o2o2o Problème 

Les donnée~ ~ta.nt celles du§ 2.2.1, on suppose que l'on connait q fonctions 

P
1

, ••• P41 définies respectivement dans chaque composantè n
1

, ••• D
4 

telles qu~ pou~ 

tout i = 1, 2, ... q, J Pi soit holomorphe dans Di 

l tPi (z)I '- 1 pour tout z e Di. 

On!!!. propose de résoudre _kproblème d'interpolation défini dans le§ 2a1, avec 

pour suite de points . (1t) la ~uite des zéros b1, ••• b
8 

de B(z),. et pour suite 

{wk), la suite définie par W.= 11(b.) si le zéro b. appartient à la composante 
J J J 

D. o 
l 

On~ propose de plus de trouver une majoration de la norme minimale de~ foncüons 

réalisant 11 interpolation, de telle façon que cette majoration~ dépende gue de S 9 

et non de B(z). 

2.2.)o Expression de la norme minimale 

o On a. vu au para.graphe (2.,1) 1 que la norme minimale pour les fonctions réalisant 

l'interpolation était réalisée par une fonction f E H00 
et que a 

0 

11 f Il = sup 1 o oo f e H 

1lfff1,1 

j=s P.(b.)f(b.) 1 
~ ]. J J 

j=1 B'(b.) 
J ' 

• Supposons construit dans a(S) = D1 U ••• U n
4

, un réseau de courbes simples 

rectifiables 9 entoura.nt les zéros dé filz), 

conté.nu dans Di. 

0 0 0 f où chaque ri est 
q 



s P,(b,)f(b.) 
L:1J J = 
j=1 B1 (bj) 

Puisque da.ne chaque Dit IPi(z)i , 1 

q 1 
[:-. 

1 
2 f(i 

l= 

t I\ (b j ) f ( b j ) 1 { _1 t J I f ( z )1 1 dz I • 
j=1 B'(bj) .~ 2K i=1 ri tB(z)f 

o Supposons alors que le réseau r a pu ~tre construit de telle façon que IB(z)I 

"ne soit pas trop pe-ti t sur r "o De manière précise, supposons qui il existe une ccmste.n-

te M, ne dépendant que de S 9 telle que i 

1 B(z)I ~ M(b) > 0 pour tout z Er 

Il f O 1100" BUp f e. Ht ;IC. mb Jt<•ll jdz 1 

Il f 11
1 
~ 1 

Il f O ll
00 

~ ~ c~) sup 1 J lf(z)I dµ_(z) 
fEH 

11 f 81 "1 

où ~(z) est la mesure positive définie dans Â, comme longueur d1 arc le lq~g du 

réseau r . 

• L'on aura résolu le problème si l'on montre qu'on peut choisir r de telle façon 

que la mesure µ associée possède la propriété suivante a 

il existe une constante c(S)9 ne dépendant que de S, telle que, pour toute 

fonction f e Hi 

2.3. Un problème de mesures 

2.3.1. Compte tenu des objectifs dans ie 'il (2 .. 2), on se propose dé caractériser 1es 



V. ')lo 

mesures positives µ, p. à support contènu da.ns A, telles qu'il existe une consta-.t,e 

C(µ,) vérifiant pour toute fonction f eH 1 : 

J;r(zll dji.(z) ~ C(ji,) Uf 111, 

Carleson a. démontré da.na [2] t le théorème suivant s 

Soit µ.(z) une mesure positive à support contenu dans ô. 

e.) Supposons qu 9il existe une constante C(µ.) telle que, pour tout ensemble ~ de 

le. forme 

on e.it 8 

Alors il existe une constante absolue A1.t~lle que 

J IG(z)I P dµ.(z) '- ~c Il G IIP 
A . P 

pour toute fonction G e. ùP où p ~ 16 

b) Inversement si une inégalité 

L IG(z li p djL( z) ( C 1 (jL) Il G Il;· est v6rifi6e 

pour toute fonction G e HP, p ~ 1 t il existe une constante C(µ.) telle que pour 

tout ensemble Se on ait 

• Ce théorème sera démontré au chapitre J. On remarque qu 1il contient comme cas 



V.1Q, 

particulier l' iriégali té de Hilbert, obtenue en considéra.nt comme mesure µ, , la mesure 

de Lebesgue sur ;le segment [o 1] de aorte qu'on peut prendre C = 1, et en appliqua.nt 

le résultat a) ait cas p = 2o 
1 

2.4. Résolution du problème du paragraphe [2.2.~.] 

2.4.1~ On a vu au paragraphe 2.2.), qu'il suffisait, pour résoudre le problème 

posé au paragraphe 2.2.2, de résoudre la construction suivante a 

Les données étant celles dti paragraphe 2o2o1t construire un réseau de courbes simples 

réctifiables, entoura.nt les zéros de B(z). Soit r ce réseau, il doit ~tre tel que 

2a) fB(z)I ne soit pas trop petit sur r a IB(z)I' 4 M(i) où M ne dépend pas 

de B(z) 

JQ) r satisfait une condition métrique dont lâîorme a pu 3tre précisée par le 

théorème 2o 

2.4.2. Remarque. 

Pour réaliser les conditions 1 Il) et 29) il suff_irai t de prendre pour r P les 

lignes de niveau s IB(z)I = 2 par exemple. Mais la condition 3a) ne serait pas 

nécessairement réàlisée car on ne s~it m~me pas si les longueurs des arcs de ces lignes 

de niveau admettent une borne uniforme par rapport à B(z). 

Carleson a démontré dans [2], le théorème suivant qui résoud le problème. 



V.l1. 

2.4.J. Théorème 3. 

Il existe deux constantes absolues A2, K positives telles que les propriétés 

suivantes soient réalisées t 

Etant donnés 112) un nombre réel e., 0 < €, < ! 
4 

212) un produit de Blaschke fini avec zéros simples B(z) 

on définit a(€.)= tz G 6/IB(z)I ~ ê 30 On peut alors construire un nombre fini de 

parties ouvertes connexes.deux à deux disjointes, contenant les zéros de B(z), ces 

parties étant notées .o,
1
,o •• ..ôip, de telle façon que si on définit un réseau de 

courbe f ( & , B) par 

r ( ê, , B) = u ;,.n,. 
J 

' ou àI1. désigne la frontière de 
J j 

les propriétés suivantes& 

a) r est rectifiable 

c) Pour tout ensemble Se défini dans le théorème 2, le mesure 

"longueur d'arc" le lorig de r satisfait la condition 

.o. . , 
J 

r possède 

définie comme 

Une conséquence immédiate de c), d'après le théorème 2, est que, il existe une 

constante absolue A
3 

= A
1
A

2 
telle que pour toute fonction f éH

1 
i 

Ce théorème qui constitue la partie la plus difficile de la démonstration sera 

établi plus loin. 



2o2o4• Théorème 4. 

o Enoncf du théorèmeo 

Soit S un nombre réel tel que O < i < ¼• 

Soit B(z) un produit de Blaschke fini avec zéros simples b
1

, •• o~s~. 

Soient n
1

, ••• D49 les composantes simplement connexes de a(6) = {z e 6/IB(z)l<i} 

Pour chaque i = 1, 2p o•• q 9 supposons donnée une fonction Pi définie dans Di, 

holomorphe dans D1, telle que 

IF. (z)I ( 1 pour tout z e D .• 
1 1 

Alors il est possible de résoudre le problème d'interpolation 

f (bj) = P.(b.) 
0 l. J 

Jj =1, 2, ••• s 
lb, D. 

J 1 

par une fonction telle que 

où !
4 

ei A, sorii des constantes absolues positives. 

o Démonstrationo 

Il suffit de choisir e tel que é~ = S et de construire le réseau· r associé 

après le théorème). 

Les résultats du paragraphe 2.2.3 assurent qu'on peut réaliser l'interpolation 

;'&r une fonction f e B.
00 

telle que 
O· 

llt 11·~-2
1 

0 00 1( 

1 
0 -e. 



Il r 11 "' -
2
1 

.. ! oA
3 

e. -2 
o oo" ne, 

d'après la propriété c) du théorème lé 

Finalement Il f Il ' ÂA s-A, 
0 00 "t 

2o5o Théorème 5. 

Soient 
Cl) 

f 1, ••• fn' n fonctions de H 9 vérifiant la relation 

G) 

~ étant un nombre réel strictement positif. On suppose de plus que b ( }~ 

Alors l'idéal de Hoo engendré par les fonctions 00 est H ., 

Plus précisément~ si Il f ~ Il 
00 

-' 1 pour ~ = 1 t 2, o .. n9 il existe n fonc-

j p1f1 +ooo+ pnfn = 1 

) Il P Il ~ M(S , n) pour v = i , 2, •• o n l i oo 

la constante M ne dépendant que de n et de 

de . n et de S. 

étant une, 
S et M( S , . n) / fonction continue 

Ce théorème établit que fl est dense dans rrl,(Ha, ) o 

2o5o2o Démonstration du théorème 5. 

00 
Remarque t le théorème 5 donne une majoration des normes dans .H , des fonctions 



p~ réalisant la condition 

p
1
f
1 

+ooo+ f p = 1, ce qui n'est pas nécessaire pour affirmer que Il est 
n n . 

dense dans 7Tl,(H00 
) ., La démonstration établit sinml tà.nément les deux résultats, sa.ns 

qu '.il soit possible de les séparero 

La démonstration ~ fait par récurrence ~ n 

a) n = 1 o Il suffi i que M( S O 1) ~ i 
b) Hypothèse~ récurrenceo On suppose que le théorème est démontré pour to~te 

famille de (n--1) 00 fonctions de H satisfaisant une inégalité du type Q) o 

Les relations en cause étant invari0J1tes par transformation conforme, sont valables 

sur n'importe quel domaine simplement connexe. 

Soient f
1 

•oo fn, n fonctions dé H
00 

· satisfais0J1t la. condition © o 

b.1o On suppose que f {z) 
n 

est un produit de Blaschke fini B(z) 9 à zéros simples 

Soient D1 , o • o D 9 les composantes simplement connexes de 
q 

a(~) = { z I jB(z)I < i )." 
o Dans chaque Dj 1 f

1 
(z)I +, u+ 1 fn- 1 (z)l ~ 8 

2· 

Dans chaque Dj 9 on peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence i 

Pour chaque j = 1, 2t ou q, il existe .(n-1) fonctions Pj _/z) ! ~ = 1, 2, • • o q, 

définies dans Dj, holomorphes dans Dj et telles que 



avec 

n-1 
a L p . ~ ( z) f-, ( z) = 1 pour tout z E Dj 

=1 J 

eup jpj(z)l,M(~ 9 n-1) pour :J=1 9 29 •••p-1 .. 
e D ~ 2 

z . j 

v.15. 

• Pour chaque i = 19 2,u.i n-1 9 on applique les résultats du théorème 4,i 
' 

Pour chaque :; = 1, 2, ... '6n-1, il existe une fonction p\1 e. H00 
-telle que 

o p~{bi) = pjy(bi) si le zéro bi appartient à Dj 

• 0 p~ noo~M(t, D-1)AA)~ , 

o Définissons n-1 
1 - L p/z)f/z) 

{ ) -? =1 
pn z = B(z) 

p (z) E H00 puisque le numérateur s9e.nnule pour tous les zéros de B(z)ô 
n 

De plus 

. S 8 -Â5 J JI Pn,lioo ~ n A4 M(2 , n-1 )( 2) 

l P1 f 1 +, • .+ Pln = 1, 

b.2. Cas général • 

• Eta.nt donné un nombre réel p < i t on remplace chaque fonction f ~, V = 1; 2, 

••• n par les fonciions 

p 
g/z) = f'i'{pz). 

Les gp{z)· V= 19 29o•on 9 vérifient encore l'inégalité © o Si on montre le 
i 

théorème pour une suite de p tendant vers 1, on aura bien montré le théorème général, 



par la méthode d1extraciion de sous suites convergentes, de suites normales de Hui-. 

o On choisit p de telle façon que gp(z). n'ait pas de zéro sur le cercle 
n 

izi = 1. On omet dans la suite IVindice pa 

On choisit G (z) BJ1alytique et différente de zéro dans A par la résolution 
n 

du problème de Dirichlet a 

Puisque Il ~ Il 
00 

t t , !G (z)I ~ 1 pour tout z e A, de-sorte que-les fonctions 
n 

110 Il ~~­
n oo Ô 

o Soit K le sous ensemble du cercle lzl = 1 défini par 

" G g est une fonction analytique de.ns à, continurt.da.ns le disque fermé àe nn 

Elle vaut 1 sur . { z 1 1 zl :::: 1).:.. l< , elle est inférieure à 1 sur K • 

On peut montrer alors [voir§ 2o5.3], que Gngn est limite uniforme sur le 

complémentaire de tout voisinage de K dans li, d'une suite de produits de Blaschke 

finis avec zéros aimpleso 

On peut choisir une suite de produits de Blaschke \,' réalisant cette approxime.-

tion 9 de telle façon que 

lim [inf (lg 1(z)f+ ••• +!gn_1(z)l+ll\c(z)!) ~ i 0 

k ➔ oo !zl<1 
On peut donc appliquer les résultats de b-1 à chaque \ et construire pour chaque k 



les fonctions f-1k (z), v = 1, 2 9 • u n de sorte que a 

l
,r p1kg1 + ... + p~k\ :: 1 

lim s~p Il p~k Il 
00 

k -,. oo 

Par extraction pour chaque -/ = 1, 2,. •• n de sous-suites converge:i;t'tes_. on obtiendra. 

n fonctions p
1 

ooo pn telles que 

Si on tient compte de !•inégalité 

on obtient le résultat annoncé i il suffit de prendre 

2.5.3. Un résultat d 1approximation par des produits de Blaschke finis 

o Défini tiono On appelle fonction 11inner 19 t toute fonction analytique dans Il 

telle qùe o 'I g(z)i ~ 1 pour tout z € /). 

• i g(z)I = 1 presque partout sur le cercle I z 1 = 1 • 

o Théorème. Toute fonction 11inner 11 est une limite uniforme dans â, d 1une suite 

de produits de Blaschke 9 finis ou nono 

Pour la démonstration de ce théorème, voir [5] page 175. 

• Proposition 1. 

Soit f une fonction de H
00 

qui soit continue sur le disque fermé 



6 = { z/1 z 1 = 1· o On suppose que lf(z)I ~ 1 pour tout z € ô et que f(z} 11111 

pas de dro dans A o 

Soit K l'ensemble défini par K= \z/lzl = 1, jf(z)I < 1)• Alors f est 

limite uniforme, en dehors de tout voisinage de K dans ô, d 1une suite de fonctions 

"innerlî o 

Démonstration i 

Pu~sque :Pour tout z eii lf(z)I > 0 7 on peut trouver Wie foncti-on- h(z) 9 

définie et continue dans Et analytique dans li, -telle que 8 

h(z) = u(z) + iv(z) où u et v sont deux fonctions à valeurs réelles~ définies et 

continues dans 6.., harmoniques dans /J. J puisque I f(z)I ~ 1, la fonction u est 

positive ou nulle, elle peut s'écrire comme intégrale de Poisson, pour z ~ ~ sous 

la forme 

'9 1 J2
Jt u{re

1
) = 

2
~ 

0 

Pr(9 - t)g(t)dt 

où P (e - t) désigne le noyau de Poisson 9 g(t) une fonction continue positive ou 
r 

nulle sur le cercle jzl = 1a 

Supposons que f(O) > Oa Si ce n 1 est pas le cas, la. fonction Àf où À sera. 

convenablement choisi 9 de module 1~ répondra à la question. 

Alors v(O) = O, ou · b.ien on pourra se ramener à ce cas en changeant de déter-

mination de log f ett pour tout z E b. on peut écrire 



1 
h(z) == 2 K 

21t i8 

j e + z ) 
•ie g(9 d8 ., 

o e - z 

V. 19. 

Soit K1 le complémentaire de K sur le cercle jzl = 1, En tout point de K' 

g(8) == o. 

Considérons la mesure µ.. définie sur le cercle · ! z! == 1 par la densité 

1 d~(e) = g(0)de.2K. Cette mesure est positive ou nulle et a son support dans K 

adhérence de K dans le cercleo On sait qu'une telle mesure est limite faible dhme 

suite de mesures µ.n, qu'on peut supposer positives ou nulles, ayant pour suppo~t 

un nombre fini de pointst le support de chaque µ. étant contenu dans K. Ainsi,, 
. n 

i8 
pour chaque z fixé dans /J, la sui te h (z) 

n 
e + z ) 

·g d-fL (8 9 
1. - z n 

.e...r 
c_onverge quand 

n tend vers l'infini vers 

h(z) = L 
K 

i8 + 
\ g z dµ.( 8) o 

e - z 

La convergence est uniforme par rapport à z en dehors de tout voisinage de K 

dans ô, puisque, en _dehors d'Ùn tel voisinage, il existe un nombre réel ~ > 0 tel 

o Chaque mesure Jin ayant pour support un nombre fini de points contenus dans K9 

pour tout point 8
0 

distinct du support de J-l,n, 

i8 

h (z) 
Il 

tend vers zéro quand z 

0 
9 tend vers e z e A~ 

En particulier, h (z) = 0 presque partout sur le cercle lzl = 1~ 
Il 

-h (z) 

" Chaque µ, n 
étant de plus positive ou nullet chaque fonction e 

une fonction 11i;tl1ler11• 

n 
est 
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-h (z) 
• Les font;tions 

n 
e convergent vers -h(z) 

e = f(z) uniformément en de~grs 

de tout voisinage de K da.ns A, puisqu 9il en est ainsi des fonctions h {z) 
n 

que ces fonctions ont une partie réelle positive ou nulle • 

., Proposition 2. 

Sous les m~mes hypothèses que celles de la proposition 1, f est limite uniforme, 

en dehors de tout voisinage de K.9 d 9une suite de produits de Blaschke finis avec 

zéros simples. 

Démonstration • 

.. Le théorème 6 affirme que toute fonction "inner" est limite uniforme sur ô 

d'une suite de produits de Blascbkee 

~ Etant donné un produit de Blaschke infini B(z)9 si Z désigne les points du 

cercle izl = t, qui sont points d 1accumulation d.e ses zéros, alors B(z) est limite 

uniforme, de la suite des produits de Blaschke finis qui le composent, sur le complémen-

taire de tout voisinage de z. 
-h (z) 

n 
o Or chaque fonction e de la démonstration précédente vaut 1 sur K9 • 

Etant donné un voisinage V de K dans 6 et son complémentaire V' dans A9 on 

-h (z)' 
peut choisir les produits de Blaschke dont e 

n est limite uniforme dans V1
, 

de telle façon que, pour chaque produit de Blaschke, 1 9ensemble Z associé soit 

contenu dans Vo 

-h (z) 
• .Ainsi e n sera limite uniforme 9 sur le complémentaire de tout voisinage 

de K dans Il 9 d I une sui te de produits· de Blaschke, finis. 



• On sè ramène facilement au cas de produits de Blaschke finis àvec zéros simples, 

en remplaça.nt ~ventuellement un zéro nruHiple d'ordre 

sur un cercle de centre b, de rayon convenable. 
p 

jo- Démonstration dù théorème 2 

· La démonstration de ce théorème est.considérablemenÎ simplif1éé grice ~ une 

remarque de M. Stein. 

3.1. 'l'h~orème préliminaire 

3.1.1. Notations. Rappeis de qùelgues résuitats 

, Soit f une fonction de Lp(IR) 

• On d6signe par u(~,y) l'intégraie de Poisson de ia fonction. f• c'est à. dire 
'·. 

lë. fonction définie dans ie demi-plan supérieur IR!; {(x,y_) j x € IR, y e {R+ J, par 

lé. relation 

ù(x,y) = !J+oo 
2 

y .·. 
2 

f(t)dt 
1t -oo y + (x-t) 

• On désigne par M(f)• la fonction maximale de f au sens de Hardy et Littlewood 

définie dans IR par là relation 

1 J+h M(f) (x) = sup 
2
h 

h> o -h 
lf(t)I dt • 

4 

• On pose f(x) = sup lu(x-t, y)I pour tout x réel. 
lil < y 
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• On rappelle qu'il existe une constante absolue A telle que; pour tout x ~ ~ 

" (1) :f(x) ~ A M(t)(x) • 

• En particulier; si p est un entier; p} 1; le théor~me de Hardy ei Littlewood 

donne 

(1 ') J ;(x)Pdx ~ ÀP J (M(f)(x))Pdx f. A• (p) J ir(x)I P dx 
IR IR 1R 

où A'(p) désigne une constante ne dépendant que de P• 

j Soit f une fonctioh mesùrable définie sur un espace de mesure (D,, µ.). 

Pour tout X e ~+ soit 

ei m(À) i 1applicaiion de IR+ dans iR+ définie par 

Pour totiÎ entier p ~ i on a la reiation 

(2) In.lf(W)Jpd~(ro) = p r Ap-i m(}.)dA, 

• On appelle T1, un triangle rectangle isoc~le contenu dans 1Rf dont l'hypothé-

nuse est Un lntervalle l de IR~ (voir figure) 

2 
Soit lL une mesure non négativè définie sur IR+ telle que pour tout triangle T1 



on ait la relation · 

où m d~signe ia mesure de Lebesgue sur IR. 

J.1.jë Enoncé du théorème. 

Soit ~ une mesuré non négative portée par IR:; vérifiant ia relation (3) pour 

tout triangle red:,angle isocèle T
1 

contenu dans IR! dont 1 'hypothénuse est por-t,ée 

par i I a.xê :réei. 

Pout tout eniier Pt tel que p > 1• il existe une constante A'(p), ne 

dépendant que de p, telle que pour toute fonction f cie · il(IR) ort ait la relation 

(4) 

J.1.4. Démonstration 

• Cette partie est due à M. Stein i 

• Soit f l'application de ni! dans 11ensembie des intervalles de I& définie par 

(x,y) ~ [ x-y t x.f.y] 

• EX= { (x,y) ~ ia!/lu(x9y)I > X J 

E À = { x e IR/ f ( x) > À j . 

Or i I ensemble Ë). de IR peut s • ~crire 

l'intervalle est contenu dans 
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N 

1es Ij étant ies composantes connexes de E~, c'est à dire ûne réunion dénombr~qie 

d'intervalles disjoints 

E c q> -
1 [U ( Ü I)] = LJ TI 

À j I c Ij j · j 

est ie triangle rectangle isoc~le de R+2 
dihypothénuse l 

j 

D'après (3) ~(TI)~ c m(I:) 
; J 
J . 

it(E~) ~ c L m(Ij) == c m(E:X), 

D'après (2) Jlu(x;Y)!PdjL ~ c Ji(x) lpdx 

et d'~près (1')• si p) 1* 

(4) 

Ceci démontre le théorème suivant i 

j.1,5. Théorème réciproque 

Soit ~ une mesure non négative porté~ par IR!. On suppose quiii existe un 

entier p, p ~ 19 tel que, pour toute fonction f ~ Lp(IR.) oh aii ia relation~ 

(4) j 2 lu(x,y)lpdµ(x,y) ~ A(µ) j lf(x)jj)dx 
R · IR 
+ 

pour une certaine constante A(~), 

Alors la mesure µ. satisfait une condition du type (J) pour une constante c(µ, 9 p) 

convenable. 

Démonstration. Soit T
1 

un triangle rectangle isocèle dont l'hypothènuse I 

a pour longueur 2 e. 



Soii f la-fonction caractéristique de l'intervalle de même centre que I, de 

longueur double. 

~ tin point 
2 

(x,y) de IR+' tel que x e I et y > O 

) 1 J:+e y . · 2 . è 
u(x,y ~ R 2 . . 2 dt= ië Arc tg(-)o 

x-e y + (x-t.) y 

En tout point (x,y) de T
1 

û(x,y) )> 1 
or f € Lp(IR) pour tout. p ~ 1~ de sorié que 1 d'après (4) 

li2 lu(x,y)IP<41,, A(1tl.4t 

+ 

1.é! 1u(x,y)I pdjl, :i, (;)P it,(TI) 

+ 

Ci est bien le résultat annone& avec c(µ.,P),= 2~ 1A(µ,)s 

On .!!:. ainsi obtenu ~ caractérisation des mesures positives li- satisfaisant 

~ relation du~ (4)o 

J.1060 Cas du disque 

Les démonst.rations faites se transportent mot pour moi dans le cas du-disque â 

tous les éléments intervenant dans (3o1.1) sont en effet définis dans ce cas il 

suffit de définir, pour 8 e. [o , 2lt] et. f e LP[o t 21t] 

f(8) = sup . lu(e-t· i r )1 
lt 1 < 1((1-r) 

où u(G t r) est. i•intégrale de Poisson dé f; définie sur le disque â par 



1 [,c 1 2 
u(8, r) =Ït -r 

2
f(t)dt. 

-" 1 - 2rcos(9 - t) + r -

Les triangles T1 sont remplac~s par des ensembles i 

0 ~ 1-r f 

' ou 
La condition (j) est remplacée par la condition 

On peut alors énoncer le théorème parallèle 

e e 
0 

. 
. 18 - g 1 

~ ~. o l 
. rt J 

[o, 2 n:] . et . 0 '- e ~ 1 

V.,26. 

Soit · µ, une mesure non négative portée par le disque a t satisfaisant à 1~ 

relation (J') pour tout ensemble Tee 

Pour tout· entier p, tel que · p > 1, il existe une constante A"(p), ne dépen11-

dant que de p, telle que 9 pour touie fonct1on f E Lp (cercle)t on ait la relation 
;, 

Théorème réciproque 

Soit 
le,disque 

µ, une mesure ·non négative porté'è par ,On suppose qu I il existe un 

entier p, p ~ 1t tel que; pour toute fonction f E Lp (cercle); on ait la relation 

( 4' l Llu(r,8) lpd1.(r,e) , À"' (11) 
2

~ 1:~ 1 f(8) IP d8, 

Âlors µ satisfait une condition (l') pour une constante c(µ,) convenable. 

Démonstration du théorème réciproque 

Etant donné un "triangie 11 Te,(~\), si ,à désigne le point du disque, de coordon-

nées polaires (1-e,e), 
0 

la fonction 



g(z) = [1 -
(1 

v. a1. 

~st une fonction analytique dans le disque, qui représente l'intégrale de Poisson de 

la fonction 

• f'(e) e Lp et lr(g)jP n'est autre que le noyau de Poisson au point (l-t,8
0

) 

(4') 

avec c(µ) = 4 .M"(µ.). 

Remarque .. - Il suffit que la relation (3') soH v6rifiée pour les "triangles'' 

T
9

(0
0

) ayant pour bases des intervalles dyadiques de (0, 2i), car chaque intervalle 

Ij de la partie (3.,1.3) de la démonstration peut ~tre inclus dans un intervalle dyadique 

de longueur au plus quatre fois plus grande. 

On obtient alors le résultat, en remplaça.nt la constante c par 4c. 

j.2. Démonstration du théorème 2 

Le théorème se déduit immédiatement du théorème précédent, dans le· èas du disque. 

Il suffit, pour la partie a) du théorème 2, de remarquer que 

10) la condition sur la mesure µ, du théor~me 2 est équivalente à une condition 

(3 1) comme le montrent les relationso 
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2Q) il suffit de démontrer le théorème 2 pour des fonctions G ne s'annulant pas 

dans ~; car en divisant parie produii de Blaschke àssocié, on augmente le premier 

nombre, de l'inégalité à démontrer, sans changer ie secondo 

JI!) il suffit d'étudier le cas p = 2 auquel on peut se ramener en considér'ant la 

fonctir_,a 

qui appartient à H
2 si G(z) appa~tient 

à HP et ne s I annule pas dans 6. 

4e) il suffit de· montrer la relation (4') pour une fonction r positive· ou--nu.lle, 

2 
f appartenant à L du cercle. 

La démonstration de la part_ie b) du théorème 2 se fait de la m~me manière que celle 

du théorème réciproque dans 3o1.6. 



4o Démonstration du théor~me l 

4o1. Constructions préliminaires 

~ Etant donnés 

11) un produit de Blaschke finit avec zéros simples B(z) 

212) un nombre réel E, te1 que O < e. < { 

JI!) une constante absolue K astreinte provisoirement à vérifier la seule condition 

que 2 e. < e~ ~ t pour tout 

411) un entier naturel N, 

, On effectue les constructions suivantes 
4.1.10 On construit les ensembles 

a(e,) = lz e A/IB(z)I ~ E, j 
f3 =lz~.1/IB(z.)I> é-16 

4o 1 o2o Découpage de A 

On découpe A en "carrés" élémentaires r ~n 2 

{ / 
1 1 ~-2Jt ('7+1)2Jt 

r ~n = z el) 2n+1 ,$ 1 - 1 z 1 ~ 2n , 2n+1 ~ arg z ~ 2n+1 

où {n = O, 1, 

= 0 1 1, 

••• 

0 ' 0 



4.i.Jo Découpage de r 
n 

.!N 
Chaque r est à son tour füfooup~ en 2 "ca.rr,s 11 en divisa.nt en 

in 

valles égaux 11 intervalle de variation de f z I ainsi. que l'intervalle de va.ria+.ion 

d~ arg z 9 quand z appartient à r~n• 

Les carrés obtenus sont notés r~n (i) 

4.1.4. On construit l'ensemble 

CX = Ur~n(i) la réunion étant étendue à tous les rvn(i) tels que 

4o1.5. Choix de l'entier N 

• Ce choix est déterminé de façon à réaliser la condition· 

a(ë,) Ca c. a(2e). Ainsi a.(\ (3 = {6. 

L'inclusion a(ë)c Ot est réalisée quel que soit N • 

• L'oscillation de fB(z)I sur un ensemble rvn(i) peut ~tre rendue inférieure 

à ê, • On peut montrer en effet 11 inégalité I B' ( z )1 .( -
1

-
1
-

1 
pour tout z e A , 

-tz 

par des maJorations s~mples effectuées sur l'expression intégrale de Cauchy rl'(z) = 

1 J A( Ç)d ~ en choisissant pour f . par exemple un cercle de centre z et de 
2irt "' (~-z}2' 

r 
rayon 1 - jzlo 

Or deux points z
1 

et z
2 

éléments d'un m~me ensemble r~n(i) sont tels que 



La condition <$ c a(2é) sera donc réalisée dès que 

)~ - < e,. 
2N 

Vo 31 o 

• Remarque. Cetie condition ne dépend pas du produit de Blaschke B(z), choisip 

i mais seulement de ê• 

On choisira N le plus petit possible satisfaisant cette inégalitéo Dans la suite 

on aura donc simultanément les inégalités 

4.20 Construction d'un premier réseau de courbes dans 11 

Ce réseau fera intervenir les données B(z)p ~t Kj N est choisi comme ~pdiqué 

ci-dessus. 

Ce réseau~ noté t P [~, B, KJ. Il est constitué par des lignes de subdivision 

du réseau des r
1
n(i) ·p comprendra les. Jléments suivantd î [voir figure] 

1e) Le cercle Ïzl == 1 

211) Dans r
10

, r
20

, fouies les frontières des "carrés" rv/i) 

JV) Pour le reste, chaque quadrant sera iraité de la m~me manière. Nous indiquons 

la construction pour le premier quad.rantJ Elle comprend deux étapes notées I et II. 

, Etape I 

Premier ca.s I Il existe un indice i . tel que r 01 (:i.) () ~ I= ~. 

1, Les arcs { z/lzl=·h O '- arg z , f J 
{ z/½ , 1 zj ~ i; arg z = 0 J 



n=4 

n=3 

n=2 

n=l 

)1 

32 

15 
16 

7 
8 

) 

4 
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1 

Construction de P, étape I, dans le cas où r 01, rencontre 

cas où N = 2 



• { z/½ ~ 1 z 1 ~ 1 , arg z = ~} appartiennent à P 

.. Pour tout r
01 

(i) tel que r
01 

(i) c cr, s:i. on pose 

r 01(i) = r 1 ={z/c 1~1zl~d
1

-1 u1 ,< e.rg z ,$.v
1

) on construit le rectangle 

h(r 1) ={z/lzl~c 1; u1_f e.rg z ~v 1j• 

- La frontière de h(r 1) ainsi que les frontières de tous les rifi(i) contenus 

dans h(r
1

) ielsque n ~ N+1~ appartiennent à ·p. 

o Pour tout r
02

(i) . ou r
1
/i) . noté symboliquement 

r2 ={z/c 2 ~izl~d 2 j · u
2 

,< ~g z "v
2
}t tel que r

2
c ·oq et r

2 
niappe.rtieni:, à 

aucun des rectangles h(r
1

) 9 on construit le rectangle 

- La fronti~re de h(r
2

) ainsi que les frontières de tous les r~
0

(i) contenus 

dans h(r
2

) tels que ·ri.~N+2 appartiennent à. P 

o Ainsi de suite~ pour tout 

noté r = {z/c ~ p,q ~ dm j ù / arg z l v l tel que r appartient à Ol et r 
m m m mj m m 

. 
n'appartient à aucun des rectangles h(rj) ou j < m9 on construit le rectangle 

u ,$. e.rg z -' v l • m mJ 

- La frontière de h(r ) t toutes les fr.ontières des r (i) contenues dans 
m. ~Il 

h(r) tels que n 4N 4 m appartiennent~ P. 
m 



B(z) n 1ayq.pt qu 1un nombre fini de zéros, on ne trouvera plus d'ensembles fv~(i) 

appartenant à ~ et n'appartenant à aucun dea h(rj) j < k au bout d'un nomb~!;fini 

d1opérations. De sorte que le processus s 1arr~teô 

c Deuxième cas r01 n ~ = ~o 

On traite alors ·séparément chaque ensemble de là même manièreo 

Considérons par exemple r
02 

2 

- Si r
02 

n. ~I ~ on applique dans r 02 les m3mes règles de construction QUe 

dans le premier cas 

- Si r
02 

n ~ = ~, il n 1y aura pas d'élément de P dans r 02ô On traite ~lors 

séparément chaque ensemble r
03

t de la m~me rnanièreô 

Pour n suffisarnmen-h grand~ tous ies rv ~ sont contenus dans 13 * après 'ln 

nombre fini d1op~ratiôns, on obtient donc'nJcessairement des ensembles r rencontrant vn 

• Etape II 

Dans l'étape I décrite ci-dessus, nous avons obtenu un nombre fini d'ensembles 

disjoints h(rk). Nous avons inclus dans P toutes les lignes frontières de r~n(i) 

intérieurs à h(rk) sauf ceux qui sont situés dans des ensembles du ·type s contenus 

2 rct 2 1t( t+1 ) } 
~ arg z ~ ----

2n 2n 

où nécessairement n )N+1 & 



Des ensembles s distincts interceptent sur le cercle lzl = 1 des arcs q1tnté~ 

rieurs disjoints. 

Ces ensembles s sont appelés ensembles de la.premi~re génération. 

Dans chaque s, on applique les règles de construction de la première étape,~ 

chaque ensemble r 2t+1,n pour obtenir de nouveaux éléments de P. 

On obtient alors des ensembles s de la seconde génération. La constructinn ~P. 

poursuit jusqu'à ce que les ensembles s obtenus ne contiennent plus d'élément$ de a, 

ce qui arrive nécessairement au bout d'un nombre fini d 1opérationso 

Nota 

On a obtenu ainsi un premier :réseau de courbeso P [E.1 B, K} Ce n I est pa.s ~e 

réseau dl.fini tif car il ne possède pas nécessai:remen-t les propriétés a) b) c) du 

théorème J. 

Toutefois,~ réseau est rehtifiablea Le réseau définitif s'obtiendra comme une 

partie de P satisfaisant les conditions a) b) du théorème. 

On verra ensuite que P possède la propriété c) pour un choix convenable de 

la constante K. Il en sera de m~me• a fortiori, pour le réseau extrait, de sorte 

que le t,h,forème sera démontréo 



4.J. Constrùction du réseau r(B, ~, K) 

4.3.1. Lê réseau P sépare les ensembles oc et (3 

On entend par là que toute courbe continue joignant un point de ex ' .. a un !Wl.Il\ 

de ~, rencontre nécessairement Po 

" Les ensembles s sont bien :isolés pa.r P du reste de ô. • 

• Etant donné que la construction à l'intérieur d'un ensemble s est la même que 

la première construction, étape 19 il suffit de montrer la propriétéâë sépara~1on 

pour deux points de ex. et ~ qui ne sont situés dans aucun ensemble du type ~ 

• Si rencontre ~1 on a bien isolé de l'ensemble des points z 

lP, ls que g '-arg z ~ 2 1C et entouré le sous ensemble de Cl'. contenu dans 

0 , arg z ~ ~ (mais dans aucun ensemble s); par des lignes de P. 

* On modifie P de la façon suivante i P est obtenu à partir de P, en 

supprimant toutes les lignes qui sont intérieures h. OC ou à ~ 0 

* 
c P sépare également or. _tl ~ ~ 

En effet, Sl r désigne une courbe continue admettant la représentation 

{

z

0 

= z(t) 

~ t, '1 
' ou z(O) E ôt 

z(1) € (3 

et si on suppose que · 0 ne rencontre pas 

sentation 

* Pt alors la courbe 01 admettant le repré-



j z = z(-q. 

l t. o ,< t , t1 

où \=ma.x{t/z(t)ea} 

t 1 = min { i/z(i) e 13 J 
reiie alors a et a sans rencontrer--Po 

4.3~ 1 o Le réseau I' . 

Soit p un point de CX., Considérons 1 1 ensemble de tous les poihts . z de â 

qui peuvent ~tre joints ·à p par une courbe continue ne rencontrant pas * P. La 

réunion de ces points est un ensemble ouvert connexe de A noté .O,(p). Jl.(p) 

contient p ainsi que i 1 intérieur de 1 1ensemble r (i) auquel p appartient. n .. 

Si q € .O. (p) t alors Jl,(p) = J1(q) 

et si .a(p) n .a (q) = ~ .. 

"1(p) est de plus contenu dans le complémentaire de ~o Il existe donc un 

nombre fini de telles régions disjointes 

Les .0,. contiennent les zéros de B(z). 
J 

On définit r = U a Jl j 
j 

0 D,. désignant la. frontière de J1. o 

J J 

Par consiruction * r C P de sorte que les propriétés a), b) du théorème 3 sont 

réaliséeso 



4.4. Le réseau 
absolue 

P[B, €, K] possède la propriété c) <lu théorème 3, pour ~ constante 
K bien choisie 

4.4o1o Remarque. D1 après la démonstration du théorème 2, il suffit de montrer 

que la propriété c) du théorème 3 est réalisée poµr tout sous-ensemble c;- de 6 

de la forme 

CJ" v n = { z e l! /1 -
2
~ ❖ 1 z 1 ; 

On considère désormais un ensemble de ce type. On appelle la longueur 

de l'arc intercepté sur le cercle jzl = 1 par cet ensembleo 

4o4o2o Etudes des lignes de P intérieures à (j construites d'après les règles 
indiquées dans 4o2o 1Q), 22) et JQ) étape I 

o Pour JQ) étape I, les ensembles h(r) donnant naissance dans cette ét,ape à des 

éléments de P ont lour base 

} soit dans (f" 

lsoit à l'extérieur de (]', 

ensemble h(r) au pluso 

cette circonstance pouvant se produire poµr 
N-1 

2 

• Les ensembles h(r) interceptent sur le cercle I zj = 1 des arcs d'intérieurs 

disjoints 1 

L longueurs d I arcs de h(r) Î; :,/ ~ e o 

r 

• Les longueurs des côtés des h(r) intervenant dans P () <J" sont majorées par 

)'longueur d'arc de h(r) pour les ensembles 

le pour ceux qui ont -leur base hors de a- O 

h(r) ayant leur base dans (J" 



• Les éléments de P construits à i'intérieur de h(r) () tS" sont majorés nar 

2N2N longueur d 1arc de [h(r)()a- ]o 

Finalement, les éiéments de P no- construits dans cette étape ont une loB€'1~ur 

totale majorée par 

e 2N N-1 e 
o2 + 2 + 4e. 

• Si on tient compte également des constructions effectuées dans 1Q) et 2a), 

et du choix de N fait au paragraphe 4.1.40, on a montré que la somme des longueurs 

des lignes de P construitès à l'intérieur de rr dans les étapes indiquées est 

majorée par 

où A désigne une constante absolue. 

4.4oJ. Etude d1un ensemble contenant des éléments de P construits lors ---,---

d'une génération d'ordre supérieur i étape II 

Il suffit de considérer un ensemble (l'~n à l'intérieur duquel on effectue l'étape 

ie 
Il existe donc un point z

0 
::::: Vp é 

O 
appartenant~ p tel que 

h __ 1 ~VP ~1-__!_ 
J 

2
n 

2
n+1 

1 e 
O 

appartenant à 19 arc intercepté par cr~ no 

• Les ensembles rpk(i) qui sont les bases des ensembles h(r) construits à cette 

étape rencontrent tous la couronne définie par les points z de 6 tels que lz 1 > po 

En effet tout ensemble de ce type possède des points z tels que 

or 

de sorte que 

1 zl > p puisque n ~ N+1 ,. 



• Soieni e
1

; • •• pt les longueurs des arcs interceptés ·sur le cercle I zl = 1, 

par ces ensembles rpk(i) not~s r 1 , ••• rt qui sont les bases des ensembles h(r). 

Ces nombres e
1

, •• o et déterminent la grandeur des· ensembles s de la génération 

suivante à l'intérieur de cr & 

d Posons 

, z
0 

n'appartient pas à E
1 

puisque 

appartient ~ ~ o 

est contenu dans C! et que z 
0 

• On peut choisir une constante absolue positive À de telle façon que le 

secteur l e - 8
0

1 < À l lt>g p I contienne tout 1 1 ensemble 0- o En effet, les p~ints z 

appartenant h cr ont un argument. 0 tel que 

Or 1 
1 t pt 1 ·_ -1

- de sorte que 
2
n 

2
n+1 

1 
log p < log(1 - -) 

2
n+1 

Ii suffit donc de choisir l = 8 J{ o 

1 
et l log p 1 > -• 

2
n+1 

o On peut donc appliquer les résultats établis au paragraphe 4o5.5. Avec les 

m~mes notations que dans ce paragraphe, 

et on a i 1 inégalité 

où ~1 désigne la mesure harmonique de E1 par rapport à la couronne 1 > lzl > p • 



L•inégalité 
1 

2n 
entraine 

. 1 
1 log p 1 < n-1 • 

2 

v. 41. 

On a donc obtenu l'inégalit~ 

i8 
e

1 
+ •.. + et ~ A' o 

2
~ Jl,

1 
~ e 

0
) où A' désigne une constante absolue. 

o Considérons les mesures harmoniques suivantes 

µ1 mesure harmonique de E
1 

par rapport à â 

µ,1 mesure harmonique de O: par rapport à il 

µ;" mesure harmonique de a( 2 ) par rapport à h. o 

Ces mesures; ainsi que ~
1 

sont toutes définies!!:!:! point z gui appartient à 
0 

p • En vertu du principe du maximum 

Or 

~
1

(z
O

) ~ 11 1 (z ) , µ,"(z )( 11.111 (z ) • 
r1 o 1 o " r-1 o 

11, LoglB( z )1 

V--1 (zo) - Log /i 
• Finalement on a trouvé. 

K log E, < 2K 
< Log 2 e. 

1 
pour O < e, < -; • 

On choisit maintenant K constante absolue de façon à ce que .AK < ½, ce qui est 

-::ompatible avec les autres conditions à vérifier. par K. 

Dans ces condit1ons 

4.4.4. l? possède• pour~ choix de K9 la propriété c du théorème J. 

La tlémonstraiion se fait par récurrence sur le nombre de générP.tions construites 
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~ i I intérieur de ~ • 

• hyPothèse de récurrence i Pour un ensemble (J" contenant a.u plus m-1 généra-

tions d'ensembles s 

JL (O') ( 2 C e 

où µ. est la mesure définie comme longueur d 9arc le long du réseau P J c ayant été 

définie au paragraphe 4o4o2o 

o Considérons un ensemble (1 contenant au plus m générations d'ensembles s. 

On effectue une première construction-d'après les règles de l'étape Io Le ~aragra-

phe 4.4.2. a montré que la longueur totale des éléments de P intérieurs à o-

construits à cette étape est major~e par ·ce 0 

Dans chaque nouvel ensemble s
1

, •• o st, .on peut appliquer l'hypothèse de 

récurrence 2 

µ. ( S , ) ( 2 C e. pour i = 1 t 2 t • • • t, 
l l 

t 
µ,(cr) ~ Ce + ,2 C ~ ei o 

i=1 t 
Le paragraphe 4o4olo a montré que ~ e. < ~ on a donc bien 

i=1 
1 2 

µ.(O") ( 2 C e t1 



4.5. Mesures harmoniques 

4o5.1o Définition 

o Etant donné un ouvert born6 ll, de R
2

, dè frontière * .o, suffisamment 

régulière [cf [4]], pour toute fonction f élément de f;(n*) [ensemble des, 

fonctions définies sur n* 9 finies continùesJ, il existe une fonction Hf(x) unique P 

définie dans .0, telle que 

12) Hf(x) est harmonique 9 bornée dans ,{1 

* . 
Pour tout point y EJ1 i{Hf(x) --+f(y) 

X ~y 
x e J1 

Hf(x) résoud le problème de Dirichleto 

o Pou:r x
0 

fixé dans .0,9 Hf(x
0

) définit une fonctionnelle linéaire positive 

sur Il lui correspond donc une mesure positive définie su:r 

Hf(x) = J f(y)d~ (y)a 
0 * X .n 0 

,. .A. toute partie m~surable A de Ô on Af'!Aocie lA-fonction de x v 
0 

par 

µ, (A) qui est harmonique dans iO, et qui tend vers la fonction caractéristique de 
X 

0 

µ, (A) 
X 

0 

à la :frontièreo 

s'appelle la mesure harmonique de Â par rapport,! D, ~ point 

o Si l1 n I est pas borné, il se pP.ut que 9 pour certaines parties A de 

on puisse construire une fonction harmonique positive bornée dans .0,, tPnnA.n+. 

vers la fonction caractéristique de À à_la fron:tière a on appelle une telle 

X o 
0 



V. 44. 

fonction, nécessairement unique, la mesure harmonique de A par rapport à i!1. 

$ Etant donné un ouvert B de IR
2 

et un fermé Â tel que A C B, .2!!. app1B-e · 

mesure harmonique de A par rapport à B, où par rapport à B - A, la mesure harmo-

nique définie précédemment en prenant 

et en choisissant connne partie de n* * la frontière A de A, c'est à dire 

Il s'agit donc de la fonction harmonique dans .0, positive ou nulle, borné~ par 

* 19 valant 1 sur Â e-t O sur * B o 

4.5.2. Une inégalité pour les mesures harmoniques par l'apport à.!!!!. demi-plw1 

a) Définitions. Notations • 

• H désigne le demi-plan ouvert { Ç / ~ = ~ + i,, 1 > 0) 
• E est un sous-ensembie fermé de H 

* o E désigne la projection circulaire, de centre O, de 11ensemble E sur 

la demi-droite { "l = 09 ; ) 0 J t 

E* = l ~ = 5 + i 1ht = 0 ~ = 1 ; i Î pour un ~, e E J 

H 



b) Lemme 

Soit µ, ( ~ ) , la mesure harmonique tle E par rapport à H - E 

* la mesure harmonique de E par rapport à H. 

Alors pour ~ e H - E9 

Ce lemme est démontré par Tb Hall dans [3]a 

On va étendre ce lemme au cas où H n 1est plus un demi-plan, mais une couronne 

R = { z/0 < p < 1 z 1 < 1J et en déduire quelques conséquences métriques .. 

a). Notations 

• R = { z/ 0 .< p < I z I < 1 J 
., E

1 
est un sous ensemble fermé de R 

* o E
1 

désigne la projection radiale de centre l'origine, de l'ensemble E
1 

sur 

le cercle 1 z 1 = 1 E; == { z/ 1 z 1 = 1 
i8 

et 
H) 

€. El certain r} t z = e re pour un 

0 µ,1 désigne la mesure harmonique de El par rapport à R - E
1 

* * 0 µ,1 désigne la mesure harmonique de El par rapport à. R. 

b) Considérons l'application conforme définie sur la surface de Riemann couverture 

universelle de R par 

log z) 
0 f(z) = ~ = g + :i.1 = exp(i rt log p 
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• Elle applique bijectivement R sur HI elle applique notamment le cerc+e 

1 z 1 = 1 sur le demi axe réel positif, et le cercle I z 1 =_ p sur le derni-n.xe r6el 

négatif • 

* E • 

• Elle transforme les projections radiales en projections circulaires. 

* • Ainsi par cette transformation E
1 

s'applique sur E et E
1 

s'applique sur 

• Les fonctions harmoniques étant stables par transformation conforme, on peut 

traduire le lemme de Hall I ce dernier établit que 2 * µ, ( ~ ) ~ 3 µ, ( Ç ) pour 1 es 

points Ç n'appartenant pas à E et tels que leur partie réelle est négative ou 

nulle. 

Ces points sont les images par la transformation conforme indiquée, des points 

z appartenant à R, n'appartenant pas à E1 tels que lzl ~yP• 

On a donc montré que 

et si 

4.5.4. Une conséquence métrique 

* • Soit m* 
1 

la longueur de l•arc de la partie M
1 

de * E
1 

qui est située dans 

ie secteur 181 < À I log p 1 , À étant une consta,nte positive. 

* • Par la transformation f du paragraphe précédent, M
1

, considérée seulement 

* dans un seul feuillet de la surface de Riemann est appliqué sur un ensemble M de 
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la. demi-droite rée ile positive M* est contenu dans le segment [o, eÀrrJ J sait 

* m sa mesure de Lebesgue i 

1 ( -JtQ ) 1( - Tt À 
- d exp Log f ~ 1 log p I e rnf • 

M* 
1 

o Le point· i est tl:11 que i = ~ + i 1 où S , 0 puisque . ç = O. 

o De plus 

*·) 11 d~ µ, (i ~ Ïi 2 P 

M* 1 + S 
ceci, d'après la résolution du problème de Dirichlet pour le demi-plan, qui introduit 

la mesure [voir [5]] 

o Si i n'est pas dans E, ce qui équivaut à vp non situé dans E
1

, 011 peut 

tenir compte du lemme de Hall et écrire 

3 JtÀ . 310, 1 1 \ C" . mt ( (2) ( e + e ) Log p µ,, ( vp ) • 

Cette inégalité est valable pour tout compact E
1 

de R qui ne contient pas le point 
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Séminaire· d'Orsay 1966/67 

Ex.posé nQ VI 

MULTIPLICATFlJRS DE :FHP 

par 

M. ~esieur, Ao Niva.t, fi·. Mo Exbrayat 

On va __ P.noncer quelques théorèmes permettant en particulier d'étudier des mult,i-

plice.teurs de ~HP, pour les classes HP· du demi-plan (y positif), quand p · est 

inférieur ou égal à 1, ceci d1 a.pr~s une récente note aux comptes rendus de Monsieur 

Stein [1J .. 

Quelques rappels ~ les classes . HP 

D~finition.- On dit ·que F est une fonction de la classe HP si s 

a) F est holomorphe.dans le demi-plan y> 0 

:f,oo 

b) sup I IP(x + iy)lpdx < +oo o 

y>o -oo ~ 

Onpose flFII =sup(J. IF(x+iy)jPdx}
1
/P. 

p y>o -oo 

Si p ~ .1, IIFII définit une norme et HP est un espace de Banach. Si p ( 1, · UFII 
p p 

n'est plus une norme9 mais permet cependant de nrunir HP d'une structure d'espace 

métrique completo 

Propriétés.- Une fonction P de la classe HP a des limites non tangentielles 

presque s~res quand y--,. 0 1 la fonction limite .f est dans Lp(R). 



Si F appartient à HP, F(z)--+ 0 à !•infini uniformément dans tout demi-plan 

y ),, y > o. 
0 

Si F appartient à HP• elle peut ~tre factorisée sous la forme P = BG, où B 

est un produit de Blascbkè, et G une fonction sans zéros de la classe HP, de m~me 

norme dans HP que F9 

Théorème.- Si F appartient à HP la fonction définie par · F (x) = F(x + iy) 
y 

OP Il ~ A IIPII où A est ~:~-y q p 

tante ~ dépendant que de y, p, qo 

Pour démontrer ce théorème, on utilise le théorème de factorisation I soit 

P = BG J on pose t == Gp • <I! . appartient à la classe H
1 

ei t(x + iy) = P (x) * 
y-y 

0 

P(x + iy ), d'où t Il f Il / f A 114'll
1

, où A est la norme du noyau de Poisson 
0 y qp y y 

P dans 1 1 espace Lq/p (q/p ~ 1) ~ 
y-yo, 

On a donc î Il G Il p ~ Â li Gilp o Comme I P 1 ~ 1 G I et Il FIi == Il GII on a 1 
y'q, y' p . p p 

Il P Il ,< AJIFII • y q p 

Conséquence.- Si F appartient à HP; ·pour tout y 
O 

} 0, la fonction 

F(z + iy
0

) appartient 2:, toutes les classes H4 (q ~ p), et~ norme dans H4 est 

majorée par la norme de P dans HP, à ~ constante multiplicative près, gu-i· ~ dépend 

Transformée de Fourier d 1une fonction de HP (p ~ 1 ) 

Si P appartient à. HP (p ~ 1 ), la. fonctïon x ~ P(x + iy) est dans· 1
1 

(R) 



donc admet une transformée de Pourier au sens classique. 

"' 
D~finition.- On appelle transformée de Fourier de la fonction P la fonction P 

définie par 1 ;( t) = J:+-o:, P(x + iy)e -i(x+iy)tdx (y,) 0) oLa fonction ainsi définie est 
-oo 

indépendante de y (on le voit en applique.nt la fornrule de Cauchy au rectangle l 

+ Y= y
1

, y= y2, x = - A, et en faisant tendre A vers l'infini). 

1 A 

On peut remarquer que dans le cas où P appartient à H, F est la transformée 

de Fourier au sens classique de la fonction. f limit~ de F quand y-~ O. 

" 
Propriétés de F 

1a) Etant données les propriétés de la transformée de Fourier d'une fonction de 

1 A. A yi 
L , F est continue et P(t)e- -,. 0 gu0J1d t ~ oo o 

A 

2R) F(t) = 0 si t est négatif~ nul i d'après le théorème de Paley-Wieqer c'est 

vrai si F appartient~- H2
o Dans· le cas général on pose t G(z) = F(z + iy) J G 

0 

. . 2 
appartient à H; 

A 

donc G(t) = 0 si t ~ o, 
A 

F vérifie 

la m~me propriété. 

1 +oo;.. ·t 
)R) On a la fornrule d'inversion l F(z) = 

2
~ j

0 

F(i)eiz dt. 

Multiplicateurs de 5 HP 

Définition.- m(t); fonction continue~ R+; est.!!!!, multiplicateur de 

(p ~ 1) si à· toute fonction F de HP. _on peut faire correspondre _une !"onction 
"" , ------------- - , -

A ,,.. 

G de nP telle que G(t,) = m(t)F(t), pour tout t, > O. 

Eri vertu de la formule d•inversion, G, si elle existe, est unique, et on peut 
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ainsi associer au multiplicateur m(t) un endomorphisme T de HP. 

Propriétés. 

1R) L'endomorphisme T est continu; pour le démontrer on utilise le théorèfe du 

graphe fermé i soit une suite P qui converge vers F dans HP, on pose G = T(F ), 
n n n 

et on suppose que G converge vers G dans Hpo On doit montrer que G = T(F), n . 

r. 

c'est à dire G(t) = m(t)F(t), ce qui résulte immédiatement du fait suivant I s~ une 

sui te P converge dans HP (p '- 1 ) vers une fonction F, 
n 

A 

F (t) con~erge simflernent 
Il i• 

vers F( t) ; en effet IF( t) - Pn ( t)I ,< eyt.J+oo I F(x+iy) - Fn (x+iy) 1 dx ~ eyt AIIF - Fnllp • 
-oo 

20) m( t) est ~ fonction bornée ·: 

a) Si m est un multiplicateur; qui définit un endomorphisme T de HP, la 

fonction d~finie par m (t) = m( t) est un multiplicateur de IJHP, qui définit un 

endomorphisme T e, de HP, de m~me norme que T. 

b) Eta.nt donnée la propriété a), il suffit de démontrer qu'en Un point t
0

, 

m (t) est uniformément bornée par rapport à 6. e. 0 

00 
Soit F une fonction dont la transformée de Fourier est de classe '€ , ~ 

support compact, et prend la valeur 1 au point t, • 
0 

A A 

P appartient à toutes les· cla.sse·s 

HP. On pose i G~ = T~(F). On a donc I G (t) = m (t ). On a les relations suivantes 
~ ~ 0 E;. 0 

1 Jb ... . t, A 

G (z) = -
2 

G (t)/Z dt d'où I G (z)I , A(y)IIGc Il e. IC . e, e, (Joo 
B. 

1 Ô 
6
( t )! ~ J: • tl G E(x + ill dx ~et A l-p(y )11~1!;"~1 GEff: 

A 

d'où i IIG ~ ~ BIIG Il ~ BllillflPII • On a. ainsi une majoration de m (t) indépendamment 
&oo e,p p So 

de E.• 
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On va maintenant essayer de trouver des conditions suffisantes pour qu'une fonc-

tion m soit nrultiplicateur de. {PHP. On emploiera pour cela la théorie de Littlewood 

et Paley, en l'appliquant a.u cas de fonctions de HP (p, 1). 

Définitions 

Soit F une fonction holomorphe da.ns lé demi-plan y> o, on définit les fonc-

tions suivantes t 

g(F I t) ~ <J~ yjF• ( i + iy)I 
2
<1y)! 

S(F,t}=(f'T,1P•(x+iy)j
2

dxdy) 1, où rt est l'angle lx-tl~ky 
Jrt 

s;(P • t) = (JJ Y) A IF'(x+iy)l
2
dx dy)½ 

y>o (lx-tj+y) 

l\c(F , i) ~ <JJ y2k-
2

jF(k)(x+iy)j
2
dx dy)½ , 

rt 
Ces fonctions ont été introduites plus généralement pour des fonctions u 

harmoniques• intégrale_s de Poisson de fonctions de Lp(R) (p } 1), en prenant 

1 grad u f2 
au lieu de 

' 2 IP'I t ce qui est à un coefficient 2 près la m~me chose lorsque 

u est holomorphe.· 

[Remarque Ion désignera par A toutes les constantes, sans pour cela qu'elles soient 

égales l 
Les inégalités (1) (2) (3) énoncées dans les th~orèmes suivants sont vérifiées 

si u est intégrale de Poisson d'une fonction de Lp(R), pour p > 1 (voir par 

exemple [2]). On a aussi les relations suivantes (voir [2]) t 



VI. 6. 

* A g(F) ' S(F) ~ A S~ (F) 

Sk (F) ~ A S(F). 

Théorème 1 .- Si P appartient à. HP (0 < p < oo) .2!!. .!. la relation t 

Il S(F)II , AIIFII (1); (où Â est une constante qui ne dépend que de p). 
p p 

Le théorème est déjà connu dans le cas où p > 1 1 on va se ramener à ce cas en 

élevant F à une puis·sance convenable. En effet si F est dans nP ,- et n'a pas de 

zérosf F S est dans Hp/O (on a. ici quelque chose de nouveau par rapport aux fonction:,­

harmoniques, car si F est harmonique 1 P b n 1 est pas harmonique). 

_TJ/2 
1 R) Démonstration dans ie ~ où F n'a .E!!& de zéros t on pose G = r ·, G 

est dans H
2 

et IIGII! = IIFH! ; conune F = G
2
/p, on a t 

S(P} = ~( JJ I G2/i>-1 1
21G• i2dx fy)½ • 

rt 
On pose m(G) = srplG(z)I O On démontre (voir [2]) que m(G) 'Â M(G) (oµ M(G) 

t 

est la fonction maximale de Hardy-Littlewood), et que IIM(G)ll
2

f AIIG11
2

• D'où 

S{F) ~ A M(G)(2-p)/pS(G) J on applique l'inégalité de Holder avec les exposants 

(! = 1. + .!..), ce qui donnè î 11S(P)II ,< AIIM(G)ll(2-p)/plls(G)l/
2

, 
p P1 P2 p 

et en appliquant à G l'inégalité (1) ~ 11s(F)IIP °' A lloll~/p-1 IIGH2 , ce qui est 

l'inégalité cn si on remplace IIGII~ par IIFll!o 

2Q) Cas général a si P a des zéros on utilise le théorème de factorisation t 
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et Il F 
2 
Hp = IIFIIP. On peut appliquer le théorème à. P 

1 
et F 2 , et comme 

Théorème 2.- Si F est dans HP (0 < p < oo) ,· on a. Ils* (F)II /.. AIIFII (2) pour 
- -- -- ).. p' p 

~ > 1 et À>~ (où Â est une constante qui ne dépend que de ~ et p) .. 
- p 

On va employer la m$me méthode que pour le théorème 1, puisqu'on connait le résuiiat 

pour p > 1. 

_-p/2 
1l!} Si P n'a pas de zéros, _2!! pose G = r • 

On pose 'P est dans if, r = 
2P. 

2-p 

Lemme ((2]) "- St_ 'V est dans HP (p > 1) la fonction * ~ définie par 1 

Conséquence. Soit f une fonction de If ( 0 < r < oo ) , n I ayant pas de 2:éros, 

on pose 'f= Tr/p (p >1). 1P est dans HP. Si on définit 4>~r par 

* ?/r . / 
~ / (t) = sup / lcfHx + iy)j =·, [l'*(t)]P r, comme d'après le lemme 

p r x,y (tx-tt-ry-)p r 

ll'f*II , A 1111'II, on a Il~*/ Il f À IIJII o On applique ce résultat à ~ = o21
P-

1
, 

p p prr r 

ce qui est possible puisqu'on peut trouver ).1 > 1 tel que ).- A' > 2/p - 1, soit 

A-
2
>.' > !_. On a. alors, en appliquant 1' inégalité de Holder avec les coefficients . r 

p, r et 2 ( ! = ! + 1) 1 
P r l 



VI. &t 

lls*(F)II ~ A llf>~ us* ,(G)ll2 ~ A 11~11.11002 ; et comme ll'PII = 110112
2/r; us*(F)~ ~ .AIIG11

2
/p 

p r ~ r r >. p" 2 

ce qui est l'inégalité (2) si on remplace IIGll
2
2 

par IIFIIP• ,p 

22) L'extension au cas où F a des zéros se fâit comme dans le théorème 1. 

Théorème 3.- Si F est dans HP (0 < p < oo), 2,!l~ la relation IIFIIP ~ .Aijs(F)!lp (J). 

On va comme dans les démonstrations précédentes, se ramener au cas p > 1, ~pµr 

lequel on connait. ie théorèmee Flett [J] a démontré ce théorème, pour Hp(T) (p f 1), 

dans le cas où F n'a pas de zéros; mais comme ·on le verra il n'y a pas d'extension 

immédi~te au cas où F peut s'annuler. 

.. -PA 
1 R) Démonstration dans ,k ..2.!!:! où F n 9 a pas de zéros : on pose 'P == ~~ • 

).. À 
( >. > 1, on le fixera ultérieurement).. 4_) est dans H , et 11~11 À= IIFII;. On va es-

sayer d'écrire S(t) comme produit de S(<f
1

) et S(cf,
2

), à des puissances convenables_, 

'P
1 

et f 2 étant des puissances de <f? i on appliquera à cf? le théorème J, à <:F
1 

le 

théorème 1, et on s'arrangera pour que 4>
2 

soit la fonction F. 

On foJ.t i 8(4'>) = (II l½(z)!1~2/>. l'P' (z)I 2/A j<é(z)j 1~
2
/,\' If' (z)I 2h 

I 

dx fy)Î, 
rt 

où A' est 11exposant conjugué de Ao En appliquant l'inégalité de Holder·avec les 

exposants ~ et À 1 , on obtient à 

l( f) , (ff, 1 ,j,• (z)l 2 Jtp(z)J A-2dx dy) l/;>,(JJ, 1 ,P• (z)i 2 l'P(z)I ~.'-2dx dy) l/À 
1

, ou 
rt rt 

encore t S( cp)·-' A[s( ~À/2~ 1/À[s(4> A'/2)] 1/A' a On appliqu~ l'inégal-itê de Holder avec 

les exposants A, 2~ et 2,\pour faire apparaitre Il S( t) Il : 
Â 

11s(cp)II , AJls(tA/2)111/,\ lls(tA'/ 2)11 (~-1)/A 
X ~ 2 2 (A -1 ) a 
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Comme 
A ! est dans H , avec '),. > 1 , on peut lui appliQuer le théorème 3, et en 

appliquant le théorème 1 à t '/1./2, on obtient 1 1 inégalité 1 

Il 1 /2 ).' /2 Il (>t-1)/1' . P ~ Il}. ~ A llfll l\ Il S( ½ ) 2(A-1} • Pu1squ' on a supposé F dans H , Il <p Il À est 

fini. De plus on pel!_t choisir A tel que F = ~A' 12, soit 1 ~ = ~ ou À = 1 + ~, 

on a alors î 
A 2(A-1) p p 

Il cp Il~ ~ A Il S(F)ll2(À-1) ou llPIIP ~ A/IS(P)llp• 

2g) Cas général. Si P a des zéros; on ne peut, comme pour les théorèmes 1 et 2, 

se servir de la décomposition de P, car on ne. peut majorer (IS(F1 )llp + Il S(F2)/lp 

par Us(P)II • 
p 

Calderon [4] a repris la théorie de Littlewood et Paley, pour des fonctions G 

de la. forme G = 1 FI Ô (P étant holomorphe ·et b un nombre positif quelconque). 

L'avantage qu1il y a à considérer de telles fonctions est oue leurs puissances sont 

de la m~me forme. Les théorèmes 1 et 3, pour de telles fonctions G, sont valables 

et résuiteni des propri~tés suivantes i 

a) 2 1 2 Il G = 4 grad G 1 , ce qui conduit en utilisant la fornrule de Green à 

Il S(G)ll
2 

= KIIG11
2

• Les théorèmes 1 et 3 sont donc valables pour p = 2. 

b ) Il sup G ! ~ A Il G Il ( 0 < p < oo ) 
r P P 

c) S(G) :( [i S(Gaf [~ S(Gpr-lT avec alT + ~(1 - If) = O. 

Pour le théorème 1 , on prodide connne on 1 1 a. fA.it en utilisant la fonction · oPi2 
• 

Pour le théorème) la. méthode de Plett a été un peu raffinée, avec-l'inégalité (c), 
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car on doit se ramener non plus à un À quelconque plus grand que 1, mais au ca~ 

~ = 2, puisque c'est le seul pour lequel on connait le théorème. 

Théorème 4 (conséquence des théorèmes~ et 3).- fil. ü est holomorphe et telle™ 

G(x + iy) ~ 0 quand y~ oo, si S(G) est dans LP, alors G est dans .HP ; 

et on a alors évidemment IIGII ~ AIIS(G)II (d'après (J)). 
p :P 

Remarque i il est nécessaire di imposer à G. une condition à la limite, car.: la 

condition imposée à S(G) ne porte que sur la dériv~e de G1 et les constantes ne 

sont pas dans HP. 

y-+N 
On pose t G (z) = G(z + iy

0
). On a 2 GE,(z) - GN(z) = - iJ G'(x + it)dt 

~ ~E 
y+N 1/2 

soit~ jGE,-GNI~ J jG•(x +H)l\
12 

dt. On applique l'inégalité de Schwarz. 
y+f.. t 

loe, - GNI ~(log~)½ J;! t1Gt(x+it)l
2
at ~ ~,tg{G) ~ \l,Es(G)e 

Donc GE, - GN est une fonction de HP et d I après le théorème 3 1 

Il G é - GNIIP ~ Alls(Ge - oJI~ ,< AIIS(G) llp, où A ne dépend pas de €, et- --N-n .Qµand 

e, --,. 0 et N 7 oo , on a en appliquant le lemme de Fatou i lloll ,< AIIS(G)II. 
p p 

Théorème .fil!!. les multiplicateurs 

Soit m(t) ™ fonction continue .fil!!_ ] 0 , +oo[ t telle que t 

a) m(t) bornée 

b) m{t) est de ciasse --
positif • .Alors m est ~ multiplicateur de :Ji HP pour p > ~• 



Soit F une fonction de HP, là fonction G transformée de F est donnée par 

la formule d'inversion t 

· 1 Joo "' izt G(z) = 
2

R 
O 

m(t) F(t)e dt 

G est holomorphe, et G(x + iy)--, 0 quand y---,. +oo, en effet! 

00 ) ,. -yt 
G(x + iy) ,< Â j

0 

e-(y-yo tdt (car m(t)F(t)e O est bornée), et 
00 -{y-y )t . J
O 

e 
O 

dt 

--,. 0 quand y --,. + oo o 

On doit montrer que O est dans HP; pour cela on utilise la relation 

* Sk+1(G) ~ A S2k(F) (voir [2])a On a alors, si F est dans HP, 

Il s*2k(F)II , AtlFII , 
p p 

d'après le théorème 19 donc 11S(G)II ~ AIIPII , 
p p 

diaprès le théorème 4 que G est dans Hps 

1 
et p > k , 

ce qui entt~ine 

Conséquence.~ Ce théo~ème permet par exemple de démontrer que pour tout nombre réel c, 

m(x) = eiclog x est un multiplicateur de tous les espaces 

effet 1 

a) lm(x)I = 1 

b) m est indéfiniment dérivable et l.m (e) (x)I 2 est de la. forme ~ ce qui donne 
X 
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Séminaire ci'Orsa.y 1966/1967 

Exposé n" yn 

ISOMORPHISMES DES ALGEBRES DE MULTIPLICATEURS 

G •. !!_ Gaudry 

Les problèmes dont je vais parler prennent leur place dans toute une série de résultats 

portant sur la. mesure où un groupe localement compact est déterminé par les algèbres qui lui 

sont associéeso Le problème général s'énonce comme suit. 

Problème.- Soient o1 et G2 deux groupes localement compacts et séparéso Sotent 

A(G
1

) et B(G
2

) deux algèbres normées associées (d'une façon à préciser) aux groupPR­

Supposons de plus qùe A(G
1

) e-h B(G
2

) sont munies d'un ordre partiel naturelo Soit·, T 

soit continu 

soit de norme ' 1 (-Il Tf Il B , H f Il .A ( V f e A)) 

soit isométrique ( Il Tf Il B = Il f IIÂ (V f e A)) 

soit biposiiif (Tf) 0 si ei seulement si f) 0) • 

.A.lors, dans chacun de ces cas; est-ce que les groupes ·sont "les m~meR11 ? Autrement dit, 

est-ce qu 1il existe un isomorphisme bicontinu de G
1 

sur G2 ? 

Nous supposerons dans la suite que l'on à choisi, une fois pour toutes, les mesure~ 

de Haar invariantes à gauche d.x; dy sur les groupes G
1 

et G2o (Par exempie, si G 

est compact, il convient de choisir dx telle que J dx= 1), 

G 



Il niy a que très peu de travaux sur les isomorphismes T qui sont simplement 

continus. Mais pour les trois autres cas 9 on a déjà étudié,plusieurs problèmes qui sont 

dù iype énoncé. Les résultats obtenus sont résumés dans la table ci---dessous. 

Auteur 

1 ·KAWADA 

2,J WENDEL 

4 HELSON · 

5 EDW.ARDS 

6,7 JOHNSON et 

STRICHARTZ 

8,9 STRICHARTZ et 

PARROTT 

Hypothèses 

T bipositif de t 1
(G

1
) sur 

1 
L (G

2
) 1 toutes les deux.réelles 

(i) DT Il~ 1, o
1

,G
2 

abéliens, T 

isomorphisme de L1(G
1

) sur L1(G
2
) 

(ii) T UD•. • isomorphisme de .L1 (G
1

) 

sur L
1

(G
2

), G1, G2 abéliens.AOn 

suppose Il T Il ~ 2, et que ou G
1
· ou 

A 

G2 est connexe. 

(i) G
1 

et G
2 

compacts, 1 , p < 

oo, T un isomorphisme bipositiv 

'de LP(o
1

) sur LP(o
2
) 

(ii) G1 et G
2 

-localement com­

pacts, T est un isomorphisme de 

C
0

(G
1

) sur· Cc(G2) qui est 

(a) soit bipositif ; (b) soit' 

isométrique (Il , Il ) . 00 

T un isomorphisme isométrique 

de \(G 1) sur \(G 2), 

\(Gi) 11algèbre de toutes les 

mesures de Radon bornées sur G. 
l 

(i) T un isomorphisme isométrique 

de Lp(G1) . sur . Lp(G
2

) 1 ~ p < oo, 

p/:29 o1 et G2 compacts 
~ 

(:li)· Si p = 2 

Conc-lusion 

G1 et G~ isomorphes 

ti Il Il 

li Il " 

Il Il Il 

Dans chaque cas, les grou­
pes sont "les mêmes" 

.Les groupes sont isomorphes 

Les groupes sont isomorphes 

Les résultat est en général 
faux 
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Notre point: de départ est le travail [5 J de F.dwards o Il -y a étudié le cas des 1P 

sur des groupes compacts. C'est dans ce travail de Edwards que figure un problème laissé 

ouvert par ce même auteur: c'est le cas des Lp sur-des groupes compacts où T ~st 

isométrique. Ce problème esi fort int6ressant. C'est assez récemment qu'il a été 

:résolu par Strichartz [8] t et indépendamment par Parrott [9] o Il est intéressan~ que 

dans le cas où p = 2, on a en général une réponse négative. 

Il convient de remarquer aussi sur ·le cas des algèbres ~(Gi) et T isométriqueo 

On a la réponse affirmative donriée par Johnson et Stricharz (§] ['tJ. 

Dans plusieurs de ces travaux portant sur le cas où T est isométrique (ou'd13 

norme , 1); les auteurs ont employé une certaine partie de la théorie des multiplioe.teurs. 

Si 1 ~ i> ' oo, on désignera m (G.) 
p 1 

dire, des endomorphismes continus de 

l'espace des multiplicateurs à droite, c~est à 

1P(G.) qui commutent avec les translations à 
l. 

Pa f(x) = f(xa-1)6 Notons que pour chaque a E G;, l'opérateur 

. 1 
ta de translation_ à gauche défini par ~af(x) = f(a- x) 

La question importante est la suivante 1 

est un élément de rn (G.)o 
p 1 

Quels sont les multiplicateurs isométriques? C'est à dire, on cherche une caract~-

risation des m tels que 

L'importance de ces multiplicateurs réside dans le.fait suivant 1 
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S:i.. ta i est un opérateur de translation (à gauche) sur G
2 

, et si T est pa:r 

exemple isométrique, alors T-1 ~ ,T est un nrultiplicateur isométrique. Si on peul 
a ~ 

démontrer que les nrultiplicateurs isométriques sont exactement les opérateurs de la 

forme 1 p 1 = 1 9 b E Gt on aura une· application a' ~ a de G
2 

dans G
1 

définie par la relation 

-1 ) T 't 9T = p(a' 1: o 
a a 

Ensuite, on peut démontrer que l'application a 1 ~ a est un isomorphisme topologique 

de G2 sur G1o C'est cette idée que Wendel a d'abord utilisé avec succès dans [2], 

et que beaucoup de ces autres auteurs ont employée avec, ·ou sans modification convenable, 

pour établir leurs résultats. 

En particulier, Strichartz et Parrott ont employé cette idée. La partie fondamenta-

le de leurs travaux est le th6orème suivant i 

Théorème 1.- Soient G un groupe localement compact, et 1 ~ p < co , p /a 2o 

Alors ies multiplicateurs isométriques de Lp(G) ·sont exactement les opérateurs m de 

ia forme m(f} = où À est un nombre complexe 1 >-1 = 1 et 

a e G. 
1 

Je voudra.is commencer avec une nouvelle démonstration du ~ésultat de Johnson et 

Strichartz. La démonstration est tout à fait différente de celle de ces deux auteurs. 

Théorème 2·.~ Soient G
1 

et G
2 

deux groupes localement compacts et séparés_!. 

Supposons qu'il existe un isomorphisme isométrique T de \(G 1) sur \(G 2). Alors 

G
1 

et G
2 

sont isomorphesô 
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Démonstration. La démonstration se divise en plusieurs étapes. 

10) On considère, pour a E G1, la mesure de Dirac e. au point a. Cette mesure 
·a 

est de norme 1 t donc TE est de norme exactement·1. On note que si µ. est une 
a 

1 mesure bornée de norme 1 t a.lors le nrultiplicateur de L (G
2

), Tµ! défini par 

Tµ.(f) = µ, * f a la propriété suivante i 

Mais µ., a il.ri inverse f = T S. _
1 

t qù:Î. a les m~mes propriétés que ~o Donc 
a 

et 

Enfin; Tµ, est un multiplicateur isométrique de L
1

(G
2

). Il résulte du travail .de 

Wendel (ou du théorème 1 ci-dessus) que µ, est de la forme e, ' a 
' ou 

22) On a établi dans 18) l'existence diune application cp a a--+ a.1 de G
1 

dans 

G
2

• {Celle-ci est bien définie puisque T est un isomorphisme)6 Puis, on note que cp 

est biunivoque et surjective 2 car T est un isomorphisme; et on pourrait également 

-1 
considérer T • 

JQ) L1application <p est un isomorphisme algébrique de G
1 

sur G2o Ceci est 

évident lorsqu 1on note que 



) _,) 
4R L'application cp est continue (et ceci est également vrai pour 9> ~ Eour 

cela, il suffit de démontrer que cp est continue au poin~ e. Supposons, au contraire, 

que q> ne soit pas ·continu au point e, et qu'il existe un voisinage V de e' dans 

G
2 

et une famille (ai.) de points de G
1 

t,els que i 

pour chaque indice io On en déduira une contradictiono 

a. --+ e, mais 
1 

Notons d'abord que les mesures Te, = ~(a.) E, 1 sont bornées. (En effet, 
a. 1 a. 

1 1 

chacune est de norme = 1) <> Les ensembles bornés de \ sont vaguement relati,vement 

compactso Donc, il existe une mesure µ.s\(G 2) qui est point limite (pour la topolo-

gie vague) de la famille ('}\(a.) e, , ) • On supposera, pour éviter tout changement de 
· 1 a. 

notation, que 

1 

1'( a. ) é , ~ µ, vaguement e 
1 a. 

l 

On prend alors uile fonction arbitraire f de C
0

(G
1

)o f peut ~tre considérée 

comme mesure bornée, et alors E, * f ~ f dans la topologie normée de ~ (G1 ) o 
ai 

Donc, T(e.a. * f) = A(a.i)e,a! * Tf iendvers Tf, d'après la continuité de To A 

fortiori, 

1 1 

'}..(a.) e, , * Tf ~ Tf vaguement. Mais 
1 a. 

l. 

none, on a établi que 

µ, * Tf = Tf 

On applique alors T-
1 

J\(a
1

) e.a! ->- µ. vaguement. 
l. 

Mais ceci entraine que 
-1 

T µ. =e., 
e 

et, par conséquent, que 
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tout i 9 alors on a une contradiction. La démonstration est donc complète. On va 

utiliser le théorème 2 da.ns la suite. 

Les résultats principaux de cette conférence portent sur les algèbres des multipli-

cateurs de 1P. On constate tout d'abord que l'ensemble m (G) des multiplicateurs à 
l" . 

droite de Lp(G} est une algèbre, si le produit m
1
m

2 
des deux multiplicateurs 

est la composition m
1 

o m
2

o On a alors le théorème suivant i 

Théorème 3o- Soient o
1 

et G2 deux groupes localement compacts et sépard~, et 

supposons, que 1 ~ p < oo~ p 12., Supposons qu'il existe un isomorphisme isom~ltique 

(Avant dé commenéer la démonstration, je signale que c'est M. Strichartz qui m'a. 

proposé la question à laquelle ce théorème fait réponse). 

Démonstratione 

1er~- p = 1. Dans ce cas, peut être identifiêe avec M_-( G. ) , -i, ]_ 

que Il m li = Il µ, il\., On applique directement le théorème 2 o 

de sorte 
"-.. 

2me ~ 1 < p < oo 9 p ~ 2, La démonstration est tout à. fait analogue à celle que 

J'ai donnée pour le théorème 2o 

On commence avec les multiplicateurs ~a (a E G1), et on note que, 

Il T 1: a Il = 1 ; et que Il T "t Il _ 1 
a 

= 1., Alors T 't est isométrique et il résulte du 
a 

th~orème de Strichartz et Parrott que Tt est de la forme 
a, 
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T 't · = A(a) t , 
a a 

où 

L'application cp ta --+a 1 est encore un isomorphisme algébrique de G
1 

et G
2

, 

et il reste à. démontrer que <p est c·ontinue a.u point e. 

On suppose que ai--+ e, que ai 1 V (voisinage de e 1 ). Puis on voit que les 

opéraieurs · T 't sont bornés ..... chacun est de norme 1 ., Mais, si p > 1 , les ensembles 
a. 

1 

bornés de Lp(G} sont relativement faiblement compacts., Donc, les ensembles born~8 

de L (Lp , 1P) sont relativement compact pour l.a topologie faible des opérateurs-

Supposons alors que U est un endomorphisme continu de 1P et que T 't ___,,. U d1µ1s 
a. 

l 

la topologie faible des opéraieurs. Il est facile.de voir que U est encore un nrultipli-

cateur. On voit comme dans la démonstration du théorème 2, que U est l'application 

identique. 

par ~(f)_= h * f, on a que t • m --;,. m. et par conséquent que U o Tl\ = TI\., 
aÏ h 

ou que 

-1 ) (T U ·1,· 11\i = ~ 

En particulier, (T-1U)(h * k) = h * k 'Vh,k €. Cc (G
1

). Mais 1 1 ensemble 

-1 
T U = I. 

Il reste seulement à démontrer qu'on ne peut pas avoir sirrrultanément que 

À (a,) t i --+ 't , ; 
1 e1 e 
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On démontre, en effet que 11 ensemble { a1} de points de o
2 

a un point limi t~. 

Soient K un compact non-négligeable de G
2

, et ,XK la fonction caractéristiqq@ 

X p pi 
de K. Alors K e L (02) 11 L (G2), et 

(*) J ( >.(ai) 'tai XK - XK) XK dy ~ O. 

Ceci entraine qu'il existe un indice i e~ un compact K tels que i ~ i ~~! e Ko 
0 0 0 ·+ 0 

Donc; les points at ont un point limite. On suppose, pour éviter encore tout cn~gement 

de notation~ que a! ---t ato Mais il est encore facile de démontrer que les deux f~its , 
1 

(ai ~ a• t a;_f V) et À(a1) 'ta! ~ 'tet sont en pleine contradiction. On utilise, 
. 1 

par exemple, la relation (*) avec K choisi comme voisinage compact suffisamment pet,it 

de· é1 • 

La démonstr.at:i.on est donc complète. 

Remarque. Si p = 2, le résultat est faux. 
m

2
(G

1
) ~ e00 (Z) e~ 

Contre~exemple. o
1 

= T, o
2 

= T X T. Alors /m
2

(G
1

) ~ e00 
(Z X Z). Les ensembles 

z, Z x Z sont tous les deux dénombrables. Soit <p ~e application biunivoque de Z 

SUl Z X z. Définissons l'opérateur Tf par la relation a 

(lf € eco (Z X Z), n_e Z). 

Alors T<p lp ~ fX> (Z) et Tq> est un isomorphisme isométrique de sur 

e~ (Z) • Ma.is les groupes Z et Z X Z sont évidemment pas isomorphes, les _groupes 

G
1 

et o
2 

sorit forcément distinctse 
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Il reste la question naturelle : qu'est-ce quion peut dire des isomorphismes 

bipositifs T? Pour répondre à cette question, il sera nécessaire d'utiliser un théorème 

de Brainerd et Edwe.rds a 

Théorème 4.- Soit m un multiplicateur positif de 1P(G), 1 ~ p < oo. Alors il 

existe une mesure µ, (pas nécessairement bornée, sauf dans le cas p = 1) tell~ que 

mf = ·µ, * f • ('VfEC (G)). 
(' 

Notons que si p = 1,. les multiplicàteurs sont engendrés par les multiplicateurs 

positifs; mais que ceci n 9est plus vrai si p > 1. Par exemple, si G est abélien, les 

multiplicateurs positifs sont définis par convolution avec les mesures positives bornées, 

et on sait qu 1il existe beaucoup de multiplicateurs de Lp(G), p) 1 qui ne sont pas 

défiriis par convolution avec une mesure bornée. 

Pour ie cas des isomorphismes bipositifs, on ai 

Théorème 5.- Soient O et G
2 

deux groupes comme d'habitude, et T un isomorphis-
t 

isoinorpheso 

Démonstration.- 1er ~ t p = 1., Dans ce ce.s, T p~ut ~tre considérL.comme isomor-

phisme de \CG
1

) sur \(G 2)6 Notons d'abord que T est continu. Il suffit de démontrer 

Mais ceci esi presque évidenid Car si T -n'était pa.s .continu, on pourrait choisir, pour 



chaque n, une mesure µ,n ~ 0 telle que Ilµ, 11 =1; n 

00 1 
t1-= I: 2 IA-n 6 

\• 
1 n 

1 
et IL ~ ..,no Donc T µ. ~ 2 TJJ.n et 

n 

diction. 
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Alors 

3 1 Il Tµ. Il~ n •2 = n, une contra-
n 

Considérons a.lors la. mesure e,
6 

(a E G). êa ~ 0 et e, _
1 

~ 0 J d'ailleurs, 
a 

(T€ ) * (Te 
1

) = e, ,• Désignons TB, = tt, Ts_ 1 = ~ o Or t,1, >1 0 1 v >,, 0 et 
a. - e a 

a. a 

µ, * v = e, , • Il est facile de démontrer que les supports de f.L et de v ne contiennent 
e 

qu'un seul point chacun. 

Supposons, par exemple, que µ. a au moins deux points distincts x
1 

et ~~ dans 

son support, et que x
3 

est, 'Uli Point du support de ~,, On multiplie · µ, par ·~p °'foilct,ion 

h e. c;(o
2

), 0 ' h ~ 1 comme dans ce d~ssin 1 

------·------·-... .:., _____________ ----------

son support soit en deux pi~ces• 19une localisée autour de x
1

, et l'autre autour de x2• 

Puis, on choixii k € c;(o
2

) telle. que O ,< k ~ 1 et que le support de k soit assez 

p·etit autour de x
3 

que le support de µ.' * (k~) soit encore constitué de deux ensembles 

rlis.ioi.nis et non-vides. Alors• on at si k ~ = ~• 



VII .12~ 

m , o m , < m o m = 11 = m • 
fi, ~ " ~ -, e,e' 

m t , ~ m • 
Il *."Il E, ..., v e' 

Mais ceci est évidemment une contradictiono 

On peut ainsi affirmer que ' ou >.(a), p(a) > 0,, 

Â est un homomorphisme de o1 dans to T est continu. Il en résulte que A(a) = 1, 

p(a) = 1. Ceci est une conséquence du fait qu~ e, = e., * •. ~ * €, (n fois) et n a a 
a 

que a.lors que T( El ) = A(e.)n E, ~ On ne peut avoir ni 
n n . 

a a 

ni ~(a) ) t. 

Enfin; on a une application q> de G
1 

sur o
2 

définie par la relation 

T est 6videmment un isomorphismeo Il faut démontrer que ' est continu. Tout cela 

marche comme d 1habitude. 

2me ~ 1 < p < en. Dans ce cas, il existe une constante c );. 0 telle que 

11Tm0tcllmll (Vme.m, m~O). 
p 

La démonstration est identique à celle de l'inégalité correspondante du 1er cas. Alors 

lP reste de la démonstration est facile ton utilise le théorème de Brainerd 

sairement bornée), µ. >,, O • . Puis, on démontre que µ, = e, a.' , et on établit la continuité 

dE application a--+ a• en utilisant la. compacité f~ible comme d'habitude. 
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Séminaire d'Orsay 1966/67 

Ex.posé nll YJII 

Sobolev inequalities and extension theorems for 

functions with certain Lp derivatives 

par 

Ro Strichartz 

§ 1 .- Introduction 

We wish to generalize some theorems about the ·sobolev spaces L~(.O,) = 

derivatives existing in the distribution sense, to spaces of functions having 

only certain specifiéd derivatives in Lp{,Q,). To state the, theorems we neect some 

conditions on .Q, which we now de fine. 

Definition 1 .- .(1 is said to satisfy the~~ condition if there exists a 

fini te open covering u
1

, • •• ; UN of J1 and fini te cones r,,, .. , dN s-uch that 

( 1 .1) '(. + U. ç .0, j = 1 , ••• , N, 
J J 

iC1 is said to satisfy the strong ~ condition if there exists a finite 

open covering u
1

, ••• UN of c)t), with positive Lebesgue number (i.e., there 

P.xüd,s €- ) 0 such that the S.-ba.11 about each point in a,n, is entirely con-



1.ur. a, 

tained in some Uj) and finite cones O 
1 

P ••• G N suc·h the.t 

(1.2) Y. + (U.().O,} Ç J1 
OJ J 

We can now state the three theorems we will generalize. We assume throughout 

1<p<oo. 

Theo rem 1 · { Calderon [ 2 ]) .- Let Jl, satisfy the strong cone condition. Then for 

each k there exists a bounded linear extension operator 

'tk : L~{.O,) -t L~(Rn). By extension operator we mean tk f = f on J1. 

Theorem 2 (Sobolev).- Let .0, satisfy the weak cone condition, Then we have the 

continuous inclusions 

a.) L~ (.n,) Ç L 1 (J).) 

b) 1! (.0,) Ç C~ (.Q) 

if 

if 

1 1 1 k-j > 0 -~ - >, - -p q p n 

j 
k 1 

< - - -n p 

where b) means each function in L~(.O) can be modified on à set of measure 

zero so that it is j-times continuously differentiable and it, together with 

its derivatives of order ~ j are bounded and tend to zero as x tends to infi-

nity in D, o 

Theorem 3 (Smith).- Let ,.0, be bounded and satisfy the weak cone condition. If 

f E.o9''1"1) and ~~-)k fE.LP(.o,) for j = 1, ••• n then fe.L~(O) and 

n J 

ilfllp,k ~ c(r:= ll(f)k ru + /lrll ) • 
. 1 ~- p p 

J= J 

Proofs ma.y be found in [1, 2, 9]. Al though there exist versions of· the 
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above theorems for L
1 

and L
00

, our methods are only valid in the range 

l<p<ro. 

In§ 2 we define our spaces and prove generalizations of theorems 1, 2 and 

). The proofs are based on a generalization of the Sobolev representation formula 

(lemma 1) and use estimates for singular integrals with mixed homogeneity given 

in [4]. In§ 3 we present some counter-examples to show that the conditions on 

.0, cannot be completely relaxed. In § 4 we apply the results to L~(.O,) ta obtain 

an extension theorem with loss of smoothness if !1 has a rough boundary. ln§ 5 

we give applications to partial differential equations, including an exten~ion 

theorem for solutions of certàin systems of homogeneous constant coefficient 

linear equations~ 

§ 2.- Let us fix once and for alla basis (x
1

, •.• , xn) in Rn, so that if 

n 

(y1,···, yn) is any other basis we have y, = [:L .. X for some real, non-
1 . 1 lJ j 

J= 

singular n X n matrix L, If /3 = (~1,••·, f.,n) is an .n-tuple of non-negative 

integers we will denote by Di the differentiai operator ••• 

Definition 2.- Let a denote a sequence a(1), ••• , o:(m) of n-tuples of non-

negative integers a:(k) = { a.
1 

(k), ••• , o:n (k) J; and let L denote a sequence 

1(1), ••• , L(m) of real, non-singular h x n matrices. We denote by 

the space of all functions such that 



for all ~ such that 

( 2 .1) 
n ~. (k) 
~ J L....J:;:;ïï":Ti1, 
. 

1 
U.\kJ 

J= J 

k=1, ••• ,m, 

existing in the distribution sense. 

(by convention 
0 0 = O), 

We equip L~ 
1 

(.0,) wi th a norm, clenoted Il , tt ~ L' defined by ]) ,v.., 

VIII.4. 

the derivatives 

Il f Il L the sum exten<ling over all (3 satisfying (1). If each 
p, a-, 

L (k) is the identity matrix we will just wri te L~(.O,). 

Proposition 1 .-

which commutes with __ translations is nlso bounded 

Proof.- The proof·is an exercise in distribution theory, which we leave to the 

reader. 

Let a= (a
1 

, .•• , an) now be a n-tuple of positive integers. For simpli-

city of notation we set 
1 

a = - and 
k o:k 

[ Ç Rn will be called an a.-cone if x 6 1 implies 

for all t ) 0. A fini te 0:-cone is the intersection of an GC-cone wi th a ball 

about the origin. A function 9 defined on an o:-cone r is called a-h;mogeneous 

of degree s if it satisfies 

( 2. 2) 
a 

g(t x) = tsg(x) 

Let -:[; denote the unit sphere. Following [4] we define p(x) to be the 

unique constant p for which 
-a p X EÏ: It is easy to see that lS 

a-homogeneous of degree + 1. We introduce 11polar coordinates" with respect to 



VIII. S, 

p and ~ as follows : we identify En - { 0} with (O, oo) >< [: by the map 

x --,. (p, ~) ; where 

ahd its jacobia.n J 

~e have the integral 

p = p(x) and 
-a 

~ = p x. This map is a diffeor.1orphism 

n 

is a-homogeneous of degree I al - 1, where lal =~a .• 
. 1 J J= 

formula JE g(x)dx = J J~ g(p,~) J(p,~)dp d~. 

n r: 
We can now derive our basic representation lemma. We fixa finite ~-cqne 

O = r n B where r lies strictly in some half-space. 

Lemma 1.- There exist functions such that, if we qefine 

we have 

Furt}:lermore, ~ ; ~ 1 , ••• ; <p n are supported on O, tp is 
00 C and vanishea in a 

neighborhood of the origin, f 1 , ••• , fn are Cm on Rn - {ü} and locally a­

homogeneous of degree 1 - jal (i.e., agree with an a-homogeneous functioµ in 

a neighborhood of the origin). 

Proof.- Let r be an a-cone such that f 'Ill 1 = t' + ••• + t ~ '[• 

let cp be locally a-homogeneous of degree 1 - 1 a 1, c00 
on Rn - { 0 }, 

vanishing outside '(, non-nega.tive and not identically zero. Then J'f is 

loca.lly a-h0mn,-,Pn1rnus of flP,i:t:ree zero. We norma.lize . <p so tha.t 



have f(x) = JJ cp(p ,~) 

JJ a
3
p (fJ) 

a 
J(p,v) ()p f(x - (p,i>))dp d'( + 

( p, ~) f ( x - ( p ,n) d p d Y 

by integration by parts. Substituting 

VIII. 6. 

a.nd Then we 

n ôx 
~ f(x - (p,t)) = L ~ j (p,~) ~f (x - (p,v)); and remembering dx = J dp d~ 
ap j=1 p ôxj 

we have 

( 2 .4) 
ë)f 

* -. ax, Thus also 

J 

~ ~ n . ~ ê)f 
(2.5) D f = 'P * D f + L 8. * D ;--• Now we s_ubstitute (2.5) in the right 

0 . l J uX. 
J= J 

hand side of (2.4) according io the following scheme : if D~f appears with 

f., . < ex. for all j = 1, ••• , n, and i t is not in a convolution containing 'Y , 
J J 0 

then substitute the right hand side of (2.5). This process eventually terminates 

to give 

(2.6) 

the c's being binomial constants, and 

( ~,) 

WB = e1 

Let li' = ([: · (-1)f CÎ(DÎ1f
0

) 

'{, <a.. 
OJ J 

* 'IJ'y and let 

((3
1 

times). 

{3-~ {,-~ 

~ k = L (-1) k CB D k'P~ • 
~ .. ,(X, 

J J 

(3k =CXk 
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Then by integra.tion by parts we have, a.t least forma.lly 

( 2. 7) 

Now 6
1 was contained in some half-space, soif g, h are supported in 

'(; c00 
in Rn - { 0 }, and locally a-homogeneous of degrees · s - jal and 

t - lai respectively, s, t > O, then g * h is supported in f'- + f', is 

Cco in Rn - {ü}, and is locally a-homogeneous of degree s + t - je.l. No~ let 

us compute the a-homegeneity of the above functions. For e. it is a. - 1 P,.-1 , 
J J 

n ~-13 k 
hence f.or it is ([: f3. a.} and for it is lf B - 1 al , D . 'Vk .(3k ak - ,~,, 

. l J J 
J= 

r.;ince a redtices the a-homogeneity by a.• In particular, if (3k = "'k' it ax. 1.S 

J 
J 

t·- jaj. Thus ~k satisfies the conditions of the·lemma. Note that integrability 

of a good locally a-homogeneous function is equivalent to the degree being 

) -- 1 a 1 • Now lU 
To 

is c00 
and vanishes in a neighborhood of the origin, hence 

~ has the same propertiés. Thus it remains to establish tf(f, f
1

, ••• , fn) = f 

o.n [11 f. = (-2-)(Xjj 
J ax. 

J 

if on dl,. 

Note that all the functions 'V , q> 1 , ••• , f n appearing in ( 2. 7) , and all 

the functions appearing in the derivat,ion of (2. 7)-'-"( excluding, of course, f and 

its derivatives) are integrable and sùpported in Thus the integration bv 

parts is. justified, and for values of x etO' we need only have f · defined on 
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Remark.- We can also prove, by the same method, a variant of the lemma in whi~h 

the terrn f * ,p does not appee.r, but at the cost of ·11aving <p. 
J 

supported in an 

entire o:.~cone f . In this case cp. is no longer integrable, and we must put 
J 

further conditions on f to have convergent. 

Now suppose ((. = 0 
J 

for some j . By relabeling coordinates we can suppose 

where a.~ 0 for j = 1, .•• , n'. 
J 

Let 

n 
We say O ~ R is an (X-cone if there exists an cx.'-co:ne 

and . x n 1 + 1 = .• ~ = x n = oJ 
Corollary.- In this case lemma 1 is againvalid, except that w,cp

1
, ••• , fn·! 

now measures supported in f' of the :f orm 'l' = tp' X b , f j = Cf j >< b and 

1 q> i . 1 o/' 1, ... ,Cf>n' satisfy the conditions of the lemme. with respect to a', ('. 

are 

Proof .- In fact this Îs precisely what we get if we apply the lemma for ex.', (' 

to each section of f parallel to R 
n' 

and put it together via Fubini's theorem. 

De finition ) .- "1 is sa.id to satisfy the weak a-cone condition if there exists 

a fini te open côver _ u
1

, ••• , UN of .0, and fini te CX-cones f,, ... , ON such that 

(2.8) 'I. + U. ,(.Q,, j = 1, .•• , N. 
aJ J 

0, is said to satisfy the strong a-cone condition if there exists a finite 

open cover u1 , ••• , UN of a.a, with positive Lebesgue number and finite oc~cones 

such thaf 



VIII.9. 

(2 .9) '(. + (U. () .0,) $ IJ, 
0.1 J 

j=1, ••• ,N 

We define similarly the Œ, L-cone conditions by,requiring the Oj to be 

Theorem 1 1 .- Let «(1), ••• , a(m), 1(1), .•. ~ L(m) be as in Definition 2. Suppose 

.0, satisfies the strong a(k), L(k)-cone condition for k == 1, •.. ,. m. Thën 

there exists a bounded linear extension operator fi 
1 

: Il (.0) ---,. Lp ~at~) • ex, a:, L ex, L 

Proof.- The proof is by induction on m~. The case m = 0 is trivial, for then, 

wi thout assumptions on O.., i
0 

f (x) = 

is a bounded linear extension operator 

1 

J f (x) 

1 0 

L p (.0,) 

if X E. .0, 

if X '/ ,Q 

---,. 1P(Rn) • 

Suppose the theorem is true for m - 1. Then J), satisfies the strong 

a:(k), L(k)-cone conditions for k = 1, •.• m - 1 hence there exists a bounded 

linear extension operator If: Lp (Al.) ~ a ( 1 ) , • • • <X ( m- 1 ) , L ( 1 ) , • • • L ( m-1) 

LiP ( Rn) Let ( ) L ( ) ( ) 
( ) ( ) ( ) ( ) • Y1 , • • • ; Yn = m x1 ' • • • , x • ·Œ 1 , • • • CX m- 1 , L 1 , • • • L m- 1 n 

0: (m) 
Then (~) k f € Lp ('°') if 

ayk a(l), ... Œ(m-1), 1(1), ••• L(m-1) 
ê) cxk(m) P n 

f e 1:, L (,0,) • Hence {F (3yk) f e La:( 1) , • •• a(m-1) ' L( 1) , L(m-1) (R ) • 

Now .O. satisfies the strong o:(m) , L(m)-cone...,.condi tian. Let · U
1

, ••• , 1JN 

be the open cover of i,Jb guaranteed by De finition 3; wi th Lebesgue number E,., • 

Let U
0 

= { x E.Rn : d(x, ë,J},)) i }• Then U
0

, ••• , UN forms an open cover of R
11 

with Lebesgue humber j' It is a routine matter now to construct a c00 
partition 
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of uni-ty .h
0

, ••• , hN with hk supported in Uk,. such tha.:t a.11 deriva.tives ~f 

hk are bounded. 

is bounded. This will follow once we have 

J. .• • (Lp . _ (Rn) )n+1 p ( n) -c,v· ( ) ( ) ( ) ( ~ L L R bounded. 
1 k CX 1 ; • • • CX m-1 , L 1 , • • • L m-1 ) CX, · 

But îjfk is a convolution operator hence by proposition 1 it is euough to 

J p n n+l 
show that -e:,(k is bounded from · L (R) p ( n 

to Lcx(m), L(m) R)' 

However, in case 

(,1 /3 n 
if - + ••. + - f 1 • Now 

((1 Œn 
n 

='!'*r+z::=cp.*f., 
. 1 J J J= 

Let us assume a. ~ 0 for j = 1, .•• n. 
J 

so f __,,. D~(m) ( ip * f) is bounded from Lp (Rn) to Lp(Rn) •. 

~ 1 n 
then DL(m) <p je L (R ) hence 

* fj) = fj * D~(m) <pj is bounded from Lp(Rn) to Lp(Rn). 

~1 ~Il ~ 
a,+ ••. + a= 1, DL(m) fj is locally a(m)-homogeneous of 

n. 
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degree - l a(m)I , hence not integrable. Here we have to use the theory of sin-

gular integrals with mixed homogeneity developed in [4]. There it is shown that 

if g is c00 
(Rn - { 0}) and a(m)-homogeneous of degree -1 a(m)I · . and also 

(2.11) J. g~1,v) J('1;Y)d~·= O, then the principal value convolution with g 

~ 

defines a bounded linear operator on Lp(Rn). It is also show in the App~ndix 

-of [ 4] that ( 2 .11) is equi valent to 

m CO 

(2.12) J .••• J g(y 1 ;•••; yn)dy 1 .... dyn-l.= 0 for some fixed y
0

-/= O. îhus 
-CO -00 

·if g i; a derivative. D~(m)h then it satisfies condition (2.11). Furthe:rmore, 

it is easy to modify the proof in the homogeneous case (see e.g. [1, theor~~ 11 .4]) 

to show 
(j 

DL(m) (h * f) =cf+ P V (g * f). 

the origin, h a(m)-homogeneous we get that 

Taking h = fj in a neighborhçod of 

(3 
fj ~ DL(m) (~j * f) is bounded 

Thus the theorem is provPo if ~. # 0, j = 1, ••• n. In general we must , ' 

apply the corollary to lemma 1 and reason as above with each section of! f 

n' 
restricted to each subspace parallel to R • 

Theorem 2 1 .- Let a(1), ••• a{m), 1(1) , ••• L(m) be as above, and assume 

<X. (k) -/= 0 j = 1, ••• n, k = 1; • •. m._ Suppose .0, satisfies the weak 
J 

Œ{k), L(k)-cone cohdtion for k = i;••• m. Then we have the following continuous 

ipclusions 1 
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a) provided, p ,$. q < oo and 
m 

1 1 1 
-=}--L:'--.---,-,-
q p k=l ja(k)I 

b) L~, 
1 

(.O) Ç C ~ (.{),) after modification on a set ·of· measùre zero, provided 

m L 1 1 
k=

1 
ja(k)I < p 

Proof.- Again the proof is by induction on m. The induction argument goes as 

before, so we will only give the proof in the case m = 1, L = I. Since J1 

satisfies the weak cx-cone condition we have an open cov.ering u
1

, ••• 1 UN of 

Jl, given in Definition 2. It clearly suffices to show 1!(,n)lu f L4(u) for u_ 

one of the Uj's. Let.'[ be the associated «-cone. Then by lemma 1 we have 

n 

f. = 'V * r + L _ cp . * r . 
. 1 J J J= 

on u, where f j = (
0

~.) j f EL 
1\o,) . 

J 

Now c00 

lf €. coin 

ro 
hence 'If * f e. c

0 
• Also q> j is loèaily a-hornogeneous of degree 1 - 1 aj • 1'hu~ 

-1 -1 
(1+-); oo 

~je.L lal the Lorentz space of functions satisfying 

-1 -1 
-(1+-) 

m { x E Rn : 1 f (x)I ~ S j ,$' C S · 
1 
a 1 Now the modern version of the Hardy-

Littlewo0d and Soholev Fractional Integration theor~m asserts that convolution 

is a bounded bilinear map fr.om Lp >< r/' ro to L4 where 
1 1 1 
-=-+--1 
q p r 

provided 1 < p, q, r ( oo • · Applying this to f_ * (j). 
J 

gives a).To prove b) we 

note that the conditions on a and p 
i 

imply q, j e 1P where 
1 1 
- + -. p' p 

Thus 

b) follows from the classical Holder theorem. 
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m 
1 L 1-B(k) .a(k) 

~ p - k=
1 

1 a (k) 1 

if (3(k) .a(k) ~ 1 
m 

d 
1 ~ 1-/3(k) .a(k) 

an - < L.J --...--. ..... - , 
p k=1 . 1 a(k)I 

The corollary is proved by the same reasoning. Note, however; that the 

. . ~ B(1) D(3(m) 
decompos1t1on DL= D1 (1) •• G L(m) is not canonical, and that different decom~ 

positions may give different restriçtions on p and q. 

We can also obtain inclusion theorems for non-negative multî-indices, although 

the formulas become more complicated. For simplicity we restrict to the case 

1(1) =•••= L(m) = I. 

Theorem 211 .- Let Cl( 1) , ... , oc(m) be mul ti-indices of non-negati ve integers ijµ~h 

rn 
that L:'a.(k)) 0 for j = 1,•••j n. Suppose .0, satisfies the weak a(k)-cone 

k=1 J 

condition for k = 1,. °" m. Let /3(1), ••• f3(rn) be such that O ~ f3. (k) ~ Q:. (k), 
J J 

n /3. (k) (recall ~ = ..2lJ 
1 

~ ~ ~ 1 ~n~ L ex. {k) - (3. (k) > 0, the surnmation extending 
. l Ot. \ k1 J · J 
J= J 

n f3.(k) 
over all k such that :z== J < 1 • Then f e. Lp (A) implies 

·1a7kî a i)= J 

D~f = D~(1) ••• Dl3{m)feJ9. (.0) if p ~ q < oo and 

1 - ~ q 
! - inf ): l-f3(k) .a(k) ~ 0 or G (0) 

p j al'k) > ~. (k) Y-: a. (k) o 
J J cxTk) > o 1 

l 

if the last terrn is < 0. 

Proof.- First we note that the values of k for which. (k) .a(k) = 1 make no 

contribution to the theorem, so we may assume without loss of generality that 



they don't exist. Next we note that by intersecting the elements of the differ~nt 

open covers associated with the «(k)-cone conditions we obtain a common open 

cover 'i'J_(1)la:(1)I . ( )let(m)I '"' u1 , ••• , UN satisfying Uj + 
0 

+ ••• + Dj m ç ~b~ where 

ôj(k) is an Œ(k)-cone. Let U be·an element of this cover; and 6(1), •.• r(m) 

the associated cones. It is clearly sufficient to prove that D~ flue 14 (U) or 

C (U}. 
0 

For simplicity we assume m =2, the general case is analogous, but nota-

tionally more curnbersome. We relabel the coordinates so that cx.(1) = 0 if and 
J 

only if j > w and a.(2) = 0 if and oniy if J ~ v. By hypotheses 
J 

By lemma 1 we have, in U, 

v1 a a.(1) 
r = 11>( 1) * r + L f. ( 1) * (-) J f 

. 1 J ax. 
J= J 

w 

= o/(1) * ,(2) * r + L ,(2) * f.(1) 
. 1 J 
J~ 

0 
a. ( 2) 

* fJ· ( 2) * (-) J f. ôX . 
J 

(3 
As before the difficult step is to show that convolution by D (fj(1) *fk(2)) 

is a bounded linear operator from · Lp to 14 • If we let g = D~(,) 9j(1) and 

h --D(3( 2)caJ.(2) h '( )XC. 
1 

we ave g = g. x
1

, ••• xw o
1 

and h = ~ 
2 

x h 1 
( x v+ 

1 
, • • .. x

0
) 

where g is locally (a
1

(1), •.• aw(1))-homogeneous of degree 

w 

1 - L (a.(1) + a.(1)~.(1)) e.nd h 18 locally 
j=1 J J J 

n 

(a 1(2), ••• a (2)) homoge-
v+ Il 

neous of degree 1 - L (a. (2) + a. (.2) ~- (2)), 
j=v+1 J J J 

and bath have compact support. 
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rhe proof will be complete once we have established 1 

Lemma 2.- Let g eL p,oo (Rw), h e.Lq,oo (Rn-_v) h. t t d ave compac suppor ; an suppose 

v f w. Then ihe function ~ given by 

<D CO 

= 1 •••1 g(xl, •• x ,x 1-y 1t••,x -y )h(y 1•••Y ,x 1••x )dy , •• dy v v+ v+ w w v+ w w+ n v+ w -oo ,-CX) , 

if v < w, m(x1,···, x) = g(x1,.~~, x) h(x 1•··· x) if v = w, 
T . n v v+ n 

Lr(Rn) defines, by convolution, a bounded operator from 

1: 1 11 1J· 
-

1
;= - + max - ; - -1, provided 1 < p, q, r, s (oo. 

s ., r l p q 
1 . 

Ptoof.- By the Marcinkiewicz Interpolation theorem for Lorentz spaces [7] it 

suffices io prove the result under the assumption gELP(Rw), he.L 4 (Rn-v). Say 

Th ' h h t t h 1 h e Lp(Rn-v) • p ~ q. en s1nce as compac suppor we ave a so This 

by Fubini's theorem (note Now the 

result is just the standard convolution inequality. 

n 
Remark.- In case {l, = R it is possible to identify the spaces with 

spaces defined by Fourier transforms~ For these spaces it is possible to obtain 

inclusion relations (see [11]). However, to obtain best possible results it is 

necessary to enlarge the class of spaces considered. This èxplains why the coro-

llary io theorèm 1 2' :· is so awkward to formula te. 

Any such result about 
:p n 

Lo:,L (R ) ~an be transferred to domains satisfying 

weak cone conditions by means of the following relative extension theorem which 



is a corollary of the proof of theorem 1 i ~ 

Theorem 111
.- Let 

Il . • 
U ç .0, Ç R be open sets such that U + 0( 1) + ••• + ((m) ç iO,, 

where ((k) is some oc(k), L(k)-cone. Then there exists a bounded linear 

Theorem 31 .- Suppose .O. is bounded and satisfies the weak a(k), L(k)-cone 

condition for k=1, ••• m •. If f e 8)1 (.0,) and D{3f = ~(1) D(3(m) f e. LP(.n,' 
L DL ( 1 ) • • • L ( m) ,, 

Dr., such that 
L 

~(k) = (o, ... O, <X.(k), O, •.• , 0) 
J 

for some j depending 

on k, then f e. Lp 
1

(.o,) a, and 

13 
Il f Il L ~ C ( Il f Il + L Il D f Il ) p . p,a, p L p 

the summation extending over all such 

Proof.- Agai~ the proof is by induction on m. We give the details only for the 

case m = i, L = I. 

Assume first ~- ·~ 0 for j = 1, ... . n. Again we apply lemma 1 to f in 
J 

one of the sets U of the open cover given in Definition 2. The terms of the 

form are shown to be in 

since we have assumed 

term since we only know 

(X. 

(~) Jf€Lp'1J,). 
i}x. 

J 

f e ~• (Jl) • But 

LP(u) just as in the proof of theorem 1', 
a: 

Now, however, , * f is the difficult 

lf' is c00 
wi th support in 

corn 
1 <X 1 b and 

vanishing in a neighborhood of the origin. This implies 00 -
~> * f e C (U) , and 

since .O. is bounded 

If some Il.= 0 we have assumed fE:LP(..o,) because (O; •• O, a., o, .. 0)=\0,.() 
J J 
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The proof now proceeds just as in theorem 1'. 

§ J.- We begin with some simple remarks about the-èone conditions, 

1) J), satisfies the strong a-cone condition if and only if its complement 

does. This is not true for the weak a-cone condition. 

2) If ~.=Ca. then the a. and ~-cone conditions are the same. 
J J 

3) Let iO, have the form Suppose (X_~ C(, 
n J 

for 

(X. 

j = 1 , ••• n-1 • 

the X. 
J 

If g 

direction, i.e. 

satisfies a uniform Lipschitz condition of order 

n-1 ~./a 
~ J Il 
L-ijx. - Y-1 , 
. 1 J J J= 

1 g(x) - g(y)I ~ C 

J in 
<Xn 

then J1 satisfies 

the strong a-cone condition. 

Now let us consider an example. In R2 we define J1t = { (x, y) : y> 1 x I t J• 

Let Cf be a Cm 
corn 

function = 1 in the unit ball. Let 

We compute that f s É ·L( e ,m) (,(1) if and only if 
1 +i:, 

s < tp - m, and 

and only if 
1+t 

s < -. tq 
It follows that theorem 2 1 can only hold if 

if 

Now 

theorem 1 1 holding for l1 would imply theorem 2 1 for J1 because theorem 2' holds 

Thus theorem.1 1 also fails unless 

(e,m)-cone condition. 

8 t ~ - •. But this is exactly the weak 
m 

Unfortunately, if e > m none of the .Q,t, t > 0, satisfy the strong 

(e,m)-cone condition since this requires that the boundary be horizontal for an 

interval every time the height achieves a relative maximum or minimum. 
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This exa.mple can be modified to show that the conditions on iC1 in thèorem 21 

are very close to being necessary. However it is not clear whether there is some 

condition between the wea.k-and strong a-cane conditions which is sufficient for 

theorem 1 • For example, one may ask, in the classical case, whether theorem 1 

1 holds for the complement of J'l,t which a.lways satisfies the weak cone condition. 

Finally, we present an example to show that theorem 3 does not hold for 

arbitrary bounded open sets. It seems unlikely, however, that the weak cone con-

dition .is really necessary. 

First consider the unbounded [1 in R
2 

given by .0, = { (x, y)} : x ~ 0 and 

0 ~ y t a(x)} where a(x) is a finite, positive, continuous 1 decreasing function 

00 00 

satisfying Jo a(x)dx < 00 but Jo x~- a(x)dx = 00 • Define f (x, y} = X on J),. 

Then every derivative of f is -bounded, hence in 1P (,{),) ' but f is not in 

Lp (.0,). Now J1 can be mapped onto a bounded domain [1 1 by a c00 
· diffe~morphism 

such that all the derivatives of <p 
-1 

are bounded. In fact, we just wind [l, 

in a spiral, which remains inside a disk since 
00 

Jo a(x)dx < oo. Then to 
-1 

<p 

is not in LP(,0,1 ), but every derivative is. 

§ 4.- Definition 4.- Let O < t ,$. 1. A t Rn 
n open se fl ç is said to have a 

~i..E. t boundary if there exists a fini te open caver ~, , ••• 1 UN of é).(1 wi th 

positive Lebesgue number, and matrices 11, ••• ; LN such that each pair U, L 

satisfies 1 
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If satisfying 

a uniform Lipschitz condition of order t such that 

Theorem 4.- Let and suppose J1 has a Lip t boundary. Then there exists 

a bounded linear extension operator '-6: 1!(.0,) ~ L~(Rn). 

Proof .- In case t = f this is just theorem 1. Let k < m. Let u
1

, ••• , uN, 

L1 , ••• , LN be as in Definition 4. Now trivially 1!(.0,) Ç L(k, .•. k,m), L(j) (.Q,) 

for each j = 1, ••• N. But.by theorem 1" we have a relative extension operator 

Bi. : Lp(k k ) L( ') (.0,) ---,, Lp{ k ) L(J·) (Rn), fFJ.f = f on U. in view J , . • • ,m , J k,... ,m , J 

of remark 3) of§ 3 (it may be necessary to take U a little smaller than 

p ( Il C p Il 
originally given). But L(k,_ ••• k,m), L(j) R) _ Lk(R ). Thus 

lJij 1!((1) ---,. L~(R
0

). We obtain an extension operator from the relative exten-

sion opera.tors via a partition of ünity·as in',theorem 1t 1 • 

Remark.- We get as a corollary weaker versions of the Sobolev inequalities for 

domains with llip t boundary. The details are straight,.....forward and are left to 

the reader_, Similar resul ts have been obtained by Hurd [s], al though his boundary 

conditions are of a different nature. 

The following example of such a result may be of interest 1 

yorollary.- Suppose .0, has a lip: t boundary for some t) O. Then 
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Of course the inclusion Lp (D,) ç c00 (.0,) holds' for e.ll .a, since i t is 
00 

essentie.lly a local result. 

§_5.- Here we give some applications to partial differential equations 

Theorem 5.- Let .0 be bounded and se.tisfy the strong cone condition. If 

2 
f G Lk ("1) and P(D) is any constant coefficient iinear partial differential 

1 

ope:ra,tor 1 then the equation P(D)u = f can be solved with ueL!(.Q,) ; in·-fa.ct 

the solution can be given by a bounded linear transformation on 
2 

Lk (n,) • 

Proof .- Let ~ be· the extension operator of theorem 1, and let 

mente.l solution of P(D) given in [5]. E has the property thà.t 

E be a funda-

E • L2 (Rn) L2 (Rn) 
• ~ eoo . ' E c~mmutes with translations and P(D) Ef = f. It 

u = E ~kf lu, It is easil.y seen to have the desired properties since i0, is 

bounded. 

Theorem 6 .- Let iO, be bounded and sa;tisfy the strong cone condition a.nd the 

strong «(k), L(k)-cone condition for k=1, •••. ,m. Let D11••• DM be diffe-

rcntie.1 monomials of the form 
(1) (m) 

DL(1) "• DL(m) with ~(k) .a(k) ,< 1 and including 

e.11 such monomials with, for eaoh k, f3(k) = (O, .. ' o, ex:( k) 1 0, .... 0) for some 
J . 

j depending on k. Let lP be the (finitely-gènerated) module over the polynomials 
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of M-tuples P
1

, ••• , PM of differential polynomials satisfying 

Let Then there exists 

a bounded linear extension operator Z,[J' : L~( .(1 , [J') ~ L~(Rn, ua) provided 

1 (''" . \ H ~"' R, = 0. 

Proof.- The theorem for ovèr determined systems [3, 6, 10] 

states that for convex .0, the equations u = D V 
j j 

j = 1, .•. M will have a 

solution v e SJ' (.O.) if and only if fPu = 0. By theorem 3' 

v eLP( ) ( ) ( ) ( ) where a:(m+1) = (k, ••• k) .. Now v is not 
. <X l , ••• a m+ 1 , L 1 , • • • L rn , I 

unique, but the space of solutions to the homogeneous equations D.w = 0 
J 

j = 1, .•• M, is finite dimensional. It is this fact which both allows us to 

replace the hypothesis ,n, convex by the cohomology condition 
1 

H (.0., R) = O, 

and also enables us to construct a bounded linear map u---=,, v by normalizing 

with conditions for certain eke C
00 

(.0,). corn 
The desired extension 

map is u ___,.V__; D.iv, 
J 

where t is the extension operator of theorem 1 1 

for 1P I (.0,) • 
<l(1), ••• a(m+1), 1(1), ••• L(m), 

If we take m = 1 , a = ( 1 , • • • 1 ) , D 
1 

, •• • D n 

fPu = 0 is equivalent to cutlu = 0 (i.e,; 
ôuk 

éh. 
J 

In general, pick a set of generators of [P, 

M 

2.: 
j=1 

P.(i)u. 
J J 

Then if we take 

a 
ôx 

n 

n 
k - -p 

the system 

is equivalerit· 

greater than the 



highest degree of the P.(i), 
J 

VIII. 22. 

we have the above equations holding in the ordinary 



[ 5] 

[ a] 
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Séminaire d'Orsay 1966/67 

B -algèbres 
0 

par Wo Zelazko 

Exposé n2 IX 

Définition 1.- Une B -algèbre est une algèbre topologtque localement convexe, 
0 

métrisable et complète, et telle que l'application (x,y)--+ xy soit continueo (I~ 

suffit pour cela qu'elle soit séparément continue). 

Théorème 1o- La topologie d 9une B -algèbre peut être définie par une suite croissan-
o . 

te de semi-normes x -~lxl. (i = 1, 2, ••• ) telle· qu'on ait 
·1 

( 1 ) 

(1') 

(2) 

Remarque.- La condition suivante (plus forte) est souvent vérifiée 

1 xy l . ❖ 1 x 1 . 1 Y 1 . • 
1 1 1 

Si l'algèbre possède une unité e, on peut alors supposer de·plus 

1 e 1. = 1 
l. 

(i=1,2, •.• ). 

Nous ne savons pas si la topologie d'une B -algèbre unitaire quelconque peut être 
0 

définie par une suite croissante de semi-normes vérifiant simultanément (1) et (2)o 

I. Algèbres localement multiplicativement convexes 

Définition 2.- Une B -algèbre A localement multiplicativement convexe (ou ,Cm c) 
0 

est une B -algèbre dont la topologie peut être définie par une suite de semi-normes 
0 

x--,. lxl. vérifiant (1 9 ). 
1 



IX. ?• 

Pour cela il faut et il suffit que la topologie de À puisse être définie par 

une suite de semi-normes telles que le produit de A (x,y)---.. xy soit séparément 

continu relativement à chacune d 1elleso 

Théorème 2.- Les assertions suivantes sont équivalentes: 

(i) 

(ii) 

A est une B -algèbre locale~ent multiplicativement convexe 
0 

A est une algèbre topologique complète et possède un système fondamen~al 

dénombrable de voisinages. de zéro U. (i = 1 11 2, ••• ) convexes et tels que 
l. 

(iii) A est algébriquement et topologiquement isomorphe à une limite projective 

d'une suite d'algèbres de Banacho 

Précisons (iii)_ : si la topologie de A est définie par une suite croissante de 

semi-normes x ~ 1 x 1. vérifiant (1 '), A = lim A. où À. est 1 1 algèbre de Banach 
l. +-- l. l. 

complétée du quotient de A par l'idéal ~x1Jxl 1 e= 0 i (les applications Ai -4'-Âj' 

j ~ i, sont canoniques)o 

Exempleo- L'algèbre C(-oo,· +oo) des fonctions continues sur R, l'algèbre E(~) 

des fonctions entières définies sur ~, munies de la topologie de la convergence 

uniforme sur tout compact, constituent des B -algèbres e m c. 
0 

Contrairement aux algèbres de Banach, les B -algèbres ~ m c unitaires commutati­
o 

ves peuvent contenir des idéaux maximaux non fermés, ou de codimension> 1. Par exemple, 

posons 
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I est un idéal dense de C(-oo , +oo), donc tout idéal maximal propre contenant I est 

dense. De plus, tout idéal propre maximal contenant I est de codimension infinie. 

Cependant plusieurs propriétés importantes des algèbres de Banach s'étendent aux 

B -algèbres e m c. Les démonstrations utilisent principalement le théorème 2 1 (~ii). 
0 

Supposons pour simplifier les algèbres considérées unitaires 

- Théorème de Gelfand-Mazur : Une algèbre e m c à division est isomorphe au c~rps 

des réels, des complexes, ou des quaternions. 

Soit A une algèbre· e 'm c complexe commutative 

- L'intersection de tous les idéaux maximaux de A est fermée 

- L'application x---;, x-
1

(définie sur le groupe multiplicatif) est continue 

- L'ensemble MA· des fonctionnelles multiplicatives de A continues non identique-

ment nulles est non vide et s'identifie à l'ensemble des idéaux maximaux fermés 

- Si <J'A (x) est 1 'ensemble des scalaires À tels que .Xe - x ne soit pas inver­

sible (spectre de x) on a 

Donc, pour que x soit inversible il faut et il suffit que pour tout ~ éM, 

cp(x) -1= O. 

- crA(x) = U crA. (xi), 
1 1 

où les A. sont les algèbres de.Banach décrites plus haut 
l. 

(A = lim A.), 
~ l. 

et X. 
l. 

est la projection de x dans A. est donc un cr-corn-
l 

pact. 

- L'algèbre f/e((j (x)) des fonctions holomorphes sur cr(x) opère sur x, dans le 



sens habituel du calcul symbolique holomorphe. 

En particulier, si f(z) = 2: anzn E E(œ) (fonctions entières sur 
n>,,O 

converge pour tout x e A. La réciproque est vraie dans le cas commutatif 

C), n 
Il, X 
'n 

Théorème.- Pour qu'une B -algèbre comrrrutati ve A soit ~ m c, 
0 

il faut et il suffit 

que pour toute série ~ anzn 
n~o 

(a scalaire) telle que lim sup 1:;J la j = o, 
n n e} pour 

tout x e. A, E anxn . converge. 
n~o 

Propriété d'extension ("extension property").- On dit qu'une algèbre topologique A 

a la propriété d'extension si, dès qu'une série de puissances 

converge sur un ouvert de A elle converge en tout point de A. 

n 
a z 
n 

(a 
n 

scalaire) 

Théorème.- Pour qu'une B -algèbre e m c commutative unitaire ait la propriété 
0 

d'extension, il faut et il suffit que l'ensemble de ses éléments inversibles ne soit pas 

ouvert. 

II.- Exemples de B
O 
-algèbres .!!2,!! e m c 

11!) LW ( [o , 1]). On désigne ainsi 1' algèbre n Lp( [o , 1J) pour le produit 
p >/ 1 

point par point, munie de la topologie borne supérieure des topologies naturelles des 

Tout idéal maximal de LW est dense et de codimension infinie. 

Il n'existe pas sur Lw de fonctionnelle multiplicative non,identiquement nulle. 

En effet, une telle fonctionnelle, restreinte à c([o, 1]), serait une mesure de 

Dirac, et elle annulerait un élément inversible de Lw. 



L'application x--+ x- 1 (x inversible dans Lw) n'est pas continue. 

Les seules séries de puissances L anxn 
n>,.o 

(a scalaire) qui convergent pour tout 
n 

(j) ' 
x EL sont les polynômeso 

22) Williamson a donné un exemple d'une B -algèbre contenant une algèbre à division 
0 

dense, algébriquement isomorphe au corps des fractions rationnelles • 

. 1+ 
32 ) e = n e (N), 

p > 1 p 
suivant le produit de convolution. Le spectre de 

1+ ê est le 

disque ouvert { z j I z 1 < 1J, Il existe un élément non inversible de 
1+ e qui ne s'annule 

en aucun point du spectre. 

III.- "Extended spectrum" 

Etant donné un élément x d'une B -algèbre unitaire A, on désigne ainsi le sous­
o 

ensemble L A (x) de la sphère de Riemann C U {oo} égal à la réunion de ~ (x); 

de l'ensemble des discontinuités de la.fonction À --+ ( Àe - xr1
, et de {ooj 

si )-1 
À ~ (1 - À X est discontinu en 0 

Contrairement à <rA(x) (cfo exemple 2) LA(x) n'est jamais vide. 

Si RA(x) = Sup{lzl I z E LA(x)j, on a 

RA(x) =Sup_ lim supo/jxnl 
n --+OO 

la borne supérieure étant prise sur un ensemble de semi-normes définissant la topologie 

de A. 

On a aussi 
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( ) nv f(xn) RA x = Sup * lim sup 
feA n~co 

* où A est le dual topologique de l'evt A. 

IV.- Diviseurs topologiques de zéro généralisés 

Le théorème classique affirma.nt que toute algèbre de Banach non triviale possède des 

diviseurs de zéro topologiques ne s'étend pas aux algèbres topologiques plus générales. 

En effet si x e. E(lt) et Y C E(U:), 0 e xY ==?X= 0 où O e î. On est alors amené à 

poser la définition suivante 1 

Définition.- On dit que deux sous-ensembles X,Y d'une B -algèbre A sont qes 
0 ! 

diviseurs de zéro topologiques généralisés si 0 /X UY, mais 0 E XY 
, ' où 

Théorème.- Si une B -algèbre A f m c ne contient pas de diviseurs de zéro 
0 

topologiques généralisés, elle est isomorphe au corps des réels, des complexes, ou des 

quaternions. 

Démonstration dans le cas où A est complexe et unitaire (C. Ryll-Nardzewski) 

V x e A, 
2 

X = ÀXo 

Alors, si A~ t, A possède des diviseurs de zéro algébriques. 

* ]f e A 

2 
X et X linéairement indépendants 

t ___,. g(t) = f(x exp(tx)) (t 6 t) est une fonction entière. 

Il existe une suite t , n = 1, 2, • • • telle que g(t )g(-t ) ~ oo car 
n n n 
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g(t)g(-t) n'est pas constante. En effet g(t)g(-t} = cte =>g(t)g(-t) ë O ==>g(tl = 0 

2 
==>f(x) = g'(O) = O. 

x exp(t x) 

Si alors yn = g(t )n 
n 

et y z -il-Ûa 
nn 

x exp(-t x) 
Il 

z n = --g--(--t--) -
n 

f(y) = f(z) = 1, donc 
n n 

Conjecture.- Ce-théorème est vrai pour une algèbre topologique quelconque. 

Cette conjecture est vraie pour les algèbres topologiques à divisiono 

On trouvera une bibliographie abondante dans la référence suivante : 

W. Zelazko : Metric generalizations of Banach algebras, Rozprawy Mat., 47 9 1965. 
PP• 3-70. 
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Exposé~ X 

~a conjecture de Koebe sur les applications conformes 

s:ur les "circle domains". 

par 

R.J. Sibner 

1o Le problème général des domaines canonigu~s 

Il est bien connu qu'on peut appliquer· conformément chaque domaine simple-

ment connexe dont la frontière a plus de deux points s~ un autre domaine de la 

même classe. De plus, cette application est unique modulo une normalisation con-

venable •. Donc, on peut en choisir un comme le domaine canonique de cette classe. 

En_génér~l, pour les domaines muiltipleinent connexes, le problème n'est pas 

aussi simpleo Premièrement, une appliba.tion conforme est une homéomorphie et par 

suite, èlle conserve la conne_xité d'un dom&ine. Deuxièmement, en général deux do-

maines de même connexité ne peuvent pas s'appliquer l'un sur l'autre par une aP°'." 

plicatian conforme. Par exemple, soient -R
1
· = {z l 1 es. fzl ~ r

1
} et 

R
2 

= { z l 1 ~ 1 z 1 ~ r 
2 
J . Il n I est possible d'appliquer conformément &1 

R - quP. si 
2 

sur 

Beaucoup de classes de·domaines canoniques ont été approfondies. Nous en 



décrirons plusieurs z 

(i) Le plan complexe privé de segments parallèles à. l'axe réel .. 

(ii) Le plan complexe privé soit du disque unité fermé, soit de l'origine, 

et en plus de certains segments situés sur des demi-droites issues de l'origine .. 

(iii) Le même que (ii) mais les segments étant remplacés par des arcs de 

cercles centrés à l'origine., 

2o 1!_ ·cOnjecthre ~ Koebe 

En 1908, Koebe a conjecturé· (6] qu'on peut appliquer conformément 

chaque·domaine du plan.sur un "circle-dornain", c'est-à-dire un domaine dont la 

frontî.ère•se compose de cercles et dé points.Pour les domè.ines simplement conne-

xes 9 ceci est tout simplement le théorème de représentation conforme de Riemann 

que nous avons mentionné ci-dessus au§ 1. Koebe lui-même a démontré sa conjec-

ture en 1920 · .(7] dans le cas de domàiries de ·connexité finie, puis en 1922 [8] dans 

le cas de domaines symétriques (i.e. domaines syrnét-riques par rapport à l'axe 

réel, et divisés par cet axe·en deux domaines simplement connexes). 

Pour expiiquer les autres résuliats sur cette conjecture nous avons besoin 

de la nbtion 8.e "weaki' limite composànte de la frontière. 

En généràl ~ un point d'accumulation dés composantes de la. frontière es·t soit 

une composante de la frontière à lui:tout seul, soit situ-=: 8ur une autre compo-

sante. On dit qu'une composante-limi~e de la frontière d'un domaine '1 est 



"weak" ;si c'est un point et si elle reste uil point par chaque application con-

forme du domaine ~. Nous remarquons que cette condition est équivalente à la 

suivante l 1~ "extremal length" (2] de la classe de courbes situées dans une 

partie borné~ de t'1 et entourant le point est nulle. 

De•nneberg [4] a démontré que la· conjecture est vraie pour une classe de do-

maines ·sous c'ertaines conditions. géométriques· portant sur les composantes de la 

fronti~re. Ce,s conditions laissent supposer que le point à 1 1 1nf ini est la seule 

' 
composante-limite de la. frontière, et ·qu·• il est "weak". 

Gr,otzsc~ '[5] ·a prolongé ce résultat au cas des domaines dont la frontière 

a un nombre f;ini de "weak" composantes-limites et Strebel [1-1, 12]. au cas d'un 

ensemblie dénombrable de "weak" composantes-limites, et en plus, à quelques cas 

où il y a de~ iµ,ints-limites des composantes de la frontière sur les autres corn-

posantes. 

Les résultats de Denneberg, Groizsch et la plupart des résultats de Koebe 

et Strèbel pe,uvent @tre déduits du théorème que nous donnerons au·§ 4. Nous ne 

discuterons pas ce point dans cette conférènce d'exposition mais nous ne donne-

rons qu'un p~tit nombre d'exemples nôuveaux de domaines pour lesquels le théorèmr 

permet de vérifier la conjecture. . . 

Pour les: autres questions regarjez {10). 



X.4. 

§ 3. Nous rappellerons quelques idées élémentaires d'applications quasi-conformes. 

Premièrement nous donnerons une définition géométrique. 

Soit Î une courbe de Jordan portant quatre points distingués. Si nous ap-

pliquof'i 1 '~'.""f1frieur de cette courbe sur un rectangle f x,y) · 1 0 ~ x ~ 1, 

0 ~ y ~ :a} et si nous voulons que les quatre points distingués correspondent aux 

quatre sommets de ce rectangle, alors le nombre R est bien déterminé. Nous 

dirons que R est le "module" m{R) du rectangle. Si f est une application 

d'un dqmaine. D sur un autre domaine D', · on dit que f est une application 

quasi-Qonforme si. le rapport m(R)/m'(f (R) ). est borné supérieurement, uniformé-

mPnt pour tous les rectangles du dom~ine. 
\ 

La définition ci-dessus est valable pour une homéomorphie mais.peut-être 

sera-t-elle plus claire si nous donnons unie autre définition équivalente, dans le 

cas où f a des dérivées partielles continues. 

Si f ést conforme, l'applicat-'ion tangente envoie un cercle dans un cercle. 

En général ~ applique un cercle de, centre P dans une ellipse d'exentricité 

K • L'application f est que.si-conforme :dans un domaine D . si K ~ K < œ 
p ~-

pour tout point P e D. 

Si nous ·introduisons les dérivées complexes 2 = 2. + i 2- · et 
~Z ôX ~ , 

1- = --- - i 2.. nous pouvons écrire· cette condition x. 
~z "'i)Jt. 7:Jy 



If 1 - lfJ z z 
If 1 + If _1 ~ K < 00 

z z 

ou If l z 
avec k = a-1 < _1 

k+1 

X.5. · 

Nous donnons maintenant la définition analytiques Soit· ~(z) mesurable 

dans D et dont la borne supérieure essentielle llr,lbo ~ k < 1 dans· D. On 

dit que f est une application quasi-conforme ou ~-conforme si elle est so-

lution homéomorphe de l'équation de Beltromi f_ = ll{z)f' (dérivées au sens gé-z r z · 

néralisé). 

Nous aurons besoin· de trois théorèmes (1 , 3] 

(a) (Existence) Soit p.(z) . mesurable et 11~11
00 

-' k < 1 dans le plan complexe 

CI alors il,y a une solution w~, unique à une transformation de Mobius prèao 

(b) Si f~ -et g~ sont ~-conformes dans un voisinage d'un point, alors 

g~ =ho f~ où h est conf'ormeo 

(c) Si f ID~ ~D 2 est quasi-conforme, alors est aussi 

quasi-conforme. 

§ 4. Nous pouvons maintenant énoncer notre s 

Théorèm, Principal: Supposons qu'on ,puisse appliquer un domaine 'fi sur un 

"circle~omain" par une application quasi-conforme. Alors on peut appliquer A 

sur un ;{autre) "circle-domain" par une application conforme, c'est-à-dire que la 

conject\lre de' Koebe est vraie pour tous les domaines qu'on peut appliquer par 



une. application quasi-conforme sur un "circle-domain" •. 

Démonstration a Soit f une application quasi-conforme d'un "circle-dome.in" K 
0 

sur le domaine .o,. Elle définit une fonction ~(z) = f_/f , telle que 
z z 

~f-l~ro ~ k <. 1 sur K • Si nous prolongeons fL à l'intérieur des composantes 
0 

circulaires de la frontière de K nous pouvons obtenir une fonction ~(z) qui 
0 

est définie dans le plan complexe a: et telle que llpJ1
00 

~- k < 1 dans G:. 

Le théorème (a) de § ) nous donne une e.pplice.tion que.si-conforme wP. z C -i)> C • 

Puis, en vertu du théorème (b) de§ 3, est une application con~ 

• 
forme ne Il sur ·1e domaine K = wP (K ). 

. 0 

Mais, que deviennent les composante~ circula.ires de lafrontHre de .K 
0 

p~r l'.e.pplièation wµ, et donc par l'application g? Cela dépend d~ la ma.~ 

nitre dont é'tai t définie /4-, _dans 1 1 int~rie~ des cercJes. Nou~ q.evons faire le 

proiongement de manière que les cercles deviennent-encore des cercl,s~ 

Nous avons besoin du 

J.temme ~ri.pal I S~it r = { z : 1 - a 1 = P}. Supposons que JL(z) soit défi-

nie dans ·c, et que fJ- soit compa.~ible avec l'inversion par rapport au cercle 



x.r. 

f, i.e .. p(R(z)) = jl{zî. (Rz/Rz) où R(z) =a+ p1/z - a est l'inversion par 

rapport à. I' f 

Alors chaque application µ-conforme du plan sur lui~même applique I' sur un 

cercle. 

Démonst~ation du lemme g Soit u(z) une application ~-conforme du plan œ sur 

lui-m6m·e, tel que u(a) = 0 et u(œ,) =m. Alors u(z) et v(z) = 1/~(R(z)) 

satisfont la mAme équation de Beitrami (c'est là un simple calcul). Donc 

u = A'o·v où A est une applicatioa de Mëbius. Mais, en pius; v(a) = 0 = u(a) 

et v(oo) = oo = u(oo )_o D'où ti ~ 111v où >. est une constante. Pour ~ 6 f, 

1 u(~ )12 =·A donc ~ est réel et positif. Par sui te u applique .I' · sur un 

cercle. 

Re-venons· à la démonstration du théorème : Soient c
1 

, c
2 

, • • • les compo-

santes circulaires de la frontière dè K~ · (Il y en a au plus une infinité dé-

nombratile). 

Nous avons la fonction p.(z) 

Î • j ' 
1 1nvetse de K 

0 
par rapport à c, 

d~finie dans K. Nous la prolongeons dans 
0 

par la condition qu'elle'soit compatible 

définissons ·µ(z) dans l'inverse de K1 ~ar rapport à c
2 

par la conditiou 

qu'elle soit·compatible avec l'inversion R
2 

par r~pport à c
2

• Maintenant 

est définie dans le domaine K
2 

= K
1 

U &
2 

(:K
1

) • Nous refaisons 1 'inversion par 



x.-s. 

rapvort à c
1 

, puis à c
2

, puis à c
3

• Ensuite nous faisons les inversions 

fin, nous obtenons un ensemble .sur leq.uel µ. est compatible avec 1 1 inver-

sion par rapport à chàque cercle C. · Le complémentaire de 
j· 

est mesurable. 

Soit fA = 0 .dans cet ensemble. Alors, µ est définie dans e · et il est corn-

pa.tible avec l'inversion par rapport.à chaque cercle 

lemme ci-dessus, wl1(C .) 
J 

est un cercle pour chaque 

C. • 
J 

j, 

Donc, d'après le 

K = wP(K } 
0 

est un· 

"circle-domain", et puisque g z '1. ----b- K est une application conforme le thé-0_-;.1 

rème est démontré. 

§ 5. Q~élgues exemples (cf. (10]). 
; . . . 

Exemplé 1 s $oit ~ un domaine simplemen~ connexe tel que la fermeture À C K 
1 

nt, K est ~ "circle-domain" •. Donc K - à est conformément équivalent à. un 

Oh démoµtre cela grice au lemme suivant 

Lemme a Soiept 11 et 1
2 

deux connexes compacts non réduits à un point et in­

térietirs 'à une courbe de Jordan analytique 1• · Alors il y a une application 

quasi-:conforlne f I R(1, t 1) ~ R(l, 12) telle que, pour tout z a 1 f(z) = z. 

(En Rêmfral ,' R{0t., p) désigne la couronne bornée par les courbes o: et ~). 

~ous omettons la démonstration de ce, lemme (on applique conformément les 

deux douromies sur des couronnes circula.ires et on construit explicitement nne 



application q°iasi-conforme entre les deux couronnes circulaires qui donne la 

correspondance, voulue sur le bord). L~exemple se déduit immédiatement du lemmeo 

En effet, soit 1
1 

la frontière du domaine à, et soit 1 une courbe· de 

Jordan analytique qui "entoure" '(
1

• Si 1 a est un cercle intérieur à '{, nous 

pouvons trouver d'après le lemme une déformation quasi-conforme de R(l, 1
1

) sur 

R(l, 12> qui est l'identité sur lo Cette· application définie dans l'intérieur 

de la couronne, et prolongée par l'identité dans le reste de K -o. est une 

application. qùasi-conforme de K - li. sur un "circle-domain''·• Donc·, d-1ap,rès,, le 

théorème, il y a une application conforme de ce domaine sur. un, l'eii-rcil.e+domB1in," o 

Exemple ~ a Supposons que D
1
. , o •• , Dn aient des .complémentair~,s ,dd..sjod.nts,· e,t.· 

que chaque soit conformément équivalent à. un "circle-domainl'b•·AJ.ors 1! in,.. 

n 
,tersection n D. est aussi conforme, à ,un "circle-doniain'.' .• 

j=1 J 
i 

La démonstration est. analogue: à. celle de H exemple 1 mais- elle. empil.olie, le 

Lemme :· Soie~t ·s
1 

(z) et _s
2

(,z) des applfoations. conformes. défini-es -sur ttm,·voi-

sipage des c~rcles et c
2 

respectivement et telles .. que 8,, 
J 

sur,. lui-m~me. Alors il, y. a une .application 1quasi-:-conforme 

pour,tout 

f,Lpplique,. c-,, 
J 
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