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Exposé n? I

Ensembles de Ditkin forts

par Haskell P. Rosentha

1. Préliminaires

Définition. Soit B une algtbre de Banach,. commutative, séparable. Disons que B

v
posséde une approximation de 1'identité s'il existe une suite {vn} C B telle que
n=1

lim || vn*f - f#fl =0 quel que soit £ € B. (Employons la notation "B € App."
n — oo
pour exprimer cette propriété.)

Remarquons que par le théoréme de Banach-Steinhaus, il s'ensuit qu'il existe ume
constante M < oo telle que Bl'vn * 2] ¢ MJ£]|. quels que soient n et £ e B.

Disons que B & une approximation de 1'identité bornée en norme (notation
B € App. fort) si B g App. et s'il existe upe constante K <o telle que ||vn | <K
quel que soit n.

Soit G wun groupe abélien localement compact séparable, métrisable, [ 1le groupe
dual de G, E un fermé de @, et I(E) 1'ensemble de toutes les f € Lﬂ(F) telles
que % =0 sur E.

8i J est un idéal fermé dens L‘(F), disons que J est associé avec E

si E= {g €G: £(g) =0 quel que soit f € J}. (Ainsi; I(E) est le plus grand

;idéal associé avec E.)
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II. Conditions nécessaires

(ot & (@)
Théordme 1. Si J est associé avec E et J e App. fort, Ee fRa(G) désigne

l1'anneau des classes de Gd’ clest & dire la plus petite famille de sous-ensembles de
G contenant les classes de sous-groupes arbitraires de G, et fermé par réunian finie
et passage au complémentaire.)

Le théortme t est une conééquence immédiate du théordme 1 de [3], ce qui est &
son tour une conséquence presque immédiate du théordme de Paul Cohen sur les mesures
idempotentes.

Théordme 2. Soit. G =B  ou T et E sans intérieur. 8i J est associé avec
E et J e Appo, alors BE€ ﬂd(G)e
(Ceci est une conséquence du théordme 1 et d'un résultat de Y. Meygr (ct. [1] qui
implique que pour toute mesure s " B~ |= sup "pa* fll, la borne supérieure étant prise
pour toutes les £ € J de norme 1).

Disons que E est un ensemble de Ditkin fort si E est de synth®se spectrale
ot I(E) e App.

Lemme. Les trois conditions suivantes sont toutes équivalentes s

1) E est un ensemble de Ditkin fort

. o |
2) I1 existe une suite {vn} € L‘([‘) telle que Yn, v =0 surun
n=] -

voisinage de E, et telle que lim llv #2 - £ —> 0 quel que soit £ € I(E).
n - 00

3) 11 existe une suite de mesures {p,nil sur [' telle que Yn, Hy =1 sur
‘ =1

un voisinege de E, et telle que 1limllp = f"@ =0 quel que soit £ € I(E).
n s 00 b
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(La partie (2) 4tait la définition prise par Wik pour le cas G =T).

Corollaire immédiat des théordmes 1 et 2. Soit G =B ou T et E sans

intérieur. Si E est un ensemble de Ditkin fort, alors E e.‘R,(Gd)s

I1 s'ensuit que les intervalles fermés dans le plan ne sont pas des ensembles de
Ditkin forts, et qu'en fait aucun ensemble infini, borné, et sans intérieur, n‘est un
ensemble de Ditkin fort.

Probléme ouvert. Est=ce qu'il existe un ensemble de Ditkin fort dans R% qui est

borné et infini 7

III, C6té positif

Théordme 3. (cf.{3])

a) chaqge gsous-groupe fermé de G, est un ensemble de Ditkin fort

b) si la frontidre de E est un ensemble de Ditkin fort, alors E en est un.

c¢) une réunion d'um nombre fini d'emsembles de Ditkin forts en est un (due d Wik =
cf [4]).

Remarquons que la réciproque de (b) est fausse ; si E est la fermeture de
1'extérieur Q'un carré dans &2, alors E est un ensemble de Ditkin fort puisque E
est la réunion de quatre demi~plans § mais la frontitre de E n'appartient pas & lﬁh(ﬂzl

Nous pouvons caractériser les ensembles de Ditkin forts sans intérieur, dans T

et R,
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Théordme 4.

a) Wik (cf°E4]). Soit ECT, E sans intérieur. E est un ensemble de Nitkin
fort si et seulement si E est fini.

b) Soit EcR, E sans intérieur. B est un ensemble de Ditkin fort si et seule-
ment si E; plus ou moins un ensemble fini, est une réunion d'un nombre fini de ‘progres-
sions airthmétiques (cf. théordme 5 de [3].)

Appelons E ctRa un polygone si E est compact, connexe, la fermeture de son
intérieur, et si la frontidre de E est une réunion d'un nombre fini de segments
linéaires.

Théoréme 5. {cfo [?])o Soit E un polygone. Alors E n'est pas un ensemble de

Ditkin fort, et ﬁE en est un si et seulement si E est connexe.

IV, Autres problémes ouverts

1) conjecture de Wik s Soit Ec T, E un ensemble de Ditkin fort. Alors la
frontiere de E est finie

2) soit D = {(x,y)-s x2 + y'2 $ ﬂ}e Est-ce que D ‘est un ensemble de Ditkin
fort 7 Est-ce que Ei en est un 7

3) caractériser les ensembles de Ditkin forts dans Rz tels que leur frontidre

soit une réunion d'un nombre fini de segments linéaires.
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Exposé nf 11

RESULTATS GENERAUX SUR LES MULTIPLICATEURS DES IDEAUX FERMES DE A(R).
par I, Meyer

Le but de ce premier exposé est d'indiquer quelques résultats simples sur
les multiplicateurs d'idéaux fermés de A(R) ; en_fait on peut étendre tout ce
qui sera présenté au cas de AR™ x ). Les connaissances acquises permettront
lors d'un second exposé de construire un ensemble compact sur la droite satisfai-
sant la condition forte de Ditkin et dont la frontidre est infinie.

Quelques définitions et propriétés naturelles seront présentées au § 1. Les
deux théordmes les plus importants (restriction & Z d'un multiplicateur "défini"
sur B et construction d'un multiplicateur "défini" sur R & partir d'un mul-
tiplicateur "défini" sur Z) seront prouvés au § 2. Au paragraphe 3 nous appli-
‘querons ces résultats ainsi qu'un théordme sur les multiplicateurs de {FH’(R)
pour montrer que les seuls idéaux "intéressants" de A(R) sont ceux composés de
fonctions s'annulant sur un fermé d'intérieur non vide. Au paragraphe 4 de ce

premier exposé nous indiquerons les problimes que nous n'avons pas su résoudre.
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§ 1.- Les définitions

A tout idéal fermé I de A(R), on peut associer un ensemble fermé E de
R qui sera appelé le cospectre de I et défini de la facon suivante ¢ E est
1'ensemble des points de R ol s'annulént toutes les fonctions de E. On pait,
c'est le théortme de Malliavin, que la c¢onnaissance de E ne.détermine pas tou—
jours 1'idéal fermé I,

Définition 1.- Une fonction définie sur le complémentaire (), de E, §_§a1aurs

complexes, sera notée et sera appelde un multiplicateur de I si la condition

suivante est satisfaite ¢

Si ? est dans I, la fonction égale b 0 sur E et d ¢f sur & est

toujours dens A(R).

La définition 1 entrafne que @ est une fonction continue et bornée sur )}
plus précisément 1'application de I dans A(R) définie par multiplication. par
¢ est continue grAce au théordme du graphe fermé.

On sait que, si E est vide; I est tout A(R) et que tout multiplicateur
P de I est alors un élément de B(R) ([1] 3.8 page 73). D'autre part les
é1éments de B(R) peuvent 8tre caractérisés de facon simple en faisant intervenir

une dualité avec les polynémes trigonométriques sur R,

([1] 1.9 page 32)
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La proposition § ci-dessous n'est rien d'autre qufune généralisation de ces ré-
sultats.

Proposition 7.~ Une fonction & valeurs complexes, 0 définie sur l'ouvert ()

g

est un multiplicateur d'un idéal fermé I de A(R) de cospectre E si t'seu-

lement si les deux conditions suivantes sont vérifides s

a) ¢ est continue sur

b) on peut trouver une constante A +telle que, toute suite finie Ja,..., Xn

de points de & et pour toute suite finie a,,..., &n de nombres complexes, on

ait 1

+ n

§ +T n ixa‘PI 1 T ixXb
lim = e Q(Y )e dx ¢ A lim — a e dx
T— +002T J‘-Tig Pq’ Xp ; T— +002T ~-T IZH:I P I

Exprimons de fagon plus succinte la proposition 1 ; appelons Id(E) 1'idéal fer-

mé de A(Rd) composé de tous les éléments de A(Rd) nuls sur E (R, désigne

d

le groupe R muni de 1a topologie discrdte & c'est le groupe dual du compactifié

de Bohr de R). Alors 3 ¢ est un multiplicateur de I si et seulement si ¢

est un multiplicateur de Id(E) et si ¢ est continue sur 0, -

Une conséquence de la proposition i est ia suivante i il revient au méme
de parler de multiplicateurs de I ou de multiplicateurs de tous les éléments
de A(R) nuls sur E. Un probldme se pose cependant ¢ un tel multiplicateur

Aéfinit-il un endomorphisme de I ? Nous poserons de nouveau cette question en
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la précisant au § 4.

§ 2.- Passage aux sous groupes

Une autre conséquence de la proposition 1 s'obtient dans la situation sui-
vante t E est un fermé de R, I’ un sous groupe fermé de R; N est l'inter-
section de E et de [ et ? désigne un multiplicateur des éléments de A(R)
nuls sur E, On a alors le résultat ci-dessous

Théordme 1.~ En restreignant @ aux points de [' hors de E; on obtient un

multiplicateur des éléments dé A([') nuls sur E N[ de norme au plus égale

& celle de @

I1 sera important dans les applications de connaftre une forme de réciproque
du théordme 1, Nous faisons les hypothdses suivantes justifiées par les résultats
du paragraphe 3 3

Si ['= Z, on suppose l'existence d'un nombre réel A, 0 <A < 1/2, +tel

que tout point ¥ dens E et Z soit le centre d'un intervalle fermé de lon-

gueur 2\ tout entier dontenu dans E. On a alors le résultat suivant i

Théortme 2.~ Si 7y est un multiplicateur, défini sur 2 rICE, des_éléments de

A(Z) nuls sur E et si g(x) est une fonction de la classe A(R) nulle hors

de [-{A,)\]; alors

(x) = (y) glx =)
? ;z;;¢1CEW Ve J
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est un multiplicateur des &léments de A(R) nuls sur E de norme asu plus

Ay Ty gl g

(ol Ilw | désigne la norme du multiplicateur W)

Tout d'abord on remarque que 2:: g(x - x) est dans B(R) et que la rorme

B’ez
de cet élément de B(R) est au plus Ai||g“A(R)' Supposons que f£; dans A(R),
. ; i - gt b (% - 1 0y
soit nulle sur E. Alors f(x).g;;z g(x K) s'éerit 2;; fn (x = n) ol fn

est dans A(R), nulle hors de [-X,A] et ol £ est O si n est dans E,

On applique; & ce stade, le lemme 3

lemme .- Pour une constante positive B, ne dépendant que de A, 0< A < 1/2,

A

+m
et tout é1ément de A(R) s'écrivant }:j £ (x = n) ol fn' est nulle hors de
-00

[_- A, k], on 8 les inégalités 1

+00
-1 :
B He 6N e n cvcn lairxz) § Ilg 2, (= n)l oy € B l|(fn(x))_m<n<+°°"A(sz.‘

Le lemme entraine le théortme 2 pour la raison suivante 3 si W(X) est un
multiplicateur des éléments de A(Z) nuls sur E, Idxy est un multiplicateur
des é1léments de A(R X 3) nuls sur- B X E. Ainsi, si £ est 0 lorsque n

est dans E, on a 1'inégalité

| (pn) £_(x)) I

co <1 <+ laxzy ST RN GO,

RXZ)

et compte tenu du lemme 1 on obtient le théordme 2.

I1 reste & prouver le lemme 1 § il suffit de le montrer pour la partie dense
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+m
des fonctions de A(R) s'écrivant comme une somme finie du type Z fn (x - n)o
-00

1
Soit Fn 1'é1ément de L (R) dont la transformée de PFourier est fn(x).

Pour tout & de ¥, on peut trouver un élément i dans B(R); de norme

in®

au plus B égal & e sur [n -A, n+)\].

k H

Par convolution avec & ; on obtient 1'inégalité 3

in(6+x)
[y F (x) ﬂbi ®) € B)\"Z £ (x-n) “A(R)

On intégre par rapport & © 1le premier membre de 1'inégalité ci-dessus pour
trouver 3
i in@
> e F(x)] B )0 f (x~m)y
n L’(qur) A n A(R)
et ceci prouve une moitié du lemme; L'autre s'obtient de fagon tout-a-fait sem-
blable.,

Corollaire 1.- 81 A(x) est une fonction dans A(R) nulle hors de |-t, +|[ ,

les sommes (Pn(x) = }: Alx - Zk) forment une suite bornée de multiplicateurs
O&kgn

des éléments de A(R) nuls sur }- o , 0_] o

Un théordme de Paley ([{], théordme 8.6) nous apprend qu'une suite bornée par 1,

a k > 0, placée en 2k est un multiplicateur de €FHi(T) de norme au plus

k’
A (A constante absolue). Il suffit alors d'appliquer le théordme 2 au cas ol

_ : k
w(m) = 0 pour tous les entiers m positifs qui ne sont pas de -la forme 2,

0O¢k¢n et w(m) =1 ailleurs.
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Remarque s si Q(x) est un multiplicateur de norme A des éléments de A(R)
nuls sur ]—009 0], il en est de méme de l?(tx) pour tout t; t > O, Ainsi
Qn(2nx) est une suite bornée de multiplicateurs.

§ 3.- Multiplicateurs triviaux et non triviaux

a) Multiplicateurs triviaux.
Nous allons prouver le résultet suivant : le théordme-3

st [=R"x T etsi I est un idéal fermé de A(I), -tout multiplicateur de

I est nécessairement un éi1ément de B(I") lorsque 1'ensemble E des zérqs: com-

muns aux éléments de I n's pas d'intérieur,

La démonstration de ce résultat reprendrs celle du théordme de Krein guivent 3

81 ) est un ouvert de Rng £ wune fonction continue sur telle que, pour

toute suite X‘i’ X’z,“~., Xn de points de (), et toute suite By Bypeee ar-! de

nombres complexes, on ait 3

‘ iXo 1 ix.[n l
la#’(ﬁ) + azf(x‘z)ﬂ,+.°‘s+ anf(Xn)l < 'xs;§n| 8 e tioet 8 e

alors £ est la restriction 3 () d'un é1émént de B(I") de norme au plus égale

a 1.
Nous aurons, en fait, besoin d'une variante du théorime de Krein, la propo-
sition 2 (énoncée et démontrée si [ = R)

Proposition 2.- ¢} est un ouvert de R, f une fonction continue sur (), et
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g, une suite, tendant vers O, de nombres réels tels que pour tout n, n) 1,

£ et un élément B de B(n_ﬂz + en) de norme au plus ?; aient méme restric-

tion & ‘Q,n{n—12 + en}° Alors f est la restriction 3 ) d'un é1ément de

B(R) de norme au plus 1.

La démonstration de la proposition 2 utilise les lemmes 2 et 3 ci-dessous. Le
premier est une simple conséquence du théordme de Hahn-Banach et le second se

déduit facilement du premier.

lemme 2.~ _Si f est une fonction continue sur (} telle que, pour toute fanction

continue g & support compact dans £ on ait ¢

| [ e axl i,

alors ? est la restrictiond {) d'un él1ément de B(R) de norme au plus égale

[ARE

lemme 3.~ Si (fn) est une suite d'éléments de B(R) dont les normes ne

n

dépassent pas 1 et si fn converge vers f uniformément sur tout compact(_i_e_

d, alors on peut trouver un élément de B(R) de norme au plug 1 égal d £

sur §b.

Démontrons 1la proposition 2 ¢ si An = (1 - nlxI)T on forme

P (x) =Y A -pP B =3 alx-p) 2.

\6’ e Pn+ eﬂ [e rn+ E'n
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La premidre expression de fn(x) montre que
“fn“B(R) g

et la seconde montre gue fn converge uniformément vers £ sur . La propo-
sition 2 résuite alors du lemme 3.

La preuve du théoréme 3 est maintenant presque terminée,
On peut, pour tout n, si E est sans intérieur, trouver um e, tel que
e, * n-vz et E ne se rencontrent pas. Si @ est le multiplicateur étudié, le
théordme 1 nous apprend que la restriction de ? 1 en + n"iz appartient b
B(En + n_’Z) et que se norme n'y dépasse pas celle de @

I1 suffit alors d'appliquer la proposition 2,

De fagon analogue on montre le théordme 4

Théordme 4.- Si I est un idéal fermé de A(R), E 1'ensemble des zéros com-

muns aux €iéments de I et @ un muitiplicateur de I de morme 1, @ se

prolonge par continuité b la fermeture du complémentaire gg_ E en un multipli-

cateur @ de morme 1 des éiéments de A(R) nuls sur 1'intérieur de E.
b) Multiplicateurs non triviaux.

Dans l'exposé de Mademoiselle Lesieur il a été montré que, pour tout réel

eic log x

¢, est un multiplicateur des é1léments de A(R) nuls sur ,]—a), 0].

Si E est un fermé avec intérieur, appelons ‘]aq,b(: une des composantes connexes |
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de 1':ntériour de E ot tn une suite de points du complémentaire « de

tendant, par la droite vers b en décroissant. Si h(x) est un élément de A(:)

nul sur _]aoo, a} et égal & 1 sur [}, t;], le produit h(i)eic log x

un multiplicateur des é1éments de A(R) nuls sur E et pour au moins un gq,
1a suite

icl
c log tn

(e )

nyo0
n'e pas de limite quand n +tend vers 1'infini i ceci montre que eic log ¥ h(x)
n'est pas, alors, la restriction & () d'un é1ément de B(R).

Cette démonstration peut étre adaptée au cas ou ['= R x T

§ 4.~ Problimes ouverts

Si ¢ est un multiplicateur d'un idéal fermé I de ‘A(R), ¢ définit-il
un endomorphisme de ¥ ? Plus précisément peut-on trouver une suite (fn)n> 0
‘4
d'éléments de A(R) +telle que pour tout élément £ de I on ait
ﬂf,fn- W"A(R) —30 (n—~—+ o) ?

Peut-on toujours prendre pour fh des é1éments de I ? Nous répondrons, sur un

exemple & ce déernier probldme lors du second exposé.
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Exposé n? III

ENSEMBLES DE NOMBRES REELS SATISFAISANT LA CONDITION FORTE DE DITKIN

par Y. Meyer

Introduction.- le probldme qui nous occupe est de savoir ddans quels idéaux fermés

de Lﬁ(R) une suite approche 1'identité. Le cospectre de 1'idéal s'appelle alors,
selon la terminologie de Wik ([}]) un ensemble de Ditkin fort. La réunion de deux
tels ensembles en est un ([3]) mais il n'y & pas beaucoup de tels ensembles s
sur le cercle, les ensembles de Ditkin fort sans intérieur sont finis ([3]). Une
réunion finie d'intervalles fermés sur le cercle est un ensemble de Ditkin fort
([3]). Nous allons présenter unm exemple d'ensemble de Ditkin fort .sur le cercle
qui n'est pas de ce dernier type.

D'abord quelques définitions sont nécessaires 3

Définition 1.~ Un ensemble fermé E de R vérifie la condition forte de Ditkin

si

a) E est un ensemble de synthése harmonique

b) On peut trouver une suite (fn)h'>0 d'é1éments de A(R) nuls sur E
) /4
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telle que l'on ait o

"f fn - f“A(R) —3 0 (n — + o)

pour tout éilément de A(R) pul sur E

On en déduit aussitét la proposition 1

Proposition 1.~ Ui ensemble fermé E de R yvérifie la condition forte de Ditkin

iet seulement _e_:_i:._ 1'on peut former une suite (fn) d'éléments de A(R)

nd0

nuls au voisinage de E tels que, pour tout élément £ de A(R) pul sur E

on ait g

£ fn - f"A(R) —>0 (n —+ o)
-~ Le proposition 1 signifie que l'approximation en norme de £ par des éléments de
A(R) nuls sur E se fait par un procédé de sommation défini par les fn'

Gréce au théordme de Banach Steinhdus, on obtient la proposition 2

Proposition 2.- ;UE ensemble fermé E de R vérifie la condition forte de Ditkin

si et seulement si E est de synthdse et si 1'on peut former une suite (fn)n> 0

d'é1éments de A(R), nuls sur E, telle que la condition

a) ﬂfn— ”‘A(K) —3 0 (n —» + o)

soit satisfaite sur tout compact disjoint de E et telle que

b) Ne 2 gy < Clely g

ol la constante C ne dépend ni de n ni de 1'élément £ de A(R) nul sur E,
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Si E n's pas d'intérieur, le théordme 4 de 1'exposé précédent nous permet
de déduire de b) la condition

"fn“A(R) §< C'

La suite 1 - fn(x) est une suite bornée dans B(Rd) (R, - est le groupe

d
R muni dé la topologie discréte et - B(Rd) est 1'algébre des transformées de
Pourier des mesures sur le compactifié de Bohr de R),

La suite 1 - fn(x) tend vers 1 sur E et vers O ailleurs. On en déduit
immédiatement que 1a fonction caractéristique de E appartient & B(Rd). En se
servant du théordme de Cohen et de ce que E est fermé, Rosenthal en déduit que,
3 un ensemble fini prds, un ensemble de Ditkin fort sans intérieur de la droite
doit &tre une réunion finie de tramslatés progressions arithmétiques (théordme 5

de [1])

Venons en & 1l'exemple annoncé

La réunion E de [-t, 0] et de 1'ensemble {Z-n}n)o est un ensemble
7

satisfaisant 1a condition forte de Ditkin.

Nous allons construire une suite g d'éléments de A(R) égaux & 1 sur
E, nuls, & partir”d°un certain moment, sur tout compact disjoint de E et défi-
nissant une suite bornée de multiplicateurs des éléments de A(R) nuls sur [-1; 0]

On en déduira une suite fn convenable -pour la proposition 2 en posant
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fn = (% - gn) A(x) ob A(x) est une fonction traptze égale & 1 sur [—2, 2]
et nulle hors de [—3, 3] o
Construisons donc les g, H gn(x) sera une modification évidente de la
' " [R] :
somme gn(x) + gn(x) +g n(x)o

On définit g'(x) comme la somme . A (x - Z-k) ol
n n
4 O¢skg¢n
‘ : n+i |
An(x) = sup(0, 1 - 2 Ix})

Les gl'l(x) forment une suite bornée de multipliceteurs pour les éléments
de A(R) anuls sur [—1, 0_]. En effet, soit @&(x) wun é1ément de A(R) nul sur
]—oo, —1] et égal & 1 sur [0_; ﬂe Si £(x) est un élément de A(R) nul sur
[—1, 0], le produit @a(x) £(x) est nul sur ]-—m, 01. On applique alors la
remarque au corollaire t du théordme 2 du premier exposé pour obtenir i

J ‘ < $
lei(x) ax) 20y € Allax) 2, g € Alal, o) DG, g
Mais gr'l(x) a(x) n'est rien d'autre que gr'l(x) « Les normes des 'multipli-
4 ' 3 ' b .
cateurs gn(x) ne dépassent donc pas Alle A\ (R)

On définit maintenant gg comme une fonction trapdze égale &4 1 sur
[—2414, 2-n—ﬂ] et & 0 hors de [_2-11’ 2—n_]. On a donc ﬂ g;c'a “A « 3

Enfin g"l'l(x) vaut 1 en =t est lindaire sur

{_2—11 -1, —1] et [—‘ﬁ, -1 + 2—11] et nulle ailleurs,

La somme gr'1 + gg + g;° a toutes les propriétés désirées pour convenir sauf



de ne pas 8tre égale 2 1 sur [}V, 0]. On appelle gn(x) une fonction égale
a 1 sur [}1,‘0] et 4 la somme g; + g; + g"; ailleurs et les fonctions
fn(x) = (1 - gn(x)) A(x) conviennent & la proposition 2.

Indiquons le probldme ouvert par cet exemple 3 la démonstration s'adapte au
cas ol {2_#}n:;0 est remplacée par une suite dé nombres réels positifs, tendant
vers 0 plus vite qu'une progression géoméirique de raison inférieure & 1. On
peut alors se demander pour quelles suites (tn)ﬁ:&o tendant en décroisgent vers
0, 1la réunion de [}1, 0] et de l'ensemble des (tn)ni;O est un ensemble de
Ditkin fort. Une condition nécessaire est que la fonction caractéristiqus de 1'en-
semble des tn soit un muitiplicateur pour les éléments de B(Rd) nuls sur
]-a>, 0]° (B(Rd) désigne 1'algdbre des transformées de Fourier des mesures
portées par le compactifié de Bohr de R). Si, par exemple, l'ensemble des tn
est indépendant sur les entiers, on en déduit que 1'ensemble des 12 doit 8tre

une réunion finie de suites tendant vers 0 plus vite qu'une progression géo-

métrique de rapport inférieur & 1s En est-il ainsi dans le cas général 7
(1) -ROSENTHAL (H.P.).~ Cs R. Acad. Sc. Paris, . 262, p. 873-876, (i3
avril 1966)
[2] RUDIN (W.).- Fourier Analysis on groups.- Interscience Tratts, 1962

Eﬂ INGMAR (VW.) .- Arkiv for Matematik, 6, n23, 1965, p: 55-64
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Exposé n? IV

Contre exemple de Katznelson et McGehee & la conjecture de Beurling

par MM, Fiolet & Schreiber

 I.- Définitions et motations

+ On se place dans B et B désigne un fermé de R. En fait, il n'est pas
restrictif de supposer E compact et ctest ce que nous ferons.

. On note '@(E) l'espace des fonctions contimies sur E et la norme uniforme

Lo gy

» On note M(E) 1'espacée des mesures de Radon portées par E avec leur norme

M(E)*
» On note A ou A(R) 1talgdbre des transformées de Fourier des fonctions somma~

bles avec la norme habituelle ¢

A

feh=>f=9p et "f“A="‘P"L1°
On désigne par A(E) 1l'algdébre des restrictions 8 E des fonctions de la classe A,
mnie de la norme quotiente
. La norme pseudo-mesure d'une pseudo-mesure j sera notée . || ;; Nw
i Sx désigne la mesure de Dirac au point x.
A(x) =1 pour -fg&xgi

o A désigne la fonction définie par & $A(x) =0 pour (x| 2
' lb est lindaire ailleurs
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On désigne par 4 1 fonction définie par Ae(x) = A(E) et on rappglle
o 4l ¢ 3.
. B étant donné, on dit que £ a la propriété (1) si
1) £ appartient & G(E)
2) 11 existe une constante C telle que, pour toute mésure p portée
par E, on ait ¢
i A
iJf 4l ¢ elpll,
o Un fermé E a la propriété (B) si toute fonction ayantlla propriété (1)
appartient & A(E).

. La conjecfure était 3 "tout fermé a la propriété (B)".

II.- Construction d'un fermé dénombrable n'ayant pas la propriété (B).

1.~ Nature du contre exemple.

a) On considére B = LJ- E ou E est une portion de progression
n»? n n

®
arithmétique, soit En = {an + jpn} . , et £ = Z: fn ou fn est portée
13} ¢K n=1
n
par Eno
b) Supposant que les En n'empidtent pas et que zéro soit le seul point
d'accumulation de E; - 1a convergence ponctuelle ne pose aucun probléme et ia

continuité de f ne se pose qu'en zéro. Il est clair que la continuité de £ sur

E se réduit & le condition



anﬁ tend vers zéro lorsque n ¢end vers 1'infini

€& )

I1 est non moins clair que dans ces conditions la série des fn converge
uniformément vers £.
¢) Cherchons maintenant une condition suffisante pour que £ ne soit la
. M . N
restriction &8 E d'aucune fonction f de 1a classe A,
On peut supposer que zéro n'appartient & aucun En et nous utilisons alors
ia propriété suivante &£, Eﬂ]) 8
~ ~ A
feA, £(0) =0 = "Agf "A tend vers zéro lorsque & tend vers zéro.
Zéro étant le seul point d'accumulation de E, on peut supposer que, €
étant donné on puisse choisir 'n assez grand pour que En soit dans [—@;E] .
Alors Ale'g est un proiongement de £. et par définition d¢ la morme quotient,
on a ¢

la ¥ » le |
A A(E)

I1 suffit donc d‘'assurer que {“fn" soit minoré par un nombre

A(En)} ny1
strictement positif,

d) Le probldme est donc d'assurer simultanément les deux conditions pré-
cédentes.

Mais .En étant une portion finie de progression arithmétique, ayant assez

de points, on sait qu'il existe une mesure ?n portée par En de norme un et de
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+1
norme pseudo-mesure petite. Plus précisément, En ayant au moins 2" poigts,
11 existe une mesure ?n de norme un et de norme pseudo-mesure inférieure ou

\

égale &

Posons S(E ) = Sup W?ﬁ_——__ s la borne supérieure étant prise sur 1'ensemble
6(E )

de toutes les fonctionms déflnles sur En (car En est un ensemble fini)

Considérons £ dans ”@(En) ét . dans M(En)a "Alors §

. A % A
| j £ apl el il < S0l I,
D'ou
A

Iul ¢Sl

Prenant p = 9 , on prouve que S(E ) est grand (S(E } oy V2 )9 donc

qu'il existe une fonction fn portée par En telle que s

2
e |l =1, JI£ | petite (Jl£_| § —)
| e I, E) "eE) P

e) Cherchons une condition supplémentaire sur les En pour que f sa=<
tisfasse la propriété (1),

Soit u une mesure portée par E. Alors :
N N
|CaatS ol PR nl LA
n=1 n=1 n=1

ou Iy est la restriction § & En'

Donc s

N N -
If(Ej 2) anl ¢ 5_3 jf dp | ¢ lef I r
n=1 n-=1

n=1 A(E ) 00
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Solt

N _ N
le £ anle 20 )
n=1 n=1 ®

Comme E = {a +ip } s | est combinaison linéaire finie de
n n nj. . . n
RIRS S
masses ponctuelles et 3 ip x
igx P (e )
n .
by (x) = e ik px
n''n

ol Pn est un polynéme.
Prenant alors les L et les pn de telle sorte que

v {pn} soit un ensemble indépendant sur les rationnels, om
ny 1 ny4

montre facilement que @
N A N A
2l 0 =122
n=1 o0 n=1 ®

(Introduire la fonction de 2N variables indépendantes

N Pn(zn)

F(uﬁgoeo U,N‘, ngooog ZN) = Z un "
n=1 n

Zﬂ

et utiliser le théordme de Kronécker)

Enfin, la série des fn converge uniformément vers f et la série des Wy
converge en norme, donc en norme pseudo-mesure vers L, d'ou 3
A
$
ﬂfdui\"uk

2.~ Construction du contre exemple.

I1 est clair que toubtes les conditions précédentes sont compatibies.
Par exemple t. . On choisit kn = Zn, puis a1, ﬁ1 positifs, indépendants

avec g et tels que o - 2!3n >0
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o supposant an, Bn choisis; on choisit an de telle sorte que 3

+1
1 n A '
0 <& , <HMin (Hﬁ ) & -2 pn), et, bien stir, & . rationnelle-
ment indépendant avec K et les aj, 63 -précédents,

o puis on choisit ﬁn+ﬂ rationnellement indépendant avec aj, ﬂi

précédents et tel que

1

0 < ﬁn+1 < 2n+1

n
Min [an+1i s an -2 pq. . an-i—‘i]

3.~ Remarque. La construction précédente se généralise. Ainsi 1l'exposé sui-
vant domne la construction d'ensembles parfaits n'ayant pas la propriété (B).

On peut penser que si E est un fermé dénombrable non-Helson alors E n's
pas la propriété (B). La condition non Helson est 1ide & 1a partie II.1.-d) de
cet exposé ol s(En)_ est la constante de Helson de En. Mais si on ne connait
rien des propriétés arithmétiques de E, le probldme se pose de garder un con-
tréle de 1'addition des normes pseudo-mesures des restrictions d'une mesure por-
tée par E.

IIT.- Construction d'un ensemble parfait de ® n'ayant pas la propriété B.

La construction repose sur les lemmes suivantsﬂzz}
Lemme 1.-
Si E est un ensemble fini de R, 11 existe une mesure W, combinaison

linéaire d'un nombre f£ini de masses ponctuelles portées par le Z-module

engendré par E; et vérifiant
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1) ¥xeE pixy =1
T
A ) ﬂ A
2) Ml = 1im = we) ag ¢ 2
T—o 21 J:’.l.‘ ' : :

démonstration 3 Soit Xﬂg.,., Rm m éléments de E tels que tout élément

x de B s'écrive de manidre unique

m
= }:: b, (x) X (b.(x) entiers)
J:I :j J

Soit b = sup ib.(x)ﬂ

j=1 oo ol

xeE N ik ikkg
Les polyn8mes de Fejer Dj(g) =y . (1 V) J

k=-N

étant positifs, on &

m,(lvj(s)i) ='m,(n (E)) = 0.(0) =

. b ﬂki 1A kg
Diol, avec D, (§) = (E) + E :
J = ~

2b2

m(ID D1+

/\

Posons u Dj 3§ alors la mesure

M, =’L‘B *ug *ooo*um
satisfait les conditions %) et 2) parce que les supports des By sont rationnel-

lement indépendants, N étant choisi suffisamment grand.
Lemme 2.~ Si @ est la mesure construite au lemme 1, alors pour toute fonction

f de A(R) on a

lim sup. "u.* f ¢ 20eh
¢ —0 ©a A
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démonstration 3 “u* fe "A = j |ﬁ-(t)| eif( et)| at.
R

La fonction Iﬁ(t)| étant continue et périodique, pour tout 1 > 0 il

P ix t
existe un polynéme trigonométrique a + z:: a, e k avec & = 7n(lﬁ|)
° i k o
et pour lequel
P ix t
A A i k A
J [(t)] e | £(e t)]at ¢ J.(a, +g_“_|ake e |£(e t)]dt +'rl"f||A
R ° &5
- ixﬁ?

' p £ A
< MURD wed, +qhel + 3, fe © Rlat
k=1

Le théordme de Riemann Lebesguexdonne
. kb
1 z ‘A -
lim je l£(t)] at = 0
& —0

Dfou la conclusion du lemme,

Construction de 1'ensemble de Sigituna [ 3]

On construit une suite de segments de progressions arithmétiques {In}

(1 = {a + kr ), tels que 1l'ensemble des nombres @ et r soit ra-
n n Ikl\<2n n n

tionellement indépendant, et de facon que les In solent trés "tassés'" les uns

sur les sutres; 1l'ensemble E = (U In) étant un ensemble parfait totalement dis-
continu.

Plus précisément, si -11, Ezgoa. In ont. ét4 construits de manidre que 1'en-
semble (ﬂi, azgooa Ga, Tggees rn) gsoit indépendant, In+1 sera choisi de 1ia

manidre suivante ¢
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Soit &P 1'ensemble des partitions de {11,.0. In} en deux classes. Pour

une Partition P de 353 P 9 { sevoe I } 9 {I goode I
Ikﬂ Ky K1

(1emme 1) une mesure p vérifiant 3

K } i1 existe
n

1) wy ({x}) =1 si el UI U .:iI .
P{} k, Tk, Iy

U 6eo0 U Ik °

2) up({x})=0 si su:.Im )

k

3) Mip Hh g2,

et 11 existe (lemme 2} un nombre Ep positif tel que pour € <L€P

?) lllly *Ae“{< 6 .

1; sl x est distant de moins de & de 1'ensemble

2) ppxa E(X)

I Uelo U I &
k Ky

3) hp * A e(x) =0, 81 x est distant de moins de § de l'ensemble

I U e 0 U I °
ke+1 ke

On définit alors g =1inf g_ »
n P
Pe?®
Puis on considdre X 1'é1ément de I1 Ueeo U In = Jn, le plus isolé,
ctest~h-dire tel que

inf Hxn~-yl=sup ing ]x-—yﬂ

je €
J Jn ern vy Jn
yﬁxn yix
Alors on choisira pour In+1 un segment {ah+1 + k’rn+i}lk|<»2n+1 indépen—~
N

dent des Iﬂ’ 12,..5 In contenu dans 1'intervalle de centre X et de longueur
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Les segmenis In étant choisis de proche en proche de cette manidre, on aura

nécessairement €y £ — et pour chaque p 3

1 2
{? p
= C -
I n=1 In ig Ii + ] pr ep[

d'ou s
Proposition 1.~ E =_f_ est un ensemble parfait totalement discontinu.
Remarque.~ I posstde de plus la propriété fondamentale suivante : pour chaque n
et chaque partition de (Iﬁ,oon In) en deux classes il existe une fonction de
A(BR), de norme inférieure &% 6, valant 1 sur les segments de la premidrg classe,
0 sur les segments de la deuxidme classe et constante sur les segments IP d'in-
dice p supérieur & n.
Lemme 3.- L'espace vectoriel engendré par les idempotents continus de E est dense
dans l'espace G(E) des fonctions continues sur E muni de la norme de la conver-—
gence uniforme.

Les idempotents sont les fonctions velant O ou 7. Le lemme est une consé-
quence immédiate du théordme de Stone Welerstrass.
Définition.- 81 p est une pseudomesure portée par E, et x un point de E,

nous dirons que p "ne charge pas le point =x" si

V*L) 0, YN, In> N Hu(Sx % Aen)ﬂ < M

(en étant défini dans la construction de I}
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Proposition 2.- Si W est une pseudo-mesure portée par E, ne chargeant aucun
point de E, c¢'est une mesure, et on a 3
il < 24 Il
I w M(E) $ 24 “'co

démonstration : a) Montrons que p définit une forme linéaire, bornmée pour

la norme uniforme, sur l'espace vectoriel engendré par les idempotents continus
sur &

1) Soit I(E) 1le plus petit idéal fermé associé au fermé E et - A(R)/I(B)
1'espace de germes de fonctions de A associé, A wun idempotent. X -de. G(E)
faisons correspondre le germe des fonctions de A(R) localement constantes au voi-

sinage de E et dont la restriction &3 E est %X : Soit «, le module de conti-

X

. 1
nuité de -y et n en entier tel que tOX(&n) <35 sioyx, est

la restriction de X -a I1 v IzlJ oo In, la fonction X, * AEG1 est un prolon-

gement de ) du type cherché.

Par abus de notation nous noterouns, dans la suite, de la méme fagon les idem—
potents continus sur E et leurs image canonique dans A(R)/I-(B)

2) Supposons que X ne "casse" pas les segments In’ c'est-a-dire que sa

restriction & chaque In est constante. Alors

.l
hk Il A(R)/I(E) 6.

En effet si w. (e ) &

définit sur 1'ensemble I.,..., I une partition
n ! 1? A P

[ B
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P en deux classes : X vaut 1 sur les segments de la premitre et O sur ceux.

de la deuxieme. Alors Hp % AEL est un prolongement de ¥ dont la norme dans
n

A(R) est inférieure a 6. (Prop 1, Remarque)

A

D'od I O <6 it

3) Un idempotent continu quelconque X ne peul "casser" qu'un nombre fini de

I

segments (soit par exemple I

3! In) puisque ) est nécessairement cons-

2, s eo

1
tant sur Ip*? des que wxﬂEP) ('E'c Soit J 1l'ensemble des points de

I, U... In ou X vaut 1. Si V? est positif et puisque . ne charge pas les

points de J, il existe des entiers Py tels que

!
p§ % <
I;:.‘Jl' 8y 1

Posant alors

e
xed P,
X’ est un idempotent ne '"cassani'" pas les segments In’
a‘o 001 ¢ Tr 1
soit < 6wl

b) W définit donc par prolosngement une forme linéaire bornée sur G(E),

~ e ~
donc une mesure . portée par E et de norme

‘,N

i
By

< 24l
A “".(D

b : 2 ~ o . - : \
¢c) I1 reste & vérifier que - jo est bien un prolongement de W, c'est—a-
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dire coincide avec p, sur A(R).

A = };-; est une pseudo-mesure portée par = nulle sur les fonctions de
A(R) qui sont des prolongements localement constants au voisinage de E d'idem-
potents de E. En particulier si JE “désigne une fonction de .A(R) égale & 1
sur un voisinage de E, on a

NIy =0

Donc A admet une primitive, au sens des distributions, F, qui appgytient a
LZ(R). Ma?s, si Q est une composante connexe du complémentaire de E, R est
presque partout égale a une constante sur , puisque pour toute fonctionm’ ?,
dérivée d'une fonction @ indéfiniment dérivable 3 support compact contenu dans
¢, on a

fmg) ¢(g) at = AlY) = 0

De plus, en calculant 1'intégrale d'idempotents de E bien choisis, on montre
que F est presque partout constante dans le complémentaire de E : comme E est
de mesure nulle, il en résulte que A est nulle : donc @’ est bien un prolonge-
ment de W.
cela acheve la démonstration de la proposition 2.

Proposition 3.- Toute pseudo-mesure portée par E peul s'écrire

[0}
RS ) i
j=1
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ol ji, st une mesurs et mﬁ une mesure portée par Ij avee
© A

2ok € 6 udy

=

démonstration ¢ n étant fixé considérons pour tout py n 1la mesure J

n,p

associde & la partition de {I“, 12,°,° ng en les deux classes {119 12,..°,In5
et {In+1’¢eo Ip} de sorte que

N
n
3P EP

est une fonction égale & © sur {Iﬂ Ueos U In}-+ ]— Epg 5pi: et nulle sur E

en dehors de cet ouvert. Alors

bap = Unyp * 4 epm

est une psetdo-mesure restriction de g & un voisinage de Iﬂ U.ooo Q In avec.

i

nyp o

A

A
6
e i
On peut extralre pour chagque n une sous suite pj telle que ko P converge
P,

faiblement lorsque pj tend vers 1'infini vers une pseudo-mesure portée par

=}

i Ij. Par un procédé diagonal on peut alors déterminer une sous suite pj telle

que “D'P converge pour tout n vers une pseudo-mesure portée par jE% Ij, qu'on

H j n
peut écrire 2:: i, 8avee p, portée par I, .
=i 3 j
Conme n};uju < SRl
et comme ﬁ“ ujﬂ = “g p, ﬂ du feit de l'indépendance des seg-

ments Ij’ 1s série E ﬂj converge em norme vers une pseudo-mesure .
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o
La pseudo-mesure p, = |- E Wy ne charge pas ies points de 591 I, En
k=1 N

@
. A 1
effet soit x e In et M > 0. Soit N>n et tel que k;s'NH"uka <3z

Soit p, entier suffisamment grand pour que 3}{ * A soit nulle sur
€
P

I‘é U eco 'U IN sauf en X . Pour la sous suite d'indices pj définie ci-dessus

on &

N
un,pj (Sx * a%) _p;;? g by (B A%)

Donc; pour ]pj suffisamnent grand

: N
n, o 6 xa V-5 % 6w )f <1
n,pj X S‘p g k" x Ep 2
mais si Pj y Py on & respectivement 3
% = (8
&Ln»Pj ( X*Aep) M X*Aepj)
N ‘ N ;
et wo (b xg )= w, (b_*xa )
N

Dot pour Pj assex grand

N
o (9 Wog fn® a4 ) - & *A Il
’ x*Ae,Pj‘ﬂ E}L x er g-\"k X EPj
D2 TN UHEY N

k=N+1 :
PJ

CFezls a0 oeq.

PjA

Corollaire.~ E est un ensemble de synthése spectrale.
Proposition 4.- E ne possdde pas la propriété B.

On va construire une fonction £ continue sur E, n'appartenant pas & A(E}
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et vérifiant les hypothises de B3

Soit Ik une suite de progressions arithmétiques de E ayant un seul point
n

d'accumulation x non situé dans I = jy‘ﬂ Ij o Soit g, une suite de fonctions

définies sur I et vérifiant ﬁq; " —s 0
k n
n (1, )
k
n
g !i =
A(I )
n
00

Soit $ un prolongement continu & E de Z Pys obtenu en prolongeant

chaque 9, dans un tout petit voisinage de Ik en une fonction localement cons-
u

tente au voisinage de Ik » De la méme fagon gue dans le cas discret une telle
n

fonction n'appartient pas & A 3

!b(%xd % A,().Q')HA » I8, « A,{) )
"

i ; =“(%x * AT(' t?n“A(Ik )
-n

)
'—n.

Tl 1 g !

L DAy
n n

Par ailleurs si i est une mesure sur By, w s’éerit (Prop. 1)
®
W = z: P"j + U,
j=1
D'ou J‘f dp,e Z—_: 8‘[? dp‘x + ij%duol
j=1

S Gl s 2003l N0 b

quWG«Knmh
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Exposé n? v

LE PROBLEME DE LA COURONNE

d'aprés L. Carleson

par Mne Grossetéte

{o Introduction

{s1e Définitions. Notations.

b algébre de Banach

a) K désigne l'alpébre des fonctions ¢

« Définies dans le disque unité A4 = %z/lzi < ‘i}, du plan complexe
« A valeurs complexes
+ Analytiques et bornées dans A
« La loi de multiplication étant le .produit
(£« g)(2) = 2(2).g(2)
b) B munie de la norme t [/ £ I, =sup [£(z)] est une algtbre de Banachs

z €A

m (H°) i espace des idéaux maximeux

a) m(Hm) désigne 1l'ensemble des idéaux maximaux de % , c'est & dire, l'ensem--

ble des homomorphismes continus de B® sur €.
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b) 'm.(H°°) devient un espace topologique si on le munit de la topologie inguite

par les transformées de Gelfend des fonctions de ) S

Nota : Les transformées de Gelfand des fonctions de B®  sont les applicajions
de M (B®) dans €, définies par ¢ ;’(h) = h(f) pour tout he ME®) et pour
tout £e H .

1.2, Probléme de la couronne

1.2.1. A sous-espace topologique de 'm,(Hoo)

o Soit pep. ¢t la relation hp(f) = f(p)y pour toute fonction f € Hm,,
définit un homomorphisme continu de B® sur €.

« L'application p —» hp permet d'identifier A & un sous-ensemble de
m,(Hoo). A muni de la topologie usuelle est aussi un sous-espace topologique de
ME”).

1.2.2. La couronne

I1 y a dans m,(HOO.) d'autres points que ceux de A & H. possédant un élément
unité, m(Hoo) est compact, donc distinct de A qui est ouvert.

On appelle "couronne" 1'espace M(E®) - A. On ne sait pas la décrire
exactement, mais Carleson montre dans [2] que son intérieur est vide, c'est & dire
que A est dense dans m(Hm Yo

1.3. Formulation équivalente du probleme de la densité

Théoréme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit dense dans



¥ 3.

M(EC) est que s
Pour toute famille finie (fﬂ,..o fn) de fonctions de , satisfaisant pour un
certain §> 0, 1a condition

vl ()] 4t 2 ()Y B > o,
il existe des foﬁctions de H™ PgseiePy telles que

@ £,0, + 2,0, +ooot fnpn =1

Remarque ¢

La relation @ est équivalente & la propriété suivante @ t les fi n'appar-

tiennent & aucun idéal maximal.

Démonstration .

a) La relation @ ot 2, e B® et P, € B® implique que les fonctions fi_ par

i

exemple, satisfont une condition du type @ °
b) Supposons A dense dans m(Hw ) Soient f1,...fn, n fonctions de H>
satisfaisant la condition @ o Supposons qu'il existe un idéal maximal ho qui

contienne toutes les fie

A
V= {h Gm(Hoo )/lfi(h)! < g, i=1, 25 sos n} définit un voisinage de ho dans

ME®).

D'aprés 1'hypothese de densité on peut trouver z € ANY

Blon

Te, (2 = g, (2 )l <

91'—'-1929000110

‘On aurait donc if1(20)| +aest lfn(z'o)i < 3, ce qui contredit la condition O .
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c) Supposgns que, pour toute famille finie de fonctiqns f1, cee fn € Hoo’
vérifiant la copdition ® on puisse trouver Byrece 8 € H® vérifiant la re;gtion@
Supposons que A ne soit pas dense dans MUE®) ¢ il existe hoe 7’2,(H';°ep)
et un voisinage V de ho dans TL(E™) *Eel que ¢ V NA=¢, un tel voisinage
est nécessairement défini par un systéme de fonctions f1,oco' fn de H® et un
nombre € » 0 de ls facon suivante 3.

.§i(ho) =0 i =15 Zyee n

\ ={h em(n‘”)/ﬁi(h)i <€, £=1,2, oo n}.
Puisque V ﬂA A =@, pour tout z € A l'pne des fonctions fi est telle que
|2,z % e, alob

Bf‘u(z)ﬂ Fieot ifn(z)l % €50 pour tout z € A.

D'aprés 1'hypotheése les foncﬁons f:f. ne peuvent appartenir & aucun ide’gl maximal

ce qui contredit 1'existence de hoo

C'est sous la forme ci-dessus que Carleson démontre la densite de A dans

mu®).

2. Les étapes de la démonstration

2.1. Le probldme classique d'interpolation

Soit (zk) k =1y 2, sso n une suite finie de points de A distincts.

Soit (wk)' k=1, 2, ss.n . une suite finie de points de, C.
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a)s. Le probIdme d'interpolation consiste & trouver les fonctions de )ikt telles

Que f(zk) =v, pour k =1y 2y so0 me

I1 existe toujours de telles fonctions. Si fn désigne 1'une d'entre elles;gt
si Bn désigne le produit de Blaschke dont les zéros sont Zgy oer Z s toute so}ution
du problime est de la forme ¢ £=2 +B_g od g€ :

b).. On cherche & évaluer la borne inférieure des normes dans H”, des solufions

du probléme soit
infg e g i £ +Bg uw.
Remarquons que || £ +Bg ] oo cofncide avec la norme de la fonction £+ Bng considérée

comme élément de L du cercle unités

Y

Sur le cercle |z| =1, HBn(z)I = 1. de sorte que Fn = EE est un élément:de A

=]

et que

inf 2 +B gl =inf e +egl -
g eHOO n n [eo) geHoo n LOO

On cherche donc & évaluer la norme de la classe Fn +H® dans 1'espace de Banach

00

#
quotient L% = (L1 }

| e
8

Lm = (L1 )*

B®  est 1'"annulateur” de Hl, gsous espace vectoriel-des ronctions de ' qui

‘s'annulent & 1l'origine.

®
On peut donc identifier le quotient IL- avec le dual de H  inf " P +gl
00 0 n 00
H - L
gel

est alors la norme de Fn, considérée comme fonctionnelle lindaire sur Hé-, soit 3
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4+ . ) ]
it NFsgll -swp é’ij P (e"0)2(e*)e™® a0
g €H L rer’ el 11 2% don

e . Hf"v <1

D'apres le théordme de Cauchy,
n_w f(zk)'
=i B!
k=1 Bn(zk)

inf P +glf = sup
g eR® B L% p

? el po el ¢

c¢) I1 existe une fonction fo de H® réalisant 1°interpqlation et dont la norme

e Nl =ine  le +Bgll s

2,2, Btude d'un cas particulier

2.2.1, Remarques

Soient

12) B(z) un produit de Blaschke fini avec zéros simples b1,...bs

2¢) § un nombre réel 0<b«<i.

On considdre i'ensemble a(d) défini par

a{8) z{z el /iB(z)I(S}c .

Alors, a(S) est réunion d'un nombre fini de composantes connexes ouvertes disjointes,
et, d'apres le principe du maximum; chacune de ces composantes est aussi simplement
connexe.

Soient D, 060 Dq ces composantes: Chaque zéro bj appartient & 1'une de ces

1

composantes.
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292020 Probléme
Les données étant celles du § 2.2.1, on suppose que l'on comnait q fonctians

F1,...' Fq, définies respectivement dans chaque composantée D

1’“°Dq telles quq pour

tout 1 =1, 2,0.0q, [P

1 soit holomorphe dans Di

|Fi(z)| § 1 pour tout z eDi.

On se propose de résoudre le probléme d!interpolation défini dans le § 2.1 y avec

pour suite de points (zk) la suite des zéros byyesib ~de B(z),. et pour suite

(wk), la suite définie par (e)j =P bj) si le zéro bj appartient & la composante

i

D, ..
1

On se propose de plus de trouver une majoration de la norme minimale deg fonctions

réalisant 1'interpolation, de telle fagon que cette majoration ne dépende que de o N

et non de B(z).

2.2.3, Expression de la norme minimale

o On & vu au paragraphe (2.1), que la norme minimalte pour les fonctions réalisant
1tinterpolation était réalisée par une fonction fo e B° et que 8

j=s P,(b,)£(b,)

I £ um= sup ) N N
£ eH

Hfﬂ!«1

=1 B'(b,)
B (J

« Supposons construit dans 3(5) = D1 Uses U Dq, un réseau de courbes simples

rectifiables, entourant les zéros dé B(z), [ =F<g 0oo Fq ol chaque [, est

conténu dans D T
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8 Fi(bj)f(bj) i ’ J Fi(Z)f(Z)
I dz .
j=1 B'(bj) 2 ri B{z]

‘Puisque dans chaque D ﬂFi(i)i €1

i’

s Fi(b

)2(b,) q
R R ‘ (_1_ J | £(2)l dz|.
=B Tan 2;; oy B |

o Supposons alors que le réseau T a pu &tre construit de telle fagon que |B(z)|
"ne soit pas trop petit sur ['". De manidre précise, supposons qu'il existe une constan—
te M, ne dépendant que de 8, telle que

I8(z)| » M(S) >0 pour tout z e[

TN IR PR s sz)g |az|
r

2 eH
"f%«ﬁ
i 1
e Il 5 sup [2(z)] a(z)
o Yoo ¥ 2 °HM(}) feH1
Hfﬂ1<1

olt p(z) est la mesure positive définie dans A, comme longueur d'arc le lopg du
réseau [,

« L'on aura résolu le probléme si 1'on montre qu'on peut choisir [ de telle fagon
que la mesure p associde posséde la propriété suivante ¢

il existe une constante C(S), ne dépendant que de S, telle que, pour toute

. i
fonction f € H

Jlf(z)ﬁ ap(z) ¢ ¢ £ 1l

2.3, Un probléme de mesures

2.3.1. Compte tenu des objectifs dans ie y (2.2), on se propose de caractériser les
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mesures positives p , & support conténu dans A, telles qu'il existe une constapte

C(p) vérifiant pour toute fonction £ el

f l2(a)] auts) ¢ clp) 12 1.
A -

Carleson a démontré dans E{], le théordme suivant 3

2.3.2: Théortme 2.
Soit u(z) une mesure positive & support contenu dans A
a) Supposons qu'il existe une constante C(p)- telle que, pour tout ensemble § de
la forme
i6
Se={re |ry1-08, 6 cO g0 +2ne,}
on ait ¢
B ) ¢ cb.
e
Alors il existe une constante absolue A1_t§119 que
P ‘ iwP
JA'G(Z)l d'}t(z) saclie
pour toute fonction G e o Pyt
b) Inversement si une inégalité
f la(z) Pap(z) ¢ Ct(p) ||@ ui' est vérifide
4 |
pour toute fonction G € HP, P %4, il existe une constante C(p) telle que pour

tout ensemble SB on ait

p(se) <cb.

o Ce théordme sera démontré au chapitre 3. On remarque qu'il contient comme cas
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particulier 1'inégalité de Hilbert, obtenueen considérant comme mesure W , la mesure
de Lebesgue sur‘le segment [p f] de sorte qu'on peut prendre C =1, at en appliquant

le résultat a) all cas P = 2e

2.4, Résolution du probléme du paragraphe [2°2°2J

2.4.1. On & vu au paragraphe 2.2.3, qu'il suffisait, pour résoudre le probldme
posé au paragraphe 2.2.2, de résoudre la construction suivante 3
Les données étant celles du paragraphe 2.2.1, construire un réseau de courbes simples
réctifiables, entourant les zéros de B(z). Soit [ ce réseau, il doit é&tre tel que

1) Tea®) = {ze a/IBz)l < 8}

22) HB(z)i ne soit pas trop petit sur [' s |B(z){ » M(B) ol M ne dépend pas
de B(z)

32) [ satisfait une condition métrique dont 1a~Forme a pu &tre précisée par le
théordme 2.

2.4.2. Remarque.

Pour réaliser les conditions 12) et 28) il suffirait de prendre pour fy les

lignes de niveau IB(z)l = 8 par exemple. Mais la condition 32) ne serait pas

2
nécessairement réalisée car on ne sait méme pas si les longueurs des arcs de ces lignes

de niveau admettent une borne uniforme par rapport & B(z).

Carleson a démontré dans [2], le théordme suivent qui résoud le probléme.
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2.4.3. Théoréme 3.

Il existe deux constantes absolues A

a1 K positives telles que les propriétés

suivantes soient réalisées t

Etant donnés 19) un nombre réel €&, 0 <§& <1Z
22) un produit de Blaschke fini avec zéros simples B(z)
on définit a(€) = {z € A/IB(z)l £ &}o On peut alors construire un nombre fini de
parties ouvertes connexes.deux & deux disjointes, contenant les zéros de B(z), ces
parties étant notées -011,...-.0:1), de telle fagon que si on définit un réseau de
courbe ['(&, B) par
'(e, B) = U bﬂj ol a.ﬂ,j désigne la frontidre de ﬂj, [ possdde
J

les propriétés suivantess

a) [’ est rectifiable
b) [ea(e®) —ale) (0 <k <)
¢) Pour tout ensemble S. défini dans le théoreme 2, le mesure définie comme

e

"longueur d'arc" le long de [ satisfait la condition
(s, <A €20 .
A

Une conséquence immédiate de c¢), d'aprés le théordme 2, est que, il existe une

constante absolue A3 = A1A2 telle que pour toute fonction £ € H1 3

j [£(z)] au(z) A e |12 Iy
A

Ce théordme qui constitue le partie la plus difficile de la démonstration sera

établi plus loin.,



20.2.4. Théoréme 4.

s Enoncé du théordme.

1

Soit & wun nombre réel tel que 0 <9 < 3

Soit B(z) un produit de Blaschke fini avec zéros simples b1,..obs.
Soient D’,... Dq, les composantes simplement connexes de a.(S) = {z e A/lB(z)l(S}.

Pour chaque 1 =1, 2, ses ¢, supposons donnée une fonction Fi définie dans Di’

holomorphe dans D telle que

19

lFi(z)l €1 pour {out z eDi.
Alors il est possible de résoudre le problime d'interpolation

fo(bj) = Fi('bj) {%.—. 1],) 2,000 8
i i

par une fonction fo e B  telle que
e, by, € 40

ol A4 ot As gont des constantes absolues positives.

» Démonstration,

I1 suffit de choisir & tel que eK =8 et de construire le réseau T associé

aprés le théordme 3.
Les résultats du paragraphe 2.2.3 assurent qu'on peut réaliser 1l'interpolation
. (v e}
rar une fonction fo €H telle que
he i €= o~ sup l2(z)lap (2)
o "m 2K €&
f e H1 A

el <1
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1 1 -2
e | & 5—e= A& sup Iy
0 o»™»2r e 3 ch‘ 1
el <1
1
d'aprés la propriété c) du théordme 3
Finalement 2 || & S—As u A = A3
o0 ¥ 4 ° 4~ 2m
3
AS =%

2.5, Théordme 5.

205.1+ Enoncé du théortme 5.

Soient f1,ooo fn, n fonctions de _ng vérifiant la relation

{2, (2)] +oaot f£ (2)] D 8 >0 pour tout z e A.
1 n

1
2?

S étant un nombre réel strictement positif. On suppose de plus que‘ 8 <
Alors 1'idéal de H” engendré par les fonctions fi’“' fn est H®.
Plus précisément, si | fq “oo §1 pour ¥ =1, 2, soo n, il existe n fonc-
tions pv(z) e®®, =1, 2 ;.on, telle que

} p“f1 Foeot pnfn =1

l" pvilms M(S ;, n) pour ¥ =1, 2,000 0 |
la constante M ne dépendant que de n et de S et M(S ,. n) /%I%iu:;r?continue
de n et de 5.

Co théordme établit que A est dense dans ML(E® ).

2.5.2. Démonstration du théordme 5.

Remarque t le théorédme 3 donne une majoration des normes dans 'Hoo, des fonctions
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PV réalisant la condition
p1f1 oot fnpn = 1,- ce qui n'est pas nécessaire pour affirmer que A est
dense dans m(Hm )» La démonstration établit simultanément les deux résultats, sans
qu'il soit possible de les séparer.

La démonstration se fait par récurrence sur n

a) n=1. Il suffit que M(s,i))/%

b) Hypothése de récurrence. On suppose que le théordme est démontré pour toute

famille de (n<i) fonctions de g satisfaisant une inégalité du type @ °

Les relations en cause étant invariantes par transformation conforme, sont valables
sur n'importe quel domaine simplement connexe.

Soient f1 400 fn’ n fonctions de H satisfaisant la condition ®°

b.1. On suppose que fn(z) est un produit de Blaschke fini B(z), & zéros simples
bﬂ ’ o8 bSQ

Soient D1, oo Dq, les composantes simplement connexes de

a.(-g) = {z 8 IB(z)I < 5}0

‘ ' §
« Dans chaque D lfl(z)l tooot Ifn_ﬂ(z)l Y 3¢

3
Dans chaque D 50 on peut donc appliquer 1'bypothdse de récurrence ¢

Pour chaque J =1, 2, aos g, 11 existe (n-1) fonctions p‘w(z) t Y =1, 2000 q

définies dans Dj’ holomorphes dans D;j et telles que-
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n-1

. g Pig (z)fq (z) =1 pour tout z (-:D‘_j

avec sup

(z)] ¢ M(g- g 2=1) pour V =1, 2,...p-1,
z €

%54

o Pour chaque ¥ =1, 2;¢+0 -1, on applique les résultats du théordme 4.
Pour chaque V =1, 2,.en-1; il existe une fonction P, e H® telle que

N pv(bi) = qu(bi) si le zéro b, appartient & D

i
0 A4(§)A5 .

o I oy <M 5 1)

J

- Définissons n—1
- g Pf(z)fq(z)
Pn(z) = B(Z)

pn(z) € H® puisque le mumérateur s'anmule pour tous les zéros de B(z):

De plus

e Il gn sup e, h
noo 9=1,2,‘oon—1 Vi
soit
: -A
8 8y 5
el €2 4 MG 1 20E)
\l P'if? dooo¥ pnfn =1,
b.2. Cas général.
o Etant donné un nombre réel p < i, on remplace chaque fonction Tqs Yy =1; 2
os« n par les fonctions
gP((z) = ? (pz).
S A
Les gP(z)' V=1, 24000ny vérifient encore 1'inégalité @ « 81 on montre le

¥

théordme pour une suite de p tendant vers . on aura bien montré le théordme général,
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par la méthode d'extraction de sous suites convergentes, de suites normales de H™,
o On choisit p de telle fagcon que gs(z). n'ait pas de zéro sur le cercle

izi =1. On omet dans la suite 1l'indice pe
On choisit Gn(z) analytique et différente de zéro dans A par la résolution

du probléme de Dirichlet &

i@ . i@, (-1 4
!Gn(e M = Min [-lgn(e 1 S:lo

Puisque || gnlloo 1 IGn(Z)I » 1 pour tout z € A, de-sorte que—les fonctions

Bgreeo g G sabisfont 1'inégalité (1) . De plus | G "oo N3

[« RN

o Soit K le sous ensemble du cercle |z| =1 défini par
K ={z/iz5 =1, !gn(z)l < %}.

o Gngn est une fonction analytique dans A,. continmedans le disque fermé A,
Elle vaut {1 sur ‘%z t |z} = 1}4- K, elle est inférieure & 1 sur Ko

On peut montrer alors [voir § 295.3], que Gngn est limite uniforme sur le
complémentaire de tout voisinage de K dans A, d'une suite de produits de Blaschke
finis avec zéros simples,

On peut choisir une suite de‘ produits de Blaschke Bk,' réalisant cette approxima—

tion, de telle fagon que

1lim [inf (|g1(z)l+...+|gn_1(z)|+|Bk(z)“ > -g» o
k — 00 jz} <1

On peut donc appliquer les résultats de b-1 & chaque Bk et construire pour chaque k
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les fonctions P\?k(z)’ vV =1, 2, «:sc n de sorte que 3

P8y *eeet PRy =1

[

. o 8™
lim sup Iy I, «n A, M(z f n~1)(z)
k —» o

Par extraction pour chaque V¥ = 1; 2,¢4s n de sous—suites convergentes, on obtiendra
n' fonctions p, eeo P telles que

p1g1 +oond PnG'ngn = i
) 375
I Pv“m\<nA4 M(z 9 n-”(z) N
Si on tient compte de 1t'indgalité

on obtient le résultat annoncé s il suffit de prendre

he Il g

(= d -

on ,
g)z (ndgtn).

M(§ , n) = n A2(8

2.5.3. Un résultat d'approximation par des produits de Blaschke finis

o Définition. On appelle fonction "imner", toute fonction analytique dans A'
telle que o Jg(z)] ¢ 1 pour tout z gA
« lg(z)]l =1 presque partout sur le cercle |zl = 1.
o Théordme. Toute fonction "inner" est une limite uniforme dans .A, :d'uhe suite
de produits de Blaschke; finis ou non.

Pour la démonstration de ce théordme, voir [5] page 175.

» Proposition 1.

Soit £ une fonction de H” qui soit continue sur le disque fermé
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A= {z/lzl =j . On suppose que 'f(z)l &1 pour tout z e B et que £(z) nm'a
pas de zéro dans A
Soit K 1'ensemble défini par K = iz/lzl =1, |2(z) < 1}¢ Alors £ est
timite uniforme, en dehors de tout voisinage de K dans A, d'une suite de fonctions
"inner".

Démonstration 3

Puisque pour tout z e A |#(z)] > 0, on peut trouver ume fonction h(z),

définie et continue dans 4, analybique dans A, telle que ¢

h(z) = u(z) + iv(z) ol u et v sont deux fonctions d valeurs réelles, définies et
continues dansg K.; harmoniques dans A § puisque 12(z)} £ 1, 1la fonction u  est
positive ou nulle, elle peut s'écrire comme intégrale de Poisson, pour z ¢ p sous
la forme

2n

18 5% J P (6 - t)g(t)dt
0o

u{re
ol Pr(ﬁ - %) &ésigne le noyeu de Poissom; g(t) une fonction continue positive ou
nulle sur le cercle {z| = 1s
Supposons que f£(0)> 0, Si ce n'est pas le cas; la fonction Af ol ) sera
convenablement choisi, de module‘ 1, répondre & la question.

Alors v{(0) =0, ou bien on pourra se ramener & ce cas en changeant de déter—

mination de log £ et, pour tout zed on peut écrire
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i 21 eie + 2z
h(Z) = ﬁ J —— g(Q)dG °

i0
0o e -z
Soit K' le complémentaire de K sur le cercle jzi = 1, En tout point de K*
g(e) = 00
Considérons la mesure . définie sur le cercle |z| =1 par la densité

au(e) = g(@)d@.;’?. Cette mesure est positive ou nulle et & son support dans K

adhérence de X dans le cercle. On sait qutune telle mesure est limite faible ddune

suite de mesures u,n, qufon peut supposer positives ou nulles; ayant pour support
un nombre fini de points, le support de chaque oy étant contemu dans K. Ainsi,
i@

i~ ' . e 4z
pour chaque z fixé dans A la suite hn(z) = J :f@—-—;

d_&Ln(G)p converge quand
% A

n tend vers 1'infini vers

La convergence est uniforme par rapport & z en dehors de tout voisinage de K

dens A, puisque, en dehors d'un el voisinage, il existe un nombre réel ’rl >0 tel
i0 .

que iel -z} )1{ pour © €K,

o Chaque me>sure p,,n ayant pour support un nombre fini de points contenus dans K,
pour tout point 90 distinct du support de “’n’ hn(z) tend vers zéro quand z

i®

tend vers e 0, z €A .

En particulier, hn(z) = 0 presque partout sur le cercle |z]| = 1s

-h (z)

¢ Chaque Ky étant de plus positive ou nulle, chaque fonction e . est

une fonction "inner".
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_hn(z) -h(z)

. Les fongtions e convergent vers e = £(z) uniformément en dehors
de tout voisinage de K dans A, puisqu'il en est ainsi des fonctions hn(z) gt
que ces fonctions ont une partie réelle positive ou mille.

o Proposition 2.

Sous les mémes hypothdses que celles de 1a proposition 1, f est limite uniforme,

en dehors de tout voisinage de K, d'une suite de produits de Blaschke finis avec

zéros simples.

Démonstration.

» Le théoreme 6 affirme que toute fonction "inner™ est limite uniforme sur A
d'une suite de produits de Blaschkes

. Etant donné un produit de Blaschke infini B(z), si Z désigne les points du
cercle |z =1, qui sont points d'accumulation de ses zéros, alors B(z) est limite
uniforme, de la suite des produits de Blaschke finis qui le composent, sur le complémen-
taire de tout voisinage de Z.

~h (z)

o Or cheque fonction e de la démonstration précédente vaut 1 sur K',

Etant donné un voisinage V de K dans A et son complémentaire V' dans A, on
~h (z)
peut choisir les produits de Blaschke dont e est limite uniforme dans V',
de telle fagon que, pour chaque produit de Blaschke, 1'ensemble 2 associé soit
contenu dans V.,
-h (z)

) n ] » . i . . .
s Ainsi e sera limite uniforme; sur le complémentaire de tout voisinage

de K dans A, d'une suite de produits de Blaschke finis.
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. On sé raméne facilement au cas de produits de Blaschke fini§ avec zéros simples,
en templagant éventuellement un zéro multiple d'ordre b, bp,A par ﬁ zéros répérfis

sur un cercle de centre _bp, de rayon convenable.

3.~ Démonstration di théordme 2

' La démonstration de ce théortme est considérablement simplifiée grice b une
remarque de M. Stein.

3.1. Théordme préliminaire

3.4.1. Notations. Rappeis ég_quelques résultats

+ Soit f une fonction de IP(R)
« On désigne par u(i,y) 1'intégrale de Poisson de la fonction £, c'est b dire
14 fonction définie dans le demi-plan supérieur Ri; {(x,y)l xeR, ¥ e(R+}, par

1a relation
1 400
u(x.,y) = —J } —2—2’—-——3 f("})dt
Td oo yo 4+ (x-t)
. On désigne par M(f), 1la fonction maximale de £ au sens de Hardy et Littlewood

définie dans R par 14 relation

g (o
M(£)(x) = sup EJ l2(t)}at .
h>o -h

A
» On pose £(x) = sup |u(x-t y y)| pour tout x réel.
Iti<y :
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+ On rappelle qu'il existe une constante absolue A telle que, pour tout x g R :
(1) 2(x) ¢ A M(2)(x).
. En particulier; 8 p est un entier; p 5 1; fe théortme de Hardy et Litblewood

donne ¢

(17) J

ot A'(p) désigne une constante ne dépendant que de p.

£(x)Pax ¢ APJ (M(£)(x))Pax ¢ 4'(p) J |2(x)|P ax
R

R R

i Soit £ une fonction mesurable définié sur un e'space,(ie mesure {{, k).
PP
Pour tout A € B soit

E, = {we 0/ > x}

et m()\) 1'application de BY dens ®' dérinie par
m(A) = MEA)"
Pour boub entier p»1 onala relation
. 0 i
(2) J | 2(w0)} Pap(w) =pJ X m(A)dh.
9} 0

. . . . . . 2 .
+ On appelle T un triangle rectangle isocéle contenu dans IR+ dont 1'hypothé-

19

nuse est un intervalle I de R ! (iroir figure)

3.1.2, H!EO'{}hése

. [ - 2 i . i »
Soit | une mesure non négative définie sur IR+ telle que pour tout triangle TI
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on ait la relation -

(3) (1) ¢ e m(1)

ot m désigne la mesure de Lebesgue sur R.

3.1.3s Enoncé du théortme:

Soit p une mesure non négative portée par IRi, vérifiant la relation (3) pour

tout triangle rectangle isoctle T, contenu dans IR_?_ dont 1'hypothénuse est portée

I
par 1'axé rdel.
Pour tout entier p; tel que p » 1) il existe une constante A'(p), ne

dépendant que de p; telle que pour Houte fonction £ de LP®) on ait la relation

(4) j Hulxsy) [Papixiy) < ¢ A‘(p)j | 2(x)| Pax.
R 2]

+

3.1.4. Démonstration

. Cette partie est due & M, Stein
» Soit P 1'application de [Ri dens 1fensembie des intervalles de ® définie par
(x,y) —[x-y } x4y]
By =[xy € ®/Julxy)l > A
ﬁf {xe m/f(x)n} :

. R ) , ~
Si le point (x,y) appartient & E 1'intervalle (P(x,y) est contenu dans E._.

N A

Or 1iensemble ﬁ)\ de R peut g'éerire
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clest & dire une réunion dénombrable

les Ij étant les composantes connexes de ﬁk’

d'intervalles disjoints
-1 i
E;\c(? [?(U I)]

Icl
J

ot T. est le triangle rectangle isocdle de Ri d'hypothénuse Ij

ur
] ,Ij
4

ME) <D MTIj%

D'eprés (3) ﬁ(TI_) gc m(Ij)
: J

| k() € ¢} § m(Ij) =¢ m(ﬁj\).=_
D'apres (2) ‘flu(x§y)lpdp gec [ ié?;)'de
JR
et d'apres (1'); i py 1y
(4) -J|u<x,y>|Pdp. <o k' (p) j |£(x)| P
R

Ceci démontre le théordme suivant

3.1i5. Théortme réciproque

Soit |i une mesure non négative portée par (Ri. On suppose qu'il existe un
entier p, p) 1, tel que, pour toute fonction f € 1’(R) on ait ia relation :

(4 J 2 i Pantes) ¢ aw | ter¥es
2l

R
+ .

pour une certaine constante A(R)s
Alors la mesure b satisfait uné condition du type (3) pour une constante c(p;, p)
convenable.

Démonstration. Soit TI un triengle rectangle isocdle dont 1'hypothénuse I

a pour longueur 26.
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Soit £ 1a-fonction caractéristique de 1'intervalle de méme centre que I, de

longueur double.

En iin point (x,y) de Ri, teldque x eI ot y> 0

u(x,y) » Er T_é dt = -E Are 'hg(—)o
-0y + (x-t) ¥

En tout point (x,y) de T

‘ 1
u(XQY) >) ‘é

or £e LPR) pour tout p > 1) de sorte que; d'aprés (4)

2 [ulxy) [Fap ¢ Alw).4e
2 |
+

J

f*

5 (o) Pap > P icr)
+
u(r,) < 2 A(win(D).
. . . , o . ‘ p4‘.1 .
C'est bien le résultat annoncé avec c(p,gp),: 25 A(R)s

On 8 ainsi obtenu une caractérisation des mesures positives {1 satisfaisant

une relation du type (4).

3.1.6, Cas du disque

Les démonstrations faites se transportent mot pour mot dans le cas du-disque A 3
tous les éléments intervenant dans (3.1.1) sont ‘en effet définis dans ce cas ¢ il
suffit de définir, pour 6 e [0, 2] et f e LP[O y 21C]

£(0) = sup u(e-t; o)

1< r(i-r)
ol u(@ j r) est l'intégrale de Poisson de f; définie sur le disque A par
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i (" 1 - 12
u(G,r):Ef -z zf(t)dt .
-k 1 = 2rcos(® -'t) + r :

Les'triangles T, sont remplacés par des ensembles @

1 ' .
le - o |
Te(eo)'—‘{r,G/M*-,Go,.(mQ, 0 «1-r¢ e-:'—_—-—n——}
ou Qoe[O,ZIt] ‘et 0 g€ g1
La condition (3) est remplacée par la condition

(3") H(I(8))) « ct.

On peut alors énoncer le théordme paralldle

Soit " j une mesure non négative portée par le disque A; satisfaisant 2 la
relation (3') pour tout ensemble Tea

Pour tout entier p, tel que p ». 1, i1 existe une constante A"(p), ne dépens

dant que de p, telle que; pour toute fonction £ & P (cercle), on ait la relgtion

. 2Kk
. iy 1
(4') J Iu(r,G)[pdp_(r,O) € ¢ A"(p) ﬁj le(e) |P ae .
i} , 0
Théoréme réciproque
A le.disque
Soit i une mesure non négative portée par «On suppose qu'il existe un

entier p, P f, tel que, pour toute fonction f € ¥ (cercle); on ait la relation

2R
(47) j ue,0) Pan(r,0) ¢ v () 1 J " L2(0) [P 0.
A

o

Alors p satisfait une condition (3') pour une constante c(i) convenable.

Démonstration du théordme réciproque

Etant donné un "triangle® Te(eo), si & désigne le point du disque. de coordon-

nées polaires (i-8 90), la fonction
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a(2) =[———-‘ = lal’ ]1/p
(1-2 E)Z

est une fonction analytique dans le disque, qui représente 1'intégrale de Poisson de

‘1a fonction

2 q1/p
£(6) = [...LIJ.E.L_]
(1 - e19;)2

. 200) e LP ot |£(0)|P n'est autre que le noyau de Poisson au point (1~3,Q°)

2r

R
-1—j |e(e)|P a0 =1 .
-x

s En tout point z € Te(Go), 'g(z)'p > é%’ de sorte que, d'aprés la relatien
(4')
H(Ty) € 4k"(R) = c(p)e
avec c(i) = 4 a"(n).
Remarque.—~ Il suffit que la relation (3') soit vérifiée pour les "triangles"
Te(eo) ayant pour bases des intervalles dyadiques de (0 , 2r), car chaque interva%le
Ij de la partie (3?13) de la démonsﬁration peut &tre inclus dans un intervalle dyadique

de longueur au plus quatre fois plus grande:

On obtient alors le résultat, en remplacant la constante c¢ par 4c.

3.2. Démonstration du théortme 2

Le théordme se déduit immédiatement du théoreme précédent,; dans le cas du disque.
I1 suffit, pour la partie a) du théordme 2, de remarquer que
12) la condition sur la mesure i du théordme 2 est équivalente & une condition

(3') comme le montrent les relations.
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T’B/Z(eo) c Se(eo) c ng(eo) .

20) i) suffit de démontrer le théordme 2 pour des fonctions G ne s'anmulant pas
dans A ; car en divisant par ie produi{ de Blaschke associé, on augmente le premjer
nombre, de 1'inégalité b démontrer, sans changer le second.

32) il suffit d'étudier le cas p = 2 auquel on peut se ramener en considérant la
fonctici

G'(z) = GP/Z qui appartient & B i G(z) appartient
4 H® et ne s'anmule pas dans A.

42) i1 suffit de montrer la relation (4') pour une fonction ¢ pésitivé ou-nulle,
f appartenant a L2 du cercle,

La démonstration de la partie b) du théordme 2 se fait de la méme manidre que celle

du théordme réciproque dans 3.1.6.
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4. Démonstration du théordme 3

4.1, Constructions préliminaires

${ Etant donnés

12) un produit de Blaschke fini; avec zéros simples B(z)

1

22) un nombre réel ¢ tel que 0 <€ ¢ i

39) une constante absolue K astreinte provisoirement & vérifier la seule condition

que 2§ < eK &1 pour tout

1
0(8(2

42) un entier naturel N,

¢ On effectue les constructions suivantes
4.1.1, On construit les ensembles

a(e) = {z ea/IB(z)l € 6}
p = {z e A/{B(z)l > &K}e

4.1,2. Découpage de A

On découpe A en "carrés'" élémentaires r, ¢

in

1 1 .21 (3+1)2n
r?n:{ZEA/F\<1—|z|\<E’;m‘a‘rgz‘—?:}—

0‘\) n=0’1, 6o
=0, 1, oo 22 _ 1
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4.1.3. Découpage de r n

Chaque Ton est & son tour découpé en 22N "carrés" en divisant en 2N inter-

valles égaux 1'intervalle de variation de fz| ainsi que l'intervalle de variation

de arg z; quand z appartient & T
) . i L 2N
Les carrés objenus sont notés rqn(l) ou 1=14; 2,.., 27 .

4.1.4, On construit 1l'ensemble

o = Urv]n(i) la réunion étant étendue & tous les rQn(i) tels que

r?n

(i) N ale) £ 8

4,1.5. Choix de l'entier N

. Ce choix est déterminé de facon & réaliser la condition
a(e) c ax ca(28)s Ainsi an B = g.
L'inclusion a(g)c oo est réalisée quel que soit N.

. L'oscillation de lB(z)I sur un ensemble rqn(i) peut &tre rendue inférieure

4 & : On peut montrer en effet 1'inégalité lB'(z)| £ T_j:i;l pour tout z € A,

par des majorations simples offectudes sur 1'expression intégrale de Cauchy B'(z) = .

1 A(b)at
2ir ,'% (c_z)z’

rayon 1 - [z].

en choisissant pour P ‘par exemple un cercle de centre z et de

Or deux points 2, et z, é1éments d'un méme ensemble r?n(i) ‘sont tels que

lzq - 2.l & R

| 3K
|B(§1) - B(z,)| ¢ X
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La condition o c a(2€) sera donc réalisée des que

3R
N <&
2
« Remarque. Cette condition ne dépend pas du produit de Blaschke B(z), choisi,
mais seulement de €.

On choisira N le plus petit possible satisfaisant cette inégalité. Dans la suite

on aura donc simultanément les inégalités

IR . - 3K
— < & et - % & o
2N 2I\I--1

4.2, Construction d'un premier réseau de courbes dans A
Ce réseau fera intervenir les donndes B(z), &; Kj N est choisi comma indiqué
ci-dessus.

Ce réseau sera noté ¢+ P [3, B, KJ. 11 est constitué par des lignes de subdivision

du réseai des rqn(i) ‘P comprendra les. éléments suivants § [voir figure]
12) Le cercle |z| =1

toutes les frontidres des "carrés" r. (i)

D) .
28) Dens x5 T Jo

32) Pour le reste;, chaque quadrant sera {raité de la méme manidre. Nous indiquons
la construction pour le premier quadrant: Elle comprend deux étapes notées I et II,

- Etape 1

Premier cas t Il existe un indice i tel que ro1(i)ﬂ{§ £4d.

» Les arcs {z/lzl:%, 0 arg z gg}

{z/-} g’zl«i; a,rgz‘_-‘O}



n=3

n=1

[y
0\|u1 N

ool ~3
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h(r
% < B [ | | \ =
| / - \ 7 T ;
7 X '
/ \ L K
- ‘ 7 +
: ,%y %7 T
SN \
A

o
(=]
-

-

Construction de P, étape I, dans le cas ol Ty rencontre

cas oi N =2
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8 {z/% §lzl 1, eargz= gl, appartiennent & P
o Pour tout rm(i) tel que rm(i) C &, si on pose

rm(i) =1, = {z/c1\<lz|\<d1»§ u, Larg z ¢ v1) on construit le rectangle

h(r'g) ={z/lzi>,c1, u

3.€ 878 2 & vd.

~ La frontidre de h(r,) ainsi que -les frontidres de tous les rgﬁ(i) contenus

dans h(r1) telsque n & N+1; appartiennent & P.

(1) ou r, . (1) noté symboliquement

. Pour tout r 12

02

2c‘or; et r. n'appartient &

r2=iz/cz\<§z|\<d2i'uzgargz{(vzl, tel que r 2

aucun des rectangles h(r,e), on construit le rectangle

h(rz) = {Z/lzl » e, u, § erg z vz.} _

- La frontidre de h(rz) ainsi que les frontidres de tous les rqn(i) contenus

dans h(rz) tels que n  N+2 appartiennent & P

. hinsi de suite, pour tout
r\?m(i)c‘{lz/é}(lzi\<1 } Osargzsg}
noté ro= {z/cm 1z g dm é u farg z ¢ irm} tel que T appartient & & et T
n'appartient & aucun des rectangles h(rj) 01;1 3 ¢ m; on construit le rectangle
h(?m) ={z i 1z| )}.cm u & erg z \<vm}.

~ La frontitre de h(rm), toutes les frontidres des rgn(i) contenues dans

h(rm) tels que n KN 4+ m appartiennent é P.
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B(z) nia.yg,pt qu'un nombre fini de zéros, on ne trouvera plus d'ensembles qu(i)
appartenant & G et n'appartenant & sucun des h(rj) j < k au bout d'un nombrg : fini

d'opérations. De sorte que le processus s'arréte.

« Deuxieme cas rm np= ¢o

Il n'y aurs pas d'éléments de P dans Toq°

On traite alors séparément chaque ensemble I‘bzg Tiq de 14 méme manidre.

Considérons psr exemple oo §

- St o2 n (5;4 g on applique dans r les mémes rdgles de construction gue

02

dans le premier cas

- Si oo np= g, 11 n'y aura pas d'é1lément de P dans r... On traite glors

02

séparément chaque ensemble r..; r de la méme manidre.

03! 13

Pour n suffisamment grand, tous les r?l; ‘sont contenus dens (3; aprés un

nombre fini d'opérations; on obt_ien% donc'nécessﬁremen{ des ensembles r on rencontrani
B

. Etape II

Dans 1'étape I décrite ci-dessus, nous avons obtenu un nombre fini d'ensembles

disjoints h(rk). Nous avons inclus dans P +toutes les lignes frontidres de rqn(i)

intérieurs & h(r ) sauf ceux qui Sont situés dans des ensembles du type s contenus

k

dans h(rk)

. 1 . .21t 2 1T(t+1)
s={z/?--2;\(|z|.\<1‘j—2T- <(argz\<—-;—n—}

ol nécessairement nyN+1,
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Des ensembles s distincts interceptent sur le cercle |z] =1 des arcs ¢'inté-
rieurs disjoints.

Ces ensembles s sont appelés ensembles gg_lg.premiére génération.

Dans chaque s; on applique les régles de construction de la premiére étapela

chaque ensemble r pour obtenir de nouveaux éléments de P,

26,0’ T2t4,n
On obtient alors des ensembles s de la seconde génération. La constructinn se

poursuit jusqu'd ce que les ensembles s obtenus ne contiennent plus d'é1éments de o,

ce qui arrive nécessairement su bout d'un nombre fini d‘'opérations,

Nota

On a obtenu ainsi un premier réseau de courbes. P [ﬁ, B, K]o Ce n'est pas le
résean difinitif car il ne possdde pas nécessairement les propriétés a) b) c) du
théordme 3,

Toutefois, ce réseau est rectifiable. Le réseau définitif s'obtiendra comme une

partie de P satisfaisant les conditions a) b) du théordme.
On verra ensuite que P possdéde la propriété c) pour un choix convenable de
la constente K. Il en sera de méme; a fortiori, pour le réseau extrait, de sorte

que le théoreéme sera démontré.
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4.3. Construction du réseau ['(B, €, K)

4.3.1. Le réseau P gsépare les ensembles & et £

On entend par 1la que toute courbe continue joignant un point de o & un peint

de p, rencontre nécessairement Fo

« Les engembles s sont bien isolés par P du reste de A

o Etant donné que la construction & 1l'intérieur d'un ensemble s est la méme que

la premi®re construction, étape I, il suffit de montrer la propriété de séparamlon

pour deux points de o« et B qui ne sont situés dans aucun ensemble du type s

de l'ensemble des points z

s 8i r rencontre B, on a bien isolé To1

01

tels que g\( arg z { 2K et entouré le sous ensemble de  contenu dans

0 (arg = \<g (mais dans aucun ensemble s),' par des lignes de P.

4.3.2.

*
On modifie P de la fagon suivante §{ P est obtenu & partir de P, en

supprimant toutes les lignes qui sont intérieures & & ou & f3,

*
o P sépare également o et B¢

En effet; si X’ désigne une courbe continue admettant la représentation

z = z(%) ol z(0) € @
{0 <t g1 z(1) e B

#
et si on suppose que - y ne rencontre pas P , alors la courbe ﬁ admettant le repré-

sentation



V. 37,

j-z = z(ﬂ‘. ol to max {t/z(t)e a(}
1, « ¥ ¢t = min t/2(t) e o}

relie alors @ et @ sans rencontrer—P,
P*C a(ek) - a(€).

4.3.1. Le résean ['.

Soit p un point de ®+ Considérons l'ensemble de tous les poihts . z da A
qui peuvent &tre joints & p par une courbe continue ne rencontrant pas P*. La
réunion de ces points est un ensemble ouvert connexe de A noté O(p). ﬂ(pj
contient p ainsi que i'intérieur de 1'ensemble r n(i) auquel p appartient.,

Si q € f(p), alors ((p) = Ji(q)
et si ¢ Qp) o) n alq) =g

O(p) est de plus contenu dans le complémentaire de f. Il existe donc un
nombre fini de telles régions disjointes

g5 o.o.Q,P telles que J),j Np =g
Les .O,j contiennent les zéros de B(z).

On définit ['= U aﬂj aﬂ'j désignant la frontidre de tOIJ.e
J

. ")
Par construction [' C P de sorte que les propriétés a), b) du théoréme 3 sont

réalisées,
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4.4. Le réseau P[B, g, K] posstde la propriété c) du théordme 3, pour une constante
absolue K bien choisie '

4.4.1, Remarque. D'aprés la démonstration du théortme 2, il suffit de montrer
que la propriété c) du théortme 3 est réalisée pour tout sous-ensemble o de A

de la forme

1 _ Y m(9+1 1.

o ={zeA/1-——\<IZI; Larg z { ——=
Yn 2n 2n 2n 3
e 1

;ﬁ la longueur

On considére désormais un ensemble de ce type. On appelle

de 1'arc intercepté sur le cercle |[z| =1 par cet ensemble,

4.4,2, Etudes des lignes de P intérieures a ¢ construites d}aprés les regles
irdiquées dans 4.2. 1%), 22) et 32) tape I

o Pour 39)'étape I, les ensembles h(r) donnant naissance dans cette étape a des
éléments de P ont leur base

soit dans ¢

N-
soit & l'extérieur de O , cette circonstance pouvant se produire pour 2 !

ensemble h(r) au plus.
. Les ensembles h(r) interceptent sur le cercle |z| =1 des arcs d'intérieurs
disjoints 1
z:: longueurs d'ares de h(r) Mo ¢@.
r
o Les longueurs des cdtés des h(r) intervenant dans PN g sont majorées par

longueur d'arc de h(r) pour les ensembles h(r) ayant leur base dans o

e pour ceux qui ont -leur base hors de O .



o Les é1gments de P construits & 1'intérieur de h(r) N o sont majorés par
N
2N2~ longueur d'arc de [h(r)no']o
Pinalement, les é1léments de P NG construits dans cette étape ont une lopgueur
totale majorée par

9,22N + 2N_19

+ 4P,
. Si on tient compte également des constructions effectudes dans 1) et 22),
et du choix de N fait au paragraphe 4.1.4., on a montré que la somme des longueurs
des lignes de P construites & 1'intérieur de & dans les étapes indiquées est
majorée par
A%t cne?p=c0

ot A désigne une constante absolue.

4.4.3. Etude d'un ensemble contenant des §léments de P construits lors

d'une génération d'ordre supérieur i étape II

I1 suffit de considérer un ensemble T & 1'intérieur duquel on effectue 1'étape

I, ‘avec n % N + 1.

ie
I1 existe donc un point z, = \/‘;é ° appartenant & f tel que

1 1
Jiom eV st o=

2
190 appartenant & l%arc intercepté par O qn°

o Les ensembles rpk(i) qui sont les bases des ensembles h(r) construits & cette
étape rencontrent tous la couronne définie par les points z de A tels que |z])> po

En effet tout ensemble de ce type possdde des points 2z tels que

1 k]
lzi 1 -—+
2n 2n+14N
4 2 ] 1
- =" = == A ————
or P < ( 2n+1 1 DA r“,n+‘i +n+i

de sorte que

|zi>P puisque n ) N+ .
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. Soient 219;.. Pt les longueurs des arcs interceptés sur le cercle |z| =1,
paer ces ensembles rP k(i) notés r,‘,n‘..rt qui sont les bases des ensembles hsr).
Ces nombres 91,.40 Qt déterminent la grandeur des ensembles s de la génération
suivante & 1'intérieur de @ »
« Posons
E, = {2/1'5 12} S 'p} ni{r,‘ U ess U rtj,
R n'appartient pas & E1 puisque E1 est contenu dans @& et que z
appartient & g

o On peut choisir une constante absolue positive A de telle fagon que le

secteur IO - Goi <A llog P| contienne tout 1'ensemble ¢ . En effet, les points z

2K

appartenant & @ ont un argument 8 tel que IO - OOI < —3
2

-]

1 i 1 .
Or 1—2—n «9(1—;;11—1- de sorte que

L] | 1
log p < log(1 - —1-1—4-3) et |log P | > -
' 2 2

11 suffit donc de choisir A =8n.
o« On peut donc appliquer les résultats établis au paragraphe 4.5.5. Avec les

mémes notations que dans ce paragraphe,

¥
m1 = 91 40204 P‘t

et on a 1'inégalité

* (j)(eam

xA -
m, (5 +e p(z )| log pl

ou By désigne la mesure harmonique de E

y par rapport & la couronne 1 > |z|> po
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. " 1 o, i 1
L'inégalité P 1 -~ ;; entraine |log P' <=3 *
On a donc obtenu 1'inégalité
; i@ .
91 Fooot Bt Y A'e-r-l |L16/— e O) o A' désigne une constante absolue.
2

o Considérons les mesures harmoniques suivantes i

p,; mesure harmonique de E1 par rapport & A

-u"1' mesure harmonique de (¢ par rapport & A

l”‘!l" mesure harmonique de a(2 ) par rapport & A .

Ces mesures; ainsi que p,1 sont toutes définies au point z qui appartient &

B+ En vertu du principe du maximum
P"i(zo) < p.;(zo) ¢ u':i'(zo)‘< My (zo) ’

Or e LOg'B(ZO)l

_ K loge ]
P"i (zo)— Log 2€ <Log26<2K pour 0 <g <.

» Finalement on a trouvé

91 Hiaot g U ST
t Sh

On choisit maintenant K constante absolue de fagon & ce que AK < t, ce qui est
compatible avec les autres conditions & vérifier par K.

Dans ces conditions

s 0 b
81 +4 <3

4.4,4. P posséde, pour ce choix de K, Ia propriété ¢ du théoréme 3.

La démonstration se fait par récurrence sur 1le nombre de générations construites
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& 1l'intérieur de ¢ .

« hypothése de récurrence § Pour un ensemble @ contenant au plus m1 généra-

tions d'ensembles s
}L(d) <2c¢ e

o W est la mesure définie comme longueur d'arc le long du réseau P j ¢ ayant été
définie au paragraphe 4.4.2,

o Considérons un ensemble ¢ contenant au plus m générations d'ensemblas s.

On effectue une premidre -construction dfaprés les régles de 1'étape I. Le paragra~
phe 4.4.2. a montré que la longueur totale des é1éments de P intérieurs & o
construits & cette étape est majorée par ¢ g,

Dans chaque nouvel ensemble Byrese Byy OD peut appliquer 1l'hypotheése de
récurrence ¢

u,(si) <2 cgi pour i =1, 2, sso

1
},L(O') < cb+2c Z: Qi .
i=1

1
Le paragraphe 4.4.3. & montré que Z: gi < 5 ona donc bien
i=1

(o) <2 ¢ B,



V. 43.

4.5. Mesures harmoniques

405010 Définition
A 2 . *
» Etant donné un ouvert borné (), de R, de frontidre £ suffisamment
. *
régulidre [cf [_4]], pour toute fonction f é1lément de ‘e([),) [ensemble des
% , _
fonctions définies sur (), finies con%inues], 11 existe une fonction Hf(x) unique,
définie dans ) telle que
ie) Hf(x) est harmonique, bornée dans £}

* .

22) Pour tout point y e ) i Hf(X) — £(y)
X —Yy
x € )

Hf(x) résoud le probleme de Dirichlet.

« Pour x fixé dens ), Hf(xo) définit une fonctionnelle lindaire positive

# *
sur g(,ﬂ, )« Il lui correspond donc une mesure positive définie sur () par

Hf(xo) = f 2(y)ap (v).
n*

o

\ . * . )
s A toute partie mesurable A de ()} on associe la fonction de X 0

Plx (1) qui est harmonique dans f} et qui ftend vers la fonction caractéristique de
0

A % 1la frontidre.

B (A) s'appelle la mesure harmonique de A par rapport & () au point X o
)

A , %
o 81 &) n'est pas borné, il se peut que; pour certaines parties A de ) ,
on puisse construire une fonction harmonique positive bornée dans (), tendant

vers la fonction caractéristique de A & la frontiére 3 on appelle une telle
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fonction, nécessairement unique, la mesure harmonique de A par rapport & ).
« Btant donné un ouvert B de R ot un fermé A +tel que A CB, ‘on appglle-

mesure harmonique de A par rapport & B, ou par rapport & B - A, la mesure harmo-

nigue définie précédemment en prenant
{y =B - A
. * _ * .
et en choisissant comme partie de ) la frontidre A de A, cfest & dire

(A
o]

11 s'agit donc de la fonction harmonique dans ) positive ou nulle, bornée par

T %
1; valant 1 sur A et O sur B,

4,5.2. Une inépalité pour les mesures harmoniques par rapport & un demi-plai

a) Définitions. Notations.

o H désigne le demi-plan ouvert {Q‘ /&= E+ i'r(, ’fl > 0}

« E est un sous—ensemble fermé de H

o E* désigne la projection circulaire, de centre 0, de l'ensemble E sur
la demi-droite {‘r( =0, g >0 }i

E*={t=g+i1l/7(=0 E: |S°| pour un Q'GEj

\

)

|

i

1

1 Y
0 Ex |

r-N
[TTTT 7T I 77777777 777777 7)777777




M.o45.

b) Lemme
Soit W(§), 1la mesure harmonique de E par rapport & H — E
* *
W (&) 1la mesure harmonique de E par rapport & H.

Alors pour & e H - E,

w(E +1) % 5 W= 8]+ in),

Ce lemme est démontré par T. Hall dans [3].

On va étendre ce lemme au cas ou H n'est plus un demi-plan, mais une couronne
R = {z/O <P < |z < 1} et en déduire quelques .conséquences métriquess

4.5.3,

a). Notations

. R-_:{z/ 0<p <z <1}

o E1 est un sous ensemble fermé de R

- %

o E, désigne la projection radiale de centre l'origine, de 1'ensemble E1 sur

* 10 i
le cercle |z]| =11 E1={z/_|z|=1 z=¢e et relgeE1 pour un certain r}

o Hy désigne la mesure harmonique de E, par rapport & R - E

1 1

* %
o },b1 désigne la mesure harmonique de E, par rapport & R.

1

b) Considérons 1'application conforme définie sur la surface de Riemann couverture

universelle de R par

log z)

f(z)=§= §+ i‘ll:exp(ift TOE—‘)-
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« Elle applique bijectivement R sur H t elle applique notamment le cercle
jz| =1 sur le demi axe réel positif, et le cercle |z} = p sur le demi-axe réel
négatif.
o Elle transforme les projections radiales en projections circulaires.

¥*

o Ainsi par cette transformation EH s'applique sur E et E1

s'applique sur

o Les fonctions harmoniques étant stables par transformation conforme, on peut
traduire le lemme de Hall t ce dernier établit que (&)Y ; uf( &) pour les
peints & n'appartenant pas & E‘ et tels que leur partié réelle est négative ou
nulle,

Ces points sont les images par la transformation conforme indiquée, des points
z appartenant & R, n'appartenant pas & E1 tels que |z} «\/ﬁi

On a donc montré que

B2 5 WD) szl (VP
et si z?/Ele'

4,5.,4. Une conséquence métrique

* *
« Soit m? la longueur de l'arc de la partie M1 de E1 qui est située dans

le secteur |0] < Allog Fl s A étant une constante positive.

¥
o Par la transformation £ du paragraphe précédent, M

10 considérée seulement

) *
dans un seul feuillet de la surface de Riemann est appliqué sur un ensemble M de
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*
la demi-droite réelle positive §j M est contenu dans le segment "0 9 ek’t] } sait

#*
m  sa mesure de Lebesgue 3

m*:-f

M*

~No K ~-TA

= - * .
dak J d(exp LOgP ) >’|10g l)|e m
M¥*

1

o Le point- 1 est tel que i = E +i1l ol E&O puisque E:O.

s De plus

Sy 1f at

T dy 1+€2’

ceci, d'aprés la résolution du probldme de Dirichlet pour le demi-plan, qui introduit

la mesure ;;i a8 [voir [5]]
1

+Ez
* m¥*
i ak m 1
*(1)y -J 3 » , o
7R B2 R +02™) T (6™ 0 ™ Log pl

o 8 i n'est pas dans E, ce qui équivaut & \/P non situé dans E on. peut

1’

tenir compte du lemme de Hall et écrire

3
A 3RA :
m ¢ (™4 ) iog pl  (VF) -
Cette inégalité est valable pour tout compact E

Ve .

1 de R qui ne contient pas le point



V. 48.

Références

D] CARLESON (L.).- An interpolation problem for bounded analytic functions.~ Amer.,
J. Math. 80 (1958), pp. 921-930.

E?] CARLESON (L.).— Interpolation by bounded analytic functions and the corona
problem.- Ann, of Math. (2)’ 76 (1962), PP. 547—559 -

[3] HALL (T.).~ Sur la mesure harmonique de certains ensembles.~ Arkiv for Mat.
25 (1937) nc. 28 A

[ﬂ] BRELOT (Ma)o- Eléments de la théorie classique du Potentiels— C.D.U,, 2dme 4d.,
1961.

[5] HOFFMAN (K.).— Banach spaces of analytic functions.— Prentice Hall Series in
Modern Analysis (1962).

E6J' STEIN . - Gun pbf"o%/f'i(lcl /A Fdw{b' oles JScrene, e//é)ua.ﬂ
amd 4466 4967

- communw ealn oraks



Séminaire d'Orsay 1966/67

Exposé n® V1

MULTIPLICATEURS DE FH'

par

M. Lesieur, A. Nivat, ¥. M, Exbrayat

On va énoncer quelques théordmes permettant en particulier d'étudier des multi-
plicateurs de ﬁﬂp, pour les classes B’ qu demi-plan (y positif), quand p -est
inférieur ou égal & 1, ceci d%aprds une récente note aux comptes rendus de Monsieur

Stein [1].

Quelques rappels sur les classes i 14

Définition.— On dit que F est une fonction de la classe H' si 3

a) F est holomorphe dans le demi-plan y > 0

s+00
b) sup j |P(x + iy)|Pax < +oo
y>0 J—oo +oo .
On pose llF)_ = sup( j [F(x + iy)|Fax) P,
y>o Y—oo0

Si p Y1, IIFIIP définit une norme et H' est un espace de Banach. Si p ¢ 1, ‘lIFllp
n'est plus une norme, mais permet cependant de munir B® d'une structure d'espace
métrique complet.

Propriétés.— Une fonction F de la classe B’ @ des limites non tangentielles

presque sfires quand y —s O § la fonction limite .f est dans 'LP(R).
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Si F appartient 3 Hp, F(z) — 0 & 1l'infini uniformément dans tout demi-plan
y»y, > 0.
Si F appartient & Hp, elle peut &tre factorisée sous la forme F =BG, ou B
est un produit de Blaschké, et G une fonction sans zéros de la classe HY, de méme

norme dans - H' que F.

Théordme.- Si F appartient & HP la fonction définie par ‘Fy(x) = F(x + iy)

est dans 11 (pour tout q » p) et telle gue i ﬂFyllq < A IIFIIP ol A est une cons-

tante ne dépendant que de y, Py q.

Pour démontrer ce théordme, on utilise le théordme de factorisation i soit

F=BGj onpose P=0" & ‘appartient & la classe i et P(x + iy) = IE’y (x) %
0
$(x + iyo), d'ol “@yﬂ a/p Y Ay ||¢§“1, olt Ay est la norme du noyau de Poisson
P dans l'espace Lq/p (a/p »1).
Iy ,
] WP P
On a donc ¢ [|G SAJGITe Comme [P} |Gl et P =[Gl on a
Iog® < AJi? 7] <16l et IRl =liGl on s
F < AllFN .
f y"q‘ | lp

Conséquence.~ Si F appartient 3 HP9 pour tout yo> 0, la fonction

F(z + iiro) appartient & toutes les classes Hl (q % p), et sa norme dans HY est

majorée par la norme de F dans HP, & une constante nultiplicative pres, qui- ne dépend

que de pyq et y -

Transformée de Pourier d'une fonction de il (p 1)

Si P appartient & B’ (p ¢1), la fonction x —s PFlx + iy) est dans- L (R)
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donc admet une transformée de Fourier au sens classique.

-~
Définition.- On appelle transformée de Fourier de la fonction P la fonction F

+00

définie par 1 F(t) =j F(x + iy‘)e-l(x+1y)t
—0o

dx (y-> 0).La fonction ainsi définie est
indépendante de y (on le voit en appliquant la formule de Cauchy au rectangle i

+
Y=Y Y =Yy X == Ay et en faisant tendre A vers l'infini).

A

On peut remarquer que dans le cas o F appartient & H1, F est la transformée

de Fourier su sens classique de la fonction. f 1limite de F quand jF — O.

A

Propriétés de F

12) Etant données les propriétés de la transformée de Fourier d'une fonction de

A A
L1, F est continue et F(t)e'-yt —>0 quand t —> .

22) P(t) =0 si t est négatif ou nul s d'aprés le théordme de Paley-Wiener c'est

vrai si F appartient & H%, Dans le cas général on pose ¢ G(z) = F(z + iyo) ;G
appartient & HZ, donc @(t) =0 si t 0, et comme F(t) = e-yot G(t), F vérifie
la méme propriété.

1 (&gt
32) On a la formule d‘inversion t F(z) = T3 j F(t)e ""dt.
0

Multiplicateurs de .‘FHP

+ e .
Définition.~ m(t), fonction continue sur R ; est un multiplicateur de

{FHP (p «1), si b toute fonction F de Hp,' on peut faire correspondre une tonction
A A
@ de HP telle que G(t) = m(t)P(t), pour tout + > O.

En vertu de la formule d'inversion, @, si elle existe, est unique, et on peut
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ainsi associer au multiplicateur m(t) un endomorphisme T de 5P,

Propriétés.

12) L'endomorphisme T est continu j pour le démontrer on utilise le théoréme du

graphe fermé ¢ soit une suite Fn qui converge vers F dans Hp, on pose Gn = T(Fn)’
et on suppose que Gn converge vers G dans #P, On doit montrer que G = T(F),
c'est & dire G(t) = m(t)F(t), ce qui résulte immédiatement du fait suivant : si une
suite Fn converge dans itd (p £ 1) vers une fonction F, Fn(t) -converge simplement
A A A yt +m y-t'
vers F(t) ; en effet |F(t) = F (t)] ¢ e J |F(x+iy) - F (x+iy)|dx ¢ ¢ AlF - F || .
n . —oo n nyp ‘

22) m(4+) est une fonction bornée -3

a) 8i m est un multiplicateur; qui définit un endomorphisme T de Hp, la
fonction définie par m () =m( t) est un multiplicateur de {FHP, qui définit un

endomorphisme T

¢ de Hp, de méme norme que T.

b) Btant donnée la p?'opriété a), il suffit de démontrer qu'en un point to,
m a(to) est uniformément bornée par rapport & €.

Soit F une fonction dont la transformée de Fourier est de classe '800, 3
support compact, et prend la valeur 1 au point to' P appartient & toutes les classes

HP. On pose 3 Ge= TG(F)' On a donc &t G (to) = me(to). On a les relations suivantes :

b

1 " izt ' oS »
6,(2) = H_L 6 (te'™at aron |ey(a)| € Al

+00

A 1- A g
log(0)l ¢ [ Mgt + lax ¢o* AP o]

dtolr ¢l G&Hoo RS BllGe"pg( BiMM "Fllp. On a ainsi une majoration de me(to) indépendamment

de E.
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On va maintenant essayer de trouver des conditions suffisantes pour qu'une fonc-
tion m soit multiplicateur de. FHP. On emploiera pour cels la théorie de Littlewood

et Paley, en 1'appliquant au cas de fonctions de L4 (p €1).

Définitions
Soit F une fonction holomorphe dans le demi-plan y > O, on définit les fonc-

tions suivantes i

g(F , t) = (J ylP (4 + i) %ay)
o

S(P, t) = (f [P (x + :‘Ly)l2 dx dy)%, oh [, est l'angle |x -t} ¢ ky
ry

#* - A 2 %
S.(F, t) = ( —L | P (x+iy) | “ax dy)
» 'Uyw (1=t 43)*

2k-2; _(k ReY
§.(F, t) = (ﬂ y IF( )(x+1y)| dx dy)’} o
Ly |
Ces fonctions ont été introduites plus généralement pour des fonctions u
harmoniques, intégrales de Poisson de fonctions de LP(R) (p > 1), en prenant
2 . p 2 . . A
|grad u|® au lieu de |F'|°, ce qui est & un coefficient 2 prds la méme chose lorsque
u est holomorphe.’
[Remarque t on désignera par A toutes les constantes, sans pour cela qu'elles soient
égales].
Les inégalités (1) (2) (3) énoncées dans les théordmes suivants sont vérifides
si u est intégrale de Poisson d'une fonction de LP(R), pour p > 1 (voir par

exemple [?]). On a aussi les relations suivantes (voir [2]) 1



A g(F) ¢ S(P) < A S:(F)

5, (F) » 4 8(F),

Théordme 1.~ Si F appartient & i (0 ¢<p <o) on a la relation

"S(F)"P £ A"FHP (1); (od A est une constante qui ne dépend que de p).

Le théordme est déjd connu dans le cas o p > 1 } on va se ramener & ce cas en

élevant F & une puissance convenable. En effet si F est dans HP,- et n'a pas de

g/

zéros, P~ est dans (on a ici quelque chose de nouveau par rapport aux fonctions

harmoniques, car si F est harmonique, F n'est pas harmonique) .

12) Démonstration dans _I_e_ cas o F n'a pas de zéros 3 on pose G = Fp/z', G

2

est dans H et ||G|l§ = IIFHg { coome F = GZ/p, on a &

S(F) = g( ﬂ 16/% 26 |2ax ay)F
Ly

On pose m(G) = SBPIG(Z)I o On démontre (voir [2]) que m(G) ¢ A M(G) (ot M(G)
t

est la fonction maximale de Hardy-Littlewood), et que “ M(G)"2 A ”(}”2. Dol
(2-p)/p : s . o
S(F) ¢ A M(G) S(G) 3 on applique 1'inégalité de H¥lder avec les exposants.

Py Py =2 By = 2oy e qui donme s st ¢ Albi(e) ll(z'P)/pHs(G)Hz,

—
2p° P Py P,
, . . 2/p-1 .
et en appliquant & G 1'inégalité (1) @ "S(F)"p <€A "Gﬂ2 "G.Hz, ce qui est
)
1'inégalité (1) si on remplace ||G"§ par "F"g.
22) Cas général s+ si F a des zéros on utilise le théordme de factorisation 1

8GF = - + = s ' .
8G = (B~-1)G +6G F'1 +F2 F1 et 17‘2 n'ont pas de zéros, I|F1hp \(ZHFHP



et | F2“15 = uF“p. On peut appliquer le théortme & P, et F et comme

1 2!

S(B; + F)) € A(S(P)-+ (7)), ISR ¢ A ey, + ||p2|}p) alo |IS(F)I, « AVFIL.

. *
Théoréme 2.— Si F est dans 08 (0 <p <ow); ona IISA(F)"PS AHFHP (2) pour

A>T et A> % (ot A est une constante qui ne dépend que de A et p).
On ve employer la méme méthode que pour le théordme 1, puisqu'on connait le résu]jt.a,t ’
pour p > 1.

12) Si F n'a pas de zéros, on pose G = Fp/2°

A .
* 2 y 2/p-1,2, ., 2 3
S(F) ==(||—L—— |G | G'Idxd)
A P ﬂ(lx—t I+y)A | | f

*
SA(F) $ A sup
X,y L(|x=t 4y

On pose QzGZ/P-J, ¢ est dans Hr, r =-2-_-2_—g.

{ y(x- N)/2

)(A_xm'(}z/p-/"]s;((}), (1 <A <A

\ P . * o s
Lemme ([2])0— S5i Y est dans H {(p>1) 1la fonction y définie par ¢

q)*(t‘) = sup |w(x+iy)l appartient & IP, et | Wq*."p $A H\pﬂp.

A
| x-t
X,y I+y

Conséquence. Soit ¢ une fonction de H' (0 <r <o ), n'ayant pas de #éros,

. *
on pose VY= §r/P (p > 1)y v est dans HY. Si on définit @P/r par

/r .
Q;/r(t) = sup (__t—-_)m l@(x + i}')l = [’V (t)]p/r’ comme d'aprés le lemme
X,y \x=ti+y

$ - G2/p—1

?

* . * ‘ .
II\V "P §A lllpllp, on a "@p/r"r A "<§"r. On applique ce résqltat S
ce qui est possible puisqu'on peut trouver A! >1  tel que A= A' > 2/p - 1! soit

A-XN

~5- > ;. On a alors, en appliquant 1'inégalité de Holder avec les coefficients

1
t 2 (-=1
pyr e (p r+%)l
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% _ * ) _ 2/rv * . 2./P
Is @i ¢alglls (@1, ¢4 Il Jol, 5 et comne Ul = NG, 1S, (P < AlGI;
ce qui est 1'inégalité (2) si on remplace "Gllg par IIFH’I;o

22) L'extension au cas o8 F a des zéros se fait comme dans le théoreme 1.

Théordme 3.— Si F est dans H' (0 <p <), on a la relation Il < Ai{s(F)llP (3).

On va comme dans les démonstrations précédentes, se ramener au cas P > 1, pour
lequel on connait ie théoréme. Flett [ 3] & démontré ce théordme, pour (1) (p $1),
dans le cas o F n'a pas de zéros; mais comme on le verra il n'y a pas d'extension
immédiate au cas ot F peut s'annuler.

12) Démonstration dans le cas ot F n'a pas de zéros : on pose ¢ = Fp/}‘.

L | A A

(A>1, on le fixera ultérieurement)s § est dans H , et ||f§l|)\= ”F“i On va es-
sayer d'écrire S($) comme produit de S(‘§1) et S(%)’ & des puissances convenables,
¢ et Qz &tant des puissances de @ ; on appliquers & ¢ 1le théortme 3, & @1 le

1

théoréme {, et on s'arrangera pour que @2 soit la fonction F.
. | - 2 1=2/x! 2/A" 5
on éorit + S() = <ﬂ B 13 12 1@ (3 (1N an)?,
Ly
ot A" est l'exposant conjugué de L. En appliquant 1'inégalité de Holder avec les

exposants A et A', on obtient i@

32<<§)'<-(ﬂ 18 (2) 12 18(2) *2ax aﬁ‘”(ff 184 (2)] 2 [3()] M 2ax ap)'A, o
r, P,

encore ¢ S(®) ¢ AES( @7\/2)] 1/2 [S(@ X /2)]1/N » On applique 1'inégalité de Holder avec

les exposants A, 2A et 2Apour faire apparaitre "S(@)“A3

Isoll ¢ s VAU s X/ B0,
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Comme ¢ est dans HA, avec A > 1, on peut lui appliquer le théoreme 3, et en

A
appliquant le théortme 1 & & /2, on obtient 1'inégalité

ol « a131"/% Is(& G Puisauton o supposs 7 ams B, 2l est

t
fini. De plus on peut choisir A tel que F = @A/z, soit ¢+ L. =

2(a-1)

A
on a alors s || ® “)\ $ A"S(F)uz()\_ﬂ

ou [IB|> < AIS(RI?.

29) Cas général. Si F a des zéros, on ne peut, comme pour les théordmes 1 et 2,
se servir de la décomposition de P, car on ne peut majorer "S(F1)"p + "S(FZ)”p
ar S F)I .
per US(P)

Calderon [4] 8 repris la théorie de Littlewood et Paley, pour des fonctions G

) . L

de la forme G =|PF| (P &tant holomorphe et § un nombre positif quelcongue).
L'avantage qu'il y a & considérer de telles fonctions est aque leurs puissances sont
de la méme forme. Les théordmes 1 et 3, pour de telles fonctions G, sont valables
et résultent des propriétés suivantes ¢

a) AG2 = 4|grad Glz, ce qui conduit en utilisant la formule de Green ¥

i S(Gr)"2 = KllGilz. Les théordmes 1 et 3 sont donc valables pour p = 2.

b) [lsup GBP\HHlGIIp (0 ¢<p <o)

T4

o
c) 8(6) ¢ B S(Ga)] [é S(GB)] 1-¢ avec ao+ B(i -0) =0.

Pour le théordme i, on procdde comme on lfa fait en utilisant la fonctiion GP~/2

Pour le théordme 3 1la méthode de Flett a été un peu raffinde, avec-1l'inegalité (c),
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car on doit se ramener non plus & un A quelconque plus grand que 1, mais au cas

A =2, puisque c'est le seul pour lequel on connait le théoreme.

Théordme 4 (conséquence des théordmes 1 e{; 3).- Si 4 est holomorphe et telle que

G(x + iy) — 0 quand y —» 00, si S(G) est dan LP, alors G est dans .Hp;

—

et on a alors évidemment "G“P Y A”S(G)"p (d'aprés (3)).
Remarque i il est nécessaire d'imposer & G . une condition & la limite, car: la
condition imposée & S(G) ne porte que sur la dérivée de G; et les constantes ne

sont pas dans w.

yHN

Onpose t G (z) =G(z +1iy )s Ona i G (z) -G (z) =~1 G'(x + it)dt
Y, o (2 N e

yHN 1/2
soit ¢ IGE- GNI $ J e lG (x + 1{3)]——7— dt. On applique l'inégalité de Schwarz.

N}y
IGE - G| § (10g 2) J 8]0t (x+it)| 2at < Ay .8(6) ¢ by, £S(6)
Done G- GN est une fonction de H® et d'apres le théordme 3

e, - GN"p € A"S(Ge - GN)HP < AHS(G)HP, ot A ne dépend pas de & et -N. Quand

€—> 0 et N—yo00, onaen appliquant le lemme de Fatou % "G“P < A”S(G)”p°

Théoréme sur les multiplicateurs

Soit m(t) une fonction continue sur ]0 ' +oo[, telle que ¢

a) m(t) bornée
2R
b) m(t) est de classe ‘@, et on a J
R

| (€) (t)] dt $ AR -2b+1 pour tout R

1
positif. Alors m est un milbiplicateur de HH® pour p ¥ .
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Soit F une fonction de HP, 1a fonction G +transformée de F est donnée par
la formule d'inversion $
00 A .
G(z) = J_J m(t) B(+)e Zat
2R
)
G est holomorphe, et G(x + iy) —» 0 quand y —s 40, en effet @
=y ;7

G(x + iy) ¢ AJOO e—(y-yo)tdt (car m(t)ﬁ'(t)e

00 —(y—yo)t -
est bornée), et j e dt
o 0

—3% 0 quand y —» + 00,
On doit montrer que G est dans L { pour cela on utilise la relation

*
8,41 (6) ¢ A SZk(F) (voir [2])e On a alors, si F est dans Hp, et p»

)

R e

* ‘
Ii SZk(F)“p < MIFHP, d'aprds le théordme 1, donc ||S(G)"p $ A”F[IP, ce qui entfaine

d'aprds le théordme 4 que G est dans HE.

Conséquence.~ Ce théoréme permet par exemple de démontrer que pour tout nombre réel ¢,

m(x) = eICIOg * est un multiplicateur de tous les espaces g (0 <p &1). En

effet
a) |m(x)l =1

b) m est indéfiniment dérivable et 'm(e)(x)l2 est de la forme _ZKT ce qui donne

2R X
J I.m(e)(x)lzdx ¢h 2,
R
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Séminaire d'Orsay 1966/1967

Exposé n? VII

ISOMORPHISMES DES ALGEBRES DE MULTIPLICATEURS
9. I. Gaudry

-Les problémes dont je vais parler prennent leur place dans toute une série de résultats
portant sur la mesure ol un groupe localement compact est déterminé par les algébres qui lui
sont associbes. Le problime général &'énonce comme suit.

Probléme.- Soient G1 et G2 deux groupes localement compacts et séparés. Sojent
A(G1) et B(Gz) deux algdbres normées associéeés (d'une fagon & préciser) aux groupes-
Supposons de plus que 1(61) eb B(Gz) sont munies d'un ordre partiel naturel. Soig- T
un isomorphisme de A(Gi) sur. B(Gz) qui est

soit continu

soit de morme ¢ 1 (lTelly ¢ hel,  (Vfea)

soit isométrique ( i Tf “B = |z “A (V£ ed))

goit bipositif (Tf » 0 &i et seulement si £ » 0).

Alors, dans chacun de ces cas, est—ce que les groupes sont "les mémes" ? Autrement dit,
est-ce qu'il existe un isomorphisme bicontinu de G1 sur 62 ?

Nous supposerons dans la suite que l'on & choisi, une fois pour toutes, les mesures
de Haar invariantes & gauche d%; dy sur les groupes G1 et G.. (Par exemple, si G

2

est compact, il convient de choisir dx telle que J dx = 1).
G
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I1 n'y a que trds peu de travaux sur les isomorphismes T qui sont simplement

continus. Mais pour les trois autres cas; on a déjd étudié. plusieurs problémes qui sont

du type énoncé. Les résultats obtenus sont résumés dans la table ci-dessous.

Auteur Hypotheses Conclusion
{1 -KAWADA T bipositif de L1(G ) sur G1 et G2 isomorphes
L (G ); toutes les deux réelles | |
2,3 WENDEL (a) T isométrlque de 1 (G ) i " "
sur L (G Ys (YITH <1
4  HELSON (LY AT hgt, G,,G, abéliens, T
isomorphisme de L‘(G ) sur L' (G )
(ii) T un' - isomorphisme de L1(G )
sur 1! (G ), 6,5 G, abéliens. On
suppose ||TI|6 2, et que ou G( ou
G2 est connexe. " n "
5 EDWARDS

6,7 JOHNSON et
STRICHARTZ

8,9 STRICHARTZ et
PARROTT

(i) G1 et G2 compacts, 1 ¢ p<
@y, T un isomorrhisme bipositiv
de LP(G1) sur LP(GZ)

(ii) G1 et G2
pacts, T est un isomorphisme de

CO(G1) sur ‘CC(GZ
(a) soit bipositif ;

isométrique (Il "00)

-localement com—~

) qui est
(b) soit

T un isomorphisme isométrique
de Mb(G1) sur Mb(Gz)y
Mb(Gi) 1ltalgébre de toutes les

mesures de Radon bornées sur Gi

(1) T un isomorphisme isométrique
de LP(G1') sur LP(GZ) 1<p<omw,

22, 61 et G2 compacts

3

(1) 81 p=2

Dans chaque cas, les grou-
pes sont "les mémes"

Les groupes sont isomorphes

Les groupes sont isomorphes

Les résultat est en général

. faux
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Notre point'de départ est le travail [5] de BEdwards. Il.y a étudié le cas des L¥
sur des groupes compacts. C'est dans ce travail de Edwards que figure un probléme laissé
ouvert par ce méme auteur ¢ c'est le cas des 1P sur-des groupes compacts od T est
isométriques Ce probldme est fort intéressant. é'est assez récemment qu'il a été
résolu par Strichartz [ﬁ] ; et indépendamment par Parrott [9]» I1 est intéressant que
dans le cas o p = 2, on a en général une réponse négative.

I1 convient de remarquer anssi sur ‘le cas des algebres Mb(Gi) et T isométrique.
On & la réponsé affirmative donnée par Johnson et Stricharz [6][7).

Dans plusieurs de ces travaux portant sur le cas ol T est isométrique (ou'dé
norme § 1), les auteurs ontemployé une certaine purtie de la théorie des multiplicateurs.
Si 1 p (oo, on désignera mp(Gi) 1'espace des multiplicateurs & droite, clest & -
dire, des endomorphismes continus de LP(Gi) qui commutent avec les translations &
droite Pa (a € Gi) t P@ f(x) = f(xa-1)o Notons que pour chaque a € G, 1'opérateur

T, de translation & gauche défiﬁi par taf(x) = f(a,-1 x) est un é1ément de mp(Gi)°
La question importante est la suivante 1§

Quels sont les multiplicateurs isométriques 7 C'est & dire, on cherche une caracté-

risation des m +tels que
Im() = Ne (Yee1P).

L'importance de ces multiplicateurs réside dans le fait suivant i
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Si Ty est un opérateur de translation (& gauche) sur Gy,et si T est pay
exemple isométrique, alors T-1 ta,T est un multiplicateur isométrique. Si on peug
démontrer que les multipliicateurs isométriques sont exactement les opérateurs de la
forme Ptb ip‘ =1, b€G, on aura une application a' —>a de G2 dans G1

définie par la relation

-
T ta"T = P(&') 'ta‘ s

Ensuite, on peut démontrer que 1fapplication a' —» a est un isomorphisme topologique
de G2 sur G1o C'est cette idée que Wendel a d'abord utilisé avec succes dans [2],
et que beaucoup de ces autres auteurs ont employée avec, ou sans modification convenable,
pour éteblir leurs résultats.

En particulier, Strichartz et Parrott ont employé cette idée. La partie fondamenta-
le de leurs travaux est le théortme suivant i

Théoréme 1.- Soient G wun groupe localement compact, et 1 & p ¢, P £.20
Alors les multiplicateurs isométriques de LP(G) ‘sont exactement les opérateurs m de
ia forme m(f) = Ataf (£ € L°(6)) ob A est un nombre complexe |A] =1 et
a € G.

Je voudrais commencer avec une nouvelle démonstration du résultat de Johnson et
Strichartz. La démonstration est tout & fait différente de celle de ces deux auteurs.

Théoréme 2.-= Soient G1 et G2 deux groupes localement compacts et séparés,

Supposons qu'il existe un isomorphisme isométrique T de Mb(G1) sur Mb(G2)° Alors

G1 et G2 sont isomorphes:
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Démonstration. La démonstration se divise en plusieurs étapes.

12) On considére, pour a € G’,' la mesure de Dirac e, au point a. Cette mesure
est de norme 1 ¢ donc T ea. est de norme exactement 1. On note que si K est une
mesure bornée de norme 1, alors le multiplicateur de L‘| (Gz), T“'; défini par
TIJ«(f) = £ a la propriété suivante 3

Nzl < el

Mais L a im inverse V=T@& ;

14 qui & les mémes propriétés que poe  Donc
8

Welly = Bowps 2l & px 20, < U2y,
et
"u‘*f“1= "f"1°

Enfin, Tp?, est un multiplicateur isométrique de L1 (Gz). I1 résulte du travail de

Wendel (ou du théordme 1 ci-dessus) que y est de la forme A(a) Ba, ol

|)\(a,)| =1 et ol af eGgo

22) On a établi dans 12) llexistence dfune application Pt a— a' de G, dans

1

Gze (Celle~ci est bien définie puisque T est un isomorphisme)s Puis, on note que ¢

est biunivoque et surjective ¢ car T est un isomorphisme; et on pourrait également
. ~1

considérer T .

32) L'application (P est un isomorphisme algébrique de G, sur Gzo Ceci est

1

évident lorsqu’on note que e‘,a ¥ & =€ o
1
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492) L'application ¢ est continue (et ceci est également vrai pour cpq),. Bour
cela, i1 suffit de démontrer que @ est continue au point e. Supposons, au contraire,
que @ ne soit pas-contimu au point e, et qu'il existe un voisinage V de e' dans

G, et une famille (a,i) de points de G

s vels que ¢ &, —se, mais (‘?(ai) ;{V

1

pour chague indice i. On en déduira une contradiction.

Notons d'abord que les mesures T&a = )\(a.i) 89,' sont bornées. (En effet,
i i

chacune est de norme = 1). Les ensembles bornés de Mb sont vaguement relativement
compacts. Donc, il existe une mesure p GMb(Gz) qui est point limite (pour la topolo-

gie vague) de la famille (A(ai) E/a')a On supposera, pour éviter tout changement de
i

notation, que )\(ai) 63? — W vaguement.
i

On prend alors une fonction arbitraire f de Cc(G1)° f peut &tre considérée

comme mesure bornée, et alors & % £ —> £ dans la topologie normée de M (G,).
i

Done, T(€ #f) = Ala,)& , * T£ +tend vers Tf d'aprés la continuité de T, A
s A, 1’ Y al ! :
i

fortiori, A(a,i) ea, # T —» Tf veguement. Mais J\(a,i) ea,‘ —» | Vvaguement.
i i

Donc, on a étebli que

B ox T2 = Tf vt ec ().
. . -1
On applique alors T
('.r“u) ¥ £ =1 Ve eCc(G1).

Mais ceci entraine que T 'y = ee, et, par conséquent, que W= F’e"



VILT.

52) Pinalement, il est évident que si J\(a.i) Bai — ee' et que aifV pour

tout 1, alors on a une contradiction. La démonstration est donc compleéte. On va
utiliser le théordme 2 dans la suite.

Les résultats principaux de cette conférence portent sur les algdbres des multipli-
cateurs de Lp. On constate tout d'abord que l'ensemble mr(G) des multiplicateurs &

droite de LP(G) est une algébre, si le produit m,m,, des deux multiplicateurs

est la composition m, o mza On & alors le théoréme suivant t

Théoxdme 3.— Soient G1 et (}2 deux groupes localement compacts et sépardg, et

supposons, que § & p <00} P # 2. Supposons qu'il existe un isomorphisme isomé{rique
T de mp(G1) sur mp(Gz)-, Alors G1 et G2 sont isomorphes.
(Avant dé commencer la démonstration, je signale que c'est M. Strichartz qui m'a

proposé la question & laquelle ce théoreme fait réponse)

Démonstration.

1&;@.‘ P = 1. Dans ce cas; m1(Gi) peut &tre identifide avec M;(Gi)’ de sorte
que Jmf =1l "Mbo On é,ppliquer directement le théordme 2.

2me cas 1<p<w; p# 2. La démonstration est tout & fait analogue & celle que
j'ai donnée pour le théordme 2.

On commence avec les multiplicateurs ta (a e (}1), et on note que,
Il T’ta" =1; et que [Tel 4 = 1. Alors T‘ta est isométrique et il résulte du

a8

théordme de Strichartz et Parrott que Tta est de la forme
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r . = : - i .
T‘ta Ala) ta’ ol IMa)] =1 et a'e (}2

L'applicetion @ 3 a — a' est encore un isomorphisme algébrique de G1 et Gz,

et il reste & démontrer que ¢ est continue au point e.
On suppose que a, —>e, que a.{ ;’ V (voisinage de e'): Puis on voit que les

opérateurs’ T‘ta sont bornés..chacun est de norme 1. Mais, si p > 1, les ensembles

1

bornés de LP(G) sont relativement faiblement compacts. Donc, les ensembles bornés
de L (LP ‘, LP) sont relativement compact pour la topologie faible des opérateuyrs.
Supposons alors que U est un endomorphisme continu de P et que T ta. —> U .dans

i
la topologie faible des opérateurs. Il est facile.de voir que U est encore un multipli-
cateur:; On voit comme dans la démonstration du théordme 2, que U est 1'application
identique.

Par exemple; si h € CC(G1) et que m est le multiplicateur de LP(G1) défini
par mh(f),= hx £, on a que ‘cai sm o—sm et par conséquent que U o Tmh = Tmh,i
ou que

(170) mo=m Yh e cfc(G1).
En particulier; (T—iU) (h » X) =h % k Yh,k € CC(G“). Mais l'ensemble
{h * k 3 hk eCc(G1 )} est dense dans LP(G1) pgisque p<oo. Donc T_TU =1,

11 reste seulement & démontrer qu'on ne peut pas avoir simultanément que

,\(ai)tai —_— te,; a;%Va
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On démontre, en effet que 1'ensemble {ai} de points de G, & un point limite.

2
Soient K un compact non-négligeable de Gz, et XK la fonction caractéristiqyg
1
de K. Alors X_ e 1P(6.) n1P (¢ ), et
K 2 2
* -
(*) f( Ma,) 'caiXK K Xg dy —> 0.
Ceci entraine qu'il existe un indice 10 ev un compact K0 tels que 13 io =:>B’:!L € Koc
Donc; les points a.i ont un point limite. On suppose, pour éviter encore tout cnangement

de notation; que- é,{ ~» a'. Mais il est encore facile de démontrer que les deux faits 1

(a.i —sa'y a{%V) et }\(a,i) ‘ta, —+ Ty sont en pleine contradiction. On utilise,
. i .

par exemple, la relation (*) avec K choisi comme voisinage compact suffisamment petit
de- é"¢

La démonstration est donc complite.

Remarque. Si p = 2, le résultat est faux.

m,(6,) 2 0P (2) et
Contre-exemple. (}1 =T, G, =TXxT. Alors m, G1) = (2 x 2). Les ensembles

2

Z, Z X Z sont tous les deux dénombrables. Soit ¢ une application biunivoque de 2

suyv & X Z, Définissons l'opérateur T, par la relation 3

¢
T 'y(n) = y(¢(n)) (yep®(zx2), ne 2.

?
Alors T(Pw e P (z) et '.l.‘(P est un isomorphisme isométrique de 02 (z x 2) sur
QOO'(Z)o Mais les groupes Z et 2 X 2 gsont évidemment pas isomorphes, les groupes

G1 et G2 gont forcément distincts.
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I1 reste la question naturelle : qu'est-ce qu'on peut dire des isomorphismes
bipositifs T ? Pour répondre & cette question, il sera nécessaire d'utiliser un théordme
de Brainerd et Edwards 3

Théoféme 4.~ Soit m un multiplicateur positif de LP(G), 1¢P< oo« Alors il
existe une mesure 1! (pas nécessairement bornée, sauf dens le cas p = 1) telle que

m = p ¥ £ (erCO(G)).

Notons que si p = 1, 1les multiplicd%eu?s sont engendrés par les multiplicateurs
positifs; mais que ceci n’est.plus vrai si p> 1. 'Par exemple, si G est abélien, les
multiplicateurs positifs sont définis par convolution avec les mesures positives bornées,
et on sait qu'il existe beaucoup de multiplicateurs de LP(G), p>1 quine son@ pas
définis par convolution avec une mesure bornée.

Pour le cas des isomorphismes bipositifs, on a 3

Théordme 5.~ Soient G1 et G2 deux groupes comme d'habitude, et T un isoﬁorphis—

me bipositif de mp(Gi) sur mp(Gz), "§ & p <oo. Alors les groupes G1 et G2 sont

isomorphes.

Démonstration.— fer cas ¢ p = 1. Dans ce cas, T peut &tre considéré_comme isomor-

phisme de Mb(G1) sur Mb(G2)° Notons d'abord que T est contimus Il suffit de démontrer

q"p

I flse lip B (Vo » O, pe M).

Mais ceci est presque évidents Car si T n'était pas continu, on pourrait choisir, pour
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chaque n, une mesure By ¥ 0 telle que I "’n" =1, ||Tp,|ln A n>. Alors

1l

00
. 1 1 3 1 -
po= 21 ! ;5 b, €M, 'et Y @ Donc Tp »? Ty, et [[Twlyn .? n, une contra-

diction.

Considérons alors la mesure €, (a € @) €, 0 et €& , %0 d'ailleurs,

a

1

(T€ ) » (Te ) =6, Désignons Te = p, T6_, = o Or p50, 930 et
a a8

gy = ee,. 11 est facile de démontrer que les supports de p et de ¥ ne contiennent
qu'un seul point chacun.

Supposons, pai‘ exemple, que j & au moins deux points distincts x 4_e't X, dans

1 i#

son support, et que x_, est un point du support de _;?. On multiplie W par ung fonction

3

h e C:(Gz), 0¢h 1 comme dans ce dessin 1

Alors p' = h‘; » 0 et hpsMb(Gz)o D'ailleurs nip., ¢ M+ On choisit h telle que
son support soit en deux pidcesy; 1l'une localisde autour de X4 et l'autre autour de Xy
Puis, on choixit k € C:(Gz) telle que O« k §1 et que le support de k soit assez
petit autour de X, que le support de p' # (k¥) so0it encore constitué de deux ensembles

Aisjoints et non-vides. Alors, on ay si kv =
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Mais ceci est évidemment une contradiction.

On peut ainsi effirmer que R = A(a) Y i = f(a) ea'—1’ ot A(a), P(a.) > 0.
A esb un homomorphisme de G1 dens €. T est continu. Il en résulte que A(a) =1,
P(a) = 1. Ceci est une conséquence du fait que B = g * ook E (n fois) et

a

que & f =1; alors que T( &n) = AMa)" ¢ n; On ne peut avoir ni  Afa) < 1

a a a
ni a(a) > 1.
Enfin; on a une application P de G1 sur G2 définie par la relation
T & = . °
%2 ™ ® gla)

¢ est évidemment un isomorphisme. Il faut démontrer que 7 est continu. Tout cela
marche comme d'habitude.
2me cas 1 < p < ®. Dans ce cas, il existe une constante ¢ %0 telle que
(*) I Tm ] & cllm (Ymem, n>o0).
La démonstration est identiqﬁe a celle de .l'inéga,lité correspondante du ler cas. Alors
le reste de la démonstration est facile 1 on utilise le théordme de Brainerd
et Edwards pour démontrer que T ta(f) =uxf (fe Cc(GZ)) ot | € M(Gz) (pas néces—
sairement bornée), p 3 O.. Puis, on démontre que W = € 19 et on établit la continuité

de application a ~— a' en utilisant la compacité faible comme d'habitude.
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Exposé n? VIII

Sobolev inequalities and extension theorems for

functions with certain Lp derivatives

par

R. Strichartz

§ 1.~ Introduction

We wish to generalize some theorems about the Sobolev spaces Li(ﬂ) =

P a P ' , n
{feL ) : 0 relf@) for all x| ¢ k}, Q. an open set in R" and the
derivatives existing in the distribution sense, to spaces of functions having
only certain specifiéed derivatives in LPQI). To state the theorems we need some
conditions on ) which we now define,

Definition 1.— £} is said to satisfy the weak cone condition if there exists a

finite open. covering Ui,...; UN of {) and finite cones X},..., XN such that

(1.1) XJ,+UJ§Q, j=,1’00" N,

) 1is said to satisfy the strong cone condition if there exists a finite

open covering U1,... UN of Of) with positive Lebesgue number (i.e., there

exists € > 0 such that the €-ball about each point in ?f) 1is entirely con-



.\'iIIo 2°

tained in some U.) and finite cones Jioe Yy such that
J 1 N

(1.2) Yi * (U.NR) c
J J
We can now state the three theorems we will generalize. We assume throughout
1<p<w.
Theorem 1'(Ca1deron[:2]).— Let () satisfy the strong cone condition., Then for
each k there exists a bounded linear extension operator
k

‘ék : Li(ﬂ:) — Lp('Rn)¢ By extension operator we mean ﬁk f=f ond&.

Theorem 2 (Sobolev).~ Let () satisfy the weak cone condition. Then we have the

continuous inclusions

P q ] 1 1 1 k-3
a) LT(Q) C L) if =% - ) —-=—>0
) o ; ) Y 5 7% =

P J ¢ 1 BT
b) Lk(n,)g co(.a) if j <= 5

where b) means each function in Li@ﬂ) can be modified on a set of measure
zero so that it is j-—times continuously differentiable and it, together with
its derivatives of order {j are bounded and tend to zero as x +tends to infi-
nity in .
Theorem 3 (Smith).~ Let ), be bounded and satisfy the weak cone condition. If
. 0,k P . P

fed ) and (5-;-) felL() for j=1,... n then feLk(o,) and

n J

O )k 2l + fie]l )

f g C( (5—

J
Proofs may be found in [l, 2, é]a Although there exist versions of the
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1

above theorems for L and =La), our methods are only valid in the range
1<p<<m.:

In § 2 we define our spaces and prove generalizations of theorems 1, 2 and
3. The proofs are based on a generalization of the Sobolev representation formula
(lemma 1) and use estimates for singular integrals with mixed homogeneity given
in [ﬁ]. In § 3 we present. some counter-examples to show that the conditions on
{ cannot be completely relaxed. In § 4 we apply the results to Li@)) to obtain
an extension theorem with loss of smoothness if ) has a rough boundary. In § 5
we give applications to partial differential equations, inqludihg an extension
theorem for solutions of certain systems of homogeneous constant coefficient
linear equationss
§ 2.~ Let us fix once and for all a basis (x1,..., xn) in R", so that if

. n
(y1,.a., yn) is any other basis we have yi = 2;; Lij xj for some real, non-
singular n x n matrix L. If P = (ﬂ1,..., ﬁn) is an .n-tuple of non-negative
& 8

the differential operator (—9—)71.5. (S%f) .

integers we will denote by D
0y,

L
Definition 2.~ Let « denote a sequence a(1),..., {m) of n~tuples of non-

negative integers a(k) = {a1(k),..., qn(k{}; and let L denote a sequence

L(1),..., L(m) of real, non-singular h x n matrices. We denote by Li L@))
’
(

(

the space of all functions f‘eIﬁR{D such that DBf = D6(1)

B
) Li1y s op

2; re1f(Q)
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for all {3 such that

n B (k)

(2.1) 2:: &irij ', kx=1,..., m, (by convention
i=1 7]

= 0), the derivatives

[« Ne)

existing in the distribution semnse.

We equip ® (Q) with a norm, denoted || |

«,L defined by

P)ayL’

o B . . e
L = t .
£ oL E ”DL f“p, he sum extending over all 3 satisfying (1). If each

L(k) is the identity matrix we will just write LI;(O.).

.. . I n.
Proposition 1.~ Li Lcﬂ)is complete. Any bounded linear operator T : LP(R )f—?Lp(R ;
: )

which commutes with _translations is also bounded Li L(Rn) —_— Li L(Rn).
b . y

Proof.- The proof is an exercise in distribution theory, which we leave 1o the
reader,
Let &= (a1,...,'an) now be a n-tuple of positive integers. For simpli-

and a = (a1,.;., anL A non-empty, open set

Qld'

city of notation we set a, =
k K
8 a

f’g R® will be called an g-cone if x e implies %% = (t 1x1,..., % nxn)E_E
for all t2> 0, A finite G~cone is the intersection of an G(-cone with a ball
about the origin. A function 9 defined on an G-cone [ is called a~tumogeneous
of degree s if it satisfies
(2.2) g(t™x) = tsglx)

Let 2] denote the unit sphere. Following [4] we define P(x) to be the

unique constant p for which p~a xe)? . It is easy to see that 2{x) is

a-homogeneous of degree + 1. We introduce "polar coordinates" with respect to
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p end 7  as follows : we identify E - {o} with (0, ©)x 3 by the map

X -5 (P, V), where p= P(x) and ¥ = P_ax. This map is a diffeomorphism

n

and its jacobian J 1is a-homogeneous of degree |a| - 1, where |a] = Z aj.
=
b m J
We have the integral formula f g(x)dx =J j g(f),q) J(p,?)dp av.
E 0
n L

We can now derive our basic representation lemma. We fix a finite @-cqne
X’ = "NB where I lies stric»tly in some half-space.
Lemma 1.- Therg exist functions vy, CFRERY q;neLl(Rn) such that, if we define
ﬁfg PEH o LPEY - by

' n
(2.3) 'éx(f, £ooeeey £) = £ xy+ ;L;'z‘fj x Yy ve have ‘éx(f; £yeee fn) = f

a4 :
ong, provided fj = (b—g-) I on £y, where &' = {xeﬂ $ X -i—)’\(.o, }.
J
, . 00 . .
Furthermore, W, ' PURERY (Pn are supported on X, y is '€ and vanishes in a
neighborhood of the origin, ?1"”’ (Pn are ¢® on R - {O} and locally a-
homogeneous of degree 1 - |a| (i.e., agree with an a-homogeneous function in
a neighborhood of the origin).
Proof .~ Let f be an @-cone such that K"IC( =)+ ey
0o n
let P be locally a-homogeneous of degree 1 - jal, C on R -~ {0},

vanishing outside x‘, non-negative and not identically zero. Then J(P is

locally a-homareneous of degree zero: We normalize (P so that
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dx
. 19 j
J ;izo J(p,y¥) Q(p,Q)d =1, Let ¥, =3 5? (J?) and Gj = ?ﬁgtP. Then we
L
0
ave x) = , V) — f£(x - (p,? J
have £(x) wapwa ) 5 £ - (pMapads
Jj% @) (p,d £(x - (p,2))apad
by integration by parts. Substituting
n 0x, 2¢
g% f(x - (P,Q))-= g;; Eﬁ% (P, 5;;‘(x - (P,?)), and-remembering dx = J dp av

we have

of
0

n
(2.4) £ = Yy, f + ?;; Bj * ol Thus also

n

B, _ s . B of . : :
(2.5) D°f = y, * Df + %;; Bj % D T Now we substitute (2.5) in the right
hand side of (2.4) according to the following scheme : if Dﬂf appears with
pj < aj for all j = 1,.4s, n, and it is not in & convolution containing Y,
then substitute the right hand side of (2.5). This process eventually terminates

to give

%5 <% it
B=%
the c¢'s being binomial constants, and
() (8) (8) (B
Vg = 61 * 62 ¥oook On ) 61 = 01 Reook e1 (ﬂ1 times).
[ ¥ 68, ﬂ-@k
Let y = (2:: - (=1 CX(D Wo) * WY, and let (Pk = z:: (-1) Cﬁ D W@ .
T3 <% A€ ¢,

By=%
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Then by integration by parts we have, at least formally
(2.7) £ = yx £+ Zn:q} * (—a-)akf.
¥ k 0x
k=1 k
Now x' was contained in some half-space, so if g, h are supported in

X', ¢® in R" - {O}, and locally a-homogeneous of degrees: s - ja] and

t - |a] respectively, s, t > 0, then g x h is supported in X"+ x', is

¢® in R - {0}, and is locally a-homogeneous of degree s + t — |a|. Now let
us compute the a-homegeneity of the above functions. For Gj it is aj - lel,
n p-p

hence for -Wﬂ it is (2:: ﬁj aj) - |la}j, and for D - k wk it is 'ﬁk.ak - lal,
=

since 5%— reduces the a-homogeneity by aj. In particular, if ﬁk =0
J

'~ ja). Thus ?k satisfies the conditions of the lemma. Note that integrability

it is

of a good locally a-homogeneous function is equivalent to the degree being
> - laj. Now “% is ¢® and vanishes in a neighborhood of the origin, hence
(¢, £

y has the same propertiés. Thus it remains to establish 7§ ysony fn) =f

1

!

3 0%.

n ' if f, = (3—) ‘f on &.
on ) i ; (ax.) &

Note that all the functions y, Prreer @y appearing én (2.7), and all
the functions appearing in the derivation of (2.7)*(excluding, of course, f and
. . . . - . N . .
its derivatives) are integrable and supported in x + Thus the integration by
parts is. justified, and for values of x €)' we need only have f  defined on

£y for (2.7) to hold. But there (2.7) is just ‘éf(f, f1,..., fn) = f.
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Remark.- We can also prove, by the same method, a variant of the lemma in whigh
the term f %y does not appear;, but at the cost of having ?j supported in an
entire a~cone ['. In this case qB is no longer integrable, and we must put
further.conditions on f to have fj.ah?j convergent.

Now suppose aj = 0 for some j. By relabeling coordinates we can suppose
a:(cx1,...,ax'1,,0,..;,0) where aj;éo for j;1,...,n'. Let
o' = (a1,..., an')a We say Y & R" is an a-cone if there exists an a'~cone

X' $ e such that X = X'x {0} = {x $ (X, jeesy xn,)e [' and x Seee= X =

1 n'+1 n

Corollary.- In this case lemma 1 is again valid, except that vy, ?1""! ?n‘ are
3 ! ¢ — ! - (!
now measures supported in x of the form Y=y x%) y (Pj = (‘)J. x?) and
Cont ] : it i 1
w', ¢{’f..’ Q0 satisfy the conditions of the lemma with respect to «f, x'.
Proof.- In fact this is precisely what we get if we apply the lemma for «', f'
¥

to each section of f parallel to Rn and put it together via Fubini's theorem.

Definition 3.- () is said to satisfy the weak x—-cone condition if there exists

e finite open cOverA‘U1,..., UN of £} and finite x-cones X},..., XN such that

(2.8) X;j + Ujsn,, j=1,0ee, N,

{) 1is said to satisfy the strong &-cone condition if there exists a finite

open cover U1"°" UN of 9y with positive Lebesgue number and finite &-cones

X1,..., XN such that
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(2.9) X’,+(U_n\‘)ﬂ)\<“ j=1,ooo,N
J J
We define similarly the a, L-cone conditions by requiring the bfa to be
0-cones with respect to the coordinates (yi,..., yn) = L(x1,..., xn).
Theorem 1'.~ Let o&(1),¢00; ax(m),. L{1),...; L(m) be as in Definition 2. Suppose
Q) satisfies the strong o(k), L(k)-cone condition for k =1,...,.m. Thewn

there exists a bounded linear extension operator % s LY D) — LP (Y .
oL a,L a, L

Proof.~ The proof is by induction on m. .The case m = 0 is trivial, for then,

without assumptions on , ‘éo f(x) = }f(x)» if xe )
1 0 if X #vﬂ

is a bounded linear extension operator Lp(.Q,) — LP(Rn)

Suppose the theorem is true for m - 1. Then £ satisfies the strong
0 (k), L(k)-cone conditions for k = 1,... m = 1 hence there exists a bounded

Q) —

" - . P
linear extension operator J: L
. P a(1),.0v alm-1), L(1),... Lin-1)

P n .
Lo(1),ene &lmet), L(1),ene Dlmet) Be Lot (rppeees v ) = Llm) (xp,0en, x )
) ork(m) P .
Then (éEr;) TeL1), eue alm=1), L(1),... L(m=1) (0) i
] ak(m) n
Q). Hence &F(=2) reLr (R").

1Y
fel, 3, «(1),... alm=1), L(1), L{n-1)

y L

Now {} satisfies the strong afm), L(m)-cone-condition. Let- U ,..., U-N

be the open cover of 3k guaranteed by Definition 3; with Lebesgue number g .

Let Uo = {xeRn 2 d(x,940) > %}. Then Uo,..., UN forms an open cover of R

with Lebesgue humber %". It is a routine matter now to construct a c® partition
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of unity .ho,.ao, hN with hk supported in Uk" such that all derivatives of

hk are bounded.

Now define % as follows ¢
a,L
(2.10) ¢ f—h“&f+2h% s, 5-—)‘() 3 oy (m)
: oL ~ oo T fyeen, F(2) f)
k=1 byn
where Tk is the cone associated with Uk and %[k is given by lemma 1 or the
(m) o, (m)
corollary. Now (—2- &K Ff=F(— 0 ) k £ on £, hence by lemma 1
oy dy
k Yk
w :, & (m)
’gxkéﬁf 9? ) ,..,,9 "t Y=Fr =1 on L. But by (2.9) ‘o,"guké
Y1
_ | . ' P P (gt
Thus %a,Lf =f on ‘Q:.. It remains to show %G,L : L(X L(.Q:) — L(I,L( } and
is bounded. This will follow once we have
4y i (1P EY™ 5 P () bounded.
xk a(1) ',.cn' (I(m—1), L(1)’-Qo L(m"‘1) G,L .

But %xk is a convolution operator hence by propusition 1 it is emnough to

\ _ P, 0, n+l P n 3 ;
: R D
show that béfk is bounded from  L*(R) to L(I(m), L(m)( ), or L(m)%fk
p B
’ . . 1
id bounded from LF(RM™' to 1P(R") ir - +...+0[—’-1 1. Now
1 n

Ay,

n
s00 = + ° L 0 f i =1 RS °
WSS SFRYRY fn) Y f ;:(PJ * f;j et us assume qj # or j , n

n, - A i P,.n0 P,
§ L™ (R t R }.
Then y ECcom(R ) so f —» DL(m)(lP % f) is bounded from (R) to L°(R)
B p
1 n 1, n
If — 460 — i then D .eL (R hence
&g, ¢ v 380 )

0
f, ——-)DL(m) (q;:j * fj) =f xD

(m)‘pj is bounded from Lp(Rn) to LP(Rn).
J .

i — Feeet — = 1 ., is locall ~homo f
However, in case , DL(m) q)J is locally af(m)-homogeneous o
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degree -~ ]a(mﬂ ; hence not integrable. Here we have to use the theory of sin-
gular integrals with mixed homogeneity developed in [{]. There it is shown that
if g is Cw(Rn - {O}) and a(m)-homogeneous of degree ~la(m)l- . and also

(2.11) J’ g(1,¥) J(1,¥)d? = 0, +then the principal value convolubtion with g
defines a bounded linear operator on LP(R™). It is also shown in the Appendix

of [%] that (2.11) is equivalent to

® ®
(2.12) J.GJ..¢[ 0Og(y1',4..9 yn)dy1o.. dyn_1.; 0 for some fixed y # 0. Thus

'if g 1is a derivative DL(m)h then it satisfies condition (2.11). Furtheymore,

it is easy to modify the proof in the homogeneous case {see e.g. [i, theorgm 11.4J)

to show Dﬁ(m) (h » f) =cf +PV (g ¥ f). Taking h = ?j in & neighborhogod of

8
the origin, h a(m)-homogeneous we get that fj ——e-DL(m) (Qj » £) 1is bounded
from LP(Rn) to LPCR )e

Thus the theorem is proved if o, £ 0, j=1,..s n. In general we must

apply the corollary to lemma 1 and reason as above with each section of, £

1
restricted to each subspace parallel to R" .

Theorem 2'.— Let a&(1),+.s a{m), L(1),... L(m) be as above, and assume

og(k) £0 J=1,...n, k=1;isc m. Suppose S satisfies the weak

a(k), L(k)-cone condtion for k ='i)iao m. Then we have the following continuous

inclusions i
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p q N 1 1 ’ 1
X _ D - =
9 L3 @ ¢ 150), provided, pgac o and gy g3 Ty
b) Li L(Q) C C,(‘)(.Q,) after modification on a set of measure zero, provided
)
LA ¢!
lalk)] *p

Proof .~ Again the proof is by induction on m. The induction argument goes as
before, so we will only give the proof in the case m =1, L= I. Since

satisfies the weak o~cone condition we have an open covering U1,..., UN' of

& given in Definition 2., It clearly suffices to show Li(ﬂ)lu < Lq(U) for TU.

one of the Uj's. Let X’ be the associated a-cone., Then by lemma 1 we have

33
(9] » w
£.=y*  + Z:(PJ * fj on U, wherg fj = (Ox.) fel (). Now q»eCcom
J=1 j .
™

hence W % feCO « Also q)j is locally a-homogeneous of degree 1 - jaj. Yhus

(PjeL ; ‘the Lorentz space of functions satisfying

m{x eRnl : (f(x)l > S} LC S : : Now the modern version of the Hardy-

Littlewond and Sobolev Fractional Integration theorem asserts that convolution

0 0)

is a bounded bilinear map from LF x LT'® to 1} where + - =1

o -
H -

i
q

provided 1 < p, q, r ¢ o - Applying this to £ = (pj gives a),To prove b) we

' i
note that the conditions on &« and p imply ({),ELP vhere - + -. Thus

3 p'

-

b) follows from the classical Holder theorem.

A(
L(

B(m)

A 1) q.
Corollary.— We also have D f =D 1 DL(m)f L1 Q)

L
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or DSfGCO(.Q) if B(k).a(k) ¢ 1 and

The corollary is proved by the same reasoning. Note, however, that the

B(1) B(m)

decomposition DL = DL(1)'°° DL( ) is not canonical, and that different decom~r

positions may give different restrictions on p and q.

We can also obtain inclusion theorems for non-negative multi-indices, although
the formulas become more complicated. Por simplicity we restrict to the case
L(1) =..= L(m) = I.
Theorem 2".- Let 0(1) .44, a(m) be multi-indices of non-negative integers such
that 2:: k) >0 for j=1,...y n. Suppose & satisfies the weak a(k)-cone

condition for k = 1,... m. Let B(1),... p(m) be such that 0 < ﬁj(k) < ij(k),
n ﬂj(k) (recall 8 =0)J ,
Z o—g—(—}—J § 1 ,/En Z o((k) - {Bj(k) > 0, the summation extending

j=1
n 03

over all k such that Z_(—T < 1i Then feLp(.Q,) implies
=%

Dﬂf = Dﬁ“),.. Dﬁ(m)felﬂ1 () if pggq <o and
(11>, % - inf E_“( 1-Ak) .o (k) %0 or C (@) if the last term is <O.
J

k)>(5(k);‘) e, (k) °
y 0

Proof .~ First we note that the values of k for which . (k).a(k) = 1 make no

contribution to the theorem, so we may assume without loss of generality that
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they don't exist. Next we note that by intersecting the elements of the different
open covers associated with the «(k)-cone conditions we obtain a common open

| a(1)| )la(mﬂ

cover U1,..., U_ satisfying Uj + 65 +oeet X

N ¢ £, where

Xj(k) is an a(k)-cone. Let U be an element of this cover; and x(l),... x(m)

the associated cones. It is clearly sufficient to prove that Dﬂf|[IEIﬂ(U) or

For simplicity we assume m =2, “the general case is analogous, but nota-
tionally more cumbersome. We relabel the coordinates so that aj(1) =0 if and
“only if j > w and- aj(z) =0 if and only if j & v. By hypotheses v ¢ w.

By lemma 1 we have, in U,

W 3 aj(1)
= (1) * £ + Z;: ?j(1) * (5;;) f
a a. (1) a.(2)
=y(1) * y(2) % £+ z:: y(2) * 9; (1) % (2) % £ + z:: p(1) * 9 (2) * --) I s
"5 J=v+ *i
a.(1) a (2)
+'2—_j 29(1 192 ) G T
—-1 k=v+1 J k
As before the difficult step is to show that convolution by Do(?j(1) *}Pk(Z))
is a bounded linear operator from P 4o LY. If we let g = Dﬁ(1) 93(1) and
h = DB(Z)(PJ(Z) we have g = g'(xl,... xw)x 31 and h = 82 X h'(xv+1,... xn)

where g is locally (a1(1),... aw(1))—homogeneous of degree

1 - z:: (aj(I) + aj(1)ﬂj(1)) and h 185 locally (av+1(2),... an(Z)) homoge—

n

neous of degree 1 - z:: (aJ(Z) + a (Z)ﬁ (2)), and both have compact support.
j=v+i
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fhe proof will be complete once we have established

n—-v)

Lemma 2.- Let g el?’® (Rw), heLq,oo (R have compact support; and suppose

v & w. Then the function ¢ given by

(?(X.‘ I .Xn) = jmo . 'jm g(x1 3y ooxv,xv+1—yv+1 goe ,Xw-yw)h(yv+1 9 oyw,xw+1 ° ‘xn)dyv-ﬂ . adyw

if v <w, »(p(x1,...,_xn) =g(x1,.aa, xv) h(xv+1,... xn) if v =w,
. . r, . n s, . n
defines, by convolution, & bounded operator from L (R') to L (R") where

1.
517
!

Proof .~ By the Marcinkiewicz Interpolation theorem for Lorentz spaces [7] it

] _
—+max{§ —} provided 1 < p; q; r'y; s @

suffices to prove the result under the assumption g ELP(RV') ) heLq(Rn—v) . Say
. : P, -V .
P & 9. Then since h has compact support we have also heL' (R ). This
implies ¢ ELP(Rn) by Fubini's theorem (note Lp.-,.* P etf ). Now the
cofm com com
result is just the standard convolution inequality:
Remark.- In case () = BT it is possible to identify the spaces Li I‘,(Rn) with
LAZULLEn , :
spaces defined by Fourier transforms: For these spaces it is possible to obtain
inclusion relations (see [II]). However, to obtain best possible results it is
necessary to enlarge the class of spaces considered. This éxplains why the coro-
llary to. theorem'2'’'is so awkward to formulate.
n
Any such result about Lﬁ L(R ) can be transferred to domains satisfying
y

weak cone conditions by means of the following relative extension theorem which



is a corollary of the proof of theorem 1' :

Theorem 1".~ Let Uc () € " be open sets such that U'+ ‘6(1) +ooot X(m) c &,
where X(k) is some ®&(k), L(k)-cone. Then there exists & bounded linear

operator ”é Lp &),) — 1P I"(R]n) such that &f = £ on U.
’

Theorem 3'.~ Suppose £} is bounded and satisfies the weak daf(k), L(k)-cone

B(1)
)

condition for k = 1,..s m, _If fed () and Dgf = D L1 B(m

cer D ") ¢ e 1P ()
L{m)
for all DE such that (k) = (0,.:: O, Og(k), O,sv05 0) for some j depending

P
€
on k, then £ L(x,L(ﬂ') and

B p
£l c(ifl + 2 : D e +h +i tendi v 11 h Dj.
H ' lp (II |p " L P),, e summation extending over a sue ﬂ

g
ya,L Y

Proof.- Again the proof is by induction on m. We give the details only for the

Assume first aj #£0 for j=1,....n. Again we apply lemma 1 to f in

one of the sets U of the open cover given in Definition 2. The terms of the

o .

form ‘(PJ, * x ) Jf are shown to be in LP(U) just as in the proof of theorem 1',

8

since we have assumed (—a—) Jeef@). Now, however, y x f is the difficult

ox
J

i . . v
term since we only know fe®'(f}). But ¥y . is C::)m with support in Xl ' and

vanishing in a neighborhood of the origin. This implies P * £ ec® (U), and
since () 1is bounded c® (0) ¢ L(I;(U).

If some “j = 0 we have assumed feLp(.O.) because (0;.. 0, aj, 0,.. 0)=(0,.9
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The proof now proceeds just as in theorem 1'.
§ 3.- We begin with some simple remarks about the.cone conditions.

1) ) satisfies the strong a~cone condition if and only if its complement
does. This is not true for the weak ((-cone condition.

2) If ﬁj =C aj ~then the ( .and p-cone conditions are the same.

3) Let £} have the form {x : x Y g(x1,..., xn_1}. Suppose an > aj for
. a . 7.
j=1,.es n=1, If g satisfies a uniform Lipschitz condition of order &i in
: n
A n-1 o, /o
the x, direction, i.e.. |g(x) - gly)l € ¢ E:jlxj - yj!J % then £ satisfies

j 3=

‘the strong &-cone condition.

Now let us consider an exampie. In R

, Ve define Jlt = {(x, y) iy lxlt}.

Let ¢ be a C:;m function = 1 in the unit ball. Let fs(x, Y) =y ¢lx, y).

4 . - 1+1 ‘
We compute that fse,L€eﬂn)UD if and only if s < —%% - m, and fse.LqG)) if

1+t

and only if s ¢ T It follows that theorem 2' can only hold if t ) =. Now

Blc>

theorem 1' holding for £ would imply theorem 2' for () because theorem 2' holds
for R". Thus theorem.1' also fails unless t ) g.. But this is exactly the weak
(B,m)~cone condition.

Unfortunately, if 2 > m none of the I}t, t > 0, satisfy the strong
(8,m)-cone condition since this.requires that the boundary be horizontal for an

interval every time the height achieves a relative maximum or minimum.
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This example can be modified to show that the conditions on () in théorem 2!
are very close to being necessary. However it is not clear whether there is some
condition between the weak and strong a-cone conditions which is sufficient for
theorem 1 . For example, one may ask, in the classical case, whether theorem 1
1 holds for the complement of Jlt which always satisfies the weak cone condition.

Finally, we present an example to show that theorem 3 does not hold for
arbitrary bounded open sets. It seems unlikely, however, that the weak cone con-
dition is really necessary.

: A s |
First consider the unbounded §) in R given by £ = {(x, y)}: x » 0 and
0Ly« a(x)} where a(x) is a finite, positive, continuous, decreasing function
o 00 }
satisfying J a(x)dx < oo but’ J xP a(x)dx = 0. Define f(x, y) = x on &.
0 0
Then every derivative of £ is bounded, hence in Lp“l), but f is not in
LP(Q). Now £ cen be mapped onto & bounded domain ) by & €% diffeomorphism
-1
¢ such that all the derivatives of ¢ are bounded. In fact, we just wind 4L
® 1
in a spiral, which remains inside a disk since J a(x)dx <o00. Then to ¢
0
is not in Lpur), but every derivative is.
§ 4.— Definition 4.~ Let O <+t & 1. An open set £ ¢ R° is said to have a
Lip t boundary if there exists a finite open cover U1,..., U. of 20, with

N

positive Lebesgue number, and matrices L1,..°; L. such that each pair U, L

N

satisfies 3
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1f (y1,.°., yn) = L(x1,..., xn) there exists g(y1,..., yn_1) satisfying

a uniform Lipschitz condition of order + such that
l.(ll nU z{y H yn > g(y1’00c, yn_")jn Uo

k ' . .
Theorem 4,- Let t = - €1, and suppose ) has aLip t boundary. Then there exists
a bounded linear extension operator 7%: Lﬁﬁﬂ) — Li(Rn).

Proof.~ In case t = 1 this is just theorem 1. Let k < m. Let U1,..., UN‘

Lyesey Ly be as in Definition 4. Now trivially LP(Q) ¢ P @)

N (,+0.. k,m), L{j)

for each j = 1,... N. But.by theorem 1" we have a relative extension operator

. 1P

(R™ f'=f on U. in view
5 Y, e 1), ) & j

LP
(kyooo k,m), L(j)
of remark 3) of § 3 (it may be necessary to take U a little smaller than

originally given). But L (R") ¢ Li(Rn). Thus

?k,... k,m), L(j)
ﬁﬁ g Lﬁ@))-——+ Li(Rn); We obtain an extension operator from the relative exten-
sion operators via a partition of inity as in‘:theorem'l’',

Remark.- We get as a corollary weaker versions of the Sobolev inequalities for
domeins with Lip t+ boundary. The details are straightforward and are lef} to
the reader, Similar results have been obtained by Hurd [8], although his boundary
conditions are of a different nature.

The following example of such a result may be of interest :

Corollary.— Suppose () has a libi t bouhdapy for some t > 0. Then
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00

N 1) ¢ oy ()

p —
Loo(a) T ket 0

0f course the inclusion Lf:o o) ¢ c® () holds’ for all () since it is
essentially a local result.
§ 5.- Here we give some applications to partial differential equations
Theorem 5.~ Let &} be bounded and satisfy the strong cone condition. If

2 .
feLk(‘Qp) and P(D) is any constant coefficient linear partial differential

operator, then the equation P(D)u = f can be solved with ueLi(-Q) i in—fact

, 2,
the solution can be given by & bounded linear transformation on Lkm') .
Proof .- Let \&{ be the extension operator of theorem 1, and let E Dbe a funda-

mental solution of P(D) given in [5]. E has the property that

2 n)

E ¢ Lz(Rn) — Leoc(R. , E commutes with translations and P(D) Ef = f£. It

follows that E Lz(Rn) ——+L2 (R

™)
k k, loc

. The solution to P(D)u = £ is given by
u i Eéki’lua It is easily seen to have the desired properties since & is
bounded.

Theorem 6.~ Let () be bounded and satisfy the dtrong cone condition and the

strong a(k), L(k)-cone condition for k = 1,..., m. Let D,y+er Dy be diffe-

M
(1) (m)

rential monomials of the form DL(1) e DL($> with f(k).a(k) ¢ 1 and including

all such monomials with, for each k, B(k) = (0,.i¢ O aj‘(k), 0,.+s 0) for some

b depending on ki Let & be the (finitely-generated) module over the polynomials
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of M-tuples P1,..., PM of differential polynomials satisfying

. _ P oy _ P o N . :
P, D, +..ot B Dy = 0. Let L (0,P) = {u el ()" : Pu = 9}. Then there ex1st§

a bounded linear extension operator 'ég). Li(,ﬂ, , P) — Li(Rn, ®) provided
K (n,','ln) = 0.

Proof .- .The;' theorem for ovér determined systems [:3, 6, 10]
states that for convex () the equations uJ, = Dv j=1%1,i¢e M will bave a

solution ve ' () if and only if Pu = 0. By theorem 3!

P _ .
YeLd(1),...a(m+1), L(1),... L(m), I where o{m+1) = (k,... k). Now v is not

unique, but the space of solutions to the homogeneous equations Djw =0
j=1.+M, is finite dimensional., It is this fact which both allows us to
replace the hypothesis &) convex by the cohomology condition H1 , R) =0,
and also enables us to construct a bounded linear map u —>» v by normalizing

with conditions (v, Gk) =0 for certain © €Czoom(ﬂ). The desired extension

k

map is u —» v ——yDJ,'(gv, where B is the extension operator of theorem 1!

P
for Lyhy, . v.a(me1), L(1),... L(m), 1.
If we take m = 1, 0= (1,..0 1) ’D vee D =-b—.;s 9 the system
y ’ ] 1’ n ax y ’ax
1 n
‘ buk du,
Pu=0 is equivalent to cudu=0 (i.e.; — = —3)
axj b_xk

In general, pick a set of generators of 5’, so that Pu =0 is equivalent -

M
‘to » P.(i)u, =0 for i'=1,iii N. Then if we take k - I greater than the
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highest degree of the P,j(i)’ we have the above equations holding in the ordinary

sense for u€L£(5)).
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Bo—algébres
par W, Zelazko
Définition 1.- Une Bo-algébre est une algebre topologiqﬁe localement convexe,
métrisable et compliéte, et telle que‘l'application (x,y) — xy soit continue. (Il
suffit pour cela qu'elle soit séparément continue).
Théoreme 1.~ La topologie d'une Bo—algébrg peut étre définie par une suite croissan-
te de semi-normes x -—J>|xji (i =1, 2, o) telle qu'on ait

RAP

(1) Pl € Xy 171

i+1
Remarque.— La condition suivante (plus forte) est souvent vérifiée :
(17) Iyl € 1%l 1Y)y o
Si 1'algdbre possede une unité e, on peut alors supposer de plus :
(2) lel, =1 (i=1,2, «.).

Nous ne savons pas si la topologie d'une Bo—algébre unitaire quelconque peut &ire

définie par une suite croissante de semi-normes vérifiant simultanément (1) et (2).

I, Algébres localement multiplicativement convexes

Définition 2.~ Une Bo—algébre A localement multiplicativement convexe (ou P m c)
est une Bo—algébre dont la topologie peut &tre définie par une suite de semi~normes

X — lei vérifiant (1').
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Pour cela il faut et il suffit que la topologie de A puisse &tre définie par
une suité de semi-normes telles que le produit de A (x,y) —= Xy soit séparément
.continu relativement & chacune d'elles.,

Théoréme 2.~ Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est une -Bo—algébre localement multiplicativement convexe

(ii) A est une algdbre topologique compldte et possdde un systeme fondamental
dénombrable de voisinages de zéro Ui (i =1, 2, sos) convexes et tels que
{xy,(x,y) € Ui} CUi‘_’

(iii) A est algébriquement et topologiquement isomorphe ¥ une limite projective
d'une suite d'algébres de Banach.

Précisons (iii) ¢ 81 la topologie de A est définie par une suite croissante dé
semi-normes X ——> |x|, vérifiant (1), A = ﬁ A ou A, est 1'algebre de Banach
complétée du quotient de A par 1'idéal ;xljxli p=10 %(1es applications Ai ——e»Aj,

j i, sont canoniques).

Exemple.- L'algébre C(-co, +00) des fonctions continués sur R, 1'algébre E(C)
des fonctions entiéres définies sur €, munies de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact, constituent des Bo—algébres g mc.

Contrairement aux algébres de Banach, les Bo-algébres ¢ mc unitaires commutati-
ves peuvent contenir des idéaux maximaux non fermés, ou de codimension > 1. Par exemple,

posons

I= {f e Cla, +o)[3T, P ({0)) o (T, +w)}.
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I est un idéal dense de C(-o, +w ), donc tout idéal maximal propre contenant I est
dense. De plus, tout idéal propre maximal contenant I est de codimension infinie.

Cependant plusieurs propriéiés importantes des algebres de Banach s'étendent aux
Bo—algébfes g mco Les démonstrations utilisent principalement le.théoréme 2, (i?ii)°
Supposons pour simplifier les algebres considérées unitaires ¢

— Théoréme de Gelfand-Mazur : Une algébre P m ¢ & division est isomorphe au corps
des réels, des complexes, ou des quaternions,

Soit A une algébre - § m ¢ complexe commutative @

- L'intersection de tous les idéaux maximaux de A est fermée

- L'application x —» x_1(définie sur le groupe multiplicatif) est continue

— L'ensemble MA' des fonctionnelles multiplicatives de A continues non identique-
ment nulles est non vide et s'identifie & 1'ensemble des idéaux maximaux fermés

- 8i o0 (x) est l'ensemble des scalaires A tels que Ae - X ne soit pas inver-—

A

sible (spectre de x) on a

o, (x) = {S"(X)I‘PGMA}°
Donc, pour que x soit inversible il faut et il suffit que pour tout ¢ €M,
?(x) # 0.
(xi), ol les A sont les algebres de Banach décrites plus haut

(A=1lim A.), et X, est la projection de x dans A.i : Gk(x) est donc un ¢ -com-

- L'algtbre J6(o (x)) des fonctions holomorphes sur o (x) opére sur x, dans le
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sens habituel du calcul symbolique holomorphe.

. . i n . . n
En particulier, si f£(z) = Z az € E(C) (fonctions entidres sur C), Z B X

nyo 'r(

converge pour tout x e A. La réciproque est vraie dans le cas commutatif :
Théoréme.— Pour qu'une Bo—algébre commitative A soit §mec, 1l faut et il suffit

que pour toute série Z anzn (an scalaire) telle que 1lim sup n\/ la_| = 0, e't, pour
n»o J

n
tout x € A, E 8 X  converge.
no

Propriété d'extension ("extension property").- On dit qu'une algébre topologique A

. : . . . n
a la propriété d'extension si, dés qu'une série de puissances E a z

nx0

(a_ scalaire)
n
converge sur un ouvert de A elle converge en tout point de Ao
Théoreme .~ Pour qu'une Bo—algébre ¢ m ¢ commutative unitaire ait la propriété
d'extension, il faut et il suffit que 1'ensemble de ses éléments inversibles ne soit pas

ouvert.

II.- Exemples de Bo—-algébres non fmc
12) et ([:0 ' 1_])., On désigne ainsi l'algebre N LP( [0 ) 1J) pour le produit
P 1 ‘
point par point, munie de la topologie borne supérieure des topologies naturelles des
P,
Tout idéal maximal de Lw est dense et de codimension infinie.
I1 n'existe pas sur L? de fonctionnelle multiplicative non,idenﬁiquement nulle.

En effet, une telle fonctionnelle, restreinte & C([O , 1]), serait une mesure de

o . W
Dirac, et elle annulerait un élément inversible de L .
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- W

L'application x — X (x inversible dans L) n'est pas continue.

Les seules séries de puissances E anxn (a,n scalaire) qui convergent pour tout

nyo

@ . A
x € L  sont les polyndmes.

22) Williamson a donné un exemple d'une Bo—algébre contenant une algebre & division
dense, algébriquemeht isomorphe au corps des fractions rationnelles.

. +
32) p = 8 (N), suivant le produit de convolution. Le spectre de 91 est le
p>1

. P . . 1+ .
disque ouvert {z I[z| < 1}9 Il existe un élément non inversible de ¢ qui ne s'annule

en aucun point du spectre.

III.- "Extended spectrum"

Etant donné un élément x d'une Bo-algébre unitaire A, on désigne ainsi le sous-

ensemble Z A(x) de la sphére de Riemann € U {oo} égal & la réunion de ZA(x),‘

)-1

de 1'ensemble des discontinuités de la.fonction X — (Ae - x) ', et de {ooj

si A — (1 - )\x)_1 est discontinu en O ;
Si A est f,’m c ZA(X) =0'A(X)o

Contrairement & ¢, (x) (cf. exemple 2) Z:A(x) n'est jamais vide.

A

Si RA(X) = Sup{|z| |z € ZA(X)}, on a

RA(x) = Sup lim sup \ Ixnl
n— o

la borne supérieure étant prise sur un ensemble de semi-normes définissant la topologie

de A.

On a aussi
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RA(x) = Sup , lim sup n\/ f(xn)

feA n— o

*
ou A est le dual topologique de l'evt A.

IV,_— Diviseurs topologiques de zéro généralisés

Le théoreme classique affirmant que toute algébre de Banach non triviale posséde des
diviseurs de zéro topologiques ne s'étend pas aux algebres topologiques plus générales.
En effet si x e E(C) et YCE(C), O €xt =>x=0 ou 0 €Y, On est alors amené &
poser la définition suivante

Définition.- On dit que deux svous—ensembles X,Y d'une Bo—algébre A sont c}.e.s.
diviseurs de zéro topologiques généralisés si O}i)_( UY, mais Q:" e XI, ol
XI = {xylx eX, y éY}o

Théoreéme.— Si une Bo-a,lgébre A ’mc ne contient pas de diviseurs de zéro
topologiques généralisés, elle est isomorphe au corps des réﬁels, des complexes, ou des
quaternions.

Déménstration dans le cas ou A est complexe et unitaire (C. Ryll-Nardzewski) :

12) Yxe4, JAec, X = Ax.

Alors, si A # €, A possdde des diviseurs de zéro algébriques.

22) Jx ed, x et x2 linéairement indépendants

it e A* : £(x) =0, i’(xz) £0

t —» g{t) = £(x exp(tx)) (t € €) est une fonction entidre. .

Il existe une suite tn, n=1, 2, ... telle que g(tn)g(-tn) —> 00 car
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g(t)g(~t) n'est pas constante. En effet g(t)g(-t) = cte == g(t)g(-t) = 0 =>g(¢t) =0

== £(x%) = g'(0) = 0.

X exp(tnx) x exp(—tnx)
Si alors Yy = -—ET%;T——- z = ———Er:zgy——, f(yh) = f(zn) =1, donc

Og{yn} U{zn}, et ynzn-—>0.
Conjecture.— Ce  théoreme est vrai pour une algebre topologique quelconque.

Cette conjecture est vraie pour les algeébres topologiques & division.

On trouvera une bibliographie abondante dans la référence suivante :

.

W. Zelazko : Metric generalizations of Banach algebras, Rozprawy Mat., 47, 1965,
ppo 3""70-
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Exposé n? X

La conjecture de Koebe sur les applications conformes
sur les "circle domains".
par
R.J. Sibner

1, Eg.probiéme général des domaines canoniques

I1 est bien connu qu'on peut appliquer conformément chaque domaine simple-
ment connexe dont la frontidre a plus de deux points sur un autre domaine Qe la
méme classe. De plus, cette application est unique modulo une normalisation con-
venable. Donc, on peut en choisir un comme lg domaine canonique de cette classe.

Enlgénérél, pour les domaines muitiplement'connexes;'lévpmobléme n'est pas
aussi simple. Premidrement, une appli%ation conforme est une homéomorphie et par
suite, eélle conserve la connexité d'un domaine. Deuxidmement, en général deux do-
maines de méme connexité ne peuvent pas s'appliquer 1'un sur l'autre par une ap—
plicatien conforme. Par exemple, soient 'R1‘= {z t 1 s |z| < r1} et
R2 = {z t 1< lzl s rz.}. Il n'est possible d'appliquer conformément R1 sur
32 que si Ty =T, o

Beaucoup de classes de ‘domaines canoniques ont été approfondies. Nous en
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décrirons plusieurs

(i) Le pian complexe privé de segments paralléles a 1l'axe réel.

(ii) Le flan complexe privé soit du disque unité fermé; soit de l'origineg
et en plus de certains segments situés sur des demi-droiﬁes issues de l'origine.

(iii) Le méme que (ii) mais les segments étant remplacés par des arcs de
cercles‘centrés & l'origine.

2, Lg'cénjecthre de Koebe

En 1908, Koebe a conjecturé [6] qu'on peut appliquer conformément
cﬁaque'domaine du pldn.sur un "circle-domain", c'est-a-dire un domaine dont la
frontidre’ se compose-de cercles et de points.Pour les domaines simplement conne-
xes, ceci est tout simplement le théordme de représentation conforme de Riemann
que nous avons mentionné ci-dessus au § 1. Koebe lui-méme a démontré sa conjec—
ture en 1920'{7] dans le cas de domaines de connexité finie, puis en 1922 [8] dans
le cas de domaines symétriqués (i.e. domaines syﬁétriqués par rapport a l'axe
réel, et divisés par cet axe en deux domaines simplement connexes).

Pour expliquer les autres résulfats sur cette conjectpre nous avons besoin
de la nbtion He "weak" limite composdnte de la frontidre.

En général, un point d'accumulation dés composantes de la frontidre est soit
une composante de la frontidre & lﬁi%tout seul, soit situe sur une autre cbmpo—

sante. On dit qu'une composante-limive de la frontidre d'un domaine & est
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"weak" isi c'est un point et si elle reste un point par chaque application con-
forme du domaine £. Nous remarquons que cette pondition est équivalente & la
suivante ¢ 1& "extremal length" [2] de la classe de courbes situées dans une
partie bornée de {} et entourant le point est nulle.

Denneberg [4] a démontré que la conjecture est vraie pour une classe de do-
maines ‘sous certaines conditions géométriques portant sur les composantes de la .
fronti¥re. Ces conditions laissent supposer que le point & 1'infini est la seule
composante~limite de la frontidre, et'qu‘ii est "weak".

Grotzsch [5] a prolongé ce résultat au cas des domaines dont la fréntiére
e un nombre fini de "week" composantes-limites et Strebel [i1, 12] au cas d'un .
ensemble dénombrable de "weak" composantes-limites, et en plus, & quelques cas
o il y a des'ppints—limites'des composantes de la frontidre sur les autres com-
posantes.

Lds résultats de Denneberg, Grotzsch et.la plupart des résultats de Koebe
et Strebel peuvent étre déduits du théordme que nous donnerons au § 4. Nous ne
discuterons pas ce point dans cette conférénce d’exposition mais nous ne donne-
rons qu'un petit nombre d'exemples néuveaux de domaines pouf lesquels le théoréme
permet de vérifier la conjecture.

Pour les autres questions regardez [10].



§ 3. Nous rappellerons quelques idées élémentaires d'applications quasi-conformes.
Premidrement nous donnerons une définition géométrique.

Soit Y une courbe de Jordan portant quatre points distingués. Si nous ap-
p;iqpopé’i'irtérieur de cette courbe sur un rectangle {Fx,y)'s 0gxsg¢ 1,
Os<sy sz} et si nous voulons Que les quatre points distingués correspondent aux
quatre sommets de ce rectangle, alors le nombre R est bien déterminé. Nous
dirons que R est le "module” m(R) du rectangle. Si £ est une application

vd'un‘dqmaine. D sur un autre domaine D',  on dit que f est une application

quasi~conforme si le rapport m(R)/m(£(R)) est borné subérieuxement, uniformé-
ment pour tous les rectangles du domaine.

La défiﬁition ci-dessus est valable pour une homéomorphie mais. peut-é&tre
sera-t-elle plus claire si nous donnons une autre définition équivalente, dans le
cas ol f a des dérivées partielles continues.

Si £ est conforme,‘l'applicaﬁion tangente envoie un cercle dans un cercle.
En général £ applique un cercle de centre P dans une ellipse d'exentricité
Kp. Lfappliéation f est quasi-conforme dans un domaine D si Kpfs K<owm
pour tout point P € D.

Si nous introduisons les dérivées complexes g% =L +1i g? - et

2.2 -1 2. pous pouvons écrire cette condition 3
¥z 9K )4
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ou lfi‘ <k lle avec k = %i} <1

Nous donnons maintenant la définition ﬁnalytique s Soit - P(z) mesurable
deans D et dont la borne supérieure essentielle "P%o € k<1 dans D. On
dit que f est une application quasi—confogme ou J-conforme si elle est so-
lution hqméomorphe de 1'équation de §e1tromi fzvz ﬂ(z)%ﬁ (dérivées au sens gé-
néralisé).

Nous aurons besoin'de trois théordmes [1, 3]
(a) (Existence) Soit P(z)‘ mesurable et |”Mtb s k <1 dans le pian complexe
€ : alors il:y a une solution v#, unique 3 une transformation de Mtbius pres.
(b) si £* et gl sont f—-conformes dans un voisinage d'un point, alors
gk =hof* o h est conforme.
(¢) 8i £ D% —> D, est quasi-conforme,'alors f-j : D2-——9D1 est aussi

quasi-conforme,

§ 4. Nous pouvons maintenant énoncer notre

Théordme Principal s Supposons qu'on puisse appliquer un domaine Q) sur un
"circle~domain" par une application quasi-~conforme. Alors on peut appliquer &
sur un (autre) "circle-domain" par ude appiication conforme, c'est-a-dire que la

conjecture de' Koebe est vraie pour tous les domaines qu'on peut appliquer par
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une application quasi-conforme sur un "circle-domain".

Démonstration s Soit £ wune application quasi-conforme d'un "circle-domain" Ko
sur le domaine . Elle définit une fonction ').(z) = fE/fz s telle que
ﬂpum sk <1 sur Ko. Si nous prolongeons ,.L 3 1'intérieur des composantes
circulaires 'de-la frontitre de Ko nous pouvons obtenir une fonction P.(z) | qui
est définie dans le plan complexe € et telle que i]pjlm < k <1 Adans C.
Le théPréme (a) de § 3 nous donne une application qugsi—conforme wh x C—C .
Puis, er; vertu du théordme (b) de §‘3, g = w/‘o-(f"f‘ eést une application cone
forme de & sur le domaine K ='wP) (Ko) o
[\’ «i— K c ¢

‘.’P wh
K—:wF*(Ko) ce

Mais, que deviennent les composantes circulaires de la. frontidre de ,Ko
par 1l'application wh , et donc par l'application g 7 Cela dépend de la ma-~
nitre dont était définie F, “c‘lans 1'intérieur des cercles. Nous devons fajre le
prolorgement de maniére que les cercles deviennent -encore des cei-cles,

Nous avons besoin du

Lemme Principal 3 Soit [ = {z 1] -~-al)= P}. Supposons que p.(z) soit défi-

nie dans €, et que P. soit compaltible avec l'inversion par rapport au cercle



X.T.

L, i.e.. p(R(z)) = plzs,(Rzlﬁ;) ot R(z) =a + PZ z -8a est Ll'inversion par
rapport & [,
Alors chaque application J~conforme du plan sur lui-méme applique I’ sur un

cercle.

Démonstration du lémmé ¢ Soit u(z) une application F-conforme' du plan € sur
lui-méme, tel que u(a) = 0 et u(o) = w. Alors u(z) et v(z) = 1/u(R(2) )
satisfont la méme équation de Beltrami (c'est 1i un simple calcul). Donc
u=A0v od A est une application de Mobius. Mais, en plus, v(a) = 0 = u(a)
et v(w) = o0 = u(w). Dol u= Ay o A est une constante. Pour § €[,
|u(§)f2,='R donc A est réel et positif. Par suite u applique [ sur un
cercle.

Revenons & la démonstration du théordme : Soient C1 g C. y0oes .les compo-

2

santes circulaires de la frontidre dé K, (I1 y en a au plus tne infinité deé-
nombrable).

Nous avons la fonction M#(z) définie dans Ko° Nous la prolongeons dans
1'inverse de K per rapport & C, par la condition qu'elle soit compatible

avec l'inversion R, par rapport a C

. Soit K, =K U R (K.). Puis, nous
1 o 1o

1 1

définissons 'ﬂ(z) dans l'inverse de K1 par rapport a ¢2 par la condition

qu'elle soit compatible avec l'inverision 'R2 par rapport & 02° Maintenant

est définie dans le domaine KZ = Ki U RzﬁKl). Nous refaisons l'inversion par
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rapport- & 01 y puis & C2 s puis & C Ensuite nous faisons les inversions

3°
successives par rapport & C1 ’ 02 ,‘03 ’ 04 ; C1., 02 s C3 9 04 ’ C5 etc. A la
fin, nous obtenons un ensemble Kz sur lequel [ est compatible avec l'inver-
sion par rapport & chaque cercle 03?4 Le complémentaire de K§ est mesurable.
Soit =0 dans cet ensemble. Alors, H est définie dans € et il est com-
patible avec l'inversion par rapport & chaque cercle Cj. Donc, d'aprés le
lemme ci-dessus, .wP(Cj) est un cercle pour chaque j, K = wP(Ko) est un
"circle-domain", et puisque g 1§l —>K est uné application conforme le théo-s

réme est démontré.

§ 5. Qﬁél@ues exemples (cf.[jO]).

Exemplé 1 s Soit O un domaine simplement connexe tel que la fermeture & C K
o K est un "circle-domain". Donc K - A est conformément équivalent 3 un
"circle—domain®,

Oh démoptre cela gréce au lemme suivant :
Lemme 3 Soient Xi et Kz deux connexes compacts non réduits i un point et in-
térieurs & vne courbe de Jordan analytique Y. Alors il y a une application
quasi-conforme £ : R(Y, X‘I) —> R(Y, xz) telle que, pour tout zeY £(z) = z.
(En général, R(%x, P) désigne la coburonne bornée par les courbes @ et P)°

Nous odettons la démonétration;de ce: lemme (on applique conformément les

deux douronries sur des couronnes circulaires et on construit explicitement une
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application quasi-conforme entre les deux couronnes circulaires qui donne la
correspondance, voulue sur le bord). LYexemple se déduit immédiatement du lemme.
En effet, soit X,i la frontidre du domaine A, et soit Y une courbe de

Jordan analytique qui "entoure" Y,. Si XZ est un cercle intérieur & Y, nous

1
pouvons trouver d'apreés le lemme une déformation quasi-conforme de R(X, %1) sur
R(Y, \32) qui est 1'identité sur Y. Cette application définie dans 1'intérieur
de la couronne, et prolongée par 1'identité dans le reste de K -& est une
application quasi-conforme de K -& sur un "circle-domain™. Donc:; d'aprés. le
théortéme, il y & une application conforme de ce domaine sur un.!"circle-+domain”.
Exemple 2 3 Supposons que DI' goscey Dn aient des complémentaires disjoints.  et.
que chague Dj soit conformément équivalent & un "circle-domain'.. Alors 1'in-
. n ' ,
tersection ﬂ D, est aussi conforme & un "circle~domain".
j=t 9

La démonstration est analogue: & celle de l'exemple 1 mais elleuemplioien le
Lemme : Soient '81(2) et ,82(;2) des applications. conformes définies sur um: voi-
sinage des cercles cy et Cy respectivement et telles.que 8,] applique.. c.j

sur..lui-méme. Alors il y.a une application;quasi~conforme

£ R(c,a ) e)) — R(e, 4 cz), telle que. £(z) = Sj(_z) pour, tout z.P.iC:j
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