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CHAPITRE I 

VARIETES DE GROUPE ET VARIETES ABELIENNES 

Premières propriétés 

(Le cours de l'année 1964-65 : "Notions élémentaire• de 

Oéomitrie algibrique" est cité E; 

l. Variétés de groupe. 

Définition: On appelle variété de groupe une variété algébri 

que G munie d'une structure de groupe vérifiant les conditions 

suivantes 

(a)- La loi de groupe A de G est un morphisme G x G+G 

(b)- L'application -l a: x ~ x est un morphisme G ➔ G. 

(n.b. : on convient d'identifier tout morphisme V+ W avec 

l'application de V dans W qui lui correspond), 

Dans le cas général (où l'on ne suppose pas nécessairement 

G commutatif), la loi est notée multiplicativement, i.e. on pose 

Â(x,7) • x.y; à partir du n° 6 de ce Chap., les groupes consi

dé'rés seront presque toujours commut atits • et on emploiera pour 

ceux-ci la notation additive A(x,y) = x + y • 

Soit k un corps. On dit qu'une v~riété de groupe G est 

définie sur k, ou que k est un corps de définition de G ai 

G est définie sur k comme variété algébrique, et si les mor

phismes À et o sont définis sur k. 

Il en résulte alors que l'élément neutre e de G est 

rationnel sur k. En effet, soit x un point générique de G 

sur le corps k(e). D'après (b), le point x- 1 est rationnel 

' sur k(x). Donc e • x x-~ est rationnel sur k(x). Comme k(e) 

et k(x) sont des extensions linéairement disjointes de k 
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(EA, I, 9, th. 5bis), on a k(e}n k(x) = k • Donc e est ration-

nel sur k. 

Pour a€G I on note l'a (rcsp. l'~) le. translation à gnuche 

(resp. à droite) définie par Tn(x) = a.x (resp, 

Une telle translation est un isomorphisme de G pour la struc-

ture de vnrifatG al~ébrique, En effet, il résulte da la condition 

(a) de la définition que Ta (resp. ~~) est un morphismœ, et 

-l ( ,-1) qu'i1 ~n est de même de l'application réciproque Ta resp, T
0 

• 

THEOREME l. 

Toute variété de groupe G est sans point multiple. 

Démonstration. En effet, il existe a€ G • simple sur G 
0 

(E, Chap. III, 10, th. 8)., Pour a€G I on peut trouver une tr9.ns

lation T sur G tèlle que T(a
0

) = n • Comme T est un isomor

phisme, a est simple sur G • 

Remarque : le couple de conditions (a) et (b) de la défi-

nition d'une variété de groupe équivaut à la condition suiv&nte : 

(a')- L'application µ : G x G + G définie par 

µ{x.y) = y x- 1 est un morphisme. 

2. Groupes algébriques, 

Définition : On appelle groupe nl~ébrique un sous-ensemble 

algébrique H d'une variété (abstraite) admettant pour compo-

santes des variétês Ha deux à deux disjointes. et muni d'une 

structure de groupe vérifiant les conditions suivnntes : 

(a)- Pour tout couple de conposantes {Ha I H8 ) de H , 

la. loi de groupe À de 11 induit un norphis~e 

où HY est une composante de H • 

(b)- Pour toute composante H 
(l 

de H , l'application 

+ H y • 
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induit un morphisme 

~ne composante de H • 

a 
a 

H + H , • où H , a a a 
est 

La notion de variété de groupe est un cas particulier de 

celle de groupe algébrique et, plus précisément, s'identifie à 

celle de groupe algébriqu~ à una soula composante. 

On dit que H est défini sur ksi les variétés H 
a 

morphismes a sont définis sur 
a k • 

La notion de groupe algêbrique possède les propriétés élé

mentàires suivantes, qu'on établira à titre d'exercice : si H 

est défini sur k • l'élément neutre e de H est un point 

rationnel sur k ; toute translation (à droite ou à gauche) sur 

li induit sur tout composante H 
a 

de H un isomorphisme 

de Ha sur une composante Ha de H ; chacune des variétés 

Ha est sans point multiple (démonstrations calquées sur celles 

données plus haut dans le cas des variétés de groupe); la compo-

sante H
0 

de e est une variété de groupe ; c'est, de plus, un 

sous-groupe distingué de H • et les composantes 

avec les classes de ce sous-groupe. 

H 
a 

coïncident 

La dimension commune des H
0 

est appelée dimension de H • 

Remarque 2 : Comme dans le cas des groupes algGbriques, 

on peut réduire le couple de conditions (a), (b) à une seule 

condition en utilisant, au lieu de la loi de groupe À: la loi 

l,l(x,y) = y x-l • 

THEOREME 2 • 

Soit G une VQri&té de groupe, définie sur k • et soit 

H un sous-groupe de G qui est en même temps un sous-ensemble 

fermé (i.e. un sous-ensemble algébrique) de G. Alors H est 

un sous-groupe algébrique de G. 

• • • I • • • 
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Déoonstretion. Montrons que deux conposantes distinctes 

quelconques Ba et n
8 

sont sans point commun. Supposons en 

effet qu'il existe o. e HanHa • 

Considirons l'application •: G x G • G obtenue en posant 

-l = x.a .y • Il résulte des définitions que est un mor-

phisme; ce morphisme est de plus, défini sur le corps k' = k(a). 

Soit xa (resp. x
8

) un point générique de H a 

k' • et posons z = •<xa • xs) = xa. a- 1 ,x 6 • 

(resp. H
6

) sur 

Comme H est un 

sous-groupe de G • on a. z€ il • Comme li est fermé do.ns G t le 

lieu z de z sur k' (i.e. la variété image lj,g(Ha X Ha) o.u 

sen.a de E • chap. I, 11) est contenue dans li • D'autre part• on 

o. t11(xa,a) = X ~•z d'où H = lock, X cz • On a donc Ha = z • a t a a 

puisque Ha est une composo.nte de H • On a de même ip(a.,xB) = 

= xa€ z, et on en déduit H1 =Ha= z , contrairement a l'hypothase 

Ha ; Ha • 
Notons À la loi de groupe sur G, et À' celle induite 

sur H. Comme H est teroé dans G, la vari~té ). (H X HD) 
g Cl P 

est contenue dans H • donc est contenue dans l'une des compo• 

santes Hy de H. Donc le morphisme induit par l (i.e. par ).') 

sur Hu x H8 est i valeurs dans HY • La loi de groupe l' de H 

v,rifie donc la condition {a) • de la même f~çon 1 on voit qu'elle 

vérifie (b). Donc H est bien un sous-groupe algébrique de G • 

Remarque 3: Les composantes de H sont d~finies sur la 

cl8ture alg~brique i de k (donc sur une extension alg6brique 

de k) 1 et sont permutées par tout k-autooorphismé de k. Un 

tel automorphisme laisse invariant l' élé1:1ent neutre e de H 1 

donc laisse invariante la composante H0 de e ; celle-ci est 

donc k-termée dans H • et• p~r suite définie sur une extensip~ 

... / ... 
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ra.dicielle cle k ; elle n'est pas. en gtnéral 1 définie sur k • 

3. Homomor:2hismes. 

Soient G et G' deux vnriét6s de groupe. On dit qu'une 

application ♦ . G' + G est un hooooor1:hisl!ld (pour la structure • 

de variété de groupe) si ♦ est ... la fois morphisme et a un un 

homomorphisme pour la structure de groupe. 

THEOREME 3. 

Soit ♦: G' + G un hooomorphisme de variétés de groupe. 

Alors 

(a.)- le noyau H = ker + ~st un sous-eroupe algébrique ùe G'• 

(b)- L'image I = Im $ est une sous-variété de groupe G • 

(c)- On a dim H = dim G' - dim I • 

Déhlonstration. L'assertion (a) rêsult~ du théorème pr~c~Jent, 

et au fait que H' = $- 1 (0) est fermé de.na G (puisque ♦ est un 

morphisme). D'autre part. l'image 9(0•) • I est un sous-groupe 

de G • Pour prouver (b)• il suffit de montrer que I coïncide 

avec l'image au sens générique Ï = +g(G') (cf. E• I, 11 1 et EA• 

I • ll) ; comme on a I C Ï I il suffit de prouver que Ï c I • 

Remarquons d'abord que Ï est un sous-groupe de G en 

effet• on a. À g (Ï ,. Ï)CÏ • et a: fortiori À(Ï X Ï)CÏ i.e • Ï • 
est stable À voit de même -par . on que I est stnble par • 

• -1 a • X t+ X • 
Soit t:u:i.intena.nt, - Ï l'11ù.hérence I bE:I • Comtie est da 

(EA 1 I• 11) 1 tout point générique de Ï sur k' = k(b) appar

tient à ! • Soit u un tel point 1 et posons v = u• 1 b ; on a 

aussi b = u v • et u = V j on o. ùonc kt ( u) = kt ( v) 1 et 

est aussi un point générique d~ sur -I k' • de sorte qu'on a 

... / .... 

V 
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v € I • Comme I est un sous-groupe de G , on a b = u v e:. I • 

On a donc bien montré que ICI • et prouvé l'assertion {b). 

Soit x• un point générique de o• sur k. Alors x = ç(x') 

est s'nGrique de I sur k. L'image réciproque .-l~x')• qui 

est une classe de G' suivant Il co!ncidc avec le lieu lock(x)x' • 

Donc on a dim H = deg. tr.(k{x')/k(x)), On a d'autre part 

dim I = deg, tr.(kix)/k). On c donc bien dim H = ~im G' - dim I 

Signalons que le th. 3 admet la r&ciproque suivante, due 

à Rosenlicht (dont nous n'aurons pas à faire usage dans ln suite) : 

Soit H un sous-groupe als~brique d'une variété de groupe G • 

On peut munir le quotient G/H d'une structure de variété de groupe 

compatible avec la structure do groupe• et telle que l'application 

canonique 9: G + G/H soit un morphisme séparable. Cette variété 

de grou~e est unique l un isomorphisme pris (on l'~ppalle VAriltŒ 

de groupe quotient de G par H). 

k ~t~nt un corps de définition pour 0 1 H et ♦, la condi-

tion ♦ séparable de l'énoncé signifie que, pour x 
, ,. . 

seneriqua 

de G sur k et pour y= ♦ (x). l'ext~nsion k(x}/k(y) est 

séparable. Cette condition est essentielle pour la propriété 

1'unicité. En effet, si G ast une variGt& de groupe dfifinie sur 

un corps k non parfait de caractéristique p F o, il existe des 

isomorphismes +: G + G pour la structure de groupe qui sont dos 

morphismes, mais non des isomorphismos 1 pour la structura d~ variét~ 

algébrique.Il suffit de prendre pour ♦ 1•application induite par 

l'une quelconque des puissances de l'nutonorphisme de Frobenius 

x • xP du domaine universel. 
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4. Qu~l~ues propriétés d~s variétés complètes. 

LEMME l. Soient V une variété, W une variété compl~te, 

Z un sous-ensemble fer~~ de V x W. Alors la projection pr 1 z 

est fermée dans V• 

Démonstration, On peut supposer que Z est une sous-variété 

de V x W • Soit k un corps de défini~icn <le V• W et Z • et 

soit x, y un point gén5riqu~ de Z sur k. Il suffit de prou• 

ver que pr 1 Z coinciùe avec sa k-adh~rence ; or celle-ci est la 

vari6té (pr 1 ) Z • loek x. Soit 
g 

une place p du domaine univQrsel 

aé (pr 1 ) Z • On peut trouver 
g 

telle que p(x} •a. Comme 

V est comylète, p ést finie en y. Posons p(y) • b. Comee Z 

est fermée dans V x W • on a a x be- Z • On e. donc a • pr 1 ( rub )e 

ê pr 1 Z I C.Q.F.D. 

LEMME 2. Soient V une· variété complète• W une variété, 

•t soit • un morphisme V• W, L'image ♦ (V) est une varifti 

compl~te. 

Démonstration. D'après le lemne l ,l • i?!la.ge 9( V} • prw( r 
9

) est 

termée dans W • d~nc coinciù~ avec son adhérence dans W • i,e. 

avec la vari~té 9g(v). Soit k un ccrps de définition pour V• 

W et O • et soit x un point g&n&rique de V sur k. Alors 

y• ~(x) est un point gén0rique de ~(V) sur k • Soit p une 

place du domaine universel O. Comne V est c~mplète, p est fini~ 

en x • Si, de plus, on pose p(x) a~• p est finie sur l'anneau 

local ~(a.v). Or, puisqu~ ~ est morphique en a • les eoordcn

nfes de y app~rtiennent à cet anneau. Donc p est finie en y. 

THEOREME 4. 

Soient V une variété compl~te, U et W deux vari~tés, 

• •. I • • • 
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+ un morphisme U ,c V .., V • S'il existe a
0 
~ U tel que 

ne dépende pas de b , on a., quels que soient o. e: U et be V • 

+(a 1 b) = ~(a), où ~ est un norphisme U.., W • 

Démonstration. (extraite du Sèminaire Chevalley. 1958/59 1 

Douady 1 exposé 9). Pour b 1 , b 2 e. V , l'ensemble E(b 1 ,b 2 ) des 

a€U tels que +(a..b 1 ) = +Cn,b 2 ) est un sous-ensemble fermG de 

u • L'intersection E Cl n E (bl. b2.) est donc. un sous-enser:ible 
b1•b2 

fermé de U. Montrons que c'est aussi un ouvert de U • En effet, 

soit a
1 

un point de E. Alors le point c1 = 9(a 1 ,b) de W 

ne dépend pas de b • Soit S un ouvert affine de W contenant 

e1 • et soit F = W • S le fermé complémentaire. Comme f est un 

morphisme, ç, •l ( F) est un :fermé de u x V • Comr.1e V est complète, 

l'ensemble G = prl ❖•l(F) est fermé dans u • en vertu du lemce 

2 On a a.1 s U - G et pour u EU - G l'application 9 • V .., w • ' • • u 
obtenue en posa.nt ~u(y) = +(u,y) est un morphisme dont l'image 

est dans S. D'apr~s le lemme 2 • cette imag~ est une sous-variété 

complète de S • donc est une variété affine complète, donc est 

réduite à un point. On a donc U - G CE • donc E est un voisi

nage de a 1 • On a donc montré que E est un ouvert de U • 

L'ensemble E • non vide (puisque a
0

e E), est à la. fois 

ouvert et fermé dans U, donc coïncide avec U • Il existe donc 

une application •: U + W telle que 9(a,b) = f(a.). En prenant 

b = b
0 

fixe, on voit que f est un morphisme. 

5. Variétés abéliennes. 

On appelle variété abélienne une variété de groupe co~nl~te. 

THEOREME 5. (Chevalley). 

La loi de grcupe d'une variété abélienne A est commutative. 

• • • I ' • • 
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Démonstration. En erfet, considérons le morphisme 9 : AxA + A 

obtenu en posant 
-1 

9(x,y) = :x.y.x • Pour tout x € A • on a 

~(x,e) = e. D'après le th, 4, il existe donc un raorphisme 

, : A x A+ A• tel qu'on ait identiquement $(x,y) = ~(y). En 

taisant x = e , on obtient 9(e,x) =y= w(y) quel que soit 

y, d'où 
-1 x.y,x = y , 

LEMME 3. Soit 9 une application rationnelle V+ W d'une 

~ariété normale V dans une veriGté complète W • L'ensenblcl 

(fermé) E des points de V où 9 n'est pas morphique est de 

codimension >2 sur V (i.e. chncune de ses composantes est de 

codimension 

Démonstration. Soit X une ccoposante de E • Soit k un 

corps de définition de V I W 1 9 et X , et soit x un point 

générique de X sur k • Le sous-ensemble fermé F = 9e(x) = 

• pr 2 (r ~ ()(x x W)) est non vide, puisque W est cooplète. Soit 

Y une k(x)-composante de F I et soit y un point générique de 

Y sur k(x). Posons n = dim V, ~t supposons qu'on ait 

codim X = 1, i.e. ùim X= n-1 • Alors k(x) est de degré de 

transcendance n-1 sur k • Soit Z le lieu du point (x,y) 

sur k • On a Z Cr~ ; mais comme pr 1 Z = X , on a Z ~ r 
9 

• 

Or dim r 9 = n • Donc le dagré de transcendance de k(x.y) sur k 

est ~ n -l • Par suite y est algébrique sur k(x). i.e. on a 

dim Y= 0 • Donc l 1 ensemble F = ♦ (x} es~ fini. Comme V est 
e 

normale, 9 est morphiquë en x • et c~ci contredit l'hypothèse 

X CE • 

THEOREME 6 • ( W.:il) • 

Toute application rationnelle 9 V~ A d'une variété sans 

• • • I • • • 
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point multiple dans une variét~ abélienn~ est un morphism~. 

Compte tenu du lemme 3, ce théorème se déduit du suivant, 

plus général : 

THEOREME 7 • 

Soit O: V+ G une application rationnelle J*une variGt6 V 

sans point multiple dans une veri6to de groupe G • L'ensemble 

des points de V en lesquels 9 n'est pas mcrphique est pure

ment de codimension l (i.e. toutes ses composant~s sont des sous

variétés de codimension l de V). 

Démonstration. Soit k un corps dç définition de V• a ~t 

O I et soit t 1•application rationnelle V x V+ G • d~finiu 

sur k • telle qu'on ait 

(l) t(x,y) = ç(x) 9(y)•l • 

où x et y sont deux points génériques indépenànnts de V sur 

k. Soit b un point de V• L~ loi de groupe de G étant un 

morphisme, si $ est morphique en ~ • w est mcrphique en (a,a). 

Inversement. montrons que, si ~ est aorphique en (a,a). ~ est 

morphique en G • En effet, on peut supposer x et y 
., , . generiqut!s 

ind~pendnnts sur lo corps k' = k(a). La relation (1) s'écrit 

encore 

Comme w est morphique en {a 1 n), ~ est a fortiori rnorphique 

en (a,y). Le second membre de {2) est donc ~orphique en (a,y). 

Il en r5sulta bien que O est oorphique en a• En outre• d'apras 

(1) 1 on a elors nùcessairement ❖ (a,a) = e • 

Introduisons un ouvert affine U de G contenant e , et 

soient les coordonn~es de relat i ver.ient à u • 
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Pour que 1/> soit mor:phique en {a,a) (i.e. pour que ♦ 

en a)• il fa.ut et il suffit que 1.!hacune des "1· le soit 
l. 

En particulier, si l'on suppose ÇI non morphique en n • 
un i tel que •· l. 

ne soit po.s morphique en (a.a). donc 

de morpbicitê, E, Chapitre IV, 5, th. 8). tel que (a,a.) 

f(~.)- • En d'autres termes, il existe une composante 
1 

X 

le soit 

en (o.,a.). 

il existe 

(critère 

t supp 

de 

contenant (a,a), Cette composante X ne peut contenir la diagon~le 

Av: dans ce cas, en effet, on aurait (x 1 x)€ supp f(i/>i)- • et 

•· ne serait pas morphique en (x 1 x) ; donc t ne serait pas 
l. 

morphique en x, ce qui est a.bsurde. L'intersection Xn6v est 

donc distincte de 6V, Comme V est sans ~oint multiple, il en 

est de mame de V x V, D'apras le th6or~me de la dimension 

( E chap.. III) 1 il existe une composante Z ùe X r\ 6V contenant 

(a,a) 1 et de dimension dim Z > dim V - l • ComQe Z, âV I on a 

dim z· = dim V - 1 1 et Z est nécessairement de la forme Aw 1 

où W est une sous-var~été de codimension l de V I contenant 

a. La fonction 1/>i n'est pas morphique sur âw I et par suite 

~ ne l'est pas sur W • 

On a finalement montré que. si E est l'ensemble (fermé) 

des points de V en lesquels ~ n'est pns morphique 1 il passe 

par tout a€ E une composante de E de codimension l sur V • 

Il en résulte bien que E est purement de codimension 1. 

6. Application rationnelle d'un produit dans une vari&t, abélienne. 

(~.dans toute la suite. on utilisera la notation additive 

pour la loi de groupe sur une variété ab,lienne). 

THEOREME 8. 

Soient O : V x W + A une application rationnelle, o~ V et 

W sont deux variétés quelconques, et A une variété abélienne. 

• •• I ••• 
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Soit k un corps de dëfinition pour V, W, A et t ; soi~nt 

x et y deux points génériques indépendants de V et W sur 

k. Alors il existe deux applications rationnelles a : V+ A et 

et B: W + A telles qu'on ait ~(x,y) = a(x) + B(y). 

Démonstration. On examine successiv~ment les cas suivants 

a)- V est une courbe complète sans poin~ multiplc 1 

et W est une var~été sans point multiple. Alors V x W est 

une variété sans point aultiple. Donc 9 est un morphisme, 

d'après le th. 5• Le morphisme e; V x W + A défini par 

8(x,y) = ~(x,y) - ~(x,a) prend la valeur constante O sur 

V x a. D'après le th, 4, il existe un morphisme B : W + A tel 

que 8(x.y) = B(y). On a. donc 4»(x,y) = 9(x 1 a) + B{y), et le 

théorème est démontré dans ce cas. 

b)• V est une~~ quelconque, et W est une variété ----· 
quelconque. Remarquons que la propriétê de l'énoncé est biration

nellement invariante en V et W. D'après E, chnp. IV• 4, on 

peut trouver une courbe V' normale (donc sans point multiple) 

et complète, birationnelle1ent ,quivalente A V. On se ramine 

au cas (a} en remplaçant le couple (V,W) par le couple 

(V',W 1 ), où W' est l'ouvert des points simples de W • 

c)- Cas général.- On peut supposer V affine. On rai-

sonne par récurrence sur n = din V, au moyen du lemme suivant : 

LEMME 4. Soit V une variété affine ( V C Sn), et soit a 

un point simple de V. Soit k un corps de définition de V et 

lm u. (X. -a. ) =O, 
i=l l l. l 

de Soit Lu l'hyperplan 
,,. ,, . 

Fu(x) a • generiquù = 
... les ou u. 

l. 
sont algébriques indépendo.ats sur k • Alors, l'in-

de codimension 

l de V I passant par a, et telle que a soit simple sur Z 

tersection L u("') V contient une sous-variété z 
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Si dim V~ 2 1 tout point générique x de Z sur iTüT est 

aussi un point générique de V sur k. 

Démonstration du lemme. Posons n • dim V. D'après le 

théorème de la dimension, Luc V possède une composante W conte-

na.nt a • de dimension > n-1. Comi:ie on a z ctu • on e. z ; V • -
donc dim z • n-1. Comme Lun V est un k(u)-ensemble algébri-

que 1 z est déf'inie sur k' • TTüJ. Si X est 
., ,• . gener1que de z 

sur t• 1 on a deg. tr. (k'(x)/k'} • n-1, d'où deg. tr.(k'(x)/k} 

•a+ n-l. On a de plus X. -o.. 
l l 

ne sont pas tous nuls (car on a dim V> 2 • d'où dim Z ~ l), 

c'est là une relation de dépendance alg~briquè ~ntre les u. 
l 

sur le corps k(x}. On a donc deg. tr. (k'(x)/k(x)) ~ m-1 • 

On en déduit deg. tr.(k(x}/(k) ~ rn + n-1 - (m-1) = n • 

Donc x est générique de V sur k. 

Le tait que a est si~ple sur Z s'obtient en remarquant 

que la différentielle 

dré par les 

de l'idéal 

plicit~. 

(dF ) n'appartient pas à 1•~spnce engen
u a 

où {f} est un systène de génércteurs 
a 

en appliqu~nt le critère jacobien de sim-

Remarque : On peut contrer en fait que, si din V~ 2 • 

Lu() V est une vari~té dP.finie sur k{u) (donc que Z = L I"\ V). 
\\ 

Fin de la démonstration du th. 8. Soient V affine quelconoue 

W quelconque• et a;; V • simple sur V • Introdui sc-ns Lu , Z 

et x vérifinnt les conditions du lemne 4 , Prenons 

de W sur k'(x). D'3prês l'hypothise de r~currtnc~ sppliqufe ~ 

♦0 : Z x W • A induite pur ~, il existe une sprliccticn r~ticn

nelle a: W •A, d&fini~ sur k(u) 1 telle qu 1 0n nit 
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Le premier membre est un élément du corps k(x 1y), le 

second un él,nent de k 1 (x). Or, d'apr~s EA. I, 9, th. 5 bis, 

ces deux corps sont linéairement disjoints sur k(x). Donc leur 

intersection est k(x),et on a a(x)€k(x1, i.e. a est définie 

sur k. Le théorème 8 est donc démontré. 

COROLLAIRE 1.- Soit +: G + A une application rationnelle 

d'une variét, de groupe G dans une variété abélienne. Alors 

♦ est le composé d'un bomoaorphisme "' : G + A "o ( de vo.riétés 

.de groupe) e1i d'une translation sur A • i.e. il existe o.E A 

tel que ♦ (x) = ♦ (x) + a • 
0 

Démonstration. Comme G est sans point multiple, toute 

application rationnelle G + A est un morphisme, d'après le 

th.6. Notons e l'élément neutre de G • et posons ♦ 0 (x) = 

• ♦ (x) - ♦ (e). Appliquons le th. 8 au morphisme •o: G x G + A 

défini par f
0

(x.y) • ♦0 (x.y). ll existe des morphismes œ et 

B : O + A tels qu'on ait 

to(x.y) = «(x) + S(y) 

En taisant y • e , puis X :& e • on obtient les relations 

'o (x) = a(x) + 

to(y) = a(e) + 

En faisant X • y • 

0 • ci(e) + B(e) 

On a donc 

B(e) 

S(y) 

e, on obtient 

9o(x.y) = +o(x) + ♦ o(y) 

i.e. 9
0 

est un homomorphisme. 

COROLLAIRE 2.- Toute application rationnelle 

est constante, 

$ + A 
n 

• • • I • • • 



Dfimonstration. Il suffit en effet de 1~ montrer pour n = l. 

Introduisons lo. droite projectiv~ P1 • et l'~pplication ration

nelle t*: œ1 + A déduite de f. Comme s1 et P1 sont snns 

point multiple de f et f* sont des morphismes {le second 

prolongea.nt le pr~mier). D'oprès le coroll. 1, appliqué à la 

loi additive sur s1 • on a 

(3) r(x+y) = r(x) + t(y) + a 

où a est un point de A • et où X;Y sont des points gén~-

riques indépendants de Sl sur k(e.). On peut trouver une place 

p de n telle que p{x) = X et p(y} d oc, • On ac.lors p(x+y)== 

== .. • En appliqua.nt p o.ux deux membres de (3), on obtient 

r* ( "°) = r(x) + rtt(oo) + n 

d'où :t'{x) = -a • 
7• Théorème de réductibilité complète de Poinccré. 

Si A est une variété abélienne, ~t si E, F sont deux 

sous-ensembles de A I on notero. E + F l'ensemble des points 

de A de la. forme o.+b • avec n E: E • ~t be:. F • Si E et F 

sont des sous-ensembles alg~briques (i.e, termfs) de A, il en 

est de même de E + F (car on~ E+F = A(E x F). et d'~pr~s le 

lemme l du n° 4). Pour tout entier n • on notera n6 l'hcmo

morphisme x ~ nx de A dans A. Dans ce n°, nous ~dmettrons 

provisoirement le résultat suivant. qui sera dGmontrG plus loin; 

pour n ~ o. l'homomorphisme n6 est surjectif, Il revient au 

même de dire que ker(n6) est fini. 

THEOREME 9. 

Soient A une veri,t6 a.b&lienne de di~ension n • B une 

sous-vari&tê abSli•nne de A de dimension q, k un corps de 

ùêfinition de A et B. Il existe une sous-vari~té abélienne 
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C de A• de dimension r = n-q, définie sur k , telle qu'on 

ait B + C =A. L'intersection Bf"\C est alors un sous-groupe 

tini de A • 

Démonstration, Soit y un point gén~rique de A sur k • 

et considérons la variété By déduite de B perla translation 

z un point générique de BY sur k(y). Alors z 

est aussi générique de A sur k (cnr y est spécialis~tion 

de z sur k(u), donc aussi sur k ). Posons k 1 :r.-k(y)("'\k(z). 

Le degré de transcendance de k(z)/k 1 est égal à celui de 

k{y,z)/k(y}, donc à q = dim B • Celui de k1 /k est donc r = n-q 

Comme 1 'extension k {y• z) /k (y) est réguliè.':"e, k (y) est algébri

quement fermé dans k{y,z) {E, Chap. o, C, 7, th. 19). Donc, 

si vEk(z) est algébrique sur k
1 

, il appartient à k(y)nk(z)= 

= k
1

; autrement dit k 1 est algébriquement termê dans k(z). 

Comme k(z)/k est séparable, il en est de m~me de k{z)/k 1 • 

Donc k(z)/k 1 est régulière, Le variété lock z est de dimen-
1 

sion q = dim B = dim By, et elle contient lock(y)z = By. 

Donc on a lock z = B , i.e. B est detinie sur k 1 • On 
l y y 

peut trouver sur B
7 

un point t 1 rationnel sur une extension 

k1 • Notons t . 
l. 

algébrique séparablo de 

gués distincts de t 1 

de la loi de groupe de 

sur k1 • L~ somme 

A) est un point de 

(1 < i ~ m) les conju

t = I t. ( au sens 
i l. 

A• invariant pnr 

tout k 1-a.utomo%'phisme de la clôture algébrique i:1 • donc 

rationnel sur k1 • Co:cu:ie on a k1 C k{z), t est rationnel sur 

k(z). Donc il exitte une application rutionnelle 9 ; A+ A, 

définie sur k • telld que t = ~(z). D'apr~s le coroll. 1 du 

th. 8, cette application est de la forme 

( 4 ) ~(x) = ~ (x) + 
0 ... / ... 
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où a
0

ë A• et où 9
0 

est un k-honomorphisme A+ A (pour la 

structure de variété ab~lienne). D'après le th. 3 du n° 3• 

tout t.E.:B I c'est-à-dire t. • Yt"B. On a donc eussi 
J. y J. 

I t. - nv • t • ny = t(y) - nyE:B. On a. è.onc <dn) • na.~B i l. ., 

pour tout a.~ A • En part iculicr • en prenant a = 0 1 on voit 

que t(O) = a e B • Or nous avons admis 
0 

(cf. plus ha.ut) que 

l'eudomorphiame n6 de A est aurj~ctif. Donc, pour tout 

il existe un point v E A teJ. que nv • u • On a 

o. e: B , et 
0 

on a u E.B + C • On a donc prouvé que A = B + C • On a de plus 

dim(B+C) • dim A(B x C) ~ dim B + dim C • d'où dim C ~ n-q = r • 

Comme d'autre part le degré de transcendance de k(t)/k est 

au plus égal à celui de r I on a dim C < r. 

On a donc dim C = r • Puisque le morphisme B x C + A induit par 

A est surjectif, son noyau est de dimension O , d'après (c) 

du th, 3 du n° 3, donc fini. Or ce noyau se compose des points 

8. Isogénies. 

Soient V et W deux variétés• et soit 9 : W + V une 

a.pr,lication rationnelle. Soit k un corps de '16finition de V , 

W et 9. Soit y un point générique de W sur k • et posons 

x • t(y), Si l'extension k(y)/k(x) est algébrique est de degré 

tini, on dit que 9 est de degré fini ; plus précisément, le 

degré n • (k(y) : k(x)] est alors noté v(9), et appelé 

de5ré de ! . Les degré séparable et inséparable de k{y)/k(x) 

son~ notés respectivement v
8
(•> et vi(t) et sont appelés 

respectivement degré séparable et degré inséparable de $ • 
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Remarquons que• pour qud 9 soit da d~gré fini, il faut et il 

suffit que l 1 image inverse (9-l)e(x) scit un enseoble fini : 

cette image n'est autre en effet que le lieu de y sur k(x). 

En particulier 1 soit 9: A+ B un homomorphisme de vnri6tGs 

abéliennes. Pour 4ue 9 soit de degré fini, i~ faut et il suffit 

~ue le noyau ker 9 soit fini (c~r ◊-1 (x) est une cl~sae de 

A suivant de noyau). On dit que Q est une isogénie si 9 est 

de degré fini et surjectif. On dit aussi que A est isogène à B. 

On a alors dim A= di~ B, d'après (c) du th, 3 du n° 3 • 

(Remarque : deux quelconques des trois propriét6s : "O est de 

degr5 fini"•" 9 eat surjectif" et" dio A= dio B" entraînent 

la troisième, et suffisent donc à caractériser une isogénie), 

THEOREME 10. 

La relation "A est isogine l B" est symltriaue en A 

et B 

Démonstration. Supposons qu'il existe une isogénie ~ A ➔ B. Il s'agit 

de prouver l'existence d'une isogénie B ➔ A. 

(a) Supposons ~ séparable. Soient k,., y comme ci-dessus. Considé

rons le point x' = t. x. , somme des conjugués distincts de x sur k(y). 
1 1 

Ce point x' est invariant par tout k(y )-automorphisme de la clôture algé-

brique kÎY). Comme d'autre part ~ est séparable, x' est séparable sur 

k(y). Donc x• est rationnel sur k(y). Donc il existe un morphisme 

~: B ➔ A, défini sur k, tel que x' = ~(y). Or on a, quel que soit i, 

<I?(.:x:.) = y • On a donc ~(x•) = n y , en posant n = v(~), d'où <I? o 4> = nô • 
l. 

Or, d'après la propriété admise au début du n° 7, le morphisme nô : A ➔ A 

est surjectif. Donc 4>: B ➔ A est surjectif; comme dim A= dim B 1 
~ est une isogénie. 

(b) Cas général compte tenu de (a), le cas général se ramène à celui 
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où w eet un morphisme radiciel. Ce dernier oas sera traité plus loin 

(cours 66--61, leame 2.1., p. 89). 

La relation " A ~•t isogène à B " étant d'autre part 

réflexive et transitive• c'est une relation d'équivalence. Il 

est imm~diat qu'elle est compatible avec le produit A~ B. On 

dira qu'une variété abélienne A est simRle si elle n'admet pas 

d'autre sous-?ariété abélienne que O et A elle-aême. Toute 

variété isogène à A est alors également simple, i,e. la pro

priété" A est simple" ne dépend que del~ claase de A pour l~ 

relation d'isogénie, Notons aussi que si A et B sont siaples, 

tout hoaoaorphisme 9: A+ B non nul est une isogénie (en ettet 

le noy.au de 9 est nécessairecent de dimension 0 1 et l'im~ge 

de ♦ co!ncide nécessairement avec B). 

THEOREME ll. 

Toute variété abélienne A est iaogène A un produit de 

variét,a abéliennes simples 1 et celles-ci sont uniques a des 

iaogênies près. 

(Autre énoncé équivalent : toute classe pour la relation 

d'isog6nie s'exprime, d'une et d'une seule façon, sous forme 

d'un produit de classes si~ples). 

D,monstration. Avec les notations du th. 9 • la variét' 

abélienne A est isogane à B x C. L'existenee d'un produit 

de variétés abéliennes simples isog~ne à A s'en déduit aussi

t8t, par récurrence sur la dinension de A. 

Quant à l'unicité 1 supposons qu•on ait une iscgénie 

où les A. 
1 

et les B. 
J 

sont si~ples. Nous allons nontrer, 

• • • I. • • 
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par récurrence sur int(m,n), qu'on a nécèssairement m = n • 

et qu'on peut ordonner les facteurs de façon quQ A. 
1 

soit iso-

gène à B. 
1 

pour tout i • 

Le résultat est en effet trivial pour inf(n 1n) = 0 • 

tfotons B' l l'imo.ge par À de A1 x o x ••• x O • Nêc~ssaireoent 

A induit une isogénie A1 +Bi. Il existe un j tel que la 

projection de B' l sur B. 
J 

ne soit pas réduite a 0 • On peut 1 

par exemple 1 supposer j s 1 • Notons 1r
1 

la proj~ction sur le 

premier facteur dans le produit x B • Comr;ie n 
simple, la relation tt 1{Bi) F O entraîne w1 (Bi) • B1 • et 

1r1 induit une isogénie Bl + B1 • 

est 

Soit c1 la composante de l'origine du noyau de A1 = w1 ~ A, 

et montrons que c1 est isog~ne à i
1 

• A2 x •• ,x An • En effet, 

soit k un corps de d~finition de toutes les vcriétés considé-

rées, et soit z D (zl, z2 • ••••zm) un point gén~rig_ue de C 

sur kl • On a A1(z) Ill "1<z1• 0 ••••• 0) + >.1 (o, z2••••• ZJ:1) = 0 

D'après . précède, Àl induit une isogénie sur Al )( 0 x ••• x ce qui 

x O • d'image B1 • Donc z1 est algébrique sur le corps 

kfA 1 (z 1 , o,•••• O)) Ck(z 2 , ... , zm)• Donc z est algébrique sur 

k(z 2 , ••• , zm)• i.e, le morphisme c
1 

+ î
1 

obtenu par projection, 

est une . ,, . 1sogen1e, Da plus, À induit isogéni@ Cl + C' ... 
une 1• ou 

• 

c• 
l est contenue dans il = B2 x,,.x B • Or n on 8. dim Bl = dim Al, 

donc dim n1 = dim X1 et, par suite, dii:1 CÎ = dit1 c1 = dit1 Al = • 
• dim i 1 • On a donc C' = i l l • Donc Al est isosène l il • 
Il suffit d'appliquer à cette isogénie l'hypothèse de récurrence, 

C.Q.F.D. 



CHAPI'fHE: II 

COURBES ALGEBRIQUES. THEOREME DE RIEMl~N-ROCli 

l. Conventions relatives aux diviseurs. 

Si V est une variét€ sans point ~ultiple, 1•~pplication 

canonique D..,. J(D) du groupe des diviseurs sur V daus celui 

des cycles de codimension l sur V est un isomorrhismo. (E et 

EA, Ch, IV, 5), Sur une telle vari,ti, on conviendrn d'indenti

fier canoniquement D et son imnge X= f(D). En particulier, 

dans le cas où V est une courbe, tout diviseur d sur V 

s'écrira sous la forme 

points de V • 

d ~ l m. a. • où les i l. l. 
n. sont des 

l. 

Si f est une fonction sur V• la convention précédente 

conduit à identifier div(f) avec ~{r). Les divis~urs sur V 

de la forme div(f} forment un sous-groupe du groupe de tous 

les diviseurs t>(V) 1 qu'on note J>
1

(v). Deux diviseurs X et 

X' congrus mod ~ 1 (v) sont dit linéaire1:ient éouivnlents• ce 

qu'on écrit X~ X' • En pnrticulier• ât>1 (v) ~st composé des 

diviseurs linéaire~ent équivnlents à zéro. 

Si W est une sous-variété de codimension l de V• la 

/Valu~tion discrète du corps des fonctions }'(V) associée à W 

(et normée de façon que le groupe de ses veleurs soit Z ) sern 

notEe CO:r:l!lle dans E, Ch, III, 10, P• 46, pour 

éviter une confusion tacheuse nvec les notations utilisées pour 

les diff~r.entielles. On nctere. pnrfois aussi vw la restriction 

de cette vnluution à un corps de ln for~e jrk(V), où k est un 

corps de définition de V et W , Rappelons que, pour fEJi'(v). 

le coefficient de W d::ins div{f) = t(r) est vw(f'), De même, 

si X est un diviseur sur v, le coefficient de W da~s X 
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sera noté vW(X). Si f est une fonction :/ 0 sur V , et si :f-,. ent l 'ap,-

plication rationnelle correspondante V - IP
1 

de V dans la d.roite projective, 

le diviseur de f s'exprime sous la forme div(f)=(f*r 1(o)-(f*)-\ 00 ), oi1 l'on 
regarde O et = comme des diviseurs sur Ft • 

Si X est un diviseur sur une vcri6tê V, et si W est 

une sous-variété de V non contenue dans le su~port de X , le 

diviseur induit par X sur U est d6fini ; per difinitions ca 

diviseur est l 1 image inverse i- 1 (X) de X p~r l'immersion 

i: W •V• On le d~signer~ Es~lement pnr la notation X,W • 

2. Vnluctions associées nux points d'une courbe nlgébriQue, 

Soit V une courbe, définie sur un corps k • Si a. est 

un point de V• rationnel sur k • ln v~lu~tion correspondante 

va du corps ~k(V) est associée à ln plnce pn de ce corps, 

à valeurs dans k • obtenue en posnnt p (f) = f(a}. 
a 

Supposons que V est compl~te, sQns roint ~ultiple, et 

que k est nlpGbriquoment clus ; donnons-nous, inversenent, 

une valuntion v du corps Jk {V), tri via.le sur k • On rie ut 

trouver une place p de lk(V), associée à v, tt à valeurs 

dans k • Soit x un point générique de V sur k • Puisque 

V est complète, p est finie en x. Si on pose p(x) =a• 

la place P coïncide nécessnireoent avec pa' donc la v~lu~ticn 

v avec v
8 

• -On a ainsi mis en 6vidence une corresnondancA bi

Jective entre los roints de V r~tionnels sur k et les vnlu

ntions (ou les places) de .Îk(V) triviales sur k •On~ do nênè 

une correspondance bijective entre l'ensenble d~ tous les voints 

de V et celui des valuations (ou des places) de 1(V) tri

viales sur les constantes. 

3, Différentielles sur une courbe. 

Soit V une courbe définie sur un corr,s k • Les diffé

rentielles sur V, dGfinies sur k, for~ent un espace vectori~l 

• • • I • • • 
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de dimension l sur le corps .]k(V), Confor~én~nt aux notations 

de E, Chap II! 1 3, cet espace est noté Dk(V}, Si t est une 

!onction ef"k(v). non constante, cet espnce est enr,endré par 

la dittGrentiello dt ; en d'autres termes, toute Jiftérentielle 

1.1) G'Dk(V) s'écrit de fnçon unique sous lo. forr.ie (J) =- g dt , 

avec g e 1k (V) • 

On a (d'après E, Chnp III, 3, th. 4), un isooorphisne 

canonique µ : Dk(V) --t Zk(Av • V x V), Rappelons qutJ 1,1 est 

caractlrisé par ln propri6té que si w = df, son image est 

représentée par l'élénent t(x) - f(y) de l'idé~l ~k(Av, V x V). 

Rappelons d'autre part que si a est un point ~e V• 

on a un ~onomorphisme canonique a: Zk(a,V) ~ Dk(V)a de 

l'eJpace tangent de Zariski de V en a dans l'es~nce den 

différentielles au point a• Cet homomorphisme ~ est ici 

surj~ctif, i.e. est un isomorphisme, En effet, d'npr~s E 1 Chap 

III, 7 1 le conoyau de a est l'espace Dk(a) dos différentielles 

$Ur la variété rGduite au point a, donc est riduit l O • 

On identifiera canoniquement au ~oyen de a les deux espaces 

Zk(a,V) et Dk(V)a • Si 1 dans ces conditions, w est une dif

férentielle sur V, d,rinie sur k 1 ~orphique en n I représen• 

tée par fE!,k(llv• V x V), oorphiCJ,ue en {a,a), sa v:'ileur wo. 

n•est autre que 1 1 ,1ément de Z(a.v) réprésentê par la fonction 

fa(x) = f(a 1x), 

LEMME l, Soient V une courbe, n un point sicple do V, 

et t un paranètre uniformisant de V en a. ~lors ln 

diagonale A= Av est représentée nu point (a,a) par la 

fonction u sur le proùuit V x V définiç par u(x,y) = 

• t(x) - t(y). . .. / ... 
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Dénonstration. Soit en effet f une fonction sur V x V 

représentant A au point (a,a). La fonction u est ~orphique 

en (a,a), donc aussi sur â, et de plus s•~nnule sur h • 

D'après le critère de oorphicité, on a donc u = f g, où G est 

une fonction sur V x V morphique en (a,n}. Il suffit de prou-

ver que g ne s'annule pas en (a,a). Or, si g s'o.nnuluit 

(a.,a), aurait ue:m 2 posant = .!!!,( a V V)• en en • en m X a, X 

Mais conme t(x) et t(y) forment un système de générateurs 

de m • on en Jêduirait, en passant à le fonction induite sur 

a x V I la relation t€.!!!.(a,v) 2 , ce qui est absurde. 

THEOREME l, 

Soient V une courbe, a un point siople de V, w une 

diff~rentielle sur V, morphique en a, représentée rar 

fE ~(Av, V x V) sur le produit V x V. Soit d'autre part 

t un paramètre uniformisant de V en a, et posons w = g dt. 

Alors les trois propriétés suivantes sont équivc.lent~s 

m = 

en 

(a)- w a ~ 0 

(b)- f représente AV en (e.,e.) 

(c)- g est inversible en a • 
Démonstration. 

(a)<~ (c), d'après le. relation 

D'autre part, on a 

(1) f(x,y) = g(x) (t(x) - t (y)) 

.!!!.(AV' V X V) • D'apr(!s le lel!\me l, 

(a,a) par t(x} - t (y) = u(x,y). 

sur le produit V X V 

= g(a)(dt) , a. 

2 (mod .!! ), en posant 

AV est représent~e 

En pc.rticulier, u est 

un générateur de .!!!. • Puisque f s'annule sur A , la fonc

tion f/u est toujours morphique en (a,a). La condition (b) 

signifie donc que f/u est inversible en (a,a). Compte tenu 

••• / 1 •• 
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de (1). il revient au même de dire que g est inversible en 

a • On a donc 1:1ontré que (b) 4==> (c}. C. Q. F. D. 

Lorsque les conditions dquivalentes (a}. (b), (c) du 

Th. 1 sont vérifiées, on dit quel~ différentielle w est 

inversible en a. 

THEOREME 2. 

L'ensemble U (resp. U~) des points de V en lesquels 

œ est morphiqua (resp. inversible) est un ouvert non vide de \ 

Déi:1onstration. En effet• si œ est représentfe par 

t€3(Ay • V x V)• 1•ense111ble U (resp. u•) est la projt:ction 

sur V de l'intersection de Av avec l'ouvert complémentnire 

du support de div(f)- (resp. de div(f) - A). 

4. Diviseur d'une différentielle sur une courbe. 

Supposons donnée une différentielle œ sur une courbe 

V, Soit a un point de V• simple sur V• et associons-lui 

une diff~rentielle wo sur V 
' 

inversible en a (on peut, 

par exemple, prendre wo • dt • où t est un parnaètre uni-

tormisant de V en a)• D'apr~s le Th, 2, il existe un ouvert 

u de V • contenant a, tel que CAIO soit inversible en tout 

point de u • Posons alors ù) = r WO • avec f ~ Jt( V). Pour tout 

autre point a.'€ V 
' 

et pour c.>' • u' • t' construits de façon 
0 

analogue, la fonction f/f' est inversible en tout point de 

UnU' • d'après ,le th. 1. Autrement dit, les couples (u.r) et 

(U', r•) sont équivalents au sens de E, chap. III, n° 11, 

Si V est snns point multiple, la collection de tous les cou

ples (U,t) définit donc un diviseur sur V. Ce diviseur est 

appelé le diviseur d.e la diffêrentie11~~ w 1 et noté div(w). -
Si wE:Dk(V), il est clair que div(w) est rationnel sur k • 
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D'après cette définition, on a, pour toute fonction f sur 

V• le. relation div(f w) = div(f) + div(w). Pour ae:V • le 

coefficient de a dans div(w) sera noté va(w). 

THEOREME 2bis. 

Les ouverts U et U ~ intervenant dans le th• 2 sent 

respectivement les complémentaires 4es supports de div(w)• 

et div(w). 

Démonstration. Il suffit de se reporter à la démonstration 

du th. 2, en tenant compte du th. l, et de la définition ci

dessus de div(w). 

THEOREME 3. 

Soit V une courbe sans point multiple, et posons A= Av. 
Soit w une différentielle sur V • représentée pa.r f e. !,( â • Vl<V) • 

Alors on a 

( 2) div( u,) • prv U div( f) • â) •. A) • 

Démonstration. En effet• soit a€ V • et associons-lui 

une différentielle w
0 

sur V• inversible en a. Soit g 

1a fonction sur V telle que w = g 01
0

, et soit t
0 

la fonc

tion sur V)( V définie par f(x,y) = t
0

(x,y) g(x). Alors w
0 

est représentée par t
0 

sur le produit V x V. D'apr~s le 

th. l, on a donc (a,a.)4: supp(div (f
0

) - â). Donc le diviseur 

div(t) • â est repr,senti par g(x) en (a,a) sur V x V• 

Donc la projection prv((div(f)) - â). A) est représentée par 

g en a. Or div(~) est aussi, par définition, représenté 

par g en a • 

Les deux membres de (2) induisent donc 1 

quel que soit a, le même diviseur sur un voisinage de a. 

Donc ils coïncident. 

• • • I • • • 
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5. CocplGtion de l'anneau local d'un ~oint. 

Soient K un corps 1 v une v.aluation ae K , a valaurs 

réelles {i.e. telle que le groupe r Je ses valeurs soit un 

sous-groupe orèonné du groupe additif ordonné ees nombres réels), 

et soit R l'anneau de valuation associé. Il corr~spond à v 

une vnleur absolue de K • d6finie par lxlv = ex~(- v(x)) • 
... 

L'anneau R (resp. le corps K) co~plète du R (rcsp. K) rel~-

tivemcnt i cette valeur nbsoluo est dit coov1até de R (rcsp. K) 

relativement a v. 

En particulier, soit V une courbe définie sur un corps k , 

~t soit a un point simple sur V, rationnel sur k • Soit 

v = v
0 

la valuation correspondantu du corps Je fonctions 

K = jk(V); soient o = ~(a,V) l'anneau de valuation associé 1 rn 

son idéal mnximal 1 t un paramatre uniformisant de V en ~ 

(i.e. un g~nérnteur de m ). Consid~rons les complètés 
... 
o et 

de ~ et K respectivement relativement à v • Alors, tout 

... 
K 

élément de 
... 
0 s'écrit, d'une façon et d'une scul~ 1 sous la forme 

X = rm n 
a t n=O n 

oa les a. appartiennent a k. En effet, on remarque que tout 
l. 

élément f G; .2, est congru (mod !!!) è un et un seul ~lément de k, 

à savoir f(a). On peut donc par récurrence sur n, construire 

une sui te 

ait X : 

n-1 
remarquer que X• r 

i=l 
est congru (~od tn+l) 

d'éléments de k tellE: qu'on 

pour tout n • Il suffit de 

i a. t 
l 

est un élénent de 

à un élément de la fornc 

o tn I donc 

a. 
n • avec 

an E: k • (Cette ccnstruction a déjù été utilisée pour démontrer 

le th. 1 de E 1 chap. IV, n°1). 

. • • t . • . 
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Autreuent dit, l'anneau ô est iso~orphe n l'nnneau 

des sfries for~elles i coefficients dans k ~ton p~ut fcriru 

8 = k([t]] , en fciscnt l'iJantificntioc cenoniquu corr~srcn

dantc. De r:1ê;:1c, le corps K s'identifie à 1 1anncc.u de sérit:s 

formelles k((t)), ùe sorte que l'un quelconque de ses élfncnts 

s'êcrit sous ia forno 

avec 

X = r ... 
n=n 

0 

n €: Z • 
0 

e:. 
n 

Renarquc. On peut montr~r que ln nêue propriét& est V3ln-

ble pour tout ~nneau de valuation eiscratc c.yunt mSnu c~ract~

ristique que son corps r~siau~l. 

Rapralons que, si k[[t]J est l'cnnenu tle s~rics formelles 

sur k , et si u ~st un g6n~rutcur du son itl6al maximal, i.e. 

un élément de ln forne 
2 

u = c 1 t + c 2 t + •••• avec 

il existe un et un seul k-autonorrhis~a da k((t)), pour 1~ 

structurç ùe corps complet, appliqu~nt t sur u, On èit 

que u est une unifor~isante de k((t)), En particulier, tout 

paramêtre unifornisant de V en a est une unifcrcisantc du 

corps complêtf corrcs~undan~ 
.... 
K • 

6, Compl6ment : extension nlgfbrique l'un corps vnluci. 

LE~!ME 2. Soit K un corps compl()t r0lativemcnt à une 

valuation v I à valeurs réelles, Soit L unG extension nl~;

brique de degré fini n de K. Il existe une et une seule 

valuation w Qe L proloneennt v. Cette valuation est donn~~ 

par la formul~ 

(3) w(y} = ¼ v(U y) 

o~ H est la norm~ relntive a l'extension L/K. De plus, L est 

. . . / . . . 
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complet relativement à w. 

Démonstration. L'existence de w résulte du théorème de 

prolongement (E, chap. o, A, 8, th. 7, coroll.) 

Pour prouver l'unicité, introduisons une base (a. ) 
1 

( l .!. i .!. n) de l 't-xtension L/K. Pour y€ L, exprimé sous la 

forme y= l x. a. (x
1
,€ K), on a Ny = P(x 1 , ••• , xn)• où P 

i 1 1 

est un polynôme homogène de degré n à coefficients dnns K • 

Montrons que, pour ye.L, tel que v(lly) = O, on a n~ces

sairement w{y) = 0. Supposons en effet qu'on ait, par exempl~, 

w(y) <O. Alors, lorsque l'entier 
absolue 

tend vers zéro pour la valeui=Y I lw 

m tend vers l'infini, ym 

• Or 1 définit sur 
w 

L une structure d'espace vectoriel normé compatible avec la 

valeur absolue 1 1 de K. D'après les propriétés des espaces 
V 

normés, cette norme équivaut a celle définie par Il Y~ = s up · 1 x · 1 • 
1 1 V 

Si, pour tout 

(pour i fixé) 

m ton pose ym = l X 
i mi 

tend vers zéro quand 

a. , chacun des x 
l mi 

m ~ œ. Donc (Ny)m = 

a P(x ••••• x ) tend aussi vers zéro. Ceci implique 
m1 mn 

1· , 

i.e. v(Ny) > o. contrairement l l'hypothèse. 

On a donc prouvé que v(Ny) = 0 implique v(y) = O • Or 

on a N{yn/Ny) = l • On a donc w(yn/Ny) = 0 , d'oa résulte 

la formule (3). Le raisonnement pricédcnt montre en outre que 

L est complet relativement à w 1 C, Q, F. D. 

Remarque l. Le lemme précédent est valable en fait pour 

toute valeur absolue de K • archimédienne ou non ; la démons

tration ci-dessus de l'existence de w reste alors valable en 

effet sans modification; quant à l'unicité de w, elle résulte, 

dans le cas archimédien, du th,orème d'Ostrovski. 

Si K est un corps muni d'une valeur absolue v • si L 

... / ... 
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est une extension de X• munie d'une valeur absolue v pro

lon~eant v • et si l'on note r et A les groupes de valeurs 

respectifs de v et v, 1•indice e = (A : r] (éventuellement 

infini) est appelé ordre da ramification du l'extension L/K 

relativement à w (ou relativement à v, lorsque le prolon

gement est unique}. Dans le cas du lemme 2, on a n Ac rcA. 

r 
Si v est 

d ~ s 't ê g e.YTl e~.!!..~! ..... ~.Y cl i ~ 
est cyclique, i.e. v est discrète, et 

l'indice de ramification e est un entier fini divisant n • Plus 

précisément, on démontre alors la formule n = e f, où f est 

le degré résiduel de l'extension L/K • i.e. le degré de l'exten

sion L'/K' • où K' et L' sont les corps r5siduels respec

tifs de v et w. Dans le cas plus particulier qui nous inté

resse, les corps K et L sont re,pectivement isomorphes 

A des corps de séries formelles k((t)) et k((u)), de sorte 

qu'on a K' • L' • k • d'où f = l. Bornons-nous à vérifier 

que la formule a bien lieu dans ce cas 1 i.e. qu'on a alors 

n • e • En effet, r et A sont cycliques, et respectivement 

engendrés par v(t) et w(u). On a donc v(t) = e w(u). de 

sorte que t/ue est un élément inversible de k[(u]]. On en 

déduit que tout ,1~ment de k[[u]] (resp. de k((u)) ) est d9 

la. forme e-1 x
0 

+ x1 u + ••• + xe-l u • où les xi appartiennent 

à k [[t]] (resp. k({t)) ). Bn outr~. la relation x
0 

+ x1u + ••• 

e•l + x 1 u = O n'est possibl~ que si les x. sont tous nuls e- 1 

(sinon l'un des termes du premier meinb:re a.ura.it une v11luation 

strictement plus petite que celles de tous les autres). Dortc 

e-l 1 1 u,•••• u forment une base dë l'extension k((u))/k((t)) 1 

... / ... 
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et on a bien n = e • 

Remargue 2. Si on norme w de façon que son sroupc de 

valeurs A soit z • on a r = c Z (et non r = ~). Si v' 

est la valuation de K équivalente a v, et admettant Z comme 

groupe de valeurs, on a, d'après le lemme 2, 

w(y) = v'(lf(x)) 

d'où,en particulier, pour x E K 

w(y) = e v'(k). 

Considérons maintenant un corps K muni d'une valuation 

à valeurs réelles (ou, plus génêr~lement d'une valeur absolue) 

V • non nécessairement complet. Soit L une extension algébriqua 

de degré fini séparable de K • et soit V une valeur absoluë 
... .. 

complétés de L prolongeant V • Soient K et L les rcspec-

tits rel~tivement à 
... 

de K et L V et w • Le corps K est 

cnnoniquement isomorphe à un sous-corps de t. L'extension 

L/K étant supposée séparable, on a L = K ( z), avec z e. L • 

D'après le lemme 2, le corps K(z) est complet pour la valeur 

absolue induite par w. Com~e ce corps contient L = K(z), il .. 
cotncide avec L. Par suite 

... ... 
L/K est une extansion algébrique 

de degré fini. Son degré [L: K) est appelé degré local de 

l'extension L/K relativement à w • 

LEMME 3. Soit K u~ corps, muni d'une valeur absolue v, 

et soit L une extension algébrique séparable de K de degré 

fini n. Ilnuxiste,~n nombre fini de valeurs absolues w. 
l 

de 

L prolongeant v, et one n = I n. , où 
• l. 
l. 

local de l'extension L/K relativement à 

n. 
l 

w. • 
l 

est l,a degré 

Démonstration. L'extension étant siparable, on n L = K(z), 

avec z € L , Soit P le polynSme irréductible de :z; sur K • 
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.... 
Notons encore K le complété do K relativement a v, et 

introduisons une clôture algébrique K* de 
... 
K. Sur le corps 

... 
K. le polynôme P se décompose en facteurs irréductibles sous 

la. forme P = P1 •••Pr. Montrons d'abord qu'à: tout facteur 

P. 
l. 

(l ~ i ~ r), il correspond une valuction w. 
l. 

de L pro-

longeant v • En effet, soit z. une racine de 
1 

P. , et posons 
1 . ... 

L! = K(z.). D'apr~s le lemme 2, il existe une et une seule 
1 l. 

va.leur absolue v! 
l. 

de t! 
l. 

prolongee.nt 
... 

V• De plus, L! 
l. 

est 

complet• et, plus précisément, est le complété de K(zi)• pour 

cette valeur absolue. Puisque P(zi) = 0, il existe un K-iso-

morphisme a. . K(zi) ---t L tel que a.(z.) = z En tra.ns-• • • l. l. l. 

porte.nt v! pa.r a. • on obtient une valeur 
l. l. 

prolongea.nt V ; de pl.us, a. 
J. 

se prolonge à 
. 

(pour la structure de corps complet} de L! 
l. 

correspondant 
... 
L. de 

l. 

: K] est 

L. Le degré local 

égal à deg P. • 
1 

n. 
l. 

e.bsolue w. de 
l. 

un isomorphisr.ie 

sur le coopli1té 

correspondant 

Inversement 1 soit v une valeur absolue quelconque de 

t prolongeant v, et soit t le complété de L relativement 
• 

à v • Comme on a vu, K est isomorphe à un sous-corps de t, 
et on a L = K(z). Il existe donc un K-isomorphisme ode 

... 
L 

... 

L 

sur un sous-corps L' de ""* K. L'image est n6cessnirement 

une racine z. 
J. 

de P, donc de l'un des facteurs 
... 

P. • De plus 
1 

est uniquement dGterminé, car L' est unique à un 
... . 
K-1somor-

phisme près, On a nécessairement L' = K ( z. ) = L ! ; par suite• 
l l. 

A 

la valeur absolue w• de L' transportée de v par o coin-

cidc nécessairement avec wt • donc aussi 
l. 

avec 'W'. • 
l. 

On a donc montré que lds valeurs absolues de L prolongeant 

v ne sont autres que les w • • On a de plus 
l. deg P = r. deg P. ; 

l l. 

... / ... 



ce qui donne bien 

7. Revêtements. 

- 33 • 

n 111 I, n. • 
l. 

l. 

Soient V et W deux variétés complètes sans point mul

tiple, et soit 9: W + V un morphism-e. Lorsque 9 est de 

degré tini, génériquement surjectif (ce qui implique dim V• 

• dim w), et tel que l'ensemble (ç- 1 )e{a.) soit fini pour tout 

a€ V • on dit que c> est un revêtement de V • En particulier 

si A et B sont des variétés abéliennes, toute isogénie 

l3 + A est un revêtement de A • Autre exemple : tout modèle normal 
canonique d'une variété V au sens de E, IV, 4 est un revêtement de V. 

THEOREME 4. 
Soient V et W deux courbes complètes sans point mul-

tiple. Tout~ aprlicntion rationnelle non constante O: Y+ V 

est un revêtement de V. 

Dét:1onstrat ion. En effet, pour a e: V• 1 • ensemble 

est distinct de W (car sinon on aurait • et 

• serait constante, de valeur a). Donc l'ensemble {o-1 )
8

(a) 

est fini. D'autre pa.rt, pour bE:,i, l'ensemble çie(b} des 

valeurs de ô ~n b est distinct de V (car r 9 est distinct 

de b x V), donc ~st fini. Comme b est simple sur W • 9 

est morphique en b • en vertu de E I chap. IV, 2, th. 3 • 

Donc + est un morphisme. Donc 9 est bien un revêtement de 

V , car \1 est génériquement surjective, puisque non constante. 

Conservons les notations du th. 4 ; introduisons un corps 

k de définition ùe V, w. 9, un point générique y de W sur 

k, et son image x • 9(y}, générique de V sur ~. Posons 

K • Yk(V) = k(x), et L = Jtk(W) = k(y). Soit aE.' V , et consi-

dérons la vnluation discrète v = v de e. K • normée de façon 

que l'ensemble do ses valeurs soit Z. Soit w une valuation 

... / ... 
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de L prolongeant v. La place p = Pa de K , associ~c 

à v =va, peut être prolongée à une place À de L, asso

ciée à w, à valeurs dans O. Comme w est complète, À 

est de la forme pb, où b est un point de W I donc équivalente 

à vb • De plus, on a nécessairement a = 9 (b), i.e. b est 

l'un des composants de l'ensemble (9-l)e(c.). Soient 
... 
K èt 

aont les complétés respectifs de K et L relativement à V 

et w. Le degré local [L: K] est encore égal à l'ordre de 
....... 

ramification de L/K 

L/K. On l'app~lle ordre de ramification de 9 en b • 

... 
L 

D'après le lemme 3, si on note b. les composants de l'enseoble 
l. 

(<ti-l)e(a.), le degré de ◊ est ép-al .. r. e. où e. est n a t 1 l. 1 

l'ordre de ramification de 2 en b. 
l • 

THEOREME 5 .. 

Soient V et w ùeux courbes complètes sans point mul-

tiples, et soit 9 . w + V un revêtement cle degré . 
Pour tout point a de V , le clegré du diviseur ❖-l(a) est 

é·gal à n • 

Démonstration. En effet, le diviseur ❖ -l(a.} est par 

définition, reprêsent~ en l'un quelconque des points b. 
l 

pe.r 

la fonction t o 9 sur W, où t est un paran~trc uniformi

sant de V en a • Or on a va(t) = v~(t(x)) = l. Pour tout 

i , le coefficient de b. dans le diviseur Q-1 (a) est ~gnl 
l. 

à vb (t), donc à l'ordre de ramification c. de 9 en b .• 

n • 

i 1 l 

Le degré du diviseur 9• 1 (e.) est donc l e. = n (dans le cas sép
rable, cf.6, lemme ,;dans le cas général, cf. cou:i:Î,s 1~66-67, ch.I, th.7.2.). 

COROLLAIRE. Si V est une courbe compl~te sans point 

multiple, et si f est une fonction sur V, le degr~ du 

.diviseur div(f) est nul. 

. .. / ... 
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de f • Cc morphi smu c s t un rl.!VÔ t<J::1.::n t ch.: 1P 
1 

, ~ t (,Il 11 

div (f} = ?-l(~), o~ c est 1~ diviauur O - m J~ P1 • 

D'npras lu th. 5t on a de~(o- 1 (0)) = der(~-l(m)) = n , en 

posant n = deg(t~). On Q donc bien ~~s(div(r)} = o • 

Il est co~~otlu d'intruJuirc un~ vnrinnta <le lo notion 1~ 

k-diff&rcntielle d'un corps K, pnrticuliPr~ eu cns où 
... 

K = K est co~plut rolativ~m~nt a une vuluation v triviale 

sur k • Cctto notion su ùffinit cc~mu dnns E, Chup. III, n°1, 
... 

r.uiis en rcmp,lnçt'!.nt le K-cspt~ct: v0ctorii::l D pn.r un K-ei:pPce 

vectoriul topologique D' , et ~n exigeant qu~ l'applicnti(n 

d soit continu~. Cet uspac~ D' = D'(i) ast uniqua ~ un loomor

phiame pras, pour ln structura J'cspnca vectcriol topnlociquJ 

sur R. 
.... 

En particulier. prenons pour K le corps .. 10 for-

mellcs k((t)), muni de ln valuntion discrèt~ cnnoni1u~ v, 

a.ssociéo à l'annenu ô = k([t)] • Un élé.ccnt fE:k((t)) 1,cut 

s•&crire sous lo. forme 

t • I 
n~n

0 

tn • nn 

La. définition préc~ùente entraîne 

df • (L 
n>n 

- 0 

Dans ce cas. l'espace Dk(Î) est donc do dimension l 

sur Îè , et cngcntlrJ pr~r dt • Une différenti<Jll{; w € Dk (K) 

s'exprime sous la. for:nc g è.t , cvcc g E: KI i. c. sous lo. forme: 

-1 a._1 t + f 
O

) dt 1 

a.vec f ë ô • Le coi=fficient 
0 -

est 1:..ppelê l.:: 

• • • I ••• 



,, 
r6sidu do w rclRtir d t (tcrminol0gic provincir~), ~t note ______ ,...... ______ _ 
Restw. Ce symbole poss~d~ les propriGt6z 6viJcnt~s suivantes 

(n) - Restw dép~nd k-1 in,: ni rct:ic:1 t ÙC w 

(b) Rus s•anuulc 
... 

dt i.e • f €Ô ='I Rest 1 dt= - t sur 0 • 0 0 

• 0 • 
(c) 

... 
Rcst{ùf) - r~ K =:::;> = 0 • 

THEORENE 6. 

nestw ne J.épcnd pc.s èu choix du l'unit'or::.is·i.nt,i t • 

D6Monstration. ln uffut, soit u un0 autre unifcr~i~ant~ 

de f • On a U = gt , on 
On a donc u- 1du = g-l 

g ~st un il~~~nt invernible de ê. 

dg + t-1 dt • 
-1 ... Or on o. g dg€ .2, ùt ()n donc Res 

-1 
du • Il t u 

-1. = Re.s,:. t, dt. :: 

• 1. Puisqu~ Rest et Res s'nnnulcnt sur a dt 
u ·- •~du • 

il suffit ùe vérific.r qu'on n 

Res t-tt <lt = 0 
u 

pour tout m > 2 • Co résultat est imillêdiat en cnract.érictittue -
.. ( ) -m t ,. O, ù'o.pres c , car, dnns cu cns, t d ~st la ~irrerentielle 

de ( 1/1-m)tl-m. Pour puss~r nu cas o~ l~ carbct~ristique p 

est qu~lconquc, exprimons t sous ln forr-c 

t = u + b 2u2 
+ ••• + bnun + • • • 

De cette relation, on tire, ~our tout m • 

t•m~t • u- 0 du(l+c
2

u2 + ••• + c un+ ) . . n • • • 

où les c. 
J 

s'expriment en fonction e~e b. 
1 

P universels, a coefficients dans 
m-1 

Z • Or on r.~ 

D t .. • "' .. 'I • c 1 • apres ce qui preceue, m-
lorsquton prend pour des élém~nts ~rbitr~iros d'un c◊rp~ 

quelconque d~ caractéristique O • Dç,nc ~, 1 ost i<lvntiqucment 
" -

nul, et on a ùans tous les c4s c~-l = 0. 

• • • I • •• 
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T~nant compte üe ce th6or~mc, ~n suppric~rn l'in lice t 

dans la notation du rGsidu, i.u. on Jcrira Res w (eu 

au lieu de Restw • 

Soient a nouveau V une courbe, a u'n point sir.:iplo de V • 

k un corps de dGfinition de V ut de o. 1 et t un ~nrnn~trc 

uniformisant de V ~n a. Soit v = v la valuation corr~so. 

ponùante, et rosons o • ~k(a,V), K • ~(V). Confor~émont 

aux conventions du n° 51 identifions K a son image cnnonique 

dans son cooplété • K, lui-m3rao identiti& au corps k((t)). 

L'espace Dk(V) • Dk(K) des k-différentielles sur V se 

plonge ccnoniquement dans l'~s~ace 

.... 
avec son image dans Dk(K). ?our fEK I la. difffrentielle df 

a alors la même signification lorsqu'on re~erde f comme 

élément de K • et lorsqu'on le reearde commt: élément de R. 
Si "' est un Gl6ment de Dk (V)• la résiclu Rosv"' ne 

dépcncl que de Cl,) et de a • mais non du choix du corps k • 
Pour cette raison, on l'appelle résidu d·~ Ill ~n a • et on lu 

repr,sente égo.lement par la notation Reso.111 • Lorsque 111 ~st 

morphique ~n a, on a Resa w • O • On voit sans peine quo 

Resa w est invariant par touto transformation bir~tionnelle qui 

est bimorphique au point a, 

9, Formule des r~sidus. 

Soit V une courbe complète sans point multiple• et soit 

c.u e-D( V}. Pour tout point a de V n'appartenant pas au su:,port 

do div(w)• • w est morphique en a• et on a donc resaw • 0 • 

Comme les composants de div(w)• sont en nombre fini, la somme 

I reea w, ~tendue à tous les points de V• est d,tini&, 
a 

• • • I • • • 



THEOREME 7. 

On a la formule dite f~rmule des résidus) 

1 
a 

Res w = 0. 
a 

Bornons-nous, pour l'instant, à démontrer ce théorème 

dans le cas particulier où V est la droite projective F
1 

• 

Soit k un corps de définition algébriquemnnt clos des 

composants de div(w). Le corps K • Jrk(V) est isomorphe à 

k(X), où X est une in~éterminée, et w est de la forme 

f dX • avec f e: K • Décomposons f en éléments simples sous 

la forme 

où les a. 
J. 

A. 
f • I ll-l 

i,1-1 (X-a. )l-l 
l 

+ f 
0 

sont les pôles de f, les A. des éléments è.e 
J. \J 

k I et f
0 

un polynôoe. 

En tout point~ distance finie a diatinct des pêles 

a. • on a 
l. 

Pour 

f(X) 

d'où 

Resaw = 0 • D'autre part, on a Res
8

_w = Ail • 
l. 

évaluor Res w • posons X • l ; c-?le. donne 
CIO u A. ul-l 

= g(u) = I l JJ + f ( u- 1 ) 
i,µ (1-a..u)JJ 0 

l 

w == -g(u) ~ = 
u2 

A JJ-2 . u 
l \J 

On en déduit Res 
00 

w = - L Ail , d'cù la formule des 
i 

résidus , dans le cas particulier considéré. 

Pour passer ~u cns général, on va utiliser une propriété 

de la trace d'une diff~rentielle. 

10. Trace d'une differenti~lle. 

Soient K un corps, L une extension algébrique de 

degré fini. La trace tl'un élénent y e: L relativement à 

. . . / . . . 
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l'extension L/K est notée Tr y, ou TrL/Ky • Si v ~st une 

valeur absolue de K, et si L est une valeur absolue da L 

prolongeant K on appelle trace locale de y relativecent 

l w, et on note Trv/vY • la trace de y rel~tivemcnt l 
... ... ... 

l'extension L/K, où R et L sont les complGtés ccrresponùants. 

LEMME 4. Soient K un corps muni ~•une vcleur absolue 

v, et L une extension alg,brique séparable de degr6 fini de 

K • Alors, pour y e L , on a 

Tr y= I 
i 

Tr / y W, V 
l. 

oa la somme est étendue a toutes les vcleurs nbscluos v. J~ 
l 

L prolongeant v. (cr. Lemme 3). 

Démonstration. Comme de.na le lemme 3, introduisons un él~

ment zs L primitif sur K • i.e. tel que L • K(z), puis le 

polyneme P irréductible èe z sur K, et sn décomposition 
.... 

P • P1 ••• Pr en facteurs irréductibles sur K. Alors Tr z 

est la somme des racines de p • tandis que Tr 
w i 

z est ln s o:::u:ic 

des racines de P. On ùonc Tr r Trw. /vz 
. la foroule • a z :: 

1 1.2. 
l i l. 

de 1•~noncé est sa.1.isfaite pe.r z • On peut supposer K infini 

(sinon K et L n'admottrnient que la valeur absolue triviale)~ 

Comme il n'existe qu'un nombre fini de corps interm~diair~s entre 

K et L I il existe u et <s' E K I distincts, tels qu'en nit 

K(y + az) = K(y + a'z). Désignons ce dernier corps rar L' • On 

a y + «z ~L' et y + Sz €L' 1 d'où (a-sOz EL', d'où zE: t• 1 

~•oa L' • L. Donc z' =y+ QZ ost un ll~ment primitif de L 

sur K. La formule de l'énoncé ~st satisfnitc par z et z• , 

donc aussi par y C • Q., F. D. 

Soit Q: W + V un revêtement défini sur k et posons 

... / ... 
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~ 

à nouveau L ::a Jik(W) , K = Fk(V) • La trace d'une fonction 

t EL relativement à l I extension L/K est encore o.pr,elée 

trace de f relativement à ◊. 

Supposons maint~nant que 9 est séparable. Soit 8 un 

élément de Dk(V) = Dk(K), i.e. une différenti~lle sur V, défini~ 

sur k (ou encore une k-différentielle de K). On a une injection 

canonique Dk(V) + Dk(W) obtenue en faisant corr~spcndre à 8 

sa transposée e o 9 sur W (c'est d'aill~urs aussi l'injection 

canonique Dk(K) + Dk(L) considfrée dans E , Chap.III, n°2). 

On conviendra d'identifier 8 avec son image par cette injection 

canonique. Soit maintenant w € Dk(W) = Dk(L) • Pour 8€ Dk(V)1' 0 

quelconque, on a w = g 8 , avec g é L • On appelle trace de w 

relativement à 9 1 et on note Tr w, ou Tr
9

w , le. différen• 

tielle (Tr g}8 • Cette dffinition a un sens, car il est cl3ir 

que cette différentielle ne dépend que de w • mais non du choix 

de 8. On voit en outre que Tr
9

w est linéaire en w et que, 

pour f €L , on a Tr
9

(df) =- d(Tr~f). 

THEOJ\!JIIE. 8. 

Soit 9 : W -+ V un revêtement sêparc.blc. Soit a~ V , et 

notons b. 
1 

les composants de l'ensemble 

pour toute différentielle w sur Y• on a 

I. Resb. w 
1 1 

= Res ( Tr w). 
a 

Démonstra.t ion. Pour tout i • pesons v i c vb. • Si t est 
l. 

un paramètre uniformisant de V en a I et si w = f dt , on 

a Tr w =- (Tr f)dt • D'après le lemme 4 • on n d'autre ~art 

'l'r f • r 'l'r f • Il suffit donc de dé1:1ontrer qu'on a• pour tout v. i l. 

Res w = Res ( Tr f) dt w. V W. 
l. l ... / ... 

i 
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o,aianaat par b l'un quelconque des points b. • il est 
l 

nat•r•l t'appeler trace locale de w relativement à • la 

4itthentielle {Tr / t)dt 1 et de la désigner par Tr / w 
W V W V 

(oa Yéritie sans peine que cette différentielle ne dépend pes 

du choix de t ). 

Il nous suffit, dans ces conditions. de démontrer le lemme 

suivant (où l'on pose v =va, w = vb). 

trace locale Tr / • W V 

= Res Tr w, où 
V 

Tr désigne la 

• 
Démonstration. Soit t (resp. u) un& uniformisante de K 

(resp. L). Par linéarité, il suffit de démontrer ln formule lors-

que w est de la forme .Ill 
w • u dt • où m € J' • Si e est l'ordre 

de ramification de L/K relativement à v (i.e. le degré 

(L:K] , on a une relation de la forme 

(4) t • ue{l+a 1u+ ••• + a
0

u0 + ••• ) 

Dans le cas on la ce.ractéristiqua est O, tout ,1ément 

inversible de ! admet une racine e-i~me dans ! ; ~n 

remplaçant, s'il y a liau 1 u par une solution u' de t • u'e, 

on se ramine eu cas où t = u8 
• Le tléoonstration de la formule 

est e.lors élémentaire. En effet, on a m = eq + r • avec qe z 

et 0 < < e-l qui donne tq r dt d'où r • ce w = u • -
ur) tq {:t4dt 

si r,o 
1.'r w • (Tr Jt = 

si r=O. 

On en déduit 

= {:._m si m-#-e 
Resv Tr w 

si m=-e 

On a d'autre p~rt 

Resw w = RHsv e um+e-l ~u 

... / ... 
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et la formule est bien démontrée dans ce cas. 

Supposons maintenant que la caractéristique est quelconque, 

t et u étant liés pa~ (4). 

On a 

m Resw u dt= -ma • -m-e 

D'autre part, coume on a vu, e-1 1, u, ••• u 

base de l'extension "" ... L/K. Pour obtenir la trace de 

f"orment une 

m 
u • on 

peut considérer l'endomorr,hisme 
... 

re"ardé comoe es~ece vectoriel sur K. Not~ns M • (c ) 
u j;' m m· • lJ 

e • l~j ~e) la ~atrice correspondante. Les 

sont des élêments de 

où les coefficients 

k((t)), donc de la form~ 

s'expriment par des 

i coefficients dans Z en fonction des an. La trace de 
J:l u 

étant égale à cell~ de ln natrice Hm• son résidu s'expririe 

aussi par un polynôme universel Pm ~n fonction des an. 

D'après ce qui pr~c~d~, ce polynôme Pm prend la valeur 

-m a-c-e lorsqu'on prend pour •i••••• sn•••• des ilêments 

arbitraires d'un corps quelconque de carectiristique O • Donc 

est identique.. à 

dans tous l~s cas. 

-o a , et le lecme est démontré .. r.1 ... e 

Fin de 1~ démonstrction du th. 7 {formule des résiaus). 

Soit r une fonction non constant~ sur V. Elle se prolong~ 

à un tiorphisme r•: V + 1P.J. , qui est un revêtement séparable de p1 en 
choisissant pour f un élément formant une base de transcendance de 'J/k(v) • 
Pour tout aCIP • on n, d'e.près le th. r,récé..!ent, 

I Resb w = Resa Tr w 
b/a. 

où Tr est le trcc~ rel~tive à 

la somue ét~nùue aux cooposcnts b 

• et où r 
b/n 

de l'ensemble 

désigne 

<-;l(a). 

• •• I • •• 
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On en déduit 

I Resb w = I r Resb w 
b a bJa 

• r Res ( Tr 
a w) • 

a 

11. Ré:12artitions. 

Soit V un~ courbe complète sans point multiple 1 définie 

sur un corps algébriquement clos k • A tout point a E. V • assc•

cior.s le complété Ka du corps K = Îk(V) relativement à la 

valuation va • 

Un~ rfpartition t sur V est définie par la donn~e, 

pour tout o.~ V • rationnel sur k , d'un élément 

avec la condition v (t ) = a "pour presqu~ tout a a 

... 
t e K • a a 

aev "• i.e. 

pour tout a n'appart~nant pas l un sous-ensemble fini de V. 

L~s répartitions formdnt une algèbre sur k • qu'on notera 

R • ou Rk • 

On a un i som,.1rphi s!lF, canonique de l{ sur un sous-espace 

de R • -.Jbtenu en fajsant corr~spcndre à f€K la répartition 

définie par t = f quel que soit 
a 

a. On id~ntifiera cano-

niquem~nt K avec son image par cet iso~orphismc. 

Soit d un diviseur sur V. L'ens~rnble des repartitions 

tttR , telles qu'on ait v (t) >.vël.(cl) peur tout f..é.V ,avec la 
convention v (div f)::va(f) proloirgée

8
à m(v) d'après E,III,14,th.12). 

est un soul-k-~spe.cc v~ct0ri1;:l d1,; R, qu':rn dfsip.:n~ par S(d). 

L'int:::rsection S(~)("'\K s~ c,,mpose dL'S f'cnctions fEK 

telles qu'on ait div(f) ~ -i; cette intèrsccticn ~st donc 

l'espace L(.~) introduit dans E, Ch. IV, n° 6. On sait qu._i 

la dim~nsion d~ cet ~space L(d) est fini~ (E, ch. IV, 6, 

th. 12). On dèsign~ra c~tte dimension p~r t(i). 

Si a üt b sont d~ux divi~èurs sur V, il est clair qu~ 

. . . / . . . 
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les relations a > b et s <2:) :> S(!:,) sont fquivalcnt'-'s• - - -
LEMME 6. On a, p•:·ur a > b t 

[s (,!) . s (!?_)] = <leg a. - deg b • . -
Dimonstratiun, Pour t0ut divis~ur d sur V• S{i) est 

.va(d) 
somm~ directe des t - ô , regard~s comme ~spacès vecto-

~ -ti. 

ri~ls sur k {en désiinant par ta un paramètre uniformisant 

de V en a , dêfini uur k ). Dcnc 1•~spac& S(,!)/S(~) est 

k-isomcrphe à le somme directe des esraccs vectoriels 
-\/ 

F = (ta ô ) ô , où l'on pose v = v (a) - v (b) puur tout a a -~ -a a n - a -

a. • Or F est 
&. 

[s <.~) : 

de cZ.im~nsion v • Donc on a 
a 

v = deg ~ - dee b. 
a 

LEm-1E ·7. On c pour A.~ 1L 

,. , , l 
o,manstrnticn. On n la propriet~ sener& e suivante 

ces vectoriels : ~~ient F1 , r2 et G trcis sous-espnc~s v~c

tori~ls d'un m~me ~spnce vectoriel E , tels que 

on a 

En effet, on r~:.!arqu~ gue le diagramme suivant 

les r1iches horiz~ntales du bas sent des isomorrhisAts. Il 

suffit de romnrq~er que les fléchcs nbliques du ~as sont 

injectives, et de comparer leurs couoyoux. 

• • • I • • • 



- 4 5 ·-

Pour un d&duire le lemm~, on prend 

et G = K • 

Corollaire. r(d) = dec d - &(~) est une fonction croicsnnt0 

de d • 

Rcmnrquons quo les entiers dce i et t(i) nè sont pas 

modifiJs lorsqu'on njouto l d - le divis~ur d'un~ fonction. Ces 

dc:ux entiers ne dÈ::pt:ndcnt donc què de ln cltH:is,: de d sui

vant ln relati~n d'Jquivaleucc linf~ir~ (cf. n° 1). Il ~n 

LEMME 8. L'entier r(.~) ndm~t unt:: berne supérieur,? r
0 

• 

Pour d tel quo r(~) ~ r
0

, on n R = S(d) + K • 

D~monstration. Soit f un~ foncticn sur V, non ccn~tnntu. 

dffinie sur k • it notons b la ~ivisuur d~s pOl0s div(f) 

Commençons par montror que, pour m entier~ 0, lo nombre 

r(m l) adm~t en majorant ind~pen~unt de m. En dff~t, soit x 

un point g6n6riquu d~ V sur k, et posons y~ f(x). L'exten

sion k(x)/k(y) est ulg&brique de d~rr6 fini n • IntrotluiRcnu 

d,; i' e.çon que les z . 
J 

soient dnticrs sur 1•~nn~nu k[y] • Tout 

p6le b de l'un des z . 
J 

~st cont<.:nu dans supp b , i. •..!. 

un r,ôle de f . en effet, il existt: une plnce p d'· k (X) . 
trivi~le sur k , tellu que p(x) = b t et p(zl) = °" t donc, 

d'après Et ch. o. n. 3, th. 2. on ~ '1USBÎ p (y) = :.. • On puut 

donc trouver un entie~ m
0 
~ O tel qu~ -t't b < ùiv(z.), 

0 - - J 

a, t 

z. ~ L(:m b) pour tout 
J O -

j • Pour tout coupl~ d'onti0rs 

tels quo O ~ t ~ s , on a üonc -(m +s)b < div(yt z.}, 
0 - - J 

t s fixé, les y z. 
,1 

• • • I • • • 
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(0 !, t !, 1 1 l 

k. On a donc 

< j < n) - - aont linéairement indépendante aur 

ou encore, en posant m • mo + 8 • 
.t( Dl b) > ( m • m + l)n - - 0 

Or (n° î, th. ;. coroll 2). on a aeg b • n. On a donc 

r(m b) < (m 
- - 0 

- l) n 

et on a bien montré que r(m k) est majoré. 

Soit maintenant d un diviseur quelconque sur V. Montrona 

qu'on peut trcuver un élé~ent u de k(yJ et un entier m ~ O 

tels que div(u) + Dl b > d • Pour cela 1 posons d • r a. + d' - -- - i 1 -
o\l les a. (l < i < i ) n'appartiennent pas l supp k, et 

l. - - 0 

où d' diviseur + est un sur .2. tel que aupp d' C aupp ~ . - - • 
pour tout i I la tonction est morphique et 

s'annule en ai ; d'autre part, les pales de ui et de t sent 

les mêmes. On a donc div(u.) + b > a. ; il existe d'autre 
l. - - 1 

q tel que d'où q b > d' ; - --part un entier 

possnt alors ij u. • u I et m • i
0 

+ q • on a bien 
l. l. 

div(u) + mb > d. - --

On a donc bien montrê est majoré. Pesons 

un diviseur tel que 

sup r(4) • T • 0 

et prenons mBintenant pour d - • r • 0 

Pour tout diviseur .! sur V • on a S(!) + K :> S(.!,+!) + K :> S(!,) 

+ K • On a donc S(!) + K.:>ua(S(!,) + K)::> ua S(!,) • R • d.'011 -
S(!) + K • R • 

COROLLAIRE. Pour tout diviseur ~ sur V• on a 

(R : S (,!_) + K] < <» 

• •• I • • • 
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12. Genre d'une courbe. In~galité de Riemann-Foch. 

Pour tcut diviseur a sur V, on posera i{!.) = 

= [R . S(!.) + K] • La relation ( 5) inteJ'venant dans le lèmme . 
7 s'écrit sous la forme 

- t (!.) + de1< a .. i (_!) = - R. (!:_) + deg b + i (.2.). 

Autrement dit, le nct:1bre entier ... .t (~) + dt: g n. + i(!,) 

ne dépenù pas de !. , mais seulement de la courbe V. Le nombre 

est appeli le 5enr~ ~e V. Comme i(~) est p0sitif, en u 

.t(o.) > deg a.+ l-g - - -
(in~galit~ de Riemann-Roch). 

Pour ~ = 0, on a deg a= 0, et J(~) = l • 

On a donc toujcurs g > O • 

On va maintenant• p0ur calculer le termt i(!,), nppclf 
, 

inJice ~è sp~cialit~ eu ~ivis0ur ! , utilisdr une proprifté 

do dualit~ &utre 1•~spcce R des rfpnrtiti:ns dt celui 

D = Dk(V) d~s diff6rentielles sur V, d~finius sur k • 

A t<.•ut C(IUple (u.1,t} c,:,;mpr:,s,: '.l'un~ Jif~sir-é:ntielle wÇ D 

et d'une rer,nrtiti~>n ~ER , on !lssocit 1 •.:1f,11.cnt 

< w,t > = L Resa~ ~a.) 
a 

J\i:! k ; dn.ns c..:tte fcr1:1ule, la sc:,zme I est etendue l tcus 
a 

nul pour proE~u~ tcut a. 

Il est cleir qu~ < w,~ > ust un0 f0r~u k-bilin~airc 

en w et ( • On a de plus < ~f,t > = < w,ft > qu~11~ que 

s c i t f e:: K • D ' 1 ut r e part c n al t t:i ::. .j c u r s < w , E; > = 0 , q u ,.-11,.= 

qu:C; s,,it w , lorsque E;t K , d'c.,pr,)s le. for-iule i'!~s :rêsiùus • 

• • • I ••• 
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Pour tout diviaeur ~ aur V, noua désignerona par 

E(~) le aoua-eapace vectoriel de D compoaé des dittéreatiellea 

(l)E'D telles que div(w) ~ .!. • On a toujours < w,t > • 0 

loraque (l)EE(~) et tES(,!) (car alors «.t1t
8 

est morphique 

en a quel que soit a• donc a un réajdu nul en a). 

Pour toute différentielle w e D • notona w* la forme 

linéaire R + k définie par w•(t) • < w.t > • Pour wE:E(~) 

-• s'annule sur S(,!) + K • d'après ce qui précède. Autrement 

dit, ai l'on note R•(,!) l'espac~ vectoriel compcsé des formes 

♦: R + k s'annulant sur S(~) + K • le k-homomorphisae 

induit un k-homomorphisme 8 : E(e) + R*(a). 
a - -

Soit R* la réunion des espaces R•(.!,), pour tous les 

diviseurs a sur V• rutionnels sur k (i.~. le sous-esp~ca 

du dual de R composé des t qui s'annulent sur l'un au 

moins des S(,!) + K ) • Il est clair qu'on a Im 8 c R• • de 

sorte qu'on peut regarder e comme un k-homomorphisme D + R*. 

Re:carquona en outre que R., peut-être regar~é comme un 

espace vectoriel sur K: on f~it opérer K dans R~ en posent 

(f 9)(t) • 9(f t), pour ♦ ER•. De plus, le k-ho:comorphis;:ne 

8 : D + R* est en fait un K-homomorphisme, car on a 

THEOREME 9• 

Le K-homomorphisme 8 

Démon st rat ion. 

D + R* est un K-isomarphisme. 

(e) - 8 est injectif. On utilise le lem:ce suivant 

LEMME 9. Soit w ~ D , Alors 

w" ~ R•(,!) -> w € E(,!) • 

En effet, supposons que w;E(,!)• Il existe a.lors a"V, 

... / ... 



rationnel sur k I tel que µ = v ( w) < v {a) • Soit t 
a a a - un 

paramètre uniformisant de V en a I et consid,rons la répar-

tition obtenue en posant 
-(µ +l} 

• t a 

On a 

• O pour b p a. 

visiblt:mcnt te S(,!}• On a J.'autre part 

va(w ta)• -1 , d'où Resa(w ta); 0, et wtb = 0 t d'où 

Reab(w tb) • O pour b; a. On a donc < w,t >; O • ë'où 

contradiction, et le lemme est djmontré. 

L'injectivit' de 8 en r~sulte aussitet : en effet, la 

tout diviseur ~ sur V• d'où w =O. 

(b) - 8 est surJ~ctif. On raisonne sur les dimensicns 

on sait que dimKD • l. Il suffit donc de montrer que 

dimlCR♦ .!, 1 • 

Supposons dimK R* > l I et soient œ, œ' deux élam~nts 

de R* linéairement indépendants sur K • Si (x 1 • ••• , xm} sont des 

éléments liné airemertindépendant s sur k, a:Xi, « ':x: j ( 1~i~m , 1~ j~m) sont 

linéairement indèpendants sur k • 

Par définition de R~, il existe deux diviseurs a et -
â' sur V tels que ~ et ~• s'annulent respectivement 

sur S(!,} et S(_!:'). Donc d. et "'' !l'annulent sur S(!!.), 

en posant k • inf(,!,~'). Soit maintenant d un ùiviseur 

qu~lconque sur V • et sci t y E' L (!) • Les éléments 01 y et 

~•y s'annulent sur S(b + div(y)), donc a fortiori, sur 

S{!!.-!) (puisque div(y) ~ -!), i.e. appartiennent à 

On a donc, compte tenu de la remarque précédente, 

• • • I • • • 
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■ 'identifie au dual 4e I/S(b-4) +E, - -
aa dimension eat donc i(b-d), et on a - -
c•eat-1-dire 

t(!?, • ,:!) - deg(.!?_ - ~) + g • 1 !. 2t(,!) 

Si on prend ! >!?,•on a &(!?, - ,:!)• 0 • d•o~ 

deg ! ~ g - l - deg !?, !, 21(!) 

D'autre part, d'apr~s l'inégalité de Riemann-Roch, on a 

En comparant les deux in~enlités ci-deaaus, on trouve 

que deg g est majorê par une constante, ce qui eat absurde. 

Le th. 9 ~st donc d~montré. 

THEOREME 10. 

Pour tout diviseur a sur V• rationnel aur k • le 

k-hcmcmorphisme 

induit par 8 est un k-isomorphisme. Autreaent dit, la forme 

< w,t > met en dualitè dea deux espaces E(.!,) et R/S(,!) +K. 

Déaonstration. En ettet, e est injectit, comme induit a -
par 8 • D'autre part, pour ~ ~ R*(,!), il existe, d'apr~• le 

th. 9, une differentielle (&) ~ D telle que ♦ • œ• • D' apria 

le lemoe 9 • on a est 

aurjectit. 

On peut maintenant calculer l'entier i(.!,)• En effet, 

i(.!,) est, par définition, 6gal à la dimension de l'espace 

R/S(.!,) + K • donc aussi l celle de son dual R*(.!,)• D'apr~s 

le th. 10 on a donc 

i(.!,) • dim E(.!,) • 

. .. , ... 
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Puisque les différentielles forment un ~spac~ vcctoriol e.~ 

dimension l sur le corps Jr(V), d~ux différentielles nôn nul

les quelconques w ~t w• sur V 8ont liées pnr w' = r~, 

avec re1'(v), et on a div(w') = div(î) + div(œ), d'où 

div(w') ~ div(w). Par suite 1~ classe è~ ùiv(w) pour 1•~qui-

valence linJaire ne dépend pas de w • mais seulement de V. 

Cette classe est appelée la clnsse c~noniçue. Tout diviseur 

~ sur V appcrtenant à cette classe est le divis~ur ù'une 

différl:!ntielle 

non nulle sur 

w: èn etfat, scit w
0 

une différontiello 

V ; on o. c ~ div(w ), Jonc il existe re:Y{v) 
- Q 

telle que div( f) = C -- div{w ), et on puut prendre 
0 

Un tel diviseur S est dit cc.non i que. R,;me.rquons que si C -
est rationnel sur un corps de dêfiniticn k1 d~ V; on p~ut 

prt::ndre w €' Dk (V) en effet. aya.nt choisi WC E Dk (V)• il 
1 

t~Jk (V), 
l 

suffit de prendre ce qui est possible <l'a.pr.:ls 
l 

E, IV• 6, th. 11. 

Soit C un diviseur canonique sur V • de ln forme -
div(w) • avec w €D • Pour <ü' f! D • de la forme u• = g(ü • 
le. relation û!t E'. E(!) ~quivnut a div(g) l .! ... S. • On a. donc 

dim E (!;) = t.(c ... a). d'où - -
Rappelons que si .! est un diviseur sur V• rationnel 

sur un corps de ù6finition k de V• la dimension 1(.!) 

de l'espace L(.!) ne d&pend pas du choix de k (cf. E, ch IV• 

6). 

On peut donc énoncer: 

THEOREME 11. (Riemann-Roch) 

Soit s un diviseur canonique. sur V. Pour tout divi-

• • • I. • • 
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seur ~ sur V~ on a 

et le 

1(~) = deg a - g + l + t(.:, - ~) 

COROLLAIRE. On a les formules 

R.(_~) = g • et deg C = 2e - 2 

En effet, pour a = 0 • on a ùeg 

théorème donne R.(.:,) = g • 

a = -

En faisnnt a = C t on obtient ensuite - -
R.(.:.> = deg C - g + 2 • 

ce qui donne deg c • 2g - 2 • 

0 • 1, (~) • 1 • 



CnAPI Tf{E III 

LA JACOBIENNE D'UNE COURBE ALGEBRIQUE. 

1. Variétés de pré-groupe. 

Soit V une variété, et soit ♦ une application ration

nelle V x V+ V• On dit que ♦ est une loi de pré-grouu~, 

ou une"loi de composition normale" sur V I et qu 1 elle défi-

nit sur V une structure de vnrictJ de pr~-6roune si les condi

tions suivantes sont satisfaites. 

(*) Peur tout corps k de ddtinition de V et de O, 

et pour x, y géniiiriques indépendants de V sur k • on a.. 

en posant z • 9(x,y), les relations 

(1) k(x 1y) = k(x,z) = k(y,z). 

(* •) Pour x, Y, u génériques indG1,endants de V sur k 

on a 

i,e. ♦ est "g,nSriquement associative", 

Exemple : Toute variété de groupe, ou encore tout ouvert 

d'une variêté de groupç• est une variété d~ pré-groupe. 

La relation (1) implique que deux quelconques des trois 

points x. Y 1 z sont gènériques indépendants sur k • Si ç 

est une application rationnelle V x V+ V• définie sur k , 

v,rifiant (•)• on note 'i l'applic~tion rationnelle, définie 

sur t I obtenue en échangeant x et y I i.e. telle quo 

• 

a• ♦ (x,y) • l(y,~) ; on note ♦' et ♦" les applications 

rationnelles V~ V+ V I définies sur k • respectiveMent tel

les que x • ♦ •(y,z) at y= t"(z,x). 

On note respectivement t• les "translations g6n(x 

riques" l droite et l gauche. associ&e a x • i.e. les applica

tions birationnelles V+ V, définies sur k(x), respectivement 

. . . / . . . 



telles q~e O(~.y} = tx(y) et t(y,x) = 1;(y). 

TiiZOREHE l. 

Soit V .une Yflriété de pré-groupe. Alors V est. birati:..•h• 

il existe une V3.riété de groupe G et une appli,catii-ou bill•tJ;t:i,o,n

nclle l I V+ G telle que la loi de groupe sur n soit trans

posée par À de la loi d~ prê-groupe sur V• 

R~marque l. On sait oontrer en outre que, si V est d6fini~ 

sur un corps k • on peut prendre G et l définies sur k • 

La d6monstration qui va suivre nécessita deux lemmes inter-

média.ires. 

Si W et W' sont deux variétés, et si e: W + w• est 

une application rationnelle, l'ouvert de W comoos~ des points 

en lesquels 8 est morphique sera appelé ouvert de norphicité 

de 8 , et noté u6 (cf. E, ch. II, 11, th. 9). 

LEMME 1. Soient V une variGt& d6finie sur un corps k • 

♦ une application rationnelle définie sur k vêrifiant la 

condition (*). Il existe un corps k1 contenant k 1 et un 

k1 -ouvert u1 de V tels que I pour tout point a i U , et rour 

u gin6rique de V sur k
1

(a) 1 les conditions suivantes soient 

satisfaites : 

(a) - 9 est morphique en (a..u) 

(b) • t • 9(a,u) est générique de V sur k1 (a) 

(c) .. r· est morphique en ( u,t) 

~·· est morphique en (t,a). 

On a alors nicessairement O'(u,t) = a et t«(t,a) = u. 

Dlmonstration. Notons f' et f" lds applications bira

tionnelles V x V+ V x V, définies sur k • r~spectivement 

• • • I • • • 
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t'(x,y) = (y, ç(x,y)) 

t"(x,y) = (Q(x,y),x) 

Les ouverts 

respective~ent B' et 

et Ut" coîncid0nt avec 

l~s restrictions i 

• Notons 

t" • Considfrons l'ouvert 

1 -1( ) u-1( ) T = a u9, /\ a u9" 

de V x V• Soit (t 1 ,u
1

) un point gênériqué do V x V sur k • 

Ce point appartient à T, donc l'ouvert 

u
1 

= pr
1

(Tn(V x u 1 )) 

n'est pas vida (on note pr 1 la projection sur le premier 

facteur dans V x V). Posons k(u 1 ) = k
1

; il est clnir que 

u
1 

est un k 1-ouvert de V. Pour nEU 1 , on a (a.,u 1 )~T, 

Si u est un point générique de V sur k 1 {a). on a e for-

tiori (o.,u) e T • Comme on a TC u
9 

• t 

De plus, puisqu'on a {a,u)é a•-1 (u~,)• 

est morphiqu~ en (a,u), 

et {a,u)e B"- 1 {U
9

n)t 

les applications rationnelles O' et t" sont ~orphiques ~n 

~•(a,u) et ~"(a,u) respectivement. En d'uutres t~rmes si 

on pose t(a,u) = t , t' et t" sont morphiques en (u,t) 

et (t,a) respectivement, La couple (k 1 ,u1 ) v&rific donc 

les conditions (a) et (c). Puisque t (resp, t") est définie 

sur k1 , le point t (resp. u) est rationnel sur k(u,a) 

{resp. k(t,a)), On a donc k{a,t) = k(a,u), et par suite t 

est générique de V sur k(a), ce qui montre o.ue (k
1

,u
1

) 

vérifie la condition (b). 

COROLLAIRE : Les notations étant celles du lemme 1. il 

existe un cor~s k' contenant k et un k'-ouvert U véri

fiant les conditions du lemme 1 relativement i chacune des 

• • • I • • • 
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six applications rationnelles 

On peut en effet, à chacune de ces applications r~tion

nalles essocier une extension de k et un ouvert de V• 

vérifiant les conditions du lemme l • Il suffit de prendre 

pour k' le composé de ces corps et pour U la réunion de 

ces ouverts. 

Il s'ensuit que• si a est un point de U • et si x 

est un point générique de V sur k'(~), chacune des trnns

lations génériques Tx , T~ est bimorphique en a, et a 

pour valeur un point générique de V sur k'(n). 

LEMME 2. Soit V une variété, et soit * une lei de pr~

groupe sur V. Soit k' une extension de k • et U un k'• 

ouvert de V vérifiant les evnditions du corollaire du le~me 1. 

Soit x un point générique da V sur k • et considérons 

le graphe r • r de la translation générique tx. Si a 
TX 

et b sont deux points de U ttls que (a,b)€ r • l'a,plica-

tion Tx est bimorphique en a, de valeur b. 

Dêmonstration. Introduisons un point y générique de V 

indépendant de x sur k'(a.b). D'après le coroll. du lemme l, 

la translation générique T' est bimorphique èn chacun des y 

points a et b • et chacun des points u = T'(a) t V• T1 (b) y y 

est génèrique de V sur k'(a,b,x). 

En vertu de la condition c••), l'application rationnelle 

(e. 1 b)E: r = r 
T 

X 
• et puisque Tt 

y 

phique en b • d.? valeur v, on a 

est aor-

{a.,v) 

Puisqu~ y est gén,rique de V sur k'(n 1 b,x) 1 il en est 

de mêm~ de u • d'après le coroll. du lemme 1; donc x est 

... / ... 

• 
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générique dù V sur k'{u) ; donc Tx est bimorphiquc ~n u ; 

donc u = 'x o T; e~t morphiqu~ ~n n. On n don~ n6cussnirc-

z:;.ent V = l-1 ( e.) = 'x(u). En ù.éfinitive : 

Tt est biuorphique en !l t de valeur u 
y 

tt " tf u " n V TX • 
,-1 ft tt " V " " b 'y t 

Donc est bimorphique en a, de vnlcur 

b, C. Q. F. D. 

Nous üllons mainten~nt aborder la Jémonstrntion du th. l, 

6t donner ln construction ~e ln variété dù groupe O • Pour c~l: 

introduisons un entier m (le chcix du cet ~ntier scrn pr5cis~ 

plus loin), et des points u 
!:1 

gânériques indép~ndnnts 

de v sur le corps k' introduit ci-dessus. Pour tout indice 

a (l <a~ m), on pose = T • Pour tout couple d'indice~ 
ua 

(a,S), l'application rationnell~ U + U • obtenue pnr restrictioP 

à u de 'a 0 
-1 est t a notée î Bll • Son graphe r 

TBa 
est en-

core noté rea • On e. 'Sa = 'w • où w8a est le point 
Sa. 

de V t nécessairement gGnerique ùe V sur k t défini par 

lemme 1, pour a et a b ê 
B 

u • tels qu~ (all,b6)E: r(3a • l'a.ppli-

cation Tl3a est bimorphique en a. • le valeur bB • Donc, si, a 
pour tout a, on :prend G = u a • la fe.ttille {G • Teal définit a 
une variété abstraite G (cf. E et EA • ch. II, n °1). On a d'7: 

plus une application rationnelle l : V+ G, difinie sur le 

corps 

point 

quel 

K = k'(u 1 , ••• , u ), obtenue en prenant pour ima~e d'un 
r.1 

., ,. . 
genC:1r1que X de V sur K le :point de G représenté 1 

que soit a • pa.r lë point X = 'a(x) de G • a a 
Soit 8 l 'o.pplic nt ion rationelle G )( G + G tro.nspos,fo 

• • • I • • • 



par A da la loi de pré-groupe 9 : V x V+ V. Nous allons 

d'abord montrer que 8 est un morpt!isme. 

Pour tout triplet d'inùices a, 8 1 y, notons 8 l' cp-· aBy 

G X G + G 
a a v qui représente plication rationnelle 

telle qu'on ait z = 
y 

8 
0 

(x , y
13

), en posant 

et z 8 = TY(z) 

X =T(x)"= 
a a apy a 

= 9(u ,x), y = T
8

(y) 
a a = 9(u

8
,y) 

pour x et y 5én6riques ind6pendants de V sur K, et en 

posant z = ~(x,y). On a aussi zy = F(ua 1 u8 ,uy • xa,Y 8 ), en 

d&signunt par F lu fonction sur V x V x V x V x V I d~finie 

sur k' , telle que 

( 3 ) F(u 1 u 01 u I x ,y 0 ) = ~(~(~(~(u 1 U ),x ),u 0 },y 8 ). a P y a .., y a a ., 
-Soient maintenant a et b deux points de V, respec-

tivement représentés par aae Ga et par b 6 ~ G8 • Si on note 

n le dimension de V I le degré de transcendance de l'extension 

k'(ua,u 8 , aa 1 b 8 )/k' est ~ 4n • Supposons qu'on ait ~ris 

m > 4n • Alors l'un au moins des u est générique de V our 
y 

le corps k• = k'(ua 1 u 8 ,aa 1 b 8 ) : sinon, en effet, on aurait 

deg. tr (k"(uy)/k") ! n-1 quel que soit y I d'ail 

deg.tr.(k"(u 1 , ••• , um)/k") ! u(n-1) 1 et on en d&duirait 

deg. tr.(k"(u 1 , ••• , u )/k') < m(n-1) + 4n ; or le pre~ier 
m -

membre de cette in,galité est 

> deg.tr.(k'(u 1 , ••• , um)/k') = mn ; on en tirerait m < 4n , 

ce qui est contradictoire. 

Choisissons donc y tel que uy soit générique de V 

sur k" • En appliquant trois fois le leome 2, on trouve suc

cessivement : 

(~) - que ~ est morphique au point (~(uy,ua)•aa) = 

= <•<way),aa)• de valeur un point c générique de V sur 

• •• I ••• 

k l' 
• • 
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(b) - que , est morphique au point (c,t
6

), de valeur 

un peint d gén&rique de V sur k" • 

(c) - que t est morphique au point (d,y
8

). 

On en déduit que F est ~orphique en 

donc que 8 aBy est morphique en 

8 est norphique en (a,b). Donc 

(aa,b
8

), et par suite que 

e est un ~orphisme. 

Puisque ~ est une loi ~e pré-groupe sur V• 8 est 

une loi de pré-groupe sur G. En perticulier e est asso-

ciative. Les points u 6 G a a représentent un 1:1êmc point ë € C- • 

-Montrons que c est élément neutre de G. Soit en effet -X 

un point générique de O 

représentant de -X dans 

sur K. Pour tout a• soit 

G 
a 

• On trouve pour tryut B 

le 

(par 

exemple en appliquant la fornule (3)), que les points e(ë,i) 

t:t ecx.~> sont tous les deux représentés par ~(t1i(u8,ua)•xa) -
• X8 dans Ga • On a donc e(ë,i) = eci.ë) • X • donc on a biën 

r.iontré que -e est êléli.lent neutre de r. • 

Soit e,1core -X un point générique de G sur K; on 

-n x = A(x), où x ~st un point génériqu~ de V sur K. Il 

existe un point i• ~ G • rcpr~eenté pour tout a par le point 

x• • ii,(t ,x) de G t et on a Un.-? e.rplication birationnelle a a 

a . G + G telle que o{i) = i• On trcuve 1 :par exemple en . • 

:1.ppliqua.nt la formule ( 3) / que le cor.>.posé eci,x' > est rerr'-

-ost inversa de x :pnr 8. 

Pour achever de prouver que G est un~ variltl de groupe, 

il suffit de montrer que a ~st un morphisme. Or soit acn , 

représent~ par ~a do.ns l'un des G • En raisonnant com~a 
a 

plus heut, on voit qu'on peut choisir 8 tel que u 8 soit 

• • • I • • • 
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pbique en (u 81a
4

), i.e. o e•t morphiqu• en 

2. Construction de la Jacobienne. 

-e. 

LEMME 3. Soit V une courbe défini~ sur un corps k 

Soit ! un diviseur sur V• rationnel aur k • et aoit u 

un point g,n,rique de V sur k. Alor• 

(a) - Si &(~) • 0, on a t(!-u) • O 

(b) - Si R.(.s!,) > O , on a 

D6monstration. L'aa1ertion (~) eat évidente, pui1que 

L ( d• U ) C L ( cl. ) • - -
Suppoaone donc t(!) >O. Puisque d - eet rationnel eur 

k, il ~xiate une fonction t
0

e L(!), non nulle et d6tinie eur 

k. Les z6roa de cett~ fonction sont des points alg,briquea 

eur k • donc distincts de u • de sorte que 

a donc 

t "'-L(d-u). On 
oT" -

De plus. pour te. L(.g) • la fonction h=:.t/f est morphique 
0 

en u ; l'application t + h(u) induit un~ forme linfaire sur l'•► 

pace L(!) dont le noyau cotncide avec L(s,-u) (comparer l lt\ 

dlmonatration de E1 IV, th.12). On a 4onc dim L(d)/L(d-u) • - -
• t(s,) - 1(.s!,-u) .!, l. Ceci donne (b), compte tenu de la rel&• 

tion ( 4). 

COROLLAIRE. Soient V• d et u comme dans le lemme -
c-i-desaua. Alors 

(a) - Si i(~) • O • on a i(s,+u) • O 

(b) - Si i(s,) > 0 , on a i(,!!+u) • i(.g)•l 

Soit V une vari,t6 définie sur un eorp• k • et ■oient 

• • • I • • • 
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On nppelie corps des fonctions JJra€triques a n variables 

sur V: dGfinies sur k , et on note k(u 1 •••• ,u ) n s lt! sous-

le groupe des permutations des u .• L'extension 
l. • 

/k(u 1 , ••• ,u) est algébrique, geloisicnne et d~ degré nt • 
n s 

Dans le cas où V est une courbe, le aiviseur u = u1 + ••• +un 

~st rationn~l sur le corps k(u
1

,~ •• ,u) : en effet, soit 
n s 

une fonction sur V, d~~finie sur k, et t·e.lle que df~ O. On 

f 

peut représenter u par la fonction g =TT(r-f(u.>> en l'un 
l. l. 

quelconque des points u. • et par la constante l en tout point 
l 

distinct des ui ; comme g est définie sur k ( ul • • • • • u ) t 
f1, s 

le diviseur u est bien rationnel sur ce corps. 

THEOREME 2 • 

Soit V une courbe de genre g définie sur un corps k , 

Soit a un diviseur sur V, de degré O, rationnel sur k , 

Soient u1 ,,,,u
8 

des points gén,riques ind~pcnd1nts de V sur 

k, et soit ~ le diviseur positif do degré G sur V défini 

sur V tel qu'on ait v ~a+~, Les compos~nts 

sont distincts, et sont génériq~eb indépendants de 

On a de plus 

Démonstration : Puisqu'on a deg, a= 0, on a -

V sur 

ou l , Si 1{~} = 1 1 on a d'apr~s le théorème de Riemann

Roch, i(§) = g, Tenant compte du coroll, du le~me 3, on en 

déduit i(!.+u 1 ) = g-l , i(.!+u
1

+u 2 ) = g-2, •• ,, i(.!+~) ~ 0 , 

V 
g 

k • 

Si R. (_!} = O , on a i (!_) = g-1) et on en déduit encore 

i(~+~) = 0 , Appliquant à nouveau le théorème de Riemann-Roch 

... / ... 
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on en déduit t(~•~) • 1. Il exiate donc bien un et wa aeul 

diYi ■ eur 

Puiaque 

V aur V tel que v ~ a+u. Poaona [ • k(u 1 , ••• ,uc)• 
V est aussi r:.i.tionnel-s;r x:;. 

eat rationnel aurTY--: En appliquant le r,aultat u -
ci-de ■■ua pour ~ • O, on voit en outre que l(~) • l, donc 

que u eat l'unique diviaeur ■ur V linéairement EquiYalent -
l 

,,_. 
• Puisque V est rationnel aur k(v 1 ,, •• , 'Y), 

g il 

en eat de aime de u .Donc le ■ coapoaanta u 1 , ••• ,u
1 

aont 

g6briquea sur k(v 1 , ••• ,v
1

). Le degré de tran ■ cendance de 

k(v
11 

••• 1 v
1

)/k eat donc ~ d~g.tr. k(u 1 , ••• ,u
8

)/k • g. 

al-

Donc v1 , ••• , v
8 

sont g6n,rique ■ indépendants de V aur k 1 et 

■ ont algébriques aur K. Tout automorphisme de K/K qui per

mute les ui laisse u et ~ invariant•• donc permute les 

vj • et induit l'identité aur le corps 

D'apr~s la thiorie de Galois on a donc 

K C L ; d' oil K • L C. Q, F. D. 

L • k(v 1 , ••• ,v) • 
g • 

L C 1C • On a de mime 

Comme l'extenaion k(u 1 , ••• ,u
1

)/k ••t rfsuli~re, il en 

eat de mime de K/k. On peut trouYer un ■od~le W de cette 

extension, c'est-à-dire une vari,té W, détinie aur lr.1 

telle que ~lr.(W) soit isomorphe à K: il auttit de choisir 

x11 •• •, xn 4: K tels que K -k~
1

, ••• , x
0

) , et de prendre pour 

V le lieu sur lr. du point X • X ) 
n dan• l'espace 

attine S
11

• Il est clair que W est de dimension g. Boua 

allon ■ munir W d'un~ atructure de vari,tE de pré-groupe. 

n,1ignona par v1 le produit de g tacteura vx ••• x V et 

noton• t l'application rationnelle v1 + W telle que 

C(u
1

, ••• ,u
1

) • x. Cette application est de degr~ tini 1 6gal 1 

gl , et l'image inYerse (t- 1 )e(x) ■ e compose des pointa d~-

duit• de (u 1 , ••• ,u
8

) par permutation doa indices dan, vl$. 

' .. / ... 



•~r uaa extension k 1 de k. Coniidérona deux diYiceura 1ur 

V u 
g 

et V• Tl•••• ♦ V 1 0~ 
- g 

u1 , •••• u
1 

, •i•o••• v
1 

■ ont 2g point ■ lin,aireeeut in4,p~n-

4ant ■ de Y ■ ur k 1 a Le ■ point ■ x • tCu1 ,.,e, u
8

) 

ot y • (("f' 18 u .. Tg) sont deux point• s'nériquea iud.6p~llith.zit-i 

!e W sur k1 1 t•l• que k 1 (x) • k 1 (u 1 , •• ~,u
1

)
8 

• et k 1 {y} N 

• :t1 (v 1 , .. a, v
8

)
8

• D'apraa le th. 2 9 il exi•♦.• un •t un •~ul 

diviaeur v ■ur V tel qu'on ait ~ ~ ~ + ~ - q • et •a• 

y 
8 

aont g 

de V &ur k1 a Le poiAt z • t{v 1 , ••• , vg) est don~ 4,ti~i. 

Puisque ~-q est rationnel sur ~(y), on a, toujours d'apr~e 

le th. 2 1 k 1 (y)(u 1 oe•••ug)
8 

• k1 (y)~v 1 ,,u,v
8
ls-Le. k 1 (x~7) • 

• k1 (y 1 a}. On voit de mime que k_i,(x,y) • (x,~). Don~ a e•t 

r~tionnel sur k1 (x,y), et l'application raticnnell9 ♦: v~v•~ 

d,tinie aur t 1 • telle que z • ♦ Cz,y), v6ritie la condition!•) 

du n°l. Puiaque l'addition dei diTiaeur■ e1t a ■ aociative la 

loi ♦ vérifie également l& condition r •), donc d,tinit 

eur W w:ae atr~cture de variété de pr~-groupea D'apr•a le 

tho 1 1 il existe une application birationnell• A : W ~ J 

de W aur une vari€té de grouRe J de dia•~•ion I s Houe 

montrerons au n° 4 que J est une variété abélienne, unique

aent daterminc;e à un isomorphisme pr~,. On l'appelle la jaco

bienne de la courbe V. Dans la suite• on désignera par t 

l • 1 · t · .. · 11 ,, • " o i- •. vg ~ J • s1· app 1ca ion ra~1oane e -~ A ~ ~ 

un corp1 de détinition de '.ll • • • • ' u. fi. 

sont g points géné~iqu~s ind6pendanta aur k, on a= d'ar,r; 0 

l a c on a t ru c t ion qui p : é c ~de , /( u
1 

, • • 1 u ) • k. • ( x ) , en :p .:i '! ~ ;-. • 
g 15 
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3. Symbole D( A). Diviaeura verticaux. 

Soient u et V deux vari~tés, D un divi ■ eur ■ ur U .,_ V 

et a un point de u • Lor ■ que le ■yabole D.(a X V) e ■ t défi-

ni, on note D(a) le diviseur aur V • rationnel ■ur k(a), 

défini par D(a) • pry D.(a x V), o~ prv dé ■ igne la projec

tion ■ ur V. On peut aussi exprimer D(a) ■ ous la fora• 

i: 1 (D}, oil ia e ■ t l'immersion V+ U x V définie par 

ia(y) • (a,y). On dit que D est une correapondance (divi ■ o

rielle) entre U et V I et que D(a) est la valeur de D 

en a. L'ensemble des diviseurs D{a) est appelé une faaille 

alg~brique de diviseurs sur V I d~pendant du param~tre a. 

Le diviseur sur V x U déduit de D par l'isomor-

phieme (x,y) + (y,x) est appelé correspondance r,ciprogue 

de D • Pour b ~ V , tel que le symbole tD( b) soit dffini 1 

on a tD(b) • pr 0 (D.(U x b)). On a aussi tD(b) • ti; 1 (D), 

oil est l'immersion 

En particulier I soient U une variété san■ point multiple, 

une courbe et ~ une applicati.on raüonnell.e u-+V. Le graphe r ♦ est une aoua

variété de codimension l de U x V• Comme U x V est ■ana 

point multiple on peut regarder r ♦ comme un diviaeur sur 

U x V• il résulte des définitions que ♦ est morphique en a 

ai et seulement si r~(a) est défini, et qu'on a alors 

r~(a) • ♦ (a). De m3me1 si b est un point de V, et ai ~ 

n'eat pas l'application constante, de valeur b I le symbole 

tr ♦ (b) est défini, et coïncide avec le divi1eur t- 1 (b). 

(image inverse de b, regard~ comme divi1eur sur V). 

• • • I • • • 
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Une aoua-vari~tê d'un produit U • V aera dite verticale 

ai elle eat de la forme U' x V• o~ u• eat une aoua-vari't' 

de U. Un diviseur sur U • V aera dit vertical s'il eat 

-1( de la tor■e pr 0 D). o~ D est un diviaeur aur U. 

LIMM! 4. Soient U et V deux vari~t~s noraales. Si D 

••t un diviseur sur U • on a l(pr; 1 (D)) • i(D) x V. 

Re■arque 2 : Ce lemme entratne en particulier qu•• pour 

qu'un diviseur sur U • V soit vertical. il taut et il autfit 

que••• composantes soient verticales. Dana le caa oi V eat 

sana point multiple• ai l'on identifie D avec X•i(D) confor

mément aux conventions du n°1 au Chap. II• la formule ci-deaaua 

a•,crit aimple■ent pr~ 1 (x) • X x V. 

Dfmonstration. Soit W une composante de Z • ~(pr; 1(D)). 

Soit k un corps de d~tinition de u. V, D et W. Soit (x,y) 

un point générique de W sur k • et notona X la aous-vari6té 

de U. Soit 

définie sur k • représentant D 

t une fonction aur 

au point x. Alors 

eat repr6senté en (x.y) par la fonction g • t o pr 0 • Pour 

fixer les idées, supposoDs que le coefficient de W dans Z 

soit > 0. Alors g est morphique et s'annule en (x,y). 

Donc t est morphique et s'annule en x. Ceci implique 

X ; u • donc X • V ; u ~ V • Puisqu'on a wc;x X V • et puia-

que w est de co•dimension 1 sur u • V • on a n~ceaaairement 

w • X )C V • et X est de codimension 1 aur u • donc eat une 

composante de div(r), de coefficient > 0 • Il suffit de montrer 

que ce coerticient V ( f) 
X 

eat igal l celui Ty( g) de w • X•V 

dana div(g). Par linéarité• on ae ram~ne au cas où vX(r) • l 

i.e. où r est un genér~teur de l'idéal ■k(x,u). Soit alor1 

... , ... 
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h un élément de ~k(W1 U x V). Considérons la fonction hy 

sur U • définie sur k(y). t.elle que h
1

(x) • b(x.y). Cette 

fonction s'annule sur X • donc appartient à l'idéel ~k ( y ) ( X , U ) 1 

donc est de la forme h y = f h' y • avec h; li .2.k ( y ) ( X I tJ) • Ln fonc-

tion h' sur U x V • définie sur k • telle que h'(x,y) = 

• h'(x) appartient donc a .2.k ( W • u )( V) ;- on a de plus 
y 

h = g h t • On a donc montré que g est un générateur de l'idéal 

LEMME 5. (changement de pe.rsmÊ!tre). Soient u, U', V trois 

variétés, et soit ♦ . U' + u un morphisme. Soit k un corps • 

de définition de u, u'. v. •• et soit - le morphisme 9 

u• X V + u )( V • défini sur k • tel que Î( X tY) = ( *(x) • y). 

Soit D un diviseur sur u x V • tel quo D' • ♦-l(D) soit 

d,rini. Soit a• un point de u• , ot posons a• t(n'). 

Pour que D'(a') soit défini, il faut et il suffit que D(a) 

le soit, et on a a.lors D'(a') • D(a). 

Démonstration. Soit b, V • Si h est une fonction sur 

U ><V, définie sur k • qui représente D en {a.b), la fonc-

tion h' ah o Î sur U' x V représente D' on (a',b) 

et b' est morphique en (a',b) si et seuloment si b est 

morphique en (a.b). Il en résulte bien que D'(a') est défi-

ni ai et seulement ai D(a) est défini, Si y est génârique 

de V sur k(a'), on a de plus h'(a.',x) • h{o.,x). de sorte 

que D'(a') et D(a) sont représentée po.r la même fonction 

o.u point b • On a donc bien D'(a') = D(a.). 

LEMME 6. Soient u et V deux Vl'l.riétês normales définies 

sur un corps k • Soit z un diviseur sur u X V • rationnel 

sur k • et soit il un point générique de u sur k • 

• • • I • • • 
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Alors le symbole Z{u) est toujours défini. Pour qu'on ait 

Z(u) il il suffit 
Bn suQnosnnt V çomnl~to, 
soit verticalYpour = 0 • faut et que z 

qu'on ait Z(u) "' 0 • il t'a ut et il suffit qu'on ait z '\, z' 

où Z' est un diviseur vertical. Dans ce dernier cas, pour 

tout ae;U simple sur U tel que Z(a) soit défini, on a 

Z(a) "' 0 • 

Démonstration. Pour qu'on ait Z(u) = 0, il faut et il 

• 

suffit qu'aucune des composantes de Z n~ rencontre u x V 1 

i.e. que chacune de ces composantes soit verticale, donc, 

compte tenu du lemme 41 que Z soit v~rtical. 

Supposons qu'on ait Z(u) "'0. Soit x un point générique 

de V sur k(u). Il existe une fonction f sur V, définie 

sur k(u) • telle que div (f) • Z(u). Soit h la fonction 

sur U x V, définie sur k I telle que h(u,x) • f(x), Si on 

pose Y• div(h), et Z' = Z - Y, on a Z(u) = Y(u), d'où 

Z'(u) = 0 • Donc z• est vertical, d'apr~s le pre~ière partie 

de la démonstration, et on a Z' "'Z • Réciproquement, supposons 

qu'on ait Z "'Z', avec Z' vertical, i.e. Z • Z' +·Y• avec 

Y"' O. On peut supposer que u est générique de U sur un 

corps de définition k' de Z' contenant k • On a alors 

Z'(u) = 0 d'c~ Z(u) = Y(u), et la relation Y"' 0 entraîne 

Z(u) • Y(u)"' O. 

Soit a un point siuple de U • Posons Z' • X' x V, on 

peut, en modifiant X', s'il y a lieu, par l'addition du divi

seur d'une fonction convenable sur U • supposer que a ft supp. 

X' • Dans ces conditions, le symbole Y(a) est défini, et on 

a Z'(a) = 0 • d'où Z(a) = Y(a), et la relation Y"' O entr~îne 

Z(a) = Y(a)"' 0 • 
• • • I • • • 
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LEMlflJ; 1. Soient U et V deux variétés sans point mul

tiple, dèfinies sur un corps k. Soit u un point générique 

de u sur k, et soit X un diviseur sur V I rationnel 

sur k( u). 

Alors il existe un et un seul diviseur Z sur U x V, s~ns 

composante vertica~, rationn~l sur k I et tel que X= Z(u). 

Démonstration. (a).Unicité de z. Si Z et Z' vérifient 

las conditic.ns du lemme, et si on :pos-l Y= z• • Z , on a 

Y(u) = Z'(u) - Z(u) =O. D~ plus, Y nta pas de cocposante 

verticale. On a donc Y= O, d'après le l~m~e 6, d'où z• = Z • 

(b).Construction de z. Définissons le divi-

seur X par un nombre fini de couples (u.,r.), où les 
l l 

u. 
l 

sont des k{u)-ouverts de V recouvrent V, et les f. des 
l 

fonctions sur V• a,rinies sur k(u). Pour tout i, soit 

le fermé complimentaire de u. do.na 
J. 

V• et soit F! 
1 

ln 

k-adhérence de u x F, dans le produit U x V. L'ensemble 
l 

F. 
l 

est un k-termé de U x V • tel que X F, • 
l. 

Le eomplêmentair~ 

ouvert ncn vide de 

U. de 
l 

F! dans 
J. 

U x V• est donc un 

U x V. Puisque les u. 
1 

recouvrent V, 

l'intersection F' = fÎ F! nerencontre pils u x V • Cette 
i 1 

intersection est donc "verticale", i.e. contenue dans un k-en-

semble algébrique de la forme Ex V• où E est un sous-en

semble k-fermé de U. Le cofuplêmentaire S de E dans U x V 

est un k-ouvert non vide de U, tel que S x U soit recou-

vert par les complémentaires U! 
l 

des F! 
l • Pour tout i • 

introduisons la fonction g. 
l. 

sur u )( V • d.ifinie sur k • 
telle que gi(x,y) = 1'/y). La ,. . 

reun1on des composantes vcrti-

cales des diviseurs div(gi} est àe la tor~e H ><V• où R 

••• I ••" 
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est un sous-ensemble k-ferm, ùe U. Notons T 1•ouvert 

de U intersection de S avec le complémentaire de H • 

Les couples d~finisser.t un diviseur sur 

T x V. En effet les U! 
1 

recouvrent S x V , donc a fortiori 

recouvrent T x V. n•~utre part. soit {a.b) un point de 

Uil'\Uj n(T x V) ; la fonction ti/fj est inversible en tout 

point de {U.fi U,), ùonc le support d~ div (f./t.) est ccn-
1 J 1 J 

tenu ~ans FivFj • Toutes les com~osantes non vertic~les de 

div (gi/gj) se.nt donc contenues dans FI vFJ • Par suite. 

le point {~,b) n'appartient à aucund des co~rosnntes de 

div (gi/gj). D'après le critère de morphicité, (gi/gj) ~st 

inversible en (a.b). Ceci prouve notre assertion : les couples 

(g., U!,.... T >< V) ùofinissent bien un diviseur Y sur T x V • 
1 l'' 

On a de plus Y(u) =X. Il suffit de prendre ~our Z le divi-

seur sur U >< V admettant les m~mes composantes (prolonP,éea 

~ U x V) que Y• aftect6es des mêmes coefficients. 

4. svécialisation d'un diviseur sur une courbe. 

LEMME 8. Soit V une variété -,,ffine ( VC $ ) de dimen
C.l 

un cor~s de dé~inition de a. Soient u .• 
l.J 

l ! j ! n), des €lfments du domnine universel alg&briquement 

indépendants sur k • et soit K la clôture algGbrique du 

corps engendré sur k par les u •.• Pour tout entier lJ r 

(l ! r < n). consid,rons ln"vari&t, linfaire gén&rique" Lr • 

de dimension n-r, Rassant par a, définie par le système 

d•iique.tions 
r.t 

l u .. (x. - n.) = o 
i=l lJ 1 1 

(l .::_ j ! r). 
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Il exi•te, quel que •oit r • une coapoaante Z 4• 

Lrn V contenant a • et de dimension n-r • De plu•, tout 

point ,,nerique de Z •ur IC e•t aussi un point g,n,rique 

de V •ur k 

Reaarque 3 : Dana le cas particulier r • 1 9 ce lemme 

••t un rentorcement du lemme 4 du n° 6 du chap. I ; il en 

dittare par 1~ tait qu'on abandonne ici l'bypothè•e que a 

••t •i•ple sur V; pour le démontrer, on ne peut donc plu• 

utili•er le tbéor~me de la dimen•ion. 

Démon•tration. Soit x un point générique de V •ur K 

et, pour l < j ~ n • posons y. • ! u .. (x.-a.). D'apri• la 
J i l.J l. l. 

démonstration du lemme de nor~nli ■ ation de E. Soetber 

( E • I • 4) • le a x. 
l. 

sont algébriqu~s entiers sur 1•~nneau 

K (y 1 •. •. • y 
11

] • Rotons y le point (générique •ur IC) ~• 1
0 

ayant pour coorùonnées les y. • et 
J ♦ le aorphi•me V + 1 • n 

détini •ur K • tel que ♦ (x) •y. Considérons les point• 

y'• (o, ••• , o, Yr+i••••• y~) et 0 = (o, ••• , 0) de Sn • 

Soient p 6t a deux places du domaine universel n • à 

valeurs dans n • triviales sur K • respectivement telle ■ 

que p(y) • y' • et a(y') •O. Notons T la place composée 

T •a• p • D'après le lemme de relèvement del spécialisations 

(E, III, 6, lemme 2), on a T(X} • a • OÙ -x e•t l'un des 

conjuguéa de X sur lC(y). Le point -X e•t générique 4e 

V sur K • et •es coordonnées sont entiares eur K[y) • Donc 

p eet tinie en x • et x' • p(x) eet un point de V I tel 

que ,(i•) • y' • De plus, x' eet algébrique eur K(y'). Donc 

le lieu Y de i• sur K eet une variété de dimension 

~ deg. tr. (K(y')/K) • n-r. Ce lieu est contenu dans L I". V r ... , ... 
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et pui•que a(i•) • t(x) • a I il contient le point a. Soit 

Z une compoaante de LI\ V contenant Y • et 1oit s un 

point gén~rique de Z sur K. Pui•qu'on a dim Y• n-r 

>n-r 

on a dim Z • deg.tr.(K(z)/~)>n-r 
on a donc deg. tr. (K/k) • mi 

d 1
0~ deg. tr. K(z)/K ~ mn-r 

Puiaque a E. L I on a le• relation• 

I u .. (s. - a.) • 0 (l _< j _< r) 
i lJ l. l 

Puisqu'on & suppoaé r < n, on a 

dim Y~ l I d'oa dim Z ~ 1 1 et 

par suite• z ~ a • Pour .i fixé (l !. j !. r), on peut donc 

regarder la relation ci-dessus comme une relation de dépendance 

algébrique entre le 

déduit 

u .. 1 à coefficients dans 
lJ 

k( z) • On en 

deg. tr. (K(z)/k(z)) ~ mn-r. On a donc nécessairement 

le• igalités deg. tr. (K(z)/k(z)) • mn - r • 

deg. tr. (k(z)/k) • n , et deg. tr. (K(z)/K) • n-r • La 

seconde de ces relations entraine que z est gfnérique de V 

sur k ; la derni~re entraîne dim Z • dim Y, d'où Z • Y • 

.. 
LEMME 2• Soit V une variété définie sur un corps k et 

soient x et a deux points de V tels que a soit ap,cia

lieation de x sur k. Il existe une exten•ion K de k , une 

courbe U complète sans point multiple définie eur K I une 

appl.ication ro.tionnelle ♦ : U + V , et un point t:i, c: U tel• 

que lea conditions auiv~nt~s soient eatisfaites 

(a) - Pour u générique de U sur K • le point 

x•• 9(u} est spécialisation générique de x aur k (i.e. 

Il existe un k-isomorphisme a : k(x) + k(x•) tel que a(x)•x•). 

I 

• • • I • • • 
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(b) - ♦ eat aorphique en b • de valeur a. 

(Ce lemme permet de ramener l'étude d'une 1pécialisation 

quelconque à celle d'une ap,cialiaation d'un point sur une 

courbe). 

Démonstration. Poaons W • lock x I et notons w• l'une 

dea compoaantea d~ W contenant a. Cette variété wtt est 

détinie sur la clôture algébrique i de k. D'apr~• le lemme 

8 1 appliqué en prenant r • n-1 1 on peut trouver une extension 

K de i et une courbe u•, dEtinie sur K • contenue dans 

w* et contenant a • telle que tout peint g,n,ri~ue de u• sur 

K aoit g6nérique de w• sur k. P~r normalisation d'un modèl~ 

projectif de u• on peut trouver une courbe U complète, sans 

point multiple, définie sur K I et une application biration

nelle ♦: U + u• 1 d,tini~ sur K. Soit alors u un point 

g6nérique de U sur K. Alors x•• ♦ (u) est un point géné-

rique de u• sur lC donc de w• sur i . Comme ~~ w • et comme 

k(x.41) et k(x) ont même d~gré de tranacendance aur k • le 

point x• est aussi générique de W sur k • i.e. est •~é
cialisotion généri~ue de x sur k. D'~utre part, puisque 

u• est complite, l'ensemble (t•l~ (a) n'est pas viJe ; soit 

b l'un quelconque des composants de cet ensemble ; puisque 

U est normale en b • ♦ est morphique en b I et n&ceaaairen~nt 

de valeur a. 

Remarque 4. Si l'extension k(x)/k est ré~uli~re, on & 

W--• W • donc on peut choisir K et U* de taçon que x €. u•, 

puis choisir u générique Je U sur K tel que 

de aorte que a est ~lors l'identité. 

• •. I • •• 
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Soit V une vari,té d~tinie sur un corps k • et aoient 
r r 

a • I m. a . • a' • r m. a! deux cycles de dimen ■ ion - l. 1 - 1 1 
i•l i•l 

0 aur V (a• , a!E=:V). On dit que a' est une ap6ci&lisation 
l. l. 

!!, ~ sur k ai (ai•••• a;) est une spêcialiaation de 

(a 1 , ••• , ar) sur k ; il revient au même de dire qu'il existe 

une place p de O, triviales sur k I telle que p(ai) • ai 
pour tout i • on pose alors a'• P(§). 

LEMME 10. Scient U et V deux courbes sans point multi

ple, et supposons V complète. Soient Z un diYiseur aur 

U x V I a un point simple de U tel que le symbole Z(a) 

soit détini. k un corps de définition de U1 V, Z. Alors 

ai u est un point gênérique de U sur k, le diviseur Z(a) 

sur V est l'unique spèci~lisation de Z(u} compatible aTcc 

la spécialisation u + a sur k • 

Démonstration. On peut supposer Z positif. Le diviaeur 

v. 
1 

(v.€.V) 1 
1 

r 
y• Z(u) ~tant exprimé sous la forme y• I 

i=l 
remarquons que le lemce est trivial lorsque les .... sont ration-

1 

bels sur k(u) aans ce cas en ettet, Z est la somme des 

graphes r. 
l. 

ùes applications rationnelles ♦- : U +V• res-
1 

pectivement telles que • v. 
1 

, et il suffit de remarquer 

que l'unique spécialisation ~e v. com~~tible avec 
1 

u + a cur 

lt est le point b. • 9.(a) = r.(a). On va m~intenant contrer 
1 l l 

que le cas général se ram~ne au cas ci-dessus, en utilisant 

le lemme 8. Soit en effet (v 1 , ••• , vr) + (b 1 , ••• , br) une 

spécialisation compatible avec u + a sur k. Puisque cbccun 

des V, 
1 

est générique de 

est régulière. D'apr~s le lenme 9, et d'après la rem~rque 4, 

... / ... 
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on peut trouver une extcnaion K tlc k • une courb,? U' 

comr:lète sans point 1oul t iple ,1,5 fin ic sur K • dès nrplicntiM1s 

rationnelles 9 . u• 4 u et ,. . t:• .. V (l < i < r) • et . . 
l. - -

un point gènérique u 1 de U' sur X:• tels qu'on nit 

t(u') = u • •. (u') = v. pour tout i • ot tels le plus qu~ 
l l. 

les fonctions 

ù~ valeurs respectives lfi.(a')-. b •• ?ktons 
l l -t 1•npplicuticn r~tionn~lld o• x V 4 U x V• Jffini~ sur K • 

qui, au point (u',x). f~it corr~spondr, (u,x): (~(u'), x). 

Posons z• = i• 1 (z). Alors, d'n,rès le lemn~ 5 1 le symbcle 

Z(u) = Z'(u') Z{a) = Z'{::i.'). 

On a ~one rom~nJ le problême au cas dijl traitl, c.~.r.n. 

THEOREME 3 • 

Soit V une courbe ~~finie sur un corps k • Soit ~ 

un diviseur sur V• et soit a• un~ spfcialio~tion Je 

sur k. Si one ~ ~ 0, on a sussi 
r 

Dèaanstration. Posons n = I 
- i::l 

de façon que (ni••••• a~) soit une 

a'"-O• 
r 

a. a. , et !:.•= I 
l 1 i=l 

s~JciulisntiDn de 

a -
n. Q ! 

1 l 

(a 1 , ••• , ar) sur k. D'apris le lamuu 9 • il oxi~t~ un cor;s 

K contenant k • une courbe coupl~te U sans point nulti,1~, 

dlfinie sur K • un point u'e U at des apnlicntions ration

nelles 9i : U ➔ V • définies sur K • tels que• r,our u g&nt·• 

rique de U sur K • et en poa~nt *·(u) = a~ , le point 
l l 

(ai,••• a~) soit uno spêcihlisatio!1 ~énéri(J_ue de (a 1 .-. • • ar} 

sur k, et tels de plus que ?, soit morphique en u' 
l 

pour tout i • et de valeur ~.{u') = a! • Puisqu'on a a~ o, 
l. l 



~ est le diviseur d'uu~ fcnction f sur V• qu'on ;~ut 

prendre défini~ sur k(a) (E, IV, 6, th. ll, corcll.}. !l 

existe un k-iso~orphisce a au corps k(a) cur la cnrrs 

-isomorphisme se prolonge cancniqueoe~t a un iocmorphis~d a 

du corrs de fonctions 1it(e)(V) 

de telle façon que f 1 = o(t) 

sur le corps Jk(~•)(V}, ~t 

11 i t pour di v i s t:1 u r ,\ • = ! . m . a!'. • 
l l l 

Consid&rons la fonction h sur U x V• d6finic sur K • talle 

que h(u,x) = r (x). On n liv(h).(u x V)= u x div(f~) = ux~~. 

Notons n la coefficiJnt a~ u• x V J~ns le 1iviscur ~iv(h). 

Soit t un pa.r::tl't~tre uniforrlisu.nt J<: li ,;:n u' , ü,:rini sur 

K; on p~ut aussi ragcrder t connu un par~~~tre unifer~is~nt 

du U x V en u• x V (cr. E, III, 5). LR fonctinn h' = ht-m 

est alors tella qua u' x V t sur! (div(h')), dcnc (crit~r~ 

de morphicit,) talla ~ua h' soit ~~n(riquon~nt inv~rnibl0 

sur u' x V .soit alors t• 1~ fonction sur V• dffinie sur 

K{u'), tello que t'(x} = h'(u'.x). Nous 5llons nontrur ~u•~n 

a div(t•) =~••En effet, pour tout i • notons x. 
l 

de 9 . • On f!. u x a~ = X •• ( u x v) , c t u x a ! = x .• ( u ' x v ) 
l l l l l 

i 
m. X. • 1:.:. 

l l 
cec 

(div(h') • X).(u li 1T) ~ 0 • Dcrnc 
;;s,,,,4 

relations ~ntraîne te ut ... c. l..: s 

composantes dè div(h'} - X sont vcrtic~l~s. ftucund J 1ull~s ne 

coïncidé a.vec u' x V• donc ~ucunc j'ellès n~ r~ncontr~ u• ~ v. 

Donc on a. div(h').(u' x V)= x.(u' x V)= u• )( a• ce nui 
- • '1. 

5. Le thèorème ù~s fonctions symûtri~u0s. 

LEMME 11. Soient V et W d~ux courb~s s1ns pi:,int r,ul

tiple, dt soit 9: W • V une npplic~tion r~tionnellc Je 

... / ... 



aegr6 fini (non nEcessair~m~nt sbpar3blu} 1soicnt respectivcmdtt 

et 

ch. I, n° 9). Alors, pour x gfn€riqu, do V sur k • l'un-

aembl~· (~-l}~(x) ,.. ... ,;, .:;. sa con .P ,, s 1';! 

v y , et l~ aivis~ur "1••••• n 
0 

Démonstr!ltic,n. s~it y 

roints distincts 
n 

PIJ I a est égo.1 à y. • 
l i=l 

ccmr,os~nts de l'cn3tmble 

coîncide av~c l'dnse~bl0 dds conjuguJs Jd y sur k(x) ; le 

nombre ùe ces conjugu~s ~st n • Notons 
0 

Frobenius W + yP (inJuit par l'autc~crrhisn~ !a 1rob4niu~ 

x + xp de n), et considèrols son 

admet pour conjugu6s les ~~ints ~istincts 

z est alg&bri~ue sciporable de desrè n
0 

s~r k(x). L'~xt~~

sion purement ins,peràbl~ k(y)/~(x.z) est do~c d~ decri p~. 

Soit h unç fonction sur W , ncn coust~r.te, et con3titu{l.nt 

une base de trnnsct:nè.c.ncu sé~e:.rf.l.ntc <.!,? l'~xtr:nsion }"k(W)/k. 

Posons t = h(y) • et u = tp~ • Les exten~i~ns k(y)/k(t} 

et k(z)/k(u) étant séparables, en a [k(y} : !t(z)]. = 
l 

= [k(t) : k(u)] .• Co::~r.ie t est tr;-i.nsce:n,1:i11t sur k • le 
l. 

sacond membre est égal a r,µ • On a, donc 

Il en résulte k(x,~} = k(z), i.0. x ast rationnel sur k(z). 

On peut dcnc fa.ctorisor 4: : W -+< V snus l~ for:1.: 

W Fµ > wfft ..i..+ V 

• • • I • • • 
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wiiforaiaaut d~ W en 

repréaenté en y pnr 

z • Donc le diYiaeur (rµ)- 1 (z) e ■ t 
µ 

~ o Fµ • (h - b(y))P • Or g' 

e ■ t un paramètre uniformisnnt de W en y. Donc le coeffi-

. ~-l(x) c1ent de y dans ~ 

THEOREME 4. (théor~me des fonctions symétriquee). 

Soit V une courbe sans point multiple, d~tinie sur un 

corps k • Soit a. 
1 

un diviseur positif aur V • 

de degré ••rationnel sur k. Pour toute fonction aymétrique 

F À m vari~bles sur V• définie sur k, on a F(a 1 , •• ,am)~k. 

Déoonstration. On remarque d'~bord que ai le th~crème 

eat vérifié pour deux diviseurs positif• b et c sur V, 

rationnels sur k , il l'est aussi pour leur sollllle 

a = b + c - (car si b • bl +.,, b , ~t - r 
fonction F(b 1 ,.,,, br, z

1
,, •• , zs) est symétrique an z1 ,,.z

8 

donc prenù une valeur raticnnelle en (c 1 , ••• , es»• D'autre part 

si a eat un diviseur sur V, rationnel aur k • on peut le 

représent~r por un couple (U,f), composé d'un k-ouvert U d~ 

V• et d'une fonction fE )"k(V), tel que U contienne l'un 

au moins des co~posants de ~. L3 reatriction a' de - a 

d l'ouvert U es~ alors le diTiaeur de la fonction tJu, et 

comme ~• ; 0 • on a u • ~• +~,où b est un diviseur 

positif sur V• tel que deg l < deg ~. Com,te tenu de la 

remarque précedente, on Së ramène 1 par récurrence sur le degrf 1 

au en ■ 0ti V est une courb~ affine (Ve S ), et où a est 
n 

le diviseur d'une fonct1on f sur V. Comme a est positif 

f est morphique sur V (crit~re de morphicité 1 E, IV, 5, th.~) 

Il suffit d'autr~ part ùe considérer le cas où F est induite 

par un polynôme sur S • 1 x, •• x 1 • qu'on déaignera par mn n n 

. . . / . . . 
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X1 , • • • t X l , ••• ·, X ) • g,, l t n ~ nn X un point 

du V sur k, bt r~sons u = f{x). On ,eut su~rnscr qu~ f 

n'est pas constnnta (sinon ~ ~ O}. On~ nlnrs ~ = r- 1 (o) ; 

de plus, d'après le l0nm~ 9 ~un° 4, si on r,os~ ~ ~ r- 1 (u), le 

diviseur a est l'unique spJci~lisetion de v ca~pfttibl~ 

avec u ➔ 0 sur k • Puisqu'on ü dcg ~ = u, on n ~ussi 

deg ~=M. Donc f, resar<léo cccna une application ration

nello V ➔ $., • est t!.::: dcgr;.; tt • r:xrlic i t<:~s v t;OUs la fcr~e 
.L -

m 
~ = Ii=l vi (viE V), et consiJ6rous 1~ ~oint z = F{v 1 , •••• vm)• 

Ce point z est nlg&brique sur k(u), et invariant pRr tout 

k(u)-auto::iorphisne de k(u) ; il est donc t;ur•.?t'l\:nt insépercble 

sur k(u). Nous allons contrer qu•~n fnit z est rntionn~l sur 

dans ce èas, les v. 
l 

sent strnrcbl~s sur k(~) ; ~one z 

s~parahle et, pnr suite 1 rationnel, sur k(u). Il suffit dcnc 

d'exaniner le cas oil f est ins6~nrabl~. Peur l ~ j ~ n 1 

notons V•• 
l.J 

les ccordonnêes ~o vi • On a 

\' 3P 
dz = 1. a X ( v 1 , ••• , v } <!. v •• • , • • m lJ 

l.tJ l,J 

où d reprês;nte la diffèrenti~llu rclativ~ à i•~xtension 

k(v 1 , ••• , vm)/k(u). Soit d'autr~ part o l'un~ nu~lcon1u~ 

des parmut~tions des entiœrs l, 2, ••• , •• ruisqu~ P in~uit 

une fonction symètriquu sur V, en a 

p ( V 1 , • • • • V m ) = p ( V cr( l ) ' • • • ' V (f ( !::. ) } • 

. . . / . . . 



- T9 -

On en déduit, pour tout couple (i,j) 

(6) ax ( . > . a l. ,J 
( vl • • • • • 'm' ) • a P ax .. 

lJ 

Soit r le grou;e des permutation• de (1, 2 ••••• m) 

telles que V(')• V. a l l. 
pour tout i. D'après (6), pour 

a~ r • lea d,rivées ~artielles de P d'indice• re1pectita 

(a(i), j) et (i,j) prennent la même valeur en (v 1 , •••• vm). 

Lea termes correspondants du second membre de (5) sont donc 

égaux ; Che.que terme figure donc un nombre q de foia ég.al à 

l'ordre de r • Or si pu est le Jegré ine~parable de t 

(> 1, par hypoth~se), chacun J~s composants de v f'"igure -
pu fois dans la liste v1 , •••• vm I en vertu ùu lemme 10. On 

en déduit que q est une ~uiss5nce de (pu)l • ln particulier 

q est multiple de p. Il s'ensuit que dz • 0. Donc 

(E 1 III, 1, th. 2), z est a,parable sur k(u) ; donc z 

est rationnel sur k(u). 

On peut poser z = g(u), avec gc :tk(V). D'a.pr~s ce qui 

précèd~. F(a 1 , ••• , am)= P(~ 1 , ••• , am) est l'unique spéciali

aation Je z • g(u) • P{v 1 , ••• , vm) compatible avac u + O 

sur k. Donc g est aorphique en O I et on a ~(a 1 , ••• , &
0

)• 

6 .• ProEri,tés ~e la Jacobi-nne. 

Commençons par montrer que la jacobienne J d'une courbe 

V (compl~te sans point multiple) est une vari,t~ abélienne. 

Comme dans la construction i.~e J ( n ° 2), intrcduisons un di vi

seur s quelconque de degré g sur V• et considfrons l'a:

plication rationnelle 1: Vg • J correspondante. Roit k 

un corps de détinition quelconque pour V1 ~• J et 1 . 



Soit x un roint gc>11eri17uc de V sur k • Il nous ;,uf

fit d~ prouver quu tout~ pluce p
0 

Je k(x), ~ v~leurs Jans 

k , dst finiu en x • IntroJuiscns un r~int y ~~n(ri~uc ~e 

V sur k , indé;it'rH:11.nt ;.::e x • Ou rt:!ut i:rolonecr p O a. une 

plnce p d~ ~(x,y) laissnnt inv~ri4nt y • D' ,";,rrès le~ 

(rar.p. 11:.1.(y) ) ,: s t 

u1••••• u g 

V sur 

k{u 1 , ••• , u ) = k(x), et k(v
1

, ••• , v ) - k(y) ; il cxist0 
• g s g s 

de ,1us un et un seul ~iviscur w sur V 1 1ositir, de dagri 

g, tel qu'on 3it v ~ u + v - 2, ~t ~cnt lQs composcnts 

sent cnc(;r•.! g rwints aéneriq 1les indépc:ndant:, 

de V sur k ,• le peint z ~ ~(w w) . '(. 1 •••• t ~ 
co inc ide ,.._ Yec 

le coupos.f! Je x et y r,cur 11 loi Je gro'.lpc de 

y est invari3nt pcr p I o~ ~ 

et p(~) = w' • Puisqu'on e v ~ u + v - ~ 1 on~ ~uss1 1 

d 1 nprès 1~ th, 2 1 w' ~ u' + v - n • Or u' - n est r~tionncl .... ... 
sur k • :Puisqu~ les cc..npc,so.nts 1!1:: v sc;nt ;:é.né.riquen incl.ié-pen-

dants de V sur k il en est <le 
... 

de "' "" ' • ri.=!~~ CC'.lX 1•···· /,! 
de w' Donc 11. est morrhiçue en ' w' et, si on • w J. •••• , 

EJ 
, 

pose z' = 11.<wi,.,. 1 w' ) 1~ plact? p ~f: t fini~ en z l!\.: 8 , • 
vulcur z' • Notons '/' l' n.ri~>lic ~-t ion r:>. t ionr:..:.? 11<1 J )( .r ... J 

dt)finir:! sur ,. telle que X = 1P ( y ,.z). PuisQU,~ J ~st un~ , .. • 
variété de groupe, 1P est un morphisr.i~. Puisque p est finie 

en y et z , P est finie en x , de v~l~ur x' = t(x,z') 

On a donc bien ~ontrf que J 3St conpl~tc 1 ~one qud J est 

une vnri~t~ ~btlienn0. 

. . . / . . . 

• 
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De plus, d'après le th. 6 du n° 5 du chep. I, l'a,rli

cation rationnelle 1l: vG + J est un morphisnc. D'après lo 

th. 8 du n° 6 du chap. r, il existe des ~orphismes 

•i••••• 9g: V+ J tels qu•on ~it \Cu1 ••••• ug) = 

11111 ; 1 (u 1 ) + ... + t
8

(u
8

) quels :iue soi1.rnt u
1

, ... , u
8

EV. Ces 

morphisces ❖i sent égaux l d~s translations pr~s. En effet, 

pour u • o.€. V • on a Qi(u) ... ~i(A.) = 12.(Q•••., n, u, a, ••• • o.) 

• 11.(a, •••• a) où le pre~ier ter~e du second membre est obt~nu 

en r~mplaçant ui 

"'l. est symétrique 1 

En d'autres t<::rmes, 

par u 

~. ( u} 
l 

on n montré 

• • V + J uniquement déterminG • • 
J • tel qu'on o.it 11, ( ul • • • • • ug 

) 

oil C est un point de J • 

rnr a pour J # i • Co~nc 

ne dfpend ,~s de l'indice i. 

qu'il existe un morphisme 

.. une a. tre.nsl!:l.tion pr~s sur 

= tf)(u
1

)+ ••• + 9( u
8

) + C t 

En r~capitulent les résultnts 4ui pr6caùent, nn obtient 

l'énoncé suivant 

THEORE14.E 5 • 

Soit V une courbe complit~ de genre g, sans point 

multiple. Il existe une v~riétJ abélienne J ùe ,imension g 

et un gorphisme ♦ V+ J tel que,si k ~st un cor~s de 

d~tinition de V• J et Q • et si u , ••• u sont des l • g 

points génériques indépendnnts de V sur k • on ait, on. 

posant x = I1 9(u 1), la relation k(u 1 , ••• , u
6

)
6 

= k(x). 

On a vu qu~ toute application birationnelle A+ B • où 

A et B sont des variétJs abéliennes • est un isomcr~hisme 

(pour la structure de variétu algébrique) ou encore est l~ 

conpcs& d•un isomorphisme (pour la structure de variGt, ab6-

lienne) et d'une translation. Il en r,eulte qua le cou,10 (J,O) 

... , ... 



- 82 -

est unigue, à un isomorphisme et une translation près, et que le théorème 

ci-dessus fournit une caractérisation de la jacobienne. 

Remarque 5. Pour V donnée, définie sur k, on peut montrer qu'on 

peut choisir J définie sur k. Mais on ne peut choisir J et ~ dé

finies sur k que si V possède un diviseur de degré g rationnel 

sur k; en particulier, il en est ainsi lorsque V possède un point ra

tionnel sur k • 

Remarque 5 bis. Si V est une courbe quelconque, il existe, comme on a 

vu, une application birationnelle a: V - W, où W est une courbe complète 

sans point multiple. Soit J la jacobienne de W; soit ~ un morphisme 

canonique W - J, et considérons l'application rationnelle 

<!i=ao~:V-J. 

Alors le couple (J,<ji) est encore uniquement déterminé, à un isomorphisme 

près, par la donnée de V. On dit que J est la jacobienne de V, et 

que <li est une application rationnelle canonique de V dans J. 

7. Caractérisation de la .jacobienne par une propriété d'application univer

selle. 

THEOREME 6. 

Soit V une courbe complète sans point multiple. Le couple (J,~) 

est caractérisé, à un isomorphisme près (pour la structure de variété 

algébrique), par la propriété suivante : si <li: V - A est une appli

cation rationnelle (donc un morphisme) de V dans une variété abélienne 

A, il existe un et un seul morphisme a: J - A tel que le diagramme 

V.!+ J 

<1i\/a 
A 

soit commutatif. 

Démonstration. L'unicité de (JP~) à un isomorphisme près résulte 

trivialement de l'énoncé. Soit g le genre de V. Montrons maintenant 

que le couple (J,~) construit plus haut, vérifie la condition de l'énon

cé. Soit k un corps de définition de V, J, A,~, <li, et soient 

u
1 

, ••• , ug 

les points 

des points génériques indépendants de V sur k. Considérons 

x = [i ~(ui) E: J et y = [i <ji(u) E: A , et les morphismes 

... / ... 



et V : A définis sur le • r e s I> e c t i -

Le point y est invariant par toute permutation des 

donc est rationnel sur le corps 

u. t 
l. 

existe donc une application rationnelle a
0 

: A+ J • qui est 

n~cessairement un morphisme (I, 5, th, 6), telle ~ue le din-

gramme vg µ J 

~~ 
A 

s o i t c o mm ut a t i f • Cons i ::1 G r 0. n s o. € A fixe , et u e A v ~ri n b l c • 

En comr~rant les im~ges du point ( U o. '
"'} ~ vi , t ••• ' ,,. .... V 

et pa.r a 0 0 lJ • on trouve une relation ;le ln fc.'rr-:e 

a
0

(?(u)) = 1ji ( u) + C 

où C est un point fixe de l,. • On fi. donc 
"' 

:'li a 0 ~ • où 

a est le morphisme J + A défini p~r a(x) = a
0

(x) - c , 

Remarque 6, Le genre g de lfl courb~ n'intcrvi~nt pas ~nns 

l'énoncé précédent, Le relation g = din J peut dcnc être 

regardée comme une nouvelle aéfinition du ~enr~ g • 

8. Symbole S(~), Carnct~risation jes diviseurs li~6nirenent 

équivalents à zéro sur une courbe, 

Soit V une courbe comrlite s~ns point multipla et soit 

♦ : V + . .J un morphisne canonique ,:te V dnns sa jncobicnn~. 

Si a= L· m. a. 
- l. l. l. 

est un iiviseur sur 

est noté S(~), ou S.(~) .. 

THEOREME 7, 

V, le point I- ::n. ?(a.> 
l. l. l 

Soit a un diviseur de degr6 O sur v. On a a~ O 

si et seul~cent si S{~) = 0 • 

. .. / ... 



(ln J'autrea termes, ai ~ eat le groupe des diviaeura 

4• degré 0 sur V• le noyau de l'hoaomorphia■e 3) + J 
0 

ia4uit par S • colncide avec le groupe J)( dea diviaeura 

lin6airement iquivalen~s à O sur V). 

DE■0n1tration. Supposons d'abord ~~O. Soit k un 

corpa de définition pour V, J, ~ et ~. Il existe une fonc

tion f sur V I définie sur k I telle que div(!)• a. 

C0n1id6rona le morphiame tt: V+ p1 déduit de f. On aait 

que r• est un revêtemant de la droite projective e1 , et on a 

div(t) • (t•)- 1 (0) -(t*)- 1 (•). Notons u 

de e
1 

sur k I et posons ~ •(fj 1 (u) • 

un point générique 

(t )• 1 (u). D'après le 

th,orème des fonctions symétriques. le point w • S(~) de J 

est rationnel sur k(u). Il existe donc une application ration-

nelle e: F1 + J, dètinie sur k • telle que w • e(u). 

D'aprèa I, 6 1 th. 8, coroll. 2 1 e est nEceaaairement constante, 

et • est un point rationnel sur 
1

k. D'après le lemme 10, 
l'uni4ue spécialisation de u • r· (u) 
compatible avec u + O {resp: u + •) sur k est ,l!.o • (t•)-

1 (0) 

(resp • .!!. • (t•)- 1 (•)). L'unique spécialiaation corres~ondante 

de S(~) est S(u
0

) (reap. S(.!!..,))• On a 

• S(~.) • w I d'où S(,!) • S(~
0

) • S(.!!.) 

s(_u) • S(u ) • -o 

Il Q • 

Réciproquement soit ~ un di viseur sur V I de degré O, 

rationnel sur k, tel que S(~) •O. Soient u1 , ••• , u 
i 

des pointa gén,~iques indépandants de V sur k • et posons 

~ • u1 + ••• + u
8

• D'apr~s le théor~me 2. il existe un et ùn 

aeul diviseur ~ positif de degré g sur V tel que 

y~ u +~.Puisqu'on a S(~) • O, on a s(~) • S(~). 

D'après le th. 5. ceci entraîne U • V - - d'oil. a"' O. -



CH.API TR.I IV 

DIVISaUFS SUR LES VA.RIZTIS ABILIEJHIS. 

l. Le tbéor~me du carr~. 

THEOREME l. 

et ■ oit T un divi ■ eur sur U x V x W • rationnel ■ ur k. 

Con ■idéron ■ quatre points 

rique ■ indépendants sur k. Alora le diviseur 

(1) D • T(u,v) - T(u 1 v) - T(u,v ) +T(u 1 v ) 
0 0 0 0 

■ ur W est linéairement équivalent à s,ro. 

Bous allons d'abord donner à cet énoncé une autre torse, 

dans laquelle U, V, W jouent des r~les symétrique ■• Lee 

projections de U x V x W sur V x W, U x W, et U x V 

■ ont respectivement notées 

THEOREME l bis. 

Soient U, V1 W,T comme dans le th. l. Alor■ il exi ■ te 

des diviseurs X1 Y1 Z sur V x W, U x W et U x V res

pectivement tels qu'on ait 

(2) T ~ a- 1(X) + 8- 1 (Y) + y- 1 (z). 

Commençons par pouver l'équivalence des théor~me ■ let 

1 bia. 

Soient d'abord U1 V, w, T vérifiant lei condition ■ du 

th. 1. Posons K • k(u I u, v, v), et ■ oit 
0 0 

v un point 

générique de W sur k. Il existe une tonotion t ■ur W, 

définie our K, telle que div(r) • D. CoDsidérons la fonction 

h ■ ur U • V• W, définie sur K • k(u ,v ), telle que 
0 0 0 

h(u,v,v) • t(v). On a div(!)• E{u,v), en posant E • div(h) 

E{u,v) • T(u,v) - T(u ,v) - T(u,v) + T(u ,v) 
0 C O 0 

... / ... 
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D'apri• le lemme 5 du n° 3 du cb. III 1 appliquf au chan

geaent de paraa~tre ditini par le morphisae 

tel que iu
0

(x) • (u
0

,x), on 

T(u 01 v) • X
0

(v) 

oi X
0 

••t le diviseur sur V x W ditini par 

On a de afme 

T(u 1 v
0

) • Y
0

(u) 

est le diviseur sur U x W détini par 

X • a(T.(u xVxW)). 
0 0 

Y • 8 { T. ( U xv X\1 )) • 
0 0 

Toujours d'apr~a le lemme 5 du ch. III 1 appliqué su change

ment de paramètre défini par la projection U x V+ V• on a 

X
0

(v) • X
0

(u,v), 

- -1 en poaant X • a (X), et de mime 
0 0 

Y
0

(u) • Y
0

(u,v), 

- -1( ) . ) en posant ?
0 

• 8 Y
0 

• S1 d•autre part on pose T
0 

• T(u
0

,v
0 

et D • U x V x T • a· 1cv x T) • e-1cu x To)• on a 
0 0 0 

T
0 

• D
0

(u,v). Donc, si on prend (par exeeple) X• X
0 

et 

Y• Y
0 

• U x T
0 1 on obtient 

D{u,v) • T(u,v) • Î(u,v) • Y(u,v), 

avec Î • X • a• 1 (X) 1 et Y• Î • D • s•1 (Y). 
0 0 0 

Donc (III, 3 1 le~me 6), T - E - X - Y eat un diviseur verti-

(U x V) x W • i.e. est de la forme cal du produit 

z • 1· 1 (z), oi Z est un diviseur sur U x V. On a donc 

T. E + a· 1cx) + a·1(Y) + y· 1cz). 
ce qui donne bien le th. 1 bia, puisque E ~O. 

Rfciproquement, soient U, V, W, T, X, Y, Z véritiant le 

relation (2) du th. l bis. 

Il autfit de 110.ntrer que la relation D"' O du th. l 

• •. I • • • 
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a lieu lorsque u
0

• u, v
0

, v sont des points génériques 

ind&pendants sur un corps de d&finition k' de U, V, w, T, X, 

Y, z. Posons X= a- 1 (X), Y= s-1 (Yl et Z = y•1 (z). 

D'après III, 3, lemme 5, one 

X(u,v) = X(u) , et Y(u,v) = Y(v); d'apras III, 3, lemme 

6, on a Z(u,v) =O. On en déduit 

T(u,v) ~ X(u) + Y(v). 

En combinant cette relation avec les relations an~logues, 

respectivement obtenues en remplaçant le couple (u,v) per 

(u
0

,v), (u.v
0

) et (u
0

,v
0

) on trouve bien D ~ 0. 

DGmonstration des théorèmes 1 et l bis. 

li Cas où W est une courbe : On peut supposer W compl~ta 

et sans point multiple. Soit J la j~cobienne de W. Le point 

S(X(u,v)) est rationnel sur k(u,v), et il existe donc une 

application rationnelle l: U x V+ J, d,rinia sur k, telle 

que 

A(u,v) = !(T(ti,v)). 

D'après les th. 6 et 8 du chap. I, À est de la faro~ 

l(u,v) = ~(u) + v(v, 

oi µ et v sont respectivement Jes oorphismes U + J et 

V+ J • En combinant cette relation avec celles respectivement 

obtenues en remplaçant (u,v) par (u
0

,v) (u.v
0

) et (u
0

,v
0

). 

On obtient D ~o. 

22 Cas gén~ral .: Le fait que u, v, W jouent des r6les 

symétriques dans le th. l bis entratne que les th. 1 et l bis 

sont vrais lorsque U est une courbe, V et W étant quel

conques. Pour passer de là au cas général, considérons un point 

générique u
0 

de U sur k ; d 1 apris le lemme 8 du n° 4 

• • • I • • • 



du ch. III, on peut trouver un corps K ~k(u
0

), une courbe 

U' sur U contenant u
0

, âéfinie sur K, telle que tout 

point générique u de U' sur K soit nussi un point géné

rique u de U' sur K soit aussi un point eénérique de U 

sur k{u
0

). La lemme 5 de III, 3 appliqué au changement de 

param~tre défini par l'injection U' + U • permet de re~rlaccr 

U par u• , et on est rame~, 3u cas 1°. 

THEOREME 2. (analogue au th. 1 1 mais avec des points non n~ces

sairement génériques). 

soient U, V, w, T comme dans le th. l. Soient a
0 

, a 1 

deux points simples de U, et b
0

, b1 deux points sin,1~s 

de V tels que T(:i.,b.} 
l J 

soit défini quels que soient i 

j • Alors on n 

(3) I- • {-l)i+j T(a.b.) ~ 0. 
l1J 1 J 

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstra

tion précédente, en supposant de plus que les points u
0

, u, 

v
0

, v sont génériques indépendants sur le corps k(n ,b ). 
0 0 

En modifiant Z par l'addition du diviseur d'une fonction 

convenable sur U x V, on peut supposer (a
0

,b
0

} ~ supp T • 

Puisque le symbole T(o.
0

,b
0

) est défini, il en est de nâme 

a fortiori de T(u
0

,b
0

). Donc J•apr~s III, 3, lemme 5, les 

s7mboles X
0

(b
0

). Î
0

(a
0

,b
0

) sont définis, et on a 

T(u
0

,b
0

) = X
0

(b
0

) = X
0

(a
0

,b
0

) 

On a de même 

T(a.o,uo) = y ( a. } = Yo(a.o,bo) 0 0 

D'autre pa.rt 1 

T( u , V ) = To = D
0

(a. 1 b ) 0 0 0 0 

et 
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On en d~duit que E{a ,b ) est d6fini, et que 
0 0 

E(a
0

,b
0

) = T(a ,b ) - T(u ,b) - T(a ,v) + T(u
0

,v
0

) 
0 0 0 0 0 0 

Puisqu'on a E ~ O • on a aussi E(a ,b ) ~ O, d'oa 
0 0 

T(a ,b ) -T(u 1 b ) - T(a ,v) + T(u ,v) ~ 0 
0 0 C O O O ô 0 

La relation (3) s'obtient en combinant cette relation 

avec celles respectivement obtenues en remplaçant (a
0

,b
0

) 

par (a
0

,b 1 ), (a 1 ,b
0

) et (a
1

,b
1

). 

2. Applia!tion du th~or~me du cnrrG aux vari~t6s de groupa. 

THEOREME 3. 

Soit G une variété ~e groupe (non nécessairement commu

tative). Soient V une variété arbitraire, X un diviseur 

sur le produit Gt V. Pour n, !1 1 , b 1 b'6:G I tels que 

a•a- 1 = b'b•l et tels que les ~bolesX(a'), X(n), X(b'), X(b} , 

soient üéfinis, on a 

(4) X(a'} ~ X(a) - X(b') + X(b) ~ 0 • 

Démonstration. Soit k un corps Je définition de G, v, 

X 1 et soient u, v deux points g6nériques ind~pendanto de 

0 sur k • Notons • le morphisme G x G + G d5fini par 

( ) -1 ... t u 1 v = uv • D'apres III, 3, leMme 5 1 on a l X(uv) = Z(u,v) 1 

-en posant 'V est le norphis:ne 

On peut trouver des points u
0

, u1 , v
0

, v1 de G tels que 

-l u V = a 
0 0 

-1 a' ul V = 
0 

-1 
b uo vl = 

-1 bt ul vl = 

• • • I • • • 



- 90 -

Posant en ettet • C , il •uttit de pren-

dre • b•l 
l et 

d'après III, 3, leame 5, on en déduit 

Z(u.,v.) • X(u. v7 1 ) 
1 J 1 J 

u1 • c • Toujoura 

quels que soient i et j • Pour obtenir (4), il auttit alors 

Soit G une variété de groupe commutati•e, et soit E 

(reap. X) un sous-ensemble de G (re ■p. un diviseur aur G). 

Pour &4L G , on notera Ea (resp. X
8

) le transtormf de :! 

(reap. X) par la translation Ta. On notera E- (reap. x·) 

le transformé de E (resp. X) par la symétrie x + -x • 

Corollaire l. Soit G une variété de groupe commutative. 

et soit X un diviseur sur G. Alors, quels que soient a 1 

b ~ G, on a 

(5) xa+b - xa - xb + x ~o. 
En ettet, considérons le morphisme •: G x C • G d6tini 

par ;(u,v) • v - u et l'immersion O + G x G définie par 

ia (x) (a.x). On a -1 . • T • l. o a a • • d'où X • Ta(X) • a 

i:l ( ,-1 (X))• i.e. X a. • Y(a), en posant y - y•l(X), et il 

autfit d'appliquer le th. 3 • 

Corollaire 2. Soit G une variét, de groupe commutative 

et soit X un diviseur sur G • Soient a . ( l ,! i < r) des 
l. -

points de 0 • et n . 
l. 

( l ,! i _! r) des entiers, tels que 

Ii n. • 0 et r. n. a. • 0 • Alors on & 
l. l. 1 1 

(6) r . n. X ~ 0 • l. l. a. 
l. 

En effet, un raisonnement ~léuentaire montre que le premier 

membre de (5) est la somme d'un nombre tini de la somme 

X - Xft - Xb +X, et on est ramené au coroll. 1 • . &+b ... 

• • • I • • • 
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3. 87•tame• lin,air••• 

Soit V une vari,t~ coaplite. et aoit D wa diviaeur 

•ur V. Rappelon ■ que l'e ■ pace vectoriel L(D) eat de dimen

■ ion finie (1. IV, 6, th. 12). Par d,tinition. L(D) •• compose 

de ■ fonction• t sur V telles que div(t) aoit de la tor.e 

1 - D où E eat un di viaeur poai t it aur V • L' enaemble ~ 

de• divi ■ eura E obtenu■ lorsqu'on tait parcourir à f un 

■ ous-espace vectoriel L de L(D) eat appel~ un azat~me 

lin~aire sur V et, plu■ prEci•~ment le ■yat~me lin6aire 

aur V aseocié à L. Pour tout diTi ■ eur D' ~ D, le aystame 

linéaire t est également associé l un sous-espace L' de 

L(D') : en effet, il existe une fonction g sur V telle que 

div(g) • D-D', et il suffit de prendre pour L' l'espace 

vectoriel composé des fonctions de la forme fg, avec tE L. 

Le nombre dim L' - l ne dépend que du système linéaire i • 

On l'appelle la dimension de ~. L'ensemble de toua le ■ divi

aeura positifs sur V qui ■ ont linEairement ,quivalente l 

~ n'est autre que le système linéaire associ~ à L(D). On le 

note ~(D). Tout système 1inéaire de ce type est dit complet. 

~ étant le syst~me linéaire associ~ au aous-espace L 

de L(D), poaons n • diml et soit t ••••• t une baae de L. o n 

Tout corps k de définition de V I D, t ••••• t e ■t appelf o n 

un corps de définition de ~ • En particulier, tout corps k 

de dEtinition ae V et D est aussi un corpa de dftinition 

de cl(D) 1 comme il résulte de E, IV, 6, th. 11, Soit x un 

point générique de V aur k, et considérons le point y de 

l'e•pace projectif ~n ayant pour coordonnées bomog~nes 

••• I ••. 
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y
0 

= f
0

(x)••••• yn = fn(x} • L'application rationnelle 

9 : V+ IPn I définie sur k • telle que y= 9(x) est 

dite associée à ~ ( ou à L). La. donnée de .;;t déterr:dne 

9 à un isoDorphisme près (défini par un changenent linéaire 

de coordonnées) de l'espece IPn. 

Inversement, soit V + 1P n une application ration-

nelle. Supposons, pour fixer les idées, que l'imag~ W = ~ (V) g 

n•est pas contenue dans l'hy~erplan H
0 

de Pn défini par 

l 16quation X
0 

c O. Le synbole ♦-1 {H0 ) est alors dGfini. 

Posons D = •• 1 (B
0

). Pour toute forme linlaire hoMogine 

sur lP n 

à une fonction t sur V. L'ensemble de ces fonctions f 

est un sous-espace vectoriel L de L(D). de dimension n+l, 

et l'application r~tionnelle 9 ~st associGe ~u systè~e li

néaire ,: correspondant. De plus, t coïncide av~c l'ensemble 

des diviseurs sur V de la forme •- 1 (H) , ci H est un 

hyperplan de fn tel que ce symbole ait un sens, i.e. tel 

q.ue H t, tg(V). 

Supposons la vari~té V normale. Si ;,C est un systène 

linéaire sur V, ~t si ses éléments E ont une compooante 

commune E , on dit qu<-.: 
0 

L'ensemble des E • E 
0 

est une conposante fixa de ~ 

est alors encore un systè~e linénire, 

associé à la mêue ~pplication rationnelle ♦• On pourra donc, 

pour étudier , • suproser que ;t est sans composante fixe. 

On appelle a.lors point de basa de of un point commun eux 

supports de tous les di viseurs E ~ èC • Pour oue <) soit mor

;ehig.ue en a.€ V , il faut et il suffit oue a ne soit Eas 

• •• I ••• 



un point de base de 't. En effet, soi~nt f
0

, ••• , fn comme 

plus haut• et posons div(f.) = D. - D. Supposons 
l l 

phique en a.. Il existe alors un i
0 

morphique en a pour tout i , donc 

phique en a pour toute f G L • Si 

tel que f. /f. soit 
J. 10 

tel qua f/f. soit mor-
10 

a est un point fixe de 

:t , on a. a€ supp n. , i.e. il existe une composante 
10 

z 

z n. 
10 

contenant a. D'après le ~ritère de morphicitê, est 

composante de E quel que soit t, i.e. est une composante 

fixe de t , contrairement è notre hypothase. Inversement. 

supposons que ;t est sans point de base. Il existe alors 

f EL t<=lle que• en possnt div(r) = E - D • on nit 
O. 

a t supp B. 

Alors tilt est morphiqua en a pour tout i • Puisque r e r. 

le k-espace vectoriel engendré ~ar les r./f contient 1 • ot 
l 

par suite il existe io tel que r. 
l 

/r ne s'c.nnule pe,s en 
0 

a • On a donc a ,t. supp D. 
l • Donc f./f. 

l 1
0 0 

est morphique en 

tout . donc ~ ast morphique en a pour l. • a • 

V étant toujours suppos~e noraale et complète, on dit 

qu'un système linéaire ~ sur V sépare les points si, pour 

tout couple (a,b) de points distincts de V, il existo 

E ~ ~ tel que a é supp E et b t supp E • Dans ce cas, ~ 

n•a pas de point de base, donc O est un morphisme. ~e cor

phisme est de plus injectif, (donc applique bijectivenent 

V sur W • ♦ (V}). En effet I soient a, be V distincts ; il 

existe E 6 ~ tel que a E supp E • et b ,t. supp E • Le di vi-

seur E est de la forme -1 ( ) .. 9 H • ou H est un hypcr~lan de 

Remarquons que l'injectivité de 9 n'entraine pas que ~ 

• • • I • • • 



soit bimorphique en tout point. Lorsque cette dernière condi

tion est re~plie, i.e. lorsque ~ est un isomorphisme de 

V sur une sous-variété de ~n • on dit encore que Q est 

un Elongement. ou une immersion de V Jans ~n • On dit alors 

que le système linéaire ~ est ample. Lorsque ~(D) est 

amRle 9 on dit que D est amvle. 

TREOBEME 4. 

Soient V une variété normale complète, W une variété 

projective 9 et soit D un diviseur sur V appartenant nu 
IF 

système linéaire ~ sur V associ~ à un rav~ternont 

Alors il existe ua ~ntier n > 0 tel que i{nD) soit an~le. 

Commencons par démontrer le lemme suivant : 

LEMME 1. Soient V une variété n~rmal~ compl~te, et D 

un diviseur positif sur V. Alors 

(a) - A• v L{n D) ust un sous-annoau int~gralement 
n>O 

termê du corps de fonctions ](V). 

(b) - Pour LE L(D), tel que le syst~me lint.Gaire ;f, 

associé à L soit sans point de base, l'anne~u A coïncide 

avec la fermeture intégrale de l'anneau k[L) a~ns 1'(v). 

Démonstration. A se compose des fonctions sur V 

n'admettant pas d'autres pôles que les composantes de D • 

Ceci entraîne que A est un sous-anneau de }(V). 

Soit te 1'{ V)• entière sur A • et montrons que t ~ A • 

En effet, t est racine d'une équation de la forme 

(6 ) t m m•l 
+ a 1 t + ••• +am= O, 

avec aie A (l ! i ! m). Il existe un entier q > 0 tel iuœ 

aie L(q D) pour tout i • Soit Z un pôle de t • Soit k 

• • • I ••• 
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un corps de définition de A, L et z • Soient X un point 

générique Je V sur k t t::t z un 1,1oint 
,. ,. . 

gener1que de z 

sur k • Soit p une place de n telle qut: p(x) = z • On a. 

p(t) = iilO . d'a.pri!s ( 6), on ne peut avoir p(ai/t) = 0 :i:,our • 
tout i • Il exist~ donc un i tel que p(a./t) ;. 0 t ou 

l 

encore tel que vz(ai) ~ vz(t), où vz est la valuation 

de 1'( V) associée à. Z • Puisque a. EL( q D), on a. 
l. 

div(a.) > - q D. On a donc aussi div(t) _> -q D, donc 
l -

tSL(q D), d'où t EA. On a donc démontré (o.). 

Il reste à prouver que pour n > 0, d~ns les hyrothèses 

de (b) 1 tout élément uêL(n D) est entier sur k[L] • Or 

soit p une place de k(x) telle que p(u) = = • Le point 

a= p(x) de V appartient nu support du diviseur dus peles 

de u 1 donc appartient à surp D • Puisque L est snns p•)i nt 

de base, il existe E€~ tel 4uc a ,t. supr, E • Soit r éL 

telle que ùiv(t) = E • D • Cette fonction r est définie 

en a. t de va.leur Cl> 
t donc on a p(t'(x)) = à> • D'n::rès 

E 1 Chap. o, B, 3 1 th. 2, u est entier sur k[L], 

o,monstration du th&or~me 4. Soit k un corps de 4gri

nition de V• D et t. Supposons • dGfinie au moyen 

d'une base t 0 ••••• tm de l'espace vectoriel L. Soit x 

un point générique de V sur k. Lo. variété W est le li:'3u 

sur k du point y = 9(x) de lP t admettant pour eoordcnnées 
m 

les < homogènes y i = f.(x} 
l 

(0 - i ~ m). 

Pour 0 < i < m - - • notons u. 
l. 

complémentaire de l'hynerplan 

un mod~le normale cancniqu~ 

l'ouvGrt 

x. = 0 
J. 

(W* • >.) 

Posons div(f.) = D.-D 

tle 

de 

de 

l. l 

H induit par le 

œm. Introduisons 

W au sens de 

... / ... 

• 



E, IV. 4, th. 7. Rappelons qu'un tel mod~le peut être obtenu 

par recollement de modèl~, u0· ~aux canoniques 

ouverts a.trines W .• Le point générique 
l 

z • 

(W~, )..) 
1 l 

>.•1 (y) de 

est reprlsenti par un point z. e w~ 
1 l. 

dont les coordonnées 

des 

z .. (l < j < s.) sont des générateurs sur k de la clôture 
lJ - - l 

intégrale de l'anneau de coordonn~es B . 
l. 

de W • • Or on a y./y. E:L(D.) 
l J l 1 

D'après le l.eiillne l, on 1:1. donc, r,our tout j • 

A. est l'anneau A. • u L(n D. ). Pour tout 
1 l 1 n 

entier q. tel que les z •• appartiennent~ 
1 lJ 

i 

• k[(yo/yi)' 

(0 ~ j ~ m) • 

z •• e: A. 
lJ l • où 

t il existe un 

L(q. 
l 

D.) • 
l 

D'après le lenme 1. A. 
l 

est la clôture intlgrale de B. 
1 

dans 

k(x). Or B. 
1 

a peur corps des tractions k(y) ; puisque~ 

est un rev~tement, l'extension k(x)/k(T) est de degré fini. 

Dcnc (E 1 ch. o, B, 3 1 th. 2 1 coroll. l)• A. 
l 

est un B~-coJule 
l 

de type fini, nécessairement noeth~rien. La suite croissante 

des B.-moèlules B~[L{n D)) (n • 1 1 2 1 ••• ) est donc sta.-
1 l 

tienne.ire, et il existe un entier r. 
l 

tel que B~ [L(r.D)]• 
1 1 

A.• 
1 

donc tel q1.1e k [L( ri D )] • A. 
l • Pesons n • 

l. • sup(qi.ri) pour 

tout i, e·t prenons n = sup. n. • Soit ~· . V + 1P , une . 
l l m 

application rationnelle. définie sur k • associée au syst~me 

Puiaque • A. 
1 

a pour corps de tractions k (X). 

on a k(y') • k(x), i.e. 9• est birationnelle. Puisque 9 

est un mo1•phi sme, .}& est sans point de base ; il en est de 

même a fortiori de ~(n D). dcnc ,, est un morphisme • Pour 

tout 

où H! 
1 

i, le diviseur n D. 
1 

est d.e la forme 

est un hyperplan de ~m' • Notons W! 
1 

l'ouvert de W' 

••• I • •• 
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induit par le complémentaire de H ! • Les 
l 

W! 
1 

recouvrent 

w• , et l'anneau de coordonnées de W! 
1 

est A. =k(L(n O.)], 
1 l 

donc est intdgralement clos, Donc W' est nor~3le. Cora~c J~ 

plus les z .• 
l.J 

appartiennent à A. , •il existe un raorphi smc 
l. 

8: W'---¼ w• • défini sur k, tel que z • e{y'). On a le 

diagramme commutatif suivant de morphismes 
❖ 

8 

Puisque 9 est un revête~ent, tous les morphismes int~r

venant dans ce diagramme sont des rev&tecents. Donc t' est 

un revitement birationnel da W' • Cc=ree W' est nor~alc 

♦' est n&cessairement un isomornhisme 1 d'arr~s E, IV. 2, 

th. 3 c.n.F.D. 

Corollaire 1. Soit W une v~riét~ ,roj~ctive. Il 

existe un modale normal canonique prcjactif de W. 

Il suffit en effet d'appliquer la construction préc~

dcnte en prenant pour (V,9) un mod~le normal canoni1ue 

arbitraire de W. 

Corollaire 2. Soit V une variété normnle., et soit D 

un diviseur sur V. Si le systame linSaire i(n) sfirare 

les points, il existe un entier n > 0 tel qu~ ~(n D) soit 

ample. 

En effet, dans ce cas, tou·te a.i:;plication rationnelle v-+-r,J 

(WcPm) associée à ~(D) est comme on a vu, un mcrrhisne 

bijectif, donc est un revêtement da Y. 

. .. / ... 



- 98 -

4. Plongement projectif d'une variété abélienne. 

THEOREME 5 • 

Toute vari,ti ab,lienne A adoet un plongcnent projectif. 

Démonstro.tion Il revient au Mêne de dire qu'il existe 

sur A un diviseur ample. D'après le th. 4, il suffit 

de montrer qu'il existe un ~iviseur D sur A tel que 

L(D) sép~re les points. 

Si a et b sont deux points distincts de A, on 

peut trouver une sous-vari&t, da codimension l de A contenant 

a et non b (on se ramène en effet, r,ar translation, au c~s 

où a et b appartiennent à un même ouvert affine de A, 

auquel cas la solution est triviale). Donc, si E est un 

sous-ons•mble fer~, de A contenant l'orieine O, et dis-

tinct de {o} , on peut trouver une sous-variété X de 

de codimension l • telle que O e: X et E 't. X • Il en résul t 1~ 

qu'on peut trouver un nombre fini de sous-variétcis Xi 

(l ! i ! m) de codimension l de A tell~s que <î X. = 
i 1 

{o}. 
Si u et v sont deux roints de A• et si X est 

un diviseur sur A, on a Xu + X + X ~ 3 X , en vertu 
V -u ... v 

du coroll. 2 du th. 3 du n° 2. Donc, ~uels que soiant 

ui, v. € A (1 < i < m) • le diviseur z = }: ({ x.) + (X. ) 
1 - - • l. u. i v• l. l. l. 

+ (X.) } est linéaireme.nt équivalent à D = 3 ï x. • l. •Ui.,.Vi i l. 

Mous allons montrer que ~ ( D) sépare les points. En effet, 

pour a, be: A , il existe 

per exemple i = l, Pour 

i tel que b-a t X .• Sup~osons 
l. 

u1 =a., et pour u ' n 

v1 , ••• , vn génériques indépendants sur k(n), on a 

a E ( x
1

) ; les autres composantes de Z 
Ul 

ne contiennent 

• • • I • •• 

+ 
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aucun des deux points a et b....,.. Donc. on a a e supp Z , et 

b t supp Z 

5, Variété abélienne engendrée par une sous"variété de A• 

Soit A une variété abélienne, et soient E1 ,.,., Er 

des sous-ensembles de A, Conformément à la notation déjà 

utilisée nu n° 7 du chap. I, on note E1 +,,.+ Er l'en

semble E des points de A qui sont de la forme a1+,.,+~r• 

avec E. 
l. 

sont des sous-ensembles fermés 

(resp. des sous-vari&t€s) de A I il en est de mime de E. 

La somme E + ••• + E (r termes) est notée E(r). 

THEOREME 6, 

Soit A une variété ab~lienne et soit V une sous

variét' de A contenant l'origine. Alors 

(a) - Il existe une plus petite sous-variété abélionno 

B de A contenant V, 

(b) - Il existe un entier r tel qu'on ait B • V(r). 

(On dit alors que B est la sous-variété abélienne de 

A engendrée par V). 

Démonstration. 

(a) - Notons Sc S(V) l'ensemble des sous-variétés 

abéliennes de A contenant V • Soit B; S de dimension 

minimum, et soit B'€ 6 • La composante de l'origine B 
0 

de Bn B' appartient à s • On a B
0

C B 1 d 1oi'1 dim B
0

!_dim 

ce qui entraîne <lim l3 
0 

= dim B 
' 

d 1où B • B • et B' :> B 
0 • 

(b) • La suite croissante vcv< 2 >c ••• c v<n) de ·sous-

variétés de A est nêcesshirement stationnaire• i.e. il 

existe un r tel que v<s) = v(r) pour tout s !. r • 

... , ... 

B, 
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En particulier, on a v( 2r) = V(r) + V(r) = V(r) • Donc v<r) 

est un sous-groupe de A• et par suite une sous-variété 

abélienne de A II D'autre part B'€ S (i.e. VCB') entraîne 

V(n)C B' pour tout 

donc V(r) =B. 

n et, en partièulier 

6. Une propriété des translat~s d'un diviseur positif sur A .• 

THEOREME 7. 

Soit X un diviseur positif sur une variété abélienne 

A t et soit V une sous-variété de A contenant l'ori~ine. 

Soient k un corps de définition de A, v. X et u un 

point 
,. ,,. . 

de V k Si on a X '\, X on a generique sur • u D 

X • u X t et on a aussi Xb = X pour tout b €'V • 
Dêconstration . Pour que la propriété soit vraie pour . 

Vl et v2 (avec X donné). il faut et il le su'ffit qu'elle 

le soit pour v1 + v2 (d'après le fait que u = u1 + u2 

entraîne Xu - X"' (X - X)+ (X - X)). Par passage à la 
ul u2 

variété engendrée par V, on se ram~ne donc au cas où 

V• B est une variété abélienneo 

Si Xu"' X, il existe une fonction gu sur A, définie 

aur k(u), telle que div(gu) = Xu - X. Pour tout autre point 

g~nfrique v de B sur k • le k-isomorphisme 

a: k(u) --t k(v) tel que a(u) = v se prolonge canoni• 

quement à un k-isomorphisme J'k(u)(V) ~ Jik(v)(v). On 

note gv l'image de gu par ~. On a nfcessairement 

div(gv) = XV - X. 

Soit fêL = L(X) non nulle 11 et posons div(f) = Y-X. 

La fonction A (:t) = (f o t-
1 ) g a. pour diviseur 

u u u 
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div(Àu (gv)) = Xu+v - X. Si u et v sont génériques 

indépendants de B sur k, u+v est aussi générique èe B 

sur k • et on a div Au (gv) = div{gu+v> • Il existe donc 

une constante c(u,v)t: k{u.v) telle qu'on ait 

Àu(gv) = c~(u,v) gu+v • 

On en déduit• quelle que soit f €' L • 

(7) Àv(Au(f)) = c (u,v} Au+v(f). 

Posons dim ;t(X} = dim L - l = q. On peut reearder 

l'application À- L --¼ L comme un élément du aroupe liné-... 
aire d'ordre q+l • et lui assoèier canoniquement un élénent 

a(u) du groupe linéaire projectif G d'ordre q (en passant 

au quotient, dans rt" = L - {o} , par la relntion d'èquival~nce 

définie par la proportionalité des coordonnées). La relation 

(7) entraîne que l'application a: B ~ G ainsi définie 

est un homomorphisme, Tout élément de G peut être regardé 

comme une matrice d'ordre q+l, inversible, déterminée au 

produit près par une constante non nulle. Si on lui associe 

le point de l'espace projectif ~ = œ 2 ayant pour 
(q+l) -l 

coordonnées homogènes les éléments de cette matrice (ordonnas 

de façon arbitraire), on obtient un isomorphisme T : o + U 

de G sur l'ouvert U de ~ complSmentaire de l'hypersurface 

H des z,ros du déterminant de M. Or l'image t(a(B)) est 

une sous-variété complète de l'ouvert affine U • donc est 

réduite à un point. Donc a(B) est réùuite à un point, et ce 

point est nécessairement l'élément neutre de G • On a donc 

div(Àu(f)) = div(f) pour toute f'€L • En partic,llier, en 

prenant f•l• on obtient X • X • u ... , ... 
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Soit maintenant b ê B • et prenons u génér ig_ ue de B 

sur k(b). Considérons une k-composante Y de X• et soit 

Y un point générique de Y sur k(u,b). Le point y+b est un~ 

spécialisation de y+u sur k • /lutreaent cli t on a Yb ti Z , 

en posant Z = lock (y+u) • Or on a y+u €supp X• donc 

Yu c Zc supp X • et la considération des dimensions montre que 

X = X = X• b u C.Q.F.D. 

Corollaire : Soit A une varifit& ub&lienne. Pour n - 0 • 

l'homomorphisme n 6 : A~ Â- est surjectif, i.e. de noyau 

fini. 

(C'est le résultat qui av~it été annoncé au n° 7 du 

chap. I; rappelons quo n6 est d'fini par n6{x) = nx) • 

D&monstration. La composante de l'origine de ker(n 6) 

est une sous-variitS abilienne B de A. Supposons dim B > O. 

On peut trouvur une sous-vari~t~ X de A• de codi~ension 1, 

contenant O et ne contenant pas B • Soit k un corps de 

difinition de A, B, x, et soit u un point générique de D 

sur k. On a nu= O, d'où n(Xu - X)~ X - X= 0 • nu 

D'après le théor~me précédent. ceci entrnîne nX = n X , d' c 1't u 

X :s X • On en tire u ~ X • t1 • où D C X • ce qui est contra.-u 
dictoirc. On a donc montré que dim B =O. Donc ker(n ô) 

est f'ini. 

7. Diviseurs non dêgen~rés sur une variété abélienne. 

Soit A une voriJti ab&lienne. Considirons le groupe 

~(A) des diviseurs sur A• et le scus-3roupe ~,(A) de 

J>(A) composé des diviseurs linG~ir~oent êquival~nts d zéro 

sur A • Pour X €l)(A) 1 on note -rix l'application 

1lx : A ~il>(A)/oÔR.(A) ... / ... 
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qui• à tout point a e A , fait corres:pcndre la c lc.s se u.c 

modulo l'équivalence linéaire. La relation X - X - Xb+X--0 a+b i-i 

du coroll. l du th. 3 s'écrit encore Xa+b - X~ (Xn-X)+(Xh-X), 

et s'interprato par le fait que lx est un homomorrhisnc 

pour la structure de groupe. 

On dira que X est d6g6nér6 si ker ~X est infini. 

THEOREME 8 • 

Soit X un diviseur positif sur une vari(tE abflienne 

A. Alors ker 11.x est un sous-groupe nlp,ebri4ue de A • 

De plus, les conditions suivnntes sont équivalentes : 

(aJ - X 
, , , , (" k n est non deeen~rc i.e. er 'lX est fini). 

(b) - Le groupe des translntions sur A qui laiss~nt 

X invariant est fini. 

{ ) ., ' b~l· c - Pour toute sous-var1~te a e 1enne .B de A non 

réduite ù. un point I il existe be B tel que Xb -; X • 

(d) - Il existe un ùntier n > O tel que n X soit n=rlc. 

Démonstration. Scit k un corps de définition algêbri

q·uement clos de A et X • Commençons po.r r.iontr,~r que ker 11.x 

est un sous-ensemble k-fermé de A. Soit v un point de 

ker 1x • et posons W = lock w. Il exist~ (cf. démonstr~tion 

du coroll. l du th. 3) un diviseur Z sur A x A tel qu'on 

ait X - X= Z(a) a pour tout 

si aGW • on a aussi X - X = n 

Or on a, par hypothèse, T(w) = 

également, d'a.pr~s II, 3, lemme 

o.e:A. D'après II, 3, lemr.ia 5, 

T( tt) • en posant T = Z., (W X t1.). 

z ( ,,r) = X - X "' w 0 • On a donc 

6, T(a) = Z(a) = X - X '\, 0 • e. 

On a donc WC: ker 1lx • et on a bien ment ré que ker 1'tx est 

un sous-ensenble k-fermé de A. Comme c'est un sous-~routc 

... / ... 
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de A• c•est un sous-groupe algJbrique da A. 

Il est clair que (n) => (b) et que (b) =-> {c). 

(c) ==> (a). En effet, si ker 11x est infini, la compo

sante de l'origine B du groupe algébrique ker Vx est une 

sous-variété abélienne de A non réduite a un point. telle 

que Xb "\. X pour tout b€ B • o•après le th. 1. ceci implique 

Xb • X pour tout b • contrairement à 1•hypothèse. 

(d) ==> (c). D'après le th. 5. on peut supposer que A 

est projective, et que Y= m X est une section hyperplane 

de A. Soit B une sous-variété abélienne de A non réduite 

à un point• et supposons que• pour tout b ED • on a.i t 

Xb •X• d'où Yb• Y: On peut trouver une section hyper

plane Y' de A telle que O e supp Y' et B t: supp Y' • 

Puisqu'on a Y'"' Y , on a Y~"' Y' • D'après le th. 7, on 

a donc Y'• Y'• d'où bEsupp Y'• On en déduit b 
BcsuppY', 

ce qui est contradi~toire. 

(b) -=>(d). Notons G le sous-groupe de A composé des 

points a•A tels que supp Xa = supp X • et H le sous-

groupe de G composé des a.E:A tels que X 
a = X • Il est 

clair que G est un sous-ensemble k-fermé de A . donc G , 

un sous-groupe algébrique de A. Montrons que H contient 

est 

la composante de l'origine 0
0 

de G. En effet 1 soit y une 

composante de X• et soient y€Y I t~G 
0 

généri~ues indé-

pendants sur k • On a y + t ~ supp Xt = supp X • donc 

WCsupp X I en 1,osa.nt W = lock(y+t). Puisqu'on a 0€ G 1 0 

on a yê:W • d'où YCW • La considération des dimensions 

montre que Y• W. Pour tout point b ~ G I on a de même 
0 

• •• I • • • 
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Yb C W , d'où Yb = Y = W • On en déduit Xb = X • On a donc 

bien montré que G
0 

CH • 

Puisqu'on suppose H fini, G
0 

est réduit à un point, 

donc G est fini. Pour a e A , tel que a r/i. G , on a 

supp( X_a.) '/; supp X • Soit uE'A • tel que u E supp X I et 

u(/;supp(X_a.)• c'est-à-dire tel que 0€supp(X ), et 
-u 

a t supp(X_u>• Si v est un point générique d~ A sur k(u), 

et. si on pose y= X + X +X+ , on voit qu'on a 
-u -v U V 

O e supp Y et a t supp Y , On a d'autre pa.rt Y ""' 3 X , 

d'après le coroll. 1 du th. 3, Donc le syst~me linéaire 

i(3X) sépare les points O et a. De même ~(3X) sépare 

deux points a et a' de A pourvu qu'on ait a' -a~ G; 

en particulier i(3X) est sans point de base. Donc toute 

application rationnelle 9 : A~ A' (A'C \P ) n 
. ,,. 

assoc1ee 

à t(3X) est un morphisme, tel que l'image inverse de tout 

point de A' soit composée de points de A congrus (mod G). 

Cette image inverse est donc un ensemble fini, i.e. ~ est 

un revêtement de A' • Il suffit ~lors d'appliquer le th. 4. 

8. Le théorème de Chow. 

Remarque l : D'apr~s (d), et d'a,rès le th. 5 il existe 

sur toute variété abélienne un diviseur positif non déeénéré. 

THEOREME 9,(Chow) 

Soit A une variété abélienne définie sur un corps k, 

Toute sous-variété abélienne B de A est définie sur une 

extension algébrique de degré fini de k. 

(En d'autres termes, il n'existe pas de "famille algébrique 

infinie" de sous-variétés abéliennes de A). 

• • • I • • • 
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Démonstration. Soit en effet K un corps de définition 

de B f de type fini sur k f contenant la. clôture algébri g_ue 

it Choisissons un modèle défini -• u du corps K f sur k • 
i.e. une variété définie sur î • telle que K = k(u), avec 

u générique de u sur îi' • 

Soit u' un point ,,. # • gener1que de u sur k in dêpen d:i.n t 

de u • Posons B = B u • et notons But la sous-variété 

abélienne de A transformée de B par le k-isomorphisme 

a: k(u)-+- k(u•) tel que u(u) = u' • La sous-variêti 

Bu+ Bu• de A est une variété abélienne C. Si x et 

x• sont deux points génériques indépendants de Bu et 

Bu, respectiveMant sur L = k(u,u'), la variété C est le 

lieu de y •X+ X 1 sur L • Soit z ltL sous-va.rie.hé de 

lieu (u, u', y) - considérons u )( u )( A de sur k 
' 

et 

l'intersection E Ill Z ,,(u )( u X A)• Soit b 1: E Le. 
,,. . 

• specia.-

lisation (u, u', y) (u, b) - ... - u, sur k se prolonge a. 

des spécialisations x ➔ a. et x' ➔ a•, où a et a' sent 

deux points de B • et on a a + a• = b , d • où b € B • On 

en déduit Z n(u x u x A)C u x u x B • Le théor~me de la 

dimension appliqué à Xn(u X u )( A) dans le produit UxUxA, 

entraîne dim B > dim - z = dim A - dim(U X u X A), et comme 

dim z = dim C + 2 dim u on en déduit di1:1 B > dim C t - • 

Puisqu'on a BCC t on a. B = C ' d'où B = Bu = Bu' • Donc 

B est définie sur i(u)f'\ k(u') = k • Donc B est dufinie 

sur un sous-corps k' de k qui est extension de type fini 

de k, donc algébrique de degré fini sur k. 

Remarque 2: On peut montrer en fait que B est dlfinie 

. . . / . . . 
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sur une extension algébrique sépar~ble de degré fini de k. 

9. Relation E • Eguivalence nuc~rique. 

Soit une variGté abélienne. Notons (provisoirement) 

.l>'(A) le groupe des diviseurs X sur A tels que ~X= o • 

La relation de congruence suivant ~•(A) sera notée par le 

signe - • La relation X_ 0 équiv~ut donc à ~X= O , eu 

encore à X "' X A. 
po;.1r tout a e A • 

LEUUE 2 S • t " ... t"' b' 1 • t . t Fa'..I' • ci kt. une va.rit: e a e ianne, e soi X un 

diviseur= O sur A. Alors, si l: A x A~ A est la loi de 

groupe de A on a. 

À- 1 (x) "'A X X+ X X A. 

Démonstration. Posons Y= À-
1 (X). Pour o.tE.A, on a 

t
4 

= À o i
4

, où i
4 

est l'imMersion x ~ (a,x) d~ 

A X A. d'où x_a = i; 1(Y) = Y(a). 

da.ns 

Puisqu'on a X "'X• on~ Y'(a} "'O • en voso.nt -a. 
yt = y - (A x X). Donc (III, 3, lemme 6), on n 

(8) Y' "' X' x A 

où X• est un di viseur sur A • Pour be: A , on o. d~ même 

Xb • tY(b). Si on prend b~ supp X • on a (A X b )(A X X) = 

donc tY'(b) = tY(b) = X b • Le. relation (8) entr:'lîno d'autre 

o, 

part ty' ( b) = X' • Puisqu'on a Xb "'X • on o. X' "' X • d'ail 

le lemme. 

Ce lemme admet la gên~ralisation suivante : 

Corollaire : Soit ~ une veri,td ab,lienne. Pour tcut 

entier m > 0 • notons À 
m la 1:1orphisme A X X A (m fac-

teurs)--+ A défini Dar À (x 1 , ••• , x) = x1 + ••• + xm. Soit m m 

X un diviseur= O sur A. Alors on a 

À-l(X) "'!· X. 
m l. l ... , ... 
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avec Xi= wi1 (X), oa 

sur le ième facteur. 

w. = pr. 
l l 

est la projection de A x •• x A 

Démonstration: Procédons par récurrence sur m • Le 

résultat est trivial pour m = l. D'autre part, on a 

~m(x1••••• xm) = À(Àm-l(x1••••• xm-1), xm)• 

En d'autres termes, si u est le morphisme A x ••• x A 

(m facteurs)--... A x A obtenu en posant p(x 1 , ••• , xm) = 

• (Am_1(x 1 , ••• , xm_1 ), xm)• on a À m = l o p I d'où 

1•l(X) = µ•l(~-l(X)). 
m 

Notons w• la projection de A x,,.x A m 
(m facteurs) 

sur le produit des m-1 premiers facteurs ; notons , 1 et 

;
2 

les projections respectives de A x A sur le premier et 

le second facteur. 

On a, d'après le lemme précédent 

• 
d'où 

i; 1cx> ~ µ·
1cwî1<x>> + u·1c,;1cx>>. 

Or on o. "11 o p = 1fm-l ,. 11'~ , et , 2 o 'If • 'lfm • On en déduit 

A•1 (X) N n*-l(w 
1

(X)) + 'lf-l(X) • w•1
1

(X) x A+ w•1 (x). 
m in in- m m- m 

Il suffit alors d'appliquer l 1hypoth~se de récurrence. 

Soit A une variété abélienne, et soit V une courbe 

sur A. Soit d'autre part X un diviseur sur V• tel que 

le diviseur induit x.v soit d,tini, et que ses composants 

soient simples sur V. Explicitons X.V sous la forme 

x.v • I m. (a.) (oa l'on met des parenthèses pour signifier 
• l. l. 
l. 

qu'il s'agit de l'addition au sens des cycles). te point 

a• Î· m. a. de A (addition au sens de la loi de groupe) 
l. l. 1 ... , ... 
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est alors désigné par la notntion SA(X.V). 

La courbe V et le divis0ur X étent maintenant supposés 

quelconques, on peut, d'nprès E III 13, th. 12, trouver un 

diviseur X'~ X sur A tel que le symbole x•.v soit 

dêfini; on peut en outre choisir X' de façon que son support

ne contienne aucun des points multirles de V. La classe du 

diviseur x•.v pour l'équivalence linéaire ne d~pend pas du 

choix de x• 1 mais seulement de X êt de V. Tenant compte 

de II, T. th. 5, corcll., -0n en d5duit, par passage i un mod~le 

sans point multiple de V• que le degré deg(X'.V) ne dé~end 

que de X et de V• mais non du choix de X' • On désigne 

ce nombre par deg(X * V). De même, le point 

ne dépend pas du choix de X' : considérons ~n eff~t deux 

choix possibles X' et X" ; posant Y= X' - X", on a 

Y"' o, d'où Y.V• O et deg(Y.V) = 0; introduisons la 

jacobienne J de v. et soit Q une application rationnelle 

canonique V+ J ; d'après la propriété d'application univer

selle du couple (J,$) (III, 7. th. 6). On peut factoriser 

t sous la forme ~ = v o i, où i est l'inclusion V+ A• 

et où v est un morphisme J •A• d'aprls I, 6, th. e. coroll. 

1 1 v est de le. fo1·me v = t o µ , où t = 'f 
C 

est une trnns-

lation sur A, et où µ est un homomorphisme J +A; 

d'apr~s III, 8, th. 7 1 on a Sf(Y.V) = O; on a donc 

SA(Y.V) = v(S$(Y.V)) = µ(s 9(Y.V) + deg(Y.V)c = O, ce qui donne 

bien SA(x•.v) =BA(X".v). Le point a est donc d,termin& par 

le. donnée de X et de V • On le désignera rnr SJ\.(X * V). Il 

est clair qu'on a SA(X, V)= SA(X.V) ~orsque ce dernier 

symbole est défini. 

• • • I. •. 
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Soit A une variété ab€lienne de dimension n. Il 

existe une courbe V sur A contenant l'origine 0 t telle 

que V engendre A (a.u sens introduit au no 5). On a. alors 

v<n) = .,\ • Pour tout diviseur X - 0 sur A • on a 

deg(X *V)= 0 • 

Posons d'autre part W = v<n-l) • Il existe deux entiers 

q at r positifs F O tels que, pour tout diviseur X~ 0 

sur A, on ait 

(9) qX ~ r(Wc - W) 

en posant a= SA(X * V). 

D~monstra.tion. Soit k un corps è.e définition algébri

quement clos de A. On peut prendre pour V l'une quelcenqu~ 

des courbes sur A contenant l'origine, et contünant un peint 

gén·érique u de A sur k : une telle courbe V existe 

d'apr~s I, 6, lemme 4 (ou d'apr~s III, 4, lemne 8) ; la sous

variété abélienne da A engendrée p~r V est définie aur 

k, d'apr~s le th. de Chov. et contient u, donc coincid{: 

avec A • 
Soit m le plus petit entier tel que v(m) = A • C'est 

aussi le plus petit entier tel que vCm) • vCm+l) 
• et on a 

donc une suite strictement croissante de variétés 

o evc.v< 2 > c: ••• c::. v<m) • A • Pour l.::. i.::. m-l , on a 

vCi+l) = vCi) + v, donc dim vCi+l).::. dim v<i) + l • P~isquc 

dim v<i+l) > dim v(i) , ceci impliqu~ dim v(i+l) = dim v(i)+l. 

On a donc m = dim A• n. Il en r&sulte que le morphisme 

µ : Vn = V x ••• x V + A indtt.i t par défini per 
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+ • • .+ X n est gEn&riquement surjectif; 

puisque V est complète•µ est surjectif et de degré fini q. 

Soit maintenant X un diviseur = 0 sur A. On peut 

supposer que X.V est défini. D'après le lemme 2. on a 
n 

i;l<x> ~ Li=l •i1(x). 
où est la projection A x ••• x A+ A sur lei-ème facteur 

On en déduit 

µ- 1 (x) ~ f. (w71(x)).(V x ••• x V) 
l.1 J. 

d'o~ compte tenu de la commutativité du diagramme 

(où les flèches horizontales désignent les inclusions, et où 

chacune des flèch~s verticales aésigne la projection sur le 

(10) 

'11 V • V x ••• x V sur k. Le point 

générique de A sur k, et on a 

tout point b€V • et pour tout 

ilg(tl,il(b)) = µ(tl,':°l(b)) = 
1 

y • À (x) = µ(x) est n 

[k(x) : k(y)] = q • Pour 
. (1 < i < n) • 1 on a - -
Wb • 

et . t est un parQmètre uniformisant de b V t la 81 sur 

norme N ht 

k(x)/k(y) 

de ht • TT (qt. t) rela.tiver.1ent à 1•extension 
• l 
l 

s'annule sur Wb. Il est clair que l'entier 

r = r(b) = vw (N ht) ne dépenâ. pe.s du chois de t • Nous 
b 

allons montrer qu'il ne dépend pas du choix de b • En effet, 

soit u une fonction sur U telle que (du)b ~ 0 • Ln fonction 

• • • I • • • 
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t 1 = u - u(b) sur V est un paranètre unifor~isant de b 

sur V. Alors r = r(~) est l'unique entier tel 

fonction 

que lo. 

fb(x) = N(Tf (u(x.) - u(b))/(s(»
1

+ ••• + x - b})r 
• i n 
1 

soit génériquement inversible sur ~71 (b) pour tout i ; 
l 

si v est un point générique de V sur k(b), ln fonction 

fv(x) est alors e. fortiori e;ênêriq_ucment inv>Jrsible sur 

!f,:'l(v) tout . Aut~·ement dit, pour l • on a r(b) = r( V) t ce 1ui 
' l. 

montre bien que r ne dépend pas de b • 

Soit maintenant Z una sous-vcriGt~ de codimonsion l 

quelconque de V, définie sur k • et soit z un point géné

rique de Z sur k. L'ensemble (u~ 1 )e(z) est nicBssairaMcnt 

fini (car sinon 

n = dim vn 
t ce 

les composants 

Il existe 

qui représente 

(µ- 1 ) (Z) ~urait une composante d~ dimensiotl 
e. 

qui. . . ) Scient (ut t•••ut est .u::.::>0 s s 1 ble • u = 
. -1) ( ) 

l n 
de. (l < 1 < q). llJ . e Z. - -
une fonction t sur A t définie sur k • 
X o.u point z • Lo. fonction f' :: :f' t,.; µ 

Vn sur représente alors en l'un quelconque J~s 

points u1 • D'autre part, on peut trouver une fonction 

sur V, définie sur k, représentant X.V en l'un quel

conque des poirts u1 . (1 ~ 1 ~ q • l ~ i ~ n). Le diviseur 
1 

ti1(X.V) est alors représenté par gi(x) = g(xi) au point 

u1 quels que soient t et i • Explicitons le cycle X.V 

sous la :f'orrn.e X.V=}:. m. (a.) 
J J J 

(avec la m~me convention 

d',criture que plus haut). D'après ce qui précède, la norme 

Ng. 
l 

de g. 
l 

relativement â l'extension 

le diviseur r Î· W au point z • 
J a. 

J 

k(x}/k(y) reprêsE:nte 

• •• I • •• 

} 
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Compte tenu de (10), il existe une fonction h sur 

vn, définiè sur k • telle que 

div(h) = µ·
1cx) - li wi1 (x.v). 

La fonction h r•- 1( TT g.) sur Vn est inversible en 
• l. 
l. 

chacun des points u • Donc sa norme est 

une fonction sur A inversi bla en z. , et on n 

d'où 

vz(Nh) - q vz(X) + r vz <Ij wej> =o. 
Cette relation ayant lieu quel que soit Z, on a 

div(Nh) = qX - r lj Waj "'0 

Tenant compte du th. du carré (th. 3, coroll. 2), on en 

déduit 

qX • r(W • W) • dW"' 0 a 

en posant d • deg(X.V). Or on a X 5 0 • et Wa • W = O • 

On a donc dW =O. Comme W est positif ; 0 1 ceci impliqua 

d = 0 • d'après le th. 7 1 d'où 

qX "' r ( W - W ) , a 
c.o.F.D. 

Corollaire. Soient A et V comme dans le th6orame 

précédent. Si X est un diviseur - O sur A• tel que 

s~(X *V)= O, il existe un entier m > O tel que mX "'O. 
Ji. 

Deux diviseurs X et Y sur A (ou, plus généralement 

sur une variété sans point multiple quelconque) sont dits 

num€ri9,uement é4uivalcn-t.s si on a deg(X "lt- V) = deg(Y * V) r,c~r 

toute courbe V sur A. L'ensemble des diviseurs numêrioue-

quelle que soit V) est un sous-groupe ~n(A) du groupe 

••• I • • • 



.;b(A} de tous les diviseurs sur A, nnmettant comme sous

groupe le groupe ;'l).f(A) des cliviseurs linéo.irement équiva

lents à zéro. 

THEOREME ll. 

Soit A une vo.riét6 abélienne. Tout diviseur - 0 sur 

A est numériquement équivalent à zéro. 

Démonstration. ·Soient V, V, q, r, X comme d~ns le th. 

10, et soit V une courbe quelconquç sur A • Posons 
0 

d • deg(X ,- V). On a• d'après le th. 10, q do = r deg( (W -W) 
0 o. 0 

it' Vo) • On peut trouv'1r un .:liviseur W' '\, w sur A tel que 

le symbole (W~ - W').v
0 

ait un sens; on a a.lors 

q d
0 

= r deg((W~ - W').V
0

). Désigna.nt par )' le Ji'lor;:,hisme 

A x A + A tel que tp( x sY) = x-y • on o., quel que soit b ë. A, 

v, = Z(b), en posant Z = •- 1 (W') (Cf. D&monstrRtion du coroll •. 

l du th. 3). Cogpte tenu de III, 3, lemme 5, on en déduit 

= Z
0

(b), en posant z
0 

= 

- W) * V ) = deg Z (a.) 
0 0 

Z.(A x V). On a donc 

deg Z (o). Or si k 
0 

est un 

corps de définition de V, W, X, et si u est un point 

d'apr~s III,~. lemme 10. On a donc 

THEOREME 12 • 

d = 0 
0 

Soient A et V comme dans le th. 10. Pour tout divi

suer Y sur A I l'application a= ay: A+ A obtenue 

en posant 

est un endomorphisme de At pour la structure de variété 

abllienne. Pour que a soit surjectif (i.e. soit une isog&nie) 

• • • I • • • 
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il faut et il suffit que Y soit non d6gEn6r,e. 

En particulier, le diviseur W = v<n-l) intervenant 

dans le th. 10 est non ~égJnéré. 

Demonstration. Le :point e.EA étant fixé, soit k un 

corps Je d~tinition da A, V, Y, a, et ccnsidfrons aeux 

points u € A et v e: V génériques indG:pen~ants sur k • 

Il existe comme on sait, un diviseur Z sur ~ t A tel 

Y = Z(b) r,our tout be: /1.,, Soit h une 

fonction sur A x A• définie sur k, qui r~préscnte Z 

au point (n,v), ~t posons Z' = Z - div(h). Alors on n 

v ,t supp Z'(n). Donc le symbole Z'(a).V est défini. On a 

d'autre part Z'"' Z, donc d'après III, 3 1 lemme 6. 

Z • (a) "' Z ( s.) • d'où Sr/ ( Y o. - Y) it- V) = SA ( Z '·(~),.V) e Ccmt1~ Z 

est encore reprisent& par h au point (u,v), on a de~-•~ 

SA ( (Yu • Y) te V) = SA ( Z' ( u) •V). Le pc in t y = S..'\ ( Z • ( u) •V) 

de A est rationnel sur k(u), et il exist3 donc une appli

cation rationnelle «:A+ A, définie sur k, telle que 

a(u) •y• D'après III, 81 th. 7. on voit, en utilisant la 

jacobienne de -V, que a ne dépend pas de n ni de h ; 

on a de plus a(O) = 0 • Dcnc,d'apr~s I 1 6, th. 8 1 coroll.l, 

est un endomorphisme pour la structura de vari6t6 abélienne. 

Compte tenu de III, 3, lemme 51 on a Z'(u),V = T(u), et de 

mime Z'(a).v = T(a) 1 en posent T = Z'.(A x V). D'aprls IIl 1 

4, lemme 10, le divis~ur T(Q) sur V est l'unique sp~cia

lisation de T(u) com~atible avec u + a sur k • Donc 

SA(T(a)) eet l'unique spfcialisation de S(T{u)) = â(u) 

compatible avec u + a sur k. On en déduit S(T(a)) = â(~}, 

... / ... 
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i.e. a(a) = Ô(a). On a donc a= a • 

Soit maintenant c é ker a , et posons Y' = y - y • 
C 

On a. y• ~ O • et S/\(Y' * V) = O • D'après le coroll. 1 du ,,.. 

th. 10, il existe un entier m > O tel que m Y'"' o, et on 

a donc m(Yc - Y) "' Y
0

c - Y"' 0 , d'où m e 6:ker 1y • On a 

donc montré que m ker ay C ker ,Zy • Il est clair d'autre pe.rt 

que ker 12.yC. ker ay • Puisque ker(!!t ô) est fini, ker ay 

est fini si et seulement si ker ~Y est fini, i.e. si 

Y est non dêgénârê. 

Remarquons enfin ~ue, pour tout diviseur Y sur A, 

on~ Yb - Y= O pour tout b~A; on a dcnc, nvec les note.-

tiens du th. 10, q(Yb - Y)"' r(W - W) "'W - ff, en posant e., ra 

a= ay(b). En pass~nt aux diviseurs induits sur V• on en 

déduit q Im ayC In aw • Prenons Y non dégénéré. Alors 

ay est surjectif. Puisque qô est surjectif, il en ~st de 

même de aw, i.e. W est non dégénéré 

THEOREME 13. 

C.Q.F.D. 

Scit A une variété abélienne, et soit Y un diviseur 

non d'glnirl sur A. Si X est un diviseur sur A, les 

conditions suivantes sont ,quivnlentes 

(o.) ·• X = 0 

(b) • Il existe un entier m > 0 tel que m X_ O 

(c) - Il e4iste un entier m > O ot un p◊int a A tels 

que m X~ Ya • Y • 

Démonstration. Il est clair que (e) ~ {b) et que 

(b) ==; (a). Montrons que (a) ==> (c). En effet. ~ est surjec

tif• d'apr~s le th. 12. On peut donc trouver un point bf:A 

... / ... 
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tel que SA(X ~V)= ay{b) = s.A{(Yb - Y)* V), on a X: 0 

par hypothèse et Yb - Y= 0 d'après le théor~me du carré. 

D'après le coroll. 1 du th. 10 1 il existe un entier m > O 

10. Compl&ment : équivalence algfibrique : 

Soit V une variété sans point multiple. On dit que 

deux diviseurs X et Y sur V sont alg0brique~ant é~uiva

lcnts s'il existe une vari~tê U, un diviseur Z sur le 

produit U -,.. V , et d.:ux points a. et bE'. U , simples sur u, 

tels qu'on ~it X= Z(a) et Y= Z(b). On montre qu'on obtient 

une definiticn tiquivalente en exigeant de plus ~uc U soit une 

courbe, ou en exigeant que U soit la jacobienne d'une courbe. 

On montre en outre quo 1•~nsc~bl~ de tous les diviseurs elR~

brique~ent équivalents à zéro sar V ferment un sous-groure 

du groupe 

raisonnant comme dans la d~monsir~t!on du th. 11 1 on voit aussi 

que ~ .. (V)C:~n(V), de sorte qu'on a. ~(v)ccl> (V)CJJ (V)C-l>(v). ... a n · 

Dans le cas d'une vcriêté nb~lienne A• on a en outre 

~a.(A)C~'(A)C~n(A). La premiè;re de ces deux inclusions résulte 

du th. du carrG (th. 3~ coroll. l) ; la. seconde r&sultc du 

th. ll. Le th. 13 s•inter~r~tc pnr le fuit que le group~ 

quotient ~'(A)/~a.(A) est de torsion, i.e. q_uG tous ses élt'S

m.ents se-nt d'ordre fini. On sait en fait di5montrer g_ue ;/Ja(A) = 

oZ>'(A) = .on(A), i.e. que l'équivalence= sur une v~riêtê abé-

lienne coincide avec l'â~uivalenca algébrique et avec l'équi

valence numérique, 
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