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UNE CARACTERISATION DES ANNEAUX
REGULIERS A IDENTITE POLYNOMIALE,

par lMme A, PAGE

e . . »
- ee ) eml me ) mn

INTRCODUCT TON,

Dans tout ce qui suit 4 désigne un anneau unitaire de centre 7 .
Lfannulateur & gauche (resp, & droite) d'un sous-ensemble S de A sera noté
1(s) (resp. r(S)). On supposera que A vérifie une identité polynomiale non

triviale p(X1,,.,,XS) = 0, p ¢étant un polyndme & coefficients centraux non

tous nuls. Nous serons souvent amenés a supposer gue bout anneau guotient non
nul de 4 satisfait une identité polynomiale non triviale ; nous dirons alors

que A est un anneau guasi-commutatif., Ceci se produit en particulier si 1'idéal

engendré par les coefficients du polyndme p cofncide avec A , dans ce cas on

dit que 1l'identité polynomiale p(x1,a°.,xs) = 0 est homomorphigue.

On sait que si A satisfait une identité polynomiale non friviale, il

satisfait une identité multilindaire

Q(X1,a.o,Xd> = —2- aiXi PR Xi = 0 »

i€Sd 1 d

S

4 désignant le groupe des permutations de {1,...,d} , avec

Vies;, 8 €7 1ies,, ai‘% 0.

Nous désignerons par Q 1'idéal engendré par les coefficients de g et le

coefficient de g indexé par 1'élément neutre de Sd sera noté aqolL’identité

multilinéaire q(x1,...,xd) = 0 sera dite fidéle si (\(l(ai) ; 1¢ Sd) = 0 .
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Dans une premieére partie on étudie les anneaux semi-premiers quasi-
commutatifs : ce sont des anneaux & idéaux singuliers & gauche et & droite nuls,
dont les enveloppes injectives & gauche et & droite sont des anneaux réguliers
de Von Neumann, auto-injectifs, de type I - au sens de la théorie des anneaux de

Baer - (Théordme 1.7).

I.Kaplansky a montré que pour un anneau commutatif il est équivalent de
dire que c'est un anneau régulier, ou qufil vérifie la propriété (V) : tout
module simple est injectif, On sait que dans le cas non commutatif, la propriété
(V) ne caractérise pas les anneaux réguliers [3]. La seconde partie de ce travail

a pour but de démontrer le résultat suivant s

THECREME 2.1%. Soit A wun anneauy quasi-—commutatif, Tl y a équivalence

entre les assertions sulvantes

(i) A est un anneau régulier,

(ii) Tout A-module & gauche simple est injectif,

(iii) Tout idéal bilatére de A est semi=-premier,

L'équivalence entre les assertions (i) et (ii) a déjh été établie par
G.0, Michler et 0,E, Villamayor [7] pour un anneau affine A (i.e., A est une
Z~glgtbre de type fini et c'est un anneau quasi-commutatif), au moyen de méthodes
différentes. La troisiéme partie est consacrée & 1l'étude directe de ce cas par=—

ticulier,

S

Jiadresse mes remerciements & M. G, Renault pour ses sombreuses suggestions,

I. ANNEAUX SEMT-PREMIERS A IDENTITE POLYNOMIALE.

Rappelons quel'idéal singulier & gauche de A est 1'idéal bilatere J

constitué des éléments x tels que 1(x) soit un idéal & gauche essentiel dans A.

LEMME {.1. Si A est un anneau semi~premier satisfaisant 1'identité

multilinéaire q(x1,°,,,xd) =0, 1'idéal Q engendré par les coefficients de

g est tel que QJ =0 .

I1 nous suffit de montrer que QJd = 0 , cecil entralfne en effet (QJ)d = 0,
d'ou QJ = 0 puisque l'anneau A est semi-premier, On a pour tout idéal bilateére
K de A, r(K) = 1(X) ; on désignera par complément bilatére un idéal bilatére K

tel que X = 1[1(x)] .
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Soient y1,,oo,yd €J et y = Y1

éventuellement l'ordre des variables dans ¢ on peut se ramener au cas ou a

.+s¥ 3 Supposons Qy # 0 . En modifient

1

vérifie a1y # 0 . Posons Y1 = l(y1), Y. = 1(y1y2),°oo,Ya = l(y y

1 2°G°yd) ’ et

2
considérons 1l'ensemble Q des couples (K,g) ou X est un complément bilatdre

et o g est un polyndme multilinéaire & coefficients dans Z :

n(x1,,.°,xk) = E aiXi e oo Xi avec (i) k < a, (ii) a1y % X,
ies 1 k
k
(iii) VX1 € Y1’°“°’Xk € Yk’ n(x19é°°,xk) € K. Q contient le couple (0,q) et

il existe donc (K,n) € Q tel que le degré k de g soit minimum, On posera

K' =1(k) = r(K) .

Supposons que k = 1 ; 1l'unique coefficient ¢ de g vérifie o € Z ,

o F Ky, v fK= qgf K=> oK' £ 0 => aK’fW'Y1 # 0 puisque Y, est un idéal
3 gauche essentiel., Or la relation (Y1 F\aKﬂ)2 c:aK“Y1 entrafne (Y1 f\aK’)2 =0
d'ou Yﬁ MokK' = 0.

L'hypothése k = 1 menant & une contradiction, on a k> 1 ,

Pour X1 € Y1’°°°’Xk €Y

K ° n(X1,o.°9Xk) et par suite

< ? 3 PR N
“(Xq"“’xk)y1°'°yk-1 sont dans K , D'aufre part i £k => Xik € Yk—1 =
K. seeX. o Y,eeoY =0, n en déduit : (g 0.X. oo oX. )X V,o000¥ € K.
11 1k 1 k=1 Py _ i 11 lk—1 k71 »k 1

1

Posons L = {a ; a ¢ 4, a¥,y “ ooV C K} ; L est un idéal bilateére de A et

ko
d'apres ce qui précede :
X, €T X €Y = E X, eo.X; €L

ies_, 1 k-1

De plus, la relation L = l(Yk oo K') montre que L = l[l(L)] et I est

k=1
donc un complément bilatere., Enfin nous allons-montrer que L ne contient pas

o,y . Remarquons tout d'abord que Y

1 ky1,°oyk_1 est un idéal & gauche essentiel dans

. . , _ '
Ay1...yk_1 : Soit by1,“yk_1 # 0, si by1.“yk =0 ona be¢ Yk d'ou

. 3 ! A
by1"°yk—1 € ka1.,..yk_1 ; si by1°.°yk n'est pas nul, comme l(yk) est un
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idéal & gauche essentiel on peut trouver b' ¢ A avec b”by1...yk_1 % 0 et

! = ! ceo t 21ément d .o
bty '”‘yk 0, b by1 yk_1 est alors un élément non nul de ka1 yk_

°

1

Soit a ¢ L ; on a les implications

1

y — — ' =
K aka1°‘°yk_1 - O'—'> K ay1.oayk_1ka1a..yk_,[ O

' 2
— 1 —
=> (X ay1...yk_1r\ kaqo.nyk_1) =0 .

I1 en résulte que K'ay1.a.yk 1{1 ka1¢..yk_1 = Q0 , et en vertu de ce qui précede

K“ay1°..yk_1 =0, D'oll 1la relation a ¢ I = ay1...yk_1 € K . Supposons mainte-

nant que 1'on ait a1y €L
2
@F €L => ayACL=> oy ...y, CK=> ayly cK = (40,y)" =X

(hoy)° ck => K'(ha7)% = 0=> (K'a,7)° = 0 => K'a.y = 0 => o7 € K ,
1 1 1 1 1

d'ol la contradiction,

Do ] _ § .
Si l'on pose g <X1,...,Xk_1) = [ aixi1°°'xik 1 , on voit que le
€ ke 1
couple (L,n“) est dans Q , ce qui est contraire & 1'hypothése faite sur le

degré de g , Lthypothése a1y # O méne donc & une contradiction,

PROPOSITION 1.2, Soit A wun_anneau semi-premier vérifiant 1'une des

des propriétés suivantes ¢

(a) A satisfait une identité multilindaire fiddle.

(b) A est guasi-commutatif,

AMors les idéaux singuliers & gauche et 3 droite de A sont nuls,

Compte-tenu de la symétrie, il suffit de montrer que 1'idéal singulier
& gauche J est nul, Dans le cas (a) on a r(Q) =0 et le résultat est immédiat
d'aprés le lemme {.1. Placons nous dans le cas (b). Supposons J # O et posons
L = l(J) = r(J) ;j ona L # 0 et il est facile de voir que 1l'idéal singulier &

gauche J' de l'anneau B = A/L est essentiel dans B . D'autre part, comme

ltanneau B est semi-premier et vérifie une identité polynomiale non triviale,
on sait (lemme 1.1.) que J' admet un annulateur & gauche # 0 . Or il est
évident que dans un anneau semi-premier tout idéal & gauche essentiel n'est

ennulé & gauche par aucun élément # O . D'ol la contradiction.
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LEMME 1.3, Soit A un anneau semi-premier satisfaisant 1°'identité multi-

lindaire q(x1,°,.,xd) =0, et soit S = @)(Xj $ 3 =150..,0) une somme directe

d'idéaux 3 gauche (resp. & droite) de A , non nuls, isomorphes entre eux, Alors

on a n ¢ d dans chacun des cas suivants :

() @s# 0.
(b) scq.
(¢) Ltidentité q(x1,°e°,xd) = 0 est fiddle.

(a) On peut se ramener au cas ou 1l'on a a1X1 # 0 ., Supposons 4 L n et

considérons x, € X1,oo°9X € X

d-1 d=1

. On a pour tout X5 € Xd ? E aiXi eooX. =0

et, comme la somme Z(Xj 53 = 1,00.54) est directe ( E R

- . )Xd =0 ,
i€ 4 1 -1

Posons X = @KXJ 500 = 1reessd=1), a = E 8%, oooXy ; la derniere égalité
- iESd_1 1 d~1

entraine aXd = 0 , d'ou compte~tenu de l'isomorphisme entre Xj’ aX =0, (n a

alors a ¢ X et aX = 0 = (Aa)z =0 => a=0, pulsque 1'anneau A est semi-
premier, On a donc montré que pour x € X oo ¥y 1 € X

1 1
E a.X., o.0X. =0 .
1 1 1

1.68(1“1 1 d=-1

d=1 °

En itérant le raisonnement d-1 fois on aboutit & la contradiction

(b) Comme 1'anneau A est semi-premier et comme S n'est pas nul on a
82 % 0 . L'inclusion S c @ entrafne alors QS # O et l'on peut appliquer le
résultat précédent,

(c) ma r(g)=0 d'oh QS £ 0.

Les définitions suivantes s'appliquent & un anneau A ne vérifiant pas
nécessairement une identité polynomiale, A est dit fini s'il remplit la condition

X €A yEA xy=1 =>yx =1,
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Un idempotent e de A est dit abélien si dans lfanneau ele les idempo-
tents sont centraux, Si A est un anneau régulier, auto-injectif & gauche, ceci
équivaut & dire qu'il n'existe pas dans Ae d'idéaux & gauche X et Y , isomorphes,
non nuls et tels que XMNY =0 [2] . On dit qu'un anneau régulier, auto-injectif
a gauche A est de type I (au sens de la théorie des anneaux de Baer) si tout idéal
2 gauche non nul de A contient un idempotent abélien # 0 [9] . On sait [8, corol-
laire 1-2] que A est fini, de type I , si, et seulement si, c'est un anneau de

type I auto-injectif (& droite et & gauche), Enfin 1'indice de nilpotence d'un

k- k
anneau A est le nombre fini ou non i(4) = supi{k ; Ax ¢ 4, X 1 £ 0, x = o} .

LEMME 1.4. Soit A wun anneau régulier auto-injectif & gauche, Alors

(a) L'indice de nilpotence i(A) est égal & la borne supérieure des

entiers m tels qu'il existe dans A une somme directe de m idéaux & gauche

(resp. 4 droite) non nuls, isomorphes entre eux,

(b) si i(4) est fini, A est un anneau de type I auto-injectif,

(a) Le résultat est dfi & Y, Utumi [11, théoreme 3]

(b) Soit W wun idéal & gauche non nul de A ; on peut considérer une
somme directe d'idéaux & gauche monogénes inclus dans. W , non nuls, isomorphes
entre eux, dont le nombre de termes soit maximum., Scit Ae, e = e2 , L'un de ces
idéaux, il est évident que Ae ne contient pas d'idéaux & gauche non nuls X de
Y , isomorphes et tels que X NY =0, e est donc un idempotent abélien # 0
de W . Par suite, A est de type I . D'autre part, il n'existe pas dans A de
sommes directes infinies d'idéaux & gauche non nuls-isomorphes, et [5, théoréme 2]

A

L est donc fini, A est donc bien de type I, auto-injectif,

Considérons maintenant un anneau A semi-premier quil vérifie 1l'une des
conditions suivantes : A satisfait une identité multilinéaire fidele, ou A est
guasi=commutatif, Comme 1'idéal singulier & gauche de A est nul”(proposition 1=-2),
l'enveloppe injective ﬁ de A considéré comme A-module & gauche, est un sur-
anneau de A , régulier de Von Neumann, auto-injectif [4] . Nous allons donner des

”n
précisions sur A .

THEQREME 1.5, Soit A un anneau semi-premier & identité multilinéaire

fidele de degré d . Alors les enveloppes injectives i gauche et & droite

de A sont des sur-—anneaux de A, réguliers, auto-injectifs, de type I,

d'indice de nilypotence inférieur & d .
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Considérons par exemple l'enveloppe injective & gauche A de A , Les
sommes directes d'idéaux & gauche de A , non nuls, isomorphes entre eux, ont au
plus d-1 termes (lemme 1,3, (c)), et il est évident que 1'anneau A vérifie

la m&me propriété., Le lemme 1.4, permet alors de conclure,

Remarguons gque si U est un idéal bilatére d'un anneau semi-premier il
est équivalent de dire que U est un idéal & gauche essentiel, que U est un
idéal a droite essentiel, ou que l'annulateur de U est nul. Nous dirons que U

est un idéal essentiel,

PROPOSITION 1.6, Soit A un anneau semi-premier gquasi-commutatif et

soit K 1llenveloppe injective & gauche de A ., Il existe une famille

(hi>i€1 d'idempotents centraux de A telle que ¢

(a) La somme Z(Khi s 1€ I) soit dirvecte et essentielle dans A

°

(b) Pour tout i € I 1'anneau Khi soit d'indice de nilpotence fini,

Soit Z l'ensemble des idéaux bilatéres non nuls X de A tels qu'il
existe un entier m vérifiant la propriété suivante : toute somme directe
d'idéaux & gauche inclus dans K , non nuls, isomorphes entre eux, a au plus
m termes, Si @ est 1'idéal bilatére engendré par les coefficients d'une identité
multilindaire satisfaite par A , ona Q ¢ § (lemme 1.3.,(b)). Comme ¢ n'est
pas vide, on peut considérer une famille (Ki s 3¢ I) d'idéaux bilatdres appar-
tenant a ,8 telle que la somme z(Ki : i ¢ I) soit directe et maximale, Nous
allons montrer que 1'idéal bilatere U’=<D(Ki ; i€ I) est essentiel dans 4

Supposons que l'on ait V = 1(U) # 0 et posons L = 1(V) . L'anneau A/L est wn

anneau semi-premier & identité polynomiale non triviale et d’aprés le lemme 1,3,,
il contient un idéal bilatére non nul Q' tel gue le nombre de termes de toute

somme directe d'idéaux isomorphes non nuls de Q' , soit borné par un entier m ,

4

Soit W 1'idéal bilatdre de A contenant L tel que W/L = Q' 3 posons

WV =X, K est un idéal bilatére de A , non nul puisque l'on a :

QUAO=> WL = WEL => W £ 0,
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D'autre part, considérons un idéal S =@(X. ; J = 1,...,k) somme directe

d?idéaux & gauche Xj # 0 , inclus dans K , isomorphes entre eux., Si X. désigne

1'image de Xj dans A/L , i1 est immédiat de vérifier que les idéaux Xj sont

isomorphes et que leur somme est directe ; on a donc k ¢ m ., Ceci montre que

1'idéal K appartient & § et contredit la maximalité de la famille (Ki 5 ieI).

b

Pour tout 1 ¢ I , 1l'enveloppe injective de Ki considéré comme A-module & gauche

S

se met sous la forme 4h, ou hi est un idempotent central de A, T1 est évident

ot

gue la famille (hi 3 1€ I) vérifie les propriétés (a) et (b) de la proposition,

THEOREME 1.7, Scit A un anneau semi-premier gquasi=commutatif ; alors

N

(a) Les enveloppes injectives & gauche et & droite de A sont des sur=—

anneaux de A , réguliers, de type I, auto=injectifs,

(b) Il n'existe pas dans A de sommes directes infinies d'idéaux &

gauche (resp, & droite) non nuls isomorphes.

(a) L'enveloppe injective & gauche K de A est extension essentielle
d'une somme directe d'anneaux finis de type I (proposition 1.6, lemme 1.4), Il

est alors immédiat de vérifier que A est lui-méme un anneau fini, de type I.

(b) T1 suffit de remarquer que dans K , 11 n'existe pas de sommes direc-—

tes infinies d'idéaux & gauche non nuls isomorgphes.,

Remargues, exemples, problémes, Les résultats gue nous avons établis

pour les anneaux semi-premiers & identité multilinéaire fideéle valent pour les
‘anneaux semi-premiers & identité polynomiale homomorphique d'aprés le lemme

suivant :

LEMME 1.8, Un anneau A semi-premier a identité polynomiale homomor-—

phique vérifie une identité standard,

La propriété découle immédiatement du fait que A est plongé dans un
anneau de matrices & coefficients dans un anneau commutatif [1, démonstration

du théordme 12],
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Dans le cas particulier ol le centre de A est un anneau régulier, le

lemme 1,8 admet une réciprogque que nous serons amenés a utiliser,

LEMME 1.9, Soit A un anneanu a identité multilinéaire fid&le

q(x19ooa9xd) =0, Alors si le centre 7 de A est un anneau régulier, cette

identité est homomorphique.

Soit @ 1'idéal engendré par les coefficients &y de g , On a rﬁl(ai)=0

d’ol ZZai = 7 , ce qui entrafne @ = A,

Soit P un corps commutatif ; considérons le sous—amneau A du produit

Mn(F) constitué des éléments <Xn> vérifiant la condition suivante
ns= 1 h

Je e P, Jp , tels que n 3 => X =F .

Posons pour tout entier i, h, =(x ) avec x, =1, x =0 si n % i,
i n i

L'anneau A est un anneau semi-premier qui vérifie 1'identité polynomiale non

triviale h1(xy—yx) =0, A ne satisfait pas d'identité polynomiale homomorphique :

sinon en effet pour tout entier n, Mh(F) vérifierait une identité polynomiale non
triviale de degré d indépendant de n , et il est bien connu que eecli est impos-

*
sible, Le centre Z de A est le scus—anneau de FN constitué des éléments (gn)

satisfaisant &

3@ € F, Hp , tels que n ) p = én =g

et c'est donc un anneau régulier (en fait A est lui-méme un anneau régulier).

Par suite (lemme 1.9) A ne vérifie pas d‘'identité multilindaire fiddle.

Fnfin A est un anneau quasi=-commutatif : soit K un idéal bilatére de

A, K # A, 8'il existe n tel que X ne contienne pas Mh<F> , llanneau A/K
vérifie 1'identité non triviale hn[X19°009X2n] ([x““wxzn] désignant 1'identité

standard de degré 2n) ; sinon A/K est un sous-—anneau de A, o qui,

@ 1 (F)
n=1
isomorphe & F , est commutatif,
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Les enveloppes injectives & gauche et & droite de A sont égale a

(o]
A= I | Mh(F> , et si M est un idéal bilatére maximal de A contenant
n=1

©o *»n

)] Mn(F) 1ltanneau A/M est un anneau régulier auto-injectif qui n'est pas de
n=1

type I [8] . On en déduit que A niest pas un anneau quasi-commutatif

(théorsme 1.7). On voit donc qu'il existe des anneaux quasi-commubatifs dont
lt'enveloppe injective & gauche (ou & droite) n'est pas un anneau quasi-commutatif,

On peut néanmoins se poser les problémes suivants,

Soit A un anneau semi-premier & identité multilinéaire fidele, alors :

I. A admet=1il méme enveloppe injective a gauche et a droite ?
1T, L'enveloppe injective K de A est-elle un anneau & identité

polynomiale, et vérifie=t'elle les mémes identités polynomiales que A ?

On sait répondre par l'affirmative & ces deux questions lorsque A est
un anneau premier [1, théoréme 7]. Nous allons mettre en évidence un autre cas

dans lequel ces propriétés sont vérifiées,

Un anneau de Zorn est un anneau tel que tout idéal & gauche (ou & droite,
clest équivalent) qui n'est pas un nilidéal contienne un idempotent non nul, (n
voit facilement qu'un anneau de Zorn semi—-primitif est un anneau tel que tout idéal
3 gauche # O contienne un idempotent # 0 , et 1'anneau est alors semi-premier &

idéaux singuliers & gauche et & droite nuls,

Un anneau réduiit est un anneau sans éléments nilpotents non nuls. Un tel
anneau est lui aussi semi-premier 3 idéaux singuliers nuls, de plus pour tout

élément x on a 1(x) = r(x) et les idempotents sont centraux,

LEMME 1.10. Soit B wun anneau de Zorn réduit d'enveloppe injective &

gauche B et soit m un entier, Alors si 1'anneau de matrices Mm(B) vérifie

une identité polynomiale, Mmﬁﬁ) vérifie la méme identité pclynomiale,

Supposons que Mm(B) satisfasse 1'identité p(x1gooogxn) =0 et

considérons y

B “ oeffici :
1,°°°9yn € Mm(B) » L'ensemble T des coefficients de y19°°°9yn
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est fini et il existe donc un idéal & gauche X essentiel dans B tel que
aecT=>Xac B, Soit e un idempotent de X ; e est central et il s'identifie

naturellement & un idempotent de Mm(B) . On voit facilement que

ey seonsey,) = ep(y souey,) et comme ey ,...,ey ~sont dens n(B) onen

1
déduit que ep(y1,,.°9yn) = 0 ., Dans 1l'anneau de Zorn réduit B , X est‘extension
essentielle d'une somme directe @XBGA 5 A € A) d'idéaux i gauche engendrés par
des ildempotents ex o 31 g est un coefficient de la matrice p(y1900.,yn) , on
a pour tout N € A, exa =0,d'on (@ Beh)a =0, (r, l'anneau B est & l'idéal
singulier & gauche nul, et 1'idéal & gauche @ (Bek, A € A) est essentiel dans B

9

1'étude précédente montre donc que tous les coefficients de la matrice p(y1,ooopyn)

sont nuls, D'ou le résultat,

(n a d'autre part, la propriété suivante,

PROPOSITION 1.11. [G. RENAULT, 8, Proposition 2.8]. Soit A un enneau de

Zorn semi-—-primitif dont 1l'enveloppe injective & gauche A est un anneau

fini de LType ie Alors il existe une famille (uig i€ I) d'idempotents

centraux de A telle que @

(a) Pour tout 1 ¢ I, Aui soit isomorphe & un anneau de matrices

Mﬁ<Bi) sur un anneau de Zorn réduit Bi .

(b) A soit isomorphe & l'anneau produit n(ﬁui, ie I),

De plus K est également 1l'enveloppe injective & droite de A .

Si en outre l'anneau A vérifie une identité polynomiale, tous les

anneaux Aui la vérifient, et par suite si ﬁi désigne l'enveloppe injective a
gauche de Bi (Bi admet en fait méme enveloppe injective & gauche et & droite),

Mn(%i) = zui vérifie la méme identité polynomiale que A ., D'ou la

PROPOSITION 1.12., Si A est un anneau de Zorn semi-primitif & identité

multilinéaire fidéle ; alors ¢

(a) A admet méme enveloppe injective & gauche et & droite A .

(b) 1 vérifie les mémes identités polynomiales que A ,




m80 12‘2’

Remarque : On connait des anneaux non semi-premiers & idéaux singuliers
4 gauche et & droite nuls, satisfaisant une identité standard, et qui n'admettent
pas méme enveloppe injective & gauche et & droite : soit A 1'anneau des matrices

a b
triangulaires ou b et ¢ décrivent le corps des réels et ol a décrit le
0o ¢C
corps des rationnels, A est artinien & droite et considéré comme A-module & gauche

et il estvde dimension de Goldie infinie, Il admet 1'anneau de matrices MZ(R)
comme enveloppe injective & droite, alors qu'ad gauche son enveloppe injective est

de dimension infinie,

II. ANNEAUX REGULIERS A IDENTITEH POLYNOMIALEO

On entendra par anneau guasi-simple, un anneau A dont les seuls idéaux

bilatéres sont O et A , par anneau simple un anneau artinien quasi-simple,

Un V-anneau & gauche est un anneau A tel que tout A-module & gauche

simple soit injectif, Les V-anneaux et les anneaux réguliers qui dans le cas commu-

tatif constituent la méme classe ont dans le cas général des propriétés communes,

LEMME 2.1, Soit A un anneau gui est un V-anneau i gauche (resp, & droite)

ou un anneau régulier ; alors

a) tout idéal & gauche (resp., & droite) est idempotent,

b) le centre de A est un anneau régulier,

a) La propriété est évidente pour un anneau régulier, pour un Ve~anneau &
gauche (resp, & droite) elle a été démontrée par ¢,0. Michler et 0.E, Villamayor
[7, Corollaire 2.2,].

En particulier, les idéaux bilatdres d'un V-anneau & gauche ou & droite,
ou d'un anneau régulier sont idempotents ;. il revient au méme de dire que les

idéaux bilatéres sont seml-premiers,

LEMME 2.2, Le centre d'un anneau dans lequel tout idéal bilatére est semi-

premier, est un anneau régulier,

On pourra se reporter par exemple & G,0, Michler et 0.E, Villamayor

[7, démonstration du lemme 2,3,].

Un anneau birégulier A est un anneau tel que pour tout élément x ¢ A ,

1'idéal bilatére (x) soit engendvré par un idempotent central,
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Un idéal & gauche d'un anneau A est irréductible s'il n'est pas l'inter—

section de deux idéaux & gauche qui le contiennent strictement,

PROPOSITION 2.3, Soit A un anneau dans lequel les idéaux & gauche sont

idempotents 3 si X est un idéal & gauche irréductible, le plus grand

idéal bilatére P inclus dans X est un idéal premier,

Nous allons montrer que si Y et ¥' sont deux idéaux bilatéres de A
vérifiant Y'Y c P , ils sont tels que (v+x) N (Y'4X) = X . Soit
a=y+x =y'4x' , YEY, ¥y €Y, x,x' ¢X . ma Y'a=7Y(y+x) , d'ol
YlacX ., YacX => Y'(y'4+x’) cX => Y'y' © X == (AY">2 <X . Comme
(Ay“)2 = Ay' , on en déduit y' ¢ X , soit a ¢ X . On adonc X = Y+X ou
X =7Y'X , soit YcX ou Y' <X, et P étant le plus grand idéal bilatere

inclus dans X , ceci entrafre Y P ou Y' <P,

PROPOSITION 2.4, Soit A wun anneau guasi-commutatif, Alors si A est

un anneau régulier ou birdgulier, les idéaux & gauche (resp., & droite)

irréductibles sont maximaux.

Soit, par exemple X wun idéal & gauche irréductible de A et soit P
le plus grand idéal bilateére inclus dans X ; l'anneau B = A/P vérifie les
mémes hypothéses que A ., Nous allons montrer que B est un anneau simple, ce
gqui suffit pour conclure s tout idéal & gauche irréductible de B est maximal
et X est donc un idéal & gauche maximal dans A , 81 A est régulier d'apres
la propositicn 2.%,, B est un anneau premier, comme c'est un anneau & identité
polynomiale non triviale il admet un anneau de fractions simple Q (1, théorsme 7),
mais comme B est régulier on a B =Q , d'ou le résultat, Supposons maintenant
A Tbirégulier, X désignera l'image de X dans B ; soit h un idempotent
central de B . (n a (X+Bn) M(Z+B(1-h)) = X , et comme X est irréductible
B X ou B(1=h) X, Compte tenu de 1l'hypothése faite sur P on a alors
h=0 ou h=1.38 est birégulier et l'on a pour tout x € B, (x) = 0 ou
(x) =1, il en résulte que B est quasi-simple. Comme c'est un anneau & identité

polynomiale non triviale il est simple,

COROLLAIRE 2.5, Si A est un anneau quasi-commutatif ou birégulier alors

A est un V-anneau,
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Soient S wun A-module & gauche simple, E(S) son enveloppe injective j
pour tout x ¢ E(S) , 1(x) est un idéal & gauche irréductible et (proposition 2,4)
Ax - est donc un module simple, On en déduit 1'inclusion E(S)(: S, et S est bien

injectif,
Nous allons maintenant étudier la réciproque,

PROPOSTITION 2.6, Soit A un anneau quasi-commutatif dans lequel tout

idéal bilatére est semi-premier ; on a les promiétés suivantes :

(a) Tout élément x ¢ A tel que 1(x) = 0 (resp, r(x) = 0) est

inversible dans A

©

(b) Pour tout idéal premier P de A , A/P est _un anneau simple,

(¢) A est un anneau semi-primitif,

L'assertion (a) résultera des lemmes suivants,

LEMME 2.7, Seoit A un anneau & identité polynomiale non triviale. Pour

tout élément x € A , il existe un entier k » 1 tel que Axk+l(xk) contienne

un idéal bilatére non nul.

Cette propriété établie par S.A., Amitsur [1, théoréme 9] lorsque A est
un anneau premier est valable pour un anneau A quelconque : A satisfalt une
identité multilinéaire non triviale et 1'on peut donc considérer un polyndéme

multilinéaire p(x1,ooogxs) & coefficients dans Z de degré s mninimum, tel
qu'il existe un idéal Axk, k> 1 vérifiant 1'identité p(x1,.oo,xs) =0,

Si s=1, il existe a¢ Z, a# 0 et k > 1 tels que aAXk = 0 ; 1(x

contient alors 1'idéal bilatére non nul 4a . Si s > 1, on peut écrire :
* = o 0.0 . - SN oo o .
(%) p(x1 pees ’Xs> <Z: a3 %y *5 >Xs + Z %y ¥y *5 ’

' 1683_1 1 s=1 €8S, 1 s

igs
en supposant de plus a, £ 0 . Comme le degré de p a é%é choisi minimum, on

peut trouver y1’°°°ys—1 € A tels que E aiyi szo.eyi sz soit un
igSS_1 1 s5=1
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(o 2 k
élément a # 0. n a;pour tout y ¢ A,p(y1X2k,oaa,yS_1x2k,y x) =0 etla

relation (*) entrafne donc ank c:AX.2k . I1 en résulte que 1'idéal bilatere
engendré par a est inclus dans Axk+l(xk) . Ceci achéve la démonstration du

lemme.,

LEMME 2,8, Soit A un anneau quasi-commutatif et x ¢ A tel que

1(x) = 0 . Alors si tout idéal bilatére inclus dans Ax est égal & son carré,

on a Ax = A .

Soit X le plus grand idéal bilatére inclus dans Ax ; supposons gque
lton @it K # A ..L'anneau B = A/K vérifie une identité polynomiale non tri-
viale et 1'idéal & gauche Bx engendré par l'image de x dans B ne contient
pas d'idéal bilatére non nul, D'aprés le lemme 2,7. L'annulateur & gauche 1(x)

de x dans B est différent de zéro. Posons 1(x) = X/K ou X est un idéal 3

gauche de A contenant XK . (na X # K, K = Xx . L'égalité K? = K entralfne IXx.
Xx = Xx et comme 1(x)=0, XxX = X

XX = X = KX = X => XcK =) X =K , d'olr 1la contradiction.,

Le (a) de la proposition 2.6, se démontre alors immédiatement : si 1(x) = 0
x est inversible a gauche, et comme A est un anneau fini (§ I) x est inver-

sible dans A .

(b) Soit P wun idéal premier de A , en appliquant le (a) & 1'anneau A/P on
constate que ce dernier coincide avec son anneau total de fractions, et clest

donc un anneau simple [1, théoréme 7],

(c) Dlapres le (b) tout idéal premier de A est un idéal bilatére maximal
et le radical de Jacobson R de A coincide donc avec le radical premier. Comme

ltanneau A est semi-premier onm a R = Q .

Un idéal bilatere K d'un anneau A ~est dit régulier si pour tout

X € X 1l existe a ¢ A (ou a ¢ K, clest équivalent) tel que x = xax .

LEMME 2.9, Si A est un anneau réduit quasi-commutatif et si K est

un idéal bilatére de A Tel que tout idéal bilatdre inclus dans K soit idem=

potent, alors K est un idéal régulier,
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Soit x ¢ K ; posons B = A/l(x) , 1'image x de x dans B n'est pas
diviseur de zéro (ax ¢ 1(x) = ax? = => xax = 0 ==>'(ax)2 = 0=> ax = 0
=> a ¢ 1(x)). Nous allons montrer que tout idéal bilatdre inclus dans Bx est
égal & son carré, Soit I un idéal bilatére de A vérifiant 1(x) c L c Ax+1(x),
comme Ax N1(x) =0, oma L=LNix@®lx), (L nax)l(x)=0=>LnNkci[lx)],
et 1[1(x)] N1(x) = 0=> L Nix =1 (\l[l(x)jo L NAx qui est un idéal bilatdre

inclus dans L , vérifie (L f\AX)z =LNAi .O0madome LclL?+ 1(x) d'ou

Loy = el -

0n peut alors appliquer & B et X le lemme 2.8, s+ il existe a € A tel

que d=-ax ¢ 1(x) = r(x) , soit =x = xax ,

COROLLAIRE 2,10, Un anneau réduit quasi-commutatif dans leguel tout idéal

bilatére est semi-premier est un anneau régulier,

LEMME 2.11. Soit A un anneau guasi-commutatif semi=premier ; alors tout

2

idéal & gauche X # O contient un élément x tel que 1l'anneau des endomorphismes

End Ax soit un anneau réduit et tel que r(1—X)X‘ ne soit pas nul,

N

Soit K 1'enveloppe injective & gauche de A , L'enveloppe injective ﬁ
de X contient un idempotent abélien e # 0 , et l'anneau des endomorphismes de
Ke isomorphe & 1l'opposé de 1l'anneau ele est un anneau réduit [2, proposition 0.1]
Comme A est semi-primitif on peut trouver x ¢ Kelﬂ A tel que r(1—x) # O, En
effet dire que r(1—y) = 0 équivaut & dire que |-y est inversible (prop° 2.6.)
et cette propriété ne peut &tre satisfaite par tout élément de leNA. na

de plus :

r(1=x) # 0 => xr(1=x) # 0 => Axhr(1=x) # 0 ar(1=x)ax # 0 => r(1-x)x £ O.
Il est alors évident que x répond aux conditions du lemme puisque End AX sSous=

anrieau de End Ae est un anneau réduit.

PROPOSITION 2,12, Soit A un anneau & identité polynemiale standard dans

lequel tout idéal bilatdre est semi~premier : alors

(a) Si x € A est tel que End Ax soit un annegu réduit, pour Lout

a € r(1ix) , Aax est un idéal & gauche engendré par wn idempotent.

(b) 4 est un anneau régulier,
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(a) Nous allons déduire la propriété du lemme 2.9, Posons ‘O = End Ax.

Soit ¢ € § défini par @(X) = X2 . Comme & est un anneau réduit r(1-@) est
un idéal bilatere &3 de & . (n constate que tout idéal bilatdre inclus dans o
est égal & son carrd : soit f ¢ J ; posons f(x) =ax . (n a f(1—¢) = 0,

(1-g)f = 0 , d'ol f = gfp soit ax = xax® . Par hypothese 1'idéal bilatdre (ax)

est idempotent et 1'on peut donc trouver oy s Big ) € Ay i = 1,...,0 , tels que

n
ax = E .axpB.axy. soit ax = X, 8XB.axXy.X .
= o Bl ¥i « Bl ¥i

Soient pour tout 1 = 1,....0, gi, hi’ kiy les endomorphismes - de Ax définis par

gi(x) = Xa X, hi(x) XB X, ki(x) = xy;X . na:

1 n
— ! AT —
ax = %_1 kifhifgi(x) dtou f = §_1 k. fh feg, .

f appartient donc & Rf RV et 1'égalité (f) = (f)2 en résulte,

Dlautre part l'anneau & est guasi-commutatif, plus précisément 1'opposé

Sf de l'anneau & vérifie les mémes identités polynomiales que A , et en parti-

culier une identité standard. I1 suffit en effet de remarquer que si f1’°°°9fk

sont des endomorphismes de Ax tels Que f1(x) = a1x9.,. fk(x) =aX , ona

£. fk(x) =8 ...ax .

On peut donc appliquer le lemme 2,9, & llanneau & et & 1'idéal J et 9
est un idéal régulier, Considérons alors a ¢ r{1-x) et f ¢ ® défini par
f(x) =ax =xax ., £ est un élément de § ‘et par suite il existe g ¢ J tel
que f = fgf ., Posons g(x) = bx = xbx . L'égalité f = fgf entrafne ax = axbax

et 1'idéal a gauche Aax est engendré par l'idempotent Dbax,

En rapprochant le lemme 2,11, de ce qui précéde, on wolt que tout idéal
5 gauche # 0 de A contient un idempotent # O . A est un anneau de Zorn semi-

primitif,

(b) A contient un idéal bilatere régulier # 0 . La proposition 1.11.
montre que A contient un idempotent central non nul u tel que Au socoit iso-

morphe & un anneau de matrices Mh(B) sur un anneau de Zorn réduit B .,
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B satisfait les mémes identités polynomiales que Au , et donc les mémes que A ,
et dans B  tout idéal bilatere est évidemment semi-premier, D'aprés le lemme 2.1/
B est un anneau régulier et Au = MH(B) est un idéal régulier de 4 .,

Comme tout anneau guotient ¢ # 0 de A vérifie les mémes hypothéses que
A, on en déduit que C contient un idéal bilatdre régulier # 0 . On sait [6,
théoreme 23] qu'il existe dans A wun idéal bilatére "M, tel que ~m soit régulier,
et tel que A/m  ne contienne pas d'idéaux bilatéres réguliers non nuls, D'apres

ce qui précdde ceci impligque A =m .,

THROREME 2.1%, Soit A un anneau quasi=commutatif ; il y a équivalence

entre les assertions suivantes

(1) A est un anneau régulier,

(ii) L est un V-—anneau & gauche (resp, un V-anneau b droite, resp. un

V—anneau}o

(iii) Tout idéal bilateére de A est semi~premier,

Les implications (i === (ii) et (ii) => (iii) résultent du corollaire

2.5, et du lemme 2.1,

(iii) => (i) 1Ici encore il suffit de démontrer que .A contient un idéal
bilatére régulier # 0 ., Soit @ 1'idéal bilatére engendré par les coefficients
d'une identité multilinéaire satisfaite par A ., Il est évident gue l'anneau

A/l(g) est & identité multilinéaire fidele, et comme le cehtre de cet anneau est
régulier (lemme 2.2.) A/l(9> vérifie une identité polynomiale homomorphique

(lemme 1.9.) et par suite une identité standard (lemme 1.8%). A/I(Q) est donc
un anneau régulier (proposition 2,12) et 1l'on en déduit immédiatement que § est

un idéal régulier de A,

COROLLAIRE 2.14, Un anneau A birédgulier quasi-commutatif est un anneau

régulier,

(n sait en effet que clest un V-anneau (corollaire 2,.5.). La réciproque

est vraie si A est une Z-algdbre de type fini [7, théoréme 6.3.].

Probleéme, Dans le cas général un anneau régulier quasi-commutatif est-il

un anneau birégulier ?
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III. _ANNEAUX AFFINES REGULIERS.

Les démonstrations de ce paragraphe ont été trouvéés en collaboration

avec G, Renault,

A est un anneau affine si c'est une Z-algebre de type fini et si clest

un anneau quasi~-commutatif,

LEMME 3.1, Soient M un idéal maximal du centre 7 de A, AM le

localisé de A en M , z, 1e localisé de Z en M , (M) 1'idéal bilatdre

engendré par M dans A , Alors

Le centre C d st égal Z .
(a) Le centre e A, est égal & 7,

(b) Si Z est un anneau régulier, les anneaux AM et A/(M)“ sont

isomorphes,

(a) n a évidemment ZM c C ., Soit X/S € C:xelA, s¢e¢ Z-M, pour tout

y € A, il existe t ¢ Z-M tel qgue t(xymyx) = 0 , Désignons par y1’°°°’yn des

é1éments engendrant la 7Z-algebre A ef soient t19°°°9tn € 7-M tels que
Vl = 19ooogn9 tl(Xyl‘—le) =0 ,

On voit facilement que 1'élément <+ = t1 eoo tn vérifie :

Yy € A, zlxy=yx) =0 .

On adone <x € Z , d'ou x ¢ ZM o

(b) Il suffit de remarquer que (M) = {x ¢ A ; Is ¢ z-M, sx = 0} .

Si A est un V-anneau & gauche, 7 est un anneau régulier (lemme 2.2.)
et dlaprds le (a) du lemme 3,1,, on est ramené & 1'étude des anneaux affines, qui
sont des V-anneaux & gauche et dont le centre est un corps, Nous allons montrer
gu'un tel anneau est un anneau simple, Les propositions suivantes ne supposent pas

que l'anneau A vérifie une identité polynomiale,
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PROPOSITION 3.2, Soit A un anneau semi-premier & idéal singulier & gauche

nul dont l'enveloppe injective & gauche K est un anneau fini de type I .

I1 v a éguivalence entre les assertions suivantes

(i) A est un anneau de Goldie,

(ii) A satisfailt la condifion de chafne ascendante sur les annulateurs

4 gauche (ou & droite),

(iii) Toute somme directe d'idéaux bilatéres non nuls de A n'a gqu'un

nombre fini de termes,

(i) ==> (ii). ©Par définition d'un anneau de Goldie,

(ii) ==y (iii). L'implication découle immédiatement du résultat suivant
facile & démontrer ¢ Si K et XK' sont deux id€aux bilatéres de A tels que
KNK' =0, oma 1[1(x)]a11)] =o0.

EN

(iii) =) (i)o Dans llanneau A, il n'existe pas de famille infinie d'idem-
potents centraux orthogonaux, et par conséquent [89 corollaire 12] A est un

produit fini d'anneaux de matrices Mn (Bi) sur des anneaux réguliers réduits Bi°
i
Pour tout i les sommes directes d'idéaux bilatéres non nuls de Bi ont un nombre

fini de termes, et comme dans un anneau réduit tous les idéaux sont bilateres, Bi

A

est un anneau semi-simple ; A est donc lui-méme un anneau semi-~simple, A est un
anneau semi-premier & idéal singulier & gauche nul dont l'enveloppe injective &
gauche est un anneau semi=simple, il est alors immédiat de vérifier que c'est un

anneau de Goldie,

PROPOSITION 3.3, Soit 4 un _ V-anneau b gauche (ou & droite) qui est un

anneau de Goldie & gauche, alors tout idéal bilatere I de A est tel

que I@®1(I)=4.

Considéré comme idéal & gauche I @ 1(I) est essentiel dans A , 11 contient
donc un élément régulier a ., S1I A est un V-anneau & gauche on a (Aa)2 = Aa , et

comme a n'est pas diviseur de zéro A = (a) , d'oll le résultat,

CROLLAIRE 3.4, Un anneau affine A guli est un V-=anneau & gauche (ou )

droite) et dont le centre est un corps, est un anneau simple,
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by

A est semi-premier (lemme 2,1,) et vérifie une identité polynomiale & coef=-

N\

ficients dans le corps Z . A est donc plongé dans un anneau de matrices i cceffi-
cients dans un anneau commutatif [1, démonstration du théordme 12]., On peut alors
démontrer que A vérifie la condition de chaine ascendante sur les annulateurs
[10, démonstration du lemme 2]o C'est donc un anneau de Goldie (proposition 3,2)

et les idéaux bilatéres sont facteurs directs (proposition 3.3)., Comme Z est un
corps, les seuls idempotents cenfraux de A sont O et 1, et A est donc quasi=-

simple. Comme A satisfait une identité polynomiale, c'est un anneau simple et -

en vertu du lemme 3,1, on a le

COROLLATRE 3.5, Soit A un anneau affine qui est un V-anneau & gauche

ou b droite : pour toubt iddal maximal M ~du centre, (M) est un idéal

bilatere maximal_de A,

Ceci va nous permettre de donner une démonstration simple du résultat de

G.0. Michler et 0,E. Villamayor [7] .

TEEOREME 3.6, Pour un anneau affine, il y a équivalence entre les

assertions suivantes @

(i) A est birégulier.

(ii) A est régulier.

(iii) A est un V-anneau & gauche (resp, un V-anneau 3 droite, resp.

un  Veanneau). -

(i), (ii) => (iii), D'aprés le corollaire 2.5.

(iii) = (i)o Scit x € A, nous allons montrer que (X) est engendré par
un idempotent central h . Si (%) =4, h=1 .8 (x)#4, (x) est inclus dans
un idéal bilateire meximal P. M=PNZ est un idéal meximal du centre, et l'on
a (M) =P, soit (corollaire 3.5.) (M) = P . Comme (M) = [x € 4 3s ¢ Z-N,
sa = 0} , on peut trouver un idempotent central k £ M tel que kx = 0, h = 1=k
est alors un idempotent centrairvérifiant An £ A, (x) € &h , Posons l[(x)] =1,
et appliquons le résultat précédent & l'anneau B = A L ° L'image (x) de (x)

dans B est un idéal essentiel et il ne peut donc &tre inclys dans un facteur
direct propre, Par suite, on a (X) = B, d'ob (x) ®L = A , et (x) est engendré

par un idempotent central.
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(iii) ==> (ii). 1I1 est facile de voir que 1'intersection nulle, 1'intersec-
tion des idéaux (M) ou M décrit l'ensemble des idéaux maximaux du centre est

nulle, Et 1'on peut donc trouver M tel que x [‘(M) . Comme A/(M) est un anneau
simple il existe a ¢ & Tel que x~-xax ¢ (M) , et il exisfte un idempotent central
n g M tel que hix-xax) = 0.

hgM,x g (M) =>hx # 0=> hax # 0, et hax est un idempotent non nul
de Ax ,

Ceci montre que A est un anneau de Zorn, on conclut alors comme dans le

§ 11 (proposition 2,12, (b)).

Remarques : Les anneaux réguliers & identité polynomiale homomorphisme sont
caractérisés par le fait qu'ils sont des V-anneaux, ou eﬂcoré que tout idéal a gauche
ou & droite irréductible est maximal, On sait que dans le cas général il existe des
V-anneaux qui ne sont pas réguliers [J°H° Cozzens, 3]9 mais l'on peut se demander si
1un anneau dans lequel les idéaux irréductibles sont maeximaux est un anneau régulier
(dans le contre~exemple de J.H, Cozzens, O est irréductible & droite et & gauche,

et il n'est maximal ni & droite ni & gauche),

D'autre part, on sait aussi qu'il existe des anneaux réguliers qui ne sont
pas des V-anneaux a gauche [7]0 (n a cependant le résultat suivant qui est une

conséquence immédiate de la proposition 2.3,

PROPOSITION 3,7, Soit A un anuneau dans lequel les idéaux & gauche sont

idempotents 3 alors si pour tout idéal bilatdre premier P, A/P est un

anneau simple, les idéaux & gauche irréductibles sont maximaux.,
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SUR LE SPRCTRE D'UN ANNEAU NON COMMUTATIF

par J.P. DELALE

I.1. ZPRELIMINAIRES.

I1 est bien connu des géometres algébristes que 1'étude d'un schéma X est
plus ou moins équivalente & 1'étude d'un foncteur Fih— ¢ , ou @& désigne la

catégorie des anneaux commutatifs (associatifs, unitaires, non réduits & 1'élément

0 (i.e. 1 # 0)) et '8 désigne la catégorie des ensembles, Cette correspondance
est la suivante :
Au schéma X on fait correspondre le foncteur F  qui & ltanneau

associatif A associe 1l'ensemble F(4) =180&(Spec(A),X)(*),

Inversement, au foncteur F on associe un schéma X dont 1l'ensemble

sous-jacent IXI est défini par

x| = um - ®x) .

Ke\?ﬂw,

(n dira que |X| est 1l'engemble sous-jacent au foncteur F , (n peut mettre

sur ]X[ une topologie et un faisceau structural @}( (voir par exemple [6]), mais

nous ne nous préoccuperons pas ici de ceg structures supplémentaires,

On vérifie facilement que, dans la correspondance ci-dessus, le schéma affine

Spec(A) correspond exactement ad}foncteur représentable 33(A,—):934>Z(Bt»ﬁf(A,B)) .

(*) si ¥ est une catégorie et si X,Y sont deux objets de ¥ , on notera

B(x,Y) 1'ensemble des morphismes w:X — Y dans G .
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I1 est donc naturel dtaborder la construction du spectre d'un anneau non
commutatif A en considérant la catégorie @' des anneaux (associatifs, unitaires,

avec 1 % 0) puis en construisant un "ensemble sous—-jacent" au foncteur représen~

table b (a,-): 9B - 8§ .

I.2. ENSEMBLE SOUS-JACENT A UN FONCTEUR,

Il se trouve que l'on sait construire pour toute catégorie B et pour tout
foncteur F:¥- § un "ensemble sous-jacent" |F| au foncteur F ., Cette construc-
tion est fonctorielle en F et joult de nombreuses propriétés qui sont détaillées
dans [4] . Nous allons ici simplement donner quelques indications générales ainsi

‘que la description explicite de IFI lorsque F est un foncteur représentable,

Soit donc 6 une catégorie guelconque et solt F:¢€—- ¢ un foncteur, On
considére 1'ensemble (*) des sous~foncteurs de P (on dit que S cF est un

sous-foncteur de F si, pour tout objet X de B , 8(X) est une partie de

l'ensemble F(X) et si pour tout w:X - Y, S(u);S(X)-» S(Y) est la restriction
de F(u) ) S(X)).

L'ensemble de ces sous-foncteurs, ordonné par l'inclusion, posséde des
intersections et des réunions quelcongues et celles—ci jouissent des mémes pro-
priétés de distributivité que celles vérifiées par 1l'algébre de Boole des parties
d'un ensemble, Malheureusement, un sous-~foncteur S < F ne posséde pas en général
de complémentaire, mais il existe un plus grand sous-foncteur, noté SC , tel que
SN SC =’ﬁ (ﬁ désigne ici le "sous-foncteur vide" de F). On a, a priori,

S c:(SC)C et la technique standard en théorie des treillis consiste & se restreindre

a4 1'étude des sous=foncteurs qui vérifient S = (SC)C ., (n dira qu'un tel sous-

foncteur est induit per F . On montre alors ([2], [4]) que 1'ensemble des sous-

foncteurs induits par F est une algébre de Boole,

Pour pouvoir énoncer le théorgme qui suit, nous aurens besoin de la défini-

tion importante suivante :

(*) Ce n'est pas a priori un "ensemble" sauf si la classe des objets de ¥ est
elle~m&me un ensemble, mais nous ne nous préoccuperons pas de ces difficultés

logiques.,
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DEFINITION : Soit ¥ wune catégorie et soit wu:A - X un morphisme de ¥

on dit que u est un morphisme quasi-filiré (dans ¥ ) si

VY, Y', VviX>7Y, ¥v":X-Y', 37, dwmY->T, Jw':¥' - 7T

tels que Cowvu = wlviuf

Y
I
A =5 X T
A
YY

On dira que lfobjet A de ¥ est quasi~filtré (dans ¥ ) si l'identité

de A est un morphisme guasi~filtré,

THEQREME 1 ([4]) s Soit ¥ ume catégorie, Les assertions suivantes sont

équivalentes

i) Pour tout foncteur F: ¥~ g , 1'alotbre de Boole des sous—=foncteurs

induits par F est isomorphe & 1'gletbre des parties d'un ensemble U ,

ii) Pour tout foncteur représentable B(4,-): ¥ - § , l'algdbre de

Boole des sous~foncteurs induits par ‘G(A,u) est isomorphe & 1l'algdbre

des parties d'un ensemble,

iii) Tout objet A de ¥ est sovrce d'au moins un morphisme guasi-

filtré wih - X .,

La condition iii) ci-dessus serz-appelée axiome de filtration. Lorsqufelle

est satisfaite, l'ensemble U dont 1l'existence est assurée par l'assertion i) est
évidemment isomorphe & l'ensemble des sous~foncteurs induits minimaux non vides de
P (clest~a-dire les atomes de 1l'algtbre de Boole des sous-foncteurs induits), Cet
ensemble des atomes peut &tre coneidéré méme si l'axiome de filtration n'est pas

satisfait,

DEFINITION ¢ Si & est une catégorie quelcongue et P:6—~ ¥ est un
foncteur, on appelle ensemble sous-jacent au foncteur F ', et on note |F| 1ven-

semble des sous=foncteurs induits minimaux non vides de F .

CORQLLAIRE ¢ Si ¥ satisfait & l'axiome de filtration, pour tout F:€-§ ,

1'algdbre de Boole des sous=foncteurs induits par F est isomorphe & 1'algdbre

ﬂ([F[) des parties de F ,
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En particulier, [F! est elors non vide dés que F n'est pas le foncteur
vide (en effet ﬁ et P lui-méme sont alors deux sous—~foncteurs induits dis’cinc:‘t:s)°
Inversement, nous allons constater que si l‘@ (A,—)l est non vide pour tout foncteur

représentable 6(A,-) , alors ¥ satisfait & 1'axiome de filtration,

Donnons la description explicite de l'ensemble sous-jacent & un foncteur re-

présentable B(a,-): €~ € (6 quelcongue),

PROPOSITION 1, Soit P c ‘é(A,m) un sous=foncteur induit minimal non vide,

AMlors :

1) Tout élément de P est quasi-filtré, clest-d-dire :

81 utA - X appartient & P(X) = E’(AgX)g u est quasi-filtré,

2) Si uthA-X et viA-Y appartienn’en% respectivement & P(X)

et P(Y), il existe T, u':X->T et v':Y->7Y fels que u'u = v'v,

Inversement,

si wtA -~ X est un morphisme guasi=filtré, on définit un Ssous~

foncteur induit minimal non vide P < ¥ (4,~-) en posant, pour tout Y:

p(y) = {(vii—> Y[ Iu':X ->7T,3v':Y > T tels que u'u=v'v} .

COROLLAIRE : L'ensemble sous-jacent au fomcteur représentable ‘G(A,—) est

canoniguement isomerphe & 1'ensemble des clasgsses d'éguivalence de morphismes

quasi-filtrés wusA - X pour la relation d'équivalence

uth-X ® viA - Y <=> 3T, Fu':X-T, 3V':Y—>T tels que u'u =v'v ,

(Ceci est bien une relation d‘'équivalence car les morphismes considérés

sont quasi-filtrés),

En particulier, on voit que si A est un objet quasi~filtré dans € , alors
I‘@(A,—)l est réduit & un seul élément (la réciproque est d'ailleurs vraie si 1'on

suppose que 6 satisfait & l'axiome de filtration),
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I.3., EXEMPLE DES ANNEAUX COMMUTATTES

On sait que si K est un corps et s1 wK ->X, v:K-=7Y sont deux homo-

morphismes d'anneaux commutatifs, alors X &® Y est nonnul, donc est un objet
K
de b , de sorte que 1'on a dans & un carré commutatif

X

S
AN

I1 en résulte que le corps K est un objet quasi~-filtré de 7 et donc que
tout homomorphisme A — K est quasi-filtré dans J6 . Comme tout anneau A possede
au moins un tel homomorphisme, on en déduit que

- satisfait & l'axiome de filtration,

- 5i wsh - X est quasi-filtré (%), u est équivalent & un homomor phisme
A—>K ou K est un corps (on envoie X dans un corps et on considére 1'homo-

moryphisme composé A.=E4> X - K).

Il est alors immédiat de vérifier que 1l‘'ensemble soué-jaqent au foncteur

représenté par A s'identifie & lim'>5f(A,K) et qu'il s'identifie aussi a

Ke
1'ensemble des idéaux premiers de A gréce au "lemme" suivant,

LEMME ¢ 1) Deux homomorphismes wusA - K et u':A - K' (K,K' corps) sont

équivalents si et seulement si ils ont méme noyau ‘F o

2) Pour tout idéal premier Ko, il existe un corps X et

un homomorphisme A — K dont le novau est 11 R

Il convient maintenant de mentionner un résultat qui est & l'origine du

choix de la terminoclogie de sous-foncteur induit et qui peut justifier 1'usage

que 1'on fera de la théorie de la localisation,

(*) On peut aussi montrer ([4]) gue ushA - X est quasi-filtré si et seulement

si l'application Spec(u):Spec(X)-a Spec(A) est une application constante,
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THEQREME 2_([4]) ¢ Soit w:A - B un homomorphisme d'anneaux commutatifs,

Les assertions suivantes sont éguivalentes :

i) L'homomorphisme de foncteurs représentables & (B,-) — of(a,~)

défini par u est _injectif et identifie &E(B,-) & un sous-foncteur

induit par JE(A,-)

ii) L'homomorphisme de schémas Spec(B)-~9 Spec(A) défini par u

est injectif et identifie Speo(B) 4 son image (celle-oi est munie de

la topologie induite par celle de Spec(A) et de la restriction du fais-—

ceau structural de Spec(A»O

iii) wusA - B est un épimorphisme plat,

iv) u est un épimorphisme d'anneaux et si vViA - X  est un homomor-—

pvhisme quelcongue, Vv se factorise & travers u si et seulement si

YwiX =Y, Jw':¥ T tel que w'wv se factorise & travers u .

On sait ([5]) que la condition iii) équivaut & dire que B est le
localisé de A pour une localisation "parfaite", Par ailleurs, les assertions
i) et iv) sont de caractire purement catégorique et celles-ci restent équivalentes

si, au lieu de Jb , on prend une catégorie quelcongue,

Remarque : Il est fondamental d'exclure de la catégorie & , l'anneau 0
réduit & un seul élément. Si cela n'avait pas été fait, il est facile de voir que
tout anneau A aurait été quasi-filtré, de sorte que l'ensemble sous-jacent
lﬁt(A,-)l au foncteur représenté par A aurait été réduit & un seul élément,

Un tel canular se produit chague fois que la catégorie ¥ considérée posseéde un

objet final,
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II.1, REDUCTIONS ELEMENTAIRES DU PROBLEME LORSQUE L'ON CONSIDERE UNE
CATEGCRIE D' ANNEAUX,

Soit F 1la catégorie dont les objets sont les anneaux associatifs
unitaires ncn réduits & 0O et dont les morphismes sont les homomorphismes

uniféres d'anneaux,

Le probleme est donc de caractériser, pour un anneau A donné,
l'ensemble des classes d'équivalence d'homomorphismes quasi-filtrés wid - X,
Accessoirement, on se demande si la catégorie &' satisfait & 1'axiome de
filtration,

Plus généralement, on se pose ces questions non seulement pour ¢!
g

mais pour toute catégorie B, avec
KB gL,

pourvu que & soit raisonnable, En 1'espéce, on suppose que si A €% et si m

est un idéal bilatére maximal de A alors A est encore un objet de B
9 e N /m

et la projection A — A est un morphisme de ® . Nous étudierons plus loin
/i,

de telles catégories,

Par analogie au cas des anneaux commutatifs, on peut essayer de décomposer

en deux parties le probleme de la recherche des morphismes quasi-filtrés,

1) On recherche une classe J;, ¢ § telle que tout objet de I soit
guagi-filtré,

2) (n étudie comment on peut envoyer un anneau A € R dans un anneau

K¢ FH .

Si Y est suffisamment grosse pour que tout objet de & s'envoie au

moins d'une fagon dans un objet de X, , on saura alors que :

- & satisfait & 1'axiome de filtration,
- Tout morphisme guasi-filtré A - X est équivalent & un morphisme
A—-X ,avec K¢ K, , de sorte qu'il suffit d'étudier les classes d'équivalence

de morphismes A - K ,
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LEMME : Soit & une catégorie comme ci-dessus et soit K un objet

quasi-filtré dans & . Alors si wK—-X et viK—->7Y sont deux homo-

morphismes avec X et Y guasi-simples, on a ker u'= ker v , En particu-

lier, K ne possdde qu'un seul idéal (bilatdre) maximal,

Par ailleurs, si K est quasi-filtré d'idéal maximal ", , il est immédiat
de constater que K/m est aussi un objet quasi-filtré, Si 1l'on a trouvé une
classe ¥ d'objets quasi-filtrés, on voit gueYane perd rien (vis-a-vis du
probldme 2) en rémp].agant ¥ par la classe des anneaux guasi-simples K/

Ked}, . Le probleme 1) se réduit donc &

1') Rechercher une classe ¥, dfanneaux quasi-simples et quasi-filtrés

dans ® .

Pour 1'étude du probldme 2) et des classes d'équivalence de morphismes
gquasi=filirés, on utilisera des techniques du type localisation, mais on est

aussi guidé par le résultat suivant :

PROPOSITION 2., Soit & une catégorie comme ci-dessus, Alors il existe

une application naturelle, fonctorielle en A ¢ % :

k2| R(4,-) - {idéaux de 4} .

En effet, si P ¢ ]ESB(A,_)I9 on choisit un représentant wiA->X de P .
Par hypothése sur & , on peut envoyer X dans un anneau quasi-simple S par

un morphisme viX - S . (n pose @

kA(P) = ker(vusA - S) .

I1 faut montrer que ce novau est indépendant du choix du représentant wu

et du choix du morphisme v , C'est un travail de routine.

Cette application kAn"es’c a priori ni surjective ni injective, Par analogie

avec le cas des anneaux commutatifs, on a envie d'appeler idéal ® —premier de A

un idéal qui est dans 1'image de kA .
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IT.2. LA CATFGORIE g%'.

(n sailt que si 1l'on se donne deux homomorphismes u1:A - X1 et

uQEA-» X2 , on peut toujours construire une somme amalgamée S de X1 et X,

au~dessous de A . S est éventuellement réduit & O , mais, par propriété uni-
verselle, on voit qu'il suffit qu'il existe T ¢ o' (i.e. T # 0) et

wosX, » T (i = 1,2) vérifiant W1u1 = W2u2 pour pouvoir affirmer gque S # 0 .

Donc un anneau A est quasi-filtré dans &' i et seulement si

V111;A-e X1 s VE%:A - X2 , la somme amalgamée S de X1 et X au~dessous de A

est non réduite & 0 . (n a le résultat suivant :

PROPOSITION 3, Si A est un anneau quasi-simple et régulier (gy sens

de Von Neuman), alors A est quasi—-filtré dans J&'.

Comme régulier équivaut & absolument plat, c'est une conséquence immédiate

~

d'un tr2s beau résultat dd & Cohn ([3]).

THEOREME., Soient u1:A-e X1 et u2:A-e X2 et soit S leur somme amal-

gamée, Si u, et u, sont injectifs et si t sont plats ?
1 2 " Xia 4 2 &

gauche (resp, & droite) sur A, alors

- les homomor phismes canonigues vi:Xi - 3 (i = 1,2) gont injectifs,

De plus

°

- A s'identifie au produit fibré de X gj_X2 ay~dessus de S

- S/X est plat & gauche (resp, & droite) sur Xi (i = 1,2) et
i

S/A est plat b gauche (resp, b droite) sur A .

Cl'est & peu pres tout ce que je sais dire actuellement sur gk, m
ité, je n'ai pas étudié davantage &' car elle présente la pathologie
suivante : Si 1'on part d'un anneau A ¢ <B' qui se trouve &tre commutatif,

on aimerallt que l'ensemble sous-jacent

5t'(A,-)| au foncteur représenté par
A dans  JB' soit précisément le spectre usuel de A . Or cela n'est pas en

général le cas,
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Bxemple ¢ Solt A = Q[T] n A ne posséde gu'un seul idéal premier,
/T

Considérons 1'homomorphisme d'anneaux
f:A - M (Q) = anneau des matrices de rang n sur §
al

défini par £(7) = (aij) avec a,. = §
rtid:

o Ul t simple (donc
i3 1,341 Commne Mn(Q) est simple (

ouasi~simple et régulier), f est un morphisme quasi-filtré dans 96' et

définit donc un élément P ¢ l?@'(A,—)

. Mais cet élément P n'est pas dans
le spectre usuel de A puisque son image par kA n'est autre que 1'idéal O

de A {(en effet, f est injectif),

II.5%, On va rechercher des catégories ® satisfaisant aux conditions du § II 1
et gui ne présentent pas la pathologie que l'on a rencontré pour 78" . Deux

telles catégories se présentent naturellement.

1) La catégorie des algdbres, que 1'on notera m%%‘

Les objets de 5$%; sont les mémes que ceux de &b' mais on ne prend comme
morphismes que les homomorphismes (uniféres) dfanneaux utA - B qui envoient le

centre 7(A) de A dans le centre 2z(B) de B .

Il revient au méme de dire que u confere & B non seulement une structure

de A.@bAOppmmodule 4 gauche mais une structure de A Q APP podute & gauche, n
Z(4)
conviendra d'appeler A-module bilatére un A Q A°PPomodule & gauche (le terme de
z(4)
"bimodule” sera ubtilisé plus loin pour désigner une autre notion).

2) La catégorie des extensions, gue 1'on notera @ (Pour Rfocesi)°

Les cbjets de ® sont encore les mémes que ceux de 33'9 mais on prend
comme merphismes seulement les homomorphismes wusA — B dont 1'image u(A) et

le éentralisateur
ZA<B) = {b ¢ Blb,u(a) =ula).,b Vac A}

de l'image engendrent B tout entier (en tant qu”anneau),

Un tel homomorphisme sera appelé une extension, Si uthA - B est une

extension telle que le centralisateur ZAKB) de 1'image de A est ézale au centre

de B, on dira que u est une extension centrale, Ces notions ont été introduites
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par“FTocesi ([9]) puis développées par Artin ([1]). Les extensions sont des
morphismes sympathiques qui ont un comportement trds analogue & celuli que l'on
rencontre dans le cas commutatif, On établit, par exemple que, si utA > B est
un homomorphisme d'anneaux, _

- 51 A est commutatif, u est une extension si et seulement si u(A)
est contenu dans le centre de B .

- 81 u est une extension, alors u envoie le centre de A dans le

centre de B , En d'autres termes, on a les inclusions

Hec @ «733%_ - 7% .
- 81 wu est surjectif, wu est une extension centrale,
- 81 u est une extension, l'image réciprogue d'un idésl premier de B

est un idéal premier de A ,

Par ailleurs, @ et 5@%}L ne présentent plus la pathologie rencontrée
pour gt . En effet, c'est un jeu de vérifier gue ces deux catégories satisfont

aux hypothdses du théordme suivant.

W Soit B une catégorie, avee W o R < B e} telle que
a) Si X est un objet de B et si M, un idésl maximel de X , alors

X et la projection X = X sont dans B .
/o == My

b) Le plongement canonigue & - ®  possdde un adjoint b droite
7: Q- I (cet adjoint est, dans les cas gui nous occupent, le foncteur

qui assgeie & l'anresu X son centre 2(X) .

c) Si K est un corps commutatif, X est un objet guasi-filtré de & .
Alors on & un isomorphisme canonigue, unique, fonctoriel en T dp - R

7,25 |7l
En particulier, si F = 9%(A,~) (A annesu commubtaif), on a

IS%(A")IS’: & Spec(A)
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I1I. ETUDE DE LA CATEGORTE DES EXTENSIONS,

II1.1. LA CATFGORIE DES BIMODULES.

Soit A un anneau dont on note Z(A) ou Z le centre. Soit M un
A.@%AOpp—module 3 gauche, (n pose ¢
z,() = {m ¢ M|am = ma Va ¢ A}
ZA(M) est canoniquement isomorphe & 1'ensemble des homomorphismes de

AR AOpp—modules f:A—- M , de sorte que Z (M) est un End (A)=Z(A)—module°
7 . A opp
A.@&A

On dira, reprenant la terminologie d'Artin, que M “est un A-bimodule si

ZA(M) engendre M (en tant que A,@&Aowmodule ou en tant que A-module & droite

ou & gauche, cela revient au méme).

On remarque qufun homomoryphisme dfanneaux u:A - B est une extension si

et sewlement si B est un A-bimodule,

Par ailleurs, si A est commutatif, on constate avec plaisir que la notion

de A-bimodule coincide avec celle de A-~module,

Tout bimodule est un AR 2P  _podule (i.e. un module bilatere) la réci-
z(4)

proque étant évidemment en général fausse (voir § IV), mais tout module bilatdre W

posséde un plus grand bimodule contenu dans M (& savoir le A-module engendré par

z,(n)) .

Les sorites généraux sur les bimodules ont déja été écrits par Artin, et
on renvoie & son article ([1]) pour tous les détails, Il nous faut cependant
rappeler un point important

Si u1;A - X1 et uZ:A-» X2 sont deux extensions d'anneaux, alors X1<® X

A
est munl d'une unique structure d'anneau prbngeat sa structure sur A et telle que

2

8 H = ? 9 d‘ V H
(X1 ®X2)(X1 @XZ) x1x1 ®X2X2 es que X1 € ZA(X1>

ou que X2 € ZA(XZ)

et les applications canoniques Vi:Xi-e X1 @%-Xz (i = 1,2) sont alors des extensions

d 'anneavx,
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Remarque ¢ Si W1:X1-» Y et w25X2 - Y sont des extensions vérifiant
w1u1 = W2u2

e:X1 &Q.X

, 11 existe une et une seule application de A-bimodules

2-» Y telle que evi =W, mais 6 n'est en général pas un homomor phisme

d*anneaux, de sorte que X1 QQ’X2 n'est pas la somme amalgamée dans P de X1 et

Xéx au-dessous de A .

Ceci répond par la négative & une question posée (sans réfléchir) par Artin
([1]). En fait, on peut montrer que dans & il n'existe pas de somme amalgamée

(méme en admettant 1l'anneau O)a (n a cependant le résultat suivant :
Si u1:A-ﬁ X1 ou u2:A-» X2 est une extension centrale, alors X1 @thZ

est somme amalgamée dans SR yU{0} .

III.2. ETUDE DES QBJETS QUASI-FILTRES DE B .

Si u1:A.» X1 et u2:A-» X2 sont deux extensions, il se peut que X1 &%.XZ
soit 1l'anneau O . Cependant, si il existe Y £ 0 et V. i=1,2 comme dans la

remarque ci-dessus, on constate gque e;X1 @a-XZ-» Y envoie l'unité 1@ 1 de

X1 @)XZ sur 1'unité de Y , de sorte que 1'on a :

LEMME, Un anneau A est guasi-filtré dans ® si et seulement si pour hout

couple d'extensions (u1,u2) on_a X1 @h X2 % 0.

Encore une termiriologie : on dira qu'un bimodule I, est un bimodule libre

8'il est isomorphe (en tant que A-module bilatére) & une somme directe d‘’exemplaires

de A (une telle somme directe est d'ailleurs fToujours un bimodule),

PROPOSITION 4, Si A est un anneau guasi-simple, tout A-bimodule est

1ibre,

N

On peut faire une démonstration & la main (en exhibant une base)9 mais on

peut aussi stappuyer sur un résultat du § IV,

COROLLAIRE. Tout anneau gquasi-simple est quasi-filiré dans P .




=11 14~

Conséquences ¢

1) & satisfait & 1l'axiome de filtration (puisque, répétons le,
les surjections sont des extensions),

2) Si A est un anneau, l'image de l'application canonique (§ 1191>
kA: | @(A,—)] - {idéaux de A}

est formée exactement de tous les idéaux qui sont noyau d'un homomorphisme A — K
avec K quasi-simple, En particulier, kA prend ses valeurs dans les idéaux pre-
miers de A (car 1'image réciproque d'un idéal premier est un idéal premier) et

l'image de kA contient tous les idéaux maximaux de A ,

III.3., LOCALISATION DANS LA CATEGCRIE DES BIMQDULES°
Pour pouvoir décrire plus explicitement 1'ensemble lﬁ’(A;m)] , 11 est
nécessaire de disposer d'une notion "d'anneau quasi-simple des fractions", Clest

1'objet de la théorie de la localisation développée ici,

La difficulté réside en ce que la catégorie des A=bimodules n'est pas une
catégorie abélienne, Cependant, on peut montrer que la catégorie des A=bimodules
admet des limites projectives et des enveloppes injectives (mais ni les unes ni
les autres ne se calculent comme on le fait usuellement dans une catégorie de
modules)9 de sorte que les travaux récents de J, Lambek ([8]) pourraient &tre

ntilisés ici,

Cependant les résultats que l'on a en vue nécessitent d'examiner les
choses de facon explicite et les résultats généraux de J. Lambek ne semblent pas

&tre utilisables pour démontrer les théordmes qui vont 8&tre énoncés,

Dans la suite, nous parlerons du noyau et du conoyau dfun homomorphisme
de bimodules, Il fauft remarquer qu'il s'agira toujours du noyau et du conoyau
usuels (calculés en tant que modules bilatdres) et que s'il est vrai que le conoyau

est un bimodule, le noyau quant & lui n'est en général pas un bimodule,

DEFINITION, On appelle théorie de torsion ¢ sur A la donnée, pour tout

A-bimodule M d'un sous-module bilatdre (M) M tel que

- 81 f:M' > M est un homomorphisme de bimodules, (M) < olM).
-8 M <M, oma oM) =1 g(M) .

- c(M/G<M)) =0,
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A la théorie de torsion ¢ on associe la famille ¥ = (g) des idéaux

bilateres Uc A tels que c(A/U) = A/U (i.e. A/U est de g-torsion). % posséde

les propriétés suivantes :
a) 81 Ueg¢ ¥ et VDOU, alors Ve & .
b) si UVe ¥ ,alors UNVe¢F .

Inversement, la famille ¥  ne détermine pas complétement ¢, mais on a :

PROPOSTTION 5., Si o et ¢ sont deux théories de torsion telles que

Sf(c) = $?(1) alors un bimodule M est de og-torsion si et seulement

si il est de ~t-torsion,

Dans tout ce qui suit, et afin d'éliminer définitivement certaines complexi-
tés techniques, on va se limiter aux seules théories de torsion qui satisfont la

condition supplémentaire suivante,
(*) Pour tout bimodule M , l'ensemble des m € M pour lesquels il existe
Ue R (g) vérifiant Um = mU = O est contenu dans (M) .
Cette condition entrafne que la famille w (c) est stable par produits,
clest-a-dire que l'on a
c)si U,ve (o), alors U.Ve R (o) .
Certains des théorémes qui sulvent sont faux si 1'on ne suppose pas la
condition (¥) vérifide, C'est d'ailleurs un peu & cause de 1'impossibilité de

tester cette condition (*) lorsque 1'on raisonne abstraitement que 1'on doit

développer la théorie explicitement.

Désormais, "théorie de torsion" signifiera "théorie de torsion satisfaisant

3 la condition supplémentaire (*)",

Exemples de théories de torsion,

1) Soit Si une famille d'idéaux  bilatéres, Alors il existe une plus
grande théorie de torsion ¢ telle que pour toute extension f:A - X qui vérifie

xf(U) = X VUeg_ , on ait o(X) = 0.

Cette théorie de torsion satisfait & (%) et F(g) est la plus grande des
familles ° d'idéaux qui vérifient pour toute extension f:A — X la propridté

xf(U) = X VUecg = Xf(V) =X V¥Vex .
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Nota, Pour tout bimodule M et tout idéal bilatére Uc A, on a
UM % MU . Dans le cas d'une extension X de A , on a donc

x£(v) = £(v)x = x£(U)x .
2) Soit H un idéal premier et E(A/% ) l'enveloppe injective (en tant
que bimodule) de %44 . Pour tout bimodule M , on pose

n?(M)= N ker ¢ , goZM*E(A/F) .

La collection des g (M) définit une théorie de torsion qui satisfait

L

N

5 (%) et on a

Fln,) =% = (U< 4UE 5

Une telle théorie de ‘torsion est formellement ce que 1'on appelle une

localisation premiére au sens de Goldman et qui ont été étudiées en [5] . En

effet, si 1'on pose X = %LF , on vérifie que l'on a
-cCm, <= oX)=0.
’F

~ Tout quotient de X distinect de X est de g, —-Ttorsion.

,F

Inversement, si g est une théorie de torsion pour laquelle il existe
un bimodule X qui satisfait aux conditions ci-dessus, alors 1l existe un et wn
seul idéal premier tel que g = g .

I P
Il v a donc bijection entre les idéaux premiers de A et les "localisations

premiéres au sens de CGoldman' sur la catégorie des A=bimodules,

Bimodule des guotients pour une théorie de torsion g.

Soit ¢ une théorie de torsion sur A ,
Si M est un bimodule, par analogie avec la théorie classique, on construit

un bimodule Q (M) et un homomorphisme iM;M-» QG(M) tels que 3
o}

- ker(iM) = G(M) et coker(iM) est un bimodule de g-torsion.

- QG(M) est un bimodule fidélement og~divisible, c'est-a=-dire que tout

homomorphisme de bimodules f:N' - N tel que ker(f) < olwt) et coker(f) est

un bimodule de ¢g-torsion induit un isomorphisme

Hom(f,Qc(M)):Hom(N,QO(M)) -ty Hom(N’,QG(M)) .



~11.17-

Ces deux propriétds caractérisent Q (M) & un isomorphisme unique pres
o

et permettent de définir un foncteur @ de la catégorie des A-bimodules dans
O‘ .

elle-méme,

Tout 1'intérét des théories de torsion sur la catégorie des bimocdules prend
sa source dans les deux théoremes suivants (qui n'ont pas d'analogues en théorie

classique) :

THREOREME 4, Soit ¢ une théorie de torsion sur A . Alors :

1) QG(A) est muni d'une unique structure dlanneau telle gue

iA:A - Q (A) s0it un homomofphisme d'anneaux et iA est alors une
c

extension centrale.

2) Tout bimodule fidelement g-~divisible M est canoniguement muni d'une

structure & droite et & gauche sur Q (A) et celles-ci font de M un
o]

QG(A)—bimodule.

3) Tout A-homomorphisme N - M o N est un Q (A)-bimodule et M un
=

A-bimodule fiddlement divisible est un  Q (A)-homomorphisme (& droite e
c

& gauche),

THEOREME 5, Soit ¢ une théorie de torsion sur A et soit uiA — B une

extension d'anneaux, Alors @

1) ¢ induit sur les B-bimodules une théorie de torsion wu.g définie par

uoc(M) = c(MA) pour tout B-bimodule M <MA désigne le A-bimodule obtenu

par restriction des scalaires), et on a

F(u.o) = (Ve Blu (V) ¢ & (o)) .

2) S8i u est une extension centrale , pour tout B-bimodule M , on a

un ilsomorphisme canonigue :

(a, (W), = o (x,) .

En particulier, Q0<BA> est une extension centrale de B ¢t de plus,

Qc(u):QG(A) - QG(B) est alors une extension centrale dlanneaux.
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On appliquera ceci dans le cas perticulier ou utA — B est surjectif. Il
faut remarquer que Je ne sais pas démontrer la partie 2) du théoréme 5 lorsqu'on
ne suppose pas que B est une exlbension centrale de A , mais il semble que cette

restriction pourrait &tre levée,

Enfin, on a un théoréme analogue au théoreme classique ([5], [7]) pour

caractériser les théories de torsion "parfaites" :

THECOREME 6., Soit ¢ une théorie de torsion sur A . Les assertions

gsuivantes sont équivalentes :

i) Pour tout ye¢ ¥ (o), ona QG(A)eiA(U) = QG(A). (%)

ii) Tout Q ~bimodule est fiddlement g-divisible,
[9)

iii) Pour tout A-bimodule M , on & un isomorphisme (%)

QG(M)_E QG(A)<21 M

qui identifie i :M - Q (M) et i@ MsM-qQ (4) @, M.
M o — A g A

De plus, on peut montrer que lorsque les conditions du théoréme sont

satisfaites, on a :

1) Pour tout idéal & droite (resp. & gauche) J C:QG(A) , on a :

J = iA(iZ1(J)).QG(A)

[resp. 7 = (4).3,(1;(9))] .

En particulier, si A est noethérien (resp. artinien) & droite ou a
D s p

gauche, il en est de méme de Q@ (A)
o]

2) Le morphlsme iA;A - QG(A) est un épimorphisme d‘'anneaux et pour tout

morphisme injectif de Yimodules f:M' — M, 1'homomorphisme

(¥*) si Uc A est un idéal bilatdre qui vérifie QG(A).iA(U) = QG(A) on peut
montrer en toute généralité qu'alors U appartient nécessairement & ¥ (o).
(**} Pour tout bimodule M et toute extension A -X , on a en fait un isomorphisme

canonique de X-=bimpdules X ®AM SN, X .
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Q (A) @ f:Q (A) @ M' > Q (A) @ M est encore injectif (on dit que
c c A c A
QG(A) est plat pour les bimodules ([1])).

3) L'homomorphisme de foncteurs représentables
@(QG(A) ’_) - @(Aa—)
défini par 1l'extension iA est un homomorphisme injectif qui identifie

iSa(QG(A),—) 4 un sous-foncteur induit par $(a,-) .

Nota. Je ne sais pas, & la différence du cas commutatif (théordme 2)

démontrer de réciproque aux assertions 2) et 3).

III.4. ETUDE DES CLASSES D'EQUIVALENCE DE MCRPHISMES QUASI-FILTRES DANS @

Tout découle du théordme principal de la théorie, qui s'énonce comme suit :

la théorie de

THEOREME 7. Soit JFI un idéal premier de A et soit n?‘

torsion qui lui est associée, On note p:A - A/ﬁ la projection canonique.

Les assertions suivantes sont éguivalentes :

i). La théorie de torsion satisfait aux conditions équivalentes

T

du théoréme 6,

A

iii) La théorie de torsion p.nf( sur A//F satisfait aux conditions

1(%) =/F(9

ii) U (A) posséde un seul idéal maximal 4, et

équivalentes du théoréme 6,

iv) Q'F (A/? ) est un snneau quasi-simple,

V) Il existe une extension f:A - X vérifiant

ker(f) = ¢ et Xxf(V) =X pour tout V£ H

De plus, Q,Fl (A/'F‘ ) est alors universel pour les extensions ci-dessus,

c'est-a~dire gue pour toute extension f:A - X satisfaisant & la condition

v), il existe une et une seule extension d'annesux .Q'F (A/? ) - X gqui

prolonge T ,

Enfin, Q. (A ) s'identifie alors canoniquement & Q.. (A et on
e B £ F( Dy, L

a M= Q,F(A).iA(F ).
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On dira sous ces conditions que ‘P est un bon idéal premier de A .

Avant d'en revenir & l'ensemble sous-jacent & I@’(A,—)| , 11 convient
ici de faire le lien avec des remarques qui avaient été faites dans [5] s On

avait constaté que si était un idéal premier de A , alors l'image réciprodque
3

de vp dans A.@& A° était un idéal i gauche critique de A.@& A° s @e sorte que
lt'enveloppe injective, en tant Que module bilatere, de %%F était un injectif
indécompo§abie dont le coeur € est non nul et contient A/F . On peut montrer
(méme si les conditions du théoréme 7 ne sont pas satisfaites) gue Q,F(A/_F )

est le plus grand A-bimodule contenu dans le coeur € et que le centre de
Qyj(A%F ) s'identifie & 1l'anneau des endomorphismes de € . On avait donné ([5]

prop. 16) la description explicite de cet annean d'endomorphismes, dont on savait
que c'était un corps commutatif, et on avait donné un exemple montrant qu'il n'était

pas en général isomorphe au corps des fractions du centre de A%F o
Comme conséquence immédiate du théoréme 7, on a :

PROPOSITION 6, Soit A un anneaun, Un idéal vF c A est un bon idéal

premier de A si et seulement si c'est le noyau d'une extension A — X,

avec X quasi-simple, Par ailleurs, 1'application canonigue

k| ®(4,~)] » {idéaux de 4}

-

est injective et a pour imege 1l'ensemble des bons idéaux premiers de A ,

La question quil se pose est évidemment de savoir si tous les idéaux premiers
sont de bons idéaux premiers, La réponse est négative, et on peut en donner pour

exemple 1'idéal O de l'anneau A = k<X,Y> des polynémes en deux variables sur un

commutatif : )
corpsv¥ k (X et Y commutent avec k mais pas entre eux), Pour montrer que O n'est

pas un bon premier, on commence par montrer (gréoe 8 la description explicite qui

en est donnée en [5]) gue le centre de QO(A) est égal & k , puis on utilise la

proposition suivante (qui donne en fait une condition suffisante pour qu’un idéal

premier soit bom).
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PROPOSITION 7. Soit A un anneau premier de centre 7 ., Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

i) Pour tout idéal bilatére U# Ode A, ona UNZ#O0.
ii) L,'idéal 0O est un bon idéal premier et le centre de QO(A) est

isomorphe & Frac(z) .
iii) QO(A) est quasi-simple et est isomorphe & Frae(z) @% A .

Les bons idéaux premiers ne sont cependant pas tous du type décrit par
la proposition 7. Cependant, notons que la proposition 7 recouvre le cas des

anneaux & identité polynomiale, car ceux-ci satisfont & la condition i) ci-dessus

([10]).
PROPOSITION 8, Si A est fel gue pour tout idéal premier HcA, A/

IR

est un anneau & identité volynomiale, alors ]QP(A,—)‘ glidentifie &°

1'ensemble des jdéaux premiers de A et, pour tout idéal premier —F < A,

Q, (A ) est une algdbre centrale simple,
o

En effet, si A%F est & identité polynocmiale, jyp possede un anneau
classique de fractions & gauche Frac(A/-F ) qui est une algdbre centrale simple
(théoréme de Posner) et il suffit de vérifier que le morphisme AVF %-Frao(Afp )
est une extension,

Remarque : Il est un autre cas classique ol 1'on peut construire un
anneau de fractions a gauche ETac(%%F ) : clest le cas ol %fﬂ est un anneau
de Goldie et le théoreme de Goldie dit alors gque FTac(A%P ) est un anneau simple,
Malheureusement, 11 ne semble pas que le morphisme éfF - ]a‘rac(_lx;;/,i:l ) soit une

extension et on ne peut donc rien dire dans ce cas,

IV, ANNEAUX AFFINES.

On recherche une condition permettant d'identifier l'ensemble sous-jacent

! @(As") I (TGSP.

Wt%ﬂAﬂ-)]) avec le spectre d'un anneau commutatif X .

Pour que cette identification solt compléte, on voit que la traduction
raisonnable de ce probléme est de rechercher & quelle condition on peut trouver

une équivalence de catégories
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(A=bimodules) ——> (X-modules)
[resp. (A-modules bilatdres) ——> (X—modules)],

gui envoie A sur X et envoie toute extension B de A (resp. toute algdbre
B sur A) en une algdbre sur X , (on remarque que, X é&tant commutatif, les
notions de X~bimodule, X-module bilatére, X-bimodule se confondent et, par

ailleurs, on dispose dans P et 3$%F du théordme 3),

On va caragtériser, pour P et 334%., les anneaux pour lesquels il
existe une équivalence de catégories comme ci-dessus, Ces anneaux sont ce qu'on

pourrait appeler des "anneaux affines".

1) Cas ou l'on considére la catégorie des A-bimodules,

On ne sait traiter que le cas ou 1l'on suppose a priori que X = Z(A)
est le centre de A et ol 1l'équivalence
(Arbimodule)-» (Z—modules)
est donnée par le foncteur ZA(—) = Hom(A,-) dintroduit au début du § III.1,

Ce probléme a déja été abordé par Artin ([1]) qui donne une condition "suffisante"

pour que ZA(—) définisse une équivalence de catégories, Comme sa démonstration

est erronée et qu'il semble par ailleurs gque sa condition ne soit pas suffisante
(bien que je n'ai pas réussi & trouver de contre-exemple) il convient de rétablir

ce théoreme et d'y ajouter une réciprogue.

THEOREME 8. Soit A un anneau de centre Z ., Les assertions suivantes

sont équivalentes :

i) Le foncteur ZA(—):(Awbimodules) - (Z—modules) est une éguivalence

de catégories.

ii) on & a) Tout sous-module bilatére d'un A-bimodule libre est un
A=bimodule,
b) VA, Z , idéal maximal, on a A4t # A .

iii)  Pour tout a ¢ A , 1'idéal bilatdre AaA est engendré per des

éléments de 7 et il existe un élément =z € Z tel que 2z-a

appartienne & 1'idéal bilatére engendré par les éléments

ax - xa, X € A .,
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Nota, La condition ii)a) est la condition suffisante donnée par Artin,

Flle implique que le facteur ZA(—) est pleinement fidele et aussi que A est

plat sur 7 , mais il ne semble pas qu'elle implique que A est fidelement plat

sur Z (or cela est nécessaire), d'ol la condition ii)b).

Lorsque A satisfait aux hypothéses ci-dessus, on peut montrer que les
applications I - AT et J - J N Z sont des bijections inverses 1l'une de lfautre

entre les idéaux de A et de Z .,

COROLLAIRE. Soit A wun anneau de centre 7 et satisfaisant aux conditions

du théoréme 8, Alors on a des isomorphismes canonigues @

|§’(A,—)| = {idéaux premiers de A} = spec(Z) .

De plus, pour tout idéal premier 73 — A la proposition 7 slappligue

et on & 3

Uy (A!‘F ) FraC(Z(Ah")) Q, 4 .

Exemple : Il est immédiat de vérifier que tout anneau quasi-simple A
satisfait & la condition iii) du théortme 8, de sorte que la catégorie des
A-bimodules est alors équivalente & celle des Z-modules, Comme Z est un corps,

on retrouve immédiatement la proposition 4,

2) Cas ou 1l'on considére la catégorie des A-modules bilatéres,

THECREME 9, Soit A un anneau de centre 7 . Les assertions suivantes

sont équivalentes :

i) Il existe un anneau commutatif X et une équivalence de caftégories

(4@, 2P _podules) -2 (X-modules)

gui envoie A sur X ,

ii) ma X=72 ebtle fonctew Hom(4,-):(4Q, A°PP podules)

- (Z—modules) est une équivalence de catégories,

iii) Tout A-module bilatére est un A-bimodule,

iv) A est une algébre d'Azumaya,

Ce théordme utilise & fond les résultats de Gabriel ([7]) relatifs aux
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équivalences de catégories abéliennes, Gabriel démontre d'ailleurs 1l'implication
iv) ==> ii). D'autre part, on peut constater que Artin dans [1] démontre en fait

(par une technique tout & fait différente) l'implication iv) => iii),

Il est clair, au vu des propriétés ii) et iii) que toute algdbre

d'Azumaya satisfait en particulier aux conditions du théortme 8,
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DECOMPOSITION DES MODULES EN INTERSHEC-
TIONS FINIES

INTRODUCT ION,

Nous introduisons dans cet exposé la notion de fonction de décomposition

dans un cas plus général que le cas étudié par J, Fisher dans [2]o

Etant donnée une fonction de décomposition [ , nous établissons, par le
méme procédé que celui de J, Fisher dans [2] les théorémes d'existence et

d'unicité des r-décompositions,

Nous appliquons ensuite ces résultats aux problémes de la décompesition
tertiaire et de la décomposition isotypique et améliorons ainsi certains résultats

obtenus par L, Lesieur et R, Croisot dans [4]o
Dans tout cet exposé, A désigne un anneau qui n'est pas supposé commtatif,
Tous les modules considérés sont des A-modules & gauche,

Sauf dans le paragraphe III, l'anneau A n'est pas supposé unitaire,

I, FONCTIONS DE DECOMPOSITION,

1) Définitions :

Soit 9 une classe d'objets,

Soit 6?(9@ la classe de tous les ensembles dont les éléments

appartiennent & I,



=13.2~

Soit riMod A - g?@ﬂ? une application qui, & tout module M associe

un ensemble T(M) dont les éléments appartiennent a 92,
Notons que [r(M) peut &tre 1l'ensemble vide,

DEFINITION T.1. ¢ Un module M est dit p-stable s'il vérifie les deux
propriétés suivantes :

1) M#£o0.

2) r(m)
r(w) = {z} .

{X} <X e o) et, pour tout sous-module non nul N de N,

Al

DEFINITION T.2. : (n dira que la correspondance T' est une fonction de
décomposition définie sur Mod A et & valeurs dans SB(SC) si elle satisfait

aux deux axiomes suivants @

Axiome 1 : Soient M.et N deux modules,

Si la suite 0= N- M est exacte, alors r(NW) < r(m) .

I1 existe un sous-module § , I-stable, de M tel que
r(s) = {x} .
Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons que [ désigne une fonction
de décomposition donnée une fols pour toutes,
Tl résulte de 1'axioﬁe 2 que 1(0) = ﬁ o
I1 résulte de 1'axiome | que ¢

Si M1 et M2 sont deux modules isomorrphes, alors :

1) F(M1) = F(MZ) .

2) M1 est p-stable si et seulement si M, est T-stable,

DEFINITION I.%. ¢ Soit M wun module et soit N un sous-module de N ,

On appelle . r;décomposition de N dans M , toute décomposition

N = N1(7 eeo M Nk

de N en intersection d'un nombre fini de sous-modules N, de M telle que 3
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1) Aucun des Ni n'est superflu,

2) Pour tout 1 € {1,250..,K} , %ﬁ est r-stable et
i

rig) = i) -

3) Si i#§ , alors X, # x5

2) Existence et unicité des r-décompositions :

Les deux résultats fondamentaux sont les suivants :

Théordme d'unicité des r-décompositions : Soit M un module, soit N

un sous-wmodule de M et soient :

—_ — ¢ {
N=N N AN =T, Oeee NN,

deux p=-décompositions de N dans M avec :

Vig {1k} 1(GE) = fxy) et
1

. M
Vice {1900091{“} F(“ﬁ?’>={xu.} 0
. dJ
J
Alors 1) k=Xk*,
2) On peut permuter 1'ordre des N“i de maniére que x. = x', pour

tout i € {1,...,%} .

M
3) I‘(T\T-) = {X,|gooogxk} °

Théoréme d'existence des [I=décompositions : Soit M wun module et

soit N un sous-module propre de M .
Une condition nécessaire et suffisante pour que N admette une
r-décomposition dans M est que les 2 propriétés suivantes soient vérifiées :

1) p(%) est fini,

2) Tout sous-module non nul de % contient un sous-module p-stable,

. . . L N M .
(Nous dirons aussi, pour exprimer cette deuxidme propriété, que T est riche en

sous-modules r—stables)o
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La méthode utilisée pour démontrer ces 2 résultats est analogue & la

méthode utilisée par Bourbaki dans [1] & propos de la décomposition primaire,
Elle consiste & établir d'abord les propriétés sulvantes :

°

PROPOSITION T.1. ¢ Si la suite de modules

O0—-M" » M- M"—> 0 est exacte, alors

r(n) < r(m) ¢ r(w') v rQ) .

Démonstration :I1 suffit dfétablir le résultat lorsque M' est un

sous-module de M et que M" = 13

uro
Soit x ¢ P(M)o

I1 existe un sous=module TI-stable § de M tel que
r(s) = {x} .
Soit S' = S OM
si s'#0, r(s")={x}cr(u)=>x¢r),
Si S*t'=0, S %st isomorphe & un sous-module S" de M" ., Donc

r(s")

{x} < p(u") => x ¢ plu") .

par suite (M) < (M) u r(u")

L'inclusion de gauche résulte de l'axiome 1,

FROPOSITION I.2, : Soit M un module et soit (Mi)iEI une famille de

sous-modules de M tels que M = }E& M.

AMors P(M) = \_J P(Mi) o
iel

Démonstration : L'inclusion r(M) =2 \J P(Mi) résulte de ltaxiome 1.
igl

Soit x ¢ F(M)o I1 existe un sous-module p-stable S de M tel que
r(s) = {x} .
I1 existe i tel que S apY £ 0 done 1(S (\N&) = {x} g;r(Mi) . Done

x e U r) dome r(m) = \UJ rlw) .

ieI iel
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PROPOSITION T.%3, ¢ Soit M wun module et soit (Mi)*el une famille de
modules tels que M= @ M,
iel 7
Alors r(u) = U P(Mi) o
iel

Démonstration :0n établit d'abord le résultat lorsque I est fini par

récurrence sur le nombre dféléments de I en ubtilisant la proposition I.1,
(n en déduit ensuite le résultat lorsque I est infini par application de la

proposition I,2.

PROPOSITION T.4, ¢ Si un module M- est somme directe dfune famille

(S,). de modules T=stables, il est riche en sous-modules 7p-stables,
i’ieI 2

Pour établir ce résultat, on suppose dlabord I fini et on démontre le
résultat par récurrence sur le nombre d'éléments de I , Le passage au cas ol
I est infini est alors immédiat car tout sous-module non nul X de M contient

o

un sous—=module non nul Y lui-méme inclus dans une somme finie de Si

Démonstration du théoréme d'unicité :

T1 nous suffit d'établir le 3).

Si N=DN, N... NN_, alors, 11 existe une suite exacte de la forme

1 k
M M M
O'—>-"_)"="® aoo@m °
g i
- i M My _
Done P(N) _c_ P(N1 @D coo @ Nk) = gx,lg“ka}

d'apres la proposition,
Pour montrer 1'inclusion contraire, il nous suffit de montrer, par

exempie, que X1 € r(%) o

—_ T ?
Y = N2 M., (\Nk-? N car N1 n'est pas superflu ,

Y (\N1 = N donc

=i

est isomorphe & un sous=module non nul de %ﬁ donec
1

/Y Y i Ui . .
r{s) = {x or 2) (=) donc x =) 4t
r(N) fx,1 o r(N) = P(N) onc x, € I‘(N) ol le résultat,
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Démonstration du théoréme d'existence :

Les conditions 1) et 2) sont nécessaires,

i N = N& MN..s (\Nk est une p-décomposition de N dans WM , alors

% est isomorphe & un sous-module de %EQB ooe @ %ﬁ qui est riche en sous-modules

1 k
r-stables, D'ol le 2),

Le 1) est nécessaire d'apres le théoréme d'unicité,

Les conditions 1) et 2) sont suffisantes :

Faisons la démonstration dans le cas N = 0 , le résultat pour N

quelcongue s'en déduisant immédiatement,
Nous supposons par hypothese que M % 0 et que
1) (M) est fini, soit (M) = {X13000,Xk} .
2) M -est riche en sous-modules [-=stables.
Soit & trouver une p~décomposition de O dens W .
Soit i € {1,....k} .
Soit 3? la famille de tous les sous-modules X de M tels que
x, £ rx) .
3f n'est pas vide car 0 ¢ fyg .
iF est inductive d'aprés la proposition I,2,

%f admet donc un élément maximal,.soit Ni o

. Ul il
a) Pour tout 1i ¢ {1,0005k}, F(ﬁ:) = {Xi} et ﬁ; est rp-stable,
En effet, il existe une suite exacte de la forme
i M
O—>Ni->M—>E—>O°DonC I‘(M)gr(Ni) Ur(-ﬁ;)

X, € r(m)

4 M
x, £7(n) done x ¢ F(ﬁi—> .
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Soit u ¢ I‘(i«\l%q-) . Il existe un sous-module p-stable S de %I- tel que
i i

r(s) = {u} .

Lo X
Nous pouvons ecrire S = T avec Ni cXgh.
i

#

J1l existe une suite exacte 0 - Ni - X - -=}-§== - (0 donc
i

r(x) crlw ) urls) =l ) uiv} .

Or XK ‘3’*’ donc Xi € I‘(X) . ponc u = X, et par suite

Tout sous-—module non nul de ,ﬁb.’l,, est de la forme L avec Ni cYgM.
{ i #

Un raisonnement analogue au précédent permet de montrer que Xi € 1"(’1%-) .
i

Y N
Comme r(ﬁ—) c P(-ﬁf

fq Y M .
- l) , nous en déduisons que r(«i\i—) = {xi} et T est bien
kN

1

r-stable,

b) N, AN, O ... NN =0, (1)

Posons a priori X.=N1("y me o
XcM donc T(Xx)cr(u) = {x19°°°9xk} .
Pour tout i € {1,2,...5k} ; X & N, , done X, £ r(x) , par suite (x) =g .

81 X n'était pas nul, X contiendrait un sous-module p-stable S

puisque M est riche en sous-modules [-stables et (X) ne serait pas vide,

Et nécessairement X = 0 ,
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La décomposition (1) a toutes les propriétés requises pour &tre wne

r-=décomposition de 0 dans M sauf que ceriains des Ni peuvent &tre superflus,

Par suppression de ces éléments superflus, nous obtenons wne p-décompo-

sition de 0 dans M , ce qui achéve la démonstration,

II. DECOMPOSITION DR PISHER ET DECOMPOSITION TERTIATRE,

Dens tout ce paragraphe, nous désignons par 53 l'ensemble des idéaux
bilateéres de 1l‘tanneau A .,

1) Décomposition de Fisher :

Dans [2] , Fisher pose les définitions suivantes :

DEFINTTION IT.1. ¢ On appelle fonction radicale, toute correspondance

r:Mod A - R telle gue si la suite 0 - N - M est exacte, alors

r(u) (1) .

Exemples : (n vérifie aisément que le radical fertiaire t:Mod A - R
défini par : $(M) = ensemble des éléments a de A tels que a annule un

sous-module essentiel de M , est ume fonetion radicale,

De méme le radical primaire p:Mod A - & défini par p(M) = le radical

premier de O *. M , est une fonction radicale,

DEFPINITION TT.2, ¢ Soit r une fonction radicale. Un module M est

dit r-stable si :

1) M#£0 et

2) ©Pour tout sous-module non nul N de M, r(N) = r(m) .

A toute fonction radicale, on peut associer une fonction de décomposition

gréce & la propriété suivante :
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PROPOSTTION IT.1, 5 Soit r une fonction radicale,

La correspondance T :lod A - ®(®) définie par I'r(M) = ensemble
des idéaux bilatéres r(S) lorsque S décrit l'ensemble des sous-modules

r-stables de M , est une fonction de décomposition,

Démonstration : On vérifie aisément les deux résultats suivants :

Résultat TIT,1, ¢ Soient WM et M' deux modules isomorphes, alors

1) () = (M) ,

2) M est r-stable si et seulement si M' est r-stable,

Résultat TII.2, ¢ Si M est r-stable, alors M est rr—stable et
r(u) = {=(m)} .
I1 résulte immédiatement du résultat 2, que r. satisfait & l'axiome 2 des

fonctions de décomposition,

Pour établir l'axiome 1, considérons une suite exacte
0 ——> N &> 1 .,
Soit R Fr(N) . Il existe un sous-module r-stable S de N tel que

®=x(s) .

S' = @(S) est un sous-module de M isomorphe & S , donc r-stable,

Done ®=1r(s') ¢ Pr(M) et on a bien pr(N) g;rr(M) .

DEFINITION II.3, ¢ On dit que Pr est la fonction de décomposition

associde b la fonction radicale r ., (n note r — Fr .

Ce sont les fonctions de décomposition associées & une fonction radicale

qui ont été étudiées par Fisher,

Remarquons que, inversement, & toute fonction de décomposition
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riliod A—» ® (%) , on peut associer une fouction radicale TF de

la fagon suivante :

r(m= MO @.
r @er(M)

Malheureusement, les correspondances T - rr et r - r, -ne sont pas
réciprogues l'une 1l‘tautre,
Nous avons cependant :

TROPOSITION II.2, s Soit r une fonction radicale, soit I la

fonction de décomposition associde & r et so0it rr la fonction

radicale associés a T .

Alors : pour tout module M , r(M)(g;rF(M)
(oependant 1tinclusion peut &tre stricte),

Démonstration : Soit ®e r(M) ; ®=r(s) avec ScM, donc Po2r(M).

Par suite v (M) = N @ 21‘<M) 0
r @er(in)

2) Applications & la décomposition tertiaire

Rappelons que si N est un sous-module dfun module M , on pose
R3(N) = t(%) = radical tertiaire de N dans M et on dit que N est tertiaire
dans M  si 3
Pour tout idéal bilatére J6 de A et tout sous-module X de I ,

Hxcn et XLEN=> %QRBQN)V (voir [4])

Nous désignons par T la fonction de décomposition associde & t.

PROPOSITION TI.3, ¢ Soit M un module non nul, Les propriétés

sulvantes sont équivalentes :
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1) 0 est tertiaire dans M et t(M) =B .

2) M est t-stable et t(M) = @

°

Il

3) M est T-stable et T(M) = {®} .

Démonstration s

1) => 2) : Soit N un sous-module non nul de M . Soit a ¢ (W) ,

a annule un sous-module X essentiel de N . X est non nul donc a ¢ t(M)

et par suite (W) = t(M) .

de M ©

2) => 3) : Il s'agit 1& d'une prppriété générale déja signalée,

%) ==> 1) : Supposons aX =0 avec a ¢ A et X sous-module non nul

Puisque M est T-stable, T(X) = {®} .

Donc &= t(s) ol S désigne un sous-module t-stable de X

as=0=>a¢ & .

t<s'4)

suite

Posons E = (O . (a)) .
Soit Y un sous-module non nul de M .

Comme précédemment, Y contient un sous-module t-stable 81" tel que

= ® .

a ¢ t(s1) , donc a annule un sous-module Z essentiel de S1 . Par
YNE contient Z # 0.

Donc E est essentiel dans M ; donc a ¢ t(M) , donc O est bien

tertiaire dans M .

&

it

Le fait que 1) => 3) montre que +t(M)

Il résulte de ceci qu'il y a coincidence entre les T-décompositions et

les décompositions tertiaires réduites,

Les théoremes d'unicité et d'existence des r-décompositions nous per-

mettent donc d'énoncer :
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Théoréme d'unicité des décompositions tertiaires réduites ¢

°

Soit M un module, soit N un sous-module et solent :

— — 8
N=N N0 .., riNk =N

]
1 O eeo AN,

1
deux décompositions tertiairves réduites de N dans M (voir [4]),
Posons RB(N1> = QFi pour tout i € {1,...,k}
et R3<Nnj> = :9‘3 pour tout J € {1,000,k"} &
Alors : 1) k=k',
2) On peut changer 1l'ordre des N“i de maniére que

‘S"i=®”i pour tout 1 ¢ {19°oopk} °

M
3) T(ﬁ) = {@190909 {Sak} °

Théoreme dlexistence des décompositions tertiaires réduites

°

Soit M wun module et soit N un sous-module propre de M

Une condition nécessaire et suffisante pour que N admette une décompo-

sition tertiaire réduite dans M est que les deux propriétés suivantes solent

vérifides :
1) T(%) est fini,

2)

==

est riche en sous-modules t-stables,

signalons un cas important dans lequel les propriétés 1) et 2) du théordme

d'existence s'appliquent :

°

PROPOSTTION IT.1, ¢ Soit M un module et soit N un sous—module

propre de M,

Si 5 est de dimension finie au sens de Goldie, alors N admet

dans M une décomposition tertiaire réduite,
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Démonstration ¢ Nous nous appuierons sur les deux résultats suivants qu'on

vérifie aisément,

Résultat II. 3, ¢ Tout module co-irréductible est t-stable, ° -

Résultat II.4, Si M est extension essentielle de E , alors

oo

™M)= T(R) .

(Ce résultat est d'ailleurs une propriété générale des fonctions de décomposition),

% étant de dimension finie au sens de Goldie, % est extension essentielle

d’un module E de la forme :

E = U1<9 oo @ Uk ou les Ui sont des modules co-irrdductibles, Donc
" k
T<ﬁ) = T(8) = | T(Ui) est fini puisque chaque -T(Ui) est réduit & un élément,

d=1

D'ol le 1) du théoréme d'existence des décompositions tertiaires réduites,

Le 2) résulte de ce gu'un module de dimension finie au sens de Goldie, est
riche en sous-modules co=irréductibles.

D'oll le résultat,

Nous en déduisons en particulier

CORQLLAIRE TI.1, ¢ Soit M wun module artinien ou noethérien, Tout sous-

module propre N de M admet une décomposition tertiaire rédvite dans M .,

Donnons un exemple de module sur lequel les résultats de I, Lesieur st
R, Croisot (voir [4]) ne permettent pas de conclure & l'existence (ou & la

non-existence) de la décomposition tertiaire, alors que les résultats précédents

le permettent,
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Exemples ¢ ©Prenons A = Z et considérons le Z-module

4 oo
M= @ M avec
n=1
2z si n est pair
24
M =
n
Z . s .
— si n est impair,
3Z

Chaque Mn est simple, donc co-irréductible, donc t-stable et

24 si n est pair
Qi)

Il

3Z 81 n est ilmpair,

Par suite T(M) {22, 32} est fini et M est riche en sous-modules t-stables
puisque, étant semi-simple , il est riche en sous-modules simples,

Tl en résulte donc, dlapres les théoremes dlexistence et dlunicité que

0 admet dans M une décomposition tertiaire réduite de longueur 2.

m vérifie d‘ailleurs de la méme fagon que tout sous-module propre N
de M admet dans M wune décomposition tertiaire réduite de longueur 1 ou 2,

Cependant, les résultats obtenus par L,LESIEUR et R.,CROISOT dans [4] ne
permettent pas de conclure sur cet exemple pulisque M n'est ni artinien, ni

noethérien,

IIT. APPLICATTIONS A LA DECOMPOSITION ISOTYPIQUE,

Dans tout ce paragraphe, nous supposons l'anneaun A unitaire, Tous les
modules considérés sont des A-modules & gauche unitaires,
Nous désignons par 9C la classe dont les objets sont les types d'isomor-

phie de tous les modules injectifs indécomposables,
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Soit rj:Mod A-> ®(o¢) 1l'application définie par :

Pour tout module M , Fj<M) est 1'ensemble de types d'isomorphie de
tous les sous—modules injectifs indécomposables de 1'enveloppe injective E(M)

de M ,

Remarquons que Pj(M) est l'ensemble de tous les types de toutes les
enveloppes injectives E(u) ou wu décrit l'ensemble de tous les sous-modules

co-irréductibles de M .

Remarquons également que tout module co-irréductible u est rj—stable

et rj(u) = {n} ol x est le type de 1'injectif indécomposable E(u).

Par suite, il est clair que Pj est une fonction de décomposition,

Rappel s Soit M wun module et soit g € OC .
n dit que M est g isotypique si une enveloppe injective E(M) se
décompose en une scmme directe d'injectifs indécomposables ayant tous g pour

type d'iscmorphie,

La propriété suivante montre que les notions de module rjmstéble et

de module isotypique sont étroitement liées,

PROPOSITION ITT.1. s Soit M un module et soit ¢ € OT .

Pour que M soit p-isotypique, il faut et il suffit qu'il satisfasse

aux deux conditions suivantes

1) M est rj—stable et rJ(M) = {n} .

2) B(M) se décompose en une somme directe d'injectifs indécompo-

sables,

Pour la démonstration, nous utiliserons le lemme suivant :
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LEMME IIT.1, ¢ Soit E un module injectif,

81 FE admet une décomposition en somme directe d'injectifs indécompo-

°

sables, il en est de méme pour tout sous-module injectif E' de E

Démonstration : Puisque E' est injectif, nous pouvons écrire

E=E @E"
E étant une somme directe d'injectifs indécomposables, est riche en co-irréduc—
tibles (ef, J.PCRT[3]).
71 en est donc de méme pour E' et E" .

Il en résulie, toujours d'aprés [3] que E' est extension essentielle

d'une somme directe d'injectifs indécomposables F' = @ F' et que E" est
o€l
extension essentielle d'une somme directe d'injectifs indécomposables " = @ Fg
BEK

Par suite F = F'@® F" est esséntiel dans E . I1 résulte de [3] gue

E et P sont isomorphes,

Par suite F est injectif, donc F' est injectif, donc F' = E',

Démonstration de la proposition TIT.q1, : Il est clair que les conditions

1) et 2) sont suffisantes et que la condition 2) est nécessaire,

Montrons que la condition 1) est nécessaire,

M étant g-isotypique, E(M) = @ Ei ou les Ei sont injectifs indé-
iQI
composables de méme type 1 .
Scit F un injectif indécomposable contenu dans E(M) E(M) = F@®F .
Dlaprés le lemme, F! #° décompose en une somme directe d'injectifs
indécomposables, Il résulte alors du théorétme de Azumaya que F est de type g

et, par suite

r.(m) = {n} .

°
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Comme précédemment, M est riche en co-irréductibles, donc, pour tout

sous-module non nul N de I, rj(N) n'est pas vide,.

Par suite M est rj—é‘tablee D'ou le résultat,

Rappel ¢ Soit M wun module et soit N un sous-module., (n appelle
décomposition isotypique de N dans M , toubte décomposition :

N = N1 O oas r‘Nk telle que :

1) Aucun des Ni n'est superflu,

2) Pour tout i , Ni est ni—isotypique dans M
(ctest-a~dire : ﬁi est ni—isotypique).

i
3) Sii # J , alors U % nj o

11 résulte de la proposition III.1, que toute décomposition isotypique

est une rj=décompositionb

Le théoreéme d'unicité des rj-décompositions nous permet donc d'énoncer :

Théoréeme d'unicité des décompositions isotyplgues :

Soit M un medule, N un sous-module et soient
N = N1(ﬂ coe NN = N% [ T (\Nﬁ, deux décompositions isotypiques de N dans
M . Nous supposons que @
Pour tout i € {1,...,k}, Ni est n;~isotypique dans M,
Pour téut J € {1,...5k Y, Ng est ng—isotypique dans M.
Alors :
1) k=k'.

2) On peut permuter 1'ordre des Ng de maniére que

V_ieillgot»opk}; T[i=']tj’-o
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M
3) Pj(ﬁ) = {n1,°ao,nk} o

, une rj—décomposition n'est pas nécessairement une décomposition

isctypique, Et les conditions nécessaires et suffisantes d'existence des

i
i
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décompositions isotypiques,
Il est clair qu'un module est riche en sous-modules rjnstables si et
seulement si il est riche en sous-modules co-irréductibles,

Nous peouvons donc éncncer

PROPOSITION III. 2. ¢ Soit M wun module et soit N un sous-module

propre de M , Pour gque N admette dans M une décomposition isctypique,

¢
il est nécessaire que les deux conditions suivantes soient satisfaites

1) % est riche en co-irréductibles,
2) T (=) egt findi

0o cbitient, en renforgant légérement la condition 1) une conditicn

nécesasaire ot suffisante d'existence de la décomposition isotypigue.,

Théoréme d'existence des décompositions isotypiques s
Soit M un module et soit N un sous-module propre de M , Une

conditicn nécessaire et suffisante pour que N admette une décomposition iso-

typique dans M est que les deux conditions suivantes solent vérifides ¢

1) E(%} est une somme directe d'injectifs indécomposables,
\ Ju .

2, A= est fini,
) rg(N) v

Démongiration s Nous pouvons supposer N = O

o

°
o
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Les conditions sont nécessaires :

Soit O = N1 o YRR r\Nk une décomposition isotypique de 0
dans M .

Mors FE(M) est isomorphe & un sous-module de

- M
E "E(N1>®'°°®E(Nk> .

E' se décompose en une somme directe d'injectifs indécomposables, Il en est
donc de méme pour E(M)o

D'ou le 1), Le 2) résulte de la proposition ITI.Z2,

T.es conditions sont suffisantes :

Par hypothése, EM) = @ Ei chague Ei étant un injectif
iel
indécomposable,
En regroupant tous les Ei de méme type, on voit que E(M) se met

sous la forme :

E(M)=F1®M°®F )

chaque F étant une somme directe d'injectifs indécomposables de méme type
o

L les divers types Ty vewe sy intervenant dans cette décomposition étant

deux & deux distincts,

Posons, pour tout o € {1,...,k} ¢

G F L]

a - Sia b
Dans E(M) , 0 admet la décomposition réduite :

‘O=G1naeo nG‘k e

Posons N =M OG .
o a
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M étant essenfiel dans E(M) , 0 admet dans M la décomposition
réduite :

C=NN...NYN

1 k °
Pour tout o« € {1,...,k} , ﬁé est isomorphe & un sous-module non
o
nul de E(M> -F .
Ga a

Il en résulte que N  est g -isobypique dams M , d'ou le résultat,
o o

COROLLATRE s Si

est de dimension finie, N admet une décomposition

= =1I=

isotypigue dans
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Conférence du 19 Mars 1973
par G. CAUCHON

— e’ o
e ™o ©

DECOMPOSITION DES MODULES
EN INTERSECTIONS INFINIES,

INTRODUCTION,

Cet exposé est doublement motivé, Son premier but est dfétendre au cas
des décompositions de longueur infinie les résultats exposés dans [2] 8 propos
des fonctions de décomposition,

D'autre part, nous savons, d'apres [2] , que les décompositions ter-
tiaires et isotypiques sont des cas particuliers de TrT-décompositions pour
certaines fonctions de décomposition T bien choisies,

Cependant, si nous étudions les décompositions irréductibles, nous
voyons qu'il n'existe certainement pas de fonction de décomposition T telle
que toute décomposition irréductible réduite de longueur finie soit une
r-décomposition,

Fn effet, soit A un anneau, T une fonctlon de décomposition définie
sur Mod A (Voir [2]), soit M un A-module & gauche, soit N un sous-module

et soit :

une r[-décomposition de N dans I ,
P
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sinon on aurait r(%i) = P(li) o

Alors, si i #£ 3, ﬁ; % - Nj

Fl=

Or, on peut toujours trouver un modvle M , un sous-module N et une
décomposition irréductible réduite N = N1(W oo ()Nk de N dans M telle

que les ﬁi solent 2 & 2 isomorphes,

Nous allons exposer ici une nouvelle théorie qui généralise la théorie
des fonctions de décomposition et dans le cadre de laquelle entrent les décom~
positions irréductibles réduites ainsi que les décompositions complétement

irréductibles réduites, Ceci constitue le second but de l'exposé,

Comme toutes les intersections que nous envisagerons pourront &tre de
longueur infinie, nous commencerons par préciser la notion de décomposition

réduite de longueur infinie,

Dans tout cet exposé, A désigne un anneau qui n'est supposé ni

commutatif, ni unitaire, Tous les modules considérés sont des A=-modules & gauche,

I. DECOMPOSITIONS REDUITES DE LONGUEUR QUELCONQUE,
Soit M un module, N un sous-module et soit
(1) N= () .
h i
1€l

une décomposition de N en intersection d'une famille (Ni)iel de sous~modules

de M.
Soit @:ﬁ —15L> I XL le moncmorphisme cancnique,
N . N.
R
Posons S = @ Nﬂ .
ieI "4

Lorsque I est fini, cp(l_’l) =95,
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Lorsque I est infini, ce n'est plus le cas et il apparait, lorsqu'on
désire étendre au cas infini, le théorsme d'unicité des [-décompositions, ainsi
gue le théoréme de Kurosh-Qre, que les principales difficultés auxquelles on se

N M S oo
heurte sont dues a ce que Q(ﬁ) peut 8tre tres éloigné de S,
('est pourquoi nous posons la définition suivante :

DEFINITION I.1. : La décomposition (1) est une décomposition réduite

de N dans M si elle satisfait aux deux conditions suivantes 3
1) Aucun Ni n'est superflu.,
y ol i
2) 9 (S> < T e

(Rappelons que la notation E < F signifie : B essentiel dans F).

Remarque : Dans le cas d'une intersection finie, la notion de décompo-
sition réduite introduite ci-dessus colncide avec la notion classique puisque

le 2) est toujours réalisé,

DEFINITION I.2, ¢ Nous dirons que la décomposition (1) est fortement

réduite, si elle est réduite au sens de la définition I.4, et si, de plus :

M2X 2N =X N[N NL]28.
1#i

lo 7é lo o 74'0 74

I, FAMILLES DE DECOMPOSITION,

Soit ¢ wune classe de modules non nuls,
DEFINITION IT.1, ¢ Soit M wun module et soit N un sous-module,

On dit que N est (-essentiel dans M si, pour tout sous-module X

de M appartenant & C , XOAN# 0.
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Notation @

NS M.
C

Nous dirons gqu'un module M est riche en éléments de € si toub

sous-module non nul X de M contient au moins un élément de ¢

°

71 est clair gu'on a l'implication suivante :

©

M riche en éléments de ¢

N M
C
DEFINITION II.2. & Soit (Mi)iel une famille de modules,
Nous disons que la somme directe M= @ Mi est (C-réduite si
icl
1) (VieI)MiéCa
2) i;éj=>Mi®Mj;{Co

DEPINITION IT.%3, ¢ Nous dirons que C est une famille de décompositicn

si elle satisfait aux trois axiomes suivants :

o

Axicme 1 2 Soient M et M' deux modules non nuls tels qu'il existe

une suite exacte de la forme O - M' - M .

Si Me ¢, alors M' € C

°

Axiome 2 : Soient IVI1 et M2 devx éléments de ¢

°

Soit L1 uwn sous-module non nul de M1 et soit L2 un sous=medule

neon nud de o
M2

i M1®M2[09alors L1@L2g‘c°



-13025—

Axiome 3 : Si un module M contient au moins un élément de ¢ , alors

il existe une somme directe (-réduite K= @ Ki telle que M > X ,
iel c

Les axiomes 1 et 2 ont é%té choisis de facon & avoir la propriété

suivante

PROPOSITION IT.1. : Soit (Mi)iel une famille de modules, Soit, pour

°

tout 1 ¢ I, Li un sous-module non nul de Mi

Si la somme directe M= @ Mi est C-réduite, alors la somme
iel
directe L = @ L. est C-réduite,

Nous supposons désormais, que C désigne une famille de décomposition

choisie une fois pour toutes,

DEFINITION IT.4, ¢ Scit M un module et soit N un sous-module,

On_appelle (-décomposition de N dans M , toute décomposition :

©°

(1) N= ()N de N en intersection d'une famille (I.). de

; 1 i171¢X
iel

sous-modules de M telle que :

1) La décomposition (1) est réduite au sens du paragraphe I,

2) Pour tout i ¢ I, %L est extension essentielle d'un sous-module
i
Li € C , les Li étant tels que la somme directe
L= @ Li soit (Q-réduite,
iel
i on remplace dans cette définition la condition 1) par la condition

plus faible suivante ¢

1% paucun des Ni n'est superflu ; nous disons que la décomposition (1)

est une (~décomposition faible de N dans N
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PROPOSITION IT.2, : Soit M un module et soit N un sous-module propre

de M ., Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) N admet une (=décomposition dans M .,

ii) % est extension essentielle d'une somme directe (-réduite,
iii) % est riche en éléments de C ,

iv) N admet une (-décomposition fortement réduite dans M ,

V) N admet une C-décomposition faible dans tout sous-module X

de M gui contient N strictement.

Démonstration : i) ==> iii).

LEMME : Toute somme directe L = @ Li d'éléments Li € ¢ est riche
iel
en ¢léments de C ,
(n vérifie aisément ce résultat par récurrence sur le nombre d'éléments
de I lorsque I est fini, Pour 1'étendre au cas ou I est infini, il suffit

de remarquer que tout sous-~module non nul X de L contient un sous-module non

nul Y lui-méme contenu dans une somme finie de Li o

Soit N = (N} N, une C-décomposition de N dans M . Soit

i€l
@:% ——E;> I %ﬁ 25= @ ﬁi le monomorphisme canonique, Pour tout i,
i€l 71 ieIl i
M

T > Li € C, Donc S>L= @ Li (voir [1] page 267, exercice 15). Donc
i ‘ i€l

S est riche en éléments de C , Donc _1(3) est riche en éléments de ¢ ,

-8

Puisque % > ¢—1(S) , ous voyons que est riche en éléments de C .

==

iii) => ii) : c'est une conséquence immédiate de

ltaxiome 3,
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ii) => iv) : Il est clair que toute (-décomposition

(resp, faible ou fortement réduite) de O dans % se reldve en une
¢-décomposition (resp, faible ou fortement réduite) de N dans N .

Il suffit donc de faire le raisonnement pour N = 0,

Soit K = fD Ki une somme directe (-réduite, essentielle dans I ,

1€l

Soit, pour tout 1 ¢ I, Ni un complément relatif de Ki dans M tel

que Ni > F) Kj o
H#o
Nous allons montrer que les Ni déterminent une (C-décomposition for-

tement réduite de 0 dans N .

Pour prouver que r\ Ni = 0 , il suffit de prouver que (ﬁ\ Nitﬁ K=0,
ilel ieI

@ N, NEk=N N[K @®@(® k)] = @® K. (nodulerité), Nous avons donc bien
: ¥ i

M =0 (1),
icT

Si 143y N, 2 Kj , la décomposition (1) est donc sans élément

superflu,
. < M M . .
Soit ptM——> I =—28= @ 77— le monomorphisme canonique, Pour
: N. = . N.
ieT "1 1€l "1
tout 1 ¢ I, cp(Ki) g-l\%/l—g S . Donc (p(K) < 8 . Donc K C cpm1(s) et par suite
i

(P_1(S> < M Iy

La décomposition (1) est donc réduite au sens du paragraphe I,

Soit io € I , soit Xi un sous-module de M qui contient strictement
0

L0K Fo=>X O0[YN]#0.
0 0 0 1%10
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Par suite, la décomposition (1) est fortement réduite,

Puisque Ni est un complément relatif de Ki , TLOUS avons :

M .
ﬁ_.->Li—Ki
i

Donc la décomposition (1) est une g-décomposition fortement réduite.
Comme iv) implique clairement i), nous avons démontré 1'équivalence des

assertions i),'ii), iii) et iv).

iii) => v) : Supposons M DX DN .

#

étant riche en éléments de C , il en est de méme pour % et par

==

suite N admet une (C-décomposition dams X .

v) ==> iii) : Nous pouvons supposer N = O .
Soit X un sous-module non nul de ¥ ,

Soit O = f\ Ni une (-décomposition faible de O dans X,
ieT
. s X . .
Soit ¢@:X —> 1 = le monomorphisme canonique,

i€ "4

Soit io € I; puisque N, n'est pas superflu, o(X) f\N%— £ 0.,
i

0
o]

Par suite, ¢(X) contient un élément de C .

I1 en est donc de méme pour X et M est bien riche en éléments de C ,

En ce qui concerne l'équivalence des propriétés ii) et iv), nous pouvons

apporter la précision suivante :
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PROPOSITION IT,3. ¢ Soit M un module, N un sous-module et soit I wun

ensemble d'indices.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

ii)* % est extension essentielle d'une somme directe C-réduite

de la forme XK= @ XK. .
. i
i€l

iv)* N admet dans M une C~décomposition fortement réduite de

la forme N = ﬂ Ni .
ieT

pémonstration : ii)¥ == iv)* a déjh été démontré.

Pour démontrer que iv)* =) ii)* , nous pouvons supposer N = 0 .

Soit oM —C> I ITIMF-:-)S= @ —=— le monomorphisme cancnigque,
ieI "1 i€l "1

Posons, pour tout i ¢ I, Y. = () N. .
ok

La somme Y = % Yi est directe,
igl

Puisque la décomposition 0 = () Ni est fortement réduite, Ni est
iel
un complément relatif de T, (Vie1) .

Par suite, Yi est isomorphe par ¢ & Y:.'L < ﬁ; donc

c,o(Y)=@YJ!_<S

i€l
donc T< g (8) <.
D'autre part, pour tout i ¢ I, ﬁl\i est extension essentielle d'un
i
élémgn’c Li de C , les Li étant tels que la somme directe L = @ L:i. solt

ieI
C~réduite,



-13.30-

I1 en résulte que Yi est extension essentielle d'un sous-module Ki tel

que la somme directe K = @ Ki soit C~réduite, Donc M > ¥ d'ou le résultat,
iclI

PROPOSTTION II.4. ¢ Soit M un module, Les propriétés suivantes sont

‘Bguivalentes :

i) Tout sous-module projpre Nde M , admet une g-décomposition

dans M .,

ii) Tout sous-module propre N de M , admet une C~décomposition

faible dans M .

iii) Tout guotient % de M est riche en éléments de C

Démonstration : L'équivalence i) <==> iii) résulte de la proposition IT.2,

Il est clair que 1) ==> ii).
Montrons que ii) = iii).
Remarquons d'abord que, si M satisfait & ii), il en est de méme pour

tout quotient NM' = % de M .

Soit en effet X' un sous-module propre de M' ; X' = % avec Nc XcM

X admet une C-décomposition faible dans M ==> X' admet une (~-décompo-

sition faible dans M' .

I1 nous suffit donc de montrer que M est riche en éléments de ¢

o

Soit X un sous-module non nul de M .

Soit X' un complément relatif de X dans M .

X est isomorphe & X" ¢

X'

Puisque X' admet une (-décomposition faible dans' M , %g contient un



élément de
contient au moins un élément de C

Et M

ITI. APPLICATIONS.

1) FPONCTIONS DE DECOMPOSITION :

Soit 1 une fonction de

(o)

valeurs dans

z

Nous sommes condulits & généraliser la notion de

longueur finie de la fagon suivante :

DEFINTTION TJTT.1. @
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C (méme démonstration que prop, II.2 ; V) => iii))° Par suite,

est bien riche en éléments de (.

N

décomposition définie sur Mod A &

o L désigne une certaine classe d'objets,

r-décomposition de

Soit M wun module et N un sous-module,

(n appelle r1—décomposition de

N dans M toute décomposition :

(1)

N= (N N, de
ieT
de sous-modules de

(m,)

i‘iel

N en intersection d'une famille

M telle gque :

1) La décomposition (1) est réduite au sens du parsgraphe I,

i

3) iaéj==>xi;éxj°

2) (Vie 1) est p-stable

Si nous remplagons, dans cette
condition suivante plus faible :

1)¥  Aucun N, n'est superflu,

r-décomposition faible de

une N dans

et P(éﬁ) = {x;} .

définition, la condition 1) par la

nous dirons que la décomposition (1)

M ]

Soit € 1la classe de tous les nmodules

r-stables,

¢ est une famille de décomposition, En effet :

X

est
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L'axiome 1 est évident,

Ltaxiome 2 résulte du lemme suivant,

LEMME IIT.1, ¢ Soit (). une famille de modules r-stables avec, pour

i/ieT
tout i¢ I, r(w)={x}.
Alors M= @ Mi est p-stable si et seulement si tous les e sont égaux,
igl

Démonstration : Si M est p-stable, (M) = {x} = {Xi}iel .

Donec tous les X, sont égaux,

Si tous les X sont égaux & x € X, (M) = {x} et si
Of#NcM, r(N) = {x} car, M étant somme directe de modules P-stables, I est

riche en sous-modules T[-stables, donc P(N) # ﬁ o

TL en résulte d'ailleurs de ce lemme gue @

La somme directe K = @ Ki est C-réduite si et seulement si elle
iel
satisfait aux deux propriétés suivantes :

1) Ki est TrT-stable et r(Ki) = {xi} pour tout 1i¢ I .

2) 14 i= x, # s

Démontrons llaxiome 3 3 Soit M un module qui contient au moins un

élément de C ,

Soit (S ) A la famille de tous les sous~-modules de M qui appartiennent
a’ o '

W’
«
°

Soit ?; la famille de toutes les parties P de p telles que la somme

¥ S soit directe,
e P

3F est non e et est inductive pour la relation d'inclusion,

Par suite, ?? admet un élément maximal, soif PO o
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La somme directe K= @ S est C—essentielle dans M,

Si nous regroupons dans cette somme tous les S qui ont méme image par T ,
o

nous voyons gue K peut s'écrire sous la forme d'une somme directe (-réduite

K= @ K, dfou le résultat,
iel T

Toute extension essentielle d'un module p-stable étant p-stable, nous

avons, compte-tenu du lemme IIT.1

PROPOSTTION ITT.1, ¢ Soit M un module et N un sous-module, Soif

N= (M N% (1) une décomposition de N en intersection d'une famille
i€l
<Ni)i€I de sous-modules de M .,

Les propriétés suivantes sont équivalentes s
1) La décomposition (1) est une C-décomposition (resp. une
C-décomposition faible) de N dams M .
2) La décomposition (1) est une r-décomposition (resp. une

r-décomposition faible) de N dans M,

Les propositions II.2, et II.4. nous permettent en particulier d!énozicer :

PROPOSITION III.2. ¢ Soit M wun module et solt N un sous-module prowme

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) N admet une rp-décomposition dans I,

ii) %% est extension essentielle d'une somme directe K = @ K
telle que chaque Ki soit r-stable avec 1 #£ j == r(Ki) # P(Kj) °

iii)

2=

est riche en sous-modules p-stables,

iv) N admet une r-décomposition fortement réduite dans M.

V) N admet une r-décomposition faible dans tout sous-module X

ct
l._l

de M el que N X,
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PROPOSTITION IITI,3, ¢ Soit M un module 3 les propriétés suivantes

sont équivalentes :

i) Tout sous-module propre N de M admet une r-décomposition

faible dans M .

ii) Tout gquotient de M est riche en sous—-modules r-stables,

Remarquons que 1'équivalence des assertions i) et iii) de la proposition
III.2. est la généralisation au cas des décompositions de longueurs quelcongues,

du théoreme d'existence des r-décompositions de longueurs finies établies dans [2],

Le théoréme d'unicité des r—décompositions se généralise également de la

maniére suivante,

PROPOSITTON TTT.4, ¢ Soit M un module et soit N un sous-module,

Soient N = (M) X = () Y. deux r-décompositions de N dans I,

ieI jeJ

})

posons (Vi€ 1) (r(2) = {x;

et (V¥ 3¢7) (1“(_%—) = {yj})o
j .

AMors :

1) Il existe une bijection g:I - J telle que

(Viﬂ) (Xi = Yc<i))

2) I‘(%) = {=3 i1 -

Démonstration : Tl suffit de prouver le 2),

Soit Q;% > II %ﬂ le monomorphisme canonique,
c .
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Soit S= @ =,
5 o i) = o) = n(e7(8) e ()

o

M
Donc I‘(ﬁ) = {Xi}iel

L'inclusion contraire s'établit comme dans le cas des r-décompositions

de longueur finie,

Compte tenu de ce résultat, et de la proposition II.3,, nous voyons que
l'équivalence des assertions i)9 ii) et iii) de la proposition III.2, peut &tre

précisée de la maniére suivante,

PROPOSITION ITT.H, ¢ Soit M un module, N un sous-module propre et

soit I wun ensemble d'indices,

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) N admet une r-décomposition dans M de la forme :

N= N, .
i

€1
ii) % > K= @ Ki chaque Ki étant r-stable avec

icI
i g = 1K) # P(Kj) .

iii) % est riche en sous-modules r—-stables et

Card p(%) = Card I .,

Tl convient naturellement de se poser la guestion suivante : Le théoréme

d'unicité est~il encore valable pour les p-décompositions faibles de longueur
infinie 9
Nous allons montrer & lfaide d'un contre-exemple, que la réponse est

négative,
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BXEMPLE TI1T1,1. 3 Nous prenons A= Z .
Nous notons t le radical tertiaire et T 1la fonction de décomposition

associée & t

°

Soit (Ph);f1 la suite de tous les nombres premiers positifs,

+ oo 7
Posons M = II T7°
n=1 n

M est un Z-module,

Pour tout n ¢ N*, solt M, l'ensemble de tous les éléments de M ayant

toutes leurs composantes nulles sauf éventuellement la nidme.

Mn est un sous-module de M isomorphe & §Z§ , donc simple,
n

Donc M est t-stable et t(M ) =(0wM ) =P Z .
n n n’. n

Donc Mﬁ est T=stable et T(Mn)

{p 2} .
Soit, pour tout n ¢ B* , Xn le sous-module de M constitué de tous
les éléments de M dont la nitme composante est nulle,

Il est clair que

+ oo
o=y x, (1),
n=1
et gqu'aucun Xi n'est superflu,
' M.
D'autre part, T = Mh pour tout =n ¢ ¥ ,

n

Donc la décomposition (1) est une T-décomposition faiblement réduite de
0 dans M avec

Vo ¢ o* T(Xﬂ) = {p 2} .

Si le théoréme d'unicité s'appliquait, on en déduirait :

(2) .

r(w) = {Pnz}nEN*
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Or.le sous-module § de M engendré par 1'élément (= (1,000 19e00)
est isomorphe & Z , donc co-irréductible, donc t-stable avec t(s) = t(2) = 0 .

Donc O € T(M) . Contradiction avec (2) et 1le théoréme d'unicité ne
s'applique pas si les décompositions considérées ne sont pas réduites au sens du

paragraphe I,

Ceci montre que le 2) de la proposition III.4., est faux pour de telles
décompositions, On peut aussi montrer que le 1) est faux lorsque les T—décompo—
sitions sont seulement sans élément superflu,

En effet, 2Z étant noethérien, on démontre (voir le paragraphe suivant ),
que M est riche en sous-module T-stables,

Par suite O admet une T-décomposition dans M soit

o=N7y (3.
i€l
Posons ’I‘(%—/I-) = {@l} (Yie 1) ou @i désigne un idéal de Z .,
i .

‘Puisque T(M) = {F , il reste i_ ¢ I tel que

ihicr

by

Tt les décompositions (1) et (3) ne satisfont pas & la condition 1) de la

proposition III.4,

EXEMPLE TIII,2, : Prenons les mémes notations que dans 1l'exemple ITI.1.

et posons

4 oo
Z
L = _—
P Zz
n={ n
. . Z
Pour tout 1 ¢ B* , soit Y. = @ =— .
i . P 4
n#i n
Nous avons L =Y. @ 2 . Donc Y, est P.Z-tertiaire dans L .
i PiZ i i

Il est clair que, dans L , nous avons :

4+

O=‘(\Y

1=1

(1) .

i
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et que ceci est une T-décomposition faible,

+ oo L + oo
Soit (P:L_’H§=‘25=®?‘o
i=1 71 i=1 71

Il est clair que ¢(L) =3 ,

Donc la décomposition (1) est une T=décomposition de O dans L

Cet exemple nous fournit donc une T-décomposition clairement explicitée
alors que dans l'exemple précédent, si nous sommes assurés de l'existence d'une
T-décomposition de (O dans M , nous ne voyons pas trés bien comment en expli=-

citer une,

2) APPLICATION AUX DECOMPOSITIONS TERTIAIRES ¢
Nous sommes naturellement conduits & généraliser la notion
classique de décomposition tertiaire réduite de longueur finie, de la manidre
sulvante
DEFINITION II1,2, 3 Soit M un module et N un sous-module,

On appelle décomposition tertiaire réduite de N dans WM , toute

décomposition N = (M) Ni (1) de N dans N telle que :
ie¢l
1) La décomposition (1) soit réduite au sens du paragraphe I,

2) Pour tout i ¢ I ’ Ni est tertiaire dans M et RB(Ni) = GRL o

5) it 3= & # ‘S%

3i on remplace la condition 1) par la condition suivante plus faible :
1*) Aucun Ni n'est superflu,

(n dira que (1) est une décomposition tertiaire sans élément superflu de N

dans M ,

D'apres [3] (Théordme 5.3. page 254], nous voyons immédiatement que

les décompositions tertiaires réduites ne sont autres que les T-décompositions
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et que les décompositions tertiaires sans élément superflu ne sont autres que
les T-décompositions faibles,

Dol les résultats :

PROPOSITION III.6, :(Théoréme d'existence des décompositions tertiaires).

Soit M un module et N un sous-module propre,

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) N admet une décomposition tertiaire réduite dans M ,

ii)

==

>K= @ Ki chaque Ki étant t-stable, les radicaux
iel
t(Ki) étant 2 & 2 distincts,
iii) % est riche en sous-modules t-stables,
iv) N admet une décomposition tertiaire fortement réduite
dans WM .

v) N admet une décomposition tertiaire sans élément superflu

dans tout sous-module X de M tel que NcX .

#

PROPOSITION III.7, ¢ (Théordme d‘'unicité des décompositions tertiaires),

Soit M wun module et N un sous-module,

Soient N = (M) N, = () N' deux décompositions tertiaires réduites
iel Jed
de N dans N .
Nous supposons que 3

(\ji € I) Ni est G?i—tertiaire dans M et

(\dj € J) NS est ggmtertiaire dans M .

AMors

1) Il existe une bijection ¢:I —» J telle gue

(Vieg 1) (@1 =@“0(i)> o

2) {NE S T

igl
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3) R (M) = NS .
icT
Le 3) résulte de la propriété suivante établie par Fisher ([3] Prop, 5.2.s P. 254)
Si M est riche en sous-modules t-stables, alors :

t(m) = M
Se1(M)

Nous allons montrer maintenant que ces résultats prennent un aspect
remarquable pour un module M qui satisfait & la condition de chaine D' que

nous définissons ci-dessous :

DEFINITION IIT.%, : Un module M satisfait & la condition de chaine D°
si, pour tout sous-module N de M , la famille des résiduels & gauche de N
dans M satisfait & la condition de chaine ascendante,

Notons que cette condition est toujours réalisée si l'anneau A est

noethérien bilatére,

Etant donné un module M , un sous-module N et un résiduel & gauche
de N dans M ®= N'. X , nous dirons que 3

® st un résiduel associé de N relativement & X si les deux

conditions sulvantes sont réalisées :

1) NcX.

#
2) NcYcX= ®=w-.7,.

#

On voit ([5] proposition 7.5., page 67) que si = NW-.. X avec
NcXcM est un résiduel & gauche maximal de N dans M , alors % est un
résiduel associé de N relativement & X .

Par suite, si WM satisfait & la condition D' , tout sous-module propre

N de M admet au moins un résiduel associé dans M .

On vérifie aisément le résultat suivant
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LEMME TITI.,2, s Si % est un résiduel associé de N relativement & X
dans WM , alors :

% est t-stable et t(%} = @,

Par suite, si M satisfait & la condition D' , tout quotient % de M

est riche en sous-modules t-stables,
Nous en déduisons

PROPOSITION IIT.8. : Soit M un module satisfaisant & la condition D',

AMlors : Tout sous-module propre -Nde M admet dans M wune décomposition
tertiaire réduite (et méme fortement réduite)., Fisher démontre dans [3] (proposi-
tion 6.1., page 256) que, si M est un module satisfaisant & la condition D' ,
alors; pour tout sous-module N de WM., T(%) = Ass N dans M ol Ass N dans I

désigne 1'ensemble de tous les résiduels .associés de N dans M ,

Nous en déduisons les résultats suivants qui, avec la proposition III.S8,.,
généralisent au cas ou seule la-condition D' est satisfaite, les résultats
obtenus par L.Lesieur et R,Croisot dans [5] lorsque la condition D , qui est plus

forte gque D' , est satisfaite, et que le module M est artinien ou noethérien,

FROPOSITION III.9. :+ Soit M un module satisfaisant & la condition D' ,

Soit N un sous-module et soit N = (M) X une décomposition tertiaire
iel

réduite de N dans M » Chague Xi étant QPi—tertiaire dans M . Alors

1) Ass N = {@i}

o

iel

2) R

()

5 N RB(Xi) =0 % .

il igI
o
Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la proposition III.7.
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PROPOSITION IIT.10 ¢ Soit M un module satisfaisant & la condition D'

Scit N un sous-=module propre de M et soitb (2 un idéal premier de

A ., Les propriétés suivantes sont équivalentes

i) N est ® —tertiaire dans u

o

ii) R ost 1'unique résiduel associé de N dans N ,

Démonstration s C'est une conséquence immédiate des propositions III.8.

et III.9.

3) APPLICATION AUX DECOMPOSITIONS IRREDUCTIBLES REDUITES ¢

Nous sommes naturellement conduits & généraliser la notion de

décomposition irréductible réduite de longueur finie, de la facon suivante 3

DEFINITION ITT.3, & Soit M wun module et N un sous-module,

On appelle décomposition irréductible réduite de N dans M , toute

décomposition N = (’E N, (1) de N en intersection d'une famille (Ni)iel de
sous-modules de M l1€:elle que ¢

1} La décomposition (1) est réduite au sens du paragraphe I,

2) Tous les Ni sont irréductibles dans M .
Si on remplace la condition 1) par la condition plus faible

1%)  Aucun Ni n'est superflu ;

nous disons que (1) est une décomposition irréductible sans élément superflu,

‘Bien entendu, lorsque I est fini, ces deux définitions coincident
avec la définition usuelle de décomposition irréductible réduite de longueur

finie,

Soit Cu la classe de tous les modules co-irréductibles,
I1 est immédiat que Cu est une famille de décomposition et que les
sommes directes Cufréduites ne sont autres que les sommes directes de co-irré=—

ductibles,
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Toute extension essentielle d'un module co-irréductible est un module

co=irréductible et per suite :

Les décompositions irréductibles réduites ne sont autres que les

Cufdécompositions et

les décompositions irréductibles sans élément superflu ne sont autres

que les Cu—décompositions faibles,
Nous avons méme la précision suivante :

PROPOSITION ITT.11. ¢ Soit M un module, soit N un sous-=module et

soit N ='(—\ N, (1) wune décomposition de N dans M .
ieT »

Les propriétés suivantés sont équivalentes

i) (1) est une décomposition irréductible réduite de N
dans .M o

ii) (1) est une décomposition irréductible fortement réduite

de N dans I .

Démonstration : Il suffit de démontrer que i) =—> ii),

Soit 1 € I et soit X. un sous-module de M avec X, DN, .
[e] lo lO % lo

Supposons par l'absurde :

>
’_J.
o]
D)
/M
=
I.J.
+
=
| N
I

Noo+X O[N] (modularité)
o ifi o To ifi
0 0
=N

L
0

Ceci contredit l'hypothese: Ni est irréductible dans M .
o)



Les résultats du paragraphe II nous permettent alors d'énoncer :

PROPOSTTION TT1T,12, 2 Scit M un module et soit N un sous-module

opre de M , Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) N admet une décomposition irréductible réduite dans N .

ii) est extension essentielle d‘une somme directe de

==

sous-modules co-irréductibles,

M

iii) T est riche en sous-—modules co-irréductibles,
N

iv) admet une décomposition irréductible sans élément

superflu dans tout sous-module X de M tel que XDN.
Remargue : L'équivalence des assertions ii), iii) et iv) a déja été

établie par J.Fort dans [4] , dans le cas des modules unitaires sur un annean

unitaire en passant par 1'intermédiaire des enveloppes injectives,

PROPOSITION III. 13, ¢ Une condition nécessaire et suffisante pour que

tout sous-module N d'un module M admette une décomposition irréduc—

tible sans élément superflu dans M est que toub quotient % d M

soit riche en co-irréductibles.

Compte tenu du fait qu'il y a coincidence entre les décompositions
irréductibles réduites et les décompositions irréductibles fortement réduites,

la proposition II.3%. nous permet d'énoncer :

PROPOSITION IIT.14, s Soient M wun module, N un sous-module proypre

et I un ensemble d'indices,

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) N admet dans M une décomposition irréductible réduite

de la forme W = () N
ieI



ii) % est extension essentielle d'une somme directe de

co-irréductibles de la forme X = @ Ki o
iel

Lorsque I est fini, ceci nous redonne le résultat classique suivant :

COROLLAIRE IIT.1, ¢ Soit M wun module et soit N un sous-module propre,

N admet une décomposition irréductible réduite de longueur finie dans M
si et seulement si % est de dimension finie au sens de Goldie,
De plus, s'il en est ainsi, l'invariant de Kurosh-Qre de N dans ¥

n'est autre que la dimension de Goldie de % o

Afin d'établir, dans le cas géndral, le théoréme d'unicité des décompo-
sitions irréductibles réduites, nous allons établir, pour tout module N ,
1'unicité des longueurs des sommes directes de co=irréductibles essentielles dans MM,
Cette unicité a déja été établie par J.Fort dans [4] , dens le cas des
modules unitaires en passant par 1ltintermédiaire des sommes directes d'injectifs
indécomposables,

La démonstration que nous allons donner ici s'applique également au cas

des modules non unitaires,

LEMME IIT,3, = Soit M wun module,
Soient S = @ Si et T = @ T. deux sommes directes de sous—modules
il J€J
co-irréductibles de M .
Nous supposons S <K M et T <M,

Alors pour tout ¢ € I , il existe g € J tel que :

1) La somme T + [@ Si] est directe et essentielle dans I .
i#a

2) Il existe un sous-module non nul de S qui est isomorphe & wun
o

sous-module de T _ .,
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Démonstration : Supposons que 3

j J sy R.=T. S. 0.
Vied; R Jn[i@a .1 #

YieJ; R.<T.
e T 3 3

=>R= @ R.<CTKKHM
Jed .
=> @ Si < M, ce qui est absurde,
ifq

Il existe donc B ¢ J tel que la somme

P=T_+[@® Si] soit directe,
B ifa

P F\Sa # 0 sinon la somme (TB ® [ Si]) + Soc serait directe et on
ity

aurait TBQS= 0.

bone T

Par suite PD PN S- @ [ @ Si] qui est essgentiel dans W ,
o .
1Fa

Donc P< M ,d'oh le 1),

Pour montrer le 2)9 posons T' =T NS .

B

Nous avons : 0cT'cS=5 @[@® S,]. @ T"N(@® S,)=0.
o i 1 . 1

# o ifa

est isomorphe & un sous-module non nul de S ., D'ou le 2).
o

PROPOSITION IIT.15, ¢ Soit M un module,

Soient S = @ Si et T = @ T. deux scmmes directes de sous-—mocdules
iel Jed

co-irréductibles de M avec S M et T < M,

sulvante

N

Alors : Il existe une bijection ¢:I - J qui satisfait & la propriété

°
°

Pour tout i ¢ I , il existe un sous-module non nul de §, qui est

ke

isomorphe & wn sous—module de T (1)
c
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Démonstration ¢ Soit F la famille des couples <A9H) ol A est une

partie de I et ou y est une application injective de A dans J satis=
faisant aux propriétés suivantes :

1) La somme [ ® T.]+[@® Si] est directe,
jeula) J ifa

2) Pour tout i ¢ a , il existe un sous-module non nul de Si qul est

isomorphe & un sous-module de- T (1) °
pALy

Nous supposons 53 crdonnée par la relation ( définie par :

3

+
A1_C_A2 et

(A19p1)\< (a ) =>4 .

27 By

b, = %
| A1
71 résulte du lemme ITI.%. que R est non vide,

Montrons que 33 est inductive,

Soit (Ag’ “z>zeg une famille totalement ordonnée d'éléments de 370

Posons A= \J A, et soit pia - J 1'application définie par
£EQ

ulx) = “Z(X) pour tout 4 € @ tel que x ¢ b, .

11 est immédiat que nous définisscons bien une application et gu'elle
est injective,

Nous allons montrer que (A,p) appartient a Sfo

Le 2) est clairement vérifié d'aprds la définition de 0o

Soit & montrer que la somme

L = [je %k) Tj] + [iig Si] (1) est directe,
i i

Soit X € ®@ T.]N[® s.].
[JEp(A) i [im *
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Il existe J ,,,,gjk € p(A) tels que

1

X=t, +t. 4 s00+t. (t 1),
ST Jy a Ta

I existe alors g4 € Q@ tel que :
ej1yoooajk€ p,z(A/e)
—xel 9 nIng 5l

J A 2
ar A-D—A/g done Xe['@ TJ]ﬁ[ﬂ@ Si]:oo
jeu,la, i

Et la somme (1) est bien directe, f; est donc bien inductive,

soit (a, H) un élément maximal de F ot POSONS & nouveau

L= © T.]®[® s.] .
[j€p(A) 5 [igA 1]

Nous allons montrer que A =1 .

Supposons par l'absurde, AcC I .

Considérons la famille G de toutes les parties P de

-

que la somme L + [ @ Sﬁ] soit directe,
ieP 7

Si G est vide, posoms L' =1 .,

S

Si G est non vide, posons L' =L @[ @ Si] ol P

. 9
1¢P '
¢ 1

élément maximal de G .
Pour tout i¢ I, L'MS, #0 ,done L' M,

Nous pouvons écrire :

= @ T.]J®[® s ]J@[® s8] .
sep(a) 37 Tifa 7 Tnep, B
ieI 1

Ceci est une somme directe de sous-~-modules co-irréduciibles de

M

I telles

°
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Soit a € INNA .

Par application du lemme III,%, & L' et & T , on voit qu'il existe
B € J tel que B K u(A) et

1) La somme

" __
L _[' ® Tj]*"[‘ @ Sj_]
jep(a)  {g} ifa {a}
icI

est directe et

2) Il existe un sous-module non nul de S qui est isomorphe & un
o

sous-module de T
Posons A1 = A Ufa} et soit p1zA1-+ J 1l'application définie par

n
o u et u1(a) = 8 . Le couple (A1, “1) cF .

Comme (A;p) est strictement inférieur & (A19“1) , nous aboutissons

3 une contradiction et nécessairement A =1 ,

Fn résumé, nous avons établi le résultat suivant :

Il existe une application injective usl = J telle que pour tout
1¢€¢1I, 11l existe un sous-module non nul de Si qui soit isomorphe a un

sous-module de T ,.\ .
u(l)

Symétriquement, il existe une application injective y:J - I telle que,
pour tout j ¢ J , il existe un sous-module non nul de Tj qui soit isomorphe &

un sous-module de S /.\
v(J)

Un théordme fondamental de la théorie des ensembles montre que, dans ces

conditions, il existe une bijection ¢:I — J définie de la fagon suivante ¢
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Il existe une partition {I1,I de I telle que :

2}

a) (Vie1) (o(i) = 1)) et

) {1, cv(D} et {(Vie 1) (oli) =y 'GED} .

2

Bt la bijection ¢ ainsi construite, satisfait bien & 1'énoncé de la

proposition ITT, 15,

Le résultat suivant est df & J, Fort (voir [4]).

COROLLAIRE TIT.2, ¢ Soit A un anneau unitaire et soit M wn

A-module & gauche unitaire,

Soient S = @ Si et T= @ T. deux sommes directes de sous-modules
il Jjedg
co-irréductibles de M avec

S<KM et TKUM,

Alors : I1 existe une bijection ¢:I — J telle que :

(Wi 1) (£(s;)

R

E(Tc(i)))
(r(x) désignant 1tenveloppe injective du module X).

PROPOSITION III. 16, ¢ (Théoréme d'unicité des décompositions irréduc-

tibles réduites)°

Soit M un module et soit N wun sous-module,

Soient N = X, = (M Y. deux décompositions irréductibles réduites
iecI jeJ

_d£ N daIlS M °

Alors ¢ Il existe une bijection o:I —> J .,

Démonstration : Il résulte de la proposition III.14., que % est

extension essentielle de deux sommes directes de co-irréductibles de la forme

S= @ Si et T= @ T. ,
ieT Jedg

D'olu le résultat d'aprés la proposition III,15.
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Remarque : Si on se reporte & la démonstration de la proposition II,3,,
on volt qufon peut choisir les Si de maniére que, pour tout i ¢ I , Si soit

isomerphe & un sous-module de — ,
i
De méme, on peut choisir les Tj de maniére que, pour tout Jj ¢ J ,

Tj sclt isomorphe & un sous-module de %ﬂ o
| J

Nous pouvons donc préciser la proposition III,16., de la manidre suivante ¢

°

PROPOSTTION II1I.17., ¢ Soit M un module, soit N un sous-module et soit

N= (M) Xi = () Y. deux décompositions_irréductibles réduites de N
i€l JeJ

dans M .

Alors s Il existe une bijection ¢o:I - J telle que : pour tout 1i¢ I,

T contienne un sous—=module non nul isomorphe & un sous-module de
i oli)

Nous en déduisons :

°

COROLLAIRE ITTI. 3, ¢ Soit A un anneau unitaire, soit M wun A=module

a gauvche unitaire, soit N un sous-module de M et

N= )X =T
i€T jeJ Y

deux décompositions irréductibles réduites de N dans M

°

AMors ¢ Il existe une bijection ¢:I - J telle que :

)

(Vi e 1) (5() = B3
i o(i)
J.Fort pose dans [4] la question suivante ¢

Deux décompositions irréductibles sans élément superflu d'un méme

sous-module N d'un certain module M ont-elles nécessairement la méme longueur <

Nous allons montrer que la réponse est négative,
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EXEMPLE IIT.3, ¢ Soit R 1le corps des réels,

+ oo
Posons M= 1I En avec En=R (VneN*)o
n=1

M est un R espace vectoriel, donc un R-module libre, de dimension

RESULTAT 1, ¢ La dimension de M est strictement supérieure au
cardinal de N ,

Démonstration : Supposons, par 1l'absurde, qu'il existe une base

dénombrable de M soit B = {x ,x,...x .00
+o0
posoms : (Vn ¢ mx) X, = (a ) (aP,Q € R).

Tyl
. 1=

Pour tout n ¢ N* , soit Hn:M-e Rn l'application lindaire définie par

Hn(61900096n,ooo) = (61,o.o;6n)o

Nous allons montrer qu'il existe y = <51’°°-’Bn9°°°) € M tel que :
Vo ¢ o, Hn(y) ne pulsse pas s'exprimer comme une combinaison

linéaire de n=1 des Hn(xi) .

Nous allons construire la suite (Bn) par récurrence sur n , Prenons,
par exsmple, 51 = 1 , La propriété est évidente pour n = 1, Supposons choisis
B1ag2saoo9ﬁnm1 o

Soit E 1'ensemble de toutes les parties {i
éléments distincts de W* telles que :

(B1,eoo,ﬁn 1) s0it combinaison linéaire de I

n—=1
dans R o

Si. est vide, nous prenons dfune maniére arbitraire, Et il
. IR A= n
est clalr que (B19°"°’$n) ne peut pas s'exprimer comme une combinaison linéaire

de n=1 des Hn(xi> o



=13.52=

Si E, n'est pas vide, 5 est fini ou dénombrable,

Posons yn_1 = (ﬁ1’°°°’Bn_1) *
soit {301 e & .

tTl existe }‘i ,M.,,}\,i ER tels que :
1 n-1
Yooy = Ay O (x Jeeoemy m (x ) (1)

L n-1 n-1

ol . . .
11 (Xi )“M,Hn (Xi ) forment une base de R 1 , Sinon on pourrait exprimer

T T e
Y4 ©R fonction de n-2 d'entre eux,
Par suite, les réels N seeerhy qui vérifient (1) sont déterminés
1 n—1
de maniére unique par le choix de 1'élément {i1’°’°’in—1} de g .
Soit 'g" l'ensemble de tous les nombres réels de la forme :
Ny ooy Feesthg o n lorsque {11 yous ’ln—1} décrit é .

1 1? n-1 “n=-f

ép est fini ou dénombrable. Prenons g ¢ R ~ & .

vérifions que y_ = (51,52,.,‘,,[311) ne peut pas s'exprimer comme une

combinaison de n-=1 des Hn(xi) .

Supposons 3

n 1
1 1 n-1 n-1

Alors :

Yooy = T (g ey om0 )

1 1 n=1 n-1
Mors ¢
— 1 3 4
Bp = Ay g pheeetAy a; 0 € g . Contradiction,
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Puisque R est une base de N , yV peubt s'écrire :

Y = p; X +oo.tp. X
11 11 i3y

== Hk+1(y> = “11 Hk+1(Xi1)+ooa+p,ik Hk+’! i

Ceci. est impossible étant donné le choix de y ,

Par sulbe, il n'existe pas de base dénombrable de M .

RESULTAT 2, ¢ O admet dans ‘M deux décompositions irréductibles sans

élément superflu, de longueurs distinctes,

Démonstration ¢ Soit & = (bi>i€I une base de M ,
D'aprés le résultat 1 2

Card I > Card ©

#

Nous avons M= @ R b, (Q
. i
igl

La théorie générale montre que, puisque les R bi sont co-irréductibles, O
admet dans M une décomposition irréductible réduite de la forme

0= 0 x; (2)

el
Dfautre part, solt pour tout n ¢ ¥ , y_  le sous-espace de M constitué par
= n
tous les éléments dont la nidme composante est aulle,.

y est maximal dans M dore irréductible et nous avons
n 9

+ oo

o= v, (3)
' n=1 -

La décomposition (3) est sans élément superflu,

Les décompositions (2) et (3) n'ont pas méme longueur. Dfou le résultat.
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+ o0 4 co

Remargue : Soit ¢ M JEL> I JE-;Q 2. S le monomorphisme
n=1 ‘n n=1 Yn
canonique.
1 t e
Il est clair que g () = @ En .
n=1

Done @—1(8) n'est pas essentiel dans M et la décomposition (3)

r'est pas réduite au sens du paragraphe T,

4) APPLICATION AUX DECOMPOSITIONS COMPLETEMENT IRREDUCTIBLES REDUITES :

pS

Comme dans le 5), nous sommes amenés a distinguer la notion de
décomposition complétement irréductible réduite de la notion plus faible de

décomposition complétement irréductible sans élément superflu,

Leur étude se fait & 1l'aide de la famille de décomposition CS de tous
les modules simples,

I1 est immédiat que la somme directe XK = @ Kﬁ sera Cs—réduite si
et seulement si tous les Ki sont simples.

Rappelons que, étant donné un module M et un sous-module propre X ,
X est compldtement irréductible dans M si et seulement si % est extension
egsentielle d'un sous-module simple,

Tl en résulte, compte tenu du fait que ce sont des cas particuliers

de décompositions irréductibles, que :

Les décompositions complétement irréductibles réduites ne sont autres

que les Cs—décompositions qui ne sont autres que les Cs—décompositions forte~

ment réduites,

Les décompositions compleétement irréductibles sans élément superflu ne

sont autres que les Cswdécompositions faibles,
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Les résultats du paragraphe II nous permettent alors d'énoncer :

PROPOSITION III.18. ¢ Soit M un module et soit N un scus—module

propre, Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) W admet une décomposition complétement irréductible
réduite dans M ,
est extension essentielle de son socle,

ii)

est riche en sous-modules simples,

=iz =iz

iii)
iv) N admet une décomposition complétement irréductible sans

¢lément superflu dans tout sous-module X de M tel que X 2N,

#

PROPOSITION IIT.19. ¢ Soit M un module, Les propriétds suivantes sont

éguivalentes @

i) Tout sous-module propre N de M admet une décomposition
complétement irréductible sans élément superflu dans W .,

ii) Tout quotient % de M est riche en sgus-modules simples,

Nous savons que ii)<==> M est semi-artinien, D'ol le résultat, dd &

J. Ravel [6].

COROLLAIRE s Pour que tout sous-mocdule propre N d'un module N

admette une décomposition compléetement irréductible sans élément superilu dans

M, i1 faut et il suffit que M soit semi-~artinien,



[1]
(2]
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CATEGORIES ABELIENNES AVEC OBJETS
PRINCIPAUX

par Mme Elena WEXLER~KREINDLER

L'objet de ce qui suit est de reprendre dans le langage de la théorie
des catégories abéliennes quelques résultats connus dans la théorie des
modules sur les anneaux principaux, notamment le théordme concernant les
sous—modules des modules libres sur des anneaux principaux (a gauche)9 ainsi
que le théoreme sur les facteurs invariants d'un sous~module de type fini

d'un module libre sur un anneau principal (non commutatif (v. , [1]s [3]- [5])0

Nous remarquons d‘'abord que le théordme des facteurs invariants est
démontré généralement en supposant le module initial de rang fini et en utili=-
sant les transformations élémentaires sur des matrices a coefficients dans un
anneau principal, Dans [8] l'auteur de cette note a réussi & adapter au cas
non commutatif une démonsiration "quasi-nonatomistique", analogue & celle du
cas commutatif [1]o Cecivpefmet de retrouver ce résultat dans une catégorie
abélienne ([6], [7])o Pour qu'une telle transcription soit possible on suppose
l'existence d'un objet dans la catégorie abélienne 6 , dont les propriétés
catégariales ressemble & celles possédées par le A-module & gauche AS )
sous—~jacent & lfanneau principal A ,
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1. DEFINITTIONS ET RESULTATS PREALABLES,

Par la suite toutes les catégories rencontrées seront supposées abéliennes,

Pour les questions sur les catégories abéliennes nous renvoyons le lecteur a

[2] et [4].

DEFINITION 1. : L'objet P non nul de la catégorie abélienne 6 est

principal si et seulement si les conditions suivantes sont remplies s

a) Quel dque soit ¢ ¢ Hom(PgP)y P # 0, ¢ est un monomorphisme ;
b) Quel que soit le monomorphisme § € Hom(X9P)9 Hom(Pyx) contient

au moins un épimorphisme 1y .

Evidemment, si X # 0 , 1'épimorphisme 1 est un isomorphisme., Les

résultats suivants sont des conséquences immédiates des définitioms,

1, Un objet principal est indécomposable en somme directe,
2, 81 P est un objet principal et Q un projectif, alors tout
épimorphisme P —» Q est un isomorphisme,

3, Tout morphisme non nul P, - P2 , ou P1,P

1 sont principaux et

2

P2 projectif est un meonomorphisme, De plus P1 et P2 sont isomorphes,

En particulier, si 6 possede un générateur principal U , tous
les principaux projectifs sont isomorphes & U ,
4, Si un objet principal P est injectif, alors Hom(PpP) est un

corps,

A chague sous-objet non nul (X,y) de 1'objet principal P , on associe
1%'idéal principal & droite de l'anneau R = Hom{ P,P) , engendré par
o' = af, E:P » X étant l'isomorphisme qui prolonge q3X — P , Cet idéal'ne
dépend pas du choix de (Xga) et on peut prendrs tout aussi bien (P,q°)
comme représentant de ce sous-objet, Si au sous-objet nul de P on associe
1'idéal nul de R , on obtient une correspondance bijective entre 1'ensemble
des idéaux principaux a droite de B et la classe des sous~objets de P
qui conserve l'ordre, puisque (P,a) c:(P95) implique l'existence de g:P - P,
tel que ¢ = B¢ et réciproquement, § étant inversible dans R si et
seulement si (P,a) = (PQB) .. .De plus si (ng) = sup{(Pya)y(Pgs)} s
(P,6) = inf{(P,a), (P,g)} alors 6RcCaB YR 6RHCSEDR CY® . Ceci

donne le résultat suivant,
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PROPOSITION 1. : L'ensemble & des idéaux principaux & droite de

Hom(PyP) ou P est un objet principal, est un treillis isomorphe

au treillis des sous—-cbijets de P ,

On remarque toutefois qu'il est possible (conjecture) que & ne soit
pas un sous-treillis du treillis de tous les idéaux & droite de Hom(PgP) 9
ce qui est le cas oh Hom(P,P) est un anneau de Bézout., On obtient néanmoins

le résultat suivant.

PROPOSTITION 2, 3 Pour un objet principal les propositions suivantes

sont éguivalentes @

i) P est co-irréductible

ii) Hom(P9P) est un anneaun d'Qre 3 droite,

En effet, si q,8 sont deux merphismes non nuls de Hom(PyP) 9
(Poy) = (Poa) M(PyB)y v = o’ =BB* , on a y # 0 si et seulement si

aa’ = Bg' # 0 , et on a 1l'équivalence,

PROPOSITION 3, s Scit I l'enveloppe inijective d'un objet P projectif

co=-irréductible principal, Alors Hom(IQI) est un corps,

On remarque d'abord que si I est un injectif et si ftout morphisme non
nal gsI - I est un monomorphisme, alors Hom(Iyl) est un corps, D'autre part,
si P est un objet principal co-irréductible, tout monomorphisme non nul
X - P est essentiel,

Ceci dit, nous allons montrer que si y:P - E est une extension essen=-
tielle de 1l'objet principal projectif co-irréductible P , alors tout morphisme
non nul § € Hom(E9E) est un monomorphisme, ce qui prouve l'assertion, Pocsons
ZsE«» Im ¢ 1'épimorphisme canonique £ = §1Z . Puisque P MIm g # 0, il
existe y¢P - Im g , qui prolonge le monomerphisme Im yMP- Img . P étant

projectif, il existe Hyo ¥ = 2“1 s Ker p, = 0. étant essentiel,
(ng)fw (P9p1) = (Pga) % 0, : = py = MV et puisque y est essentiel, ;
l'est aussi, D'autre part Y, = ZM1V1 = EHV est wn moncmorphisme, ce qui

implique E monomorphisme et Ker g = 0 ,
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2, OBJETS LIBRES PAR RAPPORT A UN OBJET PRINCIPAT

Désormais on supposera dans & 1'existence des sommes directes

infinies (axiome Ab 3)0

DEFINITION 2. : Soit. ¥ wune catégorie abéliemme et soit P un objet
principal de § . Nous appellerons 1l'objet A de ¥ P-libre si et seulement
sl A= @ A. , A, =P, A estde rang défini n par rapport & P si et

. i i
iel .
seulement si A= @ Ai o A =P et si toube autre telle décomposition a
i=1
n termes,

n
Tl est immédiat que si A= @ Ai(ai) ’ Ai &P et g€ Hom(A9P) , alors

i=1
n

Im o = kuj Im(aai), ai;Ai-e A étant les injections canoniques,

Le résultat suivant donne des conditions pour gu'un objet P-libre soit

de rang défini par rapport a P ,

PROPOSITION 4, 2 Soit P un objet principal projectif co-irréductible

de la catégorie B abélienne avec enveloppes injectives, Si
n

A= @ Ai” Ai 2 P, alors A est de rang défini n par rapport & P,
i=‘|

m n m
En effet, si A= @ B,, B, P, alors ®(a) = @ EA,) =@ B, ,
— dJ e e J
= L= J=1
oll par E(X) on désigne l'enveloppe injective de X , P étant co-irréduc-
tivle, E(P) est indécomposable et Hom(E(P)9 E(P)) est un corps (prostim
tion 3). Le lemme suivant (v, [2]) permet de déduire successivement n g m

et m {n,

LEMME s Soit M = M1<9 I, (iqgiz) (p19p2) étant les injections, resp,
les projections canoniques, 31 2P —- M est un monomorphisme tel que

p1azP - M1 est un isomorphisme, alors M =P @ M2 (i1p ®s iz)«p1a)m1p19p2) o

1

Application du lemme ¢ ai:E(Ai)ve E(A)9 Hi:E(A)-e E(Ai) étant les

ainiﬁj % 0 3

1=1

518E<B1) - E(A) . Aors il existe i1 tel que I, 51 % 0 . Dfautre part,
* 1

M B

injections et les projections canoniques on a 51 =
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les morphismes non nuls de Hom(E(B1), E(Ai )) étant des isomorphismes,

11, ﬁ1 en est un et par le lemme E(A) = E(B1)<® ((3 E(Ai)) , ¢ce qui par
1 :L;éi1
récurrence donne m ¢ n ,

Dans ce qui suit on va supposer G une catégorie abdlienne avec géné-
rateurs et satisfaisant & l'axiome Ab 5 , (n obtient alors des résultats

connus pour les modules libres sur des anneaux principaux,

THECREME 1, 2 Soit A une somme directe de projectifs principaux,

Quel que soit M wun sous-objet non nul de A , M est somme difecte

de projectifs principaux,

En particulier tout sous-objet non nul d'un objet P-libre est un objet
P-libre si P est un projectif principal,
Preuve : On suppose I totalement ordonné, A = @ Ai(ai> et on pose
i¢l
pour chaque 1 ¢ I:Bi = 5%; Ai 9 Mi = M rwBi 9 pizl\/:[i-—> My, psM - A, Bi:Mi - Bi‘y
w
B%;Bi-e A les injections canoniques et nizA-e Ai les projections canoniques,
Soit (Ni’vi) = Ker(ﬂippi>s Hippi = HiBiBi et soit (Ci’Yi> = Im(ﬂippi> 9

gui est un sous-objet de Ai . Puisque Ai est principal, si Ci # 0

(Hi“”i £ 0), Ci est isomorphe & Ai o Ai étant projectif, on déduit :
(1) M_i = Ni @ Ci(vigéi) °
On désigne par L = {¢ € I|In(I,pp,) # 0} . Alors

(2) M, =7,®cC,, (Ve eL).

Pour prouver le théoréme, il est suffisant de montrer que :

(3) - = ® ¢, (w,8,)
£EL
A cette fin on pose pour chaque 1 ¢ I, Mi = @ C et on montre, par
£<3
LEL

récurrence sur 1 , Mi = Mi(V’i € I). S'il en est ainsi, par lfaxiome Ab 5 ,

on déduit :
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M=MMNA=MN(sup B.) =sup M, =sup M = @ C
1 . 1 . 1 :
i e T 1¢1 LEL

°

£

= = 4 i &
By = A, M =MNNA cA ebsi M1;éog M, = Ay Topp,

est un monomorphisme, C1 & M1, N1 =0, S8 N =0 on a C1 = 0 de méme

Supposons que pour chague j < i1 on ait ﬂj = Mj . On montre

successivement

1) sup M, = M N(@® 4.) (car sup By = @ Aj) ;
i d i < i

2) Ni c @ A. ., 0n ale diagramme commutatif :
J<i

ﬁi;Bi - Ai est la projection cancnigque, oci:Ai - B. ai: @ A, - Bi étant
les injections canoniques, Puisque HiBiBiVi = 01.B.v; et Ker Hi = a.

il existe un monomorphisme Ni - @ A. .
J<i
3) Ni c sup M. , évidemment,
Kl
4) sup M. Ni . Pour Jj < i 1l existe }\J.;Mj - Mi et l'injection
J<i
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tB. - @ Ak) telle que le

canonique Bj-e Bi (qul se Tactorise aiBij’ Bij j 2

diagramme suivant soit commutatif

En tenant compte du diagramme (4) on déduit Hippik = 0, ce qui

J
implique Mj <N, ,car Ker(niupi) = (Ni,vi)° Alors Sup M, =N, .
J<1
De 3) et 4), on obtient
Ni=supm.=supﬁ.=sup(@ Cz)= S
Kiod Kiogd <4
LEL LEL
Lorsque i € L (2) donne M, = @ C, et lorsque i £ I, C, =0, cequi

241
2EL

donne Ker Hiu“i = Mi = Ni = @ C et le théoreéme est compleétement démontré,
g1
£LEL

Remarque : Soit, dans les conditions du théoreéme, un objet projectif P
de la catégorie ¥ , tel que tout sous-objet de P soit P-libre, Si A est
un objet P-libre, tout sous-objet de A est P-libre,

La démonstration suit le méme schéma que pour le théoréme 1 et on
retrouve le théoréme vral pour une catégorie de A-modules, A étant un anneau

dont tous les idéaux & gauche sont libres en tant que A-modules & gauche

(v. [3]).
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bR

DEFINITION 3, ¢ Nous dirons que la famille de sous-objets de A ,

(Af9ai)i€I est libre dans A si et seulement si le morphisme canonique
@ Ai - A est un monomorphisme, Dans le cas contraire la famille (Aigai)
iel

sera dite liéde dans A .

Dans une catégorie abélienne avec générateurs et satisfaisant 1'axiome

Ab 5 les propositions suivantes sont équivalentes pour la famille (Xi) de

iel

sous-objets de X @

i) ® Xi-» X est un isomorphisme ;
iel
ii)  sup X, =X ;
ieI
iii) X N ( suwpX.) =0,
i s i
o 1741o

n déduit, dans les mémes conditions, les résultats suivants (v°[9]> :

LEMME 1, s La famille de sous-objets (Aiyai) est libre dans A si

et seulement si toubte partie finie est libre dans A .

LEMME 2. ¢ Soit A= @ Ai et soit y:M - A un monomorphisme non nul,
ieT
existe une partie finie N < I telle que {(M,pu), <Ai9ai>iel soit libre

T
l..—l

t =
e MﬂAN;éOS, Ay= @ A .
ieN
Nous allons supposer, sauf mention contraire, € une catégorie
abélienne avec générateurs et satisfaisant l'axiome Ab 5, Pour 1l'objet prin—
cipal P de Y nous allons supposer en plus, que & = Hom(P,P) soit un

anneau principal (& gauche et & droite),

Nous rappelons (v. [5]), qu'étant donné un anneau R principal., tout
élément non nul et non inversible de & admet une décomposition :

b

a=>b, ...
1 i m

ol bi sont irréductibles (ils sont non inversibles et n'admettent pas de

facteurs distincts d'eux-mémes et d'!'éléments inversibles). Pour toute autre
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telle décomposition a=¢, ,,. Cc_ ,ona m=n et il y a une bijection I ,
n

telle que &/bi?a = @/CH(:‘L)(% , de méme pour les idéaux i gauche, Le

nombre n s'appelle la longueur de a et nous allons le désigner par ,e(a)o
Lorsque Ra U Rb= Rh, a%% U 1R =gR , alors g(a) = z(h) =i
et seulement si e c v et 4(a) = 4(g) si et seulement si a® bR,

PROPOSITION 5, ¢ Soit P un objet principal de ¥ tel que

&= Hom(P,P) solt un anneau pi'incipal et _soit wP-A= @ A. un
o ieI-
moncmorphisme, Tl existe alors une partie finie N < I felle gue

P Ay, bsavoir (Pop) O(apay) = (Pop) ool A= @ 4 .
1EN

Soit b @(I) l'ensemble des parties finies N < I , telles que
AN NFe #£ 0, C'est une famille non vide et filtrante, Pour N ¢ gb 4
&, PPy (Aa) M (Rop) = (Bopp)s o pshy NP P est 1'injection
canonique, SIop est un isomorphisme, P & AN o8l yu n'est pas un iso-
morphisme pour aucun N ¢ & on déduit que P N AN n'est pas le méme pour
tous les N ¢ g8 , car P N(sup AN) = sup(P nAN) = (Pyp). Soit N oW,
tel que ¢

(Pyp.:,) = (ANQOCN) ﬁ(P,p.) ?é (A-N 9OCN ) O(Pﬂl) = P»“;II) °
1 1
Alors y = :1\;1 , ol v, n'est pas inversible, En utilisant les décompositions
des éléments de & en produits d'éléments irréductibles, on déduit 1'exis—

tence dfun NO € 1774 , pour lequel (AN;@NQ) m(Pw) = <P9HHO) , ol T est

un lsomorphisme,

Si P est un objet principal de la catégorie 1 , A un objet P-libre
et piM->A un mo:nomorphisme,, M= P, a chague morphisme psA > P, ou ;é 0
on associe le morphisme non nul £ ¢ Hom(P,P), f = QuEs £:P —> M étant un
isomorphisme, Bien que f ne solt pas unique, deux tels éléments ne différent
gque par un facteur inversible de Hom(PpP) et leurs longueurs sont égales,
Les résultats éuivants fournissent un instrument commode pour démontrer le

théoréme 2,

Dans une catégorie abélienne f quelconque on obtient s
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LEMME 3. & Soit P un objet principal tel que 1‘anneau R = Hom(P9P)
soit principal, Pour chaque monomorphisme psM —» A et chaque isomorphisme
g:P—> 1 , 1l'ensemble Ipr — & des morphismes f = guf , ¢ € Hom(A,P) est
un idéal i gauche de & . si Py est telle que, quels que soient ¢ € Hom(AgP)
et £, n € & inversibles, on ait z(fM) < 2(f), fM = pyut f = guy # 0, alors
pour chaque g ¢ & inversible, Iyt = &fM .

Fn conservant les mémes conditions imposées & P que dans le lemme pré-
cédent, on déduit lorsque ¥ est une catégorie abélienne avec générateurs et

satisfaisant l'axicme Ab 5 @

LEMME 4. 3 Soit A wun objet DP-libre, M c A wun sous-objet isomorphe

& P . Alors 1'idéal Ipyg Aéfini dans le lemme 3 est non nul et Py € Hom( A, P)

est un épimorphisme,

In effet, A= @ Ai s A =P, 81 pM- A est un monomorphisme non

3

ieT
nul, 11 y a une partie finie N c I , telle que (Mgu) c:(ANgaN) , ou
u »
A= @ A, VRS SETISTY s M o 1 = 3 E ﬁ 9 ol N = {l 900 o0gk } 9
¥ oiew * SRR “ A ke k% ! k
ce qui domne y= £ o IO po s les a, A > A, g sA - A étant les
K== 1 1k lk N lk lk N KA

injections et 119 :ANAQ Ai s HisA-» Ai les projections canoniques, Alors

k k
n

i et p= (% o IL )p . Solent g:P - I, £.3P— A, des iso=
k e W k=1 Tk ‘k * +

y L4 3 4 . - 1 !
morphismes fixés, (n a fk =:§%Knik“§ € Ipg et fk = gkap fM,: ?M“;

(v, lemme %), Dlautre part e gi € Hom(PgP) pour tout k et on trouve
k "k

n
v (2 a . & ) = f . ce qui donne :
Wieg Sh & 0N
( n
6) 0. ('S w E.og8) = 1,
M K1 1 1k k P

car Hom(PgP) est intégre et par conséquent Py est un épimorphisme,
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THECREME 2., ¢ Soit A un objet P=libre de la catégorie ‘ﬁ ’ gg P

est un projectif principsl tel que Hom(PsP) soit un anneau principal

et soit M<es A un sous-objet de A de rang fini par rapport & P

Alors :
1) I1 existe une décomposition A =@ Ei (gi) . Ei = P
iel
2) Une partie finie N < I, £¥:P — Ei ’ ik € N des isomorphismes ;

k k

3) f“oowf.n ¢ Hom(P,P) non nuls, tels que :

a) Im(gexf,) = (m,p) < (M) ;

u
b) si e = b it —~ M, alors M= k®1 Mk<“k) 3

. -1 . :
°) L= gfE, alws f = e

; , = f -
a) Imfkglmfk_l_ f h f 1& k& n=1,

17 "k Tkkst? 0N N

De plus on a le diagramme commutatif 2

g *
P K S, Ei
fk )
M
(7) P > Mk
&
My
A
M

La démonstration se fait par récurrence sur le rangde M , Si n = 1
la réponse est donnée par le lemme 4, 9, est 1'épimorphisme désigné dans ce

lemme par Py et £ = cp1pg . Par (6) soit g*{ tel que @1391‘ = 1

1 P’
) - ]
= 3 * = * = p¥*f = =
£, Im gl» €] 81§1a By 51 ,'?:; > BT EgHy e Alors A N1 @ E1(\)19E1) s
ol N1 = Ker 9y s puisque P est projectif, N1 étant P-libre, A= @ Ei(ai)°
' iel

0n suppose le théoreme vrai pour tout sous-objet de rang g n-1 et soit

(Mm) un sous-objet de A de rang n . A chaque morphisme ¢:A - P ,
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It

In oy, (P19¢) # 0 on associe f = ¢E, O E:P — P1 est un isomorphisme,

Im o
dans & = Hom(P,P) est la méme, Soit 9, € Hom(A,P) tel que Im(@1p) £ 0

et (V¢ ¢ Hom(4,P)) , on ait z(f1) &) , m £
Im £ = Im gp.

Im £ , Bien que le choix de f ne soit pas unique, la longueur de f

1 = Im @199 f,f1 € Hom(PgP),

Soient o, = ¢1C1 la factorisation canonique, Im(@1p) (P1,¢1) ,
51 un isomorphisme P - P19 | = ¢1g1, C1 tel que §1 = C1C1 (p étant
projectif)9 Im QT = (M19H1)9Q? = “1§1 et Ry = g1 . En appliquant &
(M19“1) c A le raisonnement précédent, on déduit l'existence de (E '€ ) caA,
“*13M1-» E1 g1 = 81H? = npy o D'autre part M M @ N, A= E (3 A s

N C:A1 et par 1l'hypotheése de récurrence M = <® MK A= @ E (g ) et on
: k=1 i€T
vérifie sans difficulté (5)? a,b,c) ainsi que la commutativité du diagramme

(7) pour k= 1,,.,,n,

Pour vérifier d) on considere ¢ = @1+$ , Ol E = §*~1H29 H2:A-» E2

voir que Im(gu) =Im f

S

étant la projec+ion canonique, Il est facile a 5 9
Inm gy = L_j In Qup, —.Im f1 U Im f2 = Imh , D'aprés le choix de g, on

déduit z(h) ﬂ(f ) , donc Im f1 5 Im f2 . De maniére analogue en posant
@%f1LJ Shfz =®Rh ,h = g,f +g f29 ¢ = 1@1+g2$ on déduit Im ¢y = Im £ DImh
et 2(f) ¢ 2(n) < z(f1) ce qui, par le choix de ff donne g(nh) = z(f1)

donc Bn = be1 et S%f1 o 5%f2 . Le théoréme est compléetement

démontré,

Remargue : Il serait intéressant de trouver des exemples déobjets
principaux dont 1'anneau Hom(PgP) ne soit pas un anneau principal (& gauche

ou & droite),
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T. ANNEAUX DE GROUPES PRIMITIFS,
Pans cette premidre partie, nous allons exposer l'article de Formanek

st snider [2].

PROPOSITION lele ¢ Soient ¢ un groupe, k un corps, Il existe un

groupe H coﬂ%enant ¢ tel que 1l'anneau de groupe k[H] so0it pi-imitii‘°

On définit par récurrence une sulte (Gi) de groupes, une suite (Mi) de

modules de la fagon suivante s

G, =G ; u, = k[ ]
G2 = _A_utk M1 : -M2 = k[GZ] @ M1
G, = Aut, M . 3 Mo=Ke ]l _ 1

° °

°

°
o °
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Comme m_, est un k[Gn]—module9 M est un k[Gn]~module° Les
propriétés suivantes sont immédiates :
a) M est un k[G ]-module fidele.,

b) M, est un k[Gn+1]nmodule simple,

(n pose :

H= \_}Gn s M= [_}Mh . I1 résulte de ce qui précéde que M est
" n

un  k[H]-module simple et fidele,

PROPOSITION 1.2, ¢ Soient k wun corps, G wun groupe localement fini

dénombrable dont tout élément est d'ordre inversible dans k¥ , &i

k[G] _est un anneau premier, alors k[G] est primitif,

D'aprés le théoreme de Masche, k[G] est réunion dénombrable d'une

suite croissante d'anneaux semi-simples ; l'assertion résulte alors du lemme

suivant :

LEMUE 1.3, ¢ Soit R = \~)Ri un anneau premier qui est réunion 4'une
i

suite croigsante d'anneaux semi-simples, Alors R est un anneau

primitif,

>i€N 1l'ensemble des idempotents centraux indécomposables des

anneaux Ri « (n notera que ces idempotents commutent deux & deux, (n définit

Soit (ei

par récurrence une suite (Rn 9fk> , ol fk‘lest un idempotent central indé-
k

compesable de R , vérifiant les propriétés sulvantes :

a) ekeRnk Vkew.,
b) ekfk;éo VketW.

f f oo o f k o
c) g Xty x xk;'éO Yk ¢ m

Supposons définis les k premiers termes de cette suite, Comme R est

un annesy premier, il existe r ¢ R tel que :
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e. r f X o o0 >< fk# O o

ki1 1
St g . . .
Se nk+1 un entier tel que ek+1 et T ¢ Rn » Il existe un idempotent
k1
central indécomposable T de R tel que 1l'on ait
ke nk+1

Clps® Ty X ooe X B x £y £0.

Le couple (Rnk , T répond aux conditions imposées,

)
+1 K

{n désigne par I 1'idéal & gauche engendré par les éléments 1-fi

1) I#4R.

Sinon il existe une relation de la forme :

n
1=z xi(1-fi)
1=

ce qui implique f1 X ese X fn = 0, d'ou la contradiction,

2) Pour tout idéal bilatére B# 0 de R on a I+B =R,

Soit e, un idempotent central indécomposable qui appartient & B ,

La relation eifi % 0 , implique fi € B, d'ou 1l'assertion,

Si M est un idéal & gauche meximal contenant T , d'aprés la propriété
2) M ne contient aucun idéal bilatdre # 0 et R/M est un module simple et

fidele,

II. ANNEAUX BIREGULIERS,
DEFINITION 2.1, ¢ On dit qu'un anneau A est birédgulier, si pour tout

élément =x , 1'idéal bilatdre (x) est engendré par un idempotent central,

= Les anneaux biréguliers commutatifs sont les anneaux réguliers de
Von Neumann,

= Le centre d'un anneau birégulier est un anneau régulier de Von Neumann,

PROPOSITION 2.2, ¢ Soit A un anneau semi-premier dont le centre 7 est

un anneau régulier, Les conditions suivantes sont équivalentes s
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(i) A est un anneau birégulier,

(ii) Les idéaux premiers de A sont engendrés par les idéaux maximaux

de 7,

(i) => (41) . soit P un idéal premier de A3 M=PNZ est un
idéal premier, donc meximal de Z . Comme 1'anneau quotient A/Am est

quasi-simple, on a nécessairement P = Am ,

(ii) => (i) ., A étant semi-premier, pour tout élément x de A on a

(x) f\z[(x)] =0 .

Supposons I = (X) Q)g[(x)] % A ., I1 existe alors un idéal maximal m
de 7z tel que 1'on ait I c aim et lton peut trouver s € Z-m tel que sx = 0,

Ce qui implique que s ¢ z[(x)] , donc s € m et il y a contradiction,

(n dit qu'un anneau est guasi-commutatif, si tout anneau quotient % 0

de A vérifie une identité polynomiale non triviale [4]° Le résultat qui suit

a été établi par A.PAGE [4, Corollaire 2°14]9 nous en donnons une démonstration

directe,

PROPOSITION 2.3, ¢ Un anneau birégulier quasi-commutatif A est un

anneau régulier,

Soient x € A, m un idéal maximal du centre Z de A ; A/mA est
un anneau quasi-simple, donc c'est un anneau de matrices, Il existe a € A ,
h didempotent de Z-m +tel que :
h(x—xax) = 0,

Soit I = {h ¢ z/:}a € A h(x—xax)} =0, I est un idéal de 1l'anneau
de Boole B des idempotents de Z , En effet les relations
h(x—xax) =
h"(X—XbX) =0
impliquent (h+h'-hh') [x-x(ha+(1-h)b)x] = 0 .

D'aprés ce qui précéde I n'est contenu dans aucun idéal maximal de B

donec I =B et 1€Io
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Nous montrerons dans le paragraphe III, qu'un anneau régulier quasi-

commutatif nlest pas toujours birégulier,

Nous allons déterminer les anneaux réguliers auto-injectifs & droite

de type I ou II qui sont biréguliers,

Pour les notions introduites, on pourra se reporter a [5]0

LEMME 2.4, : Soit A un anneau régulier auto-injectif & droite qui est

un anneau birégulier, Si A contient un idempotent fini fidele, alors

A est un anneau fini.

C'est une conséquence facile de la proposition 5,1, de [5]0

Tl résulte de ce lemme que les anneaux biréguliers de type I ou II

sont finis,

LEMME 2.5, ¢ Soit A un anneau régulier auto-injectif & droite et fini

tel que A =11 Mn (Bi) o les entiers ni ne sont pas bornés, Alors

i i
A n'est pas birégulier,

A l'aide de ce lemme, on obtient le résultat suivant :
PROPOSITION 2.6, ¢

a) Un anneau birégulier de type I est isomorphe & un anneau
" .
produit 1w M (A.) , ou Ai est un anneau régulier réduit auto=

n, 1 R
1 1

i
injectif,

b) Un anneau birégulier de type II est un produit fini de facteurs

de type II fini,

Probléme @ Déterminer les anneaux biréguliers de type III,

ANNBAUX DE GROUPES BIRFGULIERS,

Pour 1l'étude des anneaux de groupes, on pourra consulter [3]o

PROPOSITION 3.%1. ¢ Si llanneau de groupe A[G] est birégulier alors :

a) A est un anneau birégulier,

b) ¢ est un groupe localement normal,

¢) L'ordre de tout élément de G est inversible dans A |
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La propridété a) résulte du fait que tout quotient d'un anneau birégulier
est régulier,
b) Soit H un sous-groupe de type fini de & , H#.{1} .
w(H) désigne 1'idéal & gauche de A[G] engendré par les éléments 1-h, h ¢ H,

L'idéal bilatére Bu(H)B qui est inclus dans (@) est engendré par wn
idempotent central e , ob e # 1 . m a donc r[w(H)] # 0, donc H est fini
[3]0 (n pose :

@
i

o] F‘M B
e
0q

on a donc 1=h = (1~h) ( '
i

I ™
-~
0q
~—

1

n en déduit que H est inclus dans le groupe H' engendré par le

support de e et il est bien connu que H' est normal dans G

o

c) Soit H wun sous-groupe normal fini de G . w(H) est

un idéal bilatere facteur direct donc card H est inversible dans A [3],

Probléme : Soient A un anneau birégulier, G un groupe localement
normal donc l'ordre de tout élément est inversible dans A . A[G] est-il

un anneau birégulier ¢

LEMME 3,2, s Soient H wun sous-groupe normal de G , e un idempotent

central de A[H] . Mors e est un idempotent central de A[G] o

I1 suffit de prouver que g_1eg = e , \/g € G , Cela résulte du fait que
o 4 s .
g ‘eg et e sont deux idempotents centraux gqui engendrent des idéaux isomor-

phes car on a :
-1
eg x & =¢

g 1e X eg = §g 16% o

I1 suffit donc d¥étudier le probléme lorsque G est fini,

Soient H un sous-groupe normal fini de (¢ , e un idempotent central

2
de A[H] . Nous allons montrer que A[glea[@] = (e) est engendré par un

idempotent central de A[G] °
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On désigne par (e, . les conjugués distincts de e dans A[H]| .
gne p (1%g%n jug (]
Les e, sont des idempotents centraux de A{H] et il existe un idempotent

central £ de A[H] tel que :
. on
A[E}f = 5 a[H]e,
1=1
On vérifie immédiatement la relation :

A[GJea[c] = A[G]E .
(e) est un facteur direct bilatére de l'anneau semi-premier A[G] , 11 est
donc engendré par un idempotent central,

Ties deux résultats qui suivent ont été annoncés par BOVDI [1]0

PROPOSITION 3.3, ¢ Soient A un anneau régulier commutatif, G un groupe
localement normal dont tout é1lément est d'ordre inversible dans A ., Alors

A[G] est birégulier,

D'aprés ce qui précdde, on peut supposer G fini ; A[G] est alors un
anneau régulier qui vérifie une identité polynomiale standard, et qui est de

type fini sur son centre, on sait dans ce cas que l'anneau est birégulier [4.]°

PROPOSITION %.4, ¢ Solent A un anneau gquasi-simple, G un groupe

localement normal dont tout élément est d'ordre inversible dans A

Mors A[G] _est birégulier,

Soit x #£ 0 ; en considérant un élément u £ 0 de (x) de longueur
minimale, on montre que (x) contient un idempotent central, L'assertion
résulte alors du fait que le centre de A[G] est un anneau semi-simple,

(Comme précédemment on a pu supposer ¢ fini),

Remarque 3 Soient A un anneau birégulier, G un groupe fini dont
l'ordre est inversible dans A , Si x ¢ A[G] , 11 existe un idempotent
€= 3 aT. » ou les 2, commutent entre eux, et ou ry désigne la somme

1
des éléments d'une classe de conjugaison,
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PROPOSITION 4.4. ¢ Il existe un anneau régulier A vérifiant une

identité standard de degré 2n , qui ne soit pas birégulier,

Soient k le corps & p éléments Z/pZ , n entier non divisible par p.
n pose K = k(g) , oh g est une racine primitive de 1l'unité, (n désigne par

V l'espace vectoriel admettant une base dénombrable (ei)iGN , par I l1ltendo-

morphisme de V défini par f(ei) =ge, pour 1i¢U,

Soit ¢ le groupe multiplicatif engendré par le groupe des translations
T de V et f ., T est indice fini dans G et si € désigne le corps des
nombres complexes, ¢[G] est un anneau régulier qui vérifie une identité
standard de degré 2n , Le groupe G n'est pas localement normal, car f admet
une infinité de conjugués distincts, D'aprés la proposition 3.3%,, C[G] ntest

pas un anneau birégulier,
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