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UNE CARACTERISATION DES ANNEAUX 

REGULIERS A IDENTITE POLYNOMIALE9 

par JVIme A. PAGE 

Dans tout ce q_ui suit A désigne un anneau unitaire de centre Z • 

1 1 annulateur à gauche (resp. à droite) d'un sous-ensemble S de A sera noté 

l(S) (resp. r(s)). On supposera q_ue A vérifie une identité polynomiale non 

triviale p(x
1

, ••• ,xs) = O, p étant un polynôme à coefficients centraux non 

tous nuls. Nous serons souvent amenés à supposer que tout anneau quotient non 

nul de A satisfait une identité polynomiale non triviale ; nous dirons alors 

que A est un anneau quasi-commutatif. Ceci se produit en particulier si l'idéal 

engendré par les coefficients du polynôme p coïncide avec A, dans ce cas on 

dit que l'identité polynomiale p(x
1 

'" •• ,x
8

) = 0 est homomorphigue. 

On sait q_ue si A satisfait une identité polynomiale non triviale, il 

satisfait une identité multilinéaire 

a.X. 
l l 

1 
== 0 ' 

Sd désignant le groupe des permutations de { 1 , ••• ,d} , avec 

a. E: Z ; 
l 

a. /, 0 • 
l 

Nous désignerons par Q l 1 idéal engendré par les coefficients de q_ et le 

coefficient de q indexé par l'élément neutre de 

multilinéaire q(x
1

, ••• ,xd) = O sera dite fidèle 

Sd sera noté 

si n(1(a.); 
l 

a
1

• L'identité 



Dans une première partie on étudie les anneaux semi-premiers quasi

commutatifs: ce sont des anneaux à idéaux singuliers à gauche et à droite nuls, 

dont les enveloppes injectives à gauche et à droite sont des anneaux réguliers 

de Von Neumann, auto-injectifs, de type I - au sens de la théorie des anneaux de 

Baer - (Théorème 1o7)o 

I .Kaplansky a montré que pour un anneau commutatif il est équivalent de 

dire que c'est un anneau régulier, ou qu'il vérifie la propriété (V)~ tout 

module simple est injectifo On sait que dans le cas non commutatif, la propriété 

(v) ne caractérise pas les anneaux réguliers [3]o La seconde partie de ce travail 

a pour but de démontrer le résultat suivant ; 

THEOREJVJE 2o 1 '3o Soit A un anneau quasi-commutatif o Il y a équivalence 

entre les assertions suivantes~ 

(i) A est un anneau régulier 0 

(ii) Tout A-module à gauche simple est in.jectif o 

(iii) Tout idéal bilatère de A est semi-premier 0 

L'équivalence entre les assertions (i) et (ii) a déjà été établie par 

G.O. Michler et OoEo Villamayor [7] pour un anneau affine A (ioeo A est une 

Z-algèbre de type fini et cuest un anneau quasi-commutatif), au moyen de méthodes 

différentes. La troisième partie est consacrée à l'étude directe de ce cas par

ticulier. 

J'adresse mes remerciements à Mo G0 Renault pour ses sombreuses suggestions 0 

I. ANNEAUX SEMI-PREMIERS A IDENTITE POLYNOMIALEo 

Rappelons quel'idéal singulier à gauche de A est luidéal bilatère 1. 

constitué des éléments x tels que l(x) soit un idéal à gauche essentiel dans A. 

LEMME 1.1. Si A est un anneau semi-premier satisfaisa.~t 1uidentité 

multilinéaire q(x
1

,o •• ,xd) = 0, l'idéal Q engendré par les coefficients de 

q est tel que QJ = 0 o 

Il nous suffit de montrer que Q/ = O , ceci entraîne en effet (QJ l = O, 

d'où QJ = 0 puisque 1 1 anneau A est semi-premier. On a pol.ll' tout idéal bilatère 

K de A , r(K) = 1 (K) ; on désignera par complément bi.latère un idéal bilatère K 

tel que K = l[l(K)] • 
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Soient y 
1 

, ••• ,Y d E J et y = y 
1 

o •• y d ; supposons Qy 'f O • En modifiant 

éventuellement l'ordre des variables dans q on peut se ramener au cas où a
1 

vérifie a
1
y f O O Posons y

1 
= 1(y

1
), Y

2 
= 1(y

1
y

2
),.oo,Yd = 1(y

1
y

2 
•• oyd) , et 

considérons l'ensemble Q des couples (K,n) où K est un complément bilatère 

et où n est un polynôme multilinéaire à coefficients dans Z: 

= L. (X.X. 

iESk l l1 
avec 

(iii) 1:/x 
1 

E Y 
1

, ••• ,xk E Yk, n(x 
1

, ••• ,xk) E K O Q contient le couple ( O,q) et 

il existe donc (K,n) E Q tel que le degré k de n soit minimumo On posera 

K' = l(K) = r(K) • 

Supposons que k = 1 ; l'unique coefficient a de n vérifie a E Z, 

aY /_ K, aY /_ K => a /. K => aK I f O => aK' n Y f 0 
1 

à gauche essentiel. Or la relation (y
1 

n cxK" )2 c cxK0Y
1 

d ' où Y r'I cxK' = 0 • 
1 

puisque y
1 

est un idéal 

entraîne (y n cxK' )2 = O 
1 

L'hypothèse k = 1 menant à une contradiction, on a k > 1 • 

Pour x 
1 

E Y 
1 

, ••• ,xk E Yk 

n(x
1

, ••• ,xk)y 
1 

•• oYk_
1 

sont dans K O Du autre part ik f k => x. E Yk_1 => 
lk 

X. • •• x. • Y 
1 

•• oY k-
1 

= 0 o On en déduit : 
l1 lk 

cxixi •• oxi )xky 1o.oYk_ 1 E K. 
1 k-1 

L est un idéal bilatère de A et 

d'après ce qui précède: 

donc un complément bilatère. Enfin nous allons montrer que L ne contient pas 

al . Remarquons tout d I abord que Yky 
1

• 0 .yk_
1 

est un idéal à gauche essentiel dans 

Soit by 
1 

••• y k-
1 

f O , si by 
1 

•• oY k = 0 on a b E Yk d'où 
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idéal à gauche essentiel on peut trouver b' E A avec b 1:by
1 

••• yk_
1 

f O et 

est alors un élément non nul de 

Soit a EL; on a les implications 

K' aYky 1 ° •• yk-1 = O => K' ay 1 • •• yk-1 yky 1° •• yk-1 = O 

=> (K'ay1•·•Yk-1(')YiJ1•••Yk-1)2 = 0 • 

Il en résulte que K' ay 
1 

••• yk_
1 
n Yky 

1 
••• yk_

1 
= O , et en vertu de ce qui précède 

K'ay
1 

••• yk_
1 

= 0. D'où la relation a EL=> ay
1 

••• yk_
1 

E K. Supposons mainte

nant que l'on ait a
1
y EL 

a
1
Y € L => a

1
yA c L => a

1
y.Ay

1 
••• yk_

1 
c K => a

1
y.Ay c K => (Aa

1
y)

2 
c K 

(Aa y )2 
c K => K' (Aa y )

2 = 0 => (K' a y )
2 = 0 => K0 o: y = 0 => a

1
Y E K , 

1 1 1 1 

d'où la contradiction. 

= L a.X . ••• x. 
. i l1 lk l(Sk_ 1 -1 

Si l'on pose , on voit que le 

couple (L,n') est dans Q, ce qui est contraire à l'hypothèse faite sur le 

degré de n. L'hypothèse a
1
y,) O mène donc à une contradiction. 

à gauche 

PROPOSITION 1.2 2 Soit A un anneau semi-premier vérifiant l'une des 

des propriétés suivantes: 

(a) A satisfait une identité multilinéaire fidèle. 

(b) A est quasi-commutatif. 

Alors les idéaux singuliers à gauche et à droite de A sont nuls. 

Compte-tenu de la symétrie, il suffit de montrer que l'idéal singulier 

J est nul. Dans le cas (a) on a r(Q) = O et le résultat est immédiat 

d'après le lemme 1.1. 

L = l(J) = r(J) ; on a 

Plaçons nous dans le cas (b). Supposons J ,) 0 et .posons 

L f 0 et il est facile de voir que l'idéal singulier à 

gauche J' de 1°anneau est essentiel dans B. D'autre part, comme 

l'anneau B est semi-premier et vérifie une identité polynomiale non triviale, 

on sait (lemme 1.1.) que J' admet un annulateur à gauche f O. Or il est 

évident que dans un anneau semi-premier tout idéal à gauche essentiel n'est 

annulé à gauche par aucun élément f O. D'où la contradiction. 



LEMME 1.3 2 Soit A un anneau semi-premier satisfaisant 1 1identité multi-

S = (±) (X. ; j = 1 '° .. ,n) une somme directe 
J . 

d O idéaux à gauche (respo à droite) de A , non nuls, isomorphe.s entre eux. Alors 

on a n < d dans chacun des cas suivants: 

(a) QS f O o 

(b) S c Q o 

(c) L'identité q(x
1 

, •• o,xd) = 0 est fidèle. 

(a) On peut se ramener au cas où l'on a a
1
x

1 
f O. Supposons d ~ n et 

considérons 

et 9 comme la somme 

Posons X = (f)(X. ; j 
J 

I: (X . ; j = 1 , o •• w d) 
J 

est directe 

Xd ( Xd , L_ a. X. • 0 oX. =0 
. :i. :i. id 
:t.(Sd 1 

(L a.x .••• x. )xd = 0 • 
. :i. :i. id 
:t.(Sd 1 -1 

la dernière égalité 

entraîne axd = 0, d'où compte-tenu de l'isomorphisme entre x.,ax=O.Ona 
J 

alors a ( X et ax = 0 => (Aa) 2 = O =>a= 0, puisque l'anneau A est semi

premiero Onadoncmontréquepour x
1 

(X
1

,o.o,xd_
1 

(Xd_
1 

i 

L 
i.(Sd -1 

o o oX. 
J. 
d-1 

= 0 • 

En itérant le raisonnement d-1 fois on aboutit à la contradiction 

a X = 0 o 

1 1 

(b) Comme l'anneau A est semi-premier et comme S n 1 est pas nul on a 

s2 
.;, O • L'inclusion S c Q entraîne alors QS f O et l'on peut appliquer le 

résultat précédent o 

( c) On a r ( Q) = 0 d I où Q S -J O • 

Les définitions suivantes s 0 appliquent à un anneau A ne vérifiant pas 

nécessairement une identité polynomiale. A est dit Li:El, s 8il remplit la condition 

x ( At y ( A, xy = 1 => yx = 1 • 
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Un idempotent e de A est dit abélien si dans 1°anneau eAe les idempo

tents sont centrauxo Si A est un anneau régulier, auto-injectif à gauche~ ceci 

équivaut à dire qu O il n ° existe pas dans Ae d O idéaux à gauche X et Y , isomorphes, 

non nuls et tels que X n y= O [2] o On dit qu'un anneau régulier, auto-injectif 

à gauche A est de type I (au sens de la théorie des anneaux de Baer) si tout idéal 

à gauche non nul de A contient un idempotent abélien j O [9] o On sait [8, corol-

laire 1-2] que A est fini, de type I v si, et seulement si, c 0 est un anneau de 

type I auto-injectif (à droite et à gauche) 0 Enfin 1°indice de nilpotence d 0un 

anneau A est le nombre fini ou non i(A) = sup{k 3 k-1 ; k 
X E: Âp X r o, X = o} 

LEMME 1.4. Soit A un anneau régulier auto-injectif à gauche. Alors 

(a) L 0 indice de nilpotence i(A) est égal à la borne supérieure des 

entiers m tels qu 0 il existe dans A une somme directe de m idéaux à gauche 

(resp. à droite) non nuls v isomorphes entre eux. 

(b) _g___ i(A) est fini, A est un anneau de type I auto-injectif o 

(a) Le résultat est dû à Y. Utumi [11, théorème 3]. 

(b) Soit W un idéal à gauche non nul de A; on peut considérer une 

somme directe d O idéaux à gauche monogènes inclus dans - W , non nuls, isomorphes 
2 entre eux, dont le nombre de termes soit maximumo Soit Ae~ e = e 9 l'un de ces 

idéaux, il est évident que Ae ne contient pas d 0idéaux à gauche non nuls X de 

Y v isomorphes et tels que X nY = O o e est donc un idempotent abélien f 0 
A A 

de W O Par suitev A est de type I o D0 autre part, il n°existe pas dans A de 

sommes directes infinies d 0idéaux à gauche non nuls-isomorphes, et [5P théorème 2] 

Â 
,. 

est donc fini. A est donc bien de type I, auto-injectifo 

Considérons maintenant un anneau A semi-premier qui vérifie l'une des 

conditions suivantes~ A satisfait une identité multilinéaire fidèlep ou A est 

quasi-commutatifo Comme 1°idéal singulier à gauche de A est nul (proposition 1-2), 
A 

1 ° enveloppe injective A de A considéré comme A-module à gauche 9 est un sur-

anneau de A, régulier de Von Neumann, auto-injectif [4] • Nous allons donner des 
A 

précisions sur A. 

THEOREME 125. Soit A un anneau semi-premier à identité multilinéaire 

fidèle de degré d O Alors les enveloppes injectives à gauche et à droite 

de A sont des sur-anneaux de A9 réguliers, auto-injectifs, de type I, 

d 0 indice de nilpotence inférieur à d • 



,. 
Considérons par exemple 1°enveloppe injective à gauche A de A o Les 

sommes directes d 0 idéaux à gauche de A 9 non nuls 9 isomorphes entre eux 9 ont au 

plus d-1 termes (lemme 103, (c))~ et il est évident que 1°anneau Â vérifie 

la même propriétéo Le lemme 104 0 permet alors de conclureo 

Remarquons que si U est un idéal bilatère d'un anneau semi-premier il 

est équivalent de dire que U est un idéal à gauche essentiel. 9 que U est un 

idéal à droite essentiel~ ou que 1 1 annulateur d.e U est nul o Nous dirons que U 

est un idéal essentiel o 

PROPOSITION 1062 Soit A un a1meau semi=premier quasi-commutatif et 
,. 

soit A 1 1 enveloppe injective à gauche de A O Il existe une famille 
,A. 

(h.). I 
l 1( 

d 0 idempotents centraux de A telle gue 

(a) La somme 

(b) Pour tout 

~(Âh. 
1 

i E I 

A 

i E I) soit directe et essentielle dans A 

1°anneau Âh. 
l 

soit d O indice de nilpot·ence finie 

Soit 't, 1 1 ensemble des idéaux bilatères non nuls K de A tels qu Oil 

existe un entier m vérifiant la propriété suivante~ toute somme directe 

d'idéaux à gauche inclus dans Kr non nuls 9 isomorphes entre eux 9 a au plus 

m termes 0 Si Q est l'idéal bilatère engendré par les coefficients d'une identité 

multilinéaire satisfaite par A D on a Q E t (lemme 1o3o 9 (b))o Comme 'S n°est 

i. € I) d'idéaux bilatères appar-pas vide v on peut considérer u.YJ.e famille (K. 
l 

tena.YJ.t à t telle que la somme ~(Ki ; i E I) soit directe et maximaleo Nous 

allons montrer que l'idéal bilatè~e U = ©(K. ; i € I) 
l 

est essentiel dans A 

Supposons que l'on ait V= l(U) f O et posons L = l(V) o L'anneau A/L est un 

anneau semi-premier à identité polynomiale non triviale et d 0 après le lemme 10 30 v 

il contient un idéal bilatère non nul Q' tel que le nombre de termes de toute 

somme directe d 1 idéaux isomorphes non nuls de Q 1 
9 soit borné par un entier m o 

Soit W 1°idéal bilatère de A contenant L tel que w/
1 

= Q 0 P posons 

WoV = K. K est un idéal bilatère de A, non nul puisque l'on a; 

Q 
O 

/: 0 => W /., L => W r/. L => WV /: 0 o 
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D1 autre partP considérons un idéal S = ©(X. ; j = 1 Poo o ~k) somme directe 
J 

d 0idéaux à gauche X. -/, 0 1 inclus dans 
J 

K ~ isomorphes entre euxo Si X. 
J 

désigne 

sont 1°image de X. 
J 

dans A il est immédiat de vérifier que les idéàux /1 ' X. 
J 

isomorphes et que leur somme est directe; on a donc k ~ m o Ceci montre que 

1°idéal K appartient à et contredit la maximalité de la famille (K. ; iEI). 
1. 

Pour tout i E: I 
' 

lu enveloppe injective de K. considéré comme A-module à gauche 

se met 

que la 

1. 
,., 

"' sous la forme Ah. où h. est UJl idempotent central de Ao Il est évident 
J. 1. 

famille (h. ; i E: I) vérifie les propriétés (a) et (b) de la proposition. 
1. 

THEOREME 12 72 Soit A un anneau semi-premier guasi=commutatif ; alors 

(a) Les enveloppes injectives à gauche et à droite de A sont des sur

anneaux de A w réguliers 2 de type I ~ auto-in,iecti.fs o 

(b) Il n°existe pas dans A de sommes directes infinies dnidéaux à 

gauche (resp 0 à droite) non nuls isomorpheso 

(a) Luenveloppe injective à gauche "' A de A est extension essentielle 

d.0 une somme directe d 0 anneaux finis de type I (proposition 1o6, lemme 1o4)o Il 
"' est alors immédiat de vérifier que A est lui-même un anneau fini, de type I. 

(b) Il suffit de remarquer que dans " A , il n ° existe pas de sommes direc-

tes infinies d'idéaux à gauche non nuls isomorpheso 

Remarques, exemples 2 problèmes o Les r.ésul tats que nous avons établis 

pour les anneaux semi-premiers à identité multilinéaire fidèle valent pour les 

anneaux semi-premiers à identité polynomiale homomorphique d O après le lemme 

suivant 

LEMME 12 8 2 Un anneau A semi-premier à identité polynomiale homomor

phique vérifie une identité standardo 

La propriété découle immédiatement du fait que A est plongé dans un 

anneau de matrices à coefficients dans un anneau commutatif [1, démonstration 

du théorème 12] o 



Dans le cas particulier où le centre de A est un anneau régulier~ le 

lemme 10 8 admet une réciproque que nous serons amenés à utilisero 

LElVIME 1 0 ,9_0 Soit A un anneau à identité multilinéaire fidèle 

q(x 19.o•~xd) = 0 o Alors si le centre Z de A est un anneau régulier, cette 

identité est homomorphique. 

Soit Q l 1 idéal engendré par les coefficients 

dvoù ~za. = Z, ce qui entraîne Q = Ao 
l 

a. de q • On a nl(a. )=0 
l l 

Soit F U.""l corps commutatif ; cor..sidérons le sous-anneau A du produit 

TT lVl (F) constitué des éléments (x) vérifiant la condition suivante 
n = 1 

n 

.J~ E F D ] p ~ tels que 

n 

n >,.. p =) X = ç, o n 

Posons pou.t' tout entier i 9 h. = (x) 
l n avec x. = 1 9 

l 
x = O si n -/:-i n 

Lu anneau A est un anneau semi=premier qui vérifie 1 u identité polynomiale non 

triviale h (xy-yx) = O O A ne satisfait pas duidentité polynomiale homomorphigue 
1 

sinon en effet pour tout entier n~ M (F) 
n 

vérifierait une identité polynomiale non 

triviale de degré d indépendant de n 9 et il est bien connu que eeci est impos

sible. Le centre Z de A est le sous-anneau de FN* constitué des éléments (~n) 

satisfaisant 

J~ E F~ ]p 1 tels que n ~ p => ç, = I; n 

et cuest donc un anneau régulier (en fait A est lui~même un anneau régulier). 

Par suite (lemme 1.9) A ne vérifie pas duidentité multilinéaire fidèle. 

Enfin A est un anneau quasi-commutatif g soit K un idéal bilatère de 

A, K f- A o S'il existe n tel que K ne contienne pas 

standard de degré 2n) ; sinon A/K est un sous-anneau de A/@ lVI (F) qui, 

n 

isomorphe à F , est commutatif. 



Les enveloppes injectives à gauche et à droite de A sont égale à 
00 

Â = TT Mn (F) g et si M est un idéal bilatère maximal de 
n=1 

A 

A contenant 

00 

(±) M (F) 
n 

1°anneau 
A 

A/M est un anneau régulier auto-injectif qui n ° est pas de 
n=1 

§,, 

type I [8] 0 On en déduit que A n°est pas un anneau quasi-commutatif 

( théorème 1 0 7 L On voit donc qu I il existe des anneaux quasi=commutatifs dont 

l'enveloppe injective à gauche (ou à droite) n°est pas un anneau quasi-commutatifo 

On peut néanmoins se poser les problèmes suivantso 

Soit A 1L'l axmeau semi-premier à identité multilinéaire fidèle 9 alors 

L A admet-il même enveloppe injective à gauche et à droite ? 
"· IL L I enveloppe injective A de A est-elle m1 anneau à identité 

polynomialet et vérifie=t 1 elle les mêmes identités polynomiales que A? 

On sait répondre par l 1affirmative à ces deux questions lorsque A est 

un anneau premier [ 1 ~ théorème 7] o Nous allons mettre en évidence 11ll autre cas 

dans lequel ces propriétés sont vérifiéeso 

Un anneau de Zorn est un anneau tel que tout idéal à gauche ( ou à droite v 

c O est équivalent) qui n ° est pas un nilidéal contienne un idempotent non nul o On 

voit facilement qu 0 un anneau de Zorn semi~primi tif est un annea-J_ tel que tout idéal 

à gauche ~ O contienne un idempotent ! O D et 1 1 anneau est alors semi-premier à 

idéaux singuliers à gauche et à droite nuls 0 

Un anneau réduit est un anneau sans éléments nilpotents non nuls. Un tel 

axmeau est lui aussi semi-premj_er à idéaux sj_nguliers nuls~ de plus pour tout 

élément x on a l(x) = r(x) et les idempotents sont centrauxo 

LEMME 1o 1 Oo Soit B un anneau de Zorn réduit d O enveloppe injective à 

gauche B et soit m un entier 0 Alors si 1°anneau de matrices M (B) vérifie 
m 

une identité polynomiale 2 JIil (Ê) vérifie la même identité polynomialeo 
m 

Supposons que M (B) 
m 

satisfasse l'identité 

considérons y
1

~ooopY E M (B) o L 0 ensemble 
n m 

T des coefficients de Y 1 Do o o ,Y n 



est fini et il existe donc un idéq,]_ à gauche X essentiel dans B tel que 

a ET=> Xa c Bo Soit e un idempotent de X e est central et il s 0 identifie 

naturellement à un idempotent de M (B) 0 On voit facilement que 
m 

p( ey 
1 

,. o • , ey ) = e p(y 
1 

, o •• ,Y ) 
n n 

et comme ey 
1 

, o o o ~ ey n sont dans M (B) 
m 

on en 

déduit que ep(y
1

, •• o~yn) = 0. Dans l'anneau de Zorn réduit B, X est extension 

essentielle d'une somme directe ©(BeÀ.; À E A) d 0idéaux à gauche engendrés par 

des idempotents e • Si 
À, 

a est un coefficient de la matrice p(y 
1 

P o o • ,Y n) , on 

a pour tout À. E: A , \a= O ~ d'où (© B\,)a = O o Or, 1 1 anneau B est à 1 1 idéal 

singulier à gauche nul, et l 1 idéal à gauche © (BeÀ, À. E A) est essentiel dans B 

lgétude précédente montre donc que tous les coefficients de la matrice p(y
1

,.oovYn) 

sont nuls. D'où le résultato 

On a d 0 autre partv la propriété suivanteo 

PROPOSITION L11o [Go RENAULT, 8, Proposition 208]0 Soit A un anneau de 

Zorn semi-primitif dont 1°enveloppe injective à gauche A est un anneau 

fini de type L Alors il exi.ste une famille 

centraux de A telle gue; 

(u. v i E: I) d'idempotents 
l 

(a) Pour tout i E Iv Aui soit isomorphe à un anneau de matrices 

M (B.) sur un anneau de Zorn réduit B. 0 

m l l 

(b) Â soit isomorphe à 1°anneau produit 

" De plus A est également l'enveloppe injective à droite de A o 

Si en outre 1uanneau A vérifie une identité polynomiale, tous les 

" anneaux Au. la vérifientv et par suite si B. désigne 1°enveloppe injective à 
l l 

gauche de B. (B. 
l l 

admet en fait même enveloppe injective à gauche et à droite)v 

M (Ê.) 
n l 

"' = Au. 
l 

vérifie la même identité polynomiale que A o DI où la ; 

PROPOSITION 10122 Si A est un anneau de Zorn semi-primitif à identité 

multilinéaire fidèle; alors 

(a) 

(b) 

"' A admet même enveloppe injective à gauche et à droite A • 

Â vérifie les mêmes identités polynomiales gue A. 



Remarque ; On con..nai t des anneaux non semi-premiers à idéaux singuliers 

à gauche et à droite nuls, satisfaisant une identité standard 9 et qui n I ad.mettent 

pas même enveloppe injective à gauche et à droite ~ soit A 1 'anneau des matrices 

triangulaires(: :) où b etc décrivent le corps des réels et où a décrit le 

corps des rationnels. A est artinien à d.roite et considéré comme A-module à gauche 

et il est de dimension de Goldie infinieo Il admet 1 1 anneau de matrices JVI/IR.) 

comme enveloppe injective à droite, alors qu'à gauche son enveloppe injective est 

d.e dimension infinieo 

,' 

IL ANNEAUX REGDLIERS A IDENTITE POLYNOJVIT ALEo 

On entendra par anneau g".1asi-simple D un anneau A dont les seuls idéaux 

bilatères sont O et A 9 par anneau simple un anneau artinien quasi-simple 0 

Un V-anneau à gauche est un anneau A tel que tout A-module à gauche 

simple soit injectifo Les V-anneaux et les anneauA réguliers qui dans le cas commu

tatif constituent la même classe ont dans le cas général des propriétés communes. 

LEJVIJVIE 2oL Soit A un anneau qui est un V-a.nneau à gauche (respo à droite) 

ou un anneau régulier; alors 

a) tout idéal à gauche (respo à droite) est idempotento 

b) le centre de A est u."".l anneau régulier 0 

a) La propriété est évidente :pour un anneau régulier 9 pour un V-anneau à 

gauche (respo à droite) elle a été démontrée par G0 0o JVIichler et OoEo Villamayor 

[7 9 Corollai.re 2o2o] o 

En particulier 9 les idéaux bilatères de un V-anneau à gauche ou à droite~ 

ou d 'u.."'l a."'lneau régulier sont idempotents 

idéaux bi.latères sont semi-:premierso 

il revient au même de dire que les 

LEJVIME 2 2 2 2 Le centre a_ 1un anneau dans lequel tout idéal bilatère est semi

premier 9 est un anneau régulier o 

On pourra se reporter :par exemple à Go Oo JVIichler et O0 E 0 Villamayor 

[7, démonstration du lemme 2 0 3.J. 

Un anneau birégulier A est u..~ anneau tel que pour tout élément x E A 9 

1 ° idéal bilatère (x) soit engendré par un idempotent central. 



Un idéal à gauche d 1un anneau A est irréductible s'il n 8 est pas l'inter

section de deux idéaux à gauche qui le contiennent strictemento 

PROPOSITION 2o '39 Soit A un anneau dans lequel les idéaux à gauche sont 

idempotents; si X est un idéal à gauche irréductible, le plus grand 

idéal bilatère P inclus dans X est un idéal premier o 

Nous allons montrer que si Y et Y0 sont deux idéaux bilatères de A 

vérifiant yny c P vils sont tels que (Y+X) rl (Y0+X) = X o Soit 

a= y+x = yo+xu , y E: y~ yü t yo V x,x 9 E: X . On a yu a = yo (y+x) V d 0 où 

Y0 a c X 0 racX => yu (y o +x c ) c X => yu yu ex => (Ayu )2 c: X 0 Comme 

(Ayo )2 = Ayu 
j on en déduit y0 E: X 9 soit a E: X 0 On a donc X = Y+X ou 

X= Y1 +X, soit Y c X ou yu c X 9 et P étant le plus grand idéal bilatère 

inclus dans X , ceci entraîn.e Y c P ou yu c P o 

PROPOSITION 2o4 2 Soit A un anneau guasi-commutatiL .Alors si A est 

un anneau régulier ou birégulier 2 les idéaux à gauche (respo à droite) 

irréductibles sont maximaux 0 

Soit, par exemple X un idéal à gauche irréductible de A et soit P 

le plus grand idéal bilatère inclus dans X; 1°anneau vérifie les 

mêmes hypothèses que A o Nous allons montrer que B est un anneau simple, ce 

qui suffit pour conclure g tout idéal à gauche irréductible de B est maximal 

et X est donc un idéal à gauche maximal dans A o Si A est régulier d 0 après 

la proposition 2 0 309 B est un anneau premier~ comme c'est un anneau à identité 

polynomiale non triviale il admet un anneau de fractions simple Q (1~ théorème 7), 

mais comme B est régulier on a B = Q v d'où le résultato Supposons maintenant 

A birégulier 9 X désignera 1 1 image de X dans B; soit h un idempotent 

central de B O On a (X+Bh) n(X+B(1-h)) =X, et comme X est irréductible 

Bh c X ou B(1-h) c X o Compte tenu de l'hypothèse faite sur P on a alors 

h = O ·ou h = 1 o B est birégulier et l 1 on a pour tout x E: B, (x) = 0 ou 

(x) = 1 , il en résulte que B est quasi-simpleo Comme c 0 est un anneau à identité 

polynomiale non triviale il est simple o 

COROLLAIRE 2 9 5 o Si A est un anneau quasi-commutatif ou birégulier alors 

A est un V-anneauo 
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Soient S un A-module à gauche simple, E( s) son enveloppe injective ; 

pour tout x E: E(s) , l(x) est un idéal à gauche irréductible et (proposition z.4) 

Ax est donc un module simple. On en déduit 1 1 inclusion E(S) c S , et S est bien 

injectif. 

Nous allons maintenant étudier la réciproque-0 

PROPOSITION 2 2 6. Soit A un anneau quasi-commutatif dans lequel tout 

idéal bilatère est semi-premier ; on a les propriétés suivantes ; 

(a) Tout élément x E: A tel gue l(x) = O (respo r(x) = 0) est 

inversible dans A 0 

(b) Pour tout idéal premier P de A 9 A/P est un anneau simple 0 

(c) A est un anneau semi-primitif. 

L'assertion (a) résultera des lemmes suivants. 

LEMME 2o7o Soit A un anneau à identité polynomiale non triviale. Pour 

tout élément x E: A 9 il existe un entier k >,.. 1 tel que .Axk+l(xk) contienne 

un idéal bilatère non nul 0 

Cette propriété établie par SoAo Amitsur [1, théorème 9] lorsque A est 

un anneau premier est valable pour un anneau A quelconque ; A satisfait une 

identité multilinéaire non triviale et l'on peut donc considérer un polynôme 

multilinéaire p(x
1 

iooo 9xs) à coefficients dans Z de degré s minimum, tel 

qu'il existe un idéal .Axk, k >,. 1 vérifiant l'identité p(x
1

,"°.,xs) = 0 o 

k ( k Si s = 1, il existe a E: Z , a f O et k ~ 1 tels que a.Ax = O; 1 x) 

contient alors l 1idéal bilatère non nul Aa • Si s > 1 , on peut écrire ; 

en supposant de plus 
0: 1 I= 0 0 Comme le degré 

peut trouver t A tels que L Y1,•••Ys-1 
iE:S 

s-1 

de 

+L 
iE:S 

s 

i /:-s 
s 

p a 

a.Y. X 
J. J.1 

été choisi 

2k 
• •• y i 

s-1 

X. 
J. 

s 

minimum, 

2k 
soit X 

on 

un 



élément et la 

relation entraîne d one 
k 2k 

akx. c .A:x • Il en résulte q_ue 1 1 idéal bilatère 

engendré par a est inclus dans .Axk+l(xk) 0 Ceci achève la démonstration du 

lemme. 

LEMME 2.8. Soit A un anneau quasi-commutatif et x E A tel q_ue 

l(x) = 0. Alors si tout idéal bilatère inclu~ dans .Ax est égal à son carré 1 

~ .Ax = A • 

Soit K le plus grand idéal bilatère inclus dans .Ax; supposons q_ue 

l'on ait K f A. L 1 anneau B = A/K vérifie une identité polynomiale non tri

viale et l 2 idéal à gauche Toc engendré par l'image de x dans B ne contient 

pas d 9 idéal bilatère non nul. D'après le lemme 2.7. l 1 annulateur à gauche l(x) 

de x dans B est différent de zéro. Posons l(x) = X/K où X est un idéal à 

gauche de A contenant K • On a X ,j: K 9 K = Xx • L'égalité K2 = K entraîne Xx. 

Xx = Xx et comme l(x)=O, XxX = X 

XxX =X=> KX =X=> X c K =>X= K ~ d'où la contradiction. 

Le (a) de la proposition 2.6. se démontre alors immédiatement : si l(x) = 0 

x est inversible à gauche, et comme A est un anneau fini(§ I) x est inver

sible dans A • 

(b) Soit P un idéal premier de A, en appliq_uant le (a) à l'anneau A/Pon 

constate q_ue ce dernier coïncide avec son anneau total de fractions, et c~est 

donc un anneau simple [ 1 1 théorème 7]. 

(c) D'après le (b) tout idéal premier de A est un idéal bilatère maximal 

et le radical de Jacobson R de A coi'ncide donc avec le radical premier. Comme 

1nanneau A est semi-premier on a R = 0. 

Un idéal bilatère K d 1 un anneau A est dit régulier si pour tout 

x EX il existe a E A (ou a E K, c'est éq_uivalent) tel q_ue x = xax • 

LEMME 2.9. Si A est un anneau réduit q_uasi-commutatif et si K est 

un idéal bilatère de A tel que tout idéal bilatère inclus dans K soit iQem

potent, alors K est un idéal régulier. 



Soit x E K; posons B = A/l(x) , l'image x de x dans B n 9 est pas 

diviseur de zéro (ax E l(x) => a:x:
2 

= 0 => xax = 0 => (ax:)2 = 0 => ax = O 

=> a E l(x))o Nous allons montrer que tout idéal bilatère inclus dans Bx est 

égal à son carréo Soit L un idéal bilatère de A vérifiant l(x) c L c Ax+l(x), 

comme Ax n1(x) = 0 on a L = L nAx © l(xL (L nAx)l(x) = û =>Ln Ax c l[l(x)], 

et l[l(x)] n1(x) = O => L élAx = L nl[l(x)]. L f"tAx qui est un idéal bilatère 

inclus dans L , vérifie (L f"tAx) 2 =Ln Ax o On a donc L c 12 + l(x) d'où 

2 
1/l(x) = [L/l(x)] • 

On peut alors appliquer à B et x le lemme 208. 

que 1-ax E l(x) = r(x) , soit x = xax o 

il existe a E A tel 

COROLLAIRE 2.10 2 Un anneau réduit quasi-commutatif dans lequel tout idéal 

bilatère est semi~premier est un anneau régulier. 

LEMME 2 2 11 o Soit A un anneau quasi-commutatif semi""'premier ; alors tout 

idéal à gauche X -f, O contient un élément x tel que 1 8 anneau des endomorphismes 

End Ax soit un anneau réduit et tel que r(1-x)x ne soit pas nulo 

" Soit Â l 8 enveloppe injective à gauche de A o L 1 enveloppe injective X 

de X contient un idempotent abélien e-/= O ~ et 1 1anneau des endomorphismes de 
A A 

Ae isomorphe à 1 8 opposé de 1 1 anneau eAe est un anneau réduit [ 2, proposition 0 0 1] 
A 

Comme A est semi-primitif on peut trouver x E AenA tel que r(1-x) -f, O. En 

effet dire que r( 1-y) = 0 équivaut à dire que 1-y est inversible (prop 0 2. 6.) 
A 

et cette propriété ne peut être satisfaite par tout élément de Ae nA o On a 

de plus 

r( 1-x) f O => xr( 1-x) -/= 0 => AxAr( 1-x) -/= 0 Ar( 1-x)Ax -/= 0 => r( 1-x)x -/: O. 

Il est alors évident que x répond aux conditions du lemme puisque End Ax sous-
A 

anneau de End Ae est un anneau réduit 0 

PROPOSITION 2o 122 ~ A un anneau à identité polynomiale standard dans 

lequel tout idéal· bilatère est semi-premier ; alors 

( a) Si x E A est tel que End Ax soit un anneau réduit. pour tout 

a E r( 1-x) , Aax est un idéal à gauche engendré par- un idempotent 0 

(b) A est un anneau réguliero 



(a) Nous allons déduire la propriété du lemme 2 09. Posons ~=End .Axo 

Soit cp E 53 défini par cp(x) = x 2 0 Comme ~ est un anneau réduit r( 1-cp) est 

un idéal bilatère lJ de ~ • On constate q_ue tout idéal bilatère inclus dans J 

est égal à 

( 1-cp)f = 0 

son carré soit 

9 d ' où f = cpf cp 

f E J 
soit 

; posons 
2 

ax = xax 

f(x) = ax • On a f(1-cp) = O, 

Par hypothèse 1 ° idéal bilatère (ax) 

est idempotent et 1°on peut donc trouver a:i' si, Yi E A, i = 1,0009n 'tels que 

n 
ax = ~ a;. axs. axy. soit 

l:---i].]. 
J.=1 

n 

ax = L. Xa;i axsi axyix • 
i=1 

Soient pour tout les endomorphismes de .Ax définis par 

g. (x) = Xa;.X~ h. (x) = xs.x9 k. (x) = xy.x o On a 
l l l J. l ]. 

n 
ax = L_ k. fh. fg. (x) 

. l l l 
. J.=1 

n 
d'où f = .L_ k. fh. fg. • 

. l l l 
J.= 1 

f appartient donc à et 1 1 égalité (f) = (f) 2 en résulteo 

D1 autre part 1 1 anneau ~ est quasi-commutatif, plus précisèment 1 ° opposé 

<[S de 1 1 anneau ~ vérifie les mêmes identités polynomiales q_ue A , et en parti

culier une identité standardo Il suffit en effet de remarquer que si f
1

, 0. 0 ,fk 

sont des endomorphismes de .Ax tels que f
1
(x) = a

1
x 9 ••• 

f 1 ••• fk(x) = ~ .... a 1x o 

On peut donc appliquer le lemme 2.9. à 1°anneau &., et à l 1 idéal ~ et n 
est un idéal régulier. Considérons alors a Er( 1-x) et f E 19.> défini par 

f(x) = ax = xax of est un élément de ~ et par suite il existe g E J tel 

que f = fgf o Posons g(x) = bx = xbx O 1°égalité f = fgf entraîne ax = axbax 

et 1°idéal à gauche Aax est engendré par l'idempotent b.a.xo 

En rapprochant le lemme 2o11o de ce q_ui précède, on voit que tout idéal 

à gauche f O de A contient un idempotent # 0 o A est un anneau de Zorn semi

primitif. 

(b) A contient un idéal bilatère régulier ! 0. La proposition 1011 0 

montre que A contient un idempotent central non nul u tel que Au soit iso-

morphe à un anneau de matrices M (B) 
n 

sur un anneau de Zorn réduit B o 



B satisfait les mêmes identités polynomiales que Au, et donc les mêmes que A, 

et dans B tout idéal bilatère est évidemment semi-premier O D 1 après le lemme 2 .11 

B est un anneau régulier et Au = .M (B) est un idéal régulier de A • 
n 

Comme tout anneau quotient Cf O de A vérifie les mêmes hypothèses que 

A~ on en déduit que C contient un idéal bilatère régulier f O. On sait [6, 

théorème 23] qu u il existe dans A un idéal bilatère 'l'T\, tel que '"Tl\. soit régulier, 

et tel que A/m. ne contienne pas d'idéaux bilatères réguliers non nuls. D1 après 

ce qui précède ceci implique A= m 

THEOREME 2. 13. Soit A un anneau quasi.a.commutatif il y a équivalence 

entre les assert.ions suivantes ~ 

est un anneau régulier. (i) A 

(ii) A est un V-anneau à gauche (respo un V-anneau à droite. resp. un 

V-anneau). 

(iii) Tout idéal bilatère de A est semi-premier. 

Les implications (i) => (ii) et (ii) => (iii) résultent du corollaire 

2.5. et du lemme 2.1. 

(iii) => (i) Ici encore il suffit de démontrer que A contient un idéal 

bilatère régulier ~ O O Soit Q l 9 idéal bilatère engendré par les coefficients 

d 1 une identité multilinéaire satisfaite par A. Il est évident que l'anneau 

A/l(Q) est à identité multilinéaire fidèle, et comme le centre de cet anneau est 

régulier (lemme 2o2o) A/l(Q) vérifie une identité polynomiale homomorphique 

(lemme 1.9.) et par suite une identité standard (lemme 1.8~). A/l(Q) est donc 

un anneau régulier (proposition 2.12) et l'on en déduit immédiatement que Q est 

un idéal régulier de A. 

COROLLAIRE 2. 14. Un anneau A birégulier quasi-commutatif est un anneau 

régulier. 

On sait en effet que c 1 est un V-anneau (corollaire 2.5.). La réciproque 

est vraie si A est une Z-algèbre de type fini [7, théorème 6.3.J. 

Problème. Dans le cas général un anneau régulier quasi-commutatif est-il 

un anneau birégulier? 



IIL ANNEAUX AFFINES REGULIERS. 

Les démonstrations de ce paragraphe ont été trouvées en collaboration 

avec Go Renaulto 

A est un anneau affine si c 1 est une Z-algèbre de type fini et si c 1 est 

un anneau quasi-commutatifo 

LEMJVIE '30 1 9 Soient M un idéal maximal du centre Z de A 9 

local.isé de A en M , ZJVl le localisé de z en M ' (M) 1 1 idéal 

engendré par M dans A o Alors 

(a) Le centre C de AM est égal à ZM o 

A le 
M-

bilatère 

(b) Si z est un a.nneau régulier 9 les anneaux ~ et A/(M) sont 

isomor:ehes o 

(a) On a évidemment ZJVI c C o Soit x/s E: C ~ x E: A 9 s E: Z-JVI 9 pour tout 

y€ A 9 il existe Y 1 Po. o ,Y n 

éléments engendrant la z-algè bre A et so.ient t 
1 

i o 0 o v tn E: ·z-JVI tels que : 

t E: Z=M tel que t(xy-yx) = O 0 Désignons par 

t. (xy.-y.x) = 0 o 
J. l l 

On voit facilement que 1 1 élément ~ = t ooo t vérifie 
1 n 

On a donc ~XE z j d 0 où XE ZM O 

(b) Il suffit de remarquer que (M) = {x E A 3 s € Z-M' SX = 0} 0 

des 

Si A est un V-anneau à gauche 9 Z est un anneau régulier (lemme 2 .2.) 

et d'après le (a) du lemme 30109 on est ramené à 1°étude des anneaux affines 9 qui 

sont des V-anneaux à gauche et dont le centre est un corpso Nous allons montrer 

qu 1un tel anneau est un anneau simpleo Les propositions suivantes ne· supposent pas 

que 1 1 anneau A vérifie une identité polynomialeo 



PROPOSITION 3. 2. Soit A un anneau semi-premier à idéal singulier à gauche 

" nul dont 1uenveloppe injective à gauche A est un ann%au fini de type I. 

Il y a équivalence entre les assertions suivantes g 

(i) A est un anneau de Goldie 0 

(ii) A satisfait la condition de chaîne ascendante sur les annulateurs 

à gauche (ou à droite)o 

(iii) Toute somme directe d'idéaux bilatères non nuls de A n 1 a gu 1 un 

nombre fini de termeso 

(i) => (ii) 0 Par définition duun anneau de Goldie. 

(ii) => (iii). 1uimplication découle immédiatement du résultat suivant 

facile à démontrer: Si K et K' sont deux idéaux bilatères de A tels que 

K ri K1 = 0 9 on a l[l(K)] n l[l(Ku )] = 0 • 

,A 

Dans 1 1 anneau Aw il n 1 existe pas de famille infinie d'idem-
A 

potents centraux orthogonaux 9 et par conséquent [8P corollaire 12] A est un 

produit fini d'anneaux de matrices M (B.) sur des anneaux réguliers réduits Bio 
n. l 

l 

Pour tout i les sommes directes duidéaux bilatères non nuls de B. ont un nombre 
J. 

fini de termesj et comme dans un anneau réduit tous les idéaux sont bilatères 9 B. 
J. 

" est un anneau semi-simple ; A est donc lui-même un anneau semi-simple. A est un 

anneau semi-premier à idéal singulier à gauche nul dont l 1 enveloppe injective à 

gauche est un anneau semi~simple 9 il est alors immédiat de vérifier que cuest un 

anneau de Goldie. 

PROPOSITION Jo2k Soit A un V-anneau à gauche (ou à droite) gui est un 

ari.neau de Goldie à gauche 2 alors tout idéal bilatère I de A est tel 

que I (±) 1 ( I) = A o 

Considéré comme idéal à gauche I@ l(I) est essentiel dans A 9 il contient 

donc un élément-régulier a. Si A est un V-anneau à gauche on a (Aa) 2 = Aa 9 et 

comme a n I est pas diviseur de zéro A = (a) , du où le résultat 0 

COROLLAIRE 3. 4. Un anneau affine A gui est un V-anneau à gauche ( ou à 

droite) et dont le centre est un corps. est un anneau simple. 



A est semi=premier (lemme 2o1.) et vérifie une identité polynomiale à coef~ 

ficients d.ans le corps Z o A est donc plongé dans un anneau de matrices à coeffi

cients dans un anneau commutatif [1, démonstration du théorème 12] 0 On peut alors 

démontrer q_ue A vérifie la condition de chaîne ascendante sur les annulateurs 

[10, démonstration du lemme 2]o C0 est donc un anneau de Goldie (proposition 3 0 2) 

et les idéaux bilatères sont facteurs directs (proposition 30 3) 0 Comme Z est un 

corps P les seuls idempotents centraux de A sont O et 1 9 et A est donc q_uasi

simple o Comme .A satisfait une identité polynomialep c 0 est un anneau simple et 

en vertu du lemme 3o1o on a le 

COROLLAIRE 3o54 Soit A un anneau affine gui est. un V-anneau à gauche 

ou à droi.te a· pour tout idéal maximal JVI du centre 2 (JVI) est un idéal 

bilatère maximal de A 0 

Ceci va nous permettre de donner une démonstration simple du résultat de 

GoOo JVIichler et O.Eo Villamayor [7] o 

THEOREME 32 6. Pour un anneau affine. 71 y a équivalence entre les 

assertions suivantes g 

(i) A est birégulier o 

(ii) A est régulier. 

(iii.) A est un V-anneau à gauche ~respo un v.:.anneau à droite 2 

un V=anneau). 

(iL (ii) => (iii). D0 après le corollaire 2.5. 

res12. 

(iii) => (i). Soit x E A 9 nous allons montrer q_ue (x) est engendré par 

ux1 idempotent central h • Si (x) = A~ h = 1 • Si (x) f A : (x) est inclus dans 

un idéal bilatère maximal P. JVI = P fi Z est un idéal maximal du centre 9 et 1 1 on 

a (M) c P ~ soit (corollaire 3.5J (JVI) = P • Comme (JVI) = [x E A Js f Z-JVI~ 

sa= o} , on peut trouver un idempotent central k / JVI tel q_ue kx = Op h = 1-k 

est alors un idempotent central vérifiant Ah f A, (x) f Ah O Posons l[(x)] = L, 

et appliq_uons le résultat précédent à l'anneau B = A/L o L'image (x) de (x) 

dans B est un idéal essentiel et il ne peut donc être inclus dans un facteur 

direct propre. Par suite 9 on a (x) = B , d 1 où (x) (f) L = A , et (x) est engendré 

par un idempotent central. 
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(iii) => (ii). Il est facile de voir que l'intersection nulle, l'intersec

tion des idéaux (M) où M décrit l'ensemble des idéaux maximaux du centre est 

nulle., Et 1°on peut donc trouver M tel que x / (M) • Comme A/(M) est un anneau 

simple il existe a E A tel que x-xax E (M) 1 et il existe un idempotent central 

hi M tel que h(x-xax) = 0 

h i M , x i (M) => hx -/: 0 => hax -/: 0 , et hax est un idempotent non nul 

de Ax. • 

Ceci montre que A est un anneau de Zornv on conclut alors comme dans le 

§ II (proposition 2a12, (b)). 

Remarques: Les anneaux réguliers à identité polynomiale homomorphisme sont 

caractérisés par le fait qu'ils sont des V-anneaux 9 ou encorè que tout idéal à gauche 

ou à d.roi te irréductible est maximal. On sait que dans le cas général il existe des 

V-anneaux qui ne sont pas réguliers [ J .Ha Cozzens, 3] 9 mais 1 1 on peut se demander si 

un anneau dans lequel les idéaux irréductibles sont maximaux est un anneau régulier 

(dans le contre-exemple de J 0 H0 Côzzens, 0 est irréductible à droite et à gauche, 

et il n'est maximal ni à droite ni à gauche)., 

D'autre part, on sait aussi qu 0 il existe des anneaux réguliers qui ne sont 

pas des V-anneaux à gauche [7]" On a cependant le résultat suivant qui est une 

conséquence immédiate de la proposition 2. 3. 

PROPOSITION '32 7. Soit A un anneau dans lequel les idéaux à gauche sont 

idempotents; alors si pour tout idéal bilatère premier est un 

anneau simple, les idéaux à gauche irréductibles sont maximaux. 
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I.1. PRELIMINAIRES. 

Il est bien connu des géomètres algébristes que l'étude d'un schéma X est 

plus ou moins équivalente à 1 'étude d'un foncteur F: ;;t'-,.? , où ut' désigne la 

catégorie des anneaux commutatifs (associatifs, unitaires, non réduits à 1 1 élément 

0 (i.e. 1 -/, o)) et t désigne la catégorie des ensembles. Cette correspondance 

est la suivante 

Au schéma X on fait correspondre le foncteur F qui à l'anneau 

associatif A associe 1 1 ensemble F(A) =-&:t(spec(A),X)(*)_ 

Inversement, au foncteur F on associe un schéma X dont l'ensemble 

sous-jacent !xi 
!xi = 

est défini par 

lim F(K) • 

KE~ 

On dira que Jxj est l'ensemble sous-.jacent au foncteur F. On peut mettre 

sur j xj une topologie et un faisceau structural © X ( voir par exemple [ 6]), mais 

nous ne nous préoccuperons pas ici de ce;§ structures supplémentaires 6 

On vérifie facilement que, dans la correspondance ci-dessus, le schéma affine 

Spec(A) correspond exactement aù foncteur représentable V't(A,-) :*..:.;. G (B ~ ~(A,B)) • 

( *) Si '& est une catégorie et si X, Y sont deux objets de 'g , on notera 

"g(x,Y) 1 1 ensemble des morphismes u:X-,. Y dans 't; . 



Il est donc naturel d'aborder la construction du spectre d 1 un anneau non 

commutatif A en considérant la catégorie 0t:,' des anneaux (associatifs, unitaires, 

avec 1 /= o) puis en construisant un "ensemble sous-jacent" au foncteur représen

table m,u (A,-): of,, - t 

I.2. ENSEMBLE SOUS-JACENT A UN FONCTEURo 

Il se trouve que 1' on sait construire pour toute catégorie 'f5 et pour tout 

foncteur F: '@- '8, un "ensemble sous-jacent" 1 Fi au foncteur F o Cette construc

tion est fonctorielle en F et jo.uit de nombreuses propriétés qui sont détaillées 

dans [ 4] • Nous allons ici simplement donner quelques indications générales ainsi 

que la description explicite de !FI lorsque F est un foncteur représentable. 

Soit donc 'f; une catégorie quelconque et soit F: 'G'- G un foncteur o On 

considère l'ensemble (*) des sous-foncteurs de F (on dit que Sc F est un 

sous-foncteur de F si 9 pour tout objet X de ~ , s(x) est une partie de 

l'ensemble F(X) et si pour tout u:X - Y~ s(u)~s(x) - s(y) est la restriction 

de F(u) à s(x)). 

L'ensemble de ces sous-foncteurs, ordonné par l 1 inclusion, possède des 

intersections et des réunions quelconques et celles-ci jouissent des mêmes pro

priétés de distributivité que celles vérifiées par l 1 algèbre de Boole des parties 

d'un ensemble. Malheureusement, un sous-foncteur S c F ne possède pas en général 

de complémentaire, mais il existe un plus grand sous-foncteur, noté Sc , tel que 

s n Sc= /J (/) désigne ici le "sous-foncteur vide" de On a, a priori 9 

s c (scf et la technique standard en théorie des treillis consiste à se restreindre 

I= 
à l 1 étude des sous-foncteurs qui vérifient s == (sc)c o On dira qu'un tel sous-

foncteur est induit par F. On montre alors ([2], [4]) que l'ensemble des sous

foncteurs induits par F est une algèbre de Boole. 

Pour pouvoir énoncer le théorème qui suit, nous aur0ns besoin de la défini

tion importante suivante: 

( *) Ce n'est pas a priori un 11ensemble 11 sauf si la classe des objets de 'e est 

elle-même un·ensemble, mais nous ne nous préoccuperons pas de ces·difficultés 

logiques. 



DEFINITION ~ Soit Y; une catégorie et soit u: A - X un morphisme de '{; 

on dit que u est un morphisme quasi-filtré (dans Y;) si 

tels que wvu = w'v 1 u 1 

On di:aa que 1 u objet A de '(; est quasi-filtré (dans 'g ) si 1 u identité 

de A est un morphisme ~uasi-filtré 0 

1HEOREME 1 ([4]) g Soit '(; une catégorie. Les assertions suivantes sont 

équivalentes g 

i) Pour tout foncteur Fg Y;-'> G ~ 1ualgèbre de Boole des sous-foncteurs 

induits par F est isomorphe à· 1 u algèbre des parties d I un ensemble U 0 

ii) Pour tout foncteur représentable ~(A,=): Y% - G 9 l I algèbre de 

Boole des sous--foncteurs induits par ~ (A 9 -) est isomorphe à 1 u algèbre 

des parties d'un ensembleo 

iii) Tout objet A de '(; est source du au moins un morphisme quasi

filtré u:A--'> X o 

La conditio".c. j __ ii) ci-dessus sera appelée axiome de filtrationo Lorsq_u 1 elle 

est satisfai.te, 1 u ensemble U dont 1 u existence est assurée par 1 1 assertion i) est 

évidemment isomorphe à 1°ensemble des sous-foncteurs induits minimaux non vides de 

F (cuest..;..à-dire les atomes de 1 1algèbre de Boole des sous--foncteurs ind.uitsL Cet 

ensemble des atomes peut être considéré même si li axiome de filtration n ° est pas 

satisfait. 

DEFINITION g Si ~ est une catégorie quelconque et F: ~- ~ est un 

foncteurv on appelle ensemble sous-jacent au foncteur F et on note JFJ l'en-

semble des sous-foncteurs induits minimaux non vides de F 0 

COROLLAIRE~ Si ~ satisfait à 1 2 axiome de filtration, pour tout F~'g-~ 9 

1 2 algèbre de Boole des sous-foncteurs induits par F est isomorphe à l O algèbre 

'11 ( 1 FI) des parties de F • 
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En particulier, 

vide (en effet p et 

JFI est alors non vide dès que F n'est pas le foncteur 

F lui-même sont alors deux sous-foncteurs induits distincts)o 

Inversement 9 nous allons constater que si 1 ~ (A,-) 1 est non vide pour tout foncteur 

représentable ~(A,-) ~ alors t satisfait à l 9 axiome de filtrationo 

Donnons la description explicite de 1 c ensemble sous-jacent à un foncteur re-

présentable 't;(A,-):'{;-> ~ (~ quelconque)◊ 

PROPOSITION 19 Soit P c ~ (A,-) un sous-foncteur induit minimal non vide. 

Alors : 

1) Tout élément de P est quasi-filtré. cnest-à-dire: 

si u~ A _., X appartient à P(X) c ~~A,X) v u est quasi-filtré. 

2) Si u~A _., X et v:A _., Y appartiennent respectivement à P(X) 

et P(Y), il existe T, u 9 :X _., T et v 1 :Y _., Y tels que u 9 u = v 9v. 

Inversement, 

si u~ A _., X est u11 morphisme quasi-'-fil tré, on définit un sous

foncteur induit minimal non vide P c ~ (A,-) en posant 2 pour tout Y: 

COROLLAIRE : L I ensemble sous-,jacent au foncteur représentable 'G'(A,-) est 

canuniquementisomo:rphe à 1uensemble·des classes d 9 éguivalence de morphismes 

quasi-filtrés u;A-> X pour la relation a:céquivalence 

u:A->X ~ v~A _.,Y<=> 3T, 3uu~x _., T, 3v':Y _., T tels que u 1u = v 9v o 

(Ceci est bien une relation d 1équivalence car les morphismes considérés 

sont quasi-filtrés) 0 

En particulier, on voit que si A est un objet quasi-filtré dans 'g, alors 

1 ~ (A,-) 1 est réduit à un seul élément (la réciproque est d I ailleurs vraie si 1 u on 

suppose que '6 satisfait à 1 u axiome de filtration) o 



-1105-

L 3o EXEMPLE DES ANNEAUX CO.MJVIUTATIFSo 

On sait que si K est un corps et si u:K ➔ X, v:K ➔ Y sont deux homo-

morphismes d 1 anneaux commutatifsv alors X (2) Y 
K 

est non nul, donc est un objet 

de ~ ~ de sorte que 1 u on a dans élt un carré commutatif 

Il en résulte que le corps K est un objet quasi-filtré de f77: et donc que 

tout homomorphisme A ➔ K est quasi-filtré dans $; 0 Comme tout anneau A possède 

au moins un tel homomorphisme, on en déduit que 

- ~ satisfait à l O axiome de fil tration 0 

- Si ugA ➔ X est quasi~filtré (*), u est équivalent à un homomorphisme 

A ➔ K où K est un corps ( on envoie X dans un corps et on considère l 0homo

morphisme crnrrp-osé A ~> X ➔ K) o 

Il est alors immédiat de vérifier que l 1 ensemble sous-jacent au foncteur 

représenté par A s'identifie à 

1 u ensemble des idéaux premiers de 

lim f/t;(A,K) et qu 0il s'identifie aussi à 

KE~ 
A grâce au "lemme" suivant o 

LEMME~ 1) Deux homomorphismes u~A ➔ K et u 0 :A ➔ K0 (K,K 0 corps) sont 

équivalents si et seulement si ils ont même noyau ~ o 

2) Pour tout idéal premier 'fic A, il existe un corps K ,tl 

un homomorphisme A ➔ K dont le noyau est 'fi' 0 

Il convient maintenant de mentionner un résultat qui est à 1°origine du 

choix de la terminologie de sous-foncteur induit et qui peut justifier 1°usage 

que 1 1 on fera de la théorie de la localisationo 

(*) On peut aussi montrer ([4]) que u:A ➔ X est quasi-filtré si et seulement 

si l 8 application Spec(u)~Spec(X) ➔ Spec(A) est une application constanteo 



-11o6-

THEOREME 2 ([4]) ~ Soit u~A--'> B un homomorphisme d 1 anneaux commutatifso 

Les assertions suivantes sont équivalentes~ 

i) L 1homomorphisme de foncteurs représentables c?t,(B,-) - et'(A~-) 

défini par u est injectif et identifie <7t(B,-) à un sous-foncteur 

induit par ~ ( A~ - ) 

ii) L1homomorphisme de schémas Spec(B)--'.> Spec(A) défini par u 

est injectif et identifie Spec(B) à son image (celle-ci est munie de 

la topologie induite par celle de Spec(A) et de la restriction du fais

ceau structural de Spec(A))o 

iii) u:A--'.> B est un épimorphisme plato 

iv) u est un épimorphisme d'anneaux et si v;A - X est un homomor

phisme guelcongue 0 v se factorise à travers u si et seulement si 

tel gue w 1vvv se factorise à travers u 0 

On sait ([5]) que la condition iii) équivaut à dire que B est le 

localisé de A pour u..r1e localisation "parfaite" o Par ailleurs 9 les assertions 

i) et iv) sont de caractère purement catégorique et celles-ci restent équivalentes 

si 9 au lieu de t>f; , on prend une catégorie quelconque 0 

Remarque Il est fondamental d'exclure de la catégorie e7't , l 8 anneau O 

réd1.1i t à u11 seul élément O Si cela ni avai.t pas été fait 9 il est facile de voir que 

tout anneau A aurait été quasi-filtré 9 de sorte que l'ensemble sous-jacent 

l8t'(A~-) 1 au foncteur représenté par A aurait été réduit à un seul élément o 

Un tel canular se produit chaque fois que la catégorie '(; considérée possède un 

objet final o 
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IIo1o REDUCTIONS ELEMENTAIRES DU PROBLEME LORSQUE L8 0N CONSIDERE UNE 

CATEGORIE D0 .ANNEAUX. 

Soit {Jf;i la catégorie dont les objets sont les anneaux associatifs 

unitaires non réduits à O et dont les morphismes sont les homomorphismes 

unifères d 8 anneauxo 

Le problème est donc de caractériser, pour un anneau A donné~ 

Pensemble des classes d.Réquivalence d 0 homomorphismes quasi-filtrés u:A-X 0 

Accessoirement 1 on se demande si la catégorie tJt u satisfait à 1 ° axiome de 

fil trationo 

Plus généralement, on se pose ces questions non seulement pour pt;n 

mais pour toute catégorie '8b , avec 

pourvu que CQ, soit raisonnableo En l 8 esfèce, on suppose que si A($ et si m.. 
est un idéal bilatère maximal de A ? alors A/rn., est encore un ob,jet de ~ 

et la pro.jection est un morphisme de ~ 0 Nous étudierons pl us loin 

de telles catégories o 

Par a.nalogie au cas des anneaux commutatifs~ on peut essayer de décomposer 

en deux parties le problème de la recherche des morphismes quasi-filtrés. 

1) On recherche une classe 'JG c ~ 

quasi-filtréo 

telle que tout objet de 'Jf:, soit 

2) On étudie comment on peut envoyer un anneau A E ~ dans un anneau 

K E % o 

Si % est suffisamment grosse pour que tout objet de ~ s n envoie au 

moins d I une façon dans un objet de 'J{, , on saura alors que 

~ satisfait à l 1 axiome de filtration 0 

- Tout morphisme quasi-filtré A - X est équivalent à un morphisme 

A - K, avec K E :J{, , de sorte qu'il suffit d'étudier les classes dnéquivalence 

de ,morphismes A - Ko 
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LEMME ~ Soit 5t> une catégorie comme ci-dessus et soit K un ab.jet 

quasi-filtré da..ns ~ o Alors si u: K _..., X et v :K _..., Y sont deux homo

morphismes avec X et Y quasi-simples. on a ker u = ker v o En particu

lier9 K ne possède quiun seul idéal (bilatère) mrutimal 0 

Par ailleurs~ si K est q_uasi-fil tré d O idéal maximal 'm. , il est immédiat 

de constater que K/m., est aussi un objet q_uasi-filtré. Si lion a trouvé une 

classe J'I:, d'objets q_uasi-fil trés 9 on _;.oit qœ.l 8cnne perd rien ( vis-à-vis du 

problème 2) en remplaça.YJ.t 'J{, par la classe des anneaux q_uasi-simples K/'nb 

K E 'J& o Le problème 1) se réduit donc à 

1°) Rechercher une classe 'J{,' d 1 anneaux quasi-simples et q_uasi-filtrés 

da.YJ.s ~ • 

Pour 1 ° étude du problème 2) et des classes d I éq_uivalence de morphismes 

q_uasi-filtrés, on utilisera des techniq_ues du type localisation, mais on est 

aussi guidé par le résultat suivant : 

PROPOSITION 2 o Soit :5?> une catégorie comme ci-dessus O Alors il existe 

une application naturelle, fonctori.elle en A E :?., : 

En effet 1 si P E J ~(A,-)! 1 on choisit un représentant ug A _..., X de P • 

Par hypothèse su..l'.' ~ , on peut envoyer X dans un anneau q_uasi-simple S par 

un morphisme v:X _..., S On pose 

Il faut montrer q_ue ce noyau est indépendant du choix du représentant u 

et du choix du morphisme v o CI est un travail de routine. 

Cette application kA rfost a priori ni surjective ni injective. Par analogie 

avec le cas des anneaux commutatifs, on a envie d O appeler idéal·~ -premier de A 

un idéal q_ui est dans 1 ° image de kA . 
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IL2. LA CA'T'EGORIE pt•. 

On sait q_ue si l'on se donne deux homomorphismes u :A_,, X 
1 1 

et 

-.__1
2

: A _ _,, X , on peut toujours construire une somme amalgamée 
. 2 

mJ.-dessous de A • S est éventuellement réduit à O , mais, par propriété Tu.YJ.i-

verselle, on voit q_u'il suffit q_u'il existe T E {J'fJ' (i.e. T /:- o) et 

w.:X. _,, T (i = 1,2) 
l 2.. 

vérifiant =WU 
2 2 

pour pouvoir affirmer q_ue s -1= 0 0 

Donc un anneau A est q_uasi-filtré dans o'tf 1 si et seulement si 

'vu :A-> X , Vu
2

:A _,, X , la somme amalgamée 
1 1 2 

S de au-dessous de 

est no~ réduite à O o On a le résultat suivant 

PROPOSITION 3. Si A est un anneau quasi-simple et régulier (au sens 

de Von Neuman), alors A est quasi-filtré dans 

A 

Comme régulier éq_uivaut à absolument plat, c'est une conséq_uence immédiate 

d 1 un ~rès beau résultat dû à Cohn ([3]). 

THEOREME. Soient et et soit s leur somme amal-

gamée. Si u
1 

et u 
- 2 

sont in.jectifs et si x
1
/ A tl x

2
/ A sont plats à 

gauche (resp. · à droite) sur A , alors 

les homomorphismes canoniques 

De plus. 

v.:x. _,, S (i = 1 ,2) 
l l 

sont i.n,jectifs 0 

- A s'identifie au produit fibré de x
1 

et x 
- 2 

est plat à gauche (resp. à droite) sur 

est plat à gauche (resp. à droite) sur 

au-dessus de 

X. (i = 1 ,2) 
l 

A • 

C'est à peu près tout ce que je sais dire actuellement sur 

s Q 

et 

réa::..i té 1 je n 1 ai pas étudié davantage n'' car elle présente la pathologie 

suj_vante : Si 1 1 on part d'un anneau A E ~, qui se trouve être commutatif 9 

or" aimerait que 1' ensemble sous-jacent j r1f;1 (A,-) j au foncteur représenté par 

A d82JS $5 1 soit précisément le spectre usuel de A. Or cela n 1 est pas en 

gén.éral le cas. 
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Exemple : Soit A = Q[T] o 

/Tn 
A ne possède qu'un seul idéal premiero 

Considérons l 1homomorphisme d'anneaux 

f:A - M (~)=anneau des matrices de rang n sur Q 
n 

défirü par avec a .. =o .. o Comme M (~) 
lJ l,J+1 n 

est simple (donc 

qt1.asi-simple et réguJ!.ier) 9 f est un morphisme quasi-filtré dans flf51 et 

définit donc un élément P € j êlt' (A 9-) j o Mais cet élément P n I est pas dans 

le spectre usuel de A puisque son image par kA n'est autre que l'idéal 0 

de A (en effet 9 f est injectif)o 

II. 3. On va rechercher des catégories ~ satisfaisant aux conditions du§ II 

.et qui ne présentent pas la pathologie que 1' on a rencontré pour 

telles catégories se présentent naturellement. 

if't 1 
• Deux 

1) La catégorie des algèbres, que l 1 on notera ~ • 

Les objets de ~ sont les mêmes que ceux de ~ 1 mais on ne prend. comme 

m9:r.·phj_smes que les homomorphismes (unifères) d I anneaux u: A - B qui envoient le 

cèr1tre z(A) de A dans· 1e centre z( B) de B • 

cle 

Il revient au même de dire que u copfère à B non seulement une structure 

A (S?)
2

A opp __ module à gauche mais une structure d.e A (S?) A opp_module à gauche o On 
Z(A) 

comriendra d I appeler A-module bilatère un A (S?) A opp_module à gauche (le terme de 
z(A) 

nbi:modu.le 11 sera utilisé plus loin pour désigner une autre notion). 

2) La catégorie des extensions, que l'on notera (j) (pour Procesi). 

Les objets de CJ> sont encore les mêmes que ceux de <79' 1 • ;J 
r:11., ~ mais on pr en,J. 

comme morphismes seulement les homomorphismes u;A - B dont l'image u(A) et 

le centralisateur 

Va E: A} 

de 1 1 image engendrent B tout entier ( en tant qu I anneau). 

Un tel homomorphisme sera appelé une extension 0 Si u:A - B est une 

exte::1sion telle que le centralisateur z A ( B) de 1 'image de A est égale au centre 

de B , on dira que u est une extension centrale 0 Ces notions ont été introduites 
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pa:r'"'P.rocesi ([9]) puis développées par Artin ([1]). Les extensions sont des 

mor'phismes sympathiques qui ont un comportement très analogue à celui que 1 1 on 

rencontre dans le cas commutatif. On établit, par exemple que, si u:A ..... B est 

un homomorphisme d'anneaux, 

- Si A est commutatif, u est une extension si et seulement si u(A) 

est contenu dans le centre de B. 

Si u est une extension, alors u envoie le centre de A dans le 

centre de B. En d'autres termes, on a les inclusions 

- Si u est surjectif, u est une extension centrale. 

Si u est une extension, l'image réciproque d'un idéal premier de B 

est un idéal premier de A. 

Par ailleurs, ~ et ~ ne présentent plus la pathologie rencontrée 

pour wt ' • En effet, c'est un jeu de vérifier que ces deux catégories satisfont 

aux hypothèses du théorème suivant. 

THEOREME 31 Soit ~ une catégorie, avec ~ c ~ c c?t'' et .telle gue 

a) .§i X est un ob.iet de ~ et si 1t6 un idéal maximal de X , alors 

X /'ltb et la pro,jection X ➔ X/1tt:, sont dans 

b) Le plongement canonigue {/'/: -+ (Sô possède un ad.joint à droite 

Z: ~➔ ~ (cet adjoint est, dans les cas gui nous occupent. le foncteur 

gui associe à l'anneau X son centre z(x) • 

c) .§i K est un corps commutatif, K est un ob.jet guasi-fil tré de ~ • 

.Alors on a un isomorphisme canonique, unigue, fonctoriel en F:,t ➔ ~ 

j F oz j ~ _:. j F j3t;' 

En particulier. si F = t/t(A,-) (A anneau commutatif), on a 

F
0

Z; ~(A,-) (par ad..ionction), de sorte gue 

j ~(A,-) j~ ~ Spec(A) 
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III. ETUDE DE LA CATED-ORIE DES EXTENSIONS. 

III. 1. LA CATfilORIE DES BIMODULES. 

Soit A un anneau dont on note Z(A) ou Z le centre. Soit M un 

ZA(M) est canoniquement isomorphe à l'ensemble des homomorphismes de 

A f;?J
2
A opp_modules f: A....,, M , de sorte que ZA (M) est un End (A)=Z(A)-mod.ule. 

A 0 Aopp 
z 

On dira, reprenant la terminologie d'Artin, que M est un A-bimodule si 

ZA (M) engendre JVl (en tant que A f;?JZA 
0 -module ou en tant que A-module à droite 

ou à gauche, cela revient au même). 

On remarque qu'un homomorphisme d I anneaux u:A....,, B est une extension si 

et seulement si B est un A-bimodule. 

Par ailleurs, si A est commutatif, on constate avec plaisir que la notion 

de A-bimodule coïncide avec celle de A-module. 

Tout bimodule est un A(?) Aopp_module (i.e. un module bilatère) la réci
z(A) 

proque étant évidemment en général fausse (voir§ IV), mais tout module bilatère M 

possède un plus grand bimodule contenu dans M (à savoir le A-module engendré par 

Les sorites généraux sur les bimodules ont déjà été écrits par Artin, et 

on renvoie à son article ([1]) pour tous les détails. Il nous faut cependant 

rappeler un point important: 

Si et sont deux extensions d'anneaux, alors x
1 

(?J x
2 

A 
est muni d'une unique structure d I anneau prcil:::mgeant sa structure sur A et telle que 

(x 1 f;?J x)(x 1 0 x;) = x
1
x~ (2) x

2
x2 dès que x~ E: ZA (x

1
) 

ou que x2 E: zA(x2) 

et les applications canoniques vi;Xi....,, x
1 

(?)A x
2 

(i = 1,2) sont alors des extensions 

d'anneaux. 
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et sont des extensions vérifiant 

w
1
u

1 
= w

2
u

2 
, il existe une et une seule application de A-bimodules 

0V. = W. 1 mais 
l l 

e n 1 est en général pas un homomorphisme 

duanneaux, de sorte que x
1 

Gl)A x
2 

n 1 est pas la somme amalgamée dans 

x
2
_ au-dessous de A • 

~ de X et 
1 

Ceci répond par la négative à une question posée (sans réfléchir) par .Artin 

( [ 1]). En fait, on peut montrer que dans '9' il n I existe pas de somme amalgamée 

(m~me en admettant l'anneau 0) 0 On a cependant le résultat suivant~ 

Si ou u
2

:A - x
2 

est une extension centrale, alors x
1 

Gl)A x
2 

est somme amalgamée dans 

III.2. ETUDE DES OBJETS QUASI-FILTRES DE '9> . 

Si et sont deux extensions~ il se peut que x
1 

Gl)A x
2 

soit l'anneau O. Cependant 9 si il existe Y -Î O et comme dans la 

remarque ci-dessus, on constate que envoie l 1 unité 1 GlJ 1 de 

x
1 

(2) x
2 

sur 1 1unité de y, de sorte que l'on a: 

LEMME. Un anneau A est guasi-fil tré dans <s> si et seulement si pour tout 

couple d'extensions (u
1

~u
2

) on a x
1 

Gl)A x
2 

f O. 

Encore une terminologie: on dira qu'un bimodule Lest un bimodule libre 

s'il est isomorphe (en tant que A-module bilatère) à une somme directe d'exemplaire,s 

de· A (une telle somme directe est d'ailleurs toujours un bimodule). 

PROPOSITION 4 • .§i A est un anneau guasi-simple 0 tout A-bimodule est 

libre. 

On peut faire une démonstration à la main (en exhibant une base) t mais on 

peut aussi s'appuyer sur un résultat du§ IV. 

COROLLAIRE. Tout anneau quasi-simple est quasi-filtré dans 'ti'. 



Conséquences: 

1) @ satisfait à l'axiome de filtration (puisque, répétons le 9 

les surjections sont des extensions). 

2) Si A est un anneau 9 l'image de l 1 application canonique(§ II,1) 

est formée exactement de tous les idéaux qui sont noyau d'un homomorphisme A - K 

avec K quasi-simple. En particulier, kA prend ses valeurs dans les idéaux pre

miers de A (car l 1 image réciproque d'un idéal premier est un idéal premier) et 

1 1 image de k A contient tous les icléaux max.imaux de A 0 

IIL 3o LOCALISATION DANS LA CATEGORIE DES BIMODULESo 

Pour pouvoir décrire pl us explicitement 1 'ensemble I t9> (A,-) 1 9 il est 

nécessaire de disposer d 1une notion 11d I a..nneau. quasi-simple des fractions" o CI est 

l 8 objet de la théorie de la localisation développée icio 

La difficulté réside en ce que la catégorie des A-bimodules n 1 est pas une 

catégorie abélienne. Cependant 9 on peut montrer que la catégorie des A-bimod.ules 

admet des limites projectives et des enveloppes injectives (mais ni les unes ni 

les autres ne se calculent comme on le fait usuellement dans une catégorie de 

modules) 9 de sorte que les travaux récents de J. Lambek ( [8]) pourraient être 

utilisés ici. 

Cependant les résultats que l'on a en vue nécessitent d 1 examiner les 

choses de façon explicj_te et les résultats généraux de JO Lambek ne semblent pas 

être utilisables pour démontrer les théorèmes qui vont être énoncéso 

Dans la suite 9 nous parlerons du noyau et du conoyau d'un homomorphisme 

de bimodules. Il faut remarquer qu 1 il s 1 agira toujours du noyau et du conoyau 

usuels (calculés en tant que mod1.Jles bilatères) et que s 1 il est vrai que le conoyau 

est un bimodule 9 le noyau quant à lui n 1 est en général pas un bimoduleo 

DEFINITION. On appelle théorie de torsion a ~s~ur~-=A la donnée 9 pour tout 

A-bimodule M d 1 un sous-module bilatère a(M) c M tel que 

- Si f;M 2 
- M est un homomorphisme de bimodules 9 f(a(M 1 )) c a(M)o 

- Si MI c M 9 on a a ( W ) = MI f'\ a ( M) o 

a(M/a(M)) = O 
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A la théorie de torsion a on associe la famille ~ = 'ïSi(a) des idéaux 

bilatères U c A tels que a(A/u) = A/u (i.e. A/u est de a-torsion). 'SI possède 

les propriétés suivantes: 

a) Si U E CS/ et V ::J U , alors V E ~ 

b) Si u,v E ~, alors unv E '1 

Inversement, la famille $ ne détermine pas complètement a, mais on a 

PROPOSITION 5. 
cs?(a) = <#(,i;) 

Si a .tl ~ sont deux théories de torsion telles gue 

alors un bimodule M est de a-torsion si et seulement 

si il est de 1-torsion. 

Dans tout ce qui suit, et afin d'éliminer définitivement certaines complexi

tés techniques, on va se limiter aux seules théories de torsion qui satisfont la 

condition supplémentaire suivante. 

Pour tout bimodule M, l'ensemble des m E M pour lesquels il existe 

U E CS-(a) vérifiant Um = mU = 0 est contenu dans a(M) • 

Cette condition entraîne que la famille 

c'est-à-dire que l'on a 

~ (a) est stable par produits, 

c) Si U, V E 's? ( a) , alors U. V E ~ ( a) • 

Certains des théorèmes qui suivent sont faux si l'on ne suppose pas la 

condition(*) vérifiée. C'est d'ailleurs un peu à cause de l'impossibilité de 

tester cette condition ( *) lorsque 1 1 on raisonne abstraitement que 1 1 on doit 

développer la théorie explicitement. 

Désormais, "théorie de torsion" signifiera "théorie de torsion satisfaisant 

à la condition supplémentaire ( *) 11
• 

Exemples de théories de torsion. 

1) Soit ~ une famille d'idéaux bilatères. Alors il existe une plus 

grande théorie de torsion a telle que pour toute extension f:A - X qui vérifie 

Xf ( U) = X VU E '9 , on ait a(X) = 0 • 

Cette théorie de torsion satisfait à(*) et ~(a) est la plus grande des 

familles 'Y d'idéaux qui vérifient pour toute extension f:A - X la propriété 

Xf ( U) = X VU E d-- => Xf (V) = X 
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Nota. Pour tout bimodule M et tout idéal bilatère U c A, on a 

UM ~MU. Dans le cas d 1 une extension X de A, on a donc 

xf(u) = f(u)x = xf(u)x. 

2) Soit r3 un idéal premier et E(A/f) l'enveloppe injective (en tant 

que bimodule) de • Pour tout bimodule M , on pose 

La collection des 

à (*) et on a : 

n-p (M) définit une théorie de torsion qui satisfait 

1 '.3" ( n1' ) = ~ = {U c AjU r/-f} 

Une telle théorie de torsion est formellement ce que l'on appelle une 

localisation première au sens de Goldman et qui ont été étudiées en [5] o En 

effet, si l'on pose X= A/~ on vérifie que l'on a 

- a c n1 <=> a(X) = o 

- Tout quotient de X distinct de X est de nf -torsion. 

Inversement, si n est une théorie de torsion pour laquelle il existe 

un bimodule X qui satisfait aux conditions ci-dessus, alors il existe un et Uil 

seul idéal premier tel que 

Il y a donc bijection entre les idéaux premiers de A et les "localisations 

premières au sens de Gold.man" sur la catégorie des A-bimodules. 

Bimodule des quotients pour une théorie de torsion q. 

Soit a une théorie de torsion sur A. 

Si M est un bimodule, par analogie avec la théorie classique, on construit 

un bimodule Q (M) 
a 

et un homomorphisme tels que : 

- ker(iM) = a(M) et coker(iM) est un bimodule de a-torsion. 

- Q (M) est un. bimodule fidèlement a-divisible, c'est-à-dire que tout 
a 

homomorphisme de bimodules f:N' - N tel que ker(f) c a(N') et coker(f) est 

un bimodule de a-torsion induit un isomorphisme 

Hom(f,Q (M)):Hom(N,Q (M)) _::::_> Hom(N' ,Q (M)) • 
0 0 0 
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Ces deux propriétés caractérieent Q (M) à un isomorphisme unique près 
a 

et permettent de définir un foncteur Q de la catégorie des A-bimodules dans 
a 

elle-même. 

Tout l'intérêt des théories de torsion sur la catégorie des bimodules prend 

sa source dans les deux théorèmes suivants (qui n'ont pas d'analogues en théorie 

classique) : 

THEOREME 4. Soit cr une théorie de torsion sur A • Alors : 

1) Q (A) est muni d'une unigue structure d'anneau telle que 
a 

iA:A ~ Q
0

(A) soit un homomo~phisme d'anneaux et iA est alors une 

extension centrale. 

Tout bimodule fidèlement q-divisible JV1 est canoniquement muni d. 'une 

structure à droite et à gauche sur 

Q (A)-bimodule. 
a 

Q (A) et celles,-ci font de 
a 

3) Tout A-homomorphisme N _,, M où N est u--11. Q (A)-bimodule et 
cr 

M un 

A-bimodul.e fidèlement divisible est un Q (A)-homomorphisme (à droite et 
a 

à gauche). 

THEOREME 5. Soit a une théorie de torsion sur A et soit u:A ~ B une 

extension d'anneaux. Alors: 

1) cr induit sur les B-bimodules une théorie de torsion u.a définie par 

u.a(JVi) = a(MA) pour tout B-bimodhle JV1 (MA désigne le A-bimodule obtenu 

par restriction des scalaires). et on a 

2) Si u est une extension centrale pour tout B-bimodule M 1 on a 

un isomorphisme canonique : 

(Q (JVi))A ~ Q (MA) • u.a a 

En particulier, Q
0

(BA) est une extension centrale de B et de plus. 

Q (u):Q (A) - Q (B) 
a a a 

est alors une extension centrale d 1 anneam:. 
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On appliquera ceci dans le cas particulier où u:A - B est surjectif. Il 

faut remarquer que je ne sais pas démontrer la partie 2) du théorème 5 lorsqu'on 

ne suppose pas que B est une extension centrale de A, mais il semble que cette 

restriction pourrait être levée. 

Enfin, on a un théorème analogue au théorème classique ([5], [7]) pour 

caractériser les théories de torsion "parfaites" : 

THEOREME 60 Soit cr une théorie de torsion sur A o Les assertions 

suivantes sont équivalentes: 

i) 

ii) 

Pour tout u E ~ (0), ..2ILê:. Q (A).iA(u) = Q (A). (*) 
a cr 

Tout Q -bimodule est fidèlement 
-- cr q-divisible. 

iii) Pour tout A-bimodule M , on a un isomorphisme (**) 

Q (M) Ri Q (A) QA M 
cr - cr 

gui identifie i ·M ~ Q (M) M. o 

De plus, on peut montrer que lorsque les conditions du théorème sont 

satisfaites, on a: 

1) Poux tout idéal à droite (resp. à gauche) 

[ resp. 

J c Q (A) , on a 
a 

En particulier, si A est noethérien (resp. artinien) à droite ou à 

gauche, il en est de même de Q (A) 
a 

2) Le morphisme iA:A-Q/A) est un épimorphisme d'anneaux et pour tout 

morphisme injectif de bimodules f: M1 
- M, l'homomorphisme 

(·*) Si UcA est un idéal bilatère qui vérifie Q (A).iA(u) = Q (A) on peut 
cr cr 

montrer en toute généralité qu'alors U appartient nécessairement à <Sl, (cr)o 

( **) Pour tout bimodule M et toute extension A - X , on a en fait un isomorphisme 

canonique de X-bimodules XQ M.::'.MQ X o A A 
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Q (A) 8 f:Q (A) 8A M' - Q (A) 8A M est encore injectif (on dit que 
a a a 

Q (A) est plat pour les bimodules ([1])). 
a 

3) L'homomorphisme de foncteurs représentables 

~(Q (A),-) - ~(A,-) 
a 

défini par l'extension iA est un homomorphisme injectif qui identifie 

~(Q (A),-) à un sous-foncteur induit par '§'(A,-) • 
(J 

Nota. Je ne sais pas, à la différence du cas commutatif (théorème 2) 

démontrer de réciproque aux assertions 2) et 3). 

III.4. ETUDE DES CLASSES D'EQUIVALENCE DE MORPHISMES QUASI-FILTRES DANS '§> 

Tout découle du théorème principal de la théorie, qui s'énonce comme suit 

THEOREME 7. Soit r1 un idéal premier de A et soit n1( la théorie de 

torsion gui lui est associée. On note p:A - A/~ la projection canonique. 

Les assertions suivantes sont équivalentes 

i) La théorie de torsion 

du théorème 6. 

satisfait aux conditions équivalentes 

ii) Q-p (A) possède un seul idéal maximal 11t, et i~ 1 (11b) = 1l 

iii) Lê théorie de torsion p.n'f ~ A/-p. 

équivalentes du théorème 6, 

iv) Q-p(A/-p ·) est un anneau quasi-simple, 

satisfait aux conditions 

v) Il existe une extension f:A - X vérifiant 

ker(f) = f ~ Xf(V) = X pour tout V r/:. 1' . 

De plus, Qr' (A/î' ) est alors universel pour les extensions ci-dessus. 

c'est-à-dire gue pour toute extension f:A - X satisfaisant à la condition 

v), il existe une et une seule extension d'anneaux Q""f (A/p. ) - X gui 

prolonge f 

a 

Enfin, Qf (A/-p) s'identifie alors canoniquement à Qf (A)/1t6 

11t= Q'f (A) .i A (-p ) . 

et on 
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On dira sous ces conditions que --p est un bon idéal premier de A • 

Avant d I en revenir à 1 1 ensemble sous-jacent à j '§J (A,-) 1 , il convient 

ici de faire le lien avec des remarques qui avaient été faites dans [5] . On 

avait constaté que si -p était un idéal premier de A, alors l'image réciproque 

de 1' dans A0z A
0 

était un idéal à gauche critique de A0z A
0 

, de sorte que 

l'enveloppe injective, en tant que module bilatère, de A/p était un injectif 

indécomposable dont le coeur C est non nul et contient A/~ . On peut montrer 

(même si les conditions du théorème 7 ne sont pas satisfaites) que Qr' (A/1{) 

est le pl us grand A-bimodule contenu dans le coeur C et que le centre de 

Q-p (A/p ) s I identifie à 1 1 anneau des endomorphismes de C • On avait donné ( [5] 

pro:p. 16) la description ex:plici te de cet anneau d I endomorphismes~ dont on savait 

que c'était un corps commutatif, et on avait donné un exemple montrant qu 1 il n'était 

pas en général isomorphe au corps des fractions du centre de A/-p o 

Comme conséquence immédiate du théorème 7, on a 

PROPOSITION 6. Soit A un anneau. Un idéal "f c A est un bon idéal 

premier de A si et seulement si c'est le noyau d'une extension A~ X, 

~ X quasi-simple O Par ailleurs 2 1 1 application canonique 

est in.jective et a pour image l 1 ensemble des bons idéaux premiers de A. 

La question qui se pose est évidemment de savoir si tous les idéaux premiers 

sont de bons idéaux :premierso La réponse est négative, et on peut en donner pour 

exemple l'idéal O de l'anneau A= k<X,Y> des polynômes en deux variables sur un 
commutatif 

co:rpsV""k (X et Y commutent avec k mais pas entre eux). Pour montrer que O n I est 

pas un bon premier, on commence par montrer (grâce à la description ex pl ici te qui 

en est donnée en [5]) que le centre de Q (A) 
0 

est égal à k, puis on utilise la 

:proposition suivante (qui donne en fait une condition suffisante pour qu'un idéal 

premier soit bon). 
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PROPOSITION 7. Soit A un anneau premier de centre Z, Les propriétés 

suivantes sont équivalentes 

i.) 

ii) 

Pom~ tout idéal bilatère U f O de Ap .2!Lê:. U n z f o • 

L'idéal O est un bon idéal premier et le centre de Q (A) est 
0 

isomorphe à Frac(z) . 

iii) Q
0

(A) est quasi-simple et est isomorphe à Frac(z) G?>z A. 

Les bons idéaux premiers ne sont cependant pas tous du type décrit par 

la proposition 7. Cependant, notons que la proposition 7 recouvre le cas des 

anneaux à identité polynomiale, car ceux-ci satisfont à la condition i) ci-dessus 

([10]). 
PROPOSITION 8. Si A est tel que pour tout idéal premier 1 c A , A/-p 

est un anneau à identité polynomiale, alors J ~(A,-) J s I identifie à· 

l'ensemble des idéaux premiers de A et, pour tout idéal premier 'f c A, 

Q-p (A/fi ) est une algèbre centrale simple. 

En effet, si est à identité polynomiale, possède un anneau 

classique de fractions à gauche F".f.'ac(A/p ) qui est une algèbre centrale simple 

( théorème de Posner) et il suffit de vérifier que le morphisme 11/P ---+ Frac (A/71-) 
est une extension. 

Remarque: Il est un autre cas classique où l 1 on peut construire un 

anneau de fractions à gauche Frac(A/tJ, ) : c I est le cas où A/p. est u.D. a.rmeau 

de Goldie et le théorème de Goldie clit alors que Frac(A/-p ) est 1m anneau simple. 

Malheureusement, il ne semble pas que le morphisme 3/ll - Frac(A/'fl ) soit une 

extension et on ne peut donc rien dire dans ce cas. 

IV. ANNEAUX AFFINES. 

On recherche une condition permettant d'identifier l'ensemble sous-jacent 

1 ~ (A~-) J (resp. J ~(A,-) J) avec le spectre d I un anneau commutatif X • 

Pour que cette identification soit complète, on voit que la traduction 

raisonnable de ce problème est de rechercher à quelle condition on peut trouver 

1me équivalence de catégories 
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(A-bimodules) -> (X-modules) 

[resp. (A-modules bilatères).....::::....> (X-modules)] 

qui envoie A sur X et envoie toute extension B de A (resp. toute algèbre 

B sur A) en une algèbre sur X. (on remarque que, X étant commutatif, les 

notions de X-bimodule, X-module bilatère, X-bimodule se confondent et, par 

ailleurs, on dispose dans ~ et ~ du théorème 3) 0 

On va caraçtériser, pour <§) et ~ , les anneaux pour lesquels il 

existe une équivalence de catégories comme ci-dessuso Ces anneaux sont ce qu'on 

pourrait appeler des "anneaux affines''. 

1) Cas où l'on considère la catégorie des A-bimodules. 

On ne sait traiter que le cas où l'on suppose a priori que X= z(A) 

est le centre de A et où l'équivalence 

(A-bimodule) - (Z-modules) 

est donnée par le foncteur zA(-) = Hom(A,-) introduit au début du§ III.1. 

Ce problème a déjà été abordé par Artin ( [ 1 J) qui donne une condition "suffisante" 

pour que ZA(-) définisse une équivalence de catégories. Comme sa démonstration 

est erronée et qu'il semble par ailleurs que sa condition ne soit pas suffisante 

(bien que je n'ai pas réussi à trouver de contre-exemple) il convient de rétablir 

ce théorème et d'y ajouter une réciproque. 

THEOREME 8. Soit A un anneau de centre Z o Les assertions suivantes 

sont équivalentes 

i) Le foncteur zA(-):(A-bimodules) - (z-modules) est une équivalence 

de catégories. 

ii) On a a) Tout sous-module bilatère d'un A-bimodule libre est un 

A-bimodule. 

iii) 

b) V 1tb c Z , idéal maximal, on a A -ttb /: A • 

Pour tout a E A, l'idéal bilatère AaA est engendré par des 

éléments de Z et il existe un élément z E Z tel que z-a 

appartienne à l'idéal bilatère engendré par les éléments 

ax - xa, x E A • 
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Nota. La condition ii)a) est la condition suffisante donnée par .Artin. 

Elle implique que le facteur z (-) est pleinement fidèle et aussi que A est 
A 

plat sur Z , mais il ne semble pas qu'elle implique que A est fidèlement plat 

sur Z (or cela est nécessaire), d'où la condition ii)b). 

Lorsque A satisfait aux hypothèses ci-dessus, on peut montrer que les 

applications I - AI et J - J n z sont des bijections inverses l'une de 1 1 autre 

entre les idéaux de A et de Z. 

COROLLAIRE. Soit A un anneau de centre Z et satisfaisant aux conditions 

du théorème 8. Alors on a des isomorphismes canoniques 

1 ~ (A,-) 1 ;; { idéaux premiers de A} ~ Spec(z) • 

De plus, pour tout idéal premier -p c A la proposition 7 s 1 appligue 

et on a : 

Exemple: Il est immédiat de vérifier que tout anneau quasi-simple A 

satisfait à la condition iii) du théorème 8, de sorte que la catégorie des 

A-bimodules est alors équivalente à celle des Z-modules. Comme Z est un corps~ 

on retrouve immédiatement la proposition 4 0 

2) Cas où l'on considère la catégorie des A-modules bilatères. 

THEOREME 9. Soit A un anneau de centre Z • Les assertions suivantes 

sont équivalentes 

i) Il existe un anneau commutatif X et une équivalence de catégories 

(A (2)
2 

Aopp_modules) _:_> (X-modules) 

gui envoie A E.]f_ X , 

ii) On a X= Z et le foncteur Hom(A,-):(AC2lz Aopp_modules) 

- (z-modules) est une équivalence de catégories. 

iii) Tout A-module bilatère est un A-bimodule, 

iv) A est une algèbre d'Azumaya. 

Ce théorème utilise à fond les résultats de Gabriel ([7]) relatifs aux 
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équivalences de catégories abéliennes. Gabriel démontre d'ailleurs l'implication 

iv) => ii). D'autre part, on peut constater que Artin dans [1] démontre en fait 

(par une technique tout à fait différente) l'implication iv) => iii). 

Il est clair, au vu des propriétés ii) et iii) que toute algèbre 

d'Azumaya satisfait en particulier aux conditions du théorème 8. 

BIBLIŒRAPRIE 

[ 1 J M •. ART IN, "On Azumaya Algebras and Fini te Dimensional Representations ••• " 

J. of Alg. 11, 532-563 ( 1969). 

[2] G. BIRKHOFF, "Lattice Theory". A.M.S. Colloq_. Publ., Vol. XXV, fd edition, 

Providence, 1967. 

[3] P.jV[. CORN, "On the Free P.roduct of Associative Rings". Math. Zeitschr. 71, 

380-398 (1959). 

[ 4] J. P. DELALE, 11Ensemble sous-jacent à un foncteur". 

(à paraître au J. of Pure and Applied Alg.). 

[5] J.T. DELALE, "Localisations et Premiers à gauche". Séminaire d'Algèbre non 

Commutative, 1971-1972, Publ. Math. d'Orsay. 

[ 6] M. DEMAZURE et P. GABRIEL, "Groupes Algébriq_ues 11
• Masson et Cie, Paris et 

0 
North Rolland Publ. C , Amsterdam, 1970. 

[7] P. GABRIEL, "Des catégories abéliennes 11
, Bull. Soc. Math. de France 

90(1962). 

[8] J. LAMBEK et B.A. RATTRAY, "Localization at Injectives in Complete 

Categories". (A paraître). 

[9] C. PROCESI, "Non Commutative Affine Rings li. Atti. Accad. Naz. Lincei, 

ser. VIII, 8, 239-255 (1967). 

[10] L. ROWEN, usome results on the center of a ring with polynomial identity" 

Bull. A.M.S., t. 742, p. 226 (1973). 



INTR 0D TJCT ION 9 

SEMINAIRE Du ALGEBRE NON COMMUTATIVE 
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Conférence n° 13 du 12 Mars 1973 

par G. CAUCHON 

DECOMPOSITION DES MODULES EN INTERSEC

TIONS FINIES 

Nous introduisons da..."'1.s cet exposé la notion de fonction de décomposition 

dans un cas plus général que le cas étudié par J. Fisher dans [2]. 

Etant donnée une fonction de décomposition r 1 nous établissonsv par le 

même procédé que celui de J. Fisher da...n.s [2] les théorèmes d'existence et 

d 1unici.té des r-décomposi tians. 

Nous appliquons ensuite ces résultats aux problèmes de la décomposition 

tertiai.re et de :!.a décomposi tian isotypique et améliorons ainsi certains résultats 

obter:ms par L. Lesieur et R 0 Croisot dans [ 4] 0 

Dans tout cet exposé, A désigne un anneau qui n 1 est pas supposé commutatif. 

Tous les modules considérés sont des A-modules à gauche. 

Sauf dans le paragraphe III D 1 n anneau A n I est pas supposé uni taire. 

I o FONCTIONS DE DECOMPOSITION. 

1) Défini tians ~ 

Soit ::t:. une classe d'objets. 

Soit CJ' (St) la classe de tous les ensembles dont les éléments 

appartierLYJ.ent à 2:. • 
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Soit r:Mod A--<> ~(<;X:) une application qui, à tout module M associe 

un ensemble r( 1vr) dont les éléments appartiennent à ~" 

Notons que r(M) peut être l'ensemble vide. 

DEFINITION I.1. : Un module M est dit r-stable s'il vérifie les deux 

propriétés suivantes: 

1) M;f O. 

2) r(M) = {xl (x € ~) et, pour tout sous-module non nul N de M9 

r(N) = {x} 

DEFINITION I.2. : On dira que la correspondance r est une fonction de 

décomposition définie sur Mod A et à valeurs dans 

aux deùx axiomes suivants: 

~(~) si elle satisfait 

Axiome 1 : Soient M ,et N deux modules 0 

Si la suite O:.... N--<> M est exacte, alors r(N) c r(M) • 

Axiome 2: Soit M un module et soit x € r(M). 

Il existe un sous-module S , r-stable, de M tel que 

r(s) = {xl • 

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons que r désigne une fonction 

de décomposition donnée une fois pour touteso 

Il résulte de l'axiome 2 que r(o) = ~. 

Il résulte de P axiome que 

Si M
1 

et M
2 

sont deux modules isomorphes 9 alors 

1) r(M
1
) = r(M

2
) • 

2) est r-stable si et seulement si M
2 

est r-stable. 

DEFINITION I.3 2 : Soit M un module et soit N un sous-module de M. 

On appelle r-décomposition de N dans M, toute décomposition 

de N en intersection d'un nombre fini de sous-modules N. de M telle que: 
l 



1) Aucun des 

2) Pour tout 

3) Si i _L • r J v 

N. n'est superfluo 
l 

M 
i E { 1 9 2 9 o o o 9k} , est 

N. 
J. 

alors X. ! X. o 
l J 

2) Existence et unicité des I"::décompositions 

r-stable et 

Les deux résultats fondamentaux sont les suivants~ 

Théorème d 1 unicité des r=décompositions ~ Soit M un module~ soit N 

un sous-module de M et soient 

deux r-décomposi tians de N dans M avec 

.Alors 

tout 

'<li E {110009k} r(l!) = {xi} lf. 
J. 

V j E {1,ooqkU} r(Nf) = { X o • } 

J 
J 

1 ) k = k' 0 

2) On peut permuter l'ordre des 

i E { 1 9 o o opk} • 

et 

de manière que X. = X 1
. 

J. J. 
pour 

Théorème d I existence des r-d.écomposi tions 

soit N un sous-module propre de M. 

Soit M un module et 

Une condition nécessaire et suffisante pour que N admette une 

r-décomposition dans M est que les 2 propriétés suivantes soient vérifiées 

r(~) est fini. 
N 

2) Tout sous-module non nul de i contient un sous-module r-stable. 

(Nous dirons aussi 9 pour exprimer cette deuxième propriété~ que 

sous-modules r-stables). 

M est riche en 
N 



La méthode utilisée pour démontrer ces 2 résultats est analogue à la 

méthode utilisée par Bourbaki dans [1] à propos de la décomposition primaire. 

Elle consiste à établir d 0 abord les propriétés suivantes: 

PROPOSITION I 2 1, ~ Si la suite de modules 

O---<> M° ---<> M---<> M" ---<> O est exacte. alors 

r(M 0
) .S r(M) .S r(M 0

) U r(M") o 

Démonstration ~Il suffit d 0établir le résultat lorsque M' est un 

sous-module de M et que 

Soit x € r(M)o 

Il existe un sous-module r-stable S de M tel que 

r(s) = {x} o 

Soit s' = s n M° o 

Si S 1 = 0 S "'est isomorphe à un sous-module S" de M" o Donc 

r( s 11
) = ! x} .s r( 1vr11

) => x E r( M11
) 0 

Par sui te r( IVI) c r(M u) U r(M") o 

L'inclusion de gauche résulte de 1°axiome 1. 

PROPOSITION I,2. : Soit M un module et soit 

sous-modules de M tels que M = LJ M. o 

i€1 1 

.Alors = LJ r(M.) 
i€1 l 

(M.). I une famille de ]. ]. € 

Démonstration: L'inclusion r(M) 2 U r(M.) résulte de l I axiome 1. 
i(I 1 

Soit_ x_E:_r(M)o Il existe un sous-module r-stable S de M tel que 

r(s) = {x} o 

Il existe i tel que 

X € LJ r(M.) 
i€1 1 

donc 

S ('\ M. -j:. 0 donc 
]. 

r(M) = U r(M.) o . ]. 
J.€1 . 

r( S li M.) 
]. 



PROPOSITION L3,&., ~ Soit IV! un module et soit (rvri\E:l une famille de 

modttles tels que IV! = (±) IV!. 0 

iEI i 

Alors r(rvr) = U r(rvr.) o 
iE:l ]. 

Démonstration ~On établit d'abord le résultat lorsque I est fini par 

.récurrence sur le nombre d 8 éléments de I en utilisant la proposi tian L 1 0 

On en déd.u.i t ensui te le résultat lorsque I est infini par application de la 

propc,sitiœJ. L 2. 

PROPOSITION Io4 2 : Si un module IV! est somme directe d 0une famille 

( S ) d.e modules r-stables. il est riche en sous-modules r-stables. i iO , 

Pour établir ce résultat 9 on suppose d'abord I fini et on démontre le 

résultat par récurrence sur le nombre d'éléments de I O Le passage au cas où 

I est infini est alors immédiat car tout sous-module non nul X de IV! contient 

u...~ sous=module non nul Y lui-même inclus da.ns une somme finie de S. 0 

Dor.c 

Démonstration du théorème d'unicité 

Il nous suffit d 1établir le 3)0 

]. 

Si N = N n O O o ri Nk 9 alors 9 il existe une sui te exacte de la forme 
1 . 

d'après la proposition. 

Pour montrer l'inclusion contraire 9 il nous suffit de montrer 9 par 

donc 1 
N 

car n'est pas superflu. 

est isomorphe à un sous=module non nul d.e donc 



Démonstration du théorème d'existence: 

Les conditions 1) et 2) sont né.cessaires. 

Si est une r-décomposition de N dans III , alors 

III - est isomorphe à un sous-module de 
N 

qui est riche en sous-modules 

r-stables. D1 où le 2). 

Le 1) est nécessaire d'après le théorème d'unicité. 

Les conditions 1) et 2) sont suffisantes~ 

Faisons la démonstration dans le cas N = O , le résultat pour N 

quelconque s'en déduisant immédiatement. 

Nous supposons par hypothèse que IV[ t- O et que 

1) r(III) est fini, soit r(III) = {x
1

, ••• ,xk} • 

2) III · est riche en sous-modules r-stables. 

Soit à trouver une r-décom2osi tion de O dans IVI • 

Soit i € ·{ 1 ~ ••• ~k} • 

Soit ~ la famille de tous les sous-modules X de III tels que 

x. I r(x) . 
l 

j1 n'est pas vide car O E: "$ _ 

~ est inductive d'après la proposition I.2. 

~ admet donc un élément rnaximal 9 .soit N. • 
l 

a) Pour tout i E { 1 , ••• 9k}, r( !!. ) = {xi} et 
Ni 

En effet, il existe une suite exacte de la forme 

III 
N. 

l 

III 0 __,, N. __,, III __,, - __,, 0 • Donc 
l N. r(III) s; r(Ni) u r(~~) 

l l 

X. € r(M) 
l 

x. I r(N.) 
l l 

donc X. € r(.!.) 
l N. 

l 

est r-stable. 



Soit 

r(s) = {u} o 

u E r(l!.) o Il existe un sous-module N. 
l 

r-stable 

Nous pouvons écrire X 
S = avec 

Ni 

Il existe une suite exacte X 
0 ..... N. - X ..... - ..... 0 donc 

l N. 
l 

Or Xi 5=i' donc x. E r(x) 0 Donc u = x. et par suite 
l l 

r(!L) = {xi} 
N. -

]_ 

S de M 
N. 

l. 

tel que 

Tout sous-module non nul de M 
N. 

l 

est de la forme 
y 
N. 

l 

avec N. cY~Mo 
]. 

-/: 

Un rai.sonnement analogue au précédent permet de montrer que X. E 
l 

Comme r(l) cr(.!'!..) P nous en déduisons que 
N. - N. 

l ]. 

r-stableo 

Posons a priori 

X s;; M donc 

Pour tout 

r( l) = {x. } 
N. 1. 

et JVl 
N. 

J.. l. 

x. i r(x) 1 par suite 
l 

r( .I.) 
N. 

0 

l. 

est bien 

r(x) = /J 

Si X n'était pas nul, X contiendrait un sous-module r-stable S 

puisque M est riche en sous-modules r-stables et r(x) ne serait pas video 

Et nécessairement X= 0 o 



La décomposition (1) a toutes les propriétés requises pour être une 

r-décomposition de O dans M sauf que certains des N. 
l 

peuvent être superflus 0 

Par suppression de ces éléments superflus, nous obtenons une r-décompo-

sition de O dans M, ce qui achève la démonstrationo 

IIo DECOMPOSITION DE FISHER ET DECOMPOSITION TERTIAIRE. 

Dans tout ce paragraphe, nous désignons par ~ 1 'ensemble des idéaux 

bilatères de l'anneau A. 

1) Décomposition de .Fisher ~ 

Dans [2] , Fisher pose les définitions suivantes 

DEFINITION II.1. : On appelle fonction radicale, toute correspondance 

telle que si la suite O ~ N ~ M est exacte, al0rs 

r(M) .s;; r (N) • 

Exemples: On vérifie aisément que le radical tertiaire t:Mod A....,.~ 

défini par: t(M) = ensemble des éléments a de A tels que a annule un 

sous-module essentiel de M , est une fonction radicale 0 

De même le radical primaire p: Mod A ~ ',9i, défini par p(M) = le radical 

premier de O •. M , est une fonction radicale. 

DEFINITION II.2. Soit r une fonction radicaleo Un module M est 

dit r-stable si 

2) Pour tout sous-module non nul N de M, r(N) = r(M) • 

A toute fonction radicale, on peut associer une fonction de décomposition 

grâce à la propriété suivante : 



PROPOSITION II.1 9 Soit r une fonction. radicaleo 

La correspondance r :Mod A - !§>( ~) défini.e par r (M) = ensemble 
r r 

des idéaux bilatères r(s) lorsque S décrit l 1 ensemble des sous-modules 

r-stables de M 9 est une fonction de décomposition. 

Démonstration On vérifie aisément les deux résultats suivants 

Résultat IL 1 0 : Soient M et 11/[1 deux modules isomorphes, alors 

1) r(M) = r(M 1 ) • 

2) M est r-stable si et seulement si W est r-stable • 

.;;;R:..;.é"'"'s....;;;u;.;;;l..ct..;;.a'--t_..:aI.aI'""0 .,_2""""o : Si M est r-st able , alors J',1 est r -stable et 
r 

r (rvr) = { r-(M)} • r 

Il résulte immédiatement du résultat 2, que rr satisfait à l'axiome 2 des 

fonctions de décomposition" 

Pour établir l'axiome 1, considérons une suite exacte 

0 -> N _L> M • 

Soit ~ € r (N) o Il existe un sous-module r-stable S de N tel que 
r 

'&> = r( s) • 

S1 = qi(S) est un sous-module de 1v1 isomorphe à S , donc r-stable 0 

Donc ~ = r(s 1
) € r (rvr) et on a bien r (N) cr (JVI) • 

r r - r 

DEFINITION II 9 32 : On dit gue rr est la fonction de décomposition 

associée à la fonction radicale r o On note r _.. r • 
r 

Ce sont les fonctions de décomposition associées à une fonction radicale 

qui ont été étudiées par Fisher. 

Remarquons que 9 inversement 1 à toute fonction de décomposition 



r: Mod A....,. tfi' ( ~) 9 on peut associer une fonction radicale r de r 
la façon suivante 

r (M) = (') ~ o 

r @Er(M) 

Malheureusement, les correspondances 

réciproques l'une 1 tautre. 

r....,. r et r....,. r ne sont pas r r 

Nous avons cependant ~ 

PROPOSITION IL 2o • Soit r une fonction radicale. soit r la 

fonction d.e décomposition associée à r et soit r la fonction r 
radicale associée à r o 

Alors ~ pour tout module M . r(M) cr (M) , - r 
(cependaI1t l'inclusion peut être stricte) 0 

Démonstration soit ~ € r(M) 

('\ @ 2 r(M) o 

<g>E:r(M) 

~= r(S) avec S ,s; M , donc ~ 2 r(M)o 

Par sui te r (M) = r 

2) Applications à la décomposition tertiaire 

Rappelons que si N est un sous-module d'un module M , on pose 

= t(~) = radical tertiaire de 
N 

dans M si 

N dans M et on dit que N est tertiaire 

Pov.r tout idéal bilatère 1ff de A et tout sous-module X de M i 

( voir [ 4]) 

Nous désignons par T la fonction de décomposition associée à t. 

PROPOSITION IL 32 ~ Soit M un module non nul o Les propriétés 

suivantes sont ég:g.ivalentes ~ 
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1) 0 est tertiaire dans M _tl t (M) = f§l • 

2) M est t;...stable et t(M) = @ • 

3) M est T-stable et T(M) = { C§> l . 

Démonstration : 

1) => 2): Soit N un sous-module non nul de M. Soit a€ t(N) P 

a annule un sous-module X essentiel de N. X est non nul donc a€ t(M) 

et par suite t(N) = t(M) • 

2) => 3) Il s'agit là d'une propriété générale déjà signalée. 

3) => 1): Supposons aX = 0 avec a€ A et X sous-module non nul 

de M. 

Puisque M est T-stable, T(X) = { Cs> l • 

Donc @> = t( s) où S désigne un sous-module t-stable de X 

as= o => a € ©> 

Posons E= (o.·(a)). 

Soit Y un sous-module non nul de M. 

Comme précédemment, Y contient un sous-module t-stable s
1 

· tel que 

t(s ) = ~ 
1 

a € t ( S ) , d one 
1 

a annule un sous-module 

sui te Y (') E contient Z ~ 0 • 

Z essentiel de 

Donc E est essentiel dans M donc a€ t(M) , donc O est bien 

tertiaire dans M. 

Le fait que 1) => 3) montre que t(M) = ~ 

Il résulte de ceci qu'il y a coïncidence entre les T-décompositions et 

les décompositions tertiaires réduites. 

Les théorèmes d'unicité et d'existence des r-décompositions nous per

mettent donc d'énoncer: 



Théorème d 0unicité des décompositions tertiaires réduites g 

Soit M un module, soit N un sous-module et soient; 

N = N 1 n O O O n Nk = N 8 1 n O • • n N ° k i 

d.eux décompositions tertiaires réduites de N dans M (voir [4]). 

Posons 

Alors 

pour tout i € { 1 v ••• vk} 

1) k=k 0
• 

2) On peut changer l'ordre des N8 • de manière que 
l 

~ . = ~v • pour tout i E: { 1 v • 0 • ~k} • 
J. J. 

Théorème d 0 existence des décompositions tertiaires réduites: 

Soit M un module et soit N un sous-module propre de Mo 

Une condition nécessaire et suffisante pour que N admette une décompo

sition tertiaire réduite dans M est que les deux propriétés suivantes soient 

vérifiées; 

M 
N 

est finio 

est riche en sous-modules t-stables. 

Signalons un cas important dans lequel les propriétés 1) et 2) du théorème 

d 0 existence s'appliquent~ 

PROPOSITION II 2 12 Soit M un module et soit N un sous-module 

propre de M • 

S
. M 
J. -

- N 
est de dimension finie au sens de Goldie. alors N admet 

dans M une décomposition tertiaire réduite. 



Démonstration i Nous nous appuierons sur les deux résultats suivants qu 1 on 

vérifie aisément. 

Résultat IL 3. : Tout module co-irréductible est t-stable 0 

Résultat IL4. ~ Si M est extension essentielle de E 9 alor2 

(ce résultat est d 1ailleurs une propriété générale des fonctions de décomposition). 

M 
N 

étant de dimension finie au sens de Goldie, 

d 0un module E de la forme g 

M 
N 

est extension essentielle 

E = u
1 

(±) ••• (±) Uk où les Ui sont des modules co-irréductibles. Donc 

k 
= U T( U.) est fini puisque chaque T( U.) est réduit à un élément. 

i i 
i=1 

D O où le 1) du théorème d O existence des décompositions tertiaires réduites. 

Le 2) résulte de ce qu 0un module de dimension finie au sens de Goldie~ est 

riche en sous-modules co-irréductibles. 

D 1 où le résultat. 

Nous en déduisons en particulier i 

COROLLAIRE IL 1 9 g Soit M un module artinien ou noethérien. Tout sous-

module propre N de M admet une décomposition tertiaire réduite dans M • 

Donnons un exemple de module sur lequel les résultats de L 0 Lesieur et 

R. Croisot (voir [4]) ne permettent pas de conclure à l 1 existence (ou à la 

non-existence) de la décomposition tertiaire 9 al.ors que les résultats précédents 

le permettent 0 



Exemples ~ Prenons A = z et considérons le Z-module 

+ CO 

M = (±) 
n=i 

lVI n 

1 :z M = n 

3Z 

avec 

si n est pair 

si n est impair o 

Chaque Mn est simple~ donc co-irréductible 1 donc t-stable et 

.si n est pair 

si n est impair 0 

Par sui te T(M) = {2Z, 3i} est fini et M est riche en sous-modules t-stables 

puisquep éta.nt semi-simple ~ il est riche en sous-modules simples 0 

Il en résulte donc~ d'après les théorèmes d 1 existence et d'unicité que 

O admet dans M une décomposition tertiaire réduite de longueur 2 2 

On vérifie d I ailleurs de la même façon que tout sous-module propre N 

de M admet dans M une décomposition tertiaire réduite de longueur OU 2 0 

Cependant, les résultats obtenus par L 0 LESIEUR et RoCROISOT dans [4] ne 

permettent pas de conclure sur cet exemple puisque M n I est ni artinien 9 ni 

noethérieno 

IIIo APPLICATIONS A LA DECOMPOSITION ISOTYPIQUEo 

Dans tout ce paragraphe~ nous supposons l 1 anneau A unitaire 0 Tous les 

modules considérés sont des A-modules à gauche unitaireso 

Nous désignons par :X:. la classe dont les objets sont les types d I isomor

phie de tous les modules injectifs indécomposables 0 



Soit r.: lV[od A --+ ~ ( ~) 1 2 application définie par 
J 

Pour tout module lV[, r.(M) est l'ensemble de types d 1 isomorphie de 
J 

tous les sous-modules injectifs indécomposables de l'enveloppe injective ''E(M) 

de lV[ o 

Remarquons que r .(M) 
J 

est l'ensemble de tous les types de toutes les 

enveloppes injectives E(u) où u décrit l'ensemble de tous les sous-modules 

co-irréductibles de lV[ o 

Remarquons également que tout module co-irréductible u est r .-stable 
J 

et r.(u) = {n} où n est le type de l'injectif indécomposable E(u). 
J 

Par suite, il est clair que rj est une fonction de décomposition 0 

Rappel g Soit lV[ un module et soit n E S:C.. o 

On dit que lV[ est n isotypique si une enveloppe injective E(M) se 

décompose en une somme directe d'injectifs indécomposables ayant tous n pour 

type du isomorphie o 

La propriété suivante montre que les notions de module 

de module isotypique sont étroitement liéeso 

r .-stable et 
J 

PROPOSITION III 2 1. g Soit lV[ un module et soit n E ::t_ o 

Pour gue lV[ . soit n-isotypigue 2 il faut et il suffit gu I il satisfasse 

aux deux conditions suivantes g 

lV[ est r .-stable et 
J 

r.(M) = {n} o 
J 

2) E(M) se décompose en une somme directe d 1 injectifs indécompo-

sables o 

Pour la démonstration, nous utiliserons le lemme suivant 
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LEMME IILJ...... : Soit E un module in.jectif 9 

Si E admet une décomposition en somme directe d'injectifs indécompo-

sables. il en est de même pour tout sous-module injectif E' de E. 

Démonstration: Puisque E' est injectif, nous pouvons écrire 

E étant une somme directe d'injectifs indécomposables 9 est riche en co-irréduc-

tibles (cfo J.FORT [3]). 

Il en est donc de même pour E I et E" • 

Il en résulte, toujours d'après [3] que E0 est extension essentielle 

d'une somme directe d'injectifs indécomposables F' = 83 
o:EL 

F' 
a 

et que E" est 

extension essentielle d'une somme directe d'injectifs indécomposables F" = 83 F" 
~EK ~ 

0 

par sui te F = F' 83 F" est essentiel dans E • Il résulte de [3] que 

E et F sont isomorphes. 

Par suite F est injectif, donc F' est injectif 9 donc F' = E0
• 

Démonstration de la proposition III.1 2 : Il est clair que les conditions 

1) et 2) sont suffisantes et que la condition 2) est nécessaire. 

Montrons que la condition 1) est nécessaire. 

M étant n-isotypique, 

composables de même type n • 

E. 
l 

où les E. 
l 

sont injectifs indé-

Soit F un injectif indécomposable contenu dans E(M) E(M) = F83 F' • 

D 1 après le lemme, F' le décompose en une somme directe d O injectifs 

indécomposables. Il résulte alors du théorème de Azumaya que F est de type n 

et 9 par suite 

r.(M) = {n} • 
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Comme précédemment, M est riche en co-irréductibles, donc, pour tout 

sous-module non nul N de M, r.(N) n'est pas vide. 
J 

( 

par sui te M est r.-s'table. D'où le résultat. 
J 

Rappel~ Soit M un module et soit N un sous-module. On appelle 

décomposition isotypique de N dans M, toute décomposition: 

2) 

N = N
1 

tî ••• () 1\: telle que 

Aucun des N. n'est superflu. 
l 

Pour tout i 
' 

N. est TT• -isotypique 
l l 

(c'est-à-dire M est TT--isotypique). : 
N. l 

l 

Si if j , alors TT· f TT• o 
l J 

dans M 

Il résulte de la proposition III.1, que toute décomposition isotypique 

est une r.-décompositiono 
J 

Le théorème d'unicité des r.-décompositions nous permet donc d'énoncer: 
J 

N = N n 
1 

Théo~ème d'unlcité des décompositions isotypigues: 

Soit M un module, N un sous-module et soient 

n O e 9 deux décompositions isotypiques de 

M Q Nous supposons que: 

Alors 

Po1rr tout 

Pour tout 

i € { 1 1 ••• ,k} , Ni 

j € { 1 , •• o ,k 1 
} , N 1• 

J 

est TT• -isotypique dans M. 
l 

est TT~-isotypique dans M. 
J 

2) On peut permuter l'ordre des N'. de manière que 
J 

TT = TT! i l 

N dans 



Cepe.ri.da.nt v une r.-décomposition n'est pas nécessairement u..~e décomposition 
J 

isotypiq;;e. Et les conditions nécessaires et suffisantes d O existence des 

r .-dAcomnosi tions ne sont nue des conditions nécessaires d I existence des J - ':l 

décompositions isotypiques 0 

I1 est clair qu 0un module est riche en sous-modules 

seulement si il est riche en sous-modules co-irréductibles 0 

Nous pouvons donc éndncer: 

r .-stables si et 
J 

PROPOSITION IIIo2o ~ Soit M un module et soit N un sous-module 

J.lEO,E!;'._e de M o Pour gue N admette dans M une décomposition isotypique~ 
~· 

il est nécessaire gue les deux conditions suivantes soient satisfaites~ 

est riche en co-irréductibles 0 

2) est fini o1 

a~ obtient~ en renforçant légèrement la condition 1) une conditicn 

rrécessaj_.re -st suffisante d. ~ existence de la décomposi tian isotypique 0 

.TI?jorème d. 0 existence des décompositions isotypiques 

Soit M un module et soit N un sous-module propre de M O Une 

co:s.d.i tio.r_ nécessaire et suffisante pour que N admette une décomposi tiorr isc-

typi.que dans M est que les deux conditions suivantes soient vérifi.ées 

1) E(i) est 1me somme directe duj_njectifs indécomposables 0 

2) rj(~) est fini. 

Dé'1tc:'.lstrati on Nous pouvons supposer N = O 0 



Les conditions sont nécessaires 

Soit O = N
1 

n ... n N":k: une décomposition isotypique de O 

dans lVJ: • 

Alors E(M) est isomorphe à un sous-module de 

E' se décompose en une somme directe d'injectifs indécomposables. Il en est 

donc de même pour E(M). 

D1 oÙ le 1). Le 2) résulte de la proposition III.2, 

Les conditions sont suffisantes~ 

Par hypothèse, E(M) = ffi E. 
l iEI 

chaque E. étant un injectif 
l 

indécomposable. 

En regroupant tous les 

sous la forme 

E. de même type, on voit que E(M) 
l 

se met 

chaque F étant une somme directe d I injectifs i.ndécomposables de même type 
a: 

na, les divers types n
1 

, ••• ,nk intervenant dans cette décomposition éta.~t 

deu~ à deux distincts. 

Posons, pour tout a€ {1, ••• ,k} 

G =ffiF. 
a: Pl-a p 

Dans E(M) 9 O admet la décomposition réduite 

0 = G 
1 

() • • • () Gk • 

Posons N = M ê\ G 
a: a: 



réduite 

nuJ_ d.e 

M étant essentiel dans E(M) , O admet dans M la décomposition 

Pour tout M 
(X € { 1 ' 0 • 0 ,k } ' N 

(X 

est isomorphe à un sous-module non 

Il en résulte que N est TI -isotypique dans M? d'où le résultato 
(X (X 

M COROLLAIRE: Si est de dimension finie 2 N admet une décomposition 
N 

isotypique dans M. 
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Conférence du 19 Mars 1973 

par G. CAUCHON 
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DECOMPOSITION DES MODULES 

EN INTERSECTIONS INFINIES. 

Cet exposé est doublement motivé" Son premier but est d'étendre au cas 

des décompositions de longueur infinie les résultats exposés dans [2] à propos 

des fonctions de décomposition. 

D'autre part, nous savons 9 d'après [2] , q_ue les décompositions ter

tiaires et isotypiq_ues sont des cas particuliers de r-décompositions pour 

certaines fonctions de décomposition r bien choisies. 

Cependant, si nous étudions les décompositions irréductibles, nous 

voyons q_u'il n'existe certainement pas de fonction de décomposition r telle 

q_ue toute décomposition irréductible réduite de longueur finie soit une 

r-décomposition. 

En effet, soit A un anneau, r une fonction de décomposition définie 

sur Mod A (voir [2]), soit M un A-module à gauche, soit N un sous-module 

et soit : 

N = N n 
1 

une r-décomposition de N dans M. 
' 



Alors, si i _j_ • r J, JVl t 
N. 

]. 

JVl 
N. 

J 
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sinon on aurait r( .l!) 
N. 

]. 

= r(l'L) 
N. 

J 

Or, on peut toujours trouver un. modul.e JVl , un sous-modul.e N et une 

décomposition irréductible réduite 

que les JVl 
N. 

7 

soient 2 à 2 isomorphes. 

de N dans JVl telle 

Nous allons exposer ici une nouvelle théorie qui généralise la théorie 

des fonctions de décomposition et dans le cadre de laquelle entrent les décom-

positions irréductibles réduites ainsi que les décompositions complètement 

irréductibles réduites. Ceci constitue le second but de l'exposé. 

Comme toutes les intersections que nous envisagerons pourront être de 

longueur infinie, nous commencerons par préciser la notion de décomposition 

réduite de longueur infinie. 

Dans tout cet exposé, A désigne un a.n.neau qui n'est supposé ni 

commutatif, ni unitaire. Tous les modules considérés sont des A-modul.es à gauche. 

I. DECOMPOSITIONS REDUITES DE LONGUEUR Q._UELCONQUE. 

Soit M un module, N un sous-module et soit 

N= n 
iEI 

N. 
]. 

une décomposition de N en intersection d'une famille 

de JVl. 

(N.). I d.e sous-modules ]. 1€ 

Soit JVl C 
TI 

M le monomorphisme cànonique. gi:N --> N. 
iEI ]. 

Posons s @ 
M = . N. 

iEI ]. 

Lorsque I est fini, qi(Ê) &; s 0 



Lorsq_ue I est infini, ce n I est pl us le cas et il apparait 1 1 orsq_u I on 

désire étendre au cas infini, le théorème d'unicité des r-décompositions~ ainsi 

q_ue le théorème de Kurosh-Ore, q_ue les principales difficultés auxq_uelles on se 

he1J_rte sont dues à ce q_ue qi(ii) peut être très éloigné de S • 

C'est pourq_uoi nous posons la définition suivante 

DEFINITION I.1e : La décomposition (1) est une décomposition réduite 

de N da.~s M si elle satisfait aux deux conditions suivantes~ 

Aucun N. n'est superflu. 
]. 

(Rappelons q_ue la notation E < F signifie E essentiel dans F). 

Remarque: Dans le cas d'une intersection finie, la notion de décompo-

si tion réd.ui te introduite ci-dessus cotncide avec la notion classiq_ue puisq_ue 

le 2) est toujours réalisé. 

DEFINITION L2
2 

: Nous dirons q_ue la décomposition ( 1) est forteme:r:.t 

réduite, si elle est réduite au sens de la définition L L et si, de pl us ~ 

=> X. (\ [ () N. ] :::J N • 
J. ·.J.· l _L 

o 1 r 1 r 
0 

IL FAMILLES DE DECOMPOSITION,.,, 

Soit C une classe de modules non nuls. 

DEFINITION II. 1 • Soit JVI un module et soit N un sous-module. 

On dit q_ue N est C-essentiel dans JVI si, pour tout sous-module X 

de JVI appartenant à C , X n N f O • 



Notation ~ 

N < IVI " 
C 

Nous dirons q_u 'un module IVI est riche en éléments de C si tout 

sous-module non nul X de IVI contient au moins un élément de C 0 

Il est clair qu'on a l 1 implication suivante: 

IVI riche en éléments de 

N < IVI 
C 

N < IVI o 

DEFINITION 11,2. ~ Soit (IVI)iE:1 une famille de modules 0 

Nous disons q_ue la somme directe IVI = (±) 

iEI 
(V i € r) M. € c 0 

l 

est C-réduite si 

DEFINITION II. '3. : Nous dirons q_ue C est une famille de décomposition 

si elle satisfait aux trois axiomes suivants g 

.Axiome 1 ~ Soient IVI et IVI1 deux modules non nuls tels qu 1 il existe 

une sui te exacte de la forme O-,. M' _,. IVI o 

Si 1VI € C 1 alors IVI 1 € C • 

.Axiome 2 Soient deux éléments de C • 

un sous-module non nul de et soit un sous-module 

non n-J.l de 
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Axiome 3 ~ Si un module M contient au moins un élément de C ~ alors 

il existe Tu.'le somme directe c-réduite K = @ K. 
iEI i 

telle que M > K. 
C 

Les axiomes 1 et 2 ont été choisis de façon à avoir la propriété 

suivante ~ 

PROPOSITION II. 1. ~ Soit (M.). I 
]. J.€ 

une famille de modules. Soit 9 pour 

tout i E: I9 L. U..l'l sous-module non nul 
]. 

de M .• 
]. 

Si la somme directe M= © M. est 
]. 

C-réduite 2 alors la somme 
iEI 

directe L = (t) L. est c-rédu.ite. 
iEI 

]. 

Nous supposons désormais 9 que C désigne une famille de décomposition 

choisie u..'le fois pour toutes. 

DEFINITION II 2 42 : Soit M un module et soit N un sous-module. 

On appelle C-décomposition de N dans M, toute décomposition~ 

N == ('\ N. de N en intersection d'une famille 
iE:I ]. 

sous-modules de M telle que; 

(N.). I de 
]. J.€ 

1) La décomposition (1) est réduite au sens du paragraphe I 0 

2) Pour tout i E: 1 9 est extension essentielle d'un sous-module 

L. E: C 9 les L. étant tels que la somme directe 
l J. 

L = © L. soit C-réduite. 
]. 

iE:I 

Si on remplace dans cette définition la condition 1) par la condition 

plus faible suivante 

1 )* Aucun des N. n'est superflu; nous disons que la décomposition (1) 
l 

est une C-décomposition faible de N dans M. 
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PROPOSITION II.2, : Soit M un module et soit N un sous-module propre 

de M. Les propriétés suivantes sont équivalentes~ 

i) N admet une C-décomposition dans M ô 

ii) 

iii) 

M 
N 
M 
N 

est extension essentielle d'une somme directe c-réduite. 

est riche en éléments de C ô 

iv) N admet une C-décomposition fortement réduite dans M ô 

v) N admet une C-décomposition faible dans tout sous-module X 

de M gui contient N strictement. 

Démonstration i) => iii). 

LEMME: Toute somme directe L = @ 

iO 
L. 

l 
d 1 éléments L. € C 

l 
est riche 

en éléments de C 0 

On vérifie aisément ce résultat par récurrence sur le nombre d'éléments 

de I lorsque I est fini. Pour l'étendre au cas où I est infini, il suffit 

de remarquer que tout sous-module non nul X de L contient un sous-module non 

nul Y lui-même contenu dans une somme finie de Li 0 

Soit N= n N. une C-décomposition de N dans M • Soit 
iO 

J. 

JV.[ C 
Il .!. ::) s e M le monomorphisme canonique. Pour tout i~ rp:N --> = 

i€I 
N. -

i€I 
N. 

J. J. 

M L. € C Donc s > L @ L. (voir [1] 267, exercice 15L Donc > . = page 
N. J. l 

l iEI 

m- 1 ( s) S est riche en éléments de C. Donc r est riche en éléments de C. 

Puisque ~ > cp-1 ( s) r nous voyons que M 
N 

est riche en éléments de C • 

iii) => ii) : c 1 est une conséquence immédiate de 

l'axiome 3. 
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ii) => iv) ~ Il est clair que toute C-décomposition 

(resp. faible ou fortement réduite) de 0 dans M se relève en une 
N 

C-décomposition (resp. faible ou fortement réduite) de N dans M. 

que 

Il suffit donc de faire le raisonnement pour N =O. 

Soit K = 83 K. une somme directe C-réduite 9 essentielle dans Mo 
i€I 1 

Soit 9 pour tout i E I 9 N. un complément relatif de K. dans M tel 
1 1 

N. :::::, 83 K .• 
1 - J jEI 

j;Ü 

Nous allons montrer que les 

tement réduite de O dans M. 

N. déterminent une C-décomposition for= 
1 

Or 

Pour prouver que (\ N. = 
J.. 

i€I 
O ~ il suffit de prouver que n N. n K = 0 o 

1 

N. ft K = N. n [K. 83 ( 83 K.)] 
1 1 1 -~· J 

Jr1 
= (±) K. (modularité). 

jf:i J 

iEI 

Nous avons donc bien 

Si if:j, N. :::::, K. n la décomposi tian ( 1) est d.onc sans élément 
1 - J , 

superflu. 

Soit c M M 
rn· M --> II - :::::, S = '+' le monomorphisme canonique. Pour 
,· iEI Ni - i7I Ni 

tout i E I 9 

. M 1 
gi(K) s N. s S • Donc gi(K) s; S • Donc K s; g>- ( s) et par sui te 

N. 
J.. 

0 

1 

La décomposition (1) est donc réduite au sens du paragraphe I 0 

Soit i E I 9 soit X. un sous-module de M qui contient strictement 
0 1 

0 

f O => X. n [ ("\ N. ] f O • 
1

0 i/:i 
1 

0 
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Par suite, la décomposition (1) est fortement réduite. 

Puisque N. 
]. 

est un complément relatif de 

_! > L. !:: K. 
N. i J. 

]. 

K. , nous avons 
]. 

Donc la décomposition (1) est une C-décomposition fortement réduite. 

Commeiv)implique clairement i), nous avons démontré l'équivalence des 

assertions i),' ii), iii) et iv). 

iii) =) V) Supposons 

i étant riche en éléments de C , il en est de même pour 

suite N admet une C-décomposition dans X. 

X 

N 

v) => iii) : Nous pouvons supposer N =O. 

Soit X un sous-module non nul de lVI • 

Soit 0 = f'i N. 
]. 

une C-décomposition faible de 0 dans x. 

Soit c X ~:X--> TI le monomorphisme canonique. 
i(I Ni 

et par 

Soit i € I 
0 

puisque Ni n'est pas superflu, 
0 

~(x)nN~ I= o. 

Par suite, ~(X) contient un élément de C. 

]. 
0 

Il en est donc de même pour X et M est bien riche en éléments de C. 

En ce qui concerne l'équivalence des propriétés ii) et iv), nous pouvons 

apporter la précision suivante: 
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PROPOSITION II,3. : Soit M un module, N un sous-module et soit I un 

ensemble d'indices. 

Les propriétés suivantes sont équivalentes: 

.. )* M ].]. -
N 

est extension essentielle d'une somme directe C-rédui te 

de la forme K = (±) Ki • 
iEI 

iv)* N admet dans M une C-décomposition fortement réduite de 

1 a forme N = {"'\ N. • 
iEI 

]. 

Démonstration ii )* => iv )* a déjà été démontré. 

Pour démontrer que iv)* => ii)* , nous pouvons supposer N = 0. 

Soit 
C .! :::) s (±) 

M-
cp: M --> Il = N. - N. 

iEI ]. iEI ]. 

Posons, pour tout i E I1 Y. = " ]. 
j_# 

La somme y = L 
iEI 

Y. 
]. 

est directe. 

Puisque la décomposition 0 = n N. 
]. 

iEI 

le monomorphisme canonique. 

N. 
J 

est fortement réduite, N. 
]. 

un complément relatif de Y. CVi E I) • 
]. 

Par suite, Y. est isomorphe à Y! < 
M donc 

]. 
par cp 

]. N. 
]. 

cp( y) = EB Y! < s 
i€I 

]. 

donc y < qi-1(s) < M • 

est 

D'autre part, pour tout i E I, est extension essentielle d'un 

élément L. de 
J. 

c-rédui te. 

C , les L. 
]. 

étant tels que la somme directe L = (±) L. 
iE:I l 

soit 



Il en résulte que Y. 
]. 
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est extension essentielle d'un sous-module K. 
]. 

tel 

que la sol!lllle directe K = @ K. 
]. 

soit C-réduite. Donc M > K d'où le résultat. 
i€I 

PROPOSITION II,4. ! Soit M un module. Les propriétés suivantes sont 

·équivalentes : 

i) Tout sous-module propre N de M, admet une C-décomposition 

dans M • 

ii) Tout sous-module propre N de M, admet une C-décomposition 

faible dans M. 

iii) Tout quotient M de M est riche en éléments de 
N C • 

Démonstration: L'équivalence i) < > iii) résulte de la proposition II.2. 

Il est clair que i) => ii). 

Montrons que ii) => iii). 

Remarquons d'abord que, si M satisfait à ii), il en est de même pour 

tout quotient '"' = kJ- de M !'1 N l'l O 

Soit en effet X' un sous~module propre de 

M' M ::::. 
X' X 

X X' = avec 
N 

NcXcM 
- f 

X admet une C-décomposition faible dans M => X' admet une C-décompo

sition faible dans M' • 

Il nous suffit donc de montrer que M est riche en éléments de C. 

Soit X un sous-module non nul de M • 

Soit X' un complément relatif de X dans M. 

X est isomorphe à X" < X~ • 

Puisque X' M admet une C-décomposition faible dans· M , -
X' 

contient un 



élément de C (même démonstration que prop. II.2 v) => iii)). Par suite, X 

contient au moins un élément de C. 

Et M est bien riche en éléments de C. 

III. APPLICATIONS. 

1) FONCTIONS DE DECOMPOSITION: 

Soit r une fonction de décomposition définie sur Mod A à 

valeurs dans @(C:X::) où ::C. désigne une certaine classe d I objets 0 

Nous sommes conduits à généraliser la notion de r-décomposition de 

longueur finie de la façon suivante : 

DEFINITION III,1. : Soit M un module et N un sous-module. 

On appelle r-décomposition de N dans M toute décomposition 

N = n N. de N en intersection d'une famille . ]. 
J.€1 

(N.). I de sous-modules 
]. ]. E: 

de M telle que~ 

1 ) La décomposition ( 1 ) est réduite au sens du paragraphe I. 

2) (Vi E: I) 
M est r-stable et r(l!) {X. } = . 
Ni N. ]. 

]. 

3) i f j => X. f X. 
]. J 

Si nous remplaçons, dans cette définition, la condition 1) par la 

condition suivante plus faible: 

1 )* Aucun N. 
]. 

n'est superflu, nous dirons que la décomposition (1) 

une r-décomposition faible de N dans M. 

Soit C la classe de tous les ~adules r-stables. 

C est une famille de décomposition. En effet~ 

est 



L'axiome est évident o 

L'axiome 2 résulte du lemme suivanto 

LEMJVIE III.1. ~ Soit (Mi)i(I une famille de modules r-stables avec~ pour 

tout i € I, r(-Mi) = {xi} 

,Alors M = @ M. 
l 

iO 

Démonstration : 

est 

Si M 

r-stable si et seulement si tous les 

est r-stable, r(M) = {x} = {x.}.
1

o 
l l( 

X. 
l 

sont égaux. 

Donc tous les x. sont égauxo 
l 

Si tous les xi sont égaux à x € :X:. 9 r(M) = {x} et si 

Of N s M, r(N) = {x} cari M étant somme directe de modules r-stables 1 M est 

riche en sous-modules r-stables, donc r(N) f p 0 

Il en résulte d O ailleurs de ce lemme gue ~ 

La somme directe K = 8;) K. est C-réduite si et seulement si elle 
itl l 

satisfait aux deux propriétés suivantes ~ 

1 ) 

2) 

K. 
l 

est r-stable et 

if j =) X. f X. o 
l J 

r(K.) = {x. } 
l l 

pour tout i t I o 

Démontrons l 8 axiome 3 ~ Soit M un module qui contient au moins un 

élément de C. 

à C • 

s 
a 

Soit (sa)atA la famille de tous les sous-modules de M qui appartiennent 

Soit '1, la famille de toutes les parties P de A telles que la somme 

soit directe$ 

t:y. est non ~:e et est inductive pour la relation d O inclusion a 

Par sui te, 'Y-admet un élément maximal 1 soit p 
0 



La somme directe K = @ S est C-essentielle dans M. 
€ p (X 

(X 0 

Si nous regroupons dans cette somme tous les S qui ont même ~mage par r, 
0: 

nous voyons que K peut s'écrire sous la forme d'une somme directe C-réduite 

d'où le résultat. 

Toute extension essentielle d'un module r-stable étant r-stable, nous 

a,vcins ~ compte-tenu du lemme III.1 : 

PEOPOSITION III.1, : Soit M un module et N un sous-module. Soit 

N = (î N. ( 1) une décom;eosi tion de N en intersection d I une famille 
iEI l 

(Ni)iEI de sous-modules de M. 

Les propriétés suivantes sont équivalentes 

1) La décomposition (1) est une C-décomposition (resp. une 

C-d.écomposition faible) de N dans M • 

2) La décomposition (1) est une r-décomposition (resp. une 

r-d.écomposition faible) de N dans M. 

Les :propositions II.2. et II.4. nous permettent en particulier d'énœ1cer z 

PRO-POSITION IIl..,k, : Soit M un module et soit N un sous-module pro~ 

de M~ 

Les propriétés suivantes sont équivalentes~ 

i) N admet une r-décomposition dans M. 

ii) M 
N 

est extension essentielle d'une somme directe K = 8:) K
0 

i€l 

K. 
l 

soit r-stable avec if j => r(K.) f r(K.) • 
l J 

iii) M est riche en sous-modules r-stables. 
N 

iv) N admet une r-décomposi tion fortement réduite dans Me 

v) N admet une r-décomposition faible dans tout sous-module X 

de M tel que N c X. 
cf 



PROPOSITION III. '3. : Soit M _un __ m_o_d_u_l_e__.,_l_e_s ___ p_r_o __ p_r_i_é_t_é_s_s_u_i_v_an_t_e_s 

sont équivalentes 

i) Tout sous-module propre N de M admet une r-décomposition 

faible dans M • 

ii) Tout quotient de M est riche en sous-modules r-stables. 

Remarquons que l'équivalence des assertions i) et iii) de la proposition 

III.2. est la généralisation au cas des décompositions de longueurs quelconques~ 

du théorème d'existence des r-décompositions de longueurs finies établies dans [2]. 

Le théorème d'unicité des r-décompositions se généralise également de la 

manière suivante. 

PROPOSITION III.4, Soit M un module et soit N un sous-module. 

Soient N = n X. = n Y. deux r-décompositions de N dans M. 
i€I 

l 
jEJ J 

posons ('Vi E I) (r(t) = {xi}) 
l 

et (~jEJ-) (r(t) = {Yj}L 
J 

Alors 

1) Il existe une bijection a:I-> J telle que 

( V i cr) (x. = y ( . ) ) 
l O l 

2) r(~N) = {x. }. I. 
l lE 

Démonstration: Il suffit de prouver le 2). 

Soit M c M 
~:-N --> TI le monomorphisme canonique. 

. N. 
l€I l 



Soit 

L'inclusion contraire s'établit comme dans le cas des r-décompositions 

de longueur finie. 

Compte tenu de ce résultat, et de la proposition II.3 0 ~ nous voyons que 

l'équivalence des assertions i)~ ii) et iii) de la proposition III.2. peut être 

précisée de la manière suivante. 

PROPOSITION III.5. ~ Soit M un module. N un sous-module propre et 

soit I un ensemble d'indices. 

Les propriétés suivantes sont équivalentes 

i) N admet une r-décomposition dans M de la forme 

N = n N .• 
]. 

iE:I 

ii) 

i f j 

~N > K = Œ) K. chaque 
i€I ]. 

=> r(K.) f r(K.) . 
]. J 

K. 
J. 

étant r-stable avec 

iii) M 
N 

est riche en sous-modules r-stables et 

Gard r(~) = Gard I o 

N 

Il convient naturellement de se poser la question suivante~ Le théorème 

d 1 unicité est-il encore valable pour les r-décompositions faibles de longueur 

infinie? 

Nous allons montrer à 1 1 aide d'un contre-exemple, que la réponse est 

négative. 



EXEMPLE III.j. ~ Nous prenons A= Z. 

Nous notons t le radical tertiaire et T la fonction de décomposition 

associée à t 

Soit ( p )-+= la suite de tous les nombres premiers positifs 0 n n=1 

Posons M= 
+ 00 z 

II p Z o 

n=1 n 

M est un Z-module o 

Pour tout n ( @*1 soit M l'ensemble de tous les éléments de M ayant 
n 

toutes leurs composantes nulles sauf éventuellement la nième 0 

est un sous-module de M isomorphe à z 
~ donc simple. M p z n 

n 

Donc M est t-stabl:e et t ( M ) = Co · • M ) = p 'Z, 
n Il Il, n 

Donc M est T-stable et T(M ) = { P z} 0 n n n 

Soit, pour tout n ( W*, Xn le sous-module de M constitué de tous 

les éléments de M dont la nième composante est nulle 0 

Il est clair q_ue 

+ 00 

0 = () X n 
n=1 

et qu'aucun X. 
]. 

Il I est superfl Uo 

DI autre part, 1! ~ M pour tout n € ®*. 
X n n 

Donc la décomposition (1) est une T-décomposition faiblement réduite de 

O dans M avec 

'ln ( W* { P z} o n 

Si le théorème d'unicité s'appliq_uaitr on en déduirait 



Or le sous-module S de M engendré par l'élément w = (1, ... ,1, ... ) 

est isomorphe à Z, donc co-irréductible? donc t-stable avec t(s) = t(z) =O. 

Donc O E T(M) • Contradiction avec (2) et le théorème d'unicité ne 

s'applique pas si les décompositions considérées ne sont pas réduites au sens du 

paragraphe I. 

Ceci montre que le 2) de la proposition III.4. est faux pour de telles 

décompositions. On peut aussi montrer que le 1) est faux lorsque les T-décompo-

sitions sont seulement sans élément superflu. 

En effet, z étant noethérien, on démontre (voir le paragraphe suivant) 9 

que M est riche en sous-module T-stables. 

Par suite O admet une T-décomposition dans M soit 

0 = n Y. 
J. iEI 

Posons T ( y~ ) = { ~ i } ( V i E I) où 
J. 

@. désigne un idéal de z. 
J. 

· Puisque T(M) = {'s>. }. I , il reste 
i J.E 

~ = 0 i • 
0 

i E I 
0 

tel que 

Et les décompositions (1) et (3) ne satisfont pas à la condition 1) de la 

proposition III.4. 

EXEMPLE III. 2. Prenons les mêmes notations que dans l'exemple III.1. 

et posons : 
+ 00 z 

L = © pz 
n=1 n 

Pour tout i E ~* , soit 
z 

Y. = © pz 
J. -1.. 

Nous avons 

nri n 

z 
L =Yi© P.Z. Donc 

J. 

Y. 
l 

est 

Il est clair que, dans L , nous avons 

+ 00 

0 = Î) Y. 
J. 

i=1 

P.Z-tertiaire dans 
l 

L • 



et que ceci est une T-décomposition faibleo 

+oo +oo 
cp: L --" II J;_ :=) S = (±) .l:_ 

. Y. - . Y. 
l=1 l l=1 l 

Soit 

Il est clair que cp(L) = S o 

Donc la décomposition (1) est une T-décomposition de O dans L 0 

Cet exemple nous fournit donc une T-décomposition clairement explicitée 

alors que da..n.s l 1 exemple précédent 9 si nous sommes assurés de l 1 existence d'une 

T-décomposition de O dans M, nous ne voyons pas très bien comment en expli-

citer une. 

2) APPLICATION AUX. DECOMPOSITIONS TERTIAIRES; 

Nous sommes naturellement conduits à généraliser la notion 

classique de décomposition tertiaire réduite de longueur finie~ de la manière 

suiva..n.te 

DEFINITION III.2. : Soit M un module et N un sous-module 0 

On appelle décomposition tertiaire réduite de N dans M 9 toute 

décomposition N = (') N. ( 1) 
i€I l 

de N dans M telle que 

1) La décomposition ( 1) soit réduite au sens du paragraphe L 

2) Pour tout i € I , N. 
l 

est tertiaire dans M et R/Ni) = 'Y>i 

i /: j => ~- /: tg)_ 
l J 

Si on remplace la condition 1) par la condition suivante plus faible 

1*) Aucun N. 
l 

n 1 est superflu. 

On dira que (1) est une décomposition tertiaire sans élément superflu de N 

dans M • 

D'après [3] (Théorème 5.3. page 254], nous voyons immédiatement que 

les décompositions tertiaires réduites ne sont autres que les T-décompositions 
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et que les décompositions tertiaires sans élément s~perflu ne sont autres que 

les T-décompositions faibles. 

D'où les résultats 

PROPOSITION III.6. :(Théorème d'existence des décompositions tertiaires). 

Soit M un module et N un sous-module propre 0 

Les propriétés suivantes sont équivalentes~ 

i) N admet une décomposition tertiaire réduite dans M 0 

ii) ~ > K= (f) K. chaque K. étant t-stable 9 les radicaux 
N iEI 

l l 

t(K.) étant 2 à 2 distincts. 
l 

iii) M est riche sous-modules t-stables. 
N 

en 

iv) N admet une décomposition tertiaire fortement réduite 

dans M • 

v) N admet une décomposition tertiaire sans élément superflu 

dans tout sous-module X de M tel que N c X • 

I= 

PROPOSITION III.7. ~ (Théorème duu..11.icité des décompositions tertiaires). 

Soit M un module et N un sous-module. 

Soient 

de N dans M • 

N = n 
iEI 

Nous supposons 

(r/i E 

( 'v j E 

Alors . 
0 

que 

I) N. est 
l 

J) Nu. 
J 

est 

1 ) Il existe une bijection 

deux décompositions tertiaires réduites 

~- -tertiaire dans M et 
l 

~.-tertiaire dans M • 
J 

o:I.....,, J telle que 



R3(N) = n ~-• 
iEI l 

Le 3) résulte de la propriété suivante établie par Fisher ([3] prop. 5 0 2 0 , p. 254) 

Si M est riche en sous-modules t-stables ~ alors ~ 

Nous allons montrer maintenant que ces résultats prennent un aspect 

remarquable pour un module M qui satisfait à la condition de chaîne DI que 

nous définissons ci-dessous 

DEFINITION III.3. : Un module M satisfait à la condition de chaîne D1 

si, pour tout sous-module N de M 9 la famille des résiduels à gauche de N 

dans M satisfait à la condition de chaîne ascendante. 

Notons que cette condition est toujours réalisée si l 1 anneau A est 

noethérien bilat~re. 

Etant donné un module M, un sous-module N et u..~ résiduel à gauche 

de N dans M !I'= N ·. X , nous dirons que g 

~ est un résiduel associé de N relativement à X si les deux 

conditions suivantes sont réalisées: 

1) Ne X. 

I= 
N c Y c X => @> = N • • Y • 

I= -

On voit ([5] proposition 7.5.~ page 67) que s·i ~= N•, X avec 

N c X c M est un résiduel à gauche maximal de N dans M 9 alors <9' est un 
I= -

résiduel associé de N relativement à X. 

Par suite, si M satisfait à la condition D' , tout sous-module propre 

N de M admet au moins un résiduel associé da..ri.s M • 

On vérifie aisément le résultat suivant 



LEMME III,2 2 : Si t§' est un résiduel associé de N relativement à X 

.dans M ~ al ors : 

X 

N 
est t-stable et 

Par sui te, si M satisfait à la condition D' , tout quotient M de 
N 

M 

est riche en sous-modules t-stableso 

Nous en déduisons: 

PROPOSITION III 2 8 0 : Soit M un module satisfaisant à la condition D' • 

.Alors: Tout sous-module propre N de M admet dans M une décomposition 

tertiaire réduite (et même fortement réduite). Fisher démontre dans [3] (proposi

tion 6.1., page 256) que, si M est un module satisfaisant à la condition D' 9 

alors~ pour tout sous-module N de M j T(~) = Ass N dans M où Ass N dans M 

désigne l'ensemble de tous les résiduels.associés de N dans M. 

Nous en déduisons les résultats suivants qui, avec la proposition III.8 0 , 

généralisent au cas où seule la condition nu est satisfaite, les résultats 

obtenus par L.Lesieur et R.Croisot dans [5] lorsque la condition D , qui est plus 

forte que D 1 
, est satisfaite, et que le module M est artinien ou noethérien. 

PROPOSITION IIL9o : Soit M un module satisfaisant à la condition nu • 

Soit N un sous-module et soit 

réduite de N dans M , chaque 

"" 

N = n X. une décomposition tertiaire 
iE:I ]. 

X. 
]. 

étant C§'. -tertiaire dans 
]. 

M •. .Alors 

Démonstration: C'est une conséquence immédiate de la proposition III.7. 



PROPOSITION III 2 10 g Soit M un module satisfaisant à la condition Du 0 

Soit N un sous=module propre de M et soit @ un idéal premier de 

A O Les propriétés suivantes sont équivalentes 

i) N est @ -tertiaire dans ]V[ 0 

ii) C§' est 1uunique résiduel associé de N dans M 0 

Démonstration~ C'est une conséquence immédiate des propositions III 0 8 0 

et IIL9o 

3) APPLICATION AUX DECOMPOSITIONS IRREDUCTIBLES REDUITES g 

Nous sommes naturellement coµduits à généraliser la notion de 

décomposition irréductible réduite de longueur finie, de la façon suivante~ 

DEFINITION III 2 3o ~ Soit ]\/[ un module et N un sous-moduleo 

On appelle décomposition irréductible réduite de N dans M, toute 

décomposition N= nN. (1) 
iE:I l 

de N en intersection d 1 une famille 

sous-modules de M telle que 

1) La décomposition ( 1) est réduite au sens d.u paragraphe L 

2) Tous les N. sont irréductibles dans M 0 

l 

Si on remplace la condition 1) par la condition plus faible 

1*) Aucun N. n 9 est superflu; 
J. 

nous disons que (1) est une décomposition irréductible sans élément superflu 0 

Bien entendu, lorsque I est fini, ces deux définitions coincident 

avec la définition usuelle de décomposition irréductible réduite de longueur 

finie o 

Soit C 
u 

la classe de tous les modules co-irréductibles 0 

Il est immédiat que C est une famille de décomposition et que les 
u 

sommes directes C -réduites ne sont autres que les sommes directes de co-irré
u 

ductibles 0 



Toute extension essentielle d'un module co-irréductible est un module 

co-irréductible et par suite~ 

Les décompositions irréductibles réduites ne sont autres gue les 

C -décompositions et 
u 

les décompositions irréductibles sans élément superflu ne sont autres 

~ue les C -décompositions faibleso 
u 

Nous avons même la précision suivante 

PROPOSITION III 2 11o : Soit M un module. soit N un sous-module et 

soit N = n N. ( 1) 
iE:l l 

une décomposition de N dans M o 

Les propriétés suivantes sont équivalentes; 

i) (1) est une décomposition irréductible réduite de N 

dans M o 

ii) (1) est une décomposition irréductible fortement réduite 

de N dans M • 

Démonstration: Il suffit de démontrer que i) => ii) 0 

Soit i E I et soit X. un sous-module de 
0 l 

0 

M avec X. :::> N. o 
l / l or o 

Supposons par l'absurde 

X. () [N. 
l l 

0 0 

donc N. + ~ 
lO ij6i 

0 

N. :::J N. 
l -1= i 0 

+ n N.] = 
ifi l 

N. 
l 

0 

+ X. n [ (î Nl.] (modularité) 
lO ifi 

0 

= N. 
l 

0 

0 

Ceci contredit 1 1hypothèse: N. est irréductible dans Mo 
l 

0 



Les résultats du paragraphe II nous permettent alors d'énoncer g 

PROPOSITION IIL 12. ~ Soit J'II un modlù.e et soit N un sous-module 

propre de J'II o Les propriétés suivantes sont équivalentes: 

i) N admet une décomposition irréductible réduite dans J'II o 

ii) J'II est extension essentielle d 1une somme directe de 
N 

sous-modules co-irréductibleso 

iii) J'II est riche en sous-modules co-irréd.uctibles. 
N 

iv) N admet une décomposition irréductible sans élément 

superflu dans tout sous-module X de J'II tel que X :=:J N 0 

I= 

Remarque: L'équivalence des assertions ii) 9 iii) et iv) a déjà été 

établie par JoFort dans [ 4] , da.ris le cas des modules unitaires sur un anneau 

uni taire en passant par 1 1 intermédiaire des enveloppes injectives,, 

PROPOSITION III 2 13. ~ Une condition nécessaire et suffisante pour que 

tout sous-module N d 1un module M admette une décomposition irréduc= 

tible sans élément superflu da~ J'II est que tout quotient 

soit riche en co-irréductibleso 

]'/[ 
N de J'II 

Compte tenu du fait qu 1 il y a coi'ncidence entre les décomposi tians 

irréductibles réduites et les décompositions irréductibles fortement réduites 9 

la proposition II.3. nous permet d 1 énoncer g 

PROPOSITION IIL 14. ~ Soient M un mod1D.e. N un sous=module propre 

et I un ensemble d'indices. 

Les propriétés suivantes sont équivalentes g 

i) N admet dans J'II une décomposition irréductible réduite 

·de la forme N = n N .• 
]. 

iE:I 



.. ) M 
ll -

N 
est extension essentielle d'une somme directe de 

co-irréductibles de la forme K = ~ K .• 
l 

i.EI 

Lorsque I est fini, ceci nous redonne le résultat classique suivant~ 

COROLLAIRE III.1 2 : Soit M un module et soit N un sous-module propre. 

N admet une décomposition irréductible réduite de longueur finie dans M 

si et seulement si M 
N 

est de dimension finie au sens de Goldie. 

De plus, s'il en est ainsi, l'invariant de Kurosh-Ore de N dans M 

n'est autre que la dimension de Goldie de M 
N 

Afin d'établir, dans le cas général~ le théorème d'unicité des décompo

sitions irréductibles réduites, nous allons établir, pour tout module M ~ 

l'unicité des longueurs des sommes directes de co-irréductibles essentielles dans M. 

Cette unicité a déjà été établie par J.Fort dans [4] , dans le cas des 

modules unitaires en passant par l'intermédiaire des sommes directes d'injectifs 

indécomposables. 

La démonstration que nous allons donner ici s'applique également au cas 

des modules non unitaires. 

LEivJlV.IE III.3, : Soit M un module. 

Soient s = © 
iEI 

S. 
l 

et T = © T. 
jEJ J 

deux sommes directes de sous-modules 

co-irréductibles de M. 

Nous supposons S < M et T <M. 

Alors pour tout a € I ' 
il existe ~ € J tel que : 

1 ) La somme T~ + [ (f) s.J est directe et essentielle dans M • 
l 

ifa 

2) Il existe un sous-module non nul de s qui est isomorphe à un 
a 

sous-module de 
T~ 



Alors 

Démonstration~ Supposons que~ 

'vj E: J; 

=> R = 

R. = T. (l [ ffi S.] f. 0 o 

J J . _J_ l 
ira 

R. < T. 
J J 

(±) R. < T < M 
"cJ J Js;, . 

=> (±) S. < M 1 ce qui est absurdeo 
i/=o: l 

Il existe donc ~ E J tel que la somme 

P = T + [ œ· S.] soit directeo 
~ it=o: l 

P n S -/= O sinon la somme 
a 

aurait T () S = 0 • 
~ 

Par sui te P ,2 P (') S (±) [ (±) S.] qui est essent.iel dans M 0 

0: . / l 
l,=o: 

Donc Ti 

Donc P < M , d'où le 1)0 

Pour montrer le 2)~ posons 

Nous avons : 0 c T 1 f; s = 
I= 

T 0 = T () S o 

~ 

s ffi[ffi S.] 0 

0: . I= l 
l fX 

est isomorphe à un sous-module non nul de 

PROPOSITION IIL 15. : .§.2il M un moduleo 

Or T 1 n ( (±) S.) = 0 0 

if.a 
l 

s o D'où le 2)o 
a 

Soient S = (±) S. . et 
iEI l 

T = ffi T. deux sommes directes de sous-modules 
j(J J 

co-irréductibles de M avec S < M et T < M 0 

Alors; Il existe une bijection o~I - J qui satisfait à la propriété 

suivante 

Pour tout i E I 9 il existe un sous-module non nul de 

isomorphe à un sous-module de To(i) • 

S. 
l 

qui est 



Démonstration: Soit F la famille des couples (6 9 µ) où 6 est une 

partie de I et où µ est une application injective de 6 dans J satis

faisant aux propriétés suivantes : 

1) La somme est directe. 

2) Pour tout i E 6, il existe un sous-module non nul de 

isomorphe à un sous-module de T (. \ • µ l.; 

Nous supposons <st ordonnée par la relation ~ définie par 

µ2 
µ = -

1 61 

et 

Il résulte du lemme III.3. que $' est non video 

Montrons gue ~ est inductive. 

S. qui est 
l. 

Soit ( A ) une famille totaleme::i.t ordonnée d'éléments de !F' o u,e' µ,e ,ern 

µ(x) = 

Posons 6 = LJ 6 
,ern ,e 

et soit µ~ 6 ...., J 1 1 application définie par 

µ (x) ,e pour tout ,e E Q tel que x E 6 ,e 

Il est immédiat que nous définissons bien 1JI1e application et qu v elle 

est injectiveo 

Nous allons montrer que (6~ µ) appartient à ~. 

Le 2) est clairement vérifié d I après la définition de µ 0 

Soit à montrer que la somme 

L = [ @ T .] + [ © S.] ( 1) est directe. 
jEµ(ll) J i/.6 

l. 

Soit X E [ © T .] n [@ s) 0 

jE:µ(6) J i/. 6 



x=t +t. + ••• +t. (t ET)o 
j1 J2 Jk a a 

Il existe alors ,e E Q tel que 

Or donc x E [ © T . J n [ © s. J = o o 

. ( ) J ·) l JEµ,e b.,e i,_t:,. 

Et la somme ( 1) est bien directe. $ est donc bien inductive. 

Soit (t:., µ) un élément maximal de s:;' et posons à nouveau 

Nous allons montrer que t:,. = I. 

Supposons par l'absurde, t:,. c I ~ 

I= 
Considérons la famille G de toutes les parties P de I telles 

que la somme L + [ © Si] soit directeo 

élément 

iEP -

Si G est vide, posons 11 = L . 
Si G est non vide, posons L' = L@ [ © S.] 

iEP 
l 

1 
maximal de G . 

Poux tout i E I , L' n S. /: O 9 donc L' < lVI o 
l 

Nous pouvons écrire 

L'=[ © T.]©[© s.]E0[© sh] 
jEµ(t:,.) J iÙ::. l hEP

1 iEI 

où p1 est 

Ceci est une somme directe de sous-modules co-irréductibles de lV! 0 

un 



Soit ex € I -...___ b. • 

Par application du lemme III.3 0 à 1 1 et à T , on voit qu'il existe 

~ € J tel que ~ i µ(A) et 

1) La somme 

est directe et 

2) Il existe un sous-module non nul de S qui est isomorphe à un 
ex 

sous-module de 

Posons t.
1 

= t. u {ex} et soit µ
1 

~ b.
1 

- J 1 1 application définie par 

et 

Comme (t.,µ) est strictement inférieur à (t.
1 

~µ
1

) , nous aboutissons 

à une contradiction et nécessairement t. = I 0 

En résumé. nous avons établi le résultat suivant ~ 

Il existe une application injective µ~ I - J telle que pour tout 

i € I , il existe un sous-module non nul de S. qui soit isomorphe à un 
l 

sous-module de 

Symétriquement, il existe une application injective v:J - I telle quev 

pour tout j E J, il existe un sous-module non nul de T. 
J 

qui soit isomorphe à 

un sous-module de 

Un théorème fondamental de la théorie des ensembles montre que~ dans ces 

conditions, il existe une bijection o: I - J définie de la façon suivante ~ 
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Il existe une partition {1
1 

,1
2

} de I telle que 

a) (Vi E: 1
1
) (a(i) = µ(i)) et 

b) {.1
2 

s v(J)} et { ( v'i E: r) (a(i) = v- 1(i))} • 

Et la bijection a ainsi construite, satisfait bien à l'énoncé de la 

proposition III.15o 

Le résultat suivant est dû à J. Fort (voir [4]). 

COROLLAIRE 111 2 2 8 : Soit A un anneau unitaire et soit M un 

A-module à gauche unitaire. 

Soient S = (±) S. et 
iEI l 

T = @ T. deux sommes directes de sous-modules 
jE:J J 

co-irréductibles de M avec 

S < M et T <M. 

Alors Il existe une bijection a: I - J telle que 

(Vi E 1) (E(s.) ~ E(T (·))) 
l a l 

(E(X) désignant l'enveloppe injective du module X). 

PROPOSITION IIL 162 : (Théorème d'unicité des décompositions irréduc-

tibles réduites). 

Soit M un module et soit N un sous-module. 

Soient N = n X. = 
l 

iEI 
(") Y. 

j(J J 
deux décompositions irréductibles réduites 

de N dans M • 

Alors~ Il existe une bijection a:I - J. 

Démonstration: Il résulte de la proposition III.14. que M - est 
N 

extension essentielle de deux sommes directes de co-irréductibles de la forme 

S = (±) S. 
l 

iEI 
et T = (±) T. o 

jE:J J 

D'où le résultat d'après la proposition III.15. 



Remarque~ Si on se reporte à la démonstration de la proposition II.3.P 

o:c. voit qu I on peut choisir les S. de manière que, pour tout i E I , S. soit 
l l 

isomorphe à un sous-module de M 
x."· 

T. 
J 

M 
X. 

l 

l 

De même~ on peut choisir les 

soit isomorphe à un sous-module de 

T. de manière que, pour tout 
J 
M 

Y. 
J 

j E J ' 

NoJs :pouvons donc préciser la proposition IIL 16. de la manière suivante 

PROPOSITION III.17 8 ~ Soit M un module, soit N un sous-module et soit 

N = n X. = 
iE:l l 

da'ls M o 

n Y. 
jEJ J 

d.eux décompositions irréductibles réduites de N 

.Al.ors Il existe une bijection a~I.....,. J telle que: pour tout i E I , 

contienne un sous-module non nul isomorphe à un sous-module de 

Nous en déduisons 

COROLLAIRE IIL 32 ~ Soit A un anneau uni taire, soit M un A-module 

à gauche 1mitaire P soit N un sous-module de M et 

N = () X. = 
l iEI 

n Y. 
jEJ J 

deux déc:o::n:positions irréductibles réduites de N dans M • 

Il existe une bijection a~I.....,. J telle que 

( Vi E r) (E(:) 
l 

J 0 Fort pose dans [4] la question suivante 

Deux décompositions irréductibles sans élément superflu d 1 un même 

sous-mod. 1ile N d 1un certain module M ont-elles nécessairement la même longueur ? 

Nous allons montrer que la réponse est négative. 



inf.ini.eo 

EXEMPLE III.3 2 : Soit R le corps des réels. 

Posons 
+ 00 

M == TI 
n== 1 

E n 
avec E = R n 

M est un R espace vectoriel, donc un R-module libre, de dimension 

RESULTAT 1. : La dimension de M est strictement supérieure au 

cardinal de IN o 

Démonstration: Supposons, par 1 1 absurde, qu 1 il existe une base 

dénombrable de M soit 

Posons 

Pour tout n E: IN* 1 soit 
n 

TI :M-<> R l'application linéaire définie par 
n 

rr (o 
1 

? o. o ,o , •.. ) = Co 
1 

, o • " ,o ) o 
n n n 

Nous allons montrer qu'il existe y= (~
1

'"""'~n'•"o) E: M tel gue 

Vn E IN* I\i(y) ne puisse pas s'exprimer comme une combinaison 

linéaire de n-1 des TI (x. ) • 
n l 

Nous allons construire la suite (~n) par récurrence sur n • Prenons, 

par exemple? ~
1 

= i • La propriété est évidente pour n = 10 Supposons choisis 

Soit G l'ensemble de toutes les parties {i poqi } à n-1 
1 n-1 

éléme.nts clistincts de IN* telles que : 

soi·t combi·naison li·ne'ai·re de TI lx ) TI (x ) 
1

\ . , ••• , 1 . n- l n- i 

dans n-1 
IR. 0 

G est vide 9 nous prenons 

1 n-1 

~ d'une manière arbitraire 0 Et il t-n 

est cla:.r que (~
1

~0••,~n) ne peut pas s'exprimer comme une combinaison linéaire 

de n-1 d.es TI (x.). n l 



Si G n ° est pas vide, G est fini ou dénombrable. 

·n existe À· ,oo.,À., €. R 
l l 

1 n-1 
tels que 

TI (x. ) , •• o ,II 
1 
(x. ) 

n-1 i n- i 
1 n-1 

forment une base de n-1 
IR. sinon on pourrait exprimer 

en fonction de n-2 d'entre eux 0 

par suite, les réels qui vérifient (1) sont déterminés 

de manière unique par le choix de 1°élément 

Soit G1 l'ensemble de tous les nombres réels de la forme 

lorsque {i
1

, ••• ,in_
1

} décrit 

est fini ou dénombrable. Prenons Q c IR......_ ~ 1 
1-'n <:. ""' <Dt • 

Vérifions que yn = (~
1

,~
2

, •.• ,~n) ne peut pas s'exprimer comme une 

combinaison de n-1 des TI (x.) • n l 

Supposons: 

Alors 

AJ. ors 

= À.. 
l 

1 
TI (x. )+ ••• +À.-n l l 

TI (x. ) 
1 n-1 

n l 
n-1 

(X. + ••• +À.. 
l n l 

1, n-1 
(X. €. 

l ,n 
n-1 

Contradiction 0 



Puisq 1..1.e ~ est une base de M 

y= µ. 
l 

1 

y peut s O écrire 

Cecü est :I.mposs:i.ble étant don .. 'lé le choix de y 0 

Par sui.te 2 il n v existe pas de base dénombrable de M 0 

RESULTAT .2.,,._ : O admet dans M deux décomposi tians irréductibles sans 

élément superflu, de longueurs distinctes 0 

Démo!!.stration g Soit ~ = (b.). I une base de M 0 

l l( 

D1 après le résultat 1 ~ 

Gard I > Gard IN 

N01-1.s avons 

I= 

M = (±) IR b. 
l iEI 

La théorie générale montre que 9 , puisque les IR b. 
l 

sont co-irréductibles, 

admet dans M 1.L'le décomposi tian irréductible réduite de la forme 

0 = () X. 
l 

iE;I 

0 

D 1 autre part 9 soit pour tout n E IN* 9 y n le sous-espace de M constitué par 

tous les éléments dont la nième composante est nulle 0 • 

y est ma.xi.mal d.ans M 9 donc irréductible et nous avons 
.n 

.+ 00 

o ='n 
n=1 

y 
n 

LB. décomposition (3) est sa.ris élément superflu 0 

Les décomposi.tions (2) et (3) n 1 ont pas même longueur 0 D 1 où le résultat 0 



Remarque 
+oo +oo 

Soit cp: M ~> TI Ji. :=) (±) li. = S le monomorphisme 
n=1 yn - n=1 yn 

ca."YJ.onique. 
+ 00 

Il est clair que cp-1(s) = (±) En. 
n=1 

m- 1 ( s) Donc , n'est pas essentiel dans 

r:. 1 est pas réduite au sens du paragraphe I. 

M et la décomposition (3) 

4) APPLICATION AUX DECOMPOSITIONS COMPLETEMENT IRREDUCTIBLES REDUITES ~ 

Comme dans le 3), nous sommes amenés à distinguer l.a notion de 

décomposition complètement irréductible réduite de la notion plus faible de 

décomposition complètement irréductible sans élément superflu. 

Leur étude se fait à l'aide de la famille de décomposition CS de tous 

les modules simples. 

Il est immédiat que la somme directe 

et seulement si tous les K. sont simples. 
l 

K = © K. 
l 

iO 
sera 

Rappelons que, étant donné un module M et un sous-module propre X~ 

X est complètement irréductible dans 

essentielle d 1 un sous-module simple. 

M si et seulement si M 
X 

est extension 

Il en résulte, compte tenu du fait que ce sont des cas particuliers 

de décompositions irréductibles, que: 

Les décompositions complètement irréductibles réduites ne sont autres 

que les CS-décompositions qui ne sont autres que les CS-décompositions forte-

ment réd.uiteso 

Les décompositions complètement irréductibles sans élément superflu ne 

so~t autres que les CS-décompositions faibles 0 



Les résultats du paragraphe II nous permettent alors d'énoncer: 

PROPOSITION IIL 18. ~ Soit M un module et soit N un sous-module 

propre. Les propriétés suivantes sont éguivalentes ~ 

i) N admet une décomposition complètement irréductible 

réduite dans M. 

ii) M est extension essentielle de son socle. 
N 

iii) M est riche en sous-modules simples. 
N 

iv) N admet une décomposition complètement irréductible sans 

élément superflu dans tout sous-module X de M tel que X ::J N 0 

-1= 

PROPOSITION III.19. Soit M un module. Les propriétés suivantes sont 

éguivalentes 

i) Tout sous-module propre N de M admet une décomposition 

complètement irréductible sans élément superflu dans M. 

ii) Tout quotient M de 
N 

M est riche en sgus-modules simples. 

Nous savons que ii)<=> M est semi-artinien. D1 où le résultat~ dû à 

COROLLAIRE ~ Pour que tout sous-mod.ule propre N d 0un module M 

admette une décomposition complètement irréductible sans élément superflu dans 

M, il faut et il suffit que M soit semi-artinien. 
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CATEGORIES ABELIENNES AVEC OBJETS 

PRINCIPAUX 

par Mme Elena WEXLER~IŒ.EINDLER 

L1 objet de ce qui suit est de reprendre dans le langage de la théorie 

des catégories abéliennes quelques résultats connus dans la théorie des 

modules sur les anneaux principaux~ notamment le théorème concernant les 

sous-modules des modules libres sur des anneaux principaux (à gauche) 9 ainsi 

que le théorème sur les facteurs invariants d. 0un sous-module de type fini 

d O un module libre sur un anneau principal (non commutatif ( v, P [ 1] , [ 3] , [5] )o 

Nous remarquons d 0 abord que le théorème des facteurs invariants est 

démontré généralement en supposant le module initial de rang fini et en utili

sant les transformations élémentaires sur des matrices à coefficients dans un 

anneau principal 0 Dans [8] l'auteur de cette note a réussi à adapter au cas 

non commutatif une démonstration 11quasi-nonatomistique 11
, analogue à celle du 

cas commutatif [1], Ceci permet de retrouver ce résultat dans une catégorie 

abélienne ([6], [7]) 0 pour qu'une telle transcription soit possible on suppose 

l'existence d'un oqjet dans la catégorie abélienne ~ 9 dont les propriétés 

catégoriales ressemble à celles possédées par le A-module à gauche AS, 

sous-jâcent à 1°anneau principal A, 



1 o DEFINITIONS ET RESULTATS PREALABLESo 

Par la suite toutes les catégories rencontrées seront supposées abéliennes 0 

Pour les questions sur les catégories abéliennes nous renvoyons le lecteur à 

[2] et [ 4]o 

DEFINITION 12 ~ L1 objet P non nul de la catégorie abélienne 

principal si et seulement si les conditions suivantes sont remplies 

~ est 

a) Quel que soit ~ € Hom(p9 p) 9 ~ f O 9 ~ est .un monomorphisme 

b) Quel que soit le monomorphisme ~ € Hom(X9 P) 9 Hom(P9X) contient 

au moins un épimorphisme ~ o 

Evidemment, si X! O l 1épimorphisme ~ est un isomorphisme 0 Les 

résultats suivants sont des conséquences immédiates des définitions 0 

10 Un objet principal est indécomposable en somme directe 0 

2 0 Si P est un objet principal et Q un projectif, alors tout 

épimorphisme P - Q est un isomorphisme 0 

3o Tout morphisme non nul P
1 

--"' P
2 9 où P

1
,P

2 
sont principaux et 

P
2 

projectif est un monomorphisme 0 De plus P
1 

et P
2 

sont isomorphes. 

En particulier 9 si ~ possède un générateur principal U , tous 

les principaux projectifs sont isomorphes à. U • 

4. Si un objet principal P est injectif 9 alors Hom(P11P) est un 

A chaque sous-objet non nul (X 9 o:) d.e 1 1 objet principal P 9 on associe 

l'idéal principal à droite de l 8 anneau ~ = Hom(P9 P) 9 engendré par 

a 1 = al;,9 1;,~P-X étant 1 8 isomorphisme qui prolonge a~x- P. Cet idéal ne 

dépend pas du choix de (X9 a) et on peut prendre tout aussi bien (P9 a 1 ) 

comme représentant de ce sous-objet 0 Si au sous-objet nul de P on associe 

1 8 idéal nul de ~ , on obtient une correspondance bijective entre ]. 1 ensemble 

des idéaux principaux à droite de et la classe des sous-objets de P, 

qui conserve l'ordre 9 puisque (P,a) c (P 9 ~) implique l 1 existence de ç,~P - P, 

tel que a = ~I;, et réciproquement 9 1;, étant inversible dans ~ si et 

seulement si (p,a) = (p 9 ~) • De plus si (P 9 y) = sup{(P,o:L(P 9 ~)} 9 

(P,o) = inf{ (P,a), (P,~)} alors 6 ~.sa~ _ç y50 6~ .s; ~~ ~ y~ o Ceci 

d.onne le résultat suivant o 



PROPOSITION 12 ~ L O ensemble <9' des idéaux principaux à _droite de 

Hom(P 9 P) où P est un objet principal 9 est un treillis isomorphe 

au treillis des sous-ab.jets d.e P 0 

On remarque toutefois qu'il est possible (conjecture) que '5> ne soit 

pas un sous-treillis du treillis de tous les idéaux à droite de Hom(P 9 P) 9 

ce qui est le cas où Hom(P 9 P) est un anneau de Bézout 0 On obtient néanmoins 

le résultat suivant 0 

PROPOSITION 2o g Pouru...~ objet principal les propositions suivantes 

sont équivalentes~ 

i) P est co-irréductible 

ii) Hom(P 9 P) est un anneau d 0 0re à droite 0 

En effet 9 si a 9 ~ sont d.eux morphismes non nuls de Hom(P 9 P) 9 

(P,y) = (P,a) î) (p 9 ~L y= aa 8 = ~~ 8 
9 on a y f O si et seulement si 

aa 0 = ~~ 8 ! 0, et on a l'équivalenceo 

PROPOSITION '3o g Soit I 1 ° enveloppe ir2cjective d "un objet P pro.jectif 

co-irréd.uctible principal 0 Alors Hom(I 9 I) est un corps 0 

On remarque d 8 abord que si I est un injectif et si. tout morphisme non 

nul a~I - I est un monomorphisme 9 alors Hom(I 9 I) est un corpso D 0 autre part 9 

si P est un objet principal co-irréductible 9 tout monomorphi.sme non nul 

X - P est essentiel 0 

Ceci dit 9 nous allons montrer que si µ: P -➔ E est u.ne extension essen= 

tielle de 1 ° objet principal projectif co-irréd;;_ctïble P 9 alors tout morphisme 

non nul ç, E Hom(E 9 E) est un monomorphisme 9 ce qui prouve 1 8 assertion 0 Pesons 
= 

1;; E - Im ç, 1 1 épimorphisme canoni.que ç, = 1;
1
, o Puisque P n Im ç, f o 9 il 

existe yi P - Im ç, 9 qui prolonge .le monomorphisme Im ç, n P - Im ç, 0 P étant 
= 

projectif 9 il ex.iste µ
1

, y = ç,µ
1 9 Ker µ

1 
=a O O µ étant essentiel i 

(:r,µ) (1 (PPµ
1

) = (P 9µ)-/:-0 9 µ = µ'v = µ v et puisque v est essentiel 9 µ 
1 1 

- = 
l 1 est aussi 0 D8 autre part vv - ~µ'" - ~" 

U 1 - 1:, 1 V 1 - s,,µv 

-implique ç, monomorphisme et Ker 1; = O o 

est U!1 mœwmorphisme 9 ce qui 



2o OBJETS LIBRES PAR RAPPORT A UN OBJET PRINCIPALo 

Désormais on supposera dans ~ 1 ° existence des sommes directes 

infinies (axiome Ab 3)0 

DEFINITION 2o ~ Soit. 't; une catégorie abélienne et soit P un objet 

principal de 'f; 0 Nous appellerons 1 ° objet A de '(g P-libre si et seulement 

si A= © A. 9 . l l€I 
Ai ~ P o A est de rang défini n par rapport à P si et 

n 
seulement si A= © A. 

l 
i=1 

n termeso 

Ai~ P et si toute autre telle décomposition a 

n 
Il est immédiat que si 

n 

A = @ A. (a.) 9 A. gg P et 
l l l 

a E Hom(A9 P) 9 alors 
i=1 

lm a = LJ Im(aa.), a.~ A. - A étant les injections canoniqueso 
J. l J. 

Le résultat suivant donne des conditions pour qu 0u.,.~ objet P-libre soit 

de rang défini par rapport à Po 

PROPOSITION 4o : Soit P un objet principal projectif co-irréductiblB 

de la catégorie ~ abélienne avec env el o ;epe s in,jectives 0 Si 
n 

A= @ A. 9 A. ~ p alors A est de rang défini n 12ar ra:12;i:2ort à p 
9 

i=1 
l l 

m n m 
En effet 9 si A= @ Bj 9 B. :;a; p alors E(A) g;;g © E(Ai) ~ (±) E(B.) 9 

J J j=1 i=1 j=1 

où pa:i;' E(X) on désigne 1 1 enveloppe injective de X O P étant co-i.rréduc

ti ble 9 E(P) est indécomposable et Hom(E(P) 9 E(P)) est un corps (propqsi

tion 3) o Le lemme suivant ( v o [2]) permet de déd.uire successivement n ~ m 

et m ~ n o 

LEMME ~ Soit M - M "'M (i i) (p p) étant les inJ·ections" resp 0 - 11::r;/ 2 1 9 2 '1 9 2 ' 

les projections canoniqueso Si a~P - M est un monomorphisme tel que 

p
1
a~P - M

1 
est un isomorphisme, alors M = P@ M

2 
(i

1
p

1
a 9 i

2
)[p

1
a)- 1p

19
p

2
) o 

Application du lemme : a.: E(A.) --'> E(A) 9 II.~ E(A) - E(A.) étant les 
l J. l l 

injections et les projections canoniques on a 
n 

~ 1 = . E ai Ili~ 1 f O ; 
l=1 

Ili ~ 
1 

/ 0 o DO autre part 9 

1 

0 



les morphismes non nuls de Hom(E(B
1
), E(Ai

1
)) étant des isomorphismes 9 

Ili ~
1 

en est un et par le lemme E(A) ~ E(B
1

) (±) ( (±) E(A.)) 9 ce qui par 
1 if'.i i 

1 
récurrence donne m ~no 

Dans ce qui suit on va supposer 'cg une catégorie abélienne avec géné

rateurs et satisfaisant à l'axiome Ab 5 o On obtient alors des résultats 

connus pour les modules libres sur des anneaux principaux. 

THEOREME 12 : Soit A une somme directe de projectifs principaux 2 

Quel que soit M un sous-objet non nul de A 9 M est somme directe 

d.e projectifs principaux 0 

:En particulier tout sous-objet non nul d 1 un objet P-libre est un objet 

P-libre si P est un projectif principal. 

Preuve On suppose I totalement ordonné 9 A= © A.(a.) et on pose 
. I J. J. 
J.€ 

pour chaque i E I: B. = (±) A. 9 M. = M n B. 9 µ.: M. _,, JVI, µ; JVI _,, Av 
J. . . J. J. J. J. J. 

J~J. . 

les injections canoniques et rr.~A _,, A. les projections 
J. J. 

canoniques. 

Soit (N. ,v.) = Ker(IT.µµ.) 9 Il.µµ. = 
J. J. J. J. J. J. 

Il-6-~- et soit (c. ,y.)= Im(rr.µµ.) 
J. J. J. J. J. J. l 

qui est un sous-objet de A. • Puisque 
J. 

A. 
J. 

est isomorphe à A .• A. 
J. l 

est principal 9 si Ci f 0 

étant projectif 9 on déduit 

On désigne par L = {,e E I!Im(rr
1

µµ
1

) f o} • Alors 

(2) JVI,e = N
1

@c
1

, (\Ji, EL) o 

Pour prouver le théorème, il est suffisant de montrer que 

A cette fin on pose pour chaque i € 1 9 JVIi = (±) Ci, et on montre 9 par 
J,(i 

récurrence sur i 

on déduit : 

tE:L 

JVI. = JVI.(Vi € I). S'il en est ainsi 9 par l'axiome Ab 5 9 J. J. 
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JVI= JVInA= JVI n(sup B.)= sup JVI. = sup M.= El:) C • 
l i E Il i E I l iEL l 

B1 = A1' JVI1 = JVI nA1 C A1 et si JVI1 i Ü9 JVI1 ::,:, A19 II1µµ1 

est un monomorphisme, c
1 

t::: JVI
1

, N
1 

=O. Si N
1 

= O on a c
1 

= O de même 

que JVI
1 

= O • 

Supposons que pour chaque j < i 

successivement: 

on ait JVI. = JVI .• On montre 

( 4) 

-
II.: B. - A. 

l l l 

J J 

sup JVI. 
j<i J 

= JVI n( El:) A.) (car 
j<i J· 

sup B. = @ A.) 
j<i J j<i J 

N. c @ A .• On a le diagramme commutatif 
l . . J 

J<l 

/ lvi I 
/ 

/ 

/ y~~ / 

/ -
k' ai ~ Bi JVI @A. 

j<i J A:<0t/ 
~il Yi 

0 II. l 

A. l 

c. 'l 

est la projection canonique, a. g A. - B. 9 a.~ (±) A. - B. 
l l l l j<i J l 

les injections canoniques. Puisque II-~-~-V- = 0 II-~•V• et Ker rr. = l l l l l l l l 

il existe un monomorphisme N. - @ A .• 
l j<i J 

N. c sup JVI. , évidemment. 
l . . J 

J(l 

étant 

sup JVI. c N .• Pour j < i il existe À.:JVI. - JVI. et 1 1 injection 
J l J J l j<i 



canonique B. - B. (qui se factorise 
J l 

diagramme suivant soit commutatif 

B. 
J 

En tenant compte du diagramme 

De 3) et 4), on obtient 

N. = 
J. 

sup M. 
j<i J 

Lorsque i EL (2) donne 

donne ffi_ C ,e 
1$,l 
iEL 

telle que le 

(4) on déduit Il-µµ-~-= O, ce qui 
l l J 

= (N.,v.) • .Alors sup M. cN .• 
l l j(i J l 

= sup ( 8, 
j<i ,e~j 

iEL 

c
1

) = œ c,e 
l<i 
iE:1 

et lorsque i / L, C. = 
l 

0 9 ce qui 

et le théorème est complètement démontré. 

Remarque: Soit, dans les conditions du théorème, un objet projectif p 

de la catégorie '(; , tel que tout sous-objet de P soit P-libre ~ Si A est 

un objet P-libre, tout sous-objet de A est P-libre. 

La démonstration suit le même schéma que pour le théorème 1 et on 

retrouve le théorème vrai pour une catégorie de A-modules, A étant un anneau 

dont tous les idéaux à gauche sont libres en tant que A-modules à gauche 



3o FAMILLES LIBRES DE SOUS-OBJETSo THEOREME DES FACTEURS INVARIANTSo 

DEFINITION 3. ~ Nous dirons que la famille de sous-objets de A~ 

(A 0 ~ao)OCI est libre dans A si et seulement si le morphisme canonique 
l l l,;, . 

Ao _,, A 
l 

est un monomorphisme 0 Dans le cas contraire la famille 

sera dite liée dans A o 

Dans une catégorie abélienne avec générateurs et satisfaisant l 8 axiome 

Ab 5 les propositions suivantes sont équivalentes pour la famille (xi)iE:I de 

so~s-objets de X: 

i) © Xo -x est un i s omor phi sme 
iO 

l 

ii) sup Xo = X 
iO 

l 

iii) xo n ( sup x) = 0 . 
l 

i 7h 0 
0 

On déduit, dans les mêmes conditions, les résultats suivants (v 0 [9]) 

LEMME h ~ La famille de sous-objets (Ao ,ao) est libre dans A si 
l l 

et seulement si toute partie finie est libre dans A 0 

LEMME 2o ~ Soit A= (±) Ao et soit µ:M - A un monomorphisme non nulo 
iEI l 

Il existe une partie finie N c I telle que { (M~ µ) ~ (Ai ja) iEI soit li.bre 

et == @ A. 
l 

iE:N 

Nous allons supposer, sauf mention contraire~ 

abélienne avec générateurs et satisfaisant 1 1 axiome 
0 l cipa_,_ p de nous allons supposer en plus, que 

annea-,i principal (à gauche et à droite). 

Y; une catégorie 

Ab 5. Pour lgobjet prin= 

S?:i = Hom(P,P) soit un 

Nous rappelons (v. [5]), qu'étant donné un anneau 56 principal, tout 

élément non nul et non inversible de 56 admet une décomposition~ 

où bo 
l 

a= b ••• b 
1 m 

sont irréductibles (ils sont non inversibles et ngadmettent pas de 

facteurs distincts d 1 eux-mêmes et d 1 éléments inversibles) 0 pour toute autre 



telle décomposition a = c O O. c , on a m = n et il y a une bijection II 1 1 n 
telle que ~/b.50 ~ ~/c (·)~ , de même pour les idéaux à gauche 0 Le 

]. I1 ]. 

nombre n suappelle la longueur de a et nous allons le désigner par ,e(a)o 

Lorsque 

et seulement si 

a~ U b~ = g~ P alors ,e(a) = 
et ,e(a) = ,e(g) si et seulement si 

PROPOSITION 5o Soit P un ab.jet principal de 

56= Hom(P,P) soit un anneau principal et soit 

't: tel gue 

µ~P ➔ A= @ Ai J1!1. 
iO 

moncmorphisme 0 Il existe alors une partie finie N c I telle gue 

P c AN P à savoir (±) A. 
iE:N 1. 

Soit fllJ c g'è> ( I) 1 1 ensemble d.es parties finies N c I 9 telles que 

AN n p ~ O • Cu est une famille non vide et filtrante o Pour N € t/t, 9 

~ n P c P9 (AN9 aN) () (Ppµ) = (P,µµ), où µ~AN n P ➔ P est 1 uinjection 

canoniqueo Si µ est un isomorphisme 9 PC--> AN o Si 

morphisme pour aucun N E: ff5 on déduit que P n AN 

tous les N E: t7'l, 9 car P <î (sup AN) = sup(P () AN) = 
tel que ~ 

µ n'est pas un iso

nuest pas le même pour 

Soit 

Alors nu est pas inversible O En utilisant les d.écomposi tions 

des éléments de 5?, en produits d 1 éléments irréductibles, on déduit l'exis-

tence d 1 un N
0 

€ f/fi 9 pour lequel 

un isomorphismeo 

(AN 9aN ) () (Ppµ) = (P 9 µµ
0

) 1 où µ
0 

est 
0 0 

Si P est un objet principal de la catégorie ~ 9 A un objet P-libre 

et µ~ M ➔ A un monomorphisme, M ::t, P 1 à chaque morphisme cp~ A ➔ P 9 cpµ :} 0 

on associe le morphisme non nul f E: Hom(PPP) 9 f = cpµç,, i;gp ➔ M étant un 

i.somorphisme 0 Bien que f ne soit pas unique 9 deux tels éléments ne diffèrent 

que par un facteu:r inversible de Hom(P,P) et leurs longueurs sont égaleso 

Les résultats suivants fournissent un instrument commode pour démontrer le 

théorème 2o 

Dans une catégorie abélienne ~ quelconque on obtient 



LEMME 30 ~ Soit P un objet principal tel que 1 1 anneau 50= Hom(P9 P) 

soit principal. Pour chaque monomorphisme µ;M_., A et chaque isomorphisme 

~~P-M 9 1uensemble Iµç, c ~ des morphismes f = cpµJ; cp € Hom(A9 P) est 

ux1 idéal à gauche de 5b " Si cpM est telle que 9 quels que soi.ent cp € Hom(A, P) 

et , 9 n € ~ inversibles, on ait t(fM) ~. i(f) 9 fM = cpMµç,1 f = cpµn t O 9 alors 

pour chaque ç, € ~ inversible 9 Iµç, = 5'6fM • 

En conservant les mêmes conditions imposées à P que dans le lemme pré

cédent9 on déduit lorsque ~ est une catégorie abélienne avec générateurs et 

satisfaisant 1°axiome Ab 5 

LEM!'V!E 40 ~ Soit A un objet P-libre 9 Mc A un sous-objet isomorphe 

à P O Alors luidéal Iµç, défini dans le lemme 3 est non nul et cpM € Hom(A,P) 

est un épimorphisme 0 

En effet 9 Si µg M _,. A est u..r1 monomorphisme non 

injections et les projections canoniques. Alors 

Soient 

morphismes fixés. On a 

(vo lemme 3). D1 autre part 

n 
~M( E aj ç,i gk)fM = fM 9 ce qui donne 

. k=1 .k k 

( 6) 
n 

cpM( E ai ç,i gk) = 1P 9 

k=1 k k 

ç,i P _,, M9 ç,. g P _,, A. des iso-
l l 

et 

pour tout k et on trouve 

car Hom(P,P) est intègre et par conséquent cpJI'! est un épimorphisme. 



THEOREME 2 o ~ Soit A un ob,jet P-li bre de la catégorie 'e où p 

est un projectif principal tel gue Hom(P 9 P) soit un anneau principal 

et soit Mc- A un sous-objet de A de rang fini par rapport à P • 

.A1ors ; 

1) Il existe une décomposition A=ffi! E. (E.) ~ E. ~ P 
l l l 

iE:I 

2) Une partie finie N c I, l;*~P ~ E. ~ ik ( N des isomorphismes 
k lk 

3) f
1

~ooo~fh E Hom(P~P) non nuls 1 tels gue 

b) si 

c) si alors. 

De plus on a le diagramme commutatif 

alors 
u 

M = @ Mk(µk) 
k=1 

La démonstration se fait par récurrence sur le rang de M o Si n = 1 

la réponse est donnée par le lemme 4. cp
1 

est l'épimorphisme désigné dans ce 

lemme par cpM et f
1 

= cp
1

µ1; o Par (6) soit Ei tel que cp
1
E1 = 1P, 

~1 = Im i:;1~ e:1 = e:11;1, µ1 = 1;1f11;-\ µ = E1µ1 o Alors A= N1 © E/v11E1) , 

où N = Ker cp ~ puisque 
1 . 1 

p est projectif. étant P-libre, A= (±) E.(f;.L 
. I l l l( 

On suppose le théorème vrai pour tout sous-objet de rang ❖ n-1 et soit 

(Mgµ) ux1 sous-objet de A de rang n o. A chaque morphisme cp:A ~ P ~ 



Im cpµ = Im f o Bien que le choix de f ne soit pas unique~ la longueur de f 

dans ~ = Hom(P~P) est la mêmeo Soit cp 1 E Hom(A9 P) tel q_ue Im(cp
1 
µ) -/= 0 

et (\:/cp E Hom(A9P)) , on ait ,e(f1) .$, ,e(f) 9 Im f = Im cp µ, f,f 
1 1 1 

E Hom(P,P), 

Soient cp
1
µ = <J;

1
c

1 
la factorisat.ion canonique, Im(cp

1
µ) = (P

1 
,<J;

1
) 

~i un isomorphisme P - P
1

j f
1 

= <J;1€1
v cr tel que ~

1 
= c

1
cr (p étant 

projectif) 9 Im cr= (M19µ
1
),cr = µ

1
ç

1 
et µµ

1 
= µ

1 
o En appliquant à 

(M19µ
1

) c A le raisonnement précédent 9 on déduit inexistence de (E
1

,e;
1

) c A~ 

µ*
1
gM

1 
- E

1 
µ
1 

= e:
1
µ1 = µµ

1 
o Du autre part ~ = M

1 
(±) N9 A= E

1 
(±) A

1 
, 

N_ c A
1 

et par l 1hypothèse d.e récurrence M = (±) M. , A = © E. ( E·) et on 
k 

--.k . ]. ]. 
= 1 J.€1 

vérifie sans difficulté (3L a,b,c) ainsi que la commutativité du diagramme 

( 7) pour k = 1 , o o 09 n o 

~our vérifier d) on considère 

étant la projection ca.YJ.onique o Il est 
n 

lm cpµ = LJ Im cpµµk = lm f 
1 

U Im f 
2 

= 
k=1 

cp = qi 1 +cp 

facile 

lm h 0 

où cp = 
à voir que 

D I après le 

ç*-1II29 rr2 g A - E
2 

Im(~µ) = Im f2 9 

choix de cp 1 on 

déduit t(h) = ,e(f
1

) 9 donc Im f
1 

::> Im f
2 

0 De manière analogue en posant 

~f
1 

U ~f
2 

= ~h , h = gJ
1
+g/

2
v <j; = g

1
qi

1
+g

2
ëp on déduit Im <J;µ = Im f ::> Im h 

et t(f) < t(h) < ,e(:f
1

) ce qui 9 par le choix de r
1 

donne ,e(h) = ,e(f
1

) 

donc ~h = ~f et ~f ::> ~f
2 

0 Le théorème est complètement 
1 1 -

démontré o 

Remarque ; Il serait intéressant de trouver des exemples d 1 objets 

principaux dont l 8 anneau Hom(P 9 P) ne soit pas un anneau principal (à gauche 

ou à droite)o 
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Io ANNEAUX DE GROUJ'ES PRIMITIFSo 

Dans cette première partie 9 nous allons exposer lgarticle de Formanek 

et Snider [ 2] o 

PROPOSITION 1~12 ~ Soient G un groupe 2 k un corpso Il existe un 
~1 

groupe H contenant G tel que 1°anneau de groupe k[H] soit primitif 0 

On définit par récurrence une sui te (G.) de groupes, une suite 
J. 

modules de la façon suivante b 

G
1 

= G M
1 

,;;:k[G
1
] 

G2 = Autk M
1 

fu
2 

= k[G
2

] Et) M
1 

M = K[G ] (f) M 
1 n n n-

(M. ) de 
J_ 



Comme IV[ 
n-1 

propriétés suivantes sont immédiates~ 

un 

a) 

b) 

Mn est un k[Gn]-module fidèle 0 

M est un k[G ]-module simple 0 n. n+1 

On pose 

H= UG M= n LJ M o 
Il 

Il résulte d.e ce qui précède que 
n 

k(H]=module simple et fidèleo 

M est 

PROPOSITION 1o2o ~ Soient k un corps~ G un groupe localement fini 

dénombrable dont tout élément est d'ordre inversible dans k O Si 

k[G] est un anneau premier~ alors k[G] est primitif 0 

D1 après le théorème de Masche 1 k[G] est réunion dénombrable d'une 

suite croissante d 0 anneaux semi-simples; 1nassertion résulte alors du lemme 

suivant ~ 

LEMrvIE 1,gj__._ ~ Soit R = \) Ri un anneau premier qui est réunion d nune 
l 

suite croissante d 1 anneaux semi-simpleso Alors R est un anneau 
. . +. +' 

prlml _,li o 

Soit (ei)iEN 1nensemble des idempotents centraux indécomposables des 

a'l.neaux Ri O On notera que ces idempotents commutent deux à deuxo On définit 

par récurrence une suite (R ~fk) ' 
où f est un idempotent central indé-

nk ·-k 

composable de R w vérifiant les propriétés suivantes ; 

~ 

a) ek E: R Vk € IN 0 

~ 
b) ekfk ~ 0 Vk € IN 0 

c) f X f 2 X 0 0 0 X fk f 0 Vk € IN 0 

1 

Supposons définis les k premiers termes de cette suite 0 Comme R est 

un annem1 premier, il existe r E R tel que ~ 



ek. rf Xoooxfk/=Oo 
+ 1 1 

Soit un entier tel que e 
k+1 

et r ER o Il existe un idempotent 
nk+1 

central indécomposable f de R 
k+1 n 

k+1 
tel que 1°on ait 

ek r f X 0 0 0 X fk X f I= 0 0 , 1 k+1 , +1 ' 

Le couple (R fk ) répond aux conditions imposées 0 

Il, +1 
k+1 

On désigne par I l 1 idéal à gauche engendré par les éléments 

1) If R o 

Sinon il existe une relation de la forme 

n 
= ~ À. ( 1-f.) 

i=1 
l l 

ce qui implique f X 
0 ' ' 

X f = 0 ' 
d 1 où la contradictiono 

1 n 

2) Pour tout idéal bilatère B f O de R on a I+B = R0 

1-f. 
l 

Soit e. 
l 

un idempotent central indécomposable qui appartient à 

La relation e.f. 
l l 

f O , implique 

B o 

Si M est un idéal à gauche maximal contenant I 1 d I après la propriété 

2) M ne contient aucun idéal bilatère /= O et R/M est un module simple et 

fidèleo 

IL ANNEAUX BIREl'.i-ULIERS2 

filFINITION 2 0 ,L_ ~ On dit qu 1 un anneau A est birégulier, si pour tout 

élément x 9 1 1 idéal bilatère (x) est engendré par un idempotent central 0 

- Les anneaux biréguliers commutatifs sont les anneaux réguliers de 

Von Neumanno 

- Le centre d 1 un anneau birégulier est un anneau régulier de Von Neumann0 

PROPOSITION 22 2 2 ~ Soit A un anneau semi-premier dont le centre z est 

u.~ anneau réguliero Les conditions suivantes sont équivalentes~ 



(.i) A est un anneau birégulier. 

(ii) Les idéaux premiers de A sont engendrés par les idéaux maximaux 

d.e Z • 

(i) => (ii) • Soit P un idéal premier de A; M = P n Z est un 

~déal premie~, donc maximal de Z O Comme l 1 anneau quotient A/Am est 

quasi-simple, on a nécessairement P =Am. 

(ii) => (i) • A étant semi-premier, pour tout élément x de A on a 

(x) n,e[(x)] = O • 

Supposons I = (x) © ,e[(x)] ~A. Il existe alors un idéal maximal m 

de Z tel que l 1 on ait I c Am et l'on peut trouver s € z-m tel que sx = o. 
Ce qui implique que s € ,e[(x)] , donc s € m et il y a contradiction. 

On dit qu 2un anneau est quasi-commutatif, si tout anneau quotient f O 

de A vérifie une identité polynomiale non triviale [4]. Le résultat qui suit 

a été établi. par A.PAGE [ 4 1 Corollaire 2. 14] 9 nous en donnons une démonstration 

directe. 

PROPOSITION 2.3 2 ~ Un anneau birégulier quasi-commutatif A est un 

anneau régulier. 

Soient x € A P m un idéal maximal du centre Z de A; A/mA est 

un anneau quasi-simple, donc c'est un anneau de matrices. Il existe a€ A, 

h idempotent de Z-m tel que 

h(x-xax) = 0 • 

Soit I = {h € z/]a € A h(x-xax)} = 0. I est un idéal de l'anneau 

de Boole B des idempotents de Z. En effet les relations 

h(x-xax) = O 

h 1 (x-xbx) = O 

impliquent (h+h 1-hh') [x-x(ha+(1-h)b)x] =O. 

D 1 après ce qui précède I n'est contenu dans aucun idéal maximal de B 

donc I = B et 1 € I • 



Nous montrerons dans le paragraphe III, qu 1 un anneau régulier quasi

commutatif n 1 est pas toujours biréguliero 

Nous allons déterminer les anneaux réguliers auto-injectifs à droite 

d.e type I ou II qui sont biréguliers o 

Pour les notions introduites, on pourra se reporter à [5], 

LEMME 2.4 0 ; Soit A un anneau régulier auto-injectif à droite.qui est 

u..r1 anneau birégulier o Si A contient un id.empotent fini fidèle, alors 

A est un anneau fini. 

C'est une conséquence facile de la proposition 5o1o de [5]o 

Il résulte de ce lemme que les anneaux biréguliers de type I ou II 

sont finis. 

LEMME 2 o 5. : Soit A un anneau régulier auto-injectif à droite et fini 

tel que A= II M (Bi) où les entiers n. 
l 

ne sont pas bornéso .Alors 
. n. 
l l 

A n 1 est pas birégulier 0 

A l'aide de ce lemme~ on obtient le résultat suivant 

PROPOSITION 2060 

a) Un anneau birégulier de type I est isomorphe à un anneau 

prod.ui t 
k 

II M n. 
l 

(A.) , où A. 
l - l 

est un anneau régulier réduit auto-
i=1 

injectifo 

b) Un anneau birégulier de type II est un produit fini de facteurs 

de type II finio 

Problème Déterminer les anneaux biréguliers de type IIIo 

IIL ANNEAUX DE GROUPES BIREGULIERSo 

Pour l 1 étude des anneaux de groupes 9 on pourra consulter [3]o 

PROPOSITION '3. i o g Si l I anneau d~ groupe A[G] est birégulier alors g 

a) A est un anneau birégulier o 

b) G est un grou:ee localement normalo 

c) L c ordre de tout élément de G est inversible dans A " 



La propriété a) résulte du fait que tout quotient d'un anneau birégulier 

est régulier o 

b) Soit H un sous-groupe de type fini de G , Hf.{ 1} • 

w(H) désigne l 9 idéal à gauche de A[G] engendré par les éléments 1-h, h EH. 

1° id.éal bilatère Bw(H)B qui est inclus dans w(G) est engendré par un 

idempotent central e , où e f 1 • On a donc r[w(H) J -/:-O , donc H est fini 

[3]. On pose ~ 
n 

e :::: r: À, .g. 
i=1 

l l 

n 
on a donc 1-h :::: ( 1-h) ( t À, .g. ) 0 

i=1 
l l 

On en déduit que H est inclus dans le groupe H' engendré par le 

support de e et il est bien connu que H' est normal dans G • 

c) Soit H un sous-groupe normal fini de G. w(H) est 

un idéal bilatère facteur direct donc card H est inversible dans A [3]. 

JToblème ~ Soient A un anneau birégulier, G un groupe localement 

normal donc l'ordre de tout élément est inversible dans A o A[G] est-il 

un anneau birégulier ? 

LEMME 3o2 2 ~ Soient H un sous-groupe normal de G , e un idempotent 

central de A[H] 0 .Alors e est un idempotent central de A[G] • 

-1 v Il suffit de :prouver que g eg = e 9 v g E G o Cela résulte du fait que 
-1 

g 'eg et e sont deux idempotents centraux qui engendrent des idéaux isomor-

ph.es car on a g 

-1 -1 g ex eg = g eg 

Il suffit donc d'étudier le problème lorsque G est fini 0 

Soient H ur1 sous-groupe normal fini de G , .e un idempotent central 

de A[H] o Nous allons montrer que A[G]eA[G] = (e) est engendré par un 

id.empotent central de A[G] ~ 



Ü".l désigne par (e ) les conJ·ugués distincts de e d.ans A[H] • 
i 1<i<n 

' ' 
Les ei sont des idempotents centraux de A[H] et il existe un idempotent 

central f de A[H] tel que 

n 
A[H]f = ~ A[H]ei. 

i=1 

On vérifie immédiatement la relation 

A[G]eA[G] = A[G]f. 

( e) est un facteur d.irect bilatère de 1 u anneau semi-premier A[G] f il est 

donc engendré par un idempotent central. 

Les deux résultats qui suivent ont été annoncés par BOVDI [ 1 J o 

PROPOSITION 3 . .32 ~ Soient A un anneau régulier commutatif 2 G un groupe 

localement normal dont tout élément est d'ordre inversible dans A O Alors 

A[G] est biréguliero 

D'après ce qui précède, on peut supposer G fini; A[G] est alors un 

anneau régulier qui vérifie une identité polynomiale standard, et qui est de 

type fini sur son centre~ on sait dans ce cas que 1 1 anneau est birégulier [4] 0 

PROPOSITION 304 2 g Soient A un anneau quasi=simple~ G un groupe 

localement normal dont tout élément est d 0 ordre inversible dans A 0 

Alors A[G] est birégulier. 

Soit x /: O en considérant un élément u /: O de (x) de longueur 

minimale 0 on montre que (x) contient un idempotent central. 1 1 assertion 

résulte alors du fait que le centre de A[G] est un anneau semi-simple. 

(comme précédemment on a pu ~upposer G fini). 

Remarque~ Soient A un anneau birégulier, G un groupe fini dont 

1 u ord.re est inversible dans A 0 Si X € A[G] ' 
il existe un idempotent 

n 
e -· ~ a.r. ' 

où les a. commutent entre eux 9 et où ri désigne la somme 
i::::: 1 

l. l l 

des éléments d 0une classe de conjugaison. 



PROPOSITION 42 42 g Il existe un anneau régulier A vérifiant une 

identité•standard de degré 2n , qui ne soit pas birégulier. 

Soient k le corps à p éléments z/pZ 9 n entier non divisible par p. 

On pose K = k(I;), où i; est une racine primitive de l'unité. On désigne par 

V 1°espace vectoriel admettant une base dénombrable (e.). IN, par f l 1 endo
i iE 

morphisme de V défini par f(e.) = i;e. 
l ]. 

pour i E IN • 

Soit G le groupe multiplicatif engendré par le groupe des translations 

T de V et f. ~ est indice fini dans G et si C désigne le corps des 

nombres complexes, ~[G] est un anneau régulier qui vérifie une identité 

standard de degré 2n. Le groupe G n°est pas localement normal, car f admet 

une inünité de conjugués distincts. D'après la proposition 3.3., C[G] nt est 

pas un anneau birégulier. 
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