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INTRODUCTION

L'essentiel de ce séminaire est une contribution &

1'étude des variétés de dimension infinie, variétés analytiques
banachiques complexes surtout, mais on trouvera aussi un exposé
(n°8) tout & fait actuel de N, Moulis sur la classification des
variétés différentiables hilbertiennes. Mis & part un bestiaire
en guise d'introduction, les exposés de J.P, Ramis sur les fonde=-
ments de la géométrie analytique banachique n'ont pas été rédigés :
on en retrouvera la matiére dans un livre en préparation pour 1la
collection E de Springer, et en attendant, dans des exposés au
Séminaire Pierre Lelong 1967-1968 (Lecture Notes = Springer 1968),
ou dans un exposé de Henri Cartan au Séminaire Bourbaki (février
1969), On trouvera par contre deux contributions que P, Mazet a
apportées pendant ce séminaire d la théorie, dont 1l'une essentielle:
le nullstellensatz ; la démonstration (simplifiée par H, Cartan)
qui en est donnée ici est é&€lémentaire 3 J.P., Serre a suggéré une
autre démonstration du lemme algébrique fondamental (cf., note du

juin 1969 aux C.R.A.S. Paris). Sont &étudiés ensuite la classe
fondamentale des ensembles analytiques, une théorie nalve des
Vmultipiicités, deux théorémes d'image directe, et, en guise d'exemple,

la cohomologie de l'espace des opérateurs d indice,

Le séminaire prend fin sur des exposés relatifs a la
dimension finie, brodant tous deux autour de la notion de résidu :
un rapport de T. Bloom sur les travaux actuels de Brieskorn sur les
singularités isolées des hypersurfaces, et un développement d'idées
de Grothendieck sur un théoréme de dualité pour la cohomologie d4°un
espace analytique 4 valeur dans un faisceau cohérent. La contri-

bution de J.P. Ramis 4 ce dernier travail (le recollement des fibres)
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sera davantage développée dans un article & paréltre.,

Indiquons que n'ont pas été rédigés des exposés de Y.
Colombé& sur l'intégration sur un ensemble analytique (d‘'aprés
Lelong et De Rham), de L& Dung Trang sur les singularités isolées
des hypersurfaces (d'aprés Milnor) et de J. Hubbard sur les éycles
analytiques (d'aprés Atigal et Hirzebruch), et signalons enfin,
comme retombée du séminaire, un article & paraltre de Y, Colombé

sur les fibres des applications analytiques,

Nous ne terminerons pas sans remercier notre fidéle
auditoire, et en premier lieu Monsieur Henri Cartan, ainsi que
Madame J. Maynard qui s'est chargée, avec compétence et gentillesse,
de la frappe des manuscrits, et la Faculté des Sciences d'Orsay

qui nous a accordé glte et couvert,

G.R.

[3 [ .
- om0



SEMINAIRE

Ramis - Ruget

& n° 1 : BESTIAIRE

par Jean=-Pierre RAMIS

Commengons par quelques définitions :

Définition 1 : Etani donnés deux espaces de Banach complexes

E et F et un ouvert U de E ; une application [ : U = F est
dite analytique, si elle est développable en série entiére au
voisinage de chaque point de U (cfs{l] ou [3])0

Remarquons que f est analytique si et seulement si elle est
différentiable {(complexe) en tout point.

On a la notion de variété analytique banachique complexe

{ef.[1] ou [3]),

Définition 2 : Un sous-ensemble X d'une variété analytique

banachique complexe U est dit analytique, s'il est localement

(dans U) l'ensemble des zéros d'une fonction analytiocue & valeurs

banachiques,

Un sous-ensemble X de U est dit analytique de définitiocn

finie s'il est localement (dans U) l'ensemhble dés z&ros communs &

un nombre fini de fonctions ahalytiques scalaires.

Exemples : l'ensemble des pSles et l'ensemble des points d'in-

détermination d'une fonction méromorphe sur une variété analytigue

bznachique U sont des sous-ensembles analytiqués de définition

finie de U =

le premier est localement définissable par une équation scalaire

non identiquement vérifife par un ouvert de U (il est donc
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grincigal) et le second est localement définissable par deux éguations
scalaires(*).

La famille de sous-ensembles analytiques exhibée ci-dessous
(en A) est formée d'8tres particuliérement "pathologiques". Ces
ensembles sont essentiellement destinés 4 fournir des contre-exemples
a4 tous les théorémes (ou presque ,,,) ou'un optimisme naif conduirait

"extrapoler" des résultats classiques; L'exemple donné en B est

o

un monstre du méme genre mais construit "3 la main",

A - Exemples tératologiques.

Soit A une algébre de Banach complexe (unifére)., Soit
X = Hom(A,C) son spectre (il s'agit des homomorphismes continus
d'algébres uniféres) ; il peut &tre considéré comme sous;ensemble du
dual fort A* que l'on munit de sa structure naturelle d'espace de

Banach,

Proposition 1 : Avec les notations ci-dessus, X est un sous=-

ensemble analytique de A% ,

Démonstration : Notons B 1l'espace de Banach des applications bili-

néaires continues de Ax A dans € ., On définit une application :

f: A" —=B3®@®C par

£ x > [((a,d) == x(ab)ex(a).x(b)),x(1)-1] &

Il est fort simple de voir que f est analytique (et méme polynomiale

de degré 2); il en résulte gue X'= £71(0) est bien un sous-ensemble
analytique (et méme algébrique!) de A¥ ,

En prenant diverses algébres de Banach, la proposition 1 permet
de construire de nombreux exemples., Celui donné ci-dessous est di &

Douady (cf,[4]) :

Proposition 2 : Tout compact métrisable est homéomorphe i un
sous-ensemble analytigue (muni de la topologie induite) d'un espace

de Banach convenable,

(¥) On le voit en utilisant les résultats de [7] et des raisonnements
classiques en dimension finie (ef.[5]).
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Démonstration : Soit K 1le compact (on note 4 1la distance). Soit

A 1l'algébre de Banech des fonctions Lipschitziennes de K dans €

munie de la norme :

Ue) = sup [£(x)]| + sup |ER=EGI,
xeK (xeK a(x,y)
yeK
x#y

Notons A® 1le dual fort de A , On & une application :

§ : K => A% définie par
xt=> (f == f(x))

O
eo

L'algébre A est une sous-algébre involutive, pleine(*) de 1l'algebre

€(K) des fonctions continues (& valeurs complexes) sur K ; il en

(563 )

résulte que & est une surjection de X sur le spectre X de A,

On a par ailleurs les inégalités :

Alxay) < |l6(x)=8(y)| ¢ al=x,y)

1+d(x,y)

quels que soient x et y dans K (1'inégalité de droite est
triviale, celle de gauche nécessitera un léger travail du lecteur qui
pourra utiliser la fonction 2z k= inf(d(x,z),a(x,y))) »

On constate ainsi que & réalise un homéomorphisme de K sur

X et il suffit d'appliquer la proposition 1 pour voir que X est un

sous=ensemble analytique de A* |

Définition : Etant donnés une variété analytique banachique U

et un sous-ensemble analytique X de U j; on dira qu'un point x de
X est régulier si x est au voisinage de X wune sous-variété

S
(2%)ie v,

analytique directe

Un point qui n'est pas régulier est dit singulier.

Proposition 3 : Si A est 1l'algébre des fonctions lipschitziennes

sur le compact métrisable K, son spectre X est un sous-ensemble

analytique de A* qui n'a que des points singuliers.

(%) i,e. ¢ si f est inversible-dans <€(K) , il est inversible dans A
(»%) efo[2] § T.1 Proposition 1,
(xxx) i,e, Tx(X) est un sous-espace vectoriel fermé direct de Tx(U)

(ef.[3] ou [6]).




Démonstration : Supposons que

voisinage ouvert convexe V ce
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aeX soit régulier, il existe un

sous=-variété directe de U . Soit

a dens U tel cue VNX soit une

§ +: K~ X 1l'application de

Gelfand (voir plus haut) 6=1(V(WX) est un voisinage ouvert de

X = 6"1(

a) dans K , on peut trouver une fonction ge A dont le

support est contenu dans le volsinage et qui atteint son maximum en x

g définit alors une fonction analytique, non constante, sur VNI ,

ce qui est en contradiction avec le principe du maximum (pour les

variétés analyticues barachicues).

B - Exemple de sous-ensemble analytique compact non trivial d'un

espace de Hilbert séparable.

Les exemples de la partie

A

nous ont montré que, contrairement

& ce qui se passe ne dimension finie, il existe des espaces de Banach

admettant des sous-ensembles analyticues compacts ncn réduits & un

nombre fini de points., Ces espaces de Banach sont cependant "assez

gros" et on peut se éemander s'il en est de méme pour un espace de

Banach séparable voire un espace de Hilbert,

[n]
Soit E = 2; (espace des suites complexes de carré sommable),’
Soit {x;}nem une suite donnée de Qg possédant les propriétés
suivantes(*) :
(i) xz # 0 pour tout entier n ;
; 2 .
(ii) fxglz > ¥ |x2|° , pour tout entier W ,
' n>N n
Orn considére 1l'applicaticn
| - - T .
£ lm - Zm définie par
- 2 o 1
ot {xn}nem ké'{xn = X Xpdpem
on vérifie immédiatement que f est bien définie et polynomiale de

degré 2, donc analytiaoue, Posons

¥ = f-l(O) ; X est un sous-ensemble

1
2

() xz = convient,
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analytique de E , il est formé de toutes les suites {xn}r m telles

) . . : :
que x_ = 0 ou X e Des considérations é€lémentaires conduisent aux

n
résultats suivants :

(a) X muni de la topologie induite par E

l'ensemble de Cantor (donc compact).

est homéomorphe &

(b) X n'a que des points singuliers-; de plus si U est un

ouvert de E et Y un sous-ensemble analytique

de U contenu dans

UNY , les seuls points réguliers de Y sont les points isolés,

(¢) Pour tout entier m , on peut trouver une décomposition :

X = lLIX UoooUX 3 aucun des X. n'étant contenu dans 1'un des

autres (on de51gne par g: le germe & l'origine

analytique d'un voisinage de O dans E ).

d'un sous=-ensemble

Définition 3 : Soit X un sous=ensemble analytique d'un ouvert

U d'un espace de Banach E o So1it xe.X . On note

J%x = {F/F sous-espace vectoriel de

dimension finie de E

tel que x so0it isolé dans l'intersection (x+F)N X}. On appelle

codimension en x de X dans U :

codim X = Sup dim Fe (N U{+=}),
Fed%c

Remarque : cette définition coincide avec celle (classique) de

la codimension en dimension finie, ainsi qu'avec

espace vectoriel direct.

celle d'un sous~

Lemme : Soit X un sous-ensemble analytique compact d'un ouvert

VU d'un espace de Banach E , Tout sous-espace affine de dimension

finie de E —coupe X suivant un ensemble fini.

Demonstratlon : 81 F est un sous=espace affine

finie, XNF est compact et analytique dans F ,

fini de points.

Proposition 4 : Si X est un sous=ensemble

' ) .
d'un ouvert YU d'un espace de Banach, il est de

en tout point,

de E , de dimension-

donec formé& d'un nombre

analytique compact
codimension infinie

(#) de dimension infinie,



1.6

Démonstration : La proposition résulte trivialement du lemme et de

Somocaacacacsoas

la définition 3,

C = Sous=ensembles analytiques d’'un-espace de Banach possédant des

points de toutes les codimensions au voisinage de l'origine,

Soit E = Zé (espace des suites sommables), Soit
1 1 P
f: lc — QQ , définie par
T {xn}new — {zm}mem , avec
- . . . . .
z Xlox3ooo Xpn41 x2m¥2 » L'application f est anslytique et
X = f-l(O) est un sous-ensemble analytique de E .,

Pour tout entier m , on pose alors :

3 x, =03 x 0} et

2m

>4

il
———
tad

1]
o
e

il
o
L]

2m+l=

Y

n
—~—
"

1]
O
o
o
o

i X,.=03 o0} 3 11 est clair que X~ est un

2p
sous espace vectoriel de codimension m+l de E et que Y est un
sous-espace vectoriel direct de E , de codimension infinie.

On vérifie que : X = (U Xm)l)Y . Désignons par X™ 1'ensemble
mefN

des points réguliers de X ; er\X*' est dense dans X , (U Xm)
mellN

étant dense dans X , on en déduit :

(a) x%

a (pour tout n2l ou infini) des points réguliers de X ol X est

est dense dans X et dans tout voisinage de 0 , il y

de codimension n ;

(b) si x est un point de Y tel que #0 pour tout pz0 ;

x2p+l

x n'appartient pas i la réunion U x , mais tout voisinage de x
mel

rencontre cette réunion et, par suite, contient des points réguliers

de codimension finie de X ;

(¢) si x est un point de Y vérifiant la-condition de (b) ;

pour tout voisinage ouvert V de x dans E , on peut trouver une
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fonetion analytique sur V , ne s'annulant pas identiquement sur XOV

et s'annulant identiquement sur le germe zx de X en x .

Soit h : &é > ¢ définie par
. +x, + » . i 1
h : {xn}nem = XX+ ees + X, * oo 3 cette application
est lin€aire continue-(donec analytique), désignons par Z l'ensemble

de ses zéros et posons S = XUZ .,

Il est clair que, quel que soit m , Xm¢ﬁZ et qu'il y a des

peints de me\X* qui n'appartiennent pas &4 2 , Par ailleurs

s = (U Xm)LJZ (puisque Y cZ) ; on constate alors que S
mel
est un sous<ensemble analytigue (puisque réunion de deux sous=ensembles

analytiques) de E , dont la codimension est finie en tout point, qui

posséde des points de toutes les codimensions (finies) dans tout

voisinage de l'origine. On peut montrer que S n'est pas de défi-

nition finie.

Pour terminer, signalons 4 1l'attention du lecteur "découragé"
par les exemples précédents que les-sous-ensembles analytiques ont
tout de méme quelques propriétés dont on parlera dans la suite du
Séminaire (cf. en attendant [8] et [9]).
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Exposé n® 10 : QUELQUES TECHNIQUES POUR LA GEOMETRIE ANALYTIQUE
BANACHIQUE,

par Pierre MAZET,

Le but de cet exposé est de présenter un certain nombre
de méthodes et doutils utiles en géométrie analytique bana=
chique, A titre d'exemple, nous y amorcerons l'&tude des

relations entre hauteur et codimension.

Nous suivrons de trés prés les exposés que Ramis a faits
sur ce sujet dans d'autres séminaires. Nous supposerons connus
les premiers résultats de Ramis sur le théoréme de préparation

et la factorialité de O(E) .,

I - Définitions et notations,

Les espaces de Banach considérés sont toujours construits

sur le corps (€

Soit E un espace de Banach, X une partie de E , nous
noterons X 1le germe en O de X . De méme, si f est une
application d'un voisinage de 0O de E dans un ensemble,
nous noterons £ son germe en O , Nous nous intéressons plus

particulidrement au cas ol f est une application analytigue

dans un espace de Banach F , Dans ce cas l'ensemble f-l(O)
est noté V(f) et les germes du type V(f) sont dits ana-
lytiques; si en outre F est de dimension finie, J(f) est

dit de définition finie.
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fonctions holomorphes de E dans € ,

Rappelons que cet anneau est un anneau local et factoriel,
Si X est un germe analytique (emn 0) , nous noterons

I(X) 1'ensemble des &léments de O(E) nuls sur X ; c'est

un idéal de O(E) o o

Un germe X est dit irréductible si on ne peut pas

trouver de décomposition du type :

X=XV

ou et X sont des germes analytiques distincts de X o

4 L

II - L'application X ~—3 I(X)

Proposition 1 : L'application X ~~— I(X) Jjouit des

propriétés suivantes :

i) X, cX, équivaut a I(él)al(ée)
ii) L'application X ~—> I(X) est injective
iii) Tout idéal du type I(é) est égal 4 sa racine

iv) I(_g_lugz) = I(X, ) NI(X,)

v) Un germe X est irréductible si et seulement si I(X) est

premier,

- Les assertions iii) et iv) sont évidentes.
- L'assertion ii) résulte immédiatement de i)

- Dans i) il est clair que : §1C'§2 = I(X ):»I(gg)

Démontrons donc que :

(X)) & (£,) = T(x) # 1(x,)
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Considérons deux germes §d et §2 , on peut toujours

trouver un voisinage Q de O dans E , un espace de Banach
F et deux applications analytiques @y et a, de 2 dans
F telles que :

X =l(q)

=1 =1

Alors la condition X ¢ X, se traduit par l'existence

d'une suite X d'éléments de Q2 telle que 3

X = 0

n
- (¥n) o (x))=0 (x e V(a,))
- (Y n) ay(x)) #0 (x ¢V(ay))

Nous allons, alors,montrer l'existence d'une application

analytique f de Q dans C telle que :

- f est nulle sur V(az)

- (¥ n) f(xn) #0

ce qui entrainera : feI(X,) £ ¢ I(X,) et donc :

1

I(X ¢ ‘
(x,) ¢ 1(x;)
Pour cela, il suffit de trouver une forme linéaire ¢ sur F
telle que : (¥ n) ¢(02(xn)) #0 , l'application ¢ , ,
ayant alors les propriétés de f ., L'existence d'une telle
forme est assurée par le lemme suivant 3

Lemme 1 : Soit F un_espace de Banach , Y, une suite
d'éléments non nuls de F , alors, il existe une forme linéaire

¢ sur F telle que :

(¥ n) ¢y ) #0
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Soit Fn l'ensemble des formes linéaires sur F , nulles

sur y_ 3 le théoréme de Hahn-Banach assure que F . est un

n
hyperplan fermé du dual fort F# ', Le théoréme de Baire montre

alors que

U F est d'intérieur vide, donc différent de F¥ ,
nelN

Tout €lément de F* qui n'appartient pas & U F posséde

. » - DETN
la propriété désirée,

- Démontrons l'assertion v)

Si I(X) est premier, soit X = \J X, une décomposition

4

=2
de X . On a, d'aprés iv)
I(X) = I(X
(X (X)) n1(x,)
I(X) #étant premier, ceci implique :
I(X) = 1(x,) ou I(X) = I(X,)

En appliquant l'assertion ii) on obtient

-
=

ou

f1%<
>

"
1154

L

X est donc irréductible,

- S8i (§) est irréductible, soit fg un élément de
I(X) alors

V(%) UV(_g_) = V(fg)o X
d'ou

X = [xnvi)]u[rnvig)]
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L'irréductibilité de X assure donc :

X=XNV(f) a'oll : XcV(f) d'ol : feI(X)
ou
X =X0v(g) d'ol : XcV(g) d'old : geI())

I(X) est donc premier,

Remargque : Si X est de définition finie, on peut

reprendre cette démonstration en remplacgant la notion d'irré=-
ductibilité par la suivante : X ne peut €tre décomposé en
élkjée ou él et §2 sont des germes de définition finie
distincts de X o

On en conclut que cette nouvelle notion d'irréductibilité,

our les germes de définition finie, coincide avee l'ancienne,
]

III - Les idéaux géométriques,

Si & tout germe X on seit associer un idéal I(X)., nous

ne savons pas, réciproquement, & tout idéal de O(E) associer

un germe.

En particulier, nous ne savons pas quels sont les idéaux
du type I(g) o L'assertion iii) de la proposition 1 assuré en
tout cas, que ce ne sont pas tous les idéaux. Signalons, tou-
tefois, que la réciproque de cette assertion est exacte pour
une certaine classe d'idéaux, dits géométriques, et fausse

en général (cf : Exposé 11, Complément).
On peut alors poser le probléme suivant :

Soit I un idéal de O(E) , existe=t=-il un plus gros

germe X tel que IcI(X) ?
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Nous ne connaissons pas d'exemple olU la réponse est
négative, Nous allons, cependant étudier des cas trés impor-

tants ou elle est positive,
= 81 I est de type fini,

Soient gl,ooogh

peut trouver flgooopfn fonctions analytiques définies sur

"un systéme de générateurs de I , on

un méme voisinage R de O représentant ces germes, Si f
est 1l'application (flsooogfn) de 0 dans €° , le germe

V(f) possdde la propriété désirée, On le note v(I) &

—

« 81 on peut trouver un idéal J de type fini tel que
JeIcI(¥(s))

alors le germe Y[J]  posséde la propriété, il est indépendant

de J , on le note V(I) , Un tel idéal I est dit géométrigue.

Proposition 2 : Les idéaux géométriques possédent les

propriétés suivantes ;.

i) I géométrique <= Rad I géométrique et
V(I) = V(Rad I)

ii) Il géométrique, I, géométrique == Il+I2 géométrique et

L(Il"lz) = g(l. ) ng(l

1 2)

iii) Il géométrique, I

métriques et

5 géométrique == 1112 et Ilr\I2 géo~

15p) = w1, n1,) = ¥(1)vy(s,)

La démonstration de ces propriétés est treés simple,
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Remargue : Nous ne savons pas si Il et 12 étant de
type fini, Ilf\I2 est encore de type fini. Ceci équivaudrait

4 la cohérence de l'anneau O(E) .

IV = Décomposition de O(E) .

Dans un espace de Banach E , soit Ep un sous=espace

fermé., La surjection canonique E 2 E/E induit une ap-
P

plication G(E/E y —> O(E) . Cette application est injective
P

car 8 est ouverte, Son image est formée par les germes
d'applications " indépendantes de EP" , ¢'est=d=dire dont
la forme dérivée s'annule sur EP au voisinage de 0 , Cette

image sera notée cﬁ(Eng) o

Si EP admet un supplémentaire topologique Eé s On &
des isomorphismes canoniques entre les anneaux O(Eé) .

6(E/; ) et a%(E,EP) o
Y
Ces isomorphismes nous permettrons dfidentifier ces trois

anneaux,

De méme, 1'injection de E_ dans E induit une appli-
cation O(E) — O(Ep) qui est la restriction, Si Ep admet

un supplémentaire topologique, cette application est surjective,

Nous nous intéresserons tout particuliérement au cas ou
‘Ep est de dimension finie p (il est alors automatiquement
fermé, et admet toujours un supplémentaire topologique), Nous

utiliserons alors des systémes de coordonnées sur Ep , clest=

d=dire des familles Zl,ooQQZp de formes linéaires sur E
dont les restrictions & Ep forment une base de E; o A un
tel systéme de coordonnées nous pourrons attacher une base

duale de E et un supplémentaire de Ep défini par

P
E' = m Ker ‘Zi -]
P o3¢i¢p
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Réciproquement, la donnée de la base duale et de E’
permet de retrouver le systéme de coordonnées, On a alors une
injection canonique de O(E) dans lﬁ(E,EP) Hzlgeoogzpﬂ qui

nous permettra parfois d'identifier O(E) 4 son image.

Définition 1 : On appelle systéme de décompositions em=

boitées de E la donnée de deux suites (finies ou non)
ElQOOOQEn,ooo Zlgooogzngooo ayant le méme ensemble d'indices

et ou

- la suite En est une suite croissante de sous-espaces
de E

= pour tout n , Zlgooogzng est un systéme de coordonnées

sur En et 1>n = Zi nulde sur En °

Remargues : = ces conditions impliquent : dim En = n

- la connaissance de En et de Zl.oOOQZ

n
implique celle de El,ooo,En_l car 3
] .
si i<n E; =E N I' (\ Ker z.)
i<jgn J

= pour un tel systéme on peut définir
E'i = () Ker 2. ,mﬂg est un supplémentaire de E; o
jsi
- en restreignant les deux suites d'un sys=
téme de décompositions emboitées aux indices inférieurs & un
certain entier, on obtient un nouveau systéme de décompositions

emboitées,

- s8i -El,ooogEn Z1’°°°”Zn est un systéme de

décompositions emboitées, B s'appelle l'aboutissement de ce
systéme, Un tel systdme peut &tre prolongé en prenant pour

En+l n'importe quel sous-espace de dimension n+l contenant
En et pour Zn n'importe quelle forme nulle sur En et non

nulle sur En+l » On peut, pour cela, prendre un vecteur e
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de E tel que e d E_, poser

En+l = En@ﬂf e

et on peut alors trouver Z _. telle que Zn+l(e) =1,

Soit E un espace de Banach, Ep un sous=espace de

dimension finie p , J wun idéal de O(E) ; on peut alors

définir Jp qui est 1l'image directe de J dans &(Ep) par
la surjection canonique. E étant de dimension finie on peut

alors définir \L(Jp) (car O(EP) est noethérien),

Remarquons que si J est géométrique

1l
H
—
libd
~

de méme si J

T(7,) =x0E,
Un des buts de cet exposé est d'étudier lé condition
Z(JP) = 0 , En particulier nous allons voir qu'elle est équi-

valente & :
le morphisme cﬁ(E,Ep) — G(E)/J est fini (c.d.d., qu'il
fait de G(E)/J un c%(E,Ep)-module de type fini),

C'est cette derniére condition que nous allons étudier
tout d'abord.

Pour cela nous avons besoin de la notion, trés importante,

de sulte de Welerstrass,

V « Suites de Weierstrass,

Rappelons que si A est un anneau local d'idéal maximal DQD
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on appelle polyndme de Weierstrass de A[T] tout polyndme du
type

ou n3l et a;e lt>

Définition 2 : On appelle suite de Weierstrass de O(E)

la donnée

i) d'un systéme de décompositions emboitées de E
(El’0009Ejgooo Zl,ooogzjgooo)

ii) d'une suite g d'é1éments de O(E) telle que, pour tout

J 5 9. soit un polyndme de Weierstrass de o5(E,E,)[Z2.] .
=) d =
Remarque : On identifie ici O(E) & un sous-anneau de
A(EE ) [[2)000042;]]

)

= On définit l'aboutissement d'une suite de

- Sous ces hypothéses géegﬁ(E,Ejnl

Weierstrass comme étant 1'aboutissement du systéme de dééompo=
sitions emboitées.,
- On définit de méme des suites de Weierstrass

tronquées 4 partir d'une suite donnée.,

= Si J est un idéal de O(E) et si, pour tout

qQ.€Jd ,

On dira que la suite est contenue dans J o

Ces notions étant présentées, nous pouvons passer & 1l'étude

proprement dite,
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Soit J un idéal propre de O(E) , E_ un sous-espace
de dimension finie de E tel que JKE,EP) — O‘(E)/J soit
fini, Si f est un élément de O(E) , sa classe dans G(E)/J

admet un polynome minimal Pe & coefficients dans le corps

des fractions k de cﬁ(EngT o Mais dﬁ(E,Ep) étant isomorphe

Y

8 O(E/E_) est intégralement clos donc Pf est un polynome
unitaire de c%(E,Ep)[T] o -

Lemme 2 3 Sous les hypothéses précédentes, si u es

une forme linéaire sur E non identiquement nulle sur E_ ,

v

Pu est un polyndme de Weierstrass,

u n'étant pas nulle sur Ep peut intervenir dans un
systéme de coordonnées de Ep » Soit Zl’°°°°Zp ce systéme,
avee u = Z1 ; elgooagep la base duale et E; le supplémen=-
taire canonique dé E_ , En identifiant~'0(E;) et J%(E,Ep) R

b
P, (2.)eJ donec P, (Z,) appartient & 1'idéal maximal de
z, = 4, =
O[E£<D C eﬂ ;s sa restriction a4 ¢C ey n'est pas identiquement

nulle, on peut donc lui appliquer le théoréme de préparation,
Nous obtenons donc un polyndme de Weierstrass g[&l] et un

germe inversible H tel que :

Pél[él] = g g{él]

d° Q@ et donc

La minimalité de P, implique alors 4° P
=1

fie

1
P, =Q o
&, =

Lemme 3 : Soit E wun espace de Banach, Ep un sous=espace
de dimension finie, J et J' deux idéaux de O(E) tels que
Jed' et gt(E,EP) — O’(E)/J soit fini, alors

est fini,

J‘t(EgEi).) —- 0(E)/;,

C'est évident,



10512

Théoréme 1 : Soit J un idéal propre de ©O(E) , Ep un

sous-espace de dimension finie p de E . Les deux propriétés

suivantes sont €quivalentes :

i) le morphisme dHE,Ep) —_— O’(E)/J est fini

ii) J contient une suite de Weierstrass aboutissant en EP o

i) = ii) Si Zl’°°°”zp est un systéme de coordonnées

de Ep s 11 permet de définir Elpeoo,Epal et en posant
4 * g,
=i

il est facile de voir que

Elgeoo;)Ep Zlgoot:QZp glgoooggp

est une suite de Weierstrass contenue dans J .

- 1i) = i) Raisonnons par récurrence sur p o

Si p=l cet énoncé est celui du théoreéme de division,

Supposons 1l'implication établie pour p-1 , en identifiant
les anneaux O(Ei) U(E/Ei) et ct(E,Ei) on a le diagramme

commutatif

o(E)
_——
o(E]) ——s  o(E)/

(%1)

e ls

B o, Y
G(EI'J) — G(Ei)/(gzsooo;gﬁ%:—* g(E)

/
(g_,lgooog%p)
ou a est fini, d'aprés le théoréme de division
Y est fini, car s est surjective
@ est fini, d'aprés l'hypothése de récurrence.
Donc Y o.B est fini, et d'aprés le lemme 3

O’(EI')) — O(E)/ est fini,

J
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Proposition 3 : Etant donnés J 1idéal propre de O(E)

et E sous-espace de E de dimension finie, si le morphisme
o%(E,Ep) — 0(E)/; est fini, v[Jp] est réduit & 0 ,

Par restriction, des générateurs du <ﬂdE9Ep)n module
O(E)/J donnent des générateurs du C espace vectoriel

O’(Ep)/J qui est donec de dimension finie, Il suffit alors
P

d'appliquer le 3

Lemme 4 : S8i I est un idéal propre de o[cP] et si

5[¢p]/1 est un C espace vectoriel de dimension fimie,
V(I) est réduit & 0 .

Ce résultat est classique.

Proposition 4 : S8i J est un idéal géométrique de O(E)

et E un sous=espace de dimension 1 de E , si

1
Z[J]r\El = {0} , 1'homomorphisme J%(E,El) 0’(E)/J est
?inio
![J](\Ei = 0 implique que 1l7un au moins des &léments de J
ne s”annuleapas identiquement sur E. , en lui appliquant le

1l
théoréme de préparation, on obtient une suite de Weierstrass

aboutissant en El » Le théoréme 1 permet de conclure.

Théoréme 2 -: Soit J un idéal géométrique de O(E) ,

Ep un sous-espace de E de dimension finie p , Eé un_sup=-

pologigue de E = tels gue O(E)) = O(E)/;

soit finil, Alors..

e
o
]

JN O(Eé) est géométrique

ii) si X = \_L[J]

s X' = L[Jq ,» 11 existe un polydisgque
8" associé

X
& (ELBEP) o un_représentant X de X

A x
dans A et un représentant X' de X' dans &' tel gue
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X' = ¢[X] (ol T est la projection canonique de 4 sur §'),

Faisons tout d'abord les hypothéses supplémentaires p=1 ,

J est de type fini, J propre,

D'aprés la proposition 3, V[J](\El = 0 , 1l existe donec
un élément I, de J non identiquement nul sur El » Complé-

tons £i en un systéme de générateurs de J : gl,oooggn o

Choisissons une coordonnée Zl sur El (telle que
Ei = Ker Zl) et appliquons le théoréme de préparation &

on obtient un polyndme de Weierstrass

RS
]

g, dans G(El)[21] .

divisons gz,oo°,£n par g, on obtient des restes Tosooosly

Q35 Tpscoosl, engendrent encore J

On peut alors trouver un polydisque A = &'y &§" (s" de rayon-

r") et des représentants Qs Tpsooo,r, de r

Qs Ipscoos Iy
dans Y (A) de fagon que

ql[xvnxn = 0 = 'x", <r" .

Appliquons alors la théorie de 1'élimination (cf. [1]) .

On obtient un nombre fini de fonctions, DyseccpDy

appartenant 4 ¢(8') telles que :
a) Pour que ql[x',T] R rz[x‘,Tjgooo, rn[x'aT] aient une
racine commune, IFIS que Dl[xU = .50 = Dm[xj =

0
b) DlgooogDm appartiennent & 1'idéal de Jé[s'l[zl] engen=
dré par ql[xiZl],ooo, rn[x',Zl] 0

Posons X
I'
x'

V[q19 r295909rn]
(2, 100012,
V(Dlgooo;Dm)

alors a) implique qu'un point x' de §' appartient & T[X]
: : 1] = = = 9 ~ = Y
si et seulement si Dl[x ] = cos = Dm[x'] = 0 d'ol T[X)] = X
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IuC J'o

En outre un germe de J' s'annule identiquement -sur X donec

sur X' 4°f
X' =y[3].

-Remplagons

Soit
I

alors
v

d'aprés la

ol J'c.I[le')j o J' est done géométriqué et

CoQoFoDo

l'hypothése de type fini par géométrique,

I de type fini tel que

chI[\é(I)]

I)nE, = vla]n (g,) = {g

proposition 3,

La proposition 4 montre alors que 6(Ei) —_ O’(E)/I est fini.

Done I' =

type fini t

s5i X = ¥ig

If\d(Ei) est géométrique, Il existe donc I} de

el que 3

IDcI' et v(I*) = v(I

1= wr) X! = ¥(1l) = g1’ .

= ) =

Tout germe de J s'annule identiquement sur X done

tout germe
de X = V(I
On a donc

J¥ est don

.On ne fait

Soit
s'annulant
o .Y
associés a

O(EI")) —

de J' s'annule identiquement sur la projection

) qui est X! = V(I') d'aprés la premiére partie,
] ] [

Ilcd'cIfr(1i)].

¢ géométrique et X' = y[J'] = L; o

plus que l'hypothése supplémentaire J propre,

Z1’°°°”Zp un systéme de coordonnées sur EP

sur EI'J ’ EIQOOOQE
ce systéme,

p-1 Ei°°°°’E;-l les espaces

O(E)/J étant fini, le théoréme 1 affirme que J
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contient une suite de Weierstrass g, 00.0,Q_  aboutissant
= '=p

en EP . Alors si J3 = Jr)O(ES) . Jg contient la suite de

Weierstrass : %ﬂ l,ooo,g¥ donc

. ; .
G(EP) —_ G(Ej)/Jj est fini,
Le théoréme se démontre alors par récurrence sur p .

.Le cas J = O(E) est trivial,
Nous allons déduire de ce théoréme l'équivalence annoncée
précédemment,

Soit E un espace de Banach, Ep un sous-espace de E
de dimension finie p , J un idéal propre de O(E) ; Jp

1'image de J dans G(Ep) » On a alors le

Théoréme 3 :Les propositions suivantes sont équivalentes

i) a‘t(E,Ep) —_ O’(Ep)/J est fini
ii) L[Jp] =0

iii) J contjent une suite de Weierstrass aboutissant en Ep o

L'équivalence 1i) iii) est prouvée par le théordme 1,

=
L'implication i) === ii) est prouvée par la proposition 3,
Démontrons ii) — i) .

Jp admet un nombre fini de générateurs que

?—_—lgooogﬁxl
1] -
l'on peut relever dans O(E) en Bys00098, o Les g, engen

drent un idéal de type fini I et 1'on a :

I =4 \'j =
p D donc =[IP] 0

IcJd ., Si donc le théordme est vrai pour I il le sera pour

J d'aprés le lemme 3,

Il suffit donc de démontrer ce théoréme quand J est de

type fini ou, a fortiori, géométrique.
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Nous faisons donec l1'hypothése supplémentaire : J est géomé-
trique,

Raisonnons par récurrence sur p o, Si p=l on retrouve
la proposition 4, Pour p quelconque, soit Zl,ooQ,ZP un
systéme de coordonnées sur Ep » el,.,“,ep la base duale et
Ei,ooogE£ les supplémentaires canoniques.

Notons Ji 1'idéal Jf\G(Ei) « Appliquons le théoréme 2

la partie i) montre que Ji est géométrique

la partie ii) montre que _X(Ji)ﬂ(wee D oo @ Cep) =0 ,

.0

L'hypothése de récurrence montre alors que :
? v ini
O(EP) —_— O’(El)/Ji est fini,

or O(E}) — O(E)/; est fini car v[JJnEl = 0 .

On en conclut donc
O(EI')) — G(E)/J est fini
CoQoFosDo

De ce théoréme on tire immédiatement le :

Corollaire ¢ Si X est un germe analytigue (resp. J un idéal

géométrique), pour gque le morphisme

cﬁ(Eng) — GKE)/I(é) (resp. G(E)/J) soit fini

il faut et 1l suffit que 3

Ep(\g = 0 (resp. Ep(\!(J) = 0)

VI = Décompositions maximales.

Si I est un idéal de O(E) nous avons ainsi caractérisé

les sous-espaces Ep tels que le morphisme xi(E,EP) — O’(E)/J
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soit fini. Nous allons nous intéresser a4 l'existence de sous-

espaces maximaux (pour l'inclusion) possédant cette propriété,

Définition 3 : S8i J est un idéal de O(E) , une suite

de Weierstrass contenue dans J est dite maximale pour J
si elle ne peut pas se prolonger en une suite strictement plus

longue contenue dans -J &

Proposition 5 : Soit J wun idéal propre de o(E)

E un sous-espace de E de dimension finie p tel que
‘ﬁ(E°EP) e O’(E)/J soit fini, Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) wE(E,Ep)nJ =0 ;

ii) g)‘t(E,Ep) — G(E)/J est injectif,

iii) Ep est maximal pour J

iv) il existe une suite de Weierstrass maximale pour J et

aboutissant en Ep o

v) -toute suite de Weierstrass. contenue dans J et abou=

tissant en Ep est maximale;

Il est clair que i) &= ii)
Montrons iV) : i) ° SOit ElgoaopEp Zl,o'oogz

glgooo,%p une suite maximale,

P $

1
Supposons (ngck(E,EP)ﬂ J)(g # g) alors il existe

R . - . .
ep+lc.EP avec ;_ non nul sur Cep+l o Choisissant un sup=-
1é 3 3 f §
rlémentailre topologique Ep+l, de Cep+l dans Ep » On peut

appliquer le théoréme de préparation & f et on obtient un

polyndme de Weierstrass g o» Alors la suite de Weierstrass

=p+l

%;soos,%@n gp+l ést contenue dans J ce qui contredit la

maximalité de Qoeoosly i) est donc vérifiée,

On a alors évidemment i) == v) == iii) == iv)

C.Qo.FoDos
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Définition 4 s On dit qu'un idéal J de ©(E) satisfait

au lemme de normalisation pour un sous-espace EP de dimension

finie, si

ot(E,Ep) — 0(15:)/J est fini et injectif.

On dit qu’il satisfait au lemme de normalisation s'il y

satisfait pour un sous-espace au moins,

Nous allons démontrer que, en particulier, les idéaux

géométriques satisfont au lemme de normalisation.,

Lemme 5 : Supposons dim E =< , Si J est un idéal non
nul de O(E) , deux cas sont possibles .:

i) J satisfait au lemme de normalisation

ii) J contient une suite de Weierstrass infinie,

Remargue : Bien que ce soit vrai, il n'est pas évident que

ces deux cas s'excluent.

J &tant non nul, soit f wun €lément non nul de J et

El un sous-espace de dimension 1 de E sur lequel f n'est
pas identiquement nul, Choisissons une coordonnée Z1 sur El

et donc un supplémentaire Ei 0

Appliquons le théoréme de préparation, on obtient un polyndme

de Weierstrass q, . Si Ji = G(Eé)(\J est nul , J satisfait

=1
au lemme de normalisation pour E) o Sinon continuons ce procédé
pour J! et E! | et ainsi de suite., Ou bien ceci s'arréte au

1 1
bout de p opérations et alors J satisfait au lemme de norma=-

lisation pour Ep et 1'on est dans le cas i), ou bien le procédé

ne s'arréte pas et on est dans le cas ii),

Lemme 6 : Si J west un idéal de O(E) , X un germe ana-

litique, non vide, défini par n germes scalaires, Ep un
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sous=espace de E de dimension finie p et si
a%(E,Ep) — O(E)/

est fini, alors :

J

Jd I(_L_) =3 pgn

Soient £19 L5000, £ des germes définissant X ,
Bysc00s8, leur restriction & Ep , posons gp = X[§190009§n] on

a alors :

(ou 4 est 1'image de J dans O(E » Dol X < V(J
P g ( p)) ) Zp =( P) °

X =0 , Mais dans €® n
° - =p = 13
fonctions ne peuvent définir le germe O que si nyp .

Appliquons le théoréme 3, il vient

Théoréme 4 3 Soit I un idéal contenu dans un idéal propre

géométrique J de O(E) , Ep ‘un sous-espace de E de dimension

finie p tel que

dt(Epr) — O'(E)/I soit fini

alors 11 existe Eq tel gue Epc:Eq et I satisfassent au

lemme de normalisation pour Eq ®

I é&tant contenu dans J , géométrique, est contenu dans un

I(X) ol X est non vide et peut €tre défini par un nombre fini

n d'&quations scalaires,

Soit alors E un sous-espace de dimension q de E tel

que cﬁ(EgEq) —- U(E)/I soit fini, le lemme 6 assure gq<1n o

Tout tel sous-espace est donc contenu dans un sous-espace

maximal, en particulier Ep o

Corollaire : Tout idéal propre géométrigue satisfait au

lemme de normsalisation.




10,21

Une étude plus approfondie montre que si J satisfait
au lemme de normalisation pour EP s le nombre p ne dépend
que de J ., Ce nombre p est 1ié & la hauteur de 1'idéal et

éventuellement & la codimension de L(J) .
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Exposé n° 11 : LE NULLSTELLENSATZ POUR LES GERMES ANALYTIQUES
BANACHIQUES

par Pierre MAZET,

Le nullstellensatz que nous nous proposons de démontrer

s'énonce ainsi :

Théoréme 1 : Si E est un espace de Banach complexe,

O(E) 1'anneau des germes de fonctions holomorphes em O ,
I un idéal géométrique de O(E) alors I définit un germe
V d'ensemble analytique et 1'idéal I[V] des germes qui

s'annulent sur V est la racine de I .

En fait nous allons démontrer un théoreéme plus précis sur la

structure des germes de définition finie :

Théordme 2 : Sous les hypothéses du théoréme 1 si J

est un idéal de type fini tel que JeIc<I[V(J)] et si J

est engendré par n éléments alors :

i) Les idéaux premiers minimaux pour I (ou isolés pour I)

sont de hauteur <«n ,

ii) les idéaux sont en nombre fini et définissent des germes

V, tels que V = LJVG (1es v, sont alors irréductibles).

iii) La décomposition ci-dessus de V est la seule décompo~
sition en germes irréductibles telle qu'il n'y ait aucune

relation d'inclusion entre les Va °

Remarques:: Si i) est démontré les résultats de Ramis

entrainent que ii) est vérifié, mais nous obtiendrons ii)
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par des méthodes différentes,

i) et ii) étant démontrés iii) en découle immédiatement
car les Va étant définis par des idéaux premiers minimaux
By il n'y a aucune relation d'inclusion entre les B, donc
entre les Va o

Réciproquement si U v, = U VB ol les Vg sont
: ach BeB
irréductibles, pour tout B< B on a Vg2 UV, donc (VB étant
irréductible) VB contient 1'un des v, 3 de méme ¥ aca ,
18eB t.q. V,>V; o Comme il n'y a aucune relation d'inclu-
sion entre les VOl ou entre les 'VB ceci &tablit une bijec~

tion ¢ entre A et B telle que

Va = Vo(a)

ce qui démontre 1'unicité de la décomposition,

Montrons enfin comment le théordme 2 entraine le Nulls-
tellensatz,
Si I est géométrique, il existe J de type fini tel gque
JeIeI(V(I)) et V(J) = V(I) =V,

D'aprés ii) Vv = U v, ot les vV, sont définis par les

idéaux premiers FBa minimaux pour I .

On & donc I[V] = I[Va] or le Nullstellensatz est connu
pour les idéaux premiers géométriques, donc I[Vm] =@, et
I[v] = 0 ¢, est la racine de J .

Remarquons en outre gque si ‘P est un idéal premier contenant

J il contiendra la racine de J , c'est=d-dire I(V[J]) i

le théoréme 2 a été établi pour les idéaux de type fini, donc
il contiendra I et les idéaux premiers contenant I et J
seront les mémes, comme I et J définissent la méme variété,
le théordme 2 sera démontrd si on le démontre pour I de type

fini et I =J ,

Cette démonstration va se faire par récurrence sur n
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Pour n=0 1le théoréme est évident (I=J=0) ,
Pour n=1 I est principal engendré par x#0 et O(E) é&tant
factoriel, les idéaux premiers minimaux pour I sont les
idéaux engendrés par les facteurs premiers de x , ils sont
donc de hauteur 1 et en nombre fini,
Supposons donc le théoréme démontré jusqu'a n-l et démontrons
le pour n »
Soient Xjsesos X des générateurs de I et ¥ un idéal
premier minimal pour I , Si I’ &est 1'idéal engendré par
XgsooosX 1 s il existe g minimal pour I' avec § c B
D'aprés l'hypothése de récurrence 1§ ne peut prendre qu'un
nombre fini de valeurs et est de hauteur ¢<n-1 . Par ailleurs
® est minimal parmi ceux qui contiennent X, et B,
On est donc amené & démontrer 3
Si g§ est un idéal premier de O(E) de hauteur q et
xeO(E) 1les idéaux premiers de O(E) minimaux parmi ceux
contenant g et x sont en nombre fini et de hauteur <q+tl o
Or les idéaux contenant g correspondent bijectivement
(avec inclusions conservées) aux idéaux de O(E)/J.1 , les
idéaux premiers se correspondant.
Par ailleurs on sait que , ® #étant de hauteur q , il
existe F sous=espace de E de codimension q tel que
l'application O(F) = O(E)/q soit injective et fasse de
O(E)/q un O(F) module de type fini, Si x' est l’image de
x dans O(E)/q s les 1déaux qui nous intéressent correspondent
aux idéaux premiers de O(E)/q minimaux pour x' ., Nous devons
montrer qu'ils sont en nombre finis, et pour montrer qu'ils
correspondent 4 des idéaux de hauteur <q+l 1l suffira de
montrer qu'ils rencontrent O(F) suivant un idéal de hauteur

<1 o O(F) étant factoriel, "de hauteur <1" = "principal”,

Nous aurons donc démontré le théoréme 2' si nous démontrons le

théoréme suivant qui est purement algébrique.
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Théoréme 3 : Si un anneau intégre B contient un anneau

factoriel A de telle fagon que B soit un A-module de type

fini, et si xe B alors

i) Les idéaux premiers de B minimaux pour x sont en

nombre fini,

ii) 1les idéaux rencontrent A suivant un.idéal principal.

Remarquons que si B est un A-module de type fini, B est

entier sur A , aussi allons=nous, au préalable, démontrer le

Théordme 4 : Si B est un anneau intégre contenant un

anneau factoriel A , si B est entier sur A , si xeB
et s1 9P est un idéal premier de B minimal pour x , alors

g = ¥NA est un idéal principal de A .,

Remarque : ces théorémes peuvent recevoir des généralisa-
tions intéressantes en r;mplagant A . factoriel par A de
Krull ; mais, iei, nous nous sommes attachés a& utiliser le
moins possible les notions élaborées d'algébre commutative ;3
nous avons en particulier €liminé toute référence aux théorémes
de Cohen Seidenberg sur le relévement des idéaux premiers.

Naows croyons qu'il s'agit de démontrer qu’un idéal
premier dans un anneau factoriel est principal, pour cela

nous utiliserons le

Lemme 1 : SI A est un anneau factoriel et § wun idéal
premiér de A tel que g ne contienne qu‘un nombre fini
(aux équivalences par les inversibles prés) decfacteurs premiers
alors g est principal,

Soit xeg , xf0 3 x peut s'écrire X0 000

Xy premier done J1i tel que X569 o Réciproquement si x

oX avec
P

a un facteur premier dans g ;, Xe§ o

Donc, s1 n est le nombre de facteurs premiers de q

=
[

0 = 9§ =.0

ta]
]

1 = y est engendré par ce facteur premier,
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Montrons que n»2 est impossible.
Soit X1se00sX  ces facteurs premiers, formons
n
X:

® e c o o + 1 1
X4 X1 X, 3 Xey donc 11 existe y facteur

premier de x avec yeg , mais Vie{l,cc0,n} x; ne
divise pas X o
On aboutit donc & une contradiction, ce qui démontre le

lemme,

Les deux lemmes suivants sont la clé de la démonstration
du théoréme, Ils s'énoncent dans la situation suivante ¢
A est un anneau factoriel, Xk son corps des fractions, K

une extension de k .

Lemme 2 : Si zeK est entier sur A ; a,8 deux &léments
‘ . az . .
non nuls de A premlers entre eux tels que " solt entier
z ?
sur A ; alors 7 est entier sur A .

Dans k(z) 1la multiplication par 2z a pour polynOme
caractéristique (sur k) : Xr+a1 xT=L . ooota ol a;= A
car z est entier sur A et A intégralement clos,

Alors le polyndme caractéristique de g% est ¢

a8
xF o+ —L x +ooot
8

13 -~ L L] i o L]
qul est encore & coefficients dans A , donc B divise
i ‘ . i
a’a, dans A . Comme o et { sont premiers entre eux 8

. s s Z .
divise ai donc le polyndme caractéristique de <= , qui est

B
8 a
Xr + """3" Xr-l + 0o0 t "“I':
B 8T

est 4 coefficients dans A et Z/B est entier sur A

CoQ.F.Do
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a0

Avant d'énoncer le lemme 3, précisons la notation suivante
si zeK est entier sur A ; son polyndome minimal T est &
coefficient dans A ; alors le terme constaent de T s'appelle
la norme de z et se note N(z)

Remarquons que z#0 == N(z)#0 et que T = S8X + N(z) donec

N(z) = =2 8(z) , c'est-d=dire que Niz) est entier sur A ,
Lemme 3 : Si 2ze K est non nul entier sur A | si AeK

est entier sur A et si aeA est premier avec N(z) alors

%3 entier sur A = % entier sur A o

En-effet Aﬂ%ﬁl = %— o Héil est entier sur A , il ne reste

plus qu'd appliquer le lemme 2 ,

Démonstration du Théordme } : Si yey est irréductible, nous
allons montrer que y divise N(x) et le lemme 1 permettra

de conclure car N(x) & un nombre fini de diviseurs premiers.
Considérons donc un tel y , le caractére minimal de P

montre que A=% et y engendrent une partie multiplicative

qui rencontre B.,x , d'ol une formule du type ¢

ol o4¢P AeB , alors x est entier sur A donc, dans le

corps des fractions de B A% est entier sur A et on peut

y
appliquer le lemme 3 ; si y ne divise pas N(x) A; = %

est entier sur A , y
Ecrivons une relation de dépendance intégrale pour o/x H
n ne=1 n
o + a.x o to00t &8 x =0
1 n
- n * L] -~ - L4
donc 0 € Bexec g ce qui est contraire a ¢ 413 et termine la

dénmonstration,

Remarquons alors que les idéaux g étudiés, étant principaux,

sont du type (y) ol y est un facteur irréductible de N(x) .
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Le théoréme U4 démontre alors le point ii) du théoréme 3,
mais la remarque précédente permet de démontrer le point i),
En effet les idéaux minimaux considérés sont des reldvements
d'un nombre fini d'idéaux, il suffit donc de montrer que
chagque idéal premier g de A admet un nombre fini de relé-
vements dans B .

Ceci vient du fait que B ‘est un A-module de type fini,
(cf. Bourbaki Alg. Commut. ch.5)

On peut en donner la démonstration suivante.
Si S = A=g , S est une partie multiplicative de A et pour
tout relévement ¢ de g SNP=0 ; donc les relévements
correspondent aux idéaux premiers de 's=1gp qui relévent
1'idéal maximal P& de S “A = A% . Si % est 1'idéal de
s™1p engendré par RN ces idéaux correspondent aux idéaux
premiers de B' = Sng/:R o

Or B est un A-module de type fini
done S™'B est un S”lA-module de type fini

B' est un A'-module de type fini od A' = SglAAMm

mais alors A' est un corps.

On a alors la propriété suivante 3
-~ tout idéal premier de B' est maximal

en effet le quotient de B' par un idéal premier est une
A'-algeébre intégre de dimension finie. Comme A’ est un corps,

le quotient est un corps.

I1 est alors aisé de démontrer que les idéaux de B?
sont en nombre fini car si P socos Py soee était une suite
infinie d'idéaux premiers de B' deux & deux distincts on
aurait

31-ﬂooor\$nl est une suite de A'-espaces vectoriels

dans un espace de dimension finie, 11 existe donc n tel que

$l nooon$n = $1ﬂeooﬂqsn_’l
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done

o 2P 0ecoNBp

comme %n est premier B, contient un B; pour i<n ce

qui est contraire a P, # B, et P; maximal.

COMPLEMENT

Les idéaux du type I(X) :

Nous savons que les idéaux du type I(X) sont égaux &
leur racine, Le nullstellensatz montre que la réciproque est

vraie si 1'idéal est géométrique, car alors :

I[V(I)] =Red I =1 .

Nous allons montrer que cette réciproque est fausse en
général, Plus précisément, nous allons construire un contre=-
exemple valable pour tout espace de Banach de dimension in-
finiEO

Soit E un espace de Banach et J 1l'ensemble des &lé-

ments f de O(E) tels que ¢

f est nul sur un sous-espace fermé de codimension finie,
Il est facile de voir que J est un idéal, D'autre part,
comme les O(E') sont intégres pour tout sous-~espace fermé E'

J est premier, Il est donec égal & sa racine,

Soit X wun germe non vide tel que JcI(X) , si X # 0
il existe une suite X, d'€léments non nuls de E tels que
{xngc X . Et done, si feI(X) , F(xn) = 0 & partir d'un cer-

tain indice, Or, E* &€tant un espace dé Bidire, il existe



1159

$cE* tel que ¢(xn) est non nul pour tout n ., Le germe ¢
est donc un élément de J qui n'appartient pas & I(X) .

On a donc nécessairement X = 0 , En particulier, si J = I(X)
ona X=0 et donec J = 2% (idéal maximal de O(E)) .

Supposons alors E de dimension infinie, E* est de
dimension infinie, et si ¢, sont des él1éments de E*
linéairement indépendants et de norme 1 , on peut définir

l'application f de la boule unité'OuVerteedans C -par :
¢
£(x) = ] [o (0)]* .
1 .

La fonetion f ¢€est alors analytiqueo

Soit E' un sous-espace de E tel que f soit nul
gsur E' ., On peut trouver alors une boule de E' dont les

points x vérifient
Ytec) (Jt] €1 = £(tx) = 0)

©
Si donc x appartient 4 cette boule, la série 2[¢n(x)}n £P
1

définit le germe nul., On a donc (VY nx1) (¢n(x) =0)
D'oid H'c () Ker ?ﬁ qui est un sous-espace de codimension
infinie,

En conclusion f4J et pourtant fed%. J ne peut

donc pas €tre du type I(X) ,



Exposé n® 2 : OPERATEURS A INDICE
par Gabriel RUGET,

Le corps de base sera € , ou aussi bien R ,

I - Opérateurs compacts,

Si E et F sont deux espaces de Banach, nous notons-AL(EnF)
l'ensemble des applications linéaires continues de E dans F
muni de la topologie de la norme ; K(E,F) désignera l'ensemble des
applications linéaires compactes de E dans F - =.i,e, telles que
l'image de la boule unité de E soit relativement compacte dans F =:

[15] un sous espace vectoriel fermé de L(E,F) , et le composé

c'est
(& droite ou & gauche) d'un opérateur continu et d'un opérateur
compact est un opérateur compact ; en particulier, K(E) = K(E,E)
est un idéal bilatére fermé de l'algébre de Banach L(E) = L(E,E) .
On peut faire les mémes remarques & propos de k(E;F) , adhérence
dans L(E,F) de l'ensemble des opérateurs de rang fini ;3 k(E,F)
est inclus dans X(E,F) , mais on ne sait pas s'il peut arriver
qu'ils soient distinets 3 on peut affirmer qu'ils coincident bour
F = 229 21, c, par exempile- f

Il existe des couples d'espaces E,F de dimension infinie tels
que K(E,F) = L(E,F) : par exemple E = c,6 s F = 12 o, Soit en effet
u une application linéaire continue de ¢, dans 12 , Sa trans-
posée ‘u est une application de 22 dans ! , continue aussi
bien pour les topologies faibles qufinitiales ; tu transforme donc
la boule unité de 12 s qui est un compact faible, en un compact
faible de ¢! | lequel est automatiquement un compact fort. Ainsi

tu , donc u , sont des applications compactes,



II - Opérateurs & indice.

Nous noterons Q(E,F) 1le sous-ensemble de L(E,F) formé des
opérateurs dont le noyau est de dimension finie et 1'image de codi-
mension (algébrique) finie, Nous dirons d'un opérateur ue Q(E,F)
qu'il est "a indice" ; nous appellerons profondeur de u I'entier

positif dim Ker u , et indice de u 1l'entier dim Ker u=dim Coker u.

Proposition 1 : Tout-opérateur & indice est d'image fermée

2 est ouvert dans. L ; la profondeur est une fonction s.coes. sur 2
et 1'indice une fonction-continue., Plus précisément, si un sous-
espace de' F est transverse & 1l'imageé d'un opérateur & indice, il

reste transverse 4 1l'image des opérateurs voisins,

Démonstration :
Soit ueQ(E,F) ', T un supplémentaire algébrique de —Im u ,
S un supplémentaire fermé de Ker u . Pour un autre ve Q(E,F),

considérons

Y :5S@T = F
(x,7) r=~v(x)+y ;

~ . . N . )
u est bijective et continue, donc est un isomorphisme, donc v

reste un isomorphisme pour v voisin de U ..o

Proposition 2[15]: Le composé d'un opérateur d'indice p et

d'un opérateur d'indice q est un opérateur d‘*indice P+q o

Proposition 3[15]:*81 un opérateur posséde un inverse & gauche

et un inverse & droite modulo les opérateurs compacts, il est & indice;
il posséde alors:un inverse (4 droite et & gauche) modulo les opé-

rateurs de rang fini,

Corollaire 4 : Si 1'on rajoute un opérateur compact & un opéra=

teur & indice, on obtient un opérateur de mé&me indice.

Démonstration :

»

Si uwuef(E,F) , et. heK(E,F) , u+tth est un chemin joignant u

& u+h , situé dans Q(E,F) d‘'aprés Prop.3.
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Remarques Si E- et F sont des espaces isomorphes & leurs
hyperplans (donc 4 leurs sous-espaces de codimension finie), il est
équivalent de dire qufil existe un opérateur & indice de E dans F ,
ou qu'il existe des opérateurs de n'importe quel indice de ‘E dans

F , ouque E et F sont isomorphes,

Cas de Q(E) = Q(E,E)-: Considérons les trois algébres de Banach

ci-dessous et les projections canoniques

L(E)/k(E) < L"(E) = L(E)/K(E)

e
=
.5'1:
o
=
[}

La Proposition 3 et son corollaire montrent que, si GL'(E) et
GL"(E) désignent le groupe des éléments inversibles de L'(E) et
L"(E) .

o= (GL"(E)) = GL'(E) , w™ (6L'(E)) = a(E) ;

1'indice peut &tre considéré comme un homomorphisme de GL"(E) dans
Z , surjectif au moins si E est isomorphe 4 ses hyperplans.

Désignons par Qi . GL} soco l'ensemble des opérateurs d'indice

Lemme 5 : Tout &lément de Qo peut €tre déformé, & projection
u constante, en un élément de GL(E) . En particulier,
w(GL(E)) = GLé(E) ; si GL(E) est connexe, QO(E) l'est aussi,

Lemme 6 : Si Q;(E) n'est pas vide, tous les Q.(E) ont le

i
méme type d'homotopie,

Démonstration :

On choisit fe Qi(E) - 3= Q-i(E) un presque inverse de f o
On définit F:Qo — szi et G:szi #Vﬂo par F(u) = u o f
et G(v) =v o g « On peut joindre F o G et G o F & l'identité
par des homotopies "affines".

En particulier, si GL(E) est connexe, les Qi(E) sont les

composantes connexes de Q(E) . Exemple : E est un espace de Hilbert
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(Soit A eGL(E), on écrit A = U /A*A , ol U est unitaire et
YA"A autoadjoint positif inversible ; on joint VA*A & I-, donc

A & U par linéarité, puis U & I par le chemin eltB” ol
B = % Log U = c¢f, le calcul fonctionnel pour les opérateurs normaux[lg]
% Log pouvant &tre considéré comme une fonction borélienne bornée de

Spec U dans [0,2x] =).

Remarque : En vertu d'un théoréme de Micha8l (tout &pimorphisme
1 . 4
B3hy, a0, auyeey

et GLg(E) s qui sont fibrés les uns sur les autres & fibres vecto-

d'espaces de Banach admet une section continue

rielles, ont le méme type d'homotopie (cf. aussi [2] page 16L, pour
voir qu'ils ont le mé&me type d'homotopie faible, donc le mEme type

d'homotopie (préliminaires 2 du § IV)),

III - Un espace de Banach dont ni le groupe linéaire, ni le Qo ne

sont connexes (Douady).

D'aprés le Lemme S5, il suffit de montrer que GLg(E) n'est
pes connexe, Prenons E = ¢ @ 22 , Tout élément de L(E) est repré=-
senté par une matrice (3 2); il est de rang fini si et seulement si

&, b, ¢, d le sont, Puisque k(co,zz) = L(cogzz) , tout élément de
g) ; il est inversible si

et seulement si aéGL"(co) et deGL"(%2) , et 1l'on a

L"(E) est représenté par une matrice (2

ind(g g) = ind a + ind d', Considérons alors la fonction continue
de GLg(co@ 22) dans Z définie par ,j(';‘J g) = ind a = = ind d .
Elle est surjective car il y a dans c, et dans 8&? des opérateurs
de tous les indices ; GL"(c_ ® 22) ne peut donc &tre connexes
Dans[s], Douady-étugieole type d'homotopie de GL(co ® 12) ,

Nous allons faire ci-aprés un travail analogue, et préliminaire,

IV - Type d'homotopie de Q(E) lorsque GL(E) est contractile

(J&nich),

Kuiper a démontré[ll][6] la contractibilité du groupe linéaire

de tout espace de Hilbert, Arlt[l] a fait le méme travail pour c, o
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et Neubauer[lh] pour les espaces 2P

s 1lsp<= o

Rappel 1 : Si X est un espace compact, désignons par K(X)
le groupe symétrisé du monoide des classes d'isomorphisme de fibrés
vectoriels de rang fini sur X , l'addition étant la somme directe
interne des fibrés. Pour que deux fibrés £ et ¢ aient méme image
dans K(X) , il faut et il suffit qu'il existe un fibré u tel que
Py DE=~u®cr . En fait, on peut supposér u trivial car, d tout

fibré, on ﬁeut ajouter un autre fibré de sorte que la somme soit

3]

tion fonctorielle entre K{(X) et l1l'ensemble des classes d'homotopie

triviale 3 o
La théorie des classifiants[ montre qu'il existe une bijec-
de X dans un certain espace topologique BUx 2 (Z permet de repé-

rer le rang des "fibrés" sur X).

Rappel 2 : Nous allons montrer que Q(E) a le type d'homotopie
de BUxZ , Or Q(E) , qui est un ouvert d'un espace de Banach, a,
d'aprés un lemme de Milnor 6 , le type d'homotopie d'un complexe

[17]

simplicial: D'aprés un théoreéme de Whitehead p 11 nous suffit
donc de montrer que ((E) et BUxZ ont le méme type d'homotopie
faible, c'est-d-dire, d'aprés le rappel 1, qu'il existe un isomor=
phisme fonctoriel

1
~

[x, 2(E)] — K(X) ,

ol X décrit la catégorie des espaces compacts et classes d*homoe
topie d'applications continues, Nous allons construire i sans hy=-
pothése sur E . Ce sera un homomorphisme pour une structure de
groupe gque nous allons préciser sur [X,0(E)] . Nous verrons enfin
que i est un isomorphisme d&s que GL(E) est contractile, et E

isomorphe & ses hyperplans.

1) Constructionde i : A toute application f de X dans

~
Q(E) , nous associerons un-endomorphisme f du fibré trivial de

base X et de fibre E , Nous aurions envie d'écrire
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i([£]) = Ker ¥ - Coker T ; malheureusement ni Ker ¥, ni Coker ¥
n'ont de raison d'étre des fibrés sur X , sauf si X est un point!
Mais nous remarquons qu'il existe un sous.espace V de E , de
dimension finie, transverse -d-toutes les Im f(x) pour xeX (c'est
vrai localement d'aprés Prop.l, donc globalement puisque X est
compact )., Alors £ (VxX) est un fibré sur X , et nous posons
i([£]) = £~ (VxX) - VxX . Cette définition ne dépend pas de V :
illsuffit~d? considérer le cas VecVW ; alors, on vérifie que

£ (WxX)/f (VxX) est un fibré trivial de rang dim W/V , La défi=
nition de 1 ne dépend que de la classe d'homotopie de f : soit en
effet h une homotopie entre deux applications f et g j pour
calculer i(f) et 1i(g) , nous prendrons un espace Vf.E transverse
a ?outes les Im h(x,t) , pour (x,t)e XxI ; alors £ (VxX) et
E-I(VBX) sont les restrictions & Xx 0 et & Xx1 .du fibré

h™ (VxXxI) de base XxI 3 ils sont donc isomorphes.

Lemme’ 7 : Si i([f]) est nul, f est homotope & une application

g se factorisant par GL(E) ,

Démonstration : | ,
Prenons VcE transverse & f o D'aprés le rappel 1, £ (V)
est un fibré stablement trivial ; il sera donc trivial pourvu que
nous prenions V assez grand. Choisissons alors[;g] un supplémen=-
taire § de £~ (V) dans ExX : T réalise un isomorphisme de S
sur £(S) , qui est un fibré supplémentaife de VxX dans ExX ,
Nous pouvons choisir pour g un automorphisme de Ex X de la forme

f[S @® un isomorphisme de = (V) sur VxX , et pour homotopie

joignant f et g une homotopie "affine",

Remarque s Si X est un point, XK(X) = Z , i n'est autre que
Jemargue )

1'indice, et le lemme 7 se réduit au Lemme 5,

2) Loi de groupe sur [X,Q(E)] : Considérons la loi (a priori

non commutative) [f£].[g] = [f o 8] + On vérifie facilempnt que cette

définition est consistante, que la loi est associative et posséde un
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é1ément neutre [Id] o Pour construire un inverse de [f] , reprenons
les notations de la démonstration ci-dessus (tout ce que nous savons
maintenant sur £ (V) est que c'est un fibré) s considérons le
composé § de la projection sur T(S) parallélement & Vx X et

~

de ?TS ; alors, f o g et g o f sont des applications de X &
valeurs dans Id + k(B) : elles sont donc homotopes & des constantes,
On montre facilement (c*est une généralisation de la Prop:.2)

que i est un homomorphisme de [X,2(E)] dans K(X)

3) Cas ou GL(E) est contractile : Le lemme T, joint & l'addi-

tivité de i , démontre l'injectivité de 1i . D'autre part, tout
€lément dg KX(X) peut &tre éerit E-7 , ou ¢ est trivials Puisque
E est isomorphe & ses hyperplans, il existe un isomorphisme o de
ExX® ¢ sur ExX ., Quant au fibré ExX ® & , i1 a pour fibre type
E et pour groupe structural GL(E) ; ce dernier étant contractile,
il est lui aussi trivial § soit B wune trivialisation, Il est clair

que £-z = i([h]) , ol h est le composé ci-dessous

1
Exx £ Exx ©F 22D pux @ £ s Exx ,

Remarque 1 : L'isomorphisme de J&nich (c'est=-d-dire 1 1lorsque

E est un espace de Hilbert) peut €tre généralisé de fagon & inter=-

préter les groupes kPre(x) [10]

Remarque 2 : Pour les applications & l'analyse, il est intéres-

sant de considérer la généralisation de [X,Q(E)] constituée par les
complexes bornés quasisacycliques directs de fibrés banachiques sur
X[7J, et surtout les complexes... de familles continues d'espaces de

Banach[8]o

Remarque 3 : 90(22) ayant le type d'homotopie de BU , son

anneau de cohomologie entiére est un anneau de polynOmes & une infi-
nité de variables, On trouvera dans [16] une interprétation de toutes
les classes de cohomologie de 90(12) par des sous=ensembles analye-

tiques de codimension finie (en particulier une interprétation des
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classes et du caractére de Chern), ainsi que le comportement du cup-

produit dans cette interprétation,

2]

(3]
[4]

(5]

(6]

[7]
8]
(9]
[20]
[11]
[12]
[13]
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Exvosé n® 12 : LA CODIMENSION TOPOLOGIQUE

(chapitre I)

Nous introduisons cette notion comme substitut de la notion de
dimension pour 1l'étude de certains sous-ensembles fermés de variétés
banachicues, Tlls rous sera un ingrédient technique agréable dans les
chavitres II et III,

. . +1
Soit An l'ensemble des points de R"

dont les coordonnées
sont positives ou nulles, de somme 1 ; An est muni de la topologie
induite par g**! . Nous appelons simplexe de dimension n d'un es=-
pace topologigue E une application continue s de An dans E
nous notons |s| 1'image d'une telle application, et 3s (bord de
s) la restriction de s au bord de An . Par "déformaticn
d'une application continue f (d'un compact dans un espace topolo-

gique) en une autre g ", nous entendons une homotopie joignant f
14

-~
8 g o

Définition 1 : Nous dirons qu'un fermé X d'un espace topolo=-

gique E est de codimension topologique dans E au moins égale &

n si, pour tout point x de X et tout voisinage de x dans E ,
il existe un sous=voisinage ouvert V de x possédant la propriété
C({n,X) : tout simplexe de V de dimension strictement inférieure &

n , dont le bord ne rencontre pas X , peut &tre déformé dans V , &
bord fixe, en un simplexe de V=X ,

Ainsi, la notion de codimension est locale. Tout fermé est de
codimension positive ou nulle ; dans un espace localement connexe
par arcs, les fermés de codimension au moins égale & 1 sont les
fermés sans point intérieur (penser par contre au cas de O dans le
sous=espace de [R formé par la suite 1/n et O0) . On appellera
codimension topologique de X (cotop X) 1le plus grand entier n
tel que X soit de codimension au moins égale & n . Lorsqu'on se
restreint & un ouvert de l'espace ambiant, la codimension de la trace

de X ne peut qu'augmenter, ce qui permet de définir la codimension

de X en un de ses points «x (cotopxX) comme la limite suivant le
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filtre des voisinages V de x de la codimension de XAV dans V ,
On remarquera que, i en un point =x 1la codimension de X est finie,
elle est nécessairement plus grande enm tous les points voisins de x
par contre, il peut y avoir dans tout voisinage d'un point de codie
mension infinie des points de codimension finie (dans [7], on en

donne un exemple, ol X est un sous-ensemble analytique d’un espece
de Banach),

Proposition 1 3 8i X est un fermé de codimension au moins

égale 4 n d'un espace topologique E , étant donnés un simplexe 8
de dimension inférjeure &8 n de E et une déformation h de 39s
telle gue h(l) ne rencontre pas X , il cziste une déformation de

8 en un simplexe @ B=X , prolongeant h

Démonstration :

Cooomoaoasmmes

Choisissons un homSomorphisme "naturel"” de & ~ sur 4 WJ 38 x4,
24,

(voir figure), 8i on le compose avec l'appli-
cation formée de la juxtaposition de s et
h , on obtient ce gque nous appellerons le

. h
simplexe "s couronné par h" et noterons 8 ¢

Il est clair que, pour résoudre notre pro=
bléme, il nous suffit de savoir déformer g" , 8 bord fixe, en un
simplexe ne rencontraent pas X . Prenons un recouvrement R de F
par des ouverts possédant la propriété C(n,X) , et une subdivision
barycentrique de An telle que tous les fragmenis de sh soient
petits d'ordre R ., Pour comstruire une solution en grimpant sur le
squelette de la subdivision, nous sommes ramenés au probléme de départ,
mais dans un ouvert possédant la propriété C(n,X) ; on refait alors
ls méme remarque qu’au début de cette démonstration.

On se convainc facilement qu'un ouvert V de E posséde le
propriété C(n,X) si et seulement si l'application wo(V=X) ¢=n°(v)
est surjective et lee ensembles np(VDV=X) puls pour p inférieur

ou égal & n=1 (et pour tout point de base dans V<=X)., Dol le

Corollaire 2 : Sous les hypothéses de la proposition 1, l'inclu-

sion. de E-X dans E induit (quel que soit le point de base) un iso-

morphisme des groupes 4°*homotopie de degrés inférieurs ouw égaux & n=2,
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En effet, la proposition 1 a montré gue l'espace entier posséde

la propriété C(n,X) .

Remaroue : Si X est de codimension infinie dans E , 1l'in-
clusion de E=-X dans E est ainsi une équivalence d'homotopie
faible. Si de plus E est une variété banachique de classe C° 0
paracompacte (et donc métrisable [5] page 105), E et E-X ont
chacun le type d'homotopie de complexes simpliciaux ([5] page 13k);
d'aprés un théoréme de J,H,C, Whitehead, ils ont alors le méme type
d'homotopie. Si E est une variété hilbertienne de classe C s les
travaux de N. Kuiper, J. Eells, ... |4, démontrent alors 1l'équi-

valence différentiable de E et E=X ,

Proposition 3 : Pour qu'un fermé X d'un espace localement

contractile E soit de codimension topologique au moins égale &
n»3 , il faut et il suffit que, quel que soit le (petit) ouvert
contractile V de E ; V-X soit (non-vide,), simplement connexe et
que ses groupes réduits d'homologie entidre soient nuls en degrés
inférieurs ou égaux & n-2 , Pour n=l , seule subsiste la condition
de non~vacuité de V-X , c'est-d-dire de nullité de HO(V,V-X;Z) :
pour n=2 , il feut rajouter la connexité de V-X , c'est-d-dire la
nullité de H_(V-X) .

C'est une conséquence directe du théoréme de Hurewicz, lequel,

superposé a la proposition 1, donne 1l'utile

Corollaire U4 : Si. X est un fermé de codimension au moins

égale & n3l d'un espace localement connexe par arcs E, les groupes
Hq(E,E-X;Z) et HY(E,E-X,Z) sont nuls pour aq¢n-1 ,

Si E est homologiquement localement contractile, Hq(E,E-X;Z)
Q
X
avec coefficients dans le faisceau constant Z . On peut alors dé-

est isomorphe & H>(E3Z) , cohomologie de E & support dans X
montrer le résultat global de nullité & partir du résultat local
provenant de la définition de la codimension de X sans utiliser la
proposition 1, 34 1'aide de la suite spectrale [2] gui lie H%(E;Z)

aux g%(E;ﬂ) faisceautiques.,

Proposition 5 : Soilient X wun fermé d'un espace topologique E ,




12.4

Y un sous-fermé de X . Alors, la codimension de Y est au moins

égale 4 celle de X ,

Démonstration :

Placons=nous une fois pour toutes dans un ouvert V de E ; ol
la codimension de X soit n , Soit s wun simplexe de V , de di=-
mension inférieure & n , dont le bord ne rencontre pas Y , mais

peut rencontrer X ds étant une application d'un polyédre de

a0

dimension n=1 dans V=Y , on peut, en grimpant sur le squelette
de ce polyédre et faisant usage de la proposition 1, déformer 3s
par une homotopie h ne rencontrant pas Y en une application ne
rencontrant pas X , On déforme ensuite sh , 4 bord fixe, en un
simplexe t ne rencontrant pas X . Le simplexe t"h est alors un

déformé de s , 4 bord fixe, ne rencontrant pas Y .

Remargue ¢ Il n'y & pas‘en général transitivité de la codimension:
s s a . . . 3 .
ainsi l'origine de E3 est de codimension 3 dans [ et de codi-

mension 1 dans le cdne d'équation x2+y2-z2 = 0 , lequel est de

3

codimension 1 dans TR~ , L'inégalité peut avoir lieu dans l'autre
sens : l'origine de R est de codimension infinie dans la demi
droite d"équation x>0 , et de codimension 1 dans [R , Plus géné=-
ralement, le bord de toute variété & bord, & coins, scc e€st de codi-

mension infinie dans la variété,

Proposition 6 : Soit X wun fermé d'un espace topologique E ,

admettant une filtration finie par des sous-fermés Xp tels que,
pour tout p , XP soit de codimension au moins égale & n dans
E-Xp+l o Alors, X est de codimension dans E au moins égale & n
En particulier, toute réunion finie de fermés de codimension 2n est
de codimension 2n , Si la topologie de E peut localement &tre
définie par une métrique compléte, le méme résultat vaut pour les
réunions dénombrables (pourvu gu'elles soient fermées).

La proposition 1 rend les deux premiers résultats &vidents. Le
dernier énoncé généralise le théoréme de Baire et se démontre de
fagon analogue ;: on évite de proche en proche tous les fermés de la
suite, en prenant soin de déformer de moins en moins le simplexe, de

fagon 4 assurer la convergence du processusc
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Lemme 7 3 Soit U wun ouvert d4'un E.V.T:L.Ce , X un fermé de U,
Pour que la codimension de X soit au moins égale & n , il suffit
que, pour toute boule B de U dessinée dans un sous-espace affine
de dimension finie, on puisse trouver un sur-ensemble B' de B
tel que XNB' soit de codimension au moins égale & n dans B’

(muni de la topologie induite),

Démonstration

Soit V un ouvert convexe de U , Prenons un simplexe s de
dimension p<n de V , & bord dans V-X . A chaque subdivision
barycentrique de Ap , on associe un simplexe s' linéaire par
morceaux, qui est un déformé de s (par linéarité, V étant convexe)s
Si la subdivision est assez fine, 3s' , pas plus que 3s , ne rencon=
tre le fermé X . Choisissons un B' associé & une boule B conte=
nant s' , et déformons s' dans B'AV , & bord fixe, en un sim=

plexe s" ne rencontrant pas X . Alors, s peut &tre déformé, a

bord fixe, en s" couronné par l'homotopie faisant passer de 9s'
d 93s o '

Nous retiendrons que, dans la situation du lemme 7 , il suffit
pour que la conclusion soit valide que l'on sache déformer tout sim-
plexe dont 1l'image est contenue dans une variété linéaire de dimen=

sion finie, Ce que nous allons appliquer 3 la démonstration de la

Proposition 8 : Tout fermé X localement compact d'un espace

E dont la topologie est localement celle d'un E,V.TsL.Cs de dimen-

sion infinie a une codimension dans E infinie,

PEEEEEEEEEESE ¢ Supposons que E soit un ouvert convexe d'un vec-
toriel F , et soit s un simplexe dont le bord ne rencontre pas X
et dont l'image soit paralléle & un sous=vectoriel de dimension finie
G . Appelons p 1la projection de F sur F/G . On peut supposer

que XN E est relativement compact dans F ; p(XNE) est alors
relativement compact dans F/G , et ne peut donc avoir de point inté-
rieur, D'autre part, la compacité de 9s entralne l'existence d'un
voisinage U de O dans F tel que les bords des simplexes trans=-
latés de s par un vecteur de U ne rencontrent pas X . Soit t

un vecteur appartenant &4 U , mais pas 4 pp(XME) . On peut déformer
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s en le simplexe s+t couronné par l'homotopie linéaire qui fait

passer de s+t & s .

Proposition 9 : Soit E ~ une variété topologique séparée de

dimension n , Les fermés de En de codimension 1 (resp. 2) sont
ceux de dimension cohomologique (sur %) n-1 (resp. n=2) . De
fagon générale, on a :

cotop X + dim_, X n .

2
Pour pouvoir affirmer 1'égalité dans le cas ouU la dimension de X
est inférieure & n=-2 , il faut connaitre la "locale" simple connexi-

té du complémentaire de X ,

Démonstration : Montrons que cotop X2 p entraine dim, X<n=p .
L'espace X étant séparé et localement compact, il suffit ([1] page
76) de voir qu'il existe des voisinages V arbitrairement petits de
points arbitraires de X tels que HS(V,Z) soit nul pour tout

gy n=-p+l , On peut supposer que V est un fermé de ®R? , La famille
des compacts &tant paracompactifiante dans V , HE(V,Z) coincide
avee la cohomologie d'Alexander 3 supports compacts ES(VDZ) (1]
page 123), D'aprds un théordme de dualité ([9] page 342), ce dernier

n, R%-vs 7) , lequel est nul pour

groupe est isomorphe 3 Hn_q(m
n-qg £ p-1 d'aprés le corollaire 4 , En chengeant le sens du raison-
nement et appliguant la proposition 3, on voit qu'un fermé de dimen-

sion p¢n-3 de E ~est de codimension 2, ou bien n~=p .

Note : Il est raisonnable de penser que, si la dimension de
X au sens des recouvrements est au plus égale & n-3 , sa codimen-

sion dans En est au moins égale & 3 ,

Exemples : Soit X un fermé d'un espace topologique E , tel
que E soit localement homéomorphe & Xx B® Alors, d'aprés la
propeosition 3, ¥ est de codimension n dans E . Cette remarque,
le théoréme de Yojasiewiez sur la triangulation des ensembles semi-

analytiques,et la proposition 6 entrainent gue tout sous-ensemble
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semi-analytique fermé de dimension p d'une variété analytigue réelle
de dimension n est de codimension n-p dans cette variété, Dans le
cas particulier d'un sous=ensemble analytique complexe X d'une
variété complexe, on utilise, au lieu du théoréme de Jojasiewicz, la
filtration de X donnée par ses ensembles singuliers SX , S(SX), see
Nous allons nous intéresser maintenant aux sous-ensembles analye

tiques des variétés de dimension infinie :

Définition 2 : Un sous-ensemble analytique X d'une variété

analytique banachique V sera d4it "joli" si, localement dans V
il existe des cartes ol X s'exprime comme un produit Fx Y , ou
F@ G est une décomposition de 1'image de la carte (dim G <=) et
ou Y est un sous-ensemble analytique de G .

On rencontrera dans le chapitre 4 de nombreux exemples de jolis
sous—ensembles analytiques (réels ou complexes), mais il faut signa=-
ler que l'ensemble de ces sous=-ensembles n'est pas lui-méme trés joli:
il n'est pas stable par image inverse, ni intersection
(dans 22(C) @ € , 1'intersection des sous-variédtés y=0 et y=x?
est le c6ne x2 = 0 de 22(C) ; ce cbne, ayant pour seul point singu=-
lier l'origine, ne peut &tre joli),

On définit la codimension analytique dfun joli X comme le
minimum de la codimension aux points réguliers. La codimension topo-
logique de X est égale 3 cette codimension analytique (dans le cas
réel) ou & son double (dans le cas complexe), L'ensemble singulier
de X (noté SX) est par définition l'ensemble des points de X
qui ne sont pas réguliers de codimension minimum. Dans le cas complexe,
SX est un joli sous-ensemble analytique dont la codimension analytique
excéde d'au moins un celle de X ., Dans le cas réel, SX n'est pas
forcément analytique, mais c'est un fermé dont la codimension topolo=
gique est strictement supérieure & celle de X ,

Envisageons maintenant le cas des sous-ensembles analytiques
complexes quelconques d'une variété analytique banachique V , Rappe=
lons quelques résultats [3] sur ces ensembles : leur codimension
analytique en un point p peut €tre définie comme la limite infé-
rieure des codimensions aux points réguliers voisins (ou +=), ou

aussi bien comme la dimension maximum des plans (pour une quelconque
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carte de V) passant par p et tels que p soit iss1é dans l'inter-
section du plan et de l'ensemble, Les sous~ensembles irréductibles de
codimension finie ont une codimension constante ; ils sont localement
définissables par un nombre fini d'équations scalaires, Soit X un
sous~ensemble analytique quelconque passant par un point p d'une
variété V § pour tout entier n , on peut trouver un voisinage U

de p dans V et une décomposition de XnU
XAU = U Xt U Y,

o les X' sont irréductibles dans U , de codimension inférieure
ou égale & n , et oi Y est analytique de codimension strictement
supérieure & n (et méme enfermable dans une intersection compléte
de codimension n+l). Si X est -définissable dans U par p équa-
tions scalaires, les X* ou Y de codimension strictement plus
grande que p sont automatiquement vides (ceci est facile,; voir
chapitre 2). On voit ainsi gue les ensembles de codimension locale=-
ment bornée sont exactement ceux. qui-sont localement définissables
par un nombre fini d'équations (ensembles de définition finie),
L'ensemble singulier d'un tel ensemble est analytiques

Nous voulons montrer gu'un ensemble analytique de codimension
analytique (globale) n est de codimension topologique 2n dans la
variété ol il est dessiné, Mais nous aurons besoin au chapitre 3
d'un résultat plus fort, que nous énoncerons aprés avoir donné les

définitions suivantes :

Définition 3 : Soit f wune application analytique d'une variété

analytique banachique V dans une autre W , Nous dirons que f est

épidermique si, pour tout point x de V , sa dérivée f'(x) est

un opérateur i indice (i.e. dont le noyau et le conoyau - algébriques =

sont de dimension finie)., Nous dirons que f est i-dermique en x

si 1'indice ind f'(x) - soit dim Ker f'(x) = dim Coker f'(x) = vaut i
Si f est épidermique, au voisinage de tout point x de V ,

la contre-image de f{x) est enfermable dans une sous-variété. de

dimension finie de V (prendre la contre-image d'un "bout de plan"

de dimension finie transverse en f(x) 4 l'image de f'(x)). La
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dimension analytique dimX f“lf(x) est donc bien définie, ainsi que

celle de tout soﬁs-énsemble analytique de f-lf(x) °

Définition 4 : Soient f wune application analytique épidermique

de V dans W , et X un sous-ensemble analytique de V , A la res-
triction g de f 4 X , nous-attacherons les entiers > 0 suivants

(profondeur, corang, codimension) au point x de X , ou globales :

prof g = dim_ g “g(x) prof g = inf prof_ g
X X X
xeX
- . s '
corg g = prof g + codim X -'ind f (x)
codim_ g = lim inf corg._ g codim g = inf corg._ g
x NS X
yrx xeX
yeX

Lemme 10 : La fonction profondeur est semi-continue supérieure-
ment. D'aprés l'appendice 1, on peut se ramener au cas V = Wx el )
f &tant la projection paralldlement-d € , Si g-lg(x) est de
dimension p en x , 1l existe un-plan W <contenu dans ¢? s de
dimension n=-p , tel que x soit point d'intersection isolé de
et X . La propriété résulte alors de ce que les plans paralléles a
* et assez volsins ne rencontrent X que suivant un ensemble discret..
On peut se ramener a4 ce méme cas particulier pour démontrer la posi-
tivité de corg g : 11 suffit alors de voir que la codimension en
x de g-lg(x) dans la fibre de f qui le contient est au plus
égale & la codimension en x de X , ce qui est évident (voir cha=
pitre 2). La fonction corang n'est pas en général semi-continue su=
périeurement (prendre V = ¢3 s ¥ = g2 s, f la projection parallé-
lement au troisiéme axe de coordonnées, X la réunion du plan y+z = O

et de la droite d'équations x=0 , y-2=0 ).

Lemme 11 : Avec les notations de la définition L, si de plus X
est irréductible, la fonction corang est semi-continue supérieurement
et atteint son minimum sur un ouvert dense de X .

La premiére assertion provient du lemme 10, du fait que la codi-

mension de X est constante, et du fait que, X &tant connexe,
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1'indice de f ‘aux divers points de :X “est le méme, La fonction
corang atteint donc son minimum sur un ouvert, qui rencontre nécessei=
rement la variété RX des points réguliers de X , L'application f
resireinte & RX est une application épidermique de RX dans W ,

L'ensembie E ol le noyau de (f €3t de dimension minimum est

/Rx)' ,
done¢ (voir chapitreé 4) le complémentaire d'un ensemble analytique,
soit un ouvert dense de RX , Or, les traces dans E dés fibres de g
sont [6] des sous-variétés.ayant toutes la m8me dimension, qui ne peut
done &tre que codim g .

Aprés ces remarques, démontrons le lemme technique important

Lemme 12 : Les notations &tant celles de la définition b, sup-
(1)

posons g Dpropre » Pour tout point y de W; toute carte de W

en Yy , et touv entier fini ¢ s&u plﬁs égal & inf'l codimx g
xeg ~(¥)
il existe une sous=carte de W en y telle gue tout sous=egpace

"affine” B de dimension finie de son domaine soit enfermable dans
un sous-éspace affine A de dimension finie tel que Ang(X) soit

analytique de codimension (anelytique) au moing égale & ¢ dans A

9§T?5§Ef§§£95 : On peut supposer que W est un ouvert d'un espace
de Banach, y 1l'origine de cet espace, et la carte 1l'identité, On

peut aussi supposer que B passe par l'origine (sinon, on remplace
3 paor 1& cCne sur 3 de sommet O), .80ii 'x un point de ¥ : il

existe une carte U de V en X telle que

A
xavs=Uxvuy,
A€l
(les ensémbles X* , en nomhre fimi, étant irréductibles, et ¥
étant contenu'dans une intersectiion compldtc de codimension au moins

égale & ¢ + ind £'(x)) et telle que l'on puisse trouver des direce

tions

(1) c'est=d-dire fermée, et telle que la contre~image de tout compact
soit compactes En fait, si V est paracompacte, donc métrisable, et
si X est de définition finie, ld deuxidme hypothésé est inutile :
cele tient & ce que l'applicetion g ne peut €tre constante sur aucun
ouvert de X .(sur RX , elle est épidermiguel)o
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1°) DA de dimension codim XA , telle que x soit isolé dans
A A
(x+D") O X°,
2°) D' de dimension c+ind ff(x) , telle que x soit isolé dans
(x+D') 0 Y ’
3°) o , direction de W , de dimension finie, transverse aux

images de tous les opérateurs f'(t) , pour t dans U .

Nous allons rapetisser la carte de facon & ce qu'elle ait de
meilleures propriétés : soit d 1la dimension de la direction
£f'(x) D'+A 3 cette direction &tant transverse aux images des opéra-
teurs f'(t) , la direction D'(t) = f'(t)‘l (£'(x)D'+A) est une
fonetion continue de t & valeurs dans la Grassmannienne des
(d+ind f*(x))=directions de U , Pour t=x , on obtient une direction
contenant D' ; donc, si t reste assez voisin de x , D'(t) contien-
dra une direction de méme dimension que D' , voisine de D' , et
dont le représentant passant par t ne rencontrera Y que suivant
un ensemble discret (nous passons en fait ici sous silence deux lem=
mes faciles). En reprenant pour les p (en nombre fini) les consi-

dérations faites sur D' , nous voyons que nous pouvons choisir U

assez petit pour que

1°) f'(t)"l(f'(x) DA+A) contienne une direction Dx(t) de dimen=
sion codim X* telle que t soit isolé dans (t+DA(t))n x

2°) la méme assertion, relative & D' et Y .

La contre=image g-l(o) étant compacte, elle posséde un recou-
vrement fini par des domaines Ui de cartes de V en Xs ayant
toutes les propriétés ci-dessus énumérées (nous nous donnons, en méme
temps que les cartes, lfassortiment de directions Dg s D% R Ai) s
Soit © 1le voisinage de g-l(o) réunion des Ui - L'application g
étant propre, on démontre facileément qu'il existe un voisinage w de
0 dans W tel que g-l(w) soit contenu dans Q ., Ce w est une
solution de notre probléme, Soit en effet B un sous-espace de di-
mension finie de w , et A 1la somme B+f“(xi) Dg +'f‘(xi) Diws:.L s
Grice aux précautions de transversalité, f"l(A) est une sous-variété
fermée ot de f“l(

sion de A , et 1 1l'indice de f , que nous pouvons supposer constant

w)0 Q , de dimension k+i , si k est la dimen=
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si1 nous traitons séparément les composantes connexes (en nombre fini)
de gql(O) » Le sous=-ensemble XNA est analytique dans &t , et l'on
a, en tout point x de &

codim X0k » inf(c+i, codim X

%, » inflc+i, « L5
. . , . A

En effet, si x appartient & un Yi , mais 4 aucun Xy , comme l'es=

pace tangent en x & & contient une direction voisine de Dg 0

XAA est en x de codimension au moins c¢+i , Pour la m€me raison,

si x appartient & Xz

. A _ . 2
, on a codlmxs&(xiﬂ‘&) codlmx Xi o
Si nous appelons &(x) le nombre dimfo1ﬁ - dimxgﬁl gl{x) ,

nous avons o(x)g k+i = inf(c+i,codimxx) - profxgstk-inf(c,corgxg) o

Or, ¢ est inférieur ou égal & inf 1 codimxg , donc, d'aprés la
xeg (o) '
compacité de gal(o) s & inf corg g s 6 étant un certain voisinage
xe@
de gml(O) o Ainsi, sup &(x) < k-c , et le théoréme de Remmert clas=

xed
sique appliqué & la fonction g restreinte &4 X A&k nous dit que

g(XNA) est un ensemble analytique de dimension en O inférieure ou
égale & kec ; la dimension de g(XNAR) est en tout point inférieure
ou égale & kec 81 nous avons pris soin de choisir les Ui inclus
dans 8 ; alors, codimwg(X)ﬂ vy ke(k=c) = ¢ &

Le lemme T nous donne alors immédiatement la moitié de la

Proposition 13 : Soit f nune application analytique épidermi-

que d'une variété analytique banachique V dans une autre W . Soit
X un sous~ensemble analytique de V , tel que la restriction g
de f &4 X soit propre. Alors, g(X) est un fermé de W de codi=
mension topologique en y égale & 2 inf codim_ g = 2y(y) o
xeg™ (y) x
Pour montrer 1'égalité, choisissons un point a de gsl(y)
tel que codimag = y(y) supposé fini, Il existe une suite aj

convergeant vers a telle que corg g = vy(y) » Soit vj un germe

d
irréductible de la décomposition de X en &y de la plus petite

codimension possible (nécessairement finie). La semi~continuité de

la profondeur entraine que le corang de g reste égal & +vy(y) sur
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un voisinage de aj dans. vj » Nous pouvons alors trouver (cf, Lemme
11), aussi prés que nous voulons de a'j » un ouvert régulier de X
sur lequel l'application g est de "rang" constant, et qui a donc
pour image une sous-variété de W de codimension Y(y) . Lorsgue
tend vers +o , les bouts de sous-variétés ainsi obtenus "tendent"

vers ¥y , ce qui, grice 4 la proposition 5, entraine cotopyg(x).§2v(y).

Corollaire 14 : Soit X wun sous-ensemble analytique, de codi=

mension analytique n , d'une variété analytique banachique V ,
Alors, X est de codimension topologique 2n dans V , et l'ensemble
singulier SX de X est un fermé (non nécessairement analytique)
de codimension topologique 2n+2 dans V .

Ceci est bien sfir beaucoup plus facile & démontrer directement
que la proposition 13 . Pour la seconde assertion, soit x un point

singulier de X et

¥ =Ux'UY

une décomposition de X (dans les germes en x ), ol les XM | en
nombre fini, sont irréductibles de codimension analytique n , et ou
Y est analytique de codimension au moins égale & n+l . L'ensemble
singulier SX est contenu dans S(U Xh)tJ Y , ce qui permet de

conclure puisque UXa est de définition finie,

Remarque : Il ne faudrait pas croire que l'image par une appli-
cation différentiable propre d'indice i d'un fermé de codimension
topologique n dans la variété source est de codimension au plus
égale & n-i dans la variété but (comme cela a lieu dans le cas
analytique, d'aprés ce gui précéde). Soit en effet I un intervalle
de IR , J un carré de ®° s ' le graphe de la courbe de Peano ap-
rliguant continfiment I sur J . On peut voir gque T est un fermé
de codimension 2 de IxJ (il est sans point intérieur, et, locale-
ment dans IxJ , son complémentaire-est connexe). Or, la projection
de IxJ sur le second facteur, qui a pour indice 1 et qui est propre

sur I , transforme T en J tout entier.

Remargue : Si f est une application continue de E sur F
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(espaces topologiques), on doit trouver des relations entre la dimen-
sion de F et la codimension dans E des fibres de f , Un résultat
trivial dans ce sens est le suivant : si f est une fibration de E
sur une variété topologique de dimension n , ses fibres sont de codi=-

mension au plus n

Appendice 1 : Réalisation locale d'une application épidermique

comme une projection (nous tralterons le cas analytique complexe),

La question étant locele, les variétés source et but V et W
seront assimilées & des voisinages de l'origine de leurs espaces tane
gents, en a et f(a) respectivement. On peut identifier V & la
sous-variété de Vx W d'équation y-f(x) = 0 , l'application f
devenant la projection sur le second facteur., Soit ¢q la codimension
de 1l'image de f'(0) , et S un g=plan de VW supplémentaire de cette
image., L'équation y-f(x)e 8 définit une sous-variété V de VxW .
telle que la projection de V sur W soit une submersion, & fibres
de dimension i+q (i est 1'indice de f), Ainsi, V s'écrit locale=

o~

i+ ey 2 . .
ment € %x W s V est une sous~variété de V , et f est 1nduite
. . 1+
par la projection sur le second facteur de ¢t qx W oo

Appensice 2 : Opérateurs a indice réels coorientés,

Soient E , F deux espaces de Banach réels. Un opérateur 3
indice coorienté de E dans F sera la donnée d'un opérateur &
indice de E dans F et d'un couple d'orientations sur le noyau et
le conoyau de cet opérateur (si on change simultanément les deux
orientations, on déclare qu'on a le méme opérateur coorienté ; si
l'opérateur est inversible, le-coorienter, c'est l'affecter d'un
signe % ). Nous noterons :E(E,F) l'ensemble ainsi obtenu. Si
ucQ(E,F) et si V est un sous-espace de F , de dimension finie
transverse & l'image de u , muni d‘'une orientation, on peut choisir
canoniquement une orientation sur u-l(V) s en effet, V et coker u
étant orientés, l'isomorphisme canonique V/u(u-l(V)) §§>coker u

nous permet d'orienter u(u-l(V)) de facon 3 avoir :
-1
V=u(u, (V)) + coker u ,

Utilisant ensuite l'isomorphisme canonique u-l(V)/ker u :é-u(u-l(v)),
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nous orientons u (V) d&e facon & ce gue
u l‘(V) = ulu 'V¥)) + ker u .

>

Si W est un sur-espace de V u  induit un isomorphisme &=
s b

-l « ﬂl - - 13
uw(WYLTT(V) sur W/V . Appelons @ cet espace. Lesc orientations de

v, W, wl(%) sont liées par les relations :

U= Qo+ v et W) = ¢ o+ ou

Cette remarque montre que la définitiom suivante d'une topologie sur
~

Q@ d'espace étalé sur Q est consistante : soit V un espace trans-
verse 2 l'imege d'un opérateur coorienté u j; il reste transverse aux

"u" , et les contre-

o

images des opérateurs v de § veoicins
. -1 . . -l
images v (V) restent voisines de w

e
V) - en particulier, on peut

.. . ; -1 ~1,...
transporter sans ambiguité une orientation de u (V) 2 v ~{V) ,

s . o hod 3
Nous déclarsrons alors gue "v" est voisin de u dans  s'il est
muni de la coorientation gul transforme une orientation de V de la

méme fageon gque la cocrientation de wu .

Remarquons gqua2 ncus aurione pu changer de conventions, et &crire

o2
[N

“e] -1 . -1,
multandment V = coker u + u(u ~{V)) , u (V) = ker u + u(u “(V})) ,
"l - ] . . .
(W) = uw (V) + Q 4 Cela nfaurait rien changé auw résul-
e

u ezt pair, et cele aurait 4éfini une autre topow

?

logie tout aussi consistante sur les compesantes de & d'indice

Remarqguons que les opérateurs & indice coorient?s permettent
aussi de transporter par image directe les coorientations des egpaces
de codimension finie sur lesquels ils sont injectifs (un opérateur a
indice sans ccorientation transporte par imsge réciprcoque les conrian-
tations des espaces trensverses & son image, 2t par image directe les
crientaticns des espaces de dimension finie sur lesquels il est inw
jectif). Il semble cu’un bon cadre pour des théoréimes d'image divacte

(3 coefficients entiers, et nen modulo 2) en dimension infinie scit

-

.t
le suivant : variétész différentisbles banachiques pour objet,
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applications propres différentiables dont la différentielle en tout
point soit un opérateur 4 indice muni d'une coorientation (variant
continliment avec le point) pour morphismes. Un cas particulier, que
nous utiliserons au chapitre 2, est celui du plongement d'une sous=-
variété de codimension finie coorientée dans une variété, Remarquons
enfin que si E , F sont des espaces complexes, et E' , F' les
espaces réels sous=jacents, il y a un plongement naturel de Q(E,F)
dans Q(E',F') .

Limitons-nous, pour une derniére indication, au cas
E=7F= 22(R) , L'espace Q est alors connexe : il suffit de savoir
déformer un opérateur coorienté non inversible en le méme opérateur
muni de l'autre coorientation. ; prenons par exemple un opérateur u
dont le noyau n'est pas nul, Transformons le 3 image fixe, en faisant
tourner son noyau dans une Grassmannienne de E , en un opérateur Vv
de méme image coorientée que u , et de méme noyau (avec l'autre
orientation) que u , Il ne reste plus pour terminer qu'd utiliser
la connexité du groupe linéaire de 22 . Ainsi, § est un revétement
connexe d'ordre 2 de Q . Mais-le groupe de Poincaré de Q est Zé
(cf.{?j : LS',Q]=¥KC(S')::Q% ). Denc, % est le revéterment simplement

connexe de §
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Exposé n® 16 bis : INTERSECTIONS
(chapitre II)

I - Coorientations :

Soit E un espace topologique métrisable, et A 1l'anneau

Z ou l'anneau 22 (pour ne pas nous placer dans des hypothéses

d'une généralité ici illusoire), 8i X est un fermé de E , le

(1)

faisceau de cohomologie locale 4 suppert dans X, noté H

> g

est le faisceau associé au préfaisceau

D .
1§ I S—— HXOU(U,A) .
Ces faisceaux sont liés aux groupes de cohomologie de E &
support dans X par la suite spectrale ([2] page 5 : c'est la
suite spectrale relative aux foncteurs dérivés d'un composé de

. deux foncteurs)

Pip.yQ _ »Pq n.,
H (E,EX(A)) = B => HX(E,A)

Supposons qu'il existe un entier n tel que, pour tout point x
de X , il existe un voisinage U de x - dans E tel que la
paire (U,U N X) soit homéomorphe -3 -la-paire ((UNX)x BR® R

(U X) x {0}) . Alors, le faisceau ﬂi(A) , qui a pour support X ,
est localement isomorphe au falisceaw eonstant A 1le long.de X 3

les autres faisceaux §§(A) sont nuls, Nous dirons que X est

coorientable dans E si EQ(A) est globalement isomorphe au

| X
faisceau constant A ; choisir une coorientation sera alors

choisir un tel isomorphisme (c'est toujours possible, et de

fagon unique, si A = Z Si X est-un fermé-coorienté de E ;

2 )
de "codimensien" =n ; la suite speetrale eiedessus dégénére en
i-n( ]

un isomorphisme de H X3A)  sur H;(E;A) , pour tout entier 1i.

Supposons désormais E homologiquement localement contractile,
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i
X(
et, notant o 1l'injection coorientée de X dens E , désignons

pour que H_(E;A) Sﬁit(kaneniquement) isomorphe 3 Hl(E,E=X}A) .

par o, 1l'isomorphisme

o, : BPTR(X;0) Z HY(E,E-X;A)

Définition : Nous appellerons classe fondamentale de X

dans E et nhous noterons [XlE 1'élément o 1l de Hn(E,EwX$A)°

En fait, d&8s que nous connaissens [X]E , c'lest-d—dire dés
que nous aveons cholsi une coorientatiens de X dans E ; nous
pouvons donner une autre cohstruetien 4w morphisme «, , et
méme le préciser : étant denné un fermé gqueleconque Y de X ,

nous allons construire un morphisme
o+ HYTR(X,X=Y;A) — HY(E,E-Y;A)

qui, au signe prés peut étre([l] page 150), conmutera aveec-les
restrictions et le morphisme of préeédent. C'est ce nouvel ¥
‘que nous utiliserons execlusivement, Sess v la famille, ordennée
par l'inclusion, des paires d'eouverss (U,V). de E , o U eés%
un voisinage de X et V est un veisinage de -X-Y ., Nous
prétend?ns que le morphisme naturel o¥ de.limﬁind. Hi(UbV;A)
dans HIQX,X-Y;A) est un isomorphisme; c¢'est-d-dire-que-la
paire (X,X-Y) est terde dans E (V"taut" [9]page ). En effet,
X est terne dens E (pour la cohomelegie d'Alexander; ou aussi
bien singuliére, avee -nes hypothéses} comme fermé d'un para=-
compact, et X-Y est terne-dans E-Y {(donec-dans E) pour-la
méme reisens Prenons done-une-classe bezHi'n(U,V) telle que

o®b' = b , La définitien
b = [X] Up!
(ot [X]U est aussi vies dé&fini que [X}E) est consistantegear

deux classes b' et b" représentant b coineident nécessei-

rement dens un voisinage de la paire (X,X-Y) .
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Etant donnés un fermé Y de X , une classe aeH¥*(X,X-Y) ,

un fermé Z de E , une classe beH"(E,E-Z) , nous avons
(1) ¢, (aUe*p) = a aUbeH*(E,E-YN Z) ,

En effet, si &' est un prolongement de &a & un voisinage
(U,U=Y'") de (X,X-Y) ; les deux membres, considérés comme
éléments de H*(U,U-Y(VZ) sont égaux & [X]Ul)a'u restric.b .
On a aussi, si Y et Z sont deux fermés de X et -a et D

des classes de H¥(X,X-Y) et H™(X,X=2) respectivement,

(2) a, (aVD)U [X]} = (-1)" degré ® a,2Va,be H(E,E-YN7)

Remarque : Si X est un rétracte de voisinage dans E
(ce qui est par exemple vrai si X est une sous-variété fermée
d'une quelconque variété banachique paracompacte, car X est
alors un AsN.R, [5] page 105); on peut étendre les classes de

H¥(X,X-Y) & un voisinage fixe de (X,X-Y) .

Si Y est un fermé-de X tel que X ressemble localement
i YxgP , et s1 B désigne l'injection de Y dans X , la-
coorientebilité simultenée-de o et B -entreine-celle de «aB o
La coorientation de @R que nous associerons a4 des-coorientations

de o et B sera celle qui assure l'égalité

(aB), = a8, : H*(Y) — H"(E,E-Y) .
Le dessin ci~-contre, o E est v
l'espace & 3 dimensions, et ou

les coorientations sont indiquées T

-w

par des fl8ches, visualise cette
convention, ;\

Supposons maintenant que E soit une variété banacliique
réelle de classe Cl , paraconmpactes; St A et B sont deux

. . P 1
sous-variétés A-ecorientées de classe C~ , transverses dans E ,
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on sait que l'on a :
[A]Eu[B]E = [A0B] e B"(E,E-ANB;A) ,

pour la coorientation de -ANB
indiquée sur le dessin ci=-contre,
Si maintenant X est une sous-
variété coorientée de- E , et

A,B deux sous=variétés coorien-
tées de X , transverses dans X,
si nous coorientons A ‘et B

dans E , ANB dans X et dans

E conformément aux conventions

indiquées plus haut, la formule (2) nous donne

codlmEX codlmXB

(3) [anBl U [x]; = (-1) [A]pU [B] e B™(E,E-ANB) .
Dans le cas ou X admet un voisinage tubulaire dans E ,

(par exemple si X est une sous-variété d'une variété de classe

C3 admettant des partitions de 1'unité Ill])s on peut

démontrer cette formule en laissant A fixe dans X et en

poussant B génériquement normalement & X , i.e. en rajoutant &

la figure l'image B' d'une section différentiable générique

du fivré normal &4 X dans E 3 les deux membres de la formule

sont alors représentées par l'intersection de A et de B' , qui

sont traensverses dans E .

Il - Sous-variétés entrouvertes. Jolis sous-ensembles analytiques

Définition 1 : Soit E wune variété banachique réelle de

classe Cl . Nous dirons qu'un fermé X de E en est une sous-
variété entrouverte A-coorientée de codimension n s'il existe

un sous-fermé A de X de codimension topologique dans E au
moins égale 4 n+2 tel que X-A soit une sous-variété A-coorientée

de codimension n de E=A
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L'exemple que nous utiliserons le plus souvent d'une telle
situation est celui od X est un sous-ensemble analytique
complexe de codimensien finie 4'une variété analytique complexe E

(on peut alors prendre A\ = Z),

Dans le cas général, le corollaire I.L, joint & la suite
exacte de cohomologie du triple (E,E-A,E-X) nous enseigne que
1'application naturelle de HI(E,E-X;Z) dans HY(E-A,E-X;Z) est
un isomorphisme pour qgn , ainsi d'ailleurs, d'aprés la formule
des coefficients universels, .que si on remplace Z par Zé .
D'aprés le paragraphe 1l; ees groupes sont nuls pour. g<n , et
Hn(E,E-X;A) est muni d'un isomorphisme canonigque.sur .HO(X-A;A) .
lequel n'est pas forcément égal & HO(X;A) (penser & un cdne-
dans m3) s Nous noterons [XJE et nous appellerons classe fonda-
mentale de X dans E 1'image de 1le H°(X-Ajh) par cet iso-
morphisme,; Cette claasse ne dépend pas du fermé A susceptible
d'entrer au co6té de X dans la définition 1, comme on le voit en
écrivant un diagramme et en utilisant le fait que, si A et A'
sont de codimension au moins égale & n+2 dans E , il en va de
méme pour AWUA' , Il arrivera qQue nous considérnions la classe

LXJE comme un &lément de H (EjA) .

Proposition 1 -: Seit X une sous~-variété entrouverte A-coo-

rientée de codimension n de la variété E ; Soient F une

autre variété et f wune application de classe ¢ de F dans E.
Supposons que l'on puisse choisir A (celui de la définition 1)
tel que cotopF f-l(A) yn+2 et tel que la restriction de f au
complémentaire de f-l(A) soit transverse 4 X-A . Alors, f_l(X)
est une sous-variété entrouverte de F de codimension n munie
d'une A=coorientation canonique et f* transforme

[X]EeHn(E,E-X) en [f'l(x)]FeHn(F,F-f'l(x)) .

C'est une conséquence immédiate des définitions qui précédent.

Un joli sous-ensemble analytique réel Y de codimension n
d'une variété analytique banaechique réelle V n'est pas en

général une sous-variété entrouverte de cette variété. Nous allons
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montrer qu'on peut toutefois lui attacher de fagon naturelle une
classe fondamentale [Y]Ve:Hn(V,V-Y;Zb) « S1 Y est un espace
analytique réel de dimension finle, cela nous permettra de
retrouver la classe fondamentale d'homologie de Y introduite par
Borel-Haeffiger [lOJ : 11 suffit en effet de construire cette
classe localement, auguel cas on réalise Y comme sous-ensemble

analytique d'un ik , et on prend l'image de [Y] , Dar la
R
dualité de Poincaré (on obtient bien sfir une classe d'homologie &

support non nécessairement compact).

Si nous appelons SY 1l'ensemble singulier de Y , qui est
de codimension topologigque aw moins égale & n+l , la suite

ci~dessous est exacte

p

0 — H'(V,v-v;7,) £ EY(v-sy,v-v;z,) e gt

o)) S B T(V,V-8Y;Z,)

Nous allons montrer que a[Y-SY] est nul, Nous définirons

V-SY
alors [Y]V comme étant l'unique contre-image par o de [Y—SYJ;

Remarquons gque les groupes Hn_l(V,V-Y;Z) s B (Ve-SY,V-Y;7Z) et

n l(
Hn(v,v—sy;z),ﬂ) sont tous nuls. D'aprds la formule des coeffi-
cients universels, la suite ci-dessous est isomorphe § la suite

0 = Hom(Hn(V@V~Y;Z),Z2) Hom(Hn(V-SY,V-Y;n),z

)
(V,7-5132),2,) .

v

Hom(Hn+l

Choisissons un point de base & l'extérieur dé Y , et rappelons-
V,V-8Y;Z) est un quotient de (V,v=-8Y) .

n+l( n+l
Prenons donc une boule B de dimension n+l de V , & bord dans

nous gque H

V-SY , et montrons que llentier modulo 2 que lui associe l'homo=-
morphisme B[Y-SYJ est nécessairement nul : pour calculer cet
entier, nous considérons le bord D de B comme une boule de
dimension n de V=S8Y , 4 bord dans le point de base, donc dans
VeY , et nous appliquons & D 1'homomorphisne [Y_SYJV-Sy s, dont

il nous faut maintenant donner une interprétation géométrigue
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la e

si D est approchée, de facon quelconque, par une boule D
différentiable par morceaux, telle que D ne rencontre la

variété Y-SY qu'd l'intérieur des morceaux, et ceci transversa-
lement, 'ﬂ}-SY],D> est le nombre modulo 2 de ces intersections,
Séchgnt que D estodans V ,; le bord d'une boule g,’ nous devons
donec montrer, utilisant lL'hypothése d'analyticité de Y , que les
intersections de D et Y sont en nombre pair, Par fragmentation,
et en nous plagant localement dans des cartes de V , nous pouvons
nous ramener au cas oﬁ’-E' est dessinée dans un espace affine de-
dimension n+l , et rencontre Y , suivant un ensemble analytique
réel A de dimension 1 , D'aprés l'hypothése de transversalité
sur Y ND , les branches de A coupent simplement D . Il nous

' suffit de montrer que:le nombre de
branches issues d'un point de A
est pair, Or, ceci résulte de 1la
description locale de A comme
revétement ramifié [12) au-dessus
de B pointé par l'origine (au-
dessus de 0 ; 1l y a un‘seul point
de A ; au-dessus de rRY et R” 0

des branches dont le nombre est

celui des racines, toutes simples,

d*un polyndme de méme degré).

III - Sous-ensembles analytiques complexes, Multiplicités.

Nous allons désormais limiter notre &tude aux variétés
analytiques banachiques complexes, morphismes anaiytiques et souss=
ensembles analytiques, ce qui nous permettira d'aller un peu au-
deld des situations de transversalité, et de définir des multi=-

licités, Faisons d'abord deux remarques ¢
P

1° S°%ﬁ¥25 X et Y deux sous=ensembles analytiques  de
codimensionsV n. et p respectivement d'une varieté V ; alors,
. . L . , Jlocalement
toutes les composantes irréductibles de XNY {qui sontyen

nombre fini) ont une codimension au plus égale & n+p .
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29 Soit f un morphisme d'une autre variété W dans V
alors, toutes les composantes irréductibles de fel(x) (qui sont
loiﬁﬁf%&&%re fini), ont une codimension au plus égale & n dans W o
Pour la seconde agsertion, la considération 4u graphe de ¢
permet de se ramener au cas odl W est une sous-variété de V ,
auquel cas on utilise la caractérisation de la codimension d'un
sous-ensemble analytijue comme borne supérieure des dimensions des
plans complexes ne rencontrant l'ensemble qu'en un point isolé
(on se place en un point de la composante étudiée de WNX qui
n'appartienne qu'ad cette composante). Pour la premidre assertion,
on procéde par l'absurde, prenant la trace de la situation sur un
p;an de dimension plus grande que n+p quil ne rencontrerait
XNY qu'en un point isolé, alors que les codimensions des traces
de X et Y sont inférieures ou égales & n et p respecti-
vement, d'aprds ce qui précdde, On est alors ramené au méme
probléme en dimension finie, auquel cas on utilise l'astuce
habituelle. : on considére l'intersection de X xY avec la dia=-

gonale du carré cartésien de l'espace ambiant,

Nous remarquons avee regret que, si V est de dimension
infinie, la diagonale de VxV n‘est pas de codimension finie
dans Vx V , non plus gque le graphe de f dans Wx V , Ceci
empéche de considérer, comme & l'habitude, l'étude des images
réciproques comme un sous=produit de 1l'étude des intersections,

Nous allons donc renverser cet ordre,

Le sous-ensemble X é&tant toujours de codimeénsion

pure n dans V , soit P wune composante irréductible de
fgl(X) de codimension égale & n (il se peut qu'il n'y en ait
pas 3 nous n'avons alors rien & raconter), Soit Q 1la réunion des
sutres composantes de f’l(x) o L'interséction de P et Q est
de codimension complexe au moins égale 4 n+l , donc de codi-
mension topologique au moins égale & 2n+2 , La suite exacte de
Mayer-Vietoris, jointe & I.4 , nous dit alors que le morphisme

naturel
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9 s Hzn(W,W-P) 8 HZD(W,W-q) —> Hen(W,W-f’l(X))

est un ‘isomorphisme (le goupe de coefficients, tout au long de ce
paragraphe, est Z )., Or, nous savons que Hzn(W,W=P) est
canoniquement- isomorphe & Hen(W=SP,W=P) , done¢ & 2 , puisque
P-SP est connexe (irréductibilité de P ) et canoniquement
Z-coorienté (grice & la structure complexe) : Han(w,wap) est

engendré par [P]w o

Définition 2 : Nous appellerons multiplicité le long de P

de la contre-image de X par f , et nous noterons wu(X,f;P) ,
la  coordonnée suivant [P]w de 6% f*[X]V o

Propriété 0 ¢ La notion de multiplicité d'une contre-image

le long d'une composante irréductible propre est une notion

locale :

Si nous._nous restreignons a4 un ouvert U de W , la
composante propre M de f-l(X) peut se fragmenter en plusieurs
(ou aucune) composantes. irréductibles propres M3 (jeJ) ade

fT%(X) » Nous affirmons que, pour tout j ,
U(X,flU;MB) = u{X,f3M) ,

Soit N 1la réunion des composantes de f'l(x) autres que M ,

et NS la réunion des composantes de f'l(X)r\U autres que Mgh,
Ecrivons le diagramme -ci-dessous, que les fléches.verticales de
gauche rendent commutatif par hypothése

2n 2n ~%  on 1
HE (W, W=M) @ HE (W, WelN) st H™" (W, W=f (X))

Pl :5:><::\; l . l(restr.)*

H2n(U,U—M3) ® Hen(U,U-Nj) =8 52 y,u-r"1(x)) ,

Notre assertion résulte immédiatement de ce que o est nulle, -et

p envoie [M]w sur [Mj]u o
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Propriété 1 : Si W est un produit FxV , oi F est une

variété connexe, et si f est la deuxiéme projection, il est-
clair que f“l(x) tout entier est une composante irréductible

propre, et que p(X,f;fﬁl(X)) vaut 1 ,

Propriété 2 ¢ S1 W est une variété de dimension n , et f

une immersion de W dans V telle que f_l(X) soit réduit a
un seul point x , si de plus f(x) est un point régulier de X ,
et si f et X sont transverses en f(x) , on a évidemment

P(ng‘éx) =1

Propriété 3 : Dans la situation précédente, abandonnons les

hypothéses de régularité et de transversalité : nous pouvons
supposer (en nous plagant dans une carte) que W est un sous=
espace affine de V , rencontrant X en un point isolé x .

Nous pouvons zncore donner une interprétation simple de p(X,f3x):
si W' est un quelcongue supplémentaire topologique de W ,

nous savons que X peut &tre (au voisinage.de x ) décrit comme
revétement ramifié au-dessus de W' ; w(X,f:;x) n'est autre que

le degré de ce revétement,

En effet, choisissons une boule B de W centrée en x ,
et un ouvert f§ de W' tel que 'x appartienne & QxB , mais
que flx ?B ne rencontre pas X , Prenons la trace de Lxlv sur
Qx(W,W=B) , puis sur ax(W,W-B) et sur bx(W,W=B) , od & est
tel que x appartienne & axB , et b tel que bxB coupe X
en des points réguliers seulement, et transversalement. D‘apreés
la propriété 2 , cette derniére trace vaut 4 fois le générateur

canonique de Hzn(bx(W,W-B);Z) » D¥ol la comnclusion,

Propriété 4 : Transitivité des multiplicités d'image réci«

proque, Soit T =& W ~Ls Vv une suite de variétés et d'appii=-

cations analytiques, X un sous=ensemble analytique de V de codi=-
mension pure n , ¥ sa zontresimage dans W , et Z 1la contres
image de Y damse T , Supposons que 2 ait (ati.moins) une

composante irréductible M de codimension n ., Soient Pt (ieI)
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les composantes de Y +telles que ghl(PQ contienne M ,

Alors I est fini, les Pi sont nécessairement des composantes
propres de f’l(x) » M est une composante propre de chaque
g“l(Pi) , et 1'on a

W(X,f o gsM) = 1 w(X,£5P.) u(P,,g3M)
iel

Si xeM , tous les P, passent par g{x) ;3 donec I est fini,

Les assertions de-propreté résultent de considérations sur
la codimension, Pour démontrer la derniére, on pourrait se
localiser en un point qui n'appartienne-a aucune autre compo=
sante de Z que M , Nous procéderons. plutdt ainsi : soit N
la réunion des composantes de Z autres que M , et Q 1la
réunion des composantes de Y autres que les Pi . Remarquons
d'abord que gal(Q)- est contenu dans N (sinon, une composante
au moins de gal(Q? serait strictement contenue:dans M , ce
qui est -absurde pour une raison de codimension); €éci entraine,
avec leg notations du diagramme ci-dessus, la nullité de
T, o g*CKer )

2 1l
1,.g%0

H2R(T,T-M) < @ Hen(w,wapi)

, 1r1 £¥
ir
2 Uil T“l

E2R (T, T-M) ® Han(w,wupi) E22(V,V=-X)
® —E ® k////?;
Hzn(T,TaN) Hzn(W,WnQ)

On a alors ", g¥e* = (uag*oi)(nlf*) , ce qui est équivalent &

la formule proposée,

Propriété 5 : Les multiplicités ieci introduites sont des

entiers strictement positifs:; Elles sont les seules vérifiant
les propriétés O, 1, 3 et la propriété 4 dans le cas particulier

od Z=M , Y = 1%un des Pi , et g est une immersion,
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En effet, si nous voulons calculer une. multiplicité
v(X,f3M} , restreignons-nous (Prop.0) & un ouvert de W sur
lequel la trace- de f?l(X) ne soit pas plus grande que la
trace de M (notons encore W cet ouvert). Factorisons £
par l'injection "graphe" ¥ de W dans Wx V , et la deuxiéme
projection de Wx V ; D'aprés es propriétés 3 et L faible, nous
sommes ramenés au calcul de wu(Wx X,Y3;M) . Soit alors. i wune
injection dans W d'un ouvert de €" , telle que i7teol(x) = 0
La propriété 3 nous donre p(Wx X,¥o1i;0) et p(f'l(xai;d) )

~

On conelut alors & l'aide de la propriété 4 faible..

Nous allons maintenant étundier les intersections de souse
engembles de codimension finie, Nous dirons ensuite quelgques
mots de l%intersection d%un sous=ensemble de codimension finie
et d'un sous<ensemble de dimension finie,

Si X et Y sont deux sous-ensembles d¢ V de codimen-
sions pures n et P respectivement, soit P une composante.
irréductible de XNY de codimension. n+p (composante propre)
et Q 1la réunion des autres composantes, Le produit X xY west
un sous—ensemble irréductible de codimension n+p de VxV ,
et, si nous appelons A 1l'injection diagonale de V dans VxV,

les Pi sont aussi bien les composantes propres de A'l(Xx Y)

‘Définition 3 ¢ Nous appellerons multiplicité de l'inter=

section de X et Y le long de Pi s et nous noterons
u(X,Y;P) , 1l'entier positif wu(XxY,A;P) .

Consgidérant que [X)(Y]Vx vy est le cup=produit externe de
[X]v et [Y]V {ce qui se voit en se débarassant d'abord des

singularités), nous pouvons donner la définition édquivalente :

Définition 3 bis : Soit 6 1le morphisme naturel

2n+2p<

6 : EPT2P(y, v.p) o g22*2P(y yoq) —> # V,V=XNY) ,

qui est un isomorphisme (Mayer-Vietoris et Prop.I.4). Nous
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appellerons multiplicité d'intersection de X et Y 1le long
P . =]
de P la coordonnde suivant [P]V de © (DﬂVlJ[Y]V) o

Propriété O bis : La notion de multiplicité d'intersection

est locale (c¢f. Prop.0 pour le sens précis de cette assertion),

Propriété 6 : w(X,Y;P) = u(Y,X;P) !

Propriété 7 : S1 X et Y sont contenus dans une sous-

variété vV de V , et s1 M est une composante propre, de
multiplicité w , de l'intersection de X et Y considérés

comme sous-ensembles de W , la formule (2) donne immédiatement
U[M]VU Lw.lv ty = [X.]VU [Y]V [}

oi Yy est une classe d& support dans la réunion N des

composantes de XNY autres que M,

Propriété 8 : Associativité,

Soient X, Y, Z trois sous-ensembles analytiques
de V _ de codimensions pures n, Py @ respectivement,
Supposons que XN YNZ ait (au moins) une composante irréduc-
tible M de codimension n+p+q . Alors, les composantes
Pi (resp.Rj) de XNY (resp. de YNZ) qui contiennent M
sont en nombre fini, et toutes sont propres dans XNY (resp.
dans YNZ) , M est une composante propre de chaque Piﬂ Z

(resp.Xr\Rj) , et on a 1'égalité

Lou(X,Y3P ) (P, ,25M) = ] u(X, RysM) u(Y,Z3R,)

i J

Pour démontrer la formule, appelons Q la réunion des
composantes de XNY autres que les Pi , et N la réunion
des composantes de XNYNZ autres que M , Considérons le

diagramme
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~ +
BPR*2P(y yoxny) =—2— o H2n+2p(V,V-Pi) e H22*2P (v y.q)

ulz],

. w
~ +2p+
B2OPY2q(y yoynynz) <= mORTZPY2q(y yoy) @ mZPTEP*29(y yon)

que les fléches verticales de droite rendent commutatif par
hypothése, En fait, la fléche en pointillé est nulle car QNZ
est contenu dans N (sinon, une composante irréductible de QNZ
serait strictement contenue dans M), Il en résulte que

X"u(X,Y;Pi) u(Pi,Z;M) est simplement la coordonnée suivant [M]V

1
de w-l([X]LJ[Y]k}[Z]), d'ol l'associativité désirée.

Propriété 9 : Compatibilité des multiplicités d'intersection

et d'image réciproque,

Soient X, Y de codimensions pures n, p dans V ,
f un morphisme de W dans V , et M une composante de
f-l(X(]Y) de codimension n+p , s'il en existe une., Appelons
Pi (resp,Qj) les composantes de f’l(X) (resp@f-l(Y)) qui
contiennent M , Appelons Rk les composantes de XNY dont la
contre-image par f —contient M , Pour ne pes lasser le lecteur,

nous ne lui imposerons pas la démonstration de la formule

) u(X,Y3R.) u(R ,f3M) = Y

X,f:P. ) Y,f:Q. P.,Q.:M
L Ry w(X,f3 1) u(y, ,QJ) u( 1’QJ )

(ol 1'on peut s'assurer facilement que les ensembles d'indice

sont finis, et tous les symboles définis).

Propriété 10 : Il y a un cas ol nous aurions pu ramener une

multiplicité -d'image réciproque & une multiplicité d'intersection:
c'est le cas ou l'application f est épidermique. En effet,
localement dans W , il existe alors un. entier q tel que ¢

puisse se factoriser par-une injection (épidermique) de W dans
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¢lx Vv et par la deuxiéme.projection de ¢ixv . D'aprés la
propriété 1 (et O!) , nous.pouvons méme nous restreindre au cas
oi f est l'injection o dans V d'une sous-variété Y de
codimension p ., Soient X un sous?ensemble,irrédugtible de V
de codimension n 4, M une composante propre de aBI(X) =XNY ,
et N 1la réunion des autres composantes du m&me, D'aprés la.
construction de @ le diagramme suivant est commutatif

y H2n(Y,Y=YnX) < Han(Y,YaM) ® Hzn(y,yan)

523 (v,v-X) o, a, a

U\
H

!
2Py vornx) == ERY2P(y vom) e HOPTEP(y,vN)

Alors, 1'égalité q![M]Y = [M]v entraine 1'égalité des multipli-
cités wu(X,a3;M) et u(X,¥;M) ,

Passons maintenant 4 une situation dissymétrique : l'inter-
section d'un sous-ensemble X de_codimension.finie et d'un sous-
ensemble K de dimension finie, c'est=d-dire d'un sous-ensemble
analytique admettant localement pour modéle un sous-ensemble

¢? . Tout sous-ensemble analytique L de K

analytique dfun
est encore de dimension finie j; on peut définir sans difficulté
des corposantes irréductibles globales de K , qui sont des .
variétés Z-orientables, & singularités de codimension 2 ; si une
telle composante K' est de dimension m , le groupe Hm(K';Z)
est canoniquement isomorphe & Z , le générateur €tant la classe.
fondamentale {K'} définie dans [10] (il s'agit d'homologie &
supports. fermés quelconques).

Soit done X un sous-ensemble irréductible de codimension. n
de V , et K un sous<ensemble irréductible de dimension p
(aw moins égale & n , sinon, nous n'avons rien & dire). Toutes
les composantes irréductibles de XNK ont une dimension au moins
égale & pen , comme on le voit en prenant un modéle local de K ,
Soit L une . composante irréductible de XNK de dimension égale

& pen (s'il y-en & ; nous dirons alors que L est une composante
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propre de l'intersection) , et soit M 1la réunion des autres
composantes de X{0OK , Alors, LNM est de dimension strictement
plus petite que p=n , et la-suite de Mayer-Vietoris nous dit

que le morphisme naturel

LY

) Hp_n(L§Z) ® Hp_n(M;Z) — Hp_n(xr\K;Z)

est un isomorphisme, Mais le terme de droite est égal &
X0NK
H .
-n
g ~ o rd P4 rd ” K
{K}Vn [X]V , ol {K}V est considéré comme un élément de HP(V;Z).

D'olu la

(VyZ) , et contient un élément privilégié, le cap=-produit

Définition 4 : Nous appellerons multiplicité d'intersection.

de X et K 1le long de- L , et nous noterons u(K,X;L) , la
coordonnée suivant {L} de 6-1({K}v(\[X]V) .

Nous ne nous appesantirons pas sur les propriétés de cette
multiplicité., Nous devons toutefois vérifier une compatibilité
avec les définitions précédentes;, c'est-2-dire envisager le cas
ol K est une sous-variété de dimension finie de V , ou plus
généralement est contenu dans une telle sous-variété W . Si les
P, (en nombre fini) sont alors les composantes de XNW
contenant L , elles sont automatiquement propres, et nous avons

envie de poser

u(K,X;L) = E N(K,Pi;L) u(X,q;Pi) s
i
od les u(K,Pi;L) sont des multiplicités d'intersection d'en=
sembles de codimension finie, et ol o désigne l'injection de
W dans V , De fagon abrégée, nous devons vérifier que le
"rapport" de [K]L}a*[i] a [L] est égal au rapport de

{K}N[x] & {L} . On passe de 1'une 3 l'autre situation par la

dualité de Poincaré ; explicitement, on a les égalités

{(win[r] = {1}
win(Klue*[x]) = (AR D™ X] = (x3IN[X] .
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Dans le cas ol l'image de tout germe d'application analytique finie
d'un C" dans V est contenue dans un germe de sous=variété analytique de
dimension finie de V (p. ex.: s8i V est modelée sur un Hilbert-
cf. chapitre IIIbis), on aurait pu définir toutes les multiplicités
que nous étudions ici sans l'aide du cap=produit : les définitions
données auraient été indépendantes de la variété de dimension
finie intermédiaire, W ou W' , comme on l'aurait vu par le
truchement d'une troisiéme variété de dimension finie contenant

W et W' (il en existe toujours, dans l*hypothése envisagée.
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Exposé n® 16 : UN THEOREME D'IMAGE DIRECTE (SITUATION ANALYTIQUE
(chapitre III) EPIDERMIQUE)

Nous reprenons la situation exposée dans la Proposition I.13:
c'est-d-dire que f est une application analytique épidermique@*)
d'une variété analytique banachique V dans une autre W , X
est un sous-ensemble analytique de codimension finie de V , tel
que la restriction g de f (a) X soit propre, Nous allons

»*

démontrer le théoréme suivant , analogue au théoréme de

Remmert :

Théoréme 1 : Dans la situation rappelée ci-dessus, et si de

plus l'ensemble X est de définition finie, f(X) est un sous=

ensemble analytique de définition finie de W 4, et lfon a

codlmy £(X) = inf codim g .

xeg (y)

Remarquons tout de suite qufil suffit de démontrer cet
énoncé sans se préoccuper -des codimensions, La proposition I.1l3
nous a déjd dit, en effet,; que la codimension topologique en ¥
du fermé £(X) est 2inf codimx g « On peut également se

-1
xeg “(y) -1
ramener au cas oi- X est irréductible : en effet, puisque g (y)

(*) La démonstration de ce théor&me, qui a commencé d'ailleurs au
chapitre I, a été faite encollaboration avec Jean-Pierre Ramis,

(x#) 8i f est une telle application, et si le point x. de V
est isolé dans f-lf(x) , alors f* fait de Ox(V) un Op(x)(W)=
module de type fini, Indiquons que cette ‘propriété n'est pas vraie
pour n'importe quelle application analytique : si f est une:
application l1inéaire continue de E dans F (espaces de Banach),
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est compact, i1l posséde un voisinage V' réunion d'un nombre fini
de petites boules de V , qui ne rencontre donc qu'un nombre fini
de composantes irréductibles globales de X , soient X; (i.eI) 0
La propreté de g entraine l'existence d'un voisinage W' de y
tel que g-l(W') soit contenu dans V' , La trace de f(X) sur
W' est donc la réunion des traces des f(Xi) ; or, l'application
8lxi est propre, tout autant que g . Enfin, si X est irré-
ductible, on se convainc facilement que f£(X) ne peut qu'étre
irréductible, donc de définition finie (puisque de codimension
finie),

Si, dans un espace de Banach E , tout fermé qui rencontre
tout sous~-espace de dimension finie de E suivant un sous=

ensemble analytique &tait automatiquement analytique, il n'y

3

aurait rien de plus 4 démontrer que le Lemme I.1l2, Il n'en est

heureusemént rien : considérons, dans (un voisinage de l'origine
{

de) le(c) , 1l'ensemble Y des points de coordonnées (t, t2, t3,

coo tn, coo) o t étant réel, On voit facilement que la trace de
Y sur tout plan de dimension finie est un ensemble fini., Pourtant,

Y n'est pas analytique, car il n'est pas un sous-ensemble ana-

lytique de la sous<variété d'équations paramétriques (z, 22, 239

n ) N
cee Z 5 oo0o) y OU z est complexe,

ler Etage de la‘démonstration : Nous allons examiner le cas ou la

codimension de g est nulle, et démontrer qu'alors, si W est

suite de la note (xx*), page 16.,1.

il estnécessaire pour que £ * fassede O,(E) wun O, (F)
module de type fini que f soit injective d'image fermée. En
effet, supposons que f soit linéaire injective d'image non fer-
mée, et que 1.0, ¢, engendrent O (E) sur O,(F) . Les ¢y
convergent. dans une méme boule de E , de rayon R . Soit

¢ = F 9, £*(u,) un germe quelconque de 0o(E) o Les up conver=
gent dans une méme boule de F : il existe donc r tel que, si

u, = g Fg » on ait, pour tout =n % "ngﬂp rP<aa o Or, il existe

une droite complexe D de E telle que, pour zeD , on ait
“f(z)HF,géﬂzHE (sinon, 1'image de f serait fermée). En ce qui

concerne les restrictions & D , on a Hf*nﬁ"Eéf(%)p ”“i"F » Donc,
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connexe, g(X) est égal & W,

Par hypothése; il y a un point a de X ol le corang de
g est nul, Alors; X est nécessairement de codimension finie
en a 3 soit Y wune composante irréductible globale de X
passant par a , de codimension la plus petite possible. Le
corang en a de g1Y‘ est nécessairement inférieur ou égal &
corg g ; il est dome nul, ainsi que la codimension de le o
Nous sommes ainsi ramenés au cas ol X est irréductible de
codimension finie (sans avoir-fait au départ d'hypothise de
définition finie sur X ). Dans ce cas, l'ensemble singulier SX

de X est analytique, Si la codimension de est stricte-

eloy
ment positive, tout va bien. Sinon, nous ne nous intéressons
plus qu'a glsx et nous recommengons le travail décrit dans ce
paragraphe, Comme les codimensions des ensembles auxquels nous
restreignons g vont‘en,croissént strictement, nous arriverons.
nécessairement & nous ramener i la situation suivante : X

irréductible de codimension finie, codim g = 0 , et codim glsx)oo

Alors, g(8X) est un fermé de W de codimension topologique
au moins égale & 2, d'aprés la Proposition I.13: Considérons.
l'application g restreinte 4 la variété X' = X - gElg(SX) R
l'espace but étant W-='W - g(8SX) . Cette application est propre,
analytique, épidermique, L'ensemble T de ses points critiques
est un sous-ensemble analytique de X' , et, d'aprés le théoréme
de Sard, g(r) est un fermé de W' sgans point intérieur (ceci
est une variante du théoréme de Sard-Smale [l3j) o Mais-alors,
la codimension de ng ne peut pas &tre nulle, car on aurait,

d'aprés la Proposition I.13, cotop g{l').= 0 . Elle est donec au

fin de la note (#%), page 16,2

#* P o *
ks "E”E rRP¢ Z”"n”F rP< e , La restriction & D des f (u ), et
par suite de ¢ , a done un rayon de convergence au moins égal

& R : ainsi, il existerait un R tel que, pour tout germe
¢e;66(E) , on pourrait trouver un plan de E sur lequel la res=-

triction de ¢ aurait un rayon de convergence au moins égal. & R;
ceci est absurde,
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moins égale 3 1, et cotop g(l') est au moins égal & 2, Il résulte
alors de la Proposition I.6 que la codimension topologique de
g(SX)U g(r) est au moins égale & 2, -ce qui entraine que T

n‘est pas X' tout entier, puisque 1l'on sait que la codimension
topologique de g(X) est nulle, DYaprés le théoréme du rang
constant, g(X'-T) est alors un ouvert non vide, soit @ , de W',
‘Dans W , le fermé g(X) ‘est la réunion de 2 et de g(SX)ng(F)o
Donc; le fermé g(X)=R est de codimension topologique au moins
égale & 2 (Prop. I.5) ; son complémentaire k}[g(x) doit &tre

connexe (Cor. I.2), ce qui entralne la vacuité de Cg(x) o

La démonstration comportera’encore deux étages de forme
semblable & celle ‘du premier, mais utilisant un argument de
prolongement que nous allons présenter maintenant. Rappelons
d'abord un résultat-de [3] :

Proposition-2 ¢ Soit (E',E") une décomposition directe

d'un espace de Banach E , avec dim E" = p . Soit & = &'x §"
un bidisque ouvert de centre O associé & (E',E") ., Soient &
un nombre réel strictement compris entre O et le rayon 1r" de
3" , et A_ le produit de §' par la couronne r"-c <| =" <"
de E" . Supposons que A soit un ensemble négligeable -de &' ,
et X un sous=ensemble analytique non vide de. (8'=A) x 8" , de
codimension P en tout-point, ne rencontrant pas AE o Alors,
l'adhérence de X est un sous<ensemble-analytique de 4 , de

codimension p en tout point,

Donnons aussi deux conséquences immédiates du.Lemme I.1l2,

Lemme 3 ¢ Dans la situation de la proposition I.13, si ¥y
est un point de W et P un plan .de W (pour.une.carfe en .y)
tel que y soit iso0lé dans g(X)NP , i1 existe un plan P?
contenant P , de dimension complexe <codim g , tel que y soit
isolé dans g(X)NP* ,

Lemme 4 : Toujours sous les hypothéses de I.l3 , si la
‘codimension de g est strictement positive, g(X) est un souse~

ensemble négligeable de W ,
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Démonstration : La situation étant locale, plagons-nous dans une
carte de W , S1 ¢ est une fonection scalaire analytique dans
W=g(X) et bornée, pour la prolonger & un point a de g(X) , on
considére sa restriction 3 un queleconque plan de W , passant par

a , de dimension finie, tel que la trace de g(X) sur ce plan

soit de codimension strictement positive, Le prolongement ne dépend
pas du plan choisi, et on obtient ainsi une fonction % sur W,
bornée, dont la restriction & tout sous-espace de dimension finie

est analytique 3 37 est analytique,

Enongons maintenant l'argument de prolongement que nous

utiliserons,

Proposition- 3 : Soit X un sous-ensemble irréductible de

codimension finie de V , £ nune application analytique épidermique
de V dans W , telle que la restriction g de f & X soit
propre, de codimension p . Soit Y un sous-ensemble analytique

de X tel que codim |y > P et que f(X) - f(Y) soit un sous-
ensemble analytique de Wsf(Y) de codimension p en tout point.
Alors, f(X) est un sous=ensemble analytique de W de codimension
p en tout point 3 f(X) est d%ailleurs l'adhérence de f(X)-f(Y)

dans W .

Qéggggzzggigg : La question étant locale dans W , supposons que W
est un ouvert d'un espace de Banach E , et que nous é&tudions f(X)
au voisinage de l'origine, censée appartenir & f£(Y) ., D'aprés le
lemme 3, il existe un sous=espace E" de E , de dimension 1p ,
tel que O soit isolé dans E"Nf(X) o Il y a alors une sphére S
de E" , centrée & l'origine, qui ne rencontre pas f(X) ; puisque
f(X) 'est fermé, il existe un voisinage de S dans E qui ne
rencontre pas f(X) , done, si nous avons choisi un supplémentaire
topologique E' @de E" , un ensemble du type. b (ef, Prop.2)

qui ne-rencontre pas f(X),Désormais, nous considérerons que W

est A , que V est f’l(A) - L'ensemble X n'est plus alors
irréductible, mais, si les Xi sont ses composantes irréductibles,

on a, pour tout i codim f = p (Lemme I.,11), Appelons 1 1la
9 ]xi
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projection de A sur &' oparallélement & 6" ; les fibres de

"If(xi) ou de "If(Y) sont des sous=ensembles analytiques

(Remmert classique) relativement compacts (f(X)ﬂAe = @) d'espaces
de dimension finie : elles sont done finies., Il en résulte gue la

profondeur de 7 f]X est €gale 4 celle de f]X , et que la
i i

profondeur de T , le est au moins égale & celle de fIY o Ainsi,

la codimension de T , fIX est nulle, et, d'aprés 1l'étage 1,
i

est une surjection de f(Xi) sur &' ; la codimension de T , fIY
est au moins égale & 1, et, d'apreés le lemme 4, 7 , £(Y) est
négligeable dans &' , La proposition 2 nous dit alors que l'adhé-

rence de f(X) - =1

7f(Y) est un sous-ensemble analytique Z de
A de codimensien p en tout point. Nous devons, pour conclure,
montrer que gal(Z) s qui est un sous-ensemble analytique de
f"l(A) » contient X ; ceci est vrai, puisqu'il contient

Xi-f'“l ot 7f(Y) , qui est un ouvert non vide de la composante

arbitraire Xi de X ,

2éme étage de la démonstration : A - Le théoréme est vrai pour X

lisse connexe, et prof g =0,

Soit T 1l'ensemble des points de la variété X ou la d4if=-
férentielle de g n'est pas de rang maximum : c'est un sous-
ensemble analytique strict de X . Si x est un point de T , on
a

- . o . . o . )
corg, f|r codim T + prof_ fl inf £'(x)> codlmxX ind £'(x)

r
Si p est la codimension de g , la codimension de g|r est donec
strictement plus grande que p . D'autre part, le théoréme du

rang constant nous dit que f(Xe-f""'l f(T)) est un sous-ensemble
analytique de codimension p en tout point de W=-f(I') . La

proposition 3 donne alors l'assertion A .
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B - Le théoréme est vrai pour X

irréductible, et prof g = 0 ,

Appelons S 1l'ensemble singulier de X , qui est analytique,
et p la codimension de g . Comme ci-dessus, on voit que la
codimension de gIS est strictement pius grande que p ., Ceci
interdit que X soit contenu dans f "f(S) . Si nous restreignons
f en une application f*' de V-f=lf(s) dans W-f(S) , la res-
triction de f' & la sous-variété X-f“lf(s) s, qui est propre,

a pour codimension p (Lemme I.,11). L'assertion A et la propo-

sition 3 donnent alors l'assertion B .

3éme étage : Nous allons procéder par récurrence sur la profondeur

de g , 1'étage 2 constituant le démarreur de la récurrence. Sup=-
posons donc tralté le cas ou prof g est inférieure ou égale &

n=1

A - Le théoréme est vrai pour X

lisse connexe, et prof g = n ,

Gardons &8 I et & p les mémes significations qu'au 2&me A,
Si la codimension de glr est plus grande que p , le probléme a
déja €té résolu, Sinon, soit L une composante irréductible de T
telle que codim glL = p o La codimension de L é&tant strictement
plus grande que celle de X , la profondeur de glL est stric-
tement plus petite que celle de g , et 1l'hypothése de récurrence
affirme que g(L) est un sous-ensemble analytique de W |
irréductible, de codimension p . Appelons Z la contre-image de
g(L) par g , et 1 1'indice de f , qui est constant au voisi-
nage de X 3 nous voulons montrer que Z est X tout entier,
Soit a un point quelconque de Z , Nous avons les égalités

corg, fI = codimaZ + profa fl =1

Z Z

p = corg g = codim X + prof g = i



16,8

Puisque. Z est saturé pour g , profa f est égal . a profa g ,

Z
donc est au moins égal & prof g . D'autre part, corg, le est
. p S . _ 1 - . e s
au moins égal & codlma fIZ =3 cotopf(a) £(2) = p . ‘Choisissons

a de fagon 3 avoir 1'égalité (prenons a tel que corg, le

soit le plus petit possible), Nous avons alors
codima Z ¢ i+p = prof g = codim X
Ceci entraine 1'égalité de 72 et X , donc de g(L) et g(X)

B - Le théoréme est vrai pour X

irréductible, et prof g = n .

Comme au 2€éme B , si la codimension de gIS est strictement
plus grande que p , le probléme est résolu, & l'aide du 3&me A.
Sinon, on recopie le démonstration qui précéde, réutilisant ainsi

l'hypothése de récurrence,

Multiplicité d"image directe - Formule de projection.

Soit X un sous-ensemble analytique irréductible de codi-
mension finie n d'une variété analytique banachique connexe V
Soient f wune application analytique i-dermique de V dans une
autre variété W , et g la restriction de f & X . Supposons
.que. g soit propre, et que la profondeur de g soit nulle 3
nous allons alors définir la multiplicité de l'image directe de

X par g , entier positif que nous noterons v(X,g) .

Si a est un point quelconque de g(X) , la fibre g’l(a)
est un sous-ensemble analytique compact d’une sous-variété ana-
lytique de dimension finie de V : elle a donc un nombre fini de
composantes connexes (qui sont d'ailleurs analytiques), soit
v(a) . Il ne faudrait pas croire que cette fonction soit toujours
S«Co.5sy OU toujours s,c.,i,, méme si les fibres de g sont dis-

crétes, comme le montre le dessin & la page ci-contre :
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. SO

Toutefois, la restriction de la fonction v & un quel-
conque ouvert de points irréductibles de g(X) (par exemple 2 la
partie régulieére de g(X)) est semi<continue inférieurement :
soient en effet K. les composantes connexes de g“l(a) s Ui
des voisinages ouverts disjoints des Ki , W un voisinage de
a tel que gnl(w) soit contenu dans la réunion des U, s X
la trace de X sur Ui(ﬁgal(w) 3 on vérifie facilement, &
1'aide du théoréme 1 , que g(Xi) est un sous-ensemble analy-
tique de w , de méme codimension en a que g(X) ; g(Xi) est
donc égal & g(X) , et, pour tout point b de whng(X) , g-l(b)
contient au moins un,point dans chaque Ui 0

51 la profondeur de g est nulle,
Définition : nous appellerons multiplicité de 1'image

directe de X par g le maximum de la restriction de 1lsa
fonction v & un quelcongue ouvert de points irréductibles de
g(X) . Sinon, nous dirons que cette multiplicité est nulle,

Si nous conservons les notations de la démonstration du
théoréme 1,la restriction d¢ g & X-g_lg(s) - g_lg(r) est
une immersion propre dans W-g(S)-g(T') , d'image analytique T .
La restriction de g & X—g"lg(s) - g-lg(r) - g-l(sing T) est
done un revétement de T=Sing T , qui est connexe, Le degré de

ce rev8tement est la multiplicité v(X;g)

Proposition 6, Si W' est une troisiéme variété, f' une

application analytique de W dans W' , j=-dermique au voisinage
de g(X) , et telle que la restriction g de f' & g(X)

soit propre, de profondeur nulle, on a (immédiatement)
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\)(ng' o g) = V(g(X),g') \)(X,g) °

Déecrivons maintenant la situation dans laquelle nous allons
démontrer une formule de projection : nous rajouterons & la
figure (V,f,W,X) précédente un sous-ensemble analytique
irréductible Y de W , de codimension p . Appelons Pi les
composantes propres de f“l(Y) ’ Qij les composantes propres de
Pi(WX , et R les composantes propres de YNg(X) . Nous

k
voulons démontrer 1'égalité

(1) _E. u(Y,f;Pi)u(Pi,X;Qij)V(Qij,f)f(Qij)= L v(Xof)u(Y,£(X) 3R IR,
1, k
(les sommes écrites sont finies au-dessus dfouverts assez petits

de W)o

Cette égalité n'est vraisemblable que si toutes les compo=-
santes de f’l(Y) sont propres (prendre pour V et X 1l'espace
¢? dans lequel on a fait éclater l'origine, pour f la pro=
jection canonique sur G2 s Y &étant l'origine de ®2 )o On voit
de méme qu'il faut supposer propres toutes les composantes des
P.NX (gardant ;e triplet V,f,W précédent, prendre pour Y
une droite de € passant par O , et pour X 1la contre-image
par f d'une autre droite passant par O ), Lorsque toutes ces
hypothéses de propreté sont réalisées, les composantes propres
de YN f(X) sont les images par f des Q.. telles que la

1)

profondeur de soit nulle ; les autres composantes de

£
IQij

YN£(X) devraient &tre trop grandes, mais, étant images de Qij
telles que la profondeur de f\Q soit positive, elles ne
ij

peuvent qu'8tre trop petites, D'ol le début de l'énoncé :

Proposition 7. Dans la situation (XcV,f,WoY) décrite

plus haut, si toutes les composantes de fnl(Y)(\X sont de
codimension n+p , alors toutes les composantes de f(X)NY

sont propres, et 1'égalité (1) est vérifiée,
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Démonstration de (1) : La formule est évidemment locale sur W .
Nous pouvons ainsi supposer qu'il y a un seul Ry s qu'il est
régulier, et que les Qij en forment un revétement trivial.

Nous pouvons alors nous localiser aussi sur V , et par suite
factoriser f pgr un plongement <t suivi d'une projection 7
propre, et méme finie, sur t(X) (v et <1 étant épidermiques).
On vérifie immédiatement qu'il suffit de démontrer la formule

de projection pour Tt et T successivement. D'ol 1'examen des

deux cas

1°) ¢ est_un_plongement : Toutes les multiplicités d'image
directe sont alors égales & 1, et nous devons simplement vérifier,
dans le cas ol Y coupe la sous-variété V suivant des en-
sembles irréductibles Pi en nombre fini, les P. coupant X

suivant le m&me ensemble irréductible Q , la formule
L w(Y,25P.) w(Pi,X50) = u(Y,£(X);Q)
i

C'est une généralisation de la propriété II1.10, qui tient

simplement & la formule II(1)
f!([X]va*[Y]W) = f![X"]VU[Y]\w 3

et aux égalités f,[x], = [f(x)]w . f![Q]V = [f(Q)]w o

2°) £ est upe projection : La situation est symbolisée

par le dessin ci-contre (1l'espace

. W' ambiant est W = Vx €2 s R=~Q

Q . A sont des sous-variétés)., Choisi=

ssons un plan de dimension finie

R B -~ »
_ \\\\‘Kgy V' transverse & R , et soit

?
WY = f-l(V') . Appelons Xé les

composantes de XNOW' | et Yé
celles de YNV' ., Les appli-

cations f X" étant finies (comme f X), et les intersections.
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f(XE) N Y% étant réduites au point B , toutes les composantes

Xi et Yé sont propres. Apvliquons la propriété II.O

w(x,272(Y)50) = T w(X,Wr5Xy) w(y,vet) u(xg,et

(Y')34) .
2,m n

Appelons x' 1les composantes de f(X)NV' , qui sont les images
des Xi (nous écrirons z%r pour signifier que f(Xi) = x;).
Toujours en appliquant II,9 ; nous avons

p(£(X),Y;R) = ) (E(X),Vrsx!l) w(Y,V'3¥t) ulx!,y!sB)
‘rym -

et nous rappelons que nous voulons démontrer
-1
U(Xof (Y)DQ) = U(f(X)ay;R) \’(ny) ®
I1 suffirait pour cela que nous disposions des formules

')) v(X,f) ,

(2) ) w(XoWsXP) v(X)of) = u(f(X),V5£(X)

=L £)

(3) u(Xi,f Y1)34) = u(f(XE),Yé;B) v(Xx!

29

Or, les formules (2) apparaissent comme des formules de
projection, o Y serait un plan de dimension finie, et les
formules (3) sont des formules de projection ol V est de
dimension finie, et oi f(X)NY est réduit a un point. Dans ce
dernier cas,.en rémplacant la situation (XcW,f,V>Y) par la
situation (Xx YcWxV,fx idv,_VxVDA), ol A est la diagonale
de VxV , on se raméne au cas (4) ol Y est un plan ne rencon-
trant f(X) qu'en un point. De m&me, dans le cas (2), en

rajoutant 3 la figure un plan 2 contenu dans Y et "transverse"

~

& f(X) , on se raméne, utilisant la propriété de transitivité

II.4, au cas (4) que nous allons enfin traifter,

Lemme 8. Soient E un espace de Banach, 7 1la projection

de C%x E="F sur E » X un germe & l'origine de sous-ensemble
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analytique irréductible de F , tel que la projection nIX soit
finie, Y un plan de E , passant par l'origine, de dimension
égale 4 la codimension de n(X) , et tel que O soit isolé

dans 7w(X)NY , Alors, on a 1'égalité
-1
p(X,m 7(Y)30) = u(n(X),Y;0) v(X,m) .

Démonstration : Les multiplicités d'intersection qui interviennent
I1.3. On voit facilement qu'il
existe une paralléle D & Y
coupant =w(X) transversalement en
p(r(X),Y;0) points, soient Ai .

et telle de plus que toutes les

fibres ﬂ_l(Ai) coupent X transe

X .
m(X) versalement en v(X,m) points,

Une multiplication donne alors le

nombre d'intersections (qui sont transverses) de X et n-l(D) o

Remarque, Au cours de cette démonstration, nous avons rencontré
une situation de projection (2) que nous ne nous étions pas
proposés d'étudier, Nous allons la décrire dans une forme plus
générale, sans toutefois donner de formule, pour ne pas ennuyer
le lecteur,

Soient V, W deux variétés analytiques banachiques, f
une application analytique épidermique de V dans W , X un
sous-ensemble analytique irréductible de codimension n de V
Y un sous-ensemble analytique irréductible de W , de dimension
pyn . Alors, la contre-image f-l(Y) est un sous-ensemble
analytique de dimension finie de V . Si nous supposons flx
propre, f(X) est analytique (de codimension finie) dans W , et
f(Xr\f-l(Y)) est analytique de dimension finie dans v » On peut,
avec des hypothéses sur les dimensions et des multiplicités,
comparer f£(X)NY et £(XA£E(Y)) .
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Une autre situation intéressante est celle ou X est un
sous-ensemble analytique de dimension finie de V 9vl'a.pplica.'c.ion
f n'étant plus nécessairement épidermique, mais étant toujours
de restriction & X propre ; nous prenons dans ce cas Y de
codimension finie dans W , Si l'on sait que f(X) est analy-
tique de dimension finie dans W , on a encore envie de comparer
£(X)nY et £(XAf 1(Y)) . Meis 1'analyticité de f(X) ne semble
pas évidente en général, Le but de la deuxiéme partie de ce
chapitre est de la démontrer dans le cas ol W est une variété

hilbertienne,
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Exposé n° 9 : IMAGE DIRECTE D'UN ESPACE ANALYTIQUE DE DIMENSION
(chapitre IIIbis) FINIE DANS UNE VARIETE DE DIMENSION INFINIE

Définition : Soit W wune variété analytique banachique. Nous

dirons qu'un sous-ensemble analytique A de W est de dimension
finie si, localement dans W., A est un sous-ensemble analytique

d'une sous=variété analytique de dimension finie de W(llo

Nous voulons démontrer le :

Théoréme. 1 :

assertion 1 : Soit f une application analytique

propre d'une surface de Riemann V dans une variété an;lytique
banachique W ., Alors; f£(V) est un sous-ensemble analytique de

dimension finie de W ,

assertion 2 (resp, 3) : Soit 'f une application

analytique finie (i.e., fermée et telle que la contre-image de tout
point soit finie) (resp, propre) d'un espace analytique V de
dimension localement finie dans une variété analytique hilbertienne
W . Alors, fl(V) est un sous-ensemble analytique de dimension

finie de W .

Les sous=ensembles analytiques de dimension finie
d'une variété analytique banachique peuvent aussi bien &tre définis
“comme étant localement la contre-image d'un point par une appli-
cation analytique épidermique & valeurs dans un quelconque espace
de Banach j; ce quil nous renseigne sur le comportement de tels sous-

ensembles par images réciproques par des applications épidermiques,

L'assertion 2 donne une réponse partielle sur leur comportement par

images directes,

(1) Cette définition paralt plus restrictive que celle donnée par
Douady ([l] page 28), Elle est cependant équivalente, comme nous le
montrons dans l'appendice 2,



llous allons d'abord démontrer la proposition :

Prorosition 2 : Soit f un germe d'application analytique

de € (resp. d'un espace analytique X de dimension finie) dans un
espace de Banach E (resp., dans un espace de Hilbert E ), tel que
0 soit 1solé dans f-lf(O) « Alors, 1l'image de f &est contenue

dans un germe de sous-variété analytique de dimension finie de E ,

L'hypothése de propreté (0 1isoclé dans f-lf(O)) est bien siir
inutile lorsque f est fonction d'une seule variable (pour f£=0 ,
la conclusion est encore vraie!): Montrons sur un exemple qu'elle
est nécessaire lorsque f est une fonction de plusieurs variables :
Al'image du germe f d'application de e dans ng(c), qui, au
couple (x,y) , associe la suite (x, xy, xy2, «os) n'est contenue
dans aucune hypersurface analytique réguliére de l'espace-but, En
effet, toute fonction ¢ analytique scalaire sur zz(m) qui
s'annule sur l'image de ¢ a nécessairement une dérivée 4 l'origine
nulle; ce que l'on voit en considérant les coefficients des termes

en xy> du développement en O de ¢ o T

Indiquons toutefols une traduction d'un résultat de Douady
([1] page 63) : s1 f est n'importe quel germe d'application ana-
lytique d'un espace analytique de dimension finie X dans un espace
de Banach E , il existe un sous-espace vectoriel fermé F de E ,
de codimension finie, tel que f(¥) ne coupe F gqu'en O.. Ce
résultat permet (mais ce n'est pas nécessaire) de se ramener pour
la démonstration de la proposition 2 au cas ou X est lisse, En

effet, on en déduit 1le

Lemme 3 : Soient Xc:(Cn ur germe d'ensemble analytique, f
un germe d'application-analytique propre de X dans un espace de
Banach de dimension infinie  E' ., Alors, 11 existe un prolongement

g de f en un germe d'application analytique propre de ¢" dans

=1

Démonstration : Scit ¢ wun mrolcrgemert cuelcongue de £ a €



il existe un sous-espace F de E de dimension infinie tel que
$(¢®)NF = 0 , D'autre part X peut &tre défini dans €° par un
nombre fini d'équations scalaires, donc par une application analy-

tique ¢ de ¢ dans F . On peut prendre g=¢+y ,

La premiére étape de la démonstration de la proposition 2, et
c'est d'elle seule que proviennent les restrictions de 1'énoncé,
consiste en la construction d'une suite Ai de formes linéaires
continues sur E , d'une suite e, de vecteurs unitaires de E ,

et d'un voisinage K de O dans X tels que :

1°) pour tout couple (i,j) , Ai(ej) soit égal & Gij ;

2°) pour tout point 2z de K , f(z) soit somme de la série

1l A (£(2)) ey
1=1 o
3°) la série Y sup |r.(f(z))| soit convergente
1=1 zekK 1

I1 suffit évidemment d'étudier le cas ou X est lisse

(d'ailleurs, l'hypothése de propretéd n'intervient pas ici).

CAS "une variable" : Considérons la suite croissante Ei des sous=

espaces de dimension finie de E engendrés par les J premiers
vecteurs dérivées de T 3 les espaces Ei sont indexés par leur

dimension, Nous prenons pour ey n'importe quel vecteur unitaire de

El 3 supposant que nous ayons choisi €13000y en et Al,.oo,xn_l ’

nous allons donner un choix possible de e +1 et An « Soit oy
une forme linéeire sur E , de norme 1, prenant la valeur 1 sur le
vecteur e - Appelons An la forme linéaire de noyau

E 1 @ (ker A

e, Prenons pour

N oo N ker Anﬂl(\ker un_) prenant la valeur 1 sur

€41 un quelconque vecteur unitaire de

1

zer Al NN ¢oo N ker Anr\En+l

Pour vérifier 3°, il nous faut d'abord remarquer que, si X appartient

a En . 2 |Aj(X)|.$2n“XH » Appliguant en effet up a 1'égalité
J=1
définissant A_(X) , nous trouvons

. La condition 1° est facile 3 vérifier.

up(X) = 2 AL (X) “p(ej) + Ap(X) ;
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d'ou

dfou

2, (x)] < 2P=dix|l ...,

-]

et le résultat en vue. Soit maintenant 2 ej 29 le développement
J=1
i l'origine du germe f ; il est absolument uniformément convergent

dans un disque de rayon R . Dfautre part, il est certain que ej

appartient a Ej . Donc,

©0

I sup Dy(ean] < 1 Dyle)] of g

. L, 1 2legl e
i=1 |z|<p 1,J J

e~ 8

1

La condition 3° est donc vérifiée si nous prenons pour K le disque

de rayon R/2 . La validité de 2° provient d'uns simple interversion

de sommatiocns.

CAS "plusieurs variables" : On ordonne les vecteurs dérivées de f

de fagon compatible avec le poids de la dérivation, et on définit
les esapces E., comme précédemment, L'espace E ¢&tant hilbertien,
on prend pour e une base orthonormale adaptée au drapeau Ei N

et pour A, la "projection" orthogonale d'image Gei., Si f est

une fonction de n variables, le vecteur dérivée ej 3 appar=
‘tient siirement & E 0 On a donc 1 n
3]
T Ias (e, )]s 3P e, |
i=1 1 Jlooan Jlooan

Le méme calcul que précédemment montre que, si (al,.oo,an)' est un
point ou la série de Taylor de f converge absolument, on peut prendre

pour K wun polydisque de rayon p strictement inférieur i minlailo

Cette étape franchie, notons toujours Ei le sous-espace de

dimension 1 de E engendré par €1roces, 3 appelons Fi
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l'intersection des noyaux de _Al,.,,,ki , qui est un supplémentaire

de Ei ; soit enfin fi(z) la fonction Ai(f(z)) et ¢i(z) 1'appli=-
cation de X dans E; de coordonnées fl(z)"°"fi(z) » A partir
d'un certain rang I , le morphisme ¢i est fini : en effet, la suite
des germes ¢;l(0) = f“l(Fi) de sous-espaces de X est décroissante
et a pour intersection O (bien.que'(\Fi ne soit pas nécessairement
réduit & O). Le théocréme de préparation [5] nous enseigne alors que

: ¢; fait de O (anneau des germes de fonctions analytiques sur X)

X
un Uﬁ -module de type fini., Pour jJ plus grand que I , la suite
I
des ¢; GE s qul est une suite croissante de sous—O’E -modules de
J I

UX y, stationne donc & partir d'un certain rang, soit J . Appelons

ah(fl(z),...,fJ(z)) , pour h compris entre 1 et ¥ | un systéme
de générateurs de ¢§ Oi sur l'anneau Oﬁ «» Ce qul précéde montre
J I

gue, pour n plus grand que J , on peut écrire

Z)) a (f (Z)’ s 0 ¢ ] fJ(Z)) []

oy
£ (z) = Z a (£1(2) 5 oue y £

ou les di(yl,...,yI) sont des germes de fonctions holomorphes

sur EI .

Hous voyons ainsi que, si nous savons bien choisir les coef-

ficients a? s, nous pourrons enfermer l'image de < dans le graphe

[%3

d'une application analytique de EJ dans FJ . Renvoyons & l'appen=-

dice pour un traitement spécial du cas "une variable"., Pour le cas
général, faisons d'abord quelques commentaires sur la topologie
"canonique" de Jurchescu [6] , dans le cas particulier du corps des

(1)

complexes .

Sur 1'algdbre C[[xl,o»n,xn]] , Jurchescu définit la "norme"

| "a associée au poly-réel (1e(mr)n :
m m
1
foll, = T, loglag® wen an®

mel

(1) Je remercie M, Henri Cartan d'avoir attiré mon attention sur cet
article, Ma premiére démonstration, plus lourde, utilisait un théoréme
de noethérianité de Frisch [2].
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Si-nous appelons Aa l'ensemble des séries formelles o telles gue
Nc“a soit fini, A, muni de.la: norme I “a » €5t un espace de

Banach, La limite inductive des Aa (pour l'ordre naturel sur les

¢ , et vu les applications naturelles entre les Au ) dans la caté-
gorie des EVTLC a pour espace vectoriel sous-=jacent Un-ﬂ C{leo,xn}o
Une-autre solution-pour topologiser 05 est de le considérer -comme
limite inductive des espaces de Banach B(K) , oi K est un poly=-

n

disque centré & l'origine. de € , La formule de Cauchy permet de

démontrer-que les deux topologies ainsi obtenues sur 6; coincident,

Si maintenant nous voulons topologiser Gk p-od X est un germe

d'espace analytique, nous plongerons X dans un ¢" ; 11 sa'ensuivra

une surjection de. Uh sur Sk.,,et.nous munirons ce dernier de la

topologie quotient de @ (le résultat étent indépendant du plone
gement choisi), Le corolleire V.B.h de [hj montre que cette topo=
logie sur ¢, est aussi la topologie limite inductive des B(K)

X
suivant les voisinages compacts K de O dans X ,

Dans la situation qui nous occupe, U& admet une topologie

propre, et aussi une topologie comme €, ~module de type fini,
-JI
iequelle est & priori plus fine que la premiére, D'aprés le théoreéme

du graphe fermé pour les limites incductives (non nécesseirement
strictes) d'espaces de Banach [8],'ces deux topologies coincident,

Il s'ensuit que, sur ¢3(6ﬁ ) , la topologie de Hé =smodule et la
J

I
topologie induite par 6& coincident, D'aprés le théoréme 3.1 de
L6], l'épimorphisme a de (Uﬁ )H sur ¢§(U§ ) , résultant du choix

I J
d'un systéme de générateurs, admet une section s , de coordonnées

g, » continue. Les germes f (n>J) @étant définis sur un méme
voisinage compact K de O dans X , les germes ah(fn) geront
définis sur un mime polydisque A' de E. , Soit & un polydisque

I
de EJ ,» oU les germes &y, soient définis, et dont la trace sur EI
soit contenue dans A4' ., Considérons la fonction scalaire
H

8p(¥yseoeayy) e th 5p () (Tyoeoeoyy) oy (ypoceesyyd o
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Nous avons

suplgn(y)l < C Sup‘fn(X)l ’
yel xeK

ol la constante C ne dépend pas de n , Il s'ensuit que la série

G(y) = ] e (y)e

n=J+l 0 n
converge absolument uniformément sur A {cf. condition 3° de la
premiére &tape) et définit un germe d'application analytique de EJ
dans FJ dont le graphe contient 1'image du germe f (ecf, condition
2°),

De la proposition 2, nous allons déduire facilement les asser=-
tions 1 et 2 , Pour l‘'assertion 1, soit y wun point de f(V) . Sa
contre-image est la réunion d'un nombre fini de composantes connexes

compactes de V et d'un ensemble fini (Xi) . La propreté

i=1 o
de f entraine que les points assez voisinslde9°§ :qs'ils sont dans
l'image de f , ne peuvent provenir que de points voisins des Xi o
Montrons par récurrence que la réunion des images de petits voisinages
Vi de Xi est contenue dans une sous-variété de dimension finie de

W : soit Ww wune sous=veriété contenant f(Vl)&)ooo\)f(VP) » Par

un automorphisme local de W 4, nous pouvons supposer que w est un
plan 3 soit ® 1la projection paralléle & ce plan, L'application

T o £ de Vp+l dans "W/w" a son image contenue dans une sous-variété
v dont la contre~image par ® est une sous-variété de W contenant

f(vl)LJ...LJf(vp+l) .

Un tel raisonnement n'est plus valable pour l'assertion 2, car
1'application n o, f pourrait alors n'€tre ni nulle, ni propre., Il
nous faut montrer que la réunion de deux sous=variétés de dimension
finie passant par l'origine d'un espace de Hilbert E est contenue
(localement) dans une sous-variété de dimension finie de E . Soit

n AL
-3 E et w Gp -3 E des cartes des deux sous-variéeteés,

n+p

v : C
Dans (€ s, considérons le sous-ensemble analytigue

r=¢"xovoxe? , La Juxtaposition de v et w donne une application
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¢ de I dans E 3 ¢ est analytigue (induite par exemple par
v(x) + w(y)) et propre. D'aprés la proposition 2, l'image de ¢
est enfermable dans une sous-variété de dimension finie (bien que
ce ne soit pas forcément le cas de 1l'image de l'application

vix) + w(y) ).

Indiquons une autre conséquence de la proposition 2, qui répond

4 une question de M, Remmert :

Proposition 4 : Soit £ wune application analytique d'un ouvert

V d'un espace de Banach dans un espace de Hilbert W , transformant
l'origine en l'origine, Supposons que les fibres de f soient
purement codimensionelles de méme codimension n ., Alors, il existe
un voisinage de lforigine dans V dont l'image par f soit analye
tique de dimension finie (précisément n ) dans un voisinage de

l'origine de W .,

Démcnstration : Ramenons-nous au cas ou la dimension de V est finie,
qui est quasiment traité dans [T], Soit S un plan de V , de
dimension n , ne rencontrant f-l(O) qu'en 0 (on restreint éven-
tuellement V ), L'application fIS étant a fibres discrétes, le
germe d'ensemble f{S) est analytique de dimension finie n . Nous
allons montrer que f'lf(S) est le germe de V tout entier : c'est
un germe analytique et, s'il n'était pas V entier, il existerait

une droite T ne le rencontrant qu's l'origine. Or, considérons
l'application f restreinte &8 8 ® T , Ses fibres sont & priori

de codimension au plus égale & n en tout point, mais, étant donné
un point x de S @® T assez voisin de O , le paralleéle & S mené
par x rencontre f'l(o) suivant un ensemble fini non vide, donec
toute autre fibre de f suivant un ensemble fini, et f-lf(x) est

de codimension en Xx au moins égale &4 n . Appliquons le résultat
classique & fls<9 7 f"lf(s) contient S @® T , ce qui est contraire

au choix de T ,

On peut remarquer- que l'hypothése faite dans la proposition Y
entraine que le rang de f est borné par n , cette borne étant

atteinte, Mais une hypothése de rang borné sur f ne suffit pas pour



sonclure,

L'outil essentiel pour ia démonstration de l'assertion 3 est le

théoréme suivent sur les revétements :

S

Proposition § : Soit E'X'E' un bidisque d'un espace de Hilbert,
oiu E' est de dimension finie »n 3 appelons = la projection
canonique de E sur E' , Soit ¥ un fermé de E , localement
compact, tel que R}X soit une application finmie de X sur E*' ,

Supposons gu'il existe un- sous-ensemble negligeable A de E' tel gue =n
soit un revétement de X-n'l(A) sur E'<A . Supposons en outre gue-

- -1 .
X l(.’:‘u‘i soit une sous«<variété anelyticue de E«n “(A) et soit

;

dense dans X , Alors, X est un scus-ensemble analytigue de E de

dimension finie {précisément n ),

Démonstraticn : D'aprds un théor2me de CGrauert et Remmert [3], X

peut €tre muni d*une structure 'E d'egpace-analytique de dimensicn
n , dont la topclogie sous-jacente soit celle initialement dounée
sur ¥ , et qui prolonge la structure:analytique donnée sur X-ﬂ-l(A).

A -

Les fonctions holomorphes sur X sont les fonctions continues dont
la restriction & X-n-;(A) est holomorphe, D'aprés un lemme de
Bungart [O], l'injection canonique de f' dans E est donc une
application analytioue, et son image est de dimension finie d'aprés

l'assertion 2,

Remargue * Si n=1 , et si A est "mince", la conclusion vaut
s1 E est un bidisque d'un guelconque espace de Banach : A est

4 . . t : . s a2 P i
nécessairement un point, l'origine par exemple. Considérons séparée-

o

ment les composants connexes ( E' ayant été suffisesmment rapetissé

elles sont en nombre fini) de X-n"l(o) : soit 2 1l'une d'elles,

et k le degré du revétement @ I, E'20 ., I1 existe un voisinage

U de 0O dans € et une fonction continue £ de U«0 dans X
telle que 1 o, £(z) = zk . Cette fonction est nécessairement holo-

rorphe et bornée : elle se prolonge en une fonction holomorphe sur U
dont l'iiLage est X~ ( u moins en iant que germe), L'assertion 1

donne alcrs le résultat.
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(1) de

Pour démontrer maintenant l'assertion 3, il suffit
recopier la démonstration des pages 163-165 de [4]. I1 nous faut
toutefois étendre le résultat (b) : seit X un espace analytigque
de dimension pure n , et de dimension holomorphe k , Soient F
une application propre de X dans un espace de Banach E , et V
la fibre F’l(O) . Nous voulons montrer qu'il existe une application
linéaire A de E dans Gk telle que V soit ég2l 2 (i F)"l(O)
(au moins dans un certain voisinage de V )}, Pour tout point x de

X
codimension finie de E tels que VAU = FT'(E)NU, . La fibre ¥V
étant compacte, nous la recouvrons par un nombre fini de Ux et
trouvons ainsi un voisinage 9 de V et un sous-espace P de
codimension finie de E tel que VNQ = F'l(P)(\Q . En considérant

. . e s t
la composée de F et d'une application linéaire de E dans un € ,

V , i1 existe un voisinage Ux de x et un sous-espace E de

de noyau P , composée qui est propre au moins si on la restreint &
un voisinage convenable de V , nous nous ramenons pour notre probléme

au cas traité dans [4].

Appendice 1:Majorations de la proposition 2 dans le cas d'une
variable.
Lorsque X =-C , on peut toujours prendre (sauf si f est nul), I

égal 3 1 . Les ©O_ -modules O, et ¢. O sont alors libres.
El X J EJ

Choisissons un systéme de générateurs a,_ indépendants, Nous allons

h
voir que les majorations désirées sont automatiquement réalisées. Par
un changement de variable & la source, nous pouvons toujours supposer

que fl(z)--vaut zk » Alors, H est inférieur ou égal & k ., Soit p

une racine - k"¢ primitive de-1*unité. Désignons par Ah(z) le
germe ah(zk, f2(z),oo., fJ(z)) , et plagons-nous une fois pour
toutes dans un disque de € ol toutes les fonetions fn(z) et Ah(Z)

soient définies. Nous cherchons 3 résoudre le systéme d'équations

(1) f(")-iii (z) A (p'z) <lsk
n p z) = L Bh 2 plP 2 1g2s

(1) T1 vaut mieux encore suivre la démarche du chapitre T de [T7].
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Ce systéme admet, quel que soit le paramétre =z , une solution

(puisque les Ah engendrent- ¢§ ch sur Gﬁl ). Montrons que, pour

z non nul, cette solution est unique, Aucun coefficient de La ma=
trice [Ah(pzz)] n'est nul pour z différent de O  assez petit,
Supposons pour fixer les idées que le déterminant formé par les m
premiéres lignes et colonnes soit non nul au voisinage de O , et

que tous les déterminants d'ordre -supérieur soient nuls. Il existerait
un unique systdme de coefficients, fonctions méromorphes de =z , tel

que

I 8

e, (z) Ah(pzz) lsf<m

L
Am-'-l(p z) = h

h=1

Les mémes égalités, avec les mémes coefficients,; auraient nécessai-
rement lieu pour m+lsf<k ., Les fonetions cy seraient donc en
. . k . . 2 .
réalité des fonctions de =z , et, en multipliant 1'une des égalités
. k . .
par une puissance convenable de =z , nous aurions une relation entre

les Ah(z) 4 coefficients dans ¢; Oﬁ , ce qui est contraire a
1

l'hypothése d'indépendance des A, . Le systéme (1) admet donc une
solution ‘unique pour tout 2z non nul (essez petit), Les coefficients
Bh(z) sont 'a priori les fonctions méromorphes de 2z , mais 4 pos=
teriori des fonctions holomorphes de 2% prolongeant les germes
dh(zk) (puisque" £ est engendré comme germe par les Ay ). Les
formules de Cramer nous disent que Bh(z) s'exprime comme gquotient
d'un polyndme en fﬁ(pzz) et Ah(pzz) par un polyndme en les
Ah(pzz) ne s'annulant (au plus) qu*a l'origine; Ceci donne une
majoration de fn(z) sur un cercle centré & l'origine, ce qui, avec

le principe du maximum, permet de conclure,

Appendice 2 : Equivalence de deux définitions des sous-ensembles

analytiques de dimension finie d'une variété banachique.

Soit E un espace de Banach, et X un germe d l'origine de

sous~ensemble analytique de dimension finie au sens de Douady,
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c'est=8-dire muni d'un modéle M =i#-, o M est un germe de
sous-ensemble analytique & l'origine dfun C° , Réalisons M dans
son espace tangent de Zariski : soit =£#-T cette réalisation., Puis,
prolongeons ¢ de fagon arbitraire en une application analytique

y de T dans E , Puisque M est un modéle, l%application

est surjective, L'application

¢, ¢ Der Oh —> Der Uﬁ

est donc injective, et, l'application i définie de méme étant

bijective,
v, : Der 0% — Der Of

n'est autre que ¢(0) 3 ¢(T)

est donc un germe de sous=-variété de dimension finie de E , qui

est encore une injection. Or, ¥,

contient X ,
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Exposé n® 20 : DESCRIPTION DE L'ANNEAU DE COHOMOLOGIE DE L'ENSEMBLE
(chapitre IV) DES OPERATEURS A INDICE D'UN ESPACE DE HILBERT COMPLEXE,
par Gabriel RUGET,

on sait [4] [7] que 1'ensemble des opérateurs & indice
d'un espace de Hilbert complexe de dimension infinie, muni de
la topologie de la norme, est un classifiant pour le groupe
unitaire infini, Nous reprenons toutefois a4 zéro 1l'étude de
l'anneau de cohomologie entiére de cet espace, dans le but
d'en obtenir une interprétation plus concreéte,

Soient E un espace de Hilbert complexe de dimension
infinie, et Qi l'ensemble des opérateurs d'indice 1 de E
(Qi est un ouvert connexe de L(E)) (*)o Nous noterons Q?
(respo V?) l'ensemble des opérateurs d'indice i dont le
noyau a une dimension au plus &gale & n (resp. une dimension
égale & n)., Ee complémentaire dans Q, de Q? (qui est
ouvert) est V?+1 . Les Q? constituent une filtration crois-
sante de Qi , que nous allons utiliser pour déterminer la
structure additive de la cohomologie entieére de cet espace

(nous nous limiterons en fait a l'étude de Qo , pulsque tous

les Q. ont le méme type d'homotopie).

n c sz .
Lemme 1 ¢ Vi est une sous-variété analytique complexe

-

) . . n
de Qi , de codimension n(n-i). ; son adhérence Vi est un

joli sous=-ensemble analytique de Qi o

-, o - n o o
Démonstration : Soit f wun élément de Vi . Cholisissons une

décomposition directe Ker f ® A de l'espace-source de f |

et une décomposition B ® Im f de son espace-but, de fagon

(%) Nous appelons indice d'un opérateur f 1la dimension du
noyau de f diminuée de la codimension de 1'image de f .
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' . oo s . .
d représenter f par une matrice (o 6)9 ol § est inversible,
Las opérateurs voisins de f s'écrivent dans les mémes
sy s a b . .
décompositions g = ( s oi d est inversible, et oi a
c d

est une matrice & colonnes et n-i 1lignes, Les opérateurs

e SIS

g appartenant & V sont ceux qui satisfont l'équation ana-

lytique

a -bd"le =0,

dont 1l'équation linéaire tangente au point £ est a=0 ,
Quant aux opérateurs g voisins de f et situés dans V?
(pour =n2p2i) , ce sont ceux qui satisfont lés équations ana-
lytiques

1l

rang(a = bd "e¢) < n-p .

Cohomologie de la variété V?‘: Appelons gp la Grass=

manienne des p-plans complexes de E ; c'est une variété
analytique banachique, dont l'anneau de cohomologie entiére

est un anneau de polyndmes en des variables ,cl, coo cp de

poids respectifs 2, s0. , 2p 3 le rang de st(gp) est donec
égal au nombre np(s) de partitions (non ordonnées) de S

en entiers inférieurs ou égaux & p (ce qui est aussi égal
au nombre de partitions non ordonnées de S en p entiers
ou moins), La variété V? est fibrée sur § x ¢ _. par
l*'application qui, & un opérateur, associe son noyau, et
l'orthogonal de son image, La fibre-type de‘cet%e'fibration
est l'espace des automorphismes d'un espace de Hilbert : elle
est contractile [6]9 et l'anneau de cohomologie de V? est
égal 4 celui de Gn® Ypoi o c'est-d-dire, d'aprés le théoréme
de Kiinneth, & un anneau de polynSmes en des variables Cyo oo
se 5 Co g ci, ceo o c;Pi de poids respectifs 2; ses 5 2D, 240

soe o 2(n=i) , En particulier, le rang de HQS(Vn) est

o$§$s n (a) 7 (8=q) .
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Proposition 2, La cohomologie entiére de Qo est nulle

en degrés impairs. Le groupe Hes(no;z) est libre de rang
7(s) = n_(8) . Il en va de m&me pour les groupes d'homologie
entidre, dont les groupes de cohomologie sont exactement les
duals.

La derniére assertion découle évidemmeht des premiéres et
de la formule des coefficients universels, Le fermé V° de @
(nous omettons désormais l'indice o) étant de codimension
topologique 2n° , le groupe HP(2?) est constant pour
q>»Vp/2 , et égal & 1P (o) . Ecrivant, dans l'ouvert a9

suite exacte de cohomologie & supports dans VI , utilisant

s la

l'isomorphisme "de Gysin" et le résultat qui précéde sur la
cohomologie de ve » nous trouvons, par récurrence sur n ,
que la cohomologie de 9"  est nulle en degrés impairs, et que
2S(Qn)

le groupe H est libre de rang

"p(Q) WP(S-pQ-Q) o Il ne reste plus qu'a vérifier

o<p<n
0£q€8=p?
l'égalité
AN 2
r (8) = | ﬂp(q) ﬂp(S-p -q)
0sPya

Le premier membre est le nombre des fonctions d'entiers, 2
valeurs entiéres, décroissantes au sens large, dont la somme
des valeurs soit S ., Nous asso=-

cions & une telle fonction x la

" . . -~
X partie Dx de m+x ER+ située

’ "au-dessous de son graphe" (pour

e préciser ceci, indiquons que la
/ . .
) y x! zone hachurée sur le dessin cor-
S/
2z

' respond & le fonection de valeurs

—— L

b . successives Ty 5, 5, 2, 2, 1, Osa),

dont la surface est S . Soit P,

’

le c¢8té du plus grand carré s'ap-

figure 1 puyant sur les axes de coordonnées
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et contenu dans Dx o Otant ce carrg, on disconnecte Dx en

deux régions de surface gq et S-px-q qui permettent de définir
deux fonctions d'entiers 4 valeurs entiéres inférieures ou égales
a Py décroissantes au sens large, et d'intégrale gq et
Sépiéq respectivement (pour le dessin, px=3 et ces fonctions
sont 2, 2, 1, O,v00o et 3, 3, 1, 1, Oy0s.) ; soient x' et x"

ces deux fonctions. La construction que nous venons de décrire

étant réversible, 1'égalité est démontrée,

N.B. Rappelons que ﬂo(n) est nul pour n>0 , et que np(o)

vaut 1 pour tout p)0 .,

Nous appellerons désormais X 1l'ensemble des fonctions de
IN* dans [N décroissantes (au sens largef, asymptotiquement
nulles. I1 est muni de l'involution qui, & la fonction X ,
assocle la fonction X telle que les ensembles de points situés
au~-dessous des graphes de x et &£ (dans WN*x IN¥) soient
symétriques par rapport i la diégonale. Nous désignerons une
fonction de X par la suite des valeurs non nulles qu'elle prend,
entre parenthéses, Ainsi, (n)”"= (1, 1;00.5 1) (n fois 1),
symbole que nous écrirons sous la forme abrégée (n) . Nous
noterons I(x) la somme des valeurs prises par la fonction x ,
L(x) 1le cardinal du support de x ,

Prenons une fonection xeX , et, dans l'espace E , deux
suites de sous-espaces fermés F. c seseFpiiy 0 Gy cao Gy o

1

avec dim Gi = g, o i-x(1i)¢ By < codim Fi = x(i)-i+gi o Soit

i
K(Fi,Gi) le sous-ensemble de () formé des opérateurs f tels

que, pour tout 1 , on ait
aim (£7Y(6,)NF, > i
i i

Proposition 3. K(Fi°Gi) est un joli sous=-ensemble analytique

complexe de Q , de ecodimension I(x) . La classe de cohomologie
entidre, de degré 2I(x) , représentée par K(F,,C.) ne dérend

que de la fonction x . Nous la noterons [x] .
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Démonstration : Pour la premiére assertion, le seul probléme est

oD ooOOSOmoe

de calculer la codimension de

K(Fi°Gi) s quil est une réunion

Y localement finie de sous-variétés

I analytiques, Nous allons étudier,

x(2)  sur le dessin ci-contre, ce qui

i, \\\‘ \\<i: ;X(l)se passe (dans le cas L(x)=2)
' \\\\ ' : au voisinage d'un opérateur
S\\\\\\\ S 3 A feaK(FioGi) situé dans une nappe

de codimension minimum, c'est-i-

dire tel que la dimension de

N\ «~1f , b f’l(Gl)(\Fl soit 1 (choisissons
\~_,_~v,—EL£? un veecteur non nul A de cet

1 Fl espace) et que la dimension de

\\N-————~;;“=—~"’ f_l(G2)f\F2 soit 2 (choisissons

un vecteur B qui, joint & A
engendre cet espace ; sur le
dessiny B semble encore €tre contenu dans Fis mais ceci n'in=
tervient pas en fait dans le calcul), Représentons f par une
matrice : la colonne donnant l1'image de A (resp.B) est nulle
au~-dessous des lignes correspondant & Gl (resp.Gz) o et les
"earrés" hachurés représentent des opérateurs inversibles, Pour
exprimer qu'un opérateur g voisin de f possdde les propriétés
dim(g'l(Gi)r\Fi) = i , on écrit que les deux opérateurs repré-
sentés par les matrices encadrées de lignes fortes ont un noyau
de dimension 1 : on procéde pour cela comme dans le Lemme 1, et
on obtient autant d'équations (tangentiellement indépendantes)
qu'il y a de cases noircies,

Dans la deuxiéme assertion de la proposition 3 , il est
évident que la classe [K(Fi°Gi)]Q ne dépend que de la fonction
x et de la suite 85 choisie. Si nous appelons Q(x) 1l'unique

nombre entier vérifiant les inégalités

Qlx) - x(Q(x)) <0, Q(x)+1 - x(Q(x)+1) >0 ,
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la plus petite suite g, convenable est By = ee0 = gQ(x) =0 ,
et g; = i=x(i) pour i plus grand que Q(x) (nous appel=-

lerons Zl(x) cette suite), Soit Xk un entier compris entre 1
et L(x)

associée

; nous allons montrer que la classe de cohomologie

d une fonetion xeX et & une suite 8; convenable

pour x est la méme que la classe associée a x et a la suite

{glpooo’gk=198k+lgooo°gL(x)+l} . Ceci entrafnera évidemment le

résultat final, Traitons, toujours & l'aide d'un dessin, le

cas L=2 , k=2 , Soient Fl” F,s Gy, G,, des espaces relatifs

i la suite {g1982} » Lorsqu'on passe & la suite {gl,g2+l} »
v ] N T =

— 19 F29 G19 G2D ou G2 G2 @ A,

F, = Fé ® B, Si f est un opérateur d'indice nul représenté

par une matrice comme ci-contre, la colonne donnant f(B) est

ils sont remplacés par F

formée d'un nombre o(f) (la composante de f(B) sur A ) et
d'un veeteur B(f) ; nous appellerons y{(f) 1l'opérateur

représenté par le reste de la

o (f)
iﬁf [T T T TTTTTT TR matrice. Dire qu'un opérateur
{ f appartient & K(FigGi)
4, _f////f ,// équivaut 3 dire que le noyau
R4V 4 . . .
i ¥ / ////’ /] | de la matrice hachuré oblique-
//:/ ment (resp.verticalement) a
| % / 4 / : une dimension au moins égale &
’// //// / i 1 (resp.2), Dire qu'un opéra-
3 a8 9 9
/ // /// ; teur f appartient & K(Fi°Gi)
i ; équivaut 4 dire.que le noyau
TN AYIAN , ~e oy
/ /// / de la matrice hachuré oblique-
14 ‘é*")"ﬂ%+ ment (resp.encadré) a une
~— ¥y B dimension au moins égale & 1
Fy (resp.2)., Considérons 1l'appli=-

cation affine T de @, dans lui-méme qui, & f , associe
l'opérateur représenté par la matrice (Y(f)l%) . On voit
facilement que T"l(K(Fi,Gi-)') est &gal & K(F},G!) , et on
vérifie sans difficulté la condition de transversalité de la

proposition II,1 , On a par conséquent
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ey, = (0],

Mais 1'application T est homotope & 1l'identité de @ (on peut
prendre une homotopie "affine"). La proposition 3 est donec
démontrée,

Faisons quelques commentaires sur les différents sous-
ensembles analytiques de R que, nous avons proposés pour repré-
senter une méme classe [x] . Quatre d'entre eux nous semblent

particuliérement simples <

1° = Celui qui correspond & la suite 21 : reprenons la
figure 1, représentant le graphe d'une fonetion x . Le nombre
que nous avions appelé Py 8 l'occasion de la proposition 2
est égal 4 Q(x) . On se convainc facilement que K(x,gl) est
l'adhérence d'un sous-ensemble analytique M de VQ(x : les
opéréteurs de M sont tous ceux dont le noyau (qui appartient &
QQ(x) ) satisfait certaines conditions correspondant & la

"

A
fonetion x et dont le conoyau (qui appartient aussi

$ax))

-
a
A 3
x' , Si

satisfait d'autres conditions données par la fonetion
alors nous reprenons la démonstration de la proposition 2 en
pensant & la description habituelle [l] de la cohomologie

d'une Grassmannienne, nous trouvons que les classes [x] (xeX)
engendrent librement le groupe H (9:Z) . Nous remarquons aussi
que la cohomologie entiére de Q est égale & la limite projective

de la cohomologie de ses sous-espaces compacts,

2° - Soit 22 la suite {g;=i} . L'ensemble K(x,fz) peut
8tre décrit de la fagon suivante : soit LR suite de pro=
Jections orthogonales de E , le noyau de L. ayant pour dimen=-
sion n et contenant le noyau de LR K(x,zz) est l'ensemble

des opérateurs fe 2 tels que
dim Ker(wn o £ o wp)> n+p

pour tout couple (n,p) appartenant & la région Dx située
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au~dessous du graphe de x .

39 - Soit 23 une suite constante {gi=g7>L(x)} : alors,
K(x,is) est 1l'ensemble des opérateurs fe tels que la contre-
image par f d'un plan fixe de E , de dimension g , décrive
le sous=-ensemble analytique W de gg formé des plans P tels

que
dim(P(\Fi)z‘i pour 1i=l,c0098

ol F. est de codimension x(i)=i+g . Nous désignerons W par
le symbole [x]g (avec les notations de [1] , ce serait le
symbole [N-x(1),¢006,N=x(g)) , ol N=eo),

4° - On pourrait enfin (ce serait une situation "duale" de
la précédente) considérer les suites Zh du type {gi = x(i)=i+g}
1

ol g est un entier fixe assez grand.

Proposition 4, Lorsque x parcourt X , les classes [x]

engendrent librement le groupe H*(Q;Z) . De plus, pour tout

xeX , on a

a I
(1) (2] = (-0 1%,
ol a désigne l'involution de H¥*(Q) induite par 1'adjonction

(considérée comme une involution de 9 ).

Démonstration : La deuxiéme assertion résulte de 1l'aspect 1°; et
encore plus clairement de l'aspect 2°, sous lesquels viennent
d'apparaltre les classes [x] : prendre la contre-image par
l'adjonction de K(X»ZQ) revient 4 échanger les rdles de n et
p , done & remplacer la fonction x par la fonction X% .

Mais il faut prendre garde que l'adjonction ne conserve pas les
coorientations canoniques de notre figure : les normales aux
variétés qui nous intéressent sont munies de structures complexes

de dimension I(x) , et, sur chaque droite complexe, l'adjohction
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renverse l'orientation, D'ol le signe dans la formule (1),

Nous avons déjad suggéré une démonstration de la premiere
assertion, En voici une autre, introduisant de nouveaux objets
qui vont nous &tre utiles par la suite., Soient y une fonetion
de X , et & un entier au moins égal & L(y) . Soit ch:eoe
.oCDgCE , un drapeau d'espaees vectoriels complexes de dimension
finie, la dimension de D étant égale a4 y(g-i+l)+i . Nous
désignerons par le symbole {y}g (avee les notations de [17 ,
ce serait Ey(g),eo.oy(l)]) le cycle analytique de @g formé

des plans P tels que
dim(Pf]Di)>-i pour i=l,c.0,48

Ce cycle a pour dimension 2I(y), Son produit externe par le
générateur de Ho(%g) donne un cycle de V& , donc de Q , et
ce dernier cycle dépend plus de g : nous le noterons (y} .

On peut voir {yl} comme une famille d'opérateurs d'image fixe
R(codim R=g) , dont la famille des noyaux est {y}g (il y a
dans cette famille un seul opérateur pour chaque noyau)., Il est
facile de voir, dans %g (2 1'imitation de ce qul se passe dans
les Grassmaniennes de dimension finie), que 1l'action du coeycle
[x]g sur le cycle {y}g est 1 §i x=y , 0 dans le cas
contraire, On en conclut que, dans Q [x]({y}) vaut 1 si
x=y , O sinon. Les classes |[x] sont donc indépendantes,
Comme leur nombre est convenable (prop.2), elles engendrent le

groupe H¥(Q) .

Proposition 5, Le cup=produit [x]JU[n] ; o8 n désigne

la fonction de X prenant comme seule valeur non nulle n ,
est égal & la somme des [y] éténdue aux fonctions yeX
telles que I(y) = I(x)+n et =xsyst(x) , ol t(x) désigne la

translatée a droite, d'un cran, de la fonction x ,
Exemples : [2]V [2] = [4] + [3,1] + [2,2]
[3]Ju 1] = [¥] + [3,1]
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gégggggsggigg : C'est une adaptation d'un théoréme de Chern,
Nous allons démontrer que ([x]Ll[n])({y}) vaut 1 si y
vérifie les conditions de l'énoncé, 0 autrement, Choisissons

un entier g au moins égal 4 L(x) et & L(y) , et une
décomnosition directe G @ R de l'espace=-but E , avec dim G=g,
Le cceycle [n] peut-8tre représenté par l'ensemble des opé-
rateurs f< Q tels que dim(fEl(G)f\K)2>l s o K est un
sous-espace fermé de l'espace-source E , de codimension g+n=1 ,
I1 est clair que le nombre d'intersections étudié est égal au
nombre dvintefsectionsD dans @g , des cocycles et cycles [;]g o
[n]g , et {y}g o Réerivons & notre fagon le calcul de Chern :

il faut dfabord choisir des plans F.y Dyy et K en position

générale dans E ,

Remarquons que siy, pour un i , y(i) est strictement plus

petit que x(i) , on peut prendre des plans F, et D ne

g=i+l -
se rencontrant qu'en O , ce qui assure la vacuité de l'inter-
section de [x]g et {y}g » Nous supposerons donc désormais
que la fonetion y est au moins égale & x ., Décomposons E

en E' @ E" , oiu E' , de dimension g , est muni de coordonnées

%y associées & la base e, » et oi E" est muni de coordonnées

hilbertiennes B2 associées 4 la base €, o Nous prendrons
Fi = mel $ (.0 B wei % {Bl =ooc=8x(i) = 0} Y
Di = meg_i+l ® coo 8 (Beg @ CEl 9 900 L] ¢€y(g_i+l) s
Posons
Mi = Fin Dg=i+l = (Bei ® Gex(i)+l @ (0o © Gey(i) °

Ainsi, M =§jMi est la somme de E' et d'un certain nombre de
droites G;Q', ce nombre &tant strictement plus petit que n si,
pour un i au moins, y(i) est strictement plus grand que

x(i=1) (rappelons que I(y) = I(x)+n) .
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Démontrons que tout plan P appartenant 3 l'intersection
de [xlg et {y}g (ceux que nous venons de choisir) est inclus
dans M , Considérons le graphe ayant pour sommets les entiers
compris entre 1 et g , ou on a joint les sommets i et i+l
dans le seul cas ol y(i+l) est strictement plus grand que
x(i) - Soit (pyeos,q) une composante connexe de ce graphe :

nous affirmons que tout Pts[;]g(\{y}g rencontre

¥

eoooece = F ND
y(p) q g-p+l

EM:’L = (Fep ® ... @ Geq ® Gex(q)+l

suivant un espace de dimension au moins égale & gq=-p+l ; en effet,

dim P = g , dim PN Fqérq et dim P(\Dg_p+l>,g=p+l « Par ailleurs,

les différentes sommes % M, ne se rencontrent deux d deux qu'en
b

0 . La dimension de PNM est donc au moins égale & Z(q-p+l)=ga

ler cas : Il existe au moins un i tel que y(i)> x(i-1) .
Nous pouvons alors choisir l'espace K , de codimension g+n-l
dans E , de sorte qu'il ne rencontre M qu'en O , et l'inter-
section [x]g(\{y}g(\[n]g est clairement vide,

2éme cas : Si y ¢t(x) , les espaces M, sont "disjoints",

et tout plan I’e[}]gr\{y}g rencontre chacun d'eux suivant une

droite Di(P) o Choisissons
K = {al Sso0e~ ag} 8 {SX(1)+1 =ooe=3y(i) =0 V1=lseno’g}

L'intersection de K et M est alors réduite 4 la droite

D= {& =.u.= ﬂg} . Cette droite devant &tre une combinaison des
droites Di(P) pour tout plan P(s[x]gf\{y}gﬂ[n]g , 11 est clair
que la seule solution est Di(P) = Ce; , donc P = E' , et ceci

avec la multiplicité 1 ,

Corollaire 6,

[x] = déterminant [x(i)+j-i] ,
1¢iyjsL(x)
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le déterminant étant pris pour le cup-produit, avec la convention
de faire nul ce qui n'a pas de sens, L'anneau de cohomologie
entidre de Q est donc l'anneau de polyndmes Z[[l],ooo,[n],o..]o

Exemple : [2,2] = [2]U[2] - [3]U[1]

oococams

Intermede :

Etudions directement cet exemple, sans utiliser les classes
d'homologie {y} . Choisissons deux sous-espaces E' et E" de
E , de codimension 1 , dont l'intersection soit de codimension

2. Posons
K(E',O) = V' K(E"DO) = V" K(E'N E",O) =V ,

Rappelons aussi que, pour tout p , la classe [VP]Q n'est
autre que [p,occ,pl. Nous prétendons démontrer 1l'égalité
R —

p fois

[vlulv] = [¥3] + [FIul]

Soit Ul le complémentaire dans @ de V2 , et U2 celui de
Vlr\w o On voit facilement que Ul\JU2 est égel 4 Q , & un

fermé de codimension topologique 16 prés, donc que H (g) =
Hh(UlL]UQ) » On voit aussi que la cohomologie de Ul(\Uz_ (i.es
l'ensemble des opérateurs dont le noyau est de dimension au plus

1 et n'est pas contenu dans E'NE" ) s'annule en degrés impairs.
L'application naturelle de Hh(UIU U2) dans Hh(Ul) ® Hh(Ue)

est donc une injection, et il suffit de démontrer la formule
convoitée dans U, et U2 successivement, Dans U2 ., elle

tient 4 ce que V' et V" se coupent transversalement le long
de Vz o Dans Ul o V' et V" se coupent le long de Vln W,
mals pas transversalement ; toutefois, l'intersection est trans-

verse si l'on considére V' et V" comme sous-"variétés" de

vt ; on applique alors la propriété II.T7.
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Proposition 7., Si Pn(cl,oe.,cn) est le polyndme qui

exprime la somme des puissances ni€mes g'yn nombre suffisant de
variables en fonction de leurs polyndmes symétriques é&lémentaires,
posons Ch = Pn([ljgoooo[n]) s On a

n=1
Chy = pzo (-1)® [p+1,n=p-1]

Nous rappelons que (p+l,n-=p=1) désigne la fonction de X

qui prend la valeur p+l ; puis ne=p=1 fois la valeur 1 .

........ , = [

Exemples ¢ Ch
chy = [1,1] - [2] = U] - 2[2]

Démonstration : Nous procédons par récurrence sur n ., Pour

calculer Ch o, considérons les n+l racines du polyndme

n+l
Tn+l=-clTn +eoo+(-l)n+l c » Nous trouvons

n+l

Ch_ .. = (=1)"(n+1) [n+1] + pgl (-1)P*1 [p] U cCh

o]

n=p+l

Daprés l'hypothése de récurrence

n=p .
Chy o4y = iZo (-1)* [i+1,n=-p=i]

D'aprés la proposition 5,

inf(i,p)
si isn=p=1 , [i+1,n-p-i]k)[p] = § 9 [i+l+p=q,l+q,n-g-i-l]
=0
inf(i,p-1)
+ i [i+p-r,l+r9n=g-i] 3
r=o
inf(p,n=-p+l)
pour i=n-p , [n-p+1]V [p] = ) [n-q+1,q]

q=0
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Donc
n n+l
Ch = (=1)"(n+1)[n+1] + (-1) E [n-q+1,q]
n+l _
p—l’COSn
Q=0,00e,1inf(pyn=p+l)
+ Z (-l)p+l+l £i+1+p'QQ1+QQn=E=i-l]
p=l.oo,n=l
i=o’0,?n-p—l.
q=°’oo,lnf(P.l)
'
+ Z (_l)P +1 [i+l+p'-q,l+q9n-g'-i=ll
P'=Ogo.,n-2
0,00 yno2.
q=0,..,1nf(p,1)
, n-2 i .
Ch 41 = (=1)"(n+1) [n+1] + (-1)%(n,1) + | (-1)"(i+l,n=i)
i=o0
+ (-1)" > [n-a+1,q]
P=l,..,n—2

Q=l,es4inf(p+l,n=-p)

+ (_l)n+l z:j: [n-q+l,q] o

p=l?..,n
Q=0,+0,inf(p,n=-p+l)

On vérifie facilement que la deuxiéme ligne de cette expression

vaut
n(-1)""1n+1] + 2(-1)**1[n,1] .
D'ou
n ne-l 2 i, T
ch ., = (=1)"[n+1] + (-1)"7"[n,1] + izo (-1)" |i+l,n=-i] .

Proposition 8., Soit S 1'application de Q2xQ dans Q@

qui résulte, par une transmuation convenable, de l'application
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qui associe a4 deux opérateurs f et g 1la matrice (g g)o On a

5°[n] =

ne~5s

[p] x [n-p]

p=o0

Démonstration : Eerivons E = E' & E" , ol les espaces E' et

E" sont tous deux de dimension infinie, et considérons 1l'appli-
cation S comme allant de Q(E')x Q(E") dans Q(E) . Nous
voulons &tudier S*[n].f{y} x {2} (ol y et =z sont des fonctions

quelconques de X ), ou aussi bien [n].S({yj x {z}) o

ler cas : On a L(y)>1 , ou L(z)>1 . Puisque
I(y) + I(z) = n , cela se traduit par 1'inégalité
y(1) + z(1) ¢ n=1 , Choisissons dans E' (resp.E") un plan G'
(resp.G") de dimension g'» L(y) (resp.g"» L(z)) eﬁ un plan
F' (resp.F") de codimension y(l)+g' (resp.z(l)+g") . Le cycle
{y} (resp.{z}) de Q(E') (resp.Q(E")) peut &tre représenté
par une famille d'opérateurs f' (resp.f") tels que f'_l(G') N
F' =0 (respof°-l(G")(\F" = 0) . Le cycle S({y}x{z}) de
R(E) peut donc &tre représenté par une famille d'opérateurs f
tels que f'l(G'QG")(\(F'eF") =0 , Or, le cocycle [q] est par
exemple associé 3 l'ensemble des opérateurs de Q(E) tels que
dim f"l(G'ﬁG")rﬁF‘al , 00 F , de codiﬁension gi+g"+n=1 >

g'+g"+y(1)+z(1) peut &tre choisi contenu dans F'&F"

2éme cas : In ne nous reste plus qu'd montrer que
[n].8({p} x {n=p}) wvaut 1 . Choisissons dans E' (resp.E") une
droite G' (respoG") et un plan D' (resp.D") de dimension
p+l (resp.n=-p+l) . Choisissons dans E un plan F de codi-
mension n+l rencontrant D'®D" suivant une seule droite A ,
qui ne soit située ni dans D' , ni dans D" , Le ecycle
S({p} X {n~=p}) peut €tre représenté par une famille dfopérateurs
f tels que f’l(G'GG") soit un 2-plan s'appuyant sur D' et
D" , Et [n] est par exemple associé & l'ensemble des f tels
l(G'GG")nF;l° Il ¥y a alors un seul plan f-l(G°9G")

convenable, et ceci avec la multiplicité 1 .

que dim f
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Remarque, L'application f —=>» S(f,fa) est homotope &

a ®
l'application f -#-(fg g) [3], done & une constante ( )g

Dol la formule

He— 8

FHUCT DPRD = 1,

o n=o

( if [n])u( i [n1%) = (

n

que l'on peut bien siir vérifier par le calcul,

Classes et caractére dé Cherh,

Etant donné un espace connexe paracompact Y , le groupe de
Grothendieck K(Y) des fibrés vectoriels de rang fini de base Y
s'injecte dans le groupe X(Y) fabriqué avec les complexes
quasi-acyecliques de fibrés hilbertiens de base Y [3], lequel
s'identifie 4 l'ensemble des classes d'homotopie d'épplications
continues de Y dans Q (en général, X(Y) est strictemeﬁt
plus grand que K(Y) : prendre pour Y 1l'espace 9, 3 ces deux
groupes coincident cependant.lorsque Y est compact)., Précisons
le "signe" de notre application de K(Y) dans [Y,Q] : & une
différence de fibrés £-n y nous associons la classe d'homotopie
d'une quelconque famille d'opérateurs & indice paramétrée par Y
dont la famille des noyaux "soit" n et dont la famille des

conoyaux soit %

Nous pouvons définir une notion d'amplitude pour les
classes Qéi[Y,Q] : nous dirons qu‘une classe o est d'ampli=-
tude inférieure ou égale & p s'il existe une application a
de Y dans 9 vreprésentant a et un entier n tels que

. i , +
l'image de a soit contenue dans QRTP _ ot

. Par exemple, les
classes de [Y,Q] qui appartiennent d l'image de K(Y) sont
exactement les classes d'amplitude 1 ., Nous allons définir des
classes de cohomologie entiére yne.Hen(Q;z) , qui induiront

des classes yn(a)e,Hzn(Y;Z) pour tout a <[Y,R] . Puis, nous

(¥) En effet, toute famille d*opérateurs & indice autoadjoints
(complexes) est homotope (dans ) & une constante, Cette méme
remarque montre que a est l'involution canonique de l'algébre
de Hopf H*(Q) .
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vérifierons que, pour .les a d'amplitude 1 , ces classes sont

les classes de Chern,

Définition, La composante dans Qo de Y, sera [ﬁ] o Sa

composante dans un quelconque Qi est définie de fagon toute
semblable : soient p,q deux entiers positifs ou nuls tels que
p~q = n+i-1 , F un sous-espace fermé de E , de codimension p ,
et G un sous-espace de E de dimension gq 3 soilt Ki(F,G)
l'ensemble des opérateurs f ¢ 9, tels que f_l(G)n F ne soit
pas réduit & O , On vérifie, comme dans le cas 1i=0 , que
Ki(F,G) est un joli sous-ensemble analytique complexe de Qi 9
de codimension n , et que la classe [Ki(F,G)]Q. ne dépend

en fait que de n (et de i ) : c'est cette cla:se qui est,

par définition, la composante de Yh dans Qi °

Proposition 9, Si a est damplitude 1 , yn(a) est égale

-

8 la classe de Chern cn(a) o

lére_démonstration : Supposons que o soit l'image de la
différence E=n , avec rg n - rg £ =1 , Soient P et Q deux
espaces vectoriels de dimension finie, tels que dim P - dim Q =
n+i=1 , Si nous appelons E' (resp.n®) 1le fibré £GP (resp.ndQ),
nous avons rg £ = rg n' = n-l , Nous savons gqu'alors

cn(E'-n') = cn(E-n) est la premiére obstruction & trouver un
morphisme injectif de n' dans £ ., Comme il suffit &videmment

de démontrer la proposition dans le cas ol tout est différentiable,
mettons des structures différentiables sur Y , £ et n . Alors,
cn(€'~n') est représenté par la sous-variété entrouverte ol un
morphisme différentiable générique ¢ de n' dans E' est de
profondeur 1 , Il ne reste plus qu'sd superposer & ¢ le

morphisme nul de P dans Q et l'identité d'un fibré trivial &
fibre hilbertienne H de dimension infinie, & trivialiser n'®H

en FXY , n"6H6P en ExY , 4 trivialiser ¢('®H®Q en EXY ¢

dans ces trivialisations, ¢8Id 80 devient a , qui représente

H
a , et; 81 1l'on veut bien se souvenir que Yo peut Etre
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représenté dans Qi par Ki(F,Q) , On voit que cn(§=n) n'est
autre que yn(a) 0

2éme démonstration : En vertu de la proposition 8, il nous suffit
de voir que, si £ est un fibré de rang p et ™ le fibré
trivial de méme rang, on a, pour tout n , cn(g) = Yn(g°5) :
c'est-d-dire de voir que les Yn(E-TP) vérifient les axiomes

des classes de Chern, Il y en a en fait un seul que nous

n'ayons pas examiné : c'est lfaxiome de normalisation

e(n ) = 1+h  (avec les notations de [2], page 58). Il résulte

immédiatement des définitions que

(n ),

I~

- * 3
Y(rl-nn) = Yj(rl-nn) =

o j=o

Cao
il ~13

ce qui est bien équivalent.

Corollaire 10, Dans l'espace universel Qo , le caractére

de Chern (stabilisé) est la classe

] (-1t

pyl (p+q)!
q30

[p,g] € H**(QO;Z)

Remarque : Indépendamment de nous, Koschorke a donné dans [S]
une interprétation analogue des classes de Chern., En fait, ce
qu'il prend comme niéme classe de Chern est plutdt notre
(=1)n[n] , ce qui est tout & fait compatible avec notre défini=-
tiQn, Ia proposition b, et le fait que son injection de X(Y)

dans [Y,Qj est du "signe" opposé & la ndtre,
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E'kPOS'é n® 8 : VARIETES HILBERTIENNES DE DIMENSION INFINIE.

par Nicole MOULIS

0 - Introduction,

Dans toute cette étude H désignera un espace de Hilbert
séparable de dimension infinie; X wune variété différentiable

de type dénombrable modelée sur H ,

Définition : une m=fonction f sur une variété X nmunie

d'une métrique Riemanienne compléte, est une fonction de Morse
f ¢: X = R , avec minimum, telle que, si {xn} est une suite

de points de X vérifiant les conditions (i) et (ii)
(i) 1la suite f(xn) est bornée
(ii) 1im grad f(xn) = 0

n-
il existe une suite {xn }, extraite de la suite {xn} qui

converge vers un point X o

Remarque : On dit dans ces conditions que la fonction f

vérifie la condition ¢ de Palais=Smale,

Nous allons démontrer les théorémes suivants :

Théordme 1 [6] : S'il existe une m-fonction f définie sur

X , X est Palais-stable c'est-d-dire X est difféomorphe &

X)(H °

Théordme 2 [6] : S5i X, &t X, sont deux variétés Palais-

stables et homotopiquement €quivalentes, elles sont difféomorphes,




Théoréme 3 [7] : Tout ouvert  d'un espace de Hilbert

admet une m=-fonction,

Théoréme 4 [31 : Toute variété X modelée sur H es

difféomorphe 8 un ouvert 9 de H .

-~

Les théorémes 1 et 2 sont dus 4 N.H, Kuiper et Dan Burghelisa,
Le théoreme 3 est du a4 N, Moulis,
Le théoréme 4 est du & J, Eills et K.D. Elworthy.

1 - Démonstration du Théoréme 1,

La démonstration est basée sur le théoréme suivant [1] [6] .

Théoréme de Bessaga.

Soit x_  un point d°un espace de Hilbert réel H ., Alors,

o .
H-{x } °
(o)

H est analyti uivalent &

luement &g

Qémonstration : Supposons que X est l'origine de H ,

. 2 2
Sl H= {x= (x190009xn9°°°) ; z xn 3 |x| } »
nelN
exn 2 >
posons H_ = {x = (X150509Xn,ooo) i) — = |x|o} o
nell n2

H et Ho sont deux espaces de Hilbert, 1'identité d4éfinit un
plongement de H dans HO » l'image de H par ce plongement

n'est pas fermée dans Ho o

Considérons l'application PJ0,1] — H,

2
P(t) = (t, t g0009 tn,ooo)

P définit une courbe dans Ho :
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si 0Ogt<1l p(t)eH
P(l)e HO °

» [ hd ~ * . + ~
Soit o une fonction analytique définie sur R , 4 va-
leurs dans ]O,l] :

a(t) A Posons fm(y) =y + P(a(fylo)).

si |yl >0 :

P(alylo)e H fw(y)e H

\'¢

si |.y|o= 0:

fig.1l

P(a|y|o)eH fw(y)eHo-H

o}

f, st une application analytique H - HU{P(1)}
En un point y # O ,

D £ (y) = Identité + L (y)

. 1 1
et si ecd:li (1] <3,

Donc fw admet localement un inverse qui est une fonction ana-

lytique :

d'autre part, globalement, 1'équation : fm(y) = z admet une

solution unique qui est l'unique point fixe de l'application vhz

h, : x ~~—> 2z - P(a|x|o)

vVariante 1l-1 : Soit B un voisinage de X dans H . Alors,

H est difféomorphe & H—{xo} par un difféomorphisme qui est

1'identité en dehors de B .

Corollaire 1-2 : Soient Xl une sous-variété de codimension

infinie de X , et T un voisinage tubulaire de Xl dans X .

Alors, X est difféomorphe a X=X par un difféomorphisme qui

1
est l'identité en dehors de T ,
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Corollaire 1-~3 : Soient (X,3X) une variété Hilbertienne

a
bord, X, un point du bord 23X , V un voisinage de x, dans X .

Alors, il existe un difféomorphisme de paires :

(X,9X) —= (x-{x_ } , ¥aX-{x_})

qul est 1l'identité en dehors de V ,

Démonstration du théoréme 1 :

Soit f la fonction définie sur X vérifiant la condition
C ; quels que soient a et b, f_l[a,b] contient au plus un
nombre fini de points critiques., Dans ces conditions, d'aprés [8],

X admet une décomposition en anses,
Il existe des anses de trois types :

- celles correspondant & un point critique d'indice et coilndice
infinis 3
- celles correspondant & un point critique d'indice infini et de

) ; . s
coindice fini 3

- celles correspondant & un point critique d'indice fini et de
colndice infini ;
Nous étudions successivement ces trois types d'anses,

Nous noterons :

£
a

CEIN

{x;2xe X f(x) ¢ a}

{ayxeX f(x) = a}

Lemme 1-1 : Si f admet exactement un point critigue p

dans f_l[a,bj (f(p) = ¢ a<c<db) et si 1'indice et le colndi-

ce de p sont infinis, le cobordisme suivant est trivial :

(f‘l[a,b], 3f , 9f, )= Af_ X ([0,1],0,1)

b

Il existe une m=fonection g , sans point critique dans g-l([g,b])

cofncidant avec f en dehors de f-l[a,b] o
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Soit €>0 tel que a+g<cc .

£ est difféomorphe & f U Dlx D, ol D, et D, sont

b a+te
a

deux exemplaires de la boule unité de H , S 1la sphére unité de

H, a un plongement :

a 2 S xD -3 af
a

2 +¢

un point x de l'anse est déterminé par ses deux coordonnées

(xl,xg) x,eD; , x,eD,

= |x

e, = |5,

:lx

1 1| vT2

L'anse est représentée par l'ensemble des points {rlg L rys 1} .

Posons r

L'ensemble des points {rl =03 rys 1} est une sous-variété

de codimension infinie.,

D;x D, est difféomorphe & (Dl-{O}) xDy o

Par un difféomrophisme élémentaire (voir fig.2)

£, e Lj[(nl-{o}) xDy] = £_, -a(5x0)
o re: Ts|
1
) f
I f {
| ] |
! 3 |
f | ____d
a1 1 Ty
lr2 |r2
| i
| |
' o {
! i
t i
| )
L I o
ry 1

figure 2
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a{(Sx 0) est une sous-variété de codimension infinie de 8fa+€

(f

a+ -a(8x0)) = (f

E'_'Q(SX O)gafa of )

te ate’ “ate

(¢t [a,0],32,,02,) % (£ [a,ave], 08,08 , )

b a+e

(f‘l[a,a+e],8fa°8f ) est un cobordisme trivial,

ate
On définit facilement sur X une nouvelle métrique Riemanienne

compléte et une fonction g vérifiant le lemme 1-1,

Nous supposerons désormais que f n'admet pas de point

critique d'indice et coindicé infini .,

Lemme 2 : S5i X admet une métrique Riemanienne compléte

ds® et une m-fonction f , elle admet aussi une métrigue Rie=-

manienne dsi et une m-fonction g dont tous les points cri-

tigques ont un indice fini,

Coindice 0 ,

Soient p wun point critique de coindice 0 et U un
voisinage de p , tel que dans U il existe un systéme de

coordonnées locales dans lequel f est de la forme :
£f = £(p) - ro r. = |x:

1
U = {x;lxl|< l} .

X est difféomorphe & X-{p} par un difféomorphisme qui est

1'identité en dehors de U ,

()} Soit vy(t) wune fonction de classe

L” dont le graphe est représenté sur
la figure 3,
Posons :
= +
fl(x) f(x) X(lxll)

1 T 2 _ .2 2
fig. 3 ds] = ds” + (dy(|xl|))
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Pour la métrique dsi » £ est une m=fonction sur X-{p} o
Par induction, nous supposons que X n'a pas de point critique

de coindice m , avec m¢n .

Coindice n :

Soit p 1le point critique de colndice n , ayant la plus
basse valeur,

Soit W, (p) 1la variété stable de p (ou nappe ascendante
de p) o
W+(p) est de dimension n .,
Si q est un autre point critique tel que f(q)>f(p) ¢ & un
coindice yn et W._(q) variété instable de q (en nappe des-
cendante de q) a une codimension >n ,

Soit a un niveau non critique :
f{p) <a <f(q)

Par un lemme de transversalité, il existe une isotopie de Dfa

qui sépare
W+(p)ﬂ'0fa et W_'(Q)

En étendant cette isotopie & fa et en prolongeant la nouvelle
variété le long des lignes de gradient, nous obtenons une nappe

ascendante W:(p) de p qui ne rencontre pas gq .

Par induction, nous pouvons supposer que Wi(p) ne rencontre

aucun autre point critique.

Soit T un voisinage tubulaire de Wl(p) » Dans chaque fibre T |
nous pouvons faire la construction faite précédemment dans le cas

d'un point de coIndice 0 ,

Nous appliquons ce procédé d& tous les points critiques d'indice n

pour des valeurs critiques croissantes,

Soit Ocdceo , aprés avoir subi un nombre fini de modifications,



8.8

par le procédé précédemment décrit, f. reste fixe,

d
Nous supposerons désormals que f n'a pas de point critique

d'indice fini,

Lemme 3=-1 : Soit ¢ ‘une valeur critique unique a<e<b .

Supposons ar induction, qu'il existe une variété Hilbertienne
—&——=—--9 -P 9

M , et un difféomorphisme ¢ de f sur M x H ,
a - a = a8 = 8

Il existe une variété M, , un plongement Jj :

. b
Ma e Mb , un difféomorphisme ¢b fb — be H tel gque le
diagramme suivant soit commutatif :
e
f o> M x H
a a
1l ljxid
¢b
f.b —-——%-beH
Démonstration : Soit n 1'indice du point critique p »

Posons f(p) = ¢ ,

fb se déduit de fa en attachant une anse & 23f

a
Soient D" la boule unité de R"

gh-1 la sphére unité de R"

D la boule unité de H

L'application d'attachement de l'anse est :

n-1 n-l
X

(aga ) ¢ (s D8 "x 0) —= (3f ,3f )

af = 3(M x H) = M x H
a -8 a

En appliquant une suite d'isotopies, nous pouvons supposer
que (a,ao) a la propriété :

N=1 n-1
X

(u,ao) : (s D,S x 0) ==+ (aMax H, M 0)
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Nous utilisons des coordonnées :

el' , x,eH

X eJRn s X 3

1l 2

ol H' est un deuxidme exemplaire de H .

Posons r; = |xi| (i=1, 2, 3) &
Nous utilisons le modéle : W = {Fxl,x2) : lrl\; 1}  pour un

n-I)

voisinage avec bord W de GO(S dens M_x O , tel que

(s?1)

0(0 = {(xlix2);(xl,x2)ew rl = 1 r2 = o'} .
Nous avouns WxH = {(xl,x2,x3);rl>/ l.} .

WxHcM x H ,
a

Nous pouvons supposer que l'anse est attachée le long de 1l'en=-

semble (rl =1, rysl, Ty < 1) 1'anse &tant l'ensemble (rls 1,
r, < 1, r35 1) . La sous-variété du bord de Max HU D%« D

a
définie par {rl =1, r, = 0} est une sous-variété de codimension

infinie. Nous pouvons donc la retirer,

Aprés avoir appliqué des difféomorphismes en dimension finie,

nous trouvons (figure 4)

£ ¥ (M UD'xD)xH
b a
8
oi (@ est l'application d'attachement :

n=1 n-1
X

B : (s D, S x 0) — (DMax DMa) R

Posons M

n
b = M UD'x D,

B

Aprés avoir 1lissé& tous les coins que nous avons introduits, nous

trouvons que M est la variété cherchée,

b
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La suite de variétés M_ se stabilise,
Donc 1l existe une variété M = lim M_ , telle que X soit
——3 Ta

difféomorphe & MxH .

H est difféomorphe & H xH et le théoréme 1 est démontré,

Corollaire 1-1 : Si X admet une m-fonction X est difféo=

morphe & un ouvert d'un espace de Hilbert.

Il existe un plongement fermé de X dans H de codimension
infinie [9] o

Soit T wun voisinage tubulaire ouvert de ce plongement :

T est difféomorphe & X x H et d'aprés le théoréme 1 Xx H est

difféomorphe a X .

2 - Démonstration du Théoréme 2,

La démonstration est calquée sur celle faite en dimension

finie par Mazur, pour des variétés stablement équivalentes,

Lemme 2~1 : Soient X et Y deux variétés Hilbertiennes

Palais-stables, toute application f : X =—> Y est homotope &

un plongement fermé,

En composant f avec un difféomorphisme de Y sur Yx H ,

nous obtenons :
h, X —= Yx H n (x) = (p(x),a(x))

Soit T un plongement fermé et borné X -—= DcH .

Posons hl(x) = (p(x),T(x))

h, est un plongement fermé de X dans YxH , H étant contrac=-
tile, hy et ho sont homotopes.
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Démonstration du théoréme 2.
Soient f et g deux plongements fermés

x 4 v 8y x

Supposons gof homotope & l'identité de X .
fog homotope a4 1l'identité de Y .
Il existe une isotopie ¢t de XxD :
= identité

$
[s]
¢1(g°f(x,o)) = (x,0) dans XxD .

; 4,8
X == Y === XxD
Soit D(j) = {z3zeH |z|<J} &

Nous étendons ¢lg en un plongement de voisinages tubulaires de
Yx D(1) dans XxD(2) .
Par prolongement de f nous obtenons :
F ] G
XxD(1) =h+ ¥Yx D(1) =+ xx D(2)

G, o F, = identité XxD(1) —> X=x D(2)

Nous pouvons répéter la méme opération, nous obtenons une suite
de plongements fermés :
F. G. F.+
ces —F XxD(j) = YxD(§) —% XxD(j+1) —LEE Y.D(j+1) —=.

G. o F. = Id F

j j+l o Gj = Id .

A la limite nous trouvons des plongements surjectifs F_ et G_ o
F G

XxH = YxH —3 XxH

G O,Fw = Identitéo
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3 -~ Démconstration du théordme 3.

Soit £} un ouvert de H o

Nous considérons un recouvrement de § par des boules Un(an,pn)
de centre a et de rayon Pn telles que les. points a, solent

linéairement indépendants.

c N S 1
Notons : Ui,j = {x,“e(?,d(x,aj)‘>pj(l in
- c c
vV, = U0ur 0 0ug

("scalopping process"),

Nous considérons les fonctioans :

(Ix-aplz) dont le graphe est

Y-
rn’n(]x-ang ) oD

représenté sur la figure 5.

) Tnp b
“n,n P
L.
n
3
0 |x-a_|
n 1!
2
2 1
Ave k = == 1
¢ Iy p pP( n) “mp*
2 . 2 2
o= -~ b \ a e @ =
Posons f (x) rnﬂ4lA anl ) x rn,n—l(l“ a1 ) x x rn,l(Ix 2,y

f ~est strictement positive sur v ‘et 0 en dehors de Vn .
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Le recouvrement par les ouverts v, étant localement fini

nous pouvons considérer la fonction :

f()= f()o
i ngN nt

Lemme 3=1 : L'ensemble critique de f est localement compact,

Soit o  un point de @ , W(xo) un voisinage de x, dans

qui ne rencontre qu'un nombre fini d'ouverts v, o Vi oo V,
1 n
Dens W(x_ ) , f£(x) = ] 1, (x)
l¢psn 7p
grad f(x) = Z a, (x)(x=a., )
i i
lgpsn P P

L'ensemble critique dans w(xo) est contenu dans l'espace de

dimension finie Mo , engendré par les points &y (leigp) o

Lemme 3=2 : Il existe des fonctions r e r telles
= e = — nop—ﬂ nDp [ == e

gque, en tout point critique le noyau de D2f goit de dimension
finieo

Soit X, un point eritique., xoc-:.M° (Mo défini au lemme),

Soit N, le supplémentaire orthogonal de M, (avec X,

comme origine),

Soient x un point dans W(xo)

[

projection orthogonale de x sur No
y projection orthogonale de x sur Mo :
X

= ytz o

Il existe une fonction de classe C. ?'Mox R = R telle que,
dans W(xo)

£(x) = F(y,|z]®)

Qs

a1t (x) + 22 R (x)

Df(x) 3
2

~

L}

a
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r~
(%%— est la dérivée partielle de f par rapport & la deuxidme
2
variable),

~~
. . ‘L 2 _
X, étant un point critique y(xo) 0
2
2 .?_g (xo) 0
elxg) = (a7 % gpF
U
2
%E; est un nombre réel, Il est possible de choisir les fonctions
2 ~
of .
rn,n et rn.p de sorte que 8U2 <0 .
(on a méme %%%-<-e <0 sur tout ouvert pour lequel il existe
2 _
a>0 : £>a>0),
Lemme 3-3 : La fonction ¢ = % vérifie la condition C
: Aas 5

pour la métrigue Riemanienne dsH induite sur # par la métrique

usuelle de H (cette métrique n'est pas compléte sur Q )o

Soit ﬂp = {x;xe @ £(x)> 37P} ,
Q rencontre seulement un nombre fini d'ouverts Vn (D'aprés

. . ¥
la majoration de rn’n et rnlp).
‘ Y ]

Considérons uyne suite de points {xn} telle que :

i) 1lim grad w(kn) = 0

N> i
ii) la suite g(xn) est bornée.

Il existe B, tel que V a xne.Qno o

I1 existe n' tel que sur no_ f£(x) = § £ (x) .
o n ¢ P
0 psn!

Soit M 1'espace engendré par les points 8 (lepsné) 0
(o)
Soit y, la projection orthogonale de x, sur Mn 0
[

Posons 2z = x =
n n Yn o
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Sur @ f(x) est borné , lim grad f(x_) = 0,
n n
[ n+®
On déduit du lemme 3-2 que limlznl = 0 ,
n-®

Il existe une suite {yn } extraite de la suite Y, qui-converge

vers un point Yo (yoe 0 o

La suite {xn P} converge aussi vers Yo o
9

Lemme 3-4 : Il existe une approximation de f par une

fonetion g possédant les propriétés suivantes :

- Tous les points critiques de g sont non dégénérés,

- La fonction X remplit la condition C (pour 1la

métrique dse)

g

Considérons les ouverts Qp définis au lemme 3=3

9] c4§ c
P p ptl
Sur Q_ , f(x) = z
p nsp' fn(X)

Par induction, nous construisons la fonction g ., Nous définissons

une suite de fonctions {gn} possédant les propriétés suivantes

(i) g, est une fonction de Morse sur Q

.o 1 -
(ii) ?1":3:<gn(x)<zn+l si xeQ -Qn-l

(iii) gn(x) =g .{(x) si XeQ g o

n=1
8,47 B5€ déduit de g, en ajoutant une fonction définie sur
Mn+1 gui est nulle sur Qnr)Mn+1 et en dehors de Qn+2r\Mn+l °
(Mn+l est l'espace de dimension finie engendré par les &
q¢ (n+l) tels que sur Qn+1 f = % fq) o
ag¢(n+1)

La fonetion g = lim g, est la fonction cherchée,
n-+w
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Lemme 3=5 : Il existe sur £ une métrique Riemanienne

~ 2 . . l ” - -
complete ds r laguelle la fonction X = = vérifie lsa
Lfomp._¢cve pou g, z

condition C o

Soit i 1le plongement fermé de Q dans HxR

i(x) = (x,X(x))

Soit ds= = dsg + dX2 la métrique induite sur i(Q) par

la métrique de HxR , d52 est la métrique cherchée,

4 - Démonstration du théoréme L,

La démonstration est basée sur les propriétés des variétés

Hilbertiennes munies d'une structure &talée (layer structure)

[4] et [5].

Définition L=l : Soient X et Y deux variétés modelées

sur H 3 une application F de X dans Y est une ¢O-application9
si VYxeX , DF(x) (aifférentielle de F au point x) est un opé-

rateur Fredholm d'indice O .

Lemme L=1 : Il existe une ¢°-application F de X dans H o

Soit 1 wune trivialisation du fibré tangent & X , TX
T
TX = X xH
Soit T, la réduction de 1 & la fibre TxX
T e T X -~ H ,
X x

Tout point x admet un voisinage Ux sur lequel l'application

exponentielle est définie.

exp;l T
Soit U ~——=—- T_X —Zs oy
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. . . -1
? ‘=
Soit € l'application €. T, o €XP
Dex(x) = jdentité.,

Donc dans un voisinage de x U; , Dex est un opérateur inversible,
Soit {U' } (ielN) ce recouvrement dénombrable localement
i
fini de X ©par des ouverts du type précédent.
Soit {u.,} une partition de 1'unité subordonnée d un recou-
vrement
Posons F(y) = L u.(y) e_ (y)
. i P
1ecly 1
DF(y) = | ui(y) Dep.(y) + ] Dui(y) ep.(y)
i i
Par des méthodes de scalopping, on peut définir les fonctions

ui de sorte gue
Image Dui(y) = sous-espace de dimension finie.

L'espace des opérateurs Fredholm d'indice 0 est localement

convexe,

donc, si le recouvrement a été choisi assez fin , DF(y)

est un opérateur Fredholm d'indice 0 .

Définition L4=2 : Soit {en} (nelN) wune base orthonormale
de E . ‘

Soit B l'espace engendré par les vecteurs e lgig¢n o

. n P .
Soit E l'espace engendré par les vecteurs e, 1>n

un atlas fortement étalé associé & une ¢b-application F
{¢i,Wi} sur X est un atlas dénombrable de X possédant les

propriétés suivantes

1°) le recouvrement de X par les ouverts W, (ielN) est

finiement €toilé,
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2°) V i ,  n(i) entier tel que VY (Wif\Wj #¢)

: 3 x) = x + aij(x) Image aij‘:En(i)
=]

3°) F o o (x) = x + Bi(x) Image BiC:En(i)

ol

Lo) VY n>n(i) ¢'il(z+En) = W.n F z+En)

59) F/VIi est propre,

Lemme 4=2 : I1 existe un atlas fortement &talé& pour toute

¢o-application transversale a chaque En 0

Quel que socit le point x , il existe un voisinage Ux de x et

un entier n(Ux) tel que 3

Y n>n(Ux) Vye;Ux DyF soit transversale & En o

Posons m = n{x)

Soit " 1a projection sur g™
D(n® o F)(x) est surjective.
Done 1l existe. une carte ex :

6 U — E x BT
X X m

m =1 m . s eas
T o F o 87 = dans domaine de définition,

Si U, et Uy sont deux voisinages de x et y assez petits
tels que Ux(\Uy £ 0

ex o ey vérifie la condition 2.

Les conditions 3, 4, 5 sont immédiatement vérifiées (pour 5, on

remarque que F est localeent propre,

Les hypothéses du lemme LU=2 &tant vérifiées, posons Xn = F
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Lemme L-3 : Pour tout atlas fortement étalé (¢i,wi) o il

‘gxiste une application exponentielle, pour laquelle chague Xn

est une sous-variété totalement géodésique. Dans chague carte

l'application exponentielle est de la forme :

exp Di — ¢i(wi)x ¢i(wi)
(Di est un ouvert de ¢i(wi)x H)

exp(x,v) = (X,X+V+Yi(X,V))

Image yi(x,v)c:En(i)

L'application exponentielle est définie comme solution dune
équation différentielle associée & un "spray" S .
Dans chaque carte (¢i,wi) solt S; le "spray trivial",
Soit u, une partition de 1l'unité associée au recouvrement
par les Wi :
Posons S = ] y, S, , calculons dans la carte (¢.,%W.) la
. i"j i*"i
JjemN
partie principale p de S ,
Supposons Wi(\wj #0 .

Soit pij(x,v) =(v,fij(x,v)) , l'expression dans la carte

(6.,W.) de la partie principale du "spray" trivial S,
1’1 P J

“l_
¢i o ¢j = I4 + qij
Le calcul explicite montre :
f..(x,v) = D2 a..(x)(v,v),
ighxe ij ’

Dans la carte (¢i,Wi) :

pl(x,v) = (vyf:(x,v))
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£i(xv) = ] Deaij(x)(v,v)
JelN
Dans cette carte, l'application exp est définie par :
exp(x,v) = o(1)

ol o(t) est solution de 1'équation différentielle

a"(t) = f'i(o(t),o'(t-))

(1) 0(0) = x
o' (0) = v
[ 8 [] . [] P a » -
Image fic En(i) ° En(i) egst de dimension finie, l'équation dif

férentielle (I) se décompose en la somme directe de deux &quations

différentielles :

o la premiére est définie sur un espace de dimension finie,

o la deuxiéme est triviale.
Par intégration on démontre le lemme L=-3,

X étant une variété modelée sur H , d'apréds le lemme hal,
il existe une ¢o-application F:X =—> H, D'aprés un théoréme de
Smale [ ], il est possible de modifier les plongements des sous=
espaces En deans E , de sorte gque F soit transversale & tous
les En °

Dans la suite, nous supposerons cette hypothése vérifiée,

-1
Posons : X = F (En) o

On supposera dans toute la suite X munie de 1'atlas étalé

et de 1l'application exponentielle définis aux lemmes L=2, et L-3,

Proposition 4=l : Il existe deux familles de voisinages

1 ' o
tubulaires de (X ) , (2!) et (2 ) tels que :

s 1 T ooV
(i) Znalc ch:ch ch Znil

(ii) x = U zv
nelN n
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Nous allons construire les voisinages tubulaires Za et 2

8 1l'aide de 1'application exponentielle définie précédemment,

Soit Y =U{wj;vjnxn} # 0

Ync Yn+l C ..

I1 existe une application fibrée z
J : YxE —7(X)

telle que si En =z:/Ynx o
i est une injection fibrée
(.) zn t L j tt fob rd
‘s n+l _ n+l
(ii) Zn/Ynx E = Zn+l/Ynx E

(1ii) 8i W.cY
J n

est de la forme : (x,v) YW—p (¢j(x),v+6j(x)eV)

ol Image Bj(x)C'En(j)

(T¢j désigne l'application dérivée de ¢j

T¢j : T(Wj) —r ¢j(wj)xE )

o

L'application z est construite en recellant, gréace une parti=-

oe

tion de 1'unité les applications : ZJ définies par
J - -1
Z (X,V) - (xs(D¢j(x)) (V))

Lemme 4-4 : Il existe une fonction continue r : X =+ R (>0)

et un recouvrement finiement étoilé (Vi) de X tel que :

a) exp est définie sur } (XxrE) et est un difféomorphisme

local,
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b) Vi, Hj,(i) tel que :

expx[Z(XxpE)] cWy' (1) Y xeV,

L'application exponentielle définit un difféomorphisme
local ; on définit d'abord la fonction r , constante strictement
positive sur chaque Wj et on recolle les fonctions ainsi obtenues
gréce & une partition de 1'unité.
Nous définissons T, Y, x Y — X

par Tn(x,v) = exXp o En(x,v)

un voisinage tubulaire de Xn dans X est un voisinage ouvert
Dnc an E® de la section nulle appliqué par Tn difféomorphi=-

quement sur un voisinage ouvert de Xn dans X ,

Il sera appelé de rayon A si Dn = an AEn ol A est une
fonction continue X —> R(>0) .

Lemme U4=5 : Il existe une fonction continue A 3 X == R(>0)

telle que chaque Xn & un voisinage tubulaire de rayon A/Xn o

Soit x, un point de V., , dans la carte (¢j°(i)’wj'(i))

pour n2n(j'(i)) , 1'application T
n
(Tn/vix AE"T =+ X)

est d'aprés l'expression de l'application exponentielle trouvée

au lemme 4=3 , de la forme :
(%, V)N (x,x+v+ai(x,v))

. _ o
ol Im aic:Eno (no n(j*(i)) .

Soit D Qi la dérivée de @, par rapport & X o

1

Dlai(xo,O) = 0

Donec 3 d(xo)> 0 et U tel que :
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n . ]
Tn/(Uxoﬂ Xn) xd(xo) E est injective.

o . . n z
(par indépendance linéaire, les espaces E et En etant en
somme directe),

Les Ux ainsi construits forment un recouvrement de X
en raffinant ce recouvrement il est possible de globaliser la

propriété démontrée localement,
Soit Um le voisinage tubulaite de Xm de rayon % 0

Posons I = r\{Um ; men} o

~

Lemme L4-6 : z e Zn+l et x = U Z, o
nell
La démonsrtation se fait par 1'absurde en construisant une
suite de points {xn} convergeant vers un point x et tels gque
lim A(xn) =0 = A(x)

>0
n (2% ~ ~

Posons Z_ = Int Z Z' = Int 2' , ou 2' est construit de
n n n n n

lad

la m€me manidre que Zn en considérant des voisinages tubulaires

A
de reyon T C

On vérifie que les deux paralléles (Zn) et (Z;) sont les

familles cherchées.

Fin de la démonstration du théoréme 4,

Nous supposons que la ¢o-application F précédemment définie

est propre et bornée,
Donc les Xn sont des sous-variétés compactes de X .
Comme il a été défini précédemment, soit :

= "l, ¢ - m=l v
D T (zn) D} =T (zn)

Dn est un voisinage de la section nulle de X ® % E® , Il existe

un plongement ouvert ﬂn H Dn — Dn+l , de la forme :
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+ . .
1n(x,v) = (An(x,v),wn l(v)) tel que le diagramme suivant

soit commutatif :

n+l n+l
Yer T Dy T
. _ n+l
Posons Jn(x,v) = (An(x,Tn+l(V)), m (v))
. n+l .
J est un plongement ocuvert D b X x E o Il existe une
n n -n+l
. . . n+l .
isotopile Jn+l de domaine propre, de xn+l’(E qul transforme
J en ¢

n n

Par induction, nous définissons le plongement ouvert y de

X dans H .

Supposons que, pour l'entier n | il existe n et un plon-

gement ouvert :

g + X XEn -—ﬁ',E—XEn
n n n
de la forme gn(x,v) = (gh(X.V).Wn(V)) o

Soit V un ouvert de Xn+1 tel que :

) . )
Tn+1 © Jn(Dn)CVC"n+l ° Jn(Dn)

g, est définie sur V ,

Par application d'un théoréme connu en dimension finie; il

est possible d'étendre éﬁ (donec g) en un plongement :

h : Xn+l -2 F
. =1 .
1) = '
h/"n+l ° Jn(Dn) gy © Jdp /nn+l ° Jn(Dn) °
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L'application jn différe du plongement identique par une

application dont 1'image est située dans un sous-espace de

dimension finie,

Par unc construction en dimension finie, il existe un

plongement ouvert g : Xn+lx En+l —>= E qui prolonge
c=l . 4oy
g, o 4, /3, (D1) &
. v . <
En appliquant 1l'isotopile Jn+l a Xn+1x En+l nous

obtenons l'application g cherchée,

n+l
Posons g = lim g_ ,
n-+®
la suite g, se stabilise, et on vérifie que g est un plonge-=

ment ouvert de X dans H .
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Exposé n° 6

s SINGULARITES DES HYPERSURFACES I

(d*aprés Brieskorn et Milnor)

par Thomas BLOOM

Nous allons étudier la topologie d'une hypersurface
au voisinage d'un point singulier isolé, Le premier exposé
sera consacré 3 une discussion générale des problémes et
résultats, Le deuxidme exposé sera consacré i l'étude de la
topologie de certaines singularités spéciales =~ les singula-

rités de Brieskorn.

I, Problémes et Résultats,

1, Soit X un sous=ensemble analytique complexe d'un
ouvert Uc €” . Désignons par r(X) 1'ensemble des points
réguliers de X , c'est-d~dire les points oi X est loca=
lement une sous-variété complexe, Désignons par s(X)

1'ensemble des points singuliers de X (s(X) = X=r(X)) &

Soit p wun point de X et St la sphére centrée en

p de rayon t . Soit X£ = XﬁSt o

Théoréme 1.1 : Si t est assez petit et si s(X) = {p}

alors zt est.une variété (différentiable),

Démonstration : C'est une conséquence immédiate du théoréme

e e on cx oo o «n en an

de Whitney [13] qui ait

lim {max(cos(vpqu))} =1

- v
q-pb q

oi gq parcéourt r(X) , et ol A est un vecteur ¥ O dans

l%espace tangent & X en gq ,



Daprés ce théoréme, l'intersection de X et §, est

transversale pour t assez petit,

Remargue : Le théoréme de Whitney est valable sans la

restriction que s(X) soit un point isolé,

Remarque : Le théoréme 1.1 est, bien sir, vrai mais

sans intérét si s(X) est vide,

Soit maintenant T 1la sphére de €° centrée en O et
de rayon 1 . Posons [ (t,X) = {za.T|t(z-p)€:zt} et consi-
dérons le type d'isotopie (T,)(t,X))

Théoréme 1.2 [1] : 8i t, et t,

(T,Z(tl,x)) et (T,Z(t2,x)) ont le méme type d'isotopie,

sont assez petits,

dont nous dirons que c'est le type d'isotopie attaché au

germe en p du sous=ensemble X ,

Théordme 1,3 [1] : Soient X, et X, deux germes de

sous—ensemblesAanalytigues complexes holomorphiquement équi-

valents, Alors les types d'isotopies qui leur sont attachés

sont égaux.

Soit Bt la boule ouverte centrée en p de rayon t ,

B, = {z<t®|]z=-p| <t} et soit W, le cdne complexe de base
Zt;wt={zeBtl t(z=p) ezt} .

| z=2l|

Théoréme 1.4 [7] : (Bt,wt) est homéomorphe & (Btox)

par un homéomorphisme qui est un difféomorphisme en dehors

de .

En résumé, soit X un ensemble analytique complexe
d'un ouvert Uc€" avee s(X) = {p} - Soit 8 une sphére

centrée en p de rayon assez petit et Y, = XNS ., Alors

(a) Y est une variété différentiable
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(b) Le type d'isotopie (S,Z) est indépendant du rayon

de S et le choix de coordonnées au voisinage de p

(¢) Le type d'isotopie (S,)) détermine complitement la
topologie de X au voisinage de p . En effet, un voisinage
convenable de p dans X est homéomorphe au cOne complexe
de base ) o En particulier, si ) est une sphére (topolo=-

gique), X sera une variété topologique au voisinage de p .

2, Nous allons aborder la question suivante : quand X

rd

est~1l une variété ?

Notons d'abord que X n'est jamais une sous-variété de

1

classe ¢ (nous supposons toujours que s(X) = {p}l)

d'aprés ce raisonnement de Gilmartin [3],

Proposition 2.1 : Soit Y un sous-ensemble analytique

n . . 2
complexe d'un ouvert de ¢ , Si Y est une sous-variété de

1

classe il est une sous=variété analytique complexe.

Démonstration : Soit Ty l'espace tangent & Y (comme
variété de classe ') en yeY , Soit r'(Y) = {y65Y|Ty est
un sous-espace complexe de %}, r'(Y) s r(Y) donc, est dense
dans Y . Mais la Grasmanniene complexe étant fermée dans

la Grasmanniene réelle, r'(Y) est fermé dans Y .

Done r'(Y) =Y et Y est une variété analytique complexe
(on peut 1la décrire comme graphe d'une fonction qui est

analytique d'apr@s le théoréme classigque de prolongement).

Le cas des ensembles analytiques réels est plus compli=-
qué, Considérons l'exemple V = {(x,y)e;m2|x3wyh=0} e Vv
peut €tre considéré comme le lieu des zéros de la fonction

4/

X=Y et donc est une sous-variété de ¢lasse C1 s Mals
V n'est pas une sous=-variété analytique réelle,

On a néanmoins

Proposition: 2,2 : Soit V un sous-ensemble analytique réel

g . . Y . co
d'un ouvert de R qul est une sous=varlété de classe C ,

Alors V est une sous-variété analytique réelle,
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9§ESB§§Z§E§QE : La proposition découle d'un théoréme de
Malgrange [6] qui dit :

Soit V un sous-ensemble analytique réel d'un ouvert
de R% et PeV . Etant donnés un entier k et une fonction
g de classe ¢ qui s'annule sur V , il existe une fonc=
tion analytique réelle f s'annulant sur un voisinage de p

dans V et telle que

T I

a°f ] . :

<< (p) = =& (p) pour |I|<k
T T

09X 3x

On démontre la proposition 2.2 en appliquant le théoréme

ci-dessous dans le cas k=1 ;

3. Nous sommes amenés & étudier si X est une variété

topologique., On sait gque

(a) 8i dim X =1 , 2 est une réunion de sphéres en
nombre €gal au nombre de composantes irréductibles de X
en p . Si X est irréductible elle est une variété topolo-
gique et Y est une sphére, Cependant, X n'est jamais

normal, (Nous supposons toujours que s(X) = {p}) .

Donc pour dim X » 2 on est amené & ne considérer que

des singularités normales.,

(b) 8i dim X =2 et X est normal alors, un résultat
de Mumford [8] montre que X n'est jamais une vairiété et

z n'est jamais une sphére,

(¢) Si dim X % 3 on n'a pas des résultats complets,

D'abord, notons que diﬂR(z) > 5 donc, d'aprés le
théoréme "de Poincaré" pour les variétés différentiablesbll2]o
2 sera une sphére si ses groupes d'homologie & coefficients
entiers sont ceux d'une sphére (de la méme dimension) et ei
] est simplement connexe. On voit aussi que les conditions
X est une variété en p et 2 est une sphére (topologique)

sont équivalentes,
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Bornons=nous au cas oi X est une hypersurface,

Introduisons la notation suivante
+
X = {zeucc? lIf(z) =0} .,

B (resp.B) désigne la boule ouverte(re8p° fermée)du
méme rayon que S .

Pour te€ ; t

X" = {zeB|f(z) = t} .
Xt = {zeB|2(z) = t}
zt =T(t(\S °

Pour 1n positif

YT} = {teC|0<|t]|<n}
E]7 = {zeBIf(z)eYD}
= U x
ted¥
"

Théoréme 3.1 : Pour »n assez petit et te;Yn on a :

(a) E => Y est un fibré différentiable (localement

trivial).

(v) x* est parallélisable,

(e) Zt est (n-2) connexe,

(a) (S,Z) et (S.Zt) ont le méme type d'isotopie,

(e) Hi(Xt,Z) = 0 sauf si i=0 ou i=n ., Pour i=n ,
Hi(Xt,Z) est.libre,

Remarque : Le théoréme est vrai pour une hypersurface

de n'importe quelle dimension,

Corollaire 1 : Par (b) et (d), 2 est le bord d'une

variété parallélisable,
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Corollaire 2 : Dans le cas ou dim X » 3 en appli-

quant (c), la dualité de Poincaré et la "conjecture" de

Poincaré, on déduit que ), est une sphdre si Hnﬂl(z) =0 ,

Nous allons citer un théoréme de Brieskorn qui a été
conjecturé par Milnor,

. +1 & i <
Soit X, = {ze¢® 1 Y. z 4 =0 (ny3) , ol les a; sont
i=o

des entiers 2 , Alors s(Xa) = {0} et X, est normal. Le
théoréme donne des conditions nécessaire et suffigsante sur
a = (8 500008 ) pour que X soit une variété. D'abord
nous introduisons le graphe T{a) de a , On considére n+l
points Pyooocsp, €t on joint Pigpj gi le plus grand

diviseur en commun de a. et aj est »2

Théordme 3.2 [1,2] : X, &8t une variété si une des deux

conditions suivanteg est satisfaite

a) T(a) a deux points isolés,

b) T{(a) & un point isolé et une composante connexe ayent

un nombre impair des points .tels que (ai”aj) =2 ,

La démonstration de ce théordme sera le but de 1l'expogé II

D'aprés le corollaire 3 du théoréme 3.1 il suffit de

démontrer que Hnul(z(a)) =0 , ol Z(a) =X, 08

Quand Z(a) est une sphére, la question de sa structure

différentiable se pose, On sait

Théoréme 3,3 [2] : Chaque sphére différentiable qui est

le bord d'une variété paralléligable peut etre réalisée comme

un z(a) pour un choix de a convenable (le choix de a

n‘est pas unique). (voir aussi 1l'exposé deH&rzebru¢@Séminaire
Bourbaki 1966<6T7, Exp.31%4).

Remarque : Si Z(a) est une sphére, elle sera toujours

nouée dans S .
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I1 est intéressant de rappeler un résultat de Nash [9] :

Théoréme 3,4 : Soit M wune variété différentiable,
connexe et compacte. Alors, il existe une application polye
nomiale ¢ : B? —> R? et une composante connexe K de
¢=l(0) telle que dim(K) = dim ¢°I(O) , et que M soit
difféomorphe g K .

Done, les singularités de Brieskorcdonnent une expres=

sion explicite d'un tel ¢ dans le cas des sphires diffé-

rentiables qui sont les bords de variétés parallélisables,




Exposé n® 7 : SINGULARITES DES HYPERSURFACES II

par Thomas BLOOM

Cet exposé est consacré a une étude détaillée de la
topologie d'une hypersurface., En particulier nous donnerons
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
singularité de Brieskornsoit une variété topologique, Cette
question repose sur le calcul d'un groupe d’homologie | ]o
Dans le cas des singularités de Brieskorn,ce groupe d’homo=
logie a é€té calculé par Pham ill} (voir aussi Milnor [7],
par des méthodes topologiques qui utilisent la forme trés
simple des équations donnant les singularités., Par contre
nous utiliserons la théorie des résidus : la méthode des
résidus est utilisée en géométrie algébrique pour des pro-
blémes analogues et, dans le cas de la géométrie analytique,
peut éventuellement donner des résultats pour n'importe
quelle hypersurface, Suivant la thése de Brieskorn nous
développerons les méthodes dans la plus grande généralité
possible & notre connaissance et, & titre d’exemple, nous

les appliquerons aux singularités de Brieskorn .

— 1, La Monodromie,

+
1,1, Soit D wune hypersurface d'un ouvert Ucc® 1 et

peD un point singulier isolé,

Lemme 1 ¢ Suggosons que f gsoit une fonction holomor-

phe qui engendre l'idéal de D dans U , Posons Dif = %é 0
i

Soit 7 = {Ze:U|§if=O i=0,,0040n) o Alors p est un point

isolé de 2 ,
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Démonstration : Soit Z' wune composante irréductible de Z ,
f est constante sur Z' et donec, 81 pel' , Z'cD
Mais, parce que f engendre 1'idéal de D, Z0nD = {p} ,

et la démonstration est achevée,

l.2, Maintenant, soit S une sphére centrée en p de
rayon assez petit et B la boule ouverte -correspondante,
Soit ) SND , Nous posons X, = {zeB|f(z)=t} ,

E= U X, et X = EV(DAB)
o<|t|<r

ol r est assez petit (I,3.1)

D'aprds le lemme 1, ci-dessus, les fibres Xy sont
des variétés. En fait, dfaprés Milnor [7] (aussi I.3.1)

en désignant T = {tG:C|0<lt|<r}

(a) @ : E =+ Y est un fibré (différentiablement

localement trivial).
¢{zogéoopzn}

(b) H (X, ,Z) est libre de rang dim < ou
n t C (a-f)
: 1
(aif) est 1'idéal de w{zo,ooo,zn} erngendré par les
m{z goocgd } )
A : P * [e) n : . °
fonctions aif » Notons que d1mC est fini

(a,f)
par le Nullstellensatz et le lemme ci-dessus.

(¢) Pour & un nombre réel O0<s<n on pose

Y = {te¥|H|=s} et E_=1"'(Y ) . Alors E_ est aifféo-

morphe au complémentaire d'un voisinage fermé N de E
dans S tel.que )} soit un rétracte de. N , Alors par

dualité d'Alexander et Poincaré
~ n _~ o ~~
Ho_ (1) =8 (}) = (s=)) = H (E )= HI(E)

Les termes de la suite spectrale donnant l'homologie
du fibré E sont
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= E E = Z E =7
Psq PeQ 0,0 10
E° = coker(h=1) E2 = ker(hél)
o,n l1,n
2
E = 0 autrement,

ba

ol h : Hn(Xt,Z) —_ Hn(xt°ﬂ) est 1'action induite par um

générateur du groupe fondamental de Y , h est appelé la
monodromie. Donc Hnml(Z) = 0 gi et seulement si (h=1)

est un isomorphisme,

1.3, Définition 1 : Le polyndme caractéristique A{1) est

défini comme det(h=1A).(h=1) est un isomorphisme

@A(l)=ilo

Comme les groupes Hn(Xt,Z) gont libres, il suffit
d'étudier l%action du groupe fondamental de la base sur les
groupes de cohomologie Hn(thm) » Les fibres X, et la
base Y sgont des variétés de Stein ce qui nous permettra de

calculer cette action par des moyens "analytiques",

2, L'équation différentielle associée d la monodromie,

2.1, Pour nn'espace topologique T nous désignerons par €

le faisceau constant sur T de fibre € .

T

Le systéme de coefficients locaux Rnn*(cE) provenant
du fibré n : E =—> Y n'est pas trivial, Le faisceau
ot = Rkn*(mE) ® Gr est un faisceau holomorphe, libre,
T
Définition 2 ¢ Soit F un 6v=module sur une variété

complexe V , Soit ggi le 0 ,-module de l-formes holomorphes

sur V s Une connexion, P ; est une application ¢v=linéaire
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g 2y Q‘]; @F telle que,
Oy
pour fe® , ecF , p(fe) = fo(e) + df@e , ol

d va = Qt est la déviation extérieure.

Définition 3 : Une section s de & est appelée

horizontale si p(g) = 0

9 » o n
2,2, Maintenant, on constate qufil existe sur G une

connexion canonique LI ; la connexion de Gauss=Manin (4]

dont les sections horizontales sont précisément Rnn*(CE) 0

Cette connexion peut &€tre décrite facilement en coore
données locales, Une section de G7 est représentée par
une forme différentielle fermée w(z,t)dz qui est analytique
en ¢ o

I3 : 6" — Q}r@Gn est donnée par

IS (u(gt)ax) = 282t 0 @ as
2t
0 . . 1 n n .0
En composant avec l'application 3 i ® G =¢ny®G ~'G
donnée par f(t) dt ® 1 > f(t)®D1 nous obtenons une

s e . n n
déerivation V : G =% G

2.3, Nous allons esquisser la méthode pour obtenir la mono-
dromie connaissant lfaction de V sur une famille des sece
tions qui engendrent Gn o Donc, supposons que {mi}

i=l,...k engendre ¢  comme nysmodule et que

T . n
Alors pour une section w = z ¢iwi de G
i

dé.
Z3(w) =0 &= §J =2 w.-] ¢, a,,u, =0 4
= ioat i,y r ol
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Donc, nous obtenons une équation différentielle

=d—9. =A¢ Oﬁ ¢ = (¢lge'oog¢k)

dt

(aij(t)) est une matrice

et o A

holomorphe dans Y .,

Si la solution de cette &quation est de la forme S(t)tM R
oi 8(t) est une matrice holomorphe dans Y et M une matrice
constante, alors e2"iM est une matrice qui correspond & la
monodromie parce que les sections horizontales de l:§ sont

n
.R "*(GE) o

2.4, Définition 4 : Une famille de classes d'homologie
e
horizontale si, pour toute section horizontale w de G

e:Hn(xtec) pour t dans un ouvert U de Y est dite
n

au-dessus de U , on a dw(Yt) o

dt

Remarque 1 : 8i n"l(U) est difféomorphe & un produit

U xXt et si Y est une famille horizontale au-dessus de

U , afors 1'isomorphisme Hn(xt”c) z‘Hn(Xt ,C) donnée par la
)

structure de produit applique Yy 8Ur Y. o
®

Remarque 2 : Si w est une section quelconque de ¢?
et Y, une famille horizontale de classes d'homologie, alors,
dw(y,)
vw(Yt) = hd
dt

3, Le théordme des Résidus.

Nous allons rappeler le théoréme des résidus et donner

la méthode pour l'appliquer & notre probléme.,

3.1, Soit W wune sous-variété complexe de codimension k

d'une variété complexe V , La suite de cohomologie & supports
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compacts donne :

+ +
B (v) — HE (W) 2, K? Liy-w) — 24 vy — ...

Par dualité de Poincaré, on obtient :

&

H (V) — H — Hq(v-w) - Hq(V) — 4.0

qt+l q—k+l(w)

D'ou
(V) = HY(v-w) Ls g¥Eyy — g l(y) — ..

0l

Pour une variété complexe N , nous désignerons par N

le faisceau des gq-formes holomorphes, et nous poserons
wi(n) = I‘(N,QI%) o 2Y9(N) = {weR(N)ldw = 0} .

Introduisons g@g(v,w) = {uuzBﬁq(V-W)Iw d un pole d'ordre 1
le long de W} .

BI(V-W) = {we%(v-W)|aw = 0} .

Lorsque la codimension de W est 1 , on définit
l'application res : 22+1(V9W) — FTYW) comme suit.
Pour chaque point peW , il existe un voisinage U de 7p
dans V et une fonction o holomorphe dans U telle que a
engendre 1'Idéal de W dans U , Alors, pour weszg+l(V,W)

s'@crit souys la forme = %3'A¢+w ol ¢eszq(U) est

wIU wlU
indépendante du choix de a , On définit

res w|U(\W = ¢|w o

3.2, Théoréme 1 (Leray-Norguet [5,10]) : Le diagramme suivant

est commutatif
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g3t (v,y) Lrires zi(w)
l

gL (vaw) ——Et— HY(W,C)
(les fléches verticales proviennent du théoréme de De Rham).

La formulation du théoréme en termes d'homologie est :

pour mezg”(v,w) . Ye.Hq(W) , On a

J w = 211 J res
Sy Y

Remarque 3 : Si V est le plan complexe, et W un point,

c'est la formule de Cauchy.

3.3, Reprenant maintenant les notations de la section 1, pour

chaque teY , soit res, et re les applications définies

. . . + .
ci-dessus pour la paire X , Xt . Soit we¥%" l(X) et consi-

dérons [rest ?%f] (le crochet désigne la classe de cohomo-

logie représentée par la forme fermée). [rest J est une

L
n f=t
section de G et on a

Lenme 2 ¢ V [rest fft} = 1 rt [ 2 2] ©
I ooni (f=t)

Démonstration : D'aprés la remarque 2(2,4), il suffit de

démontrer que

d J res = = i [ = } (v,) = - J =

— - = , - : 2 °]

at y t f=t 2rni (f=t)2 t 21 5Yt (f=t)
oi {y,} est une famille horizontale des classes d'homologie.,

Mais, d'aprés le théoréme 1

E— res ( © ) = 1 ‘g— g
it t \T=1t 211 a4t |, TE-t)
Y Ty
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Pour tout t dans un voisinage assez petit de to 5 6Yt sera

représenté par un cycle fixe dans X = Xt et donc en échangeant

intégration et différentiation on a

4. J o I w
at Tt .2
Sy, Sy (f=t)

3.4, Toute forme est cohomologue dans X = X, & une

(£-1)° k
forme ayant un pdle d'ordre 1 1le long de X, s c'est-d-dire,
un élément de 262+1(X,Xt) s+ Nous allons expliciter une telle forme,
Soit g 1'idéal de G& engendré par aif (i=0,°°aﬁn) .
. . + 2
L'application 62 1 59 donnée par (sogo..nsn) L d E 54 bif

i=o
est surjective, Par le Nullstellensatz il existe un entier k

tel que e r(x,%) et X étant une variété de Stein, donc

n+l)

l'application I‘(x,ﬁx —= [(X,3) #étant surjective, il existe

des fonctions holomorphes honoooghn sur X telles que
E h, 3.f = % ,
. i1
i=o
Lemme 3 : Soit g holomorphe sur X , Les formes suivantes

sont cohomologues dans X = X, :

t
( n a(h.g)\
I (— kt™l g + ¢t°F -3;—1—-) dz ol dz=dz_a..ndz_
(1-1)° Tet i=o i
Démonstration :
ONd l : Z(-l>i h-g dZ A o0 /\d/\Zo ] /\dz
E(f-t)e i o ih n
£k 1 3(n;g)
=-§-=-=-—dz Aoe AdZ = dz_ A 2o A dzZ °
2 o) A 0% . o} n
(f=1t) (f=t) i
Male ek _mef g o et® | gefhel e6®Th)
(£-1)2  (£-t)2  (£=4)2  (£=%)° fat
k-1 k-1 k-1
et g(f" T+,,.tt az~ BB 4. .
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- 4, Les singularités de Brieskorn.,

4,1, A titre d'exemple, considérons

%
f(z) = z

n
+ 00 + Zn (ai?2)
Lemme 4 {démontré dans section 5 ) : Soit i
i=(i090059in) avee 0<i
définie par

un multi-=indice
€a,=2 o Soit w,

la section de

ch
i

_ .2 4z

wi [rest(

r )] 0 Alors_les w, engendrent G
Remargues

s Notons que d'aprés le résultat de Milnor [l,2(b)]
n
dim ¢" = dim Hn(Xt,m) = 1 (ainl) et donc les w, sont indé-
i=o
pendants,
n ooz
Ona £ = } o ;T . C'est-d~dire qu'on peut prendre
i=o "1
i
hy == (3.k4),
i

- T+l
1 a

Donc, appliquant lemme 2(3.3) et lemme 3(3.4) nous obtenons
Vw, (—1 +

)~t"l w, o Utilisant le procédé de (2,3) on
k
obtient 1°équation différentielle

dé. i .
+ -
1 _ (l _ Z k l> & 1 ¢i qui
dt « k 8y
ik+1
a pour solution : ¢(t) = t ((l - Z ‘)Gij) . Donec une matrice
a
k .
‘ g+l
2ni(l - ) ) 3,
, x fx n
qui donne la monodromie est e et le polynome
J
271 z k/ak>
caractéristique est Aa(A) = n A= e k
o<j<a

4,2, (h=1) est un isomorphisme si et seulement si
par 1030

Aa(l) =+ 1
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Nous considérons un graphe T(a) construit avee (n+l) points

PyscocsP, o On joint p; et D, si (aigaj)>2

J
Pour une composante connexe K de T(a) on introduit la condi=

(o)

tion suilvante.

(B) Le cardinal de K est impair et pour 1 pje:K (i%j)

alors (ai,aS) = 2 (En particulier si K satisfait & (B) et

posséde un point dont le a; est impair, alors K est réduit &

ce point., Le théoréme sera une conséquence du

Théoréme 2 : Aa(l) =+ 1 précisément quand T (a) posséde
au moins deux composantes connexes ayant la propriété (B)

(c'est la condition de I théoréme 3,2),

Démonstration : Aa(A) est un polyndme & coefficients entiers

ayant pour racines des racines d'unité. Alors

A (A) =1 ed (1) oi les ed (A) sont des
v \Y v

polyndmes cyclotomiques,
Donc el(l) =0, 8 m(l) = q 8l q est premier et
qQ
ed(l) = 1 autrement,

Pour chaque composante connexe K de Ga on introduit le
nombre v(K) des J = (jk) tels que si p,e K ; on ait
J
ani ) £
k

=
4]
[

O<Jk<ak et e

Donc si un dv vaut 1 , tout v(K) est strictement positif.
Si un d,, est une puissance d'un nombre premier, alors au plus

un v(K) est nul.

Le théoréme est maintenant une conséquence immédiate du

lemme ci-dessous,

Lemme 5 ; v(K) = 0 8i et seulement si K satisfait la
@

condition (B).
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Démonstration : Si K satisfait (B) alors évidemment v(K) =0 ,

Il faut démontrer que si K ne satisfait pas (B), alors v(K)>0 ,

On suppose que K = {pogoooopr} rxl ., Soit

n n
[ao,o.o,ar] = qllooé qss la décomposition en entiers premiers du
P.P.C.M, des a, » Soit a = fa 0coop8 ] .
k k t70?® > r
L

Nous considérons la congruence

r n:
E a, x; = 0(qy )

n.
Dans le cas ol o X 0(qil) pour plus d'un a , alors, pour

qy % 2 1l existe une solution (xio,aoo,xir) telle que

n.
1 . -
@ Xy # O(qi ) . Cela vaut aussi pour a; 2 sauf dans le cas

n.
suivant : o % 0(2 *) pour un nombre impair des a et pour tous

n.=1

sauf un a, = 0(2 * ) , Dans ce cas, par la propriété (B) , il

k
n

. "0
existe un k_ tel que ako xjko % O(qj ) pour un q; 2,

Alors on choisit X3k = 0(21) et o xik'* 0(2%) pour les autres
)
n, ﬁk By
Xi@ wo00sd) so009Qy o Alors

Meintenant, soit Xg =

i o~

i=1

(xogoo.,xl) est une solution de la congruence ci-degsug~pour

i=ly.0098 et par construction, pour chagque k il existe au
. . nj 0(a. )
moins un i avec a,x, # O(qi ) et done Xy ¥ a,) o

8i x, = Jk(ak) slors 0<j <q et

E

2ni j

k=o k/a'x N a

e : =1, C'est=8~dire, v(K)>0 ,
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5o Les générateurs de Gt

5.1l Soit V wune variété de Stein de dimension n+l et W une
sous=variété de codimension 1 , Soit h wune fonction holomorphe

sur V qui engendre 1'idéal de W ,

o+
Hn 1

Lemme 6:: Si (v,€) = 0 , alors

B (W,0) % %2 H(v)/

{n

V) + dhA a2 L(V)}

Démonstration : Pour q wun entier >0 , nous posons

54 _ a9 e d fwy §d
Ar=0.0® 0 et % = I(w,a.)
v
v
Donec Ei = Qi e’] ﬂh ol %% est le faisceau conormal & W dans
V .h définit un isomorphisme m%,ﬁ Gw 5

Alors nw Qw(3 nw A m% » L'application nw e Qw
(produit extérieur par dh) est surjective, et son noyau est

ﬂnal'Aﬁ% o Donc on a un isomorphisme de faisceaux cohérents sur

w
=n+]

W; ng =R, " s et on désigne par 1t : ‘5én+l(w) = 3 (y)

l'isomorphisme correspondant., Soit y : Seg(VDW) = gY(V)
l'igomorphisme multiplication par h et p 1la restriction

yﬂ(v) — ﬁﬂ(w) , qui est surjective, L'application

nt+l n+l

B (vw) = HP(VW) est 1 o 02l o .

res ¢
o

Tenant compte des dimensions, on voit que dans le diagremme

commutatif :
3@2+l(‘vow) 21i res ‘ACn(w)‘
I p
n+l r n
H (V=W,C) =—=—=—> H (W,C)



T.13

r est un isomorphisme, et 1 et J sont surjectifs,

Nous allons calculer ker i = res-l(ker j) en considérant

le diagramme commutatif

oo v,y s X vy Ly R

T Adh ’ Adh \r&

Byy L 1MW) — (W)

n-l(v) > %n—l(w)

l(V,w) —_— 3

L'application Zﬁn-l(V) —+-3@n-l(W) est surjective parce que V
est une variété de Stein. La fléche & gauche, &6 , est donnée par

W = dwAdh .

Maintenant ker(j) = d(Z@n- (H ) =
s_l(ker j) = ker(res) + dh/\d?ﬁo (V,W)

= %% 1(v) + an f\dB&g-l(V,W)

Puisque H*'Y(v,¢) =0, on a %R (V) = A% (V) c a RV, W)

n""l(

et donc ker ic.dﬁﬂg(V,W) . Mais ker iodX™ (V W) 03 V,W)

et donc ker i = dg@“(v W)(\3@2+ (Vv,W)

N n+l

qui est donc égal & (v) + dhl\d?@E-l(V,W) .

Maintenant, Hn(w,m) 4 Hn+1(V-W_®)
¥ %o () | g (VW)
ker i n+l(V) + dh Adﬁﬁgnl(V,W)

A 1'aide de 1'isomorphisme "Multiplication par h", nous

obtenons enfin

B (W,C) ¥ (V)

=

n %2 (v) + anna e t(v)
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5.2, Nous reprenons la situation de section 1,

n+l(x)

Définition : Un élément de est appelé polynomial

s'il est de la forme P(z) dz ol P est un polynome,

. - + . . .
Si on munit Hn l(X-:X €) de la topologie Euclidienne d'un

t9
. . . .. + . .
espace vectoriel de dimension finie et %" l(X) de la topologie

n+l(

~s

induite par l'isomorphisme X) = %°(X) donné par

g(z) dz = g(z) , o %°(X) est muni de la topologie de

convergence uniforme sur les compacts de X alors l'application
n+l(X) —_ Hn+l(X-Xt,¢) donnée par g(z) dz = [ﬁiﬁl dz]
L opoy

n+1(x-xt,c) qui est

est continue. Donc il existe une base de H

» » P . + A
représentée par des éléments polynomials de o l(X) N

Démonstration du lemme L(4.1) : Par le lemme 6(5.1) ,

~ + N ® +
Hn(Xt,G) i l(x- t,c) 3 l(X)
(£-t) B2 1(x) + arn a %P 1(x)
a a
3 o n 9 *
Ica, f = Z tooot Z, (ai22) et en choisissant

el

n = 29 dzo;\°° Adza Aoo /\dzB Noo /\dzn , on note que

. . o - .
J J -1 Jgtag-l J

- (3 . o n
(l) df A dn (JUaB ZO oooza oooZB ooozn
J J ta -1 §.=1
. 0 a a B
- aBJGZO °°°z(! oooZB s002 > dz
e af A dam?1(x)
& & j n+1l
et (2) (2 °,000, 2. "= t) 27 aze(£-t)R" (X) .

Mais, modulo (1) et (2) chaque élément polynomial de



i

Donc les

y ¥
e
[ R—

[6]

[7]
(8]

[9]

n+l(

)

(osiksqk -
o)

X)

Tol5

est équivalent & un élément de la forme

ci zl> dz .
2

©, du lemme ‘4(4,1) engendrent c? .
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Exposé n° 18 : UN THEOREME DE DUALITE POUR LA COHOMOLOGIE D'UN
ESPACE ANALYTIQUE A VALEUR DANS UN FAISCEAU COHEREKT.

I. Introduction

par Gabriel RUGET.,

A, Le théoréme de dualité de SERRE,

Soit X wune variété analytique complexe de dimension u,
dénombrable & 1'infini ; appelons & le faisceau des germes
de fonctions holomorphes sur X , et Q le faisceau des
germes de formes différentielles holomorphes de degré =n
sur X , Dans [3]9 SERRE explicite, pour tout entier p , et
tout O-module localement libre F , une topologie (de quo=

tient de Fréchet) sur le groupe HP(X,F) , et un accoupiement
HP(X,F) » B P(X,Hom(F,0) —> ¢

(o 1'indice ¢ désigne la famille des compacts de X } qui,
lorsque les groupes HP(X,F) et Hp+l(X,F) sont séparés,
fait de Hzmp(x,ggg(F,Q) le dual topologique de HP(X,F} .
La démonstration de SERRE s'étend |k] au cas oi F est un
quelconque O-module cohérent (4 condition de remplacer

stp(xgHom(F,Q)) par Extz‘P(x;F,n)) , mais en utilisant ges

théorémes difficiles (avec les notations de SCHWARTZ, & . est
un O=module plat, 9; est un O _-module injectif), puisque
provenant de la division des distributions. Nous allons
montrer, en suivant des idées de GROTHENDIECK transmises par

MALGRANGE, que le théoréme de dualité pour les faisceaux
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cohérents sur les variétés analytiques est formellement
beaucoup plus simple que cela (pour cette partie, voir aussi
[5])9 et qu'il peut méme €tre généralisé aux espaces analy=
tiques, & condition de remplacer & par un complexe "dua=

lisant" convenable, et les Ext par des Hyperext.

Démontrons d'abord 1'élément de théoréme de SERRE que

nous utiliserons.,

Lemme 1 : Si X est une variété de Stein, H*(X,2) est

nul pour. i # n ; 0(X) est un espace de Fréchet-Montel dont
le dual est HZ(X,Q) o

Démonstration : Les complexes

" "
0 —» €%0° 4, 4, gon _

et

. " . "
0 ""“'}-$'n’o"§_’§5 [N —g-é'@'npn_»’o 0

o &1 (resp.«$'¥°a) désigne le faisceau des germes de
formes différentielles de type 1i,j & coefficients c
(resp. distributions), sont des résolutions fines de 0 et

Q respectivement, Le groupe HP(X,0) (resp. H2=p(X,Q))
est donc le p+1'°M€ groupe d'homologie (enh partant de la.

gauche) du complexe

1 n _
D D .Qo.n(x)

0 = goso(X) —— 550 — G —> 0

1l n
(resp. 0 <— rARELIC'Y L s B £119%(x) «— 0) ,

Il y a sur chaque ©>°9(X) une topologie naturelle d'espace
de Fréchet-Montel ; pour ces topologies, les applications
DP  sont continues, et le second complexe n'est autre que

le dual topologique du premier, Les séparés associés aux
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groupes d'homologie des deux complexes (le second muni de la

topologie forte) sont
ﬁP(X,G) = ker Dp+l/{;—DP . ﬁznp(xgﬂ) = ker BP/im Bp+l 0

On vérifie facilement qu'il existe une application linéaire
surjective naturelle du second sur le dual topologique du
premier ; on voit aussi que cette application est injective (si
1l'image de Dp+l
vité de €9°P(Xx)) ., Si X est de Stein, les Hi(X,O) y lsicn

sont nuls ; donc, l'image de D' est un Fréchet, et Dt est un

‘n'est pas fermée, on utilise le semi-réflexi-

: . . . 1 »
homomorphisme sur son image ; alors, l'image de B est fermée

et le lemme s'ensuit.

Nous aurions aussi bien pu obtenir une bijection de ©¢(X)
sur le dual de Hz(X,Q) : appelons trace l'image de la fonction
1 (1%application trace de Hi(x,ﬂ) dans € correspond & une
intégration), Soit F un O-module. Le produit de composition

pour les Ext

Ext?(X,0,F) x Ext) P(X,F,2) —= Ext, (X;0,0) = o (X,8) ,
suivi de la trace, nous donne un accouplement canonique
(1) HP(x,F)xExt‘;“’P(X;F,n) — C

Lemme 2 : Si X est une variété de Stein, et si le

O-module F admet une résolution libre finie, les groupes

Exti(X;F,Q) gsont nuls pour 1 # n , et l'accouplement (1)

induilt un isomorphisme de Extg(X;F,ﬂ) sur le dual topologique
de B°(X,F) .

Ceci résulte du lemme 1, par récurrence sur le minimum des

longueurs des résolutions libres de F .
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B, Un peu de vocabulaire d'algébre homologique,

Les rappels qui vont suivre (§.1) étant vraiment squelet-
tiques, nous ccnseillons au lecteur non averti du formalisme
des catégories dérivées de consulter les premidres pages de

[2] par exemple,

l, Soit A wune catégorie abélienne, et C(A) 1la caté-
gorie des complexes bornés a4 gauche d'objéts de A (différens
tielles de degré +1 , morphismes de degré 0). Nous appelle-
rons T 1'automorphisme de C(A) consistant en la translation
d°'un cran & gauche des complexes, accompagnée du changement de

signe de toutes les différentielles,

Un objet de C(A) sera dit acyclique si tous ses objets
de cohomologie sont nuls, Soit u : X° =+ Y° un morphisme
de C(A) ; on diré que c'est un quasi-isomorphisme s®il induit
un isomorphisme des objets de cohomologie de X° sur ceux de
Y° ; dans ce cas, on dira encore que 25 Y° est une résolu-
tion de X° , Le cylindre du morphisme wu est le complexe
T(dx)

)
s I1 est
T(u) dy

équivalent d'affirmer que 'u est un quasi-isomorphisme, ou gque

T(X°) + Y° , muni de la différentielle <

son cylindre est acyclique.,

Si tout objet de A peut €tre plongé dans un objet injeec-
tif (on dit alors que A possdde assez dfinjectifs), tout objet
de C(A) admet une résolution par un complexe borné & gauche
d'objets injectifs (on remarque qu‘une telle résolution est

~

inversible & homotopie prés),

Soient A et B deux catégories abéliennes (A possédant
assez d'injectifs), et F un foncteur additif de A dans B .
On peut alors caractériser axiomatiquement et construire une
suite de foncteurs RiF : C(A)) —> B appelés dérivés a4 droite
de F (les objets RiF(X°) "sont" les objets de cohomologie
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de F(I°) , o I° est une quelconque résolution injeective de
X°). Deux morphismes homotopes de C(A) ont méme image par

RiF s et de plus, ces foncteurs transforment les quasi-isomor=
phismes en isomorphismes., Un objet 2Z de A sera dit F-acy-
clique si, tous les RiF(Z°) sont nuls, oi 2° est le complexe
dont la seule comﬁosante non nulle est la Oiéme s égale & Z ,
Si X° est un complexe acyclique d'objets F=acycliques, F(X°)
est acyclique ; de méme, si u est un quasi-isomorphisme entre
deux complexes d’objets F-acycliques, F(u) est un quasi-isomor-

phisme, On peut calculer les RlF(X°) d l'aide d'une gquelconque

résolution de X° par un complexe d'objets F-acycliques,

2, Soient maintenant M° et N° deux complexes d'espaces
de Fréchet (34 différentielles linéaires continues), et u un.
morphisme (linéaire continu de degré O0) de M° dans N° , On
peut encore définir le cylindre de u , et il est &quivalent -
que ce cylindre soit acyclique, ou que u soit un quasi=isomor-

phisme (au sens purement algébrique).

Lemme 3 : Si u est un guasi-isomorphisme algébrigue, il

est un quasi-isomorphisme topoiogique, c'est=d=dire qu'il induit

des isomorphismes entre les espaces de cohomologie de M° et

N° , munis de leurs topoldgies naturelles (qui ne sont pas néces~

sairement séparées),

Béggggzgggigg : Si Hi et Ki sont les espaces de cohomologie.
de M° et N° respectivement, il suffit de montrer que u
transforme l'adhérenge de O dans H:.L en 1'adhérence de O
dans K* , Soieri‘t;HZl et Ti les espaces de cycles de degré i

de M° et N° respectivement ; ce sont des espaces de Fréchet.

. . -, il
zi u ph Prenons ce d(N ) ; nous voulgfs %el
b T T a relever, modulo un bord, en aeb(M ) ,
i1 u 1 Soit ¢ une suite dans N]'-'l telle que
yi= n

¢ = lim d(cn) . L'application
(u,a) ¢+ 2zt @>Nl'l. — T &tant surjec-

tive, la suite convergente d(cn) se reléve en une suite



18.6

convergente, soit d(cn) = u(an) + d(cg) » 8vEC & => a , et
c; —> ¢' , Puisque u(an) est un bord, a en est aussi un,

Nous avons ‘donc

; et ¢ = u(a) + d(c?) .

Nous n'avons en fait utilisé de l'hypothése "Fréchet" que le
théoréme du graphe fermé. Le lemme est donc vrai pour les com-

pPlexes de duals de Fréchet-Schwartz,

Lemme 4 : Soit u un quasi-isomorphisme d'un complexe

d'espaces de Fréchet dans un autre., Alors, le morphisme trans-

posé est un gquasi-isomorphisme.

En effet, le cylindre C° de u est acyclique, les diffé-
rentielles de C° sont des homomorphismes, et le dual C°* de

C° est acyclique,

C. Complexe dualisant d°un espace analytique,

Etant donné un espace analytique X dénombrable & 1l'infini,

de dimension bornée, nous voulons construire un complexe K; de

Ok-modules tel que, pour tout UX-module cohérent F , et pour
tout entier p , nous puissions définir une topologie canonique

sur HP(XQF) et sur Ext;p(X;F,Ki) et un accouplement entre ces

(1)

dual topologique du séparé de l'autre, le tout devant redonner,

espaces gui induise une bijection du séparé de 1'un sur le

si X est lisse, les résultats rappelés au §.A (modulo la subs-

~

titution, i X est de dimension n , de Ext:P(X;Foa) a
Extzmp(X;F,Q) , ol § est le complexe T°2 ).

Une solution 4 ce probléme est de construire

1°) Pour toute variété V , une résolution KG de @, telle

que, pour tout entier p et tout point x de V , K$ x soit
]

(1) en fait un isomorphisme.
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un 0O, _-module injectif,
Vox

2°) Pour tout plongement f d°une variété V dans une autre

W , un isomorphisme canonique de complexes de Gvamodules

P -] o R-; o °
£ Ky Hom(w,i;pfvsKw)

Nous décrirons dans 1l%exposé suivant une fagon de faire.

Nous allons maintenant, supposant que nous disposons des KG et

des f , construire K; o

Soit U wun ouvert de X , réalisé comme sous-ensemble analytique

d'une variété V , Le complexe K° = Hom(V;®, KG) (ol ©, dé-

) U U
signe 1'image directe de 0, par la réalisation), considéré
comme 0’U=:module9 ne dépend pas de la réalisation de U ; d'apreés

la fonctorialité des f ., En recouvrant X par des ouverts
"réalisables", nous obtenons done, par recollement, un complexe
de Oy-modules que nous notons K; o

Lemme 5 : Soisnten U un ouvert de X , et F un Guwmoduleo

Supposons gue U soit réalisable comme sous-ensemble analytigue

d’une variété de Stein V , et gue, dans une telle réalisation,

le faisceau F admette une résolution libre finie, Alors, les

groupes Ext;(U;FBKG) sont nuls pour i # 0 , et Eth(U;F,KG)

est canoniguement isomorphe au dual topologigue de HO(UQF) 0

Démonstration : H°(U,F) est "égal" a H°(V,F) , dont le dual

topologique est, d’aprés le lemme 2, Eth(V;Fﬂ5§) o Il reste a

trouver, pour tout 1 , un isomorphisme canonique de Ext:(VanE&)

sur Ext:(U;F9K6)~b Soit I° une résolution de Ky (ou aussi

bien de av) fine & fibres injectives (par exemple la résolution
"canonique"), On vérifie facilement que le complexe de quoduies

Hom(V3;0, . I°) est alors fin & fibres injectives, Pour démontrer

UD

que ce complexe est une résolution de HOm(V§5ﬁ9K;) = Ky, i1
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suffit de voir que tous les faisceaux K; et I' sont
Hom(V;EUQO)aacycliques : propriété qui tient & la cohérence de
Oy et & 1'injectivité des fibres de ces faisceaux (§§§(V;6h9°)
commute avec le passage aux fibres), Montrons maintenant que les

1P sont Homc(V;fao)aacycliques ¢ nous venons dexpliquer poure

quoi ils sont Hom(V;F,.)=acycliques 3 de plus, le faisceau

Hom(V;F,I®?) est fin, donc chaeycliqueo I1 résulte alors de la

suite spectrale donnant les dérivés d°un composé de deux foncteurs
que IP est T Hom(V;F,. j=acyclique, De méme, les Hom(V,BU,Ip)
sont 'Homc(U;F,°)=acycliquesa Ainsi, les Exti(V;f,ﬁ&) sont les

groupes d'homologie du complexe

Homc(V;ﬁaI°)

tandis que les Ext;(UgFng) sont les groupes d'homologie du

complexe

I .

Homc(UgFgHom(V§5Us.

Or, ces deux complexes sont évidemment isomorphes,

D, Démonstration du théoréme de dualité.,

Soit X un espace analytique dénombrable & 1°infini de
dimension bornée, et F un faisceau cohérent de Gxnmoduleso
On peut trouver des recouvrements dénombrables localement finis
arbitrairement fins de X par des ouverts vérifiant chacun,
relativement au faisceau F , les hypothéses du lemme 5, Soit
U= (Ushier

théoréme de Leray, joint au théoréme B, nous dit que les groupes

un tel recouvrement, Les Ui étant de Stein, le

Hl(X,F) sont les groupes de cohomologie du complexe

(2) ¢° (U, 1% (U,F))
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qui est un complexe d'espaces de Fréchet=-Schwartz, Nous avons
ainsi muni les Hi(X,F) de topologies, indépendantes du recou-
vrement U choisi, d'aprés le lemme 3, Le dual topologique du
complexe de cochalnes (2) est, d'aprés le lemme 5, canoniquement

isomorphe au complexe de chalnes finies
(3) Co(‘lL,,Ext:(‘u,F,K;()) .

ou les Extc sont reliés par les fléches d'agrandissement évi-
denteés (prolongement par zéro). Pour interpréter l'homologie de
ce complexe, considérons une résolution injective L° de K, ,

_ X
et le double complexe

(h) ci(u,nomc(u;F,Lj)) .

Si nous calculons l'hyperhomologie de (4) en dérivant d'abord
par rapport & j , nous trouvons 1l'homologie de (3) (la suite
spectrale est degeneree, d'aprés le lemme 5). Dérivons d'abord
par rapport & i : LJ étant injectif, le faisceau Hom(X;F LJ)
est flasque, donc c-mou, la deuxiéme suite spectrale de (k)
est aussi dégénérée [l], et son hyperhomologie se réduit &
l'homologie de Hom {X;F LJ) , c'est=d-dire aux ExtJ(X i F, K Y
D'aprés les lemmes 3 et U, nous avons ainsi obtenu des tOpOlogleB
canoniques sur les Extz(X;F,Ki) et des accouplements des mé€mes
avec les H"P(X,F) (le signe provient de ce que le complexe
simple associé & (U4) est gradué par j=i), accouplements qui

mettent en dualité les séparés associés.
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Exposé n® 19 : UN THEOREME DE DUALITE,

(1)

ITI, Le complexe dualisant

par Gabriel RUGET.

Dans une premiére partie, nous allons construire, étant
donné un germe en un point x de variété analytique complexe
V , ce qui sera la fibre en x du complexe K& « A tout germe
de plongement du germe (V,x) dans un autre germe (W,y) , nous

associerons un isomorphisme fx de K sur

VoX
Home,W y(gv,x,Kw,y) (lequel, en vertu de la cohérence de f*OV ’
9

ne sera autre que la fibre en x de Hom(W;f*O§,K&)) , foncto=
riellement par rapport a4 la composition des plongements, Dans
une deuxiéme partie, nous indiquerons quelle topologie sur

\J KG . en fait le complexe de faisceaux KG o Nous laisse=
xeV ’

rons au lecteur le soin de se convaincre qu'étant donné un
plongement f de V dans W , les isomorphismes Fx se

recollent en un isomorphisme T de KG sur EQQ(W;f*OV,K%) o

Le lecteur non averti pourra consulter les paragraphes 1
et 2 du chapitre IV de [RD] , qui sera presque notre unigque

référence.

A, La fibre du complexe dualisant,

Etant donné un germe de variété (V,x) , appelons A

l'anneau UV < Spec A désigne le spectre premier de A ,
4

et A 1le faisceau canonique sur Spec A , Si 7P désigne

(1) Une premiére version de ce qui suit a été écrite en avril
1968 par J.P. Ramis,
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l'ensemble des points de Spec A de codimension "2p , le
complexe de Cousin de A relatif & la filtration zP  ae

Spec A est le complexe

0 = Ho (’AJ) —b>e Hl 5 (K) == 40 == O

“z°/zt “zl/z
L'espace topologique Spec A est noethérien ; ses fermés

irréductibles ont un unique point générique ; les zP
Zp_zp+l

sont
stables par spécialisation, et tout point de est
maximal dans 2P , Il en résulte des isomorphismes fonctoriels

canoniques [RD motif F page 225

(1) H? () = 11 i (wdx) ,

fnid +1
ZP/ZP ae.ZP-ZP+l

ol HS(K) est la fibre en a de ﬁg(ﬂ) , et ol ia(G)
désigne le faisceau qui est constant et égal & G le long

de o , et qui est nul ailleurs,

Les HY (A) sont nuls pour q>p [RD lemme, 2.4
—gP Pl
z2*/2
page 235]g et aussi pour q<p (car l'anneau A est Cohen-
Macaulay), L'application naturelle A —> goo 1(X) fait
Z2 /2

donc [RD proposition 2,6 page 237] du complexe de Cousin une
résolution flasque de A , Il en résulte que le complexe

0 —» rg° (X) — ru* ) == 4.,

2% /2t ANV

est une résolution de TR = A (les Hl(Spec A,K) sont nuls

of

pour 1i>0!), Appelons=le ngx , et vérifions que c'est un
complexe de A-modules injectifs : d'aprés (1), et la noethéria-
nité de A , il suffit de vérifier que les HE(K) , pour

o € 2P zP*1 , sont A=injectifs, Or, on sait [LC 4,13] que

HE(K) est une enveloppe injective sur A, du corps résiduel

k(a) .



19.3

Par exemple, si V est une courbe, on obtient comme réso=
lution de ¢ 1le complexe O == S =%»'ﬁ%/0¥’ =+ 0 , ol

Q@k est l'anneau des germes de fonctions méromorphes en X .

° — dim V °
Nous poserons KVex = T (LV,x @hﬂvpx) R

Lorsque f est un isomorphisme local d'un germe (V,x)
sur un autre (W,y) , l'isomorphisme ?x va de soi, Envisa-
geons maintenant le cas od (Vyx) est un germe de sous=
variété de codimension 1 de (W,y) : posons A = dvox R

B =0, y et choisissons une fonction réguliére ze B défi=-
?

nissant V ., La suite

0 = B =% B £ A = o0,

ol M, désigne la multiplication par 2z et p 1la restriction,
est exacte ; p 1induit une application r qui fait de Spec A

un sous-espace de Spec B ., La suite de faisceaux sur Spec B

My

0 = 3 —= B & X = 0
est exacte, Nous appellerons ZF(resp. TP’) 1'ensemble des
points de codimension 3p de Spec A(resp, Spec B) ; 1la

trace de TP gyur Spec A est égale 2 2Pl . Nous voulons

arEP ()= L1 Homg(a,ER(E)) .
/T g e pP_qpP*l

interpréter HomB(

Or, HomB(A,Hg(g)) s’identifie au noyau de w, Hg(g) =%—H§(§)

morphisme qui s'insére dans la suite exacte

3
HIB"I(E) — Hg"’l(r*'&) % Hg('ﬁ) Lz Hg(ﬁ) ,

dont le premier groupe est nul (B est Cohen-Macaulay)., Si
B¢ Spec A, Spec B = Spe¢ A est un voisinage de B , sur

lequel le faisceau p*ﬁ' est nul ; donc,
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-1, ~ ~ :
H2™ (. &) = HomB(A,Hg(B)) =0, Si BeSpec A ,

B *

p=1 v v Vs c AN p=1 Ry . s
Hy (Spec Bjr A) s'identifie 2 HB (Spec A;A) , et ainsi

-~ e .o -1,7
____L_L_¥1 Hom (A,HP(B)) s'identifie a l t 2=+ (a)
B« TPurpP B 8 sezP"l. P @
= ryPl (X) : nous avons obtenu un isomorphisme A (dépen=
—Zp"l/zp Z

dant du générateur choisi z de 1'idéal de V)

. pp=1 _ P
A, 'YLVDx'” HomB(A,sty) o

Nous allons en déduire un isomorphisme

(A,k% ) .

o k2 ~ Hom
Wy

V,x B

I1 suffit pour cela d'indiquer qu'il y a un isomorphisme

naturel

, J% ~ A )%
W, 3 Qv’x ®A _HomB(A,Lw’y) A HomB(A,Qw’y ®y Lw’y) R
r - 3 . - L[] -~
pProvenant du p-morphisme de Qw’y dans QV,x qui, &8 la

forme différentielle holomorphe v dz associe la forme wlv '
on vérifie enfin que l1'isomorphisme T décrit ne dépend pas

de z (si on remplace 2z par z' , A est multiplié par

(1)

(z/zﬁ)lV , et w aussi

B, Le recollement des fibres,

Etant donné un ouvert U de €° s, nous allons indiquer

comment on recolle les complexes LG X
’ ]
x€U pour obtenir une résolution & fibres injectives LG de

UU » Etant donnée ensuite une variété V , pour obtenir KG 0

il ne restera plus gu'd recoller des LG , puis 4 tensoriser

aux divers points

(1) On a pu reconnaltre le formalisme de la construction d'une
classe=résidu.
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au-dessus de OV par QV °

Si K est un polydisque de ¢" s d'intérieur non vide,

l'anneau GK des germes de fonctions holomorphes au voisinage

de K est noethérien [l]e Nous appellerons Lé le complexe

des sections globales (sur Spec OK) du complexe de Cousin de

~ . . 3 ~ »
dK o S1 K' est un sous-polydisque de K ; d'intérieur non

vide, et si Prger €St l'application restriction de UK dans
Ogs » il existe un Pggi-morphisme naturel de Lﬁ dans Lﬁ, :
de méme, si xeXK , il y a un pr-morphisme naturel de Lﬁ

dans L; s et nous nous bornerons en fait 4 construire ce

dernier, Nous montrerons ensuite que le morphisme

i: Lﬁ — L; est un isomorphisme., Il sera alors loisible de
décider qu'une section au-~dessus d'un ouvert U de ¢® de la

collection des L;(xetn est continue si, localement, elle

est induite par un élément d'un L% 0

1, Le morphisme LK —_= Lx ®

D'aprés (1), nous devons construire un -morphisme X

p
Kx
de Hf(GK) (ol o est un point de codimension p de

S B BT T oY ;
Spec OK) dans ; ezp-zp+l HB(A) (1les notations sont celles

de la premifére partie)., Nous n'expliciterons que le cas p22 ;
pour p = 0,1, la situation est semblable, Interprétons
d®abord HS(%K) : c'est la limite, pour les ouverts U (on
peut se limiter aux ouverts affines) contenant o , de
HE(U;GK) o Lorsque U est affine, Hi(U{gx)
et H§(U;6K) s'identifie & prl(U-E;ak) » Soit alors fj un

est nul pour i»l

systéme de générateurs de 1'idéal de 0y correspondant a

l'ouvert U=d , les Df forment un recouvrement affine de
J,

U-a , et, d'aprds le théoréme de Leray, un €lément de
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Hp-l(Uua;UK) s'identifie & un cocycle (modulo les cobords)

de ce recouvrement., Soit igj 3 } un cocycle associé &
00
Y

P - -1
C€H 6 ) e : €. » [} . o000 ] ]
(O (ng°°°JP (le fJ2 fJP) )

La restriction p induit une application continue R

Kx

du Spec A dans Spec O, , et la contre-image par R d'un

K

ouvert affine est évidemment un ouvert affine, Si 1l'idéal
p, (a) est A , nous posons A = 0 , Sinon, les

Kx |12 (G )

o K

idéaux premiers minimaux contenant pr(a) sont en nombre
fini, et tous de la m€me codimension que « (1) ; appelons=~les
BloooBS o Les Dp( ) forment un recouvrement affine de

- - _J
R l(U) - B. . U,eocUB_ , et les op(g. . ) déterminent un

1 S Jlo'ooJP

cocycle de ce recouvrement, donc un é€lément y de

Hp-l(R"l(U) - L) 8 A) » On peut trouver un voisinage affine

i=1
V de Bq contenu dans R-l(U) - U B + La restriction de
i#q
y & mP"L(v-B ¥ ;A) induit un &lément de HE (V;R) , done un
s
€lément vy de HY (X) ., Nous poserons Afc) = z Y. o
Q Bq =1 ¢

2, Surjectivité de Lim L. —~ L; o

— K
x K
, + ~ .
Solent Beaanzp 1 , et YG,HE(A) o Il existe un poly=-
disque K voisinage de x tel que pr(ﬁ) soit égal & B
. a -1 - ]
(ce qui entralne pK'pr'x(B) = B pour tout K'c K et en
particulier que les idéaux premiers a,, = o=l (8) ont méme

K' K'x

(1) En effet, les idéaux premiers de UK correspondent aux
germes irréductibles au voisinage de K de sous~ensembles
analytiques de (o , '
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codimension p)., Choisissons des générateurs ¢looe¢m de Ao s
et soit ¢ un €lément de A-B (¢ détermine un voisinage
affine de B). Supposons toujours ©p22 : Y est représenté

per un cocyele {v. .} (v, e (o, (6, )uvuny (8 ) A)
1l T

0001

1 P looolp

Choisissons un polydisque LcK tel que ¢ se reldve dans

O, et tel que les v, . 8e relévent en
lloaolp
- - -1
ilaooipe (wpKL(¢il)°°°pKL(¢i )) dL formant un cocycle,

Ce cocycle induit un €lément Y de Hz (5L) tel que
- L
A(Y) =Y o

L'injectivité du passage & la limite inductive se démontre

de fagon semblable,
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