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INTRODUCTION 

L'essentiel de ce séminaire est une contribution à 

l'étude des variétés de dimension infinie 9 variétés analytiques 

banachiques complexes surtout, mais on trouvera aussi un exposé 

(n°8) tout à fait actuel de No Moulis sur la classification des 

variétés différentiables hilbertienneso Mis à part un bestiaire 

en guise d'introduction, les exposés de J.Po Ramis sur les fonde­

ments de la géométrie analytique banachique n'ont pas été rédigés 

on en retrouvera la matière dans un livre en préparation pour là 

collection E de Springer, et en attendant, dans des exposés au 

Séminaire Pier~e Lelong 1967-1968 (Lecture Notes - Springer 1968) 9 

ou dans un exposé de Henri Cartan au Séminaire Bourbaki {février 

1969). On trouvera par contre deux contributions que Po Mazet a 

apportées pendant ce séminaire à la théorie, dont 1°une essentielle: 

le nullstellensatz ; la démonstration {simplifiée par Ho Cartan) 

qui en est donnée ici est élémentaire ; JoPo Serre a suggéré une 

autre démonstration du lemme algébrique fondamental (cf. note du 

juin 1969 aux C.R.A.So Paris)o Sont étudiés ensuite la classe 

fondamentale des ensembles analytiques, une théorie naïve des 

multiplicités, deux théorèmes d'image directe, et 9 en guise deexemple 1 

la cohomologie de l'espace des opérateurs à indicea 

Le séminaire prend fin sur des exposés relatifs à la 

dimension finie, brodant tous deux autour de la notion de résidu 

un rapport de To Bloom sur les travaux actuels de Brieskorn sur les 

singularités isolées des hypersurfacesi et un développement d'idées 

de Grothendieck s~r un théorème de dualité pour la cohomologie d'un 

espace analytique à valeur dans un faisceau cohérente La contri­

bution de JoPc Ramis à ce dernier travail (le recollement des fibres) 



II 

sera davantage développée dans un article à parâîtreo 

Indiquons que n'ont pas été rédigés des exposés de Yo 

Colombé sur 11 intégration sur un ensemble analytiiue (d'après 

Lelong et De Rham), de Lê Dung Trang sur les singularités isolées 

des hypersurfaces (d'après Milnor) et de J. Hubbard sur les cycles 

analytiques (d'après Atigal et Hirzebruch), et signalons enfin, 

comme retombée du séminaire, un article à paraître de Yo Colombé 

sur les fibres des applications analytiqueso 

Nous ne terminerons pas sans remercier notre fidèle 

auditoire 1 et en premier lieu Monsieur Henri Cartan, ainsi que 

Madame Jo Maynard qui s'est chargée 0 avec compétence et gentillesse, 

de la frappe des manuscrits, et la Faculté des Sciences d'Orsay 

qui nous a accordé gîte et couverte 



SEMINAIRE 

Ra.mis - Ruget 

BESTIAIRE 

par Jean-Pierre RAMIS 

Commençons par quelques définitions 

Définition 1 : Etant donnés deux espaces de Banach complexes 
wwwm 

E et F' et un ouvert U è.e E ; · une application f : U -+- F est 

dite analytique~ si elle est développable en série enti~re au 

voisinage de chaque point de U (cfi[l] ou [3])e 
Remarquons que f est analytique si et seulement si elle est 

différentiable (complexe) en tout pointo 

On a la notion de variété analytique banachique complexe 

{cf,[1] ou [3])a 

Définition 2 Un sous-ensemble X d'une variét~ analytique 

banachique complexe U est dit analytiqueD s'il est localeme!li 

(dans U) 1~e11semble dee; zéros d'une fonction analyt~~ à valeurs 

2-~cli.iqu~~ 
Un sous-ensemble X de U est ài t analyt i 9,ue de défini ti..2.E. 

finie s!il est localement (dans U) l'ensemble d~s zéros communs i 

un nombre fini de fonctions ahalytiques scalaires, 

~xemples : l'ensemble des pSles et l'ensemble des points d'in­

d~termination d'une fonction méromorphe sur une vari~t, analytique 

banachique U sont des sous-ensembles analytiquds de d~finition 

finie de U 

le premier est localement d~finissable par une ~quation scalaire 
~-c:ac..... =-~~ 

non identiquement v~rifi~e par un ouvert de U (il est donc 
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principal) et le second est localement définissable par deux équations 

se alaires (,l(,) 

La famille de sous-ensembles analytiques exhibée ci-dessous 

(en A) est formée d'êtres particulièrement "pathologiques". Ces 

ensembles sont essentiellement destinés à fournir des contre-exemples 

à tous les théorèmes (ou presque ••• ) qu'un optimisme naïf conduirait 

à "extrapoler" des résultats'classiquesj L'exemple donné en B est 

un monstre àu même genre mais construit "à la main". 

A - Exemples tératologiqties, 

Soit A une algèbre de Banach complexe (unifère). Soit 

X= Hom(A,t) son spectre (il s'agit des homomorphismes continus 

d'algèbres unifères) ; il peut être considéré comme sous-ensemble du 

dual fort A~ ~ue l'on munit de sa structure naturelle d'espace de 

Banache 

Proposition 1 : Avec les notations ci-dessus, X est un sous­

ensemble analytique de A* o 

Démonstration : Notons B l'espace de Banach des applications bili­

néaires continues de Ax A dans t o On définit une application : 

f par 

Il est fort simple de voir que f est analytique (et même polynomiale 

de degré 2}; il en résulte que X =-f- 1 (0) est bien un sous-ensemble 

analytique (et même algébrique!) de A* 0 

En prenant diverses algèbres de Banach, la proposition 1 permet 

de construire de nombreux exemplesa Celui donné ci-dessous est dû à 

Douady (cfo f4]) : 

Proposition 2 : Tout compact·métrisable est homéomorphe à un 

sous-ensemble analytique (muni de la topologïe induite) d'un esl'.)ace 

de Banach convenableo 

(*) On le voit en utilisant les résultats de [7] et des raisonnements 
classiques en dimension finie (cfo [5])o 
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Démonstration : Soit K le compact (on note d la distance), Soit 

A l'algèbre de Banach d~s fonétiona Lipschitziennes de K dans œ 
munie de la norme : 

li f 11 = Sup If (X) 1 
XéK 

+ Sup 

[

x1:oK 
y~K 
xr#y 

lf(x)-f(y)I 
0 

d(x,y) 

Notons A~ le dual fort de A 9 on a une application 

ô K ~ A~ définie par 

ô x~{f~f(x)) 

L'algèbre A est une sous-algèbre involutive 9 pleine(*) de l'algèbre 

~(K) des fonctions continues {à valeurs complexes) sur K ; il en 
,, (**) 11 • resulte que u est une surJection de K sur le spectre X de Ao 

On a par ailleurs les i~égalités : 

d ( X nY ) ~ Il ô ( X ) - 6 ( y ) Il ~ d ( X 9 y ) ; 
l+d(xily) 

quels que soient x et y dans K ( 1 9 inégalité de droit·e est 

triviale, celle de gauche nécessitera un léger travail du lecteur qui 

pourra utiliser la fonction z 1-P- inf(d(x,z) 9 d(x 0 y))) o 

On constate ainsi que ô réalise un homiomorphisme de K sur 

X et il suffit d'appliquer la proposition 1 pour voir que X est un 

sous-ensemble analytique de A~ o 

Définition : Etant donnés une variété analytique banachique U 

et un sous-ensemble analytique X de U ; on dira qu'un point x de 

X est régulier si x est au voisinage de X une sous-variété 

analytique directe(~~~de U o 

Un point qui n'est pas régulier est dit singuliero 

Proposition 3 : Si A est l'algèbre des fonctions lipschitziennes 

sur le compact métrisable K, ~on·spectre X est un sous-ensemble 

analytique de A~ qui n'a 3ue des points singulierso 

{*) ioeo ~ si f est inversible-dans ct'(K) 9 il est inversible dans A 

{~~) cfo [2} § 7ol Proposition lo 

[M*•) ioeo Tx(X) est un sous-espace vectoriel fermé direct de Tx(U) 

( C f Q [ 3 J Ou I 6] ) .o 



~~~~~~~!~~i~~ : Supposons 

voisinage ouvert convexe 

sous-variété directe de 

Gelfand (voir plus haut) 

u 
. 
' 

que aéX soit 

V ë.e a dans 

0 Soit ô : K 

6- 1 (v nx) est 

régulier, il existe un 
T! tel Ç,Ue vnx soit une ... 

~ X l'application de 

un voisinage ouvert de 

x = 6-l (a) dans K , on peut trouver une fonction g e: A dont le 

support est contenu dans le voisinage et qui atteint son maximum en x ; 

g définit alors une fonction analytique, non constante, sur V n X 1 

ce· qui est en contradiction avec le principe du maximum (pour les 

variétis analytiques ha~ac~iques). 

B - Exemple de sous-ensemble analytique compact non trivial d'un 

espace de Hilbert séparable. 

Les exemples de la partie A nous ont montré que 9 contrairement 

à ce qui se passe ne dimension finie, il existe des espaces de Banach 

admettant des sous-ensembles analytiques compacts non réduits à un 

nombre fini de points. Ces espaces de Banach sont cependant ''assez 

gros" et on peut se è.emander s'il en est de même pour un espace de 

Banach séparable voire un espace de Hilbert. 
2 Soit E = iœ (espace des suites complexes de carré sommable),· 

Soit {x
0

} une suite donnée de t~ possédant les propriétés 
n ndN \1, 

suivantes(*) : 

( i ) X o .1. 0 t t · r pour out en 1er n , 
Il 

(ii) 1 012 \ 
1 X!! > /.. 1 012 x , pour tout entier 

n 
N , 

n>N 

f 

f 
0 

X X } fll ; 
n n n~'l.i'; 

on vérifie immédiatement QUe f est bien définie et polynomiale de 

degré 2, donc analytique. Posons X= f-
1 (0) ; X est un sous-ensemble 

0 
X = 

n 
convient, 



analytique de E 9 il est formé de toutes les suites telles 
0 que x = 0 ou x • Des considérations élémentaires conduisent aux 

n n 
résultats suivants : 

(a) X muni de la topologie induite par E est homéomorphe à 

l'ensemble de Cantor (donc -compact) o_ 

(b) X n'a que des points singuliers·; de plus si U est un 

ouvert de E et Y un sous-ensemble·analytique de U contenu dans 

U Il Y , les seuls points réguliers de Y sont les points isoléso 

(c) Pour tout entier m, on peut trouver une décomposition : 

X= ! 1U_! 2 UoooUXm; aucun des Xi n'étant contenu dans l'un des 

autres (on désigne par Y le germe à l'origine d'un sous-ensemble -
afialytique d'un voisinage de O dans E ). 

Définition 3 . Soit X un sous-ensemble analytique d'un ouvert . 
V d'un espace de Banach E 0 So~t X E.-X • On note 

J1, = {F/F sous-espac·e vectoriel de dimension finie 
X 

tel que x soit isolé· dans l'intersection ( x+F) ()X} o On appelle 

codimension en x de X dans U: 

codim X 
X 

= Sup dim Fe. ( N U {+cc}). 
Fe. J,t,, 

X 

de 

Remarque ~ cette définition coïncide avec celle (classique) de 

la codimension en dimension finie, ainsi qu'avec celle d'un sous-

espace vectoriel direct. 

Lemme : Soit X un sous-ensemble analytique compact d'un ouvert 

U d'un espace de-Banach E o Tout sous-espace affine de dimension 

finie de E coupe X suivant un ensemble finig 

E 

Démonstration: Si F est ·un sous~espace affine de E 9 de dimension-

finie, XOF est compact et analytique dans F , donc formé d'un nombre 

fini de points. 

Proposition 

d'un ouvert V 

en tout point. 

4 : Si X est un sous-ensemble analytique compact 
l#). 

d'un espace de Banach, 11 est de codimension infinie 

(~) de dimension infinie. 



Démonstration : La proposition résulte trivialement du lemme et de ------~------
la définition 3. 

C - Sous~ensembles analytiques·d 1 un-esbace de Banach possédant des 

points de toutes les codimensions au voisinage de l'origineo 

Soit E = 11 
Œ 

(espace des suit~s sommables), Soit 

f 11 
a: 

1 
10: 1 définie par 

f :. { X } 11\T n nE:1n 
{ z } · m mE:{N , avec 

zm = x1 .x 3 ••• ~2m+l x2m~2 e L'application f est ~nalytique et 

X= f- 1 (0) est un sous-ensemble analytique de E. 

Pour tout entier ~, on pose alors : 

X {x 2=0; • • • , .. - X =O• . X =O· x2m+l=O} et 
' 2p , • 0 • ' 2m ' m 

y = {x 2=0; 0 0 0 
. X =O• 0 0 o.} . il est clair que X est . , 2p ' ' m 

sous espace vectoriel de codimension m+l de E et que y est 

sous-es·pac e vectoriel direct de E , de codimension infinie. 

un 

un 

On vérifie que : x = eu X ) U Y œ Désignons par 
m 

x* l'ensemble 
me.IN 

des points régulîers de X · X ()X* ' m 

étant dense dans X I on en déduit : 

est dense dans X 
m ' ( U xm) 

me!IN 

(a) x* est dense dans X et dans tout voisinage de O , il y 

a (pour tout n~l ou infini) des points réguliers de X où X est 

de codimension n 

(b) si x est un point de Y tel que x2p+l~O pour tout pJO ; 

x n'appartient pas à la réunion U Xm D mais tout voisinage de x 
m~IN 

rencontre cette réunion et, par suite~ contient des points réguliers 

de codimension finie de X ; 

(c) si x est un poiht de Y vérifiant la·condition de (b) ; 

pour tout voisinage ouvert V de x dans E Don peut trouver une 
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fonction analytique sur V, ne s'annulant pas identiquement sur xnv 
et s'annulant identiquement sur le germe X 

:X 
de X en X • 

Soit h ~l ➔ t définie par a: 

h : {x } IN n n~ ; cette application 

est linéaire continue (donc analytique}, désignons par Z l'ensemble 

de ses zéros et posons S = X U Z • 

Il est clair que·, quel que soit m , X r/:-Z et qu'il y a des 
m 

points de X n x* qu1. n'appartiennent pas à z • Par ailleurs 
m 

S = ( U X ) U Z (puisque Y c.Z) ; on constate alors que S 
me.IN m 

est un sous~ensemble analytique (puisque r~union de deux sous~ensembles 

analytiques) de E , dont la codimension est finie en tout point, qui 

possède des points de toutes les codimensions (finies) dans tout 

voisinage de 1voriginea On peut montrer que S n'est pas de défi­

nition finie. 

Pour terminer, signalons à l'attention du lecteur "découragé" 

par les exemples précéden~s que les-sous-ensembles analytiques ont 

tout de même quelques propriétés dont on parlera dans la suite du 

Séminaire (cf. en attendant l8] et [9]). 
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Exposé n° 10 QUELQUES TECHNIQUES POUR LA GEOMETRIE ANALYTIQUE 

BANACHIQUE o 

par Pierre MAZETo 

Le but de cet exposé est de présenter un certain nombre 

de méthodes et d 9 outils utiles en géométrie analytique bana­

chiqueo A titre d'exemple, nous y amorcerons l'étude des 

relations entre hauteur et codimensiono 

Nous suivrons de très près les exposés que Ramis a faits 

sur ce sujet dans d'autres séminaireso Nous supposerons connus 

les premiers résultats de Ramis sur le théorème de préparation 

et la factorialité de O(E) o 

I - Définitions et notationso 

Les espaces de Banach considérés sont toujours construits 

sur le corps œ o 

Soit E un espace de Banach~ X une partie de E 9 nous 

noterons X le germe en O de X o De même0 si f est une 

application d'un voisinage de O de E dans un ensemble 0 

nous noterons f son germe en 0 o Nous nous intéressons plus 

particulièrement au cas où f est une application analytique 

dans un espace de Banach F o Dans ce cas l'ensemble r- 1 (0) 

est noté V(f) et les germes du type v(r) sont dits ana­

lytiques; si en outre F est de dimension finie 9 y(r) est 

dit de défini~ion finieo 
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fonctions holomorphes de E dans œ o 

Rappelons que cet anneau est un anneau local et factorielo 

Si X est un germe analytique (en O) , nous noterons 

l'ensemble des éléments de ff(E) nuls sur X ; c'est 
;;:;;. 

un idéal de ~(E) o 

Un germe X est dit irréductible si on ne peut pas 

trouver de décomposition du type : 

où b et ~ sont des germes analytiques distincts de X o 

II - L'application I(X) 

Proposition 1 : L'application X~ I(!) jouit des 

propriétés suivantes 

i) bc~ 2 équivaut à I(X 1 )~I(~) 

ii) L'application X~ I(X) est injective - -
iii) Tout idéal du type I(I) est égal à sa racine 

i v ) I ( ~l U ~ ) = I (~ ) n I ( ~ ) 
v) Un germe X est irréductible si et seulement si I{X) est 

premiero 

- Les assertions iii) et iv) sont évidenteso 

- L'assertion ii) résulte immédiatement dei) 

- Dans i) il est clair que : ~ 1 c~ 2 > I(~ 1 )=>I(~ 2 ) 

Démontrons donc que : 
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Considérons deux germes ~ et 

trouver un voisinage n de O dans 

~ 0 on peut toujours 

E 9 un espace de Banach 

F et deux applications analytiques a
1 

et a 2 9 de n dans 

F telles que : 

d'une 

X = V(a1 ) ~ ~1 

Alors la condition b 4- I2 
suite X n 

- (V n) 

- (V n > 

d'éléments de 

X ---+- 0 
n 

a
1 

( xn) = 0 

a
2

(xn) (: 0 

n 

= V ( a2 ) 

se traduit par l'existence 

telle que 

( xn e V ( a
1

)) 

( xn <f V ( a 
2

) ) 

Nous allons, alors,montrer l'existence d'une application 

analytique f de n dans € telle que : 

- f est nulle sur V(a2 ) 

- (V n) f ( X ) V: 0 
n 

Pour cela 9 il suffit de trouver une forme linéaire ~ sur F 

telle que : (V n) ~(a 2 (xn)) (: 0 0 l'application ~ 0 œ2 
ayant alors les propriétés de f o L'existence d'une telle 
forme est assurée par le lemme suivant 

Lemme 1 : .ê.211 F un espace de Banach 9 yn une suite 

d'éléments non nuls de F • alorsp il existe une forme linéaire 

~ sur F telle que 



Soit F l'ensemble des formes linéaires sur F 9 nulles n 
sur yn ; le théorème de Hahn-Banach assure que Fn est un 

hyperplan fermé du dual fort F* ~ Le théorème de Baire montre 

alors que 

F 
n 

est d'intérieur vide, donc différent de 

Tout élément de F~ qui n@appartient pas à 

la propriété désirée. 

- Démontrons l'assertion v) 

u 
ne.IN 

F n 

F * o 

possède 

Si I(,!) est premieri soit X = ~ U ~ une décomposition 
de X D On a 9 d'après iv) 

r(;) étant premier, ceci implique g 

ou 

En appliquant l'assertion ii) on obtient 

X=~ ou X= ~2 

X est donc irréductibleo 

- Si (!) est •irréductible~ soit fi un élément de 

I (X) alors -

d'où 

X = g n v ( t)] u [~ n v ( ~ > J 
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L'irréductibilité de X assure donc 

!, = .! n V ( f) d'où - -

ou 

d'où 

I(!) est donc premiero 

Remarque : Si ! est de définition finie 9 on peut 

reprendre cette démonstration en remplaçant la notion d'irré­

ductibilité par la suivante : ! ne peut être décomposé en 

! 1 U ! 2 où li et ~ sont des germes de défini tien finie 

distincts de X o 

On en conclut que cette nouvelle notion d'irréductibilité 9 
'· 

pour les germes de définition finie, coïncide avec l'ancienneo 

III - Les idéaux géométriqueso 

Si i tout germe X on sait associer un idéal I(l), 9 nous 

ne savons pas 9 réciproquement, à tout idéal de cr(E) associer 

un germeo 

En particulier, nous ne savons pas quels sont les idéaux 

du type I(!) o L'assertion iii) de la proposition 1 assuré en 

tout cas 9 que ce ne sont pas tous les idéauxo Signalons, tou­

tefois, que la réciproque de cette assertion est exacte pour 

une certaine classe d'idéaux 9 dits géométriques, et fausse 

en général (cf: Exposé llo Complément)o 

On peut alors poser le problème suivant 

Soit I un idéal de O(E) 9 existe-t-il un plus gros 

germe X 
= 

tel que 



Nous ne connais~ons pas d'exemple oa la réponse est 

négativeo Nous ·allons; cependant étudier des cas très impor­

tants où elle est positiveo 

- Si I est de type finio 

Soient h~ooog~ · un système d_e générateurs de I e on 

peut trouver r
1

,ooo 9 f fonctions analytiques définies sur . n 
un m~me voisinage n de O représentant ces germe~o Si f 

est l'applicati9n {f 19 ooo 8 f) de O dans tn ~ le germe 
n1 

!_{f) possède la propriété dé'siréeo On le note X(I) c 

- Si on peut trouver un idéal J de type fini tel que 

Je IcI(X(J)) 

alors le germe ?[J] possède· la.propriété, il est indépendant 

de J g on le note f(I) , Un tel idéal I est dit §éomêtriqueo 

Proposition 2 Les idéaux géométriques possèdent les 
•'; ., . 

propr1etes suiv~ntes : . 

i) I géométrique <'..:::=} Rad I ~éométrique et 

y(I) = i(Rad I) 

ii) I
1 

géométrique e I 2 géométrique -? I
1 

+I2 géométrique et 

iii) I
1 

géométrique, I 2 géométrique ~ r
1 
r2 et r

1 
n r2 géo­

métriques et 

La démonstration de ces propriétés est très simpleo 
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Remarque g Nous ne savons pas si I 1 et 12 étant de 

type fini 9 I 1 n 12 est encore de type finio Ceci équivaudrait 

à la cohérence de l'anneau ~(E) o 

IV - Décomposition de O(E) o 

Dans un espace de Banach 

ferméo La surjection canonique 

E 9 soit 

E ~ 

E p 
E/E 

p 

un sous-espa_ce 

induit une ap.., 

plication O(E/E ) --,,- O(E) a Cette application est injective 
p 

car s est ouvertea Son image est formée par les germes 
' d'applications~ indépendantes de 

la forme dérivée s'annule sur 

image sera notée 

E 
p 

E" 9 c 0 est-à-dire dont 
p 

au voisinage de O o Cette 

Si E 
p 

admet un supplémentaire topologique E' 0 on a 
p 

des isomorphismes canoniques entre les anneaux O'(E') a 
p 

et ~(E ,E ) o 
p 

Ces isomorphismes nous permettrons d'identifier ces trois 

anneauxo 

De même, l'injection de E 
p 

cation O(E) --,. ô(E ) qui est 

dans E induit une appli­

la restrictiono Si E admet 
p p 

un supplémentaire topologique, cette application est surjectiveo 

E 
p 

Nous nous intéresserons tout particulièrement au cas où 

est de dimension finie p (il est alors automatiquement 

fermé 9 et admet toujours un supplémentaire topologique)o Nous 

utiliserons alors des systèmes de coordonnees sur E 9 c 0 est­
p 

à-dire des familles Z19 ooo 9 ZP de formes linéaires sur E 

dont les restrictions à E forment une base de E~ A un p p 0 

tel système de coordonnées nous pourrons attacher une base 

duale de E et un supplémentaire de E défini par 
p p 

E' = (l Ker 2. o p l l~i~p 



E' p 
Réciproquement, la donnée de la base duale et de 

permet de retrouver le système de coordonnéeso On a alors une 

injection cançnique de O'(E) dans vt(E 1 E ) l[z1 poo1>Z J] qui p . p 
nous permettra parfois d'identifier O(E) à son imageo 

Définition 1 ~ On appelle système de d,compositions em­

boitées de E la donnée de deux suites (finies ou non) 

E19 o oc, 9 En, o o o 

et où g 

- la suite E est une suite croissante de sous-espaces 
n 

de E . 
' 

- pour tout n 9 z1 eo o o ·;_zn1 est un système de coordonnées 

sur E et i,n > Z. nul,:l.e sur E o 
n 1 n 

Remarques - ces con~itions impliquent g dim En= n 

- la connaissance de En et de z1 ,ooo 9 Z
0 

implique celle de E1 ~ooo 1 En-l car g 

E'. = 
1 

si i<n 

(Î Ker Z. 
J 

J 

E. =E ()f' (î 
1 n -. . 

1<J~D 

Ker Z .] 
J 

- pour un tel système on peut définir 

E! 
Il - -1 

est un supplémentaire de E. o 
l 

- en restreignant les deux suites d 0 un sys­

tème de décompositions emboitées aux indices inférieurs à un 

certain entier, on obtient un nouveau système de décompositions 

emboitéeso 

- si E19 ooo 9 En z1 ,oooDZ
0 

est un système de 

décompositions emboitées, E. s'appelle 1vaboutissement de ce n 
systèmeo Un tel tystème peut ;tre prolongé en prenant pour 

E n+l n'importe quel sous-espace de dimension n+l contenant 

E et pour z n'importe· quèlle forme nulle sur E et non 
n n n 

nulle sur E n+l 0 On peut 9 pour cela 9 prendre un vecteur e 



de E tel que e 4 E I poser n 

= E @ œ e 
n 
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et on peut alors trouver Zn+l telle que Zn+l(e) = 1 o 

Soit E un espace de Banach 9 E un sous-espace de 
p 

dimension finie p 9 J un idéal de e'(E) ; on peut alors 

définir J 
p 

qui est 1 9 image directe de J dans ~(E ) par 
p 

la surjection canoniqueo E 
p 

étant de dimension finie on peut 

alors définir V(J ) (car ... p 
O' ( E ) 

p 
est noethérien) o 

Remarquons que si J est géométrique 

V(J ) = V(J) I"\ E 
= p = :P 

de même si J = I(I) 

v(J ) =xnE = p ~ =-P 

Un des buts de cet exposé est d'étudier la condition 

V(J ) = 0 o En particulier nous allons voir qu'elle est équi­= p -
valente à 

le morphisme 

fait de O'(E)/J 

ttt(E,Ep) ~ lo/(E)/J est fini {coàodo qu'il 

un db(E ,E )-module de type fini) o 
p 

C'est cette dernière condition que nous allons étudier 

tout d'abordo 

Pour cela nous avons besoin de la notion, très importante 9 

de suite de Weierstrasso 

V - Suites de Weierstra~so 

Rappelons que si A est un anneau local d'idéal maximal ~iJ 
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on appelle polynôme de Weierstrass de A[TJ tout polynôme du 

type : 

où n~l et a. e :>il, 
1 

Définition 2 : On appelle suite de Weierstrass de O(E) 

la donnée ~ 

i) d'un système de décompositions emboitées de E 

(E19 ooo 9 Ej,ooo 

ii) d 0 une suite q. d'éléments de cr(E) telle que 9 pour tout 
~ 

j 11 q. soit un polynôme de Weierstrass de oi;(E 11E.) [Z.] • 
=J J :;J 

Remarque On identifie ici cr(E) à un sous-anneau de 

c7G ( E , E • ) [ [~, P o o 9 Z • 1 ] 
J ~ =J~ 

- Sous ces hypothèses 

- On définit l'aboutissement d'une suite de 

Weierstrass comme étant l'aboutissement du sy~tème de déciompo­

sitions emboitéeso 

- On définit de même des suites de Weierstrass 

tronquées à partir d'une suite donnéea 

- Si J est un idéal de ff(E) et si 9 pour tout 

j 9 

On dira que la suite est contenue dans J o 

Ces notions étant présentées, nous pouvona passer à l'étude 

proprement diteo 
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Soit J un idéal propre de O(E) , E un sous-espace 
p 

de dimension finie de E tel que t.fi;(E,Ep) .,.,..._ ~(E)/J soit 

finio Si !_ est un élément de O(E) 0 sa classe dans O(E)/J 

admet un polynôme minimal Pf 

des fractions k de Jt(E 1 E ) 

à coefficients dans le corps 

p 
o Mais dh(E ,E ) étant isomorphe 

p 
à O'(E/E ) 

p 
est intégralement clos donc Pl est un polynôme 

unitaire de 

Lemme 2 g Sous les hypothèses précédentes 1 si u 

une forme linéaire sur E non identiquement nulle sur 

Pu est un polynôme de Weierstrasso 

est 

E D p 

-
u n 9 étant pas nulle sur E peut intervenir dans un 

p 
système de coordonnées de E o Soit z1 ,ooo 0 Z 

p p 
avec u = z1 ; e19 ooo 9 ep la base duale et E~ 

taire canonique di E o En identifiant· O(Ev) 
p p 

Pz ( ~l) e J 
=l 

donc Pz (~ 1 ) appartient à l'idéal 
-1 

ce système a 

le supplémen-

et Jè;(E 11E ) 9 p 
maximal de 

d [ E ~ C±) a; e 
1
] ; 

nulle 9 on peut 

sa restriction à œ e 1 n'est pas identiquement 

donc lui appliquer le théorème de préparationo 

Nous obtenons donc un polynôme de Weierstrass ~[~ 1] et un 

germe inversible H tel que 

La minimalité de PZ implique alors 
=l 

d0 Pz = d0 j et donc 
=1 

Lemme 3 g Soit E 

de dimension finie~ J 

un espace.._,ge Bana~, Ep un sous-espace 

et J' deux idéaux_J.~ ff(E) tels que 

J c J' et ùt(E 9 Ep') --9- O'(E)/ J soit fini, alors 

C'est évidento 
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Théorème 1 : ..§..2.ll J un idéal propre de ff(E) , Ep un 

sous-espace de dimension finie p de E o Les deux propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

i) le morphisme est fini 

ii) J contient une suite de Weierstrass aboutissant en E 
p 

- i) 
de 

~ ii) Si z190 oo 11Zp est un système de coordonnées 

Ep I il permet de définir E111.oo 1 Ep-l et en posant 

q. = Pz. il est facile de voir que 
=1 -1. 

ql e o • o e q 
=- ~ 

est une suite de Weierstrass contenue dans J o 

- ii) ~ i) Raisonnons par récurrence sur p o 

Si p=l cet énoncé est celui du théorème de divisiono 

C 

Supposons 1vimplication établie pour p-1 , en identifiant 

les anneaux O(E!) O'{E/E.) et Dt{E9 E.) on a le dia.gramme 
l. l. l. 

commuta.tif g 

~ 

où a est fini, d'après le théorème de division 

y est fini, car s est surjective 

~ est fini, d'après l'hypothèse de récurrenceo 

Donc y O· B est fini, et d 9 après le lemme 3 

O'( E ' ) -+ r:f(E)/J est rinL p 
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Proposition 3 g Etant donnés J idéal propre de cr(E) 

sous-espace de E de dimension finie 9 si le morphisme 

~ cr ( E ) / J e s t fin i 9 V [ J P] e s t réduit à O o 

Par restriction 9 des générateurs du ct(E 9 E )- module 
p 

donnent des générateurs du (C espace vectoriel O'(E)/J 

O'(E )/ J 
p p 

qui est donc de dimension finieo Il suffit alors 

d'appliquer le g 

Lemme 4 g Si I est un idéal propre de o-[œPJ et si 

o[œPJ/1 est un œ espace vectoriel de dimension finie, 

.Y_(I) est réduit à Q o 

Ce résultat est classiqueo 

Proposition 4 g Si J est un idéal géométrique de O(E) 9 

et E
1 

!_[J]nE 1 
finL 

un sous-espace de dimension 1 de 

= [~ 9 1°homomorphisme Jè(E~E 1 ) 

E 9 si 

-+ O'(E) / J est 

V[Jl nE. = O implique que 1 9 un au moins des éléments de J 
=- - 1 -
ne s'annule pas identiquement sur E1 9 en lui appliquant le 

théorème de préparation 9 on obtient une suite de Weierstrass 

aboutissant en E1 o Le théorème 1 permet de conclureo 

Théorème 2 .g Soit J un idéal géométrique -
E un sous-espace de E de dimension finie p p 
plémentaire topologique de E tels 

p 
soit finie Alorso 

i) J' = Jn O(E 9 ) est géométrique 
p 

que O'(E') p 

de O(E) • 
a E' un sup-p 
~ O'(E )/ J 

ii) Si X = ~[J] ~ ~• = ï.[J'] 9 il existe un polydisque 

/J. = ôq ~ ô" associé à (E' 8 E ) 9 un représentant p p 
dans /J. et un représentant x 0 de !_~ ~ ô' 

X de X - -
tel que 
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X' = -c[X1 (où t est la projection canonique de â sur t')o 

Faisons tout d'abord les hypothèses supplémentaires p=l 0 

J est de type fini, J propreo 

D'après la proposition 3, V[J] n E1 = O , il existe donc 

un élément !;i_ de J non identiquement nul sur E
1 

c Complé­

tons f 1 en un système de générateurs de J : _h, o o o, ~ o 

Choisissons une coordonnée z1 sur E1 (telle que 

Ei = Ker z1) et appliquons le théorème de préparation à !J. 9 

on obtient un polynôme de Weierstrass il dans O(EiHz1} , 
divisons J29 oooebi par 9...1 on obtient des restes ~ 9 oec,&i c 

:!il, ~, o o o, .:n engendrent encore J c 

On peut alors trouver un polydisque A= 6'~ 6" (s" de rayon 
r Il ) et des représentants q1 , r 2 , o o o 9 r n de 

dans ~(.Ll) de façon que 

• Appliquons alors la théorie de l 9 êlimination (cfo (1]) o 

On obtient un nombre liai de fonctions 9 D1 ,ooo,Dm 

appartenant à ~(5 9 ) telles que g 

a) Pour que q1 [x',T] 9 r 2 [x',T]1>000, rn[x 9
0 T] aient une 

racine commune, IFIS que D1 (x
8J = o o o = Dm [x'J = 0 

b) D19 ooo 9 Dm appartiennent à l'idéal de Je[;'} [z1 ] engen­

dré par q1 [xi z1J, o o o 9 rn [x' ,z1J o 

Posons X = V (ql' r 29 ooo 9 rnJ 

I' = {~ eo o °'~m) 
X' = V(D1 »ooo'~Dm) 

alors a) implique qu'un point x 9 de S 9 appartient à L[X] 

si et seulement si n1 tx 9J = ooo = Dm[x'] = O d 9 où ~[X]= x0 
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b) implique I 0 c J'o 

En outre un germe de J' s'annule identiquement -sur X donc 

sur X' d'où J' c I[l_(I' )) o J' est donc géométrique et 

oRemplaçons l'hypothèse de type fini par géométriqueo 

Soit I de type fini tel que 

I c J c I [i( I )] 

alors 

d'après la proposition 3o 

La proposition 4 montre alors que o'(Ei) ~ O'(E)/
1 

est finio 

Donc I' = rnd(E') 
1 

type fini tel que ~ 

IV C I' 
0 

Si X..= .Y.[JJ = Y.(I) 

est géométriqueo Il existe donc 

et 

X' = .Y. ( I' ) = Y.( I' ) o 
=o - 0 -

I 9 de 
0 

Tout germe de J s'annule identiquement sur X donc 

tout germe de Jff s'annule identiquement sur la projection 

de !. = Y(I) qui est J~ = !(I') d'après la première partieo 

On a donc I~ c J' c I [t( I~)] o 

est donc géométrique et X' = V[J'] = X' o = -=o 

,On ne fait plus que l'hypothèse supplémentaire J propreo 

Soit z1 ,aao 9 ZP un système de coordonnées sur Ep 

s'annulant s~r E~; E11 a00 9 Ep-l Ei 9 ooo 9 E~-l les espaces 

associés.à ce systèmeo 

O(E~) -+- O(E)/ J ~tant fini 9 le théorème l affirme que J 



contient une suite de Weierstrass 

en E o Alors s1 
p 

J! = J()O(E!) 
J J 

Weierstrass g q.+ 1 9000,q 
=.') =i> 

donc 

aboutissant ~l)0009q 
. .::;P 

, J! cont~ent la suite de 
J 

O'(E') -+ O(E! )/ J' est finio 
p J j 

Le théorème se démontre alors par récurrence sur p o 

oLe cas J = O(E) est trivialo 

Nous allons déduire de ce théorème l'équivalence annoncée 

précédemmento 

Soit E un espace de Banach, E un sous-espace de E p 
de dimension finie p J un idéal propre de O'( E) . J 9 , p 
l'image de J dans O'( E ) p 0 On a alors le 

Théorème 3 gLes propositions suivantes sont équivalentes 

i) ù't(E,EP) -+- O'(EP)/ J est fini 

ii) V[Jp] = ~ 

iii) J contient une suite de Weierstrass aboutissant en E 
p 

L'équivalence i) 

Li implication i) 

Démontrons ii) 

J admet un 
p 

l'on peut relever 

drent un idéal de 

- > iii) 
-> ii) 

-) i) 0 

nombre fini 

dans O'( E) 

type fini I 

est 
,, 

le théorème lo prouvee par 

est 
,, 

prouvee par la proposition 

de générateurs ~eooogf que 
- ::ll 

en !J., o o o •~n 0 Les g. 
=1 

engen-

et l'on a . . 

I c J o Si donc le théorème est vrai pour I il le sera pour 

J d'après le lemme 3o 

Il suffit donc de démontrer ce théorème quand J est de 

type fini oui a fortiori, géométriqueo 

0 

3o 



Nous faisons donc lvhypothèse supplémentaire 

triqueo 
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J t 
,, ,,,. 

es geome-

Raisonnons par récurrence sur p o Si p=l on retrouve 

la proposition 4o Pour p quelconque, soit 

système de coordonnées sur E , e 1 ,ooo 9 ep 

canon1.queso 

z1 ,ooo 0 Zp un 

la base duale et 
p 

Ei,a o a 9 E~ les supplémentaires 

Notons Ji 1 9 idéal J n O(E 1) o Appliquons le théorème 2 

Ji est géométrique la partie i) montre que 

la partie ii) montre que .Y(Ji) n (1!:e2 (t) 000 (f) tep)= 

L'hypothèse de récurrence montre alors que : 

Cf(E') 
p -+ O'( E i ) / J ' 

1 
est finio 

Or O'(E_i) --+ O'(E)/J est fini car V[J]nE 1 = O o 

On en conclut donc : 

O(E~) -+ O(E)/ J est fini 

De ce théorème on tire immédiatement le 

Corollaire ~ fil X est un germe analytique (respo J un idéal 

géométrique) 9 pour que le morphisme 

soit fini 

il faut et il suffit que 

VI - Décompositiàns maximaleso 

Si I est un idéal de O'(E) nous avons ainsi caractérisé 

les sous-espaces E 
p 

tels que le morphisme ..:t(E ,E ) 
p ~ O'(E )/ J 
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soit fini. Nous allons nous intéresser à l'existence de sous­

esp~ces maximaux (pour l'inclusion) possédant cette propri~té~ 

Définition 3 : Si J est un idéal de ~(E) 9 une suite 

de Weierstrass contenue dans J est dite maximale pour J 

si elle ne peut pas se prolonger en une suite strictement plus 

longue contenue dans ·J o 

Proposition 5 : Soit J un idéal propre de ~(E) -9 

Ep un sous-espace de E de dimension finie p tel que 

ft(E,Ep) ---.. o'(E)/ J soit fini. Les propriétés suivantes sont 

équivalentes 

v"'t(E,E ) nJ = 0 ô 
p 

i) 

ii) ~(E,Ep) """" 0-(E)/ J est injectif. 

tii) E est maximal pour J o 
p 

iv) il existe une suite de Weierstrass maximale pour J et 

aboutissant en E 
p 0 

v) ·toute sui te· de Weierstras-s., contenue dans J et a.bou"' 

tissant en E est maximalei 
p 

Il est clair que i) ~ ii) 

Montrons i v ) ==;> i ) o S o i t El 9 o o o 9 E p Z l , o· o o 9 Z p 9 

~ 9 000 1 ~ une suite maximaleo 
\ 

Supposons (3',!ev't(E,Ep)nJ)(!:_ ~ Q) alors il existe 

ep+lé E; avec ! non nul sur tep+l o Choisissant un sup­

plémentaire topologique E;+l de tep+l dans E; 9 on peut 

appliquer le th~orème de préparation à f et on obtient un 

polynôme de Weier_strass ip+l , Alors la suite de Weierstrass 

~ '° . 0 
'~. ip+ 1 

maxim.ali té de 

èst contenue dans J ce qui contredit la 

i) est donc vérifiée. 

On a alors évidemment i) -=;, v) ) iii) ~ i v) 
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Définition 4 : On dit qu'un idéal J de O(E) satisfait 

au lemme de normalisation pour un sous-espace 

finie 9 si 

E 
p 

de dimension 

üt(E,Ep) -+ Cf(E)/J est fini et injectifo 

On dit qugil satisfait au lemme de normalisation s'il y 

satisfait pour~ sous-espace au moinso 

Nous allons démontrer que, en particulier, les idéaux 

géométriques satisfont au lemme de normalisationo 

Lemme 5 Supposons dim E = "'21 0 Si J est un idéal non 
--=== 

nul de (1 ( E) t deux cas sont possibles . : 

i) J satisfait au lemme de normalisation 

ii) J contient une suite de Weierstrass infinieo 

Remarque g Bien que ce soit vrai 9 il n'est pas évident que 

ces deux cas s 9 excluento 

J étant non nul, soit f un élément non nul de J et -
El un sous-espace de dimension 1 de E sur lequel f n'est -pas identiquement nulo Choisissons une coordonnée Zl sur El 
et donc un supplémentaire E' 

1 0 

Appliquons le théorème de préparation, on obtient un polynôme 

de Weierstrass ~ a Si Ji = O'(E~) n J est nul , J satisfait 

au lemme de normalisation pour E
1 

o Sinon continuons ce procédé 

pour JO 
1 

et E 9 
;i et ainsi de suite. Ou bien ceci s'arrête au 

1 
bout de p opérations et alors J satisfait au lemme de norma-

lisation pour E 
p 

et l'on est dans le cas i) 9 ou bien le procédé 

ne s'arrête pas et on est dans le cas i i). 

Lemme 6 i Si J est un idéal de O(E) , _! un germe ana-

litique; non vide 8 défini par n germes scalaires 9 E 
p 

un -



·sous-espace de E de dimension finie p et si 

o'b(E,Ep) ~ ô'(E)/J est fini, alors : 

Soient kil ~poop fui des germes définissant X ~ 

g,11000,g 
-='- 31 

leur restriction à Ep, posons !P = X[~ 10 ooo,~J on 
a alors g 

J c I ( K_) ~ J c I (X ) 
p =p ' 

(où J est 1°image de J dans Œ(E ) ) 0 D'où X c.V(J ) 0 p p -p -= p 

Appliquons le théorème 3, il vient X = 0 0 Mais dans a:P n 
=fi -= 

fonctions ne peuvent définir le germe 0 que si n~p 0 

Théorème ·4 g Soit I un idéal contenu dans un idéal propre_ 

géométrique J de ô'(E) 9 E un sous-espace de E de dimension 
p 

finie p tel que 

alors il existe E
4 

tel que 

lemme de normalisation pour 

E CE 
p q 

E 
q 

l) 

et I satisfassent au 

I étant contenu dans J , géométrique 51 est contenu dans un 

I(X) où X est non vide et peut être défini par un nombre ll.!!l 
n dvéquations scalaireso 

Soit alors E un sous-espace de dimension q de E tel 
q 

que Jt(E~E
4

) -;.. O'(E)/I soit fini, le lemme 6 assure q~ n o 

Tout tel sous-espace est donc contenu dans un sous-espace 

maximal 9 en particulier E 
p 

Corollaire g Tout idéal propre géométrique satisfait au 

lemme de normalisationo 
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Une étude plus approfondie montre que si J satisfait 

au lemme de normalisation pour E 9 le nombre p ne dépend 
p 

que de J o Ce nombre p est lié à la hauteur de l'idéal et 

éventuellement à la codimension de V(J) o 
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Expos·é n ° 11 LE NULLSTELLENSATZ POUR LES GERMES ANALYTIQUES 

BANACHIQUES 

par Pierre MAZETo 

Le nullstellensatz que nous nous proposons de démontrer 

s'énonce ainsi : 

Théorème 1 : Si E est un espace de Banach complexe, 

O(E) l'anneau des germes de fonctions holomorphes en O 9 

I un idéal géométrique de O(E) alors I définit un germe 

V d~ensemble analytique et l'idéal r[v] des germes qui 

s'annulent sur V est la racine de I o 

En fait nous allons démontrer un théorème plus précis sur la 

structure des germes de définition finie : 

Théorème 2 : Sous les hypothèses du théorème 1 si J 

est un idéal de type fini tel que J c:: I c I{V(J )] et si J 

est engendré par n éléments alors : 

i) Les idéaux premiers minimaux pour I (ou isolés pour I) 

sont de hauteur ~n 1 

ii) les idéaux sont en nombre fini et définissent des germes 

V tels que V= Uv (les V sont aiors irréductibles). a a a 

iii) La décomposition ci-dessus de V est la seule décompo­

sition en germes. irréductibles telle qu'il n'y ait aucune 

relation d'inclusion entre les V 
a 0 

Remarques:: Si i) est démontré les résultats de Ramis 

entraînent que ii) est vérifié, mais nous obtiendrons ii) 
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par des méthodes différenteso 

i) et ~i) ~tant démontrés iii) en découle immédiatement 

car les V 
a 

étant difinis par des idéaux premiers minimaux 

ro il n'y 
t'a 

a aucune relation d'inclusion·entre les ia 
entre les Va o 

Réciproquement si u 
aeA 

V 
a 

où les sont 

donc 

irréductibles 11 pour tout B <it B on a V 
8

:) U V a donc ( V 6 étant 

irréductible) v
8 

contient l'un ·des Va; de même\/ aEA 0 

3 Se- B toq. Va-:, VS o Comme il n'y a aucune relation d' inclu­

sion entre les V
0 

ou entre les v
8 

ceci établit une bijec­

tion ~ entre A et B telle que 

V - V a - ~(a} -

ce qui démontre l'unicité de la décompositiono 

Montrons enfin comment le théorème 2 entraîne le Nulls­

tellensatzo 

Si I est géométrique, il existe J de type fini tel que 

Je. I c.I(V(J)) et V(J) = V(I) = V o 

D'après ii) V = U V où les V a a sont définis par les 

idéaux premiers ~a minimaux pour I o 

On a donc I[V] = n I[v
0

] or le Nullstellensatz est connu 

pour les idéaux premiers géométriques, donc r[ya] = '-'a et 

I [v] = r, 'Pa est la racine de J o 

Remarquons en outre que si ~ est un idéal premier contenant 

J il contiendra la racine de J ~ c'est-i-dire I(V[J]) si 

le théorème 2 a été établi pour les idéaux de type fini 9 donc 

il contiendra I et les idéaux premier~ contenant I et J 

seront les mêmes, comme I et J définissent la même variété 0 

le théorème 2 sera démontré si on. le démontre pour I de type 

fini et I = J o 

Cette démonstration va se faire par récurrence sur no 
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Pour n=O le théorème est évident (I=J=O) o 

Pour n=l I est principal engendré par XFO et O(E) étant 

factoriel, les idéaux premiers minimaux pour I sont les 

idéaux engendrés par les facteurs premiers de x ~ ils sont 

donc de hauteur 1 et en nombre finio 

Supposons donc le théorème démontré jusqueà n-1 et démontrons 

le pour n 0 

Soient x1 , o o o e X d~s générateurs de I et n ~ un idéal 

premier minimal pour I 0 Si ro est l'idéal engendré par 

x'i,. o o ,xn..,l • il existe q minimal pour I' avec q c ~ () 

D'après l'hypothèse de récurrence q ne peut prendre qu'un 

nombre fini de valeurs et est de hauteur ~ n-1 o Par ailleurs 

~ est minimal parmi ceux qui contiennent 

On est donc amené à démontrer 

X n et ~ o 

Si q est un idéal premier de O(E) de hauteur q et 

xe.O(E) les idéaux premiers de O(E) minimaux parmi ceux 

contenant q et x sont en nombre fini et de hauteur ~ q+l o 

Or les idéaux contenant q correspondent bijectivement 

(avec inclusions conservées) aux idéaux de 

id6aux premiers se correspondanto 

O(E)/ 0 les .q 

Par ailleurs on sait que ~ ~ étant de hauteur q ~ il 

existe F sous-espace de E de codimension q tel que 

l'application O(F) --.- O(E)/
4 

soit injective et fasse de 

O(E)/ un O(F) module de type finio Si x 0 est 1°image de q 
x dans O(E)/q • les idéaux qui nous intéressent correspondent 

aux idéaux premiers de O{E)/ minimaux pour x' o Nous devons q 
montrer qu'ils sont en nombre finis 9 et pour montrer qu'ils 

correspondent à des idéaux de hauteur ~q+l il suffir~ de 

montrer qu'ils rencontrent O(F) suivant un idéal de hauteur 

~1 • O(F) étant factoriel, "de hauteur ~l" < .> "principal"c 

Nous aurons donc démontré le théorème 2 1 si nous démontrons le 

théorèie siivant qui est purement algébriqueo 



Théorème 3 ~ Si un anneau intègre B contient un anneau 

factoriel A de telle façon que B soit un A-module de type 

fini, et s J. x e: B alors 

i) Les idéaux premiers de B minimaux pour x sont en 

nombre fini 9 

ii) les idéaux rencontrent A suivant u,a .idéal principal o 

Remarquons que si B est un A-module de type fini 1 B est 

entier sur A 9 aussi allons-nousi au préalable, démontrer le 

Théorème 4 Si B est un anneau int.ègre contenant un 

anneau factoriel A g si B est entier sur A il si Xe: B 

et si ~ est un idéal premier de B minimal pour X t alors 

.q, = ~nA est un idéal principal de A 0 

Remarque g ces théorèmes peuvent recevoir des généralisa-
( 

tiens intéressantes en remplaçant A . factoriel par A de 

Krull ; mais 9 ici 9 qous nous sommes attachés à utiliser le 

moins possible les notions élaborées d'algèbre commutative , 

nous avons en particulier éliminé toute référence aux théorèmes 

de Cohen Seidenberg sur le relèvement des idéaux premierso 

NJ(Ul_us eV-oyons qu; il s O agit de démontrer qu 8 un idéal 

premier dans un anneau factoriel est principal~ pour cela 

nous utiliserons le g 

Lemme 1 g Si A est un anneau factoriel et q un idéal 
' premier de A tel que q ne contienne qu 9un nombre fini 

{aux équivalences par les inversibles près) decfacteurs- ptemiers 

alors q est principalo 

Soit X,zq t xf.O ; X peut sVécrire Xlo 000 oXP avec 

x . p rem i e r donc 3 i t e 1 que x . e.. ·q o Ré c i pro que ment s i x 
1 J. 

a un facteur premier dans q si x € q o 

Donci si n est le nombre de facteurs premiers de q 

n = l ~ .'! est engendré par ce facteur premier o 
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Montrons que 

Soit 

est impossibleo 

ces facteurs premiersi formons 

x = x
1 

o • o o 

x111• o o , xn 

oX l + n- x 9 x e. q donc il existe y facteur n . 
premier de x avec 

divise pas x o 

y '-- q Il mais 'r/ i e { l g o o o Il n } x . ne 
l. 

On aboutit donc à une contradictionll ce qui démontre le 

lemme. 

Les deux lemmes suivants sont la clé de la démonstration 

du théorime. Ils s 1 énoncent dans la situation suivante : 

A est un anneau factorielD k son corps des f~~ctions 9 K 

une extension de k o 

Lemme 2 Si zeK est entier sur A 9 a 1) 6 deux éléments 

nuls de A premiers entre tels 
az 

soit entier non eux que 6 
A . alors z est entier A sur , î sur 0 

Dans k(z) la multiplication par z a pour polynSme 
r r-1 , caractéristique (sur k) : X +a

1 
X + ooo+ar ou aie:-A 

car z est entier sur A et A intégralement close 

Alors le polynôme caractéristique de 

r 
a a ,.· r 

az 
8 est g 

qui est encore à coefficients dans A 1) donc Si divise 
i a a. dans 

l 

divise a. 
l 

A • Comme ex et ~ sont premiers entre eux 61 

donc le polynôme caractéristique de z 
6 9 qui est 

al· r-1 
a 

xr r + - X + 0 0 0 + --6 6r 

est ' coe ffi c ien ts dans A et z/6 est entier A a sur 



Avant d'énoncer le lemme 3 9 précisons la notation suivante 

si ~ e K est entier sur A g son polynôme minimal T est à 

coefficient dans A ; alors le terme constant de T s'appelle 

la norme de z et se note N(z) o 

Remarquons que 

N(z) = -z S(z) 

Lemme 3 0 
0 

est entier sur 
ÀZ entier - sur 
a 

9 c 9 est-à-dire que 

Si z <= K est non 

et que 
N(z) 
-=-

z 

T = SX + N(z) 
est entier sur 

nul entier sur A 9 si 

A et si ae.A est premier avec N(z) 

A -==} 
À en t ielr A sur 0 a 

donc 

A o 

À e. K 

alors 

En-effet ÀN ( z ) ÀZ llil est entier A il ne reste = 0 sur g a a z 
plus qu'à appliquer le lemme 

Démonstration du Théorème 4 g 

allons montrer que y divise 

2 0 

Si y E: q est irréductible 9 nous 

N(x) et le lemme 1 permettra 

de conclure car N(x) 
Considérons donc un tel 

montre que A-~ et y 

a un nombre fini de diviseurs premierso 

y g le caractère minimal de f 
engendrent une partie multiplicative 

qui rencontre Box 9 d'où une formule du type ~ 

n 
a y = À X 

où O',. i1 À e: B 
' 

alors X est entier sur A doncg dans 

des fractions de B 
ÀX est entier A et corps -= sur on !) n 
y 

À appliquer le lemme 3 . si y ne divise pas N(x) = , n 
est entier sur A 

y 
0 

Ecrivons une relation de dépendance intégrale pour 

n 
X = 0 

a -X 

le 

peut 

o/ 
X 

donc n 
o ë B.x c ~ ce qui est contraire à a Ef"'l,1 et termine la 

démonstration. 

Remarquons alors que les idéaux q étudiés 0 étant principaux~ 

sont du type (y) où y est un facteur irréductible de N(x) o 
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Le théorème 4 démontre alors le point ii) du théorème 3u 

mais la r~marque précédente permet de démontrer le point i). 

En effet les idéaux minimaux considérés sont des relèvements 

d'un nombre fini dvidéaux 9 il suffit donc de montrer que 

chaque idéal premier q de A admet un nombre fini de relè­

vements dans B • 

Ceci vient du fait que B •st un A-module de type finio 

(cf. Bourbaki Alg. Commut. cho5) 

On peut en donner la d~mbnstfation suivante. 

Si S = A-~ 0 S est une· partie multiplicative de A et pour 

tout relèvement ~ de 4 S () 13 = ~ ; donc les relèvements 

corres~ondent aux idéaux premiers de ·s-1B qui relèvent 

1 9 idéal maximal m de S-l A = A~ • Si ~ est 1' idéal de 

s- 1B engendré par ~ ces idéaux correspondent aux idéaux 

premiers de B' = s-1B/. • ,t 

Or B est un A-module de type fini 

donc S-lB est 
-1 . 

de type fini un S A-module 

B' est un A 9 -module de type fin.i où AV = S- 1A/ 
~ 

mais alors Av est un corpso 

On a alors la propriété suivante 

- tout idéal premier de Bv est maximal 

en effet le quotient de B' par un idéal premier est une 

A'-algèbre intègre de dimension finie. Comme A 9 est un corps 9 

le quotient est un corps. 

Il est alors aisé de démontrer que les idéaux de B' 

sont en nombre fini car si ~l ,000 0 ,n &o•o était une suite 

infinie d'idéaux premiers de Bv deux à deux distincts on 

aurait 

~l () ••• n~n est une suite de A 9 -espaces vectoriels 

dans un espace de dimension finie, il existe donc n tel que 

'13i no o of) 1n - 'P1 (') o. o fi ~n-l 
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donc 

comme , est premier i contient un ~- pour i<n ce 
n n 1 

qui est contraire à ~- ; ~ et 1· maximalo 
l n l 

COMPLEMENT 

Les idéaux du type I(X) 

Nous savons que les idéaux du type I(X) sont égaux à 

leur racineo Le nullstellensatz montre que la réciproque est 

vraie si l'idéal est géométrique, car alors : 

I [v ( I )1 : Rad I : I O 

Nous allons montrer que cette réciproque est fausse en 

général. Plus précisément, nous allons construire un contre­

exemple valable pour tout espace de Banach de dimension in­

finie. 

Soit E un espace de Banach et J l'ensemble des élé­

ments f de O(E) tels que : 

r est riul sur un sous-espace fermé de codimension finie. 

Il est facile de voir que J est un idéal. D'autre part, 

comme les O(E') sont intègres pour tout sous-espace fermé E' 

J est premier. Il est donc égal à sa racine. 

Soit X un germe non vide tel que JcI(X) e si X ;: 0 

il existe une suite X d'éléments n non nuls de E tels que 

l xn) c. X 0 Et donc, si f~I(X) F(x ) = 0 à partir d'un cer-, n 
tain indiceo or. Ëil étant un· espace d.è Bi:iire 9 ii existe 



~ e: E ~ tel que ~(x) est non nul pour~ n 0 Le germe c; n 
est donc élément de J qui n'appartient pas ' I (X) un a 0 

On a donc nécessairement X = 0 0 En particulier, si J = I (X) 

on a X = 0 et donc J = :>t"'o ( idéal maximal de 0 ( E)) 0 

Supposons alors E de dimension infinie o E * est de 

dimension infinie!) et si ~n sont des éléments de E* 9 

~inéairement indépendants et de norme~ 0 on peut définir 

l'application f de la boule unité ouverte,_,dans a: par : 

OIi 

r(x) = r [•n (x)]n 0 

1 

La fonction .f ~st alors analytique~ 

Soit E' un sous-espace de E tel que f soit nul 

sur E' o On peut trouver alors une boule de E' dont les 

points x vérifient : 

('t/teœ) Cltl ~ 1 ~ r(tx) = o> 
OIi 

Si donc x appartient à cette boule 9 la série L [ ♦n (x}Jn tn 
1 

définit le germe nulo On a donc ( 't/ n ~l) (~ (x) = 0) o n 
D~oa Hqc n Ker. qui e~t un sous-espace de codimension ,n 
infinieo 

En conclusion f4"J et pourtant f e~<.o J ne peut 

donc pas ltre du type I(X) o 



Exposé n° 2 OPERATEURS A INDiCE 

par Gabriel RUGETo 

Le corps de base sera œ u ou aussi bien m o 

I - Opérateurs compacts. 

Si E et F sont deux espaces de Banach, nous notons· L(E 0 F) 

l'ensemble des applications lin~aires continues de E dans F 9 

muni de la topologie de la norme ; K(E 9 F) désignera l'ensemble fies 

applications liriéaires compactes de E dans F ~-ioec tèlles que 

l'image de la boule unité de E · soit relativement compacte dans F -: 

c'est [i 5] un sous espace vectoriel fermf de L(E,F) 1 et le composé 

(à droite ou à gauche) d'un opérateur continu et d'un opérateur 

compact est un opérateur·compact .; en particulier, K(E) = K(E 9E) 

est un idéal bilatère fermé de l'algèbre de Banach L(E) = L(E 9 E) o 

On peut faire les mêmes remarques à propos de k(E,F) 9 adhérence 

dans L(E,F) de l'ensemble des opérateurs de rang fini ; k(E 0 F) 
est inclus dans K(E,F) 9 mais on ne sait pas s'il peut arriver 

qu'ils soient distincts ; on ~eut affirmer qu'ils coïncident pour 

F = 1 2 , 1 1 • c par· exemple1 4Jo 
0 

Il existe des couples d'espaces E,F de dimension infinte tels 

q~e K(E 9 f) = L(E 9 f) :·par exemple E = c ~ F = 12 o Soit en effet 
0 

u une application linéaire continue de c
0 

dans 1 2 o Sa trans-

posée tu est une applièation de 1 2 dans 1 1 
9 continue aussi 

bien pour les topologies faibles qu'initiales ; tu transforme donc 

la boule unité de 12 
9 qui est un compact faible, en un compact 

faible de ~ 1 
9 lequel est automatiquement un compact forto Ainsi 

t u P donc u 9 sont des applications compacteso 
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II - Opérateurs à indiceo 

Nous noterons n(E,F) le sous-ensemble de L(E 8 F) f·ormé des 

opérateurs dont le noyau est d~ dimension finie et l'image de codi­

mension {algébrique) finie. · Nous dirons d'un opérateur u €. n ( E 11F) 

qu'il est "à indice" ; nous appellerons profondeur de u ~•entier 

positif dim Ker u, et indice d~ u l'entier dim Ker ti~dim Coker Uo 

Proposition 1 Tout-opérateur à indice est d'image fermée ~ 

n est ouvert dans. L ; la profondeur est une fonction soc~so sur n 9 

et l'indice une fonction-continueo Plus précisément 9 si un sous 0 

espace de F est transverse à l'image d'un opérateur à indice 0 il 

reste transverse à l'image des opérateurs voisinso 

Démonstration : _____ lat ________ _ 

Soit u e n(E 9 F) • T un supplémentaire algébrique de· --'1:m u 0 

S un supplément aire. fermé de Ker u • Pour un autre v ~ n ( E OF) 0 

considérons 

( X ,Y) ~ V (X) +y ; 

u est bijec~ive et continue, donc est un isomorphisme 0 donc 

reste un isomorphisme pour v voisin de u ooo 

Proposition 2[~5]: Le composé d'un opérateur d'indice p 

d'un opérateur diindice q est un opérateur d'indice p+q o 

et 

Proposition 3[i 5]: ·Si un opérateur possède un inverse à gauche 

et un inverse·à dtoite modulo les opérateurs compacts 0 il est à indice; 

il possède alors,un inverse (à droite et à gauche) modulo les opé­

rateurs de rang fini. 

Corollaire ·4 : Si l'on rajoute un opérateur compact à un opéra­

teur à indice, o~ obtient un opérateur de m8me indiceo 

Démonstration: 

Si u e.n(E,F) , et. h e K(E,F) , u+th est un chemin joignant u 

à u+h 9 situé dans n(E,F) d'après Propo3o 
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Remarque&~ Si E et F sont des espaces isomorphes à leurs 

hyperplans (donc à -leurs sous-espaces de codimension finie) 0 il est 

équivalent de dire qu'il existe un opérateur à indice de E dàns F 1 

ou qu'il existe des opérateurs de n 9 importe quel indice de ·E dans 

F 9 ou que E et F sont isomorpheso 

Cas de n(E) = n(E,E) : Considérons les trois algibres de Banach 

ci-dessous et les projections canoniques 

L ( E ) 4 L' ( E ) = L (E ) / k ( E ) ~ L" ( E ) = L ( E ) / K ( E ) 

La Proposition 3 et son corollaire montrent que 9 si GL'(E) et 

GL"(E) désignent le groupe des éléments inversibles de L' (E) et 

L"(E) 9 

v-
1

(GL"(E)): GL9 (E) 9 µ-
1

(GL'(E)): n(E) 

l'indice peut ~tre considéré comme un homomorphisme de GL"(E) dati~ 

~ 1 surjectif au moins si E est isomorphe à ses hyperplanso 

Désignons par Q. 1 GL ! 
l l 

9 • 0 • l'ensemble des opérateurs d'indice 

i 0 

g 
0 

p~ut être déformé 9 à projection Lemme 5. : Tout élément · de 

µ constante 9 en un élément·de 

µ(GL(E)) = GL~(E) ; si GL(E) 

GL(E) o En particulier 9 

Lemme 6 : Si n1(E) 

même type d'homotopieo 

Démonstration : 

est connexe 9 n (E) l'est aussio 
0 

ntest pas vide 9 tous les n. ( E) 
1 

ont le 

On choisit feni(E) 11 ·gc5Q-i(E) un presque inverse de f 0 

On définit F : n ~ n. et G : n. 
0 l 1 

et G(v) = v O g •• On peut joindre F O G 

par des h·omotopies "affines". 

n 
0 

et 

par 

G O F 

F(u) 

à l'identité 

En particulier, si 

composantes connexes de 

GL(E) est connexe 11 les n.(E) sont les 
1 

n(E) • Exemple : E est un espace de Hilbert 



(Soit A e.GL(E) 1 on écrit A = U IA-1t-A , où U est unitaire et 

IA~A autoadjoint positif inversible ; on joint IA*A à- I- 11 donc 
' , itB A a U par linéarité 9 puis U a I par le chemin e 9 où 

B =~Log U ... cfo le calc~l fonctionnel pour les opérateurs normaux[l~] 
1 

1 . Log 
J. 

Spec U 

pouvant être considéré comme une fonction borélienne bornée de 

dans [09 21t[ ... )o 

Remarque : En vertu d'un théorème de Micha~l (tout épimorphisme 

d'espaces de Banach admet une section continue[i 3]) 9 n.(E) 9 GL!(E) 9 J. 1 

et GL~(E) 1 qui sont fibrés les uns sur les autres à fibres vecto ... 
1 

rielles 9 ont le même type d'homotopie (cfo aussi [2] page 164 0 pour 

voir qu'ils ont le même type d'homotopie faible 0 donc le mime type 

d'homotopie (préliminaires 2 du§ IV))o 

III - Un espace de Banach dont ni le groupe linéaire 8 ni le Q
0 

sont connexes (Douady). 

D9 après le Lemme 5 1 il suffit de montrer que GL"(E) n'est 
0 

ne -

pas connexeo Prenons E = c (±) 12 • Tout élément de L(E) est repré­
o 

senté par une-matrice (: !); il est de rang fini si et seulement si 

a, b 9 c, d le sonto Puisque k(c 9 1 2 ) = L(c 9 12 ) 9 tout élément de 
0 0 

L" (E) est représ
0
enté par une 

et seulement si a Œ GL" ( c ) 

. (a b) . . . . matrice 
O 

d ; 11 est 1nvers1ble s1 

et deGL"(1 2 ) 11 et Pon a 
0 

ind(~ !) = ind a+ ind do Considérons alors la fonction continue 

de GL~(c
0

@ 12 ) dans ~ définie par j(: :, = ind a= - ind d c 

j 

Elle est surjective car il y a dans C 
0 

et dans des opérateurs 

de tous les indices ; GL"(c © 12 ) ne peut donc être connexeo 

Dans[ 5], Douady étu~ie
0

1e type d'homotopie de GL(c @ 12 ) c 
0 

Nous allons faire ci-après un travail analogue, et préliminaireo 

IV - ,!_ype d'homotopie de n(E) lorsque GL(E) est contractile 

(J'â'.nich) o 

K • d,,. t ,,. [ll] [6] "b. • ,,. d 1 · ,,. . u1per a emon re la contract1 1l1te u groupe 1nea1re 

de tout espace de Hilbert. Arlt[l] a fait le même t~avail pour c 11 0 
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et Neubauer[l 4] pour les espaces p 1 9 . l~p <00 o 

Rappel 1 : Si X est un espace compact 0 désignons par K(X) 
le groupe symétrisé du monoïde des classes d'isomorphisme de fibrés 

vectoriels de rang fini sur X 9 l'addition étant la somme directe 

interne des fibréso Pour que deux fibrés ~ et t aient même image 

dans K(X) , il faut ét il suffit qu'il existe un fibré µ tel que 

µ e ~ ~ µ $ t o En fait, on peut supposer µ trivial car 0 1 tout 

fibré 1 on ~eut ajouter un autre fibré de sorte que la somme soit 
. . 1 [3J trivia e o 

La théorie des classifiants[ 3] montre qu'il existe une bijec­

tion fonctorielle entre K{X) et l'ens~mble des classes d'homotopie 

de X dans un certain espace topologi~ue BU~~ (~ permet de repé­

rer le rang des "fibrés" sur X)o 

Rappel 2 : Nous allons montrer que n(E) a le type d'homotopie 

de BU x ZZ o Or Q(E) , qui est un ouvert d'un espace de Banach 9 a 9 

d'après un lemme de Milnor[ 6], le type d'homotopie d'un complexe 

simplicialo D'après un théorème de Whitehead[lî] 0 il nous suffit 

donc de montrer que .Q,( E) et BU x 7l ont le même type d' homotopie 

faible, c'est-à-dire, d'après le rappel 1 9 qu'il existe un isomora 

phisme fonctoriel 
. 
l 

[x, n(E)] ..::.+-K(X) 9 

où X déc rit la catégorie des espaces compacts et classes d'homo...-· 

tapie d'applications continuesG Nous allons construire i sans hy­

pothèse sur E o Ce sera un homomorphisme pour une structure de 

groupe que nous allons préciser sur [x0 n(E)] o Nous verrons enfin 

que i est un isomorphisme dès que GL(E) est contractile 0 et E 

isomorphe à ses hyperplans. 

1) Construction:de i: A toute application f de X dans 

n(E) , nous associerons·un~endo~orphisme 
,.._ 
f du fibré trivial de 

base X et de fibre E o Nous aurions envie d'écrire 



i([f]) = 
~ ,.., Ker f - Coker f ; malheureusement ni Ker f O ni Coker f 

n'ont de raison d'être des fibrés sur X 9 sauf si X est un- point! 

Mais nous remarquons-qu'il existe un s~us_espace V de E O de 

dimension finie, transverse·à-toutes les Im f(x) pour xe·X (c'est 

vrai localement d~aÎrès Propol, donc globalement puisque X est 

compact)o Alors f- (VxX) est un fibré sur X O et nous posons ~ 1 
i([f]) = f- (VxX) - VxX o Cette définition ne dépend pas de V : 

il suffit de considérer le cas V c W ; alors O on vérifie que ~ 1 ..., 1 
f- (wxx)/f- (vxx) est un fibré trivial de rang dim W/V o La défi-

nition de i ne dépend que de la classe d'homotopie de f: soit en 

effet h une homotopie entre deux applications f et g ; pour 

calculer i ( f) et i ( g) • nous prend~ons un espace V c. E transverse 
~ 1 

les Im h(x,t) 9 ·pour (x 9t) 1= XxI , alors f"" (VxX) et 

sont les restrictions à X .x O et à X x 1 . du fibré 

de base X x I ; ils sont donc isomorphes. 

Lemme·' 7 : Si i ( [rJ) est nul, f est homotope à une application 

g se factorisant par GL(E) e 

Démonstration 

Prenons V c. E transverse à 
. 1 

f o D'après le rappel 1 0 1= (V) 
est un fibré stablement trivial ; il sera donc trivial pourvu que 

nous prenions V assez grande Choisissons alors[ 12J un supplémenp 
~ 1 -taire 

sur 

s 
f ( s) 

de f- (V) dans Ex X ; f réalise un isomorphisme de 

9 qui est un fibré supplémentaire de V X X dans E " X • 

s 

Nous pouvons choisir pour g un automorphisme de Ex X de la forme 
"-1 f j·s © un isomorphisme de f (V) sur V x X O et pour homotopie 

joignant f et g une homotopie "affine" o 

Remarque : Si X est un point 9 K(X) = ~ 0 1 n'est autre que 

l'indice 0 et le lemme 7 se réduit au Lemme 5a 

2) Loi de groupe sur [x 9 n(E)] Considérons la loi (a priori 

non commutative) [f) o [s] · = [f O gJ • On vérifie facilem~nt que cette 

définition est consistante 9 que la loi est ass,ocia.tive et possède un 
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élément neutre [Id] o Pour construire un inverse de [r] 0 reprenons 

les notations de la démonstration ci-dessus (tout ce que nous savons 
l 

maintenant sur 't" (V) est que c'est un fibré) ; considérons le 
,,. ,,...,, 

de la projection f( s) parallèlement ... 
Vx X et compose g sur a 

........ 1 
applications ... de fis 

. alors, f g et g f sont des de X , 0 0 a 

valeurs dans Id + kfE} <> elles sont donc homotopes .... des constanteso . a 

On montre facilement (c'est une généralisation de la Propo2) 

que i est un homomorphisme de [x,n(E)] dans K(X) o 

3) Cas où GL(E) est contractile : Le lemme 7, joint à l'addi­

tivité de i , démontre ltinjectivité de i o D'autre part, tout 

élément d~ K(X) peut être écrit ,-ç I où ç est trivial, Puisque 

E est isomorphe à ses hyperplans, il existe un isomorphisme ct de 

Ex: X ® ç sur ExX o Quant au fibré Ex X(±) , 9 il a pour fibre type 

E et pour groupe structural GL(E) ; ce dernier étant contràctile 9 

il est lui aussi trivial ; soit S une trivialisationo Il est clair 

que t-t = i( [h]) , où h est le compoéé ci-dessous: 

_1 

E,cX 4 ExX œ ç 1d (f) O~: ExX (t) ~ ...4 ExX o 

Remarque 1 ~ L'isomorphisme de J!nich (c'est-à-dire i lorsque 

E est un espace de Hilbert) peut ~tre généralisé de façon à inter­

préter les groupes Kp'q(X) fio] 
0 

Remarque 2 ! Pour les applications à l'analyse 0 il est intéres­

sant de considérer la généralisation de [x,n(E)] constituée par les 

complexes bornés quasi-acycliques directs de fibrés banachiques sur 

x[î], et surtout les complexesooo de familles continues d'espaces de 

Banach [B] o 

Remarque 3 : n (t 2 ) ayant le type d'homotopie de BU 9 son 
-------· 0 

anneau de cohomologie entière est un anneau de polynômes à une infi-

nité de variableso On trouvera dans [16] une interpritation de toutes 

les classes de cohomologie de n (t 2 ) par des sous-ensembles analya 
0 

tiques de codimension finie (en particulier une interprétation des 



classes et du caractère de Chern) 9 ainsi que le comportement du cup­

produit dans cette interprétationo 
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Exposé n° 12 

(chapitre I) 

LA CODIMENSION TOPOLOGIQUE 

Nous introduisons cette notion comme substitut de la notion de 

dimension pour l'étude de certains sous-ensembles fermés de variétés 

banac~irucs, ~11~ ~ous sera un ingrédient technique agréable dans les 

chcritrcf II et III. 

Soit 6 l'ensemble des points de Rn+l dont les coordonnées n 
sont positives ou nulles, de somme 1 . /). est muni de la topologie , 

n 
induite par .lRn+ 1 

• Nous appelons simplexe de dimension n d'un es-

pace topologique 

nous notons I s 1 

E une application continue s de 

l'image d'une telle application, et 

b. dans E; n 
as (bord de 

s) la restriction de au bord de b. • Par "dé format ion 
n 

s 

d'une application continue f (d'un compact dans un espace topolo-

gique) en une autre- g "1) nous en-tendons une homotopie joignant f 
.... a g o 

Défihition 1 : Nous dirons qu'un fermé X d'un espaee topolo­

gique E est de codimension topologique dans E au moins égale à 

n s1, pour tout point x de X et tout voisinage de x dans E D 

il existe un sous-voisinage.ouvert V de x possédant la propriété 

C(n,X) ~ tout simplexe de V de dimension strictement inférieure à 

n, dont le bord ne rencontre pas X, peut être déformé dans V O à 

bord fixe, en un simplexe de V-X o 

Ainsii la notion de codimension est localec Tout fermé est de 

codimension positive ou nulle ; dans un espace localement connexe 

par arcs, les fermés de codimension au moins égale à 1 sont les 

fermés sans point intérieur (penser par contre au cas de O dans le 

sous-espace de œ formé par la suite 1/n et 0) e On appellera 

codimension topologique de X (cotop X) le plus grand entier n 

tel que X soit de codimension au moins égale à n o Lorsqu'on se 

restreint à un ouvert de l'espace ambiant. la codimension de la trace 

de X ne peut qu'augmenter, ce qui permet de définir la codimension 

de X en un de ses points x {cotop X) comme la limite suivant le 
X 
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filtre des voisinages V de x de la codimension de X fil V dans V o 

On remarquera que 0 si en un point x la codimension de X est finie 0 

elle est nécessairement plue grande en tous les points voisins de x ô 

par contre 0 il peut y avoir dans tout voisinage d 0 un point de codi 0 

mension infinie des points de codimension finie (dans [7] 0 on en 

donne un exemple 0 oà X est un sous=ensemble analytique d 0 un espaoe 

de Banach) o 

Proposition l: Si X est un fe~mé de codimension au mo~ns 

égale A n d 0un espace topologique E O étant donnés un simplexe s 

de dimension interieure A n de E et une déformation h de as 

telle que h{l) ne renco.ntr~ pas X O il existe une déformation de 

s en un simplexe d.e E~x O prolongeant h e 

Démonstration: 
0Cl=CJCJl:5~C c:»-m CIIC:, 

Choisissons un homéomo~phieme "naturel" de â sur â U ail " ll 1 n n 7JA. n 
~ 

(voir figu~e)e Si on le compose avec l'appli-

cation formée de la juxtaposition de s et 

h O on obtient ce que nous appellerons le 

simplexe ns couronné par h" et noterons 

Il est clair que 0 pour résoudre no~re pro­

blème0 il nous suffit de savoir déformer sh 0 à bord fixeg en un 

simplexe ne rencontrant pas X o Prenons un recouvrement 0\, de F 

par des ouverts possédant la propriété C(n 0 X) 0 et une subdivision 
h barycentrique de â telle que tous les fragments de s soient 

n 
petits d O ordre <1t o Pour construire une sol ut ion en grimpa.nt sur le 

h 
S O 

squelette de la subdivision 0 nous sommes ramenés au problème de départ 11 

mais dana un ouvert poss~dant la propriété C(n 0 X) ; on refait alors 

la même remarque qu'au début de cette démonstration~ 

On ~e convain~ facilement qu 9 un ouvert V de E 

propriété C(n 0X) si et seulement si l 0 application 

est surjective et les ensembles ,r (V 0V~X) nuls pour p 

possède la 
1r (v ... x) ~,, {v) 

0 0 

p inférieur 

ou ~gal à n-1 (et pour tout point de base dans V=X)a nvoù le 

Corollaire 2 : Sous les hypothèses de la proposition 1 0 1°inclu 0 

sion. de E=X dans E induit {quel que soit·le point de base) un iso­

morphisme des groupes d'homotopie üe ~egrés inférieurs ou égaux à n=2o 
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En effet, la proposition 1 a montré que l'espace entier possède 

la propriété C(n,X) • 

Remaroue Si X est de·codimension infinie dans E 9 l'in-

clusion de E-X dans E est ainsi une équivalence d'homotopie 

faible; Si de plus E est une variété banachique de classe c0 
9 

paracompacte (et donc métrisable [5] page 105), E et E-X ont 

chacun le type d'homotopie de complexes simpliciaux ( [5] page 134); 
d'après un théorème de JoH.Ci-Whitehead, ils ont alors le m~me type 

= d'homotopieQ Si E est une variété hilbertienne de classe C 9 les 

travaux de No Kuiper, J. Eells, ••o [4], démontrent alors l'équi­

valence différentiable de E et E-X 0 

Proposition 3 : Pour ~u•un fermé X d'un espace localement 

contractile E soit de codimension topologique au moins égale à 

n~3 , il faut et il suffit que, quel que soit le (petit) ouvert 

contractile V de E , V-X soit (non-vide,), simplement connexe et 

que ses groupes réduits d'homologie entière soient nuls en degrés 

inférieurs ou égaux à n-2 o Pour n=l , seule subsiste la condition 

de non-vacuité de V-X , c'est-à-dire de nullité de H (V0 V-X~i) 
0 

pour n=2 1 

nullité de 

il raut rajouter la connexité de V-X, c'est-à-dire la 

·i (V-X) • 
o· 

C'est une conséquence directe du théorème de Hurewicz, lequel 9 

superposé à la proposition 1, donne l'utile 

Corollaire 4 ~ Si. X est un fermé de codimension au moins 

égale _à n3l d'un espac~localement connexe par arcs E, les groupes 

H (E,E-X;~) et Hq(E,EmX,~) sont nuls pour q~n-1, 
q 

Si E est homologiquement localement contractile, Hq(E 9 E-X;~) 

est isomorphe à Hi.(E;~) 9 cohomologie de E à support dans X 

avec coefficients dans le faisceau constant Z Q On peut alors dé­

montrer le résultat global de nullité à partir du résultat local 

provenant de la définition de la codimension de X sans utiliser la 

proposition 1, à l'aide de la suite spectrale [2] ~ui lie Hi(E,~) 

aux Hq(E 0
~) faisceautiques. -x ' 

Proposition 5 : Soient X un fermé d'un espace topologique E 9 
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Y un sous-fermé de X a Alors, la codimension de Y est au moins 

égale à celle de X o 

Démonstration 

Plaçons-nous une fois pour toutes dans un ouvert V de E 9 où 

la codimension de X ~oit n Q Soit s un simplexe de V P de di­

mension inférieure à n , dont le bord ne rencontre pas Y , mais 

peut rencontrer X ôs étant une application d'un polyèdre de 

di~ension n-1 dans V-Y , on peut, en grimpant sur le squelette 

de ce polyèdre et faisant usage de la proposition 1 9 déformer as 
par une homotopie h ne rencontrant pas Y en une application ne 

h rencontrant pas X o On déforme ensuite s a à bord fixea en un 
. . -h simplexe t ne rencontrant pas X o Le simplexe t est alors un 

déformé de s , à bord fixe, ne rencontrant pas Y o 

Remarque~ Il n'y a pas:en général transitivité de la codimension~ 

ainsi l'origine de ~ 3 est de codimension 3 dans m3 et de codi­

mension 1 dans le c6ne dvéquation x2+y2-z 2 = O 9 lequel est de 

codimension 1 dans re3 
o L'inégalité peut avoir lieu dans l'autre 

sens ~ l'origine de m est de codimension infinie dans la demi 

droite dîéquation x)O , et de codimension 1 dans m o Plus géné­

ralement, le bord de toute variété à bord 9 à coins, ,co est de codi­

mension infinie dans la variétéo 

Proposition 6 g Soit X un fermé d'un espace topologique E , 

admettant une filtration finie par des sous-fermés tels que, X 
p 

pour tout p , X 
p 

soit de codimension au moins égale à n dans 

E-Xp+l o Alors, X est de codimension dans E au moins égale à 

En particulier, toute- réunion finie de fermés de codimension ~n 

de codimension ~na Si la topologie de E peut localement être 

définie par une métrique complète, le même résultat vaut pour les 

réunions dénombrables (pourvu qu'elles soient fermées)o 

n • 

est 

La proposition 1 rend les deux premiers résultats évidentst Le 

dernier énoncé généralise le théorème de Baire et se démontre de 

façon analogue : on évite de proche en proche tous les fermés de la 

suitei en prenant soin de déformer de moins en moins le simplexe 9 de 

façon à assurer la convergence du processusc 
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Lemme 7 ~ Soit U un ouvert d'un E.VoToLaCo 9 X un fermé de Uz 

Pour que la codimension d~ X s-0it au moins égale à n O il suffit 

que, pour toute boule B de U dessinée dans un sous-espace affine 

de dimension finie, on puisse trouver un sur-ensemble B' de B 

tel que X n B' soit de codimension au moins égale à n dans B 1 

(muni de la topologie induite)o 

Démonstration ~ 

Soit V un ouvert convexe de U o Prenons un simplexe s de 

dimension p<n de V, à bord dans V-X. A chaque. sub.divis-io.n 

barycentrique de 6 , on associe un simplexe s 8 linéaire par 
p 

morceaux, qui est un déformé de s (par linéarité, V étant convexe), 

Si la subdivision est assez fine 11 as' 1 pas plus que as • ne rencon­

tre le fermé X o Choisissons un B' associé à une boule B conte­

nant s', et déformons s' dans B'f"\V O à bord fixe 8 en un sim­

plexe s" ne rencontrant pas X o Alors, s peut être déformé 0 à 

bord fixe~ en s" couronné par l'homotopie faisant passer de as' 

à as 0 

Nous retiendrons que, dans la situation du lemme 7 9 il suffit 

pour qu~ la conclusion soit 1alide que l'on sache déformer tout sim­

plexe dont l'image est contenue dans une variété linéaire de dimen­

sion finiet Ce que nous allons appliquer à la démonstration de la 

Proposition 8 Tout fermé X localement compact d'un espace 

E dont la topologie est localement celle dwun E~iaToLoCo de dimen­

sion infinie a une codimension dans E infinieo 

Démonstration ~ Supposons que E soit un ouvert convexe d'un vec-_CEI ______ ._. ____ _ 

toriel F , et soit s un simplexe dont le bord ne rencontre pas X 

et dont l'image soit parallèle à un sous-vectoriel de dimension finie 

G o Appelons p la projection de F sur F/G o On peut supposer 

que X" E est relativement compact dans F ; p( XI"\ E) est alors 

relativement compact dans F/G I et ne peut donc avoir de point inté­

rieure D'autre part, la compacité de as entraîne l'existence d'un 

voisinage U de O dans F tel que les bords des simplexes trans­

latés de s par un vecteur de U ne rencontrent pas X~ Soit t 

un vecteur appartenant à U , mais pas à f11 (Xn E) ~ On peut déformer 
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s en le simplexe s+t couronné par l'homotopie linéaire qui fait 

passer de s+t à s • 

Proposition 9 Soit E n une variété topologique séparée de 

dimension n. Les fermés de E n 
ceux de dimension cohomologique 

façon générale, on a : 

de codimension l (respo 2) 

(sur 71) n-1 (respe n-2) o De 

c ot op X + d irn~ X {. n • 

sont 

Pour pouvoir affirmer l'égalité dans le cas où la dimension de X 

est inférieure à n-2 , il faut connaître la "locale" simple connexi­

té du complémentaire de X. 

~~~~!::!~!!:~~~~ : Montrons que cotop X J, p entraîne dim~ X~ n-p • 

L'espace X étant séparé et localement compact, il suffit (11] page 

76) de voir qu'il existe des voisinages V arbitrairement petits de 

points arbitraires de X tels que H4(V,~) soit nul pour tout 
C 

q~ n-p+l • On peut supposer que V est un fermé de mn. La famille 

des compacts étant paracompactifiante dans V , H4 (v,~) coïncide 
C -q 

avec la cohomologie d'Alexander à supports compacts R (V 0 7l) ( [1] 
C 

page 123). D'apr~s un théor~me de dualité ( [9] page 342), ce dernier 

groupe est isomorphe à H .(mn, mn-V; ~) , lequel est nul pour 
n-q 

n-q, p-1 d'après le corollaire 4 , En che.ngeant le sens du raison-

nement et appliquant la proposition 3, on voit qu'un fermé de dimen­

sion Ptn-3 de E est de codimension 2 0 ou bien n-p o n 

Note - Il est raisonnable de penser que• si la dimension de 

X au sens des recouvrements est au plus égale à n-3 9 sa codimen­

sion dans E est au moins êgale à 3, n 

Exemples : Soit X un ferme d'un espace topologique E 9 tel 

que E soit localement homéomorphe à n 
X x IR • Alors 9 d'après la 

proposition 3, X est de codimension n dans E o Cette remarque 9 

le théorème de J:ojasiewicz sur la triangulation des ensembles semi­

analytiques,et la proposition 6 entraînent que tout sous-ensemble 



semi-analytique fermé de dimension p d'une variété analytique réelle 

de dimension n est de codimension n-p dans cette variétéo Dans le 

cas particulier d'un souseensemble analytique complexe X d'une 

variété complexe, on utilise, au lieu du théorème de tojasiewicz 0 la 

filtration·de X donnée par ses ensembles singuliers SX O S(SX) 9 ooo 

Nous allons nous intéresser maintenant aux sous-ensembles analy­

tiques des variétés de dimension infinie ~ 

Définition 2 ~ Un sous-ensemble analrtique X d'une variété 

analytique banachique V sera dit "joli" si 9 localement dans V 0 

il existe des cartes où X s'exprime comme un produit F ){ Y t où 

F@ G est une décomposition de 1 1 irnage de la carte (dim G <-) et 

où Y est un sous-ensemble analytique de Go 

On rencontrera dans le chapitre 4 de nombreux exemples de jolis 

sous-ensembles analytiques (réels ou complexes), mais il faut signa­

ler que l'ensemble de ces sous-ensembles n'est pas lui-même très joli~ 

il n'est pas stable par image inverse, ni intersection 

(dans t 2 (œ) œ œ , l'int~rsection d~s sous-variétés y=O et y=x 2 

est le c8ne x 2 = 0 d~ ! 2 (œ) ; ce c8ne 9 ayant pour seul point singu­

lier l'origine, ne peut être joli). 

On définit la codimension analytique dwun joli X comme le 

minimum de la codimension aux points régulierso La codimension topo­

logique de X est égale à cette codimension analytique (dans le cas 

réel) o-u à son double (dans le cas complexe)c L'ensemble singulier 

de X (noté SX) est par définition l'ensemble des points de X 

qui ne sont pas réguliers de codimension minimumo Dans le caa complexe 9 

SX est un joli sous-ensemble analytique dont la codimension analytique 

excède d'au moins un celle de X a Dans le cas réel 9 SX n'est pas 

forcément analytique, mais ctest un fermé dont la codimension topolo­

gique est strictement supérieure à celle de X, 

Envisageons maintenant le cas des sous-ensembles analytiques 

complexes quelconques d'une variété analytique banachique Ve Rappe­

lons quelques résultats [3] sur ces ensembles : leur codimension 

analytique en un point p peut être définie comme la limite infé­

rieure des codimensions aux points réguliers voisins (ou +~) 0 ou 

aussi bien comme la dimension maximum des plans (pour une quelconque 



carte de V) passant par p et tels que p soit is)lé dans l'inter­

section du plan et de l'ensemble. Les sous-ensembles irréductibles de 

codimension finie ont une codimension constante ; ils sont localement 

définissables par un nombre fini d'équations scalaireso Soit x· un 

sous-ensemble analytique quelconque passant par un point p d'une 

variété V ; pour tout entier n , on peut trouver un voisinage U 

de p dans V et une décomposition de XnU 

x nu = u x1 u Y 0 

où les Xi sont ir~éductibles dans U O de codimension inférieure 

ou égale à n O et où Y est analytique de codimension strictement 

supérieure à n (et même enfermable dans une intersection complète 

de codimension n+l), Si X est-définissable dans U par p équa­

tions scalaires, les X1 ou Y de codimension strictement plus 

grande que p sont automatiquement ·vides (ceci est facile, voir 

chapitre 2), On voit ainsi que.les·ensembles de codimension locale­

ment bornée sont exactement ceux. qui·sont localement définissables 

par un nombre fini d'équations (ensembles de définition finie), 

L'ensemble singulier d'un tel ensemble est analytiqueo 

Nous voulons montrer. qu'un ensemble analytique de codimension 

analytique (globale) n est de codimension topologique 2n dans la 

variété où il est dessinée Mais nous aurons besoin au chapitre 3 

d'un résultat plus fort, que nous énoncerons après avoir donné les 

définitions suivantes : 

Définition 3: Soit f une application analytique d'une variété 

analytique banachique V dans une autre W. Nous dirons que f est 

épidermique si, pour tout point x de V , sa dérivée f'(x) est 

un opérateur à indice (i,eo dont le noyau et le conoyau - algébriques= 

sont de dimension finie)o Nous dirons que f est i-dermi~ue en x 

si l'indice ind f'(x) - soit dim Ker f'(x) - dim Coker f'(x) - vaut io 

Si f est épidermique, au voisinage de tout point x de V 0 

la contre-image de f(x) est enfermable dans une sous-variété. de 

dimension finie de V ( prendre la contre-image d'un "bout de plan" 

de dir.iension finie transverse en f(x) à l'image de f'(x))a La 
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dimension analytique dim f- 1 f(x) est donc bien définie, ainsi que 
X 

celle de tout sous-ensemble analytique de f- 1 f(x) e 

Définition 4 : Soient f une application analytique épidermique 

de V dans W I et X un sous-ensemble analytique de V 0 A la res-

triction · g de f 
.... 
a X , nous·· attacherons· les entiers ~ 0 suivants 

(profondeur, corang, codimension) au point x de X 9 ou globales : 

prof g 
X 

= dim 
X 

corg g = prof g + codim X - ind f'(x) 
X X X 

codim g 
X 

= lim inf corg g 
y 

y.+x 

ysX 

prof g = inf prof g 
X xeX 

codim g = inf corg g 
X 

Xe.X 

Lemme 10 La fonction profondeur est semi-continue supêrieure­

m en t • D ' après 1 v a pp end i ce 1 , on peut · se ramener au c as V = W x «: n 9 

f étant la projection parallèlement~à a:n o Si g- 1g(x) est de 

d :i,mens ion p en x II il existe un · plan n contenu dans a:n , de 

dimension n-p , tel que x soit point d'intersection isolé de ~ 

et X o La propriété résulte alors de ce que les plans parallèles à 

~ et assez voisins ne rencontrent X que suivant un ensemble discret~ 

On peut se ramener à ce même cas particulier pour démontrer la posi-

tivité de corg g: il suffit alors de voir que la codimension en 
X 

-1 ( ) . x de g g x dans la fibre de f qui le contient est au plus 

égale à la codimension en X de X II ce qui est évident (voir cha-

pitre 2)o La fonction corang n'est pas en général semi-continue su-
3 2 périeurement (prendre V= œ i W = ·~ , f la proj~ction parallè-

lement au troisième axe de coordonnées, X la réunion du plan y+z = 0 

et de la droite d'équations x=O 9 y-z=O )e 

Lemme 11 : Avec les notations de la définition 40 si de plus X 

est irréductible, la fonction corang·est semi-continue supérieurement 

et atteint son minimum sur un ouvert dense de X~ 

La première assertion provient du lemme 10 0 du fait que la codi­

mension de X ept constante, et du fait que. X étant connexe, 
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l'indice. de f ·aux divers points de : X · est le même. La fonction 

corang atteint donc son minimum sur un ouvert 0 qui rencontre nécessai= 

rement la variété RX des points réguliers de X o L'application r 
restreinte a RX est une application épidermique de RX dans W, 

L'ensemble E où le ·noyau de (f/Rx)' ~st de dimension minimum est 

donc {voir chapitré 4) le compl,mentaire d'un ensemble analytique 1 

soit un ouvert dense de RX • or; les·traces dans E d~s fibres de g 

sont [6] des sous-variétés .ayant toutes la même dimension, qui ne peut 

donc être que codim go 

Apr~s ces remarques 0 d6montrons le lemme technique important : 

Lem~e 12 : Les notations itant celles de la d'finition 4, sup­

posor.:~;~:opre{l). Pour tout point y de W0 toute .:e.rte de W 

en y t ~t tout entier fini c ~u plus ,gai a inf 1 codimx g 6 
xe.g"' (y) 

il exiate une sous-carte de W en y telle que tout sous-espace 

"a.ffine".B de dimension finie de son domaine soit en:fermable dans 

un sous-espace affine A de dime~sion finie tel que An g(X) soit 

analytique de.codimension (analytique) au moins égale l c dans A 

DGmonstration : On peut supposer que ~ est un ouvert d'un espace 
--------------de Banach. y l'origine de cet espace~ et la carte l'identiti, On 

peut au~si supposer que B passe pcr l'ori3ine (Ginon. on remplace 

3 pa:r lé cêne sur üe sommet 0) ('.' .. 
·• .;,O:.tt. ·x 

exit~c une carte U de V cc ~ telle que 

X O . U = U :/•v Y: 9 
'Af.h 

un point ,i'c X: il 

(les ens~mbles xi• en nom~re fini, Etant irr6ductibles 8 et Y 
1 

étant contenu· de.ns une intersectiion complète de codimension au moins 

égale à c + ind f'(x)) et telle que l'on puisse trouver des direc= 

tiens 

(1) c'est-à-4ire ferm6e, et telle que la 6ontre-image de tout compact 
soit compa.ct.eo E.n fait 0 . si V es.t pa;r.a..compa.cte O donc mêta-_isaRle O et 
si X est de définition finie, 1~ deuxi~me hipothis~ est inutile : 
cel• tient A ce que l'appiication g ne peut être constante sur aucun 
ouvert de X ,(sur RX O elle es~ épidermiquel)o 
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1°) DÀ de dimension codim XÀ • telle que x soit isolé dans 

( x+DÀ) n XÀ, 

2°) D' de dimension c+ind f'(x) , telle que x soit isolé dans 

( x+ D' ) n Y , 

3°) 6 1 direction de W O de dimension finie, transverse aux 

images de tous les opérateurs f'(t) , pour t dans U o 

Nous allons rapetisser la carte de façon à ce qu'elle ait de 

meilleures propriétés g soit d la dimension de la direction 

f'(x} D9 +6 ; cette direction étant transverse aux images des opéra­

teurs f'{t) , la direction D1 (t) = f'(t)-l (f'(x)D'+6) est une 

fonction continue de t A vale~rs dans la Orassmannienne des 

(d+ind f 11 (x))-directions de U a Pour t=x 9 on obtient une direction 

c·ontenant D' ; donc II si t reste assez voisin de x I D'. (t) contien-

dra une direct ion de même dimension que D 1 , voisine de D' 0 et 

dont le représentant passant par t ne rencontrera J que suivant 

un ensemble discret (nous passons en fait ici sous silence deux lem­

mes faciles)o En reprenant pour les DÀ (en nombre fini) les consi-

dérations faites sur D11 e nous voyons que nous pouvons choisir U 

assez petit pour que 

contienne une direction DÀ(t) de dimen­

t soit isolé dans (t+DÀ(t))nx" 

2°) la même assertion, relative à D' et Y o 

La C Ontre ... 1·mage g-l ( 0) ,,,t t t 11 'd e an compac e, e e pesse e un recou-

vrement fini par des domaines U. de cartes de V en x. ayant 
1 1 

toutes les propriétés ci-dessus énumérées (nous nous donnons, en même 

temps que les cartes, 1 1 assortiment de directions D~ , D! , 6.) o 
1 1 1 1 

Soit n le voisinage de g- (0) réunion des U. o L'application g 
1 

étant propre, on démontre facilèment qu 9 il existe un voisinage w de 

g-1(---) O dans W tel que w soit contenu dans n = ae w est une 

solution de notre problèmeo Soit en effet B un sous-espace de di­

mension finie de w , et A la somme B+f!(x.} D~ + f'(x.) D.+6. o 
1 l 1 1 1 .... ,,, . . ,,, -1, ) ,,, ,,, Grace aux precaut1ons de transversal1te 9 f A est une sous-variete 

fermée dr. de f'""1 (w)n n , de dimension k+i i si k est la dimen­

sion de A, et 1 l'indice de f, que nous pouvons supposer constant 
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si nous traitons séparément les composantes connexes (en nombre fini) 

de g ... 
1 ( 0) a Le sous';"ensemble x-n dt est analytique dans dt 9 et l'on 

a, en tout point x de c7t 

En effet, Sl X 

pace tangent en 

t · t ' Y • ' x'-appar ien a un . s mais a aucun . 9 comme 
l l 

l'es-

x à c:I& co·ntie-nt · une direction voisine de D! 0 1 

X n Jt 

si X 

est en x de codimension 
~ appartient à X. , on a 
l 

au-moins c+i o Pour la même raison 9 

codim .a.(X~(\Jt)::: codim X~ o 
X 9 ~ l X l 

Si nous appelons « ( x) . ~ . -1 ( ) le nombre dim X C'l \Jt .. dim g g x 0 X X 

nous avons ~(x)~ k+i ... inf(c+i 9 codim X) - prof g~ k-inf{cacorg g) o 
X X X 

Or, c est inférieur ou égal à inf 1 
XEg"" (o) 

codim g ; donc, d'après la 
X 

compacité de g=1 (o) , à inf corg g 0 a étant un certain voisinage 
xe9 X 

de g =l ( 0) o Ainsi 9 s up ot { x) ~ k=c II et le théorème de Remmert clas ... 
XE8 

sique appliqué à la fonction g restreinte à X l'\J\:. nous dit que 

g { X nJt.) est un ensemble analytique de dimension en O inférieure ou 

égale à k-c ; la dimension de g(Xl'l.ft) est en tout point inférieure 

ou égale à k-c 

dans a ; alors 11 

si nous avons pris soin de choisir les 

codim g(X) f) w~ ks(k-c) = c Q w 

u. 
1 

inclus 

Le lemm·e 7 nous donne alors immédiatement la moitié de la 

Proposition 13 ~ Soit f une application analytique épidermi­

que d'une variété analytique banachique V dans une autre W o Soit 

X un sous-ensemble analytique de V II tel que la restriction g 

g{X) est un fermé de de f à X soit propreo Alors 9 

mension topologique en y égale à 2 inf 
1 

codim g 
xeg'"' (y) x 

W de codi­

= 2y(y) 0 

Pour montrer l'égalité~ choisissons un point a de g- 1 (y) 

tel que codim g = y(y) supposé ~inio Il existe une suite a. 
a J 

convergeant vers a telle que corg g a. 

irréductible de la décomposition de 
J 
X 

= y(y) 0 Soit v. 
J 

un germe 

en a. de la plus petite 
J 

codimension possible (nécessairement finie)o La semi-continuité de 

la profondeur entraîne que le corang de g reste égal à y(y) sur 
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un voisinage de a. dans v. o Nous pouvons alors trouver (cfa Lemme 
J J 

11), au&si pr~s que nous voulons-de 

sur lequel l'applicàtion g est de 

pour image une sous-variété de w 

a. , un ouvert régulier de X 
J 

"rang" constant, et qui a donc 

de codimension 1(y) o Lorsque 

tend vers+~, les bouts de sous-variétés ainsi obtenus "tendent" 

. 
J 

vers y , ce qui, grâce à la proposition 5 0 entraîne cotop g(X) ~ 2'f(y), y 

Corollaire 14 : Soit X un sous-ensemble analytique, de codi­

mension analytique n , d'une variété analytique banachique V t 

Alors, X est de codimension topologique 2n dans V O et l'ensemble 

singulier SX de X est un fermé· (non nécessairement analytique) 

de codimension topologique 2n+2 dans V c 

Ceci est bien sûr beaucoup plus facile à démontrer directement 

que la proposition 13 ~ Pour la seconde assertion 0 soit x un point 

singulier de X et 

une décomposition de X (dans les germes en x ), où les X~ 9 en 

nombre fini, sont irréductibles·de·codimension analytique n 8 et où 

Y est analytique de codimension au moins égale à n+l , L'ensemble 

singulier SX est contenu dans · S( U X~) U Y , ce qui permet de 

conclure puisque U X~ est de définition finie; 

Remarque ~ Il -ne faudrait pas croire que l'image par une appli­

cation différentiable propre d'indice i d'un fermé de codimension 

topologique n dans la variété source est de codimension au plus 

égale i n-i dans la variété but (comme cela a lieu dans le cas 

analytique 9 d'après ce qui précède)o Soit en effet I un intervalle 

de m , J un carré de rn2 , r le ·graphe de la courbe de Peano ap­

pliquant continûment I sur J o On peut voir que r est un fermé 

de codimension 2 de I .x J ( il est sans point intérieur O et O locale ... 

ment dans Ix J , son complémentaire-est connexe)o Or, la projection 

de I x J sur le second facteur• qui a pour indice 1 et qui est propre 

sur r , transforme r en J tout entierg 

Remarque : Si f est une application continue de E sur F 
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(espaces topologiques), on doit trouver des relations entre la dimen­

sion de F et la codimension dans E des fibres de f o Un résultat 

trivial dans ce sens est le suivant ~ si f est une fibration de E 

sur une variété topologique de dimension n I ses fibres sont de codi­

mension au plus n o 

Appendice 1 Réalisation locale d'une application épidermique 

comme une projection (nous traiterons le cas analytique complexe)o 

La question étant locale 9 les Tariétés source et but V et W 

seront assimilées à des voisinages de l'origine de leurs espaces tan­

gents, en a et f(a) respectivementa On peut identifier V à la 

sous-variété de Vx W d'équation y-f(x) = 0 , l'application f 

devenant la projection sur le second facteurQ Soit q la codimension 

de l'image de f'(O) , et S un q-plan de W supplémentaire de cette 

imageQ L'équation y~f(x)e. S définit une sous-variété V de V)( W 1 

~ telle que la projection de V sur W soit une submersion 0 i fibre~ 
~ de d i mens ion i + q ( i est 1 ' indic e de f ) o ki n s i e V s w é·c r i t 1 oc ale -

ment œi+qk W, V est une sous-variété de V I et f est induite 

par la projection sur le second facteur de œi+qx W o 

Appensice 2 Opérateurs à indice réels coorientéso 

Soient E , F deux espaces de Banach réels. Un opérateur à 

indice coorienté de E dans F sera la donnée d'un opérateur à 

indice de E dans F et d'un couple d'orientations sur le noyau et 

le conoyau de cet opérateur (si on change simultanément les deux 

orientations, on déclare qu'on a le mime opérateur coorienté ; si 

l'opérateur est inversible, le-coorienter, c'est l'affecter d'un 

signe ± )e Nous noterons A(E 1 F) l'ensemble ainsi obtenue Si 

ue:.n(E,F) et si V est un sous-espace de F, de dimension finie 

transverse à l'image de u 9 muni d'une orientation 0 on peut choisir 

canoniquement une orientation sur u- 1 (v) ~ en effet 0 V et coker u 

étant orientés 9 l'isomorphisme canonique V/u(u- 1(V)) ~coker u 

nous permet d'orienter u(u- 1 (V)) de façon à avoir : 

V= u(u~ 1 (V)) + coker U 0 

Utilisant ensuite l'isomorphisme canonique 
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nous orientons u- 1 (V) de façon à ce que 

Si W est un sur-espace de V 9 u induit un isomorphisme da 

u- 1 (w)~-1
(v) sur W/V. Appelons Q cet espaceo Les orientations de 

V, W1 u~1 (W) sont liées par les reletions 

H = Q + V et 

Cette remarque montre que la ~ifinition suivante d'une topologia sur -n d'e~pace étalé sur P. est consistante soit V un espace trans-

verse à l'image d'un opérateur coorienté u ; il reste transverse aux 
Il U Il • et les contre-images des opérateurs v de Q voi~ir.s èe 

images v- 1 (v) restent voisines de u- 1 (V) - en particulier, on peut 

transporter s2.ns ambiguïté une orientation de -1 ( ) , -1 , u V 8. V (V) 

r.Tous déclarerons alors que 11v" est voisin de -u dans Q s 1 il est 

muni de la coorientation qui transforme une orientation de V de la 

même façon que la coorientation de u. 

Remarquons que nous aur1on& pu changer de conventions 0 et ,crire 

simultanément V= coker u ❖ u(t."" 1 (V)) i u- 1 (V) = ker u + u(u- 1 (V)) , 

W =V+ Q , u- 1 (TT) = u- 1 (V) + Q ~ Cela nfaurait rien changf au rGsul­

tat si l 1 indice de u ezt pair~ et cela aurait d6fini une autre topo­

logie tout aussi consistan~e sur les composantes de n d'indice 

impe;ir, 

Remarquons que les op~rateurs ~ ind!ce coorient~s permettent 

au~si te transporter pa~ image directe·les coorientations des espaces 

de codimension finie sur lesquels · ils ·sont injectifs ( un opére.t 1:;ur à 

indice sans coorientation transporte·par imBge r~ciproque les ccorien­

tations des espaces transverses-~ son image 9 et par image dir~cte les 

orientations des espaces de dimension finie sur lesqu_els il est in­

jectif), Il semble quïun bon cadre pour des théorèmes drima.ge di:'i:·,=!cte 

(~ coefficients entiersJ et non module 2) en dimension infinie soit 

le suivant : variétéz niffêrentiables banachiques poùr objet, 
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applications propres différentiables dont la différentielle en tout 

point soit un opérateur à indice-muni d'une coorientation (variant 

continûment avec le point) pour morphismest Un cas particulier 9 que 

nous utiliserons au chapitre 2 9 est celui du plongement d'une sous­

variété de codimension finie coorientée dans une variétéœ Remarquons 

enfin que si E • F sont des espaces complexes 0 et E' 0 F' les 

espaces réels sous-jacents 9 il y a un plongement naturel de n(E 9 F) 

dans O(E' 0 F') , 

Limitons-nous, pour une dernière indication 0 au cas 

E = F = 22 (m) , L'espace Q est alors connexe ~ il suffit de savoir 

déformer un opérateur coorienté non inversible en le même opérateur 

muni de l'autre coorientation ; prenons par exemple un opérateur u 

dont le noyau n'est pas nul. Transformons le à image fixe, en faisant 

tourner son noyau dans une Grassmannienne de E O en un opérateur v 

de même image coorientée que u , et de même noyau (avec l'autre 

orientation) que u o Il ne reste plus pour terminer qu'à utiliser 

la connexité du groupe linéaire de 2 2 • Ainsi,~ est un revêtement 

connexe d'ordre 2 de n • Mais .. le groupe de Poincaré de n est ~ 

(ef. [~~ [s' ,n] ~Kc(S') ~ '11,_; ) , Dcr..c, 0. est ]_e revêter.:ent sirnrlemerit 
,_ 

connexe de n. 
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Exposé n° 16 bis 

{chapitre II) 

: INTERSECTIONS 

I - Coorientations : 

Soit E un espace topologique métrisable, et A l'anneau 

~ ou l'anneau i 2 {pour ne pas nous placer dans des hypothèses 

d'une généralité ici illusoire). Si X est un fermé de 

faisceau de cohomologie locale a support dans X, noté 

est le faisceau associé au préfaisceau 

Ces faisceaux sont liés aux groupes de cohomologie de 

support dans X par la suite spectrale { [2] page 5 : 

E 
.... 
a 

c'est la 

suite spectrale relative aux foncteurs dérivés d'un composé de 

deux foncteurs) 

Hp(E·H 4 (A)) = Epq ~ Hn(E A) '-X 2 -r- X ; 

Supposons quïil existe un entier n tel que, pour tout point x 

d~ Xi ii existe un voisinage U de x dans E tel que la 

p ai r e ( U 9 U (') X ) s o i t ho m é o mo r ph e · à -1 a · p ai r e ( ( U ÎI X ) x (Rn , 

(Ut) X) x {O}) a Alors, le faisceau li~( A) , qui a pour support X 0 

est localement isomorphe au faisce•a'l:l e-onsta.nt A le long. de · X ; 

les autres faisceaux H~(A) sont nuls. Nous dirons que X est 

coorientable dans E s1 l!~(A) IX e-st globalement isomorphe au 

faisceau constant A ; choisir une coorientation sera alors 

choisir un tel isomorphisme (c'est toujours possible 9 · et de 

façon unique, si A= ~2 ) • Si X es~-un fermé--coorienté de E , 

de "codimension" n , la suite speet'f'a-l•e e,i: ... de-ss1,;1.s dégénèl'e- e-n 

un isomorphisme de Hi-n(X;A) sur H~(É;A) , pour tout entier 1. 

Supposons désormais E homologiquement localement contractile, 
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pour que H~(E;A) s,oi-t(e~·neniquement) isomorphe à Hi(E,E-X-;A) , 

et, notant a l' inj-e.c·-tion coorientée de X dans E , désignons 

par a1_ l'isomorphisme 

"'t •. Hi.-n(-X•,A) ~ Hl.(E"" X A) ... ~ ,.!!,-; 

Définition: Nous appéllerons classe fondamentale de X 

dans E et bous noterons [x}E l'éLémen* a
1
1 de Hn(E,E~X1A). 

En fait, dès que nous connaiss-:en.s [x]È, c'est-à....dire dès 

que nous av-ons ehoisi urre -coorientà·tio-fi de X à.ans E, no.-us• 

pouvons donne-r une - autre ce:,nstrue-tiea .. da morphisme cx
1 

, et 

même le préciser : étant denné-. un f·er.-mé· queleonque Y de X 

nous allons construire un morphisme 

qui, au signe près peut être ([1] page:,~i,o), c0mmutera avee -le.&. 

restrictions et le merp}l.is-me cx
1 

préeéàeH·t. C'est ce nouvel o:1 
que nous utiliserons exclusivement. Sei~- v la- famille~ erdeàaée 

par l'inclusien, des paires d'euve-l'•t,s (U,V) àe E, eil U ~-

un voisinage de X et V est un veis.inag~ da -X-Y. N0ae 

prétendons que le mo;rph.i-.sme na.t.;1;1re.-l a-lt: d.e.J;.ixµvind. H1.(U-1 V;A) 

dans Hi.(x.x-Y;A) est un isomorphismei e'est-à-dire-que-la 

paire (X,X-Y) est terl!!e dans E (!!•taut" [9)page ). En effet 9 

X est terne dans E (i,eur la c0h.em&l-eg:ie d '-AiexaHde:r; ~u. &1issi 

bien singulière, avee -nos h.ypothèae-m-J cGmme fermé dtul'l para.­

compact, et X-Y est terne-dans E~I fdon~·dans E) pGar -la 

même raison, Prenons ào-ne-une-classe b'=-Hi-n(U,V) telle que 

a~b' = b Q La définit.i.on 

(où [xJu est aussi oiea défini q11e [x}E) est consistante,-ea:r 

deux clas-ses b' ~t "b'·' rep:réseH~IHtt b- coïncident nécess~i­

rement dans un voisinage de la paire (X,X-Y) • 
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Etant donnés un fermé Y de X , une classe aE.Hj!(X,X-Y) , 

un fe_rmé Z. de E, une classe bEH*CE,E-Z), nous avons 

( 1) a ! ( a U a• b ) = a 
1 
a U b e. H ~ ( E , E !""' Y n z ) • 

En effet, s1 a' est un prolongement de a à un voisinage 

(U,U-Y') de (X,X-Y) ; les deux membres, considérés comme 

éléments de H*(U,U-Y('I Z) 

On a aussi, s1 Y et Z 

sont égaux à [x]UVa'U restric.b • 

sont deux fermés de X et ·a et b 

des clasae.s de H*(X,X-Y) et H1f-(X.,X.,.;;Z') respec_tivement, 

( 2) = ( -1 ) n de gré b a 
I 
a U a 

I 
b e· Hl E , E - Y n Z ) . . 

Remarque ~ Si X est un rétracte de voisinage dans E 

(ce qui est par exemple vrai si X. est une sous-variété fermée 

d'une quelconque variété banachique paracompacte, car X est 

alors un A.NaR0 [5} page 1G5)1 on peut étendre les olasses de 

H~(X,X-Y) à un voisinage fixe de (X,X-Y) o 

Si Y est un fe:rmé -de X tel que X res.aemble .localement 

à Y)( rnP J et si B désigne l'injection de Y dans X , la· 

coorientabilité simultanée-âe a et B entraîne-celle de aB ~ 

La coorientation de ~s ~ue -nous associerons à des-coorientations 

de a et B sera celle qui ass.u.re l'égalité 

Le de s s in c i - c on t r e , o 'ti -E- e s t 

l'espace à 3 dimensions, et 0~ 

les coorientations s0nt indiquées 

par des flèches, visualise cette 

convention a 

y 

Supposons mainteaant que E soit une variété banachique 

réelle de classe c1 , paracompacte. Si A et B sont deux 

sous-va~iétés A-eGorientées de classe c1 , transverses dans E , 



on sait que l'on a: 

pour la coorientation de· An B 

indiquée sur le dessin ci-contre. 

Si maintenant X est une·sous­

variété coorientée de E , et 

A,B deux sous-variétés ecorien­

tées de X , transverses dans X, 

si nous coorientons A et B 

dan s E , A () B dans X et· dans 

E conformément aux conventions 

indiquées plus haut, la formule (2) nous donne 
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Dans le cas où X admet un voisinage tubulaire dans E , 

(par exemple si X est une sous-variété d'une variété de classe 

c3 admettant des partitions de· l'unité fa1l), on peut 

démontrer cette formule en laissant A fixe dans X et en 

poussant B génériquement normalement à X, i.eo en rajoutant à 

la figure l'image B' d'une section différentiable générique 

dU fibré normal à X dans E ; le~ deux membre~ de la formule 

sont alors représentées par l'intersection de A et de B' , qui 

sont transverses dans E ~ 

II - Sous-variétés entrouverteso Jolis sous-ensembles analytiques 

Définition 1: Soit E une variété banachique réelle de 

classe 1 C o Nous dirons qu'un fermé X de E en est une sous-

variété entrouverte A-coorientée de codimension n s'il existe 

un sous-fermé A de X de codimension topologique dans E au 

moins égale à n+2 tel que X-A soit une sous-variété A-coorientée 

de codimension n de E-A o 
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L'exemple que nous utiliseron.s l.e plus .souven.t d'une telle 

situation· est celui oa X est un sous-ensemble analytique 

complexe-de codimenaian finie d'une variété analytique complexe E 

(on peut. alors prendre A- = 7l). 

Dans le cas généra-1., le corollaire I. 4, 

exacte de cohomologie ~u triple (E,E-A,E-X) 

l'application naturelle d.e. H4 (E,E-X;?.L) .dans 

joint i la suite 

nous enseigne que 

Hq(E-A,E-X;~) est 

un .isomorphisme pour q,n, ainsi d'ailleurs, d'après la formule 

des coefficients universels, que si on remplace :iZ par ?L:2 • 

D'après le paragraphe. 1 ;- e.es groupes sont nuls pour. q.(n , et 

Hn(E,E-X;J\) est muni d'un isomorphisme canonique.sur H0 (X-A;A) , 

lequel n'est pas forcément égal à H0 (X;A) (penser à un c8ne­

dans rn3 ) 4 Nous note~ons [xJt et nous appellerons classe fonda~ 

mentale de X dans E l'image de 1 E H0 (X-A; A) par cet iso­

morphisme o Cette clae:se:: ne dépend pas du fermé A susceptible 

~•~ntre~ au c6té de X dans la définition 1, comme on le voit en 

écrivant un diagramme et en utilisant le fait que, s1 A et A' 

sont de codimension au moins égale à n+2 dans E , il en va de 

même pour AUA' 6 Il arrivera que nous consideI1ions la classe 

[x]E comme un élément de Hn(E;A) 0 

Proposition_!: Soit X une sous-variété entrouverte A-coo­

rientée de codimension n de la variété E ; Soient F une 

autre variété et f une application de classe c1 de F dans En 

Supposons que l'on puisse choisir A (celui de la définition 1) 

tel que cotopF f- 1 (A) )n.+2 et tel que la restriction de f au 
,, , -1, ) , , A A -1 ( ) complementa1re de f ~A soit transverse a X- o lors 9 f X 

est une sous~variété entrouverte de F de codimension n munie 

d'une A~coorientation canonique et f* transforme 

[x]Ee.Hn(E,E-X) en [r- 1 (x))FEHn(F,F-f- 1 (x)) o 

C'est une conséquence immédiate des définitions qui précèdenti 

Un joii sous-ensemble analytique réel Y de codimension n 

d'une variété analytiq~e banachique réelle V n'est pas en 

général une sous-variété entrouverte de cette variété, Nous allons 
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montrer qu'on peut toutef0is lui attacher de façon naturelle une 

classe fondamentale [ 
- n Y J V E H ( V , V - Y ; zz2 ) o Si Y est un e s p ace 

analytique réel de dimension finie, cela nous permettra de 

retrouver la classe fondamentale d'homologie de Y introduite par 

Borel-Haeffiger [10J : il suffit en effet de construire cette 

classe localement, auquel cas on réalise Y 

analytique d'un ffin • et on prend ltimage de 

comme sous-ensemble 

[Y] par la 
m.n 

dualité de Poincaré (on obtient bien sûr une classe d'homologie à 

support non nécessairement compact). 

Si nous appelons SY l'ensemble singulier de Y • qui est 

de codimension topologique au moins égale à n+l , la suite 

ci-dessous est exacte 

a n+l 
..;.+ H (V,V-SY;~) 

Nous allons montrer que a[Y-SY]V-SY est nulo Nous définirons 

alors [YJV comme étant 1 1 unique contre-image par p de [Y-SYJ. 

Remarquons que les groupes H 
1

(V,V-Y;7l) , H 
1

(V-SY,V-Y;?l) et n- n-
H (v,v~sY;z)itt) n sont tous nulso D'après la formule des coeffi-

cients universels, la suite ci-dessous est isomorphe à la suite 
~ 

0 -.c- Hom(Hn(ViV-Y;?L) 1 7l2 ) 4 Hom(Hn(V-SY,V-Y;Zl),zz 2 ) 

4 Hom(Hn+l(V,V-SY;Z),7½) • 

Choisissons un point de base à l'extérieur dé Y , et rappelons­

nous que Hn+l(V 1 V-SY;~) est un quotient de TTn+l(V,V-SY) • 

Prenons donc une boule B de dimension n+l de V , à bord dans 

V-SY , et montrons que l'entier modulo 2 que lui associe l'homo­

morphisme a [Y-SY] est nécessairement nul : pour calculer cet 

entier, nous considérons le b0rd D de B comme une boule de 

dimension n de v~sY , a bord dans le point de base, donc dans 

V-Y , et nous appliquons à D l'homomorphisme fY-SY]v· 8. , dont 
- - y 

il nous faut maintenant donner une interprétation géométrique : 
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"" si D est approchée, de-façon quelconque 9 par une boule D 

différentiable par moreeaux, telle que 
....., 
D ne rencontre la 

variété Y-SY qu'à l'intérieur-des-morceaux, et ceci transversa­

lement, ([Y-SY] ,D> est le nombre modulo 2 de ces intersectionso 
/V ,_, 

Sachant que D est~dans V 9 le bord d'une boule B 9 nous devons 

donc montreri utilisant 1 1hypothèse d'analyticité de Y, que les 
~ 

intersections de D et Y sont en nombre paire Par fragmentation, 

et en nous plaçant localement dans des cartes de V 9 nous pouvons 
~ nous ramener au cas oi B est-dessinée dans un espace affine de 

dimension n+l , et rencontre Y 9 suivant un ensemble analytique 

réel A de dimension 1 o D~après 1whypothèse de transversalité 

sur Y ()D , les branches de A coupent simplement D o Il nous 

t 
exclu 

exclu 

suffit de montrer que :le nombre dè 

branches issues d'un point de _A 

est pairo Or, ceci résulte de la 

description locale de A comme 

revêtement ramifié [12]. au=dessus 

de œ pointé par l'origine (au­

dessus de O ~ il y a un seul point 

de A ; au-dessus de ffi+ et- m- 0 

des branches dont le nombre est 

celui des racines, toutes simples, 

d'un polynôme de même degré)o 

III - Sous-ensembles analytiques complexeso Multiplicitéso 

Nous allons désormais limiter notre étude aux variétés 

analytiques banachiques eomplexes 9 morphismes analytiques et sous­

ensembles analytiques, ce qui nous permettra d'aller un peu au­

delà des situations de transversalitéi et de définir des multi~ 

plicitéso Faisons d'abord deux remarques ~ 

1° Soient X et Y pures deux sous-ensembles analyti4ues ide 

codimensions V n. et p respectivement 

toutes les composantes irréductibles de 

d'une variêté V ; alors 9 
localement 

Xf'\Y -(qui sont'yen 

nombre fini) on·t une codimension au plus égale à n+p o 



2° Soit f un morphism-e d'une aut.re variété W dans V ; 

alors 9 toutes les composantes irréductibles de r- 1 (X) {qui sont 
localement .. ) t d" · 1 ,,. ' yen no~re f1n1 9 on une co 1mens1on au pus egale a n dans Wu 

Pour la seconde assertion 0 la considération du graphe de f 

permet de se ramener au cas oa W est une sous-variété de V 0 

auquel cas on utilise la e-aractérisatfon de la codime~sion d'un 

sous .... ensemble analyti ;1ue comme borne supé.ri:eùre des dimensions des 

plans complexes ne rencontrant l'ensemble qu'en un point isolé 

( on se place en un point de la composante ~tudiée de W f't X qui 

n'appartienne· qu'à cette compos~nte)e Pour 1a première assertion, 

on procède par l'absurde, p·renant la trace de la situation sur un 

plan de dimension plus grande que n+p qui ne rencontrerait 

X n Y qu'en un point isolé• alors que les codimensions des traces 

de X et Y sont inférieuras ou égales A n et p respecti­

vement, d'après ce qui préc·èdeo On e.st al·or-s ramené au même 

problème en dimension fi~ie 9 auquel cas on utili~e l'astuce 

habituelle. : on considè.re l'intersection de X )( Y avec la dia­

gonale du carré cartésien de l'espace ambiant~ 

Nous remarquons avee re-gret que$) si V est de dimension 

infinie, la diag.onale de VxV n v est pas de codimension finie 

dans VxV il non plus que le graphe de f dans WxV 0 Ceci 

empêche de considérer,. c·omme à l'habitude., l'étude des images 

réciproques comme un sous-produ:i:t de l'étude des intersectionso 

Nous allons donc renverser cet ordre0 

Le sous-ensembla X étant toujours de codiménsion 

pure n dans V, ~oit P une composante irriductible de 

r- 1 (x) de codimen~ion égale à n {il se peut qu'il n'y en ait 

pas ; nous n'avons alors rien à raconter)o Soit Q la réunion des 

autres composantes de f-l ( X·) o L' int erséc tion de P et Q est 

de codimension comple·xe au moine égale à n+l O donc de codi­

mension topologique au meins égale à 2n+2 o La suite exacte de 

Mayer-Vietori.s, jointe à Io4 , nous dit alors que le morphisme 

nat·urel 



est un ·isomorphisme (le goupe de coefficients, tout au long de ce 

paragraphe 1 est ~ )8 Or, nous savons que H2n(WjW-P) est 

canoniquement- isomorphe à H2n(W-SP,W-P) , donq à ~, puisque 

P-SP est connexe (i~réductibilité de P) et canoniquement 

7l-coorienté (grâce à la· structure complexe) : ft2n(W,W-P) est 

engendré par [P]W o 

Définition 2 : Nous appelle~ons multiplicité le long de P 

de la contre-image de X par f , et nous noterons µ(X,f;P) 9 

la coordonnée suivant ~Jw de 8-l r*[x)V o 

Propriété O: La notion de multiplicité d'une contre~image 

le long d'une composante irréductible propre est une notion 

locale g 

Si nous_nous restreignons à un ouvert U de W 9 la 

composante propre M de r- 1 (x) peut se.fragmenter en· plusieurs 

(ou aucune·) composantes_irréductibles propres M! (je. J) de 
J -1 ( ) 0 • flu X a Nous affirmons que, pour tout J , 

Soit N la réunion des composantes de r- 1 (X) autres que M , 

et Nj la réunion de·s composantes de f-l (X) n U autres que Mj-o 

Ecrivons le diagramme -c·i-dessous, que les flèches. verticales de 

gauche rendent commutatif par hypothèse 

H2n(W,W-M) $ H2n{W,W-N) 
e 

H2n(W,W-f- 1 (X)) .:.: w 

pt X t e 
l<restr,. )* 

H2n(U,U-M!) e H20 (U,U-N!) :::::; u ~ H20 (u,u-r- 1 (X)) 
J J 

, 

Notre assertion· résulte immédiatement de ce que cr est nulle i ,et 

p envoie (M!] o 
J u 
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Propriété 1 : Si W est un produit F x V II où F est une 

variété connexe, et si f est la deuxième projection, il est 

clair que f- 1 (x) tout entier est une composante irréductible 

propre, et que p.(X,f ;f ... 1 (X)) vaut 1 o 

Propriété 2 f Si W ~st une variété de dimension n II et f 

une immersion de W dan.s V telle que r- 1 (X) soit réduit à 

un seul point x II si de plus f(x) est un point régulier de X, 

et s1 f et X sont t~ansverses en f(x) 9 on a évide~merit 

J.l (X 11f ;x) = l a 

Propriété 3: Dan~ la situation précédente, aban~onnons.les 

hypothèses de régularité et de transversalité I nous pouvons 

supposer (en. nous plaç·ant dans une carte) que W est un sous~ 

espace affine de V.~ rencontrant X en un point isolé x o 

Nou~ pouvons encore .donner une interprétation simple de ~(X,f;x): 

si W' est un quel~onque supplémentaire topologique de W 9 

nous savon.a que X peut être ( au voisinage. de x ) décrit comme 

revêtement ramifié au1;o-d·essus de Wi ; f(X,f;x) nwest autre que 

le degré de çe revêtemento 

En effet, choi-siss·ons une boule B de W centrée en x , 

et un ouvert n de W·' tel que x appartienne à Q. )( B , ma-is 

que fi. x ë)B 

Q ~ (W,W-B) 

ne reneont·re pas X o Prenons la trace de (xJ,v sur 

, puis S"'llT' a:'l<(W9 W-B) et sur bx(W 9 W-B) , où a e-st 

tel que x appartienne à ~ l( B , et b tel que b 'X B coupe X 

en des points réguliers seulementi et transversalemento DQaprès 

la propriété 2, cette dernière trace vaut d fois le g€nérat~ur 

canonique de H2n(bi(W,W-B)~Z) o DJo~ la conclusiono 

Propriété 4 g Transitivité des multiplicités d~image réci­

proqueo Soit T -4 W -4 V une suite de variétés et d 9 ap:i,l·ic;o 

cations ·analytiques·i>· X un sous=.ensemble a'nalytique de V de codi= 

mension pure n 1) 
y sa ~on·tre ... image dans w 9 et z la contre ... 

image de y dans T 0 Supposons que z ait (ait moins) une 

composan~~·irréductible M de codimension n 0 Soient pl. ( i sI) 



les composantes de Y telles que 
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g- 1 (P.) contienne M o 
l. 

P. 
l. 

sont nécessairement des composantes Alors I est fini 9 l~s 

propres de r"" 1 (x) 9 M 

g""
1 (P.) • et l'on a 

est une composante propre de chaque 

l. 

µ(X,f o g;M): I 
ie..I 

µ{X 9 f;P.) µ{P. ,g;M) 
l. l. 

Si xeM II tous les P. passent par g{x) ; donc 
l. 

I est fini o 

Les assertions de-propreté résultent de considérations sur 

la codime-n·s·iono Pour démontrer la dernière, on pourrait se 

localiser en un point q11i n'appartienne·à aucune autre compo .... 

sante de Z que Mo Nous procèderons plut8t ainsi~ soit N 

la réunion des composantes de Z autres que M, et Q la 

réunion des composantes de Y autres que les P. o Remarquo-n·s 
l. 

d'abord que g""
1 (Q) e.st conten·u dans N (sinon; une composant-e 

au moins de g""
1 (Q,) serait strictement contenue::dans M , c·e 

qui est -ab.surde pour une raison de codimension) ô eèci entraîne, 

avec le~ notations du 4i~gramme ci-dessus~ la nullité de 
~ 

1r
2 

o g (.Ker 1r1 ) g 

On a alors 1T2 g~f* = (1T2g*&
1

)(1T1f~) 9 ce qui est équivalent à 

la formuie proposéeo 

Propriété 5 r Les multiplicités ici introduites sont des 

entiers strictement positifsj Elles sont les seules vérifiant 

les propriétés 0 0 l,.11 3 et la propriété 4 dans le cas particulier 

où Z=M 9 Y= 1 9·un des P. 9 et g est une immers:i.ono 
l. 
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En effet, si _nous voulons calculer une.multiplicité 

~(X.f;M} , restreignons~nous (PropiO) à un ouvert de W sur 

lequel la trace- de f~ 1 (x) ne soit pas plus grande que la 

trace de M (noton:s encore W cet ouvert)o Factorisons f 

par l'injection "graphe" y de W dans w~ V, et la deuxi~me 

projection de Wx V ô D'après les propriétés 3 et 4 faible, nous 

sommes ramenés au cal.cul de "}l(W )( X,y;M) o Soit alors. i une 

injection dans W d"·nn ouvert de œ0 
, telle que i~ 1 r""1 (X) = ·E>-., 

La propriété 3 nous donne }l(W x x,y 0 i ;O) et l-1-{ f-l {X) i ;O) • 

On con6lut alors à l'aide de la propriétl 4 faibleo 

Nous a-1-1,e,ns mairt1t•enant étndier les intersections de sous~ 

ensembles de codimen.sion finie o Nous dirons ensui te quelques 

mots de 1 6:intersec.tion d !un sous ... ensemble de codimension finie 

et d'un s-:ous--ensemb.ie- -de dimension finie;. 

Si X et Y sont deux sous--ensembles de V de codimen-

sions pures n et p respectivement, soit p une composante 

irréductible de XJLY de codimension n+p {composante propre.) 

et Q la réunio.n des- autres composanteso Le produit X.x Y .:est· 

un sous ... e.nsemble irr·é-duc·tible de codimension ntp de V)( V ., 

et, si nous appelons à 1winjection diagonale de 

les Po sont aussi bien les composantes propres de 
1 

V . dans V x V, 

6.-l(X )( Y) 

Définition ·3 t: No-us appellerons multiplicité de l'inter"! 

section de X et Y ie long de P. , et nous noterons 
l 

µ{X~Y;P) ~ l'entier positif µ(X X Yàâ;P) O 

Cons.idéra..nt qn:e [x x. Y]Vx V est le cup-produit externe de 

[xJv et [rJv {ce qui se voit en se débarassant d~abord des 

singularités), nous pouvons donner la définition équivalente 

Définition 3 bis~ Soit e le morphisme naturel 

qui est un isomorphisme (Mayer-Vietoris et Prop.Io4). Nous 



appellerons multiplicité d'intersection de X et Y le long 

de Pla coordonnée suivant [P]V de e-1 ([x]VU[Y]V) c 

Propriété Obis : La notion de multiplicité d'intersection 

est locale (cfo Prop.O pour le sens précis de cette assertion). 

T:'ronriété 6 µ(X,Y;P) = µ(Y,X;P) ! 

Propriété 7 Si X et Y sont contenus dans une sous-

variété W de V, et si M est une composante propre, de 

multiplicité µ , de l'intersection de X et Y considérés 

comme sous-ensembles de W, la formule (2) donne immédiatement 

où y est une classe à support dans la réunion N des 

composantes de X() Y autres que M o 

Propri~té 8 : Associativitéo 

Soient X, Y, Z trois sous-ensembles analytiques 

de V, de c9dimensions pures n, p, q respectivemento 

Supposons que xn Y ()Z ait (au moins) une composante irréduc­

tible M de codimension n+p+q o Alors, les composantes 

P. (resp.R.) de X(IY (respe de Ynz) qui contiennent M 
l J 

sont en nombre fini, et toutes sont propres dans X n Y (respe 

dans Y n Z) , M est une composante propre de chaque P.() Z 
l 

( r es p • X r) R . ) , et on a 1 ' égalité 
J 

l lJ(X,Y;P.) lJ(P.,Z;M) = l lJ(X,R.,M) lJ(Y,Z;R.) 
, 1 l , J J 
l. J 

Pour démontrer la formule, appelons Q la réunion des 

composantes de X('\Y autres que les P. , et N la réunion 
l. 

des composantes de X(\ Y() Z autres que M • Considérons le 

diagramme 
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1 l 
que les flèches verticales de droite rendent commutatif par 

hypothèse., En fait, la flèche en pointillé est nulle car Q n Z 

est contenu dans N (sinon, une composante irréductible de Q n Z 

serait strictement contenue dans M)o Il en résulte que 

î-µ(X,Y;P.) µ(P.,Z;M) est simplement la coordonnée suivant ~Jv 
· 1 1 
1 

de w- 1 ( [x] U [Y] U [z]) 0 d'où l'associativité désirée. 

Propriété 9: Compatibilité des multiplicités d 9 intersection 

et d'image réciproque~ 

Soient X, Y de codimensions pures n 9 p dans V • 

f un morphisme de W dans V, et M une composante de 

r- 1 (x n Y) de codimension n+p , s'il en existe une .. Appelons 

P. {respoQ,) les composantes de r- 1 (X) {resp- .. f- 1 (Y·)) qui 
1 J 

contiennent M • Appelons Rk les- composantes de X n Y dont la 

contre~image par f contient Mo Pour ne pas lasser le lecteur 0 

nous ne lui imposerons pas la démonstration de la formule 

µ(X,f ;P.) µ(Y ,f;Q.) µ{P. ,Q. ;M} 
1 J 1 J 

( où 1 won peut s'assurer fac.ilemen t que les ensembles d'indice 

sont finis, et tous les symboles définis). 

Propriété 10 ~ Il y a un cas où nous aurions pu ramener une 

multiplicité ·d'image réciproque à une multiplicité d'intersection: 

c'est le cas où l'application f est épidermique. En effet, 

localement dans W • il existe alors un.entier q tel que f 

puisse se factoriser par-une injection (épideimique) de W dans 
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œqx V et par la deuxième.projection de œqx V o D'après la 

propriété 1 (et O!) , nous.pouvons même nous restreindre au cas 

où f est l'injection a dans V d'une sous-variété Y de 

X un sous~ensemble. irréductible de V codimension p o Soient 

de codimension n 9 M Ji une composante propre de Q- (X)= xnY, 

et N la réunion des antres composantes du mêmeo D'après la. 

construction de a
1 

, le· diagramme·suivant est commutatif 

-11- 2n ( · ) :::;;, H2n(Yl)Y-M) $ H2n(Y,Y-N) / H Y,Y-Y nx ~ 

H
2

n(V,V-X) la! 
al l 1 al 

U[Y]V~ 
H2n+2p(V,V-Ynx) ~ H2n+2p(V1tV-M) $ H2n+ 2p(V,V-N) 4-- 0 

Alors, l'égalité a 1 [M]y = [MJv entraîne l'égalité des multipli­

cités µ(X,a;M) et µ(X~Y;M) o 

Passons maintenant à une situation dissymétrique ~ l'inter­

sec.tion d'un sous-ensemble X de codimension finie et d'un sous,;> 

ensemble K de dimension finie, cWest-à-dire d'un sous-ensemble 

analytique admettant localement·pour modèle un sous-ensemble 

analytique dwun œ4 
o Tout sous-ensemble analytique L de K 

est encore de dimension finie ; on peut définir sans difficulté 

des composantes irréductibles globales de K, qui sont des 

variétés ~Qorientables, à singularités de codimension 2 ; si une 

telle composante KW est·de dimension m, le groupe H(K'·:l} 
m ' 

est· canoniquement isomorphe à ~-, le générateur étant la classe_ 

fondamentale {K'} définie dans [10] (il s'agit d'homologie à 

supports fermés quelconques)o 

Soit donc X un sous-ensemble irréductible de codimension. n 

de V, et K un sous~ensemble irréductible de dimension p 

(.au moins égale à n , sinon, nous n 9 avons rien à dire) o Toutes 

les composantes irréductibles de X n K ont une dimension au moins 

égale à p~n 9 comme on le voit en prenant un modèle local de Ko 

Soit L une_ compos-ante irréductible de x.n K de dimension égale 

à p-n (s'il y·en a ; nous dirons alors que L est une composante 



propre de l'intersection) , et soit M la réunion des autres 

composantes de X OK o Alors, Ln M est de dimension strictement 

plus petite que p~n ~ et la·suite de Mayer-Vietoris nous dit 

que le morphisme naturel 

8 : H ( L • il-) i H ( M ,· ?l) 
p-n· 9 p-n 

est un isomorphismeo Mais le terme de droite est égal.à 
HX 0 K ·( V • 71) 

p-n ' , et contient un élément privilégié,_le cap-produit 

{K1 vfî [x] v , où [K} v est considéré comme un élément de 

D'où la 

K H ( V ; 71) • 
p 

Définition 4 : Nous.appellerons multiplicité d'intersection 

de X et K le long de L , et nous noterons µ(K 9 X;L) Pla 

coordonnée suivant {L} de e-1 ( {K}vn [x]v) • 

Nous ne nous appesantirons pas sur les propriétés de cette 

multiplicitéo Nous devons toutefois vérifier une compatibilité 

avec les définitions précédentes; c'est~à~dire envisager le cas 

où K est une sous-variété de dimension finie de V, ou plus 

généralement est contenu dans une telle sous-variété W. Si les 

P. 
l. 

(en nombre fini) sont alors les composantes de X ri W 

contenant L, elles sont automatiquement propres, et nous avons 

envie de poser 

oa les µ(K,Pi;L) sont des multiplicités d!intersection d'en~ 

sembles de codimension finie, et où a désigne l'injection de 

W dans V o De façon abrégée, nous devons vérifier que le 

"rapport" de [K] V a"' [x] à [1] est égal au rapport de 

{K}n [x] à {L} o On .. passe de l'une à 1 9 autre situation par la 

dualité de Poincaré ; explicitement, on a les ~galités 

{W} n [L] = {L} 

{ w } n ( [ K J V a~ [ X J ) = ( { w } n L K] ) n Cl* [x J = { K } n [ X J 
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Dans le cas oa l'image de tout germe d'application analytique finie 

d'un œn dans V est conteriue dans un germe de sous-variété analytique de 

dimension finie de V (p 0 ex 0 : si V est modelée sur un Hilbert­

cf o chapitre IIIbis), on aurait pu définir toutes les multiplicités 

que nous étudions ici sanB l'aide du cap~produit: les définitions 

données auraient été indépendantes de la variété de dimension 

finie intermédiaire 9 W ou W' , comme on l'aurait vu par le 

truchement d'une troisième variété de dimension finie contenant 

W et W' (il en existe toujours 9 dans l'hypothèse envisagéeo 
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Exposé n° 16 

(chapitre III) 

UN THEOREME D'.IMAGE DIRECTE ( SITUATION ANALYTIQUE 

EPIDERMIQUE) 

Nous reprenons la situation exposée dans la Proposition Iol3: 
' ' . . • . ,, . d . ~*) c est-a-dire que f est une application analytique epi ermique 

d'une variété analytique banachique V dans une autre W, X 

est un sous-ensemble analytique de codimension finie de V 9 tel 

que la restriction g de f à X soit propre. Nous allons 
,, ,, ' . (-~) ,, ' d demontrer le theoreme suivant , analogue au theoreme e 

Remmert: 

Théor~me 1 : Dans la situation rappelée ci-dessus, et si de 

plus l 9 ensemble X est de définition finie, f(X) est un sous­

ensemble analytique de définition finie de W, et l'on a 

codim f(X) = y codim g 
X • 

Remarquons tout de suite qu'il suffit de démontrer cet 

énoncé sans se préoccuper·des codimensions. La proposition I.13 

nous a déjà dit, en 

du fermé f(X) est 

ramener au cas où· X 

effet 9 que la codimension topologique en 

2 inf 
xe.g-l(y) 

codim g. On peut également se 
X 

est· irréductible : en effet, puisque 

y 

(*) La démonstration nP. ce théorème, qui a commencé d'ailleurs au 
chapitre I, a été faite en collaboration avec Jean-Pierre 'Ramiso 

(~it) _Si f est une- telle application, et ·si le point x. de V 
est isolé dans f- 1 f(x) , alors f~ fait de ~x(V) un ~f(x)(W~­
module de type fini. Indiquons que cette ·propriété n'est pas vraie 
pour n 9 importe quelle application analytique: si f est une 
application linéaire continue de E dans F (espaces de Banach), 



est comnact 0 il possè~e un voisinage V' réunion d'un nombre fini 

-de petites boules de V , qui ne rencontre donc qu' lin nombre fini 

de composantes irréductibles globales de X , soient X. ( i e.I) o 
1 

La propreté de g entraîne l'existence d'un voisinage W' de y 

tel que g-l (wv·) soit contenu dans V' o La trace de f( X) sur 

W' est d6nc la réunion des traces des f(Xi) ; or, l'application 

glxi est propre, tout autant que go Enfin, si X est irré­

ductible, on se convainc facilement que f(X) ne peut qu'~tre 

irréductible, donc de définition finie (puisque de codi~ension 

finie)o 

Si, dans un espace de Banach E , tout fermé qui rencontre 

tout souB~espace de dimension finie de E suivant un sous­

ensemble analytique était automatiquement an~lytique, il n ';r 
aurait· rien de plus à démontrer que le Lemme Io12o Il n~en est 

heureusemé-nt ri.en : consid-érons P dans ( un voisinage de ~ 9 origine 
2 ' 2 3 de) ,e (G:) , l'ensemble Y des points de coordonnées (t, t , t 11 

eoo tn, ooo) , t étant réelo On voit facilement que la trace de 

Y sur tout plan de dimension finie est un ensemble fini o Pourtant, 

Y n'est pas analytique, car il n'est pas un sous-ensemble ana­

lytique de la sous~variété d1 équations paramétriques (z, z2 , z 3 , 

z est complexeo 

1er Etage de la démonstration: Nous allons·examiner le cas où la 

codimension de g est nulle, et démontrer qu'alors, si W est 

suite 4e la ~ote (*~), page 16~1. 

il estnécessa:ire pour que f~ fasse de 0"0 (E) un Cfo(F) 
module de type fini que f soit injective d'image f~rméeo E~ 
e·f·fet, euppo·sons que f soit linéaire injective d'image non fer­
mée, et que ~1000 4'0 engendrent 0'0 (E) su;r 0'0 (F) o Les '4>n 
convergent.d,n~ une m@me boule de E II de rayon R o Soit 

~ = t ~n f*(un) un germe quelconque de ~0 (E) o Les u0 conver­
gent dans une même boule de F il existe donc r tel que 11 si 

un = 1: 1tE 1> on ait, pour tout n , t lfrr~IIF rP<co o Or, il existe p . p 
une droite complexe D de E telle que 9 pour z e:: D , on ait 
llf(z)IIF~~llzJIE (sinoni> l'image de f serait fermée)o En ce qui 

concerne les restrictions à D , on a llf~n~IIE~ (f)P 11'1t~IIF o Donc, 



connex~~ g{X) est égal à W o 

Par hypothèse~ il y a un point a de X oa le corang de 

g est nulo Alor~~ X est·nécessairement de codimension finie 

en a ; soit Y une domposante irréduc~ibl~ globale de X 

passant par a Il de codimension· la plu~ petite possibleo Le 

corang -en a d~ g·I y. .est nécessaire~ent inférieur OU. égal ... 
a 

corg g 
' 

il est- donc nul, a ainsi .que· la codimension de gly 0 

Nous· sommes ainsi ramenés au cas ... 
X est irréductible de ou 

codimension finie (sans avoir·fait au ~épart d'hypothèse de 

définition finie sur X)~ Dans·ce cas, l'ensemble singulier SX 

de X est analytique_., Si 1·a codimension de glsx est stricte-;-

ment positive Il to.ut V~ bien. Sinon, nous ne nous intéressons 

plus qu'à glsx et nous recommençons le travail décrit dans ce 

paragrapheo Comme 1:es codimensions des ensembles auxquels.nous 

restreignons g vont en_ croissant strictementi nous arriverons. 

nécessairement à nous ramener à la situation suivante : X 

irréductible de codimension finie-\) codim g = 0 , et codim g I si> Oo 

Alors~ g{SX) est ~n fermé de W de codimension topologique 

au moins égale à 21l d'aprè~ la Proposition Iol3o Considérons_ 

l'application g restreint- à la vatiété X'= X - g- 1g(SX) , 

l'espace bùt étant W·=·W - g(SX) o Cette application est propre, 

analytique, épidermique. L'ensemble r de ses points critiques 

est un sous-ensemble analytique de X' , et, d'après le théorème 

de Sard, g(r) est un fermé de W9 sans point intérieur (ceci 

est une variante du théorème de Sard-Smale [13]) o Mais :alors, 

la codimension de gjr ne peut pas être nulle, car on aurait, 

d'après la-Proposition Iol31l cotop gfr) = 0 o Elle est donc au 

fin de la note (~~), ~•ge 16~~ 
Illr*w~IIE Rp~ r111r~IIF rP< CIO O La restriction à D des f.jj.(un) t et 

par suite de • , a don~ un rayon 
à R: ainsi,il existerait un R 
•sô'(E), on pourrait trouver un 

0 

de convergence au moins égal 
tel que, pour tout germe 
plan de E sur lequel lares-

triction de 4> aurait un rayon de convergence au moins égal. à 
ceci est absurde. 

R· 
' 



moins égale ·à 1, et cotop g(r) est au-moins égal à 2o Il résulte 

alors de la Proposition Io6·que la codimension topologique de 

g( SX) U g(f) est au moins égale à 2 11 - ce qui entraîne que r 
n 9 est pas X' tout entier~ puisque l'on· sait que la codimension 

topologique de g(X) est nulleo D0 après le théorèmè du rang 

constan·t, g(X'~r) est alors un ouvert non vide, soit n ,.de W'o 

Dans W 1) le fermé g{-X) est la réunion de n et de &(SX) Ug(r)o 

Donc; le fermé g(X)~n est de codimension topologique au moins 

égale à 2 (Propo I~5) ; son complémentaire n U [g(X) doit ~tre 

connexe (Coro Io2) 9 ce qui entraîne la vacuité de (g(X) o 

La démonstration comportera-encore· deux étages de forme 

semblable à celle ·du premier, mais utilisant un argument de 

prolongement que nous allons présentar· maintenant. Rappélons 

d'abord un résultat-de [3] : 

Proposition· 2 ~ Soit (E'~E") une décomposition directe 

d'un espace de Banach E, avec dim.E" = p o Soit 6 = 6 9 ~ ô" 

un bidisque ouvert de centre O associé à (E',E") • Soient E 

un nombre réel strictement compris entre 0 et le rayon r Il de 
b Il 

!I et 6 le produit de ô' par la couronne r " - e: < Il x " Il < r " e: 
de E" 0 Supposons que A soit un ensemble négligeable·de ô' , 
et X un·· sous-ensemble analytique non·vide de. ( 6 1 -A) x ô" !I de 

codimension p en tout·point, ne rencontrant pas 6 • Alors 11 e: 
l'adhérence de X est ·un· sous ... ensemble ·· analytique de 6 !I de 

codimension p en tout pointo 

Donnons aussi deux ·conséquences immédiates du.Lemme I.,120 

Lemme·3·t Dans la situation de la proposition Ial3~ si y 

est un point de W et P un plan.de W (pour une.carte en y) 

tel que y soit isolé dans g(X-)f)P II il existe_un pla~ P 0 

contenant P, de dimension. complexe codim g, tel que y soit 

i s o 1 é dans g ( X) () P 9 o 

Lemme 4: Toujours sous les hypothèses de Iol3 , si la 

codimension de g est strictement positive, g(X) est un sous­

ensemble négligeable de W o 



E!?2~!!!!~!2~: La situation étant locale, plaçons-nous dans une 

~arte de W o Si • est une fonction scaiaixe analytique dans 

W-g{X) et bornée, pour la prolonger à un point a de g{X) , on 

considère sa restriction à un quelconque plan de W, passant par 

a, de dimension finiep tel que la trace de g(X) sur ce plan 

soit de codimension strictement positiveo Le prolongement ne dépend 

pas du plan choisi, et on obtient ainsi une fonction Î sur W, 

bornée, dont- la restrict.ion à tout sous-espace de dimension finie 
. ~ 

est-analytique : • est analytiqueo 

Enonçons maintenant l'argument de prolongement que nous 

utiliseronso 

Proposition 3 : Soit X un sous-ensemble irréductible de 

codimension finie de V 9 f une application analytique épidermique 

de V dans W, telle que la restriction g de f à X soit 

propre, de codimension p o Soit Y un sous-ensemble analytique 

de X tel que codim glY )p et que f(X) - f(Y) soit un sous":' 

ensemble analytique de W-f( Y'} de codimension p en tout point o. 

Alors, f(X) est un aous~ensemble analytique de W de codimension 

p en tout point l f(X) est d~àilleurs l'adhérence de f(X)-f(Y) 

dans W o 

Démon~tration ! La question étant locale dans W, supposons que W 

est un ouvert d 1 un espace de Banach E, et que nous étudions f(X) 

voisinage de l'origine, 
,. 

appartenir ... f (y) D'après le a.u c·ensee a 0 

lemme 3, il existe un sous-espace E" de E 
' 

de dimension p 
' 

tel que 0 soit isolé dans E"0 f(X) 0 Il y a alors une sphère s 
de E" , centrée à l'origine., qui ne rencontre pas f(X) ; puisque 

f(X) ·est fermé, il exiate un voisinage de S dans E qui ne 

rencontre pas f(X) 

topologique E' de 

, donc, si nous avons choisi un supplémentaire 

E" , un ensemble du type 6 
e: (cfo Prop.2) 

qui ne··rencontre pas f(X).Désormais, nous considèrerons que W 

est i, que V est r- 1 (6) o L'ensemble X n'est plus alors 

irréductible, mais, si les 

on a, pour tout i , codim 

sont ses composantes-irréductibles, 

= p (Lemme I.11). Appelons n la 



projection de 6 sur 69 parallèlement à 6" ; les fibres de 

nlf(X.) ou de nlf(Y) 
l 

sont des sous-ensembles analytiques 

(Remmert classique)· relativement compacts (f(X) ()6 = (6) 
€ 

d'espaces 

de dimension finie : elles sont donc finieso Il en résulte que la 

profondeur de n O ~lx. est égale l cell~ de flx. , et que la 
1 l 

profondeur de n O flY est au moins égale l celle de flY o Ainsi, 

la codimension den O flx. est nulle, et, d'après l'étage 1, n 
l 

es.t une .surjection de f(X.) sur 6' ; la codimension de 
l 

est au moins égale à 1 9 et 9 d'après le lemme-4, n O f(Y) 
n O flY 
est 

négligeable dans o' o La proposition 2 nous dit alors que l'adhé~ 

rence de f(X) - n.,,1 nf(Y) est un sous-ensemble analytique Z de 

6 de codimension p en tout pointo Nous devons, pour conclure 9 

montrer q·ue -1 ( ) . . g Z , qui est un sous-ensemble analytique de 
-1 ( ) . f 6 , contient X; ceci est vrai, puisqu'il contient 

-1 -1 ( ) X.-f n nf Y , qui est un ouvert non vide de la composante 
i 

arbitraire X. de X o 
l 

2ème étage de la démonstration: A~ Le théorème est vrai pour X 

lisse connexe, et prof g = 0 o 

Soit r l'ensemble des points de la variété X où la dif­

férentielle de g n'est pas de rang maximum: c'est un sous­

ensemble analytique strict de X a Si x est un point de r , on 

a 

Si p est la codimension de g, la codimension de git est donc 

strictement plus grande que p o D'autre part, le théorème du 

rang constant nous dit que f(X-f-l f(r)) est un sous-ensemble 

analytique de codimension p en tout point de W-f(r) o La 

proposition 3 donne alors l'assertion A o 



B - Le théorème est vrai pour X 

irriductible 9 et prof g = 0 o 

Appelons S l'ensemble singulier de X, qui est analytique, 

et p la codimension de go Comme ci-dessus, on voit que la 

codimension de gis est strictement plus grande que p o Ceci 
-1 ( ) . . interdit que X soit contenu dans f f S o S1 nous restreignons 

f en une application f' de V-f- 1f(S) dans W-f(S) , lares-
. ' .; ; -1 { ) . triction de f' a la sous-variete X-f f S , qui est propre, 

a pour codimension p (Lemme Ioll)o L'assertion A et la propo­

sition 3 donnent alors l'assertion Bo 

3ème etage : Nous allons procéder par récUrrence sur la profondeur 

de · g , l'étage 2 constituant le démarreur de la récurrenceo Sup­

posons donc traité le cas où prof g est inférieure ou égale à 

n-1 

A - Le théorème est vrai pour X 

lisse connexe, et prof g = n o 

Gardons à r et à p les mêmes significations qu'au 2ème Ao 

Si la codimension de glr est plus grande que p, le problème a 

déjà été résoluo Sinon, soit L une composante irréductible de r 

telle que codim glL =p. La codimension de L étant strictement 

plus grande que celle de X, la profondeur de git est stric­

tement plus petite que celle de g, et l'hypothèse de récurrence 

affirme que g(L) est un sous-ensemble analytique de W, 

irréductiblep de codimension p o Appelons Z la contre-image de 

g(L} par g t et 1 l'indice de f, qui est constant au voisi­

nage de X ; nous voulons montrer que Z ast X tout entier. 

Soit a un point quelconque de Z o Nous avons les égalités 

p = corg g = codim X+ prof g - i 



Puisq.ue. Z est saturé pour g , profa f Z 

donc est au moins égal à prof go D'autre 

est égal.à prof g , 
a 

part,. corga fit est 

au moins égal à co~ima flZ = 

a de façon à avoir l'égalité 

soit le plus petit possible)o 

1 
2 cotopf(a) f{Z) = p o ·Choisissons 

(prenons a tel que 

Nous avons alors 

codim Z ~ i+p - prof g = codim Xe 
a 

corga f(Z 

Ceci entraîne l'égalité de Z et X , donc de g(L) et g(X) o 

B - Le théorème est vrai pour X 

irréductible, et prof g = n. 

Comme au 2ème B , si la codimension de est strictement 

plus grànde qua p , le problème est résolu, à l'aide du 3ème Ao 

Sinon, on recopie la démonstration qui précède, réutili~ant ainsi 

l'hypothèse de récurrence. 

Mult.ipliciié drimage directe - Form~le de projectiono 

Soit X un sous-ensemble analytique irréductible de codi­

mension finie n d'une variété analytique banachique connexe V o 

Soient f une application analytique i-dermique de V dans une 

autre variété W, et g la restriction de f à X o Supposons 

,que g soit propre, et que la profondeur de g soit nulle ; 

nous allons alors définir la multiplicité de l'image directe de 

X par g, entier positif que nous note~ons v(X,g) o 

Si a est un point quelconque de g(X) , la fibre g- 1 (a) 

est un sous-ensemble analytique compact dwune sous-variété ana­

lytique da dimension finie de ~: elle a donc un no~bre fini de 

composantes connexes (qui sont d'ailleurs analytiques), soit 

v(a) • Il ne faudrait pas croire que cette fonction ~oit toujours 

SoCos~-, ou toujours soc-~i~, m!me si. les fibres de g sont dis­

crètes, comme le montre le dessin à la pa8e ci-c~ntre 



~ 
1 1 

Toutefois, 1~ restriction de la fonction v à un quel­

conque ouvert de points irréductibles de g(X) (par exemple à la 

partie régulière de g(X)} est semiàcontinue inférieurement 

soient en- effet K. les composantes connexes de g- 1 (a) , U. 
1 1 

des voisinages ouverts disjoints des K. , w un voisinage de 
1 

g ... l(w) . ,, . . a tel que soit contenu dans la reun1on des u. , X. 
1 1 

la trace de X sur u. ng- 1 (w) ; on vérifie facilement, à 
1 

l'aide du théorème 1 , que g(Xi) est un sous-ensemble analy-

tique de w, de même codimension en a 

donc égal à g(X) , et, pour tout point 

contient au moins un point dans chaque 

que g(X) ; g(X.) est 
1 1 

b· de wng(X), g- (b) 

u o 0 

1 

Si la profondeur de g est nulle, 
Définition ~ nous appellerons multiplicité ·de l 9 image 

directe de X par g le maximum de la restriction de la 

fonction v à un quelconque ouvert de points irréductibles de 

g(X) o Sinon, nous dirons que cette multiplicité est nulleG 

Si nous conservons les notations de la démo~stration du 

théorème lJla restriction dé g à X-g- 1 g(S) - g- 1 g(r) est 

u'ne immersion propre dans W-g(S)-g(r) 9 d'image analytique T e 

La restriction de g à X-g- 1g(S) - g- 1g{f) - g- 1 (Sing T) est 

donc un revêtement de T-Sing T , qui est connexe. Le degré de 

ce revêtement e·st la multiplicité v(X~g) o 

Proposition 60 Si W' 

application analytique de 

de g(X) , et telle-que la 

soit propre, de profondeur 

est une troisième .,,t,, varie e, 

w dans W' 
' 

j-dermique au 

restriction g9 de f' à 

nulle, on a (immédiatement) 

f' une 

voisinage 

g(X) 



16.10 

Décrivons maintenant la situation dans laquelle nous allons 

démontrer une formule de projection: nous rajouterons l la 

précédente un sous-ensemble analytique figure (V,f,w.x) 

irréductible Y de W O de codimension p o Appelons P. les 
l. 

composantes propres de f- 1 (Y) 9 Q .. les composantes propres de 
l.J 

Pin X , et Rk les composantes propres de Y n g(X) o Nous 

voulons démontrer l'égalité 

(1) 1 lJ ( Î 9 f; p, h.1 ( p ■ Il X; Q. , ) \J ( Q • • 9 f) f ( Q •• ) : l V ( X of) lJ ( Î 1) f (X) ; Rk) Rk 
l. l. l.J l.J l.J k 

(les sommes écrites sont finies au-dessus d'ouverts assez petits 

de W) o 

Cette égalité 

santes de r- 1 (Y) 

œ2 dans lequel on 

n'est vraisemblable que si toutes les compo­

sent propres (prendre pour V et X l'espace 

a fait éclater l 9 origin•, pour f la pro­

jection canonique sur œ2 
, Y étant l'origine de œ2 

)o On voit 

de même qu'il faut supposer·propres toutes les composantes des 

P.n X (gardant le triplet V9 f 9 W précédent 9 prendre pour Y 
l. 

une droite de œ2 passant par O, et pour X la contre-image 

par f d'une autre droite passant par O )o Lorsque toutes ces 

hypothèses de propreté sont réalisées, les composantes propres 

de Y n f (X) 

profondeur de 

sont les images par f des Q~. telles que la 
l. J 

fi soit nulle ; les autres composantes de Q •• 
lJ 

Y n f (X) devraient ~t re trop grandes 9 mais 9 étant images de 

telles que la profondeur de f\ soit positive 0 elles ne 
Q .. 

l.J 

peuvent qu'être trop petiteso D'où le début de l'énoncé : 

Proposition îo Dans la situation (XcV,f 9 W::,Y) décrite 

plus haut 9 si toutes les composantes de r- 1 (Y)nx sont de 

codimension n+p 1) alors toutes les composantes de f(X) n Y 

sont propres, et l'égalité (1) est vérifiéeo 

Q •• 
l. J 



Démonstration de (1) : La formule est évidemment locale sur W. 
----------------Nous pouvons ainsi supposer qu'il y a un seul Rk , qu'il est 

régulier, et que les Q .. 
l_J 

en forment un revêtement trivialo 

Nous pouvons alors nous localiser aussi sur V, et par suite 

factoriser f p,~ un plongement T suivi d 9 une projection w 

propre, et même fi~ie, sur t(X) (n et T étant épidermiques). 

On vérifie immé~iatement qu 9 il suffit de démontrer la formule 

de projection pour T et w successivement. D'on l'examen des 

deux cas 

1°) f ~~~-~~-Î!~~§;~~~~ : Toutes les multiplicités d'image 

directe sont alors €gaies à 1 1 et nous devons simplement vérifier 9 

dans le cas où Y coupe la sous-variété V suivant des en-

sembles irréductibles P. en nombre fini, les 
l 

p. coupant 
l 

X 

suivant le même. eneemble irréductible Q 9 1.a formule 

l µ(î,f;P.) µ(P.\)X;Q) = µ(Y,f(X);Q.) 
, l l 
l 

C'est une généra1isation de la propriété II.10 11 qui tient 

simplement à la formule Il(l) 

2°) f ~!~-~E!-E;~~~~!i~~ : La situation est symbolisée 

cations 

Q 

R 

f X' 

W' 

A 

par le dessin ci-contre (l'espace 

ambiant est W = Vx a:4 
9 R~ Q 

~ont des sous-variétés). Choisi­

ssons un plan de dimension finie 

V9 transverse à R ~ et soit 

w• = r- 1 (v') o Appelons X' les 
t 

composantes de X n W9 
11 et Y' 

m 
celles de Y(\ V' o Les appli-

étant finies (comme f x'• et les intersections. 



r(x;) n Y~ étant réduites au point B , toutes les composantes 

X' et Y' sont propreso Appliquons la :propriété II,9 
R. m 

µ ( x 1) r- 1 ( y ) ; Q ) = I µ { x , w, ; x e. ) µ { y , v, ; y~ ) µ ( xe • r- 1 ( y~) ; A ) 
R. • m 

Appelons x' les composantes de f(X)nV' , qui sont les 
r 

des X' {nous 
,,. 

.e~r pour signifier que f(X~) = ecrirons 
R. 

Toujours en appliquant II.9 ; nous avons 

µ(f(X),Y;R) = l 
·r,m 

µ(f(X) V' ·x') µ(Y V' ·Y') µ(x' y' •B) , ' r ' ' m r, m' 0 

et nous rappelons que nous voulons démontrer 

Il suffirait pour cela que nous disposions des formules 

(2) l µ(X 11W' ;X;_) v(X;_11r) = µ(f(X) 0 V' ;f(X;_)) v{X 0 f) 11 

R.~r 

(3) µ(Xlof-
1

(Y~);A) = µ(f(Xl)oY~;B) v(Xipf) 0 

images 

X' ) o r 

Or, les formules (2) apparaissent comme des formules de 

projection, où Y serait un plan de dimension finie, et les 

formules (3) sont dee formules de projection où V est de 

dimension finie, e·t où f(X) n Y est réduit à un point. Dans ce 

dernier cas 11.en rèmplaçant la situation 

situation { X x Y c. W ')( V Of 'X i dv O V )( V ';;) 6) P 

de V x V , on se ramène au cas ( 4) où Y 

(Xe. w,r,v:, Y) par la 

où 6 est la diagonale 

est un plan ne rencon-

trant f(X) qu'en un point. De même, dans le cas (2) 0 en 

rajoutant à la figure un plan Z contenu dans Y et "transverse" 

à f(X) , on se ramène, utilisant la propriété de transitivité 

II.4, au cas (4) que nous allons enfin tra!ter. 

Lemme 8. Soient E un espace de Banach, w la projection 

de t 4 x E =·F sur E • X un germe à l'origine de sous-ensemble 
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,analytique irréductible de F , tel que la projection nlx soit 

finie, Y un plan de E O passant par l'origine 0 de dimension 

égale à la codimension de n(X) , et tel que O soit isolé 

dans n(X) () Y o Alors, on a l'égalité 

E!!22!!!!!!22 : Les multiplicités d'intersection qui iriterviennint 

dans cette formule peuvent être interprétées grâce à la propriété 

X IIo3• On voit· facilement qu'il 

existe une parallèle D 
... 
a y 

coupant n(X) transversalement en 

µ(n(X) 9 Y;O) points 0 soiènt A. 
' 

/ rr(X) 

1 

et telle de plus que toutes les 

fibres n- 1 (A.) coupent X trans-
l 

versalement en v(X,n) points. 

Une multiplication donne alors le 

nombre d'intersections {qui sont tran~verses) de X et n- 1{D) o 

Remarqueo Au cours de cette démonstration 9 nous avons rencontré 

une situation de projection (2) que nous ne nous étions pas 

proposés d'étudier, Nous allons la décrire dans une forme plus 

générale, sans toutefois donner de formule, pour ne pas ennuyer 

le lecteuro 

Soient V, W deux variétés analytiques banachiques, f 

une application analytique épidermique ae V dans W , X un 

sous-ensemble analytique irréductible d.e codimension n de V , 

Y un sous-ensemble analytique irréductible de W O de dimension 

pin • Alors, la contre-image r- 1 (Y) est un sous-ensemble 

analytique de dimension finie de V, Si nous supposons rlx 
propre 9 f(X) est• analytique (de codimension finie) dans W 9 et 

f(Xo r- 1 (Y)) est analytique de dimension finie dans V o On peut, 

avec des hypothèses sur les dimensions et des multipliéitést 

comparer f(X) IÎ Y et f(X() r- 1 (Y)) o 



Une autre situation intéressante est celle où X est un 

sous~ensemble analytique de·dimension finie de V 9 l'application 

f n'étant plus nécessairement épidermique 0 mais étant toujours 

de restriction à X propre ; nous prenons dans ce cas Y de 

codimension finie ~ans W o Si l'on sait que f(X) e~t analy­

tique de dimension finie dans W 9 on a encore envie de comparer 

r(x)n Y et f{X'1f- 1 {Y)) o Mais l'analyticité de f(X) ne semble 

pas évidente en généralo Le but de la deuxième partie de ce 

chapitre est de la démontrer dans le cas où W est une variété 

hilbertienneo 

Celle du chapitre Io 

[13] ABRAHAM-ROBBIN 
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Exposé n° 9 
(chapitre IIIbis) 

IMAGE DIRECTE D'UN ESPACE ANALYTIQUE DE DIMENSION 

FINIE DANS UNE VARIETE.DE DIMENSION INFINIE 

Définition: Soit W une·variété analytique banachiqueo Nous 

dirons qu'un sous-ensemble analytique A de W est de dimension 

finie si 9 localement dans W., A est un sous-ensemble analytique 

d'une sous-variété analytique de dimension finie de W (l)o 

Nous voulons démontrer le : 

Théorème. 1 : 

assertion 1 : Soit f une application analytique 

propre d'une surface de Riemann V dans une variété anhlytique 

banachique W. Alors~ f(V) est un sous-ensemble analytique de 

dimension finie de W o 

assertion 2 (resp. 3) : Soit f une application 

analytique finie (i.eo fermée et telle que la contre-image de tout 

point soit finie) (resp. propre) d 9 un espace analytique V de 

dimension localement finie dans une variété analytique hilbertienne 

W. Alors~ r1(V) est un sous-ensemble analytique de dimension 

finie de W o 

Les sous-ensembles analytiques de dimension finie 

d'une variété analytique banachique peuvent aussi bien être définis 

co~me étant localement la·contre-image d 9 un point par une appli­

cation analytiqu~ épidermique l valeurs dans un quelconque espace 

de Banach ; ce qui nous renseigne sur le comportement de tels sous­

ensembles par images réciproques par des applications êpidermiqueso 

L'assertion 2 donne· une réponse partielle sur leur comportement par 

images directes. 

(1). Cet·te définition par.ait plus res'.trictive que celle donnée par 
Douady ( [1] page ·28) o E11·e est cep·en·dan t é qui valen·te, comme ·nous le 
montrons dans l'apperidice 2o 



Nous allons d'abord démontrer la proposition 

Pronosition 2 : Soit f un germe d'application 

àe ~ (resp. d'un espace analytique X de dimension 

espace de Banach E (resp. dans un espace de Hilbert 

0 soit isolé dans f- 1 f(O) • Alors, l'image de f 

analytique 

finie) dans un 

E ) 9 tel que 

est contenue 

dans un germe de sous-variété analytique de dimension finie de E. 

,.. 
L'hypothèse de propreté ( 0 isolé dans sur 

inutile lorsque f est fonction d'une seule variable (pour f=O, 

la conclusion est encore vraie!); Montrons sur un exemple qu'elle 

est nécessaire lorsque f est une fonction de plusieurs variables 

l'image du germe f d'application de œ2 dans l
2 (,t): qui 1 au 

2 couple (x,y) , associe ln. suite (x, xy, xy , ••• ) n'est contenue 

dans aucune hypersurface analytique régulière de l'espace-but. En 

effet, toute fonction ~ analytique scalaire sur i
2

(œ) qui 

s'annule sur l'image de ~ a nécessairement une dérivée à l'origine 

nulle; ce que l'on voit en considérant les coefficients des termes 
i en xy du développement en O de ~ 0 f. 

Indiquons toutefois une traduction d'un résultat de Douady 

( [1] page 63) : si f est n'importe quel germe d'application ana­

lytique d'un espace analytique-de dimension finie X dans un espace 

de Banach E , il existe un sous-espace vectoriel fermé F de E 9 

de codimension finie, tel que f(X) ne coupe F qu'en O o Ce 

résultat permet (mais ce n'est pas nécessaire) de se ramener pour 

la démonstration de la proposition 2 au cas où X est lisse. En 

effet 9 on en déduit le 

Lemme 3 : Soient X c a:n ur.. germe d'ensemble analytique, f 

un germe d'application-analytique propre de X dans un espace de 

Banach de dimension infinie E. Alors, il existe un prolongement 

g de f en un germe d'application analytique propre de œn dans 

E • 

Démonstration -a----------- Soit un ,rolcngeme~t quelconque de 



il existe un sous-~space F de E de dimension infinie tel que 

$(tn)n F = 0 • D'autre part X peut être défini dans tn par un 

nombre fini d'équations scalaires, donc par une application analy.­

t i que \Il de œn dans F • On peut p·rendre g= $+1/1 • 

La première étape de la démonstration de la proposition 2 1 et 

c'est d'elle seule que proviennent les restrictions de l'énoncé 9 

consiste en la construction d'une suite À. de formes linéaires 
l 

continues sur E , d'une suite e. 
l 

de vecteurs unitaires de E 1 

et d'un voisinage K de O dans X tels que : 

1°) pour tout couple 

2°) pour tout point 

À.(f(z)) e. ; 

À. ( e. ) 
l J 

soit égal à é . . 
lJ 

z de K, f(z) soit somme de la série 
00 

\ 
l 

i=l l l 

3°) la. série 
00 

I s up 1 " . ( f ( z ) ) 1 
l i=l ze.K 

soit convergente 

Il suffit évidemment d'étudier le cas où X est lisse 

(d'ailleurs, l'hypothèse de propreté n'intervient pas ici). 

CAS "une variable" : Considérons la suite croissante E. des sous-
------··----- l 
espaces de dimension finie de E engendrés par les J premiers 

vecteurs d§rivées de f; les espaces E. sont indexés par leur 
1 

dimension. Nous prenons pour e
1 

n'importe quel vecteur unitaire de 

E1 ; supposant que nous ayons choisi e1 ,.c. 9 en 

nous allons donner un choix possible de en+l et 

une forme linéaire sur E, de norme 1, prenant la 

et x1 , o o o I Àn-l , 

À , Soit lJ 
n n 

valeur 1 su:r. le 

vecteur e , Appelons À la forme linéaire de noyau 
n - n 

En-l @ (ker Àl () a o o () ker Àn-l f\ ker µn ) prenant la valeur 1 sur 

en , Prenons pour en+l un quelconque vecteur unitaire de 

ker Àl f'\ •• a f\ ker Àn n En+l o La condition 1 ° est facile à vérifier. 

Pour vérifier 3°, il nous faut d'abord remarquer que, s1 X appartient 
00 

à E , I IÀ,(X)l ~2n\lxl\. Appliquant en effet µP à l'égalité 
n j=l J 

définissant À (X) , nous trouvons 
p 

p-1 
µ ( X ) = I L ( X ) u ( e . ) + À (X ) 

p j =1 J p J p 



d'où 

d'où 

et le résultat en vueo 

1 L ( X) 1 
J 

Soit maintenant 

. , 

00 

l a. zj le développement 
j=l J 

à l'origine du germe f ; il est absolument uniformément convergent 

dans un disque de rayon R o D'autre part, il est certain que e. 
J 

appartient à 

00 

E. o Donc » 
J 

L sup IL(f(z))I ~ l IÀ.(0.)I 
. 1 1 1 1 . . 1 J 1= Z ~p 1,J 

P
j 

* l 
j=l 

La condition 3° est donc vérifiée si nous prenons pour K le disque 

de rayon R/2 o La validité de 2° provient d'uns simple interversion 

de sommationso 

CAS "plusieurs variables" : On ordonne· les vecteurs dérivées de f 

de façon compatible avec le poids de la dérivation, et on définit 

les esapces 

on prend pour 

E. comme précédemment. L9 espace E 
l 

étant hilbertien, 

e. 
l. 

une base orthonormale adaptée au drapeau 

et pour À. 
1 

la "projection" orthogonale d'image œe ..• Si 
l. 

une fonction de 

tient sûrement à 

n variables, le vecteur dérivée 

o On a donc 

e. . 
J10•0Jn 

00 

E. ' 1 

f est 

appar-

Le même calcul que précédemment montre que, si (a
1

, •• o 9 a
0

) est un 

point où la série de Taylor de f converge absolument, on peut prendre 

pour K un polydisque de rayon p strictement inférieur à minlail• 

Cette étape franchie, notons toujours E. 
l. 

dimension i de E engendré par e 1 ,ooo,ei ; 

le sous-espace de 

appelons F. 
1 



l'intersection des noyaux de 

de E. ; soit enfin 
l 

f. ( z) 
l 

À1•••09Ài 

la fonction 

cation de X dans E. de coordonnées 
l 

9o5 

, qui est un supplémentaire 

À.(f(z)) et cf>.(z) l'appli-
1 l 

f 
1 

( z ) , ••• , fi ( z ) • A part i r 

d'un certain rang I 9 le morphisme ~- est fini : en effet, la suite 
l 

des germes cf>~
1 (o) = r- 1

(F.) de sous-espaces de X est décroissante 
l l 

et a pour intersection O (bien que - n F. ne soit pas nécessairement 
l 

réduit à O). Le théorème de préparation I5] nous enseigne alors que 

9~ fait de ~X (anneau des germes de fonctions analytiques sur X) 

un O'E -module de type finio Pour J plus grand que I , la suite 
I 

des O'E. , qui est une suite croissante de sous-O'E -modules de 
J I 

crx stationne donc .... partir d'un certain soit J Appelons t a rang, • 
ah(f 1 (z), ••• ,f 3 (z}) • pour h compris entre 1 et H 0 un système 

de générateurs de cf>~ CJE l'anneau Cf Ce ., .._ d montre sur • CJ.Ul prece e 
J 

J EI 
que, pour n plus grand que J , on peut écrire 

où les sont des germes de fonctions holomorphes 

sur E1 • 

Nous voyons ainsi que, si nous savons bien choisir les coef­
h 

ficients a~ , nous pourrons enfermer l'image de f dans le graphe 
u 

d'une application analytique de EJ dans FJ o Renvoyons à l'appen­

dice pour un traitement spécial du cas "une variable''• Pour le cas 

général, faisons d'abord quelques commentaires sur la topologie 

"canonique" de Jurchescu- [6] , dans le cas particulier du corps des 

complexes(l). 

Sur l'algèbre œl[x 1 , ••• ,xn]J , Jurchescu définit la "norme" 

Il li a associée au poly-ré el a e:. (m:) n : 

ooa a 
m n 
n 

(1) Je remercie M. Henri Cartan d'avoir attiré mon attention sur cet 
article, Ma premi~re démonstration, plus lourde, utilisait un thior~me 
de noethér ian i té de -Frisch [2] o 



Si·nous appelons A l'ensemble des séries formelles a telles que 
a 

li a lia soit fini• A· 0 a 
muni de.la:norme 11 \1 0 est un espac~ de a 

Ba.na.Cho La. limite inductive·des A ( pour 1 9 ordre naturel· sur les 
a 

a I et vu les applications .naturelles entre les A ) dans la caté-a 
gorie des EVTLC a pour espace vectoriel sous 0 jacent cr D t{XlooaX }o n n 
Une· autre· sol ut ion·· pour topologiser O'n est de le cons i~érer •Comme 

limite inductive des· espaces de Banach B(K) 0 où K est un pply­

disque centré l l'origine de en o La formule de.·caµchy permet· de 

démontrer·· que les deux topologies e.insi obtenues sur Un coïncident o 

Si maintenant nous voulons topologiser a'X O . où X est un gez,-me 

d 0 e~pace analytique 0 nous plongerons X dans un ~n 9 il s'ensuivra 

une surjection de ~ n 
topologie quotient de 

sur ~x· 0 .et.nous munirons ce dernier de la 

~ (le· résultat étant indépendant du plon~ n 
ge~ent choisi)o Le coroliaire V,Bo4 de [4] montre que cette topo= 

logie sur o'X est aussi la topologie limite inductive des B(K) 

suivant les voisinages compacts i de O dans X, 

Dans la situation qui nous occupe, ~X admet une topologie 

pro:r;,re, et aussi une to:polor,ie comne. e".._, -module de type fini, 
•"r 

le~uelle est; priori plus fine que la ~remi~re, D9 apr~s le théor~me 

du erarhe ferrnS p~ur les limites intuctives (non n,cesseiremerit 

strictes) d I espace~ de Banach raJ D ·ces deux topologies coïncident 0 

Il s'ensuit que, sur 9;(aE) Pla topologie de ~E =module et la 
J I 

topologie induite par 

[6) 0 1 9 épimorphisme 

e'X coïncident, D9 nprès le théorème 3.l de 

o. de (O'E )H sur cji;·('O'E ) 0 résultant du choix 
I J 

d'un systame de·générateu~s 0 admet une section a O de coordonnées 

~h O continueo Lee germes fn (n>J) ,tant définis sur un ~~me 

voisinage compact K de O dans X O les germes sh(tn) s~~ont 

d~tinis sur un m;me polyAiaque A' de EI o Soit A un poiydisque 

de EJ O où les germes ah soient definis 9 et dont la trace sur E1 
soit contenue dans A9 o Considérons la fonction scalaire 



Nous avons 

suplg (y)]~ C suplf (x)I 9 n n ye6 xeK 

où la constante C ne dépend pas de n • Il s'ensuit que la série 

CD 

e n 

converge absolument uniformément sur 6 (cf. condition 3° de la 

première étape) et définit un germe d'application analytique de EJ 

dans FJ dont le graphe conti~nt l'image du germe f (cfo condition 

2 0). 

De la proposition 2, nous allons déduire facilement lès asser­

tions let 2 • Pour l'asserti6n 1, soit y un point de f(V) • Sa 

contre-image est la réunion d'un nombre fini de composantes connexes 

compactes de V et d'un ensemble fini (X.). 1 • La propreté 
1 1= 9000,q 

de f entraîne que les points assez voisins de y , s'ils sont dans 

l'image de f , ne peuvent provenir- que de points voisins des X. • 
l 

Montrons par récurrence que la réunion des images de petits voisinages 

V. de X. est contenue dans une sous-variété de dimension finie de 
1 1 

W: soit w une sous-veriété contenant f(V
1

)U o•• U f(Vp) • Par 

un automorphisme local de W, nous pouvons supposer que w est un 

plan ; soit n la projection parallèle à ce plan. L'application 

n O f de Vp+l dans "W/w" a son image contenue dans une sous-variété 

v dont la contre-image par n est une sous=variété de W contenant 

f(V 1 )Uoo.Uf(Vp+l). 

Un tel raisonnement n'est plus valable pour l'assertion 2, car 

l'application n O f pourrait alors n'être ni nulle, ni propre. Il 

nous faut montrer que la réunion de deux sous-variétés de dimension 

finie passant par l'origine d'un espace de Hilbert E est contenue 

(localement) dans une sous-variété de dimension finie de E Q Soit 

v : œn ~ E et w : œP ~ E des cartes des deux sous-variétés,, 

D ~n+p . ~ ans 11, 9 cons1derons le sous .... ensemble analytique 

r = œnx OU O :x œP a La juxtaposition de v et w donne une application 



~ de r dans E; ~ est analytique (induite par exemple par 

v(x) + w{y)) et propreo D'apr~s la proposition 2 1 l'image de ~ 

est enfermable dans une sous-variété de dimension finie (bien que 

ce ne soit pas forcément le cas de l'image de l'application 

v(x) + w(y) ). 

Indiquons· une· autre conséquence de la proposition 2 9 qui répond 

à une question de Mo Remmert 

Proposition 4 : Soit f une application analytique d'un ouvert 

V d'un espace de Banach dans un espace de Hilbert W e transformant 

l'origine en l'origine. Supposons que les fibres de f soient 

purement codimensionelles de même codimension n , Alors, il existe 

un voisinage de l'origine dans V dont l'image par f soit analy­

tique de dimension finie (précisément n ) dans un voisinage de 

l'origine de W. 

Démcnstration Ramenons-nous au cas où la dimension de V est finie 9 

qui est quasiment traité dans 

dimension n , ne rencontrant 

S un plan de V , de 

qu'en O (on restreint éven-

tuellement V). Ltapplication fis étant à fibres discr~tes 9 le 

germe d'ensemble f(S) est analytique de dimension finie n. Nous 

allons montrer que r- 1f(S) est le germe de V tout entier c'est 

un germe analytique et, s'il ntétait pas V entier 9 il existerait 

une droite T ne le rencontrant qu'à l'origine. Or, considérons 

l'application f restreinte à S (±)·T • Ses fibres sont à priori 

de codimension au plus égale à n en tout point, mais, étant donné 

un point x de S ® T assez voisin de O , le parall~le à S mené 

par x rencontre f-
1 (0) suivant un ensemble fini non vide 9 donc 

toute autre fibre de f suivant un ensemble fini, et f- 1 f(x) est 

de codimension en x au moins égale à n. Appliquons le résultat 

classique à fis© T: r- 1f(S) contient S (±) T 9 ce qui est contr~ire 

au choix de T ~ 

On peut remarquer-que l'hypothèse faite dans la proposition 4 
entra!ne que le rang de f est borné par n , cette borne étant 

atteinte. Mais une hypothèse de rang borné sur f ne suffit pas pour 
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conclure. 

L'outil essentiel pour la démonstration de l'assertion 3 est le 

théor~me s~ivant sur les revltements 

E.,~osition 5 : Soit E'x·Eu un bidisque d'un es}?ace de Hilbert, 

oa E' est de dimension finie n 1 appelons w la projection 

canonique de E sur E' , Soit X un fermé de E , localement 

compact, tel que ~~X soit une application finie de X sur E' , 

Supposons qu'il existe t:.n-sous-ensemble rié!Hg-ea.Me. A de E' tel q_ue 1t 

soit un rev~tement de X-n-1 (A) aur E'~A. Supposons en outre que 

X-n- 1 (A) soit une sous~variété anelytique de E~TI-
1 (A) et soit 

dense dans X, Alors~ X est un sous-ensemble analytique de E de 

dimension finie 
( ,, . ,, 
\precisement n ) • 

Ef ~~~~~!!~1~~ : D' apr·è s un th écrème de Grauert et Remmert [ 3], Y. · 
,..., 

peut ;tre ·muni d 1 une structure X d'espace-analytique de dimension 

n , dont la topologie sous-jacente soit celle initialement donn~e 

sur X • et qui prolonge la strncture: analytique donnfe sur X-~- 1 (A). 
~· Les fonctions holomorphes sur X sont les fonctions continues dont 

-1 . la restriction à X-n ··· (A') est holomorphe. D'après un lemme d.-e -Bungart [0]; l'injection canonique de X dsns E est donc une 

applicat·ion analytiq_ue, et son image est de dimension fit1ie d'après 

1iassertion 2, 

~a.roue ~ Si n=l 9 et si A est "mince" 11 la conclusion vaut 
s1 E est u~ bidisque d'un quelconque espace de Banach : A est 

nécessairement un point, l'origine par exeffiple. Considérons séparé­

ment les composants connexes ( E1 ayant ét€ suffisamment rapetiss& 1 

elles sont en nombre fini) de X-n- 1 (0} : soit O l'une d'elles, 

et k le degré du revêtement n 4 E • ... o • Il existe un voisinage 

U de 0 dans 

telle que rr 0 

t et une fonction continue de u ... o dans X 

f(z) == :;_,, k • Cette fonction est nécessairement holo-

~orphe et bornée: elle se prolonge en une fonction holomorphe sur U 

dont l'iLage est X" ( u moins en tant. g_ue germe). L'assertion 1 

donne alors le r€sultat. 



Pour démontrer maintenant l'assertion 3, il suffit(l) de 

recopier la démonstration des pages 163-165 de (4]. Il nous faut 

toutefois étendre le résultat {b) : soit X un espace analytique 

de dimension pure n , et de dimension holomorphe k • 

une application propre de X dans un espace de Banach 

Soient 

E , et 

F 

V 

. -1( ) la fibre F 0 • Nous voulons m-0ntrer qu'il existe une appJication 

linéaire de "'k V . t ,. 1 '-" ( A. 
0 

F) -l ( 0) E dans "" telle que soi ega. a 

(au moins dans un certain voisinage de V). Pour tout point x de 

V, il existe un voisinage U de 
X 

codimension finie de E tels que 

x et un sous-espace E de 
X 

VOU = F- 1 (E )nu • La fibre 
X X X 

étant compacte, nous la recouvrons par un nombre fini de u 
X 

et 

trouvons ainsi un voisinage n de V et un sous-espace P de 

V 

codimens·ion finie de E tel que V n n = F-l (P) n n • En considérant 

la composée de F et d'une app~ication linéaire de E dans un œt , 

de noyau P , composée qui est propre au moins si on la restreint à 

un voisinage convenable de V 9 nous nous ramenons pour notre problime 

au cas traité dans [4]. 

Appendice 1:Majorations de la proposition 2 dans le cas d'une 

variable .. 

Lorsque X =·O: 

égal à 1 o Les 

, on peut toujours prendre (sauf s1 f est nul), I 

* ~E -modules ~X et ~J rrE sont alors libres. 
1 J 

Choisissons un système de géné.rateurs ah indépendants. Nous allons 

voir que les majorations désirées sont automatiquement réalisies. Par 

un charigement de variable à la source, nous pouvons toujours supposer 
k que r1 (z) · v~~t z • Alors, H est inférieur ou égal a k. Soit p 

une racine ·k 1 eme primitive de-1iunité. Désignons par Ah(z) le 
k germe ah(z ~ r 2 (z),ooe 9 r3 {z)) , et plaçons-nous une fois pour 

toutes dans un disque de e oa toutes les fonctions fn(z) et A~{z) 

soient définieso Nous cherchons à résoudre le système d'équations 

( 1) 
R, 

f (p z) = 
n 

(1) Il vaut mieux encore suivre la démarche du chapitre 7 de [7]. 
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Ce système admet, 

(puisque le-s Ah 

quel que soit le paramètre z , une solution 

engendrent· ~~ ô"E sur ifE ) • Montrons que 9 pour 
J 1 

z non nul, cette solution est unique. Aucun coefficient de ia ma­

trice {Ah(p
1

z)J n'est nul pour z différent de o· assez petit. 

Supposons pour fixer les idées que le déterminant formé par les m 

premières lignes et·colonnes soit non nul au-voisinage de O , et 

que tous les déterminants d'ordre-supérieur soient nuls. Il existerait 

un unique système de coefficients, fonctions méromorphes de z , tel 

que 

Les mêmes égalités, avec les mêmes coefficients; auraient nécessai~ 

rement li~u pour m+1,1,k. Les fonctions ch seraient donc en 

réalité ·des fonctions de zk , et, en multipliant l'une des égalit€s 

par une puissance convenable de 

les Ah(z) à coefficients dans 

k 
z , 

"'~ rf 
"'l E 

nous aurions une relation entre 

, ce qui est contraire à 
1 

l'hypothèse d'indépendance des Ah. Le système (1) admet donc une 

solution ·unique pour tout z non nul (assez petit)o Les coefficierts 

Bh(z) sont·à·priori ies fonctions·rnérornorphes de z ~ mais à pos-
k teriori des fonctions holomorphes de z· prolongeant les germes 

k 
~h(z ) (puisque fn est engendré comme germe par·les Ah ). Les 

formules ~e Cramer nous disent que Bh(z) s 9 exprime comme quotient 

d'un polyn8me en f~(p
1

z) et Ah(p
1

z) par un polyn8me en les 
t Ah(p z) ne s'annulant (au plus) qu'à l'origine6 Ceci donne une 

majoration de f (: z) 
n sur un cer~le centré à lîorigine, ce qui, avec 

le principe du maximum, permet de conclureo 

Appendice 2 : Equiv~lence de deux définitions des sous-ensembles 

analytiques de dimension finie d 9 une variété banachiqueo 

Soit E un espace de Banach 9 et X un germe à 1vorigine de 

sous-ensemble analytiqué de dimension finie au sens de Douady 9 
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c'est~à-dire muni d'un modèle M ~ • où M est un germe de 

sous-ensemble analytique à l'origine d'un ~n o Réalisons M dans 

son espace tangent de Zariski : soit ~ T cette ré.alisationo Puis, 

prolongeons $ de façon arbitraire en une application analytique 

$ de T dans E o Puisque M est un modèle, 1wapplication 

est surjectiveo L'application 

eit donc injective· 9 et 0 l'application 

bijectivep 

1 définie de même étant 
~ 

est encore une injectiono Or, it,* n'est autre que $i(O) ; $(T) 

est donc un germe de sous-variété de dimension finie de E • qui 

contient X o 
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Exposé n° 20: DESCRIPTION DE L'ANNEAU DE COHOMOLOGIE DE L'ENSEMBLE 

(chapitre IV) DES OPERATEURS A INDICE D'UN ESPACE DE HILBERT COMPLEXE9 

par Gabriel RUGETe 

On sait [4] [7] que l'ensemble des opérateurs à indice 

d'un espace de Hilbert complexe de dimension infinie, muni de 

la topologie de la norme, est un classifiant pour le groupe 

unitaire infinio Nous reprenons toutefois à zéro l'étude de 

l'anneau de cohomologie entière de cet espace, dans le but 

d'en obtenir une interprétation plus concrèteo 

Soient E un espace de Hilbert complexe de dimension 

de infinie, et n. l'ensemble des opérateurs d'indice i 

(n. est un ou~ert connexe de L(E)) {*)o Nous noterons 
1 

Q~ 

( re sp o V~) 
l 

l'ensemble des opérateurs d'indice i 
l 

dont le 

E 

noyau a une dimension au plus égale à n (respo une dimension 

égale à n)o Le complémentaire dans n. 
- 1 1 n+ n • ouvert) est V. o Les n. constituent 

1 1 

de n~ (qui est 
l 

une filtration crois-

sante de n. , que nous allons utiliser pour déterminer la 
l 

structure additive de la cohomologie entière de cet espace 

(nous nous limiterons en fait à l'étude de 

les n. ont le même type d'homotopie)o 
l 

n , puisque tous 
0 

n Lemme 1 ~ V. 
1 

est une sous-variété analytique complexe 

de n. , de codimension n(n-i).; son adhérence 
l 

-n 
V. est un ·1 

joli sous-ensemble analytique de n. o 
l 

Démonstration~ Soit f un élément de V~ Q Choisissons une 
-~----------- 1 
décomposition directe Ker f ~ A de l'espace-source de f, 

et une décompo~ition Bi Im f de son espace-but, de façon 

(~) Nous appelons indice d'un opérateur f la dimension du 
noyau de f diminuée de la codimension de 1 9 image de f o 



à représenter f par une matrice(~ ~) 9 où 6 est inversibleo 

Las opérateurs voisins de f s'écrivent dans les mêmes 
,, __ (a b) , 

decompositions g cd , ou d 

est une matrice à 

g appartenant à 

lytique 

n colonnes et 

est .inversible 9 et où a 

n~i ligneso Les opérateurs 

v"l; 
l 

sont ceux qui satisfont l'équation ana-

dont l'équation linéaire ~angente au point f est a=O o 

-p Quant aux opérateurs g voisins de f et situés dans V. 
l 

(pour n~p~i) 9 ce sont ceux qui satisfont lès équations ana-

lytiques 

( -1) rang a - bd c ~ n-p • 

Cohomologie de la variété V~ Appelons gp la Grass­

manienne des p-plans complexes de E ; c'est une variété 

analytique banachique 0 dont l'anneau de cohomologie entière 

est un anneau de polynSmes en des variables ~l~ oo• • cp de 

2S poids respectifs 2 9 • o. Il 2p ; le rang de H (~p) est donc 

égal au nombre n (S) de partitions (non ordonnées} de S 
p 

en entiers inférieurs ou égaux à p (ce qui est aussi égal 

au nombre. de partit ions non ordonnées de S 

ou moins). La variété V~ est fibrée sur 
l 

entiers 

par 

l'application qui 9 à un opérateurs, associe son noyau, et 

l'orthogonal de son image. La fibre-type de cet~e fibration 

est l'espace des automorphismes d'un espace de Hilbert : elle 

est contractile [6] 0 et l'anneau de cohomologie de V~ est 
l 

égal à celui de 9nK ~n-i 9 c'est-à-dire 9 d'après le théorème 

de Künneth 9 à un anneau de polynames en des variables c 1 9 e a 

oo 9 en 9 c1', o,o O c' . de poids respectifs 2D o•e O 2n, 2 9 0 n-1. 
ooo 11 2(n.;,i) o En particulier, le rang de H28 (Vn} est 

n (q) n (S=q) • n n 
0,$, q~ S 
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Prnpo•ition 2. La cohomologie entière de n est nulle 
2S o 

en degrés impairs. Le groupe H (n ;a) est libre de rang 
0 

n(S) = n (S) o Il en va de même pour les groupes d'homologie 
00 

entière, dont les groupes de cohomologie sont exactement les 

duals .• 

La dernière assertion découle évidemment des premières et 

de la formule des coefficients universels. Le fermé Vn de n 

(nous omettons désormais l'indice ) étant de codimension 
0 

topologique 2n 2 
9 le groupe HP(nq) est constant pour 

q>,,/p/2, et égal à HP(n) • Ecrivant 9 dans l'ouvert n4 , la 

suite exacte de cohomologie à supports dans Vq O utilisant 

1 9 isomorphisme "de Gysin" et le résultat qui précède sur la 

cohomologie de Vq O nous trouvons, par récurrence sur n 0 

que la cohomologie de nn est nulle en degrés impairs 0 et que 

le groupe H28 (nn) est libre de rang 

[ n {q) n (S-p 2
-q) o Il ne reste plus qu'à vérifier 

o~p~n P P 
o~q~s-p2 

l'égalité 

n ( S) = 
00 

\ 
l 

o~p,q 

Le premier membre est le nombre des fonctions d'entiers, à 

valeurs entières, décroissantes au sens large 9 dont la somme 

des valeurs soit S o Nous asso­

cions à une telle fonction x la 
X tt 

I // 
;.-.....,....,.._. / 

/ 
/ 

// x' 
~---/ I 

figure 1 

partie DX de m+x m+ située 

"~u-dessous de son graphe" (pour 

préciser ceci 0 indiquons que la 

zone hachurée sur le dessin cor­

respond à la fonction de valeurs 

successives 7 0 50 5, 2 0 2 0 1 0 Ooo) 0 

dont la surface est S. Soit 

le côté du plus grand carré s'ap­

puyant sur les axes de coordonnées 
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et contenu dans D o Otant ce 
X 

carré, on disconnecte D 
X 

en 

deux régions de surface q 
2 et S-p -q 
X 

qui permettent de définir 

deux fonctions d'entiers à valeurs entières infirieures ou égales 

à px, décroissantes au sens large 9 et d'intégrale q et 

S~~:-q respectivement (poµr le dessin, px=3 et ces fonctions 

s on t 2 , 2 0 1 " 0 9 • • o et 3 9 3 , 1 , 1 , 0 , • o • ) ; s o i e nt x ' et x "' 

ces deux fonctions. La construction que nous venons de décrire 

étant réversible 9 l'égalité est démontrée, 

N.B. Rappelons que 1T ( n ) 
0 

est nul pour n>O , et que 1T ( 0) 
p 

vaut 1 pour tout p~O. 

Nous appellerons désormais X l'ensemble des fonctions de 

~~ dans rn décroissantes (au sens large), asymptotiquement 

nullesè Il est muni de l'involution qui, à la fonction x , 

associe la fonction x telle que les ensembles de points situés 

au-dessous des graphes de x et x ( dans IN *x rn~) soient 

symétriques par rapport à la diagonalee Nous désignerons une 

fonction de X par la suite des valeurs non nulles qu'elle ~rendv 

entre parenthèses. Ainsi, (n) ... = (1, 1 90 0 19 1) (n fois 1) 0 

symbole que nous écrirons sous la forme abrégée (E,) • Nous 

noterons I(x) la somme des valeurs prises par la fonction x 0 

L(x) le cardinal du support de x o 

Prenons une fonction xe.X O et, dans l'espace E O deux 

suites de sous-espa'ces fermés F1 c o •• c. FL(x) 0 G1 c. o. oc. GL(x) , 

avec dim G. = g. 0 i-x(i) ~ g. <03 0 codim F. = x(i)-i+g .• Soit 
l l l l l 

K(F. 0 G.) le sous-ensemble de Q formé des opérateurs f tels 
l l 

que 0 pour tout i O on ait 

Proposition 3o K(Fi 9 Gi) est un joli sous-ensemble analytique 

complexe de O O de codimension I(x) • La classe de cohomologie 

enti~re, de degr~ 2I(x) , représentie par K(F:,Gi) ne d€pend 

que de la fonction x. Nous la noterons rxl L ..J • 



Démonstration 
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Pou_r la première assertion!) le seul problème est 

de calculer la codimension de 

K(F.l)G.) , qui est une réunion 
i i 

y localement finie de sous-var.iétés 

analytiques, Nous allons étudier 9 

- y ( ')I) • • • f 7 sur le dessin ci-contre, ce qui 
-x( 1) 
; se passe (dans le cas L(x)=2) 

1 

À 

au voisinage d'un opérateur 

f E.:K(F. 0 G.) situé dans une nappe 
i i 

de codimension minimum 0 c'est-à-

dire tel que 1~ dimension de 

r- 1 (G1 ) nF
1 

soit 1 (choisissons 

un vecteur non nul A de cet 

espace) et que la dimension de 

r- 1 (G2 ) Îl F2 soit 2 (choisissons 

un vecteur B qui 9 joint à A 0 

engendre cet espace ; sur le 

dessin~ B semble encor.e être contenu daris F1 9 mais ceci n'in!"' 

tervient pas en fait dans le calcul)o Représentons f par une 

matrice : · la colonne donnant 1' image de A ( re sp o B) est nulle 

au-dessous des lignes correspondant à G1 (resp.G 2 ) 0 et les 

"carrés" hachurés représentent des opérateurs inversibleso Pour 

exprimer qu 9 un opérateur g voisin de f possède les propriétés 

dim(g- 1 (G.) n F.) = i O on écrit que les deux opérateurs repré-
i l 

sentés par les matrices encadrées de lignes fortes ont un noyau 

de dimension 1 : on procède pour cela comme dans le Lemme 1, et 

on obtient autant d'équations (tangentiellement indépendantes) 

qu'il y a de cases noircies. 

Dans la deuxième assertion de la proposition 3 0 il est 

évident que la classe [K(F. 0 G. )]Q ne dépend que de la fonction 
l. l. 

x et de la suite g. choisie. Si nous appelons Q(x) l'unique 
i 

nombre entier vérifiant les inégalités 

Q{x) - x(Q(x)) ~ 0 Il Q(x)+l - x(Q(x)+l) > 0 9 



la plus petite suite g. convenable est g = •• 0 = gQ(x) = 0 
i 1 

et g. = i-x(i) pour i plus grand que Q(x) (nous appel-i 
lerons Ï1 (x) cette suite), Soit k entier . entre 1 un compris 

et L(x) ; nous allons montrer que la classe de cohomologie 

associée à une fonction x ~ X et à une sui te g. convenable 
i 

pour x est la même que la classe associée à x et à la suite 

{g1 ,ooo,gk_ 19 gk+l 9 ooo 0 gL(x)+l} o Ceci entraînera évidemment le 

résultat finalo Traitons, toujours à l'aide d'un dessin 9 le 

cas L=2 0 k=2 o Soient F10 F20 G1 , G2 , des espaces relatifs 

à la suite {g10 g2 } o_ Lorsqu'on passe à la suite {g10 g2+1} 9 

ils sont remplacés par F1 , F20 G10 G20 où G2 = G2 e A , 

F2 = F2 ©B. Si f est un opérateur d'indice nul représenté 

par une matrice comme ci-contre, la colonne donnant f(B) est 

formée d'un nombre a(f) (la composante de f(B) sur A ) et 

d 9 un vec•teur S(f) ; nous appellerons y(f) l'opérateur 

~(f) représent•é par le reste de la 

l
G_..A------.,......,...........,--r-,....-,---,--.--.,......,..--.-..,........,,........---r-,......--matriceo Dire qu'un opérateur 

1 { 
G

2 
t--i---+~-~--,,--,---,-.,.-..+-l f appartient à K{F. 0 G.) 

l l 

équivaut à dire que le noyau 

de la matrice hachuré oblique­

ment (respoverticalement) a 

0 

une dimension au moins égale à 

1 {respo2)o Dire qu'un opéra­

teur f appartient à K{F! 0 G!) 
l l 

équivaut à dire.que le noyau 

de la matrice hachuré oblique­

ment (respoencadré) a une 

dimension au moins égale~ 1 

(respo2)o Considérons l'appli-

cation affine T de n dans lui-même qui 9 à f 9 associe 
0 

l'opérateur représenté par la matrice (y(f)I½) o On voit 

facilement que T- 1 {K(Fi,Gf)) est égal à K(Ff,Gl) , et on 

vérifie sans difficulté la condition de transversalité de la 

propositi~n II 0 1 0 On a par conséquent 
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[K{F!l)G!)Jn = T~[K{F.l)G.)Jn 0 
l l u l l a, 

Mais l'application T est homotope à l'identité de n (on peut 

prendre une homotopie "Affine")o La pr~position 3 est donc 

démontrée a 

Faisons quelques commentaires sur les différents sous­

ensembles analytiques de Q que 9 nous avons proposés pour repré­

senter une m@me classe [x] o Quatre d'entre eux nous semblent 

particuli~rement simples: 

1° - Celui qui correspond à la suite I1 : reprenons la 

figure 1 1 représentant le graphe d'une fonction x o Le nombre 

que nous avions appelé px à l'occasion de la p~oposition? 

est égal à Q(i) o On se convainc facilement qtie K(xl~ 1 ) est 

l'adhérence d 9 un sous-ensemble analytique M dé VQ{x : les 

opérateurs de M sont tous ceux dont le noyau {qui appartient à 

fQ{x) ) satisfait certaines conditions correspondant à la 
I\ 

fonction x" et dont le conoyau (qui appartient aussi à §Q(x)) 

" satisfait d'autres condition& données par la fonction x' a Si 

alors nous reprenons la démons~ration de la proposition 2 en 

pensant à la description habituelle [1] de la ~ohomologie 

d'une Grassmannienne a nous trouvons que les classes (x] (x G X) 

engendrent librement le groupe H~(n;~) o Nous remarquons aussi 

que la cohomologie entiire de Q est égale à la limite projective 

de la cohomologie de ses sous-espaces compactso 

2° - Soit \ la suite L2 {g.=i} • L'ensemble 
1 

peut 

être décrit de la façon suivante : soit 

jections orthogonales de E 9 le noyau de 

sion n et contenant le noyau de ff 1 ; 
n-

des opérateurs f E n tels que 

dim Ker(ff O f O ff )~ n+p n p 

ff une suite de pro• n 
ff ayant pour dimen­

n 
K(x 9 I2 ) est l'ensemble 

pour tout couple appartenant à la région D 
X 

si tuée 



au-dessous du graphe de x o 

3° - Soit 13 une suite constante 

K(x,1 3 ) est l'ensemble des opérateurs 

{ g. = g ~ L ( x) } : alors 0 l. 

f e: Q tels que la contre-

image par f d'un plan fixe de E, de dimension g 9 décrive 

le sous-ensemble analytique 

que 

w de formé des plans P tels 

dim(P f) F.) ~ i pour i=l 0 o o o 0 g 0 l. 

où F. est de codimension 
l. 

le symbole [x] ( avec les g 

x(i)-i+g o Nous désignerons W par 

notations de [1] , ce serait le 

symbole [N-x(l) 0 ooo 0 N-x(g)} 0 où N= CD0 ) 0 

4° - On pourrait enfin (ce serait une situation "duale" de 

la précédente) considérer les suites l4 du type 

où g est un entier fixe assez grand. 

{ g. = X Ci) -i + g} 
l. l 

Proposition 4. Lorsque x 

engendrent librement le groupe 

x e X , on a 

( 1) 

parcourt X s, les classes [x] 

H~(Q0~} • De plus, pour tout 

où a désigne l'involution de H*(n) induite par l'adjonction 

(considérée comme une involution de Q )o 

~~~~~~~!~~!~~: La deuxième assertion résulte de l'aspect 1° 9 et 

encore plus clairement de l'aspect 2° 0 sous lesquels viennent 

d'apparaître les classes lx] : prendre la contre-image par 

l'adjonction de K(x 0 12 ) revient à échanger les rôles de n et 

p, donc à remplacer la fonction x par la fonction .... 
X • 

Mais il faut prendre garde que l'adjonction ne conserve pas les 

coorientations canoniques de notre figure les normales aux 

variétés qui nous intéressent sont munies de structures complexes 

de dimension I ( x) 0 et, sur c·haque droite complexe O l' adj ohct ion 



renverse l'orientationo D'o~ le signe dans la formule (1). 

Nous avons déjà suggéré une démonstràtion de la première 

assertiono En voici une autre 0 introduisant de nouveaux objets 

qui vont nous être utiles par la suite. Soient y u~e fonction 

de X 9 et g un entier au moins égal à L{y) o Soit D
1

Coeo 

•• CDgCE , un drapeau d'espaees vectoriels complexes de dimension 

finie, la dimension de D. étant égale à y(g-i+l)+i o Nous 
1 

désignerons par le symbole 

c e s e rait (y ( g ) , o o o O y { 1 ) ] ) 

des plans P tels que 

{y] (avec les notations de 
g 

le cycle analytique de \ 

pour. i=l 11ooo,g 

formé 

Ce cycle a pour dimension 2I(y)c, Son produit externe par le 

générateur de H
0 

{ ~g) donne un cycle de Vg , donc de n Il et 

ce dernier cycle dépend plus de g ~ nous le noterons {y} o 

On peut voir {y} comme une famille d'opérateurs d'image fixe 

R{codim R=g) 9 dont la famille des noyaux est {y}g (il y a 

dans cette famille un ~eul -0pérateur pour chaque noyau). Il est 

facile de voi~, dans ~g (à l'i~itation de ce qui se passe dans 

les Grassmaniennes de dimension finie}. que l'action du co~ycle 

[x] g sur le cycle {Y) g est 1 si 

contraireo On. en conclut que 0 dans 

x=y • 0 dans le cas 

n 11 [x] ( {y}) vaut 1 si 

x=y O O sinono Les classes [x] sont donc indépendantes. 

Comme leur nombre est convenable {propo2) 0 elles engendreni le 

groupe H~(n) () 

Proposition 5o Le cup..,produ~t [xJ U [n] 9 où n désigne 

la fonction de X prenant comme seule valeur non nulle n 0 

est égal à la somme des [-yJ étendue aux fonctions y~ X 

telles que I(y} = I(x)+n et x~y~t(x) • où t(x) désigne la 

translaté~ à droite 0 d'un cran~ de la fonction x o 

!:::~~!?!!! : f2J U [2] = [4] + [391] + [2,2] 

[ 3] U [ 1] = [4] + [ 3 ~ 1] 
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Démonstration: C'est une adaptation d'un théorème de Cherno 

Nous allons démontrer que ( [x] U [n]) ({y}) vaut 1 si y 

vérifie les conditions de l'énoncé, 0 autrement. Choisissons 

un entier g au moins égal à L(x) et à L(y) , et une 

décomn.osition directe G $ R de l'espace-but E & avec dim G=g, 

Le cccycle [n] peut ... être représenté par l'ensemble des opé­

rateurs f 1$. n tels que dim(f ... 1 (G) ri K) ~ l \l où K est un 

sous-espace fermé de l'espace-source E 9 de codimension g+n-1 o 

Il est clair que le nombre d'intersections étudié est égal au 

nombre d 9 intersections D dans q..g • des cocycles et cycles [xJ g 11 

rnl O et fy} o Récrivons 
- - g g 

à notre façon le calcul de Chern : 

il faut d'abord choisir des plans 

générale dans E o 

F. 9 D. o 
1 1 

et K en position 

Remarquons que si, pour un i , y(i) est strictement plus 

petit que x(i) , on peut prendre des plans F. et D • ne 
1 g-1+1 · 

se rencontrant qu'en 0, ce qui assure la vacuité de l'inter-

section de [xJ 

que la fonction 
g 

et {y}g o Nous supposerons donc désormais 

y est au moins égale à x o Décomposons E 

en E' $ E" , où E' Il de dimension g 9 est muni de coordonnées 

,.. ',. ' 1 b t ' E" ~h assoc1ees a a ase eh , e ou 

hilbertiennes B! associées à la base 

est muni de coordonnées 

Et o Nous prendrons 

Posons 

Ainsi!) M =}:Mi est là somme de E' et d'un certain nombre de 

droites 

pour un 

x(i;.1) 

a:!
1 11 ce nombre étant strictement plus petit que 

i au moins, y{i) est strictement plus grand que 

(rappelons que I(y) = I(x)+n) • 

n si 0 
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Démontrons que tout plan P a~partenant à l'intersection 

de ~Jg et {y}g (ceux que nous venons de choisir) est inclus 

dans M. Considérons le graphe ayant pour sommets les entiers 

compris entre l et g, où on a joint les sommets i et i+l 

dans le seul cas où y(i+l) est strictement plus grand que 

x(i) • Soit (p 9 ooo 9 q) une composante connexe de ce graphe 

nous 

f M. 
l. p 

affirmons que tout P 6 [x] " {y} g g 
rencontre 

F (\ D 
q g-p+l 

suivant un espace de dimension au moins égale à q-p+l ; en effet, 

dim P = g , dim P n F -).. q et dim P 0 D 
1

} g-p+l o Par ailleurs 0 q g-p+ , 

les différentes sommes r M. ne se rencontrent deux à deux qu'en 
l. p 

0, La dimension de PI\M est donc au moins égale à L(q-p+l)=ge 

1er cas : Il existe au moins un 1. tel que y(i)~ x(i-1) • 

Nous pouvons alors choisir l'espace K, de codimension g+n-1 

dans E , de sorte qu'il ne rencontre M qu'en O , et l'inter­

section [x] n {y} n [n) est clairement vide. 
g g g 

2ème cas 

et tout plan 

droite D.(P) 
l 

: Si y~t(x) 

P~[x] n{y} g g 
o Choisissons 

, le.s espaces M. 
l 

sont "disjoints", 

rencontre chacun d'eux suivant une 

L'intersection de K et M est alors réduite à la droite 

D = {ct =•. ,= a 1 o Cette droite devant être une combinaison des 
l g 

droites Di(P) pour tout plan Pe[x]gn[y}gn[n]g 9 il est clair 

que 1 a s e ul e s o 1 ut ion e s t D . ( P ) = œ e . , donc P = E ' , et c e c i 
1 1 

avec la multiplicité 1 • 

Corollâ.ire 6. 
[x] = déterminant [x(i)+j-i], 

l~i,j~L(x) 



le déterminant étant pris pour le cup-produit, avec la convention 

de faire nul ce qui nfa pas de senso L'ann~au de cohomologie 

entière de n est donc l'anneau de polynômes :?Z[ [1] 9 o .. o, [n] 9 o o o] o 

Exemple ------c:::;t 
Intermède : 

Etudions directemerit cet exemple 9 sans utiliser les classes 

d'homologie {y} o Choisissons deux sous-espaces E' et E" de 

E , de codimension 1 9 dont l'intersection soit de codimension 

2o Posons 

K(E' ,O} = V' 1) V" 9 K{E'nE"f)0} = W o 

[v-p] n n '·est Rappelons aussi que 9 pour tout p, la_classe H 

autre que [P,ooo,Pla Nous prétendons démontrer l'égalité 
~ 

p fois 

0 

-2 Soit u
1 

le complémentaire dans n de V 9 et 

v1 n W ,. On voit fac i1ement que u
1 

U u2 est égal à 

fermé de codimension topologique 16 près, donc que 

u
2 

celui de 

Q. , à un 

H
4 

( n) = 
4 . 

H (u
1

Uu 2 } o On voit aussi que la cohomologie de u
1

nu 2 (i .. eo 

l'·ensemble de~ opérateurs dont le noyau est de dimension au plus 

1 et n'est pas contenu dans E' n E" ) s'annule en degrés impairs. 

L'application naturelle de H4{u
1
v u2 ) dans H4(u

1
) $ H4(u2 ) 

est donc une injection, et il suffit de démontrer la formule 

convoitée dans u, et u2 successivement'o Dans u 
2 ! elle 

tient ... ce que V' et V" se· coupent transversalement le long a 

de -2 Dans Ul V' · et V" coupent le long de v1n w V 1) Il se 1) 

mais pas transversalement ;· toutefois, l'intersection est trans­

verse si l'on considère V' et V" comme sous-"vari,tés" de 

v1 ; on applique alors la propriété IIoîo 
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Proposition Îo Si Pn(c 19 ee•,cn) est le polynôme qui 
., 

exprime la somme des puissances niemes d'un nombre suffisant de 

variables en fonction de leurs polynômes symétriques élémentaires 9 

posons Ch = P ([l]eeo-o[n]). a On a n n 

n-1 
Ch = 1 ( ... 1)P Ip+l 9 n-p-1] n p=o 

Nous rappelons que { p+-1,n-:p-l) dé signe la fonction de 

qui prend la valeur p+l 1) puis n-p-1 fois la valeur 1 0 

Ch
1 

= [1] 

Ch2 = [1,1] - [2] = [1] U ll] - 2 I2J 

Démonstration : Nous procédona par récurrence sur n o Pour 
-------------èlD calculer Ch +l 9 considérons les n+l racines du polynôme 

+1 n +l 
Tn Tn ( l)n N t -c 1 + •• o+ - cn+l o ous rouvons 

D'après l'hypothèse de récurrence 

Ch n-p+l 

n-p . 
= l (-1) 1

. li+l 9 n-p-i] 
i=o 

D'après la proposition 59 

si 

X 

inf(i p-1) 
+ t [i+p-r,l+r 11n-p-i] ; 

r=o 

pour 
inf(p~n-p+l} 

i=n-p 9 [n-p+l] U (p] = l [n-q+l 9 q] 
q=o 



Donc 

+ 

+ 

p=l,,.,n ... l 
i=o, •• 11n-p-l 

q=o_.. ~inf(p 1 i) 

L 
p'=09oe9n-2 

• a 2 1=09,ogn-p-
q: 0 t • • D i Il f ( p 9, i ) 

[: [n ... q+loq] 
p=l, •• ,n 

q=o 9 o, 9 inf(p 0n-p+l) 

(-l)p+i+l [i+l+p-q 9 l+q 0 n-p-i-1] 

n-2 
= (-l)n{n+l)[n+l] + (-l)n(n,1) + l (-1) 1 (i+lon~i) 

i=o 

+ ( -1 ) n L [ n- q + 1 o qJ 

p=l,,, 0 n-2 
q=l 0 .,,inf(p+l,n-p) 

+ (-l)n+l L ln-q+l 1 q] • 
p=l 11 •• ,n 

q=o 9 ,o 9 inf(p;n-p+l) 

On vérifie facilement que la deuxième ligne de cette expression 

vaut 

n+lr J n+ll J n(-1) _n+l + 2(-1) n 9 1 • 

D'où 

n-2 
Chn+l = (-l)n[n+l] + (-l)n-l[n 0 1] + l (-l)i [i+l,n-i] • 

1=0 

.troposition 8. Soit S l'application de n x '1 dans n 
qui résulte, par une transmuation convenable, de l'application 



qui associe à deux opérateurs f et . (f o). 0 g la matrice O g • na 

n 
s~[nJ = l [P] x [n-p] 

p=o 

~!~~~!~.:~~!~!; : Ecrivons E = E' $ E" 9 où les espaces E' et 

E" sont tqus deux de dimension infinie 9 et considérons l'appli­

cation S comme allant de Q(E') x Q(E") dans Q(E) o Nous 

voulons étudier SJl[n] o fr]- x (zl (où y et z sont des fonctions 

quelconques .de X ) 0 ou aussi bien [n].s([yJ x [z}) o 

1er cas : On a L(y) > 1 9 ou L(z) > 1 o Puisque 

I(y) + I(z) = n 9 cela se traduit par l'inégalité 

y(l) + z(l) ~ n-1 o Choisissons dans E' (respoE") un ~lan G' 

(respoG") de dimension g' ~ L{y) (respog" ~ L(z)) et un plan 

F' (respoF") de codimension y(l)+g' (respoz(l}+g") o Le cycle 

{y} (respo{z}) de O(E') (respoO(E")) peut être représenté 

par une famille d'opérateurs f' (respof") tels que f 9 -
1 {G9 ) () 

F ' = O ( r e s p o ~, -l ( G" ) () F" = 0 ) o Le c y c 1 e S ( { y } :x { z } ) de 

n(E) peut donc être représenté par une famille d'opérateurs f 

tels que r- 1 (G 9 fW") (\ (F 9 $F") = 0 o Or, le çocycle [nJ est par 

exemple associé à l'ensemble des opérateurs de n(E) tels que 

dim r- 1 (G'GW") n F ~ 1 9 où F O de codimension g 9 +g"+n-1 ~ 
g 9 +g"+y(l)+z(l) peut être choisi contenu dans F'tF" o 

2~me cas : ~ri ne nous reste plus qu'à montrer que 

_[n] oS({p} x {n-p}) vaut 1 o Choisissons dans E' (respoE") une 

droite G' (respoG") et un plan D' (respoD") de dimension 

p+l (respon-p+l) o Choisissons dans E un plan F de codi­

mension n+l rencontrant D9 $D11 suivant une seule droite A 1> 

qui ne soit située .ni dans D' 9 ni dans D." o Le cycle 

S{{p} X {n ... p}) peut ·être représenté par une famille d'opérateurs 

f tels que f- 1
(G'$G") soit un 2-plan s'appuyant su.r D' et 

D Il O 

que 

Et [n] est par exemple associé à l'ensemble des 

dim f-l ( G' eG") (\ F ~ 1 • Il y a alors un seul plan 

convenable, et ceci avec la multiplicité 1 o 

f tels 

f-l ( G~ $G11 ) 
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Remarqueo L'application 

f ---------"--(r
0
ra 

1
o) 1 9 application -

f ~ S(f,fa) est homotope à 

l3], donc à une constante (~). 

D'où la formule 

00 CIO CIO CIO 

= ( l [n]) U.( L (-l)n[n]) = 1 9 

n=o n=o n=o n=o 

que l'on peut bien sGr vérifier par le calculo 

Classes et carac:tèr.e d·è Cherno 

Etant donné un espace connexe paracompact Y e le groupe de 

Grothendieck K(Y) des fibrés_ vectoriels de rang fini de base Y 

s'injecte dans le groupe ~(Y) fabriqué avec les complexes 

quasi-acycliques de fibrés hilbertiens de base. Y [3], lequel 

S'identifie à l'ensemble des classes d'homotopie d'applications 

continues de Y dans n (en général, ~(Y) est strictement 

plus grand que K(Y) : prendre pour Y 

groupes co!nc.ident cependant.lorsque Y 

le "signe" de notre application de K(Y) 

l'espace n · ces deux 
0 ' 

est compact)o Précisons 

dan s [ Y , n J : à· une · 

différence de fibrés t-n 9 nous associons la clas~e d'homotopie 

d'une quelcdnque famille d'opérateurs à indice para~étrée par Y 

dont la famille des noyaux "soit" 'l et dont la famille des 

conoyaux soit ~ o 

Nous pouvons définir une riotion d'amplitude pour les 

classes Cl.ê [Y,n] : nous dirons qu'une classe a est d'ampli-

tude inférieure ou égale à 

de Y dans n représentant 

p 

a 

s'il existe une application a 

et un entier n tels que 

1' image de a soit contenue dans nn+p - nn a Par exemple 9 les 

classes de [Y" n] qui a pp art iennen t à l'image de K (Y) sont 

exactement les classes d'amplitude 1 o Nous allons définir des 

classes de cohomologie entière y e H
2n(n;~) , qui induiront 

n 
des classes y (a)e H

2n(Y;::Z.) pour tout a é[Y,nJ o Puis 9 nous 
n 

(~) En effet 9 toute famille d'opérateurs à indice autoadjoints 
(complexes) est homotope (dans n) à une constanteo Cette même 
remarque montr~ que a est l'involution canonique de 1 9 alg~bre 
de Hop f H* (n) o, 



20,17 

vérifierons que, pour .les a d'amplitude 1 9 ces classes sont 

les classes de Gherno 

Définitiono La composante dans n de y 
o n 

sera [n] o Sa 

composante dans un quelconque n. 
l 

est définie de façon toute 

semblable : soient p 9 q deux entiers positifs ou nuls tels que 

p-q = n+i-1 11 F un sous-espace fermé de 

et G un sous-espace de E de dimension 

l'ensemble des opérateurs f En. tels que 
l 

E , de codimension 

q; soit K.(F,G) 
1 

-1 ( ) . f G (\ F ne soit 

pas réduit à O o On vérifie, comme dans le cas i=O • que 

p t 

K.(F,G) est un joli sous-ensemble analytique complexe de 
l 

n. o 
1 

de codimension n , et que la classe [K. (F,G)]l"I 
1 a,. ne dépend 

1 

en fait que de n (et de i ) : c'est- cette classe qui est, 

par définition, la composante de dans 

Proposition 9o Si a est d'amplitude 

à la classe de Chern c (a) o n 

n. Q 

1 

1 , y (a) 
n est égale 

!~!!-~~~2~~~!!~!~~ : Supposons que d soit l'image de la 

différence (-n, avec rg n - rg; = i o Soient P et Q deux 

espaces vectoriels de dimension finie, tels que dim P - dim Q = 

n+i-1 o Si nous appelons t' (respon') le fibré ~œp (responœQ), 

nous avons rg ; 9 - rg n' = n-1 o Nous savons qu'alors 

c (~'-n 9 ) = c (;-n) est la première obstruction à trouver un n n 
morphisme injectif de n' dans ~9 o Comme il suffit évidemment 

de démontrer la proposition dans le cas où tout est différentiable 0 

mettons des structures différentiables sur Y O ; et n e Alors 0 

c (;'-n') est représenté par la sous-variété entrouverte où un n 
morphisme différentiable générique ~ de n' dans (' est de 

profondeur 1 o Il ne reste plus qu 9 à superposer à ~ le 

morphisme nul de P dans Q et l'identité d'un fibré trivial à 

fibre hilbertienne H de dimension infinie 9 à trivialiser n'fH 

en Fx Y • n'œHœP en Ex Y 9 à trivialiser f;'fHiQ en Ex Y : 

dans ces trivialisations, ~iidHIO devient a, qui représente 

a 9 et 9 si l'on veut bien se souvenir que yn peut être 



représenté dans IL 
l 

par K.(F,Q) ion voit que 
l 
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n'est 

2ème démonstration~ En vertu de la proposition 8• il nous suffit ----~-~~----~----~ 
de voir que, si t est un fibré de rang p et T p le fibré 

trivial d~ m~me rang, on a 9 pour tout n 9 c (t) = y (~-tp) ; 
n n 

c'est-à-dire de voir que les y (~-t ) n p vérifient les axiomes 

des classes de Cherno Il y en a en fait un seul que nous 

n'ayons pas examiné c 9 est l 9 axiome de normalisation 

c(n ) = l+h n n {avec les notations de [2] 9 page 58)0 Il rfsulte 

immédiatement des définitions que 

* n 
Y h -11 l = ï 1 n . 

J=O 

n 

I 
j=o 

ce qui est bien équivalente 

Corollaire lOo Dans l'espace universel 

de Chern (stabilisé) e~t la classe 

n , le caractère 
0 

Remarque·~ Indépendamment de nous~ Koschorke a donné dans [5] 
une interprétation analogue des classes de Cherno En fait 9 ce . ... 
qu'il prend comme n1 eme classe de Chern est plutôt notre 

( ... l)n[~J • ce qui est tout à fait compatible avec notre défini­

tion, la proposition 49 et le fait que son injection de K(Y) 

dans [Y,n] est du "signe" opposé à la nôtreo 
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Expos·é ·n °· 8 VARIETES HILBERTIENNES DE DIMENSION INFINIE. 

par Nicole MOULIS 

0 - Introductiono 

Dans toute cette étude H désignera un espace de Hilbert 

séparable de dimension infinie, X une variété différentiable 

de type dénombrable modelée sur Ho 

Définition: une m-fonction f sur une variété X munie 

d'une métrique Riemanienne complète 1 est une fonction de Morse 

f : X --+ IR 9 avec minimumD telle que, si {x
0
1 est une suite 

de points de X vérifiant les conditions (i) et (ii) 

(i) la suite f(x ) 
n 

est bornée 

(ii) lim grad f(x) = 0 
n n+00 

il existe une suite l xn } extraite de la suite { xn} qui 
p 

converge vers un point X o 
0 

Remarque : On dit dans ces conditions que la fonction f 

vérifie la condition c de Palais-Smale. 

Nous allons démontrer les théorèmes suivants 

Théorème 1 [6] : S'il existe une m-fonction f définie sur 

X D X est Palais-s~ahle c'est-~-dire X est difféomorphe~ 

X}( H 0 

Théorème 2 [6]: .êi x1 et x2 sont deux variétés Palais­

stables et homotopiquement équivalentes 9 elles sont difféomorpheso 



Théorème 3 [7] : Tout ouvert n d'un espace de Hilbert 

admet une m-fonction. 

Théor~me 4 [3] : Toute variété X modelée sur 

difféomorphe à un ouvert n de H. 

H est -

Les théorèmes 1 et 2 sont dus à N.H. Kuiper et Dan Burghelia. 

Le théorème 3 

Le théorème 4 
est du à No Moulis. 

est du à J. Eills et K.D. Elworthyo 

1 - Démonstration du Théorème lo 

La démonstration est basée sur le théorème suivant [1] t6J o 

H 

Si 

Théorème de Bessagao 

Soit x 
0 

un point dvun espace de Hilbert réel 

est analytiquement équivalent à 

Démonstration . Supposons que . 
-------------

H {x ( x 1 9 • o • 9 xn 9 o • o ) l = = ; 
n~!N 

X 

H.:. { X } o 
0 

X est 
0 

l'origine 

2 lxl 2
} = 9 n 

H o Alors, 

de H o 

e:x 2 

lxl 2
} H {x ( x1 9 • o o ~ xn 9 • o o ) l n posons = = ; - = 

0 n2n 0 
0 

DE-IN 

H et H 
0 

sont deux espaces de Hilbert, l'identité définit un 

plongement de H dans 

n'est pas fermée dans 

H 9 1 9 image de 
0 

H o 
0 

P définit une courbe dans H 
0 

H par ce plongement 

~ H 
0 



si O~t<l p(t)~H 

P(l)éH o 
0 

8.3 

Soit a une fonction analytique définie sur m+ 9 à va­

leurs dans JO, 1] 

a(t) 

1 

fig.l 

Posons f(,)(y) = y + P(a( ty 1
0

)). 

Si IYIO>O: 

P(alyl )E. H f (y)E. H 
0 W 

si IYI = O 
0 

P { a I y 1 ) e H f (y) e. H -H 
0 0 W 0 

f est une application analytique H -?' HU{P(l)} w 
En un point y~ O • 

D f (y) =Identité+ L (y) w w 

et Sl 

Donc f admet localement un inverse qui est une fonction ana­w 
lytique 

d'autre part, globalement, l'équation : f {y)= z admet une 
w 

solution unique qui est l'unique point fixe de l'application 

h 
z 

variante 1-1 : Soit B 

H est difféomorphe à 

l'identité en dehors de 

x ~ z - P(alxl ) 
0 

un vo1s1nage de x dans H • Alors 9 0 

H-{x} par un difféomorphisme qui est 
0 

B o 

h z 

Co-rollaire 1-2 Soient x1 une sous-variété de codimension 

infinie de X, et T un voisinage tubulaire de dans - X D 

Alors, X est difféomorphe à X-X 1 
est l'identité en dehors de T • 

par un difféomorphisme qui 
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Corollaire 1-3 . Soient (x.ax) une variété Hilbertienne ... . a ~. point du bord êlX V 
. . 

de dans X X un 
' 

un vo1s1nage X 0 
0 0 

Alors, il existe un dif'féomor!;?hisme de Eaires 

qui est l'identité en dehors de V o 

Démonstration du thé~rème 1 : 

Soit f la fonction définie sur X vérifiant la condition 

C ; quels que soient a et b, f- 1 [a,b] contient au plus un 

nombre fini de points critiques. Dans ces conditions, d'après [81 0 

X admet une décomposition en anses. 

Il existe des anses de trois types 

- celles correspondant à un point critique diindice et coindice 

infinis , 

un point critique d'indice infini et de celles correspondant .... - a 
ti6 ; 

fini co1nd1ce ; 

celles correspond:ant .... - a un point critique d'indice fini et de 

coindice infini . 
' 

Nous étudions successivement ces trois types d'anses. 

Nous noterons 

Lemme 1-1 

~ f-
1 [a,b] 

f = {x;xE X f(x) ~ a} 
a 

ûf = {a;xeX f(x) = a} 
a 

: Si f admet exactement un point critique p 

(f(p) = c a<c<b) et si l'indice et le coindi-

ce de p sont infinis, le cobordisme suivant est trivial : 

Il existe une m-fonction g , sans point critique dans g-
1 ( [a 9 b]) 

coïncidant avec f en dehors de r- 1 [a,b] • 
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Soit e:>O tel que a+e: < c o 

fb est difféomorphe à f a+e: LJ D1 ,t n2 où J)l et n2 sont 
a 

deux exemplaires de la boule unité de H • S la sphère unité de 

H, a un plongement : 

a --+ ôf + a e: 

un point x de l'anse est déterminé par ses deux coordonnées 

( x
1 9 x2

) x
1 

E D
1 9 x

2 
E D

2 
o 

L'anse est représentée par l'ensemble des points {r
1

~ l 9 r
2

~ l} • 

L'ensemble des points {r
1 

= 0 ; r 2 ~ l} est une sous-variété 

de codimension infinie. 

Par un difféomrophisme élémentaire (voir fig.2) 

fa+e: ~[(D 1-{0}) x D2] z fa+e:-a(S x 0) 

r2' 
1 

i 1111 

figure 2 

r2 
1 
1 

1 

! _____ C 

' 1 
1 
1 
1 
1 
1 



a(S x 0) est une sous-variété de codimension infinie de ar 
a+E 

(r- 1 [a 1 a+t] 0 ara 0 ara+~) est un cobordisme trivial. 

On définit facilement sur X une nouvelle métrique Riemanienne 

complète et une fonction g vérifiant le lemme 1-1. 

Nous supposerons désormais que f n'admet pas de point 

critique d'indice et coindicè infini • 

Lemme 2 : Si X admet une métrique Riemanienne complète 

ds
2 

et une m-fonction f 9 elle admet aussi une métrique Rie­

manienne ds 2 et une m-fonction g dont tous les points cr'i­
o 

tiques ont un indice fini. 

Co indice O • 

Soient p un point critique de coindice O et U un 

voisinage de p • tel que dans U il existe un système de 

coordonnées locales dans lequel f est de la forme : 

X est difféomorphe à X-{p} par un difféomorphisme qui est 

l'identité en dehors de U o 

y(t) Soit y(t) une fonction de classe 
00 

L dont le gr~phe est représenté sur 

la figure 3. 

Posons : 

= f ( x) + l ( 1 x1 1 ) 

t 
fig. 3 = ds 2 + (dy( lx

1
1) )2 



Pour la métrique ds~ 9 r 1 est une m-fonction sur X~{p} o 

Par induction, nous supposons que X n'a pas de point critique 

de coindice m, avec m<n o 

Co indice• n 

Soit p le point critique de coindice n 9 ayant la plus 

basse valeuro 

Soit W+(p) la variété stable de p (ou nappe ascendante 

de p) o 

W+(p) est de dimension n. 

Si q est un autre point critique tel que f(q) > f(p) q a un 

coindice ~n et W:,;...(~) variété instable de q (en nappe des-­

cendante de q) a une codimension ~ n o 

SQit a un niveau non critique : 

f(p) <a<f(q) 

Par un lemme de transversalité 9 il existe une isotopie de 
. ~ qui separe : 

r)f 
a 

En étendant cette isotopie à f et en prolongeant la nouvelle 
a 

variété le long des lignes de gradient 9 nous obtenons une nappe 

ascendante W!(p) de p qui ne rencontre pas q o 

Par induction 9 nous pouvons supposer que W!(p) ne rencontre 

aucun autre point critiqueo 

Soit T un voisinage tubulaire de W!(p) o Dans chaque fibre T 9 

nous pouvons faire la construction faite précédemment dans le cas 

d'un point de coindice O o 

Nous appliquons ce procédé à tous les points critiques d'indice n 0 

pour des valeurs critiques croissanteso 

Soit O<d<co 9 après avoir subi un nombre fini de modifications 8 



par le procédé précédemment décrit 0 fd reste fixeo 

Nous supposerons désormais que f n'a pas de point critique 

d'indice finio 

Lemme 3-1 : Soit c une valeur critique unique a<c<b o 

SuPRosons, par induction•, qu'il existe une variété Hilbertienne 

Ma O et un difféomorphisme •a de fa sur Ma~ Ho 

Il existe une variété Mb , un plongement j : 

Ma -+- Mb , un difféomorphisme •b fb -+ Mb x H tel que le 

diagramme suivant soit commutatif 

f 
a 

M )r. H 
a 

t j X id 

Mb )( H 

Démonstration Soit n l'indice du point critique p o 

Posons f{p) = c o 

fb se déduit de fa en attachant une anse à 

Soient Dn la boule unité de Rn 

Sn-l la sphère unité de Rn 

D la boule unité de H 

L'application d'attachement de l'anse est 

a r ~ a { M x H) '::: aM )C H 
a • a a 

af 
a G 

que 

En appliquant une suite d'isotopies, nous pouvons supposer 

{a 9 a ) a la propriété 
0 

{a 9 a ) 
0 

( n-1 n-1 O) ( ) s x n,s x ---;.. aM x n,aM x o 
a .a 



Nous utilisons des coord~nnées· 

où H' est un deuxième exemplaire de H • 

Posons r. = lx-1 
l l 

(i=l, 2, 3) • 

Nous utilisoqs 1~ modèle : 

.. ... . 
voisinage avec bord W de 

W = { ('x + 11 x2 ) ; 1 r 1 l >,, 1) pour un 

a ( Sn-I} dans M )( O , tel que 
o a 

W>tHcMxH. 
a 

Nous pouvons supposer que l'anse est attachée le long de l'en­

semble (r 1 = 1., r 2 ~ l, r-
3 

5: 1) 1 9 anse étant l'ensemble (r 1 ~ lt 

r 2 ~1, r
3

~1) o La sous-variété du bord de Max HU Dnx D 
a 

définie par {r 1 = 1, r 2 = O} est une sous-variété de codimension 

infinie. Nous pouvons donc la retirer. 

Après avoir appliqué des difféomorphismes en dimension finie, 

nous trouvons (figure 4) 

fb ,;: ( M U Dn x D ) )( H 
a 6 

où ~ est l'application. d'attachement 

8 

n 
Mb = M U D x D • 

a 6 
Posons 

-+ ( ê)M )C ~ M ) D 
a a 

Après avoir lissé tous les coins ~ue nous avons introduits 0 nous 

trouvons que Mb est la variété cherchée. 



La suite de variétés M se stabilise. 
a 

8010 

Donc il existe une variété M = lim M 9 telle que X soit 
~ a 

difféomorphe à M x H • 

H est difféomorphe à H xH et le théorème 1 est démontréo 

Corollaire 1-1 : Si X admet une m-fonction X est diff~o­

morphe à un ouvert d'un espace de Hilberto 

Il existe un plongement fermé de X dans H de codimension 

infinie [ 9] • 

Soit T un voisinage tubulaire ouvert de ce plongement 

T est difféomorphe à X x H et d'après le théorème 1 X" H est 

difféomorphe à X • 

2 - Démonstration du Théorème 2. 

La démonstration est calquée sur celle faite en dimension 

finie par Mazur, pour dès v~riétés staplement équivalentes, 

Lemme 2-1 : Soient X et Y deux variétés Hilbertiennes 

Palais-stables, toute application f: X --?" Y est homotope à 

un plongement fermé. 

En composant f avec un difféomorphisme de Y sur Yx H 0 

nous obtenons : 

h X--+-- YxH 
0 

h ( X) = ( p ( X ) 9 q (x ) ) 
0 

Soit 'r un plongement fermé et borné X ~ D c. H o 

Posons h
1

(x) = (p(x),t(x)) 

h
1 

est un plongement fermé de X dans Y x H , H étant con trac-

et h 
0 

sont homotopeso 



Démonstration du théorème 2o 

Soient f et g d~ux plongements iermés 

X --f+ Y --4- X 

Supposons gof homotope ... l'identité de X a 0 

Il existe 

fog homotope ' a 

une isotopie 4, t 

1P = identité 
0 

l'identité de y 
0 

de XxD 0 . 

~1 (gof(x,O)) = (x,O) dans Xx D. 

~ g 
X --f+ Y -~ Xx. D 

Soit D(j) = {z;zsH lzl~j} o 

Nous étendons ~1g en un plongement de voisinages tubulaires de 

y X D ( 1) dans X X D ( 2 ) 0 

Par p-r·olongement de f nou·s o.btenon.s- : 

X X D(l) 
F, 
~ Yx D(l) 

G, . 
~ X;i,_ D(2) 

XxD(l) ---+ XxD(2) 

Nous pouvons répéter la m;me opération, nous obtenons une suite 

de plongements fermés 

0 0 O -,,, XxD(j) 
F. 
➔ Y~D(j) 

G. FJ.+l 
➔ XxD(j+l) ---~- YxD(j+l) 

G. 0 F. = Id 
il J 

0 G. =Id. 
J 

A la limite nous trouvons des plongements surjectifs F et G o 
1 CD CD 

F G 
CD CD 

XxH---,.. YxH --+ X X H 

G O 1 = Identité. 
CD CD 



3 - D~monstration du thêor~me 3. 
~:l'!C~WJl::S:.:CmAK . .;~,,,__,......,._,,,..,__ 

Soit ~ un ouvert de H , 

Nous considérons un recouvrement de Sl par des boules 

de centre a et de rayon n 
linéairement indépendants. 

telles que les points 

Notons : C u .. 
1-.J 

= f X ; x e Q , d ( X , a . ) > p . ( 1-i ) J 
J J 1 

V = U nue 
1

n,.,()Uc l 
n n n,n- n, 

("scalopping process"). 

Nous considérons les fonctions• 

8.12 

a n 
soient 

r (jx-i t2
) r (lx-a j 2

) dont le graphe est n,n n n,p p 

représenté sur la figure 5. 

r + 
n,n 

1 -

Avec 

f n 

2 
Pn 

p2 (1-l) 
2 

k = n,p p ??-

1 x-a 12 
n' 

r 
n.,P 

C 
n ,P 

Fig,5 

C <l n, P 

est strictement positive sur V cet n , 

k 

0 

2 2 
pp lx-a 1 n,p p 

en dehors de V 
n 



Le recouvrement par les ouverts V étant localement fini ê n 
nous pouvons considirer la fonction : 

f(x) = l 
ne!N 

f (x) D 

n 

Lemme 3-1 L'ensemble critique de f est localement compacta 

Soit tt
0 

un point de O O W{x
0

) un voisinage de 

qui ne rencontre qu'un nombre fini d'ouverts Vn 

D an s W { x ) 9 f ( x ) = l f . ( x ) 
0 l l~p~n p 

grad f(x) = l a. (x)(x ... a. ) 
l l l~p~n p p 

dans 

L'ensemble critique dans W(x ) est contenu dans l'espace -de 
0 

dimension finie M O engendré par les points a. (l~i~p) o 
0 l p 

Lemme 3-2 . Il existe des fonctions r et r telles . 
noP - noP ~-en tout ~oint critig.ue le no;:i:;au de D2 f' 80 i t de dimension 

finie, 

Soit X un point cri tique o X €. M (M défini au lemme)o 
0 0 0 0 

Soit N le supplémentaire orthogonal de M (avec x
0 0 0 

comme origine)o 

Soient X un point dans W(x ) 
0 

z projection orthogonale de X sur N 
0 

y projection orthogonale de X sur M . 
0 

D 

X = y+z D 

CIO ,V 

Il existe une fonction de classe C f M X IR .....i.,. tR telle que 0 0 

dans W(x) 
0 

f(x) ~ 2 = r(y,lzl ) 
,V ,V 

Df(x) .!! ( x) + 2z 
ôf (~x) = -ôy au

2 

g 



-a'r 
(W est la déri ve·e partielle de f par rapport à la deuxième 

2 
variable). 

X 
0 

,.., 
ar 
au

2 
est µn nombre réel. Il es.t possible de choisir les fo'nctions 

,V 

r n,n et ar 
0 r de sorte que -a < • n.p u2 

{on ... a meme sur ~out ouvert pour lequel il existe 

a>O f>a>O}. 

L 3 3 L. f t ' ,,, l ,,, ' f . 1 d ' t ' C emme - : a one 10n ~ = 1 ver1 1e. a con 1 1On 

pour la mé
1
tri9.ue Riemanienne dsi induite sur n par la métrig.ue 

usuelle de H ( cette métrique n'est pas complète sur Q ) o 

Soit O = {x;xe n f(x).,. 3-P} 11 

p 

rencontre seulemeri t U1'l nombre fini d 9 cuve rt s 

la majoration de r net n, 
t-r :} o n,P 

ui 
Considérons une suite de ~oints {xn} telle que 

i) lim grad 
n+ao 

1" ( x ) 
n = 0 

ii) la suite ~ fx
11

) est bornée o. 

Il existe n tel que V n xne. Q n 0 
0 

0 

Il existe nG tel que sur n f(x) = !· 0 n p<n' 0 .... 0 

Soit M n 
0 

l'espace engendré par les points 

f (X) 
p 

0 

Soit yn la projection orthogonale de xn sur Mn o 

0 
Posons Z = X - y • n n n 

(D 9 aprÈh 



Sur n f(x) est borné lim grad f ( X ) = 0 0 n 9 n 
0 n+co 

On déduit du lemme 3-2 que limlz 1 = 0 0 

n +co n 

Il existe une suite 

vers un point y
0 

{y } extraite de la suite 
n 

qui - converge 
p 

(y '=n nM ) o o n n 
0 0 

La suite {x } converge aussi vers n9p Yo o 

Lemme 3-4 : Il existe une approximation de f par une 

fonction g possédant les propriétés suivantes 

- Tous les points critiques de g sont non dégénéréso 

- La fonction X=! remplit la condition C (p~ur la 
2 g 

métrique dsH) o 

Considérons les ouverts n définis au lemme 3-3 
p 

Qp C np C np+l 

Sur f ( X ) . = r f ( X) 
n~p' n -

' 

Par induction 11 nous constr.uisons la fonction g o .Nous définissons 

une suite de fonctions [gn1 possédant les propriétés suivantes·: 

( i ) gn est une fonction de Morse sur on 

(ii) 1 1 s'i XE Q: - f} l ~<g (x)<-n-1 n n+l n n-z z 

(iii) gn ( x) = gn-l(x) si XE. Ç) 1 a n-

se déduit de en ajoutant une fonction définie sur 

Mn+l qui est nulle sur nn n Mn+l et en dehors de nn+ 2 (\ Mn+l o 

(Mn+l est l'espace de dimension finie engendré par les 

q ~ ( n + 1 ) te 1 s que sur Q n + 1 f = r f ) 0 

q~ (n+l) q 

La fonction g = lim gn est la fonction cherchéeo 
n-+= 

a q 



Lemme 3-5 : Il existe sur n une métrique Riemanienne 

complète ds 2 pour la~uelle la fonction X= 1 vérifie la g 
condition C 0 

Soit l. le plongement fermé de n dans H x 1R 

i(x) = (x,X(x)) 

Soit ds 2 2 dX2 la métrique induite i(n) = dsH + sur 

la métrique de H X IR 9 ds 2 est la métrique cherchéeo 

4 - Démonstration du théorème 4o 

par 

La démonstration est basée sur les propriétés des variétés 

Hilbertiennes munies d'une structure étalée (layer structure) 

[ 4] et [5] o 

Définition 4-1: Soient X et Y deux variétés modelées 

sur H; une application F de X dans 

si V xe:X 9 DF(x) (différentielle de F 

rateur Fredholm d'indice O • 

Y est une~ -application 9 0 

au point x) est un opé-

Lemme 4-1 ~ Il existe une~ -application F de X dans Ho 
. 0 

Soit ~ une trivialisation du fibré tangent à X O TX 

TX -~ X 7<-H 

Soit T la réduction de T à la fibre T X 
X X 

T TX -+-Ho 
X X 

Tout point X admet un voisinage 

exponentielle est définieo 
. -1 

Soit u 
X 

exp 
X T X 

X 

u 
X 

sur lequel l'application 



Soit E l'application 
X 

DE (x) = identitéo 
X 

Donc dans un voisinage de x U' Dt est un opérateur inversibleo 
X 9 X 

Soit {uv } (iE:.IN) ce recouvrement dénombrable localement 
pi 

fini de X par des ouverts du type précédent. 

Soit lu-} une partition de l'unité subordonnée à un recou-
1 

vrement 

Posons F(y) = l u. (y) E (y) 
l p. 

ÎE!N l. 

DF(y) 

Par des méthodes de scalopping, on peut définir les fonctions 

u. de sorte que ~ 
1 

Image Dui(y) = sous-espace de dimension finie. 

L'espace des opérateurs Fredholm d'indice O est localement 

convexe~ 

donc, si le recouvrement a été choisi assez fin 9 DF(y) 

est un opérateur Fredholm d'indice O o 

de 

un 

Définition 4-2 Soit {e} (nE:!N) une base orthonormale n 
E 0 

Soit 

Soit 

atlas 

E l'espace engendré par les vecteurs e. l~i~n o n l 

l'espace engendré par les vecteurs e. l.)'ll 
1 

fortement étalé. associé à une q, -application F 
0 

{~ •• w.} 
l. 1 

sur X est un atlas dénombrable de X possédant les 

propriétés suivantes 

1°) le recouvrement de X par les ouverts 
. . ,,,.. ·. ,,,_ f1n1ement etoileo 

w. 
1 

(iEIN) est 



2°) V i Il 3 n(i) entier tel que vj (W.()W. f: $) 
1 J 

-1 
~- 0 $. (x) = x + a •. (x) 

l J lJ 
Image a •. cE (') lJ n l. 

3°) F O <bi1 (xJ = x + 8i(x) Image 8icEn(i) 

4°)Vn>n(i) f:-1 (z+E) = w.n F- 1 (z+E) 
1 n 1 n 

5°) F/W. est propreo 
l 

Lemme 4-2 ~ Il existe un atlas fortement étalé pour toute 

~
0

-application transversale à chaque E o n 

Quel que soit le point x , il existe un voisinage 

un entier n(U ) tel que 
X 

U de 
X 

X et 

'Vn>n(U) Vye.U DF soit transversale à E o 
X X y n 

Posons· m = n(x) 

Soit nm la projection sur Em 

D(nm O F)(x) est surjectiveo 

Donc il existe. une carte ex 

e u ~ E x Em 
X X m 

m -1 m n O F O 8 = n dans domaine de défiHition. 
X 

Si U 
X 

tels que 

et U sont deux voisinages de y 
u nu f: r1. x· Y 'f 

X et y 

8 0 8-l vérifie la condition 2o 
X y 

assez petits 

Les conditions 3, 4 9 5 sont immédiatement vérifiées (pour 5 9 on 

remarque que F est localeent propreo 

Les hypothèses du lemme 4-2 étant vérifiées 9 posons Xn = F-
1

(En)o 
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Lemme 4-3 : Pour tout atlas fortement étalé (t.,W.) 9 il 
l l -=== 

existe une application exponentielleD pour laquelle chaque Xn 

est une sous-variété totalement géodésiqueo Dans chaque carte 

l'application expon~ntielle est de la forme 

exp D . ~ t . ( W . ) )( t . ( W . ) 
l l l l l 

( D . e s t un ou ve r t de , . ( W • ) )( H ) 
l l 1 

exp(x,v) = (x,x+v+y.(x,v)) 
+ 

Image y.(x,v)cE (') 
l Il l 

L'application expone~tielle est définie comme solution d'une 

équation différentielle associée à un "spray" S o 

Dans chaque carte (cp.,W.) soit S. le "spray trivial"., 
l 1 l 

Soit u. une partition de l'unité associée au recouvrement 
l 

par les 

Posons 

partie 

W. 
l 

u. S. , calculons dans la carte 
l J 

s = 1 
je:IN 

principale p de s O 

Supposons w.nw., r/J o 
l J 

la 

Soit p .• (x 1 v) =(v,f .. (x,v)) 0 l'expression dans la carte 
lJ lJ 

de la partie principale du "spray" trivial 

Le calcul explicite montre 

f .. (x,v) 
lJ 

Dans la carte (~.,W.) : 
1 l 

p(x,v) = 

a •. 
lJ 

2 = D a .. (x)(v,v)o 
lJ 

s. 
J 



f.(x,v) = 
l 

2 u. D Cl'· .(x)(v,v) 
J lJ 

Dans cette carte, l'application exp est définie par 

exp{x 9 v) = a(l) 

où a(t) est solution de l'équation différentielle 

l
a" { t ) = fi ( cr { t ) , a ' ( t.) ) 

(I) a{O) = x 

a'(O)=v 

Image fic En(i) 9 En(i) est de dimension finie, l'équation dif-

férentielle (I) se décompose en la somme directe de deux équations 

différentielles 

o la première est définie sur un espace de dimension finie, 

o la deuxième est trivialeo 

Par intégration on démontre le lemme 4-30 

X étant une variété modelée sur H 9 d'après le lemme 4-1 9 

il existe une ~ -application F: X -+-- H o D'après un théorème de 
0 

Smale [ J, il est possible de modifier les plongements des sous-

espaces 

ies E n 0 

E n dans E , de sorte que F soit transversale à tous 

Dans la suite, nous supposerons cette hypothèse vérifiéeo 

Posons : X = F- 1 (E ) o 
n n 

On supposera dans toute la suite X munie de l'atlas étalé 

et de l'application exponentielle définis aux lemmes 4-2, et 4-30 

Proposition 4-1 : Il existe deux familles de voisinages 

tubulaires de (Xn) , {Z~) et (Zn) tels que 

( i ) 

( i i) 

zt cZ'cZ'cZ cZ 1 
n-1 n n n n+l 

X= U 
ne!N 

z' n 



Nous allons construire les voisinages tubulaires z' et Z n n 
à l'aide de l'application exponentielle définie prêcédemmento 

Soit Y = U {W.; V. n X } -/: r/J 
n J J n 

Il existe une application fibrée l 

L: Yx E -+--T(X) 

telle que si lr. = I /Y x En 
n n 

(i) [
0 

est une injection fibrée 

( i i) 

(iii) 

l /Y )( En+l = 
n n 

Si w. C y 
J n 

l /Y x En+l 
n+l n 

est de la forme ( ~ . ( x ) , v+ B • ( x ) . v) 
J J 

où Image B.(x)cE (') 
J n J 

désigne l'application dérivée de cp. 
J 

T~.: T(W.) -+- ~.(W.)xE) 
J J J J 

L'application l est construite en recollant, grâce à une parti-

tion de l'unité les applications lj définies par 

Lemme 4-4 : Il existe une fonction continue r: X --1"" m (>O) 

et un recouvrement ~iniement étoilé (V.) de X tel que 
]. 

a) exp est définie sur .E (X x rE) et est un difféomorphisme 

local. 



b) V i 9 3 j , ( i ) te 1 que : 

expx[L(x >< f>E)] c Wj
1 (i) 

Lvapplication exponentielle définit un difféomorphisme 

local ; on définit d'abord la fonction r, constante strictement 

positive sur chaque W. et on recolle les fonctions ainsi obtenues 
J 

grâce à une partition de 1 9 unitéo 

Nous définissons T Y x En ~ X 
n n 

par Tn(x 9 v) = exp O Ïn(x 1 v) 

. . 
tubulaire de X dans X est un voisinage n 

. . ouvert un voisinage 

D ex X En de la section nulle appliqué par T difféomorphi-n n n 
quement sur un voisinage ouvert de X àans n X 0 

Il sera appelé de rayon À si D = X x ÀE où À est une 
n n n 

fonction continue X ---?- ffi(>O) o 

Lemme 4-5 i Il existe une fonction continue À : X ~ IR(> 0) 

telle que chaque X n a un voisinage tubulaire de rayon X/X o n 

Soit X 
0 

un point de V. , dans la carte 
l 

pour n~n(j 0 (i)) 9 1 9 application Tn 

(~j'(i)'wj'(i)) 

est d 0 après l'expression de l'application exponentielle trouvée 

au lemme 4-3 9 de la forme ~ 

où lm a • c E ( n = n ( j 9 ( i ) ) o 
l n 0 

0 

Donc J d(x )>O 
0 

a. par rapport à x o 
1 

D
1

a. ( X 9 0) = 0 
1 0 

et u 
X 

0 

tel que 



T /(U n X ) >< d(x ) En est injective. 
n x n o 

0 

(par indépendance linéaire, les espaces En 

somme directe)o 

et E étant en n 
0 

Les U ainsi construits forment un recouvrement de X 
X 

en raffinant ce recouvrement il est possible de globaliser la 

propriété démontrée localement. 

Soit u 
m 

le voisinage tubulaite de X 
m 

de rayon À 
2 0 

Lemme 4-6 X= U 
ne.IN 

,V 

z 
n 

La démonsrtation se fait par l'absurde en construisant une 

suite de points {x } n convergeant vers un point 

lim À(x) = 0 = À(x) • n n+co 

Posons z 
n 

t"V 

= Int Z n 
rv 

~ ~ 
Z' = Int Z' 9 n n 

où z t 
n 

x et tels que 

est construit de 

la même manière que 
À 

de rayon 4 o 

z en considérant des voisinages tubulaires 
n 

On vérifie que les deux parallèles (Z) et (Z') n n sont les 

familles cherchées. 

Fin de la démonstration du théorème 4o 

Nous supposons que la~ -application F précédemment définie 
0 

est propre et bornée. 

Donc les X sont des sous-variétés compactes de X o n 

Comme il a été défini précédemment, soit 

D
0 

est un voisinage de la section nulle de X
0

x ~ En o Il existe 

un plongement ouvert R. 
n D 

n Dn+l 9 de la forme 



i (x 9 v) = n+l 
le diagramme suivant (À (x,v),n (v)) tel que n n 

soit commutatif 

s T 
X --4. D ~ z n n n 

n l tn n 
8n+l Tn+l 

Xn+l Dn+l z n+l 

est un plongement ouvert D ....+ X 
1 

x En+l o Il existe une 
n n+ 

isotopie 

en i 
n 

J n+l 
0 

de domaine propre, de qui transforme 

Par induction 9 nous définissons le plongement ouvert y de 

X dans H • 

Supposons que, pour l'entier 

gement ouvert : 

n O il existe 

de la forme 

X Jt. En 
n 

n 
-i.-. E- )( E n 

Soit V un ouvert de Xn+l tel que 

g est définie sur V o 
n 

-n et un plon-

Par application d'un théorème connu en dimension finie 0 il 

est possible d'étendre gn (donc g) en un plongement : 

h X -+-- E 
n+l 



L'application diffère du plongement identique par une 

application dont l'image est située dans un sous-espace de 

dimension finieo 

Par une construction en dimension finie, il existe un 

plongement ouvert X x E 
n+l n+l 

qui prolonge 

En appliquant l'isotopie Jn+l à Xn+lx En+l nous 

obtenons l'application gn+l cherchéeo 

Posons 

la suite 

g = lim g 11 
n-+00 n 

se stabilîse 0 et on vérifie que g est un plonge-

ment ouvert de X dans H, 
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SINGULARITES DES HYPERSURFACES I 

(d'après Brieskorn et Milnor) 

par Thomas BLOOM 

Nous allons étudier la topologie dQune hypersurface 

au voisinage d 0 un point singulier isoléa Le premier exposé 

sera consacré à une discussion générale des problèmes et 

résultatso Le deuxième exposé sera consacré à liétude de la 

topologie de certaines singularités spéciales - les singula­

rités de Brieskorno 

Io Problèmes et Résultatso 

lo Soit X un sous-ensemble analytique complexe dQ_un 

ouvert Uc.G:n o Désignons par r(X) 1 9 ensemble des poin-ts 

réguliers de X ~ c 0 est-à-dire les points où X est loca­

lement une sous-variété complexeo Désignons par s(X) 

1 9 ensemble des points singuliers de X (s(X) = X-r(X)} o 

Soit p un point de X et St la sphère centrée en 

p de rayon t O Soit l\ : X n St <> 

Théorème lol ~ Si t est assez petit et si s(X) = lP) 
alors ~ est.une variété (différentiabl~)o lit 

Démonstration~ cwest une conséquence immédiate du théorème 
rmcmc::,~-,_,-~cmcmCl)c:z,-

de Whitney [13] qui dit 

lim lmax(cos(v ~p))} = 1 
q ➔p V p q 

q 

... ou q parcourt r(X) 

1°espace tangent à X 

' , et ou 

en q G 

V 
q 

est un vecteur~ 0 dans 



D9 après ce théorème, l'intersection de X et St est 

transversale pour t assez petite 

Remarque : Le théorème de Whitney est valable sans la 

restriction que s(X) soit un point isoléo 

Remarque : Le théorème lol est 9 bien sûr, vrai mais 

sans intérêt si s(X) est video 

Soit maintenant T la sphère de ln centrée en O et 

de rayon 1 o Posons L(t,X) = {ze.. Tl t(z-p) €.lt} et consi­

dérons le type d'isotopie (T,2{t,X)) 

Théorème lo2 [1] : fil. t 1 et t 2 sont assez petits, 

(T,L(tl,X)) tl (T,2(t2,X)) ont le même type d 9 isotopie, 

dont nous dirons gue c'est le type d'isotopie attaché au 

$erme en p du sous-ensemble X o 

Théorème 1.3 [1] : Soient x1 et JC2 deux germes de 

sous-ensembles ~nalytigues complexes ~olomorphiquement équi­

valentso Alors les t:n>es d'isotopies qui ieur sont attachés 

sont égaux., 

Soit Bt la boule ouverte centrée en p de rayon t 9 

Bt = {z ~ a:0 11 z-pl < t} et soit Wt le cône complexe de base 

It ; wt = {ze:Btl 
t ( Z=p) 

6:- Ït} 0 

11 z-p Il 

Théorème lo4 [7] (Bt•Wt) est homéomorl!he ' (Bt 11X) a 

Ear un homéomor~hisme 9,ui est un difféomorphisme en dehors 

de p 0 

En résumé, soit X 

d ' un ouvert U c rcn a ve c 

un ensemble analytique complexe 

s(X) = {p) o Soit S une sphère 

centrée en p de rayon assez p'etit et f, = X() S o Alors 

(a) E est une variété différentiable 



(b) Le type d'isotopie (s,I) est indépendant du rayon 

de S et le choix de coordonnées au voisinage de p o 

(c) Lè type d'isotopie (s.I) détermine complètement la 

topologie de X au voisinage de p o En effet, un voiiinage 

convenable de p dans X est homéomorphe au cône complexe 

de base I o En particulier, si l est une sphère (topolo­

gique), X sera une variété topologique au voisinage de p o 

2. Nous alldns aborder la question suivante 

est-il une variété? 

quand X 

Notons d'abord que X n'est jamais une sous-variété de 

cl~sse c1 (nous supposons toujours que s(X) = {p]) 

d'après ce raisonnement de Gilmartin [3]o 

Proposition 2ol : Soit Y un sous-ensemble analytique 

complexe d'un ouvert de tn o Si Y est une sous-variété de 

classe c1 il est une sous-variété analytique complexee 

~!~~~!~!!!i2~ : Soit Ty 
variété de classe t') en 

un sous-espace complexe de 

l'espace tangent à Y (comme 

ye Y • Soit r' (Y) = {yE YIT est 
n y 

t L r'(Y):::>r(Y) donc_,est dense 

dans Y o Mais la Grasmanniene complexe étant fermée dans 

la Grasmanniene réelle, r'(Y) est fermé dans Y o 

Donc r'(Y) = Y et Y est une variété analytique complexe 

(on peut la décrire comme graphe d'une fonction qui est 

analytique d'après le théorème classique de prolongement)c 

Le cas des ensembles analytiques réels est plus compli­

quée Considérons ·1°exemple V= {(x,y)e.ra 2 1x3-y 4
=o} o V 

peut être considéré comme le lieu des zéros de la fonction 

x-y 4/3 , et donc est une sous-variété de ëlasse c1 
o Mais 

V n'est pas une sous-variété analytique réellea 

On a néanmoins 

Proposition•.2.;2 : .Soit V un sous-ensemble analytique réel 

dtun ouvert de Rn qui est une sOus-va~iéié de cla~se Cmo 

Alors V est une sous-variété analytique réellea 



Démonstration : La proposition découle d'un théorème de _B!l_l=t_, _______ _ 

Malgrange [6] qui dit·: 

Soit V un sous-ensemble analytique réel d'un ouvert 

de !Rn et p e. V o Etant donnés un entier k et une fonction 
OIi 

g de classe ~ qui s'annule sur V 9 il existe une fonc-

tion analytique réelle f s'annulant sur un voisinage de p 

dans V et telle que 

On démontré la proposition 2o2 en appliquant le théorème 

ci-dessou~ dans le cas k=l ~ 

3o Nous sommes amenés a étudier si X est une variété 

topologiqueo On sait que 

(a) Si dim X= 1 1 l est une réunion de sphères en 

nombre égal au nombre de composantes irréductibles de X 

en p • Si X est irréductible elle est une variété topolo­

gique et ! est une sphère. Cependant~ X n'est jamais 

normalo (Nous supposons toujours que s(X) = {p}) o 

Donc pour dim X~ 2 on est amené à ne considérer que 

des singularités normàleso 

( b) Si dim X = 2 et X est normal alors 9 un résultat 

de Mumford [8J montre que X n'est jamais une variété et 

[ n'est j ama:is une sphèreo 

(c) Si dim X 4 3 on n'a p•s des résultats complets. 

D'abord 0 notons que di~(l) ~ 5 donc, d 9 après le 

théorème "de Poincaré" pour les variétés différentiables 0 J12] D 

Ï sera une sphère si ses groupes d'homologie a coefficients 

entiers sont ceux d'une sphère (de la m~me dimension) et si 

r est sim@lement connexe. On voit aussi que les conditions 

X est une variété en p et l est une sphère (topologique) 

sont équivalentes. 



Bornons-nous au cas où X est une hypersurfaceo 

Introduisons la notation suivante 

X = { Z € U c tn + 1 1 f ( z ) ~ 0} o 

B (resp.i) désigne la boule ouverte (resp. fermée)du 

même rayon que S o • 

Pou-r t· e œ . t 
xt {ze.Blf(z) = = t} • 

-t {zeBlf(z) t} X = = 
It = xt" s 0 

Pour '9 positif 

y = < t e œ I o < 1 t 1< 1)} 
1) 

E = { z e B j f ( z) € Y } 
r; 9 

= u xt 
t E Î 

'} 

Théorème 3ol Pour 1) assez petit et t E. y 
lJ 

on a -
(a) E __.. Y est un fibré différentiable {localement 

trivial). 

(b) xt est ;earallélisable. 

( C) lt est - (n-2) connexe-~ 

(d) (S11l) il (S,lt) ont le A 

ti;12e d'isoto12ie. meme 

( e) t . i=O i=n i=n H. ( X 9 7l) = 0 sauf 61 ~ 0 Pour Il l -=--=-
H: (Xt 117l) est,libreo 

l 

Remar~ue : Le théorème est vrai pour une hypersurface 

de n'importe quelle dimension. 

Corollaire 1 : Par (b) il {d) 9 l est le bord d'une 

variété parallélisable. 



Corollaire 2 : Dans le cas où dim X~ 3 en appli~ 

suant (c) 0 la dualité de Poincaré et la "conjecture"~ 

Poincaré II on déduit que l; est une sphèrè si Hn=l O:) = 0 o 

Nous allons citer un théorème de Brieskorn qui a été 

conjecturé par Milnoro 
n+l n 

Soit x = l z e: œ E a . 
i=o 

a. 
l. z. = 0 

l. 
(n~3) 0 où les a. 

l. 
sont 

de s en t i e r s ~ 2 o Alors s { X ) = { 0} e t 
a 

X est normalo Le 
a 

théorème donne des conditions nécessaire et suffisante sur 

a: (aooooo9&n) pour que 

nous introduisons le graphe 

X soit une variétéo D9 •bord 
a 

r(a) de a o On considère n+l 

points p09 ooooPn et on joint 

diviseur en commun de a. et 
l. 

si le plus grand 

~ 2 0 

X 
a 

est une variété si une des deux 

conditions suivantes est satisfaite 

a) f(a) a deux points isoléso 

b) r(a) a un point isolé et une composante connexe ayant 

un nombre impair des points .tels que (a.~a.) = 2 o 
l J 

La démonstration de ce théorème sera le but de l 0 exposé II 

D9 après le corollaire 3 du théorème 3ol il suffit de 

démontrer que Hn_1 (I(a)) = 0 0 où = X 1\ S o 
a 

Quand }:(a) est une sphère 9 la question de sa structure 

différentiable se poseo On sait 

Théorème 3o3 [2] : Chaque sphère différentiable qui est 

le bord d9 une variété parallélisable peut,être réalisée comme 

~ }:(a) pour un choix de a convenable (le choix de a 

nVest pas unique)o (voir aussi 1aexposé de Hirzebruch_,Séminaire 

Bourbaki 1966-67P Expo314)o 

Remarque Si I(a) est une sph~re~ elle sera toujours 

nouée dans S o 



Il est intéressant de rappeler un résultat de Nash {9] : 

Théo.rème 3o4: Soit M une variété différentiable 9 

connexe 

nomiale 
~=1(0) 

et compacte. Alors 9 il existe une application po+y= 

c> : raP ~ tR4 et une compo$a!).te connexe K de 

telle que dim(K) = dim ~"'"1 (o) 9 et que M soit 

difféomorphe à Ko 

Donc 9 les singularités de Brieskorcdonnent une expres­

sion explicite d 9 un tel 4 dans le cas des sphères diffe ... 

r~ntiables qui sont les bords de variétés parallélisableso 



E " n°· 7 xpose SINGULARITES DES HYPERSURFACES II 

par Thomas BLOOM 

Cet exposé est consacré à une étude détaillée de la 

topologie d 0 une hypersurfaceo En particulier nous donnerons 

des conditions nécessaires et suffisantes pour qu 0 une 

singularité de Brieskorhsoit une variété topologiqueo Cette 

question repose sur le calcul d'un groupe d 0 homologie l J o 

Dans le cas ~es singularités de Brieskorn,ce groupe d 0 homo= 

logie a été calèulé par Pham i(11J (voir aussi Milnor {7], 
par des méthodes topologiques qui utilisent la forme très 

simple des équations donnant les singularitéso Par contre 

nous utiliserons la théorie des résidus i la méthode des 

résidus est utilisée en géométrie algébrique pour des pro­

blèmes analogues et, dans le cas de la géométrie analytiquep 

peut éventuellement donner des résultats pour nWimporte 

quelle hypersurfaceo Suivant la thèse de Brieskorn nous 

développerons les méthodes dans la plus grande généralité 

possible à notre connaissance et, à titre d 9 exemple 9 nous 

les appliquerons aux singularités de Brieskorn o 

- le La Monodromie o 

lolo Soit D une hypersurface dvun ouvert Uctn+l et 

p e: D un point singulier isolé o 

Lemme 1 : SUJ2POSons que 

phe qui engendre 1 'idéal de D 

f soit une fonction holomor­

dans U o Posons ô.f = !!. 
- --- l ê>z. 

0 

Soit Z = l,ze:Ul~if=O i=O 90 oo,n} o Alors p est un point 

isolé de Z o 

l 



Démonstration ~ Soit Z' une composante irréductible de Z 9 as ... cma::i c:::::,c:mCD EIII m:sat ascm-=n 

f est constante sur Z' et donc 9 si psZ 0 
9 Z'cD o 

Mais 11 parce que f engendre l'idéal de D 9 Z OD =· {p} 1> 

et la démonstration est achevéeo 

lo2o Maintenant, soit s une sphère centrée en p de 

rayon assez petit et B la boule ouverte ·correspondanteo 

Soit r = s nn 0 Nous posons xt = {z e: BI f(z)=t} 1) 

E = ·u xt et X = E V (D n B) 
o<ltl<r 

oa r est asse~ petit (I 9 3ol) 

D'apris le lemme 1 11 ci-dessus 9 le~ fibres Xt sont 

des variétéso En fait 9 d 9 après Milnor [7] (aussi Io3ol) 

en dé signant T = l t e; C lo < 1 t 1 <r J 

(a) 1î . E --=J>. y est un fibré ( différentiablement . 
localement trivial) .. 

(b) Hn(Xtll?l) est libre de d:imlC 
q:{ z 

O 
9 ô o o 1) z n} 

rang 
(a. f) 

l. 

(r>.f) est 1 ° i dé al .de IC l z o Il o o o • zn l ettgendré- par les 
l. 

a:{z l)O·o·o·9Z }-

fonctions ôif o Notons que dime O n est fini 

(L f) 
l. 

par le Nullstellensatz et le lemme ci-dessus. 

( c) Pour s un nombre réel O<~<n on pose 

oa 

et -1( ) . E = 1r Y o Alors E 
s 

est difféo ... 
S S 

morphe au complémentaira d'un voisinage fermé N de E 
dans S tel.que E soit un rétracte de N 0 Alors_ par 

dualité d 9 Alexander et Poincaré 

Les termes de la suite spectrale donnant l'homologie 

du fibré E sont 



Îo3 

E2 = coke r (h ... l) E2 = ker(h=l) o,n 1 9 n 

E2 =· 0 autrement• p,q 

où h 0 H
0

(Xt 9 Zl) ➔ Hn(Xt9Zl) est .i 'action induite par un . 
générateur du groupe fondamental de Y oh est appelé la 

monodromieo Donc Hn_1 (î) = 0 si et seulement si (h=l) 

est un isomorphismeo 

lo3o Définition 1 g Le polynSme caract&ristique 6(l) est 

défini comme det (h-lÀ) a (h ... l) est un isomorphisme 

Comme les groupes Hn(Xt 9 ~) sont libres 9 il suffit 

d'étudier 1 9 action du groupe fondamental de la base sur les 

groupes de cohomologie H
0 (Xt 9 œ) o ~es fibres Xt et la 

base Y ~orit des variétés de Stein ce qui nous permettra de 

calculer cette action par des moyens "analytiques" o 

20 L'équation différentielle associée. à .la monodromieo 

2olo Pour un espace topologique T nous désignerons par œT 
le faisceaù constant sur T de fibre œ o 

Le système de coefficients locaux provenant 

fibré 1r g E ~ Y 
À 

= R nie ( œE ) ® lo/ œ r 
r 

Définition 2 i 

nvest pas triviale Le faisceau 

est un faisceau holomorphe& libreo 

un ~ -module sur une variété 
V 

complexe V o Soit 

Soit 
Ql 

V 
le crv-module ~e l=formes holo~orphes 

sur V ë Une conn.ex.ion., est une application œv=linéaire 



pour 

:F 4 o1 ® ~ telle que, 
V (r, 

V 

f € el 9 e lÊ: 'Ji' 9 p ( f e ) = fp ( e ) + df ® e 9 où 
V 

d e- =+ Q
1 est la déviation extérieure o 

V V 

Définition 3 g Une section s de ~ est appelée 

horizontale si p(s) = 0 

2o2o Maintenant 9 on constate qu'il existe sur Gn une 

connexion canonique lJ:r 9 la connexion de Gauss-Manin [4) 
dont les sections horizontales sont précisément Rnn*{tE) o 

Cette connexion peut être décrite facilement en coor­

données localeso Une section de Gn est représentée par 

une forme différentielle fermée w(z 9 t)dz qui est analytique 

en t o 

H ( w ( z,t) dx) = aw ( z 8 t) dz <'.:E) dt 
ë>t 

En composant avec 1 9 application 

donnée par f(t)dt®l Tl--> f(t)®l 

dérivation V i Gn -=1p,- Gn 

Ql ® Gn ➔ O' ® Gn ~· Gn 
y 

nous obtenons une 

2o3o Nous allons esquisser la méthode pour obtenir la mono­

dromie connaissant 1 9 action de V sur une famille des sec­

tions qui engendrent Gn o Donc 9 supposons que t~i1 

i=l 9 oook engendre Gn comme ~ =module et que y 

Vw. = -
l 

i a •• {t)w. o 
J lJ J 

Alors poùr ùne section w = L ~. w. de 
i l 1 

a •• w. 
lJ J 

= 0 () 



Îo5 

Donc~ nous obtenons une équation différentielle 

~ .A, ' ~ {t 1 9Ho9~k) = ou = 
dt 

et ... 
A {a .. (t)) est matrice ou = une 

lJ 
holomorphe dans y 

0 

Si la solution de cette équation est de la forme S(t)tM 0 

où S{t) est une matrice holomorphe dans Y et M une matrice 
2triM constante 9 alors e est une matrice qui correspond à la 

monodromie parce que les sections horizontales de H sont 

Rn,r*(ŒE) o 

2o4o Définition 4 ~ Une famille de classes d 9 homologie 

Y te: H
0 

{Xt .~) pour t dans un ouvert U de Y est dite 

horizontale si 8 pour toute section horizontale w de G0 

auadessus de U , on a dw{yt) 
= 0 • 

dt 

Remarque l : Si 1r·
1 (u) est difféomorphe à un produit 

U )( Xt et si Yt est une famille horizontale au-dessus de 

U 9 aÎors l 9 isomorphisme Hn(Xt 9 t) ~ H
0

(Xt 0 œ) donnée par la 
0 

structure de produit applique Yt sur Yt o 

4:') 

Remarque 2 ~ Si w est une section quelconque de G0 

une famille horizontale de c,lasses d 0 homolog.ie 9 alors 11 

dw(yt) 
0 

dt 

• 3o Le théorème des Résidusa 

Nous allons rappeler le théorème des résidus et donner 

la méthode pour l 9 appliquer à notre problèmeo 

3alo Soit W une sous-variété complexe de codimension k 

d 8 une variété complexe V o La suite de cohomologie à supports 



compacts. donne : 

~ 0 0 Q 

Par dualité de Poincaré, on obtient 

D'où 

-4. H (V-W) 
q 

--1>- H (V) 
q 

Pour une variété complexe N , nous désignerons par 

le faisceau des q-formes holomorphes 9 et nous poserons 

1Yé1q ( N ) = r ( N D n: ) 1) i q ( N ) = { w € ;Jt q ( N ) t dw = 0 } 0 

0 O 0 

0 0 0 

Introduisons ~q(V,W) = {we:3e 4(v ... w)lw à un pôle d'ordre 1 
0 

le long de W} • 

Lorsque la codimension de 

l'application res : s4+1 (V 9 W) 
0 

W est 1 9 on définit 

--:),, ! 4 (W) comme suite 

Pour chaque point p G W 9 il existe un voisinage U de p 

dans V et une fonction a holomorphe dans 

engendre 1 9 Idéal de w dans U. Alors 9 pour 

wlu = :a/\~+~ où 

a • On définit 

wlu s'écrit sous la forme 

indépendante du choix de 

u telle qµe a 
w e zq,+l(v W) 

0 D 

4>egq{U) est 

3.2. Théorême 1 (Leray-Norguet r5,10]} 
est commutatif: 

Le diagramme suivant 
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21r i re \ 

r 

(les flèches verticales proviennent du théorème de De Rham)o 

La formulation du théorème en termes d'homologie est : 

pour ir.>€t;+ 1
(V,W) t ye:H

4
(W) 11 ,2!L! 

Remarque 3 : Si V est le plan complexe 11 et W un point 11 

c'est la formule de Cauchy. 

3.3. Reprenaiiit maintenant les notations de là section 1 0 pour 

chaque te. Y 9 soit rest et rt les applications définies 
. d 1 . . ,., ,.._ "'' n + l ( X ) t . ci- essus pour a paire X O Xt • Soit w~~ e consi-

dérons [rest f~t] (le crochet dési~ne la c"lasse de cohomo­

lo·g'ie représentée par la forme fermée) •. [rest r:t J est une 
. Gn section de et on a 

Démonstration D'après la remarque 2(2.4), il suffit de 

démontrer que 

d f rest r:t 
rt 

[- 00 ] (y ) = l 
/.y 

(IJ - = 2nÎ 2tl ( f-t) 2 Il dt ( f-t) 2 t yt t 
.... 

{yt} est famille horizontale des classes d'homologie • ou une 

Mais, d'après le théorème 1 

d w -dt ( f-t) 



Pour tout t dans un voisinage assez petit de t
0 0 ôyt sera 

représenté par un cycle fixe dans x· - Xt et donc en échangeant 

intégration et différentiation on a 

3o4o Toute forme w est cohomologue dans X - Xt à une 
( :t-t) 2 

forme ayant un pôle d'ordre 1 le long de Xt O c'est-à-dire 9 

un élément de ~n+l(X X ) o Nous allons expliciter une telle formeo 
0 D t 

Soit 

L'application 

l'idéal de e-x engendré par air (i=0 0 ooodn) • 

O'n+l ~ J donnée par ( s no'° os ) i---+ L s · 
x o n i=o 1 

est surjectiveo Par le Nullstellensatz il existe un entier k 

ù.f 
1 

tel que fkrs r(X 9 'J) et X étant une variété de Stein 0 donc 

l'applicatic,>n r(x,0-
1
1+

1 ) ~ f(X 0 ~) étant surjective 0 il existe 
X 

des fonctions holomorphes 
-~ k 
l h. a.r = r o 

i=o l l 

h 1 ooo 0 h o n sur X telles que 

Lemme 3 : Soit g holomorphe sur X o Les formes suivantes 

sont cohomologues dans X - Xt : 

Démonstration : 

= 

Mais 

et 

dz "' o o " dz o n 

f
k 

g = 

( f k-1+ +tk-1 
~ e o o 

(f-t) 

n. 

I 
i=o 

1 

ë>(h.g)) 
--

1
-' dz 

ê>Z. . 
l 

où dz= dz " •• "dz o n 

dz " o o " dz o n 

g ('f k- l + o o o + t k- l ) 

f-t 

ktk-lg 
dz rv ---- dz o 

f-t 



- 4o Les singularités de Brieskorno 

4alo A titre d 0 exemple 9 considérons 
a ··o 

f(z) = z +a••+ 
0 

Lemme 4 (démontré dans section 5 

i=(i 9000 .. i) 
- o • n 

avec O~i ~a -2 o Soit 
k ·k -

1.11, 

Soit i un multi-indice 

la section de G~ 
1 

définie par 

d t Gn o wi engen ren 

Remarques : Notons que d 9 apr~s le résultat de Milnor [1,2(b)] 
n 
rr 

i=o 
(a,-1) et donc les w. 

1 
sont indé-

pendants o 

On a 

h. = 
l. 

z • 
l. 

a. 
l. 

n 
r = r . 

1=0 

1 

z • 
1 a.r o C9 est-à-dire qu'on peut prendre a. 1 
l. 

Donc 9 appliquant lemme 2(3o3) et lemme 3(3o4) nous obtenons 

o ( 
1

k+ 1) -1 , . ,,. ,,. ( ) vw. = -1 + - ·t w. o Utilisant le procede de 2o3 on 
1 ak 1 

d~. ( obtient liéquation différentielle ~ = 1 = 2 
dt · k 

qui 

, +l 

,(t) = t ({1- l 
1

: _)ô 1j) o Donc une matrice a pour solution 

qui donne la monodromie est e 

k 0 

l. 

2ni(l - l _l!l) S •. 
k ak l.J 

et le polynôme 

caractéristique est 6 (À) = n 
o<j<a 

2,r i 
.., e 

i jk/ak) 

a 

4o2o (h=l) est un isomorphisme si et seulement s1 

par lo3o 

6 (1) = + l 
a 



îolO 

Nous considérons un graphe î(a) construit avec (n+l) points 

p ~ooo,P o On joint p. et p. si (a. 9 a.)~2 
0 n l J l J 

Pour une composante connexe K de î(a) on introduit la condi­

tion suivanteo 

(B) Le cardinal de K est impair et pour p. 9 p.~ K ( i:!fj) 
l J 

alors (a, 9 a.) = 2 (En particulier si K satisfait à (B) et 
l J . 

possède un point dont le a. est impair, alors K est réduit à 
l 

ce pointe Le théorème sera une conséquence du 

Théorème 2 : 6 (1) = ±. 1 
a 

précisément quand r ( a ) p o s s è de 

(B) au moins deux composantes connexes ayant la propriété 

(cVest la condition de I théorème 3o2·)o 

Démonstration ~ 6 (1) 
~~-~~--~---~~ a 

est un polynôme à coefficients entiers 

ayant pour racines des racines dwunitéo Alors 

6 (A) = JI ad 0,) 
.... les ad ('À) sont des ou 

a 
V V 

polynômes cyclotomiqueso 

Donc 61(1) = 0 e (1) = q si • m 
q 

ed(l) = 1 autremento 

Pour chaque composante connexe 

nombre V (K) des J = ( j k) tels que 

O<j <a 
k k 

et e 

d 
V 

2TTi I 
k 

vaut 

jk 

ak 
1 = 0 

1 9 tout v(K) 

V 

q est premier et 

K de G on introduit le a 
si pke: K 9 on ait 

est strictement positifo Donc si un 

Si un d" 

un v(K) 

est une puissance d'un nombre premier 0 alors au plus 

est nul. 

Le théorème est maintenant une conséquence immédiate du 

lemme ci-dessouso 

&emme 5 : v(K) = 0 si et seulement s1 K satisfait la 

condition (B)o 



îoll 

Démonstration : Si K satisfait (B) alors évidemment v(K) = 0 o ------~-------Il faut démontrer que si K ne satisfait pas (B), alors v(K)>O o 

On suppose que r~l o Soit 

[a , ... ,a] = o r 
PoPoCoMo des 

nl 
q

1 
o o o 

ak o Soit 

décomposition en entiers premiers du 

ak = ra 9 o o o II arl_,/· . 
- 0 1/ .. 

ak 

Nous considérons la ~ongruence 

n. 
Dans le cas où ak \ O(qi 1

) pour plus d'un ak 9 alors 9 pour 

q. ~ 2 il existe une solution (x. 90 o oi,X • ) telle que 
l 10 lr n. 

ak Xik I O(qi 1
) • Cela vaut aussi pour q. = 2 

l 
sauf dans le cas 

n. 
suiva~t : ak. 0(2 1

) pour un nombre impair des ak et pour tous 

n .... l 
sauf un ak = 0(2 

1 
) 

existe un k tel que 
0 

Alors on choisit Xik 
0 

Maintenant, soit 

• 

= 

Dans ce 

ak X·k 
0 J 0 

0(2i) 

cas 0 par la propriété (B) 9 

n 
\ O(q.o) pour un q. ~ 2 0 

J J 

et ak X •. lk ~ 0(2i) pour les 

(x 011 ooo,x 1 ) est une solution de la congruence ci-dessus ·pour 

i=l,000 1 s et par construction, pour chaque k il existe au 

Si alors 

e 

O<j <q 
k k et 

= l o C9 est-à-dire, v(K)>O o 

il 

autres 
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5 L ~ ~ t d Gn A "" o • es. genera eurs e v 

5olo Soit V une variété de Stein de dimension n+l et W une 

sous-variété de codimension 1. S6it h une fonction holomorphe 

sur V qui engendre l'idéal de W o 

Lemme 6:: Si Hn+l(v,œ) = 0 0 alors 

Démonstration : Pour 
a,ec:::1-~,mm=i&:!lc=-=o-c:::1ct 

q un entier >O O nous posons 

o4 = n4 © Cl et 
W V (J W 

V 

Donc n1 = n1 
(J ~ où ~ est le faisceau conormal à 

V o h 

Alors 

w w w w 

définit un isomorphisme 

-n '2 w 

w dans 

(produit extérieur par dh) est surjective 0 et son noyau est 

n:-l 11. ?;t,w o Donc on a un isomorphisme de faisceaux cohérents sur 

W. nn ,:'OJ .. nn+l ~ • .;ï,n+l(w) --- .,-9n(w) , uw uw 9 et on des1gne par T (1b --,.... (Tb 

l'isomorphisme correspondant. Soit µ : ae;(V 0W) ~- 'Jeq(V) 

1visomorphisme multiplication par h et p la restriction 

~ 4 (v) ~ jeq(W) 8 qui est surjective. L'application 

re s : est n+l n+l 
T o P o µ o 

Tenant compte de~ dimensions 9 on voit que dans l~ di~gramme 

commutatif : 

21ri res -aen { W) ! 

ij 
r Hn(w,a:) 
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r est un isomorphisme, et i et J sont surjectifs. 

Nous allons calculer 

le diagramme commutatif : 

ker i = 
-1 res (ker j) en considérant 

%n+l(V W) 
0 ' 

-X.+ Jen+l(V) ~ 3-en+l {W) 

10 

Î l\dh IAdh ~ 
Jen{V) -4,. ;Jen{W) ~ 3en {W) 

td Îa 
·di~- 1 {V ,W) ---+ 3en-l{V) JGn-l{W) 

L'application ë!ln-l(V) --+ '3e,n-l{W) est surjective parce que V 

est une variété de Stein. La flèche à gauche, ~, est donnée par 

W i-+- d W i\ dh • 

Maintenant 
-1 ( . ) res ker J = 

Puisque 

ker(j) 

ker(res) 

= d ( ~ n-1 (W)) ) 

+ dh '/\ d % n-l ( V W) 
0 t 

+ dh /\ d Jt n - l ( V , W ) 
0 

et donc k e r i c d ~ n ( V , W ) o Mai s k e r i ::, d ~ n, ( V , W ) 
0 0 

et donc ker i = d '3en(V W) () cle,n+l(V W) 
0 9 0 9 

qui est donc égal à !:len+l(V) + dh /\ d"Jen-l(V,W) 0 
0 

Maintenant, Hn(W,œ) Z Hn+l(V-W,~) 

"lon+:l(V W) 
-::: ()l, o___-!--- = 

ker i 

A l'aide de 1visomorphisme "Multiplication par 

obtenons enfin 

h" nous 9 
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5o2o Nous reprenons la situation de section lo 

Définition : Un élément de CJ{,n+l(X) est appelé J>Olynomial 

s'il est de la forme P(z) dz où P est un polynômeo 

Si on munit de la topologie Euclidienne d'un 

espace vectoriel de dimension finie et Je. n+l(X) de la topologie 

induite par l'isomorphisme donné par 

g(z) dz 1----+- g(z) 9 où ;Jf,
0 (X) est muni de la topologie de 

convergence uniforme sur les compacts de X alors l'application 

Jen+l(X) n+l donnée g(z) r~ dzl -+-- H (X-Xt 9 1C) par dz ~ 
- f-t -

est continue. Donc il existe une base .de Hn+l(X-Xt
9
Q:) qui est 

représentée par des éléments polynomiale de ~n+l{X) 
~ 

a a 
Ici, f 0 + 0 0 0 + n (a.~2) et choisissant = z z en 

0 n 1 . 

ZJ 
A A 

1) = dz A o • A dzOl A o o t\dzf3Aoo /\ dz on note que 
0 n Il 

et ( 2) 

Maiu, modulo (1) et (2.) chaque élément polynomial de 
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"Je,n+l(X) est équivalent à un élément de la forme 

Donc les ~- du lemme 4{4ol} engendrent Gn o 
l 

[3] 

[5] 

(6] 

[7] 

[8] 

[9] 
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UN THEOREME DE DUALITE POUR LA COHOMOLOGIE DQUN 

ESPACE ANALYTIQUE A VALEUR DANS UN FAISCEAU C0HERENTa 

Io Introduction 

par Gabriel RUGETo 

Ao Le théorème de dualité de SERREo 

Soit X une variét' analytique complexe de dimension Dg 

dénombrable à 1 9 infini ; appelons fi le fais ce au de,s g~;r,me ~ 

de fonctions holomorphes sur X, et n le faisceau des 

ge~mes de formes différentielles holomorphes de degr& D 

sur X o Dans [3] 0 SERRE explicite 9 pour tout entier p 9 et 

tout cr-module localement libre F ~ une topologie {de quo= 

tient de Fréchet) sur le groupe HP(X,F) 9 et un accouplement 

(où 1°indice c désigne la famille des compacts de X) qui~ 

lorsque les groupes HP{X0 F) et Hp+l(X,F) sont séparésv 

fait de Hn-p(X,Hom(F 9 Q) le dual topologique de HP(X;F) a 
C -

La démonstration de SERRE s 9étend [4] ~u cas où F est un 

quelconque O-module cohérent (à condition de remplacer 

Hn-p(X&Hom(F 0 n)) par Extn-p(X;F 9 0)) • mais en utilisant des 
C - · C · 

théorèmes difficiles (avec les notations de SCHWARTZj ~ est 

un cr-module plat, m' est un cr -module injectif)i puisque 
X X 

provenant de la division des distribution·so Nous allons 

montrer, en suivant des idées de GROTHENDIECK transmises par 

MALGRANGE0 que le théorème de dualité pour les faisceaux 
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cohérents sur les variétés analytiques est formellement 

beaucoup plus sim.ple que cela {pour cette partie O voir aussi 

(5] ), et qu'il peut même être généralisé aux espaces analy~ 

tiques, à condition de remplacer n par un complexe "dua­

lisant" convenable, et les Ext par des Hyperexto 

Démontrons d'abord l'élément de théorème de SERRE que 

nous utiliserons. 

Lemme l : Si X 

nul pour i - n ; ~(X) 
n le dual est H (X 9 !'l) o 
C 

est une variété de Stein, H
1 {X,n) est 
C -

est un espace de Fréchet-Montel dont 

Démonstration 
__ IID _________ _ 

Les complexes 

0 
d" 

et 

0 0 0 0 

. . 
où t 1 •J (resp.:I> 1 J.:9 J) désigne le faisceau des germes de 

formes différentielles de type i,j à coefficients C 
CIO 

(resp. distributions) 9 sont des résolutions fines de O et 

n respectivemento Le groupe HP(x,~) {respo Hn-p(X n)) 
•' C • 

est donc 1~ p+l 1 eme groupe d'homologie (eh partant de la 

gauche) du complexe 

0 1) 1) 

D
n 
~ t 0 'n(X) ....,. 0 

Il y a sur chaque -t 11 J(x) une topologie naturelle d'espace 

de Fréchet-Montel ; pour ces topologies, ies applications 

nP sont continues, et le second complexe ~•est autre que 

le dual topologique du premiero Les séparés as~ociés aux 



groupes d'homologie des deux complexes (le second muni de la 

topologie forte} sont 

,,,...p p+l - p 
H (X 110) = ker D /im D 

"n-p p .-- p+ 1 
H (X 9 0) = ker B /1m B o Il C 

On vérifie facilement qu'il existe une application linéaire 

surjective naturelle du second sur le dual topologique du 

premier 

l 9 image 

vi té de 

; on voit aussi 
de Dp+l 'n 9 est 

t 0 •P(X}} o Si 

que cette application est injective (si 

pas fermée 9 on utilise la semi-réflexi­

X est de Stein 11 les Hi(X,O} 0 l~i~n 9 

sont nuls ; donc, 1 9 image de D1 est un Fréchet, et 

homomorphisme sur son image ; alors 11 1' image de Bi 

i 
D est un 

est fermée 

et le lemme s 0 ensuito 

Nous aurions aussi bien pu obtenir une bijection de ~(X} 

sur le dual de Hn(X 9 0} 
C 

l (l'application trace 

intégration}o Soit F 

pour les Ext 

appelons trace l'image de la fonction 

de Hn(X 9 0} dans ~ correspond à une 
C 

un 6-moduleo Le produit de composition 

suivi de la trace, nous donne un accouplement canonique 

(1) 0 

Lemme 2 : Si X est une variété de Stein 9 et si le 

~-module F admet une résolution libre finie. les groupes 

Ext~(X;F 9 0} sont nuls pour i ~ n II et 1 9 accouplement (1) 

induit un isomorphisme de Ext~(X9F 110} sur le dual topologique 

de H0 (X11F) o 

Ceci résulte du lemme 1 9 par récurrence sur le minimum des 

longueurs des résolutions libres de F o 



Bo Un peu de vocabulaire d'algèbre homologiqueo 

Les rappels qui vont suivre (§ol) étant vraiment squelet= 

tiques, nous oonseillons au lecteur non averti du formalisme 

des catégories dérivées de consulter les premières pages de 

[ 2] par exemple o 

lo Soit A une catégorie abélienne, et C(A) la caté­

gorie des complexes bornés à gauche d'objets de A (différen~ 

tielles de degré +l I morphismes de degré O)o Nous appelle~ 

rons T l 9 automorphisme de C(A) consistant en la translation 

d'un cran à gauche des complexes 1 accompagnie du changement de 

signe de toutes les différentielleso 

Un objet de C(A) sera dit acyclique si tous ses objets 

de cohomologie sont nulso Soit u : X0 
-.. Y0 un morphisme 

de C(A) ; on dira que c'est un quasi-isomorphisme s'il induit 

un isomorphisme des objets de cohomologie de X 0 sur ceux de 

Y0 d d" ~ Y0 est une re,.solu-; ans ce cas,-on ira encore que --,,-

tien de X 0 o Le cylindre du morphisme u e~t le complexe 

T(X0
) + Y0 

9 muni de la différentielle 
0 ') 

d o I 1 e et 
y 

équivalent d 9 affirmer que u est un quasi~isomorphisme 1 ou que 

son ~ylindre est acycliqueo 

Si tout objet de A peut être plongé dans un objet injec­

tif (on dit alors que A possède assez d'injectifs), tout objet 

de C(A) admet une résolution par un complexe borné à gauche 

d~objets injectifs (on remarque qu 0 une telle résolution est 

inversible à hdmotopie près)o 

Soient A et B deux catégories abéliennes (A possédant 

assez d 9 injectifs) 0 et F un foncteur additif de A dans B ~ 

On peut alors caractériser axiomatiquement et construire une 

suite de foncteurs RiF : C(A) ~ B appelés dér,ivés à drofte 

de F (les objets RiF(X 0
) "sont" les objets de cohomologie 



de F(I 0
) 9 où I 0 est une quelconque résolution injective de 

X0 )o Deux morphismes homotopes de C(A) ont même image par 
l RF 9 et de plus, ces foncteurs transforment les quasi=isomor= 

sera dit F=acy-phismes en isomorphismeso Un objet Z de A 

clique si 9 tous les RiF(Z 0
) sont nuls, où Z0 est le complexe ..... 

dont la seule composante non nulle est la 0 1 eme 9 égale à Z 0 

Si X0 est un complexe acyclique d'objets F=acycliques 9 F(X 0
) 

est acyclique ; de même~ si u est un quasi-isomorphisme entre 

deux complexes d'objets F-acycliques, F(u) est un quasi-isomor­

phismeo On peut calculer les RiF(X 0

) à l'aide d'une quelconque 

résolution de X0 par un complexe d'objets F-acycliqueso· 

2o Soient maintenant M0 et N° deux complexes d'espaces 

de Fréchet (à différentielles linéaires continues), et u un. 

morphisme (linéaire continu de degré 0) de M0 dans N° o On 

peut encore définir le cylindre de u, et il est équivalent . 

que ce cylindre soit acyclique, ou que u soit un quasi-isomor­

phisme (au sens purement algébrique)o 

Lemme 3 : il u est un quasi-isomorphisme algébrique 9 g 
est un quasi-isomorphisme topologique, c'est~à-dire qu'il induit 

des isomorphismes entre les espaces de cohomologie de M0 il 
N° 0 munis de leurs topolOgies naturelles (sui ne sOnt pas néces­

sairement séparéeS)o 

Démonstration: Si Hi et Ki sont les espaces de cohomologie 
-=i~c:iici;;a~~m;l'l;Q-IIQCE1o;;:,11ma::a 

de M0 et N° respectivement, il suffit de montrer que u 

transforme l'adhérence de O dans Hi en 1vadhérence de 0 

dans Ki o Soient- ·zi et Ti les espac~s de cycles de ~egré 1 

de M0 et N° respectivement ; ce sont des espaces de Fréchete 

i-1 
N 

- i 1 Prenons ce d ( N - ) ; nous voulons le 

d en ae: -b(Mi-1) • relever, modulo un bor 9 

N
i-1 Soit c une suite dans telle que 

n 
c = lim d(c ) • L'application 

. n . . 
(u,d) :' Z1

@ N1 -l ....- T1 étant surjec-

tive9 la suite convergente d(c ) se relève en une suite 
n 



convergente, soit d(c ) = u(a) + d(c 9 ) , 
n n n 

a 
n 

a 9 et 

c 9 ...,. c 9 o Puisque n u(a ) est un bord 9 n 

avec 

a en est aussi uno 
n 

Nous avons ·donc 

Nous n 9 avons en fait utilisé de l'hypothèse "Fréchet" que le 

théorème du graphe ferméo Le lemme est donc vrai pour les com­

plexes de duals de Fréchet-Schwartzo 

Lemme 4 g Soit u un quasi-isomorphisme d'un complexe 

diespaces de Fréchet dans un autreo Alors, le morphisme trans­

posé est un quasi-isomorphisme. 

En effet, le cylindre C0 de u est acyclique, les diffé­

rentielles de C0 sont des homomorphismes 9 et le dual C0 * de 

C0 est acycliqueo 

Co Complexe dualisant d 9 un espace analytiqueo 

Etant donné un espace analytique X dénombrable à l'infiniD 

de dimension bornée, nous voulons construire un complexe Ki de 

~X-modules tel que 9 pour tout ~X-module cohérent F , et pour 

tout entier p D nous puissions définir une topologie canonique 

sur HP(X 9 F) et sur Ext~P(X;F 9KX) et un accouplement entre ces 

' . d . b'. ' (l) ,. ,, d 1 9 1 espaces qui in u1se une 1Ject1on du separe e un sur e 

dual topologique du séparé de 1 9 autreD le tout devant redonner 9 

si X est lisse, les résultats rappelés au §oA (modulo la subs-

titution9 si X est de dimension n & de Ext-p(X;F 0Ô) à 
C 

Ext~-p(X;F,n) 9 où G est le complexe TnO )o 

Une solution à ce problème est de construire 

1°) Pour toute variété 

queD pour tout entier p 

V 9 une résolution 

et tout point x de 

(1) en fait un isomorphismeo 

K~ de nv 
p 

V a KV 
9X 

telle 

soit 



un OV -module injectife 
eX 

2°) Pour tout plongement f dvune variété V dans une autre 

W 9 un isomorphisme canonique de complexes de Ov=modules 

Nous décrirons dans 1°exposé suivant une façon de faireo 

Nous allons maintenant 9 supposant que nous disposons des K; et 

des f 9 construire Ki o 

Soit U un ouvert de X w réalisé comme sous-ensemble analytique 

dvune variété V O Le complexe K~ = Hom{V;crU,K~) {où OU dé-

signe l 9 image directe de ~U par la réalisation} 9 considéré 

comme ~u-module» ne dépend pas de la réalisation de U 9 d'après 

la fonctorialité des f o En recouvrant X par des ouverts 

"réalisables" 9 nous obtenons donc 9 par recollement 9 un complexe 

de crx=modules que nous notons Ki o 

Lemme 5 ~ Soient,e11 U un ouvert de X 9 ,2! F un cru-module o 

Supposons que U soit réalisable comme sousmensemble analytique 

d 0 une variété de Stein V 0 et que 0 dans une telle réalisation 0 

le faisceau F admette une résolution libre finieo Alors 9 les -
groupes Ext!{u;F~K~) sont nuls pour i; 0 9 il Ext~{U;F 0 K~) 

est canoniquement isomorphe au dual topologique de H0 (U0 F) o 

0 -H (V 9 F) 9 dont le dual 

. 
trouver, pour tout i 9 un isomorphisme canonique de Ext~(VtF 9ÔV) 

une résolution de Ko 
V 

(ou aussi 

~ bien de OV) fine à fibres injectives (par exemple la résolution 

"canonique") o On vérifie facilement que le complexe de Ou=modules 

Hom(V;O'U9 I 0
) est alors fin à fibres injectiveso Pour démontrer 

que ce complexe est ~e résolution de Hom(V;O'U9 K~) = K~ 11 il 



. . 
suffit de voir que tous les faisceaux K1 et 

V 
Il sont 

~om(V 90U9 a)-acycliques g propriété qui tient à la cohérence de 

OU _et à 1°injectivité des fibres de ces faisceaux (!~!(V,OU90 ) 

commute avec le passage aux fibres)a Montrons maintenant que les 

rP sont Hom {V,Fpa)-acycliques gnous venons d 9 expliquer pour-c 

quoi ils sont 

.!!.2.! ( V 9 F 9 I p ) 

Hom(VpF9 a)=acycliquea , de plus~ le faisceau 

est fin~ donc r =acycliqueo Il résulte alors de la 
C 

suite spectrale donnant les dérivés d 9 un 

que rP est r Hom(VBF~a)-~cycliqueo De c-
sont Hom (U;F,o)-acycliquesa Ainsi 0 les 

C 

groupes d 9 homologie du complexe 

composé de deux foncteurs 
"" ( - p) meme~ les ~ V,~u,I 

1( - r- ) Extc V;F 9 0V sont les 

tandis que les 

complexe 

sont les groupes d 9homologie du 

Or 11 ce's deux complexes sont évidemment isomorphesa 

Do Démonstration du théorème de dualitéo 

Soit X un espace analytique dénombrable à 1 9 infini de 

dimension bornéeg et F un faisceau cohérent de crx-modulesa 

On peut trouver de~ recouvrements dénombrables localement finis 

arbitrairement fins de X par des ouverts vérifiant chacun 9 

relativement au faisceau Fi les hypothèses du lemme 5o Soit 

'U= {U.} .. un tel recouvrementa Les U. étant de Steinp le 
l 1eI 1 

théorème de Leray 9 joint au théorème B~ nous dit que les groupes 

Hi(X 11F) sont les groupes de cohomologie du complexe 



qui est un complexe d'espaces de Fréchet-Schwartzo Nous avons 

ainsi muni les H1 (X,F) de topologies, indépendantes du recou­

vrement CU- choisi, d'après le lemme 3o Le dual topologique du 

complexe de cochaînes (2) est, d'après le lemme 5, canoniquement 

isomorphe au complexe de chaînes finies 

( 3) 

où les Ext sont reliés par les flèches d'agrandissement évi-
c 

dentés (prolongement par zéro)o Pour interpréter l'hdmologie de 

ce complexe, considérons une résolution injective 1° de Ki , 

et le double complexe 

(4) 

Si nous calculons 1 9hyperhomologie de (4) en dérivant d'abord 

par rapport à j , nous trouvons 1 9 homologie de (3) (la suite 

t 1 t d ,, ,, ,, ,, d' ' 1 1 5) D' . d 9 b d spec ra e es egeneree, apres e emme o er1vons a or . 
par rapport à i : LJ étant injectif, le faisceau Hom(X;F 9LJ) 

est flasque, donc c-mou, la deuxième suite spectrale de (4) 
est aussi dégénérée [1], et son hyperhomologie se r&dui~ à 

l'homologie de Homc(X;F 9 Lj) , c 0 est-à-dire aux Ext~(X;F~Ki) o 

D9 après les lemmes 3 et 4, nous avons ain~i obtenu des topologies 

canoniques sur les Èxt~{X;F 1K~) et des accouplements des mêmes 

avec les H-P(t,F) (le signe provient de ce que le complexe 

simple associé à (4) est gradué par j~i), accouplements qui 

~etterit en dualité lès séparés associés. 



[1] 

[2] 
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[41 
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Exposé n° 19 UN THEOREME DE DUALITEo 

IIo Le complexe dualisant (l) 

par Gabriel RUGETo 

Dans une première partie, nous allons construire, étant 

donné un germe en un point x de variété analytique complexe 

V , ce qui sera la fibre en x du complexe Ky o A tout germe 

de plongement du germe (V,x) dans un autre germe (W,y) t nous 

associerons un isomorphisme f de K0 sur 
X V ,x 

Hom~ (~V x K~ ) (lequel, en vertu de la cohérence de f*~V 1 

w,y ' ' ,Y 

ne sera autre que la fibre en x de Hom(W;f*rrv,K~)) 9 foncto­

riellement par rapport à la composition des plongements. Dans 

une deuxième partie, nous indiquerons quelle topologie sur 

u en fait le complexe de faisceaux Ky o Nous laisse-
xe.V 

rons au lecteur le soin de se convaincre qu'étant donné un 

plongement f de V dans 

recollent en un isomorphisme 

W, les isomorphismes f se 
X 

f de Ky sur Hom(W;f~ôv•K~) o 

Le lecteur non averti pourra consulter les paragraphes 1 

et 2 du chapitre IV de (RDJ , qui sera presque notre unique 

référence. 

Ao La fibre du complexe dualisant. 

Etant donné un germe de variété (V,x) 9 appelons A 

l'anneau cr ; Spec A désigne le spectre premier de A 9 v,x 
et Î le faisceau·canonique sur Spec A o Si zP désigne 

(1) Une première version de ce qui suit a été écrite en àvril 
1968 par JoPo Ramiso 



l'ensemble des points de Spec A de codimension -~p 9 le 

complexe de Cousin de A relatif à la filtration zP de 

Spec A est le complexe 

0 --+-
1 ,-J 

g 1 2 (A) 
Z /Z 

~ o e o 

L'espace topologique Spec A est noethérien • ses fermés 

irréductibles ont un unique point générique ô les zP sont 

stables par spécialisation 0 et tout point de zP_zp+l est 

maximal dans zP o Il en résulte des isomorphismes fonctoriels 

canoniques [RD motif F page 225] 

( 1) 1 'I 

est la fibre en a de l!icx) D et où 

désigne le faisceau qui est constant et égal à G 

de a 9 et qui est nul ailleurso 

i ( G) 
a 

le long 

Les H4 (A) 
-zP;zP+l 

sont nuls pour q>p [ RD 1 e mme 9 2 a 4 

page 235]e et aussi pour q<p (car 

Macaulay)o L0 application naturelle 

l'anneau A est Cohen-

A _. H0 

1
(A) fait 

-z 0 /z 
donc [RD proposition 206 page 237] du complexe de Cousin une 

résolution flasque de A o Il en résulte que le complexe 

0 -+ rH
1 

2(A) 
-z 0 /z 

est une résolution de fA = A (les Hi(Spec sont nuls 

pour i>OI)o Appelons-le LV0 
• et vérifions que c'est un 

eX 

complexe de A-modules injectifs ~ d'après (1) 8 et la noethéria-

nité de A » il suffit de vérifier que les HP(A) 0 pour 
a 

a€ zP .... zP+l 9 sont A-injectifso Or 9 on sait [LC 4o13] que 

HP(A) est une enveloppe injective sur A du corps résiduel a a 
k(<X) o 
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,, 
Par exemple., s l. V est une c:ourbe 9 on obtient comme reso-

lution de 0 le complexe 0 -+- ,tu ~ :>t /rJ ~ 0 
.... 

D ou 
X X X X· 

')li. 
X 

est 1 9 anneau des germes de fonctions méromorphes en X 

Nous poserons KO = Td im V (LO ® n ) 
V V A VnX 

0 

0 X I X • 

Lorsque f est un isomorphisme local d'un germe (V,x) 
sur un autre (Wpy) 9 l 9 isomorphisme f va de ~oio Envisa­

x 
geons maintenant le cas où (V 9 x) est un germe de sous-

variété de codimension 1 de ( w • y ) : p o sons A = dv 0 
oX 

0 

B = 0 0 et choisissons une fonction régulière 
W~y 

z e: B défi-

nissant V o .La suite 

0 4A 

où µz désigne la multiplication par z et p la restriction 9 

est exacte ; p induit une application r qui fait de Spec A 

un sous-espace de Spec B o La suite de faisceaux sur Spec B 

,,.., 
0 -+ B 

est exacteo Nous appellerons zP(respo Tp) l'ensemble des 

points de codimension de 
trace de TP sur Spec A est 

Spec A(respo Spec B) , la 

égale à zP-l o Nous voulons 

interpréter Ho mB ( A ~ r HP 
1 

( Ê ) ) = 
-Tp/Tp+ 

1 1 Ho mB ( A • H ~ ( B) ) o 

6 E Tp-Tp+l 

Orv HomB(A9 H~(B)) s 0 identifie au noyau de µz : H:(B)-+- H~(B) 

morphisme qui sîinsère dans la suite exacte 

dont le . 
est nul (B est Cohen-Macaulay)• Si premier groupe 

S l Spec A, Spec B - Speè A est un voisinage de s 9 sur 

lequel faisceau 
rv 

le r A est nul . donc, 
➔ 

a 



H~-
1

(r*A) = HomB(A.H~(B)) = 0 o Si S ESpec A 0 

p-1 ( /V) p-1 ( ~ ) H8 Spec B;r~A s'identifie à H
8 

Spec A;A 0 et ainsi 

l 1 Ho mB ( A 9 H ~ (B) ) s ' ide nt if i e à l J 
f3 E. Tp-Tp+l a~ zP- -

= rHP-l (A) : nous avons obtenu un isomorphisme 
-zP-l;zP 

dant du générateur choisi z de l'idéal de V) 

6 Lvp-l ~ HomB(A.Lwp ) 0 

Z oX eY 

Nous allons en déduire un isomorphisme 

fi 
z 

Il suffit pour cela d'indiquer qu'il y a un isomorphisme 

naturel 

provenant du p-morphisme dè n dans W,y n qui, à la v,x 
forme différentielle holomorphe $Adz i. associe la forme 

( dépen-

on vérifie enfin que l'isomorphisme f 
de z (si on remplace z par 

décrit ne dépend pas 

est multiplié par 

( -1 z/zi)lv , et w aussi 
( 1 ) 

Bo Le recollement des fibreso 

Etant donné un ouvert U de œn, nous allons indiquer 

comment on recolle les complexes L 0 aux divers points U,x 
x e. U pour obtenir une résolution à fibres injectives Lû de 

~U o Etant donnée ensuite une variété V 9 pour obtenir K; , 
il ne restera plus qu'à recoller des Lû 9 puis à tensoriser 

(1) On a pu reconnaître le formalisme de la construction d'une 
classe-résiduo 
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au-dessus de OV par QV o 

Si K est un polydisque de (Cn 9 d'intérieur non .vide 9 

l'anneau OK des germes de fonctions holomorphes au voisinage 

de K est noethérien [1] • Nous appellerons 1· 
K le complexe 

des sections globales (sur Spec OK) du complexe de Cousin de 

'a 0 Si K' est un sous-polydisque de K • d'intérieur non 
K 

vide 9 et si PKK' est l'application restriction de O'K dans 

OK V il existe un PKK9 -morphisme naturel de 1· dans Li, • • K D 

de ... si x~K il pKx-morphisme naturel de Lo meme9 ' 
y a un 

K 
dans 1· et nous bornerons fait ... construire 9 nous en a ce 

X 

dernier. Nous montrerons ensuite que le morphisme 

hl.s..1° ~ 1° est un isomorphisme. Il sera alors loisible de xiK K x 

décider qu'une section au-dessus d'un ouvert U de œn de la 

collection des L 0 (xsU) est co'ntinue si, localement, elle 
X 

est induite par un élément d'un Li. 

1. Le morphisme 1° ~ 1° • 
K X 

D9 après .(1) 9 nous devons construire un pKx-morphisme l 

de H~(â'K) (où a est un point de codimension p de 

Spec OK) dans j I nP
6

(î) (les notations sont celles 
B azP_zp+l 

de la première partie). Nous n'expliciterons que le cas p~2 g 

pour p = 0 9 1 9 la situation est semblable. Interprétons 

d 9 abord H~(ÔK) : c'est la limite, pour les ouverts U (on 

peut se limiter aux ouverts affines) contenant a 9 de 
p ,.., . i ,,..., 

Ha(U,O'K) o Lorsque U est aff1ne 9 H (U;CTK) est nul pour i ➔ l • 

p ( ~ ) ... p .. 1 ( - ~ ) . et Hâ U;OK s'identifie a H U-a;OK • Soit alors fj un 

système de générateurs de l'idéal de ~K correspondant à 

l'ouvert u-~ • les Df. forment un recouvrement affine de 
J. 

U-a 9 etD d'après le théorème de Leray, un élément de 



Hp-l(U-~;crK) s'identifie à un cocycle (modulo les cobords) 

de ce recouvrement. Soit un cocycle associé à 

La restriction pKx induit une application continue R 

du Spec A dans Spec ŒK , et la contre-image par R d'un 

ouvert affine est évidemment un ouvert affine. Si l'idéal 

PKx(a) est A, nous posons À = 0. Sinon 9 les 
IH~CoK) 

idéaux premiers minimaux contenant pKx(a) sont en nombre 

fini, et tous de la m~me codimension que a (l) ; appelons-les 

forment un recouvrement affine de 

et les p ( g. . ) déterminent un 
J l o ·o o J p 

cocycle de ce recouvrement, donc un élément y de 
s 

U S. ;A) • On peut trouver un voisinage affine 
. 1 J. 

V de B 
q 

i= 
contenu dans R-l ( U) - V â. 

i~q J. 

y à Hp-l(V-6 ;A) 
q induit un élément de 

élément y de HP (A) 
q Bq 

• Nous poserons 

2. Surjectivité de Lim LK 
-+-
X K 

Soient eszP_zp+l Il et 

disque K voisinage de x 

-+ L
0 

o 
X 

o La restriction de 

H~ (V;A) • donc un 
liq s 

À(c) = I y • 
q=l q 

(ce qui entraîne PKvxP~;x(S) = B pour tout K'c K et en 

particulier que les idéaux premiers aK' = p~~x(S) ont même 

(1) En effet, les idéaux premiers de 
germes irréductible~ au voisinage de 
analytiques de œn o 

~K correspondent aux 
K de sous-ensembles 

8 



l9o7 

codimension p). Choisissons des générateurs de 

et soit 1/1 un élément de A-B (1/1 détermine un voisinage 

affine de B). Supposons toujours p~2 ~ y est représenté 

par un cocycle 

Choisissons un polydisque L c K tel que 1/1 se relève dans 

~L et tel que les y. . ,e rel~vent en 
llcoolp 

- -1 
y. , E (I/IPKL(~. )H.PKL(~. )) OL formant un cocycle. 

i 1 o.oolp ll lp 

Ce cocycle induit un élément y 

À(y) = y 0 

tel que 

Lvinjectivité du passage à la limite inductive se démontre 

de façon semblable. 
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