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Dans sa thèse [12], G. Lion étudie les familles résol

vantes (VÀ)À>O sur un espace compact X, telles que ÀVÀ 1 = 1 • 

Il a eu l'idée, pour cela, d'introduire la frontière de Choquet de 

l'espace H = VÀ[C(X)J • 

En fait, un grand nombre des résultats qu'il obtient ne 

dépendent pas de la famille résolvante elle-même, et s'interprètent 

beaucoup plus naturellement au moyen de ce que l'on peut appeler un 

"opérateur de Lion". Ce point de vue permet d'introduire et d'utiliser 

les simplexes de Choquet, et de préciser les résultats de Lion. Il 

met aussi en évidence le lien entre la théorie de Lion et certains 

"projecteurs boréliens" dans C(X) • Enfin, il débouche naturelle

ment sur l'étude d'une classe particulière de simplexes, générali

sant l'étude faite par Alfsen dans [2], des simplexes métrisables. 

Notations. 

Si X est un espace compact, on notera 
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C(X) l'espace des fonctions réelles continues sur X. 

- œor(X) l'espace des fonctions réelles bornées boréliennes sur X. 

- ~(X) l'espace des fonctions réelles bornées boréliennes de Baire, 

c'est-à-dire le plus petit espace de fonctions réelles bornées sur 

X , contenant C(X) , et stable par limites simples de suites. 
+ + - M (X) (resp. M

1
(X)) 1vensemble des mesures de Radon 40 sur X 

(resp. de masse 1). 

DEFINITION 1. Soit X un espace compact, et soit H un sous

espace de C(X), séparant, contenant les constantes. On appelle H

opérateur de Lion sur X une application linéaire positive : 

telle que 

(a) L(f) ::.-: f 

( b) L vérifie la "condition de Lion" : Il existe un sous-espace 

dense de C(X) , V , tel que Vfë V 3 M;,-0 et {f }c H tels que : 
n 

tl f 11~M n et lim f (x) = L(f)(x) • 
n 

n➔+oo 

Si V = C(X) , on dira g_ue L est un H-opérateur de Lion fort. 

Exemples fondamentaux. 

1) Soit (VÀ)À>o une famille résolvante sur X (c'est-à

dire une famille d'opérateurs VÀ : C(X) ~ C(X) linéaires positifs 

vérifiant VÀ - Vµ= (µ-À) VÀVµ V À,µ>O) , telle que V À>Ü ÀVÀ 1 = 1. 

On suppose que l'espace vÀ[c(x)J (indépendant de À ) sépare X. 

Alors G. Lion a montré que r/ fE.C(X), ,;:¼foo ÀVÀf(x) existe 

\/xe.X. Soit f(x) cette limite. Si on pose L(f) = f et 

H = vÀ[c(x)J 
(V f~ C(X) ' 

, l'opérateur L est un H-opérateur de Lion fort 

on pose f = n V f , et M=II f Il) n n 

2) Soit (Pt)t>o un semi-groupe fortement continu d 1 op6ra

teurs markoviens positifs sur X~ espace compact métrisable, et 
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supposons que H , l'espace fermé engendré par U Pt lc(x)] , 
t >o 

sépare X • Alors G. Lion a montré (cf'. [12]) que Y f 6 C (X) et 

V x ~ X , t ~ Pt f ( x ) ex i s t e • S o i t L ( f' )( x ) cet t e 1 im i t e • 

Alors L est un TI-opérateur de Lion fort sur X. 

3) Soit L un projecteur continu positif de C(X) sur 

un sous-espace fermè H de C(X) , séparant, contenant les cons

tantes. 

Alors L est un H-opérateur de Lion fort sur X. 

- 2. Deux lemmes sur les ensembles ordonnés. 

LEMME 2. Soit E un ensemble ordonné, semi-réticulé supérieu

rement (on note sup{x,y) la borne supérieure de x et y). Soit 

F un sous-ensemble de E. S'il existe un ~rojecteur croissant L 

de E sur F , alors F est semi-r~ticulê sunêrieurement pour 

l'ordre induit. et si x,.ye.F 

x V y= LLSup(x,y)] • 
F 

Posons u = L[Sup(x,y)]eF, pour x et ye.F. u~x et y. 

Soit z a:; F , z :;i,..x et y • Donc z ~ Sup(x,y) • Donc z = L(z) ~ 

L[Sup(x,y)] = u , et on a bien u = x V y 
C.Q.F.D. 

LEMME 3. Soit G un groupe ordonné, r~ticulê, muni d'une 

"notion de convergence","sêpar,e", compatible avec l'ordre, et telle 

9..ue l'application (x,y) ---+ Sup(x,y) soit "continue't. 

Soit G' un sous-groupe "fermé" de G tel que, si x,.y E. G'. 

alors Sup(x,y)..::G'. 

Soit L : G' -+- G une application additive, telle que 

1(0) = 0 , positive et "cnntinue". 

Soit enfin r un sous-ensemble de G' , stable par somme, 

semi-réticulé supérieurement, tel que L(r)cG', L(x)~x \fxer, 

et L(y) = y 'v'yeL(r) • 

Alors H = "L(r-r)" (c'est-l-dire le plus petit sous-ensem

ble de G contenant L(r-r) et stable par la notion de convergence) 



4 

est invariant par L , rét iculê pour l'ordre induit, et sj x ,Y E! H : 

X V y 
H 

= L[Sup(x,y}] 
G 

La d€monstration se fait en plusieurs points ; si AcG, on notera 

Q(A) l'ensemble des "limites", pour la notion de convergence, d'élé

ments de A. 

Pour tout ordinal a , on d~:finit A = Q [ U A,J par 
a. B<a 1-' -

récurrence, en posant A = A • LJ A est "l'adhérence" 11 A 11 de 
0 a~o a 

A pour la notion de convergence utilisèe • 

• 1. L{r-r) est ponctuellement invariant par L. 

Posons L{r-r) =A, invariant par L. Puisque L est 

continu, on voit que 

invariant. Donc 

A
1 

, et, par récurrence, 

est invariant par L. 

A , V a)O , est 
(l 

.2. Si f,ge:L(r), f V g, borne supérieure de f et g 

dans A, existe, et c'est L[Sup(f,g)] 

u = 

Soient ; g 

et 

= L(ijJ) , ~ et ijJ er • Soit 

g, et L(u}aL{r)c.;A. 
Soit h<EA,h>,,.f et g.f=L(qi)?~,et g=L(ijJ)~ijJ, 

donc h ;;J;- qi et ijJ , donc h ;.,.u • Donc h = L(h) :;;,,L(u) • Donc 

L(u) = f V g dans A. 

Soit v = L[Sup(f',g)) • f?q,, g ::rl/J, donc Sup(:f',g);,,.u, 

donc v;;;i,.L(u). D'autre part, f V g;,.Sup(f,g), donc 

L [ :f V g] = L ( L ( u) J = L ( u) = f V g ;;i:. L [ Sup ( r tg ) J = V • 

Donc L(u) = v 

.3. Si u, ve.L(r-r) =A, u V v existe dans A, et 

c'est L(Sup(u,v)) 

Soient u = f-f' , v = g-g'G: L(r-r) , f, f', g et g' e. 

L(r) • 

Soit w = (f+g') V (g+f') - (f'+g 9 ) , qui existe d'après 2. 



On a. w ~ u et 

h+f'+g'.:;:> f+g' 

h ~ w • 

v, bien ... sur. 

et g+f' , donc 

Soit h ef u et v , h E A , 

h+f'+g' :i:,. (f+g 9 ) V (g+f') 

Donc w = u V v qui ~xiste. 

, <10 

D'autre part, (f+g') V (g+f') = L[Sup{(f+g'),(g+f')}] d'après 2. 

Donc w = L[Sup{(f+g'),(g+f')} - (f'+g')] car L(f') = f' et 

L(g') = g' • 

Donc w = L[Su:p{(f-f'),(g-g')}J = L[Sup(u,v)J 

• 4 • Si u , v E. A , u V v ex: i s t e dans A , et c ' est 

L [su:p(u,v)] • 

Montrons, par recurrence sur a, que u V v existe dans 
-
A Vu , v de .l\. • C'est vrai pour 

a 
a=O d'après 3, 

Supposons que ce soit vrai V S<a , et soient u,VE.,./1. • 
a 

Soient {u.),(v.) c U ùa, u. ---+ u 
1 1 fs<a .., 1 

, v. --;,.
l. 

Su:p{u. ,v.) --:,- Su:p{u,v) , donc 
1 J.. 

L[Sup(ui,vi)J 

V • Alors 

L[Sup(u,Y)] = 
ctest-à-dire u. V v. .......,.... 

:t 1 

Soit h <E A , h :;,,, u et V • 

w • Donc et 

Alors h ~ Sup(u,v} 

V, et 

, et 

h = L(h) ~L [Sup(u,v)] = w • 

Donc w = u V v = L[Sup(u,v)] • Ln r~currence est donc 

démontrèe, et le lemme en résulte 

C.Q.F.D. 

REMARQUE 4. a) En fait. en regardant de plus pris la dSmons-

tration, on staperçoit que si u,ve.A ,uvv 
a 

dans A est en 

fait dans A ~ c'est-à-dire que chaque A est un sous-ensemble 
U Œ 

rêt iculê de A • 

b) Bien entendu, si la "notion de convergence" 

correspond à une topologie, la d6monstration se simplifie. 

Nous appliquerons ce lemme à des espaces de fonctions 

bornées ; la notion de convergence sera, soit la convergence uniforme~ 

soit la convergence simple de suites bornies. 

-. 3. Operateurs de Lion et projecteurs. 

Nous allons voir que le 3~me exemple fondamental est 

presque le plus g&n6ral, pour li-opérateur de Lion L sur l'espace 

compact X. 
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LEMME 5. L envoie en fait C(X) a 0 ."s d:>(X), et, pour la 

norme uniforme, L est continu de norme l • 

Pour tout x E.X , l'av;plieation f -),,, L(f)(x) (fe: C(X)) , 

est une mesure positive de masse 1 , gue l'on notera µx. 

LEMME 6 • H = { f e C ( X) 1 L ( f) = f} 

Soit A= {ft::: C{X) IL(f) -- f} • A est fermé, donc A ~H • 

Soit µ une mesure nulle sur H ~ et soit f.e:: A • 

Soit {g } CV 
' 

--;;,.. f uniformément. Alors, dvaprès gp p 1) 

µfL(gp)] -,io,,· µ [L ( f)] le lemme 5 , L(g ) ~ L(f) uniformément. Donc p 

Or, VP ' 3 {h:p} c H et n n 
M p > 0 tels que 1jh~ li~ Mp et 

L( gp )( x) = lim h;(x) . Donc, d'après le thêorème de Lebesgue, 
n-H-oo 

µfL(gp}] = lim µ(hl?) • Donc, puisque µ est nulle sur H , 
n-++oo n 

µ [L( gp) J = 0 • Donc µfL{f)J = 0 • or f = L(f) . Donc µ(f) = 

Donc u est nulle sur A. 

Donc Ac H • 

C.Q.F.D. 

DEFINITION 7. On obtient une extension naturelle de L à 

Cl)or(X) en posant, V fG©or(X) : 

L(f)(x) = µ (f) 
X 

0 • 

L est encore linéaire, positif, de norme 1, à valeur dans l'espace 

des fonctions bornées. 

DEFINITION 8. On appelle J{ l'adhérences pour la norme 

uniforme, de l'espace 

C(X) + L(C(X)] 

·,-cc. ~(X), d'après le lemme 5 • 

PROPOSITION 9. La restriction de L à: !Jt est 111Lnro.iec-reur 

continu J?OSitif de J:r. de."4t. ;;e , te.J,. g_'q,e L(l) = l , et vérifiant 
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L(Jt) = L[C(X)] ::i H 

De plus, les assertions suivantes sont équivalentes 

(a) L(~) = H ; (b) :Jt = C(X) ; (c) L[C(X)] c C(X) ; (d) L est 
-

un projecteur continu positif de C(X} sur H. 

Si f = L ( q> ) e. L ( V ) , L ( f ) ( x ) = µ ( f ) = µ [ l im 
X X n➔+oo 

, où 

{r }eu, Ur ll~M, r n n n -4- f = L( $) simplement. 

Donc L(f)(x) = lim p (f) = lim fn(x) = 
X n L(ij>)(x) = f(x) • 

n n 

Donc Lo L = L sur V. Or Lo L et L envoient C(X) dans 

l'espace des fonctions born~es, et sont continues pour la norme 

uniforme. 

Donc Lo L::: L sur V :::C(X) • Donc L[C(X)+L[C(X)]] = L[C(X)]:::, il , 
et L est un projecteur de C(X)+L[C(X)] sur LlC(X)]. 

Donc L(:it)cL[C(X)Jc:H,.si L est l'identité sur L[C(X)] , il 

l'est sur L[C(X)] , donc L est un projecteur de 3t sur 

L (':)t) = L [ C ( X ) ] .::> H • 

L'équivalence des assertions (a), (b), (c}, (d) est alors 

évidente. 

REMARQUE 10, 

a) En fait, l'espace ~ est formi de fonctions de 2~mc 

classe de Baire, puisque si f+L(g} a: C(X)+L[C(X)] , on peut écrire 

f+L(g) = lim.uniforme (f+L(g )] , g C::.V ; d'oiî : 
p➔+= p p 

f+L(g) = lim.uniforme [lim.simple (f+h;)] , 
p➔+oo n➔+oo 

Enfin, ~ = C(X) + L[C(X)] , donc r E. j{, -). 3 q,q ~ C(X) + tfc(x)] 
telles que 

f = lim.uniforme q, • 
q++oo q 

b} On peut montrer aisément que Lf\B(X))c ${X) , en ut ili

sant la continuitf de L pour le passage à la limite simple de 
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suites bornées, Mais on verra plus loin (§~7) que L est un pro

jecteur de ~ dans ~ , dans un cas plus général. 

c) Il est clair que cH, est le plus petit espace de fonc

tions bornées contenant C(X) , ferm~ pour la norme uniforme, et sur 

lequel L est un projecteur. Lorsque~= C(X) , on est dans la si

tuation du 3ème exemple fondamental, 

Citons, dans le même ordre d'idée, le résultat suivant : 

PROPOSITION 11. Soit X un es;p_ace __ c_()m;pact, et H un sous

es~ac e séparant de C(X) , fermé, contenant les constantes. Les 

assertions suivantes so~_! ê_cl1:1ivalentes 

(a) Il existe un projecteur continu positif L (unique) 

de C(X) sur H. 

(8) H est rêticul~ pour son ordre propre. 

(a) > (s) : c'est une applicaticr.. Ï!'lnédiate du le:mr1e-.. ··2. L est 

alors unique, car si r1 , ••• fne:.H, L[Sup(f 1 , ••• fn)J = 

r1 v, .•• Vfn, et l'ensemble des Sup(f 1 , ••• fn) est total dans C(X), 

(S) ) (a) : si H est réticule, on peut résoudre le 

probl~me de Dirichlet sur la frontière de Silov S(H) de Il (cf, f 4]) 
Ve/. e.cfs(n)] , 3 hqi unique dans H qui prolonge 4i , et <t> ~ hqi 

est linêaire, positive et continue. Si feC(X) , 

f -+ L(f) = hf/S(H) 

est le projecteur cherché. 

C.Q.F.D. 

La question se pose alors naturellement de savoir si, dans 

le cas d'un li-opérateur de Lion L sur X , l'espace 

L(~) = L[C(X)] est réticule pour son ordre propre. La réponse est 

affirmative : 

THEOREME 12. Si L est un li-opérateur de Lion sur l'espace X, 

l'espace L[c(x)J = L(:X.) est rétidule pour son ordre propre, et si 

f, ge..L(~) , f V g = L[Sup(f,g)] , 
L(::H..) 
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On ne peut appliquer le lemme 2, car on ne sait si J-C est 

réticulé. On va donc utiliser le lemme 3. G sera l'espace des 

fonctions bornées, G' sera <P.>(X) , où l'on prendra l'ordre naturel. 

On pose r = {f<=::C(X)lf~L(f)}, r est un sous-cône 

convexe fermé de C (X) , semi-réticulé supérieurement, et r ::> H • 

Donc r est séparant, et r - r =C(X) • On utilise la convergence 

uniforme pour appliquer le lemme 3. 

On obtient: L(r-r) est réticulé, avec f V g = L[Sup(f,g)}. 
---

Mais L[r-r]cL(I'"-f)cL[C(X)], a.one 

L(r-r) = L[C(X)] = L('Jt) 

C.Q.F.D. 

REMARQUE 13. 

a) Il résulte du théorème 12 que L(;x.) est un M-espace 

de Kalkutani pour son ordre naturel et la norme uniforme, donc que 

(u,v) -+ u V v est continue pour cette norme (cf, [9], [10], [15]). 

b) L'espace L[C(X)] lui-même n'est pas en général réti

culé. 

_ 4. Représentation simpliciale d'un opérateur de Lion. 

D€gageons les propriétés du cône r introduit dans la 

démonstration du théorème 12 : 

LEMME 14. Soit r = {fE.C(X)!f~L(f)}. r est un sous-cône 

con vexe fermé de C (X) , semi-rêt iculé su_Eê:r:ieu_:r,:5Hnent. 

H = r n (-r) , et W = r - r est dense dans C(X) • 

DEFINITIOM 15. Si µ et + v ..sM (X) , on pose par définition 

J.1-(,VÇ )µ(f)~v(f) V f E. r 

LEMME 16. 

a) La relation µ<,v est un ordre sur + M (X) • 

b) µ <v ;;,, µ et v ont même masse_, et coïncide nt sur H , 



10 

c) Vxe.X, ôx .( µx 

d) µ-< v > Y fE-C(X) , µfL(f)] = v[L(f)] 

a)' b) et c) sont évidents (car w est dense dans C(X)) • 

d) Soit fe:: V 
' 

et soit {f }c.:R 
' 

M > 0 , tels que 
n !If n~M et n 

L(f)(x) = lim f (X) • n n 

µ f L ( f) J = 1 im µ ( f ) = 1 im v ( f n} = v [L { f) J 
n n n 

{grâce à b)). 

Soit maintenant fe.C{X) , et {gn}cV, gn ~ f unifor

mément. Alors L(g ) ~ L(f) uniformément. En passant à la limite, n 
on obtient donc µ [L( f)J = v [L( r)] • 

C.Q.F.D. 

DEFINITION 17. Pour toute f e C (X) , on pose 

Af = {x e X lf(x) = L( f) (x)} • Af est un borélien. 

PROPOSITIOM 18. 

a ) L ' ordre µ ~ v 
+ sur M {X) est inductif vers le haut. 

Toute mesure est majorée pour ~ par une mesure maximale. 

b) µ est maximale< > 'r/ fGC{X) , JJ{f) = µ[L{f)] • 

c) µ est maximale <t--) V f e r , µ est portée par Af • 

d) V µ G.r,I+{X) , il existe une seule mesure raaximale majo

rant µ pour .( • 

e) 't/- xi:: X ., ~ mesure maximale majorant ô est µ • 
X X 

a), b) etc) se démontrent classiquement en utilisant le lemme 16, 

la compacité vague de M~(X) , et la densité de W {cf. [5],[6J) . 
+ d) Soit µ e::M (X) , et soit v une mesure maximale majorant µ • 

Si fGC{X) , v(f) = µ(L(f)] d'après b) et vfL(r)J = µ[L(f)] 

d'après le lemme 16. Donc v(f) = µ[L{f)} est uniquement d6terminêe 

par µ, et v est donc unique. 

e) Si µ = ô la mesure maximale v maJ·orant µ est définie par 
X ' 

v(f) = µ(L(f)] = L(f)(x) = µ {f) : v =µ 
X X 
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REMARQUE 19. En utilisant la densitê de W , il est facile de 

voir qu'on a aussi µ est maximale <, ) V fGC(X) , µ est portée 

COROLLAIRE 20. Soit v'i'& l'ensemble des mesures maximales • .,,,~ 

est un sous-cône convexe de H+(X) , héréditaire à gauche, stable 

par intégration. 

l1 = 
X 

DEFIIiJITION 21. Si XG. X , on pose M = {µ ~O !1.t ?-o } 
X X 

{µ ~01µ fµro} = {µ e:M+
1

(x) 1 Y r~r, µ(:f) >,;-f(x)} 
X X 

On pose E(r) = fx EXIM = {S H 
X X 

• C'est la frontière de Choquet de,r, 

PROPOSITION 22. E(r) ~ ~ • E(r) = 
y 

E ( r) est la frontière de Silov de r. 
C'est là un resul tat classique (cf. (6 J, [14 J) 

PROPOSITION 23. 
- -,c+ 

topologique de H, H 

Soient li~ 
et H'+ 

et H' les duaux algêbriq_;-1e et 

leurs cônes positifs ~our l'ordre 

dual de celui de H • 

Soit o 
Y= cofô(X)] 

l'application x --+- é de X dans H'+ , et 
X 

soit l'enveloppe convexe fermée de o(X) pour 

a ( H ' , R ) • Alors : 

a) H'+ = H*+, et H' = H'+ - H'+ 

b) y est un convexe compact pour cr ( H' , H) , b as e du c ô ne H,+ 
• l 

formée des formes linéaires continues sur H, positives, de norme 1. 

De plus, ê (Y) c o(X) (où t; (Y) est l'ensemble des points extrémaux 

de Y). 

-
c) H s'identifie, pour l'ordre et la norme (isométrie),~ 

l'espace A(Y) des fonctions affines continues sur Y • 

a) résulte de théorèmes classiques sur les espaces normés ordonnés 

( [10] , [16] ) • 

b) etc) sont aussi classiques (cr.[6J,[10],[15J,l16J). 
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THEOREME 24. Soit L un H-op6rateur de Lion sur X. Alors 

l 9 espace H , muni de la norme uniforme et de son ordre naturel, est 

un espace simplicial, c 9 est-à-dire que les propriétés suivantes, 

d'ailleurs équivalentes, sont vérifiées 

a) H vérifie le lemme de Riesz. 

b) H' est réticulé, 

c) Y est un simplexe. 

On connait l'équivalence de ces propriétés (cf. [6], [7], 
[8], [16]). 

Démontrons b) : 

- Soii:. leH , donc C(X) = H + C+(X) • D'après un 

théorème de prolongement, il existe une mesureµ ~O qui prolonge Q, 

à C(X) • 

- Soit fe?.V. Soit {f }cH, f ---+- L(f) simplement, !If l)~M. 
n n n 

µ[L(f)] = lim µ(f ) = lim Q.(f ) • Donc, \i feV , lim Q.(f ) existe 
n n n n 

n n 
pour toute suite {f} donnêe par la condition de Lion, et toutes 

n 
les limites relatives aux différentes suites {f} sont égales~ n 
µ[L(f)] • Mais comme ceci est vrai pour toute mesure µ prolongeant 

Q, , il en résulte que pour toutes ces mesures µ , µlL{f)] a même va.Leur. 
- Or, parmi ces mesures µ , il en existe au moins une maximale, 

v. Mais elle v6rifie alors v(f) = v[L(f)] V f E. V • Donc, il existe 

une seule mesure maximale vQ, 

sur V par vQ,(f) = lim Q.(fn) 
n 

prolongeant Q, , et elle est definie 

pour toute suite 

la condition de Lion. 

- L'application ainsi définie 

{f} donnée par 
n 

est évidemment linéaire, bijective, et croissante, de par la forme 

même de vQ, sur V • 

Or .,_fi., , sous-cône convexe hérêdi taire à gauche de M+ (X) 

est réticulé. Donc, H'+ est réticulé. 

(l'idée de cette démonstration se trouve en fait dans [12]) 

C.Q.F.D. 
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de H (cf• [4 J ) , et 

Nous appellerons 

l le plus petit 
0 

13 

E(H) la frontière de Choquet 
convexe 

cône fermé semi-réticulé 

supérieurement de C(X) , contenant H • t. cr , t., n (-~) 
+ 0 0 0 

= H , 

si - C(X) • Pour toutes µ, V=a.M (X) , on pose µ~~v 

, µ(f)$v(f). 

LEMME 26. 

a) Soit S l'ensemble des fonctions convexes continues sur Y • 

Alors -e.
0 

s'identifie, par o , à l'ensemble des traces sur o(X) 

des fonctions de S. 

b) La relation µ~~v est la restriction à M+[o{X)J de 

1 1 ordre de Choquet sur M+ (Y) (cf. [6]). 

c) E(H) est non vide, et o[E(H)J = t(Y) • 

d) Pour toute + 
µ G. M (X) , il existe une mesure maximale v et 

une seule qui majore µ Rour « . 
Si x Gc X , on notera v la mesure maximale pour <~ 

X 
ma,j orant 0 

X 

La démonstration est classique (cf. [4],[6),[16}), en uti

lisant la proposition 23 et le théorème 2li, et en remarquant qu'on a 

l' êgali té 

L'introduction de E(H) permet d'énoncer le corollaire 

suivant au théorème 24 : 

COROLLAIRE 27. Soit K un compact inclus dans E(H) , et 

qi e C(K) , 0~4>~1 • Alors il existe h G H telle que O~h~l et h=qi 

sur K. 

Ceci résulte facilement du théorème d 1 Edwards ([î],[16)) appliqué au 

simplexe Y. 

REMARQUE 28. Bien entendu, C:
0 

,t,. r , et .( :f:. ~~ ( il suffit de 

regarder le cas où X = [0,1] , et L défini par 

L(f)(x) = xf(l)+(l-x)f(O)) • 
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Nous allons comparer les mesures ux et 

à un point x. 

v associées 
X 

LEMME 29. Soit <fi G'g
0 

• Pour tout Xtë: X , posons 

a{x) = Inf 1/J (X) ; b(x) = Sup v( <fi) 
1jJ ?' <j> VcsM+ (X) 
1/J<E.H v= é sur H 

X 

alors a(x) = b(x) = \) (cp) 
X 

Ce lemme est classique, une fois traduit en termes de 

convexe compact dans H'+ {cf. [6]). 

PROPOSITION 30. Pour tout 

Soit cp<::'t , et soit 
0 

a.) 1Ji = L(iµ) ~ L(qi) • Donc Inf ljJ(x) ~ L(<j>)(x) V xe..X • 
tl~ ~ cp 
1/JEH 

a) D'autre part, soit v telle que V = CX 
+ sur H , v 5 M (X) • 

Alors d'après le théorème de Lebesgue, v = ô sur L(V) , donc 
X 

v = ô sur L[c(:x)] (continuité de L). 
X 

Donc, si q>l!ê:~
0

c.r, vfL(<J>)] = L{cp)(x}· 

Mais L(qi)~qi • Donc L(cp)(x) ~v(cp) • 

Donc L ( <!>) ( x) ~ Sup v ( <fi) 
v=o sur H 

X 

T) En comparant a.) et $), il vient, par le lemme 29 : 

= a{x) ~µ (<f,) 
X 

= L(cp){x)~b(x) = v (<J>). 
X 

Donc 

~ - ë 0 0 
est dense dans C(X) , µx = "x • 

COROLLAIRE 31. E(H) = E{r) 

= \) 
X 

sur 

C.Q.F.D. 

Nous allons maintenant donner la représentation simpliGiale d'un 

opérateur de Lion. Pour cela, nous avons besoin d'une définition. 
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DEFINITION 32. Soit Y un simplexe, et, V x ~y , soit V 
X 

la. 

mesure maximale de barycentre 

affines continues sur Y. 

x • Soit A(Y) l'espace des fonctions 

Pour toute fE.. C(Y) , on pose 

P(f)(x) = -v (f) 
X 

On dira que 

fort) si P 

Y est un simplexe de Lion (resp. un simplexe de Lion 

est un A(Y)-opérateur de Lion (resp. un A(Y)-opêrateur 

de Lion fort). 

REMARQUE 33. On sait que pour tout simplexe Y , et toute 

f<=-C(Y), la fonction P(f) est affine borélienne, limite uniforme 

de différences de deux fonctions affines semi-continues supérieure

ment (cf. [6]). Ce :f'ait sera exploité au §.6. 

Voici alors le théorème de représentation simpliciale. 

THEOREME 34. La donnée d'un H-op~rateur de Lion L sur un 

espace compact X est équivalente à la donn€e d'un somplexe de Lion 

y • 

Plus précisément, X, li et L étant donnés, Y est le 

simplexe défini dans l'enoncê de la proposition 23. Si L est un 

li-opérateur de Lion fort, Y est un simplexe de Lion fort. 

Nous avons juste à démontrer que le simplexe Y de la 

proposition 23 est de Lion. Pour simplifier les notations, on consi

dèrera X comme un sous-ensemble de Y. 

Soit v
1 

= {fEC(Y) lflx..:;V}. Il est facile de voir g_ue 

v 1 est dense dans C(Y) • 

Soit f'e..Vl, et soit g =fixe.V. 
Soient {h } c H cA(Y) , et 

n 
h (x) ~ L(g(x)) = µ (g) = 

n X 

M > 0 , tels que Il hn Il ~ M , et, V x EX 

v (g) • v est portée par X donc 
X X ' 

v ( g) = v ( f) , donc h 
X X n ~ P(f) lx = L(g) simplement sur X • Or 

les h sont affines continues sur Y , donc "vfrifient le calcul n 
barycentrique", et il en est de même de P(f) , d'après 1~ remarque 

33 (cf.[6]). 



Soit = v [P(f)] • Or y 

16 

v est 
y 

portée par X , 

YŒ:.Y, quelconque. P(f)(y) 

et, sur X , P(f) = lim h 
n , avec llh Il~ M n • D'après 

n 
le théorème de Lebesgue, on a donc : 

P(f)(y) :: v [P(f)] = lim v ( h ) = lim hn(y) • y 
n y n n 

Donc h --4'- P(f) simplement sur tout y 
' 

et 'llh 11.:::.: M n n 
y est donc un simolexe de Lion, et L et p sont reliés par : 

De plus, si V= C(X) , v 1 = C(Y). Donc si L est un 

H-opérateur de Lion fort, Y est un simplexe de Lion fort. 

C.Q.F.D. 

Le simplexe associé à un H-opêrateur de Lion L va nous 

permettre de caractériser le cas où L envoie C(X) dans C(X) • 

THEOREME 35. Soit L un H-opêrateur de Lion sur X. Les 

assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) x ~ µ est vaguement continue. 
X 

(b) L[c(x)]c.C(X). 

(c) H est réticulé pour son ornre propre. 

(d) L est un projecteur sur H • 

(e) E(H) est fermée. 

. 

(f) Pour toute fe.C(E(H)] , 3 h<::.H telle que h=f ~ E(H) , 

(g) Y est un simplexe de Bauer. 

(a) <:§ )- (b) 

X -4- µ ( f) 
X 

(b) <~ (d) 

( d) ~ ( C ) 

( C) -..S.. (d) 
-✓ 

x --+- µ vn.guement continue 4 '> 
X 

\/feC(X) , 

= L(f)(x) continue 

(;--'), L[C(X)]c. C(X) • 

c'est la proposition 9. 

c'est le lemme 2 (ou la proposition 11). 

il suffit de montrer que L[C(X)]cH . Soit i' le 
0 
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cône formê des enveloppes supérieures d'un nombre fini de fonctions 

de H • G' - t 1 = C(X) • Donc il suffit de montrer que 
0 0 

L(t..') c.H • 
0 

Soit (/> = Sup ( f 1 , ••• f ) €- & ' • n o D'après le lemme 29 (car "G'c.~): 0 . 0 

L( qi) = Inf ïJi = Inf \JI • Comme H est réticulé, cette dernière fonc-
\/J~<P ij;>.-_p 
i/J ~H ijicsH 

tion est r
1 

V r
2 

V ••• V fn , qui appartient à H • Donc L ( <P) 

(c) <: :> (e) < ) (f) ( :, (g) : c'est un résultat de Baner sur les 

simplexes (cf. [4J, [16}) • 
C.Q.F.D. 

COROLLAIRE 36. Soit (Pt)t>o un semi-groupe markovien forte

ment continu d'opérateurs positifs sur un espace compact mêtri~able 

X , tel que H , l'espace fermé engendré par U Pt [c(x)J , sépare 
t >o 

X • S O Î t, \ef f €. C ( X ) : 

p 
0 

f = lim Ptf 
t ➔o 

Alors P 
0 

envoie C(X) dans C(X) si et seulement si l'espace 

est réticulé pour son ordre propre, et alors, si f, gisH: 

f V g 
H 

= 1 im Pt [ Sup ( f, g)] = P [sup(f,g)J • 
0 t-+o 

- 5. Deux exemples i~portants de simplexes de Lion. 

Un simplexe de Lion est donc un simplexe X, muni d'un 

espace dense V de C(X) , tel que 

que 

\f fe_V3{f }cA(X) 
n telle 

H 

1° Pour tout X , µ (f) (où est la mesure 
n 

maximale de barycentre x) 

2° Il existe tel 

X 

que, 

(en fait, 2° rêsulte de 1° d'après un résultat de Choquet cf. 

lemme 48). 
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THEOREME 37. 

a) Tout simplexe métrisable est un simplexe de Lion. 

b) Un simplexe dont l'ensemble des points extrémaux est 

~ K~ (réunion dénombrable de compacts) est un simplexe de Lion 

~-
a) En e:ffet, V f ê S , cône des fonctions convexes continues, 

la fonction L(f) : x --+ µ (f) est affine semi-continue supê-x 
rieurement. D'après un théorème de Mokobodzki ([13]), 3 {gn}c.A(X), 

la suite {gn} étant décroissante, telle que gn(x)~ L(f)(x) V x , 

et Inf gn = L{f) {on peut se ramener à une suite parce que X 
n 

est métrisable). 

On peut donc vêri:fier la condition de Lion pour le sous-

espace dense de C(X) 

b) On suppose que 

V = S - S 

t(X) = \) K , K f , compacts. 
n~l n n 

Soit 

V n3 h ~ A(X) n 

fE:- C(X) • D'après le theorème d'Edwards ( [7]) , 
JI hn Il <' Il :r Il = M • et hn j Kn = :r I Kn • telle que 

Soit XE.X. 1-'x est portée par ê(X) (crl6]) • Posons 

= \> 
n • Pour toute 

n 

~ (f) = ~ (h ) = h (x) où x est la résultante de ~ n n n n n n 
pose que X est plongé dans l'espace A(X)' , dual de 

(on sup
n 
A(X)) • 

jh (x -x) ~ n n Hllx -xllA(X)' = M Sup lh(x -x) 1 = M Sup !(µ -v )(h}t 
n heA(X) n llhl)~l x n 

Uh 11~1 

~ Mj~1,1x-1Jxlrcjj -- M µx[t>(x)-.Kn] • 
n 

Or µx[t(X), Kn] 

Donc h (x) - h (x) ~ 
n n n 

en déduit que : 

~ 0 quand n ~ +00 • D 

0 • Comme h ( x ) = v ( f) --+-- µ ( f) , on n n n x 

L(f)(x) = µx{f) = lim hn(x) • 
n 
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COROLLAIRE 38. 

a) Tout simplexe de Bauer X (c'est-à-dire avec ~(X) 

fermé) eet un simplexe de Lion fort. 

b) Tout simplexe dont l'ensemble des points extrémaux est 

dénombrable est un simplexe de Lion fort. 

REMARQUE 39. Il existe des simplexes non métrisables dont 

l'ensemble des points extrémaux est un K non fermé. 
cr 

- I 
Exemple. Soit J = 10,1] , I non dénombrable, soit E = M(J) , 

et x 1 = r,1~ { J) , simplexe de Bauer non métrisable. 

Soit H = {fe:. C{ [0,1]) /! 1 f(t) dt= f(l)} • H est isomorphe à 
0 

l'espace des fonctions affines continues sur un simplexe x
2 

x2 = {R.G:H' 1 2 ~o et Il tll = l} env • t.(x2) ➔ [0,1 [ est un 

K
0

• H' ➔ {µ 6 M( ro,1])!µ({1}) = O}. 

Dans E >< H' x [B. , soit X = co [ ( x
1 

x { o} 

Alors X est un simplexe non métrisable, et 

est un K non fermé. 

E 

- 6 ~ Opérateurs simpliciaux et simplexe!· 

x { o } ) v ( { o } ,.. x
2 

>< { 1 } ) ] 

t;(X) ➔ J V [o ,1 [ , 

Nous allons généraliser la notion d'opérateur de Lion, 

pour étudier quelques propriftês des simplexes quelconques, en 

introduisant les "opérateurs simpliciaux". !fous restreindrons 

ensuite notre étude aux "op~rateurs analytiques", dont les opérateurs 

de Lion sont, en apparence, un cas particulier (bien qu'en fait il 

n'en soit rien : cf. corollaire 64). 
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DEFINITION 40. Soit X un espace compact, et soit H un 

sous-espace de C(X) , séparant, contenant les constantes. 

On appellera yH(X) le sous-espece de C?.:or(X) formé des 

fonctions f qui "vérifient la calcul barycentrique modulo H11 
, 

c'est-à-dire telles que : 

+ yµ., vE:M (X) { µ= v sur H } -~ { µ ( f) = \/ ( f) } 

On appellera li-opérateur simplicial sur X une application linéaire 

positive 

L C(X) YH (X) 

telle que, Y f <=-H , L(f) = f • 
Si fJ) est un sous-espace de yH( X) , stable par limites 

simples de suites bornées, on dira que L est subordonné à go si 

L [ C ( X )J c JfJ • Alors , né c e s s aire ment â) ::, H • 

Nous gardons les mêmes notations 

~= C(X)+L[C(X)), r = {fe:C(X)lf~L(f)}, µ~v ..J.-:> µ(f)~v(f) 

'v f€:f (µ,veM+(X)) , Y= ëô[o(X)} , E(H) = frontière de Choquet de 

H, Vx définie par µx(f) ~ L(f)(x) • 

Nous allons résumer en un ~noncê les propriétés .~es op~

rateurs de Lion qui s'étendent aux opérateurs simpliciaux, et nous 

indiquerons seulement les démonstrations qui sont changées. 

THEOREME 41. Soit L un H-opérateur simplicial sur X., subor

donn€ à SJ , 

a) H = {feC(X) IL(f) = f} 

b) L'espace L[c(x)J est réticulé gour son ordre propre, et 

invariant par L ; si f, ge.L[c(x)] , f V g = L [sup( f ,g)] . L in--duit un :12rojecteur de ~ sur L[C(X)] • 

c) H est un espace simplicial (c'est-à-dire vérifie le lemme 

de Riesz). 
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d) Y= cofô(X)J est un simplexe. 

e) Les assertions suivantes sont équivalentes 

1. H est réticulé ; 2. L[c(x)] c C(X) ; 3. L est un projecteur 

continu positif sur H ; 4. x ~ µx est vaguement continue ; 

5. Y est un simplexe de Bauer ; 6. E(H) est fermfe ; 7. Pour toute 

f.sCIE(H)] ,jhE:.Ë telle que h=f sur E(H). 

f ) L (lJl.>) C ~ ; (J':, (\ 1 C ffi • 
H 

L 9 esprit des démonstrations est analogue à celui des démons

trations des paragraphes precêdents. Démontrons, par exemple, a), c) 

et f). 

a) A = {f!L(f) = :f} ::>li • Soit µ une mesure nulle sur H • Alors, 

µ est nulle sur yH , donc sur fi) • Soit fE. A • L(f) E. &X>, donc 

µ]L(f)l = 0 • Comme L(f) = f, µ(f) = 0 • Donc µ est nulle sur A. - -
et Ac H • 

) ' \/ -+ 3 c Démontrons simplement que v Q.. €. H v , µ Q, maximale pour -< , 

unique, telle que l(f):::: µQ,(f)VfEH. 

Soient deux mesures µ, v , coïncidant avec Q, sur H ~ Alors 

µ=v sur yH(X) 

î'(f) = µ(r) Vµ 
, donc sur gJ) • 

coïncidant avec 

~ Donc on peut définir .Q. sur ~ par 
,,._, 

i sur H , et i ne dèpend que de 

.Q.. Soit alors µ maximale coïncidant avec Q, sur H , et soit 

fe:C(X) • µ(f) = µ[L(f)] == Î[L(f)J , ne dépend que de JI, (car L(f) 

6. ~) • 

f) L(~)c ID se démontre par récurrence transfinie, de façon évidente, 

à partir de l'inclusion L[c(x)J c ~ et de la "continuité 11 de L 

pour la convergence simple de suites born~es (qui r~sulte du th~orême 

de Lebesgue). 

Donc 

Donc 

Soit alors 

L(f) = f 

µ ::: 6 
X X 

, donc 

sur H, donc 

1 f e:.ili() YH • 

= 0 
X 

sur 

C.Q.F.D. 

Si g;- est un ensemble de fonctions bornèes sur X, on 

notera Q(~) l'ensemble des limites simples de suites bornées de 

fonctions de ~. 
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B = C(X) , et, pour tout ordinal 
0 

on définit par récurrence transfinie B par 
a. 

C9 est l'espace des fonctions bornées de classe a de Baire. On a 

<!:>= u B On pose de A L L[c(x)] et, Va L Qf u • meme = = a.~o c,( 0 
, 

' a S < a 

a , 

L S] • 

Alors ~ = u 
a~o L est le plus petit ensemble de fonctions contenant 

a 

L [c(x)] et stable par limites simples de suites bornées. 

THEOREME 43. Soit L un opérateur H-sim12licial sur X • Alors 

il est subordonné à ~ , et L(Œ:i) et <5:,0î'u sont inclus dans ~ • 
Pour toute Î €. ~, L(f) = f . De Elus, ~ est réticulé J20Ur son ordre 

12ro;ere, et chag,ue Lot ' 0'.~0 , est un sous-esEace réticulé de 7Î . 
Enfin, Sl f,g '2-;:l f V g = L [ Sup ( f, g) J . 

' ~ 

La seule chose à démontrer est que :::±: et les L 
CL 

sont 

réticules. 

~ est "l'adhérence", pour la notion de convergence simple de 

suites bornées, de L(r-r) • Donc 5f est réticulé d'après le lemme 

3, et si f,g sont dans <;t;· , f V g = L[Sup(f 9 g)] • 1
0 

est réticule 

d'après le théorème 41,b). Enfin, si on remplace L par L(r-r) , 
0 

La. est le même Y a~l • Donc chaque 

de ~ , d'après la remarque 4. 

L 
a 

est un sous-espace réticulé 

C.Q.F.D. 

On peut se poser le problème de savoir si la donnée de l'espace 

H ne détermine pas complètement un opèrateur li-simplicial qui lui 

serait éventuellement associè. La rèponse est affirmative 

PROPOSITION 44. Soit H un sous~espace séparant de C(X) , 

contenant les constantes. Alors il existe au plus un opérateur 

li-simplicial L associé. 

En effet, soit le cône des enveloppes supérieures d\un 

nombre fini de fonctions de H • Si L est un H-opérateur simplicial, 

alors on a, pour cj:, = Sup(f
1

, ••• fn) G.H 

L(<!>) = Inf h 
he.H 
h~ <li 

(cf. lemme 29) 



Donc L(~) est parfaitement déterminée par H. 

Comme ê,' est total, L est unique. 
0 
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C.Q.F.D, 

A un opérateur simplicial L on a associe, par le theorème 

41, d), un simplexe Y tel que fI ➔ A(Y) • Nous allons voir inver

sement, qu'à un simplexe on peut associer canoniquement un opérateur 

simplicial, et que pour le procêdé du théorème 41, d) on retrouve le 

simplexe initial. 

DEFHHTION 4 5. Soit X un simplexe. On note le cône des 

fonctions affines semi-continues supérieurement sur X , et on prend 

H = A(X) • 

On pose 

â>= U D • yA(X) n'est autre, ici, que l'espace des fonctions a.:;:.o a. 
affines boréliennes vêrifiant le calcul barycentrique. Il est facile 

de voir g_ue ;J)c.yA(X) car 11.S c y A (X) ' 
et m est le plus petit 

espace de fonctions affines boréliennes stable par limites simples 

suites bornées et contenant AS • 

PROPOSITION 46. Soit X un simplexe, et V XE.X , soit µX 

la mesure maximale de barycentre x. Alors l'application L 

définie par 

L{f)(x) = µ (f) 
X 

\lfE..C(X), Vx<ë.X 

est un A(X)-opérateur simplicial, subordonne à ~ , et le simplexe 

associé à cet opérateur est iso~orphe à X • 

de 

Soit f E- S :) cône a.es fonctions convexes continues sur X • 

Alors L( f) est affine semi-continue supérieurement : L( f) ce:. 1'.
8 

• 

Donc L(S-S)cD
0

, donc L[C(X)]cD
0

c.;D. 

Le reste est évident. 

C.Q.F.D. 

THEOREME 47. Soit H un sous-espace ferm~ s~parant de C(X) , 

contenant les constantes. La condition n8cessaire et suffisante pour 

quîil existe un op6rateur Il-simplicial L est que H v~rifie le 

lemme de Riesz. Cet opérateur est alors unique. 
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La condition nécessaire résulte du théorème 41,c). 

Supposons inversement que H vérifie le lemme de Riesz. Alors 

on sait que H ,,.__,,~ A(Y) pour un certain simplexe Y [16]. 
Posons, s1 fE-H L(f)(x) == µ (f) 

X 
(X étant considéré comme 

sous-ensemble de Y ) , Alors L est bien un opérateur H-simplicial 

{proposition 46). L'unicité résulte de la proposition 44. 

C.Q.F.D. 

Il convient de rappeler ici un résultat de Choquet (cf. [5]): 

LEMME 48. Soit X un convexe compact quelconque, et soit ~(X) 

l'espace des fonctions affines boréliennes sur X • Toutes les fonc

tions de dt(x) sont bornées, et si une suite {f} de fonctions de 
n 

oft.(X) converge simplement, les f sont bornées en norme dans leur 
n 

ensemble. 

Il en résulte qu'il sera inutile de supposer, dans le cas 

de fonctions affines boréliennes, qu'on se limite à des suites bornées. 

THEOREME 49. Soit X un simplexe, et L l'opérateur associ~ 

défini à la proposition 45. Alors : 

a) Pour tout ordinal a~O , L(B )cD 
O', a. ; L(IJ)) c ~ • 

b) Pour tout ordinal a.~O , y!\.f)BcD ., a a ;y()CBc.~. 

C) 1[c(x)J , ainsi 9.ue <of'. 
' 

le plus petit sous-esapce de fonctions 

borêliennes affines contenant L[C(X)J et stable par limite simple 

de suites, sont ri:·ticulês pour leur ordre propre, et si f,g E'. ~, 

f V g = L[Sup(f,g)]. 

le cas a=O est trivial. Regardons le cas a=l • 
g_ue L(S-S)c:D . Comme s:s = C(X) , S1 f eB

1 
, alors 

0 

a) 

On sait 

f = lim f n ' 
f e. s-s et n ' \lrnl\~M • Donc L ( f) = lim L(f ) (appli-n n n 

quer le théorème de Lebesgue), et L(f) ËQ,(D
0

) = D
1 

• 

La propriété est donc vraie pour a=l • Supposons-la vraie 

pour tout 

D 
()', 

L(B )c.D • Donc L(<P::,)c!D. 
a, Ci. 



Donc 

D'où 

b) Sur yA, L est l'identité. 

yA nBa = LfyA n Ba] CL(Ba) c Da • 

YAn~c~ 

c) résulte des théorèmes 41 et 43. 
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Evidemment, en général S0 

(mais dans ~or(X)), donc, même si 

C.Q.F.D. 

n'est pas inclus dans ~(X) 

L ( 41) = 5:J , on ne pourra pas 

appliquer le lemme 2, et en déduire que ;;D est réticulé. Néanmoins, 

;t) est toujours réticulé. Pour le montrer, nous utiliserons le lemme 

3. 

PROPOSITION 50. Soit X un simplexe. Alors l'espace $ est 

réticulé pour son ordre propre, et Y ~~O, Dct est un sous-espace 

réticulé de g> • De plus, si f,g E~, f V g = L[Sup(f,g)J • 

Nous allons uppliquer le lemme 3 avec : 

G = l'espace des fonctions bornées. 

G ' = CJ.,o r ( X ) 

r = le cône des env~loppes supérieures d'un nombre fini de 

fonctions de A~ • 
ù 

L envoie G' dans G • L est l'identité sur 

Soient f,gsAS. L[Sup(f,g)](x) = µx[Sup(f,g)] 

Par récurrence, on voit que L( r) c:: AS • 

A • 

s --------::: Sup ( f, g) (X) E As C. G' 

En utilisant le lemme 3 pour la convergence uniforme et 

pour la convergence simple de suites born~es, on en déduit le r~sultat~ 

C.Q.F.D. 

REMARQUE 51. On voit, au cours de la démonstration, que .l\.C) 
u 

est réticulé supérieurement, donc que est réticulé pour son 

ordre propre (ce qui est un résultat clessique). 

Rappelons le résultat suivant, dû à G; Choquet ( [5], (14]) 

LEMME 52. Soit X un convexe compact. Alors toute fonction 

affine sur X , de première classe de Baire, vérifie le calcul bary

centrique. C'est faux en général pour les fonctions affines de 

deuxième classe de Baire, même si X est un simplexe de Bauer métri

sable. 
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Le théorème 49 admet alors le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 53. ~t X un simplexe. Alors toute fonction f , 

affine sur X, de première classe de Baire, est limite simple d'une 

suite de différences de deux fonctions affines semi-continues supé

rieurement : 

f = lim 
n➔+ao 

( f -g ) , 
n n f ,g e.. AS n n 

En effet, le lemme 52 dit que Jl:; {'\ B
1 

c. -Y-A • 

Donc c.fi; n B
1 

= YA n B
1 

c. D
1 

d'après le théorème 49. 

C,Q,F,D, 

Le problème se pose de savoir si, pour un simplexe quel

conque, on peut obtenir un meilleur rêsultat 1 par exemple : 

f = lim f n n 
'où f 

n 
n n = lim g , g E A( X) , 
p p p 

- 7 • Les opérateurs analytiques. 

DEFINITION 54. Soit X un espace compact, et H un sous

espace séparant de C(X) , contenant les constantes. On pose 

H
0 

= H , et on définit par récurrence, pour tout ordinal ~, 

HO'= Q( \ 1 H~) • C'est l'espace des fonctions de li-classe o/., On 
~o( 

appelle~= U H l'espace des fonctions H-analytiques. c,c~o C>t 

Un opérateur li-analytique sur X est une application linéaire 

aire positive : 

L C(X) -+ ~ 

telle que, pour toute fe:.H , L(f) = f • 

Un op~rateur li-analytique est donc un opérateur H-simplicial 

subordonné à ~ , En effet, il est fac ile de voir q_ue ~c y H (X) , et 

::;it est stable par limites simples de suites bornées. 

LEMME 55, Soit L un opérateur H-analytique sur X. Alors on 

a 
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En effet, HcL[C(X)] c:X. Donc 

Si L est un op~rateur Il-analytique sur X , il est H-simplicial, 

donc vérifie les théor~mes 41 et 43. Mais on a des rfsultats sup

plémentaires.: 

THEOREME 56. Soit L un opérateur H-analytique sur X. Alors: 

a)~= yHn<i:> 

b) L est un projecteur continu positif de ~ sur die 

c) ~ est rêt iculê pour son ordre propre, et si f, g ES ~, f ~ g = 

L[Sup(f,g)] • 

D'abord, L est l'identitê sur Je, car diecYH. Comme JecB, 

~ YH () œ, est clair. D' apr~s le théorème 41 (où §) = 8'e) , 

L(Œ>) c ~ et y He CP.> c 5e. D' oii a) et b). c) résulte alors, soit du 

lemme 2 (car <33> est réticule), soit du théorème 43 et du lemme 55. 

C.Q.F.D. 

Nous allons particulariser certaines classes d'opérateurs 

H-analytiq_ues. 

DEFINITION 57. Un op~rateur L , TI-analytique sur X , est 

dit de H-classe 0 , si il existe un sous-espace dense V de C(X) 

tel que L(V)cHcr 

Les op~rateurs de H-classe O sont les projecteurs positifs sur H. 

Les opérateurs de H-classe 1 sont les H-opêrateurs de Lion. 

PROPOSITION 58. Soit L un opérateur de Il-classe a sur X. 

Alors pour tout ordinal L ( B ) c H + , et yH Il B C. H + a a a a a cr 
Soit V dense dans C(X) tel que L(V)c H

0 
• Soit f aB 1 • 

, Jlfnll ~M • Donc L(f) = lim L(fn) e:s. 
n 

Alors f = 1 im f , f E. V 
n n 

Q(Hcr) = Hcr+ln 

Il est donc vrai pour a~l que L(B ) c H • On le montre pour 
a a.+cr 

tout a~l par une récurrence évidente. 

= L [yH Îl B ] c L ( B ) c H + ex ex acr 
Soit alors 

C.Q.F.D 

Nous verrons plus loin que ce résultat peut être notablement amélioré 

(cf. corollaire 63). 

Nous allons maintenant êtudier des "simplexes analytiques", 
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qui seront ceux associés à des opérateurs analytiques. Nçus éten

drons à ces simplexes des résultats que Alfsen a montré dans le cas 

des simplexes mêtrisables ( [1] ~ [2]). 

- 8 Les simplexes analytiques. 

DEFINITION 59. Soit X un simplexe, et V f€.C(X) L(f) la 

fonction définie par 

L(f)(x) = µ (f) 
X 

mesure maximale de barycentre X)• 

Posons A = 
0 

A(X) , espace des fonctions affines continues sur X ' 

et pour tout ordinal a , définissons Aa par récurrence par 

Aa = Q[ eYa A 8] • .A.a sera l'espace des fonc·tions de classe affine 

~ = U A est l'espace des fonctions affines analytiques. Il est 
.a~o ( ) clair que &. c y A X • 

a • 

X est dit analytique si L est un opérateur A-analytique 

sur X, c'est-à-dire si L[C(X)] c&. 

X est dit simplexe de la classe S
0 

si L est un opêrateur 

de A-classe cr , c'est-à-dire si j V sosu-espacc dense de C(X) 

tel que L(V)c Au-. 

s est la classe des simplexes de Bauer. 
0 

Sl est la classe des s im1ilexe s de Lion. 

Le thêorème 54 nous fournit immédiatement le résultat suivant 

THEOREME 60. Soit X un simplexe analytique. Alors : 

a) et est exactement l'espace des fonctions bornées de Baire, vêri-

fiant le calcul barycentrique 0. = œ () rA • 

b) L est un projecteur continu positif de O') ..ê..B.!: (0.... 

c) l!l, est réticulé pour son ordre propre, et si f,g e(!;{.: 

De plus, L[C{X)] 

f V g = L[Sup(f,g)~ 
(.et. 

est un sous-e s:pac e rêt iculè · de a . 

Le théorème de représentation simpliciale que nous avons 

montr~ pour les opfrateurs de Lion s 9 €tend aux op~rateurs analytiques: 
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THEOREME 61. Si L est un opérateur li-analytique (resp. de 

H-classe 0) sur 

de la cla.sse s ) 
0 

X 

, 
, 

et 

le simplexe Y associé est analytique(~. 

sa donn~e est &quivalente à celle de l'op€ra-

teur. 

Nous consid€rons, comme pour la d~monstration du th~or~me 

34, que X est un sous-ensemble de Y. 

l - H = H
0 

= A(Y) lx. Supposons que V B<a , H8 = A8 1x 
f = l im f , f E ~ Ha , Il f 1\ ~ M • n n µ<a µ n Soit 

Donc 

f c:;; HQ( • 

f = g 1 , g € a-) A.0 (et il est facile de voir que \lg l\~M, n n n µ<a µ n 
inutile). Soit y tE. Y ; µ est portée par X , donc, 

y mais c'est 

d'après le thforème de Lebesgue 

gn(y) = µy(gn) = µY ( gn ) = µ (f ) -+- µ (f) y n y 
quand n --,.- +oo • 

lx 

Donc gn(y) --+ µ (f) = g(y) V y 

donc "- -u 
AS] c'est-à-dire a QlB<a ' 

y<=- y . 
.... 

A a , 
a 

La fonction 

et glx = f 

g appartient 

(on utilise le 

lemme 46). 

Donc 

De plus, si f 

f(y) = µ (f) = y 

V a. 

e.. l'.Cl, 

H 
a 

et 

µy<r1x) 

& qui prolonge f --a 

= A 1 • a X 

rlx = 0 

= µ ( 0) 
y 

X • et 

' 
alors f - 0 , car si yE..Y 

' 
= 0 • Donc, Vre.ae, j g unique 

g est donnée par g(y) = µ (f) • y 

2 - Supposons que L est H~analytique. Soit fE..C(X) • 

dans 

L(f)(y) = µy(f) = µy(flx) • flx E ~, et la fonction L(f) appartient 

donc à l!1 • Donc X est un simplexe analytique. 

3 - Supposons que L est de li-classe 0 , c'est-à-dire qu'il 

existe V dense dans C(X) tel que L (V) c H
0 

• 

C(Y) • v
1 

= {fE-C(Y)lrlxE-V} est dense dans 

Soit fE-Vl. L(f)(y) = µy(f) = µy(f1x> 

fonction L(f) appartient à A
0 

• Donc 

• Or 

X 

classe 

f IXe. H
0 

; donc la 

est un simplexe de la 

C.Q.F.D. 
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Nous allons maintenant démontrer un résultat assez sur

prenant au premier abord: il n'y a pas d'autres simplexes analyti

ques que les simplexes de Lion, ni d'autres opérateurs analytiques 

que les operateurs de Lion. On a même mieux: 

THEOREME 62. Soit X un espace compact, et H un sous-espace -
sê~arant de C(X) contenant les constantes. Alors, tout 012erateur 

L H-sim~licial sur X t tel g,ue Llc(x))c.<b(x) 
' 

est un H-oEèrateur 

de Lion. 

COROLLAIRE 63. Tout opérateur li-analytique L est un H-op~ra-ù 

teur de Lion. Pour tout ordinal a~l, L(Ba)cHa+l et 

Ce dernier point améliore la proposition ;8. 
COROLLAIRE 64. Tout simplexe analzti~ue est un simplexe de Lion. 

Démonstration du théorème. 

Nous allons raisonner en terme de simplexe. Tout revient à 

montrer que, X étant un simplexe, la condition: 

{!P)) : V f e:.C(X) , la fonction x --+- l.lx(f) = L(f) appartient à ~(X) 

implique que, 'r/ f d'un sous-espace dense de C(X) , L(f) e:A
1 

• 

Soit S+ le cône des fonctions convexes continues positives 

sur X • Pour toute fe: s+ , f = L(:f) '=-As • D'après (<P.>) , L(f) e::.~(X). 

Il en résulte que l'ensemble Rf = {(x,À) lo c,, À ~f(x)} est un 

ensemble de la tribu de Baire de X x ut ( c:f. lemme ci-des sous). 

Comme est compact, Rf est donc un - de - + 
X x IR • 

u n une suite décroissante d'ouverts de 

et Une X [o,M] (où M >Sup f) • 

+ X x IR , t ele que 

R = f 

Nous 

n u , 
n 

n~l 
nous plaçons, pour la suite 

de la démonstration, dans 

xx[o,M]. 
Posons K = f' U • Si n L, n 

est une fonction numérique sur X, 

~ valeur dans [o,M} , nous poserons 

S <P = { ( x, À) 1 À > H x) } , et 

s~ = {(x,À)IÀ~cJ>(x)} 
cp 

X 

0 X 

A 

f 
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affine continue sur X, bornée ~ar M , Pour tout 

telle que X e. S 
gx 

(appliquer le théorème de séparation 

de Hahn-Bane.ch à 

Alors u 
x~K

1 

Rf et co [{x} lJ Xx{M}] 

S J K
1 

• Donc 3 x 1 , . •. 
gx 

n 

) . 

, et de plus < \..J s~ ) n R = rp • 
i=l gx. f 

]. 

tels que 

F est convexe compact, F::, K
1 

, et 

F c G Rf qui est un ensemble convexe. 

D'après le théorème de Hahn-Banach, il existe 
,,... 

nue sur X , telle que M ~ h
1 

> f " et 
~ 

F c sh • Donc 
l 

h 1 affine conti
~ 

K1 c Sh • 
l 

Supposons trouvées h 1 , h 2 , ••• hn 

M? h
1 
~ h 2 ••• ~ hn > f , et V p~ n 

affines continues, telles 

que 
-l'i 

, K c Sh • 
p p 

Alors, en refaisant la démonstration précédente pour l'ensemble 

K~+l = Kn+lUS~ , on obtient hn+l affine continue, telle que 
n 

.,,,.. 
h ?- h l > f , et n n+ 

* K 1 c Sh 
n+ n+l 

On peut ainsi construire une suite h par récurrence. Il est alors 
,... n ,,,,. 

clair que Inf h = lim h 
+ n n 

Donc L ( S ) c Al , et 

= f • Donc f E. A
1 

• 
+ + L(S -S) = L(S-S)cA

1
: X est un simplexe 

de Lion, avec V= S - S l'espace dense de la condition de Lion. 

C.Q.F.D. 

Démontrons le lemme dont nous nous sommes servi : 

LEMME 65. Soit f une fonction numérique sur un espace topo

logique séparé X. Si f est une fonction de Baire, alors 

{(x,À) IÀ ~ f(x)} est un ensemble de le. tribu de Bo.ire de Xllt'. !R • 

Rf = {(x,À)IÀ~ f(x)} est le complénentaire de l'ensemble 

Sf = {(x,À)IÀ> f(x)}. 

Soit r un rationnel. 

L'ensemble {xlf(x)<r} est un 

ensemble de la tribu de Baire de X. 

Soit 

A = { X I f ( X ) < r } x ] r , +"° [ C X ~ [B. • r 

tR 

r 

X 



Alors Arc. Sf • Donc U ArcSf. 
re.~ 
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Soit (x,À) E: Sf : f(x) < À • Soit r €.Q tel que f(x} -<r -<À • 

Alors (x,À)(;;Ar. Donc Sf = U Ar 
r e.(Q 

Or chaque A appartient à la tribu de Baire de X x IR • Donc il r 
en est de même de Sf , et par suite, aussi, de Rf. 

C.Q.F.D. 

Si X est un simplexe analytique, on peut espérer des 

renseignements sur la "nature" des fonctions affines boréliennes 

sur X. 

La question naturelle que l'on se pose est 

a-t 9 on : 

ou même a-t'on : 

(2) JtnB = A ? 
Cl, Cl, 

Un contre-exemple de Choquet ~ontre que, pour «=2 , (1) est 

faux (et (2) à fortiori), même si X est un simplexe de Bauer 

métrisable: M~([o,1]) (cf.[5],[14]). 

On obtient le résultat suivant, plus faible 

THEOREME 66. Si X est un simplexe analytique, et et~l, 

toute fonction bornée de classe a de Baire sur X , vérifiant le 

calcul barycentrique, est de classe affine a+l , c'est-à-dire 

yA () B c. A • 
(l Cl+l 

C'est la traduction du corollaire 63. 

COROLLAIRE 67. Si X est un simplexe de Lion, toute fonction 

affine sur X, de 1ère classe de Baire, est de seconde classe affine~ 

Nous allons utiliser les propriétés des simplexes analyti

ques pour généraliser un résultat de Alfsen sur la face supplémen

taire d'une face fermée dans un simplexe. 

Rappelons le théor~me de Alfsen (cf. [1],[17]) 

PROPOSITION 68. Soit X un simplexe, et F une face fermée 

de X. Il existe une plus grande face F' disjointe de F (non 

fermée en général), et telle que tout point x de X s'exprime 

d'une façon et deune seule sous la forme x = ).y+(l-).}y' , 

O~À~l, yE.F, Y'6ï..F'. 
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De plus, si lF est la fonction caractéristique de F , alors 

F' s'appelle la face supplémentaire de F • 

DEFINITION 69. Soit X un simplexe analytique. 

On appellera ~face de X une face de la forme 

F f- 1 (0) + 
{ g e ~1 g~O} = pour f G: at = • ' 

Si F r- 1 ( 0) + 
{ g <=-A I g>,;.O} dira. F = pour f e.A = on que est 

' 
, 

(J (J 

une A -face. 
(J 

THEOREME 70. Soit X un simplexe analytique, et soit F une 

face fermée de X , telle que lF E: Œ, ( resp. lF E-B1T) • 

Alors la face F' supplémentaire de F est une (t..face (resp. 

une An+l-~), donc un ensemble de la tribu de Baire de X (resp. 

un borélien de classe de Baire ri+l multiplicative, c'est-à-dire 

un K o 8 • •• o ou un G 
ê cr ••• a 

suivant la parite de 7T } • 

En effet, si lF6 ~ (resp. Bn) , L(lF) <::.&(resp. Al+1T) , 

et on utilise l'égalité F' = L(l~)- 1 (0) 
"' 

COROLLAIRE 71. Si X est un simplexe de Lion,~ F une face 

fermée de 

un K 
(J 0 • 

une face 

K oo • 

X qui est un G0 , alors la face supplémentaire F' 

Si, de plus, 

COROLLAIRE 72. 
ferméd de X , 

~(X) est fermé, F' est un G
0 

• 

Si X est un simplexe métrisable, et F 

alors la face supplémentaire F' est un 

C'est ce corollaire qu'Alfsen a d~montr~ dans [1} . 

REMARQUE 73. On peut en fait montrer, dans un autre cadre, 

est 

que pour tout simplexe X et toute fGce fermée F , la face supplê-

t1entaire F' est un G0 , et montrer que la décomposition de X 

suivant F et F' est "borcilienne" en un sens convenable (cf.[17] ). 
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- 9. Les simplexes analytiques réguliers. 

DEFINITION 74. Un simplexe X est dit r~gulier s'il v~rifie 

a) i(X) est universellement mesurable et porte µx V x 12. X • 

b) Pour toute fonction continue bornéefsur 

que : 

f,(x) , 3 {f } c œ telle n 

/Cx") 
,1 f n Il 6 M , et f n (X) --;,. r quc.nd n -,.. +00 , Y x €- l( X) • 

Si de plus, V f continue bornée sur ~(X) , on peut choisir 

dans Bn , on dira que X est régulier de type 1r • 

{f} 
n 

On notera Bt 1 1 ensemble des fonctions bornées de classe 

est l'ensemble des 
a 

&Ji, BG Bl. de Baire a sur -t, (X) et = u 
' a;,:o a 0 

fonctions continues bornées sur t;(X) • 
Le théorème suivant étend un résultat de Alfsen ( [2]) : 

THEOREME 75. Si X est un simplexe analytique régulier, 

alors füf., = ~t(X) • Plus précisément, V fi:: <P,t, la fonction P(f) , 

définie sur X par P(f)(x) = µ (f) , appartient a a,~ 
X 

P : a,l--,. C9-- est une isométrie bijective linéaire positive inverse 

de la restriction. 

Si de plus X 

P(B!) c Aa+1r+ 2 • 

est régulier de type 1r , alors V a~O 

Il est clair que la r~currence donne le résultat, dès qu'on 

montre que 

nit ion 74, 

type 1r) 

1:. P(f)15:.ffi. si f~B • 
0 

D'après l'hypothèse b) de la défi-

f = 1 im f , f €- ~ ( f G:. B 
n n n 1r si X est régulier de 

P(f) = lim P(fn) = lim L(fn)E. Q[L(<B)] = ei,(p(f.}e: QIL(B1r)J cl\r+ 2 

si 1r:;i.1 , P(f) e Q[L(V)] c A2 si 1r=O , car on peut alors choisir 

{f }eV) • 
n 

P est évidemment linéaire positive, et P(f)lt(X) = f. Donc 

P est b ij ect ive. \l P ( f) I! ;:;,-JI f Il • Si li P ( f) Il> tl f lt , 3 Y .a: X, t (X) 

tel que, par exemple, P(f)(y) = µy(f)>flfl\. Or µy(f)6 Uri\. 
D'où contradiction. Donc }IP(f)IJ:::: \If~, et P est une isomètrie. 

C.Q.F.D. 
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Voici deux exemples importants de simplexes réguliers 

THEOREME 76. Si X est un simplexe métrisable, ou si X est 

un simplexe dont l'ensemble des points extrémaux est un K~, alors 

X est régulier de type O • 

1) Si 

V n~O , 

tr:(X) = U K (K ) 
n~o n ' n 

suite croissante de compacts, 

3 f €.C(X) = B , telle que n o 

fnlK • En fait, on peut m~me prendre f E.. A( X) , et n 
n 

Donc P(B~)c A1 , (ce qui est mieux que ce que donne le théorème 75). 

2) Si X est métrisable, 't(X) est un G
0 

• Un 

Kuratowski (cr.[11]) affirme que toute fonction 

un prolongement fa X , f e..B1 • Donc 

11 f Il~ M , et f + f sur c;( X) • n n 

f = lim f n 

théorème de 

f de B t admet 
0 

, {f}cB, 
n o 

C.Q.F.D. 

REMARQUE 77. Cbt étant évidemment réticulé, on retrouve, dans 

un cas particulier, le fait que Q est réticulé. Dans [2], Alfsen 

utilise, dans le cas métrisable, un argument direct pour montrer 

que O,j-~ (X) = ~ ~, sans utiliser le résultat de Kuratowski que nous 

citons. 

Généralisons enfin un thEorème de Alfsen sur les simplexes 

m~trisables ({2] ), qui relie les Q-faces et la structure borélienne 

de ê;(X) • 

THEOREME 78. Si X est un simplexe analytique régulier, la 

tribu de Ba.ire ~l de t:(X) est exactement formée des ensembles 

de la forme c!(X)n F , où F est une Q-face, et l'o.pplication 

est une bijection de l'ensemble des a-faces sur ?t:'1::,. 

La démonstration est la même que celle d'Alfsen dans le cas 

métrisable. 

Si F est une ~-face, l(X)ê\FE:~e' 
t'.. -~ Rée iproquement, soit A ~ ~~ • le A€: ÛS ( lC A 

ta, 't. ê, 

évidemment. 

est la fonction 



36 

caract~ristique de CeA ). Soit F = P(l )- 1 (0) (oa P est 
c. - A. Cf A 

définie comme dans le théorème 75). FAnt(X) = A de façon évidente, 
+ 

et P ( le " ) e:. el • 
t,;.ti 

Montrons que FA est la seule d-face vérifiant cette condition 

Soient r
1

, r2 e:.0..+ , telles que rî 1 (o) O'&(X) = r; 1 (o) rit.(X) =A. 

s Oit X 6..- X • fi ( X } = 0 ~ µ x< fi ) = 0 -Fr µ X p O rt ê e par A 

(car X est régulier). La derniêre condition étant indépendante de 
-1 ( ) -1 i=l,2, f
1 

0 = f
2 

(0) • 

Il reste donc juste a montrer que pour toute et-face F ~ r/J , 

Ff\t(X) :fi r/J. 
Soit F :;: r- 1 (0) -/: r/J f e <9.,,+ • Soit X e. F . Si µ r {y Ir< y>> o} J > o 

' X-
alors µ (f) ·- f( X) :;,. Ü , ce qui n'est pas. Donc µX est port ee 1,ar 

X 

F • Comme elle est aussi portée pur ~ (X) , 11x[Fnt(x)] = 1 • 
donc FI") G(X) 1 r/J • 

C.Q.F.D. 
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