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CHAPITRE I 

CALCUL DES CARRES DE STEENROD 

DANS LA COHOMOLOGIE DE @;,2X 

I - ETUDE DU COMPLEXE DES CHAINES DE ~X. 

A) Définitions et notations . 

1 . Pour n E :N on désigne par Csn le groupe des permutations de 11 ensemble 

{ 1 , 2 , ... , n} , ~ étant le groupe trivial. 

Si E est un ensemble, le groupe @;n opére. à droite sur En= Ex ... x E (n-fois) 

par: 

(a E@; ) • 
li1 

~ On note E ~ ➔ B ~ le @;n -fibré principal uni ver sel de Milnor, E 4:1 
est un espace contractile sur lequel opère librement le groupe @:; n. 

Soit X un espace topologique. ~ opère alors librement sur E~ x Xn et 

11 on désigne par @; X 11 espace quotient E ~ x Xn ~ . n '"11 n 

3. Remarque: Une version simpliciale de la définition del' espace (~X ei:,t 

donnée dans [ 2 J . Pour X un ensemble simplicial 

où W~n est le groupe simplicial contractile associé au groupe @;n . 

4. On note W une résolution libre de Z ( considéré comme u11 

<s;- - module trivial) sur Z [@; J • D' après la définition de E le:: , on a unei n n 11 



2. 

équivalence de chaînes <sn-équivariante entre le complexe des chaînes singu

lières de E@;n , C * (E&:1) et W . Dans toute la suite, on désigne par C * (X) 

le complexe des chaînes singulières d I un espace topologique X . 

DI après le théorème d' Eilenberg-Zilber, on a une équivalence de cha.1.Îles : 

où on a noté C * (EGii) ® C * (Xn) le quotient de C * (E ~) 0 C * (Xn) par 
~n Z 

11 action du groupe @; • 
n 

Il en résulte : 

Notre but est d'exprimer le complexe des chaînes singulières C * ( ~X) en fonc

tion de W et de C * (X) . D I après le théorème d I Eilenberg-Zilber, les deux 

foncteurs X-+ C*(Xn) et X-. C*(X) ® ••• ® C*(X) (n-fois) sont équiva

lents, mais il n'existe pas de transformations naturelles <&n -équivariantes 

entre ces deux foncteurs sinon il n I y aurait pas d I opérations de Steenrod. 

(Pour la définition de 11 action de ~n sur le complexe C * (X} ® ••• 0 C * (X) 

(n-fois), voir le paragraphe II, B) .) 

On va appliquer le théorème des modèles acycliques pour avoir une équi

valence de chaînes entre W ® C * (Xn) et W ® c:® (X) . 
~n <sn 

B) Groupe et catégorie. 

1.: Action d' un groupe sur une catégorie. 

Soit G un groupe et C une catégorie ; on dit que C est une G-catégorie 

si, pour tout élément g de G , il existe un foncteur : 

cp :C-+ C 
g 
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vérifiant : 

( e désigne 11 élément neutre de G ) 

(ii) cp 1 = cp 0 4> , gg g g 
(g,g' E G) • 

Pour une G-catégorie C , on note G IX C la catégorie dont les objets sont les 

objets de C et dont les morphismes sont définis par : 

HomG c(A,B) = U Homn(i!> A,B) (A,B E Ob(C)) . 
K gEG ..., g 

Le composé de deux morphismes f 

gorie G 1>< C est défini par : 

cp A ➔ B et h 
g 

cp ' A g g 

~ f g' h ----+ cp I B --~ C g 

4> 1B ➔ C dans la catég 

Exemple : Soient G et H deux groupes. On suppose donné un morphisme de 

G vers le groupe des automorphismes de H • On associe canoniquement au 

groupe H une catégorie notée H telle que : 

Par définition, il est clair que la catégorie H est une G-catégorie et on vérifie 

que la catégorie G IX H est associée au groupe G ~ H produit semi-direct des 

groupes G et H . 

2. Extension de foncteurs. 

Si C est une G-catégorie, alors il existe un foncteur 

i: C-+ G1><C 

défini par i (A) = A pour tout A E Ob(C) 

i (f) = f 

Si g est fixé dans G, 

pour tout f E Homc(A,B) . 

alors l'ensemble HomG c(A,w A)= LlHom,,,,(4thA,IP A) 
IX g hEG ..., g 

possède un élément privilégié 1.,g(A) correspondant, pour h = g , à l'identité 

de 4> A . g 
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L' application 

Homc(él? gA,B) -- HomGt:<C(A,B) 

f i----- i (f) 0 t g(A) 

est 11 inclusion naturelle. 

DEFINITION. Soient C une G-catégorie, C' une catégorie et F : C ➔ C' 

un foncteur covariant. On dit que F s I étend à la catégorie G t:< C s'il existe 
A 

un foncteur covariant F rendant commutatif le diagramme suivant 

Si F : C ➔ C I se prolonge à la catégorie G k C , alors on définit pour tout 

g E G une transformation naturelle : 

A 

par : T (A) = F [ t (A)] pour tout A E Ob(C). g g 

On vérifie que : 

(A E Ob(C) ; g,g' E G) • 

Inversement, 11 existence d I une telle transformation Tg : F ➔ F o ~ g pour tout 

g E G vérifiant les conditions (i) et (ii) implique que le foncteur F s I étend 

à la catégorie G x C en posant : 
A 

(iii) P' (A) = F(A) pour tout A E Ob( C) 

A 

(iv) F(i(f) o t g(A)) = F(f) o Tg(A) pour tout f E HomC(<l>gA,B) . 

DEFINITION. Un foncteur F C ➔ C' qui se prolonge à la catégorie G x C 

est dit un xG - foncteur. 



Soit ( C , rn) une catégorie avec modèles, C ' la catégorie des Z-modules, 

F : C ➔ C I un foncteur covariant, représentable (au se;ns de [J-J , page 28) 

et L un G-module libre. 

LEMME 1 • Si C est une G-catégorie et F un IXG-foncteur, alors le foncteur 
~ 

L ® F s I étend à la catégorie avec modéles ( G t>< C , rn) en un foncteur L ® F 

représentable. 

Démonstration. Soit T' : L ® F ➔ (L ® F) o 4" la transformation naturelle g g 

définie par 

T'(A)(e® x) = g. e® T (A) •X· (g E G, x E F(A), A E Ob(C)) 
g g 

où Tg est la transformation naturelle correspondant au prolongement de F. T ~ 

vérifie les conditions (i) et (ii) , ce qui montre que L ® F est un ti<G-foncteur. 

Puisque le foncteur F est représentable, pour chaque M E l'i\ , il existe un 

ensemble BM c F{M) tel que, pour chaque A E Ob( C) , le Z-module F(A) 

admette pour base la famille des éléments F(f) . m , où m décrit les di vers 

ensembles BM et où, pour m E BM , f décrit l'ensemble Home (M,A) . 
.......--... 

Soit { e. , i E I} une base de L , pour montrer que le foncteur L ® F est 
l 

représentable sur la catégorie avec modèles ( G ~C , l'n) , on considère pour chaque 
/"'.. 

ME îh le sous-ensemble { ei ® m, i E I, m E BM} de (L ® F)(M) = L ÎF(M) . 

Pour chaque A E Ob(C) , on a : 

------(L® F)(f)(e. ® m) = [(L®F)(f) o T'(A)] (e. ® m) 
l g - l 

D I après la commutativité du diagramme suivant : 

F(M) 

Tg(M) l 
F(cp g(M)) 

F[w _1 {f)] g 

F(f) 

F(<l> g_/A)) l TiA) 

F(A) 
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----on a (L ® F)(f) • (e. ® m) = g • e. ® (T (A) o F[<ï, 1 (f) ]) • m • 
1 1 g g- -

Comme F est représentable, pour w _ 1 (A) E Ob( C) , la famille des éléments 
g 

F [ 4> _ 1 (f) J • m où m décrit les di vers ensembles BM et où, pour m E BM , 
g 

4> _ /ï) décrit l' ensemble Home (M, <P _ 1 A) , est une base pour le .Z-module 
g g 

F [ 4 1 (A) J , T (A) étant un isomorphisme donc la famille des éléments 
g- - g 

(T (A} o F[ <f? 1(f) ]) · m est une base pour F(A) . On en déduit que la famille 
g g-

des éléments (L®F)(t) · ( e. ® m) est une base pour le ?Z-module 
1 

....----....... 
(L ® F)(A) == L ® F(A) où i E I , m décrit les ensembles ,BM et où, pour 

z 
m E BM , f décrit l'ensemble HomG<C (M,A) . 

COROLLAIRE 1. Soit G un groupe, M un G-module libre sur .Z et L un 

G-module libre, alors L ® M est un G-module (pour l I action diagonale) libre. z 
Démonstration. On prend pour C la catégorie telle que 

C) Application du théorème des modèles acycliques. 

1: Soit ( C , ln) une catégorie avec modèles ln , !) la catégorie des complexes 

de chaînes augmentés et applications de chaînes conservant 11 augmentation et 

P et R deux foncteurs covariants de ( C , rn) vers f) • Le théorème des 

modèles acycliques s'énonce ainsi (les notions de foncteurs représentables, acy-

cliques et catégories avec modèles sont exposées dans [ 5 ] , [ 7 ] et [ 15 J ) . 

THEOREME 1. Avec les notations précédentes, si P est représentable et R 

acyclique, il existe une transformation naturelle 

T P _. R 

unique à homotopie algébrique et fonctorielle près . 
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2 . On désigne par J la catégorie des espaces topologiques et applications 

continues avec comme modèles les 1::. , q ~ 0 . Lâ catégorie Jn = J x ... x J (n-fois) q 

est naturellement une es -catégorie avec comme modèles les (1::. , ••• , A ) , 
n q1 qn 

q. è!; O , 1 s i s n . 
1 

On note P, C, C o P et S les foncteurs covariants suivants 

p 

C 

X 

CoP 

----">~ f; 

C * (X 1) 0 ... 0 C * (Xn) . 

Les foncteurs W 0 Co P et W ® S libres et acycliques sont de façon évidente des 

r>c -foncteurs qui s v étendent à la catégorie @; ~ ;r n avec comme modèles les 
\.Sn n 

--------------------, ~ (ll , ... , ll ) q. ~ 0 , 1 s i s n en des foncteurs W ® C o P et W 0 S 
q1 qn 1 

libres et acycliques. 

D' après le théorème des modèles acycliques, il existe une équivalence 

d I homotopie fonctorielle, déterminée à homotopie algébrique fonctorielle près 

------F: W@CoP 
_.,.,........._ ___ W0 S 

En particulier, soient a E (Sn et X 
1 

, ... , Xn n-espaces topologiques, le diagramme 

suivant est strictement commutatif : 
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W ® C (X 
1 

X ••• X X ) * n 

~'~ 
(W®CoP)[t. (X

1
, ... ,X )] cr n -

W ® C * (X - l x ... , X _ 1 ) 
F{X _ 1 , ••• ,X _ 1 ) 

W® C*(X _1 )® .•. ® C*(X _1) 
O'( 1) o(n) 0'(1) o (n) 

0 (1) 0 (n) 

Soient f 11 application de X 
1 

x . . . x X vers X -1 x ••• x X -1 qui, à 
n cr (1) cr (n) 

(x 
1 

, ••. , x ) fait correspondre (x -1 , ..• , x -1 ) et g 11 application de 
n c; ( 1) a (n) 

C*(X 1) ® ••• ® C*(X ) vers C*(X -1) 0 .•• ® C*(X -1) définie par 
n a ( 1) a (n) 

{Œi E C*(Xi) 
1:Si:Sn) 

lq_ l • IŒ, l 
où le signe comporte le facteur ( - 1) J chaque fois que ai et aj sont 

échangés { 1 Œ. 1 = dimension de a. ; 1::; i $ n). 
1 1 

Notons h l' application de W vers 
O' 

../'--._ 

(W ® CoP) [ t.
0 

(X
1

, ••• ,Xn)] 

/"-._ 

W qui à w associe a • w • On a 

= h ® f ()' * 
(W ® S)[ t. (X

1
, ... ,X ) ] = h ® g • a n o 

Le diagramme strictement commutatif précédent s'écrit 

On en déduit l'existence d w une équivalence d'homotopie fonctorielle, déterminée 

à homotopie algébrique fonctorielle près entre les foncteurs 
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et 

définis sur la catégorie ;:i- • 

D9 après I. A, 4), on a 

On a donc établi le résultat suivant 

PROPOSITION 1. Si X est un espace topologique, alors on a une équivalence 

de chaînes fonctorielle entre le complexe des chaînes singulières de C2> nX, 

C * ( ~nx) et w ~ c~® (X) où W est une résolution libre de z sur Z [©'n J • 
n 

II - DESCRIPTION DE H*(G;;:.
2
x ; Z/2) 

A) Le transfert. 

1. Soit (Y ,p,X) un revêtement fini à r-feuillets ; on définit un transfert tr 

de C * (X) vers C * (Y) qui, à un simplexe singulier de X , associe la somme 

de ses r relevés dans Y • 

2. Soit G un groupe, H un sous-groupe de G d'indice fini et M un G-module 

à gauche. On note MG le quotient de M par l I action de G et MG le sous

module de M formé des éléments invari.ants par G . On définit deux transferts : 

(i) L' un de MG vers MH qui, à la classe de m E M modulo G, associe 

la classe de 1' élément (g 
1 

• m + • • • + gr· m) E M modulo H où r est l'indice de H 

dans G et où les g. ( 1 :::; i :::; r) sont les représentants dans G des classes 
l 

de H \G . 
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(ii) L' autre de MH vers MG qui, à m E MH , associe 11 élément 

(g 
1 
m + . . • + grm) E M où les gi ( 1 ::; i ::; r) sont les représentants dans G 

des classes de G/H . 

3. ~emargue. Si (Y, p ,X) est un revêtement fini à r-feuillets, on considère 

Z. = U F où F est 11 ensemble des bijections de p - 1(x) vers { 1, 2, ... , r} 
xEX x x 

muni de la topologie telle que x~ V F x soit un ouvert de Z dès que V est un 

ouvert trivialisant. Le groupe @; opère librement sur Z par : r 

cr.f=crof (cr E ~ , f E Z) . r 

f-1(r) L' application de Z vers Y qui, à f E Z , fait correspondre 1 ° élément 

de Y est @; 
1 

- équivariante et induit un homéomorphisme de @: 
1
'\ Z vers r- r-

y . De même, 11 application de Z vers X qui, à f E Z , fait correspondre 

l'élément x de X tel que f E F est ($ -équivariante et induit un homéomor-x r 
phisme de (; \ Z vers X . On a le diagramme commutatif suivant r 

~ y 

~ 
-----~ X 

ce qui montre que le revêtement (Y ,p,X) est homéomorphe au revêtement 

( Cs;;r_ 1 \ Z, q, G"r \ Z) . Le transfert de C * (X) vers C * (Y) défini à 11 aide de 

2 • (i) , coïncide avec celui défini au 1 • 

4. Pour n un entier, considérons le revêtement (E(s; x Xn ,p., G X) . On a 
n n 

en cohomologie un transfert : 

tr : H* (Xn ; Il) 

où Il est un groupe abélien. 



Soient u. E 
1 

p. 
H 1(X ; Il.) (1 :5 i :5 n) ; on note 

1 
P1+- · .+pn ~_, 

H (-&X;Il® .•• 0Il). 
n 1 n 

B) Définition de la cochaîne P n • 

11. 

Soit Il un groupe abélien muni de 11 action triviale de (s;n , d I après 

la proposition 1, e* (@; X ; Il) est équivalent au complexe Homr,:;: (w0 en*® (x),n) 
n én 

des cochaînes @;' n -équi. variantes de W ® e~® (X) à valeurs dans Il • 

Pour u E eP(x ; Il) , on définit la cochaîne un = u 0 ••• 0 u (n-fois) 

n®( ) n0 de e * X vers Il • 

n0 
Le groupe Cs n opère sur e * (X) par : 

cr(x
1 

0 ••• ® xn) = signe • x
0

( 1) 0 ••• 0 xa(n) 

Le signe qui apparai"'t comporte le facteur (- 1) lxi 1 • 1 xj I chaque fois que x. et 
l 

x. sont échangés où on a noté lx.\ = dimension de x. (1 s i ~; n, 1 s j s n) • 
J l 1 

n® 
L I action de es n sur n est définie par : 

si p = O (2) 

= { (cr EG:; ) 
e(cr)• ga(l)® .•• 0 go{x) si p = 1 {2) n 

On note @;n(Il,p) le quotient de nn® par cette action de ~n • On en 

déduit que 

et que la cochaîne 

w 0 en® (X) 8 ® 1 

* 
'°' un nQl> 

e~~(X)-- n 

(cr E ~ ) n 

est @; -équi. variante, où e désigne 11 augmentation de W et nn® est muni de 
n 

11 action de @' n définie précédemment. On a ainsi construit une application : 

P n : eP (X ; n) -+ enp (GnX ; G'n(Il,p)) 

qui induit en cohomologie [ 19 J une application notée encore P n 
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L I application de chaînes Cs n - équivariante 

id® €n® 
w 

· d ·t 1· ti d h " w '°' cn®(x) w/ · d ,. ,. m Ill une app 1ca on e c aines @3 * ➔ ~ n QUI correspon geome-
n 

triquement à 11 application 

s : G X -+ @; (point) = BS . 
n n n 

Si X est un espace topologique non vide, le choix d I un point x0 dans X déter

mine une section pour 11 application s • On en déduit que 11 homomorphisme 

s* : H*(G;n ; Il) -+ H*( ~nX ; n) est injectif, ce qui permet d'identifier 

H*(Q;n ; Il) avec son image dans H*( Q;'nX ; Il) • 

D) Conclusion. 

On est en mesure maintenant de décrire la cohomologie de cr; 2x à 

coefficients Z/2 . Dans ce paragraphe, C*(X) désigne le complexe des chaînes 

singulières de X à coefficients Z/2 ; H*(X) l'homologie de X à coefficients 

Z/2. 

Comme Z/2 est un corps, il existe une équivalence de chaines de C*(X) 

vers H * (X) ( considéré comme un complexe muni de la différentielle nulle) qui 

induit 11 identité en homologie, unique à homotopie près . Elle induit une équi va

lence de chaînes de W ® c 2® (X) vers W ® H;® (X) bien déterminée à homo-
<!S2 * (52 

topie près, ceci résulte d I un lemme dû à Steenrod [ 17 J , page 204. On en 

déduit 

(i) Hom <S> (W ,H*(x) ® H*(x)) 
2 
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(ii) ED Ho ( _: 
2 

; Hk(x) ® He (X)$ He (X)® Hk(X)) $ 
k+e=p 
k<e 

$ Hr (-t2 ; Hk(x) ® He (X) $ He {X)® Hk(x)) œ 
r+k+e=p 
r>0,k<e 

ED Hr( S
2 

; Hs(X) ® Hs(X)) • 
r+2s=p 

Pour k < e , on peut écrire : 

ce qui montre [ 3 J , page 118-120 : 

H0((!;2; Hk(X) ® He{X) EB He(X) ® H\X)) = H\x) ® He(X) 

Hr( Œ
2 

; Hk(X) ® He (X)$ He (X)® Hk(X)) = 0 , pour tout r > 0 • 

Il en résulte : 

$ if(X) ® He (X) ) $ ( ED Hr(Q:;
2

; H 8 (X)® Hs(X))) • 
k+e=p r+2s=p 
k<e 

Soit E un espace vectoriel sur Z/2 de base { e. ; i E I} , on suppose 
1 

I totalement ordonné ; Hr(c;
2 

; E ® E) admet pour base la t'éunion disjointe des 

deux ensembles suivants 

*{ e. ®e. : i E I} 
· 1 1 ' 

* { e. ® e. + e. ® e. ; (i, j) E 1
2 et i < j } • 

1 J J 1 

On en déduit (voir remarque m, 3)) : 

PROPOSITION 2. Soit {x. ; i E I} une base de H*(x ; Z/2) , on suppose 
1 

que I est totalement ordonné (on peut supposer que i < j si le degré de x. 
l 

est strictement inférieur au degré de x} ; H*( ~
2
x ; Z/2) admet pour base la 

réunion disjointe des trois ensembles suivants : 
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*{(x.,x.); (i;j)EI 2 avec i<j} où (x.,x.) désigneletransfertde x.xx .. 
1 J 1 J 1 J 

* { P 2xi ; i E I} 

* { e r v P 
2
xi ; r ?: 1 et i E I} . 

III - CALCUL DES CUP-PRODUITS DANS H*( <!32X ; Z/2) 

.1.: Une approximation de la diagonale pour C * ( G;2X) • 

On considère sur la catégorie @.;' 2 x J 2 le foncteur covariant, libre et 

acyclique W ® S (les notations sont celles du paragraphe I, C)), le théorème 

des modèles acycliques donne 1 v existence d v une transformation naturelle 

,,,.,......_ .............._ 2® 
D : W ® S --+ (W ® S) 

On a donc pour objet (X 1 , x2) de es;2 ~ J 2 une application de chaihes 

qui rend commutatif le diagramme suivant : 

W ® C*(X 1) ® C*(X 2) 

ho®g l 
W ® C * (X2) 0 C * {X 1) 

~ 
(W ® C*(X 1) ® C*(X 2)) 

1 [h.,.0 gJ20 

(W0 C*(X 2) ® C*(X
1
))~ 

où h
0 

: W ➔ W est définie par h
0 

( w) = a • w (a le générateur de Q::; 
2
) , 

On en déduit que D induit une transformation naturelle notée encore D • 
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Pour prouver que D permet le calcul des cup-produits dans H* ( ({;
2
X ; Z 

2
) , 

on considère le diagramme suivant : 

D 

W ® C*(X 1) ® C*(X 2) 
(X1 ,X2) 

(W® C*(X 1) ® C*(X
2

))2® 

l 2® 
[W ® C*(X 1 x X2)] 

?Î 
W® C*(X 1 x X2) 

iî 
C * (Ees;2 x X 1 X X2) 

Î< 2® 
[ C*(Eg

2 
x x

1 
X X

2
) J 

où D 1 : C ➔ c20 est 1 v approximation de la diagonale de la catégorie ;:r et les 

flèches verticales sont les équivalences d v homotopie algébriques données au 

paragraphe I. Le théorème des modèles acycliques appliqué aux foncteurs 

(X
1 
,x

2
)-+ C*(E@;

2 
x x

1 
x x

2
), représentable et 

(X
1
,x

2
)-+ [W® c*(x

1
)® c*(X 2)J

20
, acyclique 

donne l'existence d'une transformation naturelle du premier foncteur vers le 

second, unique à homotopie algébrique fonctorielle près, ce qui prouve que le 

diagramme précédent est homotopiquement commutatif. Par conséquent, 11 appli-

cation de chaînes D de W ® C2® vers 
~2 

cup-produits dans H*( ~2x ; Z/2) . 

2. Construction de D • 

2® 
[W ® c 20 ] 

(!,2 .. 
permet le calcul des 

Le groupe (6
2 

opère diagonalement sur le complexe W ®W. Le ~
2

-

complexe W est libre, le @; 
2
-complexe W ® W est acyclique ; il existe donc 

une application de chaînes Dw <52-équivariante, conservant P augmentation, de 

W vers W® W. 

Soient X 1 et x 2 deux espaces topologiques. On note D(x X ) la 
1' 2 

composée: 
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E 

E 

où E est 11 échange des facteurs. On a ainsi défini une transformation naturelle : 

A 
D : W ® S ---+ (W ® S) 2® • 

3. Remarque. Soit e;j le générateur du Hj(~
2

; Z/2) (j ~ 0) (dans toute la 

suite, e:j désigne à la fois la classe de cohomologie et le cocycle équivariant qui 

la représente). Si x E H*(~
2
x ; 'ZZ/2) , on note e:j v x l'élément s*(E)) v x 

du H * ( ~
2
x ; Z/ 2) où s * est l'homomorphisme défini au paragraphe II, C). 

Soient u E H*(x ; Z/2) et z un cocycle qui représente u , alors e:j '--' P
2
u 

est représenté par la cochaihe équivariante e:j ® z ® z • En effet, 

e) v P 
2

u = { e:j ® e: ® e:} v { e: ® z ® z} (si v est une cochal.Île équivariante 

de W ® c:,® (X) , on note { v} la classe de cohomologie de ~ 2x qu O elle repré

sente ; e: désigne génériquement 11 augmentation) • 

ej v P
2
u = {D:(e:j ® €) ® D'~(e: ® z) ® D'~(e: ® z)} 

* . . 
Or D'~{e: ® z) diffère de z par un cobord et Dw{e:J ® e:) diffère de e:J par 

un cobord équivariant ; il en résulte toujours d'après le lemme de Steenrod 

[ 11 J , page 204 : 

j e: v P 2u 

On peut éviter d'avoir recours à ce lemme de Steenrod en choisissant 
* . . DX, W et DW de façon à ce qu'on ait D'x(e: ® z):;::; z et DW(eJ ® e:) = e:J . 

PROPOSITION 3. Pour u, v, x, y, x' et y 1 des éléments de H*(X ; Z/2) , 

on a : 



(i) 

(ii) 

[ j ] [k ; j+k ( ) E: U p 2u . V . E: V p 
2 

V J = € v p 2 U v V 

. ! 0 .. 1 0 
[ e:J v P 2u J v (x,y) =) s~ ~ r 

l (uvx, UvY) Sl J = 0 

(1·1·1·) (x,y)., (xD ,y 1 ) ( , ') ( , ') - = xux ,YvY + x'--'y ,y'--'x 

17. 

Démonstration. Soient z et z 1 les cocycles représentant respectivement u et 

v ; on a : 

= e: v P iu '-' v) . 

. k . k * 
Comme E:J 0 e: = e:J+ dans H (.Z/2 ; Z/2) , on a démontré la formule (i). 

Avant de démontrer les formules (ii) et (lli), on va prouver le résultat 

suivant : 

LEMME 2. Si (Y ,p,X) est un revêtement fini, alors, pour u E H*(x ; Z/2) 

et v E tt*(Y; Z/2) , on a : u v tr(v) = tr(p*u v v) où tr est le transfert 

associé au revêtement (Y ,p,X) • 

Démonstration. On considère le diagramme commutatif suivant 

YxY Y .. ~Xid 
y p Xld X X y 

X 

! id xp 

___ d __ "'> XxX 

où d est 11 application diagonale. 

Si tr' est le transfert associé au revêtement (X x Y, idXp, X x X) , 

on a le diagramme commutatif suivant : 
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~ --- C*(X) ® C*(Y) 

1 Id®tr 

~ ---- C*(X) ® C*(Y) 

où les flèches horizontales sont les équivalences de chaînes données par le 

théorème d I Eilenberg-Zilber. D'après la fonctorialité du transfert, on peut écrire : 

d*o tr' (u x v) = tr o d*(p *u x v) 

= d*(u x trv) • 

Il en résulte 

u v tr(v) = tr(p*u v v) • 

Les formules (il) et (iii) découlent du lemme 2 appliqué au revêtement 

2 (E (;"2 x X , p, @;2X) ; en effet : 

[ ej,,_,P
2
uJ v (x,y) = [ e)vP

2
uJ vt?'(x xy) 

= tr[p*(ejvP
2
u) \,,) (x xy)J. 

* . * . * On a p (eJ v P
2

u) = p (eJ) v p (P2u), p*(P
2

u) = u x u et comme E<Ê:>2 est 

contractile, le diagramme suivant 

montre * . p (€J) = o si j ,/: O 

= 1 sij=O 

On en déduit 

v (x,y) = { Û 

(uvx, UvY) 

si j t O 

si j=O. 
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De même, on 2 : 

(x , y) U (x u , y 1 ) = tr (x x y) U tr (x I x y 1 ) 

= tr [p *(tr (xxy)) U x' xy') J 

Or p *(tr (xxy)) = x xy + y xx modulo 2 , donc on a : 

(x 'y) V (x' 'y') = (x V X' ' y V y~) + (x V y' ' y u X' ) • 

IV - CALCUL DES CARRES DE STEENROD DANS LA 

COHOMOLOGIE DE (8) 2x . 

Soit X un espace topologique. Dans toute la suite, C*(X) désignera le 

complexe des chaînes singulières de X à coefficients Z/2 . On note V la 

résolution libre de Z/2 sur Z/2 [Z/2 J telle que V. = Z/2 [Z/2 J (i ~ 0) - 1 -

engendré par v., d.(v.) = (1 + T)v. 
1 

(i > O ; T le générateur de Z/2) et 
1 1 1 1-

€ ( v 0) = 1 ( e: est l' augmentation de V) . 

Soit 7' 1 la transformation naturelle, :Z/2-équivariante de V® C vers 

C ® C , donnée par le théorème des modèles acycliques appliqué aux foncteurs 

V ® C représentable et C ® C acyclique, définis sur la catégorie J • L 9 action 

du groupe Z/2 sur V® C*(X) et C*(X) ® C*(X) est définie respectivement par: 

T • (v ® x) = T • v ® x et 

i 
En cohomologie les carrés de Steenrod sont induits par les applications Sq de 

cP(x) vers cP+\x) (i ~ 0) définies de la manière suivante 

i 
(Squ, o) = (u ® U, 7' x' ( V . ® O")) p-1 

si i S p 

= 0 si i > p . 
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1. Sur la catégorie <:s:
2 

tx J
2 avec comme modèles les (~ ,~ ) , q

1 
,q 2 ~ 0 , 

/""- q1 q2 
on considère le foncteur W ® S libre et acyclique (les notations sont celles du 

paragraphe I, C), 2. Le théorème des modèles acycliques appliqué aux Z/ 2-
/"-- /'· 

foncteurs V ® (W ® S) et (W ® 's)2® (1 v action de Z/2 est celle définie préce-

demment) donne l I existence d'une transformation naturelle Z/2-équivariante : 

D' après la définition de la catégorie ç;
2 

t>< ;J 
2 , T induit une transforma

tion naturelle Z/2-équivariante notée encore T : 

Le même raisonnement que dans III, 1 • , montre que T peut être utilisé pour 

calculer les carrés de Steenrod dans H*( ~ 2x ; Z/2) . 

2 . Construction de T • 

Le groupe Z/2 x ~
2 

opère sur les complexes V® W et W2® ® v2® 

de la façon sui vante : 

sur V® W l (T ,id)(v ® w) = T • V® w 

(id,o-)(v ® w) = v@ ow 

sur w2
® ® v2® l (~,id)(w

1
@w2@v1@v2) = w2@w1@Tv

1
@ Tv2 

(1d),a)(w
1
@w

2
@v

1
@v

2
) = aw

1
®ow

2
@v

2
@v

1 
• 

Le Z/2 x @>
2

-complexe V® W est libre, le Z/2 x@; 
2
-complexe W2® ® V2® 

est acyclique ; il existe donc une application de chaînes F Z/2 x @;
2

-équiva

riante, conservant l I augmentation, de V ® W vers w2® ® v2® • 
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Soient X 1 et X,, deux espaces topo.logiques. On note TX X la composée : 
~ 1' 2 

V 0 W ® C*(x1) ® C*(X2) F@Id~ w2®@ v 2®@ c*(X1)@ C*(X2) __ E __ 1 __ 

Id@ T 1 ® T 1 

------► w2® ® [V® c*(Xl)] 0 [V@ C*(X2)] X1 X2 

E 
--->- w2® ® c!®(x

1
)@ c;®(x

2
) __ 2 -:,,,-[w@ c*(x

1
)@ c*(x 2)] 2® 

où E
1 

et E
2 

correspondent à 11 échange des facteurs. 

On a ainsi défini une transformation naturelle Z/2-équivariante 

i 
B) Calcul de Sq P 

2 
u • 

THEOREME 2. Soit u E HP(x ; Z/2) , on a : 

i k i-k ci-2j i-2j j 
SqP 2 u = ~ (Squ, Sq u) + I: e v P

2
Squ • 

k<i/2 0$,:j:::;i/2 p-j 

Démonstration. Notons z la cochaîne représentant la classe de cohomologie u • 

Par définition è.es carrés de Steenrod, on a : 
i 

(Sq P 2 z, c) = (P 2 z ® P
2

z, T(v2p-i@ c)) 

où T est lu appltcation de chaînes construite au paragraphe IV, A) 2. , 

v
2 

. E v
2 

. , c E c
2 

. ( G
2
x) et P

2 
z = e ® z @ z . 

p-1 p-1 p+l. 
1 

Par linéarité des Sq (i;;:: 0) , il suffit de calculer 
i 

a . . = (SqP
2

z,w.©x@y) 
l,J J 

où w. E W. , x et y sont deux éléments de C*(X) • En remplaçant ·r par son 
J J 

expression donnée au paragraphe IV, A) 2. , on obtient : 

a . . = < e®e@z@z@z@z, (Id®rx' ®,-x') o (F©Id) (v
2 

.@w .®x@y}) 
l,J p-1 J 

= (z®z@z@z, (rx' ®rx') o (e®e@Id) o (F©Id)(v
2 

.@w.©x®y)) 
p-1 J 

= (z®z@z@z, (,-~@r~) o (rv®Id) (v2p-i®wj@x®y)) 



où r V est la composée 

V@W 
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En considérant v20 comme un module sur Z/2[ Z/2 x Z/2 J , on peut écrire 

TV( V. 0 w .) == ~ À . . k O vk 0 Ve 1 J k+e =i+j i,J, '{, 

où À . . k O E Z/ 2 [ Z / 2 x Z / 2 ] l,J, '{, 

On obtient : 

Le groupe Z/2 x Z/2 opère sur le complexe c2® @ c2® par 11 action produit 

(Z/2 opère sur c20 par 11 échange des facteurs). La cochaîne z@z@z@z est 

équivariante pour cette action ; on peut donc écrire : 

"'"' _ p-k p-e 
= L.., À • Sq (z)(x) · Sq (z)(y) k+e==2p+j-i 2p-i,j,k,e 

où À est 11 image par 11 augmentation de À 2 . . k e • 2p-i,j,k, e p-1,J, , 

On en déduit 

i ~ -
SqP2z = 1, e '-"2·· .. À2p-i,j,k,e 

n+ = p-l+J 
j 

· p-k p-e 
e: J 0 Sq z @ Sq z 

· p-k p-e 
D'après la proposition 3, pour j f. 0 et k f. e , e:J u (Sq u , Sq u ) = 0 . 

On obtient 

p-k p- e · p-k p-k 
~ À2 -i O k e Sq z @ Sq z + L e: J@ Sq z @ Sq z + 

k+e=2p-i p ' ' ' 2k=2p-i+j 
j;fü 

+ cobords (*) . 

Pour achever la démonstration du théorème, on a besoin des valeurs de 

5:2 _. 0 k e et 5:2 _. . k e qui sont données par le lemme suivant. p 1, , , p 1,J, , 
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LEMME 3.. (i) À = 1 k+e,O,k,e 

(ii) À. . k k = ck-j (dans Z/2) . 
1,J,, -k 

Démonstration. 

(i) L I application de chaînes Dv de V vers V ® V définie par 

Dv(vi) = T v(vi ® w 0) (i ~ O) induit Dv de V /Z/2 vers V/ Z/2 ® V/ Z/2 

qui permet le calcul des cup-p:roduits dans H*(:z/2 ; Z/2) . On a : 

k e -
1 = (e v e , vk+e > (v. désigne la classe de v. dans V /Z/2, i;;?: 0) 

1 1 

= ""' -À ( k e - -
L.J k O O e ® e , vm ® vn> 

k " +,;,, ,m,n m+n= +,;, 

= À k+e ,O,k, e 

(ii) Soit TV l'application de chaînes de V/ Z/ 2 ® W vers 

V /Z/2 ® V /Z/2 , <s;2-équivariante induite par TV , elle permet le calcul des 

carrés de Steenrod dans la cohomologie du groupe Z/2 . On a : 

(i = 2k - j) 

= \,j,k,k 

La formule ( *) s 1 écrit alors 

i p-k p- e k-j · p-k p-k 
Sq P 2 z = '.'E Sq z ® Sq z + L C k eJ ® Sq z ® Sq z + cobords 

k+e=2p-i 2k=2p-i+j 
j#O 

qui s'écrit encore en posant i - j = 2 m • 
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p-•k p-e p-e p-k i-2m i- 2m m m 
L (Sqz@Sqz+Sqz®Sqz)+ iJ C e ®Sqz®Sqz 

iA p-m k+e=2p-i OS mst1~, 
l<-<t 

+ cobords 

n i--n i-n n i-2m i-2m m m 
- I: (Sq z0 Sq z+Sq z0 Sq z) + L C e ® Sq z® Sq z 

<· · Qs;m:5~"2 p-m n 1/:i J/• 

+ cobords 

En passant en cohomologie, on a démontré le théorème 2. 

COROLLAIRE 2. Soit u E HP(x ; Z./2) , on a : 

i j e i-e-2k i+j-2k k 
Sq { e v P 2 u) = :E C C e v P 

2 
Sq u • 

k; e j p-2k 

Démonstration. La formule de CARTAN permet d'écrire 

e . m 
~ Sq eiJ v Sq P 

2 
u 

e+m=i 

e j+e [ x m-n m-2k m 2k k ] = ~ C. e ...., :E (Squ,Sq u) +:E C € - v P
2

Sq u 
e+m=i J n<mh, k p-k ·· 

= 
~ e m-2k m-2k+j+e k 
""' C C e v P2 Sq u 

e+m=i j p-k 
k 

On remplace m par i - e et on trouve : 

(u, v) 

e i-e-2k 
!: C C 

k D j p-k ' {, 

i+j-2k k 
e v P

2 
Sq u • 

C) Carrés de Steenrod et transfert. 

Soient u et v deux éléments du H*(x ; Z/2) ; par définition, 

* i tr (u x v) dans H ( es
2
x ; Z/2) . Donc, pour calculer Sq (u, v) , on 

va commencer par étudier en toutei généralité le comportement des carrés de 

Steenrod par rapport au transfert. 
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PROPOSITION 4. Le transfert commute avec les carrés de Steenrod. 

Démonstration. Soient G un groupe, H un sous-groupe de G d I indice fini 

et X un G espace à gauche. Au paragraphe II, A, 2 • , on a défini un transfert 

tr de G\C*(X) vers H\C*(X) qui, à la classe de x E C*{X) modulo G , 

associe la classe de l I élément {g1 ·x + ••• + g
2 

·x) de C * (X) modulo H où r 

est li indice de H dans G et les g. ( 1 ::5 i s r) sont les représentants dans 
1 

G des classes de H \ G • 

Si u E HP(H\X ; Z/2) est représenté par le cocycle équivariant z , on a 

i i 
< tr Sq z, x > = < Sq z , !:: g. · x > 

1::5j::5r J 

1 
= :E (z®z,TX(v .®g.,x)) 

1:Sj:Sr p-i J 

où 'T~ de V® C * (X) vers C * (X) ® C * {X) est 11 application de chaînes Z/2 x G

équi variante qui permet par passage au quotient le calcul des carrés de Steenrod 

dans H*(G \x ; Z/2) (le complexe V est la résolution libre de Z/2 sur 

Z/2[Z/2 J définie dans IV). On obtient : 

i 
(trSqz,x) = :E (z ® z, (g. x g.) T~(v . ® x)) 

1:SjS r J J p-i 
(1) 

De même, par définition des carrés de Steenrod, on a 

i 
(Sq tr z, x) = 

= 

= 

' ( tr z ® tr z, TX( v . ® x) ) 
p-1 

1 
!; (z ® z, (gk x ge) -rx (v _. ® x)) 

1:Sk, esr P 1 

:E (z ® z, (gk x gk) 'T~ (vp-i ® x)) + 
1:Sk:sr 

La seconde sommation peut s I écrire : 
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et comme ( 1 + T)(z 0 z) = 0 modulo 2 , on en déduit : 

(2) 

i i 
Les égalités ( 1) et (2) montrent bien que Sq o tr = tr o Sq • 

Remarque : Ce résultat est démontré dans [ 6 J et peut être considéré comme 

une conséquence d'un résultat plus général de [ 12 J , à savoir que les opérations 

de Steenrod commutent avec les morphismes induits par les applications stables. 

COROLLAIRE .3. Soient u et v deux éléments de H*{x ; Z/2) , on a 

i j i-j 
Sq (u,v) = E (Sq u, Sq v) 

0$j:S i 

Démonstration. 
i i i 

Sq (u, v) = Sq tr (u x v) = tr Sq (u x v) 

j i-j 
= tr ( ~ Sq u X Sq v) 

0$j:Si 

j i-j 
~ (Sq u, Sq v) = 

OSj:Si 

V- RELATIONS D 1ADEM 

Comme conséquence du calcul des carrés de Steenrod dans la cohomologie 

de C5
2
X , on va établir les relations d I Adem. 

Soit X un espace topologique. Considérons le diagramme commutatif 

suivant : 
EG

2
xx 

Dxld l 
B@

2
xx 

Id x d 

D @; X 
2 
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où d de X vers X x X est 11 application diagonale. 

Si tr, t v r; et t" r désignent les transferts associés respectivement 

aux revêtements (E :-;;::
2 

x x2 ,p, 's
2
X), (E :~

2 
x X,Il x Id,BC:-:

2
x X) et 

(E c~
2

, Il , 8(;-
2

) , alors : 

• t"r = O modulo 2 • 

. Le diagramme commutatif suivant 

montre que t I r = O modulo 2 • 

La fonctorialité du transfert entrru.ne 

D * o tr = t I r o (Id x d) * = 0 modulo 2 • 

Une définition des carrés de Steenrod, équivalente à celle du paragraphe IV 

est donnée par la proposition ci-dessous ; cette définition est celle de Steenrod

Epstein dans [ -16] . 

PROPOSITION 5. Soit u E HP(x ; Z/2) ; on a : 

p-i i 
e; X Sq u 

Démonstration. La composition sui vante : 

G 

c!9(x) 

w 0 c 2®(x) 
* 

€ ®Id 

où F est 11 équivalence de chaînes (~; 
2
-équi variante définie au paragraphe I, 

permet le calcul des carrés de Steenrod dans H*(x ; Z/2) . 



Le diagramme commutatif suivant 

W/~ 2 ® C*(X) 

f D* 
C*(BCs2xX)---

(Il xid) * l 
C*(EC02 x X) 

iî Id®d* 
W ~9 C*(X) --,~ 

montre : 
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( o*(P
2

z), w
1
. ® x) = (e:0 z® z, Fo(Id® d )(w. ® x)) (w. est la clàsse de w.) * 1 1 1 

= (z ® z, ( e: ® Id) o F o (Id® d *){ w i ® x)) 

= (z®z,G(w.®x)) 
1 

p-i 
= ( Sq z, x) 

où z est le cocycle représ,entant u . On en déduit 

* . p-i 
D (P 

2 
z) = L e: 1 

® Sq z • 
0$i$p 

PROPOSITION 6. Soit u E HP(x ; Z/2) , on a. : 

'"' k-p+j p-k+:i-j j p-i+e p+i-B-k e 
LJ C . Sq Sq u = ~ C D Sq Sq u • 

Q::;j$p p-J fr5 B$j/2 p-{, 

Démonstration. La fonctorialité des carrés de Steenrod impliqm~ 

( 1) * i D Sq P
2 

u i * = Sq D P
2 

u 

(2) i * Sq D P
2 

u = 
i . j 

!:; Sq ( e:P-·J x Sq u) = 
{)::;j$p 

r · s j E Sq e:p-J X Sq Sq u 
0::;~p 
s+r=i 

= 
r p-j+r s j L C . e: X Sq Sq u 
p-J fr:;~p 

r+s=i 
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* i D Sq P
2 

u 

Comme D * o tr = 0 modulo 2 , 11 égalité précédente s'écrit 

(3) 
* i ._,. p-i+e *( i-Ze e ) 

D Sq P2 u = .t..t C D e "" P2 Sq u 
05 esi/2 p-e 

~ 
p-i+e 

( ei- 2 e x 1) '-' (ep+e-m x s~ s~ u) = C p-e osesi/2 
osrnsp+e 

L p-i+e p+i-e-m m e 
= C e X Sq Sq u 

os esi/2 p-e 

05m.5p+e 

L I égalité ( 1) peut se mettre sous la forme 

(4) !:) Cr . ep-j+rx s~s~u = 
05jSp p-J 

"'"' p-i+e p+i-e-m m e 
t,.., C e e X Sq Sq u 

05 es i/2 p-
r+s=i 05m$p+e 

soit encore : 
k k-p+j p-k+i-j j k p-i+e p+i-e-k e 

~ € X ( Lj C . Sq Sq u) = ~ € X ( !) C e Sq Sq u ) 
k 05jsp p-J k 05 esj/2 p-

en posant k = p - j + r dans la première sommation et k = p + i - e - m dans 

la seconde . On obtient : 

k-p+j p-k+i-j j 
~ C . Sq Sq u --

05jsp p-J 

p-i+e p+i.-e-k e 
E C e Sq Sq u 

05e~/2 p-

Pour retrouver les relations d' Adem sous la forme classique, on termine comme 

dans [ '1GJ page 119 et on obtient, pour n < 2m : 

n m n-2r n+m-r r 
Sq Sq u = :z= C 

1
sq Sq u • m-r-r 
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CHAPITRE II 

DEFAUT DE STABILITE 

I - DEFINITIONS ET NOTATIONS. 

Dans toute la suite, on désigne par rr * la catégorie des espaces topolo

giques pointés et applications basées. Pour un espace topologique pointé X , on 

note : 

OX 11 espace des lacets de X , 

!;X la suspension réduite de X , 

QX = lim oP~Px == 0
00

~
00 X • 

p➔ +oo 

On note X ➔ X le foncteur d'oubli de rr* dans a-. (rr désigne la catégorie des 

espaces topologiques et applications continues) • 

On note * le point base de X et on considère Y I le sous-ensemble de Xn 

Y ' - { ( ) E xn/ • · · - 1 < · < } - . x
1

, ••• ,x .::i 1 • x. - * , _. 1 _ n • n 1 

Soit Y le sous-espace EG;n x Y' /c;n de @;n!, on pose : 

où Gii X est défini au premier chapitre I .A. 2. 

II - L'HOMOLOGIE DE @fiX et de QX • 

A) L'homologie d~ ~ X • 

.L. Avant d I étudier le complexe des chaînes singulières de C?:fi X , nous allons 

rappeler les définitions suivantes dues à Steenrod [ 18] et May [ 9 J • 
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DEFINITIONS. a) Soient X un espace topologique et A un sous-espace fermé. 

On dit que (X,A) est une SNDR-paire (Strong Neighborhood Deformation Retracts) 

s I il existe : 

1° Une application u: X ➔ [ O, 1 J telle que A= u-1{0) ; 

z:> Une homotopie ht : X ➔ X (0::; t::; 1) vérifiant : 

i) h0 = idx 

ii) h/x) = x pour tout x E A (0::; t::; 1) 

iii) h
1
(x) E A pour tout x tel que u(x) < 1 

iv) u [h/x)] < 1 dès que u(x) < 1 (0 s t::; 1) • 

b) On dit que la paire (X,A) est représentée par (h,u) • 

c) Si A est un point, on dit que X admet un bon point base. 

LEMME 4. Si (X, A) est une SNDR-paire, alors 11 application de chaînes 

induit un isomorphisme en homologie. 

Démonstration. Le lemme découle du fait que le sous-espace A de X est un 

rétracte par déformation stricte de son voisinage ouvert V = u - 1 ( [ 0, 1 [ ) • La 

rétraction est donnée par r : V ➔ A telle que r(x) = h
1 
(x) • 

Le résultat suivant est dÛ à Steenrod [ 18 , théorème 6 .J, page 144 J et 

May [ .9 , lemme A, page 164 J : 

PROPOSITION 7. Soit (X,A) une SNDR-paire représentée par (h,u). La 
p . 1 . 

paire (xP, U x1
- x A x xP-1

) est une SNDR-paire représentée de manière 
i=1 

@;' -équivariante par (k, v) telle que : p 

1° v(x 1, ••• ,xp) = u(x 1) ••••• u(xp) 

z;> k/x 1, ... ,xp) = (ht (x1), ••• ,ht (x )) 
1 p p 



où 

t. 
1 == { 

32 .. 

u(x.) 
t • min (:-:-r::4) s 1i1 existe J. _1_ i : u(x.) < u(x.) 

i=/j U\Xj' r J 1 

t si, pour tout j /= i , u(x .) ~ u(x.) • 
J 1 

2 . Soit X un espace topologique admettant un bon point base. DI après la propo

sition précédente, la paire ( G; X, Y) est une SNDR-pai:re, donc, d 1 après le p-

lemma 4, le complexe réduit C*(~X) des chaînes singulières de '9PX est homo-

topiquement équivalent à C * ( <\~) / C * (Y) . 

Soient x
1

, ••• ,Xp p-espaces topologiques ayant de bons points bases 

( * désigne génériquement le point base et P désigne le complexe des chaînes 

singulières du point. On désigne par V. (1 :5 i :5 p) le voisinage ouvert qui se 
1 

rétracte par déformation stricte sur le point base dans X. • L I inclusion : 
1 

i p 
~ C*(E<i; xX1 x ••• xV. x ••• xx ) ·--+ C (E~ x [ U x1 x ••• xv. x ••• xV ] ) 

i=1 p l p * p i=1 l p . 

induit un isomorphisme en homologie. Comme Vi se rétracte, par déformation 

stricte sur le point base, il en résulte que 11 inclusion : 

induit un isomorphisme en homologie. 

Soit F l' équivalence de ch,Ûnes définie au premiE~r chapitre I. C. 2 ; on 

a le diagramme commutatif suivant : 
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On en déduit, pour x
1 

= ••• = Xp = X , que 11 application 

induit un isomorphisme en homologie. Il en résulte 

THEOREME J. Soit X un espace topologique ayant un bon point base. Le 

complexe C*(a;px) a le même type d'homotopie que w: c~®(x) • 
p 

J. Soit p : G;
2
~ ➔ @;

2
X la projection naturelle. Au ni.veau des complexes de 

chafües, on a le diagramme commutatif suivant 

On en déduit que le morphisme p* de H*(c;
2
x) vers H*(<s;229 est injectif, ce 

qui prouve que les formules donnant les cup-produits et les carrés de Steenrod, 

démontrés dans le premier chapitre, sont valables dans la cohomologie modulo 2 

Remarque : Dans [ 2 J, on a un résultat plus fin à savoir. que si X est un 

espace topologique pointé, alors <ë; X a le même type d I homotopie stable que pp 
V (~ X) A (B<t; k) • Il en résulte que la cohomologie de @; X est facteur 
k=O K ' p- + p 

direct dans la cohomologie de (s; X • p-

B) L I homologie de QX • 

Soit (lRn) (p) le produit cartésien de Hn p-fois privé de ses diagonales ; 

on définit 11 ensemble : 
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n ((p)) n (p) 
(R) = {t=(t1,···,t) E (R) l d(t.,t.)2:: 3, ifj, 1Si, jSp}. 

p l J 

00 ((p)) 
On note (lR ) = lim 

((p)) c 1 est 
(1Rn) Yun espace contractile sur lequel opère librement 

n➔ +oo 

le groupe @; • Pour X un espace topologique pointé, on peut prendre comme p 

modèle pour @; X ( voir le premier chapitre I.A. 2) 11 espace quotient p-

( 
GO)((p)) P; 

R x X (E;p • 

Soit (t,x) un point de (Rn{(p)) x xP ; on définit l'application f de Sn 

n n vers I; X = S A X par 

f (z) { 
* si z f. Jj_ D. 

= 1SiSp 1 

(z,x) si z E D. (1SiS p) 
1 

où Di désigne le disque de centrE;! ti et de rayon 1 dans Rn ( 1 s i s p) • Ici 

Sn apparaît comme le compactifié d I Alexandroff de 1Rn , le point base étant le 

point à 11 infini. D I après SEGAL [ 13 J , on récupère une application continue hp 

de @; X vers QX • p-

On a 11 application de chaînes : 

qui permet d 1 avoir le résultat suivant (voir [ 8 ]) • 

THEOREME 4. Si X est un espace topologique pointé et connexe, alors l'appli

cation de chaînes : 
00 

œ C*(<i; X)---> c*(QX) 
p=1 p 

induit un isomorphisme en homologie. 

Remarque : Dans [ 2 ) , le résultat précédent s I énonce ainsi 

TH EOR EME 5. Si X est un espace topologique pointé et connexe, alors QX a 
00 

le même type d' homotopi e stable que V @; X • On a donc : 
p=1 p 
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III - DEFAUT DE STABILITE. 

A) Opérations cohomolo&gues externes. 

DEFINITION. Soient fi et G deux groupes abéliens, n et p deux entiers 

naturels. On appelle opération cohomologique externe E de type (n,n; p,G) 

un morphisme de foncteurs : 

considérés comme foncteurs à valeurs dans la catégorie des ensembles. 

E est donc la donnée, pour tout espace topologique pointé, d I une application 

de telle façon que, pour toute application basée f: Y ➔ X , on ait le diagramme 

commutatif : 

(Qf)* 

L'ensemble des opérations cohomologiques externes de type (n,n; p,G) est en 

correspondance bijective avec HP(QK(Il,n) ; G) • 

B) Exemples d I opérations cohomologiques externes. 

* 1.: L'opération r 
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Soient n un entier' d X u11 espace topologique pointé séparé ; on consi

dère les applications suivantes 

1,X X --+ G !; X 11 adjointe de 11 identité de LX 

rPi:' nn :En X -• nnn~r:nx = nn+1 :r;n+1 X • 
r;nx 

On a le diagramme commutatif suivant 

* H*(x) ___ e_n ____ H*(nn :En X) 

Î 
( n- * 0 t, n ) 

:E X 

La limite projective du système { e ; n2: O} est notée 
n 

r* : H*(x) _. H*(QX) • 

On vérifie les deux propriétés sui vantes 

(i) r * est fonctorielle, 

(ii) si i : X ➔ QX désigne 11 inclusion, alors i ~ r * == id • 

* Remarque : L I application r permet de scinder la suite de cohomologie de la 

paire (QX,X) • 

2. Le r-défaut de stabilité. 

DEFINITION. Soit e une opération cohomologique interne dEi type (n, Il ; p, G) • 

On définit le r-défaut de stabilité de e par : 

Le r-défaut de stabilité apparaît comme une opération cohomologique externe de 

type (n, Il ; p; G) : 



Si i : X ➔ QX désigne l'inclusion, on a : 

·* A 1 o e ·* e * ·* * e -1 o'"'or -1 or 0'"' 

e ·* * ·* * e = 01or -1 or o~ 

== e - e 

== 0 

Il en résulte que A
6 

est une application à valeurs dans HP(QX,X ; G) • 

3. Exemple. 

Soient k un entier et e 11 opération cohomologique sui vante 

6 

u 

H4k(X ; Z) 

2 
UvU==U 
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Par fonctorialité, il suffit de calculer le r-défaut de stabilité de e dans 

le cas où X == K(Z, 2k) = K et u == 1., la classe canonique de H2k(K ; Z) . Comme 

K est (2k-1)-connexe, alors A
6

u E H4k(QK,K; Z) F'=' H4k(©
2
K; Z) engendré 

par 11 élément P 
2 

1., • On en déduit qu I il existe À E Z tel que : 

Soit p 2 : Z ➔ Z/2Z la réduction modulo 2 • On a 

2k e (p 
2 

u) = S q (p 
2 

u) • 

On en déduit (voir proposition 9) que À = O (2). Par les mêmes méthodes que 

celles de la démonstration du théorème 6, on montre que À == 2 , ce qui prouve 

que e n I est pas une opération cohomologique stable. On démontre que 

e = {3 
2 

S ~k- 1 p 
2 

où fj 
2 

est le Borkstein associé à la suite exacte court•~ 

X2 
0 ----+ Z --+ z-- Z/2Z --- 0 • 
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IV - CALCUL DU r-DEFAUT DE STABILITE DES OPERATIONS 

COHOMOLOGIQUES GENERALISEES DE PONTRJAGIN. 

A) Les opérations y • 
p 

1 • THOMAS [ 19 J a montré 11 existence d I une opération cohomologique interne 

de type (2n,Z/pZ ; 2np,Z/p 2 Z) où n est un entier et p est un nombre premier 

vérifiant : 

(i) Y (p u) = p 
2
(tf) , u E H2n(X ; Z) 

p p p 

p [ y (u) J = up p p -

où on a IJoté : 

pp 
. z ➔ Z/pZ . 

pp Z/p 2 Z ➔ Z/pZ 
les réductions modulo p 

up = UV••• VU (p-fois) . 
(ii) y (u+v) = y {u) + y (v) + e [ I; (r,s) ur v vs] 

P P P P r+s=p · 
r,s~O 

où (r s) = (p - 1> ! et e : Z/pZ ➔ Z/p 2Z est la multiplication par p • 
' r! s! p 

(iii) y est fonctorielle. p 

2. Remarque : La formule ii) donne, par récurrence : 

k k [ r 1 rk] 
y(!; u.) = I; y (u.)+e :E (r1,···,r1)u1 V••oVLlk 

P•1 l ·1Pl p. ç 
l= l= r1+o .. +rk=p 

r 1, •.. ,rk,;o 
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Dans ce paragraphe, on se propose d I expliciter le r-défaut de stabilité 

des opérations y • p 

B) Enoncé du théorèmeG 

1 • Notons w p ( T 
1 

, ••• , T n) le pi ème polynome de Newton. Soient x 
1 

, •• o , xn 

des variables abstraites dont la j ième fonction symétrique élémentaire est Xj • 

Par définition, on a : 

n 
'V (X

1
, ••• ,X ) p n = I; x? . 

. 1 1 l= 

Soit p un nombre premier, la relation : 

n ]p n 
[ ::E x. = :E x? (mod p ) 

. 1 1 . 1 1 l= l= 

p . 
montre que les coefficients du polynôme T 

1 
- wp (T 

1
, ••• , T n) sont congrus à zéro 

modulo p, on pose donc : 

1 p ' J = - [ T
1 

- '1t (T
1

, ••• , T ) • p p p -

D'après II.B, on a : 

@i.Z/p.Z;2n) = ••• = ~p(Z/pZ,2n) = Z/pZ . 

Il en résulte que, pour 2< k:S p et u E H2n(X; Z/pZ) les éléments Pku 

appartiennent à H2nk( (è;'kX ; Z/pZ) . 

Notation : On désignera par P 
1 

u 11 élément r* u du H2n(QX ; Z/pZ) . 

THEOREME 6. A u = e X (P
1
u,P 2u, ••• ,P u) • 

yp p p p 

2. Remarque : DI après la propriété (i) des opérations y p , on peut écrire 

= p [ y (r* u) - r*(y u) J 
p p p 

= (r* ul - r* (uP) • 



40. 

Or, modulo p , il existe une opération stable e telle que eu = uP , donc 

p (A u) = O (Pour une opération cohomologiqu'=' stable e , le r-défaut de stabi
p yp 

lité A.6 est trivial, voir proposition 9), ce qui montre que ~y u est dans l'image 
p 

de 6 
p 

C) Démonstration du théorème 6. 

Par fonctorialité, il suffit de démontrer le théorème 6 dans le cas où 

X = K(Z/pZ, 2n) = K et u = L 11 élément canonique de H2n(K ; Z/pZ) • 

Dans ce paragraphe, on désigne par Il la projection de EG; x Kp 
p p 

vers G K , par h l'application de SEGAL de Cë; K vers QK (voir II.B) et p- p p-

par K [k J l'espace K A ••• A K (k-fois) • 

PROPOSITION 8. Si p est un nombre premier, 11 homomorphisme n* o h * de 
p p 

Démonstration. Soit k s p • On note Dk la composition sui vante ,P 

H2np(K [k]; Z/p 2Z) --+ H2np(K [k]; Z/p 2Z) EB ••• EB H2np(K [k J; Z/p 2Z) -

C k f .. 
- 01S p 

-➔ H2np(KP; Z/p 2z) = ~ [ H2np(K [r]; Z/p 2.Z) EB ••• EB H2np(K[r]; Z/p 2Z) J 
r= 1 , _ ________, 

C -fois p 

où la première flèche est 11 application diagonale et la deuxième est 11 inclusion 

naturelle. Comme K est (2n-·I)- connexe , @;kK est (2nk-1)-connexe, donc 

H2np(QK ; Z/p 2Z) R, lt H31P(@;rK ; Z/p 2Z) ; on note À k 1' inclusion dE~ 
r==1 

H2np(@kK ; Z/p 2Z) vers H2:1p(QK ; Z/p 2Z) . 
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Soit nk la projection de wk ® c~®(K) vers wk i C~(K) ; on vérifie 

* * *k que 11 homomorphisme Il o h o À k s I identifie à Dk o nk " Notons tr le trans:fert 
p p ,P 

de Wk ® C~(K) vers Wk ® C~(K) ; on a: ITk o tr = multiplication par k! ; 
@lik 

donc, pour p un nombre premier et k < p , 11 homomorphism,~: n; est injectif. 

Pour achever la démonstration de la proposition 8, il suffit d I étudier le 

cas k = p qui résulte du lemme suivant : 

LEMME 5. Soient Il un groupe et C un Il-complexe, tel que C. = 0 pour 
l 

i<m. Ona: 

H (C/Il) R; H (C)/ll . m m 

Démonstration. Considérons la suite exacte courte 

0 --• Ker a •-_.,,.> C 

On a : H (Ker œ) = 0 et H (Ker a/Il)= 0 ; on en déduit m m 

H (C/Il) R:J H (C)/fi • m m 
Il en résulte : 

H2np(@;PK ; Z/p 2Z) R; [ H2np(K [p]; Z/p 2Z) J'?Z,P R:J Z/pZ . 

Cet isomorphisme envoie le générateur e P L. p p 
le générateur e L. P de H2np(K [p J ;Z/p 2Z) . 

p 

sur 

-
2. Notons tr le transfert associé au sous-groupe a; 

1 
x @' 1 de <& ; on p-• p 

définit 11 application de chaînes 

W ® Cp®* (K) 
P(e; 

p 

D1 après [ 8 J , le diagramme suivant est commutatif' 



On a : 
n*h* A t. = y (Il*h*r*l) - n*h*r*(y t.) 

p p yp p p p p p p 

= y (n* s * t.) - n* s * (y t.) 
p p p p p p 

= y (t. x 1 x ••• x 1 + ••• + 1 x ••• x1xt.) -p 
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(y t. X 1 X ••• X 1 + ••• + 1 X ••• X 1 X Y t. ) • p p 

D 1après la remarque A.2, on peut écrire : 

Posons x. = 1 x ••• x 1 x t. x 1 x ••• x 1 , 1.. à la i ème position 
l 

( 1 $ i :::;; p) • On note Xj la j ème fonction symétrique élémentaire des classes xi , 

( 1 $ i $ p). On a : 

* * fi h A t. = e X (X1, ••• ,X ) • 
p p yp p p p 

Or, par défini1ion des opérations P k , on a [ 8 ] 

déduit : 

* * ( fi h X (P 
1 

1, , ••• , P i) = X X 
1 

, ••• , X ) , p p p p p p 

ce qui permet d I écrire : 

* * * *[ Il h A 1, = Il h e X (P1 t. , ••• ,P t.)] • 
p p yp p p p p p -

La proposition 8 montre que : 

Ay 1, = e X fP 1 1,, ••• ,P t,}. 
p p p p 

c.q.f.d. 

on en 



43. 

D) Application du théorème 6. 

Soit M4k une variété stablement parallélisée plongée dans ~ 4k+p , 

p assez grand. La construction de THOM donne une application cp : s4k+p ➔ 

➔ ~PM et donc une application f de s4k vers QM • 
+ + 

Dans [ 8 J , on montre que la forme quadratique de Kervaire q de 

H2k(M ; Z/2Z) dans Z/2Z peut être définie par 

Le théorème 6 montre que le r-défaut de stabilité du carré de Pontrjagin 

(mod 4) 

(mod 4) 

(mod 4) 

(mod 4) 

ce qui montre que la forme de Kervaire peut être définie à 11 aide du carré de 

Pontrjagin y 2 • 

Le théorème 6 a le même type d v application dans 11 étude des formes qui. 

généralisent les formes quadratiques sur les variétés [ 8 J • 

V - STABILITE D'UNE OPERATION COHOMOLOGIQUE INTERNE. 

A) Position du problème. 

Etant donné une opération cohomologique interne E> , on considè1:ie les 

trois propriétés sui vantes 

a) A 
6 

triviale 
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b) e stable 

c) e commute avec les morphismes induits par les applications stables. 

En comparant ces trois propriétés, on cherche à trouver une forme équivalente 

à la stabilité de e . 

B) Définitions et notations . 

1 • DEFINITION. On appelle opération cohomologique stable de type (i, n, G) , 

une suite e = { en ; n ~ 0} d'opérations cohomologiques, en étant de type, 

(n, n ; n+i, G) , telle qu von ait, pour toute paire (X, Y) d I espaces topologiques 

et pour tout n , le diagramme (-1/- commutatif 

~ 
Hn+\y; G) 

lo 
Hn+i+1(x, Y ; G) . 

2. Soit X un espace topologJque pointé. Il :résulte de la définition de 11 isomo:r-

phisme de la suspension }; de H * (X) vers H *+ 1(ï; X) qu I une opération cohomo

logique stable e = { e ; n ~ O} de type { i, n , G} est telle que le diagramme n 

suivant soit (-1)i - commutatif. 

PROPOSITION 9. (i) Si e est une opération cohomologique interne de type 

(n,n; p,G) , alors a) <"9' c) • 
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(ii) Si 6 est une opération cohomologique stable de type (i, n , G) , 

alors b) ~ c) • 

Démonstration. (i) Une application stable f de X vers Y est la donnée d I une 

suite d I applications { f ; n ~ O} • 
n 

f : ::E nX __. ::E ny tel que ::E f = f (n assez grand) • 
n n n+1 

L; application stable f permet de définit une application : 

f ~ f : X __ n _ __.,.on::EnY __ _,,Qy 

où f n est l 1' adjointe de fn • 

DI après la définition de 11 application 

commutatif : 

H*(Y) 

* r ' le diagramme suivant est 

L'équivalence a)~ c) résulte du diagramme commutatif suivant 

e 

n e H (QY; Il) _____ ..,. 
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(ii) L v implication b) ~ c) est une conséquence du diagramme commuta

tif suivant : 

e 
p+n 

) -t-1( ) t( ) C L' homomorphism~ H QKn; Kn ➔ D n • 

1.:. Dans toute la suite, la cohomologie est à coefficients Z/2Z , on désigne par 

Kn l'espace d' Eilenberg-Maclane K(Z/2.Z,n) et par t. n l'élément fondamental 

du Hn(Kn) • 

On représente 1 v élément i;P 1.. E Hn+p(!;PK ) par 11 application 
n n 

K 
-----➔➔ n+p 

et on note D (n) et F (n) respectivement la cofibre et la fibre de cp • La 
~ ~ p 

suite exacte longue en cohomologie de la cofibration ( *) s'écrit : 

* * 
sp Ht+p(K ) . <Pp H\K } 

n+p --+ n 

où s est 11 application naturelle s : K --+ p p n+p 

0 t(n) = lim 1-l+p(D (n)) • 
p➔ +oo <Pp 

D (n) • On pose 
<Pp 

La limite inductive lim Ht+p(K ) est la tième composante At de P algèbre de 
p 

Steenrod A • 
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En passant à la limite inductive en p , on obtient la suite exacte longue 

suivante : 

* * __ s_-J'.,. At-n __ <P __ ~ H\Kn) 

qui montre que les groupes D\n) mesurent les défauts de stabilité des opérations 

cohomologiques internes. DO autres considérations sur la cofibration ( *) permet

tent de relier les groupes o\n) aux r-défauts de stabilité ce qui permet de con

clure sur l O implication a) ~ b) • 

2. Le foncteur nP appliqué à la cofibration ( *) donne la cofibration sui vante : 
0P 

___ 9?.__.;:.;:;,. Kn ---• D p (n) 

o<P. 
p 

qui donne, en passant à la limite en p : 

QK 
n --> D.(n) 

~ J 

LEMME 6. Soit i 1 ° inclusion de Kn dans QKn • On a ': 

(i) j o i est homotope à 1 v identité de Kn , 

(1·1·) ·* * < 2n 1 J =r pour*- .- • 

Démonstration. (i) ov après la définition des applications stables e de p 

oP :Ep K vers K (voir III.B)1.) , on a le diagramme commutatif suivant : n n 

Il en résulte : 

<P. o 1;P oP <P. o If? = p p 1 

K 
-------~:..:,. n+p 

<P, oe o:E~ = p p l 



480 

ce qui montre 

* p * i o (0 <P, ) (L ) = l p n n 

En passant à la limite en p , on a : i* o j*(t. n) = t. n ce qui prouve que j* est 

injective en cohomologie et j o i est hanotope à li identité de Kn • 

(ii) On sait que r * de H * (Kn) vers H * ( QKn) est un isomorplùsme 

< 2 1 D' t t ·* ·* .d t ·* * "d d 'd ·t pour * - n- . au re par , 1 o J = 1 e 1 o r = 1 ; on en e U1 que 

j* = r* pour * ::5 2n-1 • En particulier j*(t. ) = r*(i ) • n n 

l!_ Remarque. L I application r : QKn ➔ Kn est stable tandis que j : QKn ➔ Kn 

est une véritable application ; le lemme 6 montre que j* et r* ne coincident 

qu' en basses dimensions, c'est de cette différence entre j * et r * que nait le 

r-défaut de stabilité pour une opération cohomologique interne. 

~ Considérons la cofibration suivante : 

---> D.(n) • 
l 

On a le diagramme suivant : 

f 
H*{K ) 

n 

·* * l r 

* s 

H*(D.(n)) r 
0 

où le morplùsme rr est défini par IT(ôx) = x - j*i*x • 

* ôos 



LEMME 7. ô os* : H*(D.(n)) ➔ H*+\D.(n)) est un isomorphisme. 
l J 

Démonstration. Surjection : soit y= ôx E H*+1(D.(n)) ; on a : J . 
·*( ·*·* ) ·* ·* 0 d ·*·* * t ô li -x-1 X - J l X = 1 X - 1 X = ' one X - J l X = s z e X = V s z = y 0 

* * * * Injection : si 6 s x = 6s y , alors s (x-y) = j z et 

i*s*(x-y)=z=O, donc s*(x-y)=O et x=y. 

2.:., Rappelons que si X est un espace topologique pointé, 1 v application a de 

:EOX vers X induit en cohomologie a* de H*(x) vers H*-1(ox) qui est un 

isomorphisme pour *:::; 2m dès que X est m-connexe. 

L v application z,, de :E F (n) vers D (n) qui met en évidence le lien 
<,Op <,Op 

entre fibre et cofibre [ 11 , page 153 ] induit un isomorphisme li* de 

n* (:& F (n)) vers n* (D (n)) pour *:::; n+p+q-2 dès que F <.Q_ (n) est (q-1)-
<PP <,Op W 

connexe. La suite exacte d '.homotopie de la fibration : 

s'écrit : 

et entrm'rle : 

n * (F (n)) = o , pour * :::; n + p - 2 • 
cpp 

On en déduit, pour p assez grand : 

n
2 

(D (n)) • 
n+p 'P. p 

Le morphisme cp * de H*(K + ) vers H*(:EP K ) est un isomorphisme p np n 

pour *:::; 2n + p - 1 ; il en résulte que H*(D (n)) = 0 pour * s 2n + p , ce 
cpp 

qui entraine, pour p assez grand, que r;,P F (n) est au moins (2n-1) - connexe. 
cpp 
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Pour * s 3n - 1 , on a : 
V 

tt*(:~:;,P F (n)) ~* tt*(o.(n)) ~ tt*- 1(D.(n)) ~ tt*-\oK K ) R; tt*-1<G K ) 
<Pp J 1 n' n 2 n 

d I où 11 on déduit le résultat suivant : 

PROPOSITION 10. Pour p assez grand, F (n) est (2n + p - 1) -connexeo 
<Pp 

PROPOSITION 11 • Pour t s 4n , il existe un homomorphisme ~ de 

Ht-1(D.(n)) vers o\n) • 
1 

Démonstration. On a les homomorphismes suivants 

( 1) v*: tt*(o (n))----+ tt*-1(gPp (n)) 
0P <Pp 

<Pp 
est un isomorphisme, pour * s Jn - 1 • 

( 2) a* : tt*+p-\F (n)) --+ tt*-\oPp (n)) 
<Pp <Pp 

est un isomorphisme, pour * s 4n • 

(3) v * : tt*+p(D<P, (n)) ,__. tt*+p- 1(F (n)) 
p <Pp 

est un isomorphisme, pour * s 3n + p - 1 • 

(4) tt*(o.{n)) -~--. 
J 

Pour p assez grand et t s 4n , on note f 11 homomorphisme de p 

vers Ht+p(D (n)) défini par : f = (v *f 1 o (a *f 1 o V* • 
<Pp p 

Soit f la limite des )> , on obtient un homomorphisme ( défini par 

le diagramme suivant : 
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6. La construction de l v homomorphisme ~ permet de montrer le résultat 

ci-dessous [ 8 J • 

THEOREME 7. Soit t ~ 4n et e E Ht- 1 (Kn) • Si 11 opération cohomologique 

externe /:. 
6 

associée à e est triviale, alors e est stable. 
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VI - UN ISOMORPHISME. 

L'homomorphisme ç défini dans la proposition 11 réalise, pour 

t s Jn-1 , un isomorphisme entre Ht-\D.(n)) et D\n) . Dans ces dimensions, 
1 

Ht- 1(D.(n)) est naturellement isomorphe à Ht-1( <& K ) . On se propose dans la 
1 2 n 

suite d I expliciter cet isomorphisme ~ de Ht- 1 ( Q;
2 

Kn) vers D \n) , ( t s Jn-1) . 

A) Une suite exacte courte. 

1 . Soit t s Jn - 1 . On considère la suite exacte longue 

On en déduit une suite exacte courte 

0 
* t-1 t * t-n --> (Coker <p ) __ __.,.D (n) __ ,_(.Ker <p ) ___ 0 

où 
* t-1 t 1 * (Coker <p ) = H - (Kn) /lm <p et 

* t-n t 
(Ker <p ) c A -n . 

D'après 

teurs les éléments 

[ 14 ] , tt* (Kn) est 11 algèbre de polynôme ayant pour généra
l 

S q 1., où I parcourt 11 ensemble des suites admissibles d' excès n 

strictement inférieur à n . On en déduit que Ker <p * est le sous-espace vectoriel 
l 

sur Z/2Z de A de base formée par les S q où I est une suite admissible 

* d'excès supérieur ou égal à n et que, en basses dimensions (t s Jn - 1) , coker <p 

est 11 espace vectoriel sur Z/2Z de base formée par les classes des 
I J 

Sq 1., v Sq 1., où I et J sont deux suites admissibles différentes d 1 excès infé-n n 

rieur ou égaux à n . 
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2. On a le diagramme suivant 

t-1 t-n 
O ~(Coker cp *) --~.,._o\n) ---~ (Ker cp *> 

où 11 isomorphisme ex. est défini par : 

I J I J 
ex [ ( S q 1.. , S q 1.. ) J = Sq 1.. n v Sq i n . n n -

THEOREME 8. Soient t :S Jn- 1 et I une suite admissible d 1 excès strictement 

inférieur à n et de longueur II 1 • L'isomorphisme y de Ht-1((\;
2 

Kn)/(Imtr/- 1· 
t 

vers (Ker <P *) vérifie : 
I n+II 1 +p+1 I 

y ( e P v P 
2 

Sq i n) = Sq Sq • 

3 . Remarque. On vél"ifie aisément que, si t < 2n + 1 , le groupe D t(n) est 

trivial et que, pour t = 2n + 1 , g réalise un isomorphisme entre H2n(<:;
2 

Kn) et 

n+1 n+1 
A , donc g(P 

2 
1.
11 

) = Sq . 

B) L'application P de X,.. ~
2

Y ~ Q;
2
(x,.. Y) • 

1 . Soient X et Y deux espaces topologiques pointés. On considère 11 application 

dnxid 

où dn : X ➔ Xn est définie par : dn(x) = (x, ... ,x) (n - fois) . 

On vérifie que cette application est @;n -équivariante,. donc elle induit 
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L'application : E~ x (X x Y)n ➔ E ~ x Xn x El'& x Yn est @; - équivariante, 
n n n n 

donc elle induit 

R D- (X ,.Y) --+ @; X ,. @; Y • ~n · n · n 

LEMME 8. Le diagramme suivant est commutatif : 

p p,_ id 

Démonstration. Le lemme 8 découle de la commutativité du diagramme suivant 

0 2 0 2 2 

X XE~ rS: Y) 

2 

X XE~ X (S)j : Ei;2 X Y 

E@;2 x (X x S x Y) ---->> E~ x (S x X) x E<b2 x Y2 

LEMME 9. Soit u E HP(x ; Il) , v E Hq(Y ; G) ; on a : 

* [ ( j ) ( k ) ] j+k (. ) R e v P 
2

u x e v P 
2 
v _ == e: ,__, P 

2 
u x v • 

2 . Reprenons les notations du paragraphe I. L'application (è; 
2 

- équivariante 

de E(e;2 x (~ x y) 2 vers E~ 2 x x2 x E~ x Y2 induit 11 application notée encore R 

Soient Px et Py les projections de ~ x X sur ~ et X qui induisent 
- -

les applications U de <!;2'~ x X) vers @;2~ et V de @;'2(~ x X) vers Œ 
2
y ., 

On vérifie que R s'identifie à (U, V) . 



3 . Comme la cohomologie de ~/X " Y) s'injecte dans la cohomologie de 

fspiX x :X) (voir II.A)3) , le lemme 9 est une conséquence du lemme suivant 

LEMME 9 bis. Soit u E HP(~ ; Il) , v E Hq(X ; G) ; on a : 

Démonstration. Par fonctorialité, on a : 

* . k . k 
(U,V) [(eJvP

2
u)x(e vP

2
v)] = u*(eJ-vP

2
u)-.1V*(€ -.1P

2
v) 

55. 

= [ ej v P
2

(ux1)] v [ ek 0 Pi1xv)J 

La proposition 3 (i) montre : 

* . k . k 
R [eJvP

2
u)x(e vP

2
v)J = €J+ vP

2
(uxv). 

Remarque : Cette formule est vraie dans H2(p+q)(G;
2

(X,. Y) ; €;
2

(Il;q) ® (f;
2

(G,q)) ; 

en effet, on a une flèche naturelle: @;
2
{n@ G,p+q) ➔ ~(Il,p) ® @

2
(G,q) • 

PROPOSITION 12. Avec les notations du lemme 9, on a 

* k p k P [Piuxv)J = I: Squx(e - vP
2
v) • 

k 

Démonstration. D' après les lemmes 8 et 9, on peut écrire : 

p* o R*(p 
2

u X P 
2
v) = (id X R*) o (p* X id){P 

2
u X P 

2
v) 

p*[p
2

(uxv)] = (idxR*)(p*(P
2

u)xP
2

v) • 

D' après la proposition 5 * " k p-k P (P 2u) -- ~ Sq u x e 
k 

On obtient : 

k * p-lk = ~ Sq U X R ( E: , X P 
2 

V) 

k 

k p-k 
== E Sq u x ( e ._., P 

2 
v) 

k 



4 . Application. Pour X = sP , on obtient : 

vérifiant 

5 . Remarque. Si Y = 0 PZ , on obtient une application T 

C) Démonstration du théorème 8. 

1. Considérons le diagramme commutatif suivant 

K 
n+k 

En cohomologie, on obtient, après passage à la limite en k : 

(D) 

* -----,;:.. At-n __ cp ____ H\Kn) ·--'> - ·-

t-n 
A * cp 

î 

où µ = lim µk* est déterminée par la proposition sui vante 
F 

56. 
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PROPOSITION 13. Soit t :s; 3 n - 1 Le diagrammei suivant est commutatif 

où T est l'application de la remarque VI, B)5. 

Démonstration. En appliquant le foncteur zP Ok à la situation (D) et en passant 

à la limite en k , on obtient le diagramme commutatif suivant. 

~PQK 
!;~ 

J rPKn :> :zP D.(n) Yn J 

a~PK 
""" n <Pp V 

~ f j p QK K ---➔ D/n+p) n+p n+p 

où 11 application h est décrite par : 

On vérifie [8 J que le diagramme suivant est commutatif : 

inclusion 

Par fona:torialité, on a fo diagramme commutatif suivant 



d I où la proposition 13. 

2. En cohomologie, on obtient le diagramme commutatif suivant 

Ht-1(€5 K ) g t-l"l 
Ht(Kn) A - 2 n 

1 E-poT* 

r 
Ht+p-1(~ K ) g At-n Ht+p(K ) 

2 n+p n+p 

Posons t = 2 n + p + 1 ; on a : 

n+p+1 
= Sq , d I après la remarque A) 3 • 

= g [ (!;-p o T*) (P
2 

t ) ] 
n+p -

= g [ E:p v P
2 

l ] , d'après B)4. n-

On a donc montré : 
n+p+1 

= Sq (3) • 

* µ 

-~--

58. 

3. Soit I une suite admissible d I excès strictement inférieur à n • La stabilité 

des carrés de Steenrod montre que le diagramme suivant est commutatif. 



I 
Sq 

"PK 
4J n+II l 

K _____ ,... D (n) 
""' n+p - r p 

I 
Sq l 

--~ D (n+ II 1 ) • . p 

59. 

Il en résulte qu'en cohomologie le diagramme suivant est commutatif (t::; 3n-1) . 

b-'l1 * t-1( ) -;;, H Cso2Kn 
g 

r A 
cp H\K ) 

$>' n ·-> - .. 
/il. 

s~ 1 î sJ 
I 

Sq 

* t-1 g l:-n-I1I cp t 
• - ->;- H (<?;;2Kn+II 1) ~A H (Kn+ II 1) -~---

Posons t = 2n + 2 II l + p + 1 on a : 

I p I 
Sq [ g( e: v P 2 t, n+ Ir 1 ) J = g [ Sq ( e P V P 2 t, n+ l I l ) J 

I 
= g ( e P v P 2 Sq t, n) • 

p . n+ 1 I 1 +p+ 1 
D I après (3) , on a g ( e v P 2 t, n+ III ) = Sq ; • donc on en déduit : 

I n+\Il+p+l I 
g ( e P v P 

2 
Sq t, n) = Sq Sq ( 4) 

ce qui prouve : 

n+IIf+p+l I 
= Sq Sq 

c.q.f.d. 

Remarque: Une autre démonstration du théorème 8 se trouve dans [ 10, 

théorème 4 . 6, page 46 J . 
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