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PROPRIETES HARMONIQUES DE LA

NUMERATION SUIVANT JEAN COQUET

Pierre LIARDET

1.~ INTRODUCTION.

I.'1. La numération, qu'elle soit en base fixe ou variable, ou plus généralement
suivant .une échelle, intervient dans de nombreuses questions. Nous allons ici
1'étudier du point de vue de 1'analyse harmonique et de la théorie ergodique.

Pour illustrer les développements actuels dans ce domaine, nous avons choisi de
rendre hommage a Jean COQUET en cheminant & travers son ceuvre. Le sujet est vaste.
Nous commencerons par rappeler les éléments spectraux ( corrélations, mesures
spectrales ) et dynamiques ( flots, flots mesurés ) que 1'on associe aux suites.
La somme des chiffres et ses variations nous servirons de fil d'Arianne pour
continuer... et nous terminerons sur-les derniers résultats que Jean COQUET se
proposait de nous démontrer.Quelques propriétés nouvelles seront données.

[.2.Corrélations et mesures spectrales.S0it W 1'ensemble des suites complexes
g:IN » €, introduit par Wiener [75] , telles que la limite

(1) vgm:= vimy (WU g(mn)Ta) )

existe pour tout entier m>0 . La suite yg , prolongée @ Z par yg(-m)='?gﬁif
s'appelle la corrélation de g . Elle est definie-positive et d'aprés le théoréme
de Bochner-Herglotz, Yg est la transformée de Fourier d'une mesure borélienne
positive og sur e tore T :

- o 27mmt : .
Yg(m) = og(m).— [F e qg(dt) (me Z) .

ag est appelée la mesure spectrale de g , elle est limite faible [30] de 1la
suite des mesures

- —o7mtn, 2
I y(dt):= N 1 ) g(n)e 2“rtn| dt

n<N



sur le tore. Dans la suite, pour simplifier, nous poserons e(t):= eZiTrt (te IR).

Au lieu de prendre la limite suivant IN , il est loisible de choisir une limite sui-

vant une partie infinie J de IN. . En particulier, si ¢ = Tim, . N'1 ) g(n),
NCJ n<N
alors la suite f:= g - ¢ posséde ( suivant J ) une corrélation égale a Yg - lc|?,

la mesure spectrale correspondante étant Og - |c|260 (o0 &, est la mesure de
Dirac en 0 ). En choisissant J, on obtient

(2) Timsupy. | N1 ] RORE Vo ({0))

n<

Soit 93 la suite n - g(n)e(na) . Elle est dans W et Yq (m) = e(ma)yg(m) s €N
a

d'autres termes o, =&_=* o . En appliquant (2) &3 g__,
9, a g . -a
on obtient ( a étant considéré comme élément de T )
(3) limsup,. | N1 g(ne(na)| < Vo ((a})
too n<N g

La suite g est dite pseudo-aléatoire [5 ] si Og est continue. Comme on a

(4) im oy N ] gz = og @y

n< g ® %!

o A est la diagonale de T2 , la continuité de og équivaut 3 Ta limite nulle
en (4) . L'ensemble

sp(9):= { x € T ;5 limsup,, IN'1 ) g(n)e(-nx)| > 0 }
« O n(N

est appelé spectre de Fourier-Bohr de g . Lorsque g est pseudo-aléatoire, son

spectre est vide. La suite n - e(V n ) fournit un exemple simple de suite & spec-
tre vide et qui n'est pas pseudo-aléatoire. Ainsi, (3) ne suffit pas pour déter-
miner le support de la composante discréte de la mesure spectrale.

Introduisons la notion d'affinité [30,59] . Soient p , g , r des mesures
positives sur le tore. Si p et q sont absolument continues par rapport @ r ,
1'affinité de p et q est alors définie par

p(pa):= L, (27T T

elle ne dépend pas du choix de r et 1'égalité p(p,q) = 0 est équivalente a
p et q mutuellement singuliéres ( notation : p L q ). Supposons f et g dans
W , on sait alors ( [30], corollaire 1 ) que :

(5) mswy, | WY FEAT < aopag)
n<

ce qui généralise (3).



Soit S 1'espace des suites complexes z : IN » € telles que la quantité

. -1 2 172
hz ) = Vimsupy, (N5 | z(m |%)
’ n<N
soit finie. Ona W< S et |. | est une semi-norme.L'espace quotient B:= S/W
pour ¥ ={2z€5 ;|z] =01 est un espace de Banach avec 1a norme correspondante
a [[.]. Soit T 1le shift unilatéral sur S ( Tz(n) = z(n+l) , n=0 ), alors

Tweny et T}

isométrie inversible notée encore T . Pour z dans S , le plus souvent identifié
a sa classe ¢ , on notera H(z) ( ou H(z)) le sous-espace fermé engendré par ¢,
n€ Z . Choisissons a et b dans S de classes a et B dans H(z) , alors

la limite

N <N de sorte que T passe au quotient B et détermine une

N15 a(n)b(n)
n<N

Nioo

(6) (afB) := Tim

existe et H(z) devient un espace de Hilbert, de produit scalaire donné par (6).
Lorsque z est dans W , sa mesure spectrale ne dépend que de sa classe z et se
notera aussi bien par o, -
Le théoréme suivant résulte de la théorie spectrale classique des opérateurs uni-
taires ( cf.[48] par exemple), on le retrouve avec des variantes chez plusieurs
auteurs ( par exemple [31,51,54 1) :

THEQOREME 1. Soient o et B dans B . Il y a équivalence entre :
(7) gy L 0g
(22) H(a) L H(B) -et H(a) < H(a + B) .

Soit H un espace de Hilbert et T une isométrie linéaire sur H . Notons (.|.)
le produit scalaire, M(T) 1le dual fort de ¢(T) et dont 1a norme ( variation
totale ) est notée ||. ||. Pour o , B dans H , 1a suite

o8 (m-n) - (TmaITnB)

est bien définie sur Z . Elle est la transformée de Fourier d'une mesure complexe
Oy,g SUr le tore. Introduisons 1'application (a,B) - 9.8 définie sur HxH
a valeurs dans M(T). Elle est sesquilinéaire continue. La mesure Opiq * notée

g, » est positive. De plus ’

(M ol = Jaf? et o, gl < lal lef .

94,8 est absolument continue par rapport a o, et Og 5 par ailleurs on a au

sens de la convergence faible :



= w - limy, NL (T e(ent)Ta | T e(-nt)T"8 )dt .
a,B ‘o n<N n<N

(8) o

Notons enfin que le théoréme 1 reste vrai avec H au lieu de B . Nous renvoyors

a [69] pour plus de détails.

1.3. Flots associés & une suite. SOit X un espace métrisable compact. Un flot sur
X est un couple (F;X) ou F est une application continue de X dans X . Il

est habituel de supposer F surjective. Soit u une probabilité borélienne sur X,
le triplet (F;X,u) est appelé flot mesuré lorsque u est invariante par F ( i.e.
HF-I =y ) . Soif u:= (u )n>o une suite a valeurs dans X et soit T 1le shift

unilatéral sur 1'espace compact produit x . L'ensemble K  des valeurs limites
de la suite u* := (T"u)n_ est compact, non vide, stable par T . La restriction de
T a Ku est encore notée T , elle détermine un flot IK(u) := (Ku;T) . La suite

u est dite récurrente si u € Ku ; dans ce cas Ku est exactement 1'orbite fermée
Orb(u) de u suivant T .

Le shift bilatéral T de X réalise une extension naturelle de T . D'autre part
T est surjective sur Ku , le-flot IK(u) admet donc une extension naturelle que
1'0n réalise comme sous-flot de (T;X Z) . IT s'agit du flot Tk(u) obtenu par res-
triction de T au compact |

z

K = (xexZ vkem, (x

U €EK } .

n-k)n >0 u

z

Soit w la projection naturelle (T;X ) = V(T;XIN) ( morphisme de flots ) .

Lorsque n_l(u)-n E@ se réduit a un point, ﬂz(u) est isomorphe a IK(u) par nl'K H
de plus u est récurrente. u
Dans la suite I(u) désigne 1'ensemble des valeurs limites pour la convergence

faible de la suite des moyennes de Dirac ( N1 N éu N> - On définit de méme
n<N =

I(u*) . Toute mesure p de I(u*) est invariante par T, de support dans Ku et
posséde un relévement un1que 1 de support dans K teTle que W T -1 " et
p=nm -1 de sorte que IK(u,u) = (T K o0 ) est un flot mesuré 1nvers1b1e exten-
sion naturelle de IK(u,u):= (T; Ku,u) T (resp. T ) est aussi considéré comme un
opérateur linéaire sur les espaces L™ associés et devient ainsi une isométrie
(resp. un opérateur unitaire ) & laquelle nous rattachons les éléments spectraux

définis précédemment.

Lorsque I(u*) se réduit a un seul élément u , U est dite complétement stochasti-

que de distribution y . Dans ce cas, pour toute f : XIN

- € continue, la mesure
spectrale Of correspond & la suite n - f(un) . La suite u est dite ergodique

si IK(usu) est ergodique, ce qui est équivalent & la condition { cf.[31]) :



(9) vieeK,) : o ({0}) = | u(f) |?

I.4. Type spectral.lLes notations précédentes étant conservées, soit u € I(u*),

E 1‘hyperp1an de -e(Ku) sur lequel s'annule u et soit { f,snE IN* } une
famille d'éléments de E qui engendre un sous-espace dense dans E ( pour la topo-
logie de la norme uniforme ou de la norme de Lz(u) ) .Supposons en outre ann= 1
pour tout n et définissons la probabilité

(10) T, (u):= :f 2 "o

ou O¢ est la mesure spectrale de fn par rapport & 1'isométrie T de Lz(u).
D'aprég les propriétés ci-dessus de o 1a classe de T ( modulo 1'absolue
continuité réciproque ) ne dépend pas du choix des f_, on 1'appelle type spectral

de IK(u,u).

IT. SUITES q-MULTIPLICATIVES.

I1.1. Définitions et exemples. Soit q un entier > 2 . Une suite g : IN ~» €
est dite q-multiplicative si

(11) g(aq” + b) = g(aq")g(b)

pour tous entiers a , b, r,a=0,r=21,0<b< qr . Une suite f & valeurs
réelles est dite q-additive lorsqu'au lieu de (11) on a f(aqr +b) = f(aqr)f f(b)
avec les mémes hypothéses sur a , b , r . Ces notions remontent & A. GEL'FOND [46].
Représentons 1'entier n >0 en base q :

r
(12) n= ) . e.(n)q » en) € {0,1,....0-1} .

r=

La somme des chiffres sq(n):= Y er(n) fournit 1'un des premiers exemples de
0

r>
de suites gq-additives qui retiennent 1'attention [43,46,6).Dans sa thése M. MENDES-

FRANCE [61]) étudie les fonctions de Walsh ; elles sont g-multiplicatives et défi-
nies, pour chaque x:= (xr)y,;20 dans {0,1,...,q-1}IN , par
-1
(13) we:n - r;?; e( q "x.e.(n))
Les W sont en fait les caractéres du groupe additif INq formé par 1'addition

sans retenue des entiers en base q. Ecartons le cas ou Wy est périodique qui
correspond 3 Xy = 0 pour tout n assez grand, alors :



PROPOSITION 1.[61] 57 X # 0 pour une infinité de n , le caractére de Walsh Wy
est pseudo-aléatoire ( et il n'est pas speudo-aléatoire au sens de Bass [ 3] i.e. ,

la fonction de corrélation de W, ne converge pas vers 0 a l'infini ).

Dans toute la suite, nous ne nous intéresserons qu'aux suites g-multiplicatives g
de module 1 ; elles forment dans leur ensemble un groupe multiplicatif noté M(q)
et 1'on a pour de telles g :

(14) limsupy, N1y gml = T g7 T gaqh) | .
’ n<N r=0 a<q

Lorsque ¢ posséde une valeur moyenne m(g) sur IN , H. DELANGE montre [37]

(15) m(g) = TT m avec m,. q'1 5 g(aq")
r=0 a<q

et précise :

PROPOSITION 2.

(i) m(g) = 0 st et seulement si la série ) (1 - Ré;nr) diverge ou tl exis—
g ou
te r € IN tel que ma = 0. r=o
(i) m(q) # 0 si et seulement si la série ) (1 -m,) converge et pour

tout €N , m #0.

I1.2. Etude spectrale. Les suites q-multiplicatives ( de module 1 ) appartiennent
a 1'ensemble de Wiener. C'est une conséquence du lemme de Bésineau, a savoir :

LEMME 1 [6 ] . Soit f Qq-additive réelle et t € IN. Il existe ?ne partition de
IN en progressions arithmétiques Pm , M€ IN* ( de la forme q m IN + bm ), telle
que la suite n - f(n+t) - f(n) soit constante ( égale a Zm ) sur Pm .

Ce lemme donne pour valeurs de la corrélation y de g = e(f) :

(16) Y(t) = zm>1 d(p_)e(z,)

ol d(Pm) est la densité de Pm .

Le cas particulier des suite n - e(asq(n)) conduit J. BESINEAU au résultat
suivant :

PROPOSITION 3. e(asq(.)) est pseudo-aléatoire si «(q-1) € Z , périodique dans le

eas contraire.

L'étude générale du spectre des suites q-multiplicatives se développe intensivement
au fil des années 70 [9,10,11,14,18,30,32,62,68] . Résumons :



THEOREME 2. Soit g Qq-multiplicative de module 1 , ga(.)'= g(.)e(a(.)) et soit

D e groupe des nombres rationnels X tels que qu € Z pour un entier k > 0.

() Sp(g) e{a€R ;3 T[T (1-&e(g(aq))] <+o} .Deplus si
r=o a<q ¢
o € Sp(g) , la mesure spectrale Gg est atomique , portée par o + D .

" (Z7) ST Sp(g) est vide , g est pseudo-aléatoire.
(iit) § est presque périodique-B; si et seulement si il existe B € IR tel que

la série

[) (1- gB(aqr)) ] converge .
0 a<q

N ~18

r

Lorsque Sp(g) # & ( et g € M(q)) la suite g est moyenne-presque périodique
[5 1 en ce sens que pout tout € > 0 , il existe une partie a lacunes bornées Ee
de IN telle que pour tout t dans E€ on ait

Tim sup, . N1 ) \ | g(n+t) - g(n) | < e
n<

Lorsque Sp(g) = @ , le caractére pseudo-aléatoire de g vrepose sur 1'égalite
(14) et 1'inégalité (3) qui est en fait une égalité dans le cas des suites g-multi-
plicatives de module 1. Notons d'autre part que si g = e(f) od f est gq-additive
réelle on a aussi la caractérisation suivante [18] :

(Z21) Pour que g ( € M(q) ) soit pseudo—aléatoire, 21 faut et Tl suffit que
que la série ) [) Hf(aqr) - af(qr)HZ] diverge , avee pour X € IR:
r=o 2<a
Iixl:=Min{ | x-n] ;ne€e Z}.

La nécessité de (77') résulte de la caractérisation par (Z) du spectre vide. La
suffisance de la condition repose sur des relations linéaires entre les corréla-
tions des suites n - g(qrn) qui se traduisent en fait par la propriété de con-
volution suivante découverte par M. QUEFFELEC [68] :

(7 og = @y smelnl) ) u(a™)eag )

ou w(q'N) est la mesure de Haar du sous-groupe de T engendré par q'N
Dans-une série d'articles [12,18,19,20] J. COQUET éprouve les méthodes utilisées
pour obtenir (Zz) et (ZZ') dans plusieurs directions, soit en regardant les pro-
duits de suites g-multiplicatives et de leurs translatées par le shift soit en
étudiant des suites de la forme

(18) n - e kZ ak[n(sk)'ll) ( [.1:= partie entiére ),
=0



Torsque par exemple :

(a) (sk) est une suite strictement croissante d'entiers tels que chaque
Sk divise Skal-
(b) (Sk) est une suite strictement croissante d'entiers deux a deux
premiers entre eux telle que la série E(sk'l) converge.
(c) s = * ( k€ IN)et t nombre réel transcendant > 1 .
Il obtient :

PROPOSITION 4. Sous l'une des hypothéses (a) , (b) , (c) la suite (18) est pseudo-

aléatoire si et seulement st la série X Ilakll2 diverge.

11.3. Généralisation & des bases variables. Soit q:=(qn)n2>o une suite d'entiers,
telle que q, = 1 et q, = 2 pour n=1 . Posons Pe = Qg---9) - Disons avec J.
COQUET [ 9] qu'une suite complexe z est q-multiplicative si pour tous entiers
a,b,r,a=0,r=>0,0<b< pr':

(11') z(ap,. + b) = z(ap,)z(b) .
Soit k un entier >0 ; on définie les suites q(k) et p(k) par qgk) =1

qgk)= S T pgk)= qék)...qgk) (n=0) et lasuite complexe z(k) par

z(k)(n) = z(pkn). Cette suite est q(k)-multiplicative.

Nous supposons maintemant z de module constant &gal @ 1 et pour tout

, +
m = (mo,...,ms) dans Z° 1, on posera

m m m
.= 0 1 S_y S .
(19) Xg © = 2 (Tz) "...(T°2) et |m|:= myt...Hm
ot T est le shift, enfin :
-1
(20) Pan() 5= N 1T xp(nle(-n(.)) |2 .

n<N

Les résultats qui suivent s'inspirent de [30,58,68]. Les suites X (me ZS+1)
appartiennent @ W . En fait, on a le

THEQREME 3. S¢ |m] = 0, Xp est limite presque périodique.
Démonstration. Définissons la suite xék) 1 j - [z(pkljpk-llﬂlml X;(j) od x*
est la suite périodique de période p, définie par x* (j) = x,(j) pour j =0,

K e . -
1,...,pk—1 . Alors Xg = Xm ) sauf sur un ensemble-d'entiers de densité < SPy s
d'ol le théoréme dans le cas |m| =0 .



THEQOREME 4. Soit Am la mesure spectrale de Xm ( ef. (19) ) .
() A, est limite faible de la suite des mesures N - Pm,N(t)dt sur T .
(iz) Am est limite forte ( au sens de la variation totale ) de la suite des

mesures
k - (P

-1,
m,pk)(w(pk 1* Ay ,

ol w(pk-l) est la mesure de Haar du groupe engendré par pk-* dans T .

(27Z) Pour tout %X ( modulo 1l ) on a :

2 . -1
1im supy. N

{}ll _
A ({x}) [T Xp(meC-nx) |

. -1
Vim o op. L xg(a)e(-ax) |
a<p,.
Démonstration. (i) est classique ( cf. §1.2 ) et donne m(pk'l)*AImI comme limite
faible de l1a suite des mesures

re g ) ( 2K (a) yImle(-ap,t) |2 dt .
P

r a<p£k

(27) sfobtient en remarquant que xék) -définie dans la démonstration précédente
converge vers X dans 1fespace B du §1.2 ( cf. [58, théoréme 7 ]).

La propriété (7i7) est connue pour xlml( = zIM ) » le cas général résulte alors
de (7<) et d'un simple calcul.

REMARQUE 1. Pour toute probabilité borélienne A sur T , un calcul direct des
coefficients de Fourier donne :

LA w(pe )en)(h) = ANO) (AN L (b €Z ),

de sorte que la partie (Z7Z) du théoréme 4 caractérise ( @ un facteur multiplicatif
prés ) la mesure Am . On en déduit alors comme dans [68] des propriétés de pureté
et de D-ergodicite de A ou D est le groupe engendré modulo 1 _par'{pk-l; k>0}.
REMARQUE 2. Le type spectral de IK(z,u) ne dépend pas du choix de u dans I(z*).

Rappelons que le critére (Z7’) faisant suite au théoréme 2 se généralise :

THEQREME 5 [30]. Supposons la base variable q:=(qn)n BORNEE, alors la mesure spec—
trale A(l) (= o, ) de z est atomique ou diffuse singuliére. Elle est diffuse

31 et seulement si, la série

[es]

- a2
Lo gy, | 200 7 (20RO 1)

diverge.



10

1f;4, Flots associés d la somme des chiffres. SOit encore q une suite d'entiers
q, avec q, = 1 et qy > 2 si k>1. Tout entier n>0 s'écrit de maniére
unique sous la forme

n = Zr%er(n)pr » { Ppi=q9y-..9, et e (n) € {0,1,...,q., -1}).

La somme des chiffres en base q , définie par sq(.):= ) e.(.) est q-additive.

" >
Pour tout nombre réel a , la suite r=0

(21) v in - e(asq(n)) >

est complétement multiplicative, c'est-a-dire vérifie

' _ b

(22) v, (bp,) = (v (p,))

pour tous entiers r ,b, r=0,0< b<:qr+1.Dans la suite U deésigne le groupe des
nombres complexes de module 1 et % sa mesure de Haar. Pour tout z € U , on note

aC 1'automorphisme du shift (T;IUIN)'défini par

ag(xo’xl’XZ""):: (gxo,cxl,gxz,...) .

THEOREME 6. La suite q est supposée bornée et a irrationnel. Alors :

(2) La suite vV, est récurrente, le flot IK(Va) est minimal et uniquement
ergodique, d'unique mesure invartante, notiﬁ My telle que h = uall (= projec-
tion de M, sur le premier facteur de WU 7).

(172) Pour tout ¢ € W , la restriction de aC d l'orbite fermée Kv de va
a

définit un automorphisme du flot IK(va) et du flot mesuré IK(va,pa).

Démonstration.
(7) D'aprés les théorémes 4 et 5 , pour tout m € Z* et tout r >0 , les suites
q{") -muitiplicatives
m
n - (v (pn))
sont pseudo-aléatoires. Soit € >0 et 2 wun entier >0 . Choisissons r tel

que £ <p,. . I1 existe K>1 tel que 1'ensemble {va(O),va(pr),...,vu(pr(K—l))}
soit e-dense dans- IU. Montrons que 1'ensemble

J(2):={neN ; Max .o | v, (@) = v (a+n) | < ¢ }

est a 1acunes.bornées. En effet, choisissons un entier k tel que 'pk > Kpr . Pour
tout t € IN , d'aprés (11') et les choix de K et r , il existe p(t)€{0,...,K-1}
tel que |va(prp(t) +pt) - 1] < ¢ de sorte que po(t) + pt €J(2) .
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En d'autres termes,_]a différence entre deux entiers consécutifs de J(£) est au
plus égale a Zpk .

Le point Vo est donc uniformément récurrent pour le shift (T}IUIN) » par suite
IK(va) est minimal ( cf. [45] ). Pour établir 1'unique ergodicité, il suffit de
remarquer que pour tout m = (mo,...,ms) dans Z5*1 te que | m| #0 , la mesure

m m
spectrale de n - (va(n)) °...(va(n+s)) S est diffuse puis d'appliquer le
théoréme 8 de [58].

(iZ) Soient x € Kv ,z €EIU et (nk) , (mk) s (rk) des suites strictement
. a
croissantes d'entiers, telles que

- n N -
lim, . T k(va) =x , no+kcs pmk (keN)et lim. va(rkpmk) = .

Soit jE€IN . Pour k>j ,o0na va(nk tj+r pmg = Va("k + j)‘a(rkpmk) , d'ob

nk+rkpmk(v
a

lim T ) = a,(x) €K, . Ainsi a (K, )=k, et d'autre part a

a a a &

commute avec le shift. Le caractére minimal de IK(va) assure ac(Kv ) = KV .
' a a

I1 reste a montrer 1'invariance de Wy Par aC . Pour tout m = (mo,ml,...,ms)

de ZS+1 » notons Y le caractére sur IUIN donné par
My m. ]
wm(xo’xlgx29---) = (xo) ...(XS) S . ( wlml(x) = (xo)lvl).

Alors

- Il
Molbme 3.) = 2w ()

et u (y,) =0 si [m| # 0 . Par combinaisons linéaire et passage & la limite

uniforme, on obtient “a(f°ac) = “a(f) pour toute application f:Kv »
continue. o
Introduisons les applications A : IUIN - IUIN et 8y : IUIN - IUINx v
définies respectivement par
-1 -1
(23) A(x) = (xo STRS x2,...) et Al(x) = (A(x),xo)

IN

pour tout x = (xo,xl,xz,...) dans IUIN . I1 est clair que le shift (T;N
I

)

et Te flot crotsé (T;0™)am = (T;0™xw)  defini par
(28) TI(X’C) = (TX’XOC) s

sontAconjugués par A1 . D'autre part, la restriction de A sur Kv est un
morphisme du flot IK(va) sur le flot ( minimal ) IK(Ava) et pour
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£ €K X € Kv tel que Ax =& , on a , d'aprés le théoréme 6(<7) ,

’
Ava o

-1

A(g)={a(x); zel}.

g

La restriction de A a KV ( notée encore A, ) réalise alors un isomorphisme
de IK(v ) sur le flot

IK(Ava)uIU = (TI;K x) .

Av
a
IK(Ava) est uniquement ergodique, de mesure invariante A*ua » projection de My

par A . L'invariance de W, par a (z€e ) et 1'egalite My = h montre

4
s * . s ad @D Al
que 1'image Ay*u, de u  par B, est égale a A*u ®% d'ol

THEOREME 6'.

(ii2) IK(v,,¥,) est conjugué par Al au flot croisé

K( v, ,A%u )alU = (Tl;KAvaxIU, AR R ) .

REMARQUE 3. IK(Ava,A*ua) est de type spectral dtomique porté par un. sous-groupe
D' du groupe D engendré par { pk-1 s k=01 . Dfaprés le théoréme de Halmos-
von Neumann, IK(Ava,A*ua) est conjugué a la translation t -+ t+l sur le dual
(D')A de D' . En fait, il est possible de montrer que D'= D de sorte que
IK(va,ua) est une extension en groupe selon IU de la translation t - t+l sur
le groupe des entiers g-adiques Zq ( = b ).

REMARQUE 4. L'analyse des démonstrations précédentes montre que 1'isomorphisme
en (iii) résulte des deux propriétés suivantes :

(a) v, est équirépartie dans WU ; _
(b) v, et (Ava)* sont statistiquement indépendantes ( cf.[70],Déf. 4.1).

En d'autres termes la suite Va est une AIU-extension de Ava au sens de [31].
Finalement on a:

THEOREME 7. Soit z une suite Q-multiplicative en base q bornde et telle que
les suites 2" soient pseudo-aléatoires pour tout m € Z* . Alors le flot asso-
cié a T est minimal, uniquement ergodique de mesure invariante W telle que
IK(z,u) soit conjugué ( par 8 (23) ) au flot croisé (Tl;KAZxDJ,A*uG>h), o T1
est définie par (284). Le flot dérivé IK(Az,A*u) est conjugué d une translation

sur un groupe compact, image du groupe des entiers Q-adiques.
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I1 est possible de comparer les flots précédents entre eux. Ainsi le résultat de
T. KAMAE [50] peut encore s'écrire sous la forme suivante

PROPOSITION 5. Soient g , §' des entiers > 2 premiers entre eux. Pour tous « ,
g(°)’ua) s
IK(e(a'Sg.(.),ua.) sont de types spectaux mutuellement singuliers.

a' <Irrationnels, les flots ( uniquement ergodiques ) IK(e(as

IT en résulte en particulier que le flot produit IK(e(asg),ua)xIK(e(afsg;),ua.) est
lui aussi uniquement ergodique, isomorphe au flot IK((e(asg),e(a'sg.)),uaﬂua.).
En fait, on a le cas général suivant : :

THEQREME 8. Soient z , z' des suites respectivement q- et Q'-multiplicatives
de module 1 et satisf&isdnt aux hypothéses correspondantes du théoréme 7. Soit
(Z,Zf) la suite n - (z(n),zf(n)) et supposons les entiers a, ( n>1) premiers
aux entiers q'n. (n'>1). Alors le flot IK(z,u)xIK(z',n') est minimal, unique-

ment ergodigue, isomorphe au flot IK((z,z'}),usu').

Démonstration. Les composantes discrétes des types spectaux des flots IK(z,u) et

IK(z',u') sont mutuellement singuliéres puisque les translations de Zq et Zq.

sont de types spectraux mutuellement singuliers. I1 en résulte que IK(z,ﬁ)xIK(zgu')
est érgodique.et d'aprés [31] , les flots associés aux suites z et z' sont
disjoints au sens de H. FURSTENBERG [44] c'est-d-dire que usp' est la seule
mesure invariante‘du flot IK(z)xIK(z') dont Tes projections sur le premier et

second facteur soient respectivement py et u'
o

On peut naturellement espérer une indépendance des types spectraux des flots du
théoréme’s , comme dans le cas de la proposition 5 , en faisant usage du théoréme 1

par exemple.

IIT. SUITES DE COQUET.

I11.1. Définition . g désigne un entier > 2 , A une partie de {0,1,...,9-1} de
cardinal - & . On suppose 2< & <g . Soit v(n) = [Logn / Logg] et

Tk e (n)g"
r=0

le développement g-adique de n . L'ensemble

(25) F(g;aA) ={nelN; vr € {0;1,...,v(n)} s ér(n) €4}

est le support d'une suite strictement croissante d'entiers (cn)n appelée suite
de COQUET ( en base g de chiffres dans A ). Une telle suite est reconnaissable
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par un automate fini ( cf.[42]) . Paf exemple, la suite 0, 1,3 ,4,9, 10 ,...
des entiers dont 1'écriture en base trois ne contient pas le chiffre 2 est recon-

naissable par 1' automate 3 lecture indirecte ( ou directe ) de graphe

0
0 §§;> 2 é%
——e 1
1 a b
2
ol a est 1'état initial et de reconnaissabiliteé.

IIT1.2. Soit d(0) < d(l) < ... < d(8-1) Ta numérotation croissante de A .
St 0 €A, la suite (cn) est &-additive. Plus précisément, on a

= I d(e.(n))g"

od n =) € (n)dr est le développement d&-adique de n .

o '
st O ¢ A , introduisons avec Jean Coquet le développement 8-quasi-adique de n .
Soit p :=p(n) 1'entier défini par

1+6+...48° < n < 1+ +...46°%]
I1 existe alors une suite finie unique (eg(n),...,e;(n)) tell
0 r D ' .
(26) n= Y} ex(n)s et e¥(n) € {1,...,8} pour tout 0 <r<p.
r=o

Une suite complexe f : IN* » { est dite S-quasi-additive s'il ékiste une suite
d'applications ( o;:{l,...,6} =€) ®  telle que

j>o
(27) f(n) = ) o.(ex(n)) s, (ne N ) .
. o<r<p(n)
La suite (cn)n>1 de Coquet est dans ce cas &-quasi-additive , plus précisément
c. = d(e*(n))g" , (nelNs ) .
n. 0 <r<p(n) r

La notion de suite &-quasi-multiplicative se définit de maniére analogue. Ces
suites ont un comportement proche des suites S-additives et multiplicatives. En
particulier [17].

PROPOSITION 6. Soit f : IN*+IR wne suite réelle S-quasi-additive domnée par (27).

() Soit t € IN* . Il existe une partition (Pm)m>1 de IN* en progressions
arithmétiques ( de raisons 8§ M ) et une suite (A m)m>l de nombres réels tels
que k - f(k+t) - f(k) soit constante, égale d Aps sur P

(ii)»e(f) posséde une corrélation ( donnée par (16} J.
(iiZ)Pour tout N € IN¥* |
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. r
g S L0 0Tl

< <r<p(N
avec r-1 _1
p, =TT 8 e(o.(a

II1.3. Sous-suites de suites polynomiales. Un polyndme réel P tel que P - P(0)
ait un coefficient irrationnel est dit polyndme de Weyl . On a

THEQREME 9[13,17] Pour tout polyndme de Weyl P et toute suite de Coquet (C

la suite extraite n = P(cn) est équirépartie modulo 1 .

n)n

La démonstration se fait par récurrence sur 1'hypothése

(Hy) Pour tout polyndme de Weyl P = a, tax + ...+ anS tel que
1=Max {1 ;a, ¢£0Q } , 1a suite n - e(P(cn)) est de moyenne

nulle sur toute progression arithmétique de raison- & (b€ IN ).

L'hypothése (Hl) résulte du théoréme 5 dans le cas ol 0 € A et dans le cas
contraire, elle s'obtient grace 3 la

PROPOSITION 7 [17]. Soit f  6-quasi-additive domnée par (27). Si

: ) Ilor(a)ll2 = + oo , alors e(f) est de moyenne nulle sur toute
r=o0 1<asé

progression arithmétique de raison Gb (b€ IN).

L'implication de récurrence ( (H]) =~(H]+1) , 1 €EIN*) dérive de la proposition 6(7).

I11.4. Généralisation. Soit Q une partie de {0;1,...,9-1}2 telle que :

(C)) (0,0) e 2 et 2< cardQ < g? .
(C2) Le graphe associé @ Q est fortement connexe ( cf. [4 ]).

On pose
6(g;0) ={n€lN; vrelN, (e(n)e(n)e€al

et on note (c_ ), 1la suite ( de Coquet ) strictement croissante de support €(g;9).
Lorsque 0 € A et Q =.A% , on retrouve un des cas déja envisagés. On a [24]:

Le théoréme 9 reste vrai pour les suites strictement croissantes de

support 6(9;0) Llorsque 9 satisfait aux hypothéses (Cl) et (C2) .

Remarquons que les suites de Coquet sont de croissance polynomiale et reconnaissa-
bles par automates finis, de sorte que 1'hypothése (Hl) est vérifiée avec cette
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fois-ci toutes les progressions arithmétiques, grdce au théoréme de C. MAUDUIT (601]:

THEOREME 10. So<t (un) une suite strictement croissante d'entiers, reconnaissable

par automate fini. Alors  (au est équirédpartie modulo 1 pour tout nombre a

n‘n
irrationnel si et seulement st,

limsup,. ~ (Log N)'1 Log(card{n € N ; u < N}) > 0

Pour les suites u de ce théoréme la question reste ouverte de savoir si pour les
polynémes de Weyl P , Tes suites extraites Pou sont encore équiréparties modulol.

IV. ECHELLE DE NUMERATION.

IV.}. Définitions. Soit t une suite strictement croissante d'entiers naturels ,
telle que t,=1.0n sait que tout entier n >0 s'écrit de maniére unique
(28 n = e (n)t
) I, et
ot les er(n) sont des entiers > 0 déterminés par les conditions

(29) v K € IN* ) g (n)t, < t
Une suite F : IN » € est dite additive dans 1'échelle (tr)r si elle vérifie
(30) F(0) =0 et F(n)= ) Fle (n)t,.)
r=0

quel que soit n € IN . En particulier, la somme des chiffres dans 1'échelle (tr)r

définie par
(31) P01 el

est additive dans 1'échelle (tr)r
Une suite G : IN - € est dite multiplicative dans 1'échelle (tr)r si

(30')  G(0) =1 et &(.)= T _ G(e(.)t,)
Quel que soit 1'échelle, on a :

PROPOSITION 8 . Soit G une suite de module < 1 multiplicative dans l'échelle t

et posons my(G) = tk-l ) G(n) . Alors
n<tk

Tim supy. N1 ) " G(n) | = Tlimsup. | m(6) | .
n :
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Démonstration ( tirée de [21] ). Posons N = eo(N) + el(N)t1 + ...+ EP(N)tP , avec
sr(N) #0 et pour 0<a< r, posons

N(a) = e (N)t, + ... + e (N)t,

Alors :
= G G
Zn<N 6(m) En<N(r) (M Zo<a<<r XN(a+1)<r<N(a) ("
t G = G(N(a+l m_(G G(bt ,
e ZN(a+1)<n<N(a) (n) (N(a+1))tm,(6) § " (bt,)
d'ou = G(N(a+1 m_ (G G(bt s
v ] 6 ) ... SONEIIEm(6) (] n (bt,) )

en posant N(r+l) = 0 . En particulier
32 | G(n) | < e (N)t_|m_(G
(32) 11 _ 6(m | 1 EalWtglmy(@)]
et la proposition en résulte.

PROPOSITION 9. Zt est bornée si et seulement st , n - t - t_. est bormée.

r+l r

Démonstration. S0it Ny un entier tel que Zt(no) soit le maximum de Ly s alors

nour r assez grand, (29) donne 1 < Ng * .. Réciproquement, supposons

tr+1 <t.+C pour tout r € IN . Soit ko tel que tko >C ,. n unentier =20
[ . - . s - 3

et k 1'entier défini par ty,<sn<t, .S n> tko » onaaussi t, ;< 2ty »

d'od g (n) =1 et Ze(n) = Zy(n-t,) +1 < Max . I, (n) +1.

IV.2.Exemples.
1) Lorsque t. divise tr+1 pour tout r >0 , on retrouve la notion de numéra-
tion en base ( fixe ou variable ) du paragraphe II.

2) a-échelle . Soit [ao;al,...,ak,...] le développement en fraction continue du
nombre irrationnel o . Les dénominateurs tk des réduites successives de o véri-
fient les relations de définition ( a—échelle associéed a ):

(33) to =1, = a; et t . ,= ak+2tk+1 + tk (keIN).

Les conditions (29) deviennent :
1) eo(n) € '{0,...,a1-1} Y
2) en(n) € {0,...,a..4} et (eun) =a.,; = €._4(n) =0) pour tout r €IN*.

Le développement (28) est appelé o-développement de n . La somme des chiffres cor-
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respondante ( ou oa-somme ) est notée Za . Pour simplifier, on parle de suites
a-additives, o-multiplicatives au lieu de suites additives, multiplicatives dans
1'échelle associée 3 a définie par (33). Le a-développement joue un rdle impor-
tant dans 1'étude de la discrépance de la suite (na)n modulo 1 [41,52,57].
Lorsque o est égal au nombre d'Or 6 ( = (1 ++v'5)/2 ), la 8-échelle associée
est formée de 1a suite de Fibonacci (Fn)n définie par

F =F

o 1= 1 et F

re2 “Fpp t B (r e

La condition (29) s'écrit simplement :

Er(n) € {0,1} et Er(n)€r+1(") =0, (re ).

IV.3. Répartition et somme des chiffres. En 1979 J. COQUET attire 1'attention sur
les comportements similaires de la somme des chiffres en base g et de celle obte-
nue dans 1'échelle de Fibonacci et démontre :

THEOREME 11 (15,16]. Soit q un entier > 2 , 8 le nombre d'Or, Sq la somme
des chiffres en base g et soit Ze la 6-somme des chiffres. Alors pour toute
sutte réelle U uniformément équirépartie modulo 1 ( Z.e. " well-distributed "
dans 1561 p. 40 ), les suites uU°s

PRI~ N P |

g et uaZe sont aussti uniformément équirépar—

En particulier la suite n = xZe(n) est uniformément équirépartie modulo 1
lorsque x est irrationnel. Ce résultat n'est pas propre au nombre d’Or.

THEOREME 12 [21]. Pour tous o , -X nombres irratiomnels, les suitesxza(.) sont

uniformément équiréparties modulo 1 .

La démonstration repose sur des propriétés de récurrence des sommes

(38) M= T G
n<tk

lorsque G est une suite multiplicative dans une a-&chelle (tr)r . Plus précisé-
ment :

(35) My = Mgl a0 ) B t)

k+2
(35') si A0 = 1 et k=>1:
Mk+2 = Mk(l + G(tk+1) + 2°<b G(btk) ) + Mk-IG(ak+1tk) .

<ak+1
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Récemment 'N. KOPECEK, R. TICHY et G. TURNWALD ont donné une forme qualitative
aux théorémes 11 et 12 par estimation des sommes de Weyl. Disons que le nombre
irrationnel x € IR est de type d'approximation < t si Ihx | >h"" pour
tout entier h assez grand. Rappelons"que 1a discrépance d'ordre N d'une suite
(un)n ¢~ “res réels est définie ( cf. 1561 ) par 1la quahtité -

Oy(u) = Supy N ] (i) - |

ol le supremum porte sur les intervalles I de longueur |1| dans [0,1[ et ol
{.} désigne la partie fractionnaire.

PROPOSITION 10 [55,73]. Pour o = sq ou Za > et X de type d'approximation < T,

1l existe une constante C = C(X,0,1) telle que

- Dy(xa(n)) < C (LogN) 2t

Ces estimations sont en outre optimales.

Iv.4. Indépendahce statistique. Dans une série d'articles [23,33,34,35], J. COQUET,
G. RHIN et Ph. TOFFIN explorent Tes propriétésvd;indépendance statistique entre

les suites xs (.) et yza(.) modulo 1,,qufi]s raménent a 1fétude de corrélations. .
Le lemme suivant est fondamental, i1 correspond au lemme 1 du §II dans le cas des

suites g-additives en base q = (1,q ,q2,...) .

1

LEMME 2. Soit f': IN = IR une suite réelle additive dans une a-échelle et soit
k € IN* | Alors

(2) Il existe une partition de IN en sous-ensemble Qm , m € IN¥ , et une
suite (Z& )mzzl de nombres réels telles que n -» f'(k+n) - f'(n) soit constante,
égale d Z& s sur Q.

(i7) Les ensembles Qm possédent une densité asymptotique :

- 13 -1
d(Q,) = VTimy. N

m card(an[O,N[)

et sont statistiquement indépendants de toute progression arithmétique.
(iit)La suite o~multiplicative G' = e(f') posséde une corrélation Yo
dommée par :

vark) = ) d(0p)e(zy)

n
™

Démonstration. La propriété (i) est obtenue dans le cas particulier ou f*
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dans ([34], lemme 5), Ta démonstration du cas général est identique et conduit &
(z2) ([34], lemme 8). La propriété (Ziz) en résulte aussitdt.

Le Temme 1 ( généralisé aux suites q-additives en bases variables) et le lemme 2
donnent conjointement :

TEOREME 12. Soit f une suite qQ-additive dans une base q = (l’ql’qZ"") s @
un nombre réel irrationnel, f' une suite a-additive. Posons G = e(f) et G'=e(f').

Alors G.G' posséde une corrélation Yg.g' donnée par : Yg.g' - Y G'*

Lorsqu'une suite g-multiplicative bornée en module est de moyenne nuile, elle 1'est
uniformément en translation. Cette propriété que nous allons expliciter a été aussi
observée pour certaines suites oa-multiplicatives [23], elle est générale :

THEOREME 13. Soit G une suite o-multiplicative de module < 1 et de moyenne

nulle, alors
. -1
Tim,. ( Sup N> | ) Gn+s). | )=0.
N:w S=20 n<N

Démonstration. Soient N € IN* , s € IN et soit K 1'entier tel que :
sK(s) < eK(s+N) et ej(s) = ej(s+N) pour tout j > K+1 . Posons :

u=) gj(s)t. ,» w=(1+ eK(s))tK s V= Z. ej(s+N)fj et

j<K J =K
A = es{s)t: .
EPK NAREAS
Alors
I G(stn) = G(A) ] G(m),
n<N U<msv
et d'autre part
G(m) = M(G) ] G(at,) +
W<V 7 Tleey(s)acey(seh) K
+ G(ey(sN)ty) ) G(n) ,
o<n<v-(eK(s+N)tK)
ce qui donne :
(36) |7 G(m) | < (e (s+N)-€,(s)-1)|M,(G)] + § (s+N) M. (G
avec M. = ) G(n) . Posons r. =} g (s)t, et pour o<j<K:
b net, J J<k<K k '

J
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L { ry+ (sj(s) + l)tj si ej(s? < A5y o
Jj riel + (ej+1(s) + l)tj+1 si €j(s) = 35,1 -

Notons que si ej(s) = 35,1 > alors Usep = Uj et si us # Uss1 alors :

)} G(m) = 6(ry)[M;]

_ G(at;) + M. _.G(a;t;)] .
J J=1"Y5375
uj<m<uj+1

€j($)<a<aj+1

Posons u; = Max { tj'lle(G)l ,(tj_l)-1|Mj_1(G)| } , on obtient en partageant 1'
intervalle [u,w[ par les uj :

37y |} Gm) | < 1 + §
usm<w

s Mt T M)

. Alors (36) et (37)

Soit € >0 et Ko un entier tel que My e si j= Ko
donnent '

| T e(nes) | < C, + Me
n<N

ou Co est une constante qui ne dépend que de K0 .

Indépendance uniforme. Soient u , u' des suites a valeurs respectivement dans
des espaces métrisables compacts X , X' . Nous dirons que u et u' sont
uniformément statistiquement indépendantes si pour toutes applications continues
h:X - ¢, h'" : X' € ona

. -1 -1 -1
0 =Tim,._ Sup [(N T h(u b (U )N huL v e ))].
N: s=0 <N n+s n+s n<N n+s n<N - DS
Le théoréme suivant rassemble et compléte plusieurs résultats.

THEOREME 14. Sott q = (1,q1,q2,...) une base bornde, sq la somme des chiffres
dans cette base. Soit o irrationnel et Za la a-somme des chiffres. Alorg pour
tout couple (X,y) € IRxXIRNQxQ , les suites qu(.) et yZa(.) sont uniformé-
ment statistiquement indépendantes modulo 1 ( et uniformément équiréparties

modulo 1 ).

Démonstration. En bref, avec les hypothéses faites sur x et y , le théoréme 5
montre que ou bien e(qu(.)) est pseudo-aléatoire, donc e(qu(.) + yza(.)) est
aussi pseudo-aléatoire, ou alors e(qu(.)) est périodique. Dans ce cas, y est
irrationnel et les suites n - e(np + yza(n)) » p €Q , sont de moyennes nulles
d'aprés le théoréme suivant : '
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THEOREME 15[341. Soit F wune suite complétement a-additive, c'est-d-dire telle
que F(.) =) €r(')F(tr) s ou (tr)r est la a—échelle. Alors G = e(F) est
r=0

de moyenne nulle st :

1 2 2

Do (l+a " - (ar+1)‘1)(ar+1) IF(E IS =+ .

r=0

L'indépendance statistique uniforme se montre comme dans [23] en remarquant que
les fonctions caractéristiques des ensembles Qm du Temme 2 sont uniformément
statistiquement indépendantes des fonctions caractéristiques de toutes les pro-

gressions arithmétiques, ce qui revient en définitive ( thm 13) & montrer que les
suites a-multiplicatives

a b
n - e TR TT__'Wh(n) ) s, 1<a<u 0<b< th+1 s
h+l
avec ¥ (.) := } e (.)t, et h €IN , ont une moyenne nulle ( cf.[34]).
o<k<h

IV.5. Echelle de COQUET. Entre la suite de Fibonacci (Fr)r qui vérifie une
relation de récurrence linéaire et les échelles (tr)r présentant une condition
de lacunarité du type

L: 3w>1,{reN; t.,1 > wt,. } est & lacunes bornées

pour lesquelles les suites th(.) sont équiréparties modulo 1 .quel que soit le
nombre irrationnel x [22], il existe une notion introduite dans [22(2)] qui offre
ces deux avantages.

Définition : Une échelle (tr)r sera dite de Coquet si elle vérifie les deux con-
ditions suivantes :

o

(Tim):  Tlim__ t Loy et w1,

r:co r+1'tr .
(Réc): I1 existe un entier A et des entiers relatifs bo’bl""’

bA—l . bo # 0, tels que

= ) bt

t .t.
r+a ‘o<j<a 9 I

pour tout r € IN.

Dans un acticle en préparation [29], J. COQUET se proposait de compléter un premier
résultat sous la forme :
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THEOREME A. Soit (t.), une échelle de Co&uet et § un entier =2 tel que

pour une tnfinité d'indices r , tr soit premier & q . Alors

() La suite e(th(.)) a un spectre de Fourier-Bohr vide pour tout Yy
irrationnel.
(17) Pour tout couple (X,y) € IRZ\(D2 , la suite ng(.) + th(.) est équi-

répartie modulo 1 .

La partie (Z) de ce théoréme est démontrée dans [22(2)], de sorte que la partie (z)
reyient a montrer le théoréme 12 dans le. cas d'une échelle de Coquet, via un lemme
analogue au lemme 2 oQ la condition (Zz) de ce-lemme est a remplacer par 1'indé-
pendance statistique des éléments de la partition'{Qﬁ;m >1}de IN avec certaines
progressions arithmétiques. Les détails ne sont pas donnés.

V. SOMME DES CHIFFRES ET FORMULES SOMMATQIRES.

Dans la suite Sg désigne encore la somme des chiffres en base ( fixe ) g ou
g est un entier > 2 . Pour g =2 , on pose simplement s := Sy - La fonction
logarithme en base g sera notée Lg(.) .

V.1. Sommes de puissances. Dans [7'] L. BUSH montre
38) NIT s ~ 92l (N)  quand N> +e .

Le terme d'erreur en (38) a été étudié par plusieurs auteurs. En particulier L.
MIRSKY [63] montre qu'il est borné et H. DELANGE [38] améliore un résultat de
J. TROLLOPE obtenu pour g = 2 [74] sous la forme précise suivante :

TEOREME 16. I existe Fg : IR - R de période 1 , continue et nulie part déri-
vable, telle que -

_ g-1
ZM sg(n) = TNLg(N) + NFg(Lg(N))

De plus, il donne une expression de ﬁ; et calcule ses coefficients de Fourier

¢y = {ng(x)e(-kx)dx a 1'aide de la fonction z de Riemann :

_ ) -1 )
R e L Y .. A S N

2km Log(g) - Log(q)
<3=—9—-—1—(L0g(21r)-1)-.9“‘*1
2 Log(q) : 4

Dans [72] K.  STOLARSKY &tudie les sommes de puissances
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39 N) := s deR ,
(39) W) = T (e(m) ( )
et i1 démontre :
L,(N) ]
(40) rd<N>=N(—22—)°' + 0 (N (Lm)*)

d-172 1/2
pour tout d € IN , avec un terme d'erreur en 0( N(L,(N)) (Log(L2 N)) )

dans le cas ot d est réel >0 ( la constante implicite dans le O0(.) ne dépen-
dant que de d ). Définissons la suite 64 Ppar

Lz(N) )d

Td(N) -

6d(N) = i1
N (Ly(N) )T

et soient oy := limsupy. §4(N) 5 By := liminf,. . §,(N) .
On sait [39] que oy =0 , By = l-L2(3) - 1 et dans le cas général [72],
2
m@< By <og< e Dans [27] J. COQUET obtient comme corollaire d'un résultat

sommatoire général sur Tp ( p entier ) le

THEOREME 17. Pour tout nombre réel d :

L (N L(N »
T4(N) = N AU <—32—))“‘1 (d Fp(Ly(N)) +'ﬂ%l )+ O(N(L,N) )
et -1-d |
ay = d(d-1)2 o By =da-n2 oy gl 3 -1,
| 2

De plus, pour d = 2 , le terme d'erreur est de 1a forme NG(LZN) ot G:IR->IR
est une application continue de période 1 . Le contrdle du terme d'erreur par une
fonction de période 1, continue et nulle part dérivable, semble &tre la régle pour
ce type de somme et s'étend & des sommes plus générales ( cf. [563]1). Dans cette
direction J. COQUET avait obtenu un premier résultat non publié [28].

THEOREME 18. Soient a , b dans {0,1,...,9-1} , (a,b) # (0,0) et soit ¢ 1la

fonction indicatrice du singleton {(a,b)} . Posons

Zyp(n) = I ele(n)epyy(m))

ou er(n) est le r-iéme chiffre de n en base q . Alors il existe F : R > IR ,
de période 1, continue et nulle part dérivable, telle que pour tout entier N =1
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2

Lo Z,(n) = Ng Lg

(N) + F(Lgn) .
n<N

Les coefficients de Fourier Cx de F sont donnés a 1'aide de la fonction ¢
d'Hurzwitz 2 1

8

z(s,a) := (m+o¢)-S , (Rés>1 et 0<a<1).

I ™~

m=0
Explicitement, pour k #0

-1 . . o
1 (1+ 27wk ) [ Z( 277k ,at bg ) - c(.21,1rk a+l+bg ) ]

c = V ,
k2 Log(g) Log(g) g Log(g) ¢
et pour k =0
Co = - o + 1 [Log r(ﬂigﬂq - Log p(éil%ﬁﬂ)] .
2¢% gl2 Log(g) Log(g) *- g g y

V.2. Coefficients binomiaux impatrs. Désignons par F(N) le nombres de coefficients
binomiaux impairs dans les N premiéres lignes du triangle de Pascal, c'est-d-dire
parmi les entiers (;) , 0<m<n<N. J. GLAISHER a montré [47] que

Fon = 722
‘n<N

K. STOLARSKY donne dans [72] : F(N) = O(N®) avec 8 = 293 | qu'il deduit de
Log 2

propriétés fonctionnelles de F , a savoir F(2r+a) = F(2") + 2F(a) pour 0<a< 2r.
H. HARBORTH précise dans [49] :
1= limsup. FINN® et g := liminfy _ F(NNP = 0,812556...

mais 1a valeur exacte de ¢ n'est pas déterminée. Remarquons que pour tout x> 0,
la limite

¥(x) 1= Tim . F(2¥) (2%)7B
existe et que ¥(2x) = ¥(x) . D'autre part, pour x € [1,2[ , ﬂe'développement
binaire ( régulieroupas ) x =} e 2" o -1 ona

r=o 0

- 4B -r
¥(x) = x Zﬁ?o e.( TE<¥ (l4e,) )3

On vérifie sans difficulté qu'il existe G : IR -+ IR continue, de période 1 telle
que ¥(x) = G(L,x) , de sorte que

FN) = NSG(LN) , (N>1) .
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I1 est clair que ¢ = inf¥ ( = infG) . A. STEIN a montré [71] que si
qn = inf (¥(x) 5 x€ (1,2, 2"x € IN }

alors 1'inégalité suivante a lieu :
- [

qa > q;-(1-e ) -

Ceci précise la rapidité de convergence de (qn)n vers g mais ne permet pas de
décider si le minimum de Y est atteint en un seul point de [1,2], ni de donner
le développement binaire de ce point. J. COQUET se proposait [29] de démontrer :

THEOREME B.

(z) G est nulle part dérivable.

(iZ) Soit h : IN - IN la suite définie par h(Q) =0 et pour k21, par
l'entier m > h(k-1) rendant minimale la quantité

2K3™m 2™
Lo (1 + ) — Blo (1 + — ) .
9 T 23 h) -9 § 2h(r)
, r<k r<k
Alors la fonction caractéristique de h(IN) est presque-périodique et Y atteint
sa borne inférieure en un seul point u donné par u := Z 2-h(r)
r=o0

V.3.Formules sommatoires lides d la suite de Morse. La suite de Morse [64] notée
multiplicativement est la suite de terme général (-l)s(") ; elle est 2-multipli-
cative et aussi reconnaissable par un automate fini [ 7, 8] . De nombreux articles
ont &té consacrés a des formules asymptotiques pour les sommes

(41) 7 (-1°@™b) i ems L, bel) .
n<N

Dans le cas des sommes

(42)  s(N) == § (-1°3N)
n<N a
D. NEWMAN a obtenu [65] les inégalités %6 N < SN < 5.32N ( a-= %99-% ),
og

récemment améliorées par J. COQUET [25] :

THEOREME 19. Pour les sommes S(N) définies en (42) on a :

(z) S(N) = g. + NYF(Ly(N)) on F : R >R est de période 1, continue nulle
part dérivable et ou :
0 s2 N pair,

n= { (-1)5(3N-3)

st N <impair .
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(i2) Timsupy., S(NN = = Sup F = == ()
liminfy  S(NN™ = InfF = %T

En outre Sup F = limn,w S(an) aﬁﬂx pour la suite a : n - %(65.4n+1) et

Inf F = Tim . S(b,) b, ¢ pour la suite b :n-2.4" .

D. NEWMAN et M. SLATER [66] ont donné des majorations asymptotiques des sommes
(41) , résultats précisés par F. DEKKING [36] et J-M. DUMONT[40] qui donnent pour
certaines valeurs de a , 1'ordre de grandeur de ces sommes et le comportement
des restes. J. COQUET se proposait d'étudier la somme

G(N) := J (_l)s(n)+s(3n)
n<N

et de montrer en particulier le

THEOREME C.Les sommes G(N) changent de signe une infinité de fots.

Compte tenu des propriétés générales des suites d'entiers reconnaissables par
automates finis ( cf. [42]) on a :

: K
PROPOSITION 11. Les suites n - TI (-1)
k=1

pour tout k € {1,...,K} ) sont automatiques , Z.e. l'ensemble des entiers pour

b .
s(agn+by) , (a €W, b €N,

lesquels la suite vaut +1 est reconnaissable par un automate fint

La suite ((-1)°(M*8M)) * est donc automatique. J. COQUET [29] fournit directe-
ment un automate qui reconnait 1'ensemble des entiers n > 0 tels que s(n)+s(3n)
soit pair . Nous allons donner sa construction qui offre une particularité inté-

ressante que nous exploiterons pour donner une démonstration compléte du théorame
C par une estimation précise des sommes G(N).

Posons gi(n) = (-l)s(")+s(3"+i) pour i € {0,1,2} et
9o(n)
v(n) = [g(n)| (€ t1,-11%) .
gz(n)

La 2-additivité de s(.) donne pour tout entier n=>0 :
g(n) g, (n)
Y(2n) = |-g,(n) et  y(2n+l) = |-g,(n)
g;(n) g,(n)
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100
Le passage de vy(n) a vy(2n) se fait donc par la matrice {—1 00 } = Ao et
010
correspondra a 1' 1nstruct1on du chiffre O . Le passage de y(n) & vy(2n+l) se
01 0
fait par la matrice [ 00 -1 } = A et correspondra & 1'instruction du chiffre 1.
001 )

L'ensemble des entiers n tels que go( ) = 1 est alors reconnaissable par le

2-automate en lecture directe d ‘espace E = {+1, 1}3 d instructions A s A d'état

1>

. 1
initial y(0) = [-1 } , d'ensemble d'états de reconnaissabilité
, 1 =

1 1 1
R = {¥(0),v(3),v(5)} ( = {[-l] , [ 1} , [-1] )
: -1 -1 L1

1 -1
et d'états inaccessibles [1} R [-IJ que 1'on élimine. Finalement, 1'automate a pour
1 _1 - -

graphe :

Pour n =} er(n)Z on a
/—.} ’ o<r<kK
par définition :

G, IQ‘ (

KAR I

Posons A = on+ A1 et T'(N) =) y(n) , alors de T(2N) = AT(N) on déduit

n<N
r(2¢y = akr(1).
Posons N =} er(N)Z avec ey(N) =1 etpour 0<m<K posons
r<K
t =) e (N)2" et t = 0 . Pour tout entier n <2" ona
m m<r<k " K+1
N

t +n) = A ...A A ...A 0) =A ...A — .
Y(ty+n) e,(n) en-1(n) e (N) eK(N)Y( ) e, (n) em_l(n)Y([ oM 1)
Remarquons que AT - zn<2m Ae (")'..Aem-l(") , ce qui implique la formule
sommatoire

N

(43) TN = I en (AN )

obtenue par sommations successives sur les intervalles d'entiers [t +1°tm [.Le
polyndme caractéristique de A étant (X - 1)(X - w)(X - w) avec
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1+4V7 o0 obtient A = P.D.p"} pour
Y
100 1 11 -1 1 w-w 0 ~(w-w)
D0=10w0f , P=|0-0w-w| , P = — w 2 w .
00w -1 11 2(ww) |mw -2 -w
La décomposition de vy(0) dans la base propre choisie par P donne en particulier
6(2%) =1+ L (*-3%) .soit &= L Arg( %) et notons que £ n'est
v 2m lw] ‘
pas un nombre rationnel. Le calcul précédent donne donc
s(n)+s(3n) , klp
) (-1) = 1 - -£.2 ° sin(2mng) ,
n<2k V7

et pour une infinité de N , G(N) change de signe avec |G(N)| > C'VN ou C'
~est une constante choisie strictement inférieure a %/Vr7 .

THEQREME 20. Pour tout entier N=0 on a

s(n)+s(3n) ' _
) (-1) | < s(N) + —————VN
n<N VT(2-V2)
Démonstration. Avec les notations précédentes, posons
eq(N)
P(v(I ﬁ% D)= [efM| , (0<m<K).
€n(N)

Ce vecteur ne prend que 6 valeurs, fonctions des 6 é&tats ( accessibles ) de
1'automate; précisément :

(eq(M)ep(N)) € (71,5 ), (0, 122

V7 w=w
et Il-w _ \/‘? L 'Y . . . m N
~——| = Y= . La premiére projection du vecteur A" (v([ - J)) est donc
w=w VT 2
[} [}
Tng(N) i= e (N) + eh(N)w" 4 em(N)wm ,
d'ol la majoration
; m/2
| np(N) | < 1 + 2v2 2
7
D'autre part, on sait que [1] :
r/2 —
I em2 " < LW,

r=0
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de sorte que

L G(N) | < s(N) + N

VT (2 -V2)

Le théoréme 20 montre en particulier que les suites ((-l)s(n))n et ((-1)3(3"))n

sont statistiquement indépendantes, un résultat qui en fait se trouve généralisé
dans [26] sous la forme :

THEOREME 21. Soient des nombres réels Xys-.-Xg et des entiers > 0 distincts

hl""’hK . 87 la suite

n - e X h.n
(F g %3%t™ )

n'est pas constante, elle a une valeur moyenne nulle.

La densité des entiers n> 1 premiers avec leur somme des chiffres s(n) a été
étudiée par M. OLIVIER[67] ; J. COQUET se proposait d'établir un résultat analogue
pour s(n) et s(3n) , & savoir :

THEOREME D. Card { n < N ; (s(n),s(3n)) =1} ~ N oy (No+e).

dl\)lm

Le terme d'erreur n'étant pas encore déterminé .
p
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REPARTITION DE LA SUITE DES PUISSANCES

D’ UNE SERIE FORMELLE ALGEBRIQUE

Jean-Paul ALLOUCHE et Jeam-Marc DESHOUILLERS

Soit [Fq((X)) le corps des séries formslles sur le corps

Fimi Hq. Si © est un élément de [Fq((X)), algébrique sur
le corps des fractioms ratiommelles [fq(Hd), nous montroms
que la suite (@") admet une loi logarithmique de réparti-
tion modulo 1, et que la dimension de Hausdorff de 1° adhé-
rence de 1’emsemble { (®"); m € ¥ )} est mulle : em parti-
culier la suite (®") m*’est pas équirépartie modulo 1.

Let Fq((X)) be the field of formal series over the finite
field Fq. IT © balomgs to Fq((X)) amd is algebraic over
the field of ratiomal fumctioms [Fq(H), we prove that the
sequence (@™) admits a logarithmic distribution modulo 1,
and that the Hausdorff dimemsiom of the closure of the set
{ (d™¥;m € N } is equal to zero : as a corollary the
sequence (®") is not uniformly distributed modulo 1.
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U.E.R. de Math. et d?Info.
BORDEAUX I

331 Cours de la Libératiom

33403 TALEBNCE Cedex

FRANCE



38

Introduction : Les propriétés des séries formelles sur um corps fimi
ressemblent souvent & celles des nombres réels; on peut dés lors 8tre
tenté de s’ intéresser 3 la répartition medwlo 1 dams le corps des
sédries formelles sur un corps fini, et plus particulidrement a la ré-
partition modulo 1 des puissances d’une série donmée : rappeloms qu’on
ne sait pas, dans le cas réel, si la suwite (3/2)" est équirépartie mo-
dule 1, ni m8me si elle ast demse modulo 1. La cas du corps Fq ((A))

des séries formelles sur le corps fimi [Ffq & 6té étudié par de nom-
breuwy auteurs ( voir par exemple les travaux de Carlitz (31, Dijksma
[5) & [9), Hodges [12]1 A [14), de Mathan [18) a [20]1, Meijer (211 et
Rhin (221 & (24]; voir aussi le livre de Kuipers et Niederreiter [181].
Comme dans le cas réel,la suite (&™) est équirépartie modmlo 1 pour
presque tout ¢ (au sems de la mesure de Haar sur le groupe compact
gq((X))/Eq[X'll Y. Pour certains @ analogues aux mombres de Pisot-Vija-
yaragavan, ©" temd vers 0 modulo 1, (voir les travaux de Batemanm et
Duquette [2) et de Gramdet-Hugot [10) et [11]1, voir auwssi l’article de
Liardet [171), ce qui implique que la suite (8") admet comme loi de ré-
partition la mesure de Dirac & l’originme.

En 1979 Hounmdomougbo 2 montré ({181) que, pour u et v emtiers posi-
tifs, la suite (X°+ X ")® est répartie modulo 1 suivant la mesure de
Dirac & 1°origime. Puis Deshouillars a compldtement édtudié dams (4] le
cas d’>un © rationnel "décimal® (c’est-a-dire tel que X'9 soit um poly-
nome pour uUR certain emntier positif j).

Nouwus nous proposoms ici de résumer la démomstration du résultat
suivant (les détails se trouvent dams [1]) :

Théordme :r Soit © un élément de Fq((X)), algébrique sur [Fq(X).
Alors la suite (8") admet ume loi de répartitionm logarithmi-
que modulo 1; de plus 1°’adhérence de 1’emsemble { {(8%};m € N}
ast de mesure de Hausdorff nulle, ce qui implique que la sui-
te (") mn’est pas équirédpartie modulo 1 .-

§1. Notations :

Pour simplifier les mnotatioms mows supposercens dorémavamt que q est
égzal 2 2 (le cas général se traite de la m8me facon, em mtilisamt le

fait que [Fq" est cyclique).
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Si 1 est un élément de Fo((X)), om note :

oo

n= I ey(w) XE
-

ot ex(n) est dams [Fa, et nul pour k voisin de - o.

On dira qu®une swite (n,) de (?g((K)))m admet ume loi de répartitiom
modulo 1 (respectivememt ume loi de répartitiom logarithmique modu-

lo 1) si quel que soit l’entier s et quel que soit 1°6lément B dams
(F2)%, 1°ensemble

{néen ;3 (e1(Mn)s ez(ﬂn)s css 3 8g(Mp)) = B}

admet une densité maturelle (respectivement umne densité logari thmi-
que) . Rappelons qu’on dit que 1’ensemble A admat une demsité maturelles
d si

lim £ 1
X-t® ngXx
n€A

existe et vaut d, et que 1°ensemble A admst ume densité logarithmique
d> si

lim ( & @rsn) )/ Log x
Xote ngx
nEA

existe st vaut d’; de plus si A admet uwne densité naturellie, il admet
aussi une demsité logarithmique et ces deux quantités somt &gales.

En particnlier, la suite (M,) est équirdpartie modulo 1 si et seule-
ment si, quels que soient 1’entier s et 1°élément B dams (Fq)®, 1’en-
semble {n €N ; (1(Mp)s @22(Mn)s oo 5 @5(Mp)) = B} admet une
densité naturelle &gale 2 27°.
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8§2. Existence d’une loi de répartition logarithmique :

- Premidre remarque :

I1 ne sera pas suffisant d°étudier des blocs de chiffres des o! :
nous allons en effet utiliser 1°algébricité de 6 , donc des relations
du type z a;(X) ol = 0, ol les a; sont des fractions rationnelles
donc des séries formellies ultimement pédriodiques; les chiffres d’um
terme ai(X)ol feront donc intervenir des sommes (finies) du type

‘o

T es-xr (®) ’
k=1 i

ot Ty est la période des chiffres de a;.

- Seconde remarqus :

Le calcul des chiffres de 92‘ connaissant ceux de 01 est
immédiat :

921 = (91)2

(£ eghHx! )2 = § ey @Hx2t .

- Troisidme remargue :

Si w est le degré de ¢ sur Fa(X) , on peut montrer que
(92, 84, ooy ezw) est une base de Fa(X)(®) sur Fa(X), et donc
qu®’ il existe des fractions rationnelles a; et b; telles que :

4
92\7 1

M g

ay(X) o*/

b; (X) o2 .

o]
]
=M 4
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- Quatridme remargue @

9(2w¢1)A+1

La connaissance de powr j appartemant 3 [1,2w+1]

9(2w¢1)2A+1 et e(2w#l)(24#1)+)

permet de *“calculer"” pour j dans

1’intervalle (1, 2w+1l; en effet, par &lévation facile au carré des

9(8W¢1)A¢J g(8W¢1)2A¢81

on obtiemt les pour j dams !’ intervalle

(1, 2w+1]. Puis [°égalité

w
el = £ a; (@) o?!
1

implique :

v
9(2W+1)(2A41)+2k = T aJ(X) 92(14A(8W¢1)¢k)
1

d’ ot le calcul de ©¢27*1)(2A+1)+2k

pour k dams 1’ imtervalle (0,wl.
Enfin 1°égalité

by (X) o2/

(]
1]
Lol ¢ IR

implique :

o (2wel1)2A02Ke1 _ o by (X) of(I*A(RESI+R)
1

p(3ve1)2A+2hel pour k dams 1° intervalle (0,wl.

d? o le calcul de
Caci permet, grfce A um calcul technique gu’on trouvera dams [1]

d’établir la proposition
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- Proposition :

ha- g

- Si 7 = £ ex (WX* , on note m(M,s,t) = E ez.xr(W) -

Seit T une période commune (supposée paire) aux aj; et b; de la troi-
siéme remarque.

On appelle M()) 1’é&lément de (Fa)'<®"*!) de composamtes :
m(9(2W+1)*+1’_T+1,T) ’m(e(2W+1)A+1’_T+2’T)’°°°’m(@(8W+1)A*1’0,T)9 oo
m(9(2w+1)(A#l)s—T+1,T)sm(9(8w+l)(Aél)9‘T+2,T)s°°°sm(®(8w¢1)(Aol)ﬁo’T)s

at By(») 1°élément de (Fg)¥¢2"*l) de composanmtes :

A
9(2W+1)A+1), coes ek_T(9(2w+l) 41)’ G_T+1(9(SU¢1)(A¢1))’

e-t1s1(

oo o9

o ooy

ek_;1‘(9(2w+1) (A+1))

Alors, 2i L est un entier supérieur om égal a 2T, il existe deux
applications g et T de (Fg)® DT & (F) ®¥*VL  gans lui-méme

telles gque :

[}

g (M) ;B (M) (M(2») s BrL(2)))

(M(22+1) ,By (2X+1)) .

TMO) sBL (M)
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- Comment en déduire l’existence d’une loi de répartition logarithmi-
gue pour O™ 2

U = 2‘3W*1’<P*T’ les éléments de

On note Cl, ooo’CU (Y avec
@) TR« (Fa)L¢29*1)  classés dans 1°ordre lexicographique.

On pose ¢

o si g(Cy) # Cq ot T(Cy) # Cq
1 si o(Cy) = Cq,u et T(Cy) = Cy
8dq,v = (
1/2 si G(Cy) = Cy et T(Cy) # Cq
. 172 8i 0(Cy) # Cq @t 7T(Cy) = Cq

et on appelle A la matrice (a4,v) , élément de [Oy(C).

Cette matrice est stochastique, c?est-a-dire 2 coefficients rééls po-
sitifs ouw nuis, et telle gue la somme des éléments de chagque colonne

vaille 1; ses valeurs propres sont domc de module inférieur ou égal 2
1, et celles de module 1 somt des racines de l°unité.

Un raisonnement classique permet d’em déduire l’existence d’uwme den-

sité logarithmique pour la suite

da = LN E W 3 (MOY,BO)) =Cq ¥

peisque 1a matrice A permet d’exprimer la répartition des élémamnts de
1?intervalle [2x,4xI parmi les différentes suwites 4, en fomctiom
linéaire des éléments de 1’ intervalle [x,28x[ parmi ces m8mss suites.
Puis on conclut 4 1’existence d’ume loi de répartition logarithmique
pour la suite (@™). C’est 2 cause de la présence éventuelle de raci-
nes de l’unité pParmi les valeurs propres de la matrice A que 1°om n?
obtient, par cette méthode, qu’'ene loi de répartition logarithmique,
et non ume (vraie) loi de répartition.
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83. Dimension de Hausdorff :

Pour prouver que la dimension de Hausdorff de 1°’adhérence de
1’ensemble { (&™) ; mn € i >} est nulle, il suffit de montrer que,
quel que Soit € strictement positif, on a :

Card { B e (&2)1" am a 0, 3 S G Z, (es+1(om),ooo’es+L(om)) = B }
= 0¢((1+6) ")
(auntrement dit il n’y a "pas beaucoup de blocs™ B qui apparaissent
dans les ©®" lorsque © est algébrique).
L’ idée essentielle (le détail est dans [1]1) est de commencer par
remarquer que l’on a
X
Fe(X)(®) = Fa(X) (%) = ... = F,(X) 82 ),
donc, pour i dams 1’ intervalle 1[1,2%), et pour j damns 1’ intervalle

(1l,wl, il existe des aj;,; tels que :

X
91 = &1’1(3) 9"2 ’

~M g

X p:4
d* on pltr2 ay,j(X) p3+M)2 .

!
=M g

On reprend alors des calculs amalogues 2 ceux évoqués plus haut en
en utilisant la propriété (immédiate mais déterminante ici) :

X
e, (®99**22 y =0 sir %0 modulo 2%,

il ne reste plus qu’a choisir x gigantesque ... .
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Conclusion :

Il résulte ean particulier de ce gui précade que la suite des
puissances d’une série formelle algébrique sur le corps des fractions
rationnelles sur un corps fimi n’est pas équirépartie modulo 1. Deux
problémes restent néammoins ouverts :

- quelle est la nature de la mesure répartition logarithmi-
que dont l’existemce est prouvée ci-dessus ?

- existe—t-il en gémnéral une (vraie) mesure de répartitiom ?

- am = e e G e e G e G S e e A e = e = -
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DISTRIBUTION DES VALEURS DE LA FONCTION eg(N)

par Michel BALAZARD

I INTRODUCTION -

a a
Soit P 1l'ensemble des nombres premiers. Si P, - prr est la décompo-

P * \ *
sition de ne NN en facteurs premiers (pl,...,pr eP, al,...,arelN ), on note

Q(n) = o)

oot = card{(p,k) €P XIN*'/kan}. Rappelons quelques propriétés de la
fonction Q : '

leg n * Q2(n)
i) Q(n) < Tog 2 pour tout n e IN (car 2 <n)
ii) Z 2(n) vx z l”bx log log x quand x — + =
n<x psx
1iii) Q(n) vlog log n presque partout.

Ce dernier résultat, dii 3 Hardy et Ramanujan, est 1'un des points de départ

de la théorie probabiliste des nombres,

Pour étudier la distribution des valeurs de la fonction Q(n), posons
N(x,k) =card{n e lN‘* /nsgx et Q(n) =k} pour keIN et x22. Gauss avait conjec-

X (log log x)k-l
log x (k-1)!

(k constant). Pour k=1, c'est le théoréme des nombres premiers ; pour k>1

*
turé la formule : N(x,k) quand x >+~ et ke NN

c'en est un corollaire démontré par E. Landau en 1900. Nous reviendrons au para

graphe II 3 1'8tude du comportement de N(x,k).

Soit maintenant E une partie de P telle que Z %-= to, PP <Py <.
peE

la suite ordonnée des éléments de E. Nous noterons

E(x) = Z 1 pour tout x 22 ; QE(n) = card{(p,k) €E xIN" /pkln} .
peE P
P<X
On a les propriétés suivantes :
2.(n)
. log n * E
iv) QE(n) < TBE—ET pour tout neIN (car P | <n)
v) ) 2p (n) vx E(x) quand x —>+ o
n<x
vi) QE(n) v E(n) presque partout.

Ce dernier résultat découle de 1'inégalité de Turan-Kubilius.
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s . *
Nous poserons 1ici NE(x,k) = card{neIN /ngx et QE(n) =k} et nous
verrons au paragraphe III comment les résultats concernant 1'ensemble P de tous

les nombres premiers se transposent 3 cette situation plus générale.

ITI CAS OU E EST L'ENSEMBLE DE TOUS LES NOMBRES PREMIERS -

Commengons par deux remarques élémentaires :

i) si x322 et , log x , ona N(x,k) =0 (d'aprés i), §1I)
log 2
ii) si x32, ) N(x,k) = [x].
keIN
Le théoréme suivant décrit 1'état actuel des comnaissances concernant
N(x,k).
Théoréme 1. - a) 5S¢ §>0 ona
k-1 x (log log x)k_l

_ k
N(x,k) = F(Zog Tog 7/ log = (k-1)! (2 *05((109 log x)z))

uniformément pour x >3 et 1sxkzsg(2-8) loglog x, ou F désigne la fonction

1

définie pour |z| <2 par F(z) = 7=

1.3 z,~1
m(1-= 1-= .
p p) ( P)

b) Pour tout A >0, on a

N(x,k) = C G(t) 313%§145 (1-+0A(——+——3————J)
Viog log x

uniformément pour x :3 et |tl <4, ou k=2 log log x+t 2/log log =x,

\GY

1 1 1 [t —u?/2
C== 1 (1+——mr t G(t) = du.
4 p>2 p(p"2)) ¢ Vo J_me “

e) St 8§>0 on a uniformément pour x >3 et
(2+8) log log x <k SM

log 2
N(z,k) = C —’% log —xz-(-+06(—xk— Zogb(3 —'33/;—)] oi ‘b est une
2 2 2 2

constante € J0,1[ ne dépendant que de 6.

a) est di a L.G. Sathe et A. Selberg, &tendant le théoréme de Landau et

un résultat précédent de P. Erdés (cf. [6], [31, [11], [12]).

b) est di a H. Delange et n'est pas publié,

[T

c) est dd J.L. Nicolas (cf. [81]).

I1 était naturel d'essayer de décrire les transitions entre les formules a),

b), et c). C'est 1'objet du théordme suivant. Avant de 1'énoncer, introduisons la
. X2 . . .
notation Pk(X) =1 +X +§T-+... +E7s (somme partielle de la série exponentielle).
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Théoréme 2. - Pour x réel 22 et k entier :1, posons y.=i%-.
On a : : 2

a) st y<1, . Nlz,k) =0

b) si 1gy<1,5, Nz, k) = 1

e) st 1,55y <2,25, N(x,k)

d) st 2,255y ~<2,56, N(z,1)

2
2 et N(x,k)

3 pour k>1

e) si 2,55y<3, N(x,1) = 3 et N(x,k) =4 pour k>1
L ’ = ¢ . 1
F) st y33, N(x,k) = f(r) ——‘zi—wg 7 Pk_z(z ;og log yJ) {1 +0(———-—Zog Tog y)} s
] (1-4)°
ou f(z) = n P (fonetion holomorphe de =z pour |z| <3),

22 Ir(ge1) P23 g -g

Pk_2(2 log log y)

r=0 st k=1, r=2 st kz22. Le 0 est absolu.

Pk—1(2 log log y)

Grice aux estimations connues concernant Pk(X), on retrouve les formules

du théoréme 1, sauf le reste dans les formules a) et c).

Indiquons la structure de la démonstration du théoréme 2. L'idée de départ
est due a4 G. Halasz (cf. [8]). En écrivant tout entier positif n sous la forme.

a . . .
n=2m, m 1impair, on a :

ngx et Q(n) =k <= 2%m <X et o+Q(m) =k
<=> m Zk—Q(m) <x et Q(m) gk
<=> y(m) <y et Q(m) <k

—-Q(m)

ot 1'on a posé y(m) = m 2 (¢ est complétement multiplicative, et tend

vers +» sur les nombres impairs). On a donc :

N(x,k) =} 1 = T(y,k) , disons, oi

1'apostrophe indique une sommation ne portant que sur des nombres impairs.

Les cinq premiéres assertions du théor&me 2 résultent aisément de (1).

"D'autre part, la formule de Cauchy donne
-k-1
1
(2) T(y,k) = 5 J jrootm, 2y, o y_ est la
Tl . 1=z r
Y, v(m)sy

circonférence de centre O et de rayon r <l parcourue dans le sens positif.

Le résultat découle alors de 1'estimation de 1'intégrale de (2). Pour cela

nous utilisons une formule asymptotique pour Z' zQ(m), établie suivant les

Y (m) <y
idées de A. Selberg et H. Delange (cf. [12], [11).
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I1 reste encore de nombreux problé&mes non résolus concernant la distribu-
tion des valeurs de . Citons une conjecture de P. Erdos (cf. [3]) : si x323
est fixé, notons k{(x) 1l'entier k qui maximise N(x,k) ; alors
k(x) =log log x +0(1) quand x —>+=, On peut également conjecturerque k —>N(x,k)

est croissante pour k <k(x) et décroissante pour k zk(x).

= 400 =

IIT CAS OU E EST UN ENSEMBLE DE NOMBRES PREMIERS TEL QUE Z %
peE

Nous avons, comme au § IT :

. . log x _ . ..
i) st x322 et >IS§—ET , on a NE(x,k) =0 (d'aprés iv), § 1)
11) si x32, Z NE(x,k) = [x].
ke IN

Nous n'évoquerons ici que les résultats concernant 1'ordre de grandeur de
NE(x,k). Pour l'étude des formules asymptotiques de G. Halasz,Avoir {4] ou [2],

tome 2, chapitres 19 et 21.

Le résultat essentiel est di 3 G. Halasz et A. Sarkozy (cf. [5] et [10]) :

k
Théoréme 3. - a) ST &§>0 ona NE(x’k) << e-E(x) E’;ia’c)
ment pour 0 <k < (2-6)E(x).
k
b) 51 >0 ona NE(x,k) >y @ e—E(x) Eif)

ment pour § E(x) <k <(2-8)E(x).

L'intérét majeur de ces estimatiqns est que les constantes impliquées par
les symboles >> et << nmne dépendent que de §, et aucunement de 1'ensemble E ;
cette exigence rend d'ailleurs la démonstration de b) assez longue, et il serait
intéressant d'en trouver une plus courte. Notons également que les démonstrations

de G. Halasz et A, Sarkozy contiennent le résultat légérement meilleur suivant :

Théoréme 3'. - Pour tout A >0, 1l existe deux constantes absolues m(A)
et M(A) € 10,+=[, telles que l'on ait :
k-1 ' k
-E(x) E(x) -E E . .
m(A) xe _('k%—l—)"_ sIVE.(x, k) <M(4) xe (x) %)—— R untformément

pour 1<k <A E(x) si A <p; s la deuxiéme inégalité est vérifide également pour
k =0.

On peut se demander si les polyndmes Pk intervenant dans le théoréme 2

sont utiles pour &tudier NE(x,k). La réponse 3 cette question est affirmative.

Théoréme 4. - Pour x réel 22 et k entier 31, posons y-:—E%-.
p
1



53

E(y)

NECx,k)::: s Y e Pk(sz(y)) uniformément

P1sPgs

pour x 32 et & E(x) <k st&Lﬁi— .
. Log P;

La démonstration de ce théoréme utilise le théoréme 3 et des idées de

G. Halasz et J.L. Nicolas (cf. [5], [7] et {8]).

En particulier si k aplE(x) aplE(y), on a pk(plE(y)),—\e donc
N (x,k) =< y exp{(p,~1)E(y)} d'ol on déduit facilement que ’
E PysPy 1 _
Sp(x,k) = y 1= 3 NE(x,y)X —xk— exp{(pl-l)E(—xk—)} >
ns<x y2k+1 PysPy P, P,
Q_(n)>k
E
résultat annoncé par K.K. Norton dans [9].
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ENSEMBLES INTERSECTIFS ET RECURRENCE DE

POINCARE

Anne BERTRAND

Le but de cet article est de montrer que les ensembles intersectifs
sont exactement les ensembles de Poincaré Depuis la rédaction de ce travail
deux (ou trois) démonstrations(indépendantes) de ce résultat ont été proposées

par P Liardet, J. -F. Mela (et peut-étre Katznelaon ).

§1.- Les ensembles intersectifs sont les ensembles de Poincaré

Nous appellerons systeme dynamique tout quadruplet (X, B,u , T) ou X
désigne un ensemble, B une ¢g-algébre sur X, 1 une mesure probabiliste
sur cette algebre et T une application de X dans lui-m&me conservant la

mesure p (c'est-i-dire que pour tout ensemble mesurable A , g(T-lA) = u(Aa).

DEFINITION 1. - Nous appellerons ensemble de Poincaré tout sous-ensemble P
de IN* tel que é&tant donnés un systéme dynamique (X, B,u, T) etun ensemble

mesurable A de mesure non nulle

Im¢P u(T™ANA) >0

Pour tout sous-ensemble S de nN¥ , nous désignerons par S-S l'ensemble
des nombres de la forme a-b avec a¢S, bgS, afb . Nous appellerons densité

d'un sous-ensemble S de IN la limite, lorsqu'elle existe :

d(S) = lim L #{ beS, b<N}
N .
N-’w

#
ou A  désigne le cardinal d'un ensemble A .
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Nous appellerons densité supérieure de S

c—l(S) = lim L #{bGS, b<N}
N> o N

Nous appellerons densité supérieure de Banach le nombre

#
—_— o (sN1)
B D(S) —#llm #I

I+

ou la limite supérieure est prise sur l'ensemble des intervalles I de IN .

DEFINITION II. - Nous appellerons ensemble intersectif tout sous-ensemble H

#*
de IN vérifiant les conditions équivalentes qui suivent :

1) pour tout sous-ensemble S de densité strictement positive, alors
HNS-Si#¢g .

2) pour tout sous-ensemble S de densité supérieure strictement positive
HNS-9)#¢d .

3) pour tout sous-ensemble S de densité supérieure de Banach stricte-

ment positive :

HNS-S)# ¢ .

On trouvera dans Rusza [1] et Fdrstenberg [ 2] la preuve que ces conditions
sont équivalentes ; on trouvera dans Kamae-Mendes France [3] et Rusza [4]

la preuve que les conditions qui suivent sont aussi équivalentes

DEFINITION III. - Nous appellerons ensemble de van der Corput tout sous-en-

semble H de IN* vérifiant les conditions équivalentes qui suivent :

1) Pour toute mesure positive vy sur [o,2m] si

2
VkeH | coskx dv(xF 0 ,
-0
alors v est continue en 0O .

2) Pour toute mesure y positive sur [0, 2n] si

2 .
2T _ih

YkeH v, =/ elxd\;(x)=0
0

alors v est continue en 0 .
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3) Si pour tout hgH la suite Vo =(un+h-un)n20 est équirépartie modulo un

alors la suite (u llest aussi.
( n)nZO

4) Ve>0 IP{x) = £ a cos h» aheR
heHyfo} »
tel que
P(0)= 1
a =g
o

Vx¢lR, P(x)30 .

Les réflexions qui suivent ont été inspirées par l'article de Mendés France
et Kamae [3] et par l'ouvrage de Ftirstenberg [2] ; leur langage commun nous
a frappé : ce n'était pas la mé&me soupe, mais c'était le m&me assaisonnement
et il nous a-semblé raisonnable de conjecturer que les ensembles de Poincaré et

ceux de van der Corput sont exactement les mémes.

Rusza de son cbté€ a conjecturé que les ensembles de van der Corput et les

ensembles intersectifs étaient les m&mes ensembles.

Nous ne nous sommes tirés d'aucune deces conjectures mais nous sommes en

mesure de prouver le résultat batard que voici

THfEORﬁIME 1. - Soit H un sous-ensemble de IN ; les conditions suivantes

sont équivalentes

1) H est un ensemble de Poincarég¢ ;

2) H est un ensemble intersectif,

On trouvera dans [2] la preuve que 1 = 2 . Montrons que 2= 1

LEMME 1.- Soit (X,B,u, T) un systeme dynamique, et soit A un sous-,

ensemble mesurable de X . Alors l'ensemble

C=f{x;3n, mecZxZ, xcT ANTTA et p(TANT™A)=0

est un ensemble T invariant de mesure nulle.
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C'est en effet la réunion dénombrable d'ensembles de mesure nulle et il est

clair qu'il est T-invariant.

LEMME 2. - Soit (X, B,u, T) un systeme dynamique, et soit A un ensemble

de mesure non nulle,

Soit D l'ensemble des éléments x de A tels qu'il existe une suite (ji)i>0

d'éléments de A et une suite (ni)i>0 croissants d'entiers de densité supérieure

strictement positive telle que

Alors D est de mesure non nulle,.

D'apreés le théoréme de récurrence de Khintchine [5], il existe une suite
m, de densité positive d telle que pour tout i
-m.

A
u(T ‘Ana) = “—ZL-J
Soit fn la fonction qui vaut 1 si x appartient a T A NA , ou 0 sinon,

Alors pour tout n appartenanta M = {mi ; 120}

1
J £ '?:(u(A))
x. B
et donc

1 . d
: ——— f -
lim N % J = 2(p(A))

Soit V= {x; lim L Zf (x)—O} . Montrons que
' Noo N

p(v) <1 .

Sinon, par convergence dominée

1 ) 1
~ w J f di=13% J £ du
Nm_<_N N

lim —I'N'J’fdu=f lim _11\? T f dy =0
N+ = v V N4

et donc

lim = £ J f du=0
N4 n<N X

ce qui contredit le théoreme de Khintchine.
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L'ensemble D est égala X-V car

x€X-V © lim —1]\‘,"’ L f(x)>0
N oo n<N -

° lim — %{nSN;ng-nAﬂA}>O
N4 @ N

® xeD

et la mesure de D est donc positive,

LEMME 3. - Soient H un ensemble intersectif, (X, B,y , T) un systéme dyna-

mique , T une transformation inversible, A un ensemble de mesure non nulle.

Alors

In¢H (T ANA)>o0 .

Soit D comme au lemme 2 et soit C défini comme au lemme 1.

Soit x appartenant 3 D mais pasa C ( x existe car C est de mesure

nulle contrairement 2 D .

Soient (ni)nZO et (zi)i>0 définis comme au lemme 2 en fonction de x .

La suite étant de densité strictement positive, et 1'ensemble M

(ni)n?.o

étant intersectif.

31,j ni-nng

. ni nj
x=T (Zi) =T (zj)
T étant inversible
n.-n
z. =T t z
j i
-(n.-n)
Comme z, et zj sont dans A, T v ANA est non vide ; il codtient z;

z. n'appartient pas plus que x a C car C est T-invariant et donc
1
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-(n,-n)
i
u (T ANA)>0

n = n.-ni contient donc 0 .
J

La preuve du théoréme s'acheve en étendant le lemme 3 au cas oau T n'est

pas inversible selon la technique standard.

Remargue. - La classe des ensembles de la forme B-B ou B est un sous-en-
semble de IN de densité supérieure de Banach positive (resp. de densité positive,
ou de densité supérieure positive) ne possede pas la propriété de Ramsey (on dit

qu'une classe S de sous-ensembles de IN possede la propriété de Ransey si

[y

S1 USZES = S1 ou S2 contient un élément de S ).
(La classe des ensembles de la forme B-B sans condition sur B par exemple

possede cette propriété [ 2] .)

: *
En effet, si la classe S possede la propriété de Ramsey, la classe S
des ensembles qui recoupent tous les ensembles de la classe S possede la pro-

priété suivante

* *
S1 Szes = slnszes

Si S est la classe des ensembles de la forme B-B ou B est de densité
positive, S* est alors la classe des ensembles de Poincaré d'apres le théoreme 1
et les ensembles

H

2
,=(n®; nem)

H>

{an;ne]N}

sont d'intersection vide et sont des ensembles de Poincaré [2].
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¢ 2. - Ensembles de van der Corput

Rusza a prouvé [4] que les ensembles de van der Corput sont des ensembles
tersectifs ; ils sont donc des ensembles de Poincaré d'aprés le théoréme 1.

»nnons une preuve ''ergodique' de ce résultat, basée sur le lemme suivant :

Lemme de récurrence de Khintéhine

LEMME 4. - Soit (X, B, u,T) un systeme dynamique. Alors pour tout ensemble

mesurable A la suite

(Y 2 = (R(TANA)Y

est une suite définie positive et posséde une movyenne

- 2
lim -11; v w(Tana)=lu@)l]
N4 n<N

La suite (y_ ) est définie positive car si a_...a sont des nombres
n=0 : o n .

complexes
no noo—(j-i) no— i -j
L a,a,y, .= % aa, u(T ANA)=% aa. u(T ANT" A)
i,j=0- t J 1= i, j=0 1) i,j=01 )

- > .

n o n
> aa.y .=J =(¢1 a; X
' =0 T A T A

Par conséquent cette suite posséde une moyenne lim T\I- LT vy ., et
' N-ovw nsSN 1

. 2
il est classique que cette moyenne est supérieure ou égalea (u(A))

Il est donc immédiat que les ensembles de van der Corput sont des ensembles
de Poincaré : étant donné un ensemble mesurable B de mesure non nulle d'un
systéme dynamique (X, B, u, T), la suite (Yn’nzo associée est la trans-
formée de Fourier d'une mesure positive v sur [0,2m] etsi les Y,
s'annulent sur H , d'aprés la définition 3, p est continue en 0 et donc la
moyenne de (Yn)n >0 est nulle, ce qui est impossible (on trouvera dans Bass

(6] toutes précisions sur les suites définies positives et leurs moyennes)
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Nous aurions souhaité montrer que lorsque les coefficients de Fourier
d'une mesure tendent vers 0 lorsque n tend vers l'infini en restant dans un en-
semble de van der Corput, alors la mesure est continue. Nous n'y sommes pas

parvenus mais

THE'JOR-E\IME II. - Soit H un ensemble de van der Corput.

1) Soit v une mesure sur [0,2n ] telle que :

21
Jq =0 T | J coskxdv(x)|a<m
keH 0
ou encore
»n-inx a
o) T dvl < e

keH 0

alors la mesure v est continue sur [0,' 2m].

2) Soit (X, B, , T) un systdme dynamique, A un ensemble mesurable

tel que
- a
Ja =0 y [u(T kAﬂA)J < o
kecH :
alors p(A)=0. V

3) Soit (un)n>0 une suite réelle telle que pour tout entier p il existe

a =0 tel que .
. 21np(un+k-un) a
l lim |7 < =

Z N X
kéH N+ o N n=

N

Alors la _suite (un)nzo est équirépartie modulo un.

La démonstration s'inspire directement de Kamae et Mendés France [3] et

Rusza [4].

Soit H un ensemble de van der Corput ; montrons que

2

: 2 .
% ] J coskxd v(x)l < ® = y est continue sur [0,27].
kecH 0 :
%o
Soit P(x)A = ﬁ +k ZH ak cos kx un polyndme trigonométrione vérifiant
€
P(0) =1
P(x) =0
a < €



63

dont il est fait état dans la définition III.

. imx
D'aprés un théoréme de Fejer, il existe g(x) = ¥ b _ e tel que
m=0 ™
P(x) = g(x) glx) .
Ainsi
&
e m=0 “ m
et : .
2 R —
2m (T la ) = J  Plx) Px) ax
ke HU{0} 0
ot dx désigne la mesure de Lebesgue sur [0,1]
N 2 2 _2
2m (% ll2, 117 = (g 8)7(x) ax
ke HY{0}
By S—
=JJ g ax I g 8(x) dx
2
< ! =
<z o [I"=a,
21

Comme P(x) est toujours positif, si nous posons 2, = J‘ cos kxdv(x) :

e
0osy(fo})s) Pdv =
0

7_(_)
{ foy 1 1% Jz e I*

ke Hu {0}

<a ¥ lf coskxd\;(x)'2
° xeH o

Comme a_  peut 8tre pris arbitrairement petit, 1 (0) est nul,

Si y avait une masse au point ¢ / 0, la mesure translatée vl(x) = vy (x-c)

en aurait une en 0 ainsi que la mesure

1 .
vz(x) :EE vl(x)+ vl(Zn-x)J. xclo,2n].
Or '
2n 1 2m
J(; .coskx d\;z(x)=—2' coskc.,ii) cos k xdvx)

1
n'a pas de masse en 0, donc y n'a pas de masse

et d'aprés ce qui précede v,

éen c .
Passons au cas ot a n'est plus égal 3 2.

. : ' ' a ' ' 2
Si as2 et T L,(COS kxdy(x) - | converge, alors ¥ ’J coskx dvy (x)[ converge

aussi, d'ou le résultat.
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Si a est supérieur ou égala 2, il existe m tel que "a =2m et :

2 2m
b II lcoskxdv(x), < ® .
0

1
Supposons, quitte & changer y en <(v(x)+v(2T-x)) que

2 2

J sinkx dy(x)=0 ; alors si y aune masseen 0 la mesure

V “VUxVxV ...x v (m fois) a aussi une masse et

m
2 2 21T '
" cos kxdv_ (%)= (coskxdv(x))m
J m
0 0

ainsi -

J

| cos k x dv (x)l2<¢
0 Vm

et donc Vo n'a pas de masse, donc vy non plus,

21

SN2
La preuve se ferait de mé&me en considérant JO e

ikx dv (x) au lieu de

,J1 cos kxdy(x).
0
La seconde proposition est imm édiate au vu du lemme 4.

Prouvons la troisieme. Soit (un)n>0 une suite réelle ; fixons un entier p

et posons
2iTpu,,

Ya ™ €

Supposons qu'il existe a =a(p) tel que

N 2imrp(u -u_).Qa
5 l lim L T e P n+k n)l
keH Noo N n=1
-2 | um L sAN
- m N Yn"l‘k. Yn < ®

et soit F un sous-ensemble infini de IN tel que pour tout kg IN la limite suivante

existe

La suite (yk)k>0 est une suite définie positive {car c'est une corrélation) et

est donc la transformée de Fourier d'une mesure sans masse en 0 d'apreés 1),

Or la masse en 0 est égale ([6] ) 2 la moyenne de (yn) >0 qui est aussi égale
n=

([6]) au carré de la moyenne de (yn)nZO ; ainsi :
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- _ 1 2impu
iim E > y = lim T W e =0
Nowo n<N * N-+e= m<N
NeF - NgF

Ceci étant vrai pour tout p , la suite (un)n>0 est €équirépartie modulo un

d'apres le critere de Weyl.

§ 3. - Quelques exemples cités par Kamae et Mendés France ou l'on peut en dire

davantage

THEOREME 3. - A) Nous dirons qu'un sous-ensemble H de IN posséde la pro-

priété A s'il existe un sous-ensemble infini de I tel que H contienne

I-I={p-q ; P>q ; p,qel]}.

B) Nous dirons qu'un sous-ensemble H de IN posséde la propriété B si

pour tout k¢ N, HNK Z contient un sous-ensemble infini 'Bk = (bllc blz eel)

tel que la suite (bnx)n>0 soit équirépartie modulo un pour tout x irrationnel.

Soit H un ensemble possédant la propriété A ou B K alors

1) BRoux toute mesure positive v sur [0, 21 ] , de série de Fourier

(v )

n‘ngZ

lim y =0 = y estune mesure continue

ncN R
n-$ o

.21

lim J coskxdw(x)=0 = y estune mesure continue
keH 0

k+e

et de facon plus précise pour toute mesure \; sur [0, 2]

__ .om
v({0})< lim f cos kxdv(x)
kKeH ‘0

v({0})< lim Yy
h ¢H

h <o

2) Soit (un)n >0 une suite réelle telle que pour tout entier p:

N  2imp(u -u
lim (Tm ~ 5 e ntk "n)
k+o® Noaw N j=1
kecH
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alors la suite (u ) est équirépartie modulo un.
nn=0

3) Soit (X, B,pn, T) un systéme dynamigue, soit A un_ensemble mesurable ;

alors

Ve >0 dnc H u(T-nAnA)qu(A)]Z-e .

Un exemple d'ensemble vérifiant B est

2 #
{p ; peN}
et plus généralement

{Q@p) ; pelN*}

ou Q(X) estun polyndme 3 coefficients entiers tel que Q(0)= 0 .

Les suites '"a distributions homogenes' ([7]) vérifient également B (on
dit qu'une suite (ni)i >0 est a distribution homogeéne si pour tout x non nul la

suite (ni X); > ©st équirépartie modulo un).

‘Montrons que A =1,

Soit J = {jl , jZ ...} un ensemble inclus dans I tel que >3,

n
Alors H contient (J-I)* = {P-9q s P>, pPqeJ}, et chaque élément de

J-J est obtenu d'une seule fagcon comme la différence de deux éléments de J .

Considérons, suivant Mendés France et Kamae, le polyndme trigonomeétrique

ij x ijx
1
NG =7z e )z et
N ILEJ JLE
{<N L<N
i(j, -j, ) x
N
e?
b €d
N=>g>k

Le polyndme trigonométrique f. (x) prend des valeurs positives pour tout x ;

N
sa partie réelle
2 .
+— T cos(j -j I1x
2 . { 'k
N*® jeJ
4
e
N>¢ >k

1
N
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prend donc des valeurs positives et vaut 1 lorsque x =0 ; donc étant donné

une mesure vy sur [0,2m]

)aT

v(foy = I £ av ()
1 0 2
== +— PN cos (j,-j )xdv(x)
N N2 Nepsk 1k
2T 1 2
< [ sup J Ccos hx~d\)](—+ X _E)
he (J-1y® 0 N>g>k N

= sup fzncos hx dwx)
he(J-J)° O

et comme J est simplement un sous-ensemble de I suffisamment lacunaire :
,2” .
v{ 0} = lim sup J cos hx dv (x)
: 0 .

et v{0} = 0 lorsque cette limite est nulle.

Nous pro“céderions de mé&me pour les ‘(y_k)‘k >0

Nous montrerions que A = 2 <comme au théoreme 2, compte tenu de la

remarque ci-dessus sur fN(x) .

Nous montrerions de mé&me que si H vérifie la propriété A , alors si
A est un ensemble mesurable d'un systéme dynamique (X, B, u, T) d'apres

le lemme 4 la suite = p(T-nA NA) estla transformée de Fourier

(Yn)nZO >
d'une mesure v sur [0,2r ]  vérifiant vf0} =[pu(A)]” et d'apres 1)
2 ——
{v(a)l°< lim v
n
h+ o
heH
< lim p{(T " ANA)
kb
k ¢H

Montrons maintenant que B =1 . Suivons toujours la démonstrationde Kamae

et Mendes France ; étant donné une mesure y sur [ 0,27 ], choisissons un

entier k tel que :
21
z v~
er(p/q)gQﬂ[O,ZJ 1

q ne divise pas k

1)< e



68

- ok ok
Soit Bk—(bl b, ..)cHNk Z

une suite telle que la suite

(bnx)n.>.0

soit équirépartie modulo un pour tout x ‘irrationnel ; soit

N 1b1x

1
fN(x) * N 21 e

i

x est irrationnel

Lorsque
lim f_(x)=0
N4 N

Lorsque x est rationnel et se met sous la forme 11:‘ ,

Lorsque x est rationnel et ne se met pas sous la forme

pour tout N .,

£N(x) =1

1=1(x) =-1

?

~|'o

Par convergence dominée, les coefficients de Fourier (Yn)n>0 de la

mesure Vv vérifient :
. 1
z v(fx)) - L vilx})=s Lm o (v, +...4y, ) <
xe2n(p/k) x =21 (p/q) N+= 1 n
xelo, 2 ] xelo, 2m] '
q ne divise pas k
- 1
s lim 7y, +ooty )= 5 vilxh+ © v({x})
N+o 1 n x¢2m(p/k) x=21m(p/q)
xelo, 2] xclo,2m]
q ne divise pas k
Comme - X v{x} est majoré en valeur absolue par ¢ nous obtenons
x=2m(p/q)
xe[O, 2l
q ne divise pas k
- [ 1
v{0} < lim ( lim <(y_ +...4+v.))
kv N9 N bk bk
1 N
= lim vy
h-+to h
heH
, en
selon le procédé standard, ainsi qu'au cas des

On passe 3 JO cos k x dy (x)

sauts situés hors de l'origine.

Les propositions 2 et 3

se déduisent immédiatement de 1 .
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D'une fagon analogue (on trouvera dans Bass, 5e partie, le type de démons-

tration a3 mettre en ceuvre) nous pourrions prouver dans le cas B :

COMPLEMENT AU THEOREME 3. - Etant donné un ensemble H vérifiant

L'hypothése B, une mesure v sur [0,27], et sa série de Fourier (y_) .
n'n=0
(Y +... + Y )
k k
o1 b1 bN
z v(~ZB})=z lim lim =
(e/q)eQnlo,1] 1 koo N+
et plus généralement‘:
N ib .x
z vfx+ZB}) = lim  lim —11;1- (£ e vy
(P/Q)EQHEO,IJ d k4o N+ o J'—'l . bJ

On peut également obtenir des indications sur la somme des carrés des

sauts de vy

Si H estun ensemble a distribution homogeéne, nous obtenons plus simple-

ment :
y.

N
z
. i

v({0}) = lim LN

+ @ i=1

. - ~ . n
§ 4. - Application 2 la suite (x g ba =0

THfJORiIME 4.- Soient a et r des entiers positifs ; soit § un nombre réel

supérieur 3 1 vérifiant

2r r
] =ag +1
2
5 rzaer_1
oll encore
r

n . .
Sila suite {x g }n>0 est répartie modulo un selon une mesure dont les coef-

ficients de Fourier tendent vers 0, alors elle est équirépartie modulo un

(c'est le cas en particulier si la mesure de répartition est absolument continue

par rapport 3 la mesure de Lebesgue)




70

l.es bases g§ ainsi définies se comportent, sous cet aspect, comme des bases

entieres.
. _ r—n
Soit u_ = (x( 2) )n=0

h
“nthr 'n " x(a”- 1)(1./3)11

Soit vy 1la mesure de répartition de la suite (ou 3 défaut une

(“n’nzo ’

mesure associée a cette suite, ce qui veut dire qu'il existe un sous-ensemble in-

fini F de IN tel que pour toute fonction et
1 imup 1 imx
lim L e =) e dv(x)) .
Ny n<N 0
NeF '
La somme
. . h
. 2imm(up,y r'un) . 1 2inm(a” -1)u,
v = lim 77— X% e = lim = 3% e
h,m N, o N n<N N+ N n<N
Ne¢F NcF

est donc égale a vy h .
n{(a -1)

Si nous fixons m , la limite de Vi m est nulle lorsque h tend vers l'infini ;

d'apres le théoréme 3, la suite (u_)

est équirépartie modulo un.
n'n=0 ! P

2
Soit maintenant § T - aeri 1 . Nous savons que la suite (x en) >0 est
n=

4
équirépartie modulo un si et seulement si la suite ((g r-1) x 9n)n>0 l'est

([81).

13 [ ~ - n » .
Soit Vv une mesure associée a la suite (xg ) dont les coefficients

n=0"
de Fourier tendent vers zéro lorsque n tend vers l'infini,

Soit u = x(e4r; 1) en

4r+4pr _4p

T)) (6% -1))

=x9 ((s

8

u -u
n+4pr n

n 2pr+2r , 2pr+lr 1 2p-2r 1
xg .0 (9 62p+2r -(9 + ezp_zr))
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D'apres les formules de Newton

2r+2p 1 - 2p-2r 1

m(p) = [ 25+ 2 * e2p-.2'r’

. . P 2s . . |
est un entier qui tend vers l'infini avec p (en effet ¢ a pour conjugué —,— ).

L . titi d . (m( n 2pr+2r et (m( n
es répartitions des suites m(p).x8 . 8 n=0 P)x 8 )nZO
sont les mé&mes.
Pour tout entier k fixé :
1 2inkxg m(p)
lim | lim 5 % e 0 p|=limYm()=0
pt® N+ = n<N pPre p

et d'aprés le théoréme 3, (un)nzo est équirépartie modulo un, donc (xen)nzo

aussi,



1]
[2]
[3]
[4]
| (5]
fe]

(7]

(8l
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ESTIMATIONS NUMERIQUES
DU RESTE DE LA FONCTION SOMMATOIRE
RELATIVE AUX ENTIERS SANS FACTEUR CARRE

par Henri COHEN et Frangois DRESS

T. POSITI0K DU PROBLEFE

On- désignera. par Y la fonction de- Mobius, par M. et Q@ les fonctions:
sommatoires. M(x)::= Zp¢x M(n) et Qlx) := Epex Hn) , et par R(x) le reste
Q(x)- (6/m2)x . On utilisera les notations standards [ J et { } pour
représenter respectivement la partie entiére et la partie fractionnaire.

Contrairement au cas des fonctions |m(x)-lix| ou [¥{(x)-x| , it est:
trés: malaisé de donner de bonnes majorations effectives de IM{x)| et de
IR(x)|, méme- asymptotiquement plus. faibles que le théoréme des nombres,
premiers. L'exemple le:plus. frappant est celui de |M(x)!, dont la: majoration.
x/143 7 pour x z 3297 (F. Dress [2], amélioration de x/80 pour x = 1119
de R. A. Mac Leod: [3]) est meilleure que la majoration 5,3x/(Logx)!0/9
(L. Schoenfeld [6]) jusqu'd 2,25 1070 _ Enfin, il n’existe méme pas de:
majoration effective connue-de IM(x)| en xexp(-cvViogx) .

Pour ce qui est de: [R(x)|, la meilleure majoration en V/x était jusqu’a.
présent 0,5 Vix pour x % 8 (L. Moser et R. A.Mac Leod:[4]).
2 RESULTATS

Nous avons établi les majorations suivantes.

Théoreme 1. Pour tout x et tout y 2 1,0na
[R{x+y)-- R{x)| < 1,6749Vy + 0 6212 x/y. .

Corollaire. Pour tout x = 1 et tout y. > 1,811x2/3 ona
IR(x+y) -R(x) < 2Vy .
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Thegreme 2 Pour tout x et tout y 21 on3

o . 413
Rl - RO < 07347 g/ (13 e 14327 412

z

Théoréme 2. Pour tout x > 1664 ,on 3
[R(x} < 0,1233 vx .

3. DEMONSTRATIONS

Elles sont toutes obtenues par la conjonction de majorations
asymptotiques effectives et de vérifications par ordinateur qui permettent
de "raccorder” avec les vraies bornes inférieures de validité.

Le point de départ consiste 2 raffiner la formule triviale Q(x) =
Ta2¢x M(a) [x/22] (dont Uutilisation "bloque” & (3/72)Vx , comme Moser et
Mac Leod en ont fait 'expérience) en

0(x) = Zoqx pi(a) [x/a2] + E]21 Mx) - (n=1)Mlxp)
(avec xj:= [Vx7j1),
et a utiliser des majorations effectives de |M(x)|, notamment pour majorer
le terme T4, p(a)/aZ qui ne manquera pas d’apparaitre lorsque l'on voudra
retrancher (6/12)x .

Pour la démonatration des théorémes 1et 2, on établit dans un premier
temps la majoration

IR(x+y) - R(x)| < 1,0625 yvn/x + 0,66Vx/n + n - 0,5 y/Vx ,

valable sous les conditions (techniques mais essentiellement inévitables)

n < x/y et n £ x/576 . On choisit ensuite une valeur de n qui minimise, soit
1,0625 yVn/x + 0,66 Vx/n (théoréme 1, n est alors de Uordre de x/y),
soit 0,66 Vx/n + n (théoréme 2, n est alors de Vordre de x!/3).

Dans un cas comme dans l'autre l'exigence trés contraignante n entier
et les conditions théoriques é&voquées restreignent et compliquent le
domaine de validité a priori. La démonstration doit donc se terminer par un
découpage convenable du complémentaire et des vérifications (fort
laborieuses dans le cas du théoréme 1), certaines théoriques, certaines par
ordinateur, sur les parties ainsi définies.

Pour la démonstration du théoréme 3, Uutilisation de la formule
fondamentale conduit 3 écrire

RO <« Ty +Tp + T3,

avec
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PN PRGIGIEI I
113 M) - (172)Mxg) |

)3
T3 = | Saqx kla)({x/a2) - 1/2)]

L’utilisation banale de la majoration déja évoquée [M(x)| < x/143,7
pour traiter Ty et T2, et la majoration triviale [Tzl < (1/2)Q(xp), ne
permettent pas de descendre en—dessous de IR(x)| < 0,23 v/x . Nous avons
introduit deux améliorations.

La premiére utilise la majoration "intermédiaire”
M) < (1/2)Vx pour 201 5 x € § = 7725038628

(vérifiée par ordinateur, jusqu’a 108 par G. Neubauer [S], puis jusqu’'ad § par
H.Cet F. D [1]). On obtient ainsi une majoration qui peut servir de relais
entre les vérifications numériques par ordinateur (jusqu’a 2,54 108 environ)
et les vraies majorations asymptotiques (2 partir de xp = £, seit donc,
comme on prendra 7 pour valeur optimale de n, 3 partir de x = -7&2
= 4,17... 1020)  Repousser ausst loin la borne Inférieure d’utilisation des
majorations asymptotiques de Ty et T, permet de rendre négligeables
plusieurs termes parasites trés génants vers 108 - 1010

La deuxiéme amélioration consiste 2 majorer |T3| par
\/Zagxﬂuz(aj \/gagx““l(a)l ({x/a2} - 1/2 )Z '
le deuxiéme facteur étant lui-méme majoré par \/Z‘a}xnh(a)( {x/a%} - 1/2)<,
ou h(a) est la fonction caractéristique des entiers qui ne sont divisibles ni
par 4 ni par 9 . La mise en oeuvre est longue et délicate mais le gain est

apopréciable, d’autant plus qu’il bénéficie pareillement de l'existence de la
majoration-relais.

On obtient en récapitulant une majoration de [R(x)| dont le terme

principal est C(n)Vx , avec
Cln) = (1/143,7){2Vn + 1NVT + .+ 1/\/n=1 + 1/(2vn)} + 1/(/3n) .

On constate directement que 7 est la valeur optimale de n, et on en déduit
la partie asymptotique de la majoration. L’établissement de la partie
intermédiaire de la majoration s’effectue de fagon tout 3 falt similaire, avec
bien entendu des valeurs différentes de certains paramétres numériques.
Quant aux vérifications numériques par ordinateur, elles s’effectuent avec le
programme le plus simple et ne nécessitent que des moyens de calcul tres
ordinaires
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Remarque ! Les resultats présentés cant en cours d'ameélioration,
notamment parce que 'a majoration (Mix)| < x/143,7 est elle-méme en
cours damelioration (il y 2 d'atlleurs rétroaction entre les deux
majorations).

Remarque 2. 1 nest pas inintéressant de noter que, si Uon utilisait la
majoration {M(x}] < 5,3x/(Logx)10/9 | on obtiendrait

IR(x)| < 6,166 Vx/{Logx)5/9 |

qui n’est meilleure que 12 majoration du théoréme 3 que pour x au-dela de
4 10431
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Simple Zeros of Zeta Functions

J.B. Conrey, A. Ghosh, S.M. Gonek

In this note we present an easy proof that z(s), the Riemann zeta-
function, has infinitely many non-real simple zeros. We also state some
theorems on simple zeros of the Dedekind zeta-function of a quadratic

extension of the rationals.

‘VIt is known that a positive ﬁroportion of the zeros of r(s) are simple.
This follows from Levinson”s work on zeros on the critical line as observed by
Selberg and, independently, Heath-Brown. In light of the difficulty of
Levinson”s method it seems desirable to have an easy proof that z(s) has
infinitely many simple zeros. For this reason and to motivate the technique

of proof of our other theorems we give this proof.

The facts that we use regarding the zeta-function are as follows:

1/2 - ¢

(1) z(s) = x(s) (1-s), x(s) << T (Jo]<< 1, |t] << T);

1/3(1-0)

(2) o(s), t7(s) << T (6> 1/2, Jt] <K T, |s - 1] > 1);

1

T—I—TET—) (o] << 1, |s| > D

X - - _t
(3) . (s) = - log 5o+ o(

(4) N(T) = # { p=8+1y: ¢(p) =0, 0 < y<< T} << T log T;

(5) N(3/6, T) = # { p=8+ 1y : t(p) =0, 0> 3/4, |y] & T} <« 123

(6) T s, IT-T| & 1andi(o+11) K 1og2T (Jo] << 1);

(7) 1if a <<ene for all € > 0, then for ¢ > 1 and all ¢ > O,

1 c+HiT -s J
s 1 x(l-s) & a n ds a + Oe (T

—_ = z -1/2 + ¢
271 “c+ n <"T/2x “n

)o

The first six of these assertions may be found in Titchmarsh (5] while (7) is
in Gonek [4].
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Our proof will show that if
*
N(T) = # {p=8+ 1yt ¢(p) =0, ¢'(p) # 0, 0< vy < T},

then

N >» 13,

By using stronger density estimates and mean value theorems for Dirichlet

' *
polynomials at well-spaced points we can obtain N (T) > T4/5+6 for some small
§ > 0.

The starting point of the proof is Cauchy”s inequality:

2 N2
locr T < Hocker | ocder e (R -

The second sum here is N*(T) so it suffices to bound the first sum from below
and the third sum from above. (We shall obtain an asymptotic formula for the

first.sum.)

We begin by estimating the third sum, say S3° Then by the symmetry of
the zeros about the 1/2-line and the identity

t7(p) = —x(p) t7°(1-p)
which follows ffom (1) we obtain
' . 2 - 2
S, =‘0<$ST (7o) |7 + [27(1=p) D)
B>1/2

= ockr 7o) |2 1+ [x(1-p)12).
8>1/2

By (1) and (2) we obtain

p(4/3)8-1/3 < 2/3

C ok Tt ockr T
8>172 1/2<8<3/4 3/4<B<1
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whence by (4) and (5),

/ /3

5, <« T° N(T) + T N(3/4,D) << 77 1og T
Next we evaluate the first sum, say S, Let T” be as in (6). Then by
Cauchy”s theorem and (1) and (2),
1

R S 4
Sl, 771 c! . (s) ds + Oe(T

1/2 + )

where o is the positively oriented rectangular contour with vertices c+i,
c+iT”, l-c+iT", l-c+i (c=1 + (log T)-l)° The integral along the "bottom" edge
is << 1; the integral along the "top" edge is <<8T1/2+e by (1), (2), and

(6). Along the "right" side the integral is

1 . A(m) log n ‘j} (mn)-it e

27 m,n cc
m n

A(m) log n

<«

m,n

- 3
K E () t7(e) <K (log T)”.
o€ log(mn) ¢

Finally, the integral along the left side {is

—c+ g . -1 c-1 ¢~ L ' -
= 2i1 fl c+l 5-(8) t7(s) ds = Ty !c 5-(1-8) t°(1-s8) ds = -I
l-c+iT’ c-iT-
where
1 cHT? ¢~ _ l1e
I Tl fc+1 (1-s) 7(1-s) ds.

From (1) it follows that

1 ce+iT”

I =20l (lx((s) B -2-'(3)) x(1-8) (=z”(s) +{(8) t(s)). ds

- mr T x1-s) Ee) ) - 2X(e) + (a0 e(a)) as
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J, -2 J, + 3

say.

By (7) and the prime number theorem,

J, = z A(m) log n + 0 (/2 * 5
1 T €
mné ——
- 2%
T 2
= -H log"T + O(T log T).
Now let
1 c+iu .
Kz(u) ey fc+i x(1-s) t”(s) ds
and
1 c+iu

Then for 1 { u << T it follows from (7) that
-u
Kz(u) =9 log g + 0(u)

and

_u 1/2 + ¢

K3(u) =7, + Oe(u ).

Now by (1), (2), (3) and integration by parts we obtain

J = -1 c+iT

2 = ZaL {1

1/2 ._+ e)

t
log 2. x(1-8) z7(8) ds + Oe(T

_ ;I" _t 1/2 + ¢
= J. log e dKz(t) + oe('r

1 )
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- - K, (t)
_ t T T 2 : 1/2 + ¢
= - log 5 Kz(t) Il + fl S dt + OE(T )

T 2
=2 log' T + 0<T log T).

Similarly, we find that

= =% log’

J3 7a log" T+ O(T log T).

Thus,
1 =*%% long + O(T log T)
which leads to

T 2.,
S1 =% log T + O(T log T).

Finally,.
2
& 15,1 2 ...
N (T) 3;— >>T5—/§°-5—T>> /3,
3 T log T

An elaboration of this method leads to a result on simple zeros of-the

Dedekind zeta-function of a quadratic extension k of the rationals. Let ck(s)

denote such a zeta-function and

*
Nk (T) = #{pk = Bk + 1Yk H Ck(ok)= 0’ Ck (Dk) # 0, 0< Yk< T}°
Then we can prove [2]

*
N, () > /11

If we assume the Riemann—-Hypothesis, thenrs3 can be evaluated
asymptotically (see Gonek [4]). In this case we obtain N#(T) > T (since Sq
<< T(log.T)a). To obtain N*(T) > N(T) we sum ¢”(p) B(p) instead of " (p)
where B(s) 1s a function which makes 7z B normal in terms of moments. Our

cholice is
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b(n)

nzs Y 48

B(s) =

with y = T1/2 T € and b(n) = u(n) P(l%ggzég—) where p 1is the Mobius function

and P is a polynomial satisfying P(0) = 0, P(l) = 1. By the calculus of

variations, P(x) = :5-+-% x2 is the optimal choice of P and this leads to

2
(on RH)
N'(T) > (32 + o(1)) N(T)

(see [1]). Of course, the proof we have given in this paper does not even

begin to address the obstacles which must be submounted to obtain this result,

Finally, we mention that our last result can be used in conjunction with

a theorem on common zeros of L-functions to derive (on RH) that
N, (D) 2 (3 + o(1)) N (D)
where
Nk(T) = # {pk: ;k(pk) =0, 0< Yk< T}
(see [3]). This result does not seem to be accessible by other known méthods.

J.B. Conrey and A. Ghosh S.M. Gonek
Stillwater Rochester
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SUBSTITUTIONS ET EQUIREPARTITION
MODULO 1

Christian MAUDUIT

Soit u = (un)n e une suite d'entiers point fixe d'une substitution

de longueur quelconque. On note B(u) 1'ensemble normal associé & u , c'est-a-
dire 1'ensemble des réels a tels que la suite (up .a)n €N soit éqUiképar-
tie modulo 1 .

Nous montrons que si u n'est pas trop "lacunaire" , R~ B(u) est
inclus dans une extension de degré fini de 0@ .

I - Rappels et notations.

On se donne A = {al,...,ag} un alphabet & g lettres (g=>2) et
I une substitution (ou morphisme) sur A (cf [8]) .

Pour tout i € (l,...,9} et pour tout n € N , on note ! 1a longueur du
n .

mot Zn(ai) .

A la substitution I sont associes :
(1) Une matrice M , carrée d'ordre g , dont le terme général Mij
est égal au nombre d'apparitions de la lettre 3 dans le mot z(ai) .

A désigne T1'ensemble des valeurs propres de M qui interviennent dans 1'écri-

ture de (zi s vee ,22 ) en fonction de n (on rappelle que
1 g, _ t,n
(zn SRR ) = (1,...,1) "M") . On note p(M) 1le rayon spectral de M .

(2) Un graphe G ,dont 1'ensemble des sommets est A , et tel que le
nombre d'arcs allant de a; vers aj pour (i,j) € {1,...,9}2 soit égal a
Mij . ‘
Si ie€{l,...,9} , on désigne par 31 la composante fortement connexe de . a,
dans G (cf[1l]) , et par Y(Ei) le nombre cyclomatique de '51 (c'est-d-dire

le nombre d'arcs de 31 plus '1 moins le nombre de sommets de Ei )
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si me AN est un point fixe de £ et si te€ {1,...,9} , on consi-
dére 1'ensemble [m] t des entiers n tels que la (n-'rl)iéme lettre du mot m
soit a; .
On note maintenant I 1'ensemble des i € {1,...,g} tels qu'il existe un che-
min dans G allant du sommet a; vers le sommet a -
Nous allons montrer qﬁe si [m].t n'a pas une croissance trop rapide

(cf hypothése (H)) , alors R~ UQ(A) < B(Lm].) .
AEA

D'aprés le théoréme de Weyl (cf [71) ceci revient a étudier le comportement
asymptotique des sommes de Weyl associées au point fixe considéré.

Lorsque p(M) > 1 , 1'idée consiste a estimer les paquets de Weyl
Sl(a) associés aux mots Zn(ai) , puis d'en déduire le comportement des sommes
de Weyl de longueur quelconque.

Mais si p(M) =1 (1 est alors appelée substitution unispectrale),
cette démarche ne peut aboutir : les longueurs des plages d'observation (i.e. des
mots Zn(ai)) , polynomialement bornées, sont en quelque sorte trop courtes.

On est ainsi amené, pour déterminer B(u) , & préciser la forme de ces substitu-

tions.

II - Cas des substitutions unispectrales : p(M) =1 (cf [5])

Une telle substitution est caractérisée par la propriété suivante :

Proposition 1 : £ est une substitution unispectrale si et seulement si toute

composante fortement connexe de son graphe a un nombre cyclomatique égal a 0
ou 1

On remarque alors que pour tout i € {1,...,9} les longueurs 2; sont des
fonctions polynomiales de n , 3 coefficients rationnels.

On en déduit, par récurrence sur g , que tout point fixe d'une substitution

unispectrale vérifie la propriété suivante :

Proposition 2 : Si m est point fixe d'une substituition unispectrale, alors
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pour tout t € {1,...,9} , (ml, ,ou N~[m] ¢ » est une réunion finie d'ensem-
bles de la forme

0 ) L.
{Pg_l(n)44§_1(n1)+----ng_1+1(ni_1) sng_; < .. < " <n,neN})ou i=>2

et vje {1,...,i-1} pP°

g-1 (resp P

g-j) est un polynome a coefficients rationnels
de degré inférieur ou égal a3 g-1 (resp. g-j) .

Grace a ce résultat, on démontre alors trés simplement, en utilisant le critére

de Weyl, le théoréme suivaht :

Théoréme 1 : Si m est point fixe d'une substitution unispectrale, alors pour

tout t € {1,...,q} s B(‘[m]t)=]R\Q

IIT - Cas p(M)>1 (cf[6])

Hypothése (H) : On dira que t € {1,...,9} vérifie 1'hypothése (H) s'il existe

i€l tel que Y(Ei) =2 .

Théoréme 2 : Si m est un point fixe d'une substitution I et si t e {1,...,q9}
vérifie 1'hypothése (H) , alors R~ U Q()) < B([m]t) .

AEA _
La démonstration de ce théoréme s'effectue par récurrence sur le nombre de compo-

santes fortement connexes de la restriction du graphe de I -aux sommets ay tels

que i €1.
L'&tude du comportement asymptotique des sommes de Weyl de longueur 2; (iel),

; - Si(a)
et plus précisément de la suite de vecteurs wn(a) = ( ?
S (o)

n

) constitue
iel

le centre de cette démonstration.
Ceci nous conduit & étudier un produit infini de matrices a coefficients complexes

(matrices de passage de rwn(a) a wn+1(a))

Lorsque o € U Q(A) , les arguments de ces coefficients ne peuvent pas tendre
AE A '

vers 0 modulo 2w 1lorsque n tend vers 1'infini; on en déduit que le produit
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matriciel opére une contraction sur la suite de ces coefficients, et en défini-
tive que la suite wn(a) tend vers le vecteur nul,
L'estimation des sommes de Weyl de longueur quelcongue n'offre plus alorg de

difficulté, et permet de montrer que la suite (n.a) est équirépartie

n€[m]t
modulo 1

IV - Cas particulier des automates finis (cf [4])

Si m est engendré par un f-automate fini (2 > 2) , m est point

>
fixe d'une substitution I de .Tongueur constante & = 2% = ... = lg (cf [2]) .

Donc p(M) =2 , A ={2} et le théoréme 2 permet de retrouver le théoréme

suivant, qui généralise un résultat di a Jean Coquet (cf[31]) :

Théoréme 3 : Si m est engendré par un automate fini et si t vérifie 1'hypo-

thése (H) , alors B([m]t Yy =R~NQ.
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BORNES EFFECTIVES POUR CERTAINES
FONCTIONS ARITHMETIQUES

par Jean Louis NICOLAS

iéme .
le k nombre premier. On a

Dans cet exposé nous désignerons par Py
ainsi P =2, Py =3, Py =5, etc...
§ 1 LA FONCTION w(n) = ) I.

p|n
.. ) B : k
Proposition 1. - Soit N, = _[1' p: . Pour k213, ona N, 2k .
k ; J k
1sjsk

Démonstration : En minorant pj par j, on a Nk 2 k! ;.kke-K d'aprés la formule

de Stirling. Si l'on.pouvait minorer pj par 3j, le résultat serait démontré.
Mais ceci n'est pas exact lorsque j est petit. Cependant il est facile de voir
que pour j 212, on a pj >3j, en observant qu'entre deux multiples de 6, il y a

au plus deux nombres premiers (sauf entre 0 et 6 ol il y en a 3).

On observe ensuite que ; pour k=>11, on a :

k+1

D 7kE = (ko) 141 /K0 ce(k+1) <

Prer -
La proposition se démontre alors par récurrence, en constatant qu'elle est vraie

pour k =13.

Proposition. - Soit wln) = Z 1, le nombre de diviseurs premiers de

_ pin
n. Pour k=21, cn a :

n<lN, = wln) < k.

Démonstration : Soit n tel que w(n) 3k. La décomposition de n en facteurs

premiers s'écrit
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n = q ! ce q.J avec j k.
1 J
On a
n 2 q qj 2 Nj 2 Nk .
Proposition 3. - On a pour tout k2 :
log Nk
k = w(IVk) < 1,38402... m

avec égalité lorsque k=29.

Démonstration : Supposons k >13, Par la proposition 1, on a :

log Ny K log k  _ K k

2 Tog(k log k) _ 1+(log log K)/log kK > I+1/e °

log log Nk

Comme e-l <0,37, cela démontre la propriété pour k 213. Il reste 3 vérifier

1'inégalité pour 2 <k <12,

Proposition 4. - On a pour tout n =3
log n
win) < 1,38402.:. Tog log 7
avec égalité si et seulement st n=Ng .
Démonstration : On vérifie d'abord la relation pour 3 g<n <30. On suppose ensuite
que N_<n<N _, avec k 23. D'aprés la proposition 2, on a : w(n) <k+l, soit
log N i
k log n
w(n) < k g ],38402... m- < 1,38402... m
en utilisant la croissance pour x ze de la fonction x —>102 * .
Proposition 5. - On a pour tout nz3 :
' log n 1,45743...
wln) log log n ! +Zog log n /
avec égalité pour n=n,,
w(n) log n 1 2,89726., .. )

$ Tog log n (1 +Zog log n'+(Zog log n)?

aveec égalité pour n =N

On a pour n 26 :

log n
wln) < log log n-1,1714...

avece égalité pour n =N
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Proposition 6. -  On pose :
rZ-E rx
Lilx) = Lim f | L t}
e>0 ‘0 1+e “99
Sous l'hypothése de Riemann on a :
pour n3:l,=210 : win) < Li(log n) +0,12/1log n
3n0 tel que pour n NP w(n) < Li(log n).

On trouvera la démonstration des propositions 4, 5, 6 dans les deux
articles de G. Robin : [Rob 1] et [Rob 2]. La démonstration des deux derniéres
propositions nécessitent des estimations de N, et de P, en fonction de k
beaucoup plus fines que celles utilisées dans la preuve ci~dessus de la proposition

4. La constante n, peut étre calculée, mais le calcul n'a pas encore &té fait.

§ 2 LES NOMBRES w-LARGEMENT COMPOSES.

On dit que N est w-largement composé si
n < N= wh) < w(N).

On voit facilement, que si <N <N dire que N est w-largement composé

Ny Kk+1°
revient 3 dire que w(N) =k. On peut ainsi construire de tels nombres en remplagant

dans Nk des grands facteurs premiers par une quantité &égale de nombres premiers

plus grands que Py -

Soit Q(X) 1la quantité de nombre w-largement composés inférieurs ou
égaux & X. On trouvera dans ([Erd]) la démonstration du résultat : Il existe <
9 >0, tels que pour X assez grand, on ait

exp(c2¢1og X) < Q(X) < exp(c1¢10g X).

<

On conjecture que log Q(X)vw / % vlog X.

Dans sa thése de 3° cycle, P. Van den Bosch, (¢f [Van]) en utilisant une

idée de Carl Pomerance a montré que 1l'on pouvait prendre =2,44, qui n'est pas

c
2
trés loin de la valeur conjecturée wv2/3 =2,565.

Dans un travail non encore publié, Jean Coquet et P. Van den Bosch ont
montré que 1'on pouvait prendre pour ¢, n'importe quel nombre inférieur a =v2/3.
Plus précisément, étant donné une fonction ¢ : [-1,+1]—[0,1] vérifiant

1
J ¢ =1, ils montrent que 1l'on peut prendre pour ¢, n'importe quel nombre

-1
inférieur 2

+1

+1
"J (¢ log¢ + (l-¢)108(1-¢))//M/2 +J t ¢(t)dt
-1 -1
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A rt . ..
et ils choisissent ¢(t) =1 /(l+e ) avec r tendant vers 1'infini.

La constante | donnée dans [Erd] vaut 2nv2/3 +e. Il semble difficile

de 1l'améliorer.

§ 3 LA FONCTION d(n) = ) 1.
din

11 est commode d'é&crire la décomposition de n en facteurs premiers sous

la forme

n = Hpkk R a, 20.
k=1

Le nombre de diviseurs de n vaut alors :

d) = JT (a+1).

kx1
Lemme 1. - Soit t wun paramétre réel positif. On considére la fonction
définie pour x 30 : x ——>(x+1)e_tx.

1°) S t=21 cette fonction est déecroissante,

2°) St t <1 cette fonction a un maximun pour x =(1/t)-1, qui vaut

3°) On considére la quantité  max (x+1)e_tx.

xe IV ,
57 txlog 2, ce maximum est atteint en x =0, et vaut 1.
St t <log 2, ce maximum est atteint en x:r[—%——] » o [ul désigne
‘ e -1
la partie entiére de wu. Il est inférieur ou égal a 2/(et).

Démonstration : Elle est Elémentaire.

Lemme 2. - Soit €350 fixé. Alors la fonetion n—dn)n ° aun

maximum, qu'elle atteint au nombre
(ps€) 1
HE = HZ/E pa ps¢ s avec on(p,e) = [E—*] .
_ : ps2 p -1
‘On a de plus, pour n3z1

-€ —€ 21/E
dn)n =~ < d(HE)HE < (2/(eelog 2))° .

Démonstration : On écrit

' -ea
-€ _ k
d(n)n ~ = (ak+l)pk .

k>l

On applique le lemme précédent en posant t=¢ logpk. Lorsque ¢t zlog 2,

2l/e —€ay

c'est-a-dire lorsque Py 2 , le maximum de (ak+l)pk vaut 1. Lorsque

t <log 2, ce maximum est atteint pour ak'=a(pk,€), et vaut moins que le maximum
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réel i est et“l /t g 2 < 2
qu e elog Py " ecelog 2

Proposition 7. - Pour tout n3, on a :

log d(n) < 3,6 (log n) /log log n.

Démonstration : On dé&duit du lemme précédent que pour tout n, et tout € >0,

on a

1/

log d(n) < € log n+2 E10g(2/(e e log2)).

On choisit € =2 log 2 /log log n., On doit supposer n 23, pour avoir ¢ >0. On a

alors ) :
log d(n? < lo;o%o; - 2 log|2 +log logn 1log log log n .
Yn log n
On majore alors log log log n par log log n, et il reste A constater que la
fonction tze—t/2 est inférieure 3 16/e2 pour t >0. '

Dans la démonstration ci-dessus, les majorations sont trés grossiéres, et
la constante 3,6 n'est pas optimale. En choisissant € =(log 2 +n) /log log n,
avec n >0, la méme démonstration permet de calculer ns tel que 1'on ait, pour
nzn
o
log d(n) < (log 2+2n)(log n) / (log log n).
Mais cet o sera grand, pour n <1, trop grand pour qu'un ordinateur puisse

calculer 1log d(n) pour n sng

Dans un repére orthonormé, &écrivons pour chaque n3x1, le point d'abscisse
log n, et d'ordonnée 1log d(n). L'enveloppe convexe de ces points est une ligne
brisée dont la pente des cotés successifs tend vers 0. Dans ce repére, la droite
de pente € qui passe par le point (log n, log d(n)) a pour ordonnée 3 l'origine
log Eigl . Elle sera une droite d'appui pour notre ensemble convexe, et un point

n
d'appui sera H_ défini au lemme 2.

Les sommets de 1'enveloppe convexe définie ci-~dessus sont exactement les
points (log He’ log d(Hs))’ £ e]R+, oll HE est défini au lemme 2. Les nombres
H_ sont appelés par S. Ramanujan ''nombres hautement composé&s supérieurs". (cf.

[Ram]). '

Supposons que l'on veuille démontrer 1'inégalité
(*) ¥n 3 5040, log d(n) s A(log n) / (log log n).

Dans notre repére, cela veut dire que la courbe y =Ax/log x est au dessus de
notre ensemble convexe. Or pour x :e?, cette courbe est concave. Comme 5040 est

un nombre hautement composé supérieur, et que 5040 31619 zexp(e?), il suffira de
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vérifier que cette courbe est au dessus de tous les sommets de l'enveloppe convexe,
autrement dit de vérifier la relation (x) ci-dessus lorsque n est un nombre haute-
ment composé supérieur 35040,

"petits" nombres hautement composés

Cela se fait en deux temps : Pour les
supérieurs, on utilise 1'ordinateur. Pour les plus '"grands", on utilise la facto-

risation de H_, et les estimations connues sur les nombres premiers.

Par cette méthode, et en considérant des fonctions différentes de Ax /log x,

on peut démontrer (cf. [Rob 4] et [Nic 1]).

Proposition 8. - Pour mnz23, ona :
log d(n) < 1,5379... log n
log 2 log log n

avec égalité pour n =6 983 776 800 = 2°:33.52.7+11.13+17+19.

log d(n) . __logn
log 2 ~ log log n

log n
(log log n)?

+1,9349 R n 3.

log n

log d(n) _ __log n + Llog n
(log log n)3 ?

log 2 ~ log log n (log log n)*

+4,7624 nz3,

Log d(n) log n
log 2 ° log log n-1,39177 °?

nz56 rexplexp 1,392).

Remarque : Sous 1'hypothése de Rieménn, en tenant compte du développement

asymptotique obtenu par S. Ramanujan (cf. [Ram], § 43 ), on peut démontrer que

%‘lgﬂ ¢ Li(log n) +c(log n)(1og 3/2)/log 2.

Aucune valeur effective de ¢ n'est connue pour le moment.

§ 4 LA FONCTION D'EULER ¢(n).

J.B. Rosser et L. Schoenfeld ont démontré (cf. [Ros]) que pour  n23, on

a:

n Y 5
() , o(m) S € log log n+3 log log n
excepté pour n =2230 92870 =N9 pour lequel %- doit &tre remplacé par 2,50637,
Le nombre Y est la constante d'Euler.

Proposition 9. - Pour k1, on a :
N
P k-1

k%) S m,_ "

Démonstration : Elle est voisine de celle de la proposition 2.
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Corollaire. - Soit f(n) une fonction croissante de n. Pour démontrer
n
¢(n)

que pour tout n,
k.

< fln), 711 suffit de le démontrer lorsque n=N, pour tout

Le deuxiéme membre de (**) n'est croissant que pour n 3> 59. On démontre

donc (x%x) pour n=N >N4 =210, puis pour tous les n <210. La démonstration de

k)
(**) pour n=Nk se raméne 3 des estimations sur les nombres premiers.
Proposition 10. - Il existe une infinité de n pour lesquels :
n Y
> e A n .
5 (n) log log

La démonstration se trouve dans [Nic 2].

Les nombres Nk jouent le rdle des nombres hautement composés supérieurs
pour la fonction d(n). D.W. Masser et P. Shiu ont considéré les nombres n tels
que m>n = ¢(m) >¢(n), qui jouent le réle des nombres hautement composés (cf.

[Ala] et [Masser]).

§ 5 LA FONCTION o(n)

SOMME DES DIVISEURS DE n.

Si n s'écrit :

%k
n = H pk ’ akZO ’
k1
alors,
o(n) 1 1 1 n
= [ (1 +—+,,. + ) < - = .
ksl Py 2 kst TR ¢
k
. . n . o(n)
Les majorations obtenues pour X)) sont donc aussi valables pour at

On définit pour € >0, le nombre colossalement abondant Se qui maximise
+€ . ~ - . .
o(n)/n1 , et 1'on peut faire la méme théorie qu'avec la fonction d(n) et les

nombres hautement composés supérieurs. (cf. [Ala]).

Proposition Il, = Pour nz3, on a :

al(n) Y 0,6482...
—————n < e ZOg ZOg H+W
avec égalité pour n =12,
Sous l'hypothése de Riemann, on a :
pour n 56041, oln) < e'log log n.

n

Réciproquement, si l'hypothése de Riemann est fausse, 1l existe une infinité de

n tels que o(n)>ne’ (log log n).

La démonstration de cette proposition se trouve dans [Rob 3].
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§ 6 LA FONCTION g(n) DE LANDAU.

Soit Sn le groupe des permutations de n é&léments.
On définit
g(n) = max (ordre de 0).

ce$
On peut démontrer que n
g(n) = max k ,
a. 2(k)sn
oli, pour = p.J , on définit
izl J a,
(k) = E p.J .
jx1 3
a.:xl
J

Pour p >0, on considére les nombres Gp qul minimisent la quantité
2(n) -p logn. Ces nombres j uent le rG6le des nombres hautement composés supérieurs

de Ramanujan. Ils permettent de démontrer le résultat suivant :

Proposition 12, - Pour mnxz1, on a :

log g(n) ¢ 1,05341...vn log n

<

avec égalité pour n =1319766.

Pour nz2, on a :

log log n
log gln) < vn log n (1+ 7 Tog 7 ).

Pour »n 3806, on a :

log g(n) > Vn log n.

-

La démonstration de cette proposition se trouve dans [Mas 1] et [Mas 2].
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A note on the exceptional set in
Goldbach'’s problem
by

Janes Pintz (Budapest)

1. The famous conjecture of Goldbach states: that evefy'even iﬁ—
teger exceeding 2. can be written as a sum of two primes. Let E de-
note the set of those even numbers which cannot be written as a sum
of two primes. Further for any AN = {1,2,...} let A(x) denote
the number of elements of A, not éxceeding X. Whilst Goldbach’s
conjecture is equivalent with E(X)=1 for X22, the best,upperAes-

timation is due to Montgeomery and Vaughan [4]. They proved

(1.1) E(X): << Xl—é
with a very slight (effectively computable) &>0. Hardy and Littlewood
[2] showed that the Genaralized Riemann Hypothesis implies for any

>0

(1.2) E(x) << x1/2*¢

The aim of this work is to show that if n is restricted for
numbers. of the form n=2kp with k constant or small (k<log n),
p prime, then a much better upper bound can be given for the corres-
ponding Elaxy where, somewhat more: generally, we define (a,b,n

denote natural numbers, p primes)

1/3}.

(1.3) Ei ‘NlﬂEn NI = {n=2ab, a<log n, plb - p2b

Further we can show that - apart a small exceptional set - the ele-

ments of Ni have asymptotically the expected number of Goldbach de-
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composition, 1.e.

- ~ _n__ = S 1
(1.4) R(n) = I 1 o(n)log2n where o(n) m (1 (p-l)szn(l+p-lL

n=p+p’ p/n

Theorem. There exists a set N2 of even numbers with

(1.5) NZ(X) << x2/3+5 for any €>0

such that

(1.6) R(n) = o(n)ygory * O(I;;%T7§;) if  neENSN, .
Consequently

(1.7) £, (x) << x7/3%e

choosing ® a=1, b=p 1in (1.3) we obtain Goldbach decompositions
for the numbers 2p. This problem is equivalent with searching arith-
metic progréssions consisting of three primes with middle term p. S
we obtain that - apart a small exceptional set - all primes appear as
middle term in the expected numbér of three primesarithmetic prog-
ressions. This we formulate as

Corollary. There exists a set P2 of primes with

X2/3+s

(1.8) IP2(X)I << for any €¢>0

such that every prime piP2 appears

(1.9) 2c . —B. (1+0(log”t/?
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times as the middle term of a three primesarithmetic progression,

where CO =n (l-(p—l)—z).

p>2

we remark that there is no simple (or elementary) proof for the
fact that thére are infinitely many three primesarithmetic progress-
ions. The only way to show this is through E(X) = o(n{X)), which is
a consequence of the deep work of Vinogradov on the ternary Goldbach
problem.

The technique involved in the proof of the Theorem is similar to
that of Montgomery-vaughan but there are some essential differences |
too, if we would like to obtain a stronger estimate for a restricted
type of even numbers. So in place of Gallagher’s theorem [1] we need
a modified form of Gallagher’s theorem where the quantities 2(¥x)
have weights which are in most cases smaller than one (cf. (4.7)-(4.10))
but we have much more terms of type Z(X). To furniéh this bound we
need a Vinogradov-type zero-free region for L-functions (Lemma 4),
density theorems as well as large sieve mean value theorems but we do
not use Deuring-Heilbronn phenomenon.

An advantage of our result is that apart the exceptional set the
conjectured asymptotic formula holds for R(n) too in contrary to
[4]. It is natural to askbwhy do numbers of the form n=2kp (k small)
behave more reqularly concerning Goldbach’s decomposition than others?
The answer is that they have small common divisors with every modulus
g £ vn; and a careful analysis of the phenomenon shows that the most
problem arise with numbers n which are multiples of a bad modulus
q, 1l.e. one with irregular prime distribution in the reduced residue

classes mod q (cf. our Lemma 2 and Lemma 5.5 of [4]).

2. Throughout this work we suppose X>Xo(e) (explicitly calcul--

able constant) and we write
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(2.1) L - log X, ¥ =%XL"%, K = exp(L1/19)

We shall use the symbol ¢ for a generic (explicitly calculable) ab-
solute constant, whose value might be different at various appearances.
The symbols << and O may always depend on ¢ (without mentioning
it) . The expressions T, E* denote, respectively, a sum over all
characters X (mod q)Xégé axégé over all primitive characters ¥

(mod q). Zeros of L(s,x) functions will be denoted by p=px=B+iy;

we write the complex variable s as .s=0+it, p will denote always

primes.

As usual let e(a) = e2n1a

14

_ q hm m hm _
(2.2) Cy (m = I e cx(m)-h_z__l x (helZH), t(x)=C, (1).
(h,q)=1

Instead of working with the primes as in [4] we define

_ . _ flog p if m=p or p?
(2.3) s(a) —Y<Z/ Az(m)e(ma) with Az(m) = 1o otherwise
msX
and
(2.4) S{x,n) = = A (my (me(mn).
Y<msX

By this definition we have (q,m)=1 if qsP and myYy, Az(m) # O.

Similarly to {4] we define the major and minor arcs as

1
(2.5) M = U U M(g,a) with M(q,a)=(2 2 4 =
15qsP  lsasq ? g qQ' T @
(a,q) =
and

(2.6) m = [1/Q, 1+1/Q]~ ®m
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where, differently from (4] we set

Xl/3—e, 2/3+¢

(2.7) P = Q = X/P =X

Let. Ro(n) be the coefficient of e(an) in the sum Sz(a):

(2.8) R_(n) = [s’(a)e(-na)da + [S°(a)e{-na)da = R, (n) + R,(n).
o i n 1 2

The arguments of §3 in (4] show (using Vaughan'’s result (61)

' 3 .
(2.9) T R%(n) <« xpLc .
nsX
This implies that apart an exceptional set N2 = N2 X c (X/2,X]
7
we have
(2.10) R,(n) << nL™' if ne(x/2,XINN,

where N, (X) << x2/3%2¢

o in the following we shall investigate Rl(n) for

neNln(x/z,x]. In the last § we shall show for these n the relation

1/5

(2.11) R, (n) = o(n)n+0(nL" )

and this with (2.10) will actually prove our Theorem.

3. Lemma 1. Let X be a character (mod q) induced by a pri-

mitive character X*¥ (mod r). Then

(3.1) rlg and It(x)| £ vT,
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=0 i elg) ;
(3.2) C X(m)-O if rlql and |[C X(m)l < w(ql)Vf if rlql ,

where q; = q/(g,iml) and m 1is an arbitrary integer. These asser-

tions are contained in Lemmas5.1-5.4 of [4].

Lemma 2. Let xi be primitive characters (mod ri) i=1,2. Then for

neuln(x/z,X]

3/2
1/2+¢ (F1rsT))

-2 - -
(3.3) by v “(q)lcC (-n) t(x )T {x,x5) <<L
q<p X %5 %, 1% 2X0 T,
[r,,r,llq
and
(3.4) o de@eTlmic,  (mtXxg) I<< rpt LH/2rE
rllq,qéP 170
where X _. 1s the principal character mod q.

0]

proof. Let r, be the conductor of the primitive character that in-
duces XX, , and let q; = g/(q,n). Then we have qIZqL_l "and

r,lg if C (-n) # O. Thus, by Lemma 1, the left hand side of
371 Xy XX g
(3.3) is~
(3.5) << % MENIYPE << 5 L& 1t
q<p w(q)w(ql) qsP qVql
[rl,rzllq,r3lql q=£[rl,r2]
-1 ' -1
qlqu qlqu
VEE 3/2
® 1/2+¢ 15 1/2+¢ (F1rT5)
<< I L 3/2 3/2 <L T r,r., !
£=1 e % lry.r,) 172

which proves (3.3). Inequality (3.4) is a special case of (3.3) where

r,=1, since T(§2x0)=T(X O) = unlq).
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4. In the following (see, (4.1)-(4.6)) we summarize the results

(6.1)-(6.16) of [4]. For a€l{g,a) we write a = a/g+n. Then for

gsP<VY¥ we have (g,m)=1 if Y<msX and Az(m)#o. Hence

(4.1)  Sta)=elg) T £ x@rt(x)s(x,n) =

x (q)

= (ol TTm+e@ ™t 5 x@ T )wWix.n),
x (q)
where T(n) = = e(mn) and
Y<m<X

S(x,n) if x # x

(4.2) W(x,n) = { 0

S(Xrn)—T(n) if X = XO °

So the contribution of the major arcs is

q 2 1/qQ
(4.3) = p) f Sz(u)e(—na)du =z Ejiﬂlc (-n) | Tzhﬂe(ﬂwﬂdn+
qsP  a=1  ®(q,a) qsp ¢ (q) 1 -1/90
(a,q)=1
_ 1/90
s23 29 5 oot 0 T(wW(x,n)e(-nn)dn +
gsp ¢ (q) x(q) -1/qQ
1 _ _. 1/40
+ I 5 z CXX,(—n)T(x)T(x’) [ W(x,n)W(x’,n)e(-nn)dn.
gsP @ (q) x,x'(q) -1/99

For a X(mod gq) induced by ¥*(mod r) put

1/rQ 2 1
(4.4) W(x) = ( [ IwWx,n)1°dn)
-1/rqQ

/2

and note that W(yx) = W(x*). Further we have

1/aQ 2 1 2
(4.5) [ IT(m)1%dn € [IT(M)1%dn = T 1 < X.
-1/90 0 Y<msX
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In formula (4.3) the first term contributes to the main term. In

fact it is equal to

° (q) °(q) Lre
(4.6) = 2531 ¢ (-n) (n+0(v))+0(qQ)= 2 E=L ¢ (-n)n+o(¥L)+0(H—)
qsP ¢ (q) 1 qsP ©°(q) ¢

= o(n)n + O(XL ™),

In (4.3) the second and third terms contribute to the remainder
term. Using Cauchy-Schwarz inequality, (4.5) and Lemma 2, their cont-

ribution can be bounded by the quantities E2(P) and E3(P), resp.

where
(4.7) E,(P) = cELl/2+C\/>? z rlozrow
r<P x (x)
3/2
(r,,r,)
(4.8) Ej(p) = c t1/2*e 5 p 172 g D¢ W(xWIx,) .
& r,sP r, <P 152 X7 (ry) x,(r,)
1 2 171 272

The following Lemma is due to Gallagher ([l1, Lemma 1]).

Lemma 3. If ul,...,u are real numbers, >0 then

N
K 2 © x+(2|<)—l 2
[ = lu e (mn) | "dn << Jik = u | dx.
-K msN —c X

Applying this for W(x) where ¥ 1is primitive (mod r) we obtain

(4.9) W(x) << VXZ(x) where Z(x) = max (rQ)_ll L’ x(m)Az(m)I.
x<X mE(Ax,Bx]

Fere £’ indicates that the term with r=1 1is to be

(4.10) z A,(m)-1 and (A _,B 1 = (x,x+rQ/2]n(Y,X]
mE(Ag,BX] X X

where for the empty interval we choose Ax=Bx>O.
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Put

(4.11) H(r)= £* Z(x), I(4,R) = z H(r), I(1,R) = I(R).
vIir) dlr -
B<r<2R

Then by a splitting up argument we -obtain
2R 2R

: 4 2D 1 2 D3/2
(4.12) E3(P)<<E3(K)+ XL~ max max T by z H(rl)H(r2)§—§ .
max(K,RiﬁgzﬁP 1§D§P'déD rl=Rl r2=R2 172
(rl,r2)=d
In the second term we have
2Rl 2R2 2Rl : 232
(4.13) T T z H(rl)H(r2)<< T H(rl)d(rl) max z H(rz)
D<d<2D rl=Rl r2=R2 , rl=Rl D<d<2D r2=R2
(rl,r2)=d , dlr2

€
<< R, I(R,) max I(d,RrR,).
L= 1 hcasep 2

Similarly, we ‘have

(4.14) (K) + xL? max I(R)/R.

EZ(P) << E
K<REP

2

In §’s 5 and 6 we shall give upper bounds for Ev(K) and I(d4d,R).
These will lead to bounds for EV(P). Finally, from (4.3) and (4.6!

-(4.8) we have for pENln(X/Z,X]
(4.15) Ry (n) =o(n)n+0(XL™ 1) +0(E, (P)) +0 (E4 ().

5. We shall estimate EV(K) by density theorems. We need the

following Lemmas.

Lemma 4. There is a constant c1>0 such that

€1

(5.1) L(s,X) # O whenever o>l - 175
max(log R, log 2 (1t1+2))
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for all primitive characters x of modulus r<R. with the possible

exception of at most one primitive character X(mod T). If it exists,
the (unique) exceptional real zero B of L(S,Y) is simple and
satisfies

~=-3/5

(5.2) B>1-c.r .

Lemma 5. For any character x(mod r) and O0O<asl we have

(5.3)  N(a,T,x) = % 1 << (rr) 3/20-0) 5014 0y

For Lemmas 4 and 5 see [5, Satz _6.2], {4, Lemma 4.1] and Mont-
gomery [3, Theorem 12.1], resp.
Let us apply Lemma 4 with R = K. Then for any primitive

x mod r<k, x # X we have

-1 Bp_Ap XL2 1/3
(5.4) 2(x)<<(rQ) max{ z | Xp X+, 173 + X }
XX y1sxt/3 X
<< z YB—l + X_e/2
IYI§X1/3
” 1/3
<< L ma x Nig X liﬁ) + x78/2
Oéaél-clL-4/5 X
-4/5
6/7\c L - -1 1/6
15 (x°7"\"1 e/2 (¢ 7L

<< L \W/ + X

If x=X we have, similarly to this, by (5.2)

_ _1/6  __ ~=3/5
(5.5) 2(%) << e b’ 4 gOLr .
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These estimations. imply for Ev(K) in (4.7)-(4.8)

L1/6 XLl/2+c

5 -
e +

(5.6) E,(K) << XK —
3 ~1/2_cl¥ 375

which we obtain by distinguishing the cases r 2 L

Similarly we get

(5.7) B, (K) <c xt71/5,

and

6. The needed estimate for I(d,R) will be given by

#A

Lemma 6. For R < P we have I(d,R)<<LS(1+(x ¢Rrd

Proof. Since this is trivial for R<l, we may subppose

R21. By
vaughan’s identity we obtain (with L=L(s,x))
6.1) J = L' + F = FGL + GL' + (l—LG)(LL + PF) =J, + J, + J
(6. o T : T 1 2 37
where
(6.2) F=F (s) = £ x(mAmn S, 6=6(s) = = x(np(n)n™= .
X < 1/3 X 1/3
nsX nsX
By Perron’s formula we have for R<Krs<2R
-1 IA 1 1+L_l+ix B®-aS xS 1/3
(6.3) Z(x)<<(RQ) "max {-z=— f J (s) X2 4ds + 0(%—)+0 () )
1 27ni o'~ s X ,
x<X : - . : .
1+ "-iX

Let us investigate the quantities (v=1,2,3)

“1y1/2)

r

£ 1L

3/2
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1+ teix Bi—Ai
{1 Jv(s) = .ds
14L -iX

= -1
2miRQ

(6.4) Bv(x,r,x)

On shifting the line of integration to o0=1/2 we obtain for wvs2

1

. X 1/2 -1 -= 1/3
1 (X~ (RQ) 2) X
(6.5) 23; B,(Xr, x)<<_£IJ (2+1t)|mln\ T+l , Y “ldt + TR

Now for the L-functions and their derivatives we use the quadratic
mean value theorem and for F and FG the large sieve mean value

theorem [3, Theorem 7.3] in the modified form

To+T 2
(6.6) I t* [ |z anx(n)n-ltlzdt<<(RdT+N)log N I |a l2 '
rsR x(r) T, nsN nsN P

dlir

which can be proved along the same lines as Theorem 7.3 in [3]. These

imply by Cauchy-Schwarz inequality for 1s<T<X

2T 1
(6.7) z ¢ 13 (5+it) ldt <<
R<rs<2R yx(r) T-1
dir
2T 1/2 2T 1/2
<<( * e (%+it)l2dt) ( p> x| L 1)(—+1t)l dt)
R<r<2R x(r) T-1 R<r<2R x(r) T-1
dlr dir

2 1/2 1/2
c/R°T 2/3\ \
<< L \_d + / (d RT} .

In case of B3(x,r,x) we can neglect any subset A of coffe-
cients of J,(s) with Ac[2X,=) and so, analogously to (6.5)-(6.7)
it is enough to estimate O(Lz) quantities of the form

2T 1 1
(6.8) S = I gx IM(5+it)N(5+it) Idt  with

M/N  per<2r y(r) T-1
dlr



. 2M —s 2N g 2M ) 2N
M(s) =X a_m ~, N(s) = Z bh.n , L Iaml <<L® M, Z b %<L N
vy ™ N M N
where M,N << x2/3, MN << X. Working similarly to (6.5)-(6.7) we
obtain
2 1/2,.2 1/2
c/R°T N C(RET \
. S << L + M + N
(6.9) M,N \"d ) \a )

1/2

2
<< Lc{R T, X

\a

Summarizing (6.3)-(6.9) we have

1/2 172, =1
(6.10) I(d,R)<<L® max [(RPr . 41/2  41/3 RT \mln(x (RQ) ,x-l/z)}
léTﬁXl\ d T
. Xl/3R
0

since the maximum is attained for T = X/RQ we get

- - _.\1/2 « 1/2
(6.11) I(d,R)<<L?{§ x~1/6 e+1+(§ 5) }<<L?{1+(d °) }. Q.E.D.

7. By (4.14), (5.7), and Lemma 6 we have

-1/5 c, -1 c,~€/2

+ 1%L 4 1% =1/5

(7.1) E,(P) << X(L ) << XL

Further for max(K,R;) SR, <SP, DS2R, we obtain from Lemma 6

1
3/2 c.3/2 x"R
| LD -g_ +1/2 2 1/2
(7.2) R I(R)) max I(d,R,)" < gz (1+(X "Ry) )(1+(
1 b¢ds2p R R, Ry °R, 1
c.3/2 R R,\1/2 .
« LD~ /1+/x e _1 2V k173 , x7e/6 (o 1/3
ri=e¢p U7 \7 D/

1 2
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Thus (4.12)-(4.13) and (5.6) imply

1/5 1/3 1/5

(7.3) By () << xLTH? xt3k71/3 ¢ xL” i

Formulas (4.15), (7.1) and (7.3) yield

1/5

(7.4) R () = o(mn + o(xt™2/5) |

Taking into account (2.10) we have for nENl\Nzn[X/Z,X]

1/5

(7.5) R (n) = o(n)n + o(xL /7y .

The contribution of prime squares can be included in the error term

and so we have

(7.6) R_(n) = E  (L+0(log LN? = L?(1+0(22L-L))R(n) +0(¥L) -
p+p’=n
Y<p,p’sX

Hence we have for neN,~N n{x/2,x]

1 "'2,X
(n)n n
(7.7) R(n) = 2852 + 0 (—1775)
log™n logll Sn/

which obviously proves our Theorem, since

2 g -5
K(X) << x2/3+ 8, e>0 was arbitrary and z (2 JX)

7 . j=0

2/3+42¢ 2/342¢

N2 <<X .
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SUR LE PROBLEME DES DIVISEURS GENERALISES
PAR

PATRICK SARGOS

§1 - INTRODUCTION

1.1, : Soit P(x) = P(xl,..., xn) un polynbme i coefficients positifs,
qui dépend effectivement des n variables Xjseees X o Pour chaque t > O,

on définit le volume :

(1.1) vy (t) =vol{x e [1, +«[" : P(x) ¢ t},
et le nombre de points entiers :
._%*n
(1.2) N (t) = g {ve N : P(W) €t}
On &tudie le comportement asymptotique, quand t + +o, de VP(t) y
de NP(t:)'et de NP(t) - VP(C)°- Les résultats sont exprimés au moyen du

polyddre de Newton & 1'infini de P <(cf §2), noté E (P).

1.2, - Théoréme : Il existe un nombre rationnel g, > 0, et un

entier Po? vérifiant 1 ¢ [ £ n, calculables géométriquement &
partir de E(P), et deux constantes Ao et Bo positives, expli-
citement calculables i partir de € (P) et des coefficients de P,

tels qu'on ait, quand t > + @

¢ % o1 1
(1.3) VP( ) = A, t (Log t) (1 + o( I-Q_gf-:))’
‘et
% Po-! 1
(1.4) NP(t) = B, ¢t (Log t) (1 + O (LTg‘E »..

Au §3, on donne une construction géométrique de o, et de Po*

Le calcul de A et B, fait 1l'objet du Théoréme 3.3,

ooo/noo
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C'est A, N. Varchenko Eﬁ] qui a introduit 1'interprétation géomé-
trique de 1l'exposant S, 3 partir du polyddre de Newton. Le cadre trés
général dans lequel il se place ne contient pas enti&rement la situation

décrite ici, et implique, d'autre part, des démonstrations trés sophistiquées,

-

La construction géométrique de l'entier p, est due 3 V, A, Vasiliev

[}i] » qui montre directement que, sous des hypothé&ses légérement plus

restrictives que les nStres,on a :

4] p.~1
V. (8) }}’ t° (Logt) ° .

P

Les constantes Ao et Bo ont &té calculées par P. Cassou-Nogués

Elj , lorsque P(x‘, xz) est un polynSme 3 deux variables, pour Py =1

(cf exemple 3.5).

1.3. : Il est facile de vérifier, au moyen d'inégalités élémentaires,

qu'on a toujours
(1.5) N (e) » v, (¢),

et

v
Ce dernier point &tant aussi une conséquence du Théoréme 1,2,

Un différence "importante” entre N _(t) et V_(t) ne peut exister
P P P

que si une fraction "importante" des points entiers, comptés dans NP(t),
se trouvent 3 proximité des hyperplans de coordonnées (cf figure 2) .

Ce phénoméne peut-ftre traduit en termes de polyéddre deiNewton :

144. — Théoréme : I1 existe un entier p vérifiant 07< pi&n-1 et

p € o, qui peut -8tre calculé géométriquement 2 partit de: E.(P),

et une constante positive A, explicitement calculadble- & partir:
P P P

de £ (P) et des coefficients de P , tels qu'on ait, 'quand’

t+ +o 3

A
e oiol-m
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o(t ° ) pour un certain §>0, si p =0

(1.7) NP(t) - VP(t) = o

At (Logt) T (1+0¢

)), si p>o0,

Logt

La construction géométrique de p est donnée m1-§4, et le calcul

de A fait 1'objet du Théoré&me 4.4,

1.5, — Exemple : (Probléme des diviseurs)

Soit P(x, y) = xy. Le résultat suivant est bien connu

(cf E7' ; chap. XII]) :

VP(t) t Logt -t + 1

(1.8)

NP(t) t Logt + (2y - 1)t + 0€ (%€,
pour un certain o < 1 , y désignant la constante d'Euler.
Notre méthode, appliquée 3@ cet exemple, donne :

VP(t) v NP(t) v t Logt,

Np(£) - Vp(e) v 2yt

1,6. - Théoréme : Il existe une suite décroissante (ok) , finie
v K30

ou non, contenue dans une progression arithmétique de la forme
o, - %-:w , of N est un entier qui ne dépend que de {(P), et il
existe des polynfmes Q et R € R [X] , de de rés g n-1,

tels qu'on ait :

o}
Z:_ e X Q. (Logt),

k>0

it

(1.9) VP(t) ’

pour t assez grand, et

z o - 1/d +¢

o7
(1,10) NP(t) = 2 t k Ry (Logt) + 0_(t ° )
k =0 €

quand t +> +o, o d est le degré total du polynfme P, et ol

m est le plus grand des entiers k > 0 vérifiant Oy >0, - 1/d.
’
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l1.7. - Remarques :

a) La convergence, pour t assez grand, de la série (1.,9), implique
qu'il existe une constante positive M = M(P) telle que les coefficients
de Q. soient << Mk . En particulier, on a le développement asymptotique

illimité

(1.11) VP(t) ~ Zk>0 tGk Q, (Logt).

b) Nous verrons 3 l'exemple 5.3 ci-dessous que 1'égalité (1,9), appli-
quée 3 un polynbme P & une variable, permet d'obtenir la racine de

1'équation :
(1.12)  P(x) = t ,

qui tend vers + quand t »> +o , sous forme d'une série de Lagrange

E 3 3 III, chap. 5, Slj » qui converge pour t assez grand,

c¢) L'estimation (1,10), appliquée au probléme des diviseurs, montre que,
dans (1.8), on peut prendre q = 1/ 5 ce qui n'est pas la meilleure valeur

de o E7 ; Théoréme 12,2 et 12.4] .

-~

Mais si on suppose que P est une forme linéaire 3 coefficients
entiers, alors 1l'exposant 00 - 1/d , dans le terme-reste de (1.10),

est optimal,

1.8, - Onpose s =0+ iT €{ . On désigne par ZP(s) le

prolongement méromorphe de la sé€rie de Dirichlet :

(1.13)  z,(s) = Z.,,n P(v)~°

vV EN

et par YP(S) ‘celui de la fonction :

(1.14)  Yp(s) =j L P ax .
E!, +oo™

Ces fonctions ont &té &tudiées dans L1727 ,[4].

coelees
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'Lg lien entre ZP(S) et NP(t) d'une part, entre YP(S) et VP(t)
d'autre part, est exposé au §6 (Lemme 6.3).

En particulier, si SP est un ensemble, contenu dans g, - ﬁl- N,

pour un certain entier N, et contenant les pSles de 2Z_ et YP" alors,

P

dans le Théoréme 1.6, on peut prendre pour (ok) la suite des
k>0
&léments de J U {0} , rangés par ordre décroissant .

Au §5, nous construisons, 3 partir des équations des faces de ¥ (P)
et des exposants des monSmes de P, un ensemble ? de pbles "présumés',
Cette construction est due 3@ P, Cassou-Nogués [l] dans 1e'cas n=2,et
peut &tre généralisée sans modification pour n > 3, En s'éppﬁyant sur les
expressions qui apparaissent au cours de la démonstrétion, on peut conjec-
turer que chaque &lé&ment S, de l'ensemble T ainsi obtenu est effective-
ment un p6le pour les fonctions YP(S) et ZP(S), sauf peut-&tre si s

est un entier négatif (cf [l ] et [6] ), ou si les coefficients de

P vérifient certaines équations spécifiques.

Nous ne donnerons pas ici les démonstrations : gr83ce au Lemme 6,3,
le Théoréme 1.6  est une conséquence des résultats de El‘] et ES] s

et les Théorémes 1.2, 1.4, 3.3, 4.4 et 5.2 sont conséquence des résultats
de [6] o

Cet exposé résume l'essentiel des travaux que j'ai effectués sous
la direction de Gérald Tenenbaum pendant ces quatre derniéres années.
Je profite de 1'occasion pour lui exprimer des rermerciements particﬁlié-
rement chaleureux : ses conseils, ses remarques et ses encouragements m'ont

été d'un apport inestimable,
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§2 -~ DEFINITIONS ET NOTATIONS GEOMETRIQUES

. \
2.1, : Pour tout polyédre convexe E de R" » on désigne par E

le sous-espace vectoriel associé au sous-espace affine engendré par E,.

La dimension de E est le nombre

A
(2.1 dim E = dimE .

Une facette de E est l'intersection de E avec 1l'un de ses hyper-
plans ‘d'appui ; on conviendra que E est une faEette de l{xi—méme; Les
facetteé de dimension z&ro sont les sommets de E, Si E est de dimension
n , les facettes de dimension n-1 sont les faces de E ; chaque facette

de E , distincte de E , est l'intersection des faces qui la contiennent,

2.2. : Pour toute partie A de R" , on pose

conv(A) = enveloppe convexe de A,

On désigne par El = (l, o,eaopo)’ _e_2 = (0’ l, O’.°,..’ O)gocoo’

= (0,40.., 0, 1) les n vecteurs de la base canonique de r",

e
=L'oY
La diagonale du premier octant est la demi-droite
(2.2) A = {(Tyeeees1) : T>0} R .,
Le produit scalaire des vecteurs o et B8 € R" est noté < Q_, 8 >
: n : ' : : -
(<a, B>-= Z aj Bi ). Enfin, pour tout sous-espace vectoriel E de

j=1

. O
R" , on désigne par E son orthogonal.

2.3, : Soit P € € [X[secccy X ] . On pose

(2.3) P(x) = Z a, x2

a —

On appelle shEBort ‘de P 1l'ensemble

(2.4) suppP={c'>L_el‘1n s ad#O}.

-oo/ooo
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Le polyédre de Newton de P est 1l'ensemble

(2.5) E (P) = conv (supp P) - ]R+n

(R, = [0, +=[). Pour chaque facette G de & (P), on pose :
(2.6) Pé (x) = L a x2
w— a —

On -cuppoce dane toute la suite que P dipond effectivement des

n variables X seeoos X o Alors 0 est intérieur ‘3 E(P), et, pour
. . . n

chaque face F de E (P), il existe un unique vecteur A e]R+ tel

que F soit contenue dans l'hyperplan :

H, = {a€ B" : <A, a>=11}.

On dira que ) est le vecteur polaire de F,.

Une face F de & (P) est paralléle au vecteur de base e. si,
désignant par ) 1le vecteur polaire de F , on a <}, g > = 0. Une
facette G de E(P) est paralléle a e; si chaque face qui la contient
est paralléle 3 g On conviendra que & (P) est paralléle i chaque

e; (lsign).

Pour qu'une facette de E(P) soit bornée, il faut et il suffit

qu'elle ne soit paralléle a aucun des e, (1 = l,..., D)o
par; =i

§3 - CALCUL DE L'EQUIVALENT DE N,(t) ET DE V,(t)

3.1, : Soient o, et p, les nombres définis au Thoéréme 1,2,

Soit § = (8§5.0058) 1le point d'intersection de A avec le bord de

E®). On a :

(30]) g = ]/6 e

)
Soit G, 1'intersection de toutes les faces de & (P) qui rencon-

trent A (Go est la plus petite facette de 5(P) qui rencontre A ).

cee/ooo
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Le nombre P, est égal 3
(3.2) P, = codim G .

3.,2. - Le calcul des constantes: Ao et Bo nécessite une construc-

tion géométrique préliminaire.
On fait une permutation des coordonnées de fagon que les deux proprié-
tés suivantes soient vérifiées :

"
(3.3) On a la décomposition : RrR® = GO e (R €y teeeot R e )
' o

(3.4) L'ensemble des vecteurs de base auxquels G, est paralléle

est {Em+],oaoo, En}

(une telle permutation est toujours possible, et il peut y en avoir
plusieurs).

On construit le polytope K de R" : soient Dl”""’ DN les

' v ' .
génératrices extrémales du cdne polyédral ]R+n N Go ; pour chaque k

(1 £ k £ N), soit A, le vecteur de D, qui vérifie <), ,a> =1

pour tout a € Go’

On pose :

e }.

(3-5) K =. conv{g,_)\_l, ecsoey AN 9 "e'po"']’....’_n

3.3. - Théoréme : Les constantes A et B, apparaissant dans

1 'énoncé du Théoréme 1.2 peuvent &tre définies par les expressions con-
Vergentes suivantes :
_ o |
(3.6) a, = i Yol (K) j ( Py Lxyp ° d_:i)dz
o (p. -1 n-m m-p o _
o ‘Po 0, +o[ R, o
(3.7) B, = 2l Vel (O 2 , J P, (U, x,» ° dx .
-1 %1 — -
a, (o, ! l).elqnm ]RTpo )
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Dans cette écriture, on a posé :

(1o 2, ) = (Jyeeee, 1, Xpsocoees xm_po > Yesoccess yn-—m) °
(o)

3.4. - Exemple : Si la facette G, est bornée, on a m = n, et les

expressions (3.6) et (3.7) se simplifient :

1 -0
(3.8) A, =B = n! Vol (K) jn-p P (1, x) ° ax ,
o

(o]
o (po - D!

3,5, -~ Exemple : On suppose en outre Py = 1. Alors Go est une face

(bornée) de ¢ (P) ; son vecteur polaire )\ n'est dans aucun hyperplan de
coordonnées ; le polytopé K- se.réduit d un simplexe :
K = cqnv {2 €oveeees € } et nt! Vol (K) = det (A, €pseces En) = >‘l :

on remarque également que toutes les permutations de coordonnées vérifient

(3.3) et (3.4).

Si on introduit la fonction T d'Euler, on peut, a 1l'aide de change-

ments de variables faciles, transformer (3.8), et on obtient :

(3.9) A_ =8B _1 j‘ n exp(-P

o o (x)) dx .

G
O l"(co) R, o

Dans le cas n = 2, cette expression est due & P, Cassou-Nogués Elj °

3.6, — Exemple : Le cas le plus simple est celui ol on a Py =1 3

Go se réduit 3 un sommet Qa = (Q,..0, O), et K est le simplexe

K = a conv { gl,voeg'-e.{‘} 9 d'Oﬁ
l-n
(3.10) A =3B = e a;/“ .
(n-1)! =
3.7. - Remarque : Si on suppose Py = 1 ou Po = Ds K est un

simplexe, et son volume s'exprime 3 l'aide d'un simple déterminant,

v L
Il en est encore ainsi pour Py = 2., En effet, le cbne - Go n ]R+n .

Y
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étant de dimension 2, n'a que deux génératrices extrémales, d'oll 1'écri-
ture

K=c°nv{9, A-]’ &'2’ _e_3,'o-, 'e-ﬂ} °

Mais K n'est en général pas un simplexe en dimension n > 4,

- quand on a 3« P £ n-1.

§4 - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE NP(t) - vP(c)

4,1, : Remarquons d'abord que la relation :

(4.1) Np(&) -V (£) = Z_*n 1 -j

v EN g efo, I°
P(V) £ t P(v +8) s t

‘montre que cette quantité est toujours > O, et est > O pour t assez

grand, On calcule la partie principale de (4.1) lorsque celle-ci est

g
>>t0.

On construit géométriquement le nombre p défini au Théoréme 1.4
en posant :

(4.2) p = max <codimG ,
G

ol G parcourt l'ensemble des facettes non bornées de ZE(P) qui rencontrent

la diagonale A .,

On définit 1'ensemble g :

(4.3) g = {G : G facette non bornée de Z (P), codim G = p, GA A # 9.
I1 y a équivalence entre p=0 et g = {E@®) } . Dans le casp > O,
il y a , pour chaque i fixé (i & i &€ n), au plus une facette G € g
qui soit paralléle & e, (cf §2.3) ; en particulier, g a au plus n
éléments,
" On suppose p > O, et on calcule la constante A du Théoréme 1.4.

eeeloee
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4.2, : On fixe G € g . On lui associe une constante A, comme suit,

. ! . _ - PP
On fait une permutation des coordonnées de fagorn que les deux propriétés
suivantes soient vérifiées :

N
(404) ]Rn = G o (msl + ©oo0o + ]Rsp )

(4.5) 1'ensemble des vecteurs auxquels G est paralléle est

{e e_}.

_m+l’ooop <n

Comme G est non bornée, on a l £ m £ n-1,

Soient Dl,..eaoc, DN les génératrices extrémales du cbne

vy -
]R:l 0 G ; pour chaque k (1 &£ k £ N), on désigne par Ak le vec-

teur de Dy qui vérifie < Ak’ @>= 1 pour tout o € G, On définit
le polytope :

K = conv { .0_’ Alpoooaog AN 9 sp+lgoooog En.} °

4,3, — Lemme : L'expression

(4.6) A = B ! Vol (K)

¢ g, (p-D ! VEN

n=-m

-0 -0
j [PG (1, x, v < n-m B (1> X, v+8) ° dg_J dx
m-p EO’ H ’ .

est convergente. Le nombre AG ainsi défini est > O, et ne dépend

pas de la permﬁtation des coordonnées vérifiant (4.4) et (4.5).

g ————
Dans l'écriture ci-dessus , on a posé :

(],i, 2"'_) = (],oooaoy ] ’xlgocop xm
e —d
p

_p 9 \)] + e‘gaoag \)n_m + en_m )o

Comme la quantité entre crochets, dans (4.6), est positive, dire que

1'expression ci-dessus est convergente signifie qu'on a :
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converge si et seulement si p = Py donc si et seulement si Go est

non bornée,.

4,4, — Théoréme : La constante

A figurant dans 1'estimation (1.7)

peut &tre définie par la formule suivante

A = [/ "AG

GeEg

4,5, - Exemple :

On reprend 1l'exemple du probléme des diviseurs

(cf §1.5) qui correspond au polynSme & 2 variables P(x, y) =xvy.,.

On a 00""1:0:2’ G = {1, D} , Q=ls'g={Gl9G2}-

k..

R -
(%'») 3

X

NS

figure 2

Y S
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La figure 2, en relation avec (4.1), montre qu'on a NP(t) - VP(t) > t,

La formule (4.6) s'écrit :

= 1
Ay = A, =2 '[:P(l,. v)" -I P(ls\)+6)-l d.e]
1 2 v=1 0 ’
v=1 v v+0
4,6, - Exemple : Soit P (x], X'Z, xs) .=- xlz + x22 x32 .= ig +£§

avec (_x_=‘(2, 0, 0) et B = (0, 2, 2)

et g ={ G,s Gz}- (cf figure 3).
Le Théoréme 3.3 donne :

i
NP(t) \ Vp(t) A Et Logt .

Le Théoréme 4.4 donne :

- Y
NP(t) VP(t) "~ 5 t

figure 3

Y P
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§5 — UNE CONSTRUCTION DE LA SUITE (Ok)

k>0

5.1. ¢ On associe & P un ensemble ?de la fagon suivante :

On désigne par (Fi) la famille des faces de Z(P), et par Ll

1€I
le vecteur polaire de F.o. Soit p le nombre d'&léments du support de

P (cf (2.4)).

Pour chaque i € I , et chaque v = (\)a) e NP , On pose
= q € supp P

(5.1) S. (V) = |x;] - B (1 -<A.p a>) v
1 = 1 a € supp P 517 = 2

n
(avec la notation [A.] = JZ=1 A ) . On pose enfin

(5.2) :P= {si(g) : ier, zenp}.

Pour que l'ensemble T ainsi construit soit fini, il faut et il suffit
’

que P soit de la forme P(x) = a 59‘— .

On vérifie qu'on a

(5.3) 0 = max I)\. | ,
° ier "t

Ainsi, le plus grand élément de 'P est o, .

5.,2. — Théoréme : Dans le Théoréme 1.6, la suite (ok) peut &tre
k>0
choisie &gale 3 la suite des &léments de$ U {0} rangés par ordre

décroissant.

5.3. — Exemple : On suppose que P est un polynSme & une variable,

On désigne par u(t) la solution réelle de 1'équation :

(504) P(x) = t ’

qui tend vers +© quand t > +o , Alors, on a u(t) =1 + VP(t).

L'égalité (1.9) permet donc d'exprimer u(t) sous la forme d'une série

convergente, pour t assez grand,

..I/‘..
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De f'a'gon. plus précise, on pose

m
s o). (e = A . V'k vec: d 2 : -t ;
(5.5). B(x) é; ay (avec ay & R, et a_ > 0),

et:
m.

(5.6) P(x) = Z - ek
k=0

(L n'est pas: nécessaire, dans: le: cas: n = |, de supposer que: P est &

coefficients: positifs). La formule: (1,9) s'Scrit ¢

’ _]A/lnT. a: . d _—k'/m'
(5."’..7) U‘( ti) == tWE- - m—1 R ‘ t:
a ma k»1  k(k + 1)
' ’ k@m N

la: série convergeant: pour: t: assez. grand.

§6: - UN° THEOREME. TAUBERIEN.

On. établit: le: Tien entre YPT( s)  (cf (1..13)) et VP( t) d'une part,
et Z‘P_.(.s:) (cf (1..12)) et N'P(t-‘) d'autre part, au. moyen d'un résultat
général.,.

6.olo. 32 Soit: ¢(t) une fonction définie sur R, croigsante (au. sens

large),. nulle au voisinage de: O, On suppose qu'il existe: Oy > 0 tel que

g +c)

(6.1) dlt) = 0.6_ % pour: tout ¢ > O..

On. pose, pourr s =g+ it € @ ¢

[e o)
| | o -s  dt
(6.2) £(s) = s J oe) % S5
| 0
La. fonction £(s) est définie et: holomorphe: pour o > Oy °

Soit o> Oy On: a la. formule d'inversion :

~e#ioo _ )

. 1 : ! s ds _ 1] e Y o4 a(r - : .

(6..3) T X . f.(s? tt — = 5[’ p(t +0) + $(t O)J (t > o),
c—ic :

1'intégrale ci-dessus convergeant en valeur principale,



132

6.2, : On suppose que f(s) admet un prolongement méromorphe i

tout le plan complexe, que ses pSles sont d'ordre <« n , et contenus

1 - . .o
dans un ensemble de la forme O N N , o0 N est un entier positif,

que O est un pSle pour f , et que le pbSle (éventuel) en zéro est

d'ordre < n-1l.

On désigne par (O'k) la suite des pb6les de f(s)/s rangés par
k>0

ordre décroissant, Pour chaque k > O, on définit le polynbme Qk ER EX] ’
de degré £ n-1, par la relation :
=0y X sX

(6.4) Qk(x) = e Rés ( £(s) es ) .
=0,

On définit les ensembles du plan complexe :
wa={se¢: agogo, +1 , [t] » 1}
OG a est un réel donné, et

W ={se € : o&0g_+ 1, et distance de s 3 (o) >,—l-}.
o kkzo 3N

On considére les deux hypothéses suivantes sur f :

(6,5) Il existe M >0 t.q. f(s) << M"c pour s €W

Il existe A > 0 t.q. pour chaque a € R et chaque ¢ > O :

(6.6) . Ao -0) + €
£(s) << 1+ |1] : (s € W).

6.3, — Lemme : (i) On suppose que l'hypothése (6.5) est vérifiée.

Alors, pour chaque t >M , on a :

%k
(6.7) d(t) = t Q (Logt),
' ' k>0

la série &étant convergente.
(ii) On suppose que f vérifie (6.6). Alors, pour. -

chaque ¢ > 0, on a , quand t > +x :
m o] o, - 1/A+ €
k o
(6.8) d(t) = Zk—d t Qe (Logt ) + 0. (t

ol m est le plus grand entier k t.q. o, > g, - 1/A.

),

coelues
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La déduction du Lemme 6.3 & partir de (6.3) est standard.

6.4, — Exemples :

(i) On premd ¢(t) = VP(t) . Alors on a f(s) = YP(s). Poﬁr démon-

trer que YP(s) vérifie (6.5), il suffit d'adapter la démonstration

du Théoréme 4.8 de E4]u

(ii) On prend ¢(t) = NP(-t). Alors f£(s) = ZP~(s). Dans [4] , on |
montre que ZP(s) vérifie (6.6) pour un certain A > O, et dans [5]

on montre qu'on peut choisir A é&gal au degré total d..du polynfme P,



C2]

[3]

Co]

P,
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‘Sur certains produits liés aux sommes des chiffres
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1. Introduction.

En 1978, Woods [8] a demandé

Quelle est la limste de la suste susvante:

2 1/2
Zo=1/2, Il=3_/z) 52=§I:1" ?
7/8

(Chaque terme est le numérateur du terme suivant). Les valeurs sont faciles 3 calculer:

o = 0, 5000;
z; = 0,6666;
z3 = 0, 7000;

et ;0 = 0,7071; donc il semble que

(1)

lim z, =
—+00

SR

Robbins [6] a trouvé une belle démonstration de ’équation (1) qui est trés simple. On
considére plitot la suite

T - z+1
' Zg3 e
z+1 z+32

et on s’intéresse au cas £ = 1. Soit
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z z+3 z+5 z+7

@) =77 772 744 256

La fonction f(z) est bien définie parce qu’elle peut s’écrire sous la forme

t+4k+1 z+4k+2 !
f(z) =[] (

- ) (2)
oy TTAk zH4k+3

2 +1

_kl:[o(l+ (z + 4k) (z+4k+3))

= [Ta+ow2y*

k>0
qui montre que le produit converge pour tout z tel que les dénominateurs de (2) ne

s’annulent pas.

On vérifie immédiatement que

( 1)*3(¥)

f(z) = H( z+ 2k

(3)
k>0 T+ 2k + 1

oll sz(k) est la somme des chiffres du développement de k en base 2. Comme s5(2k) = s;(k)
et s2(2k + 1) = s(k)+ 1,0n a

@ =11 z+4k ( L H(£+4k+2 ()22 )
s z+4k+l Lo Tt4k+3
H( T+ 4k ( R H(z+4k+3)(-‘)"("’
k>0 :z:+4k+2 k>0 z+4k+1

= 15 ()

Donc, en faisant z = 1, on trouve que
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f(1)* = f(1/2).

f(z) est continue et dérivable en z = 0; donc en employant la régle de 'Hopital on trouve
que

f(z/2) _ 470 _1
@ - o 2

f(1/2) = lim

et par conséquent f(1) = 32é.

II. Généralisations.

Maintenant nous voudrions trouver une bonne généralisation du résultat ci-dessus.

Théoréme.

Soit k entier, k > 2. Soit sx(n) la somme des chiffres de n en base k. Soit 1 < 57 < k-1.
Alors

o=+
i>0 it

ou les ¢;, d; sont les entiers uniques tels que
ki <cidi < k(i +1)

et sk(c;) =3 — 1 (mod k), sk(d;) = j (mod k).

Démonstration.
Soit Aj(z) = [l;5o 2t%. Nous montrerons que 4;(1) = k~*/*,

1l faut dire quelque chose de la convergence de ce produit. Ecrivons

z+ ¢
Aj(z) = H :
>0 Tt d;
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. H T+ cCrk ) Z + Crk+1 T+ Crktk—1
So it dee THdekrr T+ dekik—s

et remarquons que
rk? < Crk+as Grk+a < (Th + Kk)k.
pour tout a, 0 < a < k — 1. Soient

Crk = Crk — Tk2

D,k = d,-k - rk’.
Alors
0 S Crk+a) Drk+a S k2

pour tout a,0 < a < k- 1. Alors

z+rk?+Cp z+rk? + Crrpr—
AJ(I) — I-I r . rk+k 1

502 + rk?2 + Dx z+rk?+ Degyr_a

en groupant les termes k par k, ol les f,, g, sont des polynémes de degré k en (z + rk?).

On voit facilement que

fr = (Z + rk2)k + (Crk + Crk+1 +--- 4 Crk+k—1)(z +rk2)k—1 +.-

gr = (2 +rk®)* + (Drx + Drxpr + -+ + Dyiey—r)(z + rk?)5"1 ..
J’affirme que

Crk + Crk41 + o+ Crkak—1 = rk +drkyr + - +drky k1 (4)
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ce qui implique que
Crk +Cris1+ -+ Criyk—t = Dep + Degyy + - + Dygyr—1 (5)

et donc

fr A

r 1< —=__
lg,. I< (z + 7k2)?

ol A est une constante qui ne dépend pas de r. Maintenant
E (Z + Tk2

converge pour tout z € [0, 1]; donc sclon un théoréme d’Henrici [5], le produit infini pour
Aj(z) converge absolument et uniformément dans cet intervalle.

(L’égalité (4) est un cas particulier d’un théoréme de Prouhet [9].)

Lemme.
Il existe des équations fonctionnelles pour les A;(z):

_ Ap(Z)Ax(ZEE=L) Aa(BEE=2) ... A, (2£2)
A = R A A (D) “

pn(e) = MCEEAN DA - An (55) (7
T T AP ACE) - ALY

AI(E’%—E)AQ(H",:__S)"'AI:—A%)

Ar-i(z) = Ay (2=t :_l)“-Ak—l(—L :—l) (8

Démonstration.

Nous ne démontrerons le résultat que pour A;(z), les autres équations étant pareilles.
Ecrivons {N;} pour ensemble {z > 0| sx(z) = i (mod k) }.
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On a

Ay (B)Ag(BHE=L) Ag(22E=2) .. A (32)
Ay (BEL) Az (5EL) - Ao (BED)

E+H{No} 171 ZE=t+(Ny) =24 (Ni-a)
_ Il ++{N, I 2EETAN,) -1l 224 (N1}
- I 24+ {No} | 11 ZH 4 (N} | = 4+ {Ni_a)
2+ {N1} A4 {N3) 2 4 {Nk-a)

- z + k{Ny} z+k-1+k{N} y72+2+k{Nea} ypz+1+k{Ne,}
—Hz+k{NY}'Hz+k—1+k{N;} Hz+2+k{Nk_j} H z+ 1+ k{No}

z No
T =4

ce qui achéve la preuve du lemme. B

Finissons la preuve du théoréme. En faisant z = 1 dans les équations (5) - (7) ci-
dessus, on trouve que

A(§)Aa(1)Aa(5Y) - Ax_a (D)

A= @A) (D) ®)
A Aa(8)As() - Aea(d)

42(1) = Ar(3)A2(2) - A ()

Apr(1) = A (5 A (52 - Ak—l(vi)_‘

A(1) - A1 (1)
Montrons que A;(1) = A3(1). En faisant z = 0 dans ’équation (7) on obtient

A1(1)A2(0)45(52L) - Aes (B)
Al(D)Aa(E) - Aea(B)

A3(0) =
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En employant le fait que A2(0) # 0 et ’équation (9), on voit que

MDA 4 (B) A

CTTAG) AL AQ)

Donc A, (1) = A2(1). De la méme fagon, on peut montrer que
Al(l) = Az(l) == Ak_l(l).

Maintenant multiplions les £—1 équations (9) pour 4,(1),...,Ax—;(1). En simplifiant
les facteurs appropriés on obtient '

A(£)A2(}) - Aer(})
Av(D) A (5 As(52) - A (B)

A1) 43(1) - Ay (1) = (10)

En employant I’équation (6), on voit facilement que

Az(kk;l)As(‘%z)“'Ak—l(%) — lim A (z)  Aj(0)

A(DAD) - A BAE T 0

Donc d’apres ’équation (10), 4,(1) = k~'/*, ce qu’il fallait démontrer. @

II1. Autres résultats.

Allouche et Cohen [1] ont obtenu les résultats ci-dessus en regardant deux séries de
Dirichlet liées a la fonction s4(n):

c(")
fs )-Z(n+l)°

84(n)

9(8)=Z§n,,

n>0

(Ici ¢ est une racine g—éme de I'unité.) Ils ont démontré que

Z a,(m)log( m+1 )= 1 , (1
=0 TelT]+q z—1 )
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siz?=1.

Récemment, avec Allouche, Cohen, et Mendés France, j’ai montré que I’équation (11)
est en fait vérifiée pour tout z tel que

sup(Jz]~ |1+ z+ - +277 ) < q.

La démonstration pour |z| < 1 est trés simple [2].

Dans (7], j’ai fait la conjecture suivante: développons -‘g sous la forme

lco 381 563

(3) () Q)

N ) 2 s . . (se " . . .
ol les e; sont égaux 4 +1 ou —1. Choisissons ep = +1 et puis choisissons les e; inductive-
ment selon la régle suivante: e;4; = +1 si

H(2]+l \/2-

2]+2 >3

et €41 = —1si

I‘I(2j+f‘f V2

2j+2) <3

J=0

Alors ¢; = (—1)”(‘). Je ne pouvais pas démontrer cette conjecture, mais récémment,
Allouche et Cohen ont trouvé une trés belle démonstration {1].

L’équation (3) ci-dessus suggere I’existence d’une équation semblable liée 3 la fonction
ag(n) qui compte le nombre d’occurrences du chiffre “0” (et non du chiffre “1”) dans le
développement de n en base 2. En fait, on a

ao(n)

2
H(2k+1 -3

k>1

V2
T-

3o
©| oo

| o

Il existe des formules analogues pour les fonctions a,,(h) qui comptent le nombre
d’apparitions d’un bloc de chiffres w (3].
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Il faut aussi mentionner que les valeurs des fonctions A;(z) ont récemment paru dans

un article intéressant de Flajolet [4].

IV. Remerciements.

Je voudrais remercier Michel Mendés France pour son invitation & PUniversité de
Bordeaux, et pour sa cordialité et sa gentillesse.- '

Je voudrais aussi remercier Henri Cohen, et Jean-Paul Allouche (qui m’a beaucoup
aidé avec le frangais dans cet article.)

Bibliographie

(1] J.-P. Allouche et H. Cohen, Dirichlet series and curious infinite products, Bull. Lond. Math.
Soc. 17 (1985) 531-538.

[2] J.-P. Allouche, H. Cohen, M. Mendés France et J. O. Shallit, De nouveaux curieux produits
infinis, en préparation.

(3] J.-P. Allouche et J. O. Shallit, Infinite products associated with counting blocks in binary
strings, en préparation. :

[4] P. Flajolet et G. Nigel Martin, Probabilistic counting algorithms for data base applications,
J. Comp. System Sci. 31 (1985) 182-209.

[5] Peter Henrici, Applied and Computational Complex Analysis, V. 2, John Wiley & Sons, New
York: 1977, p. 4.

[6] David Robbins, Solution to Problem E 2692, Am. Math. Monthly 86 (1979) 394-5.

[7] J. O. Shallit, On infinite products associated with sums of digits, J. Number Theory 21 (1985)
128-134.

(8] Donald R. Woods, Elementary Problem Proposal E 2692, Am. Math. Monthly 85 (1978) 48.

[9] E. M. Wright, Prouhet’s 1851 solution of the Tarry-Escott problem of 1910, Am. Math.
Monthly 66 (1959) 199-201.



n° d'impression : 966
2e trimestre 1988



A A

¥




	P. LIARDET - Propriétés harmoniques de la numération suivant Jean COQUET  
	J-P. ALLOUCHE & J-M. DESHOUILLERS - Répartition de la suite des puissances d'une série formelle algébrique  
	M. BALAZARD - Distribution des valeurs de fonction WE (N)  
	A. BERTRAND - Ensembles intersectifs et récurrence de Poincaré  
	H. COHEN & F. DRESS - Estimations numériques du reste de la fonction sommatoire relative aux entiers sans facteur carré 
	B. CONREY, A. GHOSH & S.M. GONEK - Simple zeros of zeta functions  
	C. MAUDUIT - Substitutions et équirépartition modulo 1  
	J-L. NICOLAS - Bornes effectives pour certaines fonctions arithmétiques  
	J. PINTZ - A note of the exceptionnal set in Goldbach's problem 
	P. SARGOS - Sur le problème des diviseurs généralisés 
	J.O. SHALLIT - Sur certains produits liés aux sommes des chiffres  

