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PROPRIETES HARMONIQUES DE LA 

~UMERATION SU1VANT JEAN COQUET 

-Pi.er.re L IARDrT 

I . - l'NTRODUCT ION. 

Ll. .la nurriéra'tfon, qu'-elle soit en base fixe ou variable, ou plus généralement 

suivant .une échelle, inter.vient dans de nombreus.es ques·tfons. Nous allons ici 

l'étudier du .point ·de vue de l'analyse harmonique et de la théorie ergodique. 

Pour illustrer les développements actuels dans ce domaine., nous avons choisi de 

rendre hommage à Jean COQUET en cheminant à travers son oeuvre. Le sujet est vaste. 

Nous commencerons par rappe 1er les éléments spectraux ( corrélations, mes.ures 

spectrales) et dynamiques ( flots, flots mesurés) que l'on associe aux suites. 

La S')mme des chiffres et ses variations ·nous servirons de fil d'Arianne pour 

continuer ... et nous terminerons sur- les derniers résultats que Jean COQUET se 

proposait de nous démontrer.Quetques propriétés nouvelles seront données. 

I.2.Corrélations et ·mesUr>es spectrales. Soït W l'ensemble des suites complexes 

g:IN ➔ «:., introduit par Wiener [75] , telles que la limite 

(1) Yg(m):= limN:oo ( 'tC
1 2 g(m+n)gfri")"") 

n<N 

e•xiste pour tout entier m ;> 'O • La sutte y
9 

, prolongée à 7l. par Yg(-m)= y
9

(m) 

s·•appelle la corrélation .de g . Elle est definie-positive et d'après le théorème 

de Bochner-Herglotz., Yg est la transformée de Fourier d'une mesure borélienne 

positive a g sur le toy,e Y 

Y.g(m) = â
9

(m) := fy e2iTTTT!tcr_g(dt) (m E ·z ) . 

ag est appelée ·1a mesUr>e spectrale de g , elle est limite faible (30] de la 

suite des mesures 

-1 
cr (dt):= N I I 

g,N n<N 
g(n)e -2iTTtnl z dt 



2 

sur le tore. Dans la suite, pour simplifier, nous poserons e(t):= e2int (t E IR). 
Au lieu de prendre la limite suivant IN , il est loisible de choisir une limite sui
vant une partie infinie J de IN En particulier, si c = limN'"J N-l l g(n), 

c:. n<N 
alors la suite f:= g - c possède ( suivant J) une corrélation égale à Yg - lcl 2 , 

la mesure spectrale correspondante étant a
9 

Jcl 2o
0 

( où 6
0 

est la mesure de 
Dirac en 0 ). En choisissant J, on obtient 

(2) lim supN:oo I N-l l g(n) 1 " Jog({ D})° 
n<N 

.Soit ga la suite n ➔ g(n)e(na) . Elle est dans W et Yg (m) = e(ma)y
9

(m) , en 
d'autres termes og = oa * a

9 
. En appliquant (2) à g_a, a 

a 
on obtient ( a étant considéré comme élément de li" } 

( 3) lim supN· 1 N-l }: g(n)e(-na) 1 ~ ✓ a ({a}) . 
•

00 n<N g 

La suite g est dite pseudo-aléatoire [5] si a
9 

est continue. Comme on a 

(4) 1 im N . 
• oo 

N-l L IY
9
(n)l 2 = 

n<N 

où 6 est la diagonale de ,r2 , la continuité de og équivaut à la limite nulle 
en (4) L'ensemble 

( ) { 1 N-1 \ 1 Sp g := x E li" ; lim supN:oo l g(n)e(-nx) > 0 } 
n<N 

est appelé spectre de Fourier-Bohr de g. Lorsque g est pseudo-aléatoire, son 
spectre est vide. La suite n ➔ e(vn) fournit un exemple simple de suite à spec
tre vide et qui n'est pas pseudo-aléatoire. Ainsi, (3) ne suffit pas pour déter
miner le support de la composante discrète de la mesure spectrale. 

Introduisons la notion d'affinité [30,59] . Soient p , q , r des mesures 
positives sur le tore. Si p et q sont absolument continues par rapport à r, 
l'affinité de p et q est alors définie par 

J 
dp 11 2 d 1 12 

p(p,q):= ,r (or) ( ~) dr , 

elle ne dépend pas du choix de r et l'égalité p(p,q) = 0 est équivalente à 

p et q mutuellement singulières ( notation : pi q ). Supposons f et g dans 

W , on sait alors ( [30], corollaire 1 ) que : 

(5) 1 N-1 '. ~ 1 i m s up N: 
00 

L f ( n) g \ n 1 1 ~ 
n<N 

ce qui généralise (3). 
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Soit s l'espace des suites complexes z : IN ➔ Œ telles que la quantité 

1 1/ 2 

Il z Il .- lim supN:oo ( N- 2, z(n) 12 
) 

n<N 

soit fi nie. On a W c s et Il - Il est une semi-nonne.L'espace quotient B:= S/N 

pour N = { z E s ; Il z Il = 0 } est un espace de Banach avec la norme correspondante 
à Il - Il- Soit T le shift unilatéral sur s ( Tz(n) = z(n+l) , n ;i, 0 ), alors 
T N c N et T-lN c N de sorte que T passe au quotient B et détennine une 
isométrie inversible notée encore T. Pour z dans s, le plus souvent identifié 
à sa classe ç , on notera H(z) ( ou H(z:.;)). le sous-espace fermé engendré par Tnç , 
n E l . Choisissons a et b dans s de classes a et B dans H(ç) , alors 
la 1 imite 

(6) {a 18) : = 1 i m N. N-l ). a ( n) b ( n) 
i .oo ·n<N 

existe et H(z) devient un espace de Hilbert, de produit scalaire donné par (6). 

Lorsque z est dans W, sa mesure spectrale ne dépend que de sa classe ç et se 
notera aussi bien par oç . 

Le théorème suivant résulte de la théorie spectrale classique des opérateurs uni
taires ( cf.(48] par exemple), on le retrouve avec des variantes chez plusieurs 

1 

auteurs ( par exemple [31,51,54 ]) 

THEOREME 1. Soient a et B dans B. Il y a équivaZenae entre: 

(i) 

(iiJ H(a.) .1 H(B) • et H(a.) c H(a. + 8) . 

Soit H un espace de Hilbert et T une isométrie linéaire sur H. Notons (.1 .) 
le produit scalaire, M(T) le dual fort de -e(lr) et dont la nonne ( variation 
totale ) est notée Il . Il. Pour a , B dans H , la suite 

est bien définie sur l. Elle est la transformée de Fourier d'une mesure complexe 
a O sur le tore. Introduisons l'application (a,S) ➔ a O définie sur HxH a.,µ Cl,µ 

à valeurs dans M(lr). Elle est sesquilinéaire continue. La mesure a , notée a,a 
a a. , est positive. De plus 

(7) 11°a11 = Il Cl 112 et llaa,811 ~ Il all Ils li 

a a.,B est absolument continue par rapport à a et aB ; a. par ailleurs on a au 
sens de la convergence faible: 
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(8) a = * - 1 i m N. N-l ( l 
a ,B .oo n<N 

e(-nt)Tna I I e(-nt)TnB )dt 
n<N 

Notons enfin que le théorème 1 reste vrai avec H au lieu de B. Nous renvoyor.s 
à (69] pour plus de détails. 

I.3. Flots associés à une suite. Soit X un espace métrisable compact. Un flot sur 
X est un couple (F;X) où F est une application continue de X dans X . 11 

est habituel de supposer F surjective. Soit µ une probabilité borélienne sur X, 
le triplet (F;X,µ) est appelé flot mesuré lorsque µ est invariante par F ( i.e. 
µF-l = µ) . Soit u:= (un)~ une suite à valeurs dans X et soit T le shift 
unilatéral sur l'espace compact produit x1N • L'ensemble Ku des valeurs limites 
de la suite u* := (T"u)n est compact, non vide, stable par T . La restriction de 
T à Ku est encore notée T, elle détermine un flot IK(u) := (Ku;T) . La suite 
u est dite récurrente si u E Ku ; dans ce cas Ku est exactement l'orbite fermée 
Orb(u) de u suivant T 

Le shift bilatéral T de X 71. réalise une extension natureUe de T . D'autre part 
T est surjective sur Ku , le flot IK(u) admet donc une extension naturelle que 
l'on réalise comme sous-flot de (Î;X l) . Il s'agit du flot IK(u) obtenu par res
triction de T au compact 

Soit n 

Lorsque 
de plus 

K'. = u { x E X l. ; V k E IN , (xn-k)n ;;;i:0 E Ku } . 

la projection naturelle 
n -l ( u) n Ku se réduit 
u est récurrente. 

(T;X 1 ) ➔ (T;XIN) ( morphisme de flots ) . 
,.;,, 

à un point, IK(u) est isomorphe à IK(u) par ni K 
u 

Dans la suite I(u) désigne l'ensemble des valeurs limites pour la convergence 
faible de la suite des moyennes de Dirac ( N-l l. ôu )N;;;i:l • On définit de même 

n<N n 
I(u*) . Toute mesureµ de I(u*) est invariante par T, de support dans K et 

~ ~ 1 u 
possède un relèvement unique µ de support dans K telle que µ T- = µ et 

1 ~ ~ ~ u 
µ = µ n- de sorte que IK(u,µ):= (T;Ku,µ) es_! un flot mesuré inversible, exten-
sion naturelle de IK(u,µ):= (T;Ku,µ). T (resp. T) est aussi considéré co11111e un 
opérateur linéaire sur les espaces L2 associés et devient ainsi une isométrie 
(resp. un opérateur unitaire ) à laquelle nous rattachons les éléments spectraux 
définis précédemment. 

Lorsque I(u*) se réduit à un seul élémentµ , u est dite complètement stochasti

que de distributionµ . Dans ce cas, pour toute f: x1N ➔ Œ continue, la mesure 

spectrale of correspond à la suite n ➔ f(un) . La suite u est dite ergodique 

si IK(u;µ) est ergodique, ce qui est équivalent à la condition ( cf.[31]) : 
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I.4. Type spectral.Les notations précédentes étant conservées, soit µ E I(u*), 
E l'hyperplan de -e(Ku) sur lequel s'annule u et soit { fn ; n E IN*} une 
famille d'éléments de E qui engendre un sous-espace dense dans E ( pour la topo
logie de la norme uniforme ou de la nonne de L2(µ) ).Supposons en outre llfnll= 1 

pour tout net définissons la probabilité 
CO 

' -n T ( U ) : = l 2 crf 
µ n=l n 

( 10) 

où crf est la mesure spectrale de fn par rapport à l'isométrie T de L2(µ). 
n 

D'après les propriétés ci-dessus de cr(.,.) la classe de Tµ ( modulo l'absolue 
continuité réciproque) n~ dépend pas du choix des fn , on l'appelle type spectral 

de IK ( u, µ) . 

II. SUITES q-MULTIPLICATIVES. 

II .1. Définitions et exemples. Soit q un entier ;;;i: 2 . Une suite g IN ➔ 0: 

est dite q-multiplicative si 

pour tous entiers a , b , r, a ;;;i: 0 , r ;;;i: 1 , 0 ~ b < qr. Une suite f à valeurs 
réelles est dite q-additive lorsqu'au lieu de (11) on a f(aqr + b) = f(aqr)\ f(b) 
avec les mêmes hypothèses sur a , b , r Ces notions remontent à A. GEL'FOND (46]. 
Représentons 1 'entier n ;;;i: 0 en base q 

(12) 

La somme des chiffres sq(n):= L er(n) fournit l'un des premiers exemples de 
r ;;;i:Q 

de suites q-additives qui retiennent l'attention [43,46,6].Dans sa thèse M. MENDES-
FRANCE [61] étudie les fonctions de Walsh ; elles sont q-multiplicatives et défi
nies, pour chaque x:= (xr)r;;;i:o dans {0,1, ... ,q-l}IN , par 

(13) 

Les wx sont en fait les caractères du groupe additif INq formé par l'addition 
sans retenue des entiers en base q. Ecartons le cas où wx est périodique qui 
correspond à xn = 0 pour tout n assez grand, alors 
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PROPOSITION 1.[61] Si xn F O pour une infinité de n, le caractère de Walsh wx 
est pseudo-aléatoire ( et il n'est pas speudo-aléatoire au sens de Bass [ 3] i.e. , 

la fonction de corrélation de wx ne converge pas vers O à l'infini). 

Dans toute la suite, nous ne nous intéresserons qu'aux suites q-multiplicatives g 

de module 1 ; elles forment dans leur ensemble un groupe multiplicatif noté M(q) 
et l'on a pour de telles g : 

( 14) lim supN:oo N-l I l g(n)I 
n<N 

= 

(X) 

TT ·q- 1
1 l g(aqr) 1 • 

r= 0 a<q 

Lorsque g possède une valeur moyenne m(g) sur IN , H. DELANGE montre (37] 
(X) 

( 15) m(g) = TI m 
r= 0 r 

et précise : 

PROPOSITION 2. 

(i) m(g) = 0 si et seulement si la série 

te r € IN tel que m r = 0 . 

(ii) m(g) F O si et seulement si la série 

tout r € IN , m r F 0 

avec 

ï. 
r;;;i. o 

m = r 

(1-IRém) r diverge ~ il e:x:is-

converge et pour 

11.2. Etude spectrale. Les suites q-multiplicatives ( de module 1) appartiennent 
à l'ensemble de Wiener. C'est une conséquence du lemme de Bésineau, à savoir: 

LEMME 1 [6 ] . Soit f q-additive réelle et t € IN. Il existe une partition de 
rm 

IN en progressions arithmétiques Pm , m € IN* ( de la forme q IN + bm ) , telle 

que la suite n ➔ f(n+t) - f(n) soit constante ( égale à lm) sur Pm. 

Ce leltllle donne pour valeurs de la corrélation y de g = e(f) : 

(16) y(t) = l. d(Pm)e(lm) 
m ;;..1 

où d(Pm) est la densité de Pm. 

Le cas particulier des suite n ➔ e(asq(n}) conduit J. BESINEAU au résultat 
suivant: 

PROPOSITION 3. e(asq(.)) est pseudo-aléatoire si a(q-1) t l, périodique dans le 

cas contraire. 

L'étude générale du spectre des suites q-multiplicatives se développe intensivement 
au fil des années 70 [ 9 ,10 ,11,14 ,18 ,30 ,32 ,62 ,68] . Résumons : 
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THEOREME 2. Soit g q-multiplicative de module 1 , g (.) ·= g(. )e(a(.)) et soit 
a 

D le groupe des nombres rationnels x tels que qkx El pour un entier k > O. 
00 

l [ l (1 - ~é(g (aqr))] < + 00 } • De plus si 
r=o a<q a 

(i) Sp ( g ) c { a E IR ; 

a E Sp(g), la mesure spectrale a
9 

est atomique, portée par a+ D. 

(ii) Si Sp(g) est vide, g est pseudo-aléatoire. 

(iii) g est presque périodique-B 1 si et seulement si il existe B E IR tel que 

00 

la série ): converge. 
r=o 

Lorsque Sp{g) 1 Ill ( et g E M(q)) la suite g est moyenne-presque périodique 
[5] en ce sens que pout tout E > 0 Til existe une partie â lacunes bornées E 

E 

de IN telle que pour tout t dans E on ait 
E 

lim supN· N-l l I g(n+t) - g(n) 1 < e: 
•

00 n<N 

Lorsque Sp{g) = 0 , le caractère pseudo-aléatoire de g repose sur l'égalité 
{14) et l'inégalité (3) qui est en fait une égalité dans le cas des suites q-multi
plicatives de module 1. Notons d'autre part que si g = e(f) oü f est q-additive 
réelle on a aussi la caractérisation suivante [18] : 

(ii'J Pour que g ( E M(q) J soit pseudo-aléatoire, il faut et il suffit que 

que la série l. [ 2 Il f( aqr) - af( qr)ll 2] 
r;;.. o 2,e;;a~ 

diverge , avec pour x E IR: 

Il x Il : = Min { j x - n j ; n E l } . 

La nécessité de (ii'J résulte de la caractérisation par (i) du spectre vide. La 
suffisance de la condition repose sur des relations linéaires entre les corréla
tions des suites n ➔ g(qrn) qui se traduisent en fait par la propriété de con
volution suivante découverte par M. QUEFFELEC (68] : 

( 17) , 

oü w(q-N) est_ la mesure de Haar du sous-groupe de Y engendré par q-N 
Dans une série d'articles (12,18,19,20] J. COQUET éprouve les méthodes utilisées 
pour obtenir (iiJ et (ii'J dans plusieurs directions, soit en regardant les pro
duits de suites q-multiplicatives et de leurs translatées par le shift soit en 
étudiant des sui tes de la forme 

( 18) n ➔ e( ([.]:=partie entière), 
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lorsque par exemple : 

(a) (sk) est une suite strictement croissante d'entiers tels que chaque 

sk divise sk+l· 

(b) (sk) est une suite strictement croissante d'entiers deux à deux 
-1 premiers entre eux te 11 e que la série ~(sk ) converge. 

(c) sk = Tk ( k E IN ) et T nombre réel transcendant > 1 

Il obtient: 

PROPOSITION 4. Sous l'une des hypothèses (a) , (b} , (c} la suite (18) est pseudo

aléatoiY'e si et seulement si la série l:: Il akll 2 divey,ge. 

II.3. GénéY'alisation à des bases variables. Soit q:=(qn)n~o une suite d'entiers, 
telle que q

0 
= 1 et qn ~ 2 pour n ~ 1 . Posons Pr= q

0 
••• qr. Disons avec J. 

COQUET [ 9] qu'une suite complexe z est q-multiplicative si pour tous entiers 
a , b , r , a ~ 0 , r ~ 0 , 0 ~ b < p ·: r 

Soit k un entier ~ 0 ; on définie les suites q(k) et p(k) par 

q(k)= q p(k)= q(k) ... q(k) (n ~ O) et la suite complexe z(k) 
n n+k ' n o n par 

z(k)(n) = z(pkn). Cette suite est q(k)_multiplicative. 

Nous supposons maintemant z de module constant égal à 1 et pour tout 
m = (m

0
, ••• ,ms) dans zs+l, on posera 

(19) et 

où T est le shift, enfin : 

(20) 

Les résultats qui suivent s 1 inspirent de [30,58,68). Les suites Xm ( m € zs+l) 
appartiennent à W . En fait, on a le 

THEOREME 3. Si 1ml = 0, Xm est limite pY'esque pér>iodique. 

DémonstY"ation. Définissons la suite x~k) : j ➔ [z(pk[jpk- 1D]lml x~(j) où x* m 

est la suite périodique de période pk définie par x*m(j) = Xm(j) pour j = 0, 
1, ... ,pk-1 . Alors Xm = ~k) sauf sur un ensemble d'entiers de densité ~ spk-l' 

d'où le théorème dans le cas lml = 0 . 



THEOREME 4. 

{i) Am 
(ii) Am 

mesures 

9 

Soit A la mesure spectrale de X ( cf. (19)) . m m 
est limite faible de la suite des mesures N ➔ Pm,N(t)dt sur lf. 

est limite forte ( au sens de la variation totale) de la suite des 

-1 
k ➔ ( p m,pk)( w(pk J * z\lml) , 

où w( pk-l ) est la mesure de Haar du groupe engendré par pk-.1. dans lf . 

(iii) Pour tout x ( modulo 1 Jona: 

= lim supN· N-l I l Xm(n)e(-nx) 
•

00 n<N 

= l im r:oo 
-1 Pr I l • Xm( a)e(-ax) 1 

a<pr 

-1 
Démonstration. (i) est classique ( cf. §1.2) et donne w(pk )*Alml comte limite 
faible de la suite des mesures 

r ➔ :Tf) 1 l ( z(k)ca) ) lmle(-apkt) 1
2 dt . 

Pr a<p(k) 
r 

(ii) s'obtient en remarquant que x.Jik) ·définie dans la démonstration préc~dente 

converge vers Xm dans 1:espace B du §1.2 ~ cf. [58, théorème 7 ]). 
La propriété (iii) est connue pour xlml( = z ml ) , le cas général résulte alors 
de (ii) et d'un simple calcul. 

REMARQUE 1. Pour toute probabi 1 i té boré 1 i enne A sur r , un cal cul direct des 
coefficients de Fourier donne 

lim k:oo Pm,pk( w(pk-l)*A)A(h) = AA(O}{Am)A(h) , ( h E Z) , 

de sorte que la partie (ii) du théorème 4 caractérise ( à un facteur multiplicatif 
près) la mesure Am. On en déduit alors conme dans [68] des propriétés de pureté 
et de D-ergodicité de Am où D est le groupe engendré modulo 1 .par {pk-l; k;;;i.()}. 
REMARQUE 2. Le type spectral de IK{z,µ) ne dépend pas du choix de µ dans I(z•). 

Rappelons que le critère (ii'J faisant suite au théorème 2 se généralise: 

THEOREME 5 [30]. Supposons Za base variable q:=(qn)n BORNEE, alors la mesure spea

trale A(l) ( = cr
2

) de z est atomique ou diffuse singulière. Elle est diffuse 

ai et seulement si, la série 
00 

diverge. 
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II.4. Flots associés à la somme des chiffres. Soit encore q une suite d'entiers 
qk avec q

0 
= 1 et qk ~ 2 si k ~ 1 . Tout entier n ~ 0 s'écrit de manière 

unique sous la forme 

La somme des chiffres en base q , définie p~r s (.):= f er(.) est q-additive. 
q r;;;i,o 

Pour tout nombre réel a, la suite 

(21) 

est complètement 

(22) 

V 
ex 

multiplicafîve, c'est-à-dire vérifie 

pour tous entiers r ,b, r~O, 0~ b<qr+l'.Dans la suite ru désigne le groupe des 
nombres complexes de module 1 et h sa mesure de Haar. Pour tout ç E ru , on note 
aç 1 'automorphisme du shift (T; ru IN) défi ni par 

THEOREME 6. La suite q est supposée bor>née et a irrationnel. Alor~: 

(i) La suite v
0 

est récurrente, le flot IK(v
0

) est minimal et uniquement 

ergodique, d'unique mesure invariante, notée µ , telle que h = µ 1 (= projec-

tion de µ sur le premier facteur de ru IN J. ex a 1 
a 

(ii) Pour tout i: E IU , la restriction de aç à l'orbite fermée KV de \x 
a 

définit un automorphisme du flot IK(va) et du flot mesuré 

Démonstration. 

IK{v ,µ ). a a 

(i) D'après les théorèmes 4 et 5 , pour tout m E Z* et tout r ~ 0 , les suites 

q(r}_multiplicatives 

n ➔ (va{prn))m 

sont pseudo-aléatoires. Soit e: > 0 et t un entier ~ 0 . Choisissons r tel 
que 1 < p . Il existe K ~ 1 tel que l'ensemble {v (O),v (Pr), ... ,v (pr(K-1))} r a a a 
soit e:-dense dans ru . Montrons que l 'ensemb 1 e 

est à lacunes bornées. En effet, choisissons un entier k tel que pk ;;;i, Kp . Pour . r 
tout t E IN , d'après (11') et les choix de K et r, il existe p(t}E{O, ... ,K-1} 

tel que lva(prp(t} + pkt) - li < E: de sorte que prp(t) + pkt E J(t) . 
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En d'autres termes, la différence entre deux entiers consécutifs de J(t) est au 
plus égale à 2pk . 
Le point va est donc unifonnément récurrent pour le shift (T;IU 1N) , par suite 
IK ( v ) est minima 1 ( cf. [45] ) . Pour étab 1 i r 1 'uni que ergodicité, i 1 suffit de 
rema~quer que pour tout m = (m

0
, ••• ,ms) dans zs+l tel que I ml I O , la mesure 

spectrale de n ➔ (v (n))m0 ••• (v (n+s))ms est diffuse puis d'appliquer le 
a a 

théorème 8 de [58). 

(ii) Soient x E Kva , ç E ru et (nk) , (mk) , {rk) des suites strictement 

croissantes d'entiers, telles que 

nk -
l im T ( v ) = x k:oo a ' nk + k < p ( k E IN ) et li mk. v ( rkp ) = ç . mk .oo a mk 

Soit j E IN . Pour k ~ j , on a 

lim k· Tnk+rkPmk(v) = a (x) E K 
.oo a Ç V 

vc/nk + j + rk PmJ = va(nk + j)va(rkpmk) , d'où 

. Ainsi a (Kv) c Kv et d'autre part ar 
ç a a "' a 

commute avec le shift. Le caractère minimal de IK(v) assure a (Kv ) = Kv. 
· a ç a a 

Il reste à montrer l'invariance de µ par a . Pour tout m = (m
0

,m1, ... ,ms) 
+1 a IN ç 

de 71.s , noton_s 1/Jm le caractère sur ru donné par 

mo m - 1ml 
I/Jm(xo,xl,x2, ... ) = (xo) ... (xs) s , ( 1/Jjml(x) = {xo) ). 

Alors 

et µ (1/J) = 0 si 1ml I O. Par combinaisons linéaire et passage à la limite a m 
unifonne, on obtient µ

0
(foaç) = µ

0
(f) pour toute application f:Kv ➔ « 

a. continue. 

Introduisons les app li cati ans 6 IU IN ➔ IU IN et 

définies respectivement par 

IN IN 61 : ru ➔ ru x ru 

-1 -1 (23) A{x) = (x
0 

x1, x1 x2, ... ) et A1(x) = (A(x),x
0

) 

pour tout x = (x
0

,xpx 2, ... ) dans ru™. 11 est-clair que le shift (T;IlJIN) 

et le flot croisé (T;ruIN)cIU = (T1;ru1NxIU) défini par 

sont conjugués par A1 . D'autre part, la restriction de A sur K est un - V 

morphisme du flot IK(v) sur le flot ( minimal ) IK{6v} et pour a. a a 
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s E Kt.v 
Ct. 

x E Kva tel que 6x = r, , on a, d'après le théorème 6(ii) , 

ç E IU} 

La restriction de t.1 
de IK(v) sur le flot 

a 

( notée encore 61 ) réalise alors un isomorphisme 

IK ( t. va) o IU = (Tl ; Kt. V x IU ) . 
a 

est uniquement ergodique, de mesure invariante t.*µ , 
a 

L'invariance deµ par a ( ç E IU ) et l'égalité a ç 
que l'image t.1*µ de µ par t.1 est égale à t.*µ ®h d'où a a a 

THEOREME 61
• 

(iii) IK(va,µa) est conjugué par t.1 au flot croisé 

IK ( t.va,Li*u0 ) □ IU = (Tl ;Kt.v xIU, t.*µ® h) 
a 

projection de µ 
a 

µIl = h montre 

REMARQUE J. IK(t.v ,t.*µ) est de type spectral atomique porté par un sous-groupe 
a a 1 

D' du groupe D engendré par { pk- ; k ~ 0} . D'après le théorème de Halmos-
von Neumann, IK(t.v ,t.*µ) est conjugué à la translation t ➔ t+l sur le dual a a 
(D')A de D' . En fait, il est possible de montrer que D'= D de sorte que 
IK(v ,µ ) est une extension en groupe selon I1J de la translation t ➔ t+l sur 

a a 
le groupe des entiers q-adiques Zq ( = B }. 

REMARQUE 4. L'analyse des démonstrations précédentes montre que l'isomorphisme 
en (iii) résulte des deux propriétés suivantes 

( a) V 
Ct. 

(b) V 
a 

est équirépartie dans ru ; 
et (t.v )*sont statistiquement indépendantes ( cf.[70],Déf. 4.1). 

a 

En d'autres termes la suite v
0 

est une t.IU-extension de 6v
0 

au sens de [31]. 
Finalement on a: 

THEOREME 7. Soit z une suite q-multiplicative en base q bornée et telle que 

les suites zm soient pseudo-aléatoires pour tout m E l*. Alors le flot asso

cié à z est minimal, uniquement ergodique de mesure invar>iante µ telle que 

IK(z,µ) soit conjugué ( par t.1 (23)) au flot croisé (T1;K62xIU,6*µ®h), où T1 
est définie par (24}. Le flot dérivé IK (tiz ,6*µ) est conjugué à une translation 

sur un groupe compact, image du groupe des entiers q-adiques. 
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Il est possible de comparer les flots précédents entre eux. Ainsi le résultat de 
T. KAMAE (50] peut encore s'écrire sous la forme suivante 

PROPOSITION 5. Soient g , 9 1 des entiers ~ 2 premiers entre eux. Pour tous a, 
a 1 irrationnels, les flots ( uniquement ergodiques) IK(e(as

9
(.),µ) , . a 

IK(e(a 1 s ,(.),µ ,) sont de types spectaux mutuellement singuliers. 
g a 

Il en résulte en particulier que le flot produit 
lui aussi uniquement ergodique, isomorphe au flot 
En fait, on a le cas général suivant: 

IK(e(as ),µ )xIK(e(a'sg~),µ ,) est 
g a . a. 

1K((e{as ),e(a 1 s ,)),µ gµ ,). · g g a a 

THEOREME 8. Soient z, 2 1 des suites respectivement q- et q'-multiplicatives 

de module 1 et satisfaisant aux hypothèses coYTespondantes du théorème 7. Soit 

(z,2 1
) la suite n ➔ (z(n),z:(n)) et supposons les entiers qn ( n ~ 1) premiers 

aux entiers q'n• ( n•~ 1 ). Alors le flot IK{z,µ)xIK(z 1 ,µ 1
) est minimal, unique

ment ergodigue, isomorphe au flot IK((z,z 1 ),µmµ1
). 

Démonstration. Les composantes discrètes des types spectaux des flots IK(z,µ) et 
IK(z1 ,µ 1

) sont mutuellement singulières puisque les translations de ?lq et lq• 

sont de types spectraux mutuellement singuliers. Il en résulte que IK(z,µ}xIK(z1,1,.11 } 

est ergodique et d'après [31] , les flots associés aux suites z et z• sont 
disjo-ints au sens de H. FURSTENBERG (44] c'est-à-dire que µ;µ 1 est la seule 
mesure invariante du flot IK(z)xIK(z1

} dont fes projections sur le premier et . 
second facteur soient respectivementµ et µ 1 

• 

9 

On peut naturellement espérer une indépendance des types spectraux des flots du 
théorème08, collille dans le cas de la proposition 5 , en faisant usage du théorème 1 

par exemple. 

III. SUITES DE COQUET. 

III.1. Définition . g désigne un entier ~ 2 , t. une partie de· {0,1, ... ,g-1} de 
cardinal· o . On suppose 2 ~ o < g . Soit v(n) = [Log n / Log g] et 

vfn) 
n = } e (n)gr 

r=o r 

le développement g-adique de n . L'ensemble 

(25) ~(g;t.) = { n E IN ; V r E {0,1, ... ,v(n)}, er(n} Et.} 

est le support d'une suite strictement croissante d'entiers (cn}n appelée suite 

de COQUET ( en base g de chiffres dans t. ). Une telle suite est reconnaissable 
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par l.in automate fini ( cf.[42]) . Par exemple, la suite 0, 1 , 3, 4, 9 , 10 , ... 
des entiers dont l'écriture en base trois ne contient pas le chiffre 2 est recon
naissable par l I automate à lecture indirecte ( ou directe) de graphe 

0 0 

1 ~~b@:;l 
où a est l'état initial et de reconnaissabilité. 

III.2. Soit d(O) < d(l) < ... < d(ô-1) la numérotation croissante de 6. 

Si Q E 6, la suite (en) est a-additive. Plus précisément, on a 

où n = I sr(n)ar est le développement a-adique de n . 
r~ 

Si O t 6, introduisons avec Jean Coquet le développement a-quasi-adique de n. 
Soit p :=p(n) l'entier défini par 

P p+l 1 + ô + ... + ô ~ n < 1 + ô + ... + ô 

Il existe alors une suite finie unique (s;(n), ... ,s~(n)) tell 

(26) st(n) E {1, ... ,ô} pour tout O .s.; r ~ p. 

Une suite complexe f: IN* ➔ t est dite a-quasi-additive s'il éxiste une suite 
d'applications ( crj:{1, ... ,ô} ➔ « )j~ telle que 

f(n) = I ar(s;(n)) 
~y<;p(n) 

(27) , ( n E IN* ) . 

La suite (cn)~ 1 de Coquet est dans ce cas a-quasi-additive , plus précisément 

c = l. d(s*(n))gr 
n o~y<;p(n) r 

, ( n E IN* ) . 

La notion de suite ô-quasi-multiplicative se définit de manière analogue. Ces 
suites ont un comportement proche des suites a-additives et multiplicatives. En 
particulier [17]. 

PROPOSITION 6. Soit f : IN*➔ IR une suite réeUe ô-quasi-additive donnée par (27). 
(i) Soit t E IN* . Il existe une partition (Pm)~ 1 de IN* en progressions 

ar>ithmétiques ( de raisons obm ) et une suite (À m-)~1 de nombres réels tels 

que k ➔ f(k+t) - f(k) soit constante, égale à À , sur P • . . m m 
(ii) e(f) possède une corrélation ( donnée par (16) ). 

(iii)Pour tout N E IN* , 
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1 l. e(f(n)) 
l~~ 

avec 

III.3. Sous-suites de suites polynomiales. Un polynôme réel P tel que P - P(O) 
ait un coefficient irrationnel est dit polynôme de Weyl • On a 

THEOREME9[13,17] _Dour tout polynôme de Weyl P et toute suite de Coquet (cn)n 
la suite extraite n ➔ P(cn) est équirépartie modulo 1 -

La démonstration se fait par récurrence sur l'hypothèse 

s Pour tout polynôme de Weyl P = a
0 

+ a1x + ... + a
5
x tel que 

1 = Max { i ; a. t ~} , la suite n ➔ e(P(c )) est de moyenne 
nulle sur toute

1 
progression arithmétique den raison· ôb ( b €IN). 

L'hypothèse (H1) résulte du théorème 5 dans le cas où O E 6 et dans le cas 
contraire, elle s'obtient grâce à la 

PROPOSITION 7 [17]. Soit f ô-quasi-additive donnée par (27). Si 

l. ). llor(a)ll 2 = + oo , afors e(f) est de moyenne nulle sur toute 
r;;;,o l~a~ 

progression arithmétique de raison ob ( b E IN). 

L'implication de récurrence ( (H1) => (Hl+l), 1 EIN*) dérive de la proposition 6(i). 

III.4. Généralisation. Soit n une partie de {0,1, ... ,g-1} 2 telle que: 

{C1) (0,0} E n et 2 ~ card n < 9
2 

(C2} Le graphe associé à n est fortement connexe ( cf. [4 ]). 

On pose 

,C(g;n) = { n E IN ; v r E IN , (er(n),er+l(n)) € n} 

et on note (cn)n la suite ( de Coquet} strictement croissante de support -C(g;n). 

Lorsque O E 6 et n = .6 2 
, on retrouve un des cas déjà envisagés. On a [24]: 

Le trzéorème 9 reste vrai pour les suites strictement eroissantes de 

support 'C(g;n) lorsque n satisfait aux hypothèses (C1) et (C2) . 

Remarquons que les suites de Coquet sont de croissance polynômiale et reconnaissa
bles par automates finis, de sorte que l .'hypothèse (H1) est vérifiée avec cette 
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fois-ci toutes les progressions arithmétiques, grâce au théorème de C. MAUDUIT [60]: 

THEOREME 10. Soit (un) une suite strictement croissante d'entiers, reconnaissable 

par automate fini. Alors (aun)n est équirépartie modulo l pour tout nombre a 
irrationnel si et seulement si, 

lim supN:oo (Log N)-l Log(card{n E IN ; u < N}) > 0 • n 

Pour les suites u de ce théorème la question reste ouverte de savoir si pour les 
polynômes de Weyl P , les suites extraites Pou sont encore équiréparties modulo!. 

IV. ECHELLE DE NUMERATION. 

IV.l. Définitions. Soit t une suite strictement croissante d'entiers naturels , 
telle que t

0 
= 1 On sait que tout entier n ~ 0 s'écrit de manière unique 

où les Er(n) sont des entiers ~ 0 déterminés par les conditions 

(29) 

Une suite F 

(30) 

V K E IN* l. Ek(n)tk< tK . 
k<K 

IN ➔ (t est dite additive dans l'échelle 

F(O) = 0 et F(n) = I F(r (n)t) 
r~ r r 

(t) si elle vérifie r r 

quel que soit 
définie par 

n E IN . En particulier, la sollllle des chiffres dans l'échelle (t } 
r r 

(31) Et(.):= l Ê (.) 

r~ r 

est additive dans l'échelle (tr)r 
Une suite G IN ➔ Œ est dite multiplicative dans l'~chelle (tr)r si 

Quel que soit 1 'échelle, on a: 

PROPOSITION 8 • Soit G une suite de module ,s;; 1 rrrultipZicative dans l 'écheZle t 

et posons (G) t -l ' mk = k L. 
n<tk 

G(n) • Alors 

lim supN· N-l I I G(n) 
•

00 n<N 
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Démonstration ( tirée de [21) ). Posons N = E
0

{N) + E1(N)t1 + ... + Er(N)tr, avec 

Er(N); 0 et pour O ~a~ r, posons 

N(a) = Ea(N)ta + ... + Er(N)tr 

Alors 

2 G(n) 
n<N 

= l G(n) 
n<N{r) 

+ l l. G( n) 
~<r N(a+l)~r<N(a) 

et l G(n) 
N( a+l )~n<N( a) 

d'où l G( n) = 
n<N 

en posant N(r+l) = 0 En particulier 

(32) 1 l G(n) 1 ~ 
n<N 

et la proposition en résulte. 

, 

PROPOSITION 9. Et est bornée si et seulement si, n ➔ tr+l - tr est borrnée. 

Démonstration. Soit n
0 

un entier tel que Et(n
0

) soit le maximum de Et , alors 
pour r assez grand, (29). donne tr+l < n

0 
+ tr. Réciproquement, supposons 

pour tout r e IN . Soit k
0 

tel que tk > C , . n un entier ~ 0 
0 

et k l'entier défi ni par tk ~ n < tk+l . Si n ~ tk , on a aussi tk+l < 2tk • 
0 

d'où Ek(n) = 1 et Et(n) = Et(n-tk) + 1 ~ Maxn<C Et(n) + 1 . 

IV. 2 .Exemples. 

1) Lorsque tr divise tr+l pour tout r ~ 0, on retrouve la notion de numéra
tion en base ( fixe ou variable) du paragraphe II. 

2) a.-éch.eUe. Soit [a
0

;al' ... ,ak, ... J le développement en fraction continue du 
nombre irrationnel a.. Les dénominateurs tk des réduites successives de a véri
fient les relations de définition ( a-écheZZe associée à a ): 

Les conditions (29) deviennent : 
1) Eo(n) E {O, ..• ,al-1} , 
2) e:r(n) E {O, ... ,ar+l} et ( Er(n) = ar+l ~ e:r_1(n) = 0) pour tout r€IN*. 

Le développement (28) est appelé a-développement den . La somme des chiffres cor-
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respondante ( ou a-somme ) est notée L . Pour simplifier, on parle de suites a 
a-additives, a-multiplicatives au lieu de suites additives, multiplicatives dans 
1 'échelle associée à a définie par (33). Le a-développement joue un rôle impor
tant dans l'étude de la discrépance de la suite (na)n modulo 1 [41,52,57]. 
Lorsque a est égal au nombre d'Or e ( = (1 + ./5)/2 ), la 0-échelle associée 

est formée de la suite de Fibonacci (Fn)n définie par 

et 

La condition (29) s'écrit simplement 

et 

IV.3. Répartition et somme des chiffres. En 1979 J. COQUET attire l'attention sur 
les comportements similaires de la somme des chiffres en base g et de celle obte
nue dans 1 'échelle de Fibonacci et démontre : 

THEOREME 11 [15,16]. Soit g un entier ~ 2 , 6 le nombre d'Or>, s
9 

la somme 

des chiffres en base g et soit Le la 6-somme des chiffres. Alors pour toute 

suite réelle u uniforrrnément équirépa.rtie modulo l ( i.e. "weU-distributed " 

dans [56] p. 40 ), les suites u0 s
9 

et uoE6 sont aussi uniformément équirépar-
·-·-~ --À .. 1- 1 

En particulier la suite n ➔ xt 0(n) est uniformément équirépartie modulo 1 
lorsque x est irrationnel. Ce résultat n'est pas propre au nombre d'Or. 

THEOREME 12 [21]. Pour tous a , x nombres irrationnels, les suitesxEa(.) sont 

uniforrrnément équiréparties modulo 1 . 

La démonstration repose sur des propriétés de récurrence des sommes 

(34) l G(n) 
n<tk 

lorsque G est une suite multiplicative dans une a-échelle (tr)r. Plus précisé-
ment: 

(35) Mk+2 = Mk+l( l G(btk+l) ) + MkG(ak+2tk+l) , 
~k+2 

(35') si ak+2 = 1 et k ~ 1 : 
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Récemment N. KOPECEK, R. TICHY et G. TURNWALD ont donné une forme qualitative 
aux théorèmes 11 et 12 par estimation des sommes de Weyl. Disons que le nombre 
irrationnel x E IR est de type d'approximation < T si llhx Il ;., h-T pour 

tout entier h assez grand. Rappelons que la discrépance d'ordre N d'une suite 
·(u ') c1- '>res réels est définie ( cf. (56] ) par la qu·antité_ n n 

où le supremum porte sur les intervalles I de longueur JII dans [0,1[ et où 
{.} désigne la partie fract i·onna ire. 

PROPOSITION 10 [55 ,73]. PouP a= sg 
il existe une constante C = C(x,a,T) 

ou L ., et 
a 

telle que 
1 

2T 

Ces estimations sont en outre optimales. 

x de type d·' appPoximation < T., 

IV.4. Indépendance statistique. Dans une série d'articles [23,33,34,35], J. COQUET, 
G. RHIN et Ph. TOFFIN explorent les propriétés d'indépendance statistique entre 
les suites xs (.) et yE (.)modulo 1, qu'ils ramènent à l'étude de corrélations. 

g a -
Le lemme suivant est fondamental, il correspond au lenvne 1 du §Il dans le cas des 

suites ~-additives en base q = (l,q
1

,q
2

, ... ) . 

LEMME 2 . Soit f' : IN ➔ IR une sui te réelle additive dans une a.-éche lle et soit 

k E IN* • Alors 

(i) Il existe une paPtition de IN en sous-ensemble Qm ., m E IN* ., et une 

suite (l~ )m ;.,1 de nombres réels telles que n ➔ f' (k+n) - f' {n) soit constante., 

égale à l~ ., SUP Qm. 
(ii) Les ensembles Qm possèdent une densité asymptotique: 

et sont statistiquement indépendants de toute progression aPithmétique. 

(iii)La suite a-multiplicative G' = e(f') possède une corrélation y6, 
dormée paP: 

Démonstration. La propriété (i) est obtenue dans le cas particulier où f' = E 
Cl 
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dans ([34], lemme 5), la démonstration du cas général est identique et conduit à 

(ii) ( [34], lemme 8). La propriété (iii) en résulte aussitôt. 

Le lemme 1 ( généralisé aux suites q-additives en bases variables) et le lenme 2 
donnent conjointement : 

TEOREME 12. Soit f une suite q-additive da.ns une base q = (1,q 1,q2, ... ) , a 
un nombre réel irrationnel, f' une suite a-additive. Posons G = e(f) et G1 =e(f 1

). 

Alors G.G' possède une corrélation YG.G' donnée par: YG.G' = YG•YG•· 

Lorsqu'une suite q-multiplicative bornée en module est de moyenne nulle, elle l'est 
uniformément en translation. Cette propriété que nous allons expliciter a été aussi 
observée pour certaines suites a-multiplicatives [23], elle est générale : 

THEOREME 13. Soit G une suite a-multiplicative de module ~ 1 et de moyenne 

nulle, alors 

G( n+s). 1 ) = 0 • 

Démonstration. Soient NE IN* , s E IN et soit K l'entier tel que: 
EK(s) < EK(s+N) et Ej{s) = Ej(s+N) pour tout j ~ K+l . Posons : 

u = l E-(s)t- , w = (1 + EK(s))tK , v = l E-(s+N)t. et 
j~K J J j~K J J 

Alors 

A= 2 E-(s)t. 
j>K J J 

I G(s+n) 
n<N 

et d I autre par.t 

l G(m) 
~V 

ce qui donne : 

(36) 
' 

= \ !. G(n) 
n<t. 

J 

= G(A) ). G(m), 
U<~V 

et pour o ~ j < K : 
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< a. 1 , J+ 
E:-(s) = a. 1 J J+ 

Posons µj = Max { tj-l IMj{G)I , (tj_ 1)- 11Mj-l(G)I } , on obtient en partageant l' 
intervalle [u,w[ par les uj : 

(37} 1 l G(m) 
U'Qn<w 

Soit E: > 0 et K
0 

un entier tel que µj ~ E: si j ~ K
0 

. Alors (36) et (37) 
donnent 

1 I G(n+s) 1 ~ C
0 

+ 2NE: , 
n<N 

où C
0 

est une constante qui ne dépend que de K
0 

Indépendance uniforme. Soient u , u' des suites à valeurs respectivement dans 
des espaces métrisables compacts X , X' . Nous dirons que u et u' sont 
uniformément statistiquement indépendantes si pour toutes applications continues 
h : X ➔ Œ , h' : X' ➔ Œ on a 

Le théorème suivant rassemble et complète pl~sieurs résultats. 

THEOREME 14. Soit. q = (1,q 1,q2, ... ) une base bornée, sq Zà somme des chiffres 

dans cette base. Soit a irrationneZ et E Za a-somme des chiffres. Alors pour a . 
tout couple (x,y) E IRxIR"Ox(Q , Zes suites Xsq(.) et yEc/.) sont uniformé-

ment statistiquement indépendantes moduZo 1 ( et uniformément équiréparties 

modulo 1 J. 

Démonstration. En bref, avec les hypothèses faites sur x et y, le théorème 5 
montre que ou bien e(Xsq(.)) est pseudo-aléatoire, donc e(Xsq(.) + yEa(.)) est 
aussi pseudo-aléatoire, ou alors e(Xsq(.)) est périodique. Dans ce cas, y est 
irrationnel et les suites n ➔ e(np + yE (n)) , p E ~ , sont de moyennes nulles 

Ct 

d'après le théorème suivant : 
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THEOREME 15[34]. Soit F une suite complètement a-additive, c'est-à-dire telle 

que F(.) = L cr(. )F(tr) , où (tr)r est "la a.-écheUe. Alors G ; e(F) est 
r;;;,i,o 

de moyenne nulle si 

L'indépendance statistique unifonne se montre comme dans [23] en remarquant que 

les fonctions caractéristiques des ensembles Q du lenvne 2 sont unifonnément . m 
statistiquement indépendantes des fonctions caractéristiques de toutes les pro-

gressions arithmétiques, ce qui revient en définitive ( thm 13) à montrer que les 
suites a-multiplicatives 

n -+ e( ~ n + _tb 'Ph(n) ) ,. 1 ~ a < u 
u h+l 

avec , ont une moyenne nulle ( cf.[34]). 

IV.5. Echelle de COQUET. Entre la suite de Fibonacci (Fr)r qui vérifie une 

relation de récurrence linéaire et les échelles (tr)r présentant une condition 
de lacunarité du type 

~ : 3 w > 1 , {r E IN ; tr+l ;;;i. wtr } est à lacunes bornées 

pour lesquelles les suites xEt(.) sont équiréparties modulo 1 quel que soit le 
nombre irrationnel x [22], il existe une notion introduite dans [22(2)] qui offre 
ces deux avantages. 

Définition: Une échelle (tr)r sera dite de Coquet si elle vérifie les deux con
ditions suivantes 

(lim): = w et w > 1 . 

(Rée): Il existe un entier 6 et des entiers relatifs b
0

,b1, •.. , 
b6_1 , b

0 
f O, tels que 

tr+6 = 2~j<6 bjtj+r 

pour tout r E IN . 

Dans un acticle en préparation [29], J. COQUET se proposait de compléter un premier 
résultat sous la fonne : 



23 

THEOREME A. Soit (tr)r une échelle de Coquet et g un entier ;;;;i, 2 tel que 

pour une infinité d'indices r, tr soit premier à g. Alors 

(i) La suite e(yEt(.)) a un spectre de Fourier-Bohr vide pour tout y 

irrationnel. 

(ii) Pour tout couple (x,y) E IR2, (0
2 , La suite xs

9
(.} + YLt(.) est équi

répartie modulo 1 . 

La partie (iJ de ce thèorème est démontrée dans [22(2}], de sorte que la partie (ii) 

revient à montrer le théorème 12 dans le. cas d'une échelle de Coquet, via un lemme 
analogue au lemme 2 oa la condition (iiJ de ce lemme est à remplacer par l'indé
pendance statistique des éléments de la partition {Q ;m ;;;;i, 1} de IN avec certaines 

m 
progressions arithmétiques. Les détails ne sont pas donnés. 

V. SOMME DES CHIFFRES ET FORMULES SOMMATOIRES. 

Dans la suite s
9 

désigne encore la somme des chiffres en base (fixe} g où 
g est un entier ;;;;i, 2 . Pour g = 2 , on pose simplement s := s2 . La fonction 
logarithme en base g sera notée L

9
(.) 

V.l. Sommes de puissances. Dans [7'] L. BUSH montre 

(38) N-1' L s
9

(n} 
n<N 

.9....::l L (N} 
2 g 

quand N + +00 • 

Le tenne d'erreur en (38) a été étudié par plusieurs auteurs. En particulier L. 
MIRSKY [63] montre qu'il est borné et H. DELANGE [38] améliore un résultat de 
J. TROLLOPE obtenu pour g = 2 [74] sous la fonne précise suivante : 

TEOREME 16. Il existe F 
9 

: IR ➔ IR de période 1 , continue et nuZ.:e part déri

vable, telle que 

De plus, il donne une expression de F9 et calcule ses coefficients de Fourier 

Ck = f F 9(x)e(-kx)dx à l'aide de 1 a fonction z; de Riemann : 

g - 1 2ik1r -1 2ik7T ck = i ( 1 + ) z; ( ) 
2k1r Log (g) Log(g) 

( k E ll. * } et 

C = g - 1 ( Log( 27r) - 1 ) g + 1 -0 2 Log( g) 4 

Dans [72] K.· STOLARSKY étudie les sommes de puissances 
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(39) -rd(N) . - I (s(n))d ( d E IR ) 
' n<N 

et il démontre 

(40) -rd(N) N 
Lz(N) d 

0 ( N ( L2(N) )d-l ) = (-) + 
2 

d-112 l/2 
pour tout d E IN , avec un tenne d'erreur en 0( N(L2(N)) (Log(Lz N)) ) 

dans le cas où d est réel ;;.. 0 ( la constante implicite dans le 0(.) ne dépen
dant que de d ). Définissons la suite ôd par 

Lz ( N) d 
-rd(N) - N ( --) 

2 

On sait [39] que a1 = 0 , s1 = .!. L2(3) - 1 et dans le cas général [72], 
2 

- 00 < Sd < ad < + 00 • Dans [27] J. COQUET obtient comme corollaire d'un résultat 

sommatoire général sur -rp ( p entier) le 

THEOREME 17. Pour tout nombre réel d: 

et -1-d 
ad= d(d-1)2 

De plus, pour d = 2, le tenne d'erreur est de la fonne NG(L2N) où G: IR ➔ IR 

est une application continue de période 1 . Le contrôle du tenne d'erreur par une 
fonction de période 1, continue et nulle part dérivable, semble être la règle pour 
ce type de somme et s'étend à des sonunes plus générales ( cf. [53]). Dans cette 
direction J. COQUET avait obtenu un premier résultat non publié [28]. 

THEOREME 18. Soient a, b dans {0,1, ... ,g-1}, (a,b) F (0,0) et soit ~ La 

fonction indicatrice du singleton {(a,b)} : Posons 

Zab(n) = I ~(er(n),er+l(n)) , 
r~ 

où e (n) est Le r-ième chiffre de n en base g • Alors iL existe F : IR ➔ IR , 
r 

de période 1, continue et nuUe part dérivabte, teUe que pour tout entier N ;;.. 1 
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N g-2L (N) + F(Lg(N)) . g . 

Les coefficients de Fourier ck de F sont donnés à l 1 aide de la fonction ç 
d I Hurzwitz r 2 1 

Explicitement, 

et pour k = o 

<X) 

m=o 
pour k F 0 

_1_ ·( l + 2ink ) -l[ 
2ink Log(g) 

1 

, ( dlé s > 1 et O < a -.;; 1 ) • 

ç( 2ink , a +
2
bg) _ ç(.2ink , a+l+bg) ] 

Log( g) g Log( g) g2 

C = -
0 

1 

2g2 g2 Log(g) 

V.2. Coefficients binomiaux impairs. Désignons par F(N) le nombres de coefficients 
binomiaux impairs dans les N premières lignes du triangle de Pascal, c 1est-à-dire 

parmi les entiers(~) , 0 ,s;;; m ,s;;; n < N. J. GLAISHER a montré [47] que 

F(N) = 2 2s(n) 
n<N 

K. STOLARSKY donne dans [72] 

propriétés fonctionnelles de F , à savoir F(2r+a) 
H. HARBORTH précise dans [49] 

a= Log 3 , qu'il déduit de 
Log 2 

= F(2r) + 2F(a) pour O E;;a ,s;;; 2r. 

1 = lim supN:oo F(N)N-S et q := lim infN:oo F(N)N-S = 0,812556 ••. 

mais la valeur exacte de q n1 est pas déterminée. Remarquons que pour tout x > O, 
la limite 

existe et que ~(2x) = ~(x) . D1 autre part, pour x E [1,2[ , ~e développement 
binaire ( régulier ou pas ) x = \ e 2-r , e

0 
= 1 lr;;;iio r , on a 

~(x) = X-al e ( TI (l+e) )3-r 
r;;;iio r a<r a 

On vérifie sans difficulté qu'il existe G : IR ➔ IR continue, de période 1 telle 
que ~(x) = G(L2x) , de sorte que 

F(N) = N6 G(L2N) , ( N ~ 1 ) • 
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Il est clair que q = inf '{I ( = inf G) . A. STEIN a montré [71] que si 

qn = inf { '{l(x) 

alors l'inégalité suivante a lieu 

x E [1,2] , 2nx E IN } 

- 8/zn 
q > q - ( 1 - e ) n 

Ceci précise la rapidité de convergence de (qn)n vers q mais ne pennet pas de 
décider si le minimum de '{I est atteint en un seul point de [1,2], ni de donner 
le développement binaire de ce point. J. COQUET se proposait [29] de démontrer: 

THEOREME B. 
(i) G est nulle part dérivable. 

(ii) Soit h : IN ➔ IN la suite définie par h(O) = 0 et pour k ;;;;i, 1 , par 

l'entier m > h(k-1) rendant minimale la quantité 

B Log ( 1 + 2-m ) l 2-h(r) . 
r<k 

Alors la fonction caractéristique de h( IN) est presque-périodique et '{I atteint 

sa borne inférieure en un seul point u donné par u := l. 2-h(r) 
r;;;,o 

V.3.Formules sommatoires liées à la suite de Morse. La suite de Morse [64] notée 
multiplicativement est la suite de tenne général (-l)s(n) ; elle est 2-multipli
cative et aussi reconnaissable par un automate fini [ 7, 8] . De nombreux articles 
ont été consacrés à des fonnules asymptotiques pour les sommes 

(41) l (-l)s{an+b) 
n<N 

, ( a E IN* , b E IN ) • 

Dans le cas des sommes 

(42) S(N) := l (-l)s(Jn) 
n<N 

a 
D. NEWMAN a obtenu (65] les inégalités ~O ~a~ S(N) ~ 5.3a Na 

récenment améliorées par J. COQUET [25] : 

THEOREME 19. Pour les sommes S(N) définies en (42) on a: 

( a= Log 3 ), 
Log 4 

(i} S(N)"' J + NaF(L4(N)) ·où F: IR ➔ IR est de période 1, continue nulle 

part dérivable et où 

n = { 

0 si N pair, 

(-l)s(JN- 3) si N impair. 
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(ii) lim supN:oo S(N)N-a = Sup F = ~(_l_ )a 
3 65 

lim infN:oo S(N)N-rx = Inf F = 2./3' 
3 

S F l · S( ) -a ., ·t -
3
1(65 .4"+1) et En outre up = 1mn:oo an an pour ~a su~ e a : n ➔ 

lnf F = limn:oo S(bn) bn-a· pour la suite b : n ➔ 2.4" . 

D. NEWMAN et M. SLATER [66] ont donné des majorations asymptotiques des sommes 
(41), résultats précisés par F. DEKKING [36] et J-M. DUMONT[40] qui donnent pour 
certaines valeurs de a , l'ordre de grandeur de ces sommes et le comportement 
des restes. J. COQUET se proposait d'étudier la somme 

G(N) := I (-l)s(n)+s(3n) 
n<N 

et de montrer en particulier le 

THEOREME C.Les sommes G(N) cJuzngent de signe une infinité de fois. 

Compte tenu des propriétés générales des suites d'entiers reconnaissables par 
automates finis ( cf. [42]) on a 

PROPOSITION 11. Les suites n ➔ J (-lt(akn+bk) , 
k=l 

( ak e: IN* , 

pour tout k e: {l, ... ,K}) sont automatiques, i.e. "l'ensemble des entiers pour 

"lesquels "la suite vaut +l est reconnaissable par un automate fini • 

La suite ((-l)s(n)+s( 3n)) est donc automatique. J. COQUET [29] fournit directe-
" ment un automate qui reconnait l'ensemble des entiers n;;:;,, 0 tels que s{n)+s{3n) _ 

soit pair. Nous allons donner sa construction qui offre une particularité inté

ressante que nous exploiterons pour donner une démonstration complète du théorème 
C par une estimation précise des sommes G(N). 

La 2-additivité de s(.) donne pour tout entier n;;:;,, O 

y{2n) = [-::::~] et y(2n+l) = [-:~:~~1 
g1(n) g2(n) 
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Le passage de y(n) à y(2n) se fait donc par la matrice -1 0 0 = A et 
[ 

1 o o l 
0 1 0 o 

correspondra à l'instruction du chiffre O. Le passage de y(n) à y(2n+l) se 

[ 

0 1 0 
fait par la matrice O O -1 

0 0 1 
] = A1 et correspondra à l'instruction du chiffre 1. 

L'ensemble des entiers n tels que g
0

(n) = 1 est alors reconnaissable par le 
2-automate en lecture directe d~espace E = {+1,-1}3 d'instructions A

0
, A1 , d'état 

initial y(O) = [=!] , d'ensemble d'états de reconnaissabilité 

R = {y(O),y(3),y(5)} ( = 1[=!] , [_t] , I-t]}) 

et d'états inaccessibles que l'on élimine. Finalement, l'automate a pour 
11~] ' [_--1~] 

graphe : 

Posons A= A
0 

+ A1 

r(2k) = Akr(l). 

et r(N) = \ L 
n<N 

Pour n = l e (n)2r on a 
o:e;;~K r 

par définition: 

y(n} = Ae ... Ae [-~] 
o K -1 

y(n) , alors de r(2N) = Ar{N) on déduit 

Posons N = I e (N)2r avec eK(N) = 1 et pour O ~ m ~ K posons 
o:e;;~K r 

t = l er(N)2r et tK+l = 0. Pour tout entier n < 2m on a 
m ~~K 

N 
y(tm+n) = Aeo(n)···Aem-l(n)Aem(N)"··AeK(N)Y(O) = Aeo(n)···Aem-l(n)Y([ 2m ]) . 

Remarquons que 

sommatoire 

(43) 

Am= Y. Ae (n)···Ae ( ) , ce qui implique la fonnule 
n<2m o m-1 n 

r(N) 

obtenue par sommations successives sur les intervalles d'entiers [tm+l'tm [.Le 
polynôme caractéristique de A étant (X - 1) (:X - w) (X - w) avec 
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w = on obtient A= P.D.P-l pour 

D = 0 w 0 
[

1 o o] -1 1 • p = w 2 w • [
w-w o -(w-w)l 

OOw · 2(w-w) -w -2 -w 
La décomposition de y(O) dans la base propre choisie par P donne en particulier 

G(2k) = 1 +. i ( wk - wk) . Soit E;, = _l_ Arg( ~) et notons que E;, n'est 
v 7 2TT lwl 

pas un nombre rationnel. Le calcul précédent donne donc 

(-l)s(n)+s(3n) = 1 - 2 2k/2 sin(2k1rt;,) • 
). k 
n<2 v7 

et pour une infinité de N , G(N) change de signe avec IG(N)I ~ C'v'N où C' 
est une constante choisie strictement inférieure à 2/.J? 

THEOREME 20. Pour tout entier N ~ 0 on a 

s(n}+s(3n) 
(-1) 1 ~ 1 I 

n<N 
s(N) + 

Démonstration. Avec les notations précédentes, posons 

4 ---.--vN . 
./7( 2 -v'2) 

P- l ( y ( [ 
2
% 1 ) ) = [ :! i ~ ! ] , ( 0 ~ m ~ K · ) . 

e:-;M 

Ce vecteur ne prend que 6 valeurs, fonctions des 6 états ( accessibles ) de 
l'automate; précisément 

et 1~1 = v'2 
w-w .J7" 

L ·' · t · d t Am(y( [ _N J)) est donc . a prem1ere proJec 10n u vec eur 
2m 

d'où la majoration 

D'autre part, on sait que [ 1]: 

r/2 I e {N) 2 ~ 
r~ r 

1 v'N 
v'2 - 1 
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de sorte que 

4 v'N . 1 G( N} i ...; s( N} + 
../7 ( 2 - ./2) 

Le théorème 20 montre en particulier que les suites ((-l}s(n))n et ((-l)s( 3n))n 

sont statistiquement indépendantes, un résultat qui en fait se trouve généralisé 
dans [26] sous la fonne : 

THEOREME 21. Soient des nombres réels x1, ... XK et des entiers > 0 distincts 

h1,···,hK. Si la suite 

n'est pas constante, elle a une valeur moyenne nulle. 

La densité des entiers n > 1 premiers avec leur somme des chiffres s(n) a été 
étudiée par M. OL'IVIER [67] ; J. COQUET se proposait d'établir un résultat analogue 
pour s(n} et s(3n) , à savoir ; 

THEOREME D. Card { n < N ; (s(n),s(3n)) = 1} 

Le tenne d'erreur n'étant pas encore déterminé . 
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REPARTITION DE LA SUITE DES PUISSANCES 

D'UNE SERIE FORMELLE ALGEBRIQUI 

Résumé ·soit ~ 4 ((X)) le corps des sâries forl!lll3lles sur le corps 
fini ~qo Sie est 1l.l!l âlâl!llll3nt de ~ 4 ((X)), algâbrique sur 
le corps des fractions ratio:um.elles ~ 4 (X), nous montrons 
que la suite (Gn) admet 1111..l!le loi logaritmique de râparti
tion modulo 1, et que la di111D0nsion de Hausdorff de l'adhâ
rence de l'ensemble < {9n}; ne~ } est nulle : en parti
culier la suite (Gn) n'est pas âquirâpartie modulo lo 

Abstract Let ~ 4 ((%)) be the field of formal series over the finite 
field ~qo Ife belongs to ~ 4 ((X)) &Jlld is algebraic over 
the field of rational f1111.Jm.ctions ~ 4 (X), we prove that the 
sequence (Gn) admits a logaritllnmic distribution modulo 1, 
and that the Hausdorff di~nsion of the closure of the set 
< {8n};n e ~} is equal to zero : as a corollary the 
sequence (9n) is not uniformly distributed modulo lo 

U.Ao 22a 
U.E.R. de Math. et d' Infoo 

BORDEAUX I 
351 Cours de la Lib0ration 
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Introduction: Les propriétés des séries formelles sur un corps fini 
ressemblent souvent à celles dAs nombres réels; on peut dès lors @tre 
tenté des' intéresser à la répartition modulo 1 dans le corps des 
séries formelles sur un corps fini, et plus particuliàre!IMlnt à la ré
partition modulo 1 des puiss&.nces d'une série dorun.ée : rappelons qu'on 
ne saftt pas, dans le cas réai, si la suite (3/2)n est équirépartie mo
dulo 1, ni m@me si elle est dense modulo lo Le cas du corps ~q((X)) 
des séries forD1110l!es sur le corps fini ~q & été étudié par de nom
breux auteurs ( voir par exemple les trawaux de Carlitz C~l, Dijksma 
C5l à C9l, Hodges [121 à [141, de ~athan C18l à [201, ~ijer [211 et 
.Rhin C22l à [241; voir aussi ie livre de Kuipers et Niederreiter [161. 
Comma dans le cas réel,la suite (9n) est équirépartie modulo 1 pour 
presque tout G (au sens de la mesure de Haar sur le groupe colllll]Pact 
~ 4 ((X))/[f 4 [X- 1 l ). Pour certains e &.nalogues aux nombres de Pisot-Vija
yaragav&.n., en tend vers O modulo 1, (voir les travaux de Batem&JID. et 
Duquette [21 et de Gra.J111.det-Hugot [101 et [111, voir a.umsi l'article de 
1iardet [171), ce qui implique que la. suite (9n) admet comme loi de ré
partition la. mesure da Dirac à l'origineo 

ln 1979 HoUlm.donougbo a montré ([151) que, pour u et v entiers posi
tifs, la suite (Xu ❖ x-v)n est répartie modulo 1 suiv&.JID.t la llllSSUre de 
Dirac à l'origine. Puis Deshouillers a complètement étudié dun.s C4l le 
cas d'un e rm.tionnel "décimal" (c'est-à-dl ire tel que xJ9 soit 1ll.lll poly
nôme pour un certain entier positif j). 

Nous nous proposons ici de résumer la démonstration du résultat 
suiv&.nt (les détails se trouvent dans Cll) : 

Théorème Soit 9 un élément de ~ 4 ((X)), algébrique sur 
Alors la suite (9n) admet Ulllle loi de répartition 
que modulo 1; de plus l'adhérence de l'ensemble< 
est de mesure de Hausdorff nulle, ce qui illilllPlique 
te (9n) n'est pas équirépartie modulo 1 • 

!!ilo Not&.tions : 

lrq (X) • 

logarithmi
{9n>;n EN} 
que la sui-

Pour simplifier les notations nous supposerons dorénavun.t que q est 
égal à 2 (le cas général se traite de la dnoo façon, en utilisant le 
fait que ~qft est cyclique). 
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Si 11 est un élément de ~ 2 ((X)), on note 

On dlir&. q111:1)111.l!le suite ('\ln) de (lfa((lr)))~ &.dlDD3t lllD.18 loi. dia Irépairtition 
modulo 1 (respectivemiant UJJlle loi die répartition logQJritbiqua modu-
lo 1) si quel qua soit i»entiar set qu,al <11ue soit ft»~ft~ment l8 dlaJm.s 
(~a) 5

, l'ensemble 

adDD3t 11Llllle densité naturelle (respectivement une dl,ansité log&iritJlnmi
qua)o Rappelons qu'on dit que l'ensemble~ &.dll!ID3t un,a densit~ naturelle 
d si 

lim I 1 
X-QfC!!I n~x 

nEA 

existe et vaut d, et que !»ensemble A adlmœit une densité loga.ritJlnmi.<11111.e 
d., si 

lim ( I (1/n) )/ Log x 
X-QfCIII ~X 

nEA 

existe et vaut d'; die plus si A admet llUlll.e densité naturelle, il adlmet 
aussi une densité logaritJlnmique et ces dieux <11111.&.l!ll.tités sont éga.leso 

En particulier, la suite ('\ln) est équirépartie modulo 1 si et seule
ment si, quels que soient t»entier set (»élément B dus (~ 2 ) 2

, !»en-
semble { n E ~ ; (e1 ('\ln), e2 ('\ln), o o o , es Clin)) = l8 } admet Wle 
densité naturelle égale à 2-so 
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§2o Existence d'une loi de répartition logarithmique 

- Première remarque 

Il ne sera pas suffisant d'étudier des blocs de chiffres des 9 1 : 

nous allons en effet utiliser l'algébricité de 9, donc des relations 
du type E a 1 (X) 9 1 = 0, où les a 1 sont des fractions rationnelles 
donc des séries formelles ultimement périodiques; les chiffres d'un 
terme a 1 (X)9 1 feront donc intervenir des soDDes (finies) du type 

~CO 

E 
k= 1 

1 e s-kT (8 ) 
1 

, 

. où Tt est la période des chiffres de &fo 

- Seconde remarque 

Le calcul des chiffres de e21 connaissant ceux de 9 1 est 
immédiat : 

- Troisième rema~que : 

Si w est le degré de e sur F 2 (X) , on peut montrer que 
(&2

, & 4
, ooo, &2 w) est une base de F2(X)(&) sur F2(X), et donc 

qu'il existe des fractions rationnelles aJ et bJ telles que : 
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- Quatriàroo remarque 

La connaissance de e< 2 'C1+l)A+J pour j appartenant à C1,2w+1J 

permet de "calculer" e<20 + 1 >2 A+J et 9<2~+1)(2A+t)+J pour j dans 

l'intervalle Cl, 2w+1J; en effet, par élévation facile au carré des 

e<so+t)A+J , on obtient les e< 20 + 1 >2 A+!J pou~ j dans l'intervalle 

imp ! i Q1111Lia 

p 
~(2o+1)(2A+1)+2k = E &.j(X) 9 zcJ+A(2o+1)+k) 

1 

d~où le calcul de e<So+l)(SA+l)+Sh po111Lr k d81.l!B.s l'intervalle CO,wlo 

Enf' in P égalité 

impliqua 

'C1 

e = t b j <X> e 2 
J 

1 

\'.1 
e<2o+1)2A+2k+1 = I bj(X) e2<J+A(2w+1)+k) 

1 

pour k d&ns l'intervalle CO,wlo 

Ceci permet, gr~ce à 1llll calcul technique qu'on trouvera dans Cll 
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- Proposition 
YCD 

Si ~ = t ek(~)Xk, on note m(~,s,t) = t es-hT(~) • 
k=l 

Soit Tune période com:mlllJle (supposée paire) aux &.Jet bJ de la t:roi-

s lliàme rema.rque. 

( ft(2w+l)A+1) ~k-T(ft(2o+1)A+1)ft 8-T+l ~ , OOOJ Q v , 
~ (ft(2o+1)(A+1)) 

ooo, o-T+l 'ICI" , 

A · (ft(2w+1)(A+l)) 
OOOJ ""k-T 'ICI" 0 

Alors, si L est un entier supériau:r ou érg11.l à 2T, il existe dieux 

applications 

tel les que : 
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- Comment en déduire l'existence d'une loi de répartition logarithmi
hn ?_ que pour ~ 

On note C1., 000.,Cu ., av,ac u = 2 (2t:1+l)(L+T) , les é lém~mts die 

([f 2) T (hi+ 1) X ([f
2

)L(2t:1+1) cl&.ssés dans l" ordre lexicogra.pllB.i(llU.eo 

On pose . . 

/ 
0 si o-(Cv) ,t Cu et T(Cv) ,t Cu 

1 si G' (Cv) = Cu at T(Cv) = Cu 

&.u,v = 

l l/2 si cr(Cv) = Cu et T(Cv) ,t Cu 

l/2 si a-(Cv) ,t Cu et T(Cv) = Cu 

et on appelle A la matrice (au,v) ., élément de □u(t)o 

Cette matrice est stochastique, c'est-à-dire à coefficients rééls po
sitifs ou nuls., et telle que la somme des éléllllll2lnts die chaque colonne 
vaille 1; ses valeurs propres sont donc de modula inférieur ou ég&l à 
1, et celles de module 1 sont des racines de l'unité. 
Un raisonnement classique permet d'en déduire l'existence d'une den
sité logarithmique pour la suite 

puisque la matrice A permet d'exprim3ll' la rép&rtition dies élémants de 
l'intervalle C2x,4xC parmi les différente~ suites c:111 en fonction 
linéaire des éléments de l'intervalle Cx,2xC parmi ces um@m3s suiteso 
Puis on conclut à l'existence d'une loi de répartition log&.ritllo.mmique 
pour la suite (Gn)o C'est à cause de la présence éventuelle die raci
nes de l'unité parmi les valeurs propres de la matrice A que l'on n' 
obtient, par cette méthode, qu'une loi de répartition logaritlbmnique, 
et non une (vraie) loi de répartition. 
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§3. Dimension de Hausdorff: 

Pour prouver que la dimension de Hausdorff de l'adhérence de 
l'ensemble < {9n} ; n E ~ > est nulle, il suffit de montrer que, 
quel que soit E strictement positif, on a: 

(autrement dit il n'y a '"pas beaucoup de blocs"' B qui apparaissent 
dans les 9n lorsque 9 est algébrique). 

L'idée essentielle (le détail est dans [11) est de èommencer par 
remarquer que l'on a 

Ef2 (X) (9) 0 • • 

donc, pour i dams l'intervalle [1,2x], et pour j dans l'intervalle 
C1,w1, il existe des a 1 ,J tels que 

d'où 

w li 

= :E a1,J(X) 9J 2 

1 
, 

On reprend alors des calculs analogues à ceux évoqués plus haut en 
en utilisant la propriété (immédiate mais déterminante ici) : 

sir d O modulo 2x , 

il ne reste plus qu'à choisir x gigantesque 000 o 
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Conclusion: 

Il résulte en particulier de ce qui précède que la suite des 
puissances d,une série forl!lll0lle algébrique sur le corps des fractions 
rationnelles sur un corps fini n'est pas équirépartie modulo lo Deux 
problèmes restent né&.runoins ouverts 

- quelle est la nature de la mesure répartition logarithmi
que dont l'existence est prouvée ci-demsus? 

- existe-t-il en général 11LD.e (vraie) l!lll0sure de répartition? 
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DISTRIBUTION DES VALEURS DE LA FONCTION nECN) 

par Michel BALAZARD 

I INTRODUCTION -
. a 1 a 

Soit P 1 'ensemble des n,)mbres premiers. Si p
1 

pr r est la décompo-

sition de ne:1N* en facteurs premiers (p
1

, ••• ,pre:P, a
1

, ... ,are:IN*), on note 

Q(n) = a
1 

+, •• +ar = card{(p,k) e:Px1N* 1 /pkln}. Rappelons quelques propriétés de la 

fonction n 

lcg n * 2n(n) ) i) n(n) :;; log 2 
pour tout ne: IN (car :;;n 

ii) I n(n) "-'x I 1 quand - "-' x log log x X -> + oo 

n:;;x p:;;x p 

iii) n(n) "-' log log n presque partout. 

Ce dernier résultat, dû à Hardy et Ramanujan, est l'un des points de départ 

de la théorie probabiliste des nombres. 

N(x,k) 

Pour étudier la distribution des valeurs de la fonction n(n), posons 

* =card{n e: 1N /n :;;x et rl(n) =k} pour k e: 1N et x ~ 2. Gauss avait conjec-

turé la formule : N(x,k) "-' l x og X 

k-1 
(log log x) 

(k-1) ! quand X-> +oo et * k e: 1N 

(k constant). Pour k = 1, c'est le théorème des nombres premiers ; pour k > 1 

c'en est un corollaire démontré par E. Landau en 1900. Nous reviendrons au para· 

graphe II à l'étude du comportement de N(x,k). 

Soit maintenant E une partie de P telle que 

la suite ordonnée des éléments de E. Nous noterons 
1 

E(x) = I 
pe:E p 

pour tout * k x ~2 ; nE(n) = card{(p,k) e:E xIN /p ln} • 

p:;;x 

On a les propriétés suivantes 

iv) 

v) 

n () log n 
En :;; log p 

1 
I nE(n) "-'x E(x) 

n:;;x 

* pour tout ne: 1N 

quand x -> + o 

presque partout. 

(car 

Ce dernier résultat découle de l'inégalité de Turan-Kubilius. 
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Nous poserons ici et nous 

verrons au paragraphe III comment les résultats concernant l'ensemble P de tous 

les nombres premiers se transposent à cette situation plus générale. 

II CAS OU E EST L'ENSEMBLE DE TOUS LES NOMBRES PREMIERS -

Commençons par deux remarques élémentaires: 

i) si X>, 2 et k > log x 
log 2 ' 

on a N(x,k) =O (d'après i), § I) 

ii) si X ;:: 2, I N(x,k) = [x]. 
kEIN 

Le théorème suivant décrit l'état actuel d~s connaissances concernant 

N(x,k). 

Théorème 1 . - a) Si o > 0 on a 

k-1 x 
N(x,k) = F(z 7, X) 7 og og 1,og x 

k-1 (log log x) 
(k-1 J ! 

uniformément pour x ;:: 3 et 

définie pour I z 1 < 2 par 

1 ~k ~ (2-ô) 

1 
F(z) = r(z+l) 

Zog log x, où F désigne 

nr1-l/u-~J- 1
• 

p p p 

b) Pour tout A > O, on a 

N(x, k) = C G(t) X fog X (] + O ( . 1 ) ) 
2k A ✓Zog Zog x 

Za fonction 

uniformément pour x ;:: 3 et I t 1 ::;. A, où k := 2 Zog Zog x + t 2✓Zog 

C = ¾ n ( 1 + / 2 J J et G ( t J = - 1 f t e -u
2
12 du. 

Zog x, 

p>2 Pp- ~ -oo 

c) Si 6 > 0 on a uniformément pour X>, 3 et 

( 2+6) Zog Zog log X 
x'I.k-I.z 2 O(J 

N(x,k) X X (X b X) où .b = c k Zog k+ 08 ~ Zog (3 -:1<.J est une 
2 2 2 2 

constante E]0,1[ ne dépendant que de o. 

a) est dû à L.G. Sathe et A. Selberg, étendant le théorème de Landau et 

un résultat précédent de P. Erdos (cf. [6], [3], [11], [12]). 

b) est.dû à H. Delange et n'est pas publié. 

c) est dû à J.L. Nicolas (cf. [8]). 

Il était naturel d'essayer de décrire les transitions entre les formules a), 

b), etc). C'est l'objet du théorème suivant. Avant de l'énoncer, introduisons la 
x2 xk 

notation Pk(X) = 1 +X+TI+ ••. +k! (somme partielle de la série exponentielle). 
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Théorème 2. - Pou.r x rée Z ~ 2 et k entier ~ 1, posons 

On a : 

a) si y < 1 , N(x,kJ = 0 

b) S1, 1 ~li <1,5, N(x,k) = 1 

c) si 1,5 ~y <2,25, N(x,k) = 2 

d) si 2, 25 ~ y < 2, 5 , N(x,1) = 2 et N(x,k) = 3 pour k > 1 

e) si 2,5 ~li <3, N(x,1) = J et N(x,k) = 4 pour k >l 

f) si Y ~3, N(x,k) =f(r) z y Pk 
1

(2 Zog' Zon y) {1 +O(z l ;} 
og y - ~ og Zog y ' 

1 z 
1 

(1 --) 
où f(z) = Il 

p (fonction holomorphe de z pour lzl <3J, 
2z-lr(z+l) p~3 z 

1 --
p 

Pk_i2 Zog Zog y) 
r =O si k = 1, r =2 

Pk_/2 Zog Zog y) 
si k ~ 2. Le 0 est absolu. 

Grâce aux estimations connues concernant Pk(X), on retrouve les formules 

du théorème 1, sauf le reste dans les formules a) etc). 

Indiquons la structure de la démonstration du théorème 2. L'idée de départ 

est due à G. Halasz (cf. [8]). En écrivant tout entier positif n sous la forme 

n = 2am, m impair, on a 

et Q(n) = k 

<= 

et 

et 

a+!l(rn) = k 

Q(rn) ~ k 

et Q (m) ~ k 

où l'on a posé w(m) = m 2-Q(m) (w est complètement multiplicative, et tend 

vers +00 sur les nombres impairs). On a donc 

N(x,k) = l 
w(mhy 
Q(mhk 

= T(y,k) , disons, où 

l'apostrophe indique une sommation ne portant que sur des nombres impairs. 

Les cinq premières assertions du théorème 2 résultent aisément de (1). 

· D'autre part, 

(2) 

la formule de Cauchy donne 

T(y,k) = _l_ I 
2rri 

Yr 
I' 

w(m)~y 

Q(m) z 0 

-k-1 
_z __ dz 

1-z où 

circonférence de centre O et de rayon r < 1 parco~rue dans le sens positif. 

est la 

Le résultat découle alors de l'estimation de l'intégrale de (2). Pour cela 

nous utilisons une formule asymptotique pour L' zQ(m), établie suivant les 
w(m)~y 

idées de A. Selberg et H. Delange (cf. [12], [1]). 
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Il reste encore de nombreux problèmes non résolus concernant la distribu

tion des valeurs de St. Citons une conjecture de P. Erdos (cf. [3]) : si x ~3 

est fixé, notons k(x) l'entier k qui maximise N(x,k) ; alors 

k(x) =log log x +0(1) quand x->+ 00 • On peut également conjecturerque k->N(x,k) 

est croissante pour k < k(x) et décroissante pour k 3 k(x). 

III CAS OU E EST UN ENSEMBLE DE NOMBRES PREMIERS TEL QUE I = +oo -

Nous avons, comme au § II : 

i) 

ii) 

s l. 

si 

X~ 2 

X ~ 2, 

et k > log x 
log pl 

, on a 

l NE(x,k) = 
kdN 

[x]. 

pEE p 

(d'après iv), § I) 

Nous n'évoquerons ici que les résultats concernant l'ordre de grandeur de 

NE(x,k). Pour l'étude des formules asymptotiques de G. Halasz, voir [4] ou [2], 

tome 2, chapitres 19 et 21. 

Le résultat essentiel est dû à G. Halasz et A. Sarkozy (cf. [5] et [10]) 

Théorème 3. - a) Si o > 0 on a Ne<x, k) «
0 

x e -E(x) E[~)k 

ment pour 0 ~ k ~ (2-ô)E(x). 

b) Si ô > 0 on a NE(x,k) 
-E(x) E(x/ 

>>
0 

X e k! 
ment pour ô E(x) 'i:.k ~ (2-ô)E(x). 

L'intérêt majeur de ces estimations est que les constantes impliquées par 

les symboles >>et<< ne dépendent que de ô, et aucunement de l'ensemble E ; 

cette exigence rend d'ailleurs la démonstration de b) assez longue, et il serait 

intéressant d'en trouver une plus courte. Notons également que les démonstrations 

de G. Halasz et A. Sarkozy contiennent le résultat légèrement meilleur suivant : 

Théorème 3'. - Pour tout A > O, il existe deux constantes absolues m(A) 

et M(A) E ]0,+ 00 [, telles que l'on ait : 

E( ) E(x/-l 
m(A) xe- x (k-1)! ~NE(x,k) 

. k 
M(A) 

-E(x) E(x) 
~ x e k! , unifomément 

pour 1 ~k~A E(x) si A <p1 ; la deuxième inégalité est vérifiée également pour 

k =O. 

On peut se demander si les polynômes Pk intervenant dans le théorè~e 2 

sont utiles pour étudier NE(x,k). La réponse à cette question est affirmative. 

Théorème 4. - Pour x réel ~ 2 et k entier 31, posons 



53 

On a 

uniformément 

pour et 6 E(x) 

La démonstration de ce théorème utilise le théorème 3 et des idées de 

G. Halasz et J.L. Nicolas (cf. [5], [7] et [8]). 

En particulier si k >, pl E(x) >, pl E(y), on a 
~ 

NE(x,k)--. y exp{(p 1-l)E(y)} 
pl' P2 

d'où on déduit facilement que 

= 

résultat annoncé par K.K. Norton dans [9]. 
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ENSEMBl.ES INTERSECTIFS ET RECURRENCE DE 

POINCARÉ 

Anne BERTRAND 

Le but de cet article est de montrer que les ensembles intersectifs 

sont exactement les ensembles de Poincaré Depuis la rédaction de ce travail 

deux (ou trois) démonstrat ions(i ndépendantes J de ce résultat ont été proposées 

par P Liardet, J. -F. Mela (et peut-être Katznelaon J. 

~ 1. - Les ensen,bles intersectifs sont les ensembles de Poincaré 

Nous appellerons système dynamique tout quadruplet (X, B, µ , T) où X 

désigne un ensemble, B une a-algèbre sur X , µ une mesure probabiliste 

sur cette algèbre et T une application de X dans lui-même conservant la 
-1 

mesure µ (c'est-à-dire que pour tout ensemble mesurable A , µ(T A)= µ(A). 

DÉFINITION I. - Nous appellerons ensemble de Poincaré tout sous-ensemble P 

de W tel que étant donnés un système dynamique (X, B, µ , T) et un ensemble 

mesurable A de mesure non nulle : 

3m EP 
-m 

µ(T A nA) >O 

Pour tout sous-ensemble S de JN* , nous désignerons par S-S l'ensemble 

desnombresdelaforme a-b avec aES, bES, a/b. Nous appellerons densité 

d'un sous -ensemble S de lN la limite, lorsqu'elle existe 

* 

d(S) = lim J. # [ b ES , . b < N J 
N 

N➔ co 

où A désigne le cardinal d'un ensemble A . 



56 

Nous appellerons densité supérieure de S 

d(S) = lim 
N ➔ ca 

Nous appellerons densité supérieure de Banach le nombre 

B D(S) = -;1,im 
I➔ ca 

où la limite supérieure est prise sur l'ensemble des intervalles I de 1N' • 

, 
DEFINITION II. - Nous appellerons ensemble intersectif tout sous-ensemble H 

* de 1N' vérifiant les conditions équivalentes qui suivent : 

1) pour tout sous-ensemble S de densité strictement positive, alors 

H rf...S-S) fr/ . 

2) pour tout sous-ensemble S de densité supéi-ieure strictement positive 

H n(s -SJ I ~ . 

3) pour tout 

ment positive : 

sous -ensemble S de densité supérieure àe Banach stricte-

H n(S-S) I </ • 

On trouvera dans Rusza ( 1J et Farstenberg ( 2J la preuve que ces conditions 

sont équivalentes ; on trouvera dans Kamae-Mendès France [3J et Rusza (4J 

la preuve que les conditions qui sui vent sont aussi équivalentes : 

, 
DEFINITION III. - Nous appellerons ensemble de van der Corput tout sous-en-

semble H de W vérifiant les conditions équivalentes qui suivent : 

1) Pour toute mesure positive v sur C 0, 2rrJ si 

,2TT 
'v' k E H j CO s k x d \J ( x )= 0 , 

0 
alors v est continue en 0 

2) Pour toute mesure v positive sur C 0, 2TT] si 

2TT .h 
· -1 X 

'v'kEH Yk=J e dv(x)=O 
0 

alors v est continue en O • 
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3) Si pour tout hE H la suite v = (u h- u ) > 
0 

est équirépartie modulo un n n+ n n _ 
alors la suite (u J l'est aussi. 

n n~O 

4) 'r/ E > 0 

tel que 

3 P(:X) = ~ a cos h> 
hEHU[OJ n 

P(0) = 1 

a <e 
0 

'VxEffi., P(x)~0. 

Les réflexions qui suivent ont été inspirées par l'article de Mendès France 

et Kamae ( 3J et par l'ouvrage de Fürstenberg [ zJ ; leur langage commun nous 

a frappé : ce n'était pas la m@me soupe, mais c'était le même assaisonnement 

et il nous a· semblé raisonnable de conjecturer que les ensembles de Poincaré et 

ceux de van der Corput sont exactement les mêmes. 

Rusza de son côté a conjecturé que les ensembles de van der Corput et les 

ensembles intersectifs étaient les mêmes ensembles. 

Nous ne nous sommes tirés d'aucune deces conjectures mais nous sommes en 

mesure de prouver le résultat bâtard que voici 

THÉORÈME 1. - Soit H un sous -ensemble de lN 

sont équivalentes : 

1) H est un ensemble de Poincaré 

2) H est un ensemble intersectif. 

les conditions suivantes 

On trouvera dans ( zJ la preuve que 1 ~ 2 . Montrons que 2 ~ 1 

LEMME 1. - Soit (X, B, µ , T) un système dynamique, et soit A un sous-. 

ensemble mesurable de X. Alors l'ensemble 

est un ensemble T invariant de mesure nulle. 
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C'est en effet la réunion dénombrable d'ensembles de mesure nulle et il est 

clair qu'il est T-invariant. 

LEMME 2. - Soit {X, B, µ , T) un système dynamique, et soit A un ensemble 

de mesure non nulle. 

Soit D l'ensemble des éléments x de A tels qu'il existe une suite (ji)i;:;;: 
0 

d'éléments de A et une suite {n ) croissants d'entiers de densité supérieure 
ii~O 

strictement positive telle que 

x= 

Alors D est de mesure non nulle. 

D'après le théorème de récurrence de Khintchine [ sJ , il existe une suite 

m. de densité positive d telle que pour tout i : 
1 

-m. µ (AJ2 
µ(T 

1
AnA> ~ 

2 

Soit f la fonction qui vaut 1 si x appartient à T-n A nA , ou O sinon. 
n 

Alors pour tout n appartenant à M = (m. ; i ~ 0 J 
1 

• 1 2 J f ~ -
2 

(µ{A)) 
X n 

et donc 

1 d 2 
lim - ~ J f d µ ~ -

2 
( µ (A)) 

N➔ 011 N X n 

Soit V = f x lim Nl r f {x) = 0 } . Montrons que 
N➔ = n 

µ {V) < 1 . 

Sinon, par convergence dominée 

et donc 

1· 
N ~ J 

m:SNX 
f dµ l l': J f dµ 
m N n:SN V n 

lim 
N➔ m 

1 ) 
-· j f dµ = 
N V n 

J lim 
V N ➔ m 

1 
N 

lim 
N➔ m 

1 
l': J' fdµ=O 

N n<N X n 

ce qui contredit le théorème de Khintchine. 

f dµ = 0 
n 
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L'ensemble D est égal à X-V car 

XE X-V ~ lim 
N ➔ co 

lim 
N--Pœ 

~ E f {x) > 0 
n<N n 

1 
N 

-n 
XE T A nAJ > 0 

et la mesure de D est donc positive. 

LEMME 3. - Soient H un ensemble intersectif, {X, B, µ , T) un système dyna -

migue , T une transformation inversible, A un ensemble de mesure non nulle. 

Alors 

3n EH 
-n . 

u (T A nA) > 0 . 

Soit D comme au lemme 2 et soit C défini comme au lemme 1. 

Soit x appartenant à D mais pas à C ( x existe car C est de mesure 

nulle contrairement à D . 

Soient (n.) > 
0 

et (z .). > 
0 

définis comme au lemme 2 en fonction de x . 
ln- 11-

La suite (n.} > 
0 

étant de densité strictement positive, et l'ensemble M 
1 n -

étant intersectif. 

3 i, j 

T étant inversible 

Comme z. et z. sont dans 
1 J 

z. n'appartient pas plus que 
1 

A 

X 

n. - n. EH 
1 J 

ni 
x = T (z.) 

1 

n.-n. 
T 

1 J z. = 
J 

n. 
= T J(z.) 

J 

z. 
1 

-(n. -n.) 
T 

1 
J AnA est non vide ; il contient z. 

1 

à C car C est T-invariant et donc 
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-(n. -n.) 
µ (T 

1 
J An A) > 0 

n = n. - n. contient donc O . 
J 1 

La preuve du théorème s'achève en étendant le lemme 3 au ca,s où T n'est 

pas inversible selon la technique standard. 

Remarque. - La classe des ensembles de la forme B-B ou B est un sous-en

semble de N de densité supérieure de Banach positive (resp. de densité positive, 

ou de densité supérieure positive) ne possède pas la propriété de Ramsey (on dit 

qu'une classe S de sous-ensembles de IN possède la propriété de Ransey si 

s
1 

ou S 
2 

contient un élément de S ) . 

(La classe des ensembles de la forme B-B sans condition sur B par exemple 

possède cette propriété ( zJ .} 

* En effet, si la classe S possède la propriété de Ramsey, la classe S 

des ensembles qui recoupent tous les ensembles de la classe S possède la pro

priété suivante : 

Si S est la classe des ensembles de la forme B-B ou B est de densité 

positive, s* est alors la classe des ensembles de Poincaré d'après le théorème 1 

et les ensembles 
2 

= ( n ; n E •lN J 
2 

= ( 2n ; n E IN J 

sont d'intersection vide et sont des ensembles de Poincaré ( zj . 
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~ 2. - Ensembles d.e van der Corput 

Rusza a prouvé (4J que les ensembles de van der Corput sont des ensembles 

tersectifs ; ils sont donc des ensembles de Poincaré d'après le théorème 1. 

,nnons une preuve "ergodique" de ce résultat, basée sur le lemme suivant 

Lemme de récurrence de Khintëhine 

LEMME 4. - Soit (X, B, µ , T) un système dynamique. Alors pour tout ensemble 

mesurable A la suite 

est une suite définie positive et possède une moyenne 

lim ~ . E µ (T-n A n A) ~( µ (A ) ] 
2 

N ~ a, n<N 

La suite 

complexes 

(y ) est définie positive car si a ... a 
nn~O • o n 

sont des nombres 

Notons XE la fonction caractéristique d'un ensemble E : 

n 
~ 

i, j=O 

. 
a.a. y .. = J 

1 J 1-J X 

n 
= ( r 

i=O 

Par conséquent cette suite possède une moyenne lim 
N ➔ œ 

1 
l: y • 

N n5.N n 
et 

il est classique que cette moyenne est supérieure ou égale à 
2 

(µ(A)) . 

Il est donc immédiat que les ensembles de _van der Corput sont des ensembles 

de Poincaré : étant donné un ensemble mesurable B de mesure non nulle d'un 

système dynamique {X, B, µ , T J, la suite {yn}n~O associée est la trans -

formée de Fourier d'une mesure positive \1 sur (0,2TT] et si les yn 

s'annulent sur H, d'aprè_s la définition 3' µ est continue en 0 et donc la 

moyenne de ( y J > 
0 n n -

est nulle, ce qui est impossible (on trouvera dans Bass 

[ 6J toutes précisions sur les suites définies positives et leurs 1:noyennesi 
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Nous aurions souhaité montrer que lorsque les coefficients de Fourier 

d'une mesure tendent vers 0 lorsque n tend vers l'infini en restant dans un en

semble de van der Corput, alors la mesure est continue. Nou:s n'y sommes pas 

parvenus mais : 

, ' 
THEOREME II. - Soit H un ensemble de van der Corput. 

1) Soit v une mesure sur [o, 2TT J telle que : 
2TT 

3a. > 0 1 1 a. J cos k x d v (x) < a, 

0 
ou encore 

2TT . 
t · 1 J' e - mx d \1 (x)la. < 011 

kE H 0 

alors la mesure v est continue sur [ 0, 2TT J. 

2) Soit (X, B, µ , T) un système dynamique, A un ensemble mesurable 

tel que 

alors µ(A)= 0 . 

3} Soit (u ) > une suite réelle telle que pour tout entier p il existe 
n n -0 

a. > 0 tel que 

lim 
N ➔ CXI 

1 
N 

2iTTp(u -u ) 
~ e n+k n 

1
a. < a, 

n.::SN 

Alors la suite (u ) est écjuirépartie modulo un. 
nn~0 - -

La démonstration s'inspire directement de Kamae et Mendès France [ 3J et 

Rusza (4] . 

Soit H un ensemble de van der Corput ; montrons que 

2TT 

J 
0 

2 
cos k x d v(x)/ < a, := V est continue sur [ 0, 2TT] • 

a 
0 

Soit P(x) = - + ~ a cos k x un poLynôme trigonornPtrinue vPrifiant . Ji. kEH k . 

P(O) = l 

P(x} 2'.: 0 

a < e 
0 
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dont il est fait état dans la définition III. 

D'après un théorème de Fejer, il existe 

P(x) = g(x) g(x) . 

Ainsi 

et 
2TT 

imx 
b e 

rn 

2rr ( E Il a 11
2

) = J P(x) P(x) dx 
kE Hu(oJ k O 

où dx désigne la mesure de Lebesgue sur C 0, 1] , 

2 • 2rr 2 
2rr ( ~ jjakll ) = J (g g) (x) dx 

tel que 

kE HU(O) o __,_ __ _ 

s )j° 2TT g g(x) dx Js 2TTg g(x) dx 

0 0 

:S E 'lb ll2 =a rn o 
2Tl 

Comme P(x) est toujours positif, si nous posons .f,k = J cos k x dv (x) 

2rr 
0 < v( [O) ) :S J P d V 

0 

5: J E ~ Il ak Il 
2 j E 11-tk 11

2 

kEHUlO} kEHU(OJ 

$ a 
0 

2TT 2 
r I J cos k x dvWI 

kEH 0 

Comme a peut être pris arbitrairement petit, l-l (0) est nul. 
0 

Si v avait une masse au point c / 0 , la mesure translatée "i (x) = v
1 

(x-c) 

en aurait une en O ainsi que la mesure 

Or 
2TT 

cos k C .J cos k xdv(x) 
0 

et d'après ce qui pr·écède v
2 

n'a pas de masse en O , donc v n'a pas de masse 

en c. 

Pas sons au cas où a. n'est plus égal à 2 . 

Si a..S 2 et r IJ cos k x dv (x) · la converge, alors !: / J cos k x d v {xJ/ 
2 

cpnverge 

aussi, d'où le résultat. 
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Si a. est supérieur ou égal à 2 , il existe m tel que - a. :5 2m et 

1 J ZTT I cos k xdv (x) 1 2m < °" • 

Supposons, quitte à changer v 
,2TT 

J
0 

sinkxdv(x)=O alors si v 

0 

1 
en 2 ( v (x) + v ( 2TT - x) ) que 

a une masse en O la mesure 

v = 'V)( v ,c v ·••)( v ( m fois) a aussi une masse et 
m 

2TT ,, 2rr . m i cos kx dv {x) = J (coskxd v (x)) 
0 m 0 

ainsi 
2TT ., 2 J I cos k x dv (xJI < m 

0 m 

et donc v n'a pas de masse, dc:nc v non plus. 
m 

La preuve se ferait de même en considérant 
.. 2rr 

_.2TT -2ikx 
J
0 

e dv (x) au lieu de 

j coskxdv(x). 
0 

La seconde proposition est immédiate au vu du lemme 4. 

Prouvons la troisième. 

et posons 

Soit (u ) 
nn2:.0 

une suite réelle ; 

2iTTpun 
y = e 

n 

Supposons qu'il existe a. = a. (p) tel que 

= ~ 
kcK 

1 N 2irrp(u +k-u )la. !: e n n 
N n=l 

lim 
N ➔ c:o 

1 
N X: 

a. 
y k.yl <c:o n+ n 

fixons un entier p 

et soit F un sous -ensemble infini de IN tel que pour tout kE IN la limite suivante 

existe 

l
. 1 
1m -

NEF N 

N 

n~l Yn+k yn = yk . 

La suite (yk} k 2:. 
0 

est une suite définie positive (car c'est une corrélation) et 

est donc la transformée de Fourier d'une mesure sans masse en O d'après 1}. 

Or la masse en O est égale ( ( 6J } à la moyenne de (yn)n 2:. 
0 

qui est aussi égale 

([ 6]) · au carré de la moyenne de (y ) > 
0 

; ainsi : nn_ 
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~ y = lim 
n<N n N ➔ œ 

NEF 

1 2 iTT pun 
~ e = 0 

N m<N 

Ceci étant vrai pour tout p , la suite 

d'après le critère de Weyl. 

{u ) > 
0 

est équirépartie modulo un 
nn-

~ 3. - Quelques exemples cités par Kamae et Mendès France où l'on peut en dire 

davantage 

THÉORÈME 3. - A) Nous dirons qu'un sous -ensemble H de lN possède la pro

priété A s'il existe un sous-ensemble infini de I tel que H contienne 

I - I = f p -q ; p > q ; p, q E I J 

B) Nous dirons qu'un sous-ensemble H de lN possède la propriété B si 

pour tout kE lN , HnK Z 
k 

contient un sous-ensemble infini 
k k 

Bk = (bl b2 ... ) 

tel que la suite {b x) 
- n n2:0 

soit éguirépartie modulo un pour tout x irrationnel. 

Soit H un ensemble possédant la propriété A ~ B ; alors 

1) Pour toute mesure positive v sur [ 0, 2TT J , de série de Fourier 

(y n)nE Z 

y = 0 
n 

est une mesure continue 

,2TT 
lim J cos k x d v{x) = 0 ~ v est une mesure continue 

k fH 0 
k ➔ a:i 

et de façon plus précise pour toute mesure v sur [ O, 2TT J 

v ( (o]) ? lim 
kEH 
k ➔ = 

J
2TT 

cos kxdv{x) 
0 

v( [ 0} ) $ lim y h 
hEH 
h ➔ = 

2) Soit {un)n 2: 
0 

une suite réelle telle que pour tout entier p 

1 N 2irr p{u +k - u 
lim ( lim 

N ~ e n n} = 0 
k ➔ = N ➔ CD j=l 
kEH 
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alors la suite (u } > 
0 

est éguirépartie modulo un. 
nn-

3) Soit (X, B, µ , T) un système dynamique, soit A un ensemble mesurable 

alors 

Un exemple d'ensemble vérifiant B est 

* PE 1N } 

et plus généralement 

[ Q (p) ; p 1:: JN* J 

où Q(X) est un polynôme à coefficients entiers tel que Q(O) = 0 . 

Les suites "à distributions homogènes" ([7}) vérifient également B (on 

dit qu'une suite 

suite (n. x). > 
0 1 l _ 

(n.). > est à distribution homogène si pour tout x non nul la 
1 1 -0 

est équirépartie modulo un). 

Montrons que A ~ 1. 

Soit J = [j
1 

, j
2 

... J un ensemble inclus dans I tel que 

Alors H contient (J-J)* = [ p-q ; p >q , p q E J J , et chaque élément de 

J-J est obtenu d'une seule façon comme la différence de deux éléments de J . 

Considérons, suivant Mendès France et Kamae, le polynôme trigonométrique 

1 
fN(x) = -2 ( . r, 

N 1 tE J 
t<N 

2 
= +

N N2 .r 
j-lE J 

jk E J 

N·> ,l>k 

Le polynôme trigonométrique fN{x) prend des valeurs positives pour tout x 

sa partie réelle 
1 2 -+--

N N2 
cos (j - j ix 

.(, k 
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prend donc des valeurs positives et vaut 1 lorsque x = 0 

une mesure v sur [ b, 2TT J 

donc étant donné 

• 2TT 
V ({ 0] ) S j fN(x) d V (x) 

0 
1 +-L ( ( - N N 2 ~ cos.j -jk)xdv x) 

N>t>k -l 

,2TT 1 2 
s [ sup J coshxdvJ(N+ .E 2 } 

hE (J-.J)* 0 N>t> k N 

S sup r cos hx dv(.x) 
hE (J-Jt° 0 

et comme J est sïmplement un sou·s-ensemble de I suffisamment lacunaire 

2TT 
vf OJ S lim sup J cos hx dv_.(x} 

0 

et v ( 0} = 0 lorsque cette limite est nulle. 

Nous procéderions de même pour les (yk}k ~O . 

Nous montrerions que A ~ 2 comme au théorème 2, compte tenu de la 

remarque ci-dessus sur fN(x). 

Nous montrerions de même que si H vérifie la propriété A , alors si 

A est un ensemble mesurable d'un système dynamique (X, B, µ , T} d'après 

le lemme 4 la suite 

d'une mesure V sur 

-n 
( Y ) - µ (T A nA) est la transformée de Fourier 

n n ~o -
(0,2TT J vérifiant vfOJ ~(µ(A)J

2 
et d'après l} 

Cv{A)J
2 s lim 

:5 lim 
k ➔ œ 

kEH 

-n 
µ (T A nAJ . 

Montrons maintenant que B ~ 1 . Suivons toujours la démonstration de Kamae 

et Mendès France ; étant donné une mesure v sur [ 0, 2TT J, choisissons un 

entier k tel que : 

.E \) ( [~] } < € 

2rr (p/qJ Eon Co, 2J q 

q ne divise pas k 
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une suite telle que la suite (b x) 
n n~O 

soit équirépartie modulo un pour tout x irrationnel ; soit 

Lorsque x est irrationnel 

1 N 
f (x) = - b e 
N N i=l 

ib.x 
l 

lim fN (x) = 0 • 
N ➔ m 

Lorsque X est rationnel et se met sous la forme E. 
k ' ~(x) = 1 pour tout N . 

Lorsque x est rationnel et ne se met pas sous la forme p , 1 ~ f(x) ~ -1 . 
k 

Par convergence dominée, les coefficients de Fourier ( y ) de la 
nn>o 

mesure v vérifient 

E V ((x]) - 1: v ({x} ):5 

x != 2TT(p/k) 
xÈ(O, 2TT J 

X= 2TT (p/q) 
XE(O, 2TTJ 

q ne divise pas k 

1 
s lim N (yb + ... +yb )S ~ 

N ➔ = 1 n XE 2n(p/k) 
xE(o,2nJ 

v([x])+ t v([xJ) 
x=2TT(p/q) 
xE(o,2nJ 

q ne divise pas k 

Comme · }: v f xJ est majoré en valeur absolue par e: nous obtenons 
x= 2TT(p/q) 

xE(O, 2rr J 
q ne divise pas k 

\) [ 0] ( 
1 s lim lirri N( y k + ... + y k)) 

k ➔ = N ➔ = bl bN 

s lim yh . 
h ➔ = 

hEH 

On passe à 
' 2TT J cos k x d" (x) selon le procédé standard, ainsi qu'au c~s des 
0 

sauts situés hors de l'origine. 

Les propositions 2 et 3 se déduisent immédiatement de 1 . 
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D'une façon analogue {on trouvera dans Bass, Se partie, le type de démons

tration à mettre en oeuvre) nous pourrions prouver dans le cas B : 

COMPLÉMENT AU THÉORÈME 3. - Etant donné un ensemble H vérifiant 

l'hypothèse B , une mesure v ( 0, 2TT J , -"e-"-t_;c..s=a--'-s-"é-"r_i-"e__;;;;d;...;;e-=F....::o::.cu::;:..:a.r.;;.i.;;.e~r 
(Y + ... +y) 

bk bk 
1 N . 2TT n r: v ( r~ J J = lim lim 

(p / q) F Q n [ 0, t J . q k ➔ CO N➔ a, 
N 

et plus généralement : 

~ v(fx+2TTp]J= 
(p/qJE on(o. 1J · q 

lim 
k➔ co 

lim 
N➔ e11 

N 
1 ( I: 
N j=l 

ib.x 
e J 

On peut également obtenir des indications sur la somme des carrés des 

sauts de v . 

Si H est un ensemble à distribution homogène, nous obtenons plus simple

ment : 

V ([O} ) = lim 
N ➔ CO 

~ 4. - Application à la suite 

,,, ' 

1 
N 

N 
I:. y .. 

i=l 1 

THEOREME 4. - Soient a et r des entiers positifs soit 8 un nombre réel 

supérieur à 1 vérifiant 
2r r 

9 = a 9 + 1 

2r r 
9 =ae -1 

où encore 
r 

e = ra. 

Si la suite 
n 

f x 9 J est répartie modulo un selon une mesure dont les coef-
- n:2: 0 -

ficients de Fourier tendent vers O , alors elle est équirépartie modulo un 

(c'est le cas en particulier si la mesure de répartition est absolument continue 

par rapport à la mesure de Lebesguel 
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Les bases e ainsi définies se comportent. sous cet aspect, comme des bases 

entières. 

Soit v 

h r n 
un+hr-un=x(a -lJ(µJ 

la mesure de répartition de la suite (u J > 
0 

, (ou à défaut une n n_ 
mesure associée à cette suite, ce qui veut dire qu 1 il existe un sous-ens ernble in-

fini F de 1N' tel que pour toute fonction 
mix 

e 

La somme 

v = lim 
h,m N➔ oo 

NEF 

1 
N 

..1. 
N 

,:; 
n<N 

imun 
e = J 

0 

1 
imx 

e dv(x}) 

2iTTm(un+h r-uj 1 2iTTm(ah -l)un 
e = lim - E e 

N➔= N n<N 

NEF 

est donc égale à y h 
n(a -1) 

Si nous fixons m , 

d'après le théorème 3, 

la limite de vh 
,m 

la suite (u ) > 
0 nn_ 

est nulle lorsque h tend vers l'infini 

est équirépartie modulo un. 

Soit maintenant 
2r r 

9 = a 9 ± 1 

équirépartie modulo un si et seulement si la suite 

. Nous savons que la suite (x en) > est 
n-0 4r n 

((e -1) x 0 >n~O l'est 

( (8] ) . 

Soit \1 une mesure associée à la suite 
n 

(x 9 )n ~ 
0 

, dont les coefficients 

de Fourier tendent vers zéro lorsque n tend vers l'infini. 

Soit 
4r- n 

u = x(e - 1) 8 
n 

u - u 
n+4p r n 

n (( 4r+4pr 4pr ( 4r 1 =xe 9 -6 ))-9 - )) 

n 2pr+2r ( 2pr+2r =xe.e e + 
1 2p-2r =1 __ _ 

2p+2r - (e + 2p-2r)) 
e e 
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D'après les formules de Newton 

2r+2p 1 ( 2p-2r m (p) = 8 + _...;;....._ - 8 + 
2r+2p 

8 

1 
2p-2r) e 

( 8 
2s 1 

est un entier qui tend vers l'infini avec p en effet a pour conjugué -z;). 

Les répartitions des suites 

sont les mêmes. 

Pour tout entier k fixé 

n 2pr+2r 
(m(p) • X 8 . 8 )n ~ Q 

8 

et 

lim I li1n ~ 'E e2irrkx9nm(p)I = lim y - 0 
p ➔ a, N ➔ a, n < N p ➔ a, .m (p) -

et d'après le théorème 3, 

aussi. 

est équirépartie modulo un, donc (x9n) 
n~O 
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ESTIMATIONS NUMERIQUES 
DU RESTE DE LA FONCTION SOMMATOIRE 

RELA Tl.VE AUX ENTIERS SANS FACTEUR CARRE 

par Henri COHEN et François· DRESS 

On· dé.signera. par µ fa. fonction de· Mobius·, par M. et· Cl les fondions: 
sommatoires. M(x); := I: n(x µ(n) et Q(x) := ~n~x µ(n), el par· R('xl le· reste· 
Q(x):- (6hr2} x . On utt.Hsera les notatlons standards [. J et { l pour.-· 
repré·senter respectlvement la parhe enttère et la partie fracttonnaire. 

Contratrement au cas des foncttons lîr(x)- ll xi: ou lo/(xl- x.r , ll est: 
très: malaisé de: donner· de bonnes majorations effectives de IM(-x-)1 e.t de: 
IRfx)I, même: asymptotiquement· plus. faibles que le théorème· des nombr.es;_ 
premters:. L'exemple le= plus. frappant est ce lut de IM(x)r ,. donf la: maJoratton: 
x-114''3',T pour x· 3: 3.297· (F. Dress [2I, amélioration de x/80 pour· x ~: 1119'. 
de R~ A< M'ac· Leod: [3]) est meilleure que· la maJoratton 5 ,3x/(Log x)10/9· 
('L. Schoenfeld (61) jusqu'à 2,25 10170 . Enfin, il n'existe· même· pas· de: 
majprati.on eJfective connue· de IM(x)I en x exp (-cv'Cogx'.) . 

Pour ce.· qui est de IR(x)I, la meilleure· majoration en \li était jusqu'à 
pré·sent" o·,s \lx pour· x ~ 8 ( L. Moser et R. A. Mac Leod· [4l) . 

Nàus' avons établi l'es majorations· suivanfes. 

Théorème 1. Pour tout x et tout y ~ 1 , on a 

IR(xc+-y}- R(x)I. <" 1',6749·Vy +· 0 ,6212 x/y . 

Corol latre·. Pour tout- x ~ 1 el tout y.> 1,911 x213 , on a, 

IR(x+y) - R(x)I < 2 v'y, . 
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T"1éorè~e 2. Pour tout x et toiJt :.1 ~ ·1 8n 3 
~ . 

Théorème 3. Po1..1r tout x ~ 1664 , ün a 

IR(x)I < o, 1333 Vx. 

Elles sont toutes obtenues par la conjonction de majoratlons 
asymptotiques effectives et de vérifications par ordinateur qui permettent 
de "raccorder" avec les vraies bornes inférieures de validité. 

Le point de départ consiste à raffiner la formule triviale Q(x) = 
I:82,x µ(a) [x/a2] (dont l'uhHsation "bloque 0 à (3/r<2)vx, comme Mo:ser et 
Mac Leod en ont fait l'expérience) en 

2 lt--1 
Q(x) = I:a(x.,.µ(a) [x/a ] + I:j:1 M(xj) - (n-1)M(x 0) 

( avec Xj := [vx7}]) , 

et à uhHser des majorations effectives de IM(x)I, notamment pour majorer 
le terme :Ea>xnµ(a)/a2 qui ne manquera pas d'appara'ttre lorsque l'on voudra 
retrancher (6/r<2) x . 

Pour la démonstration des théorèmes 1 et 2, on établit dans un premler 
temps la majoration 

IR(x+y) - R(x)I < 1,0625 y vnTx + O ,66 \/xTn + n - O ,5 y/vx, 
valable sous les conditions (techniques mais essentiellement inévitables) 
n < x/y et n ~ x/576 . On choisit ensuite une valeur de n qui minimise, soit 
1,0625 y Vn7x + 0 ,66 vxTn ( théorème 1, n est alors de l'ordre de x/y), 
soit O ,66 vxTn + n ( théorème 2, n est alors de l'ordre de x 1 /3). 

Dans un cas comme dans l'autre l'exigence très contraignante n entier 
et les conditions théoriques évoquées restreignent et compllquent le 
domaine de va Hdtté a priori. La démonstration doit donc se terminer par un 
découpage convenable du complémentaire et des vérifications (fort 
laborieuses dans le cas du théorème 1), certaines théoriques, certaines par 
ordtnateur_. sur les parties atnsi définies. 

Pour la démonstration du théorème 3, l'utilisation de la formule 
fondamentale conduit à écrire 

IR(x)I ~ T 1 + T 2 + T 3 1 

:avec 
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L'uhhsahon banale de la majorahon déjà évoquée IM(x)I < x/143,7 
pour traiter T 1 et T 2, et la majoration triviale IT 31 < (1/2) O(x0), ne 
permettent pas de descendre en-dessous de IR(x)I < 0 ,23 VX. Nous avons 
introduit deux amé lioratlons. 

La première utillse la majoratlon "intermédiaire" 

IM(x)I < (1/2)\/X pour 201 ~ x ~ ~ = 7725038628 

(vérlflée par ordinateur, jusqu'à 108 par G. Naubauer [5], puis jusqu'à. ~ par 
H. C et F. D [ 1]). On obtient ainsi une majoration qui peut servir de relais 
entre les vérifications numériques par ordinateur (jusqu~ à 2 ,54 10 8 ei'lviron) 
et les vraies majorations asymptotiques (à parl:ir de x0 = ~, soit donc, 

comme on prendra 7 pour valeur optimàle de n, à parl:ir de x = · 7 ~2 
= 4, 17 ... 1020). Repousser ausst lotn la borne tnférteure d'utlltsattoi, des 
majorations asymptottques de T 1 et T 2 permet de rendre négllgeables 
plusieurs termes para si tes très gênants vers 108 - 1010 . 

La deuxième amé Horation consiste à majorer IT 3 I par 

v':Ea(x µ2{a) v'Ï:a(x lµ(a)I ( { x/a 2} -1/2 )Z , 
R n. ---...,....,-,,-,....,...""T"""',r.-"~':"::-::-"Jr" 

le deuxième facteur étant lui-même majoré par v'I:a,x
11
h(a)( { x/a2} -1/2 )i, 

où h(a) est la fonction caractéristique des entiers qui ne sont divisibles ni 
par 4 ni par 9 . La mise en oeuvre est longue et délicate mais le gain est 
apopréciable, d'autant plus qu'il bénéficie pareillement de l'existence de la 
majoration - re 1 ais. 

On obtient en récapitulant une majoration de IR(x)I dont le terme 
principal est C(n) \/X, avec 

C(n) = (1/143,7){2\J'n + 1/v'f + ... + 11'/n-1 + 1/(2v'rï)} + 1/(1l'V3n) . 

On constate di.rectement que 7 est la valeur optimale de n I et on en déduit 
la partte asymptotlque de la maJoratlon. L'établissement de ta partte 
lntermédtalre de la maJoratlon s'effectue de façon tout à fatt stmtlatre, avec 
blen entendu des va leurs dl fférentes de certains paramètres numértques. 
Quant aux vértflcations numértques par ordlnateur, elles s'effectuent avec le 
programme le plus simple et ne nécessitent que des moyens de calcul très 
ordi.nai.res 
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Remarq~ Les résultats présentés sont en co,.Jrs d'améli.orab.on, 
notamment parce que 1a ma3orab.on if1(x)I < x/143 ,7 est elle-même en 
cours d'amélioration (.il y a d'ailleurs rétroaction entre les deux 
majorattons). 

Remarque 2. Il n'est pas inintéressant de noter que, si l'on uhhsait la. 
maJoration iM(x)I < 5 ,3 x/(Log x)10/9 , on obttendralt 

1 R(x) 1 < 6,166 vx /(Log x)S/9 , 

qui n'est mellleure que la majoration du théorème 3 que pour x au-delà de 
4 10431 . 
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Simple Zeros of Zeta Functions 

J.B. Conrey, A. Ghosh, S.M. Gonek 

In this note we present an easy proof that i;;(s), the Riemann zeta

function, has infinitely many non-real simple zeros. We also state some 

theorems on simple zeros of the Dedekind zeta-function of a quadratic 

extension of the rationals. 

It is known that a positive proportion of the zeros of r,;(s) are simple. 

This follows from Levinson's work on zeros on the critical line as observed by 

Selberg and, independently, Heath-Brown. In light of the difficulty of 

Levinson's method it seems desirable to have an easy proof that r,;(s) has 

infinitely many simple zeros. For this reason and to motivate the technique 

of proof of our other theorems we give this proof. 

The facts that we use regarding the zeta-function are as follows: 

(1) r;;(s) = x(s) i;;(l-s), x(s) « T112 
- a ( lal« 1, ltl « T); 

(2) r;;(s), r;;'(s) « Tl/J(l-a) (a~ 1/2, ltl << T, 1s - li >> l); 

(3) L <s> = 
X 

t 1 
log h + 0( 1 + I t I ) ( 1 a 1 < < 1; 1 s 1 » 1) ; 

(4) N(T) = # { p = B + iy: r;;(p) = O, 0 <y<< T} << T log T; 

(5) N(J/4, T) = fi { p = B + iy : r,;(p) = O, a~ 3/4, lrl « T} « T213 , 

( 6) 

(7) 

c' 2 r s.t. IT - T' 1 « 1 and - (a+ i T') « log--r ( lai « l); 
C 

if a
0 

<<Enc for all c > O, then for c > 1 and all c > O, 

The first six of these assertions may be found in Titchmarsh [5] while (7) is 

in Gonek [4). 
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Our proof will show that if 

* N (T) = # {p =a+ iy: r,;(p) = 0, r,;'(p) F O, 0 <y< T}, 

then 

By using stronger density estimates and mean value theorems for Dirichlet 

polynomials at well-spaced points we can obtain N*(T) >> r 4/S+ô for some small 

ô > o. 

The starting point of the proof is Cauchy's inequality: 

The second sum here 1s N*(r) soit suffices to bound the first sum from below 

and the third sum from above. (We s·hall obtain an asymptotic formula for the 

first sum.) 

We begin by estimating the third sum, say s3 • Then by the symmetry of 

the zeros about the 1/2-line and the identity 

r,;'( p) -x< p) r,;'( 1-p) 

which follows from (1) we obtain 

s3 = ~<~<r < lr.:'(p) 12 + lr.:'(1-p) 12> 
B~lÎ2 

= O<~T lt'(p)l
2 

(l+ lx(l-p)l
2

). 

B>l/2 

By (1) and (2) we obtain 

53 
<< · I T(4/3)B-l/3 << 

O<y<T 

B~l/2 
O~~T 

l/2(B0/4 

2/3 
T + O(~T 

3/4<a<I 

T 
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whence by (4) and (5), 

S << T213 N(T) + T N(3/4,T) << r 513 log To 
3 

Next we evaluate the first sum, say S1 o Let T' be as in (6). Then by 

Cauchy's theorem and (1) and (2), 

where e 1s the positively oriented rectangular contour with vertices c+i, 

c+iT', 1-c+iT', 1-c+i (c=l + (log T)- 1) o The integral along the "bottom" edge 

1s « l; the integral along the "top" edge is << rl/Z+t: by (1), (2), and 
€ 

( 6) o Along the "right" side the integral 1s 

= _!_ I .. A(m) log n ,1T
1

' (mn)-it dt. 
211 m,n cc m n 

Finally, the integral along the left side is 

where 

I = _l_ J c+iT: s_' (1-s) t'(l-s) dso 
2d c+i t 

From (1) it follows that 

1 +·r' , , , 2 
= Zrl /c 

1 x(l-s) (S. (s) t'(s) - 2 .X. (s) + (À (s)) t(s)) ds 
c+i t , X X 
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say. 

By (7) and the prime number theorem, 

J = A(m) log n + 0 (Tl/Z + e:) 
1 I: T e: 

mn~ 2w 

T 2 = "2;'; log T + O(T log T). 

Now let 

and 

c+iu l+i x( 1-s) ,;(s) ds. 

Then for 1 < u << T it follows from (7) that 

-u 
!½(~) = z; log u + O(u) 

and 

K ( ) = ~ + 0 (u l/ 2 + e:). 
3 u 2,r e: 

Now by (1), (2), (3) and integration by parts we obtain 

C+iT' t 1/2 + ,,. 
l+i log z;- xCl-s) ,;'(s) ds + Oe:(T · "") 



81 

= 
2
! log

2
T + O(T log T) o 

Similarly, we find that 

T 2 
J 

3 
=-Y,;° log T + 0( T log T) o 

Thus, 

-T 2 
I .. "t;"; log T + O(T log T) 

which léads to 

Finally, 

2 4 
>> T log T >> Tl/3 

0 

TS/J log T 

An elaboration of this method leads to a result on simple zeros of the 

Dedekind zeta-function of a quadratic extension k of the rationals .. Let tk(s) 

denote, such a zeta-function and 

Then we can prove [ 2} 

If we assume the Rfemann,-ffypothesis, then s3 can be, evaluated 

asymptotically 

« T(1og T} 4 )o 

* (see Gonek [4})'. In this case we obtain N (T) » T (since s3 

* To obtain N (T) » N(T) we sum r;'(p) B(p} instead of r;'(p) 

where B(s) is a function which makes t' B normal in tenus of moments. Our 

choice is' 
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B (s) = 

with y= Tl/ 2 - E and b(n) = ~(n) P(log y/n) where µ 1s the Mobius function 
log y 

and Pis a polynomial satisfying P(O) = O, P(l) = 1. By the calculus of 
-x 3 2 variations, P(x) = 2 + 2 x is the optimal choice of P and this leads to 

(on RH) 

* 19 N (T) ~ (27 + o(l)) N(T) 

(see (1)). Of course, the proof we have given in this paper does not even 

begin to address the obstacles which must be submounted to obtain this result. 

Finally, we mention that our last result can be used in conjunction with 

a theorem on common zeros of L-functions to derive (on RH) that 

* 1 
Nk (T) ) (54 + o(l)) t\(T) 

where 

(see (3)). This result.does not seem to be accessible by other known methods. 

J.B. Conrey and A. Ghosh 

Still water 

S.M. Gonek 

Rochester 
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SUBSTITUTIONS ET EQUIREPARTITION 
MODULO 1 

Christian MAUDUIT 

Soit u = (un)n E 1N une suite d'entiers point fixe d'une substitution 

de longueur quelconque. On note B(u) l'ensemble normal associé à u , c'est-à

dire 1 'ensemble des réels a tels que la suite (un. a)n E 1N soit éqùirépar
tie modulo 1 . 

Nous montrons que si u n'est pas trop "lacunaire" , ]R, B(u) est 

inclus dans une extension de degré fini de m. 

I - Rappels et notations. 

On se donne A= {a1, ... ,ag} un alphabet à g lettres (g;;;.. 2) et 
r une substitution (ou morphisme) sur A (cf [ 8]) 

Pour tout i E {1, ... ,g} 
n 

et pour tout n E JN , on note Q,i la longueur du 
n 

mot r (ai) . 

A la substitution z: sont associés : 
(1) Une.matrice M , carrée d'ordre g , dont le terme général 

est égal au nombre d'apparitions de la lettre aj dans le mot r(ai) . 

M •. 
lJ 

A désigne l'ensemble des valeurs propres de M qui interviennent dans l 'écri-
1 . 

ture de ( Q,n, ... , Q,~) en fonction de n (on rappelle que 

1 g t n (2n, ... , Q,n) = (1, ... ,1) M ) . On note p(M) le rayon spectral de M . 

(2) Un graphe G, dont 1 'ensemble des sommets est A, et tel que le 

nombre d'arcs allant de a. vers a. pour (i,j) E {l, ... ,g}2 soit égal à 
l J 

M ..• 
lJ 

Si i E {l, ... ,g} , on désigne par 

dans G {cf [11), et par Yta;) 

a. la composante fortement connexe de . a. 
l . l 

le nombre cyclomatique de ai (c'est-à-dire 

le nombre d'arcs de ai plus· 1 moins le nombre de sommets de ai) . 



Si m E AJN est un point fixe de E et si t E {l, ... ,g} , on consi

dère l'ensemble [m]t des entiers n tels que la (n+l)ième lettre du mot m 

soit at . 

On note maintenant I l'ensemble des i E {l, ... ,g} tels qu'il existe un che

min dans G allant du sommet ai vers le sommet at . 

Nous allons montrer que si [ m] t n'a pas une croissance trop rapide 

(cf hypothèse (H)) , alors 1R, U(Q(:.\) c B([ m]t) . 
À.E fi 

D'après le théorème de Weyl (cf l7]) ceci revient à étudier le comportement 

asymptotique des sommes de Weyl associées au point fixe considéré. 

Lorsque p(M) > 1 , l'idée consiste à estimer les paquets de Weyl 

S~ (ex) associés aux mots I:n(a;) , puis d'en déduire le comportement des sommes 

de Weyl de longueur quelconque. 

Mais si p(M) = 1 ( E est alors appelée substitution unispectrale), 

cette démarche ne peut aboutir : les longueurs des plages d'observation (i.e. des 

mots En(a.)) , polynomialement bornées, sont en quelque sorte trop courtes. 
l 

On est ainsi amené, pour déterminer B(u) , à préciser la forme de ces substitu-

tions. 

II - Cas des substitutions uni spectrales : p(M) = 1 {cf [ 5]) 

Une telle substitution est caractérisée par la propriété suivante : 

Proposition 1 : E est une substitution unisp_ectrale si et seulement si toute 

composante fortement connexe de son graphe a un nombre cyclomatique égal à 0 

ou 1 . 

On remarque alors que pour tout i E {1, ... ,g} les longueurs ti sont des 
n 

fonctions polynomiales de n , à coefficients rationnels. 

On en déduit, par récurrence sur g , que tout point fixe d'une substitution 

unispectrale vérifie la propriété suivante : 

Proposition 2 : Si m est point fixe d'une substituition unispectrale, alors 
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pour tout t E {1, ... ,g} , [ m] t , ou lN, [ m] t , est une réunion finie d 'ensem

bles de la forme 

{P 0 
1(n)+P 1 (n1)+ ... +P . 1(n. 1 ) ;n

1
._

1 
< ... < n

1 
< n, n E lN} où i ;;;;i: 2 g- g- . g-H l-

et Yj E U, ... ,i-1} P~-l (resp Pg-j) est un polynôme à coefficients rationnels 

de degré inférieur ou égal à g-1 (resp. g-j) . 

Grâce à ce résultat, on démontre alors très simolement, en utilisant le critère 

de Weyl, le théorème suivant : 

Théorème 1 : Si m est point fixe d'une substitution unispectrale, alors pour 

tout t E {1, ... ,g} B([m]t) = JR, (Q • 

III - Cas p(M) > 1 (cf [ 61) 

Hypothèse (H) : On dira que t E {1, ... ,g} vérifie l'hypothèse (H) s'il existe 

i E I tel que y (ai ) ;;;;i, 2 . 

Théorème 2 Si m es~ un point fixe d'une substitution î et si t E {1, .•. , g} 

vérifie l'hypothèse (H) , alors 1R, u O)(À) c B([ m] t) 
ÀEA 

La démonstration de ce théorème s'effectue par récurrence sur le nombre de compo-

santes fortement connexes de la restriction du graphe de î aux sommets a; tels 

que i E I 

L'étude du comportement asymptotique des sommes de Heyl de longueur t~ (i E I) , 

et plus précisément de la suite de vecteurs 

le centre de cette démonstration. 

S~(a) 

wn ( a) = ( S 1 ( o) ) i E I 
n 

constitue 

Ceci nous conduit à étudier un produit infini de matrices à coefficients complexes 

(matrices de passage de wn(a) à wn+l ( a) ) . 

Lorsque a t u Q) (À) , les arguments de C€S coefficients ne peuvent pas tendre 
À E li 

vers O modulo 2 n lorsque n tend vers l'infini; on en déduit que le produit 
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matriciel opère une contraction sur la suite de ces coefficients, et en défini

tive que la suite w (a) tend vers le vecteur nul. 
n 

L'estimation des sommes de Weyl de longueur quelconque n'offre plus alor' de 

difficulté, et permet de montrer que la suite (n .a)nE [m] est équirépartie 
t 

modulo 1 . 

IV - Cas particulier des automates finis (cf [4]} 

Si m est engendré par un i-automate fini (i ~ 2) , m est point 

fixe d'une substitution Z: de longueur constante i = iÎ = = 51,Ï (cf [ 21) . 

Donc p (M) = t , A = { t } et le théorème 2 permet de retrouver 1 e théorème 

suivant, qui généralise un résultat dû à Jean Coquet (cf [ 3]} : 

Théorème 3 Si m est engendré par un automate fini et si t vérifie l 'hypo-

thèse (H}, alors B([m)t} = JR, (]). 
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BORNES EFFECTIVES POUR CERTAINES 
FONCTIONS ARITHMETIQUES 

par Jean Louis NICOLAS 

Dans cet exposé nous désignerons par pk le kième nombre .premier. On a 

ainsi p
1 

= 2, p
2 

= 3, p
3 

= 5, etc •.• 

§ 1 LA FONCTION w(n) = L l. 
p n 

Proposition 1. - Soit 

Démonstration : En minorant p. 
J 

k >, 13, on a 

par j, on a 
k -k 

Nk >,k! >,k e d'après la formule 

de Stirling. Si l'onpouvait minorer p. 
J 

par 3j, le résultat serait démontré. 

Mais ceci n'est pas exact lorsque j est petit. Cependant il est facile de voir 

que pour j >, 12, on a p. >, 3j, en observant qu'entre deux multiples de 6, il y a 
J 

au plus deux nombres premiers (sauf entre O et 6 où il y en a 3). 

On observe ensuite que ; pour k ~ 11, on a : 

k+l k k 
(k+l) /k = (k+l)(l+l/k) :se(k+l) <pk+l. 

La proposition se démontre alors par récurrence, en constatant qu'elle est vraie 

pour k = 13. 

Proposition. Soit w(n) = ) 
L, 

1, Ze nombre de diviseurs premiers de 
pin 

n. Pour -k ·3 1, -en a _; 

n <N,. => w(n) < k • 
...... 

Démonstration : Soit n tel -que w(n) >, k. La décomposition de n en facteurs 

premiers s·• écrit 



On a 

Proposition 3. -

avec égalité lorsque k = 9. 
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n = 
a. 

q.J 
J 

On a pour tout k ~ 2 
log Nk 

~ 1,38402 ••. 1 1 N 1.,og 1.,og k 

avec 

Démonstration: Supposons k ~ 13. Par la proposition 1, on a 

k k 

J ~ k. 

-
_k_l_o""g_k __ 

~ log (k log k) !+(log log k)/log k ~ 1+1/e 

Comme 
-1 

e < 0,37, cela démontre la propriété pour k ~ 13. Il reste à vérifier 

l'inégalité pour 2 ~ k ~ 12. 

Proposition 4. - On a pour tout n ~ 3 

log n 
w{n) ~ 1,38402 ••• log log n 

avec égalités~ et seulement si n -N - 9 

Démonstration : On vérifie d'abord la relation pour 3 ~ n ~ 30. On suppose ensuite 

que Nk <n <Nk+l avec k è'!3. D'après la proposition 2, on a w(n) <k+l, soit 

log Nk log n 
w(n)::; k ~ 1,38402 ..• 1 1 N·< 1,38402 ... 

1 1 

en utilisant la croissance pour 

og og k og og n 

x ~e de la fonction x->
1 

x 
og X 

Proposition S. - On a pour tau t n ~ 3 : 

w(n) ~ log n (l + 1, 45743 ••• ) 
log log n log log n 

avec égalité pour n =N 47 

w(n) ~ log n (l + l 1 + 2,89726, •• ) 
log log n og log n (log log n) 2 

avec égalité pour n = N 442 . 

On a pour n ~ 26 : 

w(n) -
___ lo__,g"'--n ____ _ 

~ log log n - 1, 1 714 ••• 
avec égalité pour n = N 189 • 
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Proposition 6. - On pose: 

l rl-E rx dt ] 
Li ( x J = l im J + J 

E➔O O l+E log t · 

Sous l'hypothèse de Riemann on a 

pour n ~N4 =210 w(n) ~ Li(log n) +0,12✓log n 

w(n) ~ Li(log n). 

On trouvera la démonstration des propositions 4, 5, 6 dans les deux 

articles de G. Robin: [Rob l] et [Rob 2]. La démonstration des deux dernières 

propositions nécessitent des estimations de Nk et de pk en fonction de k 

beaucoup plus fines que celles utilisées dans la preuve ci-dessus de la proposition 

4. La constante n peut.être calculée, mais le calcul n'a pas encore été fait. 
0 

§ 2 LES NOMBRES w-LARGEMENT COHPOSES. 

On dit que N est w-largement composé si 

n ~ N => w(n) ~ w(N). 

On voit facilement, que si Nk ~ N < Nk+l' dire que N est w-largement composé 

revient à dire que w(N) =k. On peut ainsi construire de tels nombres en remplaçant 

dans Nk des grands.facteurs premiers par une quantité égale de nombres premiers 

plus grands que pk. 

Soit Q(X) la quantité de nombre w-largement composés inférieurs ou 

égaux à X. On trouvera d~ns ([Erd]) la démonstration du résultat : Il existe c
1 

et c 2 > 0, tels que pour X assez grand, on ait : 

exp(c 2llog X) ~ Q(X) ~ exp(c 11log X). 

On conjecture que log Q(X)"' n ~ ✓log X. 

e Dans sa thèse de 3 cycle, P. Van den Bosch, (cf [Van]) en utilisant une 

idée de Carl Pomerance a montré que l'on pouvait prendre c
2 

=2,44, qui n'est pas 

très loin de la valeur conjecturée n ✓2/3 = 2,565. 

Dans un travail non encore publié, Jean Coquet et P. Van den Bosch ont 

montré que l'on pouvait prendre pour c 2 n'importe quel nombre inférieur à n/2/J. 

Plus précisément, étant donné une fonction $ : [-1,+l] ->[0,1] vérifiant 

II $ = l, ils montrent que l'on peut prendre pour c 2 n'importe quel nombre 
-1 

inférieur à 

I+I IV: I+I - ($log$+ (l-$)1og(l-$))/· 1/2 + t ~(t)dt 
-1 -1 



et ils choisissent 
rt 

(jl{t) =l /(l+e ) 
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avec r tendant vers l'infini. 

La constante c
1 

donnée dans [Erd] vaut 2TT/zi3 + E. Il semble difficile 

de l'améliorer. 

§ 3 LA FONCTION d (n) = L 1 • 
dln 

Il est commode d'écrire la décomposition de n en facteurs premiers sous 

la forme : 

définie 

et-1 /t. 

Le nombre de diviseurs de n vaut alors 

Lemme 

pour 

10) 

20) 

30) 

1. -
X >, 0 

Soit t un parœnètre réel positif. On considère la fonction 

x -> ( x+l)e-tx. 

Si t -::;.1 cette fonction est décroissante, 

Si t < 1 cette fonction a un maximum pour x=(l/t)-1, qui vaut 

On considère la quantité max (x+l)e-tx. 
XEIN 

Si 

Si 

t >, log 2, ce maximum est atteint en 

t < log 2, ce maximum est atteint en 

x =0, et vaut 1. 
1 

X = [-t-] , Olt 

e -1 
[u] désigne 

la partie entière de u. Il est inférieur ou égal à 2/(e t). 

Démonstrat;ion Elle est élémentaire. 

Lemme 2. - Soit E > 0 fixé. A lors la fonction 
-E 

n ->d(n) n a un 

maximum, qu'elle atteint aù nombre 

On a de plus, pour n-:::. 1 : 
-E 

d(n)n 

Démonstration On écrit 

H = fI a(p,d 
E 1/E p ' 

p~2 
avec a (p, E) 

21/E 
~ ( 2/ ( e E log 2)) • 

= [-1-] 
E 

p -1 

On applique le lemme précédent en posant 

' - ' d" 1 211E 1 . d 

t = E log pk. Lorsque t >, log 2, 
-Ea 

(ak+l)pk k vaut 1. Lorsque c est-a- ire orsque pk >, , e maximum e 

t < log 2, ce maximum est atteint pour ak =a(pk,E), et vaut moins que le maximum 



95 

réel qui est 2 2 
e E log pk ~ _e_E_l_o_g_2 · 

Proposition 7. - Pour tout n >, 3, on a : 

log d(n) ~ 3, 6 (log n) / log log n. 

Démonstration On déduit du lemme précédent que pour tout n, et tout E > O, 

on a : 

log d(n) ~ E log n + 21 /t.log(2/(e e: log 2)). 

On choisit E = 2 log 2 / log log n. On doit supposer n >, 3, pour avoir E > O. On a 

alors : 
log n 

log d(n) ~ log log n 2 log l( 2 + log log n log :og log nl • 
ln log 

On majore alors log log log n par log log n, et il reste à constater que la 

fonction t 2 e -t/ 2 est inférieure à 16/ e 2 pour t > 0. 

Dans la démonstration ci-dessus, les majorations sont très grossières, et 

la constante 3,6 n'est pas optimale. En choisissant E = (log 2 +11) / log log n, 

avec n >O, la même démonstration permet de calculer n
0

, tel que l'on ait, pour 

n >, n · 
0 

log d(n) ~ (log 2+2n) (log n) / (log log n). 

Mais cet n sera grand, pour n < 1, trop grand pour qu'un ordinateur puisse 
0 

calculer log d ( n) pour n ~ n
0 

Dans un repère orthonormé, écrivons pour chaque n >, 1, le point d'abscisse 

log n, et <l'ordonnée log d(n). L'enveloppe convexe de ces points est une ligne 

brisée dont la pente des cotés successifs tend vers O. Dans ce repère, la droite 

de pente e: qui passe par le point (log n, log d(n)) a pour ordonnée à l'origine 

log d(:) . Elle sera une droite d'appui pour notre ensemble convexe, et un point 
n 

d'appui sera H défini au lemme 2. 
E 

Les sommets de l'enveloppe convexe définie ci-dessus sont exactement les 

points (log H , log d(H )), E E 1R.+, où H 
E E E est défini au lemme 2. Les nombres 

H 
E 

sont appelés par S. Ramanujan "nombres hautement composés supérieurs". (cf. 

[Ram]). 

Supposons que l'on veuille démontrer l'inégalité 

Vn >, 5040, log d(n) ~ A(log n) / (log log n). 

Dans notre repère, cela veut dire que la courbe y =Ax / log x est au dessus de 

notre ensemble convexe. Or pour x >, e2 , cette courbe est concave. Comme 5040 est 

un nombre hautement composé supérieur, et que 5040 >, 1619 >,exp(e 2 ), il suffira de 
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vérifier que cette courbe est au dessus de tous les sommets de l'enveloppe convexe, 

autrement dit de vérifier la relation(*) ci-dessus lorsque n est un nombre haute

ment composé supérieur :::5040. 

Cela se fait en deux temps Pour les "petits" nombres hautement composés 

supérieurs, on utilise l'ordinateur. Pour les plus "grands", on utilise la facto-

risation de H, et les estimations connues sur les nombres premiers. 
E 

Par cette méthode, et en considérant des fonctions différentes de Ax / log x, 

on peut démontrer (cf. [Rob 4] et [Nic 1]). 

Proposition 8. - Pour n ::: J, on a : 

Zog d(n) 
~ Z.Og 2 

Z.Og n 
1, 5379 ••• log log n 

log d(nJ 
~ log 2 

log n + 1 9349 log n 
log log n ' (log log n) 2 , n::: 3. 

log d(n) 
log 2 

log n log n log n 
~ log log n + (log log n) 2 + 4, 7624 (log log n) 3 ' 

log d{n) < log n n>,56?:e,.,.,,.,(e'Y"'n 1,392). 
Zog 2 'log log n-1,39177 ' -1::' -1::' 

Remarque : Sous l'hypothèse de Riemann, en tenant compte du développement 

asymptotique obtenu par S. Ramanujan (cf. [Ram], § 43), on peut démontrer que 

log d(n) ~ Li(log n) +c(log n)(log 3/2)/log 2 
log 2 

Aucune valeur effective de c n'est connue pour le moment. 

§ 4 LA FONCTION D'EULER <P ( n) • 

J .B. Rosser et L. Schoenfeld ont démontré (cf. [Ros]) que pour· n ~ 3, on 

a : 
(**) 

excepté pour 

n 
<P(n) 

n = 2230 92870 = N
9 

~ e y log log n + -
2
--- 5--

log log n 
5 

pour lequel 2 doit être remplacé par 2,50637. 

Le nombre y est la constante d'Euler. 

Proposition 9. - Pour k :::: 1, on a 

n < 
n 

Nk => <P(n) 

Démonstration Elle est voisine de celle de la proposition 2. 



97 

Corollaire. - Soit f(n) une fonction croissante de n. Pour démontrer 

que pour tout n, cp(~J ~f(n), il suffit de le démontrer lorsque n =Nk pour tout 

k. 

Le deuxième membre de (**) n'est croissant que pour n ~ 59. On démontre 

donc (**) pour n =Nk ~N-
4 

=210, puis pour tous les n ~ 210. La démonstration de 

(**) pour n = Nk se ramène à des estimations sur les nombres premiers. 

Proposition 10. - Il existe une infinité de n pour lesquels: 

__ n_ > eylog log n. 
cp(n) 

La démonstration se trouve dans [Nic 2]. 

Les nombres Nk jouent le rôle des nombres hautement composés supérieurs 

pour la fonction d(n). D.W. Masser et P. Shiu ont considéré les nombres n tels 

que m >n => cp(m) ><P(n), qui jouent le rôle des nombres hautement composés (cf. 

[Ala] et [Masser]). 

§ 5 LA FONCTION a (n) = SOMME DES DIVISEURS DE n. 

Si n s'écrit 

alors, 
a( n) 1 1 1 n 

= II (1 rr +-+ ... +--) < 
1-1/pk <j> (n) n 

k~l pk ak k~l pk 

majorations- obtenues 
n 

donc valables pour Les pour 
<P ( n) 

sont aussi 

On définit pour E > 0, le nombre colossalement abondant 
l+E 

a(n)/n , et l'on peut faire la mime théorie qu'avec la fonction 

nombres hautement composés supérieurs. (cf. [Ala]). 

Proposition Il. -

avec égalité pour n = 12. 

Pour n ~ 3, on a : 

a(n) 
n 

Sous l'hypothèse de Riemann, on a: 

pour n ~ 5041, 
a(n) y 
-n- ~ e log log n. 

s 
E 

. 

a(n) 
n 

qui maximise 

d(n) et les 

Réciproquement, si l'hypothèse de Riemann est fausse, il existe une infinité de 

n telsque a(n)>ney(loglogn). 

La démonstration de cette proposition se trouve dans [Rob 3]. 
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§ 6 LA FONCTION g ( n) DE LANDAU. 

Soit jn le groupe des permutations de n éléments. 

On définit : 
g(n) = max (ordre de a). 

On peut démontrer que 
OE$ 

n 

g(n) = max k, 
t(k)~n 

où, pour , on définit 

Pour p > 0, on considère les 

R-(n) - P log n. Ces nombres j 

t(k) = 

nombres G qui 
p 

uent le rôle des 

a. 
p _J 

J 

minimisent la quantité 

nombres hautement composés supérieurs 

de Ramanujan. Ils permettent de démontrer le résultat suivant : 

Proposition 12. - Pour n >, 1, on a : 

log g(n) ~ 1,05341 ••• ln log n 

avec égalité pour n = 1319766. 

[Ala] 

EErd] 

[Mas l] 

[Mas 2] 

Pour n >, 2, on a 

log g{n) < ln log n (1 + log log n) 
2 log n · 

Pour n >, 906, on a : 

log g(n) >, ln log n. 

La démonstration de cette proposition se trouve dans [Mas l] et [Mas 2]. 
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A note on the exceptional set in 

Goldbach's problem 

by· 

Janos. Pintz (Budapest) 

1. The f'a-mous conjecture. of Goldbach states: that every even in

teg.er exceed.irrg 2. carr be. written, a.s. a sum. of two: orimes •. Let E de

note the set of those even· nurnbe-rs which. cannot be written. as a 1 sum 

of tw@ primes .. Fu:rther f0r a-ny· AcN, =: {1-,.2., ••.•. } let A(x.): denote 

the rrurnber of· e·lemen ts of A , not exceeding X •. Whiist Goldbach' s 

conj',ecture ±s, equivaient wi th E (X) =l for X~2', the best upper es-

tima·tion is ciiue- to Morrtg0mery· and Va-ughan [:4'1:. They· proved, 

(1.1) 

with a very slight ('effectively computabie) ô>O·. Hard·y and Littlewood 

[21 showed'. that the Gerràralized Riemann H:ypothesis implies for any 

i>O 

( 1. 2 )' E (: Xl < < XI / 2 + t: • 

Tfre! aim'. o.f th.is, work. is. to· show, that. if n is- restricted for 

nurnbers 0f the· :fform n=·2kp with k cons:tan.t or sma:lI (k<log n) , 

p prime·,, therr a much better upper bound can be given for the corres

porrd±ng Fc1 (iX.)1 where-,. somewhat more: genera-lly ,. we define (a ,b ,n. 

denot.e natu:ral numbers- ,. p primes) 

(,1..3) 

Further we can show that - a'.part a· small exceptional set - the ele

ments of N.1 have asymptotica.lly the expected number of Goldbach de-



composition, i.e. 

( 1 . 4 ) R (n) = E l 
n=p+p' 
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n o(n)
1 2 where 

og n 
1 1 

o(n) = TT (1 ( -l) 2 TT (l+-=r>-
pfn p pin p 

Theorem. There exists a set N2 of even nurnbers with 

( 1. 5) 

such that 

( 1. 6) R(n) 

Consequently 

(1.7) 

x2/3+c 
t 

for any 

n n 
= o(n)l0g 2 n + O( 11/5) 

log n 

c>O 

if 

choosing · a=l, b=p in (1.3) we obtain Goldbach decompositions 

for the nurnbers 2p. This problem is equivalent with searching arith

metic progressions consisting of three primes with middle term p. S:> 

we obtain that - apart a smàll exceptional set - all primes appear as 

middle term in the expected number of three primesarithmetic prog

ressions. This we formulate as 

Corollary. There exists a set P
2 

of primes with 

(1. 8) 1 P 
2 

(X) 1 << x2/3+c 
t 

for any 

such that every prime ptP 2 appears 

(1. 9) 2C p (l+O(log-l/Sp)) 
o log 2 p 
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times as the middle term of a three primesarithmetic progression, 

where C
0 

= TT 
p>2 

-2 (l-(p-1) ) . 

we remark that there is no simple (or elernentary) proof for the 

fact that there are infinitely many three primesarithmetic progress

ions. The only way to show this is through E(X) = o(rr(X)), which is 

a consequence- of the deep work of Vinogradov on the ternary Goldbach 

problem. 

The technique involved in the proof of the Theorem is similar to 

that of Montgomery-Vaughan but there are some essential differences 

too, if we would like to obtain a stronger estimate for a restricted 

type of even nurnbers. Soin place of. Gallagher's theorem [l] we need 

a modified form of Gallagher's theorem where the quantities Z(X) 

have weights which are in most cases smaller than one (cf. (4. 7)-(4.10)) 

but we have much more terms of type Z ( X) • To furnisl: this bound we 

need a Vinogradov-type zero-free region for L-functions (Lernrna 4), 

density theorems as well as large sieve mean value theorems but we do 

not use Deuring-Heilbronn phenomenon. 

An advantage of our result is that apart the exceptional set the 

conjectured asymptotic formula holds for R(n) too in contrary to 

[4]. It is natural to ask why do nurnbers of the form n=2kp (k small) 

behave more regularlyconcerning Goldbach's decomposition than others? 

The answer is that they have small cornrnon divisors with every modulus 

q;;; vn; and a careful analysis of the phenomenon shows that the most 

problem arise with nurnbers n which are multiples of a bad modulus 

q, i.e. one with irregular prime distribution in the reduced residue 

classes mod q (cf. our Lemrna 2 and Lernrna 5. 5 of [ 41 ) • 

2. Throughout this work we suppose 

able constant) and we write 

X>X (t:) 
0 

( explicitly calcul- . 
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( 2. 1 l L = log X, Y= XL- 2 , K = exp(Ll/lO) 

we shall use the symbol c for a generic (explicitly calculable) ab

solute constant, whose value might be different at various appearances. 

The symbols << and O may always depend on E (without mentioning 

* it). The expressions ~ , ~ denote, respectively, a sum over all 
x(ql x(ql 

characters X (mod q) and a sum over all primitive characters X 

(mod q). Zeros of L(s,x) functions will be denoted by p=px=~+iy; 

we write the complex variable s as .s=a+it, p will denote always 

primes. 

(2.2) 

( 2. 3) 

and 

( 2 • 4 ) 

As usual let e(a) 

C ( m) = 
q 

q 
~ 

h=l 
(h.,q) =l 

2rria 
= e 

Instead of working with the primes as in [4] we define 

S ( a ) = ~ /1. 
2 

( m) e ( ma) 
Y<rmX 

with /1.2 ( m) 

s(x,n> = ~ !l.
2

(m)x (m)e(mn). 
Y<m;;';X 

= f log p if m=p 
lo otherwise 

or 

By this definition we have (q,rn) =l if q;;:;P and M>Y /1. (m) 4 0 - , 2 r- • 

( 2. 5) 

and 

(2.6) 

Similarly to [41 we define the major and minor arcs as 

m = u u m(q,a) 
l;;';q;;';P l;;';a;;';q 

(a,q)=l 

m = [1/Q, 1+1/QJ, m 

with ffi(q,a)=[~-q~' ~ + qlQJ 

p2 
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where, differently from [4] we set 

( 2. 7) 

(2.8) 

Let R (n) 
0 

be the coefficient of e(an) in the sum 2 
S (a) : 

= fs 2
(a)e(-na)da + 

m 
fs 2

(a)e1-na)da = R1 (n) + R2 (n). 
m 

The arguments of §3 in [4] show (using Vaughan's result [6)) 

( 2. 9) 

This irnplies that apart an exceptional set N2 = N
21

~ c (X/2,X] 

we have 

( 2. 10) 

Soin the following we shall investigate R1 (n) for 

n~:N
1
n (X/2 ,X] • In the last § we shall show for these n the relation 

(2.11) R
1

(n) = o(n)n+O(nl-l/S) 

and this with (2.10) will actually prove our Theorern. 

3. Lemrna 1. Let X be a character (mod q) induced by a pri-

rnitive character X* (rnod r). Then 

( 3 .1) rlq and IT(X) 1 ;;; vr, 



( 3 • 2) if 
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rJ q
1 

and le (m) 1 ~ lP (q) vr if 
X lP (ql) 

where q
1 

= q/(q,lml) and m is an arbitrary integer. These asser

tions are contained in LemmasS.1-5.4 of [4]. 

Lemma 2. Let ~ be primitive characters (mod ri) i=l,2. Then for 

nEN1 n(X/2,X] 

( 3. 3) 

and 

where 

Proof. 

duces 

r3 lql 

( 3. 3) 

X· 
0 

Let 

X1 X2 

if 

is · 

is the principal character mod q. 

r3 be the conductor of the primitive 

and let q/(q,n). Then we have 
' ql = 

C 
X1X2Xo 

(-n) ., o. Thus, by Lemma 1, the 

(3.5) << 
vr;-vr1r2 

E ----~ << 
q~P ~(q)~(ql) 

E 
q~P 

q=i[r 1 ,r 2 J [r 1 ,r 2 J lq,r 3 1q1 

<< 

ql~qL 
-1 

CO 

E 
i=l 

Ll/2+i 

-1 
ql~qL 

char acter that in-

ql ~qL 
-1 

and 

left hand side of 

which proves (3.3). Inequality (3.4) is a special case of (3.3) where 
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4. In the following (see, (4.1)-(4.6)) we surnmarize the results 

(6.1)-(6.16) of [4]. For aEffi(q,a) we write a= a/q+n. Then for 

q~P<VY we have (q,rn) =l if Y<rn~X and A2 (rn) ~O. Hence 

( 4 • 1) -1 -S(a)=(p(q) E x<a).1(x>s<x,.n> = 
x<q) 

- ~ ( q) (p ( q) - IT ( n) +(p ( q f -l E X (a) î (X) W (X, n) , 
x<q> 

where · T(n) = E 
Y<rn~X 

e(rnn) and 

( 4 . 2) w<x,n> = 
f s<x,n) 

l s ( x , n ) -T ( n ) 

if 

if 

so the contribution of the major arcs is 

( 4. 3) 
q 

E E 
qSP a=l 

2 2 ( ) 1/qQ 2 
f s (a)e(-na)da = E ~L

2
. q C (-n)· f T (n)e(-nn)dn+ 

~(q,a) qSP· ~ (qt q -1/qQ 
(a ,q) =l 

+ 2 E µ (q) E 
2 

q s P (p < q) x< q) 

- 1/qQ 
c (-n)1(x) f T(n)w(x,n)e(-nn)dn + 

X -1/qQ 

1/qQ 
+ E l E C ,(-n)î()()î(X') f W(x,n)W(x',n)e(-nn)dn~ 

qSP (p
2 (q) x,x'(q~ XX -1/qQ 

For a x(rnod q) induc~d by ~*(rnod r) put 

( 4 • 4) w <x> 
l/rQ 2 1/2 

= < f IW(x,n) 1 dn) 
-1/rQ 

and note that W(x) = W(x*). Further we have 

( 4 • 5) 
1/qQ 2 
f IT(n) 1 dn s 

-1/qQ 

1 2 
f I T ( n) 1 dn = E 
0 Y<rnSX 

1 < X. 
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In formula (4.3) the first term contributes to the main term. In 

fact it is equal to 

( 4 • 6) 
2 

E µ (q) 
2 

q~P 4:> (q) 

2() xl+c 
C (-n) (n+O(Y))+O(qQ)= E µ q cq(-n)n+O(YL)+O(-p-) 

q q~P 4)2 (q) 
-1 

= o(n)n + O(XL ). 

In (4.3) the second and third terms contribute to the remainder 

ter~. Using Cauchy-Schwarz inequality, (4.5) and Lemma 2, their cont

ribution can be bounded by the quantities E2 (P) and E
3

(P), resp .. 

where 

(4.7) 

Lemma 

K 
f 

-K 

= c L l/2+cV'X E 
C 

= c Ll/2+c 
C 

-1 
r E* W(x) 

X (r) 

E* E* W(x1)W(x2). 
X1 (rl) X2 (r2) 

The following Lernma is due to Gallagher ([1, Lernma 1]). 

3. If u 1, ... , UN are real numbers, K>O then 

-1 
2 

0:, X+ (2K ) 
12 E lu e(mn)I dn << flK E u dx. 

m~N m m 
-o:, X 

Applying this for W(x) where x is primitive (mod r) we obtain 

( 4. 9) W (X) < < VXZ (X) where -1 
= max ( rQ) 1 E ' x ( m) A 2 ( m) 1 • 

x<X mE(A ,B] ·x X 

P.ere E' indicates that the term with r=l is to be 

(4.10) E A2 (m)-1 and 
mE(A ,B] 

X X 

( A , B 1 - ( x , x + rQ / 2 l n ( Y , x 1 
X X 

where for the empty interval we choose A =B >O. 
X X 
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Put 

(4.11.) H(r)= E* Z(x), I(d,R) = E H(r), I(l,R) = I(R). 
vfr\ dlr 

R< r::;2R 

Then by a splitting up argument we ·obtain 

4 2D 
(4.12) E3 (P)<<E

3
(K)+ XL max max E 

max·(K, P.1)~
2

~P lSDSP d=D 

In the second term we have 

2R
1 

2R
2 

2R1 
(4.13) E E E 

D<dS2D r
1

=R
1 

r 2 =R
2 

H(r
1

)H(r
2

)<< E H(r
1

)d(r
1

) max 
r 1 =R1 D<dS2D 

(r 1 ,r 2 )=d 

Similarli,· we havè 

( 4 .14) E2 (P) << E2 (K) + XL2 max I(R)/R. 
K::;R::;P 

In §'s 5 and 6 we shall give upper bounds for E (K) 
V 

and 

2R:2 
E H(r

2
) 

r2=R2 

dlr
2 

I(d,R). 

These will lead to bounds for E (P). Finally, from (4.31 and (4.6? 
V 

-(4.8) we have for ?EN1n{X/2,X] 

(4.15) 
-1 R

1
(n) =o(n)n+O(XL )+O(E 2 (P))+O(E

3
(P)). 

5. We shall estimate 

following Lemmas. 

E ( K) 
V 

by density theorems. We need the 

Lemma 4. There is a constant 

( 5 .1) 

c >O 
1 such that 

cl 
o>l -

max(log R, log 41~(1tl+2)) 



no 
for all primitive characters x of modulus r~R: with the possible 

exception of at most one primitive character x (mod r) . If it exists, 

the (unique) exceptional real zero B of L(s,x) is simple and 

satisfies 

(5.2) 

Lemma 5. For any character x(mod r) and O~a~l we have 

(5.3) N(a,T,X) = E 
p=p 

X 
a~a,lyl~T 

For Lemmas 4 and 5 see [5, Satz 6.2], [4, Leruna 4.1] and Mont-, 

gomery [3, Theorem 12.1], resp. 

Let us apply Lenuna 4 with R = K. Then for any primitive 

x mod r~K, X~ X we have 

<< E 

lyl~Xl/J 

a-1 -r./2 y + X 

1/3 
N(a,X ,X) + x-&/2 
x<7/8) (1-a) 

-4/5 

L
l5 /x6/7\clL -r,/2 -Ll/6 

<< \x7/8/ + X << e 

If x=x we have, similarly to this, by (5.2) 

(5.5) z <x) . -L 1/6 -clr-3/5 
<< e + e 



These estimations. imply for 

(5.6) 
5 -Ll/6 

E 3 (K) << XK e 
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E (K) 
V 

in ( 4 . 7 ) - ( 4 . 8 ) 

XL1/2+t: 
+ 

~1/2 cLr- 3 /S 
r e 

, 

which we obtain by distinguishing the cases r ~ L312 and r ~ L3 12 • 

Similarly we get 

(5.7) 

6. The needed estimate for I(d,R) will be given by 

Proof. Since this is trivial for R<l, we may suppose R~l. By 

vaughan's identity we obtain (with L=L(s,x)) 

( 6 .1) 
L' L' 

J
O 

= L + F = FGL + GL ' + ( 1- LG) ( L + F) = J l + J 2 + J 3 , 

where 

(6.2) F = F (s) = I: 

X n~Xl/3 

By Perron's formula we have for R<r~2R 

(6.3) z(x)<<(RQ)-
1

max 1J-2;_i 
x<X 

l+L- 1+iX 
J 
-1 l+L -iX 

-s 
G (s) = I: x(n)u(n)n 

X n~Xl/3 

Let us investigate the quantities (v=l,2,3) 



( 6. 4) B (x,r,x) = 
V 

-1 
21TiRQ 

112 

-.L 
l+L +iX 

f 
-1 

l+L -iX 

J ( s) 
V 

On shifting the line of integration to o=l/2 we obtain for v~2 

NoW for the L-functions and their derivatives we use the quadratic 

mean value theorem and for F and FG the large sieve mean value 

theorem [3, Theorem~7.3] in the modified form 

(6.6) E 
r:;;R 
dlr 

T +T 
0 

E* f 
X (r) T 

0 

which can be proved along the same lines as Theorem 7.3 in [3]. These 

imply by Cauchy-Schwarz inequality for 1:;;T:;;x 

(6.7) 
2T 

E E* f IJ <½+it) ldt << 
R<r:;;2R x(r) T-1 v 

dlr 

<<( E E* 
\R<n2R x(r) 

air 

In case of B 3 (x,r,x) we can neglect any subset 

cients of J 3 ( s) with Ac [2X ,co) and so, analogously to 

it is enough to estimate 0 ( L 2 ) quantities of the·form 

(6.8) 
2T 1 1 

E E* f IM(2+it)N( 2+it) ldt 
R<r:;;2R x(r) T-1 

with 

dlr 

A of coffe-

(6.5)-(6.7) 



M(s) = 
2M 
I: a 

m 
M 

== 

2N 
I: b. 

N 

113 

-s n , 
n 

2M 2 c 2N 
I: la 1 <<LM, I: lb f<<LcN 
M m N n 

where M,N << x213 , MN<< X. Working similarly to (6.5)-(6.7) we 

obtain 

( 6. 9) 

Summarizing ( 6 •. 3) - ( 6. 9) we have 

+ 

since the maximum is attained for T == X/RQ· we get 

7. By (4.14), (5.7), and Lemma 6 we have 

Further for max ( K. , R1 ) ~ R2 ~ P, D ~ 2R1 we obtain f rom Lemma 6 



114 

Thus (4.12)-(4.13) and (5.6) imply 

( 7. 3) 

Formulas (4.15), (7.1) and (7.3) yield 

(7.4) 

Taking into account (2.10) we have for nEN
1

,N 2 n[X/2,X] 

(7.5) R (n) = o(n)n + O(XL-l/S). 
0 

The contribution of prime squares can be included in the errer term 

and so we have 

( 7. 6) 

(7. 7) 

R (n) = 
0 

E 
p+p'=n 

Y<p,p':;iX 

( L+O (log L)) 
2 

= 

R(n) = o(n)n + 0 ( n ) 
2 11/5 log n log ni 

which obviously proves our Theorem, since 

2/3+2t 
N2 (X) << X , t>O was arbitrary and ,x 

; (2-jX) 2/3+2t<<X2/3+2t . 

j=O 
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SUR LE PROBLEME DES-DIVISEURS GENERALISES 

PAR 

PATRICK SARGOS 

§1 - INTRODUCTION 

1.1. : Soit P(x) = P(x 1, ••• , xn) un polyn6me à coefficients positifs, 

qui dépend effectivement des n variables x
1

, ••• , xn. Pour chaque t > O, 

on définit le volume : 

( 1. 1) P(x) ~ t } , 

et le nombre de points entiers : 

( 1. 2) : P(v) ~ t } • 

On étudie le comportement asymptotique, quand t + +m ,_ de Vp(t) ,· 

de Np(t) •et de Np(t) - Vp(t). Les résultats sont exprimés au moyen du 

polyèdre de Newton à l'infini de P ·(cf §2), noté E (P). 

1.2. - Théorème : Il existe un nombre rationnel a > O, et un 
0 

entier p , vérifiant 
0 

t ~ p
0 
~ n, ealculables géométriquement à 

partir de 'f. (P), et deux constantes A 
0 

et B 
0 

positives, expli-

citement cal-culables à partir de C (P) 

tels qu'on ait, quand t + + m 

(1.3) 

et 

( 1 .4) 

V ( t) p 

B· 
0 

p -t 
(Log t) 

0 

p -1 
(Log t) o 

et des coefficients de 

( 1 t 
+ O ( Log t ) ) ' 

( 1 + 0 

Au §3, on donne une construction géométrique de o
0 

et de p
0

• 

Le calcul de A
0 

et B 
0 

fait l'objet du Théo-rème 3.3. 

••• I ••• 

P, 
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C'est A. N. Varchenko [s] qui a introduit l'interprétation géomé-

trique de l'exposant a
0 

à partir du polyèdre de Newton. Le cadre trè6 

général dans lequel il se place ne contient pas entièrement la situation 

décrite ici, et implique, d'autre part, des démonstrations très sophistiquées. 

La construction géométrique de l'entier p
0 

est due à V. A. Vasiliev 

[9] , qui montre directement que, sous des hypothèses légèrement plus 

restrictives que les nôtres, on a : 

Les constantes A
0 

u 
n 

p -1 
0 ·(Log t) 

et B ont été calculées par P. 
0 

Cassou-Noguès 

[!] , lorsque P(x 1, x2 ) est un polyn6me à deux variables, pour p
0 

= 1 

(cf exemple 3.5). 

1.3. : Il est facile de vérifier, au moyen d'inégalités élémentaires, 

qu'on a toujours 

( ] • 5) 

et 

( 1. 6) (t-++00), 

Ce dernier point étant aussi une conséquence du Théorème 1.2. 

Un différence "importante" entre et VP(t) ne peut exister 

que si une fraction "importante" des points entiers, comptés dans Np(t), 

se trouvent à proximité des hyperplans de coordonnées (cf figure 2) • 

Ce phénomène peut-être traduit en termes de polyèdre de,:Newton : 

1 •4. - Théorème : Il exïs_te un èntier p vérifiant 0/:.C __ .p•r-'"n-,J et 

p ~ p ., qui peut· - être calculé géométriquement à partir· de:: C'.,.(P), 
0 

e.t une cou_SLëï.Dte positive A., explicitement calcula.bl_e- à parti.r, 

dé ".ë, (Pl et des coefficient·s de P , te"ls qu 1 0J1 ait;,:_~quand·t 

t--++a> . . 
•--N4.:~/. ..... 
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={0(:00 -ô) pour un certain ô>O, si p • 0 

A t o (Log t ) p- I ( 1 + 0 ( - 1 - ) ) , si p > 0. 
Log t 

La construction géométrique de p est donnée au § 4, et le calcul 

de A fait l'objet du Théorème 4.4. 

1.5. - Exemple : (Problème des diviseurs) 

(cf [7 

(1.8) { 

Soit P(x, y)= xy. Le résultat suivant est bien connu 

chap. xn] ) 

t Log t - t + 

t Log t + ( 2y - 1) t + 

pour un certain a< 1 , y désignant la constante d'Euler. 

Notre méthode, appliquée à cet exemple, donne : 

V p ( t ) '\. Np ( t) '\. t Log t , 

Np(t) - Vp(t) '\. 2y t. 

1.6. - Théorème : Il existe une suite décroissante (crk) , finie 
k~ 

ou non, contenue dans une progression arithmétique de la forme 

a 
0 

1 
- - ]N où 

N ' 
N est un entier qui ne dépend que de C, {P), et il 

existe des polyn6mes 

tels qu'on ait 

Qk et 8tt e lR [x] , de de rés ~ n - 1, 

( 1. 9) vP ( t) · L ak 
Qk (Log t ) , = t 

k >.-0 

pour t assez grand, et 
m 1 /d L. ak ao - +e 

(1.10) Np(t) = t Rk (Log t ) + 0 (t ) 
k = 0 € 

quand t~+co, où d est le degré total du polyn6me P, et où 

m est le plus grand des entiers k >.-0 vérifiant crk > ao - 1 /d. 
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1.7. - Remarques : 

a) La convergence, pour tassez grand, de la série (1.9), impl:ique 

qu'il existe une constante positive M = M(P) telle que les coefficients 

de Qk soient 

illimité 

<<~.En particulier, on a le développement asymptotique 

(1.11) Qk (Log t ) • 

b) Nous verrons à l'exemple 5.3 ci-dessous que l'égalité (1.9), appli

quée à un polyn6me P à une variable, permet d'obtenir la racine de 

l'équation : 

(1.12) P(x) = t , 

qui tend vers +00 quand t -+ + co , sous forme d'une série de Lagrange 

[ 3 ; III,chap.5,§1] qui converge pour t assez grand. 

c) L'estimation (1.10), appliquée au problème des diviseurs, montre que, 

dans (1.8), on peut prendre a= 1/ 2 , ce qui n'est pas la meilleure valeur 

de a [7 Théorème 12.2 et 12.4 J 

Mais si on suppose que P est ùne forme linéaire à coefficients 

entiers, alors l'exposant 

est optimal. 

a - 1/d , dans le terme-reste de (1.10), 
0 

1 .8. - On pose s =cr+ iT e(J: • On désigne par 

prolongement méromorphe de la série de Dirichlet 

( 1. 13) 

et par Yp(s) celui de la fonction 

( 1. 14) = J n 
[ ! ' +oo[ 

Ces fonctions ont été étudiées dans 
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Le lien entre Zp(s) et Np(t) d'une part, entre YP(s) et Vp(t) 

d'autre part, est exposé au §6 (Lemme 6.3). 

En particulier, si :Pest un ensemble, contenu dans a 
0 N 1N , 

pour un certain entier N,. et contenant les pôles de Zp et Yp, alors, 

dans le Théorème 1.6, on peut prendre pour (crk) la suite des 
~ k~O 

éléments de J U {O} , rangés par ordre décroissant • 

Au §5, nous construisons, à partir des équations des faces de t (P) 

et des exposants des monômes de P, un ensemble J> de p6les "présumés 1i•o 

Cette coristruction est due à P. Cassou-Noguès [1] dans le cas n = 2, et 

peut être généralisée sans modification pour n ~ 3. En s'appuyant sur les 

expressions qui apparaissent au cours de la démonstration, on peut conjec

turer que chaque élément s
0 

de l'ensemble :J> ainsi obtenu est effective

ment un p6le pour les fonctions YP(s) et Zp(s), sauf peut~être si s
0 

est un entier négatif (cf [1] et [6] ), ou si les coefficients de 

P vérifient certaines équations spécifiques. 

Nous ne donnerons pas ici les démonstrations : grâce au Lemme 6.3, 

le Théorème 1 .6 est une conséquence des résultats de [ 4 J et [ 5] , 

et les Théorèmes 1.2, 1.4, 3.3, 4.4 et 5.2 sont conséquence des résultats 

de [ 6] . 

Cet exposé résume l'essentiel des travaux que j'ai effectués sous 

la direction de Gérald Tenenbaum pendant ces quatre dernières années. 

Je profite de l'occasion pour lui exprimer des rermerciements pàrticuliè-

rement chaleureux ses conseils, ses remarques et ses encouragements m'ont 

été d'un apport inestimable. 
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§2 - DEFINITIONS ET NOTATIONS GEOMETRIQUES 

~: Pour tout polyèdre convexe E 
n de lR , on désigne par 

'\, 

E 

le sous-espace vectoriel associé au sous-espace affine engendré par E. 

La dimension de E est le nombre 

( 2. ) ) 
'\, 

dim E = dim E • 

Une facette de E est l'intersection de E avec l'un de ses hyper-

plans'd'appui ; on conviendra que E est une facette de lui-même. Les 

facettes de dimension zéro sont les sommets de E. Si E est de dimension 

n , les facettes de dimension n-1 sont les faces de E ; chaque facette 

de E , distincte de E , est l'intersection des faces qui la contiennent. 

2.2. Pour toute partie A de ]Rn, on pose 

conv(A) = enveloppe convexe de A. 

On désigne par ~l = (l, o, ••• ,o), ~ = (o, l, o, •••• , o), •••• , 

~ = (o, ••.• , o, 1) les n n vecteurs de la base canonique de lR. 

La diagonale du premier octant est la demi-droite 

(2.2) /:,. = { (-r, •••• ,-r): T >,.0} :nl 

Le produit scalaire des vecteurs ex et .ê. e lRn est noté < g_, .ê_ > 
n 

L. 
j=J 

ex. B- ). Enfin, pour tout sous-espace vectoriel 
J 1 

]Rn , on désigne par E J. son orthogonal. 

(2.3) 

(2.4) 

2.3. . Soit p e <C [x 1 , •••• , xn J • On pose . 

P(~) L = a 
ex ex 

On appelle suE;eort de 

P { "' e ,,n supp = ..... ..., 

p 

ex x- 0 -
l'ensemble 

a "f O } 
ex 

••• / 0 •• 

Ede 
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Le polyèdre de Newton de P est l'ensemble 

l (P) = conv (supp P) - lR n 
+ 

( lR+ = [o, +oo[). Pour chaque facette G de C.(P), on pose 

(2.6) 
CL e-G· n supp P 

a . X~ 
CL 

nn. a.nnnnao 
- -- - -rr - - -

~ !lnC! t-n11t-.o ----- ----- 1 '":I ~u.; ~--- ----- :!!r~nd effectivement des 

n variables x 1, •• o., xn. Alors O est intérieur à E(P), et, pour 

chaque face F de l (P), il existe un unique vecteur 

que F soit contenue dans l'hyperplan : 

À e lR n tel 
+ 

On dira que À est le vecteur polaire de F. 

Une face F de l (P) est parallèle au vecteur de base e. si, 
-1. 

désignant par À le vecteur polaire de F , on a <À,e.> = o. Une 
- -1. 

facette G de l'.. (p) est parallèle à e. si chaque face qui la contient 
--1. 

est parallèle à e .• On conviendra que l (P) 
-1. 

est parallèle à chaque 

Pour qu'une facette de °E(P) soit bornée, il faut et il suffit 

qu'elle ne soit parallèle à aucun des e. 
-l. 

(i = 1, ••• , n). 

§3 - CALCUL DE L'EQUIVALENT DE Np(t) ET DE Vp(t) 

3. 1. : Soient et les nombres définis au Thoérème 1.2. 

Soit ô = (ô, ••• , ô) le point d'intersection de ~ avec le bord de 

C (P). On a 

(3. 1) (JO = 1/ê 0 

Soit G
0 

l'intersection de toutes les faces de l(P) qui rencon

trent ~ (G
0 

est la plus petite facette de è(p) qui rencontre ~ ) • 

... / ... 
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Le nombre p
0 

est égal à 

3.2. ~ Le calcul des constantes 

tion géométrique préliminaire. 

A
0 

et B
0 

nécessite une construc-

On fait une permutation des coordonnées de façon que les deux proprié-

tés suivantes soient vérifiées 

(3.3) On a la décomposition: 
'\, 

G 
0 

+. • •• + m. e 
-Po 

( m. !.1 ) 

(3.4) L'ensemble des vecteurs de base auxquels G
0 

est parallèle 

est { e 
1

, •••• , e } 
-m+ -n 

(une telle permutation est toujours possible, et il peut y en avoir 

plusieurs). 

On construit le polytope K 
n de m. : 

génératrices extrémales du c6ne polyédral 

( 1 ~ k ~ N), soit ~ le vecteur de Dk 

pour tout Cl e G . 
0 

On pose 

(3.5) K -. conv { 0 , l1, .... , ~ 

soient 0
1

, •••• , DN les 
'\, .J. 

,,,nnG h. = ; pour caque + 0 

qui vérifie <~ ' a> = 

, 
~ +t'""""' e } • 

--n 
0 

3.3. - Théorème : Les constantes A
0 

et B apparaissant dans 
0 

k 

1 

'énoncé du Théorème 1.2 peuvent être définies par les expressions con

~rgentes suivantes : 

n r Vol (K) J n -cr 
d!, )dz. 3.6) A = PG (.!_, !,, z> o 

0 
(po - J) cro □, cn-m m-p 0 

+oo m. 0 
+ 

n r Vol (K) z L_D 
-cr 

(3.7) B PG ( .!., v> 0 dx = !,, 
0 

ao (po - 1) v e *n-m 0 
::N lR o 

+ 

... / ... 



Dans cette écriture, on a posé : 

(..!_, !,, 1.,) = ( 1 , •••• , 
":, µ• 

0 
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X 
m-po 

, Ye1 , • • • • • , Y ) • n-m 

3.4. - Exemple : Si la facette G 
0 

est bornée, on a m = n, et les 

expressions (3.6) et (3.7) se simplifient 

(3.8) A = B 
0 0 

n ! 
= 

Vol (K) L-p 
lR o 

+ 

PG 
0 

-a 
(..!_, x) o dx. 

3.5. - Exemple : On suppose en outre 

(bornée) de l(P) ; son vecteur polaire 

p = 1. Alors 
0 

G
0 

est une face 

À n'est dans aucun hyperplan de 

coordonnées ; le polytope K se réduit à un simplexe : 

K = conv { l, ~2 , •••• , ~ } 

on remarque également que toutes les permutations de coordonnées vérifient 

(3.3) et (3.4). 

Si on introduit la fonction r d'Euler, on peut, à l'aide de change

ments de variables faciles, transformer (3.8), et on obtient : 

(3.9) = B 
0 

= exp ( - P G 
0 

(x)) dx • 

Dans le cas n = 2, cette expression est due à P. Cassou-Noguès [1]. 

3.6. - Exemple : Le cas le plus simple .est celui où on a p
0 

= n; 

G se réduit à un sommet 
0 

K = 
et 

(3.10) 
1-n a 

( n- 1) ! 

a= (a, •• o, a), et K est le simplexe 

1 /et 
a 
a 

d'où 

3.7. - Remarque : Si on suppose p
0 

= 1 ou p
0 

= n, K est un 

simplexe, et son volume s'exprime à l'aide d'un simple déterminant. 

Il en est encore ainsi pour p = 2. En effet, le c6ne 
0 

'\, J. n 
G n lR 

0 + , 



126 

étant de dimension 2, n'a que deux génératrices extrémales, d'où l'écri

ture 

Mais K n'est en général pas un simplexe en dimension n ~ 4, 

quand on a 3 ~ p
0 

~ n-1. 

§4 - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE Np ( t ) - Vp ( t ) 

4. 1. . Remarquons d'abord que la relation . 
(4. 1) Np(t) - Vp(t) = L*n [ -Jl!e[o, di J 

" e :N 
!]n 

P(V) ~ t P(V +0) ~ t - -
montre que cette quantité est toujours ~ O, et est> 0 pour t assez 

grand. On calcule la partie principale de (4.1) lorsque celle-ci est 
00 

>> t 

On construit géométriquement le nombre p défini au Théorème 1.4 

en posant 

(4 .2) p = max 
G 

codim G , 

où G parcourt l'ensemble des facettes non bornées de l.(P) qui rencontrent 

la diagonale ~ • 

On définit l'ensemble g : 

(4.3) g = { G : G facette non bornée de l, (P), codim G = p, G n ~ ;,. (/J}. 

Il y a équ_ivalence entre p = 0 et g = { t(P) } • Dans le cas p > o, 

il y a , pour chaque i fixé (1 ~ i ~ n), au plus une facette Ge g 

qui soit parallèle à 

éléments. 

e. 
-1 

(cf §2~3) ; en particulier, g a au plus n 

On suppose p > O, et on calcule la constante A du Théorème 1.4 • 

... / ... 
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4 o 2 o : On fixe Ge go On lui associe une constante AG comme stiito 
• 1 • 

On fait une permutation des coordonnées de façon que les deux_ propriétés 

suivantes soient vérifiées : 

= 
'\, 

G ED ( lR ~l + o o o o + lR e ) 
,J 

(4o5) l'ensemble des vecteurs auxquels G est parallèle est 

Comme G est non bornée, on a 1 4,.. m ~ n-lo 

Soient o1,o•o•o•, DN les génératrices extrémales du c8ne 
'\, .1.. 

lR n n G 
+ pour chaque k (1 4,.. k ~ N), on désigne par !tt le vec-

teur de Dk qui vérifie 

le polytope 

pour tout a e G. On défiriit 

4.3. - Leunne : L'expression 

(4.6) = 

J [PG (.!_, 
m-p 

]R+ 

n ! Vol (K) 

cr
0 

(p- 1) 1 

PG ( 1, _x, D n-m _ 

-cr 
v+e) 0 dx 

est _convergenteo Le nombre AG ainsi défini est > O, et ne dépend 

pas de la permutation des coordonnées vérifiant (4.4) et (4.5). 

Dans l'écriture ci-dessus , on a posé 

< 1, ~, v + a> = 

p 
.J> 

, x 1 ,ooo, X 
m-p 

Counne la quantité entre crochets, dans (4.6), est positive, dire que 

l'expression ci-dessus est convergente signifie qu'on a 
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L*n-m J [p G (..!_, ~• ~)-ao -J -a d~J d~<-, p G (!, ~, ~+~) 1 
0 

ve ::N m-p @, !]n-m ]R 
+ 

-a 
L*n-m t-a Par contre, l'expression p G (!, v) 0 

dx ve :N ~, 
]R 

converge si et seulement si 

non bornée. 

~ 

+ 

p = p
0 

, donc si et seulement si G
0 

est 

4.4. - Théorème : La constante A figurant dans l'estimation (1.7) 

peut être définie par la formule suivante 

A = L 
G e g 

4.5. - Exemple : On reprend l'exemple du problème des diviseurs 

(cf §1.5) qui correspond au polyn6me à 2 variables P(x, y) = x y• 

On a o
0 

= 1 , 

figure 

p = 2 , 
0 

~ 

G = {(I, J)} 
0 

t .. 

O 1 

p = 

figure 2 

... / ... 
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La figur~ 2, en relation avec (4.1), montre qu'on a Np(t) - Vp(t) >> t. 

La formule (4.6) s'écrit . . 
00 

J d8] =L [ i-1 -1 
AG" = A P( 1, V - P( 1, V +8) 

1 G2 v=I 
0 

00 r ] L [~ d0 
= = y 

V=I 
0 

v+e 

4.6. - Exemple Soit 2 
==· X l 

(l 13 = x- +x-

avec a = (2, o, O) et ,ê_ = (O, 2, 2) 

On a cr
0 

= 1 , p 
O 

= 2, G0 = [ Ç!,, ~] , P = 

et g = { G
1

, G
2

} (cf figu're 3). 

Le Théorème 3.3 donne : 

Le Théorème 4.4 donne 

figure 3 

•• 0 / ••• 
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§5 - UNE CONSTRUCTION DE LA SUITE (ok) 
k~ 

5. 1. : On associe à p un ensemble J de la façon suivante 

On désigne par 

le vecteur polaire de 

P (cf (2.4)). 

(F.) 
1 ier 
F. • 

l 

la famille des faces de l(P), et par À-
4. 

Soit p le nombre d'éléments du support de 

Pour chaque i e I , et chaque v = (va) e wP , on pose 

( 5. 1) = 

(avec la notation 

(5.2) j> = { s. (v) 
1 -

- a e supp P 

T 
~ e supp P 

n 
1 !, · 1 = L- À • • ) • On pose enfin 

1 j= l lJ 

i e r , y e wP} • 

Pour que l'ensemble J> ainsi construit soit fini, il faut et il suffit 

que 

(5.3) 

p soit de la forme P(x) 

On vérifie qu'on a 

= max 
iSI 

l li 1 , 

a 
f!. 

a x-

Ainsi, le plus grand élément de :J' est 

5.2. - Théorème 

1 ~sie égale 

peut être : ·Dans le Théorème 1.6, la suite (ok) 
k).i() 

à la suite des éléments de :P U { 0} rangés par ordre 

L=oissant. 

5.3. - Exemple : On suppose que P est un polyn6me à une variable. 

On désigne par u(t) la solution réelle de l'équation: 

(5.4) P{x) = t , 

qui tend vers + 00 quand t ~ + oo • Alors, on a u(t) = 1 + Vp(t). 

L'égalité (1.9) permet donc d'exprimer u{t) sous la forme d'une série 

c-onvergente, pour t assez grand. 

. .. / ... 
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De façon plus· précise, on pose 

m 

--L. (avec 
k=O" 

et: 

a. > oJ,. 
ur-

( fE n.'ès-t· pas; nécessaire:" dans: le: cas, n· =-1, de: suP,poser: que' p est. à; 

(5\.T} u(t:) -
m· a. 

m: 
L -k/m· 

t: 

k~I k(k. +· r) 1 
k~·-E-

laè série. conver:ge-ant: pour: t: assez: grando 

§"6: - UN: THEOREME-~ TAUBE-RIEN:. 

d· 

[ 

k+·I 

(cf (1 • .13)) et v
1
/t) d·'Une part.,_ 

et Zï,{s,) Cc:f.' (l.o.lZ)) et: NP.(t:) d:'autre pa-r.t., au.moyen· d·'un ré·sultat 

génér.a1.: •. 

une fonction· dé,finie• sur- 1R , crois:sante· ( au. sens 
+ ' 

large:),. nulle, au voisinage: de, Oo On suppose qu'il existe: cr
0 

> 0 te-1 que· 

( 6 •• 1) 
a +e:) o· 

-· 0~ ( t~ . ) 
e:: 

pour: tout e: > 0 •. 

Oh: po:se.,. pour: s; =· a: + i 'T e· a:·. :· 

f(s,) o• 

La. fonction· f.(s:) est définie. et: holomorphe• pour 

c: >' a· • On-. a: ra. fè>rmufe· d''ïnversion :. o: 

(6:.3) -2-· · 
l..1T 

r_·c:+ioo 
J. f:(s) 

s ds 
t 

S· 

c--ioo· 

l'intégrale ci-dessus convergeant en valeur principale. 

a· > a: • 
0 

(t > o-), 
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6.2. On suppose que f(s) admet un prolongement méromorphe à 

tout le plan complexe, que ses pôles sont d'ordre ~ n , et contenus 

dans un ensemble de la forme ao 
1 

:N , OÙ 
N 

N est un entier positif, 

que a est un p6le pour f 
0 

, et que le p6le (éventuel) en zéro est 

d'ordre ~ n-1. 

On désigne par (crk) 
k~ 

la suite des pôles de f(s}/s rangés par 

ordre décroissant. Pour chaque k ~ O, on définit le polynôme Qk eJR [x], 

de degré ~ n - 1, par la relation : 

sX 
(6.4) ( f(s} _e __ 

s 

On définit les ensembles du plan complexe : 

w ={se([: 
a 

a est un réel donné, et 

w ={se<t: a~ a
0 

+ 1 , et distance de 

) 

On considère les deux hypothèses suivantes sur f 

(6.5) Il existe M > 0 pour s e w 

111 existe A > 0 t.q. pour chaque 

A(a ~-cr) + e: 

a e JR et chaque e: > 0 

(6.6)l 
f(s) << 1 + 1-r 1 ° (s e w ) • 

a 

6.3. - Lenune : (i) On suppose que l'hypothèse (6.5) est vérifiée. 

Alors, pour chaque t > M, on a 

(6.7) 4> ( t) L 
k~O 

Qk (Log t ) , 

la série étant convergente. 

(ii) On suppose que f vérifie (6.6). Alors, pour 

chaque e: .> 0' on a 
' 

quand t -+ +a:> : 

m crk cr - 1/A + e: 
(6.8) 4> ( t) = r.. t Qk (Log t ) + 0 (t 0 ) , 

k=O e: 

où m est le plus grand entier k t.q. 

. .. / ... 
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La déduction du Lemme 603 à partir de (6.3) est standard. 

6.4. - Exemples 

(i) On prend 

trer que Yp(s) 

~(t) = Vp(t) • Alors on a f(s) = Yp(s). Pour démon-

vérifie (605), il suffit d'adapter la démonstration 

du Théorème 4.8 de [4]. 

(ii) On prend ~(t) = Np(tL Alors f(s) = Zp(s). Dans [4], on 

montre que Zp(s) vérifie (6.6) pour un certain A> O, et dans [s] , 

on montre qu'on peut_ choisir A égal au degré .total d .. du polynôme Po 
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Sur certains produits liés aux sommes des chiffres 

J. O. Sh.allit 

U. E. R. de Mathématiques et Informatique 
Université de Bordeaux I 

951, cours de la Libération 
99,405 TALENCE Cedex 

France 

I. Introduction. 

En 1~78, Woods [8] à. demandé 

Quelle est la limite de la suite suivante: 

Department of Computer Science 
University of Chicago 

1100 E. 58th St. 
Chicago, IL 60631 

USA 

(Chaque terme est le numérateur du terme suivant). Les valeurs sont faciles à calculer: 

et x 10 = 0, 7071; donc il semble que 

Xo = 0,5000; 

Xt = 0,6666; 

X2 = 0, 7000; 

lim Xn = ../2_ 
R-+00 2 (1) 

Robbins [6] a trouvé une belle démonstration de l'équation (1) qui est très simple. On 
considère plûtot la suite 

et on s'intéresse au cas x = 1. Soit 
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x x+3 x+5 x+7 
J(x)=-------··· 

x+l x+2 x+4 x+6 

La fonction f(x) est bien définie parce qu'elle peut s'écrire sous la forme 

2 ±1 

= il ( l + ( x + 4k )( x + 4k + 3)) 

= Il (1 + O(k- 2 )t1
, 

k~O 

(2) 

qui montre que le produit converge pour tout x tel que les dénominateurs de (2) ne 

s'annulent pas. 

On vérifie immédiatement que 

(3) 

où s2 (k) est la somme des chiffres du développement de ken base 2. Comme s2 (2k) = s2 (k) 
et s2 (2k + 1) = s2 (k) + 1, on a 

Donc, en faisant x = 1, on trouve que 
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f(1) 2 = f(l/2). 

f(x) est continue et dérivable en x = O; donc en employant la règle de !'Hôpital on trouve 
que 

. J( x/2) ½ J'(O) 1 
f(l/2) = !~ f(x) = /'(0) = 2; 

et par conséquent J(l) = 1--

II. Généralisations. 

Maintenant nous voudrions trouver une bonne généralisation du résultat ci-dessus. 

Théorème. 

Soit k entier, k ~ 2. Soit sk(n) la somme des chiffres den en base k. Soit 1 :5 j :5 k-1. 
Alors 

où les Ci, di sont les entiers uniques tels que 

et sk(ci) = j - 1 (mod k), sk(di) = j (mod k). 

Démonstration. 

Soit A;(x) = Ili~o =!~~. Nous montrerons que A;(l) = k-t/lc. 

Il faut dire quelque chose de la convergence de ce produit. Écrivons 
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= TI X + Crk . X + Crk+ 1 

> X + drk X + d,.k+l 
r_O . 

et remarquons que 

pour tout a, 0 $ a $ k - 1. Soient 

Alors 

pour tout a, 0 $a$ k - 1. Alors 

X+ Crk+A:-1 

X+ drk+k-1 

A ·(x) = TI X+ rk
2 + Crk .. _ x + rk

2 + Crk+k-l 

' > X+ rk 2 + Drk X+ rk 2 + Drk+k-l r_O 

-TI Ir - , 
r?:O 9r 

en groupant les termes k par k, où les fr, 9r sont des polynômes de degré ken (x + rk2 ). 

On voit facilement que 

J'affirme que 

( 4) 
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ce qui implique que 

(5) 

et donc 

où A est une constante qui ne dépend pas de v-. Maintenant 

converge pour tout x E [O, l]; donc selon un théorème d'Henrici [5], le produit infini pour 
A,-(x) converge absolument et uniformément dans cet intervalle. 

(L'égalité ( 4) est un cas particulier d'un théorème de Prouhet [9) .) 

Lemme. 

Il existe des équations fonctionnelles pour les A;(x): 

(6) 

(7) 

(8) 

Démonstration. 

Nous ne démontrerons le résultat que po:1r A1 ( x), les autres équations étant pareilles. 

Écrivons {Ni} pour l'ensemble {x ~ 0 1 sk(x) = i .(mod k) }. 
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Ai(VA2(3=±~-l )Aa(~) · · · Âk-1(~) 
A1Ci:t1 )A2(:i;il) .. 'Âk-1(:i;tl) 

= II x + { N0 } = A ( ) 
x+{N1} 1 x, 

ce qui achève la preuve du lemme. ■ 

Finissons la preuve du théorème. En faisant x = 1 dans les équations (5) - (7) ci

dessus, on trouve que 

(9) 

Montrons· que A1(l) = A2 (1). En faisant x = 0 dans l'équation (7) on obtient 
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En employant le fait que A2(0) =/= 0 et l'équation (9), on voit que 

Donc A1 {1) = A2 (1). De la même façon, on peut montrer que 

Maintenant multiplions les k-1 équations {9) pour A1 (1), ... , A1t;_i(l). En simplifiant 
les facteurs appropriés on obtient 

En employant l'équation (6), on voit facilement que 

Donc d'après l'équation (10), A1 (1) = k- 1/k, ce qu'il fallait démontrer. ■ 

III. Antres réenltabi. 

Allouche et Cohen [1] ont obtenu les résultats ci-dessus en regardant deux séries de 
Dirichlet liées à la fonction Sq ( n): 

~s.,(n) 

f(s) = L (n + 1)11 i 
n~O 

(Ici ~ est une racine q-ème de l'unité.) Ils ont démontré que 

E 
m~O 

:,;11.,(m) log (- ~_±_!_) = _1 _ 
q ql '; J + q x - 1' 
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Récemment, avec Allouche, Cohen, et Mendès France, j'ai montré que l'équation (11) 
est en fait vérifiée pour tout x tel que 

La démonstration pour lxl < 1 est très simple [2]. 

Dans [7], j'ai fait la conjecture suivan_te: développons ~ sous la forme 

1 eo 3 e1 5 e2 

(-) ·(-) ·(-) ... 
2 4 6 

où le~ ei sont égaux à + 1 ou -1. Choisissons e0 = + 1 et ptiis choisissons les ei inductive
ment selon la règle suivante: ei+ 1 = + 1 si 

Ili (2j+l)e; ./2 
2. 2 > 2 1 

;=o 1 + 

Il
i ( 2j + 1 )e; ./2 

2. 2 < 2 . 
;=o 1 + 

Alors e, = ( -1 )82
( i). Je ne pouvais pas démontrer cette conjecture, mais récemment, 

Allouche et Cohen ont trouvé une très belle démonstration [l]. 

L'équation (3) ci-dessus suggère l'existence d'une équation semblable liée à la fonction 
a0 (n) qui compte le nombre d'occurrences du chiffre "O" (et non du chiffre "l") dans le 
développement de n en base 2. En fait, on a 

Il existe des formules analogues pour les fonctions ata ( n) qui comptent le nombre 
d'apparitions d'un bloc de chiffres w [3]. · 
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Il faut aussi .mentionner que les valeurs des fonctions A;(x) ont récemment paru dans 

un article intéressant de Flajolet [4]. 
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