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lo- Définition il premières propriétés 

Le but .de ce cours est diétudier les algèbres tensorielles 9 en particulier 

comme instruments permettant d'aborder des problèmes dvana.lyse harmonique., 

Cette méthode va ainsi donner une nouvelle démonstration du théorème de 

Ma.lliavin sur l 1existence d'un ensemble de non synthèse dans tout groupe loca-

lement compact non discret, va. permettre d'exhiber une nouvelle classe d'ens~m-

ble 'dia.nalyticité, et d'aborder de façon nouvelle des problèmes ouverts concer-

na.nt par exemple la synthèse spectrale. 

A.- Définition .!.:l 

et O{K) l'espace des fonctions continues complexes sur K. 

L 1algèbr~ tensorielle notée V(K) ou Îf(K1) ê g(X2) est 1vensemble ae 
• 

toutes les fonctions f. de e(K} qu:i siécrivent. z 

(1) 

(i) 

En prenant comme norme l:t lv(K} la. borne intérieure de L }«.j I pour 
1 

toutes les décompositions de t satisfaisant. (1), V(X} est une a.lg~bre de· 

Banach. 



La sous algèbre de V'(K) des fonctions telles qu'il n•y ait qu'un nombre 

fini de termes dans la somme de (1) se note 'e(K
1

) e l:(K
2
). 

La ,définition 'donnée ci-dessus de l'algèbre tensorièlle V(K) n'est qu 9un 

cas particulier de la. définition générale du produit tensoriel topologique 

d'algèbres de Ba.na.ch Cet 2]. 

On établit les premières propriétés simples suivantes t 

Propriété 1.:l = Spectre V(K) = K
1 

x K
2 

V{K) est une sous algèbre sépara.nte de '6EK) et U fll V(K) "> D tll UfK), 

K est donc cont.emi dans Spectre V{K) a un point k = (~ ,~) définit l 'ho-

Réciproquement tout homomorphisme Y de V(K) définit un homomorphisme 

A 

sur la sous algèbre 'e(K1) t 1g homomorphique à 'e(X1) dGnc un point de K1 J 

de mfme 'l' définit un point de K
2 

; et 1'(f) s •·écrit : 

Donc la propriété est démontrée. 

Propriét~ g ... V(K) m ~ algèbre régulière 

Soit e un compact de K et k = (k
1

,k
2

) un point de K, non dans C:: 

et v1 t. v2 un voisinage de k ne rencontrant pa.s C. • 

Il existe une fonction t 1 de l:(X:1) égale à 1 en JE, t nulle hora de v1 



nulle .. 

&·1 en k et nulle sur C 1'al~èbre est donc réguli~re. 

B.- Liens .!!:,!!g_ l'analyse harmonigue a 

Supposons que K1 et K2 soient identifiables en tend que espaces topolo­

giques à un m~me groupe compact G; A(G) est l'algèbre de Ba.na.ch des transtor-

mées de Fourier des fonctions sommables sur le dual r de G qui est discret. 

Si f appartient à A(G) f s'écrit: 

f(x) = L Cl$ 'I(x} et 
'X ,.rt .. 

on notera. V{G) l'algèbre tensorielle 4«(K1) ê 'C{K
2

) = 'l::(G) 3 \î(G). 

N N 
On déiinit deux applications linéaires M et Pi 

,.; .,, 
i(G) ~ lî(G x G) .!.+ 'e(G) 8 

.., 
(Mf} (x,y-) = t(x·+ y) 

cp 6 '1( G•G 1 (P 'f) (x) = J f(x - Y', y)ey (ey cH,ant la mesure norme.lis'• 
G 

de Haar de G) 

On établit ~lors les lemmes suive.ntt a 



IIJ N 

Lemme l.:l Po M lli l'identité~ i(G). 

En effet, (PM) (f) (x) = J (Mt) (x-y,y)dy = J f(x)dy = f(x) 
G G 

N 

En particulier P est surjectiveo 

N N 
l'application M restreinte à A(G} et P, l'application P res-Notons M 

treinte à. V(G). 

Lemme W, M applique continuement A(G) ~ V(G) il.!!. norme m, -~ 1 

si t appartient à. A(G) f(x) = L ~ X(x) avec C fa.rel <c, 

(Mf) (x,y) = C at X(x + y) = C a-:c :X: (x) 'l(y) donc M(f) est dus V(G) et 

Il Mfll V{G) < [: 1 a.1) = Il f li A(G) 

Lemme hl P applique continuement V(G) ,!S A(G) !! !!_ norme .!!l" 1 

si f est dans V(G) f(x,y) = L ~. f .(x) f.(y) 
J J J 

(Pf') {x) = J C cc.. :f. (x-y) f · (y)dy = C a.. (f. *cr.) (x) 
G J J J J J J 

2 f ., f. étant dans L (G) t. * f. appartient à A(G) avec 
J J J J 

Df. * 'P. IIA(G) ~Of. JI 2 ll tj li 2 < 11 f'.,ll f(G) Dt.il -e(G) &1 
J J J L (G) L'. (G) ~ ~ 

Pf appartient aussi à A(G) et 

u Pf' li A{G) ' [:J«j J Utj * tj JI A(G) ''C la.:il 

Donc : llPfll A(G) , ll:ril V(G} 

Enfin. P(V{G}) = A(G) d'après le lemme I.1 

Conséquences 1_ Po M étant l'identité, c 9est donc une isométrie i PoM étant 



de norme~ 1; M est en fait une isométrie de A(G) dans V(G). 

·, 

M{A(G)) est l'ensemble de toutes les fonctions de V(G) qui ne dépendent 

que de x + y. 

2.- V(G) est strictement inclus dans 8(G x G) câr P(V(G)) • 

.r\(G) et l'( '8(G x G)) = \?(G) or é'(G) ::/:, A(G) o 

Il s'agit a.lors d 1 étudier si on peut déduire des propriétés de V(G) des 

propriétés analogues pour A(G) et inversemento 

~ou~ pouvons déjà établir deux théorèmes ~près avoir rappelé les définitions 

suivantes. 

Définition Li ( [ 11 p. 131} 

Une algèbre de fonctions :X, est d'analyticité si les seules fonctions défi-

nies sur j- 11 + 1 [ telles que $0 f. soit dans .5t pour tout élément ! de ~ 

à. va.leurs dans ]- 1 » + 1 [ [ c 'est-à.-dire i $ . opéré dans ~] sont, les fonctions 

a.na.lytiques .. 

Définition L1. 

1t étant une algèbre régulière, uni-ta.ire et semi simple, E un .termé de 

spectre X on note : 

I(E), 1 1 id.ée.l de it·, des éléments dont les tra.nsform6ea de Gelfa.nd sont, 

l nulles sur Eo 



I (E), l'idéal de JG, des éléments dont lef• tra.nstormées de Gelfand sont 
0 

nulles au voisinagé de E. 

J(E)' la. fermeture dans ft de I (E) 9 

0 

E ast dit do svnthèse .& J(E) = I (E) 

t fil dhê .fut svnihèSé & tout fermé du spe~tre est de synthèse 

Théorème 1..& V{G) ~ ~ algèbre d I ana.lytiçité 

H(A(G)) étant constituée de fonctions ne dépenda.1;1t que de x + y, si une 

fonction $ opère dans V(G), elle opère dans. M(A(G)) donc dans A(G) qui 

es~ une algèbre d'analyticité. ~ est donc analytique. (C.11 p. 131) 

Théorème .h2. Si lm. fermé E §.2. Q. n I est ~ ii2. SY3;thè9e, .l.2. fermé 

* { <\ ! = (x,y) X +y€. lH n'est rn il svnthèse J?OUr V{G) .. 

E étant de non synthèse» il existe oi.~ 0 et un, fonction t de I(E)CA(G) 

telle que pour tout g de J(~) 

* Mf est une :fonction de I(E) CV{G) .• 

Soit 'f' une fonction quelconque de * I (E ) , 
0 

alors P'f' appartient à. 

* I!E) car tout voisinage de E. contient, par raison de compacité un voisinage 

de la. forme {x,y ; x + y€. W} où W est un voisinage de E et 

Donc E n'est pas un ensemble de synthèse. 



II.- Ensemble~ Kronecker 

Kous allons d'abord rappeler.les définitions et propriétés de certains sous­

ensembles d 1un groupe G localement compact f:e [1] p •. 97j 

Déi'foition II. 1 -
'C'n ~ ensemble ! ,22. G est fil indénendant, .§.i pour tout choix de k 

points distincts x1 , ••• xk et k entiers n1 ; •• ~• 

On a. soit n. x. = 0 V J' < k 
J J 

k 
soit Ln. x. # 0 

i J J 

Dé:'inition Il.2 

1:t, ~ ensemble ! ~ ...Q. ,2ll ·ill ~ Kronecker 1 tl toute fonction •'.:ontinue 

sur E de module 1 1 peut être approchée uniformément sur E pa.r des caractères 

de G. 

Dans les groupes d 1 ordre borné il n'y a p&s d'ensembles de Kronecker, on IX!Se 

alors ...ne définition modifiée. 

Définition 11.:l 

! ~ ense:nble ~ Q. m_ fil~ m.!., Kp, p), 2 1 _à toute :fonction cônti­

nue à va.leurs dans Z le sous groupe cyclique d 1o7dre p du tore est la 
p 



.-, 
0 .... 

restriction à E d 1 un caractère de Go 

_.!Ill,~ ensemble .:§. ~ Q. ,m fil §.2. Helson 1 il l 1a.lgèbre des restric-

tians de A à E notée A(E) est égale à ei'(E). 

Il l' (\ ~; L1 algèbre A(E) est munie de la norme quotient: If 'A(E) = infltF,: A(G)' 

F = :t sm: E} Si E est de Hel.son, il existe une constante k telle que pour 

toute fonction f de A{E) 

llt li 'B(E) 

I\ 
Si µ est une mesure sur E, on note sa. masse µ. sa -crans-

formée de Fourier-Stieljes I on a une cara.<)·térisation des ensembles de ':. , .,,a,. 

E 

Pronriété 11.:1 

/j µ, il N'E) sont des normes équivalent,,:-, 
-l 

~ ensemble E ~ Kronecker~ indépepda~~• 

k 
En effet, si on a une égalité ; Ln. x. = 0 

1 J J 
k k n. rc~ n. x.) = 1 

L__,, J J 
pour -tout caractère de G soit n ( I (x .) ) J ·- i 

j=1 J 1 
-k 

n 
étant de Kronecker, on a. aussi .r-1 f{x.) = 1 

j=i J 
pour toute fonction continue 

de module 1 .. 

k n. 
Donc n (o..) J = 1 pour tout ensemble de k points de module 1 , ce qu:i. 

j=1 J 



est impossible si les n. 
J 

ne sont pas tous nuls~ Donc E est indépendant. 

E 

m ~ ~ Helson~ 

:\,..\1 == sup fH f) ) f G. ~(E) 
'-

Or 1 on démontre que la. houle unité de ~(E) est l'enve1o:ppe èonvexe des 

fonctions de module iQ 

E étant de Kronecker on a aussi 

De la. même façon si E est de Kronecker A{B} et t1(E) sont. isomiH:dqur-.~. 

On démontre les propriétés analogues pour les ensembles de type 

Théorème ll:.7. ~ G ,!lll grolt,pe compact 

I( • 
p 

.êJ... K.1 il K
2 
~ ~ :fermés ~ G disjoints clont l!!:. réunion K lli 

K1 V K
2 

étant de Kronecker donc indépendant {cf propriété II.5) e on a. une bijec-

des restrictiôns A(E) à une sous algèbre A1 (K) de 8(X) munie de la norme 
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J.e A(E) 

Nous allons démontrer que A'(K) = V(K) et que les normes des deux algèbres 

sont égales, le théorème sera alors démontré. 

1.- .K(K) (: V(K) et l'injection est à. norme décroissa.nteo 
--t 

Si F appartient à. A1 {K) pour tout € il existe une fonction 

F(k 11k2) = C a1 

F(k 1 ,k 2) = C a.
1 

La fonction F appartient donc à. V(K) et 

U P Il V(K) ~ C la.xi ,< ll:FII A' (K) +€ pout tout ê 

Donc U l? Il V{K) ¾ ~ F Il Â, (K) 

2.- V(K) Ç A1 (K) _.., 
Si F appartient à V(K) 1 pour tout ê 1 "i peut s t écrire : 

F(k. 11k2)= C 01..j f/k 1) f/k.t.); lltjll'&(Kl) ,<1 Utjl!f;(K
2

) <; 1 et 

L la) ~ ÜFJIV(K) +€ 

KU K 
K1 et K

2 
comm~~ont de Kronecker ; sont isométriques 



{i = 1, 2)(d 1après la propriété II.6). Il existe donc pour tout j, deux fone-

tions de A(G) égales respectivement à fj sur K1 et fj sur K
2 

g 

f/k1) = C t'x l"(k1) 
TE.!"' 

F(k 1 ,k 2) = c a..x,, 1(k 1 > f(k 2) où r: 1 ~x r f < ~P II v(K) [ 1 + r '] où 

2 
€ 1 == E: + 2L 

Soit 'l U,'f' la fonction continue sur K de module 1 éga.lê à X su.r K
1 

K
1 

U K
2

_ 
et 'f sur K

2
~ etant de Kronecker 9 pour tout "'} , il ex.iste un caractère &' 

de G tel que 11 lU't' - (}-li < 11 

Alors 111 (k 1) 'f'(k
2

) - 0'(k 1) 8'(k 2) ilV; 2 ") 

Si on pose fi (k 1 ,k 2) = Ca.X, 'f e'(k 1) e'(k 2) 

il f, Il À V (K) < !! F Il V(K) [ 1 + € i] 

et IF - :f."l Il V(K) -" 2~ !IF Il V(K) ( 1 + €'') 

On recommenèe la. m~me construction pour F - :r.-, e,ot~ o., en choisissant ~ 

tendant assez rapidement vers zéro, F es·t la somme d. •une sér:i.e de :fonctions 

convergentes dans A' (K), F apparti.ent, donc à .A 1 (K) et la première des dc\.1x 

inégalités ci-dessus entraîne ,;rue U Fil At (K) < li FU V(K) [ Tochuique sta.ndari; © 



de la progression géométrique utilisée dans la démonstration du théorome de 

Banach.] 

Applicatioh II .8 .- Dé::ionstration §.:!..!. théor0me de Malliavin l 11] 

Un ensemble est parfait s'il est compact, non vide 1 sans point isolé. 

Un ensemble est de Cantor stil est métrique, parfait, totalement discontinu. 

Les ensembles de Cantor sont tous homéomorphiques à l'ensemble de Càntor sur la 

droite. 

En particulier le groupe D
00 

= Q z2 produit dénombrable de groupe à 

deux éléments èst un ensemble de Cantoro 

Un théorème bien connu établit que dans tout groupe localement compacts il 

existe un ensemble de Kroneèker ou de type K qui eft de Cantor. 
p 

Le théorème de Malliavin établit que si G est un groupe quelconque non 

discret, A(G} ne satisfait pas la synthèse spectrale. 

Nous allons déduire cette propriété de la propriété correspondante pour 

une algèbre tensorielle particulière. 

Soit K un ensemble de Cantor (donc homéomorphe à D ) 
CO 

Kronecker ou de type K • p 

qui est de 

Soit une partition de K en deux ensembles X1 et K2 qui sont aussi 

homéomorphes à D • Pour montrer que A(G) n'est pas de synthèse spectrale, 
CO 
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il suffit de montrer que l'algèbre des restrictions A(E) ne l'est pas 1 où 

Or, d'après le théorème II. 7 f A(E) est homeomorphe à. '8(K
1

) ê t?(K) == V(D J 

Le théorème de Nallia.vin sera. donc démontré si nous montrons que V{D ) n 9esi 
CO 

pas une algèbre de synthèse. 

Théorème : ~ sy:nth~se spectrale m, E.!!, défaut~ V(D00 ) 

Si T désigne le tore, le contre-exemple de Schwartz montre que l'algèbre 

donc pas de synthèse. 

Il existe une application s de D 
00 

dans tpplication donnée r1r les 

développements binaires. 

cette application est continue surjective, elle conserve la mesure de Haar et est 

bijective si on enlève de D 
00 

un ensemble de mesure nulle. 

permet alors d I identifier canoniquement L 00 (D ) et L 00 (T3) et définir une 
00 

application isométriqué canonique de ~{T3) dans ~(D ). 
00 

En tensorisant ces applications et en utilisant l*injec·tion canonique de 

dans l, 
00 (D ) 

00 
on peut éorire 1 

s 
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que l 1 on note 

1 
l •application composée cr o o- est l I injection canonique" 

, 
D'après les propriétés du produit tensoriel <I"' et q- sont de norme 

inférieure à 1. 

I Nous allons démontrer que o- est isométrique. 

En effet, on peut régulariser les fonctions de par convolution avec 

des unités approchées Un} de €(D ) 
00 

telles que e soit positive, n· 

Il existe donc une suite p d I applications de L ~ (D ) dans '6'(D de 
n oo cv 

norme inférieure à 1 telle 
(définie par p \f = ê * 'f 

n n i 
Si 1 1 application cr 

de V(D ) telle. que 
(X) 

que pnf ~ f pour toute fonction f de <e{n 
00

), 

VfG LOO)., 

n'était pas isométrique; il ex~sterait une fonction F 

< li o-'{F) Il vo < ~ F Il V(D ) 
ro 

quand n tend vers liinfini (p S p) o a-! (F)--+ F et on aurait 
n n 

donc ()'-1 

ce qui est impossi~ isométrique. De la mêm 
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11 correspond a.lo.i.·.,, une a:ppltca.tion -;;: bijective conti;iue du spectre, 

X D 
00 

de V(D ) 
00. diailleurs e,-;+, 

V(T
3

) ni ét.ant, pas de synthèse D il existe ci. > o, E fermé de T3 x T3 

telle que 1 f - 'f' Il -,,. a. pour toute 'f' dans 
v(•J?) 

* .,f * 
~on:ridérons E = ër (E)C D X D 1 cr f appartient à I(E ) ., 

(X) 00 

* Soit f une fonctio~ quelconque de I (E) <J""i étant isométriques 
0 

_.,, il) 11· .::: !i cr.-• 0 0- p. 
V ... - T . V(D ) -X 

ro 

0~ utilise dans L00 (T
3

) la régularisation décrite ci-dessus à l'aide de 

···::'.'.c·tions !) de l5(T3), unités approchées et les applications pn corres.:, . ..:;::-,-:.n 

.: s.1.tf;:, de L ro ('.?) dans t?(TJ) " pn & Pn est de norme inférieure ' 1 et on a 

D•une part U t - f Il ~ ~ 0, en prenant donc n assez grand 
n V(T.,) n-1-00 



d 1autre part le support des fonctions 

16.-

B définissant 
n 

pn tendant vers zéro, on peut choisir n assez grand pour que fn soit aussi 

nul dans un voisinage de E donc ~ t - f n li 
3 
~ a .. En regroupa.nt las 

V(T) 

inégalités 

1l crf - qj)V(D 
00 

) ... ! f n - f n Il V(T3? Il f - I' n Il V(T3) -!t n - f IIV(Tlj o: - ~ ;;,. r 
* et E ne peut être un ensemble de synthèse. 

Application lL.2, 

Un fermé E d 1un groupe compact est de rêsolution spectrale si tout fermé 

de E est de synthèse pour l'algèbre A(G). 

Un fermé E est un ensemble d 1a.na.lyticité si l'algèbre des restrictïons 

A(E) est une algèbre d'analyticité~ définition I.6}~ 

Si K
1 

et. K
2 

sont deux ensembles disjoints homé.omorphes à. D co dont la. 

réunion est de Kronecker, 1•algèbre A(~
1 

+ K
2

) est homéomorphe à V(D ) 
00 

d'après le théorème II.7) et cette dernière (t:f ·I,.8, II .8), est une 

algèbre de non synthèse et d 1a.na.lyticité. 

Tout fermé de K
1 

+ K2 ne peut $tre de synthèse pour A(K
1 

+ K2) donc 

pour A(G). Or on peut démontrer ~Ü1]) qu 1un fermé contenant la somme a.lgé-

brique de deux ensembles parfaits contient la somme algébrique de deux ensembles 

homéomorphes à. D , dont la. réunion est de Kronecker. 
CD 
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On connaît ainsi~ nouveaux ensembles d 1 analvticité tl~~ résolution, 

à savoir 1 ~ ensembles contenant 1!, somme algébrique~~ parfaits. 
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III.- Problèmes ~ .lli ensembles .i!!, synthèse [sl, (12] 

Nous allons aborder certains problèmes d'analyse harmonique en utilisant 

les algèbres tensorielles. 

Lemme III.1 

X et Y étant 2 âlgèbres de Banach de fonctions, K un sous espace fermé 

jde Y. Notons p la projection de Y sury/K et id X~ p liapplication cano­

\niquè de X ê Y dans X ô Y/K. Soit {H) l'hypothèse suivante. 

Il existe une suite d"applications T de X dans X de rang fini 
n 

j tel que T --,- Identité X fortement. 
' n 

Alors si {H) est vérifié X 0 K est dense dans le noyau de l'application 

id X~ p {cf I.1 pour la définition de X 0 K). 

D'après le théorème de Banach-Steinhaus sup li Tnll ~ oo donc 

T 5 Id Y ._..:;, Id X 0 idY fortement 
n 

Comme {T S Id Y) (ker(Id X S p)) C X 0 K car T est de rang fini, 
n n 

~out point x de ker(Id X 6 p) 

X 0 K9 le lemme est démontréo 

est limite d'une suite de points x de n 

Plus généralemént si on considère k algèbres de Banach dè fonctions B., 
J 
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les k projections de B. 
J 

k 

B;j;,". où K. sont des 
sur K., / sous 3 espace fermé de B . a.lors d I après 

J J 

le lemme I( = Z:: ~ 1 ® ... • 0 :s. , 
j=l J-

0 K. © 
J 

noya.u de li application p1 ®• u 0 pk de 

Théorème 111.d 

B. 1 ••• è 
J+ 

est dense dans le 

.fil. deux fermés C 1 et C 2 de deux gl"ou:pes G1 e.t G2 a.o.n:t, vspecti-

Soit rcr:,> (resp I([:2) l'idéal des fonctions nulles sur L. 1 

(resp sur L 
2

) 

Soit J([: 1) (resp J(Z:: 2} l~idéa.l fermé des fonctions nulles au voisi­

nage de C1 {resp L 2). 

et A(G.) ® I([:,} = A{G.) 0 J([:.) {il n'y a. qu•un nombre :tini de fondions)., 
l 'J l ~ 
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(H) étant satisfaite d'après le lemme précédent A(~) 8 J([:,_) + A(G2) S 

ker TI est donc égal à. J([: 1 x C 2) 

gèbres semi simpies est semi simple donc : 

Remarque : l'hypothèse (H) du lemme est vérifiée par tous les espaces de 

séparable 
Banac~s Q 

Théorème III.3 

Mt G '!!:!! groupe compact. g l'union de deux ensembles K1, K21 disjoints, 

fermés totalement discontinus est ~Kronecker alors 

J?OUr A(G)., 

Soit un nombre ,~o, et f une fonction quelconque de A{G) nulle sur 

N N A 
Posons f(x 1,x 2) = f(x 1 + x2) alors f est une fonction de A(G) & A(G) 

nulle sur K1 x K2, qui d'après le théorème précédent est de synthèse dans 

N A 

G x G. Il existe donc une fonction f de A(G) & A(G) nulle sur un voisi-

nage de K1 x K2 et telle que ~ f - ~ Il A(G) ~ A(G) ~ l 
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Nous allons construire un homomorphisme h cont·inu de G dans G x G 

~ A ~ 

tel que f oh= f et que la fonction de A(G) 8 A(G) f oh soit nulle dans 

Pour cela, nous allons d'abord construire un endomorphisme continu h
1 

de 

voisinage convenable de zéro dans G et o-
1 

1' application de K
1 

V K
2 

dans G 

égal au zéro de G sur 

Pour définir h
1

, nous remarquons que nous pouvons supposer Rans restreindre 

A TT la généra.li té que G ~ T = oc e A Ta. ou T"'-~ T le Tore, car tout groupe compact 

G peut se plonger topologiquement dans un groupe de cette forme. 

t 
Soit p~ la projection canonique O(ll. le zéro de T. 

pd o cr
1 

est une fonction continue de module 1 qui peut ftre approchée uniformé­

ment sur K
1 

U K
2 

qui est de Kronecker, par des caractères '.X« ~ On peut alors 

choisir un ensemble fini P de A et les caractères Io_ de façon q,1e la. fonction 

h1(g) = M .IA(g) a.TIF Oo. vérifie la propriété voulueo 

continu de G. 
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h étant continu 
,.., 
f oh est nulle dans un voisinage de K

1
J1 K

2 
et 

.., .., 
u l o h - fil A{G) = ll<p o h - r o h n A(G) , 

N 

ll~-fll (),. . AG ~ 

Donc K
1 

+ K
2 

est de synthèse. 

Le problème P1 = 11La réunion de deux ensembles de synthèse est-il un en-

semble de synthèse" est un problème ouvert. On ne connaît pas la réponse même pour 

l'algèbre A(T) 1 T étant le tore. 

Théorème III.4 

l2, :problème P1 ~ résolu dès gu I on connaitra .1!-. réponse _Eour ~ guel-

conque groupe particulier. 

A 

est faux pour l'algèbre V(D ) = ~(D ) ® ~(D ), P~ est 
00 00 00 1 

faux pour A(G), G étant un groupe quelconque non discret. On sait en·effet 

qu'il existe dans G deux ensembles disjoints K1 et K~ homéomorphe à D
00 

dont la réunion est de Kronecker. 

K1 + K2 est de synthèse (théorème III.3) 

Si P1 est faux dans V(D(O)' P1 ost faux pour A(G). 

En effet, il existe deux ensembles K1

1 , K1

2 inclus dans K1 + K2 de 

donc pour A(G) tel que K1 U K' ne soit pas de 
1 2 

synthèse pour A(K1 + K2) donc pour A(G) 



2.- Si P1 est faux pour un certain groupe G particulier, P
1 

est faux 

pour V{G) et pour V(D ). 
(X) 

On sait que si E est un ensemble de non synthèse pour A(G) 

* E = {(x,y), x+y€EJ est de non synthèse pour V(G) (cf Théorème I.9). 

(.1J 
La réciproque qui m'a été signalée pour la. première fois pa.r Herz(êst vraie aussi. 

; 

i 

i 

Ce qui entraine l'équivalence de P1 pour A(G) et V(G). 

D'autre part si G est un groupe quelconque, G et D sont presque iso­
a, 

morphes topologiquement (si G est discontinu, c'est vrai, sinon, on prend le 

groupe quotient de G par la composant~ connexe de l'unité) ce qui permet de 

démontrer l'équivalence de P1 pour V(G) 

montrée 

De m~me, le problème de l'intersection de deux ensembles de synthèse se ra.-

~ène à la solution pour un groupe G pa.rticuliero Or, on peut construire un contre 

exemple pour l'algèbre A(T
3

) 1 en utilisa.nt l'exemple de Schwartz C!r,11.iJ. (on 

[1Jp.î66 
~ 

peut aussi procéder directement dans .A(D a, ) en utilisa.nt un Théorème de C.SH.erzp 

Définition III. 5 (pour cette définition et les propriétés qui suivent (,4]) 

Il; étant une algèbre de Banach, régulière, s~mi simple, un fermé E du 

l spectre de k est dit de Ditkin & pour toute fonction t de il existe 
1 
1 

• une suite u de I (E) [o:t définition I.7J tel que :f'u tende v-ors f dans 
l n ·o n 
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Les ensembles de Ditkin ont les propriétés suivantes: 

1.- Ce sont des ensembles de synthèse: on ne sait pas si la réciproque est 

fausse. 

2.- La réunion de deux ensembles de Ditkin est un ensemble de Ditkin. En 

effei si D1 et D2 sont deux ensembles de Ditkin et :f une fonction de 

Donc Il f - :ru., ·u2 JI Pl:'(' ê et D1 U D2 est de Di tkin. 

3.- Plus généralement si (D) est une suite d'ensembles de Ditkin, si 
n n€N 

D = U~N D est compacte, alors D est de Ditkin. En e:f:fet 9 il existe une suite 
n"-t n 

d•éléments u de I (D) telle que: 
n o n 

D étant compact, il existe un entier N tel que u.1U ••• UuN soit dans I (D) 
0 

Théorème III.6 

§i K1 !!1 ~ ensemble dénombrable totalement discontinu iQ. Q., il IC, un .... 
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À 

ensemble discontinu guelcongue, ~(K
1

) 8 t;(K
2

) fil~ algèbre ~ synthèse 

Notons { t'n 1 n • N 1 1 ensemble K1 

Soit E un fermé quelconque du. spectre K1 x K2 de V(K1 x K2) 

E = u E où E = E n {e l( K"l} 
nEN11 n n .. 

On montre d'~bord que E 
n 

ensuite qu'il 

est de Ditkin en utilisa.nt le lemme suivant, facile à. démontrer et dont E 
n 

vérifie les conditions. 

Lcm::.e III. 7 

Soit ;7' une algèbr0 régulière semi simple et F un ensemble de synthèse 

du spectre de ?il • 

r 
Si pour tout voisinage ~ de F, il existe a. dans ;f tel que 

a. E I
0 

(F), ô. "" 1 sur C 'X. et Il a.U;t: , 10000 alors F est de Ditkin. 

E étant de Ditkin, E = VE est de Ditkin donc li;. est de synthèse. n n 



Sidon si A(E) ~ \'5(E). 

i1eaucoup de probl81;ws sut> ;e3 ensembles de Sidoxi sont ouvert,s pnr excr.,ple 

la réunion de doï.1x .:ins"mbles de Sidon est-elle de Sidon '/ 

saires et des cond i. tions suffisantes pour que E soit de Sid.on .. 

Thoorème IY:..:2. (of.û4]p. 146) 

Si E est d~ Sitlon, il existe un nombre 0ntier -- - ----:. --- --- -- vér.:d'ie la 

cornu 1,ion suivn.ni,e R.
1 

(L) d.e (Ka.ha.ne-Sa.lem) o 

~ ~ (L) = { "ln .Ë N;,J (x ... ., 
i l ' 

n 
cardinal f E O i) ~'a.: 

\. C.. 1 A 



h (x,F) 1 le nombre de représentations de x de la forme: 
s 

+ + 
... • • .., X 

n 
s 

En particulier 9 si F est un ensemble indépendant Ç.f. définition II.1) 

R (x,F) = 1 pour tout point x de P. 
s 

Théorème .!.!.d ~f [1 J p. 120) 

Si ll existe !!!! ~ ent.ier L tel que 11 ensemble E 'dénombrable vérifie 

R (x, E.},,.,.. p.S s .. J ~ 1~ (j <L, s€N, xEEU{Q} 

,.2!!, ~~~condition suffisante plus forte. 
tl 

î 
ensêmbles indépendantsl On ne 

) 

sait pas si ~(L) et R:{L) sont équivalentes. 

Si un ensemble E vérifie la condition R1

2(t) on peut démontrer~ [1] 

C..,= C~) 
chapitre 5) qu1il existe une constante~ne ,dépendant que de L, telle que la 

condition R'' (C) 
2 

suivante soit vérifiée: 

R"2(C} : llp. JI M(E) ~ Cil ~Il œ pour toute mesure I"' de M(E) 

Et, d'autre part, si R11

2(C) est vé~ifiée, E est do.Sidon. 

Or, si tout sous ensemble :fini de E véti:tie R' 2(L) a.lor$ R.11
2 { C{t)) est 
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vérifiée pour lîensemble des mesures .à support fini, donc pour l 1ensemble des 

mesures car toute mésure est approchable par des mesures à support fini; donc E 

est encore de Sidon. 

Donc, pour démontrer qu'un ensemble est de Sidon, il suffit de démontrer 

qu'il vérifie R 1

2
(L) "localement" (i.e, il existe un entier L tel que tout 

;ous ensemble fini de E est décomposable en L ensembles indépendants. 

Nous allons supposer maintenant que l'ensemble E. dénombrable fermé compact 

e.st contenu dans la sonune algébrique de deux ensembles disjoints K
1

, K
4 

d.orit 

l 1union est un Kronecker dénombrable. 

K
1 

IJ K2 é_tant en particulier indépendant, il existe une correspondance bi-

* de k1 + k2 correspond à un ensemble S de (K1, K2). 

La condition R.•; (L) écrite plus haut pour un ensemble E de K1 + K2 estr 

ent.rai:ne alors la. condition R.111 (L) 

K
1 

x K
2 

* suivante vérifiée par son image E dans 

R" 1(L} =f'v"nEN, Vx
1

.H xnEK
1

, y
1

u. yn€.K
2 

card[E* n{(xp, y
4

} p, q <n}(..L,n} 

On appelle cycle tout sous ensemble fini de K1 x K2, de la forme i 

{<k/ k2
1
), (k,1, k/') {k/k_/),..,. (k~~

1 
k~-

1
), (k~-l k2

1
)} 
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Si on représente K1 x K2 par un carré, un cycle est l'ensemble des som-

mets d'un polygone à côtés parallèles aux axes. 

Lemme IV.3 

Soit S un ensemble de K
1 

+ K
2 

* S indépendant( 9 S sans cycle .. 

Si S contient un cycle; avec les notations de la définition, on peut 

écr'ire : 

donc S n'est pas indépendant. 

Si S n 1est pas indépendant, il existe une relation entre un nombre fini de 

points de S 

distinctso 

de m~me 

À.€. z, 
J 

k 
2 est égal à un k j 

2 2 

tincts par exemple 
2 3 

k2 = k2 • 

les n points étant 

est. égal à un certain par exemple 

j -1= 1 car les points donnés sont dis-

En recommençant après un nombre fini d'étapes, n étant :fini, on trouve un 

point de la forme et les points 

Conséouence: on a l'équivalence 



vérifie la. condition R112(L) 

R112(L) :{E* est décomposable en L ensembles sans cycle-} 

Lemme lY.:..:i 
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suivante$ 

Soit deux ensembles K1, K2 finis de m3me ca.rdia.nl, un ensemble F de 

lx1xK2 vérifia.nt R111('L) vérifie R!f2(L). 

Tout ensemble F de K1 x K2 est fini et contenu da.ns un réseau de n2(P) 

points de K
1 

x K
2

; nous. allons raisonner par récurrence sur le nombre n~ 

Supposons que tout ensemble contenu da.ns un-réseau de (M - 1)
2 points de 

K1 x K2 et vérifiant R111(L) vérifie R112(L}. 

Soit F un ensemble contè.nu, dans un réseau QM(E) de M2 points et véri-

alors 2 
fiant R111 (L) ~ tout réseau Qn de n points de K

1 
x x:2 

ca.rd {F fi Qn} "' L n 

En particulier pour QM{E), on obtient card [F} <L.M. Donc a.u moins, une 

ligne ~ 1 (ensemble de points de F, ayant la m3me seconde composante) de F à 

un nombre de points inférieur ou égal à L de mtme une colonne ~ 1• 

Posons F' = .F O LK1 x K2 {\S'1 u~1). 

P' comme P vérifie &111
1(L), et est conienu da.ns un réseau de (M - 1)2 

points, donc d'après l'hypothèse de récurrence, P 1 
~1:_:;embl ~ 

est décomposable en L--........._.,. 



Si on a.joute un des L points au plus de 

et un des L poînts au plus dê F de la. ligne JÎ 
1 
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F situé dans la eolon.~e 

on'obtient un ensemble 

F
1 

qui est encore sans cycle; on recommence avec F 1
2

o•o F 1
3

P jusqu'à épuise­

ment des point:; de ~
1 

et tg
1

• On peut donc construire L ensembles F1, F
2 

••• F 

sans cycle, disjoints, dont la réWlion est F. F vérifie donc R"8

2(L). 

On peut alors énoncer le théorème principal. 

Théorème lY:.:1 

.§.ill un ensemble dénombrable E du~ 

gôbrigue ~ deux ensembles disjoints K1, K
2 

dont l 1union est. ~Kronecker dé­

nombrable; alors E ~~Sidon!!, et seulement si,'!_! existe un entier L 

Le théorème énoncé IV.1 donne la moitié de la réponse. 

* D'autre part, si E vérifie R11

1{L), son image E. dans K1 x K2 vérifie 

* R'" 
1 

(L} , et en utilisa.nt le lemme IV o4 précédent, tout sous ensemble fini de E 

vérifie R. 111

2(L) , donc tout sous ensemble :fini de E vérifie R-11 (L) et d'après '.) 

les remarques suivant le théor~me IV.2 E est de Sidon. 
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