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I.- Définition et premidres propriétés

Le but de ce cours est d'étudier les algdbres tensorielles, en particuliex
comme instruments permetiant d'aborder des problimes d'snalyse harmoniqueo.

Cette méthode va ainsi domner une‘nouvella‘démonstratibn du théordme de
Malliavin sur l'existence d'un ensemble de mon synthdse dans tout groupe loca=
lement compact non discret, va permettre d'exhiber une nouvelle classe d'ensemw
ble ‘d'analyticité, et d'aborder de fagon nouvelle des probldmes ouverts concexe
nant par exemple la synthdse syécti&lee

Ae~ Définition I.1

Soiv ny et K2 deux espaces compacts 3 X = K% X Kz i'espace produit,
et B(K) 1tespace des fonctions continues complexes sur K

L'algdbre tensorielle notde V(K) ou ‘g(xi) ? ‘6(&2} est l'ensemble de

toutes les fonctions £ de O8(XK) qui s¥écrivent 3
® , 00
(1) 2(ky,k,) gg;‘__:‘_;a'i fé(kﬁ} cpﬁ(kz} ou xjegxz) ugjumm ot Z‘_;:ga,j}.(w

%eté’(xz} “?5 Hu& ?
En prenant comme norme [If ﬁV(K) la borne inférieure de z:: h;j] pour
T ,

toutes les déocompositions de £ satisfaisant (1), V(K) est une algdbre de-

Banache.
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La sous algdbre de V(K) des fonctions telles qu'il n'y ait qu'un nombre
fini de termes dans la somme de (1) se note %TK,) 0 f(Ké)f

La définition donnée ci-dessus de l'algdbre tensorielle V(K) n'est qufun
cas particulier de la définition générale du produit tensoriel topologique
d'algdbres de Banach [cf 2] ,

On établit les premidres propriétés simples suivantes @

Propriété I.1 = Spectre V(K) = K, x K,

V(K) est une sous algdbre séparante de B(K) et [z£ll V(E) } ﬂfll‘g (xK)*
K est donc contemnu d_a.qs Spectre‘ V(K) 3 un point k = (l.:r1 ,kz) définit 1'ho~
momorphisme £ ——my f(kiﬁ,kz)o

Réciproquement tout homomofphisme ¥ de V(K) définit un homomoxphisme |
sur la sous a‘lgbbr’e ’G(Kl) 3 1, homqmorphique 3 '8(1{3) donc un point de K,

de méme ¥ définit un point de K, ;3 et ¥W(£) s'écrit :

2
| R o |
V() =¥ @ £, 0 9 =»Z; oy Ylg,) ¥(z) = L“'_':etj 2.0k} @ (k) =”f(§1.;

2
Donc la propriété est démontrée.

Propriété I.2.- V(K) est une algdbre régulidre
Soit € un compact de K et k = (k‘ ,kz) un point de K, non dans <
et ’V’l % Va un voisinage de k ne rencontrant pas C ,

I1 existe une fonction £, de E(Kx) égale 3 1 en k,, nulle hors do V,



3."'

I1 existe une fonction £, de E(K&) égale 3 1 en k,, nulle hors de V,

' & % : ) N p 4 » §
8i le point (t‘,tz) n'appartient pas & V, X V,, 11(t‘) ou fz(iz) est

nulle.

La foriction f(ti ,tz) = £, (tt) % fz('bz) qui appartient & V(E} ost égale

31 en k et nulle sur C l'algdbre est donc régulidre.

Be- Liens avec l'analyse harmonique 3
Supposons que K,s et Kgy soient identifiablés en tend.qua espaces topolo=
giques 3 un méme groupe compacﬁ G ; A(B) est 1'algibre de Banach des transfor=
mées de Fourier des fonctions sommables sur le dusl J° de G qui est discret.
Si £ appartient & A{G) £ s'éerit s
$x) =T ay T et Mol o0 =T le ] <a
% e :
on notera V(G) 1*algdbre tensorielle ‘Q(K%) ® %Kxé) = $(G) 8 B(G).
, . a
On définit deux applications lindaires M et P H
¥ ?
8(G) —y @ x G) —» ¥(G) s
o
g e ee) (M) (x,5) = 2(x+y)
P e¥(ga) (P P (x) = f o(x - y, y)dy (dy étant la mesure normalisée
: G

de Haar de &)

On établit dlors les lemmes suivants 3



Lemme I.3 Po M est 1'identité de B(g).
N } ) ;
-~ En effet, (PM) (£) (x) = f M2) (x-y,y)dy = j 2(x)dy = £(x)
G G
En particulier § “est surjective.
X : »~
Notons M 1l'application M restreinte 4 A(G) et P, 1'application P res-

4rointe 3 v{G).

Lemme 1.4 M applique continuement A(G) dans V(G) et sa norme est 1

si £ appartient % A(G) £{x) = E o AUx) avee E [a'xl <
M2) (x,y) = Z: 8y Xx + y) =2: 8 X(x) L(y) donc M(L) est damns V(G) et

Il mell v(e)<: lo,l = Hell N

Lemme I.5 P applique continuement V(G) sur A(G) et sa norme est 1

si £ est dans V(G) 2(xey) =3 . a, £, (x) 'vj(y)

(P8) (x) = ‘g I g ) @00y = [Ty (25 0 (0

fi, ?j étant dans LQ(G) f;i % q\j appartient & A(G) avec

< V2 gy 1850 gy &1

(6) £2(6)

‘Pf appartient aussi 3 A{G) et

Ueel )6y < Z:!aji COR N NG <o lagd
Donc : lpel A(6) < sl v(6)

Enfin P(V(G)) = A(G) d'aprds le lemme I.1

Conséquences 1w Po M étant 1'identité, c'est done une isométrie ; PoM étent



de norme £ 1; M est en fait une isométrie de A(G) dans V(G).

M(A(G)) est l'ensemble de toutes les fonctions de V(G) qui me dépendent

que de X + y.

2.~ V(G) est strictement inclus dams B(G x G) car P(V{G)) =

A(6) et P(B(G x 6)) = BG) or B(G) £ A(G).

I1 s'agit alors d'étudier si on peut déduire des propriétés de V(G} des
propriétés analogues pour A(G) et inversement.

Nous pouvons déja établir deux théordmes aprés avoir rappeldé les définitions

suivanies.

Définition L.6 ( L11 p. 131)

Une algdbre de fonctions 9L est d'analyticité si les seuies fonctions &éLi-
nies sur ]-— 1, + 1[ telles que §of  soit danms _SL pour tout éldment I de A
4 valeurs dans ]-1; + 1[ {c‘est—k—&ira s . opéré dans 5%] sont les fonc%iané
analytiques,

Définition I.7

& étant une algdbre régulidre, uniteire et semi simple, E un Zermé de
spectre ﬁt on note @

I(E), 1t'idéel de 09] des dléments dont les transformées de Gelfand sont

nulies sur B



IO(E) , 1'iddal de 75, des éléments dont les trensformées de Gelfand sont
nulles au voisinage de E.
J(E), la fermeture dans /£ de IO(E)‘

E eost dit de svnthdise si J(E) = I(E)

& est dite de svnthese si tout fermé dy spegire est de synthdse

Théoreme I.8 V{G) est une algdbre d'analvticité

M(A{G)) étant constituée de fonctionms ne dépendant que de X + y, si une
fonction @ opére dans V(G), elle opire dans. M(A(G)) donc dans A(G) qui

est une algébre d'analyticité. §) est donc analytique. (E.ﬂ pe 131)

Théordme 1.9 Si un fermé E de G n'est pas de synthdse, le fermé

¥* b :
E = {(xzx) x+ye Ef n'est pas de synthdse pour V(G).

E étant de non synthdse, il existe &> 0 et ume fonctien £ de I(E)<CA(G)
telle que pour tout g de J(E) Iz - g[f A(G)?“'%
Mf est une fonction de I(E) C€V(c).
Soit Y une fonction quelconque de Io<E*) ;, alors PY appartient &
IéE) car tout voisinage de E‘% contient, par raison de compacité un voisinage
de la forme -{x,y‘; X +“y€W} ol W est un voisinage de E ot

bae - ¥ gy > I ug - 22l () = D2 - 2] g7

Don¢ E n'est pas un ensemble de synthdse.




II.~ Ensemble de Xronecker

Nous allons d'abord rappelexr les définitions et propriétés de certains sous-

-
ensembles d'un groupe G localement compact iof fi}p.‘97j

Un sous ensenble E de G est dit indépendant, si pour tout choix de k

——

points distincts Xppews X et k entiers n.‘;;.. n, .

Oa a soit n, X =0 Yji<k
3 ;

k
soit Z:n,x.;éo
— 3 3

Définition I1.2

Un sous ensemble E de G est-dit de Kronecker, si toute foncition continue

o— S— ——

sur E de module 1, peut &itre approchée uniformément sur E par des caractéres
de G.

Dans les groupes d'ordre borné il n'y a pas d'ensembles de Kronecker, on pese
alors une définition modifide.

Définition II1.3

E sous ensemble de & est dit de tvpe Kp, P 2, si toute fonction conti-

nue & valeurs dans ZP le sous groupe cyclique d'ordre » au tore est la



restriction 3 B d'un carachtere de G.

Définition 11.4

Un sous ensemble E de G est dit de Helson, si l'algébre des restrice—

tions de A A& E notde A(E) est égale & B(E).

N . o — L pltnd
L'algébre A(E) est munie de la norme quobient : EflﬁA{E} = xﬂfiﬁy‘*A{G}’
b ' ’
F=1 sur Eif 8i E est de Helsomn, il existe une constante k telle que pour

toute fonction £ de A(E)

fe o) <§fnm) <w el

B(E)
* P /\ .
8i B est une mesure sur E; oa note i “JiM(E) sa masse [ sa trans—
&
formée de Fourier-Stieljes , on a une caractérisation des ensembles de " wue

A o
E est de Helson<:::>§u4§a} et i R’HQKE) sont des noxmes équivalentes

Propriétd II1.5

Tout ensemble E gde Kronecker est indépendant.

k
En effet, si on a une égalité B, X, = 0
N 1 \ % n,
T¢ n, x,) =1 pour tout caractdre de & soit [ | (L (x)) ¢ =1
z;": d P ‘ §=1 J
% i
E étant de Kronecker, on & sussi [ | £{x,)” =1 pour toute fonction countinue
jei

de module 1.

k h,
Donc I"iz(aﬁ) 4w pour tout ensemble de k points de module 1, ce qui
j=1 ‘
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~est impossible si les nj ne sont pas tous nuls. Donc E est indépendant.

ropridté 1I1.8

alors
8i E est un compach de Kronecker, }:,, une mesure de EQ{}L% = {ﬁ{iiico, E
‘ , A

est done de Helson.

4

ieil= supfi(f) ;5 £ € B(E) HIES 1}6
Or, on démontre que la boule unité de Y(BE} est 1'enveloppe convexe des

fénctiens de module 1.

Done {lg»&'ik = sup {,U. (£} ; £ € € (B) |2}

/Vu
- 3
T

E étant de Kronecker on a aussi
)= s {0(X) Ter)= il
De la méme fagon si B est de Kronecker A{E) et B(E) sont isométrigurs.
On démontre les propriétés analogues pour les ensembles de type K .

Théoreme I1.7 Soit & un groupe compact

s8i K, et Ka sont deux fermés de G disjoints dont la réunion X eosi

de Kronecker, A(K,‘é + KQ) gt?(z«:z) B '(;’(Kz)' et les normes sont égales.

K,VK, étant de Kronecker donc indépendant (cf propridté II.5), on a une bijeo~
tion canonigque X = K, % K, &= K, + Ka = E, qui pormet d'identifioer 1'algdbre

des resirictidns A(E) 3 une sous algdbre AV(K) de B(X) wmunie de la norme



de A(E)

AU = {F(kﬂkz) € B(ER) Fliey 1)) = 2 + k) faA(E)}, I v

100"’

= It

A(E)

Nous allons démontrer que A'(K} = V(K) et que les normes des deux algdbres

sont égales, le théortme sera alors démontré.
) ; ‘
1o~ A(K) & V(K) et 1'injection est b norme décroissante.
Si F appartient 3 A'(K) pour tout € il existe une fonction

W X
= Z: 8y L de A(G) +telle que F{ka,»kz} = f(k3+k2) si k3€ K, e

DN ia,xi << HFf}Ag(K) +E
Flk, ,k,) = D 8, :?Z(k_g + k,)
Fk ky) =T e, L0s)  Tdy)
La fonction F appartient donc & V(K} et
”FzV(K) <7 e I < HF"A’(K} +€ pout tout €
Donc‘ el V{(K) < HFHA‘(K)
2= V(K) £, MK
Si F appartient 3 V(‘K), pour tout £, P peut s'écrire :

F(ks,ka).-:?:m.j £0e) @ik 3 Iz, llg(K) 1 Hfjllg(xa)«i‘i et

Ll S v(x)

X, et K, comm}’\/zs’on‘t de Kronecker ; A(Ki‘) ot '9(Ki) sont isométriques

+ k,€ K

et



(i =1, 2)(d'apres la propriété II.6). Il existe done pour tout j, deux fonc—

tions de A(G) égales respectivement & fj sur K, e% ‘Pii sur X,

5 ¢
fj(k'i) = : pﬁ: I(ki) 3 ?Jsz) = z:: \g%,?(kz) ol
Ter Yer

IRl <1+e T Wel<t +€
xer Yer

F<k3’k2) s'éerit alors

F(k1 ,1{2) = Z:ax,? K(k‘!) "fj(ka) ol E;&x ‘f’! < |F HV(K) f:‘% -g-gﬂ:} ol

69 = Ez+260

Soit A UY 1la fonction conbinue sur K de module 1 égale & X sur I{,2
et ¥ sur sz%%'ant de Kronecker, pour toub ¥, il existe un caractdre &
de G tel que XUy -el <wl

Alors HI(kT) Hie,) - Ok,) O, ﬁv‘gzv}

Si on pose f‘q(kﬂkz) = 7_‘:%’@(, &k,) ©(k,) fq € A" (K}

ben l jiy < 1B llg D1 +€7]
et IF - f."y)ﬁ v < 2 IF HV(K) (1 + €")

On recommence la méme construcﬁion‘ pouor F fe; ecte.oo en choisissant 1
tendant assez rapidement vers zéro, F est la somme d'une série de fonctions

convergentes dans A'(K), F appartient done 4 A'(K) et la premidre des deux

inégalités ci-dessus entrafne que BF“A‘(K) < rl| V(%) {Teehnigua standart @



de la progression gdomdtrique utilisée dans la ddémonstration du théoxrdme de

 Banach{]

Apglication II.8.~ Ddmonstration du théordme de Malliavin L11]

Un enscmble est parfait s'il est compact, non vide, sans point isolé.

Un ensemble est de Cantor s'il est métrique, parfait, totalement discontinu.,
Les‘ensembles de Cantor sont tous homéomorphiques & l'ensemble de Cantor sur la
droite.

En pardiculier 1é‘groupg Da: = Y;} Zz produit dénombrable de groupe &
deux éléments est un ensemble de Cantox.

Un théoréme bien connu établit que dans tout groupe localement compact, il
existe un’ensemble de Kronecker ou de type Kp qui egt de Cantorx.

Le théordme de Malliavin établit que si G est un groupe quelcongue non
discret, A{G} ne satisfait pas la synthéée syectraie.

Nous allons déduire cette propriété de la propriété correspondante pour
une algébre tensorielle particulidre.

Soit X wun ensemble de Cantor (donc homéomorphe & Da}) qui est de
Kronecker ou de type KP.

Soit une partition de X en deux ensembles KT eﬁ KZ qui sont aussi

homéomorphes 3 Dd>f Pour montrer que A{G) nfest pas de synthise spectrale,
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il suffit de montrer que 1l'algdbre des restrictions A(E) ne llest pas, o’ E = Kz‘-;
Or; d'aprds le thdoreme II.7, A(E) est homeomorphe & '8(}{}}‘) r g(x2) = V(Dog
S, .
avec des normes 8b\¢wbwwkb s
Le théordme de Malliavin sera donc démontré si nous montrons que V(Dm)' nlest

pas une alpgdbre de synthése.

Théortme : La synthse spectrale est un défaut dans V(Dg)

Si T désigne le tore, le contre-exemple de Schwartz montre que l'aslgdbre
A(TB) n'est pas de synthdse spectrales (Lil p.-165)
N X 3 3, 72 3
Diaprés le théordme 1.9 1'algdbre tensorielle V(T°) = 8{(T°) & B(T") n'est
donc pas de synthdse.
. o ¥ : 3 t? 9 3
Il existe une application s de D00 dans T°, application donnée yar les
développements binaires.
s ‘ , ;
&« “‘!o 3 aa“ateb' aadd aﬁd..‘
(1:2 )eDmM(O!I‘;!?)O!azsg‘;{)?BGg )
cette application est continue surjective, elle conserve la mesure de Haar et est
bijective si on enléve de Doo un ensemble de mesure nulle. s
permet alors d'identifier canoniguement L2 (Dm) et L% (TB) et définir une

application isométriqué canonique de Q(TB) dans g(l)co).

En tensorisant ces applications et en utilisant 1'injection canonique de

8(De ) dans L™ (Dw} on peut derire i
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o 2 2 D 3y A 3
Bp )8 8 L% o L® 1 ©
) — B0 _) 8 &) — 1% @_) 8 1° (0_)ar® (1) § 1% (1)
gue l'on note :
3 3 A A
WP S5 v ) S v =10 ) 8 m )eL® (r0) % L® (1)
00 o o0 d
llapplication composée o & est l'injection canoniques
: 13
D'aprés les propridiés du produit tensoriel o et o¢— sont de norme
inférieure & 1.
Nous allons démontrer que ot est isoméirique.
En effet, on peut régulariser les fonctions de L® (Dco) par convolution avec

des unités approchées {en} de g(Doo) telles que en_ soit positive,

Jni: Eiyiay =1 et {support (en)} m{O}

I1 existe donc une suite p, d'epplications de L® (Dm) dans ‘€(DG de
norme inférieure & 1 telle que p f —> £ pour toute fonction £ de <Q(IJOO) 5
(définie par p Y= é‘n * ¥ V& Loo),

Si 1l'application o n'était pas isométrique, il existerait ume fonction F
de V(Dm') telle. que
| L) o <
e, 0 ) oo By, , < lemlly, <iely,
o [e+)
quand n ‘tend vers lLiinfini (pm 8 pn) 0o (F) —3 F eob on aurait

donc o’
irll \<J!~"{F)“v, <“F“V(D y ce qui est impos‘siM isométrique. De la mém
‘@

v(Dm )
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, . , . . o ,.3
Figon par régulevisstlcn dans L (T7), on démontre que o' o o, donc
est igométrique

I1 correspond aloirs une application o~ bijective continue du spectre

o R g1 g L h ‘ai Ry
T X D de V{D_} &dans ie spectre T3 x T3 de V(T7), o d‘ailleurs est

V(Ta} n'étant pas de synthdse, il existe a > o, E fermé de T3 % TB

¥ ders IE C V(T3) telle que (£ ~ Y| ,3'“7?“ pour toute ¥ dans
v{r”) ,

Jikde
R C Y | . *
considérons E = o~ (B)C I}m‘>< D+ 9" f apparbient » I{(E ).
% ,
Soit @ une fonciion quelconque de Io(E } ot étant isométrique 3

o2 - slot oo f - orpll,

i
V(Dm)

% usilise dans L% (TB) la régularisation décrite ci~dessus & 1'aide de
“snebions én de B(TB), unités approchées et les applications p_ corres.so-
. _ ® ;3 34 . R N
cante: de L (T7) dans B(T7). P, 8 P, est de norme inférieure & 1 et on
Lie serire 3

o, ® p) (o 00) 2-(p © p) oo ol 3)< log - ol

(T V(D)

Zi on pose

. 8 pn') (ot ¢ ot i’né’:ZV(T3) et (Pn [ pn) 0 '¢ = ?I_xﬁi V(TB)@

.

D'une part £ - £l 3 — 0, en prenant donc n assez grand
v(r’) *7
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I S | < & d'autre part le support des fonctions £  définissant

P, tendant vers zéro, on peut choisir n assez grand pour que P soit aussi

i

nul dans un voisinage de E 3 donc le - ?nﬂ >a . En regroupant les

v(1%)
inégalités 1

r
il
i

o -@Nvooéo ¥ Iz, - 2.l v‘(T3)2’ I -2 vz -ﬂfn - f“v( 3?/0: -
7

Nlﬁ

o

2 5
*

et E ne peut &tre un ensemble de synthdse.

Application II1.9

Un fermé E d'un groupe compact est de résolution spectrale si tout fermé
de E est de synthése pour l'algébre A(G).

Un fermé E est un ensemble d'analyticité si 1'algdbre des restrictions
A(E) est une algdbre d'analyticité (f définition I.6).

Si K1 eth2 sont deux ensembles disjoints homéomorphes & Dd> dont la
réunion est de Kronecker, l'algdbre A(K% + Kz) est homéomorphe & V(DOO )
d'aprés le théordme II.T) et cette dernidre (£ 1.8, I1.8), est une
algeébre de non synthdse et d'analyticité.

Tout fermé de K, + K, ne peut §tre de synthdse pour A(K‘3 + Kz) done

2
pour A(G). Or on peut démontrer &f{11) qu'un fermé contenant la somme algé-

brique de deux ensembles parfaits contient la somme algébrique de deux ensembles

homéomorphes & Da>’ dont la réunion est de Kronecker.



17-"‘

On connaft ainsi de nouveaux ensembles d'analyticité et de non résolution,

& savoir, les ensembles contenant la somme algébrique de deux parfaits.
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III.~ Problemes sur les ensembles de syntheése Eé}, [12]

Nous allons aborder certains problémes d'analyse harmonigque en utilisant
les algdbres tensorielles.
Lemme IIX.1

! X et Y étant 2 algtbres de Banach de fonctions, K wun sous espace fermé

|

tde Y. Notons p la projection de ¥ surx/K et id X 8 p 1'application cano-
!

inigue de X6 Y dans X O Y/K. Soit (H) 1'hypothése suivante.
{H) Il existe une suite d'applications Tn de X dans X de rang fini

tel que Tn —y Identité X fortement.
i
i

| Alors si (H) est vérifié X 8 K est dense dans le noyau de l'application

id X 6 p {cf I.1 pour la définition de X & K).

D'aprés le théordme de Banach-Steinhaus sup ﬂTﬁﬁ <> © donec

Tn 8 Id ¥« Id X 6 idY fortement
Comme (Tn 8 Id ¥Y) (ker(Ia X & p)) € X8 K car Tn est de rang fini,
tout point x de ker{(Id X 8 p) est limite d'une suite de points x, de
"X 6 K, le lemme est démontré.

Plus généralement si on considdre k algdbres de Banach de fonctions 3,
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, V B-i/ oi K. sont des
pj les k projections de B:}. sur Kj” /sbus'}espa.ce fermé de B;!' alors d'apres

k

le lenme K =7 @, 0... 83, 0 K. ® B .0 B) ost dense dans le
5= |

A A A
noyau de 1'application p, 6... 8 p de B 6... & B dans Ii%,g/'K,g 8...
B, /K.

Théoreme I1I1.2

Si deux fermés 2: 1 et Z: , de deux groupes G} et G’-2 sond respecti-

vement de synthdse pour les algebres A(Gi} et A(Gz), ¢} si les deux elgbbres

A(L)) et AlE,) vérifient 1'hypothdse (H) @leme‘precedenﬁ slors 7 . x] o

A
est de synthbse pour A(G,x) ) A(G.?;)*
Soit I(Z:i) (res? I(Z:Z) 1'idéal des fonctions null¥es sur Z 3
(resp sur Z: 2}
Soit J(Z:'z) {resp J(Z: é} 1'idéal fermé des fonetions nulles au voisi~

nage de 2::'3 {resp Z: 2).
Z:x et Ez étant de synthdse I(Z:n} é:'J(Z::,‘) et I(Z:: 2) "J(Z.:'g)

. e 3 3 . t: ¥ » bt - )
ot A((}i) & I(Z:j) = A(Gi) ) J(EJJ (il n'y a qu'un nombre fini de fonctions).

Jél =1 ,2
Soit T}; 1'application A(Gi) MA(Gi) / I(Z:i> i=1,2 et Waﬂ‘@ & TIT.

2
a6) & HIT )+ ale) e I HC I, = )
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(H) étant satisfaite d'aprés le lemme précédent A(G) @ J(Z:: } + A(G.) ©
] y & 2

J(EQ) est dense dans kern.

ker 11 est donc égal a J(Z::3 x Z::z)

. A
et A/J(z:: ; X z::z) = A/kefIT:A(Z::1) 8 A{] 2) qui, produit temsoriel d'ale-
gtbres semi simples est semi simple done
o
(], x Ez) = J(E1 x Ez)
Remarque : 1'hypothdse (H) du lemme est vérifiée par tous les espaces de

séparable
BanachVconnus.

L0

Théoréme III.3

Soit G wun groupe compact. Si 1l'union de deux ensembles K1, Kz, disjoints,

fermés totalement discontinus est de Kronecker alors Kﬂq+ Kz est de synthese

pour A ( G) °
Soit un nombre ‘q>o, et £ wune fonction quelconque de A(G) nulle sur

Py ‘ A
Posons f(xg,xz) = f(x.8 + x2) alors ? est une foncbion de A{G) & A4A(G)
nulle sur K1 b3 Kz, qui d'aprés le théorime précédent est de synthdse dans
v A
G x G. Il existe donc une fonction % de A(G) ® A(G) nulle sur un voisi-

nage de K1 X K2 et telle que Iz - ‘?" A(G) () A(G) <Th



21 [ 2ol

Nous allons construire un homomorphisme h continu de G dans G x G

tel que 2" o h=1£f et que la fonction de A(G) '3 A(G) :Pgo h soit nulle dans
un voisinage de K1 + Kz.

Pour cela, nous allons d'abord construire un endomorphisme continu h,‘ de
G dens G tel que hi(k) -c"x(k)ev, o k est un point de K UK, V un

voisinage convenable de zéro dans G et oy 1'application de K1 U K2 dans G

égal au zéro de G sur K, et itidentité sur K”(G;(kt\f— Ky V ke K‘).,

Pour définir h1, nous remarquons ue nous pouvons aupposer rans restreindre

la généralité que GgTA = o Ta ou Ta ¥ T le Tore, car tout groupe compact

G peut se plonger topologiquement dans un groupe de cette forme.

@
Soit p, la projection canonique 'I‘A-«-—) Ta et Onx le zéro de T.

f
Pa © o est une fonction continue de module 1 qui peut 8tre approchdée uniformé-
ment sur K1 Vv K2 qui est de Kronecker, par des caractires Ty . On peut alors

choisir un ensemble fini P de A et les caractires Ia de fagon que la fonction

b, {g) = 0% Im(g) &QP Ox vérifie la propriété wvoulue,

Alors si h2 est défini par h, (g) + hz(g) =g, h2 est un endomorphisme
continu de G
Si on définit h par h(g) = (hﬁ(g), ha(g)) gEG ;¢

(¥ o b) (g) = (n,(g), by(g) ) = 2(h,(g) + by(g) ) = £(g)
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) 7
o %’3 € f:,j VAV

w : ~ o, 77 ] A
(Fom g +1g) = i) +a0g) = §04,5) » o/<51 I N

h étant continu § o h est nulle dans un voisinage de K1é% K2 et

wi

190on~zl AG) = Jgon-7ro hiIA(G) < lo- £EIA(G) & A<

ponc K1 + K2 est de synthese,

Lé probléme P} = "La réunion de deux ensembies de synthdse est~il un en-—
semble de synthdse" est un problime ouvert. On ne connait pas la réponse méme pour
l'algeébre A(T), T étant le tore.

Théoreme II1.4

Le probleme ?1 sera résolu dés gqu'on connaftrs la réponse pour un quei-

conque groupe particulier.

P 3 . s ‘ t = . cnp b
1.~ Si PT est faux pour l'algdbre V(Doo) @(Da)) & @(Da)), P§ est

faux pour A(G), G étant un groupe quelcongue non discret. On sait en effet

gu'il existe dams G deux ensembles disjoints K} et Ké homéomorphe & Dco

dont la réunion est de Xronecker.
ad rd
A(K1 + Kz) = v(noo) ( théortme II.7)

K1 + K2 est de synthdse (théordme III.3)

8i P, est faux dans V(D«y)’ P, -est faux pour A(G).

1 1

En effet, il existe deux ensembles X X inclus dans KTA+ K2 de

1
17! 2

synthése pour 'A(K1 + Kz} donc pour A(G) +tel que K‘1 UK'. ne soit pas de

2

synthese pour A(K, + K,) donc pour A(G)
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2.~ Si- P1 est faux pour um certain groupe G particulier, P1 est faux

pour V(G) et pour V(Da>)'

On sait que si E est un ensemble de non synthdse pour A(G)

*
E = {(x,y), X + y€E} est de non synthdse pour V(G) (cf Théorime I1.9).
L&

La réciproque qui m'a été signalde pour la premidre fois par Herz/est vraie aussi.

Ce qui entrafne l'équivalence de P, pour A(G) et V(G).

D'autre part si G est un groupe quelconque, G et Da: sont presque iso=
morphes topologiquement (si G est discontinu, c¢'est vrai, sinon, on prend le
groupe quotient de G par la composante connexe de 1'unité) ce qui permet de
démontrer 1'équivalence de P, pour V(G) et V(Da>)° Le théordme est donc dé-

1

montré.

De méme, le problime de 1l'intersection de deux ensembles de synthdse se ra-

méne & la solution pour un groupe G particulier. Or, on peut construire un contre

exemple pour 1l'algdbre A(TB), en utilisant l'exemple de Schwartz [iﬁﬂla. (on

(1]p.166

peut aussi procéder directement dans A(Da>) en ubilisant un Théordme de C£Herzp

Définition IIX.5 (pour cette définition et les propriétés qui suivent {Jf])
v/ étant une algdbre de Banach, régulidre, semi simple, un fermé E du
:
%
zspectre de # est dit de Ditkin si pour toute fonction £ de I(Z) 11 existe
i
|

iune suite un de IO(E) Ccf définition I.7j tel que fun tende vers f dans
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Les ensembles de Ditkin ont les propriétés suivantes :
1.~ Co sont des ensembles de synthise : on ne sait pas si la réciproque est
fausse.(
2.~ La réunion de deux ensembles de'Ditk.in est un ensemble de Ditkin. En

effet si Dt et D, sont deux ensembles de Ditkin et £ wune fonction de

2

I(I}1$ U D.?,)’ pour tout £, il existe une fonction u , de 10(1)1} telle que
- e

e fu£§95<:_2

fu, appartient & I(DZ), -il existe donc une fonction u, de IO(DZ) telle

2
que Il fu fu;,uzf < 3
Done £ - £y u,ll g <Eet D UD, est de Ditkin.
3.~ Plus généralement si (I)n) est une suite d'ensembles de Ditkin, si

neN

D= geN Dn est compacte, alors D est de Ditkin. En effet, il existe une suite

d'éléments u_ de I (D) telle que s
n ¢ n

: LR R - S LR i -8—-
Il £u1 uz‘ w - fu, L I < o
Le produ:r? LIRTERI appartient & Io (2\‘)g U D,ees UDB)

D étant compact, il existe un entier N tel que ‘u}U...U&N soit dans IO(D)

ifu...ug -2l <E-. D est dome de Ditkin.

Théorome III1.6

8i K, est un ensemble dénombrable totalement discontinu de G, et K. un

‘l —— o, T
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ensemble discontinu quelconque, ‘@(KT) 8 ‘6(1{2) est une algdbre de synthdse
\J H
Notons {t’n} 0 &N ltensemble K1

Soit E un fermé quelconque dW spectre K1 x K

s de | V(K1 X Kz)

E:nzn ™ En=En{EnK Kz}

On montre d“abord que En est de synthdse pour V(K1 X K2) ensuite qu'il
est de Ditkin en utilisant le lemme suivant, facilé & démontrer et dont En
vérifie les conditions.

Soit % wune algdbre régulidre semi simple et F un ensemble de synthdse
du spectre de & .

Si pour tout voisinage " de F, il existe a dan: #  tel que
aEIo(F), & =1 sur [ n et Haﬁ;e & 10000 =alors F est de Ditkin.

En étant de Ditkin, E = UEn est de Ditkin done E est de synthese.
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Un sous ensemble E ddnombrobvie, fermé compast, d%un groupe G est 2it do
Sidon si A(B)y %B(B).

deaucoup de problémes sur ies ensembles de Sidonm sont ouverts : par exewple
ia réunion de deux oms-mbles de Sidon est-elle de Sidon ¢

Pour ltalgdbre A{T), 7 étant ls tore, on coonait des conditions néces=—
saires. et des conditions suffisantes pour que E soit de Sidon.

Théoréme IV.i (ef (4] p. 146)

Si E est do Sidon, il existe un nombre eniier L ?,?;3: que E vérifis la

condivion suivante R,z{b} de {Kahane-Salem).

- ~ o -~
KQ(L) I’:i\gﬂ SN:\{{J{*Q@J X}ET 2 VS(}N
L 4

el
n n

- i -

cardinal {Eﬂ{l___’a. xi H aiézg Z:’Imni “‘{’23}{,‘1‘ i s}
& i o &

3 2

En prepment s =1, on obtient les conditions nécesssives pius faibies
Rs (L) et R" (L).
1 1
R°$(L) =|{™ new, V(x.iow xn)&'{‘n card {Elﬁgnﬁ xpﬁ Kq 3 P:d :g;n}} < L onja
R"%(L) ={" nénN, \/(xi‘,u xn) et card{ﬁﬂ{(};p + x(l) R O gn} }g Ln/2
Soit ¥ un ensemble dénombrable ds G, gu'en psut donc ordonnexr suiviuil

une suite ,(x}} nen 5 powr chague point x le @, on noke :
! nlng
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'Rs(x,F)g le nombre de représentations de x de la forme :

+ "+ + +
- X -~ X “ees = X D, < N .eoe <1
n, n, n 1 2 s

X =
En particulier, si F est un ensemble indépendant £f. définition II.1)
Rs(x,F} = 1 pour tout point x de Fo

Théoréme IV.2 &£ [1] p. 120)

s§ill existe un nombre entier L t1el que ll'ensemble E “dénombrable vérifie

la condition suivante Rz(L), E est de Sidon

R,y(L} :{il existe une ¢onstante P et une partition de E enm L ensembles

Ejeee B/, chocun ordonné de telle fagon que R (x, 1‘33) < P° (i<, sen, xEEU{O'L
: , |

son en déduit une condition suffisante plus forte.
I ¢

| 4

R* 2(L)& :{il existe une partition de E en L ensembles indépendasutsh On ne
sait pas si R,(L) et R.Z(L) sont équivalentes.

Si un ensemble E wvérifie la condition R‘Q(L) on peut démontrer (£ [1]

C = C(L)
chapitre 5) qu'il existe une constante ne -dépendant que de L, telle que la
condition R}‘Q(C‘) suivante soit vérifide :
A
ey ¢ | |
R 2(C), b ly.“ M(E) < p” o Pour toute mesure W de M(E)

Et, dtautre part, si R“a(C) est vérifide, E est de Sidon.

 Or, si tout sous ensemble fini de E vérifie R‘Q(L) slors R, (C®)) est
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vérifide pour l'ensemble des mesures & support fini, donc pour l'ensemble des
-~ mesures car toute mesure est approchable par des mesures & support fini ; done E
est encore dé Sidon.

Done, pour &émontre: quiun ensemble est de Sidon, il suffit de démontrer
qu'il vérifie R'2(L}‘ "localement” (i.e, il existe un entier 'L tel que tout
sous ensemble fini de E est décomposable en L ensembles indépendants.

Nous 5}10ﬁs~supposer maintenant que l'ensemble E. dénombrable fermé compact
esﬁ contenu dans la somme algébrigue de deux ensembles disjoints K%’ K2 dont
1tunion est un Kronecker dénombrable.

K1,U K2 étant en particulier in&épeg&anﬁ, il existe une correspondance bi=~
jective entre K% ; sz et KxK, (k1v+'k2) & (k@s kz) ¢ tout ensemble S
de k, +k, correspond & un ensemble s de (Kl’ K2}.

La condition R';(L) éexrite plus haut pour un ensemble E 4deé 1{1 + K2 est
entrafne alors la condition R"{(L} suivante vérifiée par son image E% dans
K} x K2
R";(’L) ={\7’ne N, in.,, x € Koy ¥yooo yne K, card {E% ﬁ{(xpﬁi yq) Py, q & n} LKL n}

On appelle cycle toub sous ensemble fini de K1 x Kz, de 1a’farme $

1 1 1 2 2 2 Bl | el n~1 1
{(k.‘ kz )9 (k1 ? kz ) (ki kg )*'6 (k1§ kz )) (kl kz )}
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Si on représente K] X K2 par un carré, un cycle est l'ensemble des som-

A »

mets d'un polygone & c¢Stés paralldles aux axes.
Lemme IV.3
Soit 8§ un ensemble de K1 + Ké
o & > ‘ * . |
S indépendant{(==) 8§ sans cycle.
Si S contient un cycle; avec les notations de la définition, on peut

1
L]

1
1

1

éerire : (k 2 )

1 2 Nl Yywe ] B N}
+ k2 ) - (k +vk2 Y Fees * (k1 + k2 ) - (k3 + k = 0

donc S n'est pas indépendant.

Si S8 n'est pas indépendant, il existe une relation entre un nombre fini de

points de S

n . . . .
Z 2. (k% +x 3)%:0,* A.&%Z, les =n points ¥k 4 x.9) étant
3 b B TR 3 1 2

distincts.
K, UK, étant indépendant 1::3.ﬁ est égal & un certain kwﬂ, par exemple

k12, de méme k22 est égal & un k2a j #1 car les points donnés sont dise

tincts par exemple 'kaz = k2 .

En recommengant aprés un nombre fini d‘'étapes, n é&tant fini, on trouve un

point de la forme k1P + k ! et les points

2
2

1 .
(k1¥, k12), (kii, k2 Yooo (k1p, kz } forment un cycle.

Conséguence : on a l'équivalence
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‘ % ‘ ,
,EC‘Ki - K2 vérifie R’z(L) ¢~ E vérifie la condition R"é(L) suivante.
*
Rné(L) :{E est décomposable en L ensembles sans cycle.}

Lemme IV.4

ff Soit deux ensembles K , X, finis de méme cardianl, un ensemble F de

K, xK, vérifiant R“;(L) vérifie R"é(L).
Tout ensemble TF de K,‘ x KZ est f£ini et contenu dams un réseau de ng(F)
points de K1 X Kz ; nous. allons raisonner par récurrence sur le nombre n.

Supposons que toubt ensemble contenu dans un.réseau de (M = 1)2 points de

K, x K, et vérifiant R"I(L) vérifie R"3(L).

Soit F wn ensemble contenu dans un réseau QM(E) de M2 points et véri-

alors

fiant R"%(L) \ pour tout réseau Qn de n2 points de K. x K,

i} 2

card‘k{F N Qn} <Ln

En particulier pour QM(E), én obtient card {F} L M. Donc au moins, une
ligne ‘:‘ﬁ1 (ensemblé de ‘}éoiﬁts de F, ayant la méme seconde composante) de F &
un nombré de points inférieur ou égal & L de méme une colonne ‘en.

| R
Posons F »,FGEKT < K (i‘:’1 U%l)e
2
P' comme F wvérifie R'“.3 (L), et est contenu dans un réseau de (M - 1)2

~gnsembles
points, donc d'aprés l'hypothése de vrécurrence, F' est décomposable en L\/



31;"

.F“ s o 1 .
‘ 1 F L sans cycle

Si on ajoute & F'i un des L points au plus de F situé dans la colonne

G4y €t un des L points au plus de F de la ligne &

4 on' obtient un ensemble

Fi qui est encore sans cycle ; on recommence avec F‘Zoeo 3'3, jusquia dpuise~

ment des points de 331 et %%a On peut donc construire L ensembles F‘, F, oosF

2
sans cycle, disjoints, dont la réunion est F. F vérifie‘doncv R"‘a(L)a
On peut alors énoncer le théoréme principal.
Théoreme IV.5
Soit un ensemble dénombrable E du tore T, contenu dans la somme al~

aébrique de deux ensembles disjoints Kl’ K2 dont 1l'union est un Kronecker dé-

e | ittty gt ey WA

e . . LB, . .
nombrable ; alors E est de Sidon si, et seulement si, il existe un entier L

tel que E vérifie R’i(L).
Le théoréme énoncé IV.1 donne la moitié de la réponse.

*
Dtautre part, si E vérifie RﬁI(L), son image E . dans K x K

2 vérifie

*
R"’I(L), et en utilisant le lemme IV.4 précédent, tout sous ensemble fini de E

vérifie R"%(L), donc toub sous ensemble fini de E vérifie R' (L) et d'aprds

les remarques suivant le théordme IV.2 E est de Sidon.
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