
78 

SPECIALISATION DES VARIETES POLARISE ES ET 

SURFACES RELATIVES DE TYPE GENERAL 

par 

Berno.rd ANGENIOL 



78 

SPECIALISATION DES VARIETES POLi~RISÉES ET 

SURFACES RELATIVES DE TYPE GENERAL 

par 

Bernôrd ANGENIOL 



Je tiens a remercier Monsieur M. Raynaud pour 

l' aide constante qu' il m' a apportè dans ce travail. 



Ce travail consiste en deux -parties portant sur des sujets 

entièrement distincts. 

l_ 

Dans la première, on amèliore un thèorème de T. Matsusaka et 

D. Mu.mford ([8]) sur la spècialisation des variêtes polarisèes, 

puis on montre par dee contres exemples quel' on ne peut plus guère 

améliorer ce rèsultat. 

Dans la seconde, on gènèralise un théorème sur la contraction 

de certaines courbes d' une surface minimale de type général, ·du cas 

ou la base est un corps algebriquement clos de caractèristique zéro 

au cas d' une base rèduite connexe de caractéristique z!ro quelconque. 

1- Spécialisation des variètès polarisées 

Dans 1.1, on rappelle la théorie des transformé§ quadratiques 

d'un anneau local rêgulier le long d'une valuation de son corps des 

fractions, selon S. Abhyankar ([1]). 

1.1- Transformés quadratiqUes et extensions règlèes 

Dèf:i..nition 1. Un corpsKest une e~~tension règlèe d' un corps k 

s' il existe un corps T compris entre les deux, tel que Tsoit une 

extension de k de type fini, et que K soit une extension transcendante 

pure de T de de,-;ré de transcendance strictement positif et fini. 

Dêfinition 2. Soit Run anneau local intègre de dimension n 

M son idéal maximal, Ksoncorps des fractions, v une ·valuation sur K 

dont 1 1 anneau R - contient R · et a pour idèal maximal M tel oue M n R = M. 
V V V 

Soit enf·in d le à.egrê de transcendance. de R /M sur R/M. On dit que 
V V 

v est un di viseur premier ·pour R si d = n - 1. 

Définition 3. Av.ec les notations de:· la définition 2, supposons 

R rè~lier , et soit x
1

, x2 , ••• xn une base minimale de M •. Supposons 



par exemple v(x 1 ) ~ v(xi), pour tout i tel que 1 < i < n. Soit alors 

A=R [x 2/x 1 , x
3

/x 1 , ••• ,xn/x 1 J, µ=A[H\,·et S =Aµ. Alors, S est 

appelè premier transformê quadratique de R lellong de v. 

2 

Lemme 1. Avec les notations de la dèfinition 3, sil' on note 

n l' idéal maximal de S, Sest un anneau local régulier de dimension 

m ~ n, tel que S <::Rv,. Mv n S = n, et si d est le degré de transcendance 

de R/Mv par rapport à R/M,~ d' celui de R/Hv par rapport à. S/n, on a 

n-m=d-d'. 

<< Soit A= R/M [x 2 , x
3

, ••• ,Xn], où x2 , ••• ,Xn sont des indé­

terminées. On a unisomorphisme Â ô-!A/(x 1 A). Soitµ= µ/(x 1 A). Alors, 

Aµ est un anneau local régulier de dimension h ~ n-1. Soient y2 , ••• ,yh+l 

engendrant -l' idèal µdans A-, et soient des y., (i = 2, ••• ,- h + 1) 
µ 1 . 

appartenant aux classes résiduelles des yi dans S. Alors, x1 , y2 , •.• ,yh+l 

engendrent n dans S, et la dimension m de S, qui est égale a.la haute.ur 

den, est êgale àla hauteur deµ plus 1, soit h + l. Par consêquent, 

S est régulier et_l' on a: m = h + 1 ~ n - 1 + 1 = n. Puisque n (\ R = M, 

on a: R/M_C S/n C R/Mv. Or, le degrè de transcendance de S/n par 

rapport à R/M est egal au degré de t:canscendance du corps des fractions 

de A/µ par rapport â R/M soit n,... h - l = n ~m.>> 

Lemme 2. Soit Run anneau .local- rêgulier de dimension n 

( n >l ), M son idéal maximal. Soit K son corps des fractions et v 

une valuation discrète de K qui est un diviseur premier pour R. Alors, la 

suite Buadratigue le long de v partant de Rest finie, i.e. sil' on 

pose R = R0 , et si l'on désigne par Ri+l le premier transformé quadra­

tique de Ri le long de v, alors pour un certain h, ~ est de dimension 

1 et ègal à R. 
V 

<< Tout d' abord, si la suite est effectivement finie,~- est 

un anneau local de dimension 1 ( Lemme 1 ), donc un anneau de valuatton 
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discrète. Or, 1\i C Rv et Mv n ¾ = ~. D_onc, J\i = Rv. 

Supposons maintenant la suite infinie, R0 C R1 C ••• cRi C: ••• 

Alors, d' après le lemme 1, il existe un entiers tel quel' on ait 

dim R_t = dim Rs = a et deg. tr.R /M R/Mv ~ a - 1 pour t ~ s. De plus, 
t,. t 

la dimension a de R est strictement supérieure â 1, car R admet un . s s 

transformé quadratique. Par conséquent, le degrè de transcendance de 

R /M par rapport a R /M, soit a - 1, est strictement positif. 
V V S S 

Soit maintenant S =UR., et N = UN. ( o~ M. est l' idéal 
l.. l.. l.. l.. l.. 

maximal de R. ).Alors, S est un anneau local d' idèal maximal N, 
l.. . 

et de plus, pour tout i, R./M. = S/N. D' après lellemme 1, si t > s 
l.. l.. 

Rt+l/Mt+l est algèbrique sur Rt/Mt. Par conséquent, S/N est algébrique 

sur R /M. Donc, sil' on prouve que S = R ~ on aura obtenu une contra-
. S S V 

diction. 

Puisque M ns = M ('\(UR.)= \J( ·M (\ R.) = V M.= N, il suffit 
V V ~ l.. l.. V l.. l.. l.. 

pour cela de montrer que S est un anneau de valuation discrète. N est 

engendrê par des éléments x1 , x2 , ••• , x., ••• quel' on peut choisir 
.·. J 

parmi les générateurs des Ri utilisês dans la démonstration du lemme 1. 

De plus, puisque v est une valuation discrète, un des x. est de valuation 
J 

minimum, diso~s x1 • Par conséquent, par construction de S, x_/x
1 

appar-
.., 

tient â S. Donc, N est engendré par x1 et est principal. De plus, S 

n' est pas un corps car R CS C Rv 1 K, oa K est le corps des fractions 

de R. Donc, S est un anneau de valuatmon discrète.>> 

Proposition 1. Soit Run anneau local règulier de dimension 

n ( n > 1 ), et M son idèal maximal. Soit K son corps des fractions 

et v une valuation discrète de K aui est un diviseur premier pour R. 

Soit enfin R l' anneau de la valuation v, et M l' idéal maximal de 
V . V 

Rv• !:1.21:ê., R/Mv est une extension.réglée de R/M. 

N.B. : En fait, on peut montrer;que v, étant un diviseur 

premier pour R, est obligatoirement une valuation discrète. ([1]) 

<< R, la suite quadratique 
V 
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ètudièe dans le lemme 2. On note M. l' idèal maximal de R .• Soit 
i i 

T = ¾_ 1/~_ 1 , et soit d la dimension de Rh-:-l• Alors, on ad> 1. 

Soit x1 , x2 , ••• , xd une base minimale minimale de Mh. -l, telle que pour 

tout j > 1, on ait v ( x1 )-;; v ( xj ). Soit A= l\
1
_ 1 [x 2/x 1 , ••• , xd/x 1 ] 

etµ= A f\ Mv. On a encore A/(x 1A) ~ T[Y2 , ••• , Yd] = A. Soitµ= µ/(x
1
A) 

Alors, la hauteur deµ est ègale â. la dimension de¾ moins un, soit 

â zèro. Par conséquent,µ est ègal â. (0). Ainsi, R/Mv = Aµ/(µAµ) 

est isomorphe à T(Y2 , ••• ,Yd). RjMv est donc bien une extension 

transcendante pure de T de degrè de transcendance strictement positif 

et fini. De plus, Test u.rie extension de R/M de type fini, comme on 

le voit par récurrence, en remarquant que, si S, d' idèal maximal n, 

est le premier transformé quadratique de R, le degrè de transcendance 

de S/n: par rapport â. R/Jv1 est fini. >> 

Dèfinition 4. On dit gu' un schéma algèbrigue intègre sur 

un corps k est règlè si son corps de fonctions rationnelles Lest 

une extension règlée de k. 

1.2.- Spècialisation des variètès polarisèes normales non 

règlées 

Dans 1.2., on améliore le théorème 2 de [8]. 

Lemme 3. -Soit Sun trait d'anneau R, ~ et s respectivement 

les points gènèrique et ferme de S, et L le corps résiduel de R. Soit 

X un S-prèschèma localement noethérien, plat sur S, de type fini, à 

fibres régulières en leurs points gènèrigues. Alors, 1 '.anneau local 

du point gènèrioue d'une composante irréductible de la fibre spéciale 

X est un anneau de.valuation discrète plat sur R. 
s 

<< Soit z le point gènèrique d'une composante irréductible 

de la fibre spéciale. Il suffit de montrer que OX est régulier, ,z 

de dimension l, et ~làt sur R. D'après E.G.A. 0 16.3.9., on a: 
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dim OX < dim O<.! = dim R = 1. Comme z n'est pas point gènèrique ,z = u,s 
de X, on a de plus: dim OX > O. Par conséquent, dim OX = 1. ,z ,z 

De plus, la fibre spèciale X
8 

est.régulière en z, S est régulier 

en s, et on a: 1 = dim OX = 1 + 0 = dim R + dim OX . • Donc, . ,z ,z 
s 

d' après E.G.A. 01v 17.3.3., oX,z est régulier et R-plat. >> 

Notation: Dans toute la suite du paragraphe 1 1 on 

considèrera un trait S d' anneau R, et on notera nets respectivement 

les points gènèrigue-et fermè de S, et k et L respectivement les 

corps des fractions et corps rèsiduel de R. 

Proposition 2. Soient X et Y deux S-schëmas noethèriensi 

irréductibles, propres et ayant la propriètè (R1 ) ( E.G.A. IV 5.8.1.). 

On suppose les composantes irréductibles des fibres spèciales X 
s 

et Y non règlèes sur L. Alors, si les fibres gènèriques X et Y s - - · - - n- n 

sont birationnellement èguivalentes, il existe un ouvert U de X 

( respectivement un ouvert V de Y) contenant les points gènérigues 

de X ( respectivement de Y ) , et un S-isomorphisme de U dans V 
- s . s 

gui prolonge l' isomorphisme donné sur les fibres gènèrigues. 

<< Soit T C X x Y le graphe de la correspond~ce 
T} T} K T} . 

birationnelle entre X et Y, Tl' adhérence schèmatique de T dans 
TJ . TJ TJ 

X R Y, et Ts la fibre spéciale de T. Soit y
0 

le point générique 

d'une composante irréductible .de Y. Puisque Y possède la propriètè 
s 

(R
1

), Oy est un anneau de valuation dis·crète, d' après le lemme 3. 
,Yo 

Tétant un fermè de X~ Y, puisque X est propre S1li~ S, Test propre 

sur Y, et T Y~ Spec oY,y est propre sur Spec Oy • De plus, puisque 
o ,Yo 

T est le graphe d' une correspondance birationnelle entre X et Y, 
TJ TJ . TJ 

le morphisme projection de T x Spec Oy sur Spec Oy est 
Y ,Yo ,yo 

birationnel. Comme il est aussi â fibres finies, c' est un isomor-

_phisme d' après E.G.A. III 4.4.2 •• Il y a donc un point gènèri~ue 

et un seul de T au dessus de y, que nous noterons t. On a donc 
S O 0 



un.isomorphisme de Oy sur OT t. Soit x
0

la projection de t sur X. 
,Yo , o o 

Supposons quel' on ait prouvè que la dimension de OX est ,x 
0 

égale à un. Alors; on en déduira de la méme façon que OX ,x est 
0 

isomorphe à OT t, donc à OY • En effectuant le mème raisonnement 
'o - ,Yo 

pour tous les .points gènèr±ques des composantes irréductibles de Y, 
s 

6 

on déduit que toute compos~nte irréductible de Ys est birationnellement 

équivalente â une composante irréductible de X. Le même raison-
s 

nement appliqué à X achève donc la démonstration, puisque X et Y 
s s 

n' ont qu'un nombre fini de composantes irréductibles, et que 

X et Y sont séparés. Il. reste donc âmontrer que la dimension de 0 X,x 
0 

est égale à un. 

Posons n = dim ( OX ). D' après le lemme 3 et ,x 
0 

E.G.A. IV 6.3.3., OX est de Cohen-Macaulay, donc universellement 
,xo 

catenaire- et l' on a: dim (OT t ) = dim (Oy ) 
'o ,Yo 

Donc, v est un diviseur premier pour oX,x __ • D' après la proposition 1 
0 

et la définition 4, si n> 1, l'adhérence de y dans y est donc 
0 s 

variétè réglée, ce qui est contraire à l' hypothèse. Donc n = 1. 

Théorème 1. Soient X et Y deux S-schémas noethériens, 

irréductibles, normaux et projectifs. on syppose que les fibres 

spéciales Xs et Ys sont irréductibles et non réglées sur L, et 

gu' il existe un isomorphisme h de X sur Y. De plus, on suppose 
T) T) . 

gue X et Y appartiennent é. la mème classe de polarisation, i.e. 

gu' il existe deu.x·faisceaux inversibles S-amples F et G respec­

tivement sur X et Y tels que F N OX = h*( G N Oy ). Alors, il 
ox T) Üy T) 

existe un isomorphisme 8 de X sur Y dont la restriction à X 
T) 

est ègale à h. 

une 

>> 

<< Tout d' abord, d'après la propisition 2, les fibres 
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spéciales sont birationnellement équivalentes, et sil' on note 

x et y leirs points génériques, OX x est isomorphe à O o De 
o o , o· y ,y o 

plus, quitte à les remplacer par une de leurs puissances tensorielles, 

on peut supposer F et G três ampleso D'autre part, puisque Fest 

ample sur X, d' après E.GoA. II 4.5.2.a', il existe un recouvrement 

affine de X en ouverts Xf, ouf est un élément homogène de . a 
a nJ Or ( X, FNn). De plus, d'après E.G.A. II 4.5.4., on peut supposer 

que 

Par 

tous les xf. · contiennent le point génèrique de X , soit x • 
S 0 a 

restriction de f à X, puis en appliquant h, on obtient une 
a YJ 

section homogène non nulle de rtG r ( Y
11

, G11:2n), qui se prolonge en 

une section homogène dertü r ( Y, GNn). On a donc construit des 

ouverts affines Y , ou g est un 
. ga a 

èlèment homogène de rto r ( Y, G&rJ.), 

tels que h induise des isomorphismes de Xf n X sur Y n Y o 

a YJ ga YJ 

Appelons v la valuation del' anneau de valuation discrète Oy , 
- . ,yo 

n une uniformisante de R, et el' indice de ramification de Oy 
,yo 

sur R, de sorte que v( n) = e. De plus, en restreignant GNn à 
'-

Spec Oy , on obtient un sous Oy - module du corps des fractions 
,Yo ,y 

0 »Il 
de Oy , de sorte que si g est un èlèment de r ( Y, G ) , cela 

,Yo 
a un sens de parler de v( g/ Spec Oy ) que nous noterons v( g ). 

,Yo 
Ainsi, quitte à remplacer g par gNe, ce qui ne change pas Y , 

a a ga 
on peut supposer que v( g ) = k.e, ou k est un entier relatif, et a 

quitte à remplacer ga par n-kga, ce qui ne change pas la fibre 

gènèrique de Y , on peut supposer que v( _ga ) = o, C' est à dire 
ga 

que y appartient à y .. Posons Xf = Spec À et y = Spec B. 
. 0 ga a 1T a . a • :,a 

Puisque les seuls points de hauteur 1 de X et y n' appartenant pas 

aux fibres génériques sont x et yo, on voit que chaque localise 
0 

en un idèal premier de hauteur 1 de A est isomorphe à un localisé 
a 

en un idèal premier de hauteur 1 de B a' et vice-versa., Puisque A 
a 

et B sont intégralement clos et noethèr·iens ~ ils sont isomorphes 
a 

( Bourbaki Algèbre commutative Chap. VII§ I coroll. du th. 2 et th. 4) 



On a donc un isomorphisme 8 de Xf sur Y dont la restriction à 
a: a: go: 

la fibre gènèrique est ègale âla restriction de h à Xf nx o En re-
a îJ 

collant ces isomorphismes, on obtient· donc une immersion ouverte e 

de X dans Y. D' après E.G.A. II 5.4.3., puisque X et Y sont propres 

sur S, 8 est un morphisme propre, donc un isomorphisme de X sur Yo >> 

Remarque: Si, dans le théorème 1, on suppose de plus 

X et Y localement factoriels, et sil' on ne suppose plus X et Y 
s s 

irrèductibles, la conclusion devient la suivante: Soit F le 
X 

fermè formê des points de X appartenant â au moins deux composàntes . s 

irrèductibles de X, et U le complémentaire de F dans Xo Soit de 
S X X 

même U dans Y. Alors il existe un isomorphisme 8 de U y X 
dans U dont 

y 

la restriction à X est h. 
î} 

8 

<< En effet, 

Yn, ) les 

si l' on note x1 , x2 , ••• , Xn, ( 

composantes irréductibles de X ( 
s 

respective 

respectivement 

gènèriques de ces composantes, de telle sorte que OX soit ,x. 
1 

isomorphe â OY ,y. 
l 

( proposition 2 ), on peut recouvrir U en ouverts 
X 

affines Xf tels que chaque Xf 
a 

4.5.4., car tout 
a 

près E.G.Ao II 

contienne un et un seul des x., d' a­
l 

point de U n X appartient à l'un 
X S 

des X. et â un seulo On peut donc construire les Y de façon que 
l ~ 

Y contienne yi si Xf contienJ xi en appliquant le raisonnement 
go: a: 

de la dèmonstration du théorème 1 â la valuation v. de Oy • Ainsi, 
l ,Yi 

tous les points de Xf de hauteur 1 sont des points de hauteur 1 de 
a 

y • Par conséquent, avec les notations de la dèmonstration du thè­
ga: 

orème 1, ·B = n( ) . Oy est inclus dans A = r-':î() OX , 
a y~Y 1 OYg ,y a: X:~X(l n X ,x 

a go: 

où X(l) et Y(l) sont les ensembles de points de X et Y de hauteur 1. 

On en dèduit une application 80: de Xf 
a 

dans Y qui est une immersion 
go: 

ouverte d' après le thèoréme de Van der Wael'den ( E.G.A. IV 21.12.13 ) 



En recollant ces applications, on construit une immersion ouverte 0 

de U dans Y dont l' image est incluse dans U. Le même raisonnement 
X y 

en interchangeant X et Y prouve que 9 est surjectifo >> 

Minimalitè des hypothèses du théorème 1. 

Dans ce numéro, nous montrons par deux exemples quel' hy­

pothe_se de polarisation d' une part, et l' hypothèse '' . Xs et Ys 

irréductibles '' d' autre part sont indispensables dans le théorème 1. 

Soit X un schèma sur S, régulier et de dimension trois, et 

L1 et L2 deux droites de X se coupant en un point x de la fibre 

spèciale. Soit Spec A un voisinage affine de x. Supposons que dans 

Spec A, l' idéal de L1 soit engendrè par ( u, v) et celui de L2 

par ( u, v' ) , celui de x ètant ( u, ·v, v'), ou u, v et v' sont des 

élèments de A. Soit Xi le schèma obtenu en faisant èclater L1 dans X, 

et x1 celui obtenu en.faisant èclater le transformé propre de L2 dans 

Xi· Soit de même x2 celui obtenu en faisant èclater 12 dans X, et 

x2 èelui obtenu en faisant éclater le transformè propre de L1 dans 

x2. Soit en.fin x
3 

celui obtenu en faisant ècla ter L
1 

U L2 dans X. 

Les trois schèmas f~ 1 ( X - Spec A) sont clairement isomorphes 
l 

9 

entre eux ( si f. est le morphisme canonique de X. dans X, i = l, 2, 3 ). 
l l 

-1( ) Etudions donc les trmis schèmas f. Spec A • 
l 

- Etude de f 31 ( Spec A): Dans Spec A, le fermé L1 U 12 

correspond al' idéal ( u, vv' ). f 31 ( Spec A) est donc recouvert 

par les deux ouverts affine~ Spec A[ u/vv' ] et Spec A[ vv'/u ]. 

- Etude de f;::1 ( Spec A): L' idéal de Li dafl.s:Spec A ètant 

( u, v ), l' image rèciproque de Spec A dans Xi est recouverte par 

les deux ouverts affines Spec A[ u/v] et Spec A[ v/u ]. Puisque 

Spec A[ v/u] est isomo~phe à Xiu et que·u appartient à l' idéal 

de 1
2

, la trahsformèe propre de 12 dans x•1 ne rencontre pas 

Spec A[ v/u ]. Dans Spec A[ u/v ], on a: u = u/v. v, de sorte que 



10 

les composantes irrèductibles du ferme correspondant à l' idèal ( u, v) 

correspondent aux idèau..x ( u/v, v' ) et ( v, v' ), le transformè 

propre d_e L2 correspondant clairement â l' :idéal ( u/v, v' ) • L' i­

mage réciproque de Spec A[ u/v] est donc recouverte par les ouverts 

affines Spec A[ u/v, vv'/u] et Spec A[ u/v, u/vv' J = Spec A[·u/vv' ]. 

Finalement, fi: 1 ( Spec A) est recouvert par les trois ouverts affines 

Spec A[ v/u ], Spec A[ Ù/v, vv'/u Jet Spec A[ u/vv' ]. 

1 - Etude de f; ( Spec A) : Une ·etude analogue montre 

-1 que f 2 ( Spec A) est recouvert par les trois ouverts affines 

Spec A[ v 1 /u ], Spec A[ u/v', vv'/u] et Spec A[ u/vv' ]. 

Recherchons maintenant si les schèmas X. ont des points 
l. 

singuliers. 

- Régularité de x1 et x2_;_ X1 et x2 ayant eté obtenus en 

faisant ècla"jïer des prèschèmas réguliers dans des prèschèmas réguliers 

sont eux aussi réguliers. 

- Etude des singularités de x
3 
~ Nous noterons k le corps 

résiduel du point x dans X~ Les points ou x
3 

peut ètre singulier 

sont les points de f 31 (x). Or, on a: f 31 (x) {\ Spec ( A[ u/vv'] ) 

~Spec ( A[ u/vv'] l81 k ) = Spec ( A[Tj/( vv'T - u, u, v, v' ) ) 

= Spec ( À[T]/ ( u, v, v' ) ) = Spec k[T]. 

-1 ) On a de même f
3 

(x n 
recollement, f 31 (x),:::: P1 (k). 

Spec A[ vv' /u] ~ Spec k[T), et après 

Supposons pour simplifier k algè~riquemertt clos. 

L' idéal d' un point de f 31 (x) n Spec A[u/vv'] s' écrit 

donc (u, v, v', u/vv' - a) •. Or, on a: u = (u/vv' - a).vv' + avv', 

de sorte que 1 1 idèal est engendré par ( v, v'·, u/vv' - a ) et que 

tous les points considères sont réguliers. 

De même, l' idèal.d' un point de f 31 (x) f!Spec A[vv'/u] s' é-

crit (u, v, v', vv'/u - a). Si a! O, on a: u = -1/a [(vv'/u - a)u - vv'], 

de telle sort·e que le point considèrè est régulier ( on le savait 

dèja ). Mais l' idéal (u, v, v', vv'/u) ne peut être engendré par 



trois èlèments, comme on peut le vérifier par le critère jacobien. 

Ainsi x3 est partout régulier sauf en un point que nous dèsignerons 

par y. ( Il est clair que par changement de base fidèlement plat, 
0 

on aurait pu se passer de l'hypothèse k algébriquement closo ) 
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- ·Existence de morphismes canoniques x1-~> x
3 

et x2-->x
3
~ 

Construisons donc des morphismes h1 et h2 respectivement 

de x1 dans x
3 

et de x2 dans x
3

_rendants le.diagramme suivant commutatif. 

h h 
X 1 . X . 2 X 

1 > 3 · 2 

f~l~ 
x· 

Il suffit clairement pour cela.de construire un morphisme 

de fi1
( Spec A) dans f; 1

( Spec A)o Or, celui ci se dêdµit del' iso­

morphisme A[u/vv'] = A[u/vv'] et des inclusions A[vv'/u] ~ A[u/v, vv'/u] 

et A[vv'/u] ~ A[v/u], car ces trois applications indùisent trois 
-1. 

morphismes de chacun des ouverts affines recouvrant f 1 ( Spec A) 

dans f31( Spec A) et ces trois morphismes se recollent. 

::.....h1 est un isomorphisme en dehors de hi:J.y-
0

)_. 

En effet, il est clair que la restriction de h1 à Spec A[u/vv'] 

est un isomorphisme. Il en est de même de la restriction de h1 au 

complémentaire de f11 (x). Or, y
0 

est le seul point de f31 (x) 

n'appartenant pas â Spec A[u/vv'], ce qui.prouve l' assertion 

prècèdenteo 

~ Spec 

= Spec 

-lru) • - Etude de h1~
0

-:. On a. 

A[TnY]/(vT-u, uY-vv') Ill k(y) = 
0 

k(y
0

)[T]. 

h11 (y 0) n Spec A[u/v, vv' /u] 

Spec A[T,Y]/(vT-u,uY-vv' ,u,v,v',Y) 

De m~me, h11 (y
0

) ()Spec A[v/u] ~ Spec A[T]/(uT-v,u,v,v' ,v'T) 

~Spec k(y
0

)[T]. Après recollement, on obtient donc: h11(y
0

)~P 1 (k(y
0

)). 

- Etude de h2~ De même, on voit que h2 est un isomor-

phisme en dehors de h; 1 (y
0

) et que h; 1 (y
0

) est isomorphe à P1
(k(y

0
)). 

=._X1 et x2 ne sont pas isomorphes. 



Puisque x1 et x2 sont sépares, pour montrer que x1 et x2 

ne sont pas isomorphes, il suffit, d' après ce que nous avons vu, 

-1 ) de montrer quel' un des anneaux locaux de h1 (y
0 

dans x1 n 1 est 

pas un anneau local de h; 1 (y
0

) dans x2 • Considèrons par exemple 

l' anneau local B = A[u/v vv'/u] C' est un an-, (u,v,v',vv'/u,u/v)• 

neau local de dimension 3, dont l' idèal;maximal est engendre par 
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(v,vv'/u,u/v) car u = u/v. v et v' = vv'/u. u/v. Supposons que 

u/v' appartiènne a B. On aurait alors v = vv'/u. u/v', de sorte 

quel' idéal maximal de B serait engendré par deux èlèments, à 

savoir vv'/u et u/v, ce qui est impossible. Donc, si Best isomorphe 

à un anneau local d'un point de h; 1 (y
0

), ce ne peut ètre qu' à 

celui du point de h; 1 (y
0

) n' appartenant pas à Spec·A[u/v',vv'/u], 

soit C = A[v'/u] - A[v'/u]( ,;···)• Or, u/v, (u,v,v' ,vv'/u,v'/u) - u,v,v u 

qui appartient a B, n'appartient pas a C, sans quoi l' idèal maximal 

de C serait engendré par v et v'/u, puisque l' on aurait u = u/v. v, 

et cela est impossible puisque C est un anneau local de dimension 3. 

Ainsi, x1 et x2 ne sont pas isomorphes. 

Deplus, si ... l' on suppose X noethérien, irréductible et 

projectif, x1et x2 ont les mêmes pruprièt~s. De plus, si la fibre 

spéciale Xs est irréductible et non réglée, et si L1 et 12 ne sont 

pas incluses dans X
8

, x1s et x2s sont aussi irréductibles et non 

réglées. Enfin, comme on l'a vu, les fibres génériques x1 et x2 T) T) 

sont isomorphes. Ceci prouve bien quel' on ne·peut se passer de 

l' hypothése de polarisation dans le théorème 1. 

Si dans l' exemple précédent, on suppose maintenant 11 

et 12incluses dans Xs, x1 et x2 appartiennent a la méme classe de 

polarisation au sens du thèorème 1, d' aprês E.G.A • .ïI 8.1.7 et II 4.4.lüii 

puisque x
111 

et x
211 

sont tous deux isomorphes à Xll. De plus, les 

fibres spéciales X:ls et ;x2s, bien qu' ayant des composantes· 

irréductibles réglées, sont birationnellement équivalentes puisque 
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h- 1 (y ). et h-
2

1 (y ) sont de codimension 2o Ceci prouve qu' on ne peut 
1 0 0 

se passer del' hypothèse '' x1s et x28 irrèductibles '' dans le 

théorème lo 

2- Surfaces relatives de type général en caractéristique zero_. 

2.1- Théorèmes préliminaires 

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques t.2èorèmes plus ou moins 

classiques. 

Thèorème A: Soit X une surface algébrique propre non singulière 

sur un corps de caractéristique zèro, Dun diviseur effectif sur X, 

connexe et tel que (D)
2 > Oo Alors, H1 (X,O(-D)) = Oo 

Le thèu~ème A est du a Ramanujan. On en trouve une dèmons­

tration dans [5] p. 1780 

Théorème B: Soit X une surface algébrique propre non singulière 

sur un corps de caractéristique zèro, L un faisceau inversible tel 

que pour n assez grand, 118m soit engendré par ses sections et ait: trois 

1 -1 sections algébriquement indépendantes. Alors, on a: H (X,L ) = o. 

Le théorème Best du à Mumford. C' est le théorème prin­

cipal de [9] (cf. p. 95L 

Rappelons la démonstration du théorème B dans le cas ou 

L = O(D), D étant un diviseur effectif sur X (le cas général s'y 

ramène aisément). 

<< Montrons tout d'abord que D est connexe. Nous notons cp 

le morphisme associé à L~n, n étant pris assez grand, Y l' image 

cp(X) et M le faisceau inversible très ample sur Y tel que Ll.!ln = <p:!:(i½). 

Soit Hune section hyperplane de Y.dans l' injection définie par M. 

Alors, puisque dira Y> 1, H est connexe et cp-1 (H) aussi. Mais puisque 

le morphisme iocp de X dans Pn est défini par le faisceau 1°n, le 

~ diviseur mD est égal à cp (H) pour Uïie section hyperplane H de Y. 

D est donc connexe. 
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-1 
De plus, on a la suite exacte O ~ ~ ~ OX--:> OD~ O, et donc· 

H0 (oX)-:> H0 (oD) ~ H1 (L-l) ~ H1 (0X) -:>,.-H1 (0D) o De plus, puisque 

D ·est réduit et connexe, H0 (oD) est de dimension 1, et l'application 

de H0 (oX) dans H0 (oD) est surjectiveo Il suffit donc de montrer que 

l' application de H1 (oX) dans H1 (0D) est injective. Notons a cette 

application. Sil' on identifie H1(oX) et H1 (bB) aux espaces tangents 

de Zariski à l' origine aux composantes connexes del' origine Pic 0 (x) 

et Pic 0 (D) des schémas de Picard de X et D, a est la diffèrentielle 

del' homomorphisme canonique~ de.Pic 0 (X) dans Pic 0 (D). Supposons 

que a ne soit pas injectif. Alors, puisque la caractéristique est O, 

le noyau de~ est réduit et est donc de dimension positive.Or, tout 

sous schéma en groupe non trivial a des points non triviaux d' ordre 

fini. Donc, il existe o appartenant â Pic 0 (x) d' ordre fini n, n > l, 

tel que ~(o) = O. De plus, 6 définit un revêtement galoisien non ra­

mifié X'~ X, avec 'll/nZl pour groupe. De plus, puisque ff(ô; = O, 

n- 1 (D) est la réunion den diviseurs disjoints et isomorphes â D. 

Soit L' = n~(L). Alors, X' et L' satisfont aux conditions imposées 

â X et L. Ainsi, le raisonnement utilisé pour montrer que D est 

connexe, montre que D' = n- 1 (D) est connexe, ce qui est une contra­

diction. >> 

Théorème c: Soit f: X~ Y un morphisme propre de schémas 

noethériens, où Y=. Spec A, et Fun faisceau cohèrent plat sur Y. 

Alors, il existe un complexe fini K0 O➔ K0➔ K1➔ •.. ➔Kn"? O 

de A-modules projectifs de type fini et un isomorphisme de foncteurs 

Hp(XÎSpec B, FÏB) ~ HP(K0 Î 12..L..E~ 0, sur la catégorie des A-algèbres B. 

Corollaire: Soient X,Y,f, et F comme précédemment (sauf que 

Y n' a pas besoin d' être affine). Supposons Y réduit et connexe. 

Alors, pour tout p, les propositions suivantes sont équivalentes: 

(i) y~ dimk(···)HP(x ,F ) est une fonction constante, 
y - y y 

(ii) Rpf~(F) est un faisceau localement libre E sur Y, et pour 



tout y, l' application EGO k(y) ---:>- nP(x ,F) est un isomorphisme. 
y ------------- y y 

Le théorème Cet son corollaire sont dus à Grothendiecko 

On en trouve une démonstration simple dans [12) pp.47-51. 

Théorème D (del' index): Soit X une surface algèbriaue 

propre sur un corps k, et D et E deux diviseurs sur X tels que 

(D32~> 0 et (D.E) = Oo Alors (E)2 < O. 

Ce thèorème classique est démontré par exemple dans [11] 

Lecture 18. 

2.2- Surfaces minimales de type gènèral sur un corps 

Dans ce paragraphe, nous rappelons la dèmonstration du 

théorème 2 de [5]. 

2.2.1- Définition et caractérisation des surfaces 

minimales de type génèral sur un corps de caractèristigue zèro. 

Définition 5: Soit X une surface algèbrigus, propre et-·non 

singulière sur un corps k de caractéristique zèro. Soit K son fibrè 

canonique et mK la m-ème puissance tensorielle de K. Soit cpm l' ap-

plication rationnelle associée à m.K, cp : X~ P 1im -(k), où 
ID 

Pm= dimk H
0 (0(mK)) est le m-éme ph:;.rigenre de X. Alors, X est une 

surface de type gènèrâl si, pour massez grand, ~ (X) est de dimen­
m 

sion supérieure ou ègale a 2. X est une surface minimale si elle ne 

contient aucune courbe exceptionnelle de première espèce. 

Dans la suite du paragraphe 2.2, nous considèrerons une sur­

face algébrique minimale de type gènèral X et nous conserverons les 

notations de la définition 5. 

Théorème 2. Une surface minimale X est de type général si 

t 1 t . (K.)2 > 0 t P > -e seu emen si _ _ e 2 ~ 

général. 

Le théorème 2 est dèmontrè dans [7] et est du â Kodaira. 

2.2.2- Courbes de degré zèro sur une surface de type 
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La proposition suivante est due à Mumford ([10]). 

Proposition 3. Si C est .une courbe irréductible sur X, 

2 alors (K. C ) ~ O.._, _.;..e_t_s _i___._( K ___ • C~) _=_0_.,.......,;;a_l __ o_r_s___,(_,C,..,_)_=-"---.;;..2_.;;_e..;;.t---C _e __ s;;;_t-'-una.=e 

courbe rationnelle non singulière. De plus, les courbes irréductibles 

E telles que (K.E) = 0 sont en nombre fini et sont numériquement 

indépendantes sur X. 

Nous appellerons les courbes telles que (K.E) = 0 les 

courbes de degré zèro, et nous désignerons par W l '· ensemble de ces 

courbes. 

2.2.3- Cycle fondamental 

Dans ce numéro, nous suivons Artin ([2], [3]) 

Définition 6 •. Soit WÀ. une composante connexe maximale de 

W, W = E1_±_E2 + ••• +Er. On appelle cycle fondamental associé 

§_WÀ. le plus petit diviseur ml E + . . . + m E :;: z ( m . >O ) 
1 r r l 

tel que (Z.E.) <O pour i = 1, ... , r. On dira gu'- un diviseur z 
l = 

sur X est un cycle fondamental si c' est le cycle fondamental 

associé à une composante connexe maximale de W. 

Les cycles fondamentaux sont caractèrisès par la propo­

sition suivante. 

Proposition 4. Un diviseur effectif Z sur S est un cycle 

fondamental si et seulement sic' est un cycle maximal tel que 

(K. Z ) = 0, ( Z) 
2 

= -2. 

2.2.4- Quelques lemmes techniques. 

Lemme 4. Si D est un diviseur effectif linéairement èquiva-

lent à mK ( m > 0 ), si D = D1 ±._D2 , alors (D1 .D2 ) ~ 2, sauf dans 

le cas oU (K)2
= 1, m = 2, D

1 
et D2 ètant tous deux linéairement 

ègui valent à K. ( les D. sont supposés effectifs). 
. l 

<< ~·i (K.D+) = O, d' après le thèoréme del' index et le 

fait que (K.D1 ) + (D1 )2 est pair, on a: (.D
1

)2 -;;: -2. On a alors 
2 . 

(D1 .D
2

) = (D1 .mK-D1 ) = -(D 1 ) ~ 2. On peut donc supposer (K.Di) > O, 

i = 1, 2. 



Posons F .= (K.D1 ) K - (K) 2 D1 • Puisque (K.F) = 0, d' . après le thèo­

rème del' index, on a: (F) 2 -s; O, l' ègalitè ne pouvant avoir lieu 

que si F est linèairement èqui,2:1.lent à zèro. On a donc: 

2 2 2 2 . 2 
((K) ) (D1 ) - (K.D1 ) (K) -;;: O, ce quis' ècrit encore, d' après 
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la relation m (K.D1 ) = (D1 )2 + (D1 .D2 ), et après simplificàtion.par (K) 2 , 
2 · 2 2 2 

m (K) (K.D1 ) - (K.D1 ) -;;: (K) (D1 .D2 ), soit (K.D
1

) (K.D
2

) ~ (K) (D
1

.D
2

), 

ce quis' ècrit encore m(K.D
1

)(K.D 2 )/(K.D 1 )+(K.D
2

)-;;: (D
1

.D
2

). 

Ceci prouve dans tous les cas que (D1 .D2 ) ~ l,_ et mëme que 

si m ~ 2, (Di:.D2) ~ 2, sauf dans lé cas oû m = 2, (K.D
1

) = (K.D
2

) 

et Fest linèairement èquivalent à zéro, ce qui est le cas d' excep­

tion annoncé. Enfin, si m = 1, le rèsultat.dècoule de ce que 

(D1 .D2 ) = 2 (K.D1 ) - ((D1 )2+(K.D1 )) est un ~ombre pair.>> 

Lemme 5. Soit Z un cycle fondamental de X. Si D est 

linèairement èguivalent à mK - Z,m > O, et si D = D1+D2,.J2.1 et D2 

ètant effectifs, alors (D1 .D2 ) > O. 

<< Supposons quel' on ait soit (K)
2 1 l, soit m I 2, soit 

D
1

et D2 tous Jeux non linèairement èquivalents à K. Alors, d'après 

le lemme 4, on a: (D1 .(D 2+z)) ~ 2 et (D2 .(D 1+Z)) ~ 2. Le rèsultat 

s'obtient en ajoutant ces deux inèg~litès et en utilisant le fait 

que d' après la proposition 4, (D.Z) = - (Z) 2 = 2. >> 

Lemme 6. Soit n : X' ""?X l' ècla"tement de X en un poir.it 

fermé x de X n'appartenant pas a W, et soit L = n~1 (x) la courbe 

exceptionnelle de première espèce de X'. Soit Dun diviseur effectif 

sur X' linèairement èquivalent â mn~K - 2L, m > O. nlors, si D = D1+D2 , 

n1~D 2 ètant effectifs, (D1 .D2 ) > 0, sauf si (10 2= 1, m = 2,_et si 

D1 et D2 sont tous2linèairement équivalents à n~ - L. 

<< Pour i = 1, 2, posons F. = D. + (D .• L) L. Les F. sont 
l 1 l l 

encore des diviseurs effectifs, même si (D .• L)· < O, et on a: (F .• L). = O. 
l 1 

Par consèquent, il existe des diviseurs effectifs Ci sur X tels que 



n*[ Ci] = [Fi]. Puisque }'
1 

+ F 
2 

est linéairement équivalent a mn:.EK, 

c
1 

+ c
2 

est linéairement équivalent à mK, et si c
1 

e-i; c
2 

sont non 
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nuls, le résultat découle du lemme 4, de la relation (D1.L) + (D2 .L)=2, 

et del' égalité (D1 .D2 ) =(F 1 .F2)-(D 1 .L)(D 2 .L)=(C 1 .c2)-(D 1 oL)(D2 .L)j 

Enfin~ si C1= O, D1= -(D 1 .L)L, et(D 1 .D2) = -(D 1 .L)(D 2.L) ~ 3, car 

(D
1

.L) < O, et (D
1

.L) + (D
2

.L) = 2. >> 

2.2.5- Diviseurs pluricanonigues engendrés par leurs 

sections globales 

On note pg le genre géométrique de la surface X, et q son 

irrégularité. 

Thêoréme 3: Soit X une surface minimale de type gènèral. 

Alors,(m+l) K est engendré par ses sections globales si: 

( i) m =:::, L 

(ii) m = 2, (K)
2 ~ 3 ou (K)

2 = 2, Pg ~ 1 

(iii) m = 1 2 (K)
2 ~ 2.z_Pg ~ 3 ou pg ~ 3, q = O. 

<< Soit x un point fermé de X n' appartenant pas a \v, et 

Ix son faisceau d' idéaux. On a la suite exacte 

0 ":"? 0( (rn+l)Khü ":"? 0( (m+l)K) ~ F ":"? O, ou F est un faisceau 
X 

de support x et de fibre k(x) en x, et il est clair que x n' est pas 

un point de base de [ (m+-l)K] si et seulement si dimkH0 (X,O( (m+l)Kidx)) 
. -1 

= P - 1. Soit n: X'~ X l' éclatement de X en x, et soit L = n (x). 
m 

On a alors la suite exacte 0"7 0( (m+l)1i~(-:-L)➔ 0( (m+l)n*K)➔ o
1 
~ O 

et la suite de cohomologie associée â cette suite montre que x ne 

peut ètre un point de base de [ (m+l)K] si H1 (X' ,O( (m+l)n*K-L)) = O. 

Six est un point d~ W, soit Z le cycle fondamental 

de la composante connexe contenant x. Puisque (K.Z) = O, et que 

les faisceaux inversibles sont classifiés par le degrè d'· après [3], 

on a OZ00((m+l)K) = Oz, et donc la suite exacte: 

O ➔ 0( (m+l)K-Z) ~ 0( ( m+l)K) °' Oz. ➔ 0 



De plus, H0 (Z,Oz) = k puisque Z est connexe.d' après [3] Lemme 3o 

Par conséquent, x ne peut ètre un point de base de [(m+l)K] si 

H1 (X,O((m+l)K-Z)) = O. 
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Supposons qu' il existe un diviseur effectif D appartenant 

â [mn71{-2L]. D' après le lemme 6, D est connexe saUÎ dans le cas 

2 ? 2 2 
(K) = 1, m = 2, et on a aussi (D)? 0 pourvu que m (K) ~ 5. Ainsi, 

si m2 (K) 2 ~ 5, on pe~t appliquer le théorème A, et on obtient: 

H1 (X',O(-D)) = O. Le fibré canonique de:Xt étant n~K+L, par dualité 

H1 (X',O((m+l)n~~L)) = Oo 

Un argument similaire montre que s' il existe un diviseur 

effectif D appartenant à [mK-Z], alors H1 (X,O(m+l)K~Z) = O, pourvu 

que m2 (K)
2 ~ 3 ( on utilise ici le lemme 5). 

Pour etudier les conditions d' existence du diviseur D, 

on peut supposer, en raisonnant par l' absurde,que le point x est 

un point de base de [m+l)K], sans quoi il n'y a rien à prouver. 

Six n'appartient pas â W, puisqueO(mn~)NOL.= OL, on 

a la suite exacte: 0 ➔ H0 (X' ,O(mrt:.t:K-2L) )""?H0 (X' ,O(mn*K) )➔H0 (2L,O~L) 
. L 

et puisque dimkH0 (2L,0 2L) = 3, l' existence de D est assurée dès 

que P > 4. Supposons maintenant p > Oo Soit s une section non 
m = . g 

triviale de K, sm+l est une section non triviale de (m+l)K, donc 

m o 2 s' annule-en:x, et donc, si m ~ 2, s appartient â. H (X,.O(mK)0Ix) 

. :.e m * de sorte que tn s) est une section de mnK s' annulant sur L â. l' or-

dre au moins 2. rlinsi, D existe si m > 2, p > O.Un raisonnement a-
= g 

nalogue prouve l' existence de D si m = 1, p > 2. 
g 

De mème six appartient à W, on obtient l'existence de 

D si P > 2, et si m = 1, p > O. 
m = g 

Enfin, le théorème de Riemann-Roch et l' inégalité x(O) > 0 

(qui resulte de la classification des surfaces [13]) montrent que 

P > 1/2 m(m-l)(K) 2 + 1 si m > 1. Ceci complète la démonstration.>> 
m = 
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2.2.6- Evaluation des plurigenres. 

Proposition 5. Sim~ 2, lem-ème plurigenre Pm de X 

est donné par la formule 
2 . 

Pm= 1/2 m(m-l)(K) + ~(O), et x(Q.2. ~ h 

<< Le fait que ~O) > 0 découle de la classification des 

surfaces (cf.[13]). Puisque X est de type gènèral, mK a trois sections 

algébriquement indépendantes si m est assez grand. Par conséquent, 

d'après le théorème 3, on peut appliquer le théorème B, et on 

obtient H1 (X,O(-mK)) = 0 pour m :::::-1, et par dualité H1 (X,O(m+l)K) = O, 

si m > 1. Le résultat découle alors du théorème de Riemann-Roch.>> 

2.2.7- Isomorphisme modulo W. 

Définition 7. On dit gu' une application Ï de X dans une 

surface Y est un isomorphisme modulo W si la restriction de fa 

X - West un isomorphisme et si f- 1f(z) = WÀ, pour tout z appartenant 

â WÀ.!. 

Théorème 4. Soit X une surface minimale de type gènèral. 

Alors, l' application 'm est un isomorphisme ~odulo W si: 

lli-1!! ~ 1. 

(ii) m = 4, (K) 2 =::, g 

(iii) m = 3, (K)
2 ~ 6, ou (K)

2 ~ 2-.i_J)g ~ -1.!_ 

La démonstration de ~e thèorème se fait selon la méthode 

de la démonstration du théorème 3 (cf. [5] p. 188) 

2.3- Surfaces minimales de type général sur une base 

connexe de caractèristiaue zéro. 

Dans .ce paragraphe, on considère un schéma S connexe 

et de caractèristiq_ue zéro. Soit X une surface ):.isse: sux· S,. af:;: ;le 1n01-~phisme 

canonique de X dans S. On note, pour tout points de S, X la fibre 
s 

-1 f (s), et on suppose que pour touts, X
8 

est. une surface minimale 

de type général eur k(s). On note ws l' ensemble des courbes de 



degré zero de X et W la rèunion des Ws. 
s 

2.3.1-
s Spécialisatiori des W .. 
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Proposition 6: Soit s un point de S, et s' une spèciali-

sation de s dans S. Alors, l' .·adhérence de Ws dans X , est contenue 
s 

s' dans W • 

<< Nous dèsignerons par K le fibre canonique de X. . y y 
n 

Soit C une courbe de degré zero de X et C' =.~ 1 m.C. son adhérence 
S · l= l l . 

dans Xs,· Il faut donc montrer que·1es Ci sont des courbes de degrè 

zéro dans X,. Or d' après la proposition 3, _on a: (C .• K ,) > O, 
· S l S = 

(C' .K , ) = I: m. (C .• K , ) = O. Puisque les m. sont tous 
S l l S l 

strictement positifs, · on en dèdui t que pour tout i, on a 

( C .• K , ) = 0. >> 
l S 

2.3.2- Diviseurs pluricanoniques relatifs engendré~ 

par leurs sections globales. 

Thèoréme 5. Avec les notations prècèdentes, et sil' on 

note K le fibre canonique de X, alors (m+l)K est engendré par ses 

sections globales si: 

(i) m ~ .2. 

(ii) ID = 2, et pour tout s appartenant à s 
' 

2 
PgiX

8
) ~ 1 ~K) = 2, 

s 

(iii) m = 1, et J20UT tout s a:i;martenant à s, 

p (X ) > 2..!.. 
g s = 

<< D' après la proposition 5, si m ~ 2, on a la relation 

p (X)= 1/2 m(m-l)(K~) 2+ t(Oi ). 
m s s s 

dépendent pas des, il en rèsulte 

Or, puisque (K )
2 

et x(OX) ne 
s s 

que P (X) est une fonction cons­m s 

tante en s. Ûôlic, si-S. ost.rèduit, cl' après le·corollaire dù-thèorème C, 

R0 f (mK) est un faisceau localement libre E sur S, et pour touts, 
:!: 



1 1 application E ~
0 s 

k(s) ~ H0 (x ,mK) est un isomorphisme. Dès s s 

lors, pour regarder si mK est engendré par ses sections globales, 

on peut le faire fibre par fibre et le rèsultat découle du théorème 3. 

Si 8 n' est pas rèduit, on remarque que d' après la démonstration 

du théorème 3, pour tout point fermé x de X et tout point fermes 
1 . 

de S, on a H (X, 0((m+l)K )0
0 

I.) = 0, ce qui implique d'après 
s s X X 

s 
E.G.A. III 7, quel' on a: H1(X,0((m+l)K)0 0 I) = O. On en déduit 

. X X 

comme dans la démonstration du théorème 3 quel' on a une surjection 

de H
0 (x, 0((m+l)K)) dans_k(x), ce qui prouve le résultat. >> 

2.3.3- Contraction des courbes de degré zéro. 

Théorème 6. Avec les notations précédentes, l'application 

<pm associée â mK est un isomorphisme en dèhors de W, et pour touts, 

contracte chaque composante connexe de Ws en un point si 

(i) m~.2. 

(ii) m = 4, et pour touts appartenant â S, (Ks)~ ~ 2 

(iii) m = 3, et pour touts appartenant â s, (Ks)
2 ~ 6 

.Q.LlKs)~ ~ LL pg(Xs) ~ h 

4 et 5. 

de T = 

Qe plus, sous ces conditions, <p (X) est plat sur S. 
m 

<< La première assertion du théorème découle des .:théorèmes 

Enfin, (p (X) 
m 

~ r(X,O(m.K) 
~ 

Remarque. 

est plat sur S car c' est le spectre homogène 

Nn) qui est· une 0
8 

1-1.lgèbre plate. >> 

On pourrait déduire 1~ proposition 6 du thé-

oréme 6 au lieu de faire une démonstration directe. 
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