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APPROXIMATION ET TRANSFERT D'OPERATEURS DE CONVOLUTION 

par Noël Lohoué 

O. Une généralisation du théorème suivant permet d'obtenir un résultat de transfert 

des opérateurs de convolution. 

THEOREME O. Soit An une suite de réseaux dans R dont le pas tend vers 

zéro. Soit A == UAn. Alors pour tout convoluteur S de LP(R) à support compact, 

il existe une suite SN de mesures discrètes portées par A telles que : 

1) lim lls)IPM (R) = llsl!PM (R)' 
Il#CO p p 

2) Pour toute fonction f de LP(R), la suite SN* f converge vers S * f 

dans LP(R). 

Nous indiquerons sa généralisation en temps utile. 

Considérons maintenant deux groupes abéliens localement compacts G 1 et G2 

et h : G 1 ~ G2 un homomorphisme injectif, continu. Soit 1 ::::; p ::::; oo et LP( G) 

1' espace Banach cla,ssique pour la mesure de Haar de G. Soit S un opérateur de 

convolution de L P ( G 1 ) , si S est assez r~gulier, par exemple, sa transformée de 

de S existe 
Fourier est une fonction continue, 11 image hoS comme opérateur de convolution de 

LP( c2). On obtient ainsi une contraction d I un certain sous-espace de 1' algèbre de 

(*} Ce travail nous a été proposé par C. S. Herz durant notre séjour à McGill Universi
té à Montréal, nous le remarcions pour les suggestions qu 1 il nous a faite SUI' la 
rédacti.on. 



2. 

Un bon choix de réseaux dans des groupes de la forme n m R xT xF, F étant 

un groupe fini, conduit, grâce à une généralisation du théorème O dans ces groupes, 

au théorème suivant : 

THEOREME 1 . Soient G 1 et c2 deux groupes abéliens localement compacts ; 

soit h : G 1 ➔ c2 un homomorphisme continu, injectif de G 1 dans G2 . Le prolon

gement de h à UPMP ( G 1 ) défini comme suit : 

0 Vs€ UPMP(G1) ' 'vf € Ap(G2) ' (hoS,f) = (S,foh) 

est une isométrie de UPM ( G 
1
) dans UPM ( c

2
). 

p --· p 

Ce théorème est suivant une terminologie que nous avons introduite dans [6] 

un théorème de transfert ; il améliore profondément le résultat de cet article. 

C'est le résultat le plus précis, dans ce contexte, qui généralise un théorème 

de K. de Leeuw prouvé dans [5] . 

La démonstration que nous proposons ici s 1 inspire de celle que nous avons faite 

dans [6] pour un résultat analogue ; malheureusement elle ne s'adapte pas aux groupes 

non commutatifs. 

Dans le language des multiplicateurs le théor-ème 1 s'énonce comme suit : 

THEOREME 2 . Soient r 2 et r 1 deux groupes abéliens localement compacts 

soit h : r 1 ~ r 2 un homomorphisme continu, d'image dense et soit m : r 2 ~ C: une 

fonction continue à valeurs complexes ; on pose alors m1 = moh. 

Les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

© (voir définition ci-dess0$1sG)) 



3. 

a) m est un multiplicateur de $Lp(G 2) 

b) m
1 

est un multiplicateur de ~LP(G
1
). 

Dans ces conditions la norme de m comme multiplicateur est égale à celle de 

L'équivalence des théorèmes 1 et 2 résulte d'une régularisation standard ; 

toutefois le lecteur qui aurait du mal à la rétablir pourra trouver une démonstration 

analogue dans [6]. 

Les deux résultats précédents sont liés à certaines algèbres de groupe que 

nous définissons maintenant. 

Q) Notations et définitions. 

1) Nous adoptons les notations et définitions de AP(G), PMP(G), Mp(G} qui 

se trouvent dans GJ . 
Rappelons seulement que : 

i) PFP(G) est la fermeture de L \G) considéré comme sous-espace <1e 

PM (G). p 

li) UPMP ( G) est la fermeture normique dans PMP ( G) de la sous-algèbre 

formée des convoluteurs à support compact. 

iü) BP(G) est l'algèbre de Banach des multiplicateurs de AP(G). 

2) Soit E un sous-ensemble fermé de G ; nous notons IP (E) 11 idéal fermé 

de. AP ( G) des fonctions qui s I annulent sur E . 

On note AP(E) l'algèbre de Banach A/G) lrp(E), pour la norme quotient ; 



elle s'identifie à l' algèbre des restrictions à E des fonctions de A ( G). 
p 

Un corollaire immédiat du théorème 1 est le suivant : 

4. 

COROLLAIRE 1 • Soient G 1 et c2 deux groupes abéliens localement compacts 

soit h : G 
1 
~ c

2 
un homo morphisme continu, injectif ; soit E 

1 
un sous-ensemble 

compact de G 
1 

et soit E2 = h(E 1). Alors AP (E 1) est isométriquement isomorphe 

Une fois qu' on a prouv6 le théorème 1 , la preuve de ce corollaire est analogue à 

celle faite pour p = 2 dans [1.t] ; c'est pourquoi nous ne la répéterons pas ici. 

Le second corollaire décrira une propriété de densité de certains sous-espaces 

COROLLAIRE 2. Soient G 
1 

et c
2 

deux groupes abéliens localement compacts 

soit h : G 
1 

? c2 un );lomomorphisme continu, d'image dense de G 1 dans c2 . 

L'image de la boule unité de Ap ( c2) par 1 ' application f + foh est dense dans 

la boule unité de BP(G
1
) pour la topologie de la convergence uniforme sur tout 

compact de G 1 . 

existe un filtre 

i) 't/ /3 

Plus précisément, étant donnée une fonction 

{ f f3} f3 €B de fonctions de 

llf {3 llA (G ) :s; llfllB (G ) 
p 2 p 1 

A (G--,) tel que : 
p " 

f de B (G), p il 

ii) Le filtre f f3oh converge uniformément sur tout compact de G 1 vers f. 

Ce travail est organisé de la façon suivante. 

Dans la première partie, nous établissons le théorème O et prouvons le théorème 1 

dans un_ cas particulier qui contient les idées esserïtielles. 
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Dans la seconde partie, nous réduisons la preuve du théorème 1 à celle d' un cas 

particulier dont la preuve n 1 est qu I une copie du cas particulier déjà établi dans la 

première. 

Au derrù.er paragraphe, nous donnons la démonstration d I un lemme que nous 

avons utilisé dans le texte sans preuve. 

I. 1 . Démonstration du théorème O. 

Puisque S est dans UPM (R), il suffit de prouver le théor1ème pour tous les p 

convoluteurs à support compact ; dans ce cas, on voit par une régularisation standard qu 1 

suffit encore de le prouver pour tout sous-espace dense de L 1(R) ; nous pouvons donc 

nous contenter du sous-espace de L 1 (R) constitué des fonctions f dont la transfor

mée de Fourier est à support compact. 

Nous ferons alors la: 

Construction 
Notons Nn 11 inverse du pas de An ; il s I en suit que An = N~ 1 

Z ; soit 

A l 
Art = NmZ' alors il existe n

0 
tel que pour tout n > n , le support de f soit 

0 

<:ontenu dans 11inter1valle [-Nn,Nn]. Fixons n > n
0 

; il existe une fonction somma-

ble e : R + C, dont la norme ne dépasse pas ( 1 + ! ) 1 / 2 
n telle que le support de e 

soit compact et ê vaut 1 sur l'intervalle [-Nn,Nn]. 

Choisissons une autre fonction sommable 8 ' : R ~ C dont la somme ne dépasse 

1 1/2 A 

pas ( 1 + - ) telle que e ' n 

A 

soit à support compact, vaille 1 sur le support de 8 • 

Alors il existe un réseau A dont l'inverse du pas N . est tel que le 
n1 n1 

support de ê 1 soit contenu dans !*intervalle l-Nn ,Nn ] . 
1 1 



On pose e = e n 

L'estimation de la norme de résultera de la 

PROPOSITION O. On a 11 encadrement suivant des normes : 

La preuve de cette proposition découlera du 

LEMME O. Soit T 11 opérateur défini· sur 11 espace des suites finies de 

prenant ces valeurs dans l'espace des fonctions sur R par : 

\fx € R. Tcp(x) = I; e (x-À) cp(À ). 
À€A n 

n1 

Alors pour tout 1 ~ p ~ oo, T se prolonge continûment en un opérateur de 

dans Lp(R) dont la norme ne dépasse pas 

l'exposant conjugué dE: p. 

p' est 

En effet, nous avons prouvé dans ( 6 ) que pour tout x€R, la somme 

E I e n(x-À) l ne dépasse pas le produit 
À€A 

n1 

C 'est d I ailleurs une inégalité classique, voir par exemple ( J; ) . 

Par le choix des 8 N cette quantité ne dépasse pas 
n 

(1 + l) 2N • 
n n 1 

Il s'en suit que: 

n·, autre part 
Il E en(x-À)cp(À)ll1 :s; (1 +À)1

/
2 ll<Pll

1
• 

À€A 
n1 

6. 

Le théorème d I interpolation de Riesz donne l'inégalité énoncée dans le lemme. 
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Terminons alors la preuve de la proposition O : 

Considérons deux suites finies cp 
1 

et cp2 sur A ; comme ¼ est une 
n1 n 

mesure portée par A 1 fN * cp est bien définie et il est aisé de voir que : 
nl n 

1 ¼ * cp1 * cp2(0) = 2N. f * Tcp1 * Tcp2(0). 
n n1 

Par conséquent, le lemme O donne l'estimation : 

1 ~n * <P 1 * <P/0) 1 :s= l~IIPM/R)( 1 + ~) il<P1 IIPll<P211P , 

Il s'en suit que Il¼ 11PM (A ) ::; (1 + ~) llfllPM (R). 
n p n

1 
p 

Puisque est un sous-groupe de R, le théorème ( b) dit que 

Il¼ 11PM (R) = Il¼ 11PM (A ) 
n p n p n

1 

d'où la première inégalité de la proposition. 

Pour obtenir la seconde, il suffit de remarquer que 

et d' utiliser l'estimation suP e N . 
n 

Fin de la preuve du théorème O. 

Il est clair que la suite des { ¼ } converge fortement vers f. 
n 

L I encadrement des normes donné par la proposition O, termine la preuve du 

théorème, quitte à passer ·éventuellement à une sous-suite de 

-1 
I. 2 . Preuve du théorème (clans un cas particuli~r : 2 

h : R -+:T . 

Il suffit, grâce au lemme (][.O) de prouver le théorème pour les fonctions f de 

L 1(R) dont la transformée de Fourier est à support compact. La preuve du théorème 

est basée sur le : 
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LEMME 1 . Il existe une suite An de réseaux dont le pas tend vers O, une 

suite h' : T2 
-+ R/ A tel que le diagramme suivant soit commutatif : ___ n---- n 

La preuve de ce lemme est élémentaire, nous la laissons au lecteur. 

ci-dessous 
Nous prouverons le résultat. dont les idées essentielles sont celles de 

la proposition O. 

PROPOSITION 1 . Soit { ¼ } la suite des mesures discrètes donnée par le 
n 

théorème O associé.mu réseau ci-dessus. Pour tout n, 

Pour prouver cette proposition nous aurons besoin d'un lemme dont 11 énoncé 

nécessite quelques notations. 

On note 
A 2 
h : Z + R l' homomorphisme dual de h et l' on veut factoriser h 

en deux homomorphismes, 11 un injectif d I image dense h 1 , ei: 11 autre injectif h2 . 

A ? 
On pose r = h(z··) qu I on munit de la topologie discrète et on note G son groupe dual. 

Il est clair qu I il existe un homomorphisme h1 : R + G, injectif d 1 im2ge dense 

et un isomorphisme 2 
~:G+T il suffit de regarder par 

dualité et de remarquer que 11 injectivité de h entraîne qu 1 il soit d'image dense. 

On note Hn le sous-groupe fermé de G, engendré par l'im.}ge h1(An). 

Si 1' on regarde tout cela en termes de diagramme, on trouve : 
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R--+ G 

Nous prouverons alors le : 

LEMME 2. On utilise les réseaux A 
---------- n1 

qui ont donné la construction des ~
n 

dans la proposition O. La fonction en étant celle de la proposition O ; pour tout 

polynôme trigonométrique P sur· G et tout YE:G 

Preuve du lemme 2. 

Il suffit de le prouver pour tout y= h(x), xE:R, puisque h 1 est d'image dense. 

Pour tout xE:R, il existe une suite S. de fonctions sommables sur la droite de norme 
J 

L \R) dominée par !IPl!L \G) telle que h 1osj converge faiblement vers 

P(h(x)-u)du. Cette affirmation ne découle pas d'une régularisation standard. Pour le 

voir, il suffit d'appliquer le théorème de Hahn-Banach à la boule unité de h 1oL 1(R) 

vue dans PM,{G) ; soit 

Fourier de P(h(x) - u)du n'est autre que la fonction 

l 
vue dans r/ ~ 

n1 

" " " i(z-À) x Q (z) = E 1 e (z-À) P(z-À) e 
n ÀE:A n 

n1 

D'autre part,. on a prouvé dans ( 6 ) , que la fonction 

La transformée de 
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par conséquent inférieure ou égalé à 

A A A 

Mais la suite SJ qui est dans B2(HN) converge ponctuellement vers Q : 

A A 

cela est aisé puisque la suite S . converge ponctuellement vers P et qu' à cause du 
J 

A 

choix des e , n pour z et t fixés, les sommes qui interviennent sont en nombre 

fini. 

A A 

Q étant une limite ponctuelle de fonctions de BiHn) ·bornées en norme• par 

(1+~)
1
/

2 llPll11 elle est dans B2(Hn) et sa norme ne dépasse pas (1+~)
1
/

2 !!Pll1, 

d'après le théoriè-me de Bochner. Ce qui termine la preuve du lemme. 

Preuve de la proposition. On refait presque la même démonstration que dans la 

l~~ 
proposition O avec une fmodification. 

A 

La transformée de Fourier de h 1 o fN , n'est autre que la restriction f 1 

n Nn 

de ~n à r ; elle peut être lue sur r/ A~
1

. Il existe une suite {re} de polynômes 

trigonométriques llrnll
1

::; (1 + 1)1/ 2 tel que ; converge ponctuellement vePs e . 
~ n e n 

l) Reprenons les notations du lemme [2] et considérons 11 opérateur 1 défini 

sur les fonctions continues sur HN, comme suit : 
1 

V<P, Te <P(y) = JH (h1 o e ) * re(y-u) q,(u) du. 

n1 

Le lemme [2] prouve que l!Te<PIL:::::: (1 + J) 112llrellL 1(G)ll4>1L:::::: (1 + ~) 1!~!!00 

Il est trivial que !1Tetll1 :::::: lie nll1 llrell111<Pll1 :::::: (1 + ~}!l<Pll1• 

Par interpolation, on trouve que l!Tet!lp:::::: (1 + ~) l14>1lp. 

2) Il est aisé de vérifier que : 



sur H 
n1 

(h1 o ¼ ) * (re * <p1) * (re* <p2)(0) 
n 

Par conséquent 11 inégalité précédente dit que : 

l(h1 0 ¼ ) * (re * 4>1) * (re * 4>2)(0) 1 

n 

:::; [ 1 + ~ J I l<I> 1 l lp I l<I> 2' lp 

11. 

D'autre part, il est aisé de prou ver (il suffit de le vérifier quand q, 
1 

et ~2 

sont des caractèrE;J), que 

lim h 1 o fN * re * <I>1 * re, * <I>2 (o) e +j--;)O n 

Il s'en suit que: 

Peup--pre1::1vcr ce théePème-Roos--attt='ems-enee'!"e-besoin--OH-

A 
n1 

\e. l"~C.Cl\.l 

désignantt dont la construction o ;t~ donnée à 1 a page ( 5 ) on veut 

indiquer le lemme suivant qui est une succession d I applications du théorème ~_.][.~ . 
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LEMME 3. 

i) llh o fllPM (T2) = llh1 O fl!PM (G) ; 
p p 

ii) llh O ~ 11PM (T2) = llh, 0 ~ 11PM (H } = llh1 0 ~ 11PM (G) 
n p p n

1 
p 

iii) 11h10 ¼ 11PM (H ) = Il¼ 11PM (A ) = Il~ 11PM (R)' 
p n n p n p-

1 1 

Les assertions i) et ii) sont élémentaires comme nous 11 avons déjà dit ; seule üi) 

mérite une explication, mais elle n I est autre que la version du théorème 1 , pour les 

homomorphismes partant d I un groupe discret, prouvée dans [ 6 ] . 

Fin de la preuve du théorème .1 • 

Soit f une fonction sommable sur la droite dont la t:.."ansformée de Four'ier est 

à support compact. Le lemme 1 nous prouve 11 existènce d' une suite de réseaux et le 

théorème O dit qu I il existe une suite ~ de mesures portées par X, en fait portée 
n 

par A voir page ( 5 ) telle que 
n1 

D'après 1e lemme 3, il suffit de prouver que llfllPM (R):::; llh1ofllPM (G)· Mais cette 
p p 

inégalité découlé simplement du lemme 3 et de la proposition 1 puisque 

Ceci termine la p1"'euve du théorème 1 • 

Il. Preuve du théorème 1 . 

PROPOSITION . Pour prouver le théorème ; il suffit de le prouver sous 

e m les hypothèses suivantes : G1 = R x T x F, F étant un groupe fini, G2_ est 

un groùpe compact. 
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Preuve de la proposition 

Nous utiliserons abondamment les théorèmes de sti,uctures. Partons de deux 

groupes abéliens localement compacts quelconques G 
1 

et G2 , d'un homomorphisrœ 

injectif h
1 

: G 
1 
~ G2 . 

D'après le lemme (JILO) il suffit de prouver que pour tout convoluteur S à 

1 • Soit V un voisinage compact du support de S qui contient l'élément neutre 

de G 
1 

; V engendre un sous-groupe ouvert G
3 

de G 
1 

, de la forme 

e e 
c

3 
== R 1 x Z 2 >< H où H est un groupe compnct ; la restl'iction de h à G

3 
donne 

lieu à un homomorphisme injectif h2 , de G3 dans le compactifié de Bohr G 4 de 

On sait, voir ( 6 ) puisque s a son support dans 

Par ailleurs d'après ( 6 ) on sait aussi que : 

Conclusion; 

G 
3 

que la norme de 

Pour prouver le théorème, il suffit donc de le prouve:::i dans le Câs où 

c
3 

= Re x z1U x H et G 4 est un groupe compact. 

s 

2 . La seconde simplification consistera à 1,emarquer que sous les hypothèses 

ci-dessus, on peut se borner à prouver le théorème pour un triplet (h , Rm x H, Tex) 

où H est un groupe compact, h homomorphisme injectif de Rn x H dans Tex. 

a) En effet, soit ex le groupe dual de G 4 ~ qui est discret ; à tout élément x 

de G 4 associons l'élément fx de Tex défini par : fx (X ) = X. (x), pour tout y._ 
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dans <X. 

Il est clair que 1' on définit ainsi un homomorphisme de c2 dans Ta, qui 

identifie le premier groupe à un sous-groupe compact du second -; nous notons w 

cet homomorphisme et remarquons seulement qu I on a le diagramme commutatif suivant : 

RexzmxH 

h3 l w 

T<X 

b) Nous voulons prolonger h
3 

= w o ~ à Re x Rm ;< H. 

Soit X · un caractère sur Tex 

définit un caractère de zm tel que 

11 application (x,O,O) ~ xoh
3

(x,O,O) 

21Ti{3 .x 
Xoh

3
(x,O,O) == e x • On définit alors le 

prolongement h 
4 

de h
3 

à R e x Rm x H en termes de dualité par la formule . : 

pour tout triplet (X, Y ,Z) E: Rex Rm x H, 

211'i(3 X 

(hiX, Y ,z),x > = e " (h 3(o, Y ,z),x) 

Malheureusement, l'homomorphisme h4 ainsi défini peut ne pas être injectif ; nous 

e m corrigeons ce défaut en introduisant un autre homomorphisme h5 : R x R x H-+ 

Ta x Tm défini comme suit 

où II est la projection canonique de Rm sur Tm. 

Les homomorphismes i 1 et i2 ont un sens évident dans ce diagramme. 
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c) Supposons le théorème prouvé pour Rex Rm x H, Tex xTm, h. Soit S 

un convoluteur à support compact sur Re, x z111 x H ; d' après ( ô ) on sait que : 

lli1osllPM (R exRmxH) = l!sl!PM (R exRmxH) 
p p 

ll½owoh2osllPM (l'cxxTm) = llh2osllPM (G )· 
p p 4 

Il s'en suit qù 1on aura: 

3 . Fin de la preuve de la proposition. 

Supposons le théorème prouvé pour les groupes de la forme décrite par l 1 énoncé 

de la proposition. D I après les parties 1 et 2 de la proposition, pour avoir une preuve 

complète du théorème, il suffit de 11 établir pour les triplets { h,RnxH, T0
}, H 

étant un groupe compact. 

Par ailleurs, le lemme (fil.o) nous dit qu'il suffit de le prouver pour les fonctions 

f sommables sur Rn x H dont la transformée de Fourier est à support compact. 

Soit f une telle fonction ; considérons un voisinage V compact, symétrique 

du support de f qui contient 11 élément neutre Ô du groupe dual Rn x H ; V 

engendre un sous-groupe ouvert n " r
5 

de R xH, 
A 

de la forme r
5 

= Rn x z1I1 x F 

A 

où F est un groupe fini, voir ( g ). 
A A 1 

On remarque que r
5 

n h(Z0
) est dense dans r

5 
; soit r

6 
= h- (r

5
) et 

G 6 le groupe dual de r 6 ; alors h se prolonge en un homomorphisme 

* n m h : R x Z XF -+ G6 tel que le diagramme ci-dessous soit commutatif: 
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Comme l' annulateur n H
0 

de r 
5 

dans R x H est compact, l' annulateur de r 6 

dans Tex est h(H) = H1 . 

f, resp. hof, est une fonction H
0

, resp H
1

, périodique, par conséquent : 

llfl!PM (RnxH) = ll1r 1ofllPM (RnxTmxF) 
p p 

llhof llPM (Tex) = ll1r 2 o h o f 11PM ( G ) . 
p p 6 

Comme le diagramme est commutatif, Jes deux égalités ci-dessus terminent la preuve 

de la proposition. 

Généralisation du théorème O. 

Soit { An} une suite de réseaux dans un groupe abélien G = Rn x Tm x F. On 

suppose que le pas de An tend vers O et on note Â = UAn. 

Soit S un convoluteur de LP(c), à support compact. Alors il existe une 

suite Sn de mesures à support· fini, portées par A telles que : 

b) pour toute f dans LP(c), 

La preuve de ce théorème est la même que celle du théorème O. 

Grâce à cet énoncé, la preuve du théorème 2, établie pour (R, T2 ) au paragraphe 

précédent, se généralise sans difficulté pour les groupes de la forme Rn X Tm x F. 
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Démonstration du corollaire 2 . 

On sait que si h est injective, d'image dense, l'application, f + f o h de 

Soit C(G) l'espace d~ Banach, pour la norme de la convergence uniforme sur 

G 
1 

des fonctions f : G -(~ C, continues et bornées. Rappelons qu' un système fonda

mental des voisinages de O dans C( G) pour la topologie 8 de R. C. Buck est 

donnée par : v,,, = {({) E: C(G) ' ll<PI/J Il ::; E} 
~,E 1 oo 

où est une fonction continue nulle 

à l'infini et E > 0 un nombre réel arbitraire cf. [1] . 

Rappelons aussi que f3 coihcide sur toute partie bornée (pour la norme de la 

convergence uniforme sur G) avec la topologie de la convergence uniforme sur tout 
1 

compact et quel' espace vectoriel dual de C(G
1
) /3 est l'espace de Banach M(G) des 

mesures de Radon bornées sur G. 

Soit ({) une fonction de Bp ( G 
1 

) ; on peut supposer sans restreindre la généralité 

que Soit l'image par l'application f + f o h de là boule unité 

de Ap(G2). Supposons que ({) ne soit pas dans la fermeture de Qp' pour la 

topologie de la convergence uniforme sur tout compact. D ' après le paragraphe précédent 

({) n I est pas dans la {3-fermeture de Q ; le théorème "des bipolaires" dit que dans p 

ces conditions on peut trouver une forme linéaire du ~-dual de C(G), 
1 

une mesure de Radon µ 

et 

sur G, telle que : 
1 

l lt I IA ( G ) ::; 1 , 
p 2 

11 ({)(x) dµ (x) 1 > 1. 
G1 

Il f o h(x) dµ (x) 1 
G1 

par conséquent 

::; 1 



18. 

Alors 

ce qui est une contradiction avec le théorème i. 

Pour terminer, faisons une remarque sur les algèbres de restrictions A (E). p 

Remarque. 

L I analogue du théorème de G. Krein pour A2 (R) existe en termes d I algèbre 

AP(R) et s'énonce : 

borné J 
Soit I un intervalle fëië1actroite numérique R ; soit cp une fonction continue 

sur I telle qu I il existe une constante C cp vérifiant la condition : 

Pour toute mesure à support fini µ, portée par I : 

IJ
1 

q,(x) dµ(x) 1 :5 CI/J Ilµ IIPMP(I ) alors q, c AP(I). 

Donnons 1' idée de la preuve. 

Quitte à faire une translation suivie d' une homothétie, on peut toujours supposer 

que I = [o, 211' [ et que cp s I dnnule en dehors d'un intervalle strictement contenu 

dans I. Alors on peut trouver une fonction e de AiR} qui vaut un sur le 

support de cp et nulle en dehors de I. Soit µ une mesure à support fini sur 

le cercle unité T, elle s'identifie à une mesure µ ' , Z périodique sur la droite ; 

µ 1 e est une mesure à support dans [o,21r[ dont la norme dans PM (R) ne p 

dépasse pas une constante absolue multipliée par celle de µ dans PMP(T). 

CHJI 
Alo:;:,s [6] Îpermet de voir que cp est une fonction de Ap (T}. L I isomorphisme 

local de Ap [T] et AP(R) donne le résultat. 



On peut généraliser ce résultat pour obtenir 1' analogue du théorème de 

Rosenthal [7J . Il n'y a d'ailleurs pas de modifications sérieuses à faire sur la 

démonstration de Rosenthal. 

III. LEMME O. 

19. 

Soient r 
1 

et r 2 deux groupes abéliens localement compacts ; soit h : r 
1 
~ r 2 

un homomorphisme continue, d I image dense. 

On suppose que pour toute fonction f de A2(r 2) à support compact, on ait 

l'égalité 

Alors pour toute fonction continue m sur r 2 , si m est dans MP (r 2) 

m
1 

= m oh est dans MP(r
1
) et il y a égalité de norme. 

Démonstration du lemme. 

Soit m : T 2 + C une fonction continue sur r 2 , à valeurs complexes et soit 

m
1 

= m oh. Il faut montrer que si m
1 

est dans Mp(r
1
) alors : 

i) m est dans MP(r2) 

ii) llm1 IIM (r ) = llml!M (r )' 
p 1 p 2 

Mais on sait [et. 6, théorème 1.2] que si m est dans MP(r2), m
1
E:MP(r1) 

et llm1 IIM (r ) ~ llm!IM (r )· Il suffii donc de prouver que m est dans Mp(r2) 
p 1 p 2 

et que 

llmllM (r ) ~ llm 1 l!M (r ) . 
p 2 p 1 

a) Pour toute fonction cp € L 1 (r 2 ), m1 = . [m * J o h est dans Mp (r 1) et sa 



norme ne dépasse pas llm111.vi (r )ll<Pll 1 .• 
1 p 1 L (r2 ) 

Soit g : r 
1 

+ C une fonction continue à support compact, on va montrer que 

IJ m1(y 1}g(y 1)cty 1 1::; l!m1!IM (r )ll<Pll 1 ll;IIA (G )· 
r

1 
p 1 L (r2) p 1 

En effet: 

(j) J m 1/y1)g(y1)dy1·= j {j m(h(y1)-Yz)'-P(Y2)dY2}g(y,)dy1 
r1 r 1 r2 

= J {J m(h(y 1)-y 2 )g(y 1)cty 1} <P(Y4)dy2 r2 r 1 

JJ m l~(y 
1

) - h(y p)g(y 1) cty 1 1 
r1 . 

llm1 IIM (r )ll;!lA (G ) 
y 1 p 1 p 1 

= llm1 llM (r )l!;!IA (G ) 
p 1 p 1 

où m1Y 
1 

est la translatée de m1 par Y 1 : m1y 
1
(y 1) = m,(Y 1-Y p. 

(\1.tt. 
Comme h(r 1) est dense dàns r 2 et ~ m est une fonction continue, 

pouii tout point y 2 de r2 , 

Ur m I h( Y 1) - Y 2 1 g( Y 1 ) cty 1 1 

1 

Reportons cette inégalité dans û) il vient : 

20. 



21. 

La majoration désirée, pour la norme de m1, résulte de la dualité Ap(G
1
), 

f à support 
C( 

compact et soit { f /3 } 

compact. 

une approximation de l' unité de à support 

Pour tout couple (ex, /1) [mf J * f /3 est une fonction de A2 (r 2 ) à support 

con1pact et d I après l'hypothèse du lemme et la partie a) : 

~ Il [mfex]ohllM (r )llf8Î! 1 p 1 L (r 
2

) 

:::; llmohl!M (r )Jlf ohll8 (r ) 
p 1 ex 2 1 

< llmohllM (r )· 
p 1 

Le filtre { Lmf ex] d J o.E:A, ,B E:B est borné dans M/f 2 ) ; on voit facilement 

qu'il admet une valeur d'adhérence qui est m, car la continuité de m montre 

que lim lim (mf cx) -J<-f ,B = m uniformément sur tout compact de r 2 . m est dcnc 
(X f3 

dans M (r 2 ) et !lm I IM (r ) ~ l lmoh IIM (r ) ; ce qui termine la démonstration du 
p p 2 p 1 

lemme. 



22. 
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