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CHAPITRE O - INTRODUCTION 

Nous avons tenté de recenser et étudier ici un certain nombre de 

problèmes se posant en glaciologie à propos de 1 1 écoulement des glaciers. 

Il apparaît alors deux directions de recherche 

- D'abord 1°étude des équations régissant le milieuo On établit ainsi 

l'existence et l 1unici té des solutions pour différentes lois physiques 

nhabitue1lesu et on met en évidence les deux principes variationnels duaux 

relatifs au champ des vitesses et au champ des contraintes. 

- Puis l 1 étude des problèmes inverses dans les différents cas physiques 

envisagés : identification de la loi de frottement au fond ou identification 

du lit rocheux. 

Le chapitre 1 est avant tout un chapitre de rappels et s'appuie essen

tiellement sur le 11Traité de Glaciologie 11 de M. Lliboutry [ 1]. On y _pose le 

problème des vitesses sous sa forme la plus générale et on indique les diffé

rentes lois de frottement envisagées. 

Le chapitre 2 traite le cas de l'écoulement permanent parallèle des 

glaciers de vallée dans les deux hypothèses où la loi de frottement est soit 

connue, soit à identifier. 

Le chapitre 3 est consacré à 1°écoulement d'une nappe de glace dans 

le cas bidimensionel 1 puis à 1°identification du lit rocheux. 

Cette étude n°a pu être menée à bien que grâce aux fructueux contacts 

que nous avons pu établir au Laboratoire de Glaciologie du C.N.R.S. de 

Grenoble avec M. Lliboutry son Directeur, et M. Reynaud. Qu0 ils soient remer

ciés ici pour leur collaboration ainsi que M. Gastinel dont une conférence 

au Colloque d'.Analyse Numérique a été le point de départ de ce travail. 

Ma gratitude va, bien sûr, tout spécialement à M. Temam, et à 1 1 équipe 
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d 1 .Analyse Numérique d 1 0rsay dont les encouragements et les conseils ami-:;aux 

m'ont été précieux, ai.nsi qu 1 à M. Glowinski à qui la partie numérique de 

cette étude doit beaucoupo 

Je remercie également M. DEmy d'avoir bi.en voulu accepter la présidence 

du Jury et M. Métivier de m1 avoir 9 à 1 1 occasion de mon second sujet, proposé 

une ouverture vers les équations aux dérivées partielles stochastiques. 

Mme Parvan a bi.en voulu se charger de taper mon manuscrit ; son effi

cacité n 9 a eu d 0égale que sa gentillesse et je lui en suis très reconnaissante~ 

de même qu 1 à Mmes Launay et Zielinski qui en ont assuré avec diligence le 

tirage. 

Je do.is enfin remercier mon mari et mes enfants qui non seulement 

supportent mais même encouragent mon encombrant penchant pour les mathématiqueso 



CHAPITRE J - DESCRIPTION DES MODELES MATHEMATIQUES 

I. ]YPOTHESE.S GENERALES E1I:' EQUATJONS A LVl:NTEIUE,IJR .. 

1°) Propriétés mécaniques de la glace. 

La glace est assimilée à un matériau incompressible et isotrope. On suppose 

de plus sa densité p constante. L'équation de continuité est alors automatiquement 

vérifiée. 

2°) Equations de 1 1 équilibre : 

On écrit les équations de l'équilibre sous la forme 
oU· 3 ou. 3 ocrij 

( 1 ) p[o/+ L _i u] +I: ~ = pXi i = 1 , 2, 3 ox. j 
j=1 J j=1 J 

où X. représente la composante selon l'axe x. de la. résultante des .. 1'.orces.d'.origine 
1 l . 

extérieure par. uni té d.e .masse. Les crî.ysa:rt le1;1 o:i;pos.res œ..s œ,mpé>sa:rrtes duitenseur ,cl3s contra:ir.tes 

['"· .J(oncomptedonc po·sitivemoot les compressions, et [cr .. ]= - [-,; .. ]),et les u. lJ . . . . ·· · lJ lJ l 

les composantes du champ de vitesse J = (u
1

, u
2

, u
3

)~ 

On notera [s .. ] le tenseur des vitesses de déformation, de composantes 
lJ 

ou. ou. 

(ox ~ · + o/) • 
J l 

3°) Loi de comportement. 

Introduisant la pression hydrostatique 

1 
1P = - E crl. i 3 i 

on définit le déviateur des con train tes par 

crij = crij - 1P ôij • 

On suppose, en glaciologie, la loi de comportement linéaire; les hypothèses d'iso-

tropie et d'incompressibilité conduisent alors à une relation de la forme 

[cr! .] = - 271 U .. ] • 
lJ lJ 

Admettant de plus que, à température donnée, la viscosité î1 n'est fonction 

que du second invariant de l'un ou l'autre des tenseurs (critère de Von Mises géné

ralisé) , ·on obtient alors, à partir de ( 5) , une nouvelle expression pour la viscosité ~ 

( 6) 
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où 1; désigne la cission efficace 

1; = '~
2
• avec - I' = j [ I: (a .. - 1P)2 + ~ 0

2 
] v- .L, 2 2 i n .. ij 

. l J 

et y représente la vitesse de cisaillement efficace 

avec 

4°) Loi de déformation. 

""""""? •2 
~ e, ..• . . lJ l,J 

Comme il est d'usage en glaciologie, la loi de déformation admise ici sera 

la loi de fluage non linéaire de Glen. Nous l'écrirons généralement sous la forme 

( 7) 

(s) 

• y = 

B 
e,n 

B 
e,n 

= B n 

n 
1; avec 

J;ie 
e 

l\, et k désignent des constantre positi..ves ne dépendant que de l'exposant n choisi e::; 
Ll n 

e la température (supposée exprimée en degrés Celsius, c'est-à-dire voisine de Oo 

Si l'on remplace e par la température absolue T, il faut prendre ( 8) sous la forme 

- .!s!i 
B' e T). 
n 

Il peut aussi être intéressant de considérer des lois polynomiales de la 

forme 

( 9) y = L B ,. n 
nE,Jf e,n 

où ,)f désigne un ensemble fini d'exposants. Ce cas sera examiné au Chape 2 § VI. 

Remarque : on retrouve comme cas limites de (7) le corps visqueux newtonien 

(n=1) et la plasticité idéale (n infini). Dans le pratique l'exposant n~ souvent 

égal à 3, est toujours strictement compris entre 1 et + oo" 

5°) Le problème des vitesses. 

La loi de déformation ( 7) permet de réécrire la viscosité (6) sous la forme 

( 10) Y) = 
1 1 

B- ri. • ri. -
e,n 'Y 

et la loi de comportement (5) devient 
1 j - 1 

[ aij] 
- ii y(~t [Éij] = -2 B avec 
e,n 

ôu. 2 c)u. ôu. /r} y(~) = [2 1; c-2;> + r: ( ÔX~ 
+-J 

. l c)x. ·"t ÔX: 
l J.. J J 1 

Les relations ( 3) (4) ( 11 ) permettent alors d'éliminer les contraintes dans 
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les équations de 1 1 équilibre ( 1) pour obtenir le problème des vitesses sous la 

forme 

- 3 3 
1 1 

1 - - -
p[~~ + E àu] -c à [B n y(;t (àu vu .)J - -U. 

àx. + + V 1P p g ' J àx. e,n àx. J 
J j=1 J J 

( •• , 1 
\ '): 

3 àu. 

L J 0 
ÔX. = ' j=1 J 

y(;) étant donné par ( 12L 1P désignant la pression hydrostatique et g 1 1 accé-

lération de la pesanteur .. 

Remarques: 

a) Si la loi de déformation est supposée polynomiale (forme (9)), elle ne 

pen.8t plus d'exprimer la viscosité en fonction de la vites se seule. Nous verrons 

au Chap. 2 § VI que 1 1 on peut cependant, par dualisation du problème des contrain

tes 9 poser un problème variationnel pour la vitesse. 

b) On retrouve, dans l 8hypothèse du corps visqueux newtonien (n 1) à tem-

pérature constante, les habituelles équations de Navier-Stokes 

[à; c3 à; J - - -
p 0t + . u. àx . - Tl lm + 'y 1P = p g 

J=1 J J 
3 àu .. 

C -1 . àx. 0 • 
. J=1 ;J 

c) L'écoulement des glaciers est assez lent pour que l'on puisse négliger 
_,, 

\1 u àu le terme quadratique w 
j àx. 

dans (13). Pour les valeurs de n couramment 
J 

admises par les glaciologues (n ~ 3), la dérivée est, elle aussi, négligea-

ble devant le terme 
1 --1 .....,. 

E à [ y(uJn (àu +vu.)] qui est d'ordre 1 
àx. -àx. J n 

j J J 

On suivra donc ici l'usage des glaciologues, qui, supposant les mouvements très 

lents, négligent les forces d'inertie. On posera dans toute la suite le problème 

des vitesses sous la forme simplifiée 
3 - r= 

j=î 

3 
I: 
j=1 

_j j - 1 -
~ [B n y(;)n ( àu 
àx. e,n àx. 

J J 
àu. 

J = 0 àx. 
J 
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où y(Ü) est toujours donné par (12). 

Des vitesses et de la pression hydrostatique, on peut déduire le champ de 

contraintes par les relations (11) et (4). 

6°) Eguation de la chaleur. 

La situation est différente selon le type de glacier considéré. On se limite-

ra aux deux cas suivants 

a) Glacier tempéré il n'y a pas de transfert de chaleur. La température 

reste constamment égale à o0 c et 1 1équation de la chaleur se réduit donc à 

0 = o • 

Le problème des vites ses ( 14) est, en conséquence, indépendant de la température. 

b) Glacier froid: la chaleur peut être transférée soit par conduction, 

soit par convectionG L 1énergie transformée en chaleur par unité de volume et unité 

de temps est égale à 

I: 
i,j 

a~ . Ê . . 
lJ lJ 

Notant K la conductibilité de la glace et C sa chaleur spécifique, 1 8 équation 

de la chaleur s 8 écrit: 

( 17) 
à0 _,, _,, 

Cp à t = K 1::,0 - Cp u. 'v 0 + y -c • 

Les relations (6) et (10) permettent de calculer -c en fonction de y pour ob-

tenir 
1 k_n0 1 - -

( 18) B n .n 
B 

n n .n 
't = y = e y 0 1 n n 

Notant alors K h =-
Cp 

la diffusivité de la glace, l'équation ( 17) devient dans 

le cas stationnaire _j 

- h 1::,0 

,n 
k 0 1 B. - +1 

...;, -'> n exp(- ...E:...) y(Jt + u. v0- Cp = 0 . n 

On doit donc, pour les glaciers froids, résoudre globalement le système couplé 



IL LES CONDITIONS AVX LIMITES. 

10) Conditions en surface. 

I. 5 

On considère, en tout point de la surface du glacier, un repère orthonormé 

direct lié au glacier ; 
-;, 

v est un vecteur unitaire normal à la sur-

- -face, s et t deux vecteurs unitaires orthogonaux du plan tangent. Dans ce re-

père on écrit le tenseur 

[ 

os 

[a .. ] = o t 
l.J S 

a sv 

[a . . ] 
lJ 

sous la forme 

0

sv j 0 tv 
0 

V 

Su..r un plan tangent à la surface ne s 1 exercent aucunes contraintes de cisaille

ment (le "frottement" est nul) et la contrainte normale (qu 1 on appellera aussi 

l.a "pression normale") est égale à la pression atmosphérique notée H o On obtient 

ainsi les condtions aux limites en surface 

( 20) a =a =0 sv tv 

a = H • 
V --La composante normale de la vitesse en surface, u.v, étant généralement faible 1 

on pourra remplacer la condition ( 21) par 

(22) en surface. 

Notons que cette hypothèse simplificatrice n'est nullement essentielle pour les 

résultats ultérieurs. 

Pour un glacier froid la température en surface est supposée égale à la 

température extérieure 

e = e 
0 

e connu. 
0 

2 °) Conditions à la limite du lit rocheux. 

a) Glacier froid: on suppose la vitesse de glissement nulle au fond, 

c I est-à-dire 

au fond. 
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On fait sur la température l'hypothèse 

àe 
àv = Go gradient géothermique. 

b) Glacier tempéré il semble par contre peu .réaliste de s:upposer qu'il 

n 1y a pas de glissement dans ce cas. L'hypothèse de non décollement de la glace 

fournit une première relation: 

(26) -+-+ 
u.v = 0 au fond, 

à laquelle il faut adjoindre une loi de frottement au fond. Les deux hypothèses 

les plus fréquemment avancées par les_ glaciologues sont : 

- d9une part la loi de frottement solide de Coulomb en présence d'une pres

si.on interstitielle proposée par_ Lliboutry [ 2]. Le frottement f est alors supposé 

de la forme 

(27) f = C N , 
0 

où C
0 

est une constante et N la valeur moyenne de la différence entre la pres

sion de la glace et la pression de l'eau dans les cavités. 

- d 9 autre part la loi de Weertman, qui s 1 apparente à une loi de frottement 

visqueux 9 et lie le frottement sur le lit à la vitesse de glissement au fond par 

la relation 
2 

f = C 1 j ;1 n+1 (2s) 

où est une constante et n l'exposant de la loi de Glen (7). 

Remargue.o 

La détermination de la loi de frottement au fond est un problème extrême

ment délicat 1 qui, de l'avis des glaciologues, est loin d'être résolu de manière 

satisfaisanteo Les difficultés pratiques d'évaluation, soit de N (si l'on veut 

prendre en compte 1 1hypothèse (27)), soit de c
1 

(si l'on envisage de travailler 

avec la loi de Weertman (28)) 1 nous conduiront à poser le problème en termes d' i

dentification: nous ne conserverons au fond que la seule condition aux limites 

(26) et nous chercherons à déterminer le frottement sur le lit rocheux en utilisant 

des données supplémentaires en surface. 
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IIIo CONCLUSION. 

Il apparaît ainsi deux grandes familles de problèmes 

1 o) Etude des équations du milieu. 

a) Glacier tempéré : la température e étant donnée par (15), on cherche 

à résoudre le problème des vitesses ( 14) (indépendant de e) avec. les conditions 

aux limites (20) 9 (21) ou (22), (26) 9 (27) ou (28)Q 

b) Glacier froid: la vitesse et la température sont données par le système 

couplé (14) (19) avec les conditions aux limites (20), (21) ou (22), (23) (24) (25). 

2°) Problèmes ihverses 

Les contraintes sont données en surface par les relations (20) et (21). 

Si l'on mesure en outre les vitesses en surface, on obtient donc des informations 

surabondantes sur la surface à l'air libre. Ceci permet alors de se poser divers 

problèmes d'identification. Par exemple : 

P1 la géométrie du glacier étant connue 9 identifier la loi de frottement au fond. 

P2 la loi de frottement au fond étant donnée 9 trouver l'épaisseur du glacier, 

c I est-à-dire identifier le lit rocheux 0 

P3 : connaissant la géométrie du glacier et admettant la loi de Coulomb (27) au 

fond, identifier Pexposant n de la loi de Glen (7)0 

Les chapitres suivants concernent les glaciers tempérés. On y étudie les 

équations du milieu pour les glaciers de vallée à écoulement parallèle, et pour 

les nappes de glace. On y donne également divers résultats concernant les problèmes 

P1 et P2o Le cas des glaciers froids fera l 8 objet deune publication ultérieure. 



CHAPITRE 2 - ECOULEMENTS UNIDIMENSIONNELS 

I. POSITION DU PROBLEMEo 

On considère dans ce chapitre Pécoulement permanent parallèle de la glace 

~-G Jong d 1un canal régulier cylindriq_ue d 1 axe ox
1 

P de section droite Q (située 

dans le plan 

qui fait avec l 1horizontale un angle a • La hauteur max.imale de la section droite 

e2t notée a, et h désigne la distance du niveau 
w 

piezométriq_ue à la surface. 

On suppose q_ue le mouvement permanent se fait parallèlement à 1uaxe Ox
1 

avec la 

vitesse u
1 

• Le champ de vitesses est donc de la forme J = (u
1 

~ 0 9 0) o 

éq_uations ( 1 .14) et ( 1 .11) fournissent alors les relations 

= 0 aii = 1P 

..! - 1 à n • n u1 
=- B v· (j1j ! 0x. 

J 
et 1 1 expression ( 1 o 12) de y 

àu 2 
y(u1) = [(àx 1) + 

2 

j = 2, 3 

se rédui.t à 
èu 2 1 

(-....1) ]2 
àx

3 

- 0 

Les inconnues du problème sont donc toutes indépendantes de la vari,able x
1 

La tro.is::Lème éq_uation de 1uéq_uilibre ( 1.1) permet de calculer la pressi.on hydrosta", 

tiqueo Elle siécrit en effet 

( 6) Ô(P 
~ = p g cos a 

3 
;joint à la condi.tion aux li.mi.tes ( 1 .21) - H (pression atmosphé-

"ique) pour x 
3 

= 0 donne : 

1P = H + (p g cos a)x
3

• 

Il ne reste donc plus q_ue les trois i.nco.nnues et 

Pour simplifier les éq_uations 1 nous introduisons les variables réduites 

X, 

X.= _J 
J a 

u1 
u =--------

a B(p g a sin 

et les notations 

hw 
H = -

w a 

(J 1 . 
J T. = <=> 

J p g a sin a j = 2, 3 
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L'équation de l 1équilibre ( 1 .1) pour i = s'écrit alors 

à T2 à T3 
- + - = -1 àX

2 
àX

3 
( 8) 

et la loi de comportement (1 .11) fournit la relation 

(9) 

ce qui conduit à l "équation vérifiée 
1 

- (1- ln-1 -- ïJ .,. V u V u) = 1 

à l'intérieur pour la vitesse 

dans Q • 

La condition en surface (1 .20) entraîne 

T = 0 
3 

sur ro 

u 

Si 1 1 on adopte pour condition de frottement àu fond la loi de Coulomb sous la 

fo:r.·rne ( 1 .27), on obtient sur le lit rocheux 

( 12) 
-? -? 

-f = T • v = - C
0 

N/p g a s.in a: 

r la condition aux limites 
r 

-;. 

où v est le vecteur unitaire normal à rr et dirigé vers le lit. Dans le cas 

considéré ici (écoulement parallèle d'un glacier de vallée), l'évaluation de N 

conduit· à expliciter f sous la forme : 

{
c x3 o ~ x

3 
~ 

f = C [Pw H _ Pw-P X ] 
p w p 3 

désignant la densité de l 1 eau (et 

H 
w 

p 

Hw ~ x
3 

~ 1 

toujours celle de la glace). La cons-

tante C sera dét(ë)rminée en écrivant que le champ de contraintes est statiquement 

admissible 9 c I est-à-dire 

Jr, f 
df = mes Q 

r 

où mes Q désigne la surface de la section droite Q • 

Si l'on choisit l'hypothèse de Weertman (1.28)g on remplacera (12) par la 

condition 
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II. DETERMINATION DE LA VITESSE SOUS L'HYPOTHESE DE FROTTEMENT SOLIDE. 

On suppose dans toute la suite Q borné et sa frontière de classe 

morceaux. On pose 

1 p=1+ n 1<p<2. 

Les relations (9) ,(10),(11),(12) permettent d'écrire le problème relatif à la 

vitesse 

( 17) 

( 18) 

dans Q 

par 

Inversant la relation (9), on peut calculer le champ de contraintes à partir de la 

vitesse par 

Nous démontrons au théorème ci-après l 1 existence de solutions du problème 

(17) (18) dans 1 1espace w1,P(Q). Avant cela, nous établissons q_uelq_ues lemmes q_ui 

permettent de donner un sens aux conditions aux limites ( 18) lorsque u € w1 ,P(Q). 

Lemme 1. 

Si Q est ..1ill: ouvert borné de IR.m dont la frontière r est de classe c2 par 

définir de manière unigue la trace normale <f: v de :; ~ r par 
1 

\ ef:v € w-ël ,q_(r) 

l <t';, <li/ > =J :; . :;<lidQ+J 
r Q Q 

(20) 

L'application ~ est linéaire continue de E 

-'> 
div v <li dQ 

dans 
1 -- , w q_ 

q_ 
(r) et sa restriction à -- -

[ C 1 rn) ]m (gui est 23E_ ~ espace dense ~ E) coïncide ~ la trace. normale ~ 
af' -'>-'> 

sens usuel : Co v = v .v 

Démonstration. Soit cp donné dans 
j ,q_ 1 

Wq_ (r); par hypothèse q_' ~ 2. On peut 

donc associer à cp 

l'application cp -~ 

( cf. Grisvard [ 4 J). 

un relèvement <li€ w1'g_
1

(Q), vérifiant 
1 

W
q,'9.'(r) soit linéaire continue de 

<li/r = cp et tel g_ue 

dans w1 ,g_' (Q) 
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Pour et cp fixés la q_uan tité J -;J. V<î? QQ-f div -;J.CJI dQ est indépendante du 
Q Q 

relèvement choisi. En effet si <I?
1 

est un autre relèvement, (<I? - <I? ) E w1 ~q_' (Q) 
1 o 

et le résultat est immédiat par densité de dans w1,q_' (Q). 
0 

L1 application cp ~ J -; . véf;} ~,I div -;J.<I? dQ est donc une forme linéaire 
J,q_u Q Q 

continue sur Wq (r) et l'on peut écrire la formule de Stokes 

J -;J • Vc;DdQ+J . div -;JA:; dQ = <<Cv , cp >r avec 
Q Q 

J,q 
'r':v E:· wq (r) . 

Le relèvement cp ~c;D pouvant être choisi linéaire continu il est facile de voir 

que 1 1 application trace normale '( est linéaire continue, de 
_J,q_ 

d1_;; graphe dans W q ( r) . Soit main tenant -; E: [ C \Q) t 
< 'Cv 9 c;D /r > = J (-;J • Vé;D dQI- div -;J<I? cl,Q)dg;J -; • -; c;D / df 

Q :J r r 
Or les traces des fonctions de c1(g) forment un sous espace 

E muni de la norme 

..1 g_' 
Wq, (r) dense de 

et l 1 égalité a donc lieu pour tout <I? E: w1 ,q' (Q). Il s 1 ensuit que 

\;/-::JE: [c1Cf.Dt. Remarquons enfin que [c1cIDt étant dense dans E, ~ est donc 

définie par (20) de manière uni.que. 

Lemme 2. 
1 1 -~,p 

f E: w P (r) 

Démonstration. Si 

donc appli.q_uer le lemme 1 .car p' > 2. 

Remarques. 

• Si f 

• Si f E: 

sur 

est donné par 
-~, p' 

w P (r ) 
r 

et O sur 

~ et si f 

r ), alors 
0 

les conditions ~ limites ( 18) ont llll. 

et on peut 

est a fortiori dans 

désigne le prolongement de f par zéro 

~ _,J. ,P'-
f E: w P · (r ). 

0 

Le problème des vitesses sera donc posé sous la forme plus précise: 

Problème ~ : trouver u E: W 1 'P(Q) solution de ( 16) ( 17) ( 18). 

On rriontre facilement q_ue le problème ~ .est équivalent au problè.me vaiüatfonnel 



Introduisant 1 1 énergie potentielle du système définie par 

(21) apparaît comme l 1équation d 1 Euler du problème de minimisation 

(23) Min ~(v) • 
v E w19P(Q) 

On retrouve ainsi le 1er théorème de l 1 énergie potentielle 

THEOREME 1. 

SoJ_t f 

sur 

- 1 p' 
donné dans W pV' j (r ) • Résoudre le problème 'f revient à minimiser 

r 

1 1 énergie potentielle ~ du système. 

On peut alors établir le résultat d 1 existence et d'unicité suivant: 

THEOREME 2. 

Si de plus f vérifie ( 14) k problème g;i admet une solution u 9 unique à™ 

constante additive près. 

:OOmonstra~;io.n. L'espace W 1 9 P(Q) contenant les constantes 1 l'hypothèse 

( 14) < f 9 1 > = mes Q 9 est bien une condition nécessaire à lu existence d 0 un mini-

mum pour le problème (23). 

Cette hypothèse permet en outre de définir dans l 1 espace w19P(Q)t1R (quotient 

de w19P(Q) par les constantes) une fonctionnelle J en posant 

Vv E v ; 
J est alors strictement convexe 9 continue et coercive et l 1 on obtient ainsi 

1°existence et 1 1unicité de .! E w19P(Q)_;jR minimisant J • 

Alors tout u E û_ est solution de (23) et donc du problème P 

Remarques. 

Il apparaît ainsi que 9 pour déterminer de manière unique la vitesse 9 il est 

indispensable de se don..n.er une information supplémentaire provenant des mesures 

physiques. Ce peut être par exemple la vitesse au centre en surface si le champ des 
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vitesses est continu ou le débit. 

-> 
Par contre, le champ de contraintes T , lié à la vitesse par la relation 

(19), est toujours uniquement déterminé dans [1P' (Q)J 2 • 

III. DETERMINATION DE LA VITESSE SOUS L'HYPOTHESE DE WEERTMAN. 

On peut également étudier le problème des vitesses sous l'hypothèse de 

la loi de frottement de Weertman (1 .28). 

Il se pose alors sous la forme 

Problème s:>1 : trouver u E w1'P(Q) solution de 

( 24) - v.(jv ulp-- 2 vu) = 1 

(25) lv ul P-
2 àu 

àv 

( 26) lvulp-2 àu 
àv 

où l'on a toujours 

et où 1t 

1 
p = 1 + -n 

estdonrié par 

2 
rc=1+- 9 n+1 

= 0 

1 1rc-2 + c
1 

u u 

dans Q 

sur r 
0 

= 0 sur r r 

c
1 

étant une constante strictement positive. 

On voit facilement au moyen du théorème de Sobolev que la condition aux 

limites (26) a un sens car : 

avec 

( 29) { qo = 1 + n_: 1 si n > 
q

0 
fini quelconque si n = 

(i.e. p < 2) 

(i.e. p = 2) 

Donc si u E W1'P(Q), U/r E 11t(rr) 
r 1 , 

Alors lulrc- 2 u E 1re' (r ) c w-Jii, p (r ), 
r r 

( ) -p ,p' ( ) 
26 a un sens dans W r . 

r 

n+3 rc' = 2 , p' = n+1 , de sorte que 

Remarque 

On a donc toujours TC < q 
0 

et il en résulte que 
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-1; ,P 
wP (r) c Ln(r) l'injection étant compacte. 

r r 

Notant alors t'(v) l'énergie potentielle du système sous lthypothèse de Weertman, 

définie par: 

+ 21 J IV I n dr - J V dQ 
n r Q 

r 
on démontre les théorèmes 11 et 2 1 analogues aux théorèmes 1 et 2. 

THEOREME 1 ' • 

, , ( mt) Resoudre le probleme ;;· revient à minimiser sur w1'P(Q) 1 'énergie potentielle 

~ 1 du système. 

THEOREME 2' • 

Le rroblème ( P 1 ) admet une solution u I unique. 

Remarque 2 • 

• Avec la condition de Weertman le problème des vitesses est coercif sur 

w1'P(Q) et l'on définit la vitesse u 1 de manière unique. 

L'étude faite pour les deux lois de frottement envisagées est très sem

blable. Eour éviter les redites on supposera dans toute la suite de ce chapitre 

que la loi de frottement est celle de Coulomb [cL( 1.27J].Par contre au chapitre sui

vant (chapitre 3), l'hypothèse de base sera la loi de Weertman. 

IV. DUALISATION DU PROBLEME DE LA VITESSE. ETUDE DES CONTRAINTES. 

Nous allons maintenant, mettre en évidence la dualité entre les deux prin

cipes variationnels régissant le champ des vitesses et le champ des contraintes. 

1°) Rappels sur la dualité. au sens de Fenchel-Rockafellar. 

On rappelle ici le cadre d 1Ekeland-Temam [5] : 

V et Y sont des espaces de Banach réflexifs, V* et Y* leurs espaces 

duaux. 

- A est un opérateur linéaire continu de V dans Y A* son adjoint. 

- F (resp. G) est une fonction convexe s.c.i. de V (resp. Y) dans 
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JR U { + oo}, non identique à + oo • 

F* (res:p. G*) désigne la fonction convexe conjuguée de F (resp. G) o 

Elle est s.c.i. et non identique à + oo. 

A partir du problème d'optimisation P (dit problème primal) 

( ~) Inf {F(u) + G(A u)} 
u(V 

on définit un :problème g:i* dual de ~ au sens de Fenchel-Rockafellar 

Su p {- F* (- A* q *) - G* ( q *) } • 
q*E:Y* 

Les relations entre le problème primal f et le :problème dual ~* sont les sui-

vantes 

a) Su.p ~ ~ Inf <g' 

b) S1 il existe u E: V tel que F(u) < + oo~ G(A u) < +oo 
0 0 0 

en Au 9 alors 
0 

Inf <f = Su.p ~ * 

~* admet au moins une solution· p* 

c) Relations duextrêmalité 

G continue 

g_* ( Y* est solution de ~ * et u E: V est solution de es> si et seulement si 

F(Ü) + F*(-A* g_*) = - < A* g_*, u > et 

G(A Ü) + G*(g_*) 

m m 
Si Y est un produit Y = II Y. , Y* = .II Y~ 

i=1 1 J.=1 1 
les espaces 

en dualité, et si la fonction G se décompose sous la forme 
m 

G(q) = C 
i=1 

G. (q.) 
J. l 

Y. 
G. ( IB. l 

J. 

où G~ est la fonction conjuguée de G .• 
l J. 

on a 

Y. 
J. 

et Y~ étant J. 

Dans ce cas la seconde relation d 1 extrêmalité du c) se décompose en les m rela-

tions : 

où A. u 
J. 

', G. (A. Ü) + G-l: (-;:;f) = < ";;f , A. Ü > 
' l J. l ':11 ':11 l 

est la 
.ème 

. l composante de A u • 

r/i=1, ... ,m 
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20) Du.alisatiàn du problème (21). 

On applique le 1 0) ci-dessus avec 

V= W1,P(Q) y = [LP(Q)]2 
.....,, 

A = V 

( 32) F(u) = -J u dQ+<f,u> 
Q fr 

(33) G(q) = - I hl p dx • p 
Q 

Alors -{° si 
div q* = -1 q!v = - f sur r 

F*(A*q*) 
+ 00 sinon 

où f = f sur r et 0 sur ro ' 
et 

r 

G*(q*) 1 I p' p 
= ?' lq*I dx p' =-

p-1 
Q 

LG riroblème g> est alors exactement le problème ( 21). .ci-dessus. 

Définissant le convexe K de [1P' (g) J2 par 

( 34) 
p' 2 

K = i q * E: [ L ( Q) ] ; div q * = -1 , 
q* .v = 0 sur 

q1.v =-f sur 

ce qui a un sens d'après le lemme 1, le problème g>* s'écrit 

et les relations d 1 extrêmalité donnent 

q* = iv ujp-2 Vu 

q* représente donc le champ des contraintes. nuoù le 

THEOREME 3. (2ème théorème de l'énergie potentielle). 

1 1 ensemble K ~ contraintes admissibles étant défini par (34) 9 k champ des 

contraintes~;éalise kminimum ~ K de l'énergie compléJUentaire. 

Corollaire 1 • 

Si Q est borné tl ~ frontière de classe 2 C par morceaux, si f est donné dans -- ----4 ,}pi 
w P (r ) 

r 
vérifiant ( 14), alors il existe un champ de contraintes unique 

-'> 

TE: K 

et~ vitesse 0nigue à~ constante additive près) u E: w1,P(g) solutions du 

pro blême posé • 
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L'ensemble des couples (u,T) coïncide~ l'ensemble des points-selle 

dans 1 p p' 2 W ' (Q) x .(1 (Q)) du lagrélllgien 

:C ( v, ëi) = J q. 9 v dQ - J v dQ + J f v d r r - ; 1 J 1 "qj P' dQ 

Q Q rr Q 

Remarques. 

1°) On a mis en évidence sur cet exemple la dualité classique en mécanique 

entre principe de l'énergie et principe de l'énergie complémentaire (Moreau [6] 

Du.vaut- Lions [ 7] Germain [ 8 J ) • 

20) On peut démontrer directement l'équivalence entre le problème aux 

limites relatif aux contraintes et le problème de minimisation (35) (cf. § VI 

. ' ) c:::."~apres • 

FONCTION DE COURANT. 

A partir de la relation ( 8), on introduit de manière classique une fonction 

de courant ~ E w1,P' (Q) définie par 

Faisons sur :~(e frottement f l 1hypothèse supplémentaire ( vérifiée si f est 

donnée par ( 13)) 

Alors si 1 1 on désigne par f le prolongement de f par O ( f E 1P' (r), f = f 

sur 

à r 

d 1 où 

et 

' 
on a 

0 sur r ) et par 
0 

la relation 

~ - f = T2 '(; -
3 T3 '(;2 

à~ x2 ~ - = - f +- '(;3 -
Ôri; 2 

à~ =- ôx
3 

X 
3 

2 '(;2 

étant un ouvert connexe non vide de 

qui s'annule sur 

le vecteur unitaire de la tangente 

x2 à~ 
X 

+ _] '(; - '(;3 +- '(;2 '(;2 0, 
3 2 àx

2 
2 

sur r 

r, il existe une seule primitive g de 

(car sur et ri; = O, donc 
3 

On obtient donc pour ~ la condition aux limites 
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(39) <Ji= g sur r avec g/r = O 
0 

et les relations (37) et (39) définissant une fonction univoque (même si Q ~ 1 est 

pas simplement connexe). 

De (9) on déduit l'équation vérifiée à l'intérieur par <Ji: 

2 X ·2 X 2 2 X 2 à <)! [n(-à<Ji + _3) + (-à<ji _ 2) J à <Ji [ ( à<ji 3) ( à<ji 
àx2 àx

2 
2 àx

3 
2 + àx 3 àx

2 
+ 2 + n àx

3 
-

2 
X X 

(~ + -1) ( Ô<)i - ~) == 0 0 

àx
2 

2 àx
3 

2 

Lêterminer le champ des constraintes revient .donc à trouver la fonction de 

courant <Ji E: w1 ,p' (g) solution du problème elliptique (40) (39). 

Il résulte du corollaire 1 que <Ji existe et est unique. La formulation 

en termes de fonction de courant du problème présente un grand intérêt numérique 

(Reynaud [9]), l'exposant n de la loi de Glen intervenant comme coëfficient dans 

(.,1co) et non pas en tant qu'exposant comme dans le problème des vitesses (22) (où 

p=1+J.). 
n 

VI. CAS D'UNE LOI DE DEFORMATION POLYNOMIALE. 

1 °) Résolution du problème des c.ontraintes. 

Nous avons jusqu I ici considéré la loi de déformation (1. 7) qui liait la 

vites se de cisaillement efficace i à la cission efficace ,:; par la relation 

n y= B ,:; n 

En inversant cette relation, on exprimait la viscosité 
,:; 

~ == - en fonction de 
y 

y seul ce qui permettait d'éliminer les contraintes pour obtenir ainsi un problème 

relatif aux seules vitesses. 

On considère maintenant une loi polynomiale de la forme 

( 41 ) y = L Bn -i; n 
nE: fh4 

cA" désignant un ensemble fini d'exposants avec Jfc ]1,-+=[. On ne peut plus alors 

éliminer aussi aisément la variable ,:; dans la viscosité (notons cependant que (41) 

est facile à inverser numériquement). On est alors conduit à faire disparaître les 

vitesses pour mettre en évidence le problème des contraintes. Nous verrons comment 

la dualité permet dans ce cas de poser un problème pour les vitesses. 

Des relations ( 1 .6) et (41) on tire 

B n-1 
n,:; 



2 0 12 

et la loi de comportement (1.5) devient alors 

avec 

( 44) .2 = 1 c E Ca .. - p) 2 + ;. i. J 
i 1J. rn 1J 

soit en tenant compte de (2) et (3) 

(45) 

(45) 

(46) 

2 2 2 
']; = 0 12 + 0 13 

joint à (43) permet d 0écrire (en passant aux variables réduites)_ 

-> ( \°""' l _,,In-1 ) _,, V u = ~ B T T • 
nE:~ n 

Le problème des contraintes est donc : 

( '. 
\47i 

-> 
div T = -1 

avec les conditions aux limites inchangées 

sur ro 

sur r 0 

r 

Posant 'lJ"= {q; E: [o5(Q)J 2 ; div q; = O} et multipliant (47) par une fonction test 

dans 'U-' on obtient ; 

Si 1 1 on note : 

et si 1°on 

Lemme 2• 

'\r' = l (j; E: 

H ·- { (j; E: 

N = max n 9 

nE:J/' 

admet un instant le 

V q, 2 < q < + 00 ' 

[~ (Q) ]2 
' div q., = o} 

[Lq(Q)]2 div (j; = 0 

alors le problème des contraintes 

vq; E:'\Y 0 

est dense dans 

-> -> 
àQ} q>oV = 0 sur 

"Trouver TE [LN+1(Q)J2 solution de (47) (48) ( 11) ( 12)" est équivalent au 

problème variationnel: 

-> 
div T = -1 

_,,_,, 
Tov = 0 sur r 

0 

-> _,, 

T.v = -f sur r l r 



2. 13 

vérifiant 

Il où 

--div q; = 0 

et l 1 on peut démontrer: 

Lemme 4. 

LYensemble des contraintes admissibles K étant défini par 

( 52) A - - [ N+1 ( ) 2 . - ...... ...... - --s. K = { T E L Q ] ; div T = -1 ; T. v = 0 sur r 
O

, T. v := ~f sur r r} 

A 

le champ des contraintes réalise k minimum .fil.ll'.. K de l'énergie complémentaire 

Ê(T) = L Bn I I Tl n+ 1 dQ • 
n+1 Q nEcf> 

Démonstration. Il est immédiat que (51) est bien Péquation d 1 Euler du pro-

blème de minimisation de ( 53) sur 
A 

K • 

THEOREME 4. 
__ 1_ 1N+1 

Si f E W N+1 (rr) tl vérifie l'hypothèse ( 14) 9 k ch!lmp de contraintes 

existe tl est unique dans K • 

~~~~~.!.:~.!2-~.::-• _(53) est une fonctio:q.ne.11e strictement convexe 1 - continue et 

coercive sur '(LN+ 1(o)J 2
? et K est u_n convexe fermé de [LN+ 1(g)] 2 • K est non 

vide sous l 1hypothèse (14) car il contient 1 1 élément 
-'> -'> 

q = 'v e où e est la solu= 

tion dans du problème de Neuman 

Démonstration du lemme_3. Nous suivons la 

dans le cas q = 2. 

Notant ij-- 1 1 adhérence de 'lY dans [ Lq(Q)] 2 et 

- l q' 2 
'\Y -= ,{ (j; E [ L (g }] ; 0 < (j;' V > = 0 V V E if, } • 

Nous démontrons tout d 1 abord le 

Lemme 5. 

- .L '\o/ (j; = grad 1P 

sur r 
sur r 

0 

sur r 
r 

démonstration de Temam [ 1 o] 
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Démonstration de ( 54). 

(i) Si (j.> appartient à l'espace défini par le second membre de (54) 9 

alors pour tout (fJ EU---

< (J.>9 (fJ > = < grad [)y (fJ > = - < 1P , div (fJ > = 0 

donc (j.> E ~l . 

(ii) Soit maintenant - .L cv un élément de I\)" • Alors 

< 4>,v > = 0 

et lion démontre au moyen d'un résultat de de Rham (cf. Lions [11] et une démons-

tration plus détaillée dans Temam [10]) que ceci est une condition nécessaire et 

suffisante pour que (j.> soit le gradient d'une distribution 1P (pour Q ouvert 

quelconque). Or sous l'hypothèse Q ouvert borné lipschitzien les conditions 

lP E ~1 (Q) et suffisent à assurer que 

en effet tout ouvert borné lipschitzien peut être recouvert par un nombre fini 

d 1 ouverts lcrj}jEJ tels q_ue 't:/ j E J ojnQ soit étoilé par rapport à l'un de 

ses points. Et pour un ouvert étoilé la propriété résulte de Deny-Lions [ 12] ainsi 

que l'inégalité : 

Revenant alors à la démonstration du lemme 3 nous allons déduire de (54) que 

"5--= H9 et tout d'abord 

(iii) '\J'c H. 

Soit v E'Ü-. Il existe une suite l({Jm} de fonctions de U- convergeant vers v 

div (fJ = 0 
m 

m , on déduit que div v =o. 

--On peut alors, d'après le lemme 1, définir la trace normale v.v de v comme 
1 

W
- q,q(r) élément de et par continuité de l'application trace on déduit de 

--({) = 0 sur f , V .v = 0 S.ur 
m 

r. L'inclusion est donc démontrée. 

(iv) ( (j.>, V > = 0 

Soit en effet .(j.> E ÏY.l. • D'après le lemme 5 (j.> = grad p 9 p E W 1 'q 
1 

(Q) et d I après 
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avec 

formule de Stpkes : 

--< <jJ, V ) = J grad p V = - J p 
Q Q 

div V+< P, v.v >r O 

Par conséquent < <JJ,v > = 0 r/v EH o D1 où l'inclusion cherchée. 

Il résulte de (iii) et (iv) que 

Le lemme 3 est donc démontréo 

Corollaire 2 . 

t , d m Soit Q un ouver borne e JR de frontière r de classe c2 par morceaux. 

Soit q ~réel 9 2.< q < += 9 ,tl q8 = q/q-1. Si H désigne l'espace 

~orthogonal H1 est l'espace 

2°) Dualisation et problème des vitesses. 

Nous allons nous placer dans le cadre du§ III 10) ci-dessus et plus spé

cialement de la remarque finale. Le problème des contraintes défini par (52) (53) 

sera pris comme problème primalo 

On pose 

V= [LN+1(g)] 2 
1 

y = [ Ln+1(g)] 2 
n 

y = II y 
n(Jf n 

'r;/ n E cÀf 1 Y* n 

injection canonique de 

de composantes A 
n 

V dans Y 
n 

n E Jf 

On peut réécrire le problème (52) (53) sous la forme 

Inf l F( T) + C G (A T)} 
TEV nEJf n n 

avec F(T) = XK fonction indicatrice de l'ensemble 

G (p ) = Bn1 J j p I n+1 dQ o 

K 

n n n+ Q n 

La fonction conjuguée de F est alors donnée par 

F*(A*p*) = Su:)? < A*p* , T > 
TEK 

ou encore 

défini par (52). 
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~(A*p*) = SuIJ L ( i* p~ 9 T > • 
TE:K nE:"rJl n 

A i- -,. - _.;, } K = lq E: V; div q = 0; q.v = O sur r 
0 

et si T 
0 

est quelconque (non 

nul) dans K0 9 pour tout T 
1 

E: K ( T 
1 

+ À T O) E: K 'r/ À E: JR • 

Pour que le Sup ne soit pas infini dans (55)-il faut donc 

( 56) < ~ L..,. 
nE: r,f 

i* p* n n 9 T > = 0 
0 

V T E: K 
0 . 0 

ce qui d'après le corollaire 2 est équivalent à 

1 , 1 + 1 
(57) 3 cp* E w N(Q) ; L i~ p~ = cp* 0 

nE:~ . 
"' 

Montrons que la condition (56) est suffisante soit donc T quelconque dans K. 

Utilisant successivement (57) et le lemme 1 il vient 

< L i~ p~ P T > = < grad cp*, T > 

= - J cp* div T + J cp* 
Q r 

df 

= J cp* dQ - < f 9 cp* > • 
Q rr 

La condi.tion (56) est donc aussi suffisante pour que le Sup soit fini et : 

si ( 57) est vraie, 
F*(A*p*) 

sinon. 

Enfin 
B* = (B )-rl_ 
n n 

o:* = 1 
+- . n n 

On peut donc écrire le problème dual du problème S' 

( ~ *) Sup {- F*(-A *p*) - G*(p*)} 
p*E:Y* 

soit en explicitant 

(1 *) Sup [j cp*dQ- < f,cp* >r = L B~ J IP~lcx~ dQ] 
p*EK* Q r nE:c)f o:n Q 

Lorsque 

1+-1 1+j 
K* = {p*E: Il [1 n (g)J 2 ; ] cp* E: W ~Q) L P* = y1cp*l 0 

nE: cf nE: J'1 n 
Jf= {N}~ le problème ( ~*) peut se réécrire sous la forme 

{ 

Trouver u E W 1+j (g) réalisant 
--ir 1 j 

Min [ ~ J j V uj +N dQ - J u dQ + < f ,u > J 
uE:w1 +N (g) 1 +-1 Q Q rr 

N 

( 60) 
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1+J 
car dans ce cas K* = {'V rp*, rp* E: W N } • 

On retrouve donc exactement le problème des vitesses ( 23). 

On va montrer que dans le cas où Jf contient nlus d'un élément 

cp* . représ'?nte aussi. la vitesse et que (fi*) . est donc bien une formulation 

variationnelle .du problème. des vi tesseso 

Les relations d O extrêmali té., s I écrivent 

E30i t 
1 

1 P*l 1+fi dQ = 1· p* T dQ 
n Q n 

ce qui est équivalent à 

( 61) 

et par sommation en n on trouve la relation 

( 62) - = cr: B JTln- 1) -V rp* T ' n 
nEr)(l . 

cp* représente donc la vitesse u cherchée (comparer à (46))0 

Remarg:0.e o 

Il résultait directement de la formulation variationnelle (51) et du 

-corollaire 2 que le champ des contraintes T pouvait être caractérisé par 

Tt [LN+1(Q)] 2 ' div T = -1, To; = 0 sur ro 9 T.-: = =f sur rr 
1 

U de W1+N (('\) et il existe un élément b• tel que 

L B I Tj n-
1 T = V u , 

n(df n 

toutefois (51) seul n°impliquait pas que cet élément u soit solution 

d 1un problème variationnelo 
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VII. IDENTIFICATION DU FROTTEMENT SUR LE LIT ROCHEUX. 

1°) Position du problème. 

On suppose ici le frottement f inconnu sur rr ., par- contre le débit 

d ,= J u dQ et la distribution de vitesse en surface ud ont été mesurés,; 
Q 

on se pose alors le problème de déterminer f • 

L1 ensemble des frottements admissibles sera défini par 

(64) Fad = fw ( LTT

1 

(rr)' jjwjj TT' ( ~ y
0 

, J w drr = mes Q, w ~ 0 pp sur rr} 9 

L rr) rr 

( ) n+3 avec TT donné par 27 et TT1 = ---1L.. = - ,, 
n-1 2 

dans ( 61) 

(65) 

y, ,est :une constante :positive vé:r.ifiant 
0 1 

y
0 
~ (mes Q) (mes rr)- n 

I1 résulte de la remarque 1 du § III que 

(66) Fad est un convexe compact de 

de plus l'hypothèse (65) entraîne que Fad n'est pas vide 

constater qu 1 il contient en effet la fonction w = mes Q 

mes I'r 

il est aisé de 

A tout w E F ad on peut donc d 1 après le § II associer un unique élément 

u 
w 

(67) 

(68) 

(69) 

( 70) 

défini comme solution du problème aux limites : 

""""Cl _,, lp-,2 
- V. Vu 

w 
vu)=1 

w 

1 i u I p-,
2 à¾ 

- = 0 sur ro w ôv 

l vu 1r2 à¾ 
= -w sur r 

w ôv r 

I u dQ = d • 
Q w 

Un contrôle optimal 

du problème 

w = f opt 
s 1 obtiendra alors comme solution (si elle existe) 

(71) M. 1 I in -
wEFad TT r 

dr • 

Remarques. 0 

' . 
1) On aurait pu aussi imposer la vitesse moyenne en surface et faire rentrer 

la contraint'e · ( 70) dan's le cr·itère. La résolution numérique du problème est alors 

un peu plus délicate. 

2) On peut interpréter physiquement la condition contenue dans Fad 
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llwll u ~ r 0 

Ln (r ) o 
r 

En effet si l 1hypothèse de Weertman est vraie, le frottement w et la vitesse 

u au fond sont liés par une relation de la forme 
w 

~ (73) lu 1 = clwl w 

Or ( 72) est équivalent à 

(74) Jr (w) 1+ ~ df r~ 
nu 

Yo 
r 

et prenant en compte (73)~ (74) devient 

J nu 
wu df ~ y • 

f W r 0 

r 

Imposer ( 72) revient donc à lim.i ter supérieurement, en moyenne, le produit du 

frottement par la vitesse de glissement sur le lit, ce qui est tout à fait rai-

sonnab1e. 

20) Existence d 1un contrôle optimal. 

Nous allons démontrer la continuité de l'état par rapport au contrôle. 

L'existence d 1un contrôle optimal résultera alors directement de la compacité 

de Fado 

Soient donc w et w-+h deux contrôles de F ad , 

tesses associéeso 

D'après le§ III les champs de contraintes correspondant 

(75) 
1 v' u I p-2 Vu w w 

= J 'i7 uw+h J p-2 

sont caractérisés par 

( 76) 

(77) 

-'> 

T 
w 

\lu h w+ 

u et u les vi-
w w+h 

T et 
w 

T 
w+h 

définis par 
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où /TE [LP'(Q)]2 - --i> --i> --'>--'> 
K = . div T = -1 T.v = 0 sur r T.v = -f sur rr f ' 0 

et i T E [LP
1

1
(Q)] 2 - --'>--'> 

K = ; div T = -1 T.v = 0 sur r u r } . 
0 o r 

Lemme 6. 
1 1 

-~, p 
Il existe ~ opérateur de relèvement linéaire continu de /h E W p (rr) ;<h, 1>r =0} 

r 

dans ----s- ·[P 1 ()]2 '""". '"""'""" lH E L Q ; div H = 0; H.v = 0 sur 
-+--,-: 

Lémonstration. L1 on note y la solution dans w11P
1

(Q) du problème 

de Neuman 

- 6y = 0 dans Q 

( 78) ày 
= [: 

.sur ro 
àv sur rr 

J y dx = 0 
Q 

L'hypothèse = 0 et la condition J y dx = 0 assurent l'existence 
1 Q 

et l'unicité de y dans w1~P (Q) et on peut trouver une constante C ne 

dépendant que de Q telle que : 

li~ Y!I[ pV 2 i L (g)] 

--i> -,> 

Posant alors H = V y on obtient le lemme. 

Soient maintenant w et w+h deux contrôles de Fad • .Alors h vérifie 

les hypothèses du lemme 6. On peut donc lui associer son rêlèvement HE [1P' (Q)J2 

et 

En écrivant (77) et (76) avec ~ = Tw+h - Tw + H et en soustrayant il vient : 

C so) . f (1 T I P '-
2 ïr - 1 T l P' -

2 ïr ) ( T - T + ÏÏ) a.x = o • 
Q w+h w+h w w w+h w 

Rappelons ici deux lemmes techniques 

Lemme 7. . G.lowbski Marocco [ 17] 

Si q ~ 2 il existe une cons tan te a = a ( q) > 0 telle gue 

(jzjq- 2 z - jyjq- 2 y, z-y) 2 ~ alz-yjq 'rjy, z E JR2 • 
JR 
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Lemme 8. Glowinsk:i.. Marocco [ 17] 

Si q >✓, 2 il existe ~ cons tan te ~ = ~ ( q) > O telle que 

(!zlq- 2 z - !Ylq-2 YI~ ~lz-yj (!zj + jyj)q- 2 VY, z EJR
2 

• 

Lémonstration. Evidente en appliquant la formule des accroissements finis 

à la foncti.cm f(z) = jz!q- 2 z • 

1 1 exposant p' étant toujours supérieur ou égal à 2 on déduit de (so) et 

des lemmes 7 et 8 

et par inéga1i té de Holder 

Ecrivant maintenant (77) avec (j; = T - T + H on obtient 
w+h w 

Il-;, llp' I ,- 1 p'-2 -;, (.... -;,) T h u 2 = T h T h T -H dJc • 
w+ [ 1p ( Q) ] Q w+ w+ w 

D0 où 

( 82) 

et: de ( 81) et ( 82) on déduit finalement 

ce qui avec le lemme 6 prouve la continuité de T par rapport à w et fournit 
w 

la relation 

THE ORE.ME 5 • 

La vitesse u dépend ~ manière continue du frottement w admissible imposé 
w 

sur le lit rocheux. Plus précisément on a l'inégalité j 
---- --- -- - ~2:::p)p 

(85) !lu u Il ~ c( !lu llp-1 
+ l!hll 1 ) P-1 IJhjjP-1 

w+h - w 1 P( --: w 1 p 1 w v Q) w ,. (Q) w-P, ,P' (r ) w-P ,P' (r ) 
r r 
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Lêmonstration. Elle découle de (84) et de l'analogue dans le cas 

1 < q ~ 2 du lemme 7 o 

Lem.me 9. L 18] 

S:~ < q ~ 2 il existe~ constante ex'= ex'(q) > 0 telle que 

On en déduit 

ex' jj Vu _ ~ 
W+.h 

'ï/ y, z E IB.
2 

• 

ex' IJVu -Vu Il ~ (IIT jjPi-1 +JjT llp'-1)2-P JlT .:, T Il 
w+h w 1p ' w+h LP' w 1p 1 w+h w 1p 1 

On se sert alors de (82) (84) et du lem.me 6 pour obtenir : 

Soit finalement 1 1 inégal.ité (35), en utilisant l'inégalité de Poincaré généralisée 

(Neças [ 14]) ~ 

(86) IJv!I ~ c(]IVvll · 
2 

+ If v(x)dxj) 
1P(Q) [LP(Q)] Q 

On peut maintenant faci.lement établir le théorème d'existence pour le contrôle 

optimal. 

THEOREME 6. 

IL existe 1fil_ contrôle optimal w t E F d op a 
solution du problème (67) (68) (69) 

( 70) ( 71). 

~~.S:::~.!.:~.!2-.S:::-· 1 1 ensemble des contrôles admissibles étant compact dans 
1 V --,P 

p' w ( r ) il suffit de montrer que l'application 
r 
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est continue sur F ad • Or elle apparaît comme la composée des applications 

w ...... uw qui èst continue de Fad dans w1 ,P(g) d'après le théorème 6 

u / ...... w r 
0 

application trace continue de dans 

défini par (29) 

qui est évidemment continue de 

Le théorème 7 est donc démontréo 

Corollaire 3. 

dans 1R o 

Le résultat d 1 existence du théorème 6 reste valable~~ remplaçant le critère 

Min ..1 I 
wEFaa q ·r 

0 

j u - ud j q df • w . 

q ayant~ valeur quelconque ~ q
0 

déf.ini par (29) o (En particulier pour 

n ~ 3 on peut prendre un critère quadratique) • 

Corollaire 4~ 

On, _peut également remplacer dans la défirütion de Fad l 1 espace 

n I importe _guel espace 
n+1 • 

q i > q' 2 - 0 

Remarg,w. 

Si p = 2P le contrôle optimal du théorème 7 est unique soient en effet 

E"t w
2 

deux solutions du problème de contrôlet u 
1 

et les états ass0= 

ciés o 

1 1 égalité n'ayant li.eu que si u1/r = u2/r • On a donc obligatoirement 
0 0 

(u -u ) / = 0 
1 2 r

0 

de sorte que u1 - u 
2 

est solution du problème 

{- ll(u1 - u) = 0 dans Q 

u1 - u = 0 sur r 
2 0 

.Q_ 
(u1 - u2) = 0 sur r 

àv 0 

et Pon déduit immédiatement du théorème de Holmgren (Mizohata (13]) 

Or w - w = - ~ (u -u ) 
1 2 ôv 1 2 

sur r r o D'où w = w • 
1 2 

q_ue U -U =Üo 
1 2 
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VIII. APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS DU PROBLEME DES VITESSES. 

On suppose le débit d donné non nul, et f n1 ( ) dans L r . Posant 

J u dQ = d} 
Q 

le problème des vitesses peut s I écrire 

Trouver u EV vérifiant 

(87) 

ou encore 

Trouver u EV réalisant 

(88) 

dQ + I 

f V df 
r 

f v df r 

r 

'1vEV 

On suppose le domaine Q 

rr 
polygonal (hypothèse non essentielle) et l'on intro-

duit une triangulation ~h finie de Q vérifiant les hypothèses habituelles 

( Ciarlet-Raviart [ 15], Strang-Fix [ 16]) : 

TcQ 

U T = Q 
TEc(;h 

Deux éléments de la triangulation 

- sont d.isjoints 

- ou ont u..n côté entier en commun 

- ou n'ont qu 1un sommet commu..n 
9 

h désignant la longueur max.imale des côtés des éléments de 'Ch on doit imposer 

en outre la condition l Il e.xiste e > 0 minorant uniformément en h les angles des 
(92) 

0 

tri.angles de ~h 0 

Notant p1 l'espace des polynômes d.e degré ~ 1 g on introduit l'espace approché 

V = h fvh E OC) C Q ; 
vh/T E p1 V TE~ l c w11P(g) 

h 

et l'on pose 



2. 25 

La solution approchée est alors définie comme la solution ~ du pro

blème (en dimension finie) 

(93) 

vérif.iant 

(94) I ~ dQ = d ; 
Q 

Vh étant un sous-espace fermé de V, on a bien existence et unicité de ¾ o 

THEOREME 8. 

Sous les hypothèses (39) (90) (91), la solution ~ du problème (93) (94) 

::c,:;_verge dans W 1 'P(Q) fort, ~ la solution u du problème des vites ses ( 88). 

Démonstration. Une formulation équivalente du problème (93) (94) est 

et la continuité de l'application trace sur r jointe à 1 1 inégalité de Poincaré 
r 

(86) 

(96) 

(96) 

entraîne : 

llu.lJwP1 ,P(Q) .. < c[d + dP + llfll Jiu.li n ' n;' ( ) n j P( ) L r W'' Q 
r 

est une inégalité de la forme 

xp ~ cxX + ~ avec a, ~' X > 0 et p > 1 

si X ~ alors X 
p-1 

~ 

si X~ 
p-1 

~ o:+.êt. 0: + ~ X 
X'-

donc on a toujours 

xP- 1 ~ sup(1, o: + ~) soit 

. 1 
11~11~,P(Q) ,< C'[d + dP + llfll

1
n, (r )] 

r 
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la constante C1 ne dépendant que de Q. 

On peut donc extraire de la suite {11J une sous-suite 

{~· - u* W1,P(Q) faible~ 1P(g) fort et 
(98) 

~'/ ~ u*/ Ln;(r ) fort. 
fr r 

rr 

Soit alors cp E ~ (Q) ~ et 1th cp son interpolée définie par 

{ 

nh cp E vh 
(99) 

nh cp(P) = cp(P) 'ef p sommet de et: 
h 

Il est classique que n;hcp - cp dans w11P(g) fort. 

:r.;crivant (93) avec vh = n:hçp on déduit facilement 

( 1 oo) 

{uh1} telle q_ue 

p.p. 

et par densité de ~rn) dans w1'P(g) etéontinuité de c'est encore vrai pour tout q.idans 

w1'P(g). D'autre part, il résulte immédiatement de (94) que 

J u* dQ = d. 
Q 

On en déduit donc que u* = u solution de (88) et qu'il y a convergence de la 

suite u
11 

tout entière. 

Reste à montrer la convergence forte. 

I1 résulte de la démonstration de convergence faible que t(uh) ~ ~(u) 

et donc que 

!l'J' ~lt1P(Q) J2 ---,. Il Vull[LP(g) J2 
L'espace 1P(Q) étant uniformément convexe~ (101) et la convergence faible 

de 'i/ ~ vers Vu montrent que 

V~ - Vu [1P(Q)J 2 
fort 

et avec (gs) ceci entraîne le résultat cherché. 

Remarque. 

On pourrait à•l'aide des résultats de régularité de Simon [19]~ comme dans 

Glowinski-Marrocco [17], [ 18]; des es tim.ations de 1 ° érreur 
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IX. DETERMINATION NUMERIQUE DU CHAMP DE VITESSE DU GLACIER DE L0 ATHABASCAo 

Nous avons déterminé numériquement le champ de vitesses dans une section 

du glacier de l'Athabasca, sur lequel on dispose d'un grand nombre de mesures 

expérimentales, et d'une étude numérique effectuée par Le Reynaud [ gJ. 
10) Le problème continu. 

La section étudiée est assimilée, en coordonnées réduites (voir Chap. 2, 

§ I) au domaine compris entre l'axe x
3 

= 0 et la parabole d'équation : 
x2 

2 x
3 

= 1 - 4 . Du fait de la symétrie on prendra 

:~ 
0 

pour Q 1 1 intérieur de la demi-parabole. r 
O 

sera formé des deux segments portés 

par les axes et rr désignera l'arc de parabole. On fait sur rr 1°hypothèse 

de frottement solide de Coulomb (13) et l'on prend f de la forme 

( 102) 

avec H 
w 

est grande o On calculera 

donc la solution pour différentes valeurs de H de manière à déterminer un champ 
w 

de vitesses s'ajustant au mieux avec les mesures physiques. La constante C de 
w 

( 1 02) , qui dépend de la valeur de H ~ sera calculée par la relation ~ 
w 

( 103) 
fr 

f df 4 
=3 

r 

L'exposant n de la loi de Glen (9) est pris égal à 3 ce qui donne pour p la 

valeur 

( 104) 

et conduit au problème 

( 105) u dQ u dr] • 
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La vitesse réelle se déduit de la solution u du problème (105) par la 

relation 

( 106) [ ( a) n] u
1 

= u a B p g a sin 

Pour obtenir u1 en mètres par an les valeurs des constantes sont pour 

le glacier de 1 1 Athabasca a = 3°30 1
, a = 310 m, B = O~ 17 , p g = 00087. 

2 °) Le problème discret. 

On discrétise, comme il est indiqué au § VIII, le problème ( 105) sous la 

forme (93). On est donc ramené à résoudre le problème (en dimension finie) (93)0 

Pour cela nous avons tout d'abord essayé la méthode classique de surrelaxa tion 0 

Mais cette méthode, qui donne de bons résultats pour p > 1.5, s'est révélée 

inopérante ici, la valeur de p considérée étant trop petite : p = 1.33. Nous 

avons alors adopté, une variante d 1:une méthodè •de pénalisation-dualité utilisée 

dan~ un cas vo:is:inpm-Gl.ow:inski-Marroèco [ 17] et :inspirée de HEf\iÉtlès . .[20]. Le princ:ipe de la 

méthode est le suivant: on introduit la contrainte supplémentaire 

ce qui permet de découpler la partie linéaire et la partie non linéaire. On péna

lise cette contrainte wh - V vh = O puis on lui associe un multiplicateur de 

Lagrange ( variable duale). On montre alors que le Lagrangien ainsi obtenu admet 

un point selle qui fournit la solution uh cherchée et le champ de contraintes 

Th= IV ~IP-2 V~ • Plus précisément on utilise la propriété mise en évidence 

Chap. 2, § VI 2°) (équivalence entre le problème g>* et le problème (60)) : le 

problème (106) est équivalent au problème : 

Minimiser sur W1,P(Q)>< [LP(g)]2 la fonctionnelle 

( 107) e(v,w) 
= iJQ jwjp dQ-J v dQ +J f V df 

Q rr 
sous la contrainte w='ilv. 

Introduisant alors l'espace wh des fonctions constantes sur les triangles de <t'h 

wh = { wh ; wh I T € :rrl v T € eh } 

il est immédiat que le problème discrétisé (93) est équivalent au problème de 
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minimiser sur Vh x Wh la fonctionnelle e(v,w) sous la même contrainte 

w = 7v . On pénalise la contrainte sous la forme : 

( 108) e (v,w) = e(v,w) + -
2
1 IIV v - wll

2 
2 2 e: e: [1 (Q)] 

et l'on introduit le lagrangien défini sur (Vh x Wh) x Wh 

~ ( v, w CJI) = J gj • cv u - ;) dQ - J v dQ + J f v dr 
e: Q Q r 

( 109) 

Nous allons démontrer la 

PROPOSITION. 

r 

I IV v - wj 2 dQ 
Q 

L'ensemble des points selle du lagrangien &'
8 

est indépendant ~ e: tl coïncide 

-™ l'ensemble des triple~s ( uh, V uh ; j V ~ 1 P--
2 \7 ~) lorsque uh décrit 

Pensemble des solutions de (93) • .:C possède donc~ point selle unique à une 
e: 

constante additive près. 

_pémonstra~~~~- Remarquons tout d'abord que, pour ~ fixé 9 J; est strie~ 

tement convexe par rapport au couple (v,w) dans l'espace Vh;JRx Wh (où Vh/JR 

désigne l'espace quotient de Vh par les constantes). 

Les points-selle (Ü,w ; qi) de ( 109) sont caractérisés par les relations 

( 11 o) 

et 

( 111 ) 

Il est alors immédiat que, si ~ est une solution du problème (93) 9 le triplet 

vérifie (110) (111) et est donc un point-selle de .Z o 

f.; 

D'autre part, reportant (111) dans (110)? si ~ est une solution de (93)

on obtient la relation : 
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et l 1on en déduit facilement 

Les points selle sont donc tous de la forme (ü, 'ï/Ü 

remarque de stricte convexité faite au début entraîne u = uh à une constante 

additive près. 

-Notons que g représente alors le champ de contraintes. 

3°) Résolution numérique du problème discret. 

On applique l'algorithme d'Uzawa au lagrangien c'f: ., .Partant de 
E 

on détermine donc les suites 
n n n 

U 9 W , q de la manière suivante 

( 112) 
0 

donné dans q Wh 

{ 
(un, wn) E Vh X Wh 

( 113) 
;/$(un,wn qn) ~ J:Jvh,wh qn) V( vh,wh) E vh X Wh 

E 

( 114) n+1 n -;..(wn-v'un). q = q 

0 
q donné 9 

On démontre comme dans Gl.owiriBkbMarroco Q; [ 17 J[,î 8] la convergence de cet algorithme 

pour 0('}..(~. 
E 

Il est facile de voir à partir de (110) que la résolution de ( 113) est 

équivalente à celle des deux équations couplées : 

( 11 5) 

dQ = J (:n - qn) 'v 'fi dQ + J vh dQ - J f vh df 
Q Q rr 

Vvh E: vh 

I lwnl p-2 wn wh dQ + j J (wn- Vun)wh dQ = I qn wh dQ 
Q E Q Q 

( 116) 

On a, en fait, choisi de découpler les deux équations (115) et (116) en rempla-

çant dans (115) 
n n-1 

w par w • Cette variante simplifiée de 1 1 algorithme d1 Uzawa 

considér,ée dans Glowinski,.Marrocco Ü 7][18], converge sur tous les exemples au moins aussi 

bien que le procédé habituel, et souvent mieux. Elle s'écrit: 

( 117) w
0 = (o,o). 

Puis pour n ~ 0 
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( 118) J J Vun+
1 

'vu dQ =J 
e: Q h Q 

( 120) 

(118) est un système linéaire de N équations à N inconnues (N dési

gnant le nombre de noeuds de la triangulation). On la résoud par méthode de surre-

laxation avec paramètre optimal w t· op 

La résolution de (119) revient sur chaque triangle T à trouver la solution 

d'un système non linéaire de 2 équations à 2 inconnues. Mais on se ramène facile-

ment à ne résoudre qu'une seule équation non linéaire 

àun+ 1 n 
~ + q2 

~ n 
+ q3 àx

3 

(119) est équivalente à 

n+1 ( ) n en posant w = w 
2

, w 
3 

q = (q~, q;). On déduit facilement de (120) 

( Gl.owinski-Mar:çocco [ 18]) ·n+
1 1 ôu n 

+ q. 
l 

( 122) w = 
i 

( 123) 

- --e: ÔX. 
l 

l n+11P--2 1 w +
e: 

i = 2, 3 

(123) est une équation de la forme F(y) = 0 1 où F est une fonction concave 

croissante. On la résout sans difficultés parJarethode de Newton. Puis les for-

mules (122) donnent immédiatement 

4°) Choix des paramètres. 

n+1 
w à partir du ainsi calculé. 

La résolution de (118) par méthode de surrela1ation a nécessité la détermi-

nation effective sur l'ordinateur du paramètre optimal w t. On a utilisé la op 

méthode décrite par Varga [21] et retenu la valeur 

par excès). 

w t = 1 .93 (valeur approchée op 
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La détermination d'un paramètre optimal pour la pénalisation Eopt s 0 est 

avérée beaucoup plus délicate. On s'est contenté finalement d'une valeur moyenne 

assurant une convergence correcte 

Il restoenfin à préciser le paramètre À de l'algorithme d'Uzawa (équation 

(120)). Pour assurer la convergence cette valeur doit être comprise entre O 

et 2 - . 
E 

Dans la pratique, on s'est aperçu que les trop grandes valeurs de sem-

blaient favoriser les oscillations sur la solution n 
u • On a donc choisi À un 

. f' . ' 1 9 peu in erieur a - : À = 1 • • 
E 

5°) Tests,d'arr.êt. 

Les tests d'arrêt sont effectués sur On continuera les itéra-

tions de l'algorithme d'Uzawa jusqu'à remplir la condition 

( 124) T 
n+1 = 

N 

C I n+1 _ ni u. u. 
. 

1 
l l 

l= 

N 
2 !ur.1+

11 
. 1 .l l= 

n 
u. 

l 
désignant la valeur de n 

u au ième noeud de la triangulation. 

A l'intérieur de chaque itération en n, il faut résoudre le système linéaire 

( 118) par surrelaxation et les NT équations non linéaires ( 123) pa;r la méthode 

de Newton (NT désigne le nombre de triangles de "1"'. ) t,,h • 

On a choisi 1 pour arrêter les itérations de la méthode de relaxation un test 

variable, qui permet d 1 effectuer 9 aux différentes étapes de la méthode d 1 Uzawa9 

un nombre d'itérations à peu près constant dans la relaxation: on pose 

n,o n 
u. = u. 

l l 
V i = 1 • • • N. A partir de on définit les itérés successifs 

de la relaxation un,k, et l'on arrêt, les itérations dès que 

N 
1 u~ ,k+1 - u~'kl C 

i=1 
l 

N < a 
( 125) j ur_1,k+1 I 

n 

C 
i=1 

l 

T 
' = min(a 1~) ou a n n-1 
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Alors n+1 n,k+1 
u = u 

Pour la méthode de Newton appliquée à (123) on définit de même, à par-

tir de 

tions sur 

( 126) 

les itérés successifs 

chaque triangle T dès que 
n,k+1 n,k 

WT - WT 

n,k+1 
WT 

On pose alors n+1 n,k+1 
w IT = WT • 

6°) Triangulation. 

et l'on arrête les itéra-

La triangulation se fait automatiquement à partir d'un petit nombre 

de triangles recouvrant Q et assez réguliers (Marrocco-Bou.rgat). En prenant 

le milieu de chaque côté des triangle de base, le programme les divise auto-

matiquement en 4 triangles semblables, puis en 16, en 64, etc •••• Dans le cas 

présent la triangulation de départ est composée des 9 triangles ci-dessous 
x3 

1 ------~--,. .... 

' ' ' - < 
/ 

;. / 1 
. 1 ,, . 

0 
2 X 

2 

On a dans un premier temps arrêté la division automatique à 144 triangles 

(87 noeuds) ; on a ainsi effectué les premiers calculs et déterminé e: • 

Puis l'on a raffiné une nouvelle fois la triangulation et calculé les résul

tats définitifs avec 576 triangles (317 noeuds dont 261 intérieurs). 

7°) Résultats numériques. 

0n· a donc effectué plusieurs calcuis de u, correspondant à différentes 

valeurs de la hauteur piezométrique H intervenant dans l'expression (102) 
w 

du frottement. Pour la commodité des calculs, H a toujours été choisi comme 
w 

étant l'ordonnée d'un noeud frontière. On a ainsi testé les valeurs 0.142, 
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0.212, 0.282. Pour obtenir les vitesses pour les autres valeurs de H ire tére.s
w 

san t les glaciologues, on a changé les coordonnées du un point de la triangulation o 

Ces valeurs de H sont 0.13 (valeur théorique estimée par les glaciologues) 9 w 

0.33 (valeur calculée par L. Reynaud [9]), 0.216 (valeur obtenue par nos calculs)o 

A chacune des valeurs de H correspond par la formule ( 103) une valeur de la 
w 

constante C 
w 

On a d'autre part imposé, pour avoir l 1unicité des solutions 9 une vitesse 

nulle au point A de coordonnées (2 1 0). En ce point, où s 0 effectue le raccord 

entre le lit rocheux et la surface à 1°air libre, la vitesse attendue est 9 pour 

dos raisons physiques, petite. En fait 1uimprécision des calculs au voisinage 

du point A entraîne l'apparition de quelques vitesses légèrement négatives 

en un petit nombre de points voisins de A. 

On obtient le tableau de résultats suivant 

vitesse vitesse vitesse [Vitesse 
débit 

nom- temps 
au cen- au cen- moyenne moyeœ.e bm machine 

H C tre en tre &'Ur la 3 -1 duité IBJI'! w w au en sur-• bm a 
surface fond face sectJDn ratim 360 
ma-1 ma-1 ma-1 ma-1 

0 .142 7.688 162. 11 159-95 114044 39 3u 1511 

0.212 3.985 54.83 48.55 37.06 27 1 u 56" 

0.282 2.741 30.13 21 .19 19.49 23 i 1 45" 

0 .130 9. 128 221.56 220 .16 157.29 45 3u 22iu 

0.330 2.280 22 .04 11 .60 13.88 14. 73 3.78 22 2uo5n 

0.216 3.887 52.82 46-36 35.61 41 .46 10.63 30 2 9 57!1 

valeurs ex-
52. périmentales 36. 41 • 10. 9 

On pourrait préférer, au lieu de la condition u(A) = O, imposer la vitesse au 
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centre en surface, ou le débit. Les valeurs obtenues ne sont pas sensiblement 

différentes. Par exemple, si k est une constante, en changeant u en u+k 9 

le débit d devient d + k mes Q • Si donc d est le débit calculé sous l 1hy-

_pothèse u(A) = 0 et d 
exp 

le débit mesuré, on en déduit la valeur de k ; 

mes Q 
, et le _point A a alors la vitesse k. Pour la valeur H = 0.216 

w 

on trouve d 
exp 

3 d = 275.10 
3 -1 m a et comme mes Q = § (310) 2 m2 

3 
on obtient 

( -1 donc u A) = k = 1 .07 ma • Avec cette condition la valeur H 
w 

= 0.216 reste une 

valeur acceptable. Finalement on est donc conduit à adopter là valeur 

Les résultats obtenus sont alors convenablement ajustés avec les mesures ex_pé-

rimen tales. Notons q_ue cette valeur de H est à mi-chemin entre celle prévue 
w 

initialement (H = O. 13) 
w 

et celle calculée _par L. Reynaud (H = 0.33) [9]. 
w 

Par contre le champ de vitesses à l'intérieur coïncide bien avec les données 

des glaciologues. 

On peut comparer les résultats calculés aux résultats expérimentaux dans 

le tableau ci-dessous : 
vitesse au vitesse vitesse 
centre en moyenne en moyenne de débit 
: surface surface la section 

valeurs -1 -1 =1 3 -1 
expérimentales 52 ma 36 ma 41 ma 1,0.9hm a 

valeurs cal-
culées avec 52 .82 35. 61 41 .46 10.63 
u(A) = 0 

1.6 1.2 1.1 3 erreur -- -- -- --
relative 100 100 100 100 

valeurs cal-
culées avec 53.9 36o7 42 .5 10 .9 
u(A) = 1.07 

4 2 4 0 erreur --
relative 100 100 100 



Nous donnons enfin les courbes d'égale vitesse à l'intérieur de la 

section. Leur allure est tout à fait semblable à celle des co.urbes obtenues 

par 1~ Reynaud [9] lors de ses essais. 

~~· 1\ . . ) 
~ I 

. . '----- :@ 
:,,,--

En conclusion, l'on retrouve ainsi d'une manière satisfaisante les 

résultats expérimentaux donnés par les glaciologues. De plus l'algorithme 

utilisé fournit conjointement le champ des contraintes si nécessaire. 

Remarque. 

La méthode de pénalisation-dualité utilisée s'adapte sans difficuité 

au cas d'une loi de déformation polynomiale envisagée au§ VI, la seule 

difficulté supplémentaire est de résoudre une équation algébrique du type 

G(y) ~ O, avec G monotone, analogue discret de (62). 



CHAPITRE 3 - PROBLEJ.l'JES BIDIMENSIONNELS 

Nous étudions ici le mouvement d'une nappe de glaceo Nous supposons 

q_ue l'écoulement se fait parallèlement à un plan vertical et q_ue l'on peut 

donc se ramener à un problème plano 

MISE EN EQUATIONSo 

1°) Position du problème. 

On suppose la pente de la surface du glacier~ son épaisseur? la tempé

rature, la vitesse et les contraintes indépendantes de x
2 

• On en dédu.it : 

'Q.2 = 0 

6 12 = 0'32 = O 

Le problème ( 1 .14) relatif au champ de vitesses devient dans ce cas un problème 

plan: 

avec 

è)u. 2-= è)x. 
l 

J - è) 
è)x. 

J 

+ ôlP = 
ôX. 

l 

p X. 
l 

Nous notons dans la suite ~ = (upw) le champ de vitesses et (xvy 9 z) le 

repère de références fixé : 1 1 axe Oz est vertical descendant 1 l I axe Ox 

horizontal avec (ox\ o;) = ~. L1écoulement se fait parallèlement au plan 

Oxz. L'orientation du bord de la section plane Q du glacier est choisie pour 

-'> 
q_ue le vecteur uni taire de la normale v soit dirigé vers 1 1 extérieur du gla-

cier ~ et rx désigne alors l'angle de la tangente 
-'> 
t avec Ox. Cette section 

plane Q est supposée comprise entre les verticales r 0 et r" d 9 éq_uations 

x = O et x = L~ et les deux courbes r 
0 

et r 
r 

d'équations 

(la surface à l'air libre) et z = r(x) (le lit rocheux) .. Le problème posé 



correspond alors à 1 1 écoulement d'une nappe de glace dans une région limitée 

par deux plans verticaux. r 
O 

, r' et r" sont connus. On cherchera éventuel-

lement à identifier rr 
20) Conditions aux limites. 

On suppose le glacier tempéréo Les condtions aux limites sont celles 

données au chapitre 1. Il faut donc calculer le frottement f et la pression 

normale df en fonction des vitesses et de la pression hydrostatique o On obtient 

les relations . . 
1 

(5) o/:::, -n 
B n 

(-) [ (àu àw) . (àu àw) ] 
Y U - - - Slil 20: - - + - COS 2o: àx àz àz àx 
_j 

( 6) Jf - 1P = B n. (ü')[ (àu - àw) cos 2o: + (àu + àw) sin 2o:] 0 

n Y àx àz àz àx 

La condiÙon en surface ( 1020) et la loi de Weertman ( 1.28) s'écrivent alors 

( 7) 

(8) :Y = 

sur r0 
1-n 

1
--,> -1 n+î c

2 
u. t sur 

avec c
2 

constante strictement positive. Les conditions ( 1 .22) et ( 1 026) 

restent inchangées. On écrit donc 

(9) sur r u r . o r 

Sur les deux bords verticaux f 1 et r 11 on suppose avoir pu 9 au moyen de 

mesures, se donner le frottement et la pression normale. D'où les conditions 

donné sur r I U r'' 

donné sur r 1 U r 11
• 

On peut maintenant préciser le problème des vitesses. 

IL LE PROBLEME DES VITESSES. 

Multiplions (3) par une fonction test ;; = (rp~tJ;),;; € [cll(Q)]2 , d.iv i = 0 9 

et intégrons par parties. Il vient ~ 
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I -;, -;, =p g.<I>dQ, 
Q 

-; = (o,g) désignant l'accélération de la pesanteur. On établit facilement 

le lemme technique : 

Lemme 1. 

V'a,b,c,dE:JR. et VB 

a(c sin B + d cos B) + b(-c cos B + d sin B) = 

= (a sin 2B -·b cos-2B)(c cos~+ d sin B) + (a co~ 2~+b sin 2B)(,.:.c siri B+d cos ~)0 

Utilisant alors le lemme 1 et les égalités (5) et (6) on voit que le terme de 

bord peut se réécrire sous la forme : 

J :F .i. t dr + J (Jf - 1P) .i.-; dr + J 1P $.-: dr • 
r r r 

La pression hydrostatique disparait donc, et, compte tenu des conditions au 

bord (7) (8) (10) (11), on arrive enfin à la formulation définitive du problème 

des vitesses posant comme au chapitre 2 

p = 1 
+n 

on se propose de 

( 15) 

Remarque. 

TC = 2 +n+1 

-div u = 0, 

solution de : 

--.::..v = 0 sur r u r } o r 

Comme nous l'avons déjà remarqué au chapitre 2 § III, (Remarque 1 L il 

résulte du théorème de Sobolev que si p et TC sont donnés respectivement 
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par ( 13) et ( 14) 
1 

?'p ~ 
W (~) compacte 

I 1->ul n-2 de sorte que l'intégrale 
rr 

-> -> 
u <1> df est bien définie pour ti et 

-> 
Comme au chapitre 2, on va tout d'abord montrer que, pour u € V, les 

conditions aux limites (7) (8) ( 10) ( 11) ont un sens. Pour cela on doit établir 

les lemmes suivants~ 

lemme 2. 

Si Q est~ ouvert borné~ lipschitzien, alors V q avec 1 < q_ < + ooP 

C 1 (Q) est dense dans -------
( 17) Hq_(y*, Q) = lv € (Lq(Q)] 2 y* v € [Lq_(Q)J2} , 

( 18) y* = ( :: :: ) 

muni de la norme du graphe a 

~~2nstratio~. On adapte sans difficulté la démonstration du lemme 4a1 

Po 335 de Divaut-Lions [7]. 

Lemme 3. 

Pour tout 

2 < q < + oo , par 

Q!l._ peut définir 1:!:1l&. trace unique 

1 
-- 'q_ 

<f:v E [w q_ (r)J 2, 

( 19) < <C v, <1> / r > = J ~ .$' dQ + J -; . yI dQ V -;t E [ w 1 'q 
1 

( Q) J ~ 
Q Q 

1 1 application cf: étant linéaire continue dans les espaces indiqués. 

Démonstrationa Il suffit de reprendre la démonstration du lemme 2.1. 

L'unicité de la trace résulte du lemme de densité ci-dessus. 

lemme 4. 

Toute solution (;~tp) € [w1'P(Q)] 2 x w1,P' (Q) du problème (3) (4) (7) (8) (9) 

(10) (11) est solution du problème (15). 
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D:Smonstrntion. Si 

avc::: p 1 == ~ , de sort0 que (3) peut e'écrire, (:r: > 2) 

~ .. 4 -) 

-y*(v) + V p = p g. 

Si il en résulte q·s1e et les le:mwL~ 3 et ? • 1 

pe:rmettsnt de jusl:.i.fisr les btég::'ations par parties p.::,ur obtenir ( 15). 

R, - t -e::-lp.-:'.'Oqll>-'ni.SD.; SJ.. ü' est solution de ( 15) on peut 
, . 
ecr1_rB (15) avec 

-> 
; div <D == o} et obtenir 

(22) < y-x·(v) ,+ pg, ép > == 0 

cù y*(v) est dé.-r.i.ni par (20) et ( 18). Il en résulte que 

[1P' (Q)J 2~ de sor-~e que (23) n'entraîne pas l 1 appartenance de V 1P à 

p' 2 [L (Q)] • Il nous ms..'1gue donc 1 1 :informatjon pour pcuvc::..Y.' 

-:> ~\:, 
Uo',;)Cf • 

THECJJE;J.JE_L 

-::ic,r morceaux. s:i f -----~ -------

fJ P1.i_11 .:Jn.: '3 E! :~ sur V - - --------.. - --
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THEOREViE 2. 

Si Q est un ouvert borné _dont la frontière, d,:; classe .l2§l'... morceaux, a ~ 

seules -'sinrrularités· des 11coins 11 d'anr;le inférieur à inf(~ p, n), k problè:::::e des 

vitesses ( 15) possède une solution 
..... 
u E: V. 

Démonstration. On va montrer l'existence d'une solution pour le problème 

( ) ~( ..... u) de minimisation de 24. Or c est à l'évidence une fonctionnelle convexe et 

continue sur [w1'P(Q)J2 V est· de plus un convexe fermé et non vide de 

Lw1 ,P(Q)] 2. Il ~~ffit donc d'établir la coercivité de ~ pour assurer l'existence 

d'une solution. Cela se démontre au moyen d'une inégalité~ Korn dans les espaces 

1P(Q) et fait l'objet des lemmes ci-après. 

Lemme 5. 

Soit Q un ouvert borné 3-Ë. JRm. (m ~ 3) de frontière de classe c2
• Pour tout 

constante C (Q) ~ dépenèlant ~ de Q telles aue : 
m oh. 

-
\'_ l ,e =h L.... 

o i=1 ôxi 

(26) 

Si_ m == 2 k résultat est encore valable lorsaue la frontière ~ Q est de ----
classe c2 

r:ar morceaux sans possèder d'autres sinwlari.tés ~ des coir.s 

d 1 1 . f, . ' . f ( 11 ) ' ange in erieur -9'. in 2 q ,n, Oll. q 
q' 

= q:..1 • 
f 

Démonstration. Soit l E: Lq(Q) et icrn} une suite de fonctions de 

telle que cp _....,. ..e 
Il 

Soit ifJ une fonction fixée de J)(Q) telle que 
0 L~ (x)dx = 1. Alors 

Q. 0 

m se décompose sous la forme : 
Til 

(27) 

m =À(Îl -X Tn no n 

À = r cp (x)dx 
n J Q n 

~ E: o8(Q) et J ~ (x) dx = 0. 
Q 

Lorsque la frontière de Q .est de classe on sait construire, au moins en 
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dimension inférieure ou éGale à 3, une suite de vecteurs vérifiant 

(28) 

(cf. par exemple 'l'Efü.i·l [ 1 o] et la bibliographie de ce travail) et 

(29) cp = À q:, - div g 
n n o n 

On déduit facilement de (27), (28) et de la convergence de que 

À q:, (resp. 
n o 

que : 

1 q' est une sui te de Cauchy dans W ' (Q) 
0 

où C' et C11 ne dépendent que de Q (et de la fonction fixe q:, choisie). 
0 

et 

Par passage à la limite dans (29) et (30) on obtient ainsi les résultats 

(25) et (26) dans le cas Q régulier. Lorsque la frontière possède des ncoins 11
, 

la difficulté réside dans la construction de g vérifiant (23). En dimension 2 
n 

ceci se ramène classiquement au problème de la régularité w2
'q(Q) d'un problème 

de Neuman, et d'un problème biharmonique. 

On construit tout d'abord vérifiant 

gradient de la solution 

=0. 

e du problème de Neuman. : 
n 

div a 
n 

comme 

La condition nécessaire e E w2 'q(Q) implique sur les angles cp des 

coins de Q la condition cp ~ ; q (cf. Mérigot [22]). 

Puis on construit b 
n 

d'une fonction de courant 

2 
= 0 !). <li 

n 

<l'n/r = 0 

Ô4, _.. -+ _..'.Il 
Ir =-an.'"C/r ôv 

E 

<j;n 

(w1 ,q(Q)J2 vérifiant div b = 0 comme rotationnel 
n 

solution du problème biharmonique 

_,. 
-c vecteur mli taire tangent à r . 
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Et, pour avoir dans 

cp ..,_< Tl ([22]). Alors g = a + b 
n n n 

est so1Ûtion de (28). 

Ceci s_chève J.a d.én.,on::.:tratio·n du J.e:nme 5. 

Le ~',f'W 6 . ---------•-4 

Soit . On J.ui associe p2r le lemrr,e 5 une décorr:.posi tion 

!, - f -- d:;v h ·o 

l) 

i) qi __ (;) Uë! cléJ'(,.'.'.;d c~uc de ;, et. no.ri de la cléc,::yq.,o;;i t:rn ( 31) c:,oi'.:i~ ,, 
u 

( ., 
\À 0 

< 0 ! 
( '·' ; ' 1 f O )' "o \ .... 

1 o ! 
•,r • , ·, (o) 
1,() .,,,, . que 

<djvh,u> 

< h , Vu > + 

ji) Il résulte del~ difinition (32) qu0 

( 35) jqJ,,(l)j ~ C !l'l li p:: I! u,.,· ,1 ·< !-<., !1 ni u. ,. l, "l ( Q) 
()~1, C 11 c1 c~:} :;-:,·--.:~~ (l r,,. ;, .. ~ ; ._ '- Q(; ri ;, 

( --·) , ( )(J(r,' 
C ,/; l)J - J \•. J • 

ll 



alors ~0 :=c u. 
u 

une déc.ornposi tion ( 31) possible est f, == l 
0 

et h = O. (32) s'lcrit alors : 

cc qui d6noütre le rés·J_lt&t. 

iY) On note <p l' appl~clt"!:;icn de X dans Lq(Q) : u f--> 
~) . 

u 

Il résulte de (33) que <p est linéaire continue de X dans 1-q(Q) ~ 

et iii) montre que qi est sur jccbvo ; ~~ cGt de plus injective c'3.r s:i 

j_l suffit d I écrirè ( 32) ëVOC f, = )', 
0 

cléiuire qy, 1.2::-:0. 

t est. donc un :i;:;o:norr'r.i.sr:ie d'après le t.'.'1éorème du graphe ferné.J 

I.e len'-1--::e 6 est donc d.é6ontré. 

Le;;ur;e 7. 

(') -:-c (l 
TU 

~oj t: 0 -1 t ' " 2 d t ·1 ~ . t·' lin 0uvcr·.; c:r.:e ::::S;_ lli. ____.Q.Q_ . ....!2: 1:::-on iere, de classe pe.r .morce2.ux, 

D5m0ns tTat.ion. X 

et il est évidcm t que 

(yr) 1.p( ),,,,,-w · 0 ~- X 

Sei t maintoiv..:.n -1:; u ( X ' 

r.i:.v '-l ( rl(Q)l 

+ l!J::.v ,;f • 
·1Pü~) 

est évidei:1.rnent un cspa,:.e de Ba.:;.étcI1 J)SJJ.r la ncr:r-ê' 

avec; ::..'1Jeetion cor::ti.:rne. 

u 

cpJ' 0 JJ.c c sent 1;c-u tes dL:.r,s 

u, en c.'.1 
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Le théorème du graphe fermé permet une fois encore, avec (37), de conclure 

à l'égalité topologique. 

Lemme 8. 

On no te V div = { u E [ W 
1 

'p ( Q)] 
2 

; div u = 0} o Si u E V div 9 il existe ~ .f.9.!1.§..~ 

tan te C ~ dépendant gue de Q telle gue 

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du lemme 7. 

Lemme 9~ 

On définit 1 1 ensemble ~ des déplacements rigides par 

1t = {v; v = (az+b, -ax+c) 

.Alors si u E Vd. on a : 
J.V --

(40) h(u)j = 0 pp~~ u E~ • 

Démons!E~!~.S:::• Les égalités jy(u)I = 0 et div u = 0 pp entraînent 

àu = àw = O donc u = e
1

(z) 
àx àz 

et w = e
2
(x). De plus àu + àw = 0. En consé-

àz àz 

quence = - e2(x) = a E JR.. D0 où le résultat. 

Lemme 1 O. 

Soit S ~ partie de classe c2 de àQ , de mesure strictement positive. 

ll existe ~ cons tan te a > 0 telle que pour tout u E [ W 19 P(g) ] 2 

(41) I jy(J) 1 p dQ + J I div i1 p dQ + J 1:;;lrr dr ~. (J, inf( 1911iwi;-p i ll1ilJP , 
Q Q S [ LP(g)] [ LP(g)J -

~~.S:::~.!::~!~.S:::• Si HJIJ[LP(g)J 2 = O, ltinégalité est évidente. 

-;. 

Sinon remplaçant u par 
➔ = w on est conduit à distinguer les cas 

jjü'11[LP(g) J2 
et llü'll[LP(g) J2 ) 1 • Rappelons que 1C > p • 

i) Lorsque lllilJ :, 1, on divise (41) par 
[ LP(g) ]2 

on 

minore HJIJ;~;(Q)]2 par 1. On est alors ramené à montrer quvil existe une 

constante a
1 

> 0 telle que 
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On raisonne par l'absurde sinon il existe une suite 

J Jy(;' )!P dQ +J !div; IP dQ +J I; ln dr - o Q 

Q m Q m S m 

Par le lemme 7 ceci entraîne 

donc il existe une sous-suite 

Constante, 

{ w , } telle q_ue 
m 

dans [w1'P(Q)J 2 faible et [LP(Q)J 2 fort, 

et wm'/ - w; dans [Ln(s)J 2 fort 
S S 1 --,;,-, ,P 

par compacité de 1 1 injection de W p · ( S) dans Ln ( s). 

De la propriété (43) on déduit par passage à la lim inf q_ue 

hCi)l = 0 ' div w = 0 et w/s = 0 

- -Donc w E Vd. , w E1t par le lemme 9, et w /s = o. Or on voit facilement 
lV 

sur la définition (39) q_ue tout élément de 5l. s'annulant sur une partie du 

bord de mesure non nulle ne peut être q_u'identiq_uement nulo Il en résulte donc 

- --;, q_ue w = O. Et ceci est incompatible avec les résultats connus sur la suite w 
1 m 

et 

On a donc montré l'existence d'une constante a 
1 

> 0 telle q_ue 

'r/ u E [ W 1 ' p ( Q ) ] 
2 avec 

ll;ll[LP(Q)] 2 ~ 1 

J h ( u) l P dQ + J l div u j P dQ + J I u I n dr 4' 
Q Q s 

ii) Examinons maintenant le cas ll;JI {.. 
[LP(Q)]2 ~ 

a1llull;1P(Q)]2 • 

;io. 

Démontrer ( 41). dans ce cas revient, en di visant par 

montrer q_u'il existe une constante a
2 

> O telle q_ue 

à 



On est ramené au cas i) et on établit donc le résultat 

J une constante o:
2 

> 0 telle q_ue 

V "J. E: [ W 1 ' P ( Q) ] 2 avec !J"J.jj ~ 
[Lp(Q) ]2 ~ 

JQ I y(u) 1 P dQ + JQ I div uj P dQ + J 
8

J uj • df >,, a2 Jlull;LP(g) ]2 

résulte alors de (44) et (45) avec a= inf(o:, ex). 
1 ? 

Lemme 11 (coercivité de t("J._L 

Il existe une constante ~ > O telle ~ pour tout "J. dans [w19P(Q)] 2 

J h ( "J.) J p dQ + J I div üsl p dQ + J 1 "J.j n df ~ 
(46) Q Q rr 

~ ~[inf(ll"J.lfP 
2 

P l1"J.Ji1" 
2

) + Il V "J.l!P 
4 

J. 
[ 1P(g)] [LP(Q)] [LP(Q)] 

Démonstrationo C'est une conséq_uence immédiate des lemmes 10 et 7o 

( On a noté 1·1v "J.jjP la somme des normes dans 1P(g) des dérivées pre-
[LP(Q) ]4 

mières des deux composantes de -"J. ) • 

On établit ainsi la coercivi té de é(-"J.) ce q_ui termi.ne la démonstration 

du théorème 2 • 

THEOREME 3. (Unicité) 

ll existe u. unigue minimisant sur·· V l'énergie potentielle (24) o 

Ilémonstration. Posons 

(47) 

Alors est une fonction linéaire de 
-'> 

u O 

& 
1 

et t 
2 

étant deux fonctions convexes, t est une fonction convexe o Pour 

démontrer lîunicité il suffit de montrer q_ue ~ est strictement convexeo Or 



-:,,\ ;;) - y(-;/) 

c, ( ( 1-·8)u + Ov) ( ( 1--0) f: (uî + O r (v) c,2 ' ' s.: , 2 ., L;,2 

t;;((1-·0)u + ov) ~ (î--0) t(n) + 0 ~(v) 

0 sur ceci entruine, comme on 1 1 a J'P 

d:ins Q • ë, est donc stricter:1en 1, convexe. 

Rcrno.rcr:.te s. : --------
- -> Les con di tiens é':ux limites u. v =c O sur 

rôle dans J.a dé:12onstra"t-ion d'existence et d'wücité. Ced pon:et pc:r exe;:i1iJ.e 1c. 

-'I -> 
u. ·'-' == o ..su..r- r 

0 

pl . 
é(rc :rcmpJ EJ'ü8S pa· } a fü0s1.1rc de le. v:desss sur Je::; d8uX sections. 

0:1 obtiendrait u>1e solution d.sns les esp2ces, définie à ur:e 

addi :ive près, si J es donné os sur 

du l>ord. 

r u r' u r:, 
0 

0 L<J. borne à :î.mposer sur les m0 cles des coins de lé, froEiiè:re n I est pas 

les ap:rlications : par exew.ple d:.::..ns le cas usuel b limite 4 
p = 

3 
€:énante dans 

trouvée est 
2~ ~ 

3 , cc qiü :::;uffit en pL:tique pLüsq_11'on dispose du libre choix dos 

coupares nrb:i.trc:;:i.rcs I'' et r11 effectuées d,::.ns la 11ap1_10 de cJ.c::ce, et q1:o, bien 
... 

""u" J. .. n···n11,..., '-' t , ) ud l d . 0 .J., c. .... • •~~...: v •-- ccou .. e a1:.s ~ e se110 o ln por1to 11• 
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III. DUALISATION DU MODELE DE LA VITESSE. ETUDE DES CONTRAINTES. 

On se place à nouveau dans le cadre rappelé au chapitre 2 § J'/. 

Le problème des vitesses 11Minimiser sur V l'énergie potentielle (24) 11 (pro

blème primal) peut se réécrire sous la forme : 

(5:') Inf 
2

{F(u) + G
1

(At) + (G}A
2
u)} avec 

uE[.W1,P(Q)] 

(50) F(u) = -p J g.; dQ + J h . ; dr + xv 
Q r0u r" 

où xv est la fonction indicatrice du sous-espace V de [w1 ,P(Q)] 2 et 

(51) 

(53) A
2 

= opérateur 

( 54) Y. = [LP(Q)]2 

B 
1-p 

(55) G/i
1
) 

n 
= --p 

-~) àz 

à 
àx 

de trace sur r r 

Y = [Ln(r )] 2 
2 r 

I 1i1p dQ 
Q 

( 56) G/i2) = ~
2 I li2l 'Jt df • 

rr 

Avec ces notations 

donc en notant (';}{) la condition 

il vient 
vérifie 

(58) 

A = (A
1 

, A
2

) 

y = y1 X y2 

; dr - J i? • ; dr} 
r'u r" 

\;/;EV, 



3. 14 

' 1 

n C*2 = ( c2) . n;- 1 n' = n-1 o 

Le :problème s'écrit alors 

(c2) 

Il reste maintenant à :préciser la signification de l 'hy:pothèse (;JC). On :peut 

réécrire ( IJC) sous la forme 

y( 'iI) dQ + J p g ; dQ + J ; .Î* dr - J h. "J.dr = o 
Q r 2 . r' u r" r 

( 60) 'v"J.EV. 

-;, 

Si l'on :prend dans (60) JE 1Y = {v" E [~ (Q)J2 
div V = 0} on en déduit comme 

au lemme 4 qu ~ il existe une distribution telle que 

( 61) ( -;, - -y* <Il*) + p g = - f7 :p 1 V 0 

où y* est défini par ( 18). 

$1 vérifi.e donc les équations générales de 1 1 équilibre ( 1 .1) écrites 

au début du chapitre 1 • 

Pour retrouver les conditions de frottement et de pression normale 

au "bordg la s:ituati.on est analogue à celle du lemme 4 il faut, pour pouvoir 

justifier les intégrations par parties, savoir que -<Il* 
1 

appartient à l'espace 

HP' (y*? Q) défini en ( 17) ; ce qui est vrai si 1 1 on peut déduire de ( 60) un ré-

sultat de "régularitéii supplémentaire sur p : p E W1,P'(Q). 
0 0 

THEOREME 4. 

Le problème dual (~*) admet ~ solution unique 

Î* = (Î:j~ i2) E [1P
1

(Q)]2 
X [1

111 (rr)J 2• 

::Démonstration. On vérifie facilement sur le problème primal (g:> ) les 

candi tians suffisantes rappelées au chapitre 2 § IV, (b). 

THEOREME 5e 

désigne la solution du problème dual (<.f*), alors Î* repré-
1 

sente le champ des contraintes et -<Ii2 le frottement ..fil!E. k lit rocheux. 
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:cémonstrationo On va écrire les relations d 1 extrêmalité liant 

à la solution Ï.: du problème primal (problème des vitesses) 

i = 1 on obtient 

B1~p 
n 
p 

qui n 9 est autre que la loi de fluage non linéaire de Glen 

( 62) dans Q • 

Pour i = 2 la relation d 9 extrêmali té 

c2 J lüllt c;1F=1 J 1i21 n' I --dr + dr = u.<I?* 
'Jt . n' 2 

r r rr r r 
donne 1° égalité ~ 

sur rr 

dr 

qui est exactement la condition ( 8) de la loi de Weertman (puisque 

sur r ) o 
r 

( 2
ème , , ) 

THEOREME 6 théoreme de 1 9 energie potentielle • 

Pa~mi tous les champs stati.guement admissibles (i.e. vérifiant (i)), le 

champ des contraintes est celui gui minimise ~ 0énergie complémentaire 

B I i ( C )-n=i I ' 
( 6 4) E ( <Ii 1 v <ï> 2) = ;~ Q 1 <Ii 1 l P dQ + 2 · ~ v r 1 <Ii 21 n dr • 

r 
Démo!l.stration. C1 est une conséquence des théorèmes 4 et 5 et de la 

.formulation du problème (f*). 

IV. IDENTIFICATION DU LIT ROCHEUL 

1°) Position du problème. 

On suppos-= maintenant que le lit rocheux rr est inconnu, r 1 , r 11 et 

r
0 

restant fixés. 

On dispose par contre de mesures physiques permettant de connaître 

~ la répartition de vitesses en surface : 
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- le débit du glacier : J r t ;.; df = - J r
11

;,; dr = d . 

On cherche l'équation du lit rocheux rr sous la forme paramétrique 

z = r(x). Vhypothèse essentielle est donc que le lit rocheux ne possède 

pas de portions verticales. On supposera de plus que le rocher n'affleure 

pas en surface, et que la pente et la courbure du lit restent bornées, hypo-

thèses raisonnables si l'on veut pouvoir conserver les conditions aux limites 

adoptées sur rr (pas de décollement de la glace, et loi de Weertman). 

On définit donc l 1 ensemble des paramétrages admissibles par 

111 Ji, l, 11·2 • do:,1-:µé J3 

'llad = { r E: w3 '
00 

( o 9 l) n eu., à 3u 
, Sup l-31 ~ î] }u 

àx 
0 

donné 

où z = r 
O 

(x) est le paramétrage de la surface à l I air l.ibre r 
0 

(r E ~ d). o a 

On note Q le domaine (variable) limité par 
RemaFgues • 

• ,,t)lad'- 'Ht + d w2 '
00

(001). u eo- un compac ~ .e , 

r u f 8 u r u r'' o r 

De plus 61.laa. 3St i:o,c,lus. darnf :c2,(ç$l,1)9 de sorte que, si r et r
0

E 'U.ad' 

la frontière de Qr, àQr = f
0

U f'U frUf" est de classe c2 _par mor:ceaux • 

• On peut en fait au prix de nombreuses complications techniques affaiblir 

les hypothèses de régularité sur le fond èt prendrê. pour qi_ad un compact dè w 1f~Co ,j). 

Le problème d 8 identification du lit rocheux se pose alors sous la forme suivante : 

( 66) 

Dans 

( 67) 

avec 

( 68) 

Min J 1; - ?alq ar 
rE"-lad r r . 

0 

(66), q = -12... 
2-p 

si PI 2 et q = 2 si 

-u 
r 

est la solution du problème 

Min 
ÛE: V r 

1-p 
{-B

p 

Une forme équivalente au problème (67) est : 

p - est donné dans 2 ,\' zd 

df _ p r g.; dQ + J h.; df} 
J Qr r 1u r 11 

sur ru r o r I --u.v df 
r' 
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( 69) 

avec 

(70) V~= (;;E [w1PP(Qr)J 2
; div J = o, ;-;o; = 0 su,r rourrJ I u;-;o; df =; o}. 

r 
Il est évident d 0 après le § II que les problèmes équivalents (67) et (69) ad-

mettent une solution unique pour r f'. , d ~I --ixe ans l.l, d o 
a. 

2°) Formulation du problème dan.s un domaine fixeo 

On va maintenant par changement de variables envoyer 1 ° ouvert 

le carré ] 0 1 [ x ] 0 1 [ o 

Q 
r 

sur 

On transforme alors par ce changement de variables~ llQll. ~ directement 

1,g_ champ de vitesses P mais la fonction .Q&.. courant gui lui est associé o La 

nouvelle fonction de courant ainsi. obtenue détermine un no·• .. rneau champ de vi

tesses sur le carré ] 0 1[ x ] O 1[ , champ qui aura conservé la propriété fonda

mentale d'être à divergence :smlleo 

Soit donc i = (cp9 q;) quelconque dans l 1 espace V • On peut lui as.socier 
r 

une fonction de courant e E: w2
P P(Q ) 

r 

( 71) à0 
àz = cp 

TJes conditions 

donc 

(72) e = cte sur r u r o r 

r u r 
0 :r 

par 

sont équivalentes à ôe 
à-i; 

0 sur r ur o r 

Choisissant par exemple e = 0 sur r
0 

9 la fonction e ainsi déterminée est 

uni.vaque. 

Par changement de variables 
z-r (x) 

( 73) 
0 

z ·-· r(x)-r (x) 
X ,_ X 

0 

le domaine Q devient en axes Cx~ i) le carré 
r 

(74) Q = ]o1[x ]01[ 
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les bords r 9 r , f 1 , f 11 devenant respectivement les côtés r
0 

d I équat:.on 
o r 

N N ~ 
z = O, fr d'équation : z = 19 d'équation : i = 0 et r'! d'équation 

"' X= 1. 

On obtient en inversant (73) 

z = r (x) + z[r(x) - r (x)] 
0 0 

et le jacobien j de la transformation vaut 

( 76) 

On pose 

(77) 

( 78) 

( 79) 

(80) 

soit 

ê(x,z) = e(xf r + z(r-r )) puis 
0 0 

~ -oe oe 
rp=- <J;=--: 

ÔZ ÔX 

~ ( i, z) - [ r - :ç) J-~ _ ( i, : ·,l' 
0 
G) + z [ ~ { ~) - r 

O 
( i) ] ) 

~ 
ô~(i9 ;) = ~e (x9 r (x) + z[r(x) - r (x)]) + 
ÔX vX O O 

+ [r' + ;[r' - r'JJ ~e G, r (i) + z[r(x) - r Cx)JL 
0 0 uZ O O . 

On peut ainsi établ:ir le lemme 

Lemme 12 o 

Soit Q = ] 0 1 [ X ] 0 1 [ 

v = {vE [w1~P(Q)]2 -+-+ 
div v = O, v.v = 0 sur 

v = {vE [w1'P(Q )] 2 
r r 

-+ -+ 
; div v = 0, v • v = 0 sur 

tout E °LL définir un Pour r on peut isomorphisme R de V - r r 

de R et -1 étant bornées indépendamment de normes R r, r 
r - r 

( 81) IIRrll ~ C' IIR;
1

11 i C' Vr E tl . 
Démonstrationo Soit r fixé quelconque dans 

On pose ( comparer à ( 79) (80)) 9 

( 82) 

(83) 

.Alors en inversant les formules 

~ sur v~ -
E<tl-o 

V • 
r 

les 



(84)

(35) <ji(x,z) 

r-r 

z-r 
;ex. -- 0

) 
T 'r-r 

0 ' 0 
z-r ~c o = ,1, x, --) 

'+' r-r 
0 

1 ~r 
+--- (r 1 r - r r' + z(r 1-r 1 ))~(x, -- 0

) 
(r-r )2 o o · o r-r 0 

0 

et il est facile de vérifier q_ue pour Eau._ , il y a éq_uivalence entre 

l'appartenance de Î = (rp,qi) à [LP(g~)]2 et celle de ,f = (~,~)à 

[LP(Q) J2. 

(86) 

(87) 

(88) 

(89) 

Calculons maintenant les dérivéese Il vient: 

ôz 

+ (rr' - r r 1 

0 0 

= (r-r ) 2 ~ôô (x,z) 
0 Z 

+ z(r 1 ~ r 0 )) ~ô (x,z) 
0 Z 

_ ô<1i ( ) rrb - r 0 r 1 _+ z_ (r 1-rb) [ô<li( ) ôm( )] 
- - X, Z + _ . . - - X, Z - ~. X, Z 

ÔX r - r ÔZ . ÔX 

rr 1 
- r r' + z(r'-r') 

0 
rr 11

- r r 11 +z(r 11-rll) 
_ [ o • o _ o J 2 ~ (x z) o o o 

r - r ôz ' · r - r 
0 0 

et les formules inverses s'écrivent: 

( 90) 
r '-ri ,., ~ 1 ô ~ ~ ,., = - ______ o.._ qi(x, z)+ -- ~(x,z)~ 
( ) 2 r-r ôx r-r

0 
o 

, ~c~ ~) 
2 

~ x,z 
(r-r ) ôz 

0 
,., 

(92) 
Ô
ô<li(x,z) = ~ (i,i) 

X ÔX 

r 1 + z(r 1-r 1 ) 2 ~ 
_ L o o J ~ 

r-r o ôz 

(93) 

Sous l'hypothèse r E 'lL, il y a bien éq_uivalence entre l'appartenance de 

Î à w1'P(Q) et l'appartenance de i à w1'P(g). 
r 

D'autre part 

donc si 

_,, 
div i = - 1

- div$ r-r 
0 _,, 

r € tlad div w = O 
_,, ,., 

div w = 0 

rp(x,z) 



De ;plus 
-> 

0 (95) 
,.. 

+ ri 2 -a,-> 
œ .v-1,., = œ.v/r 

r1 r 
7,7 

-a, J1 + ri2 
-> -> 

( 96) œ.v ;~ = ?J!.v/ , 
ro 

0 ro 

d 8 où l'équivalence entre 

~--), IN/~ 

œ.v = 0 sur fol) rr et œ.v = 0 sur rou r1 • 

Enfin 

(97) 

Lu isomorphisme R 
r 

défini par 
,:: 
fJ! donné par (82) (83) répond donc à la questiono 

Nous allons maintenant établir le théorème 

THEOREME 7. 

Il existe r ECU.ad solution du pro;hlème (66) -~67). 

:cémonstration. Soit !r } une suite minimisante pour le problème (66). 
l 'fil 

'U..ad étant compact dans ifl,
0

(0,1,), on peut extraire de la suite {~lll} une 

sous-sui te { r } n fortement convergente dans 

( 98) 3 r E ~ad fort. 

Pour tout n ,,on note u la solution dans Vr du problème (68) n n 
associé 

à la solution associée à -r ' u_ r . n r 

Nous allons tout d 0 abord montrer la proposition 

Proposition 1 o(coercivité uniforme en n). 

Il existe deux constantes C' (r) ,tl x(r) indépendantes de n telles que 
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ou bien 

ou bien 

Démonstration de_la proposition 1. Elle résulte directement de deux lemmes 

Lemme 13. 

Il existe une cons tan te c(r) ~ dépendant que de r telle que pour toute sui te 

frn} convergeant~ r dans w2r00

(0,1) fort, ,2.g_ ait : 

( 1 oo) Vu E Vr o 

n 

JJemme 1 4 • 

Il existe deux constantes C' (r) et c11(r) ~ dépendant que de r, telles ~ 

s } 2 00
( pour toute suite lrn convergeant ~ r dans W ' O, 1) fort, les solutions 

un des problèmes (68) associés à {rnl vérifient pour n assez grand l'une 

des deux inégalités suivantes : 

( 102) J jy(u )jPdQ +J ju 111 
dr ~ C"(r)lju llp 

Q' n r n n 1P(Q ) 
r r r 

n n n 

Avant de démontrer les lemmes 13 et 14, on doit encore établir,un lemme technique 

Lemme 15 o 

~-~soit p> O, il existe~ constante.Kp~ dépend~.n:b.~ de p telle ™-- "r/(y,z) EJR.2 

(103) jjzlp- jyjPj ~ K j(jzjP- 2 z + jyjP- 2y, z-y)j. 
p 

~~~~~:E~~~~~- Si Y ou z est nul, ou si IYI = lzl (103) est trivial 

pour ~ ~ 1. Sinon on pose : 

g)(y,z) = j (jzlp-,2z + jyjp-2Y, z-y)j = btl, 
11 zl p - IYI pl I Dl 

et l'on fait l'hypothèse jyj / jzl et y/ 0 o 



A cause de l 1h6mogénéité, et par changement d'axe éventuel on peut supposer 

On a les propriétés 

i) lim ~(y,z) -
lzl-i-= 

ii) ~(y 9 z) > 0 

iii) On va montrer q_ue lim inf ~(y ,z) > 0 
z -'> y 

(103) découle immédiatement de (i) (ii) (iii)e 

Montrons donc (iii) 

0-il pose z == (1 + p cos e, p sine) y== (190). 

Alors jzj == V1 + 2 p cos 0 + p 2 (z - y)== (p cos e, p sine) 

et 1 ° on en déduit 
.l? 
2 2 ll .., 1 

N = ( 1 + 2p e 2)' ,. ( 1 + 2p cos e + p )2 . ( 1 cos e) cos + p - + p 
.ll 

]) = ( 1 + 2p cos e + p 2)2 . - 1. 

Par développements limités à l 1 ordre 2 (pour p _,, 0) 

+ p cos e 

N = 1 + i ( 2p cos e) - ( 1 + p cos e) - (i, -1) 2p cos e + p cos e + c: 
1 

(p 9 e) o 

Soit 

N = 2p cos 0 + c:
1
(p98) 

]) = J (2p COS 8) + E
2

(p,0)o 

Donc ~(y ,z) _,, ~ q_uand z _,, y 
p 

C.Q.F.Do 

Démonstration du lemme_13o ])1 après le lemme 8, il existe une constante C 

fixée (dépendant de r) telle q_ue 

( 104) J h(u) l PdQ + J ]ul PdQ ~ cjju)l1\ 
Q- Q W ,P(Q,.,) 

r r 

Appliq_uant 1 1 isomorphisme R.., du lemme 121 on en déduit 1°existence d 1 une 
r 

constante ~ ne dépendant q_ue de r telle q_ue : 

Yr étant défini de la manière suivante 



( 106) 

+--- [1 =(r 1 

(r-r ) 2 o 
0 

Posant 

( 107) 

on peut écrire 

( 108) 

où 0( j/r -r !J) ) est indépendant de 
n w2P00

(0~L) 
On déduit alors de ( 108) et du lemme 15 que 

"" u ô 

( 109) jD_(ü) - Dr (ü)j i o(llr -rll 
2 

) !Fillp
1 r n n W v=(o,L) W ,P(Q) 

et pour n assez grand (105) et (109) entraînent que : 

V {rnl :: rn - r w2
P

00

(0,1) fort, 

( 110) 
J
Jy (û')jP[r -r ]dQ +JJujpdQ ~ .e2llüllp1 ~ 
Q rn n o Q W ,P(Q) 

Appliqu~nt alors 1 ° isomorphisme R- 1 à cet élément Ü quelconque dans V v 
r 

n 
on en déduit aisément le lemme 13 o 

Démonstration du lemme_14. On procède comme dans la démonstration du lemme 

O. Supposons ( 102) non vraieo: 

Alors JQ jy(un)jPdQ+J junjn:dr-o. 

rn r r . 
n 

i) Faisons un instant 1°hypothèse quev pour n assez grand, 

Le lemme 

llunll[LP(Q ) J2 ,< 
r n 

13 entraîne alors 1 °inégalité ( 1 01). 



ii) I:e même si. pour n assez grand on a 

'ï/n~ on aura démontré ( 102) si on démontre 

g_ue 

( 111) 

( 112) 

Si ( 111) n I est pas vrai w vérifie 
n 

( 113) 

f h(wn) 1 PdQ + J jwnjrcdr - o • 
Qr rr 

n n 

Par le lemme 13 on obtient donc 

[1wnllw19p(Q ) --.< 

rn 

( 114) te . d' d t d C in epen an e e 

duoù grâce au lemme 12 

ljR jj te · d' d t d ~-rnwn W19P(Q) ~ C i.n epen an e e n 

et donc, à une ext~action de sous-suite près, 

( 116) 

' j p = 2 
By w - w qa-1s,_[w ' (Q) J faible, 

n n 

[1P(Q) ] 2 fort,, tiP, 

=,-l [ 1li ( ~ \:] 2 · t Ry Wn/= -"--WJ;_ -~' J;, 'f.1/ .. f<l):ç • 
n r rv 

avec 

( 113) s'écrit sous forme ég_uivalente, avec les notàtions (106) (107) de la 

démonstration du lemme 13, 

f 1 1 +ru TC 

( 117) D:r,n(Rrnwn) + 1 r -r l 

0 n o 
dx ..._ 0 

et de (109) résulte g_ue 

( 118) lim inf Dr, (Rr,, w) = lim inf D_(By w) ~ D~(i). 
n ·n n r n n r 

Par passage à la lim inf dans (117) on obtient donc 
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Soit en posant 

( 120) 

( 121) 

w = R- 1 i 
r 

J h ( w) l P dQ + J I wl 1t dr = o • 
Q r-- r r 

On en conclu~.comrne au lemme (10), que 

(122) w = 0 d0 bù 

Or par ( 116), IIR wnll -s- 11;;11 
rn [LP(Q)]2 [LP(Q)J2 

( 124) IIR:r,nwnlJ[LP(Q)J2 -s- 0 •\, 

, ce qui implique 

v; étant lié à R w par les formules (84)(85) il résulte de ( 124) que 
n n n 

ce qui est donc démontré dans ce cas. 

iii) Si maintenant, pour tout n > O, j n > n avec 
0 1 0 

et 

!!un IJ 1-' 1 9 on peut décomposer la suite {un} en deux sous-
2 1P 

suites, 1 8une vérifiant les hypothèses du point i) et l'autre celles du point 

ii). La démonstration du lemme 14 est donc complète .A)III poursuit la démonstra

tion du théorème 7 avec la 

P.r'oposi tion 2 ~ 

-i> -a, ...;, 

Si h = ft + Nv avec f et il existe une constante K' 

telle que V r E '\.l et 

( 126) If h.J drl 
r 1ur" 

~ K1 
( Jlf Il u + !IN Il i ) ll;II 

TTC (r'ur") Ln (riurn) [w1,P(Qr )] 
:... 

Tomonstration. On repart des formules (84) et (85). Il est alors facile de 

calculer le membre de gauche de ( 126) en passant à V et d 0 obtenir 

( 127) 

( 128) 
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où h 1 = r(O) - r (ü) 
0 

est indépendant de r et désigne la 

-,. 
composante de Rr u i = 1v2 o 

Par cont.inuité de la trace dans w2'=(o,L) on obtient : 

C indép. de r. 
0 

Soit 

( 129) Ir' (0) - r 1 (ü) j ,< C1 indép. de r si r € 'U. • 
0 0 

l!Rr ü'.lJ ~ ~ ~ c 1 l!Rr ü1lw1 'P(~) 
1n(r 1 u r") ~~ 

indépendant de r)i d'où par le lemme 12: 

l!Rr ü'll 1t c ~ ~ ~ C 1 C ! jjü'll 1 p ( ) 
1 r' u rii) w ' Q 

r 
La proposition 2 dé coule alors de ( 12 7) ( 128) (et leurs analogues sur 

et (129) (130). 

Proposition 3. 

Il existe ~ cons tan te K" 

( 131) 1J p g ioü' dQj i K11 p gJJi7ll • 
Qr [ W 1 v p ( Qr ) ] 2 

.ème 
l 

Tumonstration. Il suffit de remarquer que si r € '\l. la norme de r 

est bornée et donc que mes Qr est bornée indépendamment de r. 

Proposition 4. 

w a, \-1 u_,. Il.. existe ~ constante K'" telle que v r E LL 21.. v et 

-; E [w1,P(Qr)]2 ~ J.; -,.-;, 

:= v.v = 0 ~ 

( 132) If Jü"l1r-2 J.-; drl ,< 
r r 

D9monstration. On applique (s4) et (s5) avec z = 1 o Il vient 

soit 
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On en déduit : 

dx 1 

La constante C ne dépend plus de r, si r E<\L Par continuité de l'appli

cation trace de w1 ,P(Q) dans L1t(f 
1
) le résultat cherché suito 

Proposition 5o 

Il existe une cons tan te K(r, d) telle gue 

( 133) 

Tomonstrationo La condition de débit contenue dans les espaces 

tcut d'abord à montrer un lemme de relèvement. 

Lemme 16. 

Il existe une fonction 

( 134) IJnlJ[ W 19 P(Q)] 2 ~ 

_,. 
telle que 

et 

div D = 0 p.p. 

K
0 

= constante. 

V 
r 

dans 

oblige 

Tomonstrationo On introduit sur àQ la fonction â. de classe C 1 

définie par ~ 

0 sur rou r1 

30 dz 2(1-~) 2 sur 

Alors le problème de Newman sur le carré Q = ]01[ x ]01[ 

admet une solution 

avec llell 2 p(~ ~ w 9 Q) 
IR 

~ dans Q 

sur àQ 

e E w2'P(Q) 

Ko llâ.11 P( ~) 
L oQ 

(cf. Mérigot [ 22]) 

o Posant 
...;, _,. ( 
D =Ve le lemme suit et 

si 1 1 on remarque que f 1 z2( 1-z) 2 dz = J... 
0 30 
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d 1 1 t ' · t · (69) de -+u avec ';t = -u - R- 1-D • On repren a ors a carac arisa ion ~ 
n .n r 

n. 
C'est loisible car, d'après le lemme 12, R- 1 D € Vr (puisque D € v), 

r n n 
- -1 - 0 u - R D € V n r r • 

et donc 

n 
Il vient 

( 135) 

On applique maintenant les propositions 1, 2, 3, 4 en remarquant que (134) 

joint au lemme 12 implique 

( 136) fiR- 1 nll ~ C" K
0 

d • 
rn [w1,P(Orn)]2 

On en déduit : 

( 137) 

+K3llull 1 2+K4d. 
n [w ,P(or )] 

C'est une inégalité de la forme : 

avec a, ~, y, ô > 0 et x > 0 • 

Rappelons que 1 < p ~ ri: ~ 2. 

Si :x: ~ 1 ( 133) est démontré. 

n 

Si x ~ 1 , comme (p-1) et (ri:-1) sont ~ 1 

:x:P-1 -$, a + ~ +. y + d 

et l'on obtient bien (133) dans ce cas aussi. 

Corollaire. 

Il existe une constante K(r,d) telle que 

( 138) 
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D9monstration. C1 est immédiat par le lemme 12. On obtient 

Proposition 6. 

D9monstration. Dgaprès (138) on peut extraire de Rr u une sous-suite 
n n 

(toujours notée Rr u) telle que 
n n 

( 139) 

R:r, u -► u* dans w1'P(6) faible, 1P(g) fort, pp, 
'n n 

-► u*/"' dam 11t'(r ) fort r 1 
1 

"' et u* E V • 

(par compacité de 
1 

wP' 9 
P (r ) dans 

1 

l'injection de 

Le passage à la limite est semblable à celui du lemme 14. On pose 

( 140) 

et d'après le calcul fait à la proposition 4 

1 1-[ ( ¾ v) ( x, 1 ) J 2 ,. ru ~ 2 11/2~ 
(141) rrn(Rnv) = l ( 1 ) 2 +j(Rnv) 2 (x,1) r n_r (Bnv)/x,1)j IV 1+r~2 dx 

O rn-r 
O 

n o 

J est solution du problème (68). Donc Ru vérifie (avec les notations n nn 

( 1 06) 

( 142) 

c
2 

1-p C 
+ - r (Ru)+ F (Ru)~ _B - Dr-(v)+ ~ r (v)+ F (v) 

n rn n n rn n n p n n rn rn 

où 

( 143) Frn (;) = J,., { N(r 
O 

( o)+h 1 
;); / 0, ;)+f (r 

O 
( O)+Pi_'Î~) [h I v / 0~ )+v / 0, z)(r~6)+z(r:r'i_(o)-iQ}~} dz 

r' 

+f (analogue) d; -J pg((rn-r);
2

(x,;)+(r6+z(r 1-r 1
)); (i,~)]dz 

j r" Q n o 1 

et 1 1 on a posé 

h 1 = r ( o) - r ( o) 
n o 

(quantité indépendante de n). 

De ( 109) et ( 138) résulte que 

( 144) lim inf Dr (Rnun) = lim inf Jl.. (R u ) 
n r n n 
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et d'après (139) 1 avec la semi-continuité inférieure 

( 1 4 5) 1 im inf Dr ( R u ) ~ IL ( u *) " n n n r 

D0 autre part (139) permet de passer à la limite dans les expressions (141) 

et (143) pour obtenir ~ 

( 146) frn(~ un) -,> r-(u*) r 

( 14 7) Fr (R u ) --;, F_(u*). 
·n n n r 

Passant à la lim inf dans ( 142) 

l'inégalité : 
1-p 

B' 
p 

c2 
l)._(u*) + - r-(u*) + 
r n r 

et par 1 1 isomorphisme 
B 1-p 

p 

on établit ainsi, 

1-P 
F_(u*) ~ !._~ 

r, " p 

V v ~ t V 

~ pour la limite u* E V, 

~ V t V_ • 
r 

V unicité de la solu tfon du problème ( 149) en traîne alors 

IL u.* = u., " .r r 

Soit encore sous forme éq_ui.valente 

( 150) 

Il était donc i.nu tile d O extraire une sous-sui te de la sui te minimisante de 

départ 9 car (150) prouve la convergence faible de la suite toute entière" 

On va maintenant établir le résultat de convergence forte : 

Il résulte du passage à la limite ci-dessus q_ue : 

D.,. (R u ) ._ 11.(R- u-) 
-n n n r r r 

et par ( 109) on obtient donc 

( 151) IL(R u ) -,. Jl.(R- u.-). 
r' n n' r' r r 



La norme dans 1P(g) étant uniformément convexe il en résulte 

( 152) 1 y-(R- U-)j dan$ r r r 
fort 

soit encore 

( 153) 

Avec le lemme 2.9 on en déduit : 

( 154) 

Comme d'autre part il résulte de (139) et de la continuité de 

opérateur de 

( 155) IC1 R u ➔ u_ dans [1P(g_)J 2 fort 
r n n r r 

le lemme 8 entraîne 

( 156) 
-1 R:.., Ru -u 
r n n !' 

fort 

-1 
R.. r 

comme 

d'où le résultat cherché grâce à la continuité de comme opérateur de 

Il ne reste plus maintenant 9 pour terminer la démonstration du théorème 7, 

qu'à montrer que 

-; l q dr - J I ü:, - -; l q 
d r r d 

0 

J !ü' -r r n 
0 

dr 

~ ce qui est évident en repassant dans V 

On obtient en effet pour J 1 ~n - id! q dr une expression analogue à ( 141) 
r 

dans laquelle la proposition° 6 permet de passer à la lim inf. 

On peut encore énoncer le résultat sous la forme suivante ~ 

THEOREME 8. 

Toute suite minimisante du problème (67) gui converge dans w2 '
00

(0,L) fort, 

converge~~ solution du problème (67) (68), les images des états corres-

pondants convergeant dans 
1 p ~ 2 [w' (g)] fort ~ l'image de l'état optimaL 

THE OREJ'IIE 9 • 

Les résultats des théorèmes 7 ~. 8 restent valables si~ supprime la condition 

de débit dans la définition (68) ~ l'état. 
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Démonstration c On remplace donc le problème de minimisation sur V par 
------------- r 

le problème analogue de minimisation sur 

-'> ....,. -'> 

div u = 0 ; u o v == 0 sur r u r l • o r 

Il est facile de voi.r que la démonstration du théorème 7 s I adapte telle quelle, 

avec de plus une simplification de la démonstration de la proposition 5. 

I'roposi tion 7. 

L'application r....,. Rr ur est continue de 'li.ad dans [w1'P(Q)J 2 ~ l'on 

détermine 1uétat u en imposant .21!.D..Qn..™ condition de débit). 
r 

Démonstration. C'est une conséquence imméd.iate de la proposition 6 et du 

théorème 9c 

Remarques. 

10) Il résulte du théorème 9 qu 8 il existe un contrôle optimal r solution 

du problème 

( 157) Mi.n [j I iI = îdl q df + 1J ~ . ; df - d I J 
rE 'lL r , r 
· ad r

0 
r 

-;, 

u étant donné par 
r 

-"Min {B 1-P J I y(iI) 1 PdQ + c2 J l~l n 
uç.Wr P Q n r 

r 

( 158) 

r 
c I est-à-dire du problème obtenu en mettant la condition de débit dans le critère 

au lieu de l 1 imposer à l'étato 

2°) Vu.nicité semble peu probable dans les problèmes (67) (68) ou (157) 

( 158). Mais on ne possède pas de contre-exempleo On n'a pas non plus de résultat 

non trivial reliant les solutions des 2 problèmes. (Evidemment si 

le critère ( 157) r est solution du problème ( 67) ! ) 

--> 
Ur annule 

30) On peut rajouter dans Wr n'importe quelle condition pourvu qu'il 

reste un cône de sommet Oc Ceci permet d 1 imposer par exemple au champ de 

vitesses des conditions du type 

-'> -'> 

Ur oV 1- 0 p.p. sur ru 

--> --> 
ou u oX ~ 0 P oP • dans Q 

r r 
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traduisant que 1 1 écou1ement se fait redans le sens de la pente". 

4 °) On peut remplacer '\l d par tout sous ensemble non vide de <\.L 9 compact 
a. 

dans w2100
(0,1). 

5°) On peut remplacer dans le critère ( 66) q par n I importe quel r avec 

r >;., q (en particulier r -= n;) o 

6°) Les démonstrat:.ons précédentes semblent indiquer que pour la résolution 

effective il vaut probablement mieux poser les problèmes en terme de fonction 

de courant. L'étude numérique des équations considérées dans ce chapitre fera 

1 1 objet d'une publicati.on ultérieure o 
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