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RÉSUMÉ : Soit R un anneau de valuation discrète complet, d'inégales caractéristiques, 
d'indice de ramification absolu e, de corps résiduel k parfait de caractéristique p. Soit a 
un entier tel que P.:_1 <as; e et R = R/1ra • R. On définit les systèmes de HoNDA relatifs 

à (R, R), puis les filtrations admissibles pour un tel système. A tout p-groupe fini g sur 
R on associe fonctoriellement un système de HoNDA (sans filtration) et on montre que 
les p--groupes finis Ç sur R tels que g = g x Spec R correspondent bijectivement aux 

SpecR 

filtrations admissibles pour le système de HoNDA associé à g. 
Lorsque g = 9o x Spec R, avec 9o p--groupe fini sur k, on peut calculer précisément 

Spec k 

le système de HONDA associé à g et étudier l'existence d'une filtration admissible pour 
ce système. On montre, comme conséquence, que pour p > 5 et e ~ 2, tout p--groupe fini 
sur k peut être relevé sur R. 

ABSTRACT : Let R be a complete discrete valuation ring, with unequal characteristics, 
absolute ramification indexe, and perfect residue field k of characteristic p. Let a be an 
integer such that P.:_1 <as; e and R = R/1ra • R. 

vVe define the HoNDA systems relative to ( R, R), then, for such a system, define the 
permittcd filtrations. To every finite p--group scheme g over R one attaches functorially 
such a HoNDA system (without filtration) and we prove that the finite p--group schemes 
g such that g = g x Spec R correspond bijectively to the permitted filtrations for 

SpecR 

the HoNDA system attached to g. 
vVhen g = 90 x Spec R, with 90 a finite p--group scheme over k, we can precisely 

Speck 

calculate the system attached to g and then study the existence of a permitted filtration 
for this system. As a conséquence we prove that, when p ~ 5 and e ~ 2, every finite 
p-group scheme over k can be lifted to R. 

Mots-dés : Groupes p-divisibles, schémas en groupes finis, déformations. 

Code matière AMS 1980 ( version 1980) : 14 L 05, 14 L 20, 14 D 15. 
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INTRODUCTION 

Soit p un nombre premier, k un corps parfait de caractéristiquep, vV = W(k) l'anneau 
de Witt construit sur k; soit Œ l'automorp~isme de Frobenius de vV; pour tout î1V-module 
M et tout entier relatif i, on pose : Mu' = W ® M où le morphisme vV - vV de 

w 
changemE;nt de _base est 5J'i; si u : M - N est un morphisme W-linéaire, on notera de 
même uu' : 1v1u' - Nu' l'application idw ® u. 

Soit Run anneau de valuation discrète complet, d'inégales caractéristiques, de corps 
résiduel k. Il existe alors un homormorphisme d'anneaux : W - R, faisant de R un 
TV-module libre de rang fini e = indice de ramification absolu de R. 

Soit a un entier supérieur ou égal à 1. On pose : R = R/n°' R, et pour tout R-module 
'Jv[ (resp tout R-morphisme u: M - N), M = M ® R et u = u ® idR' 

R R 
Si S est un schéma (resp. si A est un anneau) on appelle p-groupe fini sur S (resp sur 

A) un schéma en groupe fini commutatif et plat sur S (resp. sur Spec(A)), annulé par 
une puissance de p. De même un groupe p-divisible sur S (resp sur A) est un groupe de 
BARSOTTI-TATE sur S (resp sur Spec(A)). 

Le but de ce travail est d'établir la classification à isomorphisme près des p-groupes 
finis sur R, soit Ç, au moyen de leur réduction sur R : Ç = Ç x Spec R et de la 

SpecR 
donnée d'une structure supplémentaire, à savoir un certain sous module L d'un R-module 
associé à Ç, l'ensemble de ces données, qu'on appellera "système de HoNDA", étant défini 
grâce à la thé~rie cristalline. Puis, de ce théorème de classification on déduit quelques 
conséquences, dont la réponse, au moins pour p ~ 5, à la question posée par ÜORT et 
MUMFORD ( cf. [10]), à savoir : à quelle condition les groupes finis sur k se relèvent-ils sur 
R? 

Nous montrons que pour k parfait, p ~ 5, tout groupe fini sur k se relève sur R, dès 
que e ~ 2. 

Nous allons d'abord rappeler les étapes qui ont précédé le présent travail. 
C'est à GROTHENDIECK qu'on doit la méthode fondamentale, qui consiste à associer 

à G, groupe p-divisible sur k, un cristal. Précisons : si S0 est un schéma où p est 
localement nilpotent, et G un groupe p-divisible sur So, il existe une extension de 
faisceaux fppf: 0--+ wa - IE(G) - G* - 0 où G* est le dual de G, et wa le groupe 
vectoriel défini par wa (module des différentielles invariantes de G), cette extension étant 
universelle, en ce sens que si O --+ V - H - G* - 0 est une extension de G* par 

un groupe vectoriel V, alors il existe un unique morphisme linéaire wa __.!__, V tel que cette 
extension s'obtienne en "poussant" l'extension IE( G) à l'aide de f. Soit alors So <--t Sune 
immersion fermée définie par un idéal muni de puissances divisées nilpotentes (par 

conséquent, un nilidéal). Il existe locale~ent ([6], Exp. lLLUs~) un relèvement G de G 
sur S, c'est à dire un groupe p-divisible G sur S tel que G = G x S0 • 

s 
GROTHENDIECK montre alors que IE( G) ne dépend pas du relèvement G de G qu'on a 

choisi. On obtient ainsi un foncteur sur la catégorie des groupes p-divisibles sur So. On 
a une suite exacte : 0 - wë - IE(G)(Soc.....;S) - G* - 0, où IE(G)(s0 ,s) = E(G) 
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par définition. Le fait que IE( G) est un cristal signifie essentiellement que s1 on a un 
diagramme commutatif: 

où So '-+ S et So '-+ S' sont comme ci-dessus, si G est un groupe p-divisible sur So, G 
un relèvement de G sur S, alors E(f*G) = J*(E(G)). 

Si on pose: IDGs = IDG(so,S) = Lie(IE(G)(so,s)) on a donc une filtration de IOG(so,S) 
naturelle : '-'!.._,G '-+ IOG s0 par un sous module localement facteur direct, et pour tout 
relèvement G de G sur S, une filtration W{; '-+ IDGs0 telle que W{; 0 Os 0 s'identifie 

Os 

au sous module wa de IOGs0 = IDGs 0 Os0 • Le théorème de GROTHENDIECK (rappelé 
Os 

en (I-B-1-b, 1ère partie) pour plus de précision), dit que : se donner un relèvement G 
de G équivaut à se donner un sous module n de IOG s, localement facteur direct tel que 
n 0 Os0 s'identifie àwc dans IOGs0 ; il y a une équivalence de catégories qui à G associe 

Os 
( G, Wë;), Pour les démonstrations, on peut se référer à MESSING ([5]). 

Lorsque So = SpecR, S =Sn= Spec(R/1î"(n+I)aR) avec a> P.:_1, So '-+ Sn est une 
immersion du genre précédent. Si on pose IOG R = ~ IOG Sn ( = R-module libre de rang 

n 

~1i), on déduit du théorème de GROTHENDIECK par passage à la limite que le foncteur: 
G 1-----t (G,wa) est une équivalence de la catégorie des groupes p-divisibles sur R aYec 
celle des couples ( G, !1) où G est un groupe p-divisible sur R et n '-+ IOG R est un sous 
module facteur direct, tel que n 0 R s'identifie à wc C IDGR' 

R 
L'étape suivante, dûe à BADRA ([l], [2]), consiste à passer des groupes p-divisibles aux 

p-groupes finis sur R. Pour cela, on dispose, au choix, de deux résultats. Celui qu'utilise 
BADRA, et qui est historiquement le premier, est dû à ÜORT ([9bis]); il peut s'énoncer 
ainsi : si R est un anneau local nœthérien complet à corps résiduel parfait et si Ç est un 
p-groupe fini sur R, alors il existe un groupe p-divisible Go sur R et un monomorphisme 
de schémas en groupes g '-+ G0 • Le second résultat, dû à RAYNAUD ([4], Théorème 3.1.1) 
est le suivant : si R est un anneau local et Ç un p-groupe fini sur R, il existe un schéma 
abélien Ao sur R et un monomorphisme de schémas en groupes : Ç '-+ A 0 • 

Dans le premier cas, Ç apparaît comme le noyau de l'isogénie de groupes p-divisibles 
Go - G1 = Go/9; dans le second, comme le noyau de l'isogénie de schémas abéliens 

n 

Ao - A1 = Ao/9; en passant aux groupes p-divisibles Gi = .!l!!¼(Ker(Ai ~ A;)) on 
n 

retrouve Ç comme le noyau de l'isogénie Go - G1 = Go/9. 
Notons au passage que le résultat de RAYNAUD est plus général que celui de ÜORT 
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(on ne suppose pas R nœthérien ni complet), plus prec1s (on obtient une situation 
algébrique ( schémas abéliens)) et que sa démonstration ne fait pas appel à la théorie 
de la déformation. 

Si IsA est la catégorie des isogénies sur A et FA celle des p-groupes finis, on dispose 
donc d'un foncteur essentiellement surjectif: IsA ---+ FA, qui n'est pas une équivalence 
de catégories. Nous rappelons au (I-B de la 1ère partie) comment BAD RA rem place I s A 

par une nouvelle catégorie CA munie d'une équivalence de catégories : CA ---+ FA, 
essentiellement en "rendant inversibles les quasi-isomorphismes de I s A". 

Ceci étant fait, à toute isogénie Go ---+ G1 sur R (resp. Go ---+ G1 sur R) on 
associe, par la méthode de GROTHENDIECK, un complexe [)G1R ---+ [)GoR muni d'une 
R-filtration: i.,,,'G1 ---+ wa 0 (resp. d'une R-filtration: w01 ---+ w0J objets d'une catégorie 

CP 1 (R, R) (resp. CP 1 (R)). Lorsqu'on passe de lsR et IsR à CR et CR, il faut de même 
passer aux catégories D P 1 ( R, R) et D P 1 ( R) obtenues en rendant inversibles les quasi
isomorphismes. Nous rappelons les définitions de ces catégories au (I,A,1) de la 1ère partie 
de ce travail. 

On dispose alors d'un diagramme commutatif de foncteurs, où les foncteurs horizon
taux sont les foncteurs de GROTHENDIECK, où la flèche verticale de gauche est le chan
gement de base R ---+ R, et où la flèche verticale de droite est le foncteur de réduction 
de la filtration de R à R. 

CR 

r 

r 

Le Théorème de BADRA que nous rappelons en (I-B-2) de la 1ère partie dit essentiel
lement que se donner une isogénie sur R, objet de CR, équivaut à se donner un triplet 
(G.,(.NI.,0..),ry), où G. est une isogénie sur R, objet de CR, où (M.,n.) est un com

plexe filtré objet de DP 1 (R) et où 77 est un isomorphisme dans DP 1(R,R) de r(G.) sur 
p1((M.,n.)) = (.1v1.,n. 0 R). 

R 

Autrement dit, relever l'isogénie G. de R à R équivaut à se donner dans la catégorie 
ad hoc un relèvement de la filtration wa. de [)G. R en une filtration n. de [)G·R· 

Du théorème précédent et des équivalences de catégories : CR---+ FR et CR---+ FR, 

BADRA déduit un énoncé pour les groupes finis : si Ç} est un p-groupe fini .sur R, G. 
une isogénie dont Ç} est le noyau, (M.,w.) l'objet de DP 1 (R, R) associé à G., alors, se 
donner un relèvement de Ç} sur R équivaut à se donner un objet (N., n.) de DP 1 (R) et 
un isomorphisme 17 dans DP 1 (R, R) : 77 : (N., n. 0 R) -=:'...+ (.NI.,w.) ( cf. l'énoncé précis 

R 
en I-B-2). 

Parvenu à ce point, on aimerait disposer d'un énoncé dans lequel les complexes filtrés 
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sont remplacés par des modules filtrés, objets a priori plus maniables. Cet objectif est 
réalisé par BADRA dans le cas où R = W et R = k, c'est à dire : e = a = l ( et p > 2); ( cf. 
[1], Ch. III, Th. 2.7). A tout p-groupe fini Q sur W, si on pose Ç = Q x Speck, on 

SpecW 

associe un couple (M, Da) où M = lvl(Ç) est le module de Dieudonné de Ç (au sens de 
FONTAINE, cf. plus loin) et où La~ M(Ç) est un certain sous module, le couple (M, L) 
vérifiant les propriétés qui en font un "système de HoNDA fini" ( au sens de FONTAINE). 
On obtient ainsi une équivalence de catégories entre p-groupes finis sur TV et systèmes 
de HoNDA finis. BADRA retrouve ainsi un résultat de FONTAINE ([3bis]). 

Il faut alors noter que : 1) dans la démonstration de BADRA, le module de Dieudonné 
au sens de FONTAINE lvl(Ç) peut être partout remplacé par le module de Dieudonné 
cristallin (09w )°'-

1 
qui lui est isomorphe, d'après ([4), Th. 4.2.14); ce faisant, le sous

module La est en fait défini par voie cristalline. 
2) La démonstration de BADRA ne s'appuie pas sur la classification générale qu'il a 

obtenue au moyen de complexes filtrés, mais mêle à nouveau groupes p-divisibles ou finis 
et modules filtrés. 

Dans le I de la 1ère partie de ce travail, nous nous proposons de 
1) Définir une notion de système de HoNDA, libre ou fini, avec ou sans filtration et ce, 

pour e et a quelconques. Un système de HoNDA sera un système M __!___,, M 1 ~ M de 
deux R-morphismes tels que v of= 1ro: .idM, f o v = 1ra .idM, ( 7r = uniformisante de R). 
Il sera dit libre de rang h si .LV[ et M' sont des R-modules libres de rang h, et fini s'il 

s'obtient comme quotient d'un système libre Mo ~ M~ ~ Mo par un sous système 

libre M1 ~ 1vl{ ~ M1 de m.ême rang. 

Si lvl L 1vI1 ~ M est un système de H0NDA fini, une filtration de ce système est 
la donnée d'un sous R-module L de lvl' tel que: 

i) L'application canonique: 1r!:.L ---t 1":n~ est un isomorphisme; 

ii) Ln Kerv = {O}. 
On retrouve, quand e =a= l la définition des systèmes de HoNDA selon FONTAINE, 

ou plutôt une catégorie contenant ceux-ci. 

Il convient de noter que si M L lvl' ~ M est un système de H0NDA fini, Ji.,f et 
lvl' ont nécessairement la même longueur sur R, mais ne sont pas toujours R-isomorphes 

Dans l'usage que nous en ferons, un cas intéressant ( celui du système de HoNDA fini 
associé au groupe ap = noyau de Frobenius dans le groupe additif) fournira précisément 
un exemple où lvl et lvl' ne sont pas isomorphes. 

2) Définir des équivalences de catégories : a) entre la catégorie D F 1 
( R, R) des 

complexes de R-modules filtrés sur R et système finis de HoNDA. b) entre la catégorie 
DF 1 (R) des complexes de R-modules filtrés et celle des systèmes finis de HoNDA filtrés. 

C'est ce dernier point qui est l'élément clé de ce travail; il faut remarquer ( et on le 
signale dans le texte aux points concernés) que la démonstration de ces équivalences 
reprend et généralise celles de BADRA quand il traite le case= a= 1, en les débara.ssant 
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des groupes qui dans notre exposé réapparaîtront ensuite. 
3) On peut alors traduire le théorème de classification de BADRA en remplaçant les 

catégories de complexes filtrés par celles des systèmes de HoNDA finis, lorsque e est 
quelconque et a > P.:_ 1 . (I-B-2-c) : Relever un p-groupe fini g de R à R c'est se donner 
une filtration L du système de HoNDA fini associé à g. 

Au II de la 1ère partie, on retrouve les "modules de Dieudonné" en un sens généralisé, 
alors qu'on les avait précédemment laissés de côté. 

Si 1) est l'anneau séparé complété pour la topologie p-adique de l'enveloppe à 
puissances divisées de l'idéal de W[T) définissant le quotient R ~ k[T]/(T"'), on sait 
d'après ([4], Th. 1.2.7) qu'à tout cristal en modules on peut associer un 'V-module J\,1, 
séparé et complet pour la topologie p-adique (M = valeur du cristal sur l'épaississement 
(R,V). 

Si le cristal est associé à un groupe p-divisible G sur R, on dispose de plus de deux 

V-morphismes : Jviu ~ M ~ Mu induits par le Frobenius et le Verschiebung de G. 
(Ici, Mu = 1) @ M où Œ : 1) --+ 1) est le Frobenius, qui n'est plus un automorphisme, 

1) 

ni même fidèlement plat). On peut alors considérer que ( M, Mu, V, F) est un "module 
de Dieudonné" associé à G; on a V o F = p.idMu et F o V = p.idM ; G étant p-divisible, 
Jvi et Mu sont libres de rang fini sur 'D, égal à la hauteur de G. 

En utilisant deux résultats, l'un de BERTHELOT-BREEN-MESSING ([4] - Proposition 
4.3.10) et un résultat de BERTHELOT-MESSING ([4-bis], démonstration du Lemme 4.1.4), 
on peut alors exprimer le système de HoNDA libre (M,M',v,f) de G à l'aide de 
(1vt, V, F); ( en fait : M = R @· M, mais la description de M' est moins évidente). 

1) 

( cf. : II-2, Lemme 4). 
On peut alors passer aux groupes finis; cependant, en général, la "description" du 

système de HoNDA fini (M,M',v,f) associé à un groupe fini g, sur R en termes de 
modules de Dieudonné, n'est guère explicite ( on l'obtient grâce à une présentation de g 
par une isogénie). Il y a un cas où elle l'est tout à fait, c'est celui où g est constant sur 
R, c'est à dire, où g est de la forme 9o x Spec R, avec 9o fini sur k; (Spec k ~ Spec R 

Spec k 

étant la section évidente de Spec R --+ Spec k ). On montre dans ce cas que le système de 
HoNDA de g se calcule à partir seulement du module de Dieudonné de 90 ( cf. le II-3)-c). 

La Deuxième partie de ce travail consiste en l'étude détaillée du cas des groupes 
constants. 

Au I, on commence par donner une description des modules de Dieudonné finis en 
termes de l'action de F et de V. On étudie aussi la possibilité de construire ces modules 
de façon générale de sorte qu'ils aient certains invariants numériques fixés. 

Au II, on utilise le I pour obtenir la structure des systèmes de HoNDA des groupes finis 
constants sur R. Un cas éclairant est celui de a -R noyau de l'élévation à la puissance p P, 
dans le groupe additif (II-1-h). 

Enfin, au III, on étudie la question du relèvement de R à R des groupes constants, 
c'est à dire l'existence d'une filtration L de (M,M',v,f) ayant les propriétés requises. 
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Le résultat principal est que si P.::_1 < a ~ ! , tout p-groupe fini constant sur R se relève 
sur R (III-2 Proposition 3), avec pour conséquence le fait que si p 2: 5 et e 2: 2, tout 
p-groupe fini sur k se relève sur R, comme on l'a dit au début de l'Introduction. 

En complément (voir l'Appendice I), on étudie le cas des immersions définies par des 
puissances divisées non nilpotentes. On obtient par exemple que si p 2: 3 et si e est 
pair, tout p-groupe fini sur k se relève sur R, et aussi des théorèmes de classification 
analogues aux précédents à condition d'imposer à Ç la condition d'être connexe ( ou, par 
dualité, unipotent). 

Du point de vue de la méthode : les cristaux que nous utilisons, ainsi que leurs pro
priétés sont ceux définis par BERTHELOT-BREEN-MESSING dans [4]. Grâce à BERTHELOT
MESSING ([4bis]) ceux-ci sont isomorphes à ceux définis par GROTHENDIECK (la démons
tration n'est pas formelle), et le Théorème de GROTHENDIECK est donc vrai dans ce 
cadre. 

Bien que notre exposé en soit logiquement indépendant (sauf le Corollaire l) il nous 
faut le situer par rapport aux travaux de FoNTÀINE ([3], [3bis]) sur la classification des 
groupes p-divisibles ou finis sur un anneau de valuation discrète; la notion de départ, 
celle de système de HoNDA libre, lui est dûe dans le cas où e = a = l, c'est à dire 
dans le cas où R = lV, R = k; elle est alors presque analogue à celle de couple ( NI, L) 
où .M est un module de Dieudonné libre de rang fini sur W et L un sous module de 
J..1, vérifiant les conditions : L est facteur direct dans M et /L ---=::'...+ 1::: F . Si G est un 

groupe p-divisible sur lV, G = G X Speck, M = Homk-gr(G,CÎIÎ\) est le module 
SpecW 

de Dieudonné associé à G; ( CvVk = group~ des covecteurs de Witt sur k ). L C ]\Il est 
défini en termes de "vrais logarithmes" de G. 

D'après ([4], Th. 4.2.14) le module M ainsi défini est relié au cristal de G par l'existence 
d'un isomorphisme de modules de Dieudonné: Mu---=::'...+ DGw. 

FONTAINE montre dans [3] que les couples ( M, L) classifient les groupes p-divisibles 
sur W à isomorphisme près. 

Lorsque e > l, à tout module de Dieudonné M, FONTAINE associe ([3], Ch. IV, § 2) 
un R-module NJR. Si G est p-divisible sur R et G = G x Speck, M = lvl(G), 

Spec R 
il définit un sous R-module La de MR, qui vérifie certaines conditions. En général le 

couple (M( G), Lë;) permet de reconstituer G à des groupes de torsion près, groupes qui 
sont annulés par une puissance de p ne dépendant que~ de e ([3], Ch. IV, Prop. 4.9). 

Lorsque e < p - l; le couple (M( G), Lë;) redonne G à isomorphisme près. Au 
langage près, ce couple doit vérifier des conditions équivalentes au fait que si M = M( G), 
le système (M( G) 0 R, l',lf R, v, f, Lë;) est un système de HoNDA libre et filtré, dans le 

w 
cas e < p - l et a = l. En fait, ce qui est considéré par FONTAINE, au lieu du système 

R 0 M ~ 1\1R ~ R 0 NI, c'est une filtration M[l] de MR, qui est dans notre langage 
w w 

l'image de f. 
Le module MR que nous définissons au (II-3-c) de la 1ère partie, est au langage près, 

le module MR de FONTAINE quand e < p - l. En fait ce module est défini par FONTAINE 



10 

comme la limite inductive d'un certain diagramme de R-modules, et c'est une de nos 
motivations de départ que de comprendre la signification de ce diagramme, dans l'étude 
des groupes finis sur R quand e < p - 1 et a = 1, c'est à dire R = k. 

Enfin, on a énoncé dans l'Appendice II ce qu'il est possible de sauver de la 1ère partie 
en fait de classification des groupes finis à l'aide d'un système de HoNDA, lorsqu'au lieu 
de R, anneau de valuation discrète et R = R/ ?rcx .R, on considère un anneau local R et 
R = R/a•R, où R et a vérifient certaines conditions. Il suffit de préciser alors la notion de 
filtration admissible d'un système de HoNDA pour obtenir un théorème de classification 
analogue à celui où R est de valuation discrète. 
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Première partie 

p-groupes finis sur un anneau de valuation discrète 

I - Classification 

A - Structures linéaires utiles 

Soit Run anneau de valuation discrète, 1r une uniformisante de R, a un entier supérieur 
ou égal à 1. On pose : R = R/r.': R et pour tout R-module M (resp. tout R-morphisme 
1t) on note AI (resp. u) le R-module (resp. le R-morphisme) M ® R (resp. u ® R). Dans 

R R 
cette partie A, aucune autre restriction n'est faite sur R. 

1) Rappels de [1] et [2] 

a- I\fodules libres filtrés 

Soit LF(R) (resp. LF(R, R)) la catégorie dont les objets sont les couples (M, n) (resp. 
(1\1',w )) où Af est un R-module libre de rang fini et n (resp.-w) est un sous module facteur 
direct de .1.vf (resp. de lv.l) et dont les flèches (M, n) ~ (N, A) (resp. (M,w) ~ (N, >.)) 
sont les R-morphismes u : J1 ----+ N tels que u(n) C A(resp. u(w) C >.). On appelle 
LF(R) (resp. LF(R, R)) : la catégorie des R-modules libres filtrés (resp. des R-modules 
libres, R-filtrés) ou encore des modules libres filtrés sur R (resp. sur (R,R)). Ce sont des 
catégories additives. 

b- Complexes de longueur 1 de modules libres filtrés 

Soit CF 1(R) (resp. CF 1(R, R)) la catégorie dont les objets sont les complexes de 

longueur 1: (-ivl1,n1) ~ (1"\10,no) (resp. (M1,w1) ~ (Mo,wo)) notés: (JvI.,n.) 
(resp. (Jvl.,w.)) d'objets de LF(R) (resp. de LF(R,R)) tels que : rgnMo = rgnM 1 , 

d .: M1 ----+ J.11o est injectif et rgnno = rgnn 1 (resp. r[/]iWo = rgR!-'-)1 ), et dont les 
morphismes u = (u 1,u 0 ): (Jvl.,n.)----+ (N.,A.) (resp. (M.,w.) ~ (N.,>..)) sont les 
couples de morphismes (u 1, uo) de LF(R) (resp. de LF(R,R)) rendant commutatif le 
diagramme: 

(A11,n1) 
d 

(Mo,no) 

1 UJ l uo 

(N1, A1) (No, Ao) 

(resp. · · ·). 

c- Homotopies 

Soient (.A11,n1) ~ (Alo,no) et (N1,A1) ~ (No,Ao), (resp. (M1,w1) ~ (Mo,wo) 

et (N1, À1) ~ (No, À0)) des objets de LF(R), (resp. de LF(R, R)) et soient u et u' : 
(A-I.,n.) ==! (N.,A.), (resp. (}d.,w.) =! (N.,>..)) deux flèches de CF 1(R), (resp. de 
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CP 1 (R,R)). On dit que u et u' sont homotopes s'il existe une homotopie de u et u', c'est 
à dire un morphisme h: (1\110 ,no)-+ (N1,A1), (resp. (Mo,wo)-+ (N1,À1)) de LP(R), 
(resp. de LP(R, R)) tel que : u~ - u1 =ho d et u~ - uo = 8 oh. 

d- Quasi-isomorphismes 
Soit s = (s 1 ,s 0 ): (1\II.,n.)-+ (N.,A.), (resp. (M.,w.)-+ (N.,À.)) une flèche de 

CP 1(R), (resp. de CP 1(R, R)). Alors s induit des morphismes de complexes ordinaires: 

lvf. -+ N., et n. -+ A., tf. -+ r~, (resp. et W. -+ À., '::· -+ 1_· ). On dit que s 
est un quasi-isomorphisme si ces derniers morphismes induisent des isomorphismes sur 
l'homologie de ces complexes. 

Remarque : Si s et s' sont homotopes, s est un quasi-isomorphisme si et seulement si 
s' l'est aussi. 

e- Réduction de R à R 
Si à (1\II, 0), objet de LP(R) on associe (M,w ), objet de LP(R, R), avec w = n 0 R, 

R 

on obtient, avec la définition évidente pour les flèches, un foncteur LP(R) -+ LP(R, R), 
dit : foncteur de réduction de la filtration, qui induit un foncteur : C P 1 

( R) -+ 
C P 1 ( R, R), lequel transforme homotopies en homotopies et quasi-isomorphismes en 
quasi-isomorphismes. 

f- Catégories de fractions DP 1(R) et DP 1(R, R) 
Soit CP 1 (R)/homotopie, (resp. CP 1 (R,R)/homotopie) la catégorie dont les objets 

sont ceux de CP 1 (R), (resp. de CP 1 (R, R)) et dont les flèches sont les classes d'équi
valence modulo la relation d'homotopie de flèches de CP 1 (R), (resp. de CP 1 (R,R)). 
D'après la remarque du d- on peut définir dans ces catégories les quasi-isomorphismes 
comme les classes d'homotopie des quasi-isomorphismes de CP 1(R), (resp. de 
CP 1(R, R)). Soit DP 1(R), (resp. DP 1(R, R)) la catégorie obtenue en rendant inver
sibles les quasi-isomorphismes de CP 1 (R)/homotopie, (resp. de CP 1 (R, R)/homotopie). 
Cette catégorie a les mêmes objets que CP 1 (R), (resp. CP 1 (R,R)). 

Quant aux flèches de cette catégorie, les arguments de ([1], Ch. I) prouvent qu'elles 
peuvent être décrites en termes de fractions à dénominateurs les quasi-isomorphismes 
dont la famille vérifie les conditions requises. 

g- Foncteurs de réduction de la filtration 
Ce qu'il est dit en e- prouve que le foncteur C P 1 ( R) -+ C P 1 ( R, R) de réduction de 

la filtration induit un foncteur : DP 1(R) -+ DP 1(R, R) et un diagramme commutatif 
de foncteurs ci-dessous, où les foncteurs horizontaux sont les foncteurs canoniques de 
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localisation. Ces foncteurs sont des foncteurs additifs. 

Remarq1te: Les catégories de complexes CF 1 (R), CF 1(R, R) et les catégories DF 1(R) 
et DF 1(R, R) sont des sous catégories pleines des catégories étudiées en [1], où les 
complexes sont considérés sans restriction sur le rang ni sur l'injectivité de M1 - Mo. 
Tout d'abord, les démonstrations de [1] s'appliquent aux sous catégories que nous 
utilisons. Ensuite, comme on le verra plus loin, DF 1(R) et DF 1(R,R) s'interprètent 
en termes de systèmes de HONDA finis. De plus ces sous catégories sont les seules 
utiles pour le problème de la classification des p-groupes finis. 

2) Systèmes de HoNDA libres 
La notion, présentée ici, de système de HoNDA libre, diffère de celle définie en ([3]) 

bien qu'elle s'en inspire. D'une part, nous ne supposons pas que a = 1; d'autre part les 
R-modules qui interviennent ne sont pas pourvus a priori d'une W-structure ( où vV = 
anneau de vVitt construit sur le corps résiduel de R, supposé parfait de caractéristique 
positive). 

a- Systèmes de HoNDA libres 
Soit LH(R, R) la catégorie dont les objets sont les triplets (M, M', v) où Met Jyf' sont 

libres de même rang fini sur R et où v : M' - M est un R-morphisme injectif tel 
que Coker v soit annulé par 1rcx et libre sur R, et dont les morphismes u : ( M, lvl', v) --+ 

(N,N',w) sont les R-morphismes u: lvf--+ N tels que u(Im(v)) C Im(w). 
Lorsque (M, Jvl', v) est un tel objet, on définit f: M --+ M', le R-morphisme unique 

tel que v of = 1rcx • idM ( et f o v = 1rcx • idM, ). Alors Coker(f) est aussi libre sur R. 

b- Systèmes de HoNDA libres et filtrés 
Soit LH(R) la catégorie dont les objets sont les quadruplets (M,A1',v,L) où 

(lvl,M',v) est objet de LH(R,R) et où L <-+ M'est un sous R-module vérifiant la 
condition suivante : 

Le R morphisme composé L--+ M
1 ~ Coker f est un isomorphisme. 

(En particulier, L <-+ M
1

, d'où, L est facteur direct dans M'). Les flèches u : 
(kl,M',v,L) --t (N,N',w,A) sont les flèches (M,M',v) --t (N,N',w) de LH(R,R) 
telles que u o v(L) C w(A). 
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c- Equivalences de catégories : LF(R, R) --+ LH(R, R) et LF(R) --+ LH(R). 
Soit (M,w ), (resp. (M, n)) un objet de LF(R, R) (resp. de LF(R)). On pose : Jvl' = 
Ker(M ~ M - 1::;), (resp. Ker(M ~ M - ~)) et v : M' <--+ M l'injection 
canonique, (resp. et L = v- 1 (n); en fait n est contenu dans M'). Alors (M,M',v), 
(resp.(M, M', v, L) est un objet de LH(R, R), (resp. de LH(R)(*)). Définition évidente 
pour les flèches. On obtient ainsi des foncteurs: LF(R, R)--+ LH(R, R) et LF(R)--+ 
LH(R). 

A l'inverse: soit (M,1'v1',v), (resp. (M,M',v,L)) un objet de LH(R,R), (resp. de 

LH(R)). On pose : w = Im(M' ~ M ~ M) (resp. n = v(L)). Il est clair que w est 
facteur direct dans M. Il faut vérifier que n est facteur direct dans M. Or on a: 

n n 1re.· lvl = v(L) n v(Imf) = v(L n Imf) = v(1ra. L) =1re.. v(L) =1re.· n. 

Comme M est libre, la relation: nn1ra • M = 1r0 -net la théorie des diviseurs élémentaires 
impliquent que n est facteur direct dans M. 

L'action des foncteurs sur les flèches est l'action évidente et il est clair que les foncteurs 
LF(R, R) ~ LH(R, R) (resp. LF(R) ~ LH(R)) sont des équivalences quasi inverses 
l'une de l'autre. 

3) Systèmes de HoNDA finis 

a- Soit S(R,R) la catégorie dont les objets sont les quadruplets (M,l\ll',v,J), 
où lvl et lvl' sont des R-modules de longueur finie et v : M' --+ M et f : M --+ M' 
des applications R-linéaires telles que : 

et dont les morphismes (u,u') : (M,M',v,J) --+ (N,N',w,g) sont les couples 
u : M--+ N, u' : M' --+ N' d'applications R-linéaires telles que : 

go u = u' of et w ou'= u o v. 

b- Le foncteur: CF 1(R, R)--+ S(R, R) 
A un objet de CF 1 (R,R): (M1,w 1)--+ (Mo,wo) on associe d'abord le morphisme: 

(M1,M{,v1) --+ (Mo,M~,vo) au moyen du foncteur étudié en 2)-c). Remarquons 
qu'alors M1 et Afo (resp. Cokervo et Cokerv1) ont même rang sur R (resp. sur R) 
et que M1 --+ Mo et 1\,1{ --+ M~ sont injectifs; on pose : M = Coker(M 1 <--+ Mo), 
1\,1' = Coker(M{ '--+ Mt), v le morphisme induit par Vo et v1 et f celui induit par fo et 

(*) Preuve de: (M, M', v, L) est objet de LH(R): il est clair que (M, M', v) est objet de LH(R, R); reste 
V 

à prouver que L vérifie les conditions requises, or : M' = S1 + 7r°' • M <-+ M. Donc : 
1
M'

1 
~ v~w:

1
) ~ 

m 1r -1~-
v 

w = 1r~-o ...::::_ 1r!:,L : cqfd. 
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fi ( rappelons que fo et fi sont déterminées par Vo et v1 ). Il est clair que ( Nl, lv/1, v, f) 
est objet de 5( R, R); de plus : 

M et M 1 ont même longeur sur R. 

A un morphisme 1/) = ('ljJ1 , ip0 ) : (M.,w.) -t (N., .\.) on associe d'abord des flèches 
correspondantes de complexes de LH(R, R), puis en passant au conoyau, une flèche : 
(M,lvJl,v,f) -t (N,Ni,w,g) de S(R,R). 

c- Systèmes de HoNDA finis 
Soit FH(R, R) la sous catégorie pleine de S(R, R) dont les objets sont isomorphes à 

l'image par le foncteur précédent d'un objet de CF 1(R, R). On obtient ainsi un foncteur 
CF 1 (R, R) -t F H(R, R), essentiellement surjectif sur les objets. 

Les objets de FH(R,R) sont dits: systèmes de HoNDA finis sur (R,R). 

d) Systèmes de HoNDA finis et filtrés 
Soit FH(R) la catégorie dont les objets sont les quintuplets : (M,M',v,f,L) où 

(lvl, M', v, f) est objet de la catégorie F H ( R, R) et où L Y. M' est un sous R-module 
vérifiant les condtions : 

i) l'application composée induite: L -t M
1 

- Coker f est un isomorphisme; 

ii) Ln Kerv = {O} 

et dont les flèches (u,u'): (111,M',v,f,L) -t (N,N',w,g,A) sont les flèches (u,u'): 
(lvl,M',v,f) -t (N,N',w,g) de FH(R,R) telles que: 

Les objets de cette catégorie sont dits : systèmes de HONDA finis filtrés sur R. 
On dispose évidemment du foncteur d'oubli de la filtration: FH(R) FH(R, R) 

qui à (lvl,M',v,f,L) associe (M,M',v,f). 

e- Le foncteur: CF 1 (R) -t FH(R) 
A un objet: (lv/1 ,fh) -t (Mo,f2 0 ) de CF 1 (R) on associe d'abord par le foncteur 

LF(R) -t LH(R), un morphisme: (M1,M{,v1,L1) -t (Mo,M~,vo,Lo) de LH(R). On 
pose ensuite : lvf = Coker(M 1 Y. M0 ), M' = Coker(Mf Y. MJ), L = Coker(L 1 <-t Lo), 
et v : NI' -t .!vl, f : M -t M' les applications induites par v0 , v1 et f o, fi. Il faut 
prouver que (j\11, lv.l' ,v, f, L) est un objet de FH(R). Il est d'abord clair que (M, M', v, f) 
est l'objet de FH(R, R), image de (M.,w.) par le foncteur CF 1 (R, R) -t FH(R,R), où 
on pose: Wi =ni; (i = 0, 1). Reste à prouver le: 

LEMME 1. -

a) l'application canoniq1te j : L -t M' est injective, 

/3) le composé: L -t M
1 

-t Coker f est un isomorphisme, 
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1) (Kerv) n L = {O}. 

Ce Lemme et la démonstration de ses points a) et "f) sont directement inspirés de ( [1], 
nième partie, Corollaire 2.3), où il est prouvé pour a = e = 1, c'est-à-dire : 

Démonstration : 
a) On a un diagTamme commutatif à lignes exactes : 

0 0 

] ] 
0 Lo L 0 

d'où la suite exacte du serpent : 

. .l\1{ Ji.1J Af' 
0 ---+ Ker J ---+ - ---+ - ---+ - ---+ O. 

L1 Lo L 

Or Ker j ~ L est de torsion et 4!f-est libre sur R. Donc Ker j, = 0 et on a la suite 
exacte: 

{) .M{ .~16 Ji.1' O 
---+ - ---+ - ---+ - ---+ 

L1 Lo L 

/3) Prouvons que L __::'.___, Coker f. 
On a un diagramme commutatif, à lignes exactes : 

Coker fi 

l î (3) 

L1 

Coker fo 

l î (2) 

Lo 

Coker f 0 

0 

où les deux flèches (3) et (2) sont des isomorphismes: donc (1) est aussi un isomorphisme. 
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1 ) Soit ji : Li<-+ MI (i = 0, 1) l'inclusion. On a vu en (2)-c) que Vi oji(Li) est facteur 
direct dans }Ji. On a alors un diagramme commutatif à lignes exactes : 

0 0 

0 L 0 

d'où la suite exacte du serpent : 

0 --t Kerv oj --t Coker V1 oji --t Coker vo ojo--+ Coker v oj--+ 0 

Or : Ker v o j est de torsion et Coker v1 o ii est sans torsion. Donc Ker v o j = O. ◊ 

Remarque : Le dia.gramme ci-dessus ( démonstration du point /3)) s'insère dans le 
dia.gramme commutatif à lignes exactes ci-dessous : 

0 y O' ]if 1 Ji;[ 0 M 0 \..er 7r M 

(8)( î (7) (î (6) /î (5) lLf 0 Kerf Coker fi Coker fo 0 

\ P\ \i \i \î 
0 

_, 
1il y O' Mo 0 

'T7 (4) î (3) î (2) î (1) 

0 y O' \.er rrL L1 Lo L 0 

' 1 1ère 3ème 4ème 1• . d 1 • d T R(? R) 1· , ou es , , 1gnes prov1ennent e a sU1te exacte es ori . , a.pp 1quee aux 
suites exactes : 

0 

0 

-+O, 

---+L -o, 
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et où la 2ème ligne est la suite exacte du serpent associée au diagramme commutatif à 
lignes exactes : 

0 M' 0 

0 Mo M 0 

On vient de voir que la flèche composée ( 1) est un isomorphisme; il en est donc de même 
de (4). D'autre part, les flèches (5), (6) et (7) sont induites par v, vo, v1 ; (8) s'identifie 
donc à v : Ker 1rM, -t Ker 1rM induite par v. 

Comme (4) est bijective, l'application canonique: Ker1rM, __.:!__,, Ker f est surjective. 

Comme Ker 1rM, ~ KerM est induite par v, <p surjective signifie : 

Kerf C lm v. 

-, - -, - -Enfin, M --» Coker f est scindée (Jvl = lm f EB L). Comme Coker fo et Coker fi 
sont libres sur R, on en déduit aisément que <p, qui est surjective, est aussi scindée, 
c'est à dire 

Ker 7l"M, = Ker 1rf œ Ker V 

On dispose donc d'un diagramme commutatif de foncteurs additifs où les foncteurs 
horizontaux viennent d'être définis, où le foncteur vertical de gauche est le foncteur de 
réduction de la filtration, et le foncteur vertical de droite est le foncteur d'oubli de la 
filtration. 

FH(R,R) 

4) Suites exactes associées aux objets précédents 

a- Soit (A1.,w.) un objet de CF 1 (R,R), c'est à dire une application linéaire: 



d : li-11 <---+ Mo injective et un diagramme commutatif : 

& :Mo 
Wl wo 

î d î 
Jvfi -~f o 

J I 
W1 wo 

Si on pose: 

n = Ker(w1 --+ wo), w = Coker( w1 --+ wo) 

R, = Ker (& --+ M 9 ) 
wi wo ' 

v = Coker(M 1 --+ Mo) 
w1 wo 

lv[ = Coker d, A1 = Coker( A11 --+ Mo) = R ® ( Coker d) 
R 
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et si on note que Ker(M 1 --+ _î\10 ):::: Torf(.1\1,R) ~ Ker1rM, on a la suite exacte du 
serpent, fonctorielle par rapport à ( Af., w.) : 

b- Soit (li1,;~1',v,f) un objet de S(R,R). On a alors des suites exactes (de 
R-modules) : 

i) f V -0 --+ Ker f --+ Ker r.f1 --+ Ker v --+ Coker f --+ Ai --+ Coker v -+ 0 

et 

ii) 
V f -t 

0 --+ Ker v ---+ Ker 1iÂ,1, --+ Ker f --+ Coker v --+ J..,f --+ Coker f --+ O. 

De plus, si (lvl,A1',v,f) est l'objet de FH(R,R) associé ((3)-c)) à l'objet(-~!.,"-'.) de 
CF 1(R,R) alors les suites exa.ctes du a) et du b)-i sont canoniquement isomorphes, en 
utilisant les isomorphismes : 

V; 

Coker fi ~ Wi, 
N Mi 

Coker Vi --+ -
Wi 

(i=0,1). 
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c- Soit (M., n.) un objet de CF 1(R) et (M, Jvl', v, f, L) l'objet qui lui correspond 
par le foncteur CF 1 (R)--* FH(R). 

Soit M = Coker(M 1 <-+ Mo) et n = Coker(D1 <-+ Do). On a une suite exacte 
0 --* n - Jvl - ~ --* 0 de R-modules. 

Si (Mi, Jvlf, vi, Li) est l'objet de LH(R) correspondant à (Mi, ni) (i = 0, 1) on a des 

isomorphismes : Li -.'.::+ ni induits par vi et aussi des isomorphismes : !'!::1.n .· -.'.::+ ~, ces 
• 1 

derniers provenant des isomorphismes : 

Im h 

d'où il résulte les isomorphismes fonctoriels : 

L -.'.::+ n et 
M' ~ M 
--4-
L Q 

- ½ - ~ 
5) Les foncteurs DF 1(R,R) - FH(R,R) et DF 1(R)--* FH(R). 

'Pl 'Pl 

a- Soient (M.,w.) =t (N., >..) (resp.(M., D.) =t (N., A.)) deux flèches 
'lp2 'lp2 

u1 

de CF 1 (R,R) (resp. de CF 1 (R)) et soient (M,M',v,f) =t (N,N',w,g) (resp. 
U2 

u 1 

(M,Jvl',v,f,L) =t (N,Nt,w,g,A)) les flèches correspondantes de FH(R,R) (resp. de 
u2 

F H( R)). Il est clair que si 'lj)1 et 'lj)2 sont homotopes, alors u 1 et u2 sont égales. 
Par conséquent: le foncteur CF 1 (R, R) - FH(R, R) (resp. CF 1 (R) - FH(R)) se 

· 1 - - 1 factorise en CF (R, R)/homotopie - FH(R, R) (resp. CF (R)/homotopie - FH(R)). 

b- Soit (lvl.,w.) ~ (N., >..) (resp. (M., n.) ~ (N., A.)) une flèche de 
CF 1(R,R) (resp. de CF 1 (R)) et (M,M',v,f) ~ (N,N',w,g), (resp. 
(M,M',v,f,L) ~ (N,N',w,g,A)) la flèche correspondante de FH(R,R) (resp. de 
FH(R)). . 

Alors, 'lj) est un quasi isomorphisme si et seulement si u est un isomorphisme. 
En effet, il suffit d'utiliser les suites exactes isomorphes définies en 7)-a) et en 7)-b )-i) 

associées aux objets (M, lvl', v, f) et (Jvf.,w.) d'une part et (N, N', w, g) et (N., À.) d'autre 
part et les flèches entre ces suites exactes qui se déduisent des flèches données (resp. et 
d'utiliser les isomorphismes 7)-c) : L -.'.::+ n, AJ,' ~ ~ et les analogues pour ( N., A.)). 

c- Il résulte de a- et b- qu'il existe des foncteurs <[> et <[> et un diagramme 
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commutatif de foncteurs additifs : 

PH(R,R) 

où le foncteur vertical de gauche (resp. de droite) est la réduction (resp. l'oubli) de la 
filtration. 

6) Les foncteurs <l> et <l> sont fidèles. 
C'est la réciproque du point 5)a- ci-dessus : si '!p :_ (M.,w.) - (N., À.) (resp. 

(111.,Q.) - (N.,A.)) est une flèche de CP 1 (R,R) (resp. de CP 1 (R)) dont l'image dans 
F H(R, R) (resp. dans P H(R)) est nulle, alors il faut prouver que '!p est homotope à zéro. 
Or on a des diagrammes commutatifs à lignes exactes : 

0 Mo M 0 

0 No N 0 

0 1\lli M' 0 

0 N' 0 

Si u et u' sont nuls : il existe h : Mo - N 1 et h' : M~ - N{, laissant commuter ces 

diagrammes. On vérifie aisément que ces données permettent de définir : (Mo, w 0 ) ~ 
(N1,Ài) (resp. (.M0 ,Q 0 ) ~ (N 1,A 1)) qui réalise l'homotopie cherchée. 

7) Les foncteurs <l> et <l> sont pleinement fidèles. 
En vertu de la description ( cf. [1]) des morphismes de D P 1 ( R, R) et D P 1 ( R), il 

s'agit de montrer: soient (1\11.,w.) et (N.,À.), (resp. (M.,Q.) et (N.,A.)) deux objets 
de CP 1(R,R) (resp. de CP 1 (R)) et (M,M',v,f) et (N,N',w,g) (resp. (M,M',v,f,L) 
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et (N,N', w, g, A)) les objets correspondants de FH(R, R) (resp. FH(R)) et soit 
(lvf, M1, v, f) -+ (N, N', w, g) (resp.(M, M', v, f, L) -+ (N, N', w, g,A)) une flèche de 

~ ~ 

FH(R,R) (resp. de FH(R)), alors il existe des morphismes: (M.,w.)-+ (P.,ô".) +--
'P· $, 

(N.,A.), (resp. (1\1.,fl.)-+ (P.,~.)+-- (N.,A.)) de CF 1(R,R), (resp. de CF 1 (R)) où s. 
t.p. $. 

est un quasi-isomorphisme, tels que si <.p et s sont les images de <.p. et s. dans F H(R) R), 
(resp. FH(R)) alors : 7/J = s- 1 o <.p. 

On définit d'abord une flèche (P1,P{,y1)--+ (Po,PJ,yo), (resp.(P1,P{,y1,Q1) -+ 

(Po, PJ 1 yo, Qo)) de LH(R, R), (resp. de LH(R)) définissant un objet (P., O'.), (resp. 
(P.,~.)) de CF 1(R,R), (resp. de CF 1 (R)) et des flèches <.p. et s. comme cherché. 

Soient (lvli, 1\1I, vi) et (Ni, Nf, wi), (resp.(Mi, MI, Vi, Li) et (Ni, NI, wi, Si)) les objets 
de LH(R, R), (resp. de LH(R)) correspondant à (Mï,Wi) et (Ni, Àï), (resp. à (Mi, Sl) et 
(Ni, Aï)), pour i 0, 1. On pose: Po = Mo x No, PJ = MJ x N6, Yo = vo X Wo : PJ -+ Po 
(resp. et Qo = Lo x S0 ). Soit u : Po -+ N l'application surjective qui vaut îp o µ sur 
le 1er facteur et v sur le 2ème, où µ : Mo ---i,; lvf et v : No --lt N sont les applications 
canoniques. 

On définit de même: u': PJ-+ N' et u11 = Q0 --+ A; (u11 = u' restreint à Qo). On 
pose: 

I 

Pi= Ker(Po ~ N),Pl = Ker(PJ ~ N 1
), 

Il 

Yt induit paryo, (resp. et Q1 = Ker(Qo ~ A)). Soit ho: Po<-+ PJ telle que hooyo = 1rp
0

• 

Il est clair que (Po, PJ, y0 ), (resp. (Po, PJ, y0 , Q0 )) est objet de LH(R, R), (resp. de 
LH(R)) correspondant à l'objet (P 0 ,w 0 x .\0 ), (resp. (Po, !10 x Ao)) de LF(R, R)), (resp. 
de LF(R)). 

Soit : so : No ~ Nfo x No et sh : N6 c....+ A16 x NJ les applications canoniques 
x 1--+ (O,x), (resp. et s~ : So é.-t Lo x So = sh1s0 ), et s1 : N1 <-----+ P1, s~ : N~ <---t P{, ns Q'd· , n s1 : 1 <---t 1 1n uits par s0 , s0 , s0 • 
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On dispose alors d'un diagramme commutatif à lignes exactes : 

u' 
0--tP{ 111IJ x NIJ NI - 0 

o/î ~î 1/ 
u 

0 --+ P1 _Mo x No N --+ 0 ,, j 
1 s1 ij (*) 

~1 

,./ 
S1 o-2v{ N~ N' - 0 

/w1 sJ /wo ij ✓ 
V 

0 ---+ N1 .No N --+ 0 

(resp. et d'un dia.gramme commutatif à lignes exactes : 

0 Q1 Qo A 0 

(**) "l S1 ·~] 
0 S1 So A 0) 

On va prouver que (Pi, P{, y1 ) (resp. (P 1 , P{, y1 , Qi) est un objet de LH(R, R), (resp. 

de LH(R)), c'est-à-dire :Coker(P{ /!.:+ P 1) est libre sur R, (resp. et Q1 <---+ P{ induit un 
isomorphisme: Q1 - Coker h1 ), ( où h1 : Pi <---+ P{ est tel que : h1 o YI = 1r1\ ). D'après 
le diagramme (*) ci-dessus : 

1) Coker s~ - Coker so s'identifie à v0 : li1IJ <---+ .Mo ; 
2) le morphisme : Coker s~ - Coker s 1 s'identifie à Coker s~ - Coker so, donc 

3) on a un diagramme commutatif à lignes exactes : 

0 V - 1 
S1 

P1 Cokers1 0 

0 

~,] 
s' 

,, J J 
V' 1 

P' Cokersi - 1 1 0 
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qui grâce aux identifications précédentes et à la suite exacte du serpent, fournit une suite 
exacte: 

0 ---t Coker w 1 - Coker Y1 - Coker Vo - O; 

comme Coker w 1 et Coker v0 sont libres sur R, il en est de même de Coker Y1. 
Du diagramme (**) ci-dessus on déduit un isomorphisme : Coker .s~ -.'.:::.+ Coker s~; 

comme Coker s~ = Lo par construction, on a une suite exacte : 

et un diagramme commutatif à lignes exactes : 

0 Lo 0 

[ 
0 P{ 0 

Comme Lo et 111~ sont libres sur R on en déduit un diagramme commutatif à lignes 
exactes de R-modules : 

0 S1 Ql Lo 0 

l l l 
0 

-, 
N1 

_, 
P1 1\1~ 0 

(3) l (2) l (1) l 
0 Cokerg1 Coker h1 Cokerfo 0 

dans lequel les flèches composées Yerticales (1) et (3) sont des isomorphismes; (2) est 
donc un isomorphisme; Q1 <---+ P{ a donc les propriétés voulues. 

On dispose donc d'une flèche : (A, P{, Y1) - (Po, P6, Yo) de LH ( R, R) ( resp. 
(A,P{,Y1,Q1) - (Po,P6,Yo,Qo) de LH(R)). D'où une flèche: 

(P1,o-i)-(Po,o-o) de LF(R,R), (resp.(A,E 1 )-+ (Po,Eo) de LF(R)). 

Reste à voir que c'est un objet de CF 1(R, R), (resp. de CF 1(R)), c'est-à-dire que A et, 
Po ont même rang sur R, ainsi que o-1 et o-o sur R, (resp. ainsi que E 1 et Eo), puisque 
par hypothèse A - Po est injectif. 
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Or Coker(P 1 ~ Po) = N est de torsion, donc P 1 et Po sont de même rang. D'autre 
part : o-o = wo x Ào et on a une suite exacte: 

0 ---+ Coker w 1 --► Coker Y1 ---+ Coker vo ---+ 0 

et pour des raisons analogues, une suite exacte déjà vue : 

0 ---+ Coker 91 --► Coker h1 ---+ Coker fo ---+ 0 
d 'f 

donc : r9R_o-1 ...! r9R_ Coker h1 = r9ïrCoker 91 + r{tjj Coker fo = rÇJyjÀ1 + r9""jf...,Jo = 
rÇJyjÀo + r{tjj'-'-'O = r9R_o-o. (resp. et rgR'E1 = r9R_o-1 = r9R_o-o = rgR'Eo). 

Il est enfin clair que s. = (s1,so): (N.,>.)-+ (P.,o-.) (resp. s.: (N.,A.)-+ (P.,'E.)) 
est une flèche de CF 1(R, R) (resp. de CF 1(R)) dont l'image dans FH(R, R), (resp. dans 
FH(R)) n'est autre que l'identité de (N,N',w,9), (resp. de (N,N',w,g,A)). En vertu 
du point 8.b, s. est un quasi-isomorphisme. 

Définissons 'Po : (.:Ho,"'-'o) ---+ (Po, o-o) (resp. <po : (.Mo, no) ---+ (Po, 'Eo)) comme 
l'application canonique sur le 1er facteur; il est clair que le diagramme : 

u 
Po= .Mo x No N 

J ,. î· 
1'10 .M 

µ 

commute, par définition de u. On en déduit par restriction <p1 : (J\11,w1) ---+ (Pi,o-1 ), 

(resp. (.l\11 , Q1)---+ (Pi, I: 1 )) objet de CF 1(R, R), (resp. de CF 1(R)) dont l'image dans 
FH(R,R), (resp. FH(R)) est 7/J. 

Le couple ( s., <p.) vérifie les conditions voulues. 

Remarque : La définition de l'objet (P.,w.) est directemement prise dans ([1], III, 
démonstration du Théorème 2. 7) ; la démonstration, plus longue, est adaptée à la 
situation plus générale ici envisagée et est débarassée des groupes p-divisibles et s'appuie 
sur les notions de système de HoNDA libres, qui dans le cas de [1] ne sont autres que les 
modules de Dieudonné libres usuels. 

8) Les foncteurs iï, et. iï, sont des équivalences de catégories. 
Comme <P est essentiellement surjectif par définition de FH(R, R), il reste à prouver 

la même propriété pour iï,. Cela va être l'objet des deux Lemmes suivants. 

a- Soit (JJ.,w.) = (Jf 1 ,w 1 ) ---+ (1'10 ,w0 ) un objet de CF 1 (R, R). Il lui correspond 
la flèche : 

(Af1, Af1, v1) ---+ (A1o, .~1~, vo) 

de LH(R, R), puis en prenant le conoyau, l'objet (Af, .AJ1, v, f) de FH(R, R). Soit 11.
1 

: 

.kfo ~ M' l'application canonique. On suppose donné L ~ .~11 tel que ( 1\1, 1W'' V' J, L) 
soit objet de F H(R). 
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LEMME 2. - Soits ces conditions, il existe Lo '---+ l.1o tel que : (.Mo, .Mo, Vo, Lo) soit un 
objet de LH(R) et u'(Lo) = L 

Démonstra.tion : On dispose d'un diagramme commutatif à colonnes exactes : 

0 

l 
0 Ker/ 

0 l l 
l Coker fi 

l 
l Coker fo 

N l 
l Coker J 

L 1 
l 0 0 

0 

où N est l'image réciproque de L par u' : J..1J ~ NI'. 
Les applications composées : L --+ Coker f et .A1j ~ Coker fi étant sur

jectives par hypothèse, une simple chasse au diagramme prouve que le composé : 
N <-+ l.10 --;► Coker / 0 est également surjectif. Remarquons que N est libre de même 
rang que Af O. Coker fo est libre sur R; relevons dans N une base sur R de Coker fo 
de façon à engendrer ainsi un sous module Lo de N, qui est libre, tel que le composé 
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Lo <---t N - Coker f O est smjectif, donc Lo --+ Coker fo aussi; comme le rang de Lo sur 
R est au plus égal au rang de Coker f o sur R, on a un isomorphisme : Lo ~ Coker fo ; 
donc (Ji.10 , lvl~, v0 , Lo) est objet de LH(R). 

D'autre part on a un diagramme commutatif: 

Lo N }.;[~ Coker fo 

~l 
L 

l 
Coker f 

,-.J 

où la flèche composée horizontale du haut (resp. du bas) est surjective (resp. bijective). 
On en conclut que u'(Lo) = L. 

b- Sous les hypothèses de a- supposons donné Lo <---+ Ji.1~ vérifiant les conclusions 
du Lemme 2. Posons alors : L 1 = Ker( Lo -+t L) <---t Aff. 

LEMME 3. - Alors : (1\11 , A1{, v1 , L1 ) est objet de LH(R). 

Remarque : Les Lemmes 2 et 3 sont énoncés et démontrés dans [1] pour a = e = 1, 
c'est-à-dire pour R = anneau de \Vitt de k, et R = k. 

Démonstration : Posons ni = vi(Li) <---+ Mi, et n = v(L). Comme le composé : 
L <--+ _'fl.f' ~ 1'1 est injectif par hypothèse, on a un diagramme commutatif à lignes 
exactes: 

0 li1o .M 0 

] 
0 n 0 

d'où une suite exacte : 
.M1 Afo .M 

0 ---t - ---t - ---t - --+ o. n1 no $J, 

Comme (.Mo, r2o) est l'objet de LF(R) correspondant à (Af0 , .'A.1~, v0 , L0 ), ~ est sans 

torsion, donc * aussi. 
D'autre part, on a des morphismes: 
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D'où: .Mi--» .MJ.. ce qui prouve que D1 <---+ w 1. Mais: n1 w1 

Donc D1 = w1, ce qui prouve que L 1 = v11(D1) a les propriétés voulues. Il est alors clair 
que (M1, D1) --+ (Mo, Do) correspond par l'équivalence LF(R)--+ LH(R) à la flèche: 
(lvl1 ,M{,v 1 ,L 1 )--+ (M 0 ,M~,v 0 ,L 0 ); alors (M.,n.) est un objet de CF 1(R) dont la 
réduction dans CF 1 (R,R) est (M.,w.) et dont l'image dans FH(R) est (M,M',v,f,L), 
ce qui prouve que <I> est essentiellement surjectif. 

Cela signifie aussi que relever la filtration w. de M. en une filtration D. de M., équivaut 
à se donner une filtration L <---+ M' telle que (M,M',v,f,L) soit objet de FH(R). 

9) Remarque : Si à l'objet (M., D.) de CF 1(R) on associe le couple (M, D) où 
M = Coker(l\1 1 <---+ Mo), D = Coker(D 1 <---+ Do), alors M est un module de longueur 
finie sur R et n <---+ M. Si F(R) est la catégorie dont les objets sont les couples (M, D) 
ayant ces propriétés et dont les flèches sont les applications R-linéaires respectant les sous 
modules donnés, on a donc un foncteur C F 1 ( R) --+ F( R) dont on montre facilement 
qu'il induit une équivalence de catégories DF 1(R) --+ F(R); on peut décrire les 
objets de DF 1 (R) en termes de modules filtrés. En revanche, une telle identification 
n'est pas possible pour DF 1 (R, R). C'est ce qui justifie l'introduction des systèmes de 
HONDA. 



B Classification des p-groupes finis à l'aide des systèmes de HoNDA 

1) Rappels 

a- Isogénies (cf. [1]) 

Soit R un anneau local. Soit IR la catégorie dont les objets sont les isogénies : 

G. = Go ~ G1 de groupes p-divisibles sur R et les flèches u = ( uo, u1) : G. --+ H. sont 
les diagrammes commutatifs de morphismes de groupes : 

d 

8 
Ho 

On appelle IR la catégorie des isogénies sur R. 
On dit que u est un quasi isomorphisme s'il induit un isomorphisme : Ker d --+ 

Ker8 (rappelons que Kerd et Ker8 sont des p-groupes finis et plats sur R). 
Deux morphismes u = (u0 , u 1) et u' = ( u~, uD : G. --+ H. sont dits homotopes 

s'il existe h : G1 --+ Ho tel que : ho d = Ui) - uo et 5 oh = Ui - u 1 • Soit :FR la 
catégorie dont les objets sont les p-groupes commutatifs, finis et plats sur R et les flèches 
les morphismes de groupes. On dispose évidemment d'un foncteur : IR --+ :FR, qui à 
une isogénie associe son noyau. Ce foncteur est essentiellement surjectif: d'après ÜORT 

([9 bis]), ou RAYNAUD ((4), Théorème 3.1.1) si g est p-groupe fini et plat sur R, il existe 
un monomorphisme de schémas en groupes sur R: g ~ Go, où Go est p-divisible. g est 
donc le noyau de l'isogénie Go--+ G1 = G0/Ç. Cependant, le foncteur IR--+ :FR n'est 
pas une équivalence de catégories : deux isogénies ayant des noyaux isomorphes ne sont 
pas en général isomorphes dans IR. 

Si Ik désigne la catégorie dont les objets sont les isogénies et dont les morphismes sont 
ceux de IR, modulo la relation d'équivalence définie par l'homotopie, alors le foncteur 

can 
IR --+ :FR se factorise naturellement en : IR --➔ Ik --+ :FR, car il est évident 
que deux morphismes u. et v. : G. --+ H. de IR induisent le même morphisme sur les 
noyaux si et seulement si u. et v. sont homotopes. La notion de quasi-isomorphisme se 
transporte immédiatement à Ik. Enfin, soit CR la catégorie obtenue à partir de Ik, en 
rendant inversibles les quasi-isomorphismes. 

can 
Par définition, le foncteur Ik --+ :FR se factorise en Ik -----. CR 

démontré par BADRA en ([1], Théorème 1.14) : 

THÉORÈME. -

:FR, Il est 

1) CR a pour objets ceux de Ik, et ses flèches se décrivent en termes de calcul de 
fractions à partir de celles de Ik,, avec les quasi-isomorphismes pour dénominateurs. 
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2) v : CR --+ :FR est une équivalence de catégories. 

Si R est un quotient de R on définit de même I-R, I~, CR, :F-jj_ et un diagramme 
commutatif de foncteurs : 

CR 

V 

V 

:F-n 

dont les flèches horizontales sont des équivalences et les flèches verticales sont les foncteurs 
de changement de base par R --+ R. 

b- Groupes p-divisibles et cristaux. Le Théorème. de GROTHENDIECK 

Soit R un anneau de valuation discrète complet d'inégales caractéristiques, de corps 
résiduel k de caractéristique p, 1r une uniformisante de R, e l'indice de ramification absolu 
de R; soit a un entier strictement supérieur à P.:_1 • L'idéal 1ra · R de R est alors muni 

de puissances divisées, vérifiant une condition de nilpotence. Soit R = R/1ra • R. Il 
est défini en ([4bis]) le site nilpotent cristallin N CRIS(SpecR/specZp,P · Ol1.p,1 = can) 
dont l'épaississement (Spec R <-+ Spec R/ -rrn°' R) est objet pour tout entier n 2::: 1. 

Soit G un groupe p-divisible sur R. Par ([4], Théorème 3.3.3) il est associé à G un 
cristal en modules sur le site précédent, noté [)G. 

Soit DG Rn la valeur de DG en l'épaississement (Spec R <-+ Spec R/ rrn"' R) et soit 
DGR =fu!!.DGRn qu'on appelle "valeur de DG en l'épaississement (SpecR <-+ SpecR)". 

n 

Alors : DGR = DGR ® R, où [)GR = valeur de DG sur l'épaississement trivial 
R 

(Spec R <-+ Spec R); DG R est libre de rang fini sur R. Grâce à ([4], Cor. 3.3.5) on 
dispose d'une suite exacte de R-modules libres : 

0--+ wa--+ DGR - LieG* - 0 

( où G* = dual de G et wa = module des différentielles invariantes de G). 
On a ainsi un objet (DGR,wa) de LH(R,R). 
D'autre part : si G est un groupe p-divisible sur R et si G = G x SpecR, on 

SpecR 
dispose d'une suite exacte de R-modules libres : 

0 - Wij -oGR--+ LieG*--+ o, 

et donc d'un objet (DGR,wa) de LH(R) dont l'image dans LH(R,R) est précisément 
(DGR,wa). 
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Soit U(R,R) la catégorie dont les objets sont les couples (G,12), où Gest un groupe 
p-divisible sur R et n <-+ DGR est tel que (DGR, û) soit un objet de LH(R) dont la 
réduction dans LH(R,R) est (DGR,wa) et les fi.èches f: (G,12) __,, (H,A) sont les 
morphismes de groupes f: G--,, H tels que DfR(A) C n. On a alors: 

THÉORÈME (GROTHENDIECK) (cf. [5]-V-Théorème 1.6). - Le foncteur G 1-----4 (G = 
G x R,wa) est une équivalence de la catégorie des groupes p-divisibles sur R avec U(R, R) 

R 
définie ci-dessus. 

Remarques: 

1) Ce théorème dont la démonstration est l'objet principal de [5] est énoncé pour 
des épaississements plus généraux que (Spec R <-+ Spec R). 

2) Le cristal défini par GROTHENDIECK ( cf. [5]) est en fait isomorphe, d'après 
([4 bis]) à celui défini en [4] comme le faisceau Extkrr:,(G, Os;'B) sur le site cristallin. 

c- Isogénies et complexes filtrés 

A toute isogénie G., objet de IR, (resp. G. objet de IR) on peut donc associer un objet 

(DG.R,wa.) de CF 1(R,R), (resp.(DG,R,w 0-) de CF 1(R), en posant G. = G. x R). D'où . R 

un foncteur IR--,, CF 1(R, R), (resp.IR--,, CF 1(R)) lequel transforme homotopies en 

homotopies, quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes. D'où un foncteur : CR ~ 
DF 1(R, R), (resp.: CR -S DF 1(R)) et un diagramme commutatif de foncteurs: 

CR 

r 

r 

dans lequel p est le foncteur de changement de base, et p' le foncteur de réduction de R 
à R de la filtration d'un complexe. 

2) Le théorème de BADRA 

a- Résolutions des groupes finis 

Soit 9 un p-groupe fini sur R. Il existe un couple (G.Jp), où G. est une isogénie et 
[p : 9 ~ v( G.) est un isomorphisme de Ç avec le noyau de G .. On appelle ( G., [p) une 
résolution de Ç. Si Ç et Ç' ont des résolutions ( G., lp) et ( G\ lp') et si ü : Ç --,, Ç' 
est un morphisme de groupes, il existe un unique morphisme de CR : v. : G. ---+ G'. 
tel que v(v.) o tf = tf' o Ü. En particulier, si Ç = Ç' et ü = id(i, il existe un et un seul 



32 

isomorphisme dans CR : G. ~ G~ tel que v(v.) o '(p = '(p'. Un choix d'une résolution 
étant fait pour chaque p-groupe fini sur R, on dispose d'un foncteur :Fn ~ Cn, obtenu 
par oubli de '(p, qui est un quasi-inverse de l'équivalence natùrelle v: Cn :---+ :Fn; à des 
choix différents de résolutions, correspondent des foncteurs :Fn ---t CR canoniquement 
isomorphes. 

On peut choisir aussi une résolution de tout p-groupe fini sur R, auquel correspond 

un foncteur ~ ~ C n, quasi-inverse de ïJ. 
Ces foncteurs q et q commutent à isomorphisme canonique près avec les foncteurs 

de changement de base :FR ---t ~ et CR ---t CR. 
En composant q (resp. q) avec <I>: CR ---t DF 1(R), (resp. avec <I>: CR ---t DF 1 (R, R)) 

on obtient un foncteur C (resp. C) qui à un groupe fini sur R (resp. sur R) associe le 
système de HoNDA image de la résolution choisie pour le groupe. 

Comme précédemment, Cet C commutent à isomorphisme canonique près avec 
les foncteurs :FR ---t :FR et DF 1 (R) ~ DF 1(R, R), ce dernier étant le foncteur d'oubli 
de la filtration. De plus, si on change de résolutions sur R et R, les isomorphismes de 
foncteurs précédents commutent avec ceux provenant du changement de résolutions. 

b- Ces choix étant faits, BADRA définit en [1] une catégorie V = V( R, R) qui a 
pour objets les triplets : (Q', (M., n.), ç), où Q est un groupe fini sur R, où (M., fl.) est 
un objet de DF 1 (R) et où ç: C(Q) ~ p'(M.,0..) est un isomorphisme de DF 1(R,R), 
et qui a pour flèches : 

(Q,(M.,n.),ç)---t (Q',(M\n~),ç') 

les couples ( u, v. ), où u : Q ---t Q' est un morphisme de R-groupes, où v. : ( lvf!, D'.) --, 
(M.,n.) est une flèche de DF 1(R), tels que p'(v.) o ç = ç' ou. 

BAD RA définit alors un foncteur : ,\ : :FR ---t V( R, R) qui à un groupe Ç sur R associe 
(Q',(M.,n.),ç 9), où Q = Ç x R, où (M.,0..) = C(Ç) et où ,;g est l'isomorphisme canoni-

R 

que de C(Q) vers p'(C(Ç)). (Le complexe associé à la réduction de Ç est canoniquement 
isomorphe à la réduction du complexe associé à Ç) ; à la flèche îi : Ç ---t Ç', ,\ associe 
(u,v.) avec u = îi x R et v. = p1(C(îi)). On a alors le: 

R 

THÉORÈME (BADRA, [l], II-4.5). - Le foncteur À : Fn ---t V(R, R) qui à un p-groupe 
fini g associe (Ç i R, C(Ç), çg) est une équivalence de catégories ( C(Ç) est le complexe 

filtré associé à la résolution choisie de Ç). 

3) Groupes finis et systèmes de HONDA 

Soit H = <I> o C le composé de C: :Fn ---t DF 1(R) avec l'équivalence : DF 1(R) 2+ 
F H( R) et H = <I> o C : ~ ---t F H( R, R); H(Ç) est le système de HoNDA fini et filtré 
associé à la résolution choisie de Ç; de même pour H(Ç) (Q = groupe sur R). On a un 
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carré de foncteurs, commutatif à isomorphisme canonique près, dans lequel w est le 
foncteur d'oubli de la filtration et T le foncteur de changement de base. 

H 

H 
:Fri FH(R,R) 

Soit C = C(R, R) la catégorie qui a pour objets les couples (Ç, A) où Ç est un groupe 
fini sur R et A une filtration admissible, au sens de la Définition suivante, de H(Ç), le 
système de HoNDA associé à la résolution de Ç. 

DÉFINITION. - Soit (M,M',v,f) un objet de FH(R,R). Un sous R-module A de M' 
définit une filtration admissible de (M,M',v,f) si (M,M',v,f,L) est un objet de 
FH(R). 

Les flèches (9,A)--+ (Ç',A') de C sont les morphismes u: Ç--+ Ç' de R-groupes 
tels que l'image de A' par H(u) soit contenue dans A. 

Il existe alors un foncteur E : :FR --+ C( R, R) qui à Q, groupe fini sur R associe (Ç, Ag) 

avec Ç = Q ~ R, Ag étant défini comme suit : Les systèmes de HONDA H(Ç) associé 

à une résolution de Ç et w(H(Q)) associé à une résolution de Q sont canoniquement 
isomorphes; Ag est l'image réciproque dans H(Ç) de la filtration admissible canonique 

de H(Q) par cet isomorphisme. 
Le Théorème de BADRA se traduit en le : 

THÉORÈME 1. - Le foncteur E: FR--+ C(R, R) qui au p-groupe fini Q sur R associe 
(9 ~ R, Ag) est une équivalence de catégories. En particulier, si g est un p-groupe 

fini sur R, Ç se relève sur R si et seulement si il existe une filtration admissible sur 
le système de HoNDA fini associé à une résolution quelconque de g. 

Remarque : Si on change de résolutions, on construit avec le nouveau choix une 
catégorie C', une équivalence E' : :FR --+ C' ( R, R) et un isomorphisme canomque 
µ : C --+ C' tel que µ o E = E'. 

4) Compatibilité avec la dualité 

Il existe des foncteurs de dualité (contravariants), soit D, sur les catégories des p
groupes finis ou des groupes p-divisibles sur R, et donc aussi sur CR, comme on le vérifie 
aisément. On a de même des foncteurs D sur R. D et D commutent aux foncteurs de 
changement de base R --+ R. 
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Sur la catégorie des R-modules de longueur finie, on dispose du foncteur de dualité 
11/l f---t D(11/l) = HomR(M,K/R); (K =corps des fractions de R). 

Définissons la dualité des systèmes de HoNDA finis : 
Soit (M,M',v,f) (resp.(M,M',v,f,L)) un objet de FH(R,R), (resp. de FH(R)). 

On pose : D(M,M',v,f) = (D(M),D(M'),D(f),D(v)) (resp.D(M,M',v,f,L) 
(D(M),D(M'),D(f),D(v),D(M'/L))). On a en effet la suite exacte: 

0--+ D(M 1/L)--+ D(M')--+ D(L)--+ o. 

On vérifie aisément que ce sont bien des objets des catégories concernées. La dualité 
pour les flèches est définie de la façon évidente. 

On peut alors définir la dualité sur la catégorie ,C(R,R): à l'objet (Ç,A) elle associe 
D(Ç,A) = (D(Ç),A'); si (M,M',v,f) = H(Ç), alors (M,M',v,f,A) est un objet de 
FH(R); il existe un isomorphisme canonique de D(M,M',v,f) vers H(D(Ç)); A' est 
l'image de D(M'/A) par cet isomorphisme. 

On a ainsi un foncteur D : ,C --+ ,C (contravariant) tel que : 

D o e = E o D et D o D = ide 

5) Compatibilité au changement de base 

Soit R --+ S une extension finie et plate d'anneaux de valuation discrète. On 
pose S = S 0 R = Sf-rraS. On choisit des résolutions sur R, R, S, S; on a alors des 

R 

équivalences : ER : :FR --+ ,C( R, R) et Es : :F s --+ ,C( S, S). On a des foncteurs de 
changement de base évidents: FH(R)--+ FH(S), (resp. FH(R,R)--+ FH(S,S), 
notés S @?. 

R 

Si (Ç, A) est un objet de ,C(R, R) on lui associe l'objet (Ç ~ S, A') de C(S, S), A' étant 
R 

défini comme suit: Si (M,.M',v,f) = HR(Ç), alors, S ~ (M,M',v,f) et H 8 (Ç i S) 

sont canoniquement isomorphes; A' est l'image de S 0 A par cet isomorphisme. D'où un 
R 

foncteur : ,C( R, R) --+ ,C( S, S) qui commute aux foncteurs ER, Es et de changement de 
base FR--+ :Fs. 

Remarques: 

a- Quand o: = e = 1, c'est-à-dire R = W et R = k et quand on prend 
1ra = p, le cas particulier correspondant du Théorème 1 est démontré par BADRA en 
([lJ, Ch. III, Th. 2.7); mais la démonstration qu'il donne ne se déduit pas directement de 
son Théorème rappelé ci-dessus en 2)-c; en effet il ne dispose pas de la notion générale 
de système de HoNDA. Pour lui, à la suite de FONTAINE ([31), l'existence du système 
de HoNDA pour un groupe fini ou p-divisible sur k est liée à l'existence du foncteur 
défini sur ces groupes : F = Homk-gr(?, CWk), CvVk étant le foncteur des covecteurs 
de Witt. Dans ce cas, le système de HoNDA (M, M', v, f) tel que nous le définissons 
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s'identifie à (F(G)u,F(G), V,F) où V: F(G)--+ F(G)u et F: F(Gr - F(G) sont le 
Verschiebung et le Frobenius, grâce à l'isomorphisme F(Gl -+ M(G), prouvé en ([4), 
4.2.14). 

En fait, dans le cas a= e = 1, on peut remplacer, dans la démonstration de BADRA 

le système (F(Gr ,F(G), V,F) par (M(G),M(G)u-
1

, V,F) partout où il se présente, le 
Frobenius a de k ou de W étant un isomorphisme. 

Nous généralisons cette description, lorsque P.:_1 < a ::;; e ( e étant quelconque) pour 

les groupes constants sur R, (cf. II-3-C ci-dessous). 

b- La démonstration du Théorème de BADRA prouve en fait que si g est un 
p-groupe fini sur R, noyau d'une isogénie G0 --+ G 1 , alors, pour relever g sur R, il est 
non seulement suffisant, mais aussi nécessaire de relever l'isogénie Go -+ G1. 

6) Exactitude des foncteur: q-+ FH(R,R) et :FR-+ FH(R). 

Il s'agit de prouver que si O --+ e --+ :F --+ g --+ 0 ( resp. 0 --+ l --+ J -+ 

Ç-+ 0) est une suite exacte de p-groupes finis sur R (re;p. sur R), sa transformée par 
le foncteur F-ff,--+ FH(R,R) (resp.:Fn--+ FH(R)) est exacte, c'est-à-dire que si cette 
suite est O--+ (M,M1,v,f)--+ (N,N',w,g)-+ (P,P',x,h)--+ 0, 

(resp.O--+ (M,M',v,f,L)--+ (N,N1,w,g,A)--+ (P,P1,x,h,0)-+ 0), 

alors les suites O--+ M--+ N--+ P--+ 0, 0--+ M' --+ N' --+ P' --+ 0, (resp. et 
0--+ L--+ A--+ 8--+ 0) sont exactes. Concernant O--+ M--+ N--+ P--+ 0: 
c'est une propriété du cristal des p-groupes finis, R étant sans p-torsion; concernant 
0 --+ L --+ A --+ 0 --+ 0, on a déjà vu que cette suite s'identifie à la suite 
0 --+ w à --+ w f: --+ w g --+ 0 qui est exacte ( R étant sans p-torsion ). 

Il reste à établir l'assertion concernant O --+. M' --+ N' --+ P 1·--+ O. 

a- Soit A un anneau local; on sait, grâce à RAYNAUD ([4], 3.1.1) que si g est un 
p-groupe fini et plat sur A, il existe un groupe p-divisible G sur A et un monomorphisme 
g ~ G. De ce fait, on peut déduire que si O --+ & --+ :F --+ g --+ 0 est une suite 
exacte de p-groupes finis et plats sur A, cette suite peut s'insérer dans un diagramme 
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comme ci-dessous, 

0 0 0 

l l l 
0 :F ç 0 

l l l 
0 Eo Fo Go 0 

l l l 
0 0 

l l l 
0 0 0 

qui est commutatif et à lignes et colonnes exactes et où Eo --t E1, Fo --t F1, Go --t G1, 
sont des isogénies de groupes p-divisibles. 

b- Soit A = R; considérons un diagramme comme le précédent. A la suite exacte 
0 --t Ei ---+ Fi --t Gi --t O ( i = 0, 1) de groupes p-divisibles, il correspond une suite 
0 ---+ (Mi, µi) --t (Ni, vi) --t (Pi,Wi) --t O dont les termes sont objets de LF(R, R), 
exacte en ce sens qu'on a un diagramme commutatif à lignes exactes: 

0 M· i N· i p. 
i 

l l l 
0 Mi Ni pi 

l l l 
0 M; N; P; 

µi Vi Wi 

La suite exacte du serpent associée à ce diagramme s'écrit alors : 

0 --t M! --t N! --t p!---+ 0 z z z 

0 

0 

0 
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où ( Mi, Ji.1}, Vi ), (Ni, N!, Wi ), (Pi, Pf, Xi) est le système libre de HoNDA correspondant à 

On en déduit le diagramme commutatif à lignes exactes ci-dessous : 

0 

0 

M' 1 

I 
NIJ 

pt 
l 

I 
P.' 0 

0 

0 

dont la suite exacte du serpent associée n'est autre que la suite exacte O --t kP -+ 

N' --t P' --t O demandée. 

c- Indépendance du choix des présentations 

On l'a dit en 2), le foncteur FjJ_-+ FH(R, R) dépend du choix d'une équivalence : 
:Fjj_-+ CR quasi inverse de CR-+ Fjj_, c'est-à-dire du choix d'une résolution d'un groupe 
fini par une isogénie; mais deux telles résolutions d'un même groupe fini sont isomorphes 
dans CR (et l'isomorphisme est unique, s'il induit l'identité du groupe fini considéré). 

On déduit alors aisément du b- l'exactitude des foncteurs :F-ff. -+ FH(R,R) et 
:FR --t FH(R), quelque soient les choix faits. 
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II - Utilisation de la structure de cristal de Dieudonné 

Au cours du I - on a utilisé l'existence d'un cristal [)G (resp. [)Ç) associe a un 
groupe p-divisible G (resp. un p-groupe fini Q) sur R, et sa valeur [)GR (resp. DQR) 
sur l'épaississement (R, R), ainsi que la filtration par le module des différentielles. Ceci 
n'épuise pas la structure du cristal. De plus lorsque Rest de caractéristique p (i.e. a :::; e ), 
G (resp. Ç) est muni de deux morphismes F et V, qui agissent par fonctorialité sur le 
cristal de G (resp. Q). C'est cet ensemble de données qu'on va utiliser pour décrire autant 
que possible le système de HONDA libre (resp. fini) associé à G (resp. à Ç). 

1) On suppose désormais que k est parfait et que /. 1 :::; a :::; e. 
Soît W = W(k) = anneau de Witt construit sur k. Il existe alors un et un seul 

morphisme surjectif : W[T] --l- R, qui à T associe 7r, de noyau un polynôme d'Eisenstein. 
Alors, le composé W[T] ~ R ~ R admet pour noyau l'idéal engendré par p et Ta, 
car Rest isomorphe à k[T]/(Ta). 

Soit 'D (noté 'D dans [4]) le séparé-complété pour la topologie p-adique de l'enveloppe 
à puissances divisées de l'idéal (p, Ta) de W[T]. D'après ([4] Lemme 2.2.11 ), 'D peut être 
décrit comme le sous-anneau de K[[T]] ( l{ = le corps des fractions de W) des séries 
formelles pouvant s'écrire : 

où [m] = partie entière de m, et où: lim an = O, et \:ln~ 0, an E W. 
n ..... oo 

En particulier : a) 'D est sans p-torsion. 
b) il existe un morphisme surjectif 'D ~ R, qui à [~;, associe [ri!. 
c) le noyau du morphisme composé 'D --l- R --l- R est l'idéal à puissances divisées, 

séparé complété pour la topologie p-adique de l'idéal engendré par, p et les r;~ ( m ~ 1) 
dans l'enveloppe à P • D· de (p, T 0

) dans W[T]. 
d) 'D est muni de la dérivation 8 induite par la dérivation Tn 1---+ n · rn-i de K[[T]]. 
e) 'D est muni du morphisme de Frobenius : 

On sait alors ([4] Théorème 1.2.7) que la donnée d'un cristal en °"1ï;w-module sur 

CRIS(R/W,p · W,, = can) équivaut à la donnée d'un V-module M, séparé et complet 
pour la topologie p-adique, muni d'un endomorphisme additif V tel que: 

i) Va E 'D, Vm E M on a: 

V(am) = â(a) • m +a• V(m). 

ii) Pour tout n ~ 0, pour tout m E M, il existe q > O tel que Vq(m) E pn • M, 
où Vq = itéré q fois de V. 
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On dit que v' est une connexion (intégrable) et topologiquement quasi-nilpotente sur 
M. A un cristal IE en modules, on associe sa "valeur" M = IE(R,1>)' notée IEv qui par 

définition est : lim IE(R,Z>n)' où Vn = V/pnV. 
n 

Alors: !ER= IE(R,R) = R ~Met !ER= IE(R,R) = R ~ M, ou encore IER= M/J · M 

et !ER= M/I · M si J = Ker(V--+ R) et I = Ker(V--+ R). 

2) Le cas des groupes p-divisibles sur R 

a- Soit G un tel groupe; le cristal DG associé ([4] Théorème 3.3.3) est libre de 
rang fini, ce qui signifie que M = DGv est un V-module libre de rang fi.ni égal à la 
hauteur de G ([4] Théorème 3.3.10). De plus, l'existence de morphismes F: G--+ G(J' et 
V : G(J'----+ G tels que: VoF = ida, Fo V= ida,, entraine l'existence de V-morphismes: 
F: 1\lt(J' ----+ 1\lt et V : M --+MO', où MO' se déduit de M par l'extension des scalaires 
a : V --+ V. On dit que (M, F, V) est un cristal de Die11donné (libre). De plus, si WG 

est le module des différentielles invariantes de G, il existe une R injection canonique : 
wa <-+ DGR '.:::::'. R 0 M, faisant de wa un facteur direct de DGR ([4] Théorème 3.3.5). 

1) 

A ce système (M,wa) est naturellement associé l'objet (li-1,w) de LF(R, R) obtenu en 
posant: lvf = R 0 M = DG R, qu'on a rencontré au I-B. Nous nous proposons de décrire 

1) 

l'objet (M,M1,v) de LH(R,R) associé à (M,w) en termes de la structure de cristal de 
Dieudonné (,;\If, V, F). 

b- Soit V1 = 1>/pV. Alors V 1 s'identifie ([4] 1.2.5) à l'enveloppe à puissances 
divisées de l'idéal (Tex) de k[TJ. On a alors le diagramme commutatif ci-dessous : 

R R 
a 

dans lequel a désigne les Frobenius absolus, où V1 ~ R se déduit de V ----+ R, et où 
r/> est tel que </> o can = c, et can o </> = a, et doit son existence au fait que le noyau de 
V1 --+ R étant muni de puissances divisées, les éléments de ce noyau ont une puissance 
pième nulle. 

Il résulte de la démonstration de ((4-bis], lemme 4.1.4) que </> est fidèlement plat; 
gTâce à quoi nous pourrons faire la description annoncée en a- : 

On dispose d'un morphisme a-linéaire cp : M --+ MO' = V(J' 0 M qui à m associe 
1) 

10 m, et du morphisme V: M--+ MO' (qui est V-linéaire). 



40 

LEMME 4. -

i) cp- 1(V M) est un sous V-module de M, contenant l • M (I =Ker: 1)--+ R). 

ii) l'image canonique ..,-~~-~VI) de <p-1 (V M) dans lv.[ = M/ J M = R ~ M = 
[)GR, n'est autre que le sous R-module J..11 de M tel que (M, M', v = incl: M' <-+ lvl) 
soit l'objet de LH(R, R) associé à G. 

Démonstration : Soit S1 un schéma de caractéristique p (pour nous, S1 sera égal 
à Spec'D1), et soit G1 un groupe p-divisible sur S1. Soit M1 = DG1(s 1 ,si) = valeur 
sur l'épaississement (S1 , S1 ) E N CRIS(Sifl/pl, 0, can) du cristal de G1 . D'après ([4], 
Proposition 4.3.10) il existe un diagramme commutatif: 

En particulier : 

war = Im(V: M1 --+ Mf). 

Si on part d'un groupe p-divisible G sur R, il existe un relèvement G1 de G sur 1) 1, car 
le noyau de V1 --+ R est un nilidéal. 

D'après le diagramme commutatif du début du b- on a donc : Gf ~ </>*G, et par 
conséquent : 

et aussi : 

et aussi : 

</> * ( :AI ) ~ M f . 
WG VM1 

Comme </> est fidèlement plat, l'application: 
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est injective et elle prend place dans le diagramme commutatif ci-dessous : 

M 
,p=l®? 

Mu 
Mu 

)l 
VM 

/ M 1 1 M=-
JM 

M1 
10? 

Mi 
}vtf 

)l 
VM1 

l/ 
M 

~ 
M 
WG 

Il est alors clair que le noyau M' de M ~ M ~ ~! = le noyau de M ~ A1 ~ 

~ ~ v"j
1

, c'est-à-dire, l'image canonique dans li:[ du noyau de M ~ Mu ~ ~~, 
à savoir cp-1(V M)/ J M, ce qui prouve i) et ii). 

c- Un cas particulier : G = Hu 
Soit H un groupe p-divisible sur R et G =Hu. Soit (.1V, V, F) le cristal de Dieudonné 

de H. On va calculer le système de HoNDA libre (A1,A1',v) de G en termes de (N, V,F). 
Plus généralement soit N un V-module et F : Nu --+ ./v, V : N --+ Nu des V- ~ 

morphismes tels que F o V = p • idN, V o F = p • idN". 
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Au système (N, V, F) on associe le diagramme l:::,.N : 

R®N 
1) 

R®N 
1) 

On pose alors : N R = lim l:::,.N, qui est un R-module, muni de deux R-morphismes : 
----+ 

v : N R ----+ R ® Nu et f : R ® Nu ----+ N R définis comme suit : f est le morphisme 
1) 1) 

canonique du terme R ® Nu ( à droite du diagramme l:::,.N) dans la limite inductive; v 
1) 

est défini par ses valeurs: id® V sur R ® N, et 1r 0 sur R ® Nu sur les termes de gauche 
1) 1) 

et de droite du diagramme. On a : 

v o f = 1r
0 

• id R@N et f o v = 1r
0 

• idN R 

V 

Revenant à la situation envisagée, où M = DGv = 'DH; = Nu (et donc M = 'DGR = 
R ® Nu), il est clair que Im v est égal au sous module R ® V N + 1r

0 
• R ® Nu de 

1) 1) 1) 

R ® Nu = R ® M = M c'est-à-dire au sous module : R ® V N + 1r
0 

• M. 
1) 1) 1) 

D'après l'argument rappelé au début de la démonstration du Lemme 4, si H1 est un 
relèvement de H sur 'D1 (et si on pose G1 = Hf), on a alors : wa 1 = WHf = V Ni = 
V N / pN• Alors : 

et par conséquent : 
Im(v: NR----+ R ® JVu = M) = M'. 

1) 

On va démontrer que v: NR----+ R ® Nu est injective. R ® Nu est libre sur R, de rang 
1) 1) 

h = hauteur de G. Comme lm( v) est aussi libre de rang h, il suffit de prouver que h 
est aussi le nombre d'éléments d'un système minimal de générateurs de N R• On obtient 
alors que v est injective et N R libre de rang h. Soit alors /3 = inf ( a, e - a). Appliquons 
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-:r: R ~? au diagramme ô..N ci-dessus. Alors : -rrf R ~ N R = lim ( -rr: R ~ ô..N) . Deux cas 

se présentent : 

i) /3 = 0, c'est-à-dire œ = e. Alors dans le diagramme ô..N, la multiplication 
par --1';-est un isomorphisme. Par définition de la lim, l'application canonique du terme 

'Ir ~ 

R 0 N dans N R est un isomorphisme et la démonstration est finie. 
1) 

ii) /3 ~ 1 : le diagramme -:r: R 0 Ô..N est alors égal à : 

y 
-1L N f3R 0 7r 1) 

dont la limite inductive est : 

!}R 0N 
1f 1) 

~ 

Si H1 est un relèvement quelconque de H sur V1 = V/pV, alors on a vu que 
V 

,N<r ✓i .N{ .N .N- ~ D .N ,Ntr t . h \ 1)h 
v.N '.:::'. v 1 = wHu et F'1iF '.::::'. FR{ ~ WHf · one F.Nu EB VJl es 1Somorp e a 1 

1 

et -rr: R ! N R est isomorphe à ( -rr: R) h; c.q.f.d. Au bout du compte on a donc démontré 

le: 

LEMME 5. - Soit H un groupe p-divisible sur R et G = Hcr. Si (N, V, F) est le cristal 
de DIEUDONNÉ de H, le système de HoNDA libre associé à G s'identifie à (R 0 Nu,NR, v) 

1) 

où v : JV R ~ R 0 Nu = DG R est le morphisme défini ci-dessus. 
1) 

d- Un cas particulier du précédent : les groupes constants 

Pour nous, "constant" signifie "constant en tant que déformation" : d'après l'hypothèse 
faite ( a s; e ), R = R/ Tra Rest une k-algèbre; il existe un morphisme k <---+ R, qui composé 
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avec l'application canonique R ~ k donne l'identité de k. Soit G un foncteur en groupe 
sur Spec R; on dit que G est constant s'il existe un isomorphisme de foncteurs en 
groupes: 

G ~ ( G x Speck) x SpecR. 
Spec R Spec k 

Un groupe p-divisible G (resp. un p-groupe fini 9) sur Rest donc constant s'il existe un 
groupe p-divisible G (resp. un p-groupe fini Ç) sur k tel que G (resp. 9) soit isomorphe à 
G x Spec R (resp. à Ç X Spec R). Un tel groupe p-divisible Gest alors de la forme 

Spec k Spec k 
,,.._ -1 

Hu avec H = au x Spec R (le Frobenius a : k ~ k étant un isomorphisme, à la 
Speck 

différen~ de celui de R en général). 
Soit G un groupe p-divisible; on a un morphisme naturel : 

(SpecR~ SpecVn) ~ (Speck ~ SpecWn) 

d'objets du site NCRIS(Speck/spec:ZP,(p),can) pour tout entier n ~ 1, où on a posé 
Vn = V/pn1) et Wn = W/pnW. Ce dont on déduit un isomorphisme canonique: 

si on pose G = G x Spec R, et cet isomorphisme commute aux morphismes V et F, 
Spec k 

étant fonctoriel par rapport à G. On a donc : 

De plus, le sous-module wa de [}GR s'identifie au sous-module wâ 0 R de [}Qk 0 R. 
k k 

Remarquons que les propriétés analogues sont vraies dans le cas d'un p-groupe fini. 
Soit M = DGw, M = DG1) ~ 1) 0 M; si on pose: 

w 

,,.._ -1 

H = Spec R x Gu , 
Spec k 

on a, d'après le c- : M' ~ M = R 0 M = R 0 M s'identifie au sous-module 
1) w 

----- -1 
R 0 V(Mu ) + 7rOI • M, et encore, à la limite inductive du diagramme !).N où 

w 



-- -1 N = 1) ® M(j ; dans ce cas : '3.N = 
w 

fa 
et nous noterons sa limite inductive 

-.R 
NR: lim/:1.Af = M , 

--+ 

car elle ne dépend que de (M, V, F). 

3) Les p-groupes finis sur R 

45 

--R ® M 
w 

a- Soit Go ~ G1 une isogénie de groupes p-divisibles sur R et Ç son noyau. 
On a alors la suite exacte, 1) étant sans p-torsion : 

0 --+ [)G1 v --+ [)Gov --+ [)Çv --+ 0 

de V-modules, où les morphismes commutent aux morphismes V et F de Go, G1 , Ç. 
Soit Mi = [)Giv, Mi = R ® Mi = [)Grn. Soit M = [)Çv et M = R ® M = [)ÇR. 

1) 1) 

On a donc la suite exacte : 0 --+ M1 --+ Mo --+ M --+ 0 d'où la suite exacte 
0 --+ M1 --+ Mo --+ M --+ 0 (R étant aussi sans p-torsion). D'après le 2) le système 

libre de HoNDA associé à Gi est isomorphe à ( Mi, 1.p:-~~:~;), Vi = inclusion). Par définition 
(I-B), le système fini de HoNDA associé à l'isogénie Go ~ G1 est (M,M',v,f) où 
M = [)Ç R et où M' est défini par la suite exacte : 

et où v et f se déduisent de Vi et fi. 
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b- Le cas Ç = rlu 

Soit 1i un p-groupe fini sur R et Ç = rlu. Soit Ho --,, H 1 une isogénie de groupes 
p-divisibles dont 1i est le noyau, et soit Go = Hô, G1 = Hf et Go --,, G1 l'isogénie qui 
s'en déduit, de noyau Q. Posons: Ni = [)Hi1J, N = [)1-{,1), On a vu au 2)-c) que le système 
libre de HoNDA associé à Gi est isomorphe à (R 0 Nt, NiR, Vi) où NiR = lim 6.)lf,. 

1) 

Le conoyau est donc isomorphe à (R 0 Nu,M',v,f) où M' est le conoyau de 
1) 

N1R --+ NoR, Mais le produit tensoriel et les limites inductives sont exacts à droite. 
Ce dernier conoyau est donc isomorphe à N R et le système fini à ( M, N R, v, f) où v, f 
ont été définis en 2)-c) pour tout système (N, V,F). 

Remarque : On constate que pour tout groupe fini Ç = rlu, le système de HoNDA fini 
associé à Ç ne dépend que du cristal de Dieudonné (N, V, F) associé à rl.. 

L'auteur de ces lignes ignore si pour un groupe fi.ni g quelconque, son système de 
HoNDA (M, M', v, f) peut se décrire en termes du module de Dieudonné (M, V, F) de Q 
seulement. 

c- Les groupes finis constants 

Soit Ç un p-groupe fini sur k et Ç = Ç x SpecR. D'après le point b- précédent 
Spec k 

et le point 2)-d), le système fini de HONDA (M, M', v, f) associé à Ç est défi.ni par : 
NI = R 0 M, où M = [)Qw, M' = la limite inductive du diagramme : 

w 

---- -1 R@Mu 
w 

----R@M 
w 

qu'on note encore 'fJR, muni des applications v et f canoniques. 

Remarques: 

1) Ce cas contient celui où R = k (tous les groupes sont constants) c'est-à-dire 
a= l, ce qui implique e < p -1. 
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2) Si t est le plus petit des entiers n tels que pn 2: a : Alors pour tout p-groupe fini 
- t - - - (Tt -

ÇJ sur R, go- est constant. En effet : at: R --4 R se factorise en: R ~ k --4 k <-+ R. 

3) Dans le calcul de M' associé à un groupe fini ÇJ sur R, on a supposé pour 
simplifier, a Se, c'est-à-dire p = 0 dans R. Mais si a> e, le cristal de ÇJ ne dépend que 
de la réduction de ÇJ sur R/pR; on est ramené au cas précédent (cf. [4]). 

d- Le cas e < p - 1, a = 1. 
On a alors R = k et tout groupe sur Rest constant. Si ÇJ est un p-groupe fini sur k, 

il est caractérisé par son module de Dieudonné cristallin (M, V, F), où M = [)ÇJ(k,W)• En 
effet : 

i) il existe un isomorphisme fonctoriel de W-modules, commutant à l'action de 
V et F, soit: 

E: M(ÇJ) ~ [)Ç}(k,W), 

où M(ÇJ) = Homk-gr(ÇJ, CWk) est le module associé à ÇJ par FONTAINE ( cf. [4], Théorème 
4.2.14 pour l'existence de l'isomorphisme E). 

ii) ÇJ ~ M(ÇJ) est une antiéquivalence de la catégorie des p-groupes finis sur k 
avec celle des modules de Dieudonné finis sur k ( cf. [3bis]). 

Alors le Théorème 1 et les considérations précédentes se traduisent comme suit : 

COROLLAIRE 1. - Si e < p - 1, il existe une équivalence : 

g ~ ([)(Ç x Speck)(k,W),L) 
SpecR 

de la catégorie des p-groupes finis sur R, avec celle des couples ( M, L ), où M est un 
module de Dieudonné fini sur k, et L est une filtration admissible (I,B,2)-c) du système 
(R 0 M, MR, v, f) associé à ÇJ = Ç x Spec k. 

SpecR 



Deuxième partie : Etude des groupes finis constants sur R 

Rappelons que ce sont les groupes de la forme Çj = Çj0 X Spec R; leur cristal et leur 
Spec k 

système de Honda fini s'obtiennent à partir de la connaissance du module de Dieudonné 
de 9o comme on l'a vu en (1ère partie, II, 3)-c ). 

On va donc étudier d'abord la structure des modules de Dieudonné (finis) puis en 
déduire les systèmes de Honda de Çj, et étudier l'existence de relèvements de Çj sur R. 

I - Modules de Dieudonné finis sur k 

Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W( k) l'anneau de Witt de k. 
Soit a l'automorphisme de Frobenius de W. Pour tout W-module Met tout i E Z, on 
pose: Mu; = Wu; 0 M, où West considéré comme W-module, via ai; on pose: lg M = 

w 
longueur du W-module M. 

On appelle : Module de Dieudonné sur k un triplet : (M, V, F), où M est un 

W module, M ~ Mu-
1 

et Mu-
1 ~ M des applications W-linéaires telles que 

Vo F = p · idM, F o V= p · idM,,-1. 
Les morphismes ( M, V, F) ---+ ( M 1

, V 1
, F 1

) sont les applications W-linéaires u : M ---+ 
-1 -1 

M 1 telles que uu o F = F 1 ou et u o V'= V o uu . 
On dit que (M, V, F) est fini si M est de longueur finie sur W, c'est-à-dire si M est 

de type fini et annulé par une puissance de p. Ce sont les seuls qu'on étudiera dans le I. 

1) Soit ( M, V, F) un module de Dieudonné fini, annulé par pn. 
Pour tout i E {1, ... , n} on pose : Mi = pi-I · Kerpk; on a: Mi+I C Mi et cette 

inclusion est un morphisme de modules de Dieudonné; en fait Mi est isomorphe, via la 
multiplication par pi-l, à Ker Pk /K i-I, l'inclusion Mi+I '------+ Mi étant induite par la 

erpM 
multiplication par p : Ker pi+ 1 

/ Ker pi ---+ Ker pi/ Ker pi-1. Les Mi sont des modules de 
Dieudonné, annulés par p, c'est-à-dire des k-espaces vectoriels. 

Pour toute suite M 1 ::::) M 2 ::::) · · · ::::) Mn ::::) {O} de modules de Dieudonné où on 
note Mi = (Mi,½, Fi), de longueurs finies et annulés par p, on pose : hi = dimk Mi; 

d'- = dimk(KerM~-
1 ~ M·)· d1

-' = dimk(KerM· _!1. M~-
1

)· 8· = dimk(KerVi) = i i i , i i i , i lm F; 

d. (KerF·) Ü Imk ~ . n a : 

et 

Soit M 1 ::::) M2 ::::) · · · ::::) Mn; une telle suite est associée à un module de Dieudonné 
(M, V, F) si on l'obtient par le procédé ci-dessus à partir de M, c'est-à-dire, en posant : 
Mi = pi-I · Ker Pk ( alors pn · M = 0). 
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LEMME 6. - Soit M1 :::> M 2 :::> • • • ::> Mn une suite associée à un module M = 
(M, V,F); alors, pour tout i E {1,2, ... , n -1}, on a: 

Ker Fï+1 C Im ¼ et Ker ¼+1 C ImFi 

h · - d~ - d1-'+1 > 0 et h · - d1! - d1·+1 > 0 ? 1 1 - 1 1 1 -

Démonstration: Soit x E Mi+1 =pi• Kerp~ 1
; x =pi• y avec pi+I •y= O. Si Fx = O, 

on a: x = V(F·pi- 1y) et Fx = F·piy = O. Doncpi- 1 ,Fy E Mi et x E Im ½. De même: 
Ker ½+ 1 lm Fi. Comme dim Ker Fi+ 1 = di+ 1 , dim lm¼ = dim Mi - dim Ker½ 
hi - di, on en tire: hi - d~ - d~+I ~ O. On prouve de même l'autre relation. 

Questions: 
a- Etant donné un module de Dieudonné ( M, V, F), quelle est sa structure, en termes de 

l'action de F, V ? 
b- Etant donnée une suite M1 :::> • • • ::> Mn de modules de Dieudonné annulés par p, 

vérifiant (*), provient-elle d'un module ( M, V, F)? 
c- Etant donnés des nombres hi, di, di', ( i E {1, • • ·, n} ), vérifiant les inégalités "éviden

tes", précédant le Lemme 6, ainsi que les inégalités (**) du Lemme 6, existe-t-il une 
suite A11 ::> M 2 ::> • · · ::> Mn, vérifiant les conditions (*) du Lemme 6, et à laquelle les 
nombres hi, d~, d~' sont associés : 
On verra que la réponse aux questions b- et c- est positive, et qu'on peut aussi 

répondre effectivement à la question a- ce qui nous sera utile pour la suite. 

2) Les modules de Dieudonné finis, annulés par p. 

C'est donc un triplet (M, V, F), où M est un k vectoriel de dimension finie et F, V des 

application k-linéaires : M ~ M<r-i ~ M, telles que F o V et V o F sont nulles. La 
suite associée à (M, V, F) est alors M1 = .1v.l. 

Choisissons: 

On a alors: 

T: un supplémentaire de Ker F dans M, 

Tl: un supplémentaire de Ker V 
-1 

dans M 17 
, 

S: un supplémentaire de lm V dans KerF, 

S': un supplémentaire de Im F dans Ker V. 

M = T œ VT' œ S; 
Ker F = VT' EB S; 
Im V= VT 1

; 

-1 
M<r = FT œ T' œ S'; 
Ker V = FT EB S'; 
ImF = FT. 

Ce sont ces relations qu'il s'agit de généraliser à un module de Dieudonné de longueur 
finie quelconque. 

3) Soit M1 ::> M2 ::) · · · ::) Mn une suite décroissante de modules de Dieudonné 
annulés par pet vérifiant les conditions(*) du Lemme 6. 
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LEMME 7. Pour tout i E {1,2, ... ,n -1} on a: 
-1 

a- Im ½ n Mi+i = Ker Fï+1 et lm Fi n Mf+ 1 = Ker ½+1. 
-1 

b- Ker Fin (Im ½ + Mi+1) = Im ½ et Ker½ n (ImFï + Mf+ 1 ) = lmFï. 

Démonstration : 

a- Ker Fï+ 1 C lm½ d'après l'hypothèse (*), d'où Ker Fi+I C lm½ n Mi+1. 
L'inégalité contraire vient de ce que Fi o ¼ = O. 

b-- Comme Im ½ C Ker Fi, on a: Ker Fin(Im ½+Mi+i) = Im ½+Ker FinMi+l = 
lm½+ Ker Fi+I = Im ½,d'après(*). On montre de même les autres relations. 

4) Soit M 1 :::> M2 ••·:::>Mn une suite de modules de Dieudonné annulés par pet 
vérifiant(*) (resp. et provenant d'un module de Dieudonné M tel que pn · M = 0). Pour 

. {1 } . F' 1 , M F; MO"-l M"-l V' 1 , tout i E , ... , n s01t i = e compose : i ---+ i - ~ et i e compose : 
M;+1 

M{-
1 ~ Mi - M~!

1
• Pour tout i, on choisit: 

• Ti (resp. Ti) un supplémentaire de Ker FI dans Mi, (resp. un sous-module de M, libre 
sur p•~w, tel que pi-I · Ti soit un supplémentaire de Ker FI dans Mi)-
_, -1 -1 

• Ti (resp. Tl) un supplémentaire de Ker½' dans Mt , (resp. un sous-module de Mu , 
libre sur p•~w, tel que pi-I · Tf soit un supplémentaire de Ker v'/ dans Mt- 1 

). 

LEMME 8. Sous ces conditions, pour tout i, on a : 

Im °¼=Ker Fi+l ffi vT:, (resp. Im Î'i = Ker Fi+l ffi pi-l · VTi), 

et de même, 

Démonstration : Soit x E Mt- 1
, de sorte que V x E lm½. Par définition de T~, il 

existe u E Ker V/ et t E T~ tels que x = u + t, d'où Vx = Vu+ Vt. Or, par définition _, 
de V/, Vu E Mi+ 1 ; de plus Vt E VTf; d'où: Im ½=Ker Fi+I + VTi. Cette somme est 

directe : si Vt E Ker Fi+I et t ET~, alors Vt E Mi+1 c'est-à-dire, t E Ker V/ n T~ = {0}. 
L'assertion respée s'en déduit alors en prenant T~ = pi-I • Ti. 

5) Sous les hypothèses de 4), choisissons de plus : pour tout i E {2, ... , n }, 
-Il -If -1 

Si C Mi-1 tel que FSi EB ImFi = Ker½, (resp. SL sous-module de Mu , libre sur 

ptw, tel que pi-l · s: EB lm Fi = Ker ½) et tel que F 15:, soit injectif, et st C Mt~ 1

1 

-Ill W 
tel que V Si œ Im ½ = Ker Fï, (resp. Si, sous-module de M, libre sur pi,W et tel que 

pi-t · Si œ Im ½ = Ker Fi), et tel que ~st soit injectif. ( s:' et st existent en raison des 
conditions (*)). 
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LEMME 9. - Sous ces conditions, pour tout i E {1,2, ... ,n-1}, on a: 

et de même: 

Démonstration: Il est clair que KerFï+Mi+1 C Ker Ff; d'autre part, comme F(S~~1 ) 

est par définition contenu dans Ker ½+ 1 C Mr;/, on a Ff(S:~ 1) = O. A l'inverse, soit 

x E 1'.1i tel que Ff x = 0, c'est-à-dire : Fix E A1r.;/. Alors, Fix E l\1f+-/ n Im Fi C 
-Il -Il 

Ker¼+1 = ImFï+1 EBFSi+I· Donc Fix= Fi+1u+Fs, avec u E Mi+1 et s E Si+I· Donc: 
x = u + s + z, avec z E Ker Fi. On a donc : 

-Il 
Supposons que s E Si+l et s = x + y avec x E Ker Fi et y E Mi+l· Alors: Fs = Fy; 

-li 

alors Fy E ImFi+i et Fs E FSi+I; donc Fs = 0 = Fy. Comme on a supposé Fis;~
1 

injectif, on as = 0, donc Ker Ff = (Ker Fi+ Mi+1) EB s:~1 . 

L'assertion respée se montre en posant alors : s:1 = pi-Z · V Si. En effet, F(pi-Z · V SD = 
pi-z . FV Si = pi-I . S~ a les propriétés requises. 

6) Sous les hypothèses de 4) et 5), posons, pour i E {2, ... ,, n} : 

S . - vs1
-
11 

1 - 1., 

et S
1
-=FS

1
-' 1 1 l 

- -, 
Alors, pour i E {2, ... , n} on a: Ker Fï = Si EB Im ½ et Ker¼ = Si EB ImFi. Pour - _, - _, 

compléter, choisissons S 1 et S 1 tels que : Ker F1 = S 1 EB Im Vi et Ker Vi = S 1 EB Im F1. 
On a alors, pour i E {1, 2, ... , n} les diagrammes commutatifs : 

Ker Fi+1 
VT~ 

Im½ 
s, 

Ker Fi <------+ 

r vr: I r -11 

T, S; Sï+t 
Mi+1 .Hi+1 + Im ¼ <------+ .l'v!ï+I + Ker Fi KerF/ ~wi 

h,-d 1-d~+t 8; 8;+1 h;-d~' -d 1+1 
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Ker½+1 ~--

f 
Dans ces diagrammes: 

a) les flèches sont les inclusions naturelles; 

b) les carrés sont cartésiens, comme il résulte du Lemme 7; 

c) on a indiqué au-dessus de chaque inclusion horizontale un supplémentaire 
de l'inclus, et, au-dessous, la dimension de ce supplémentaire; il résulte de b- qu'un 
supplémentaire de lm Fi dans Ker Vi+i est aussi un supplémentaire de l\1{'.;/ dans 

-1 

Mt+i + lm Fi, etc ... 

LEMME 10. - Sous les conditions précédentes, pour tout i E {1, 2, ... , n - 1} on a : 

a-
- _,, - _, 

Ji.Ji= A1i+1 œ Ti œ si+1 œ si œ vTi, 
(resp. Mi = j\Ji+l ffi pi-l · Ti ffi pi-l • V SI+1 ffi pi-l · si ffi pi-l VTI) 

et 
-1 -1 -1 -Ill -1 -

Mt = j\ff+1 ffi Ti ffi Si+l ffi si ffi FTi, 

(resp. ]11{'-l = Mt;11 œ pi-l. Tf œ pi-l . FSi+l œ pi-l. SI 9 pi-l FTi) 

b- Ker Fi= Ker Fi+l (:B si ffi VT~, (resp. Ker Fi = Ker Fi+l ffi pi-l · si ffi pi-l • VTI) 

Ker½= Ker ½+1 EB S~ EB FTi, (resp. Ker½= Ker ½+1 EB pi-I · Si EB pi-l · FTï) 

c- lm½ = Im ¼+1 EB Si+1 EB VT:, (resp. lm½ = lm ½+1 œ pi· Si+1 EB pi-l · VTI) 

lm Fi= ImFï+1 EB s:+ 1 EB FTi, (resp. ImFi = ImFï+i œ pi· Si+i EB pi-l · FTï) 

Démonstration : a- découle directement des diagrammes ci-dessus, ainsi que b- dont 
on déduit c-. 

Les assertions respées s'obtiennent alors en choisissant, comme il est dit plus haut, 
- . 1 -,, . 2 _, . 1 
Ti= p 1

- Tï, Si = p 2
- • V Si d'où Si= pi- · Si, etc ... 

D'après les diagrammes ci-dessus, un supplémentaire de Ker Fi+ 1 dans J..1i+1 (resp. 

de Ker ½+1 dans J..tt.;/) est aussi un supplémentaire de Ker Fi (resp. de Ker½) dans 

.llfi+1 + Ker Fi (resp. dans 1i.1['.;/ +Ker¼), les carrés intervenant dans les diagrammes 

étant cartésiens. Comme Afn+I = 0 (resp. Af!~; = 0), on a : Fn = F~ (resp. Vn = V~) 
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- -1 _, 

d'où : Mn= Ker Fn EB T n (resp. M! = Ker Vn EB T n). On en conclut par récurrence : 

- n -Il -
Mi= Ker Fi EBTï EB El, (Si EBTi), 

i=i+l 

(resp.Mi = Ker Fi EB pi-l · Ti EB ffi (pi- 2 • V Si EB pi- 1 · Ti)). 
j=i+l 

-1 -1 n -Ill -1 
Mf =Ker¼ œ Ti œ EB (Sj ffi Tj), 

j=i+l 

( resp. Mf-
1 

=Ker¼ EB pi-i · TJ EB ffi (pi- 2 • FSi ffi pi- 1 • TJ)). 
j=i+l 

On a aussi: 

-Il -::::1 -
Ker Vn = ImFn ffi FSn = ImFn ffi Sn; ImFn = FT n• 

Du Lemme 10, on peut alors déduire immédiatement : 
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-If -Ill 

LEMME 11. - On a alors : {en posant: Sn+l = {O} = sn+lJ : 

( resp. M1 = $(Pi-i · Si EB pi-l · Ti EB pi-l · VTf EB pi-l · VS!+i)). 
i=l 

b-

a'-

( resp. lvlf-
1 = $ (pi-i · FSi+i EB pi-l • FTi EB pi-i · Tf EB pi-l · SD). 

i=l 

b'-

(resp.KerVi = ~({O} EBpi-t •FTi EB {O} EBpi-t · SD)-

c'-
-, n - -, 

ImF1 = FT 1 EB Et)( {O} EB FTi EB {O} EB Sd, 
Ï=2 

7) Structure des Modules de Dieudonné de longueur finie 

Soit Mun module de Dieudonné tel que pn · M = {O}. On choisit des modules Ti, Tf, 
Si, S~ comme indiqué en 5). 
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PROPOSITION 1. - Sous ces conditions on a : 
n 

a- M = EB(Ti œ VT/ œ si œ vsn, 
i=l 

b-
n 

KerF = EB({O} EBpi-lVT/ EBpi-ISi EB {O}), 
i=l 

n 
c- lm V = EB (pTi EB VT/ EB pSi EB V SD, 

i=l 

a'-
1 n 

Mu- = EB(FTi EB Tf EB FSï EB SD, 
i=l 

n 
b'- Ker V= EB(Pi- 1FTi EB {O} EB {O} EBpi-lSD, 

i=l 
n 

c'- lmF = EB(FTi EB pT/ EB FSi EB pSD. 
i=l 

Démonstration : Par récurrence sur n. 

i) Si n = 1 : c'est le cas : p • M = 0 : c'est l'exemple étudié en 2). 

ii) Supposons la propriété vraie quand pn • M = 0 et supposons que pn+l · M = O. 
On pose alors : M = p • M. Il est clair que si i E { 1, 2, ... , n} on a : Mi = Mi+ 1. Pour 
tout i E {1, 2, ... , n + 1} choisissons Ti, T/, Si, SI comme indiqué et posons, si i ::; n : 

'Fi= pTi+I, T/ = pTf+1, si= p · Si+I, si= p • S~+I qui sont des sous-modules de Met 
...-_ -1 ---- ..-. ,,,,,...._. 

Mu . On notera avec un signe ....... ce qui se rapporte à M (ex. : F, V). 
Il est clair que pi-l · si =pi· Si+I est un supplémentaire de lm¼ = lm ½+1 dans 

Ker Fi = Ker Fi+1 . De même il est clair que pi-I • Ti = pi · Ti+1 est un supplémentaire 
-1 

de Ker (Mi+I ~ ~'.*1 ~ M1_\) dans Mi+I c'est-à-dire un supplémentaire de 
•+2 M;+ 2 

r (--. can M· F M~-l) --h.er Mi__,.~---+ ....... u_ 1 dans Mi. 
M;+1 Mi+l 

--... -1 n ,,,....,. ......._ ,....... ........, 
Par conséquent, d'après l'hypothèse de récurrence: Mu = EBi=l (FTi€BTf EBFSiEBSD. 

n+I _1 
Appelons lvf' le sous-module : I: (FTi + Tf + FSi + SD de lvlu . On a donc : 

i=l 
--. -1 -1 -1 

p · M' = Mu = p • Mu . Grâce au Lemme 11-a' on a : Mf <--+ M', c'est-à-dire 
Ker pM.,.-1 = Ker PM'• Il en résulte que Mu-

1 = M' et que la somme est directe dans la 
définition de M', ce qui achève de prouver a', ( et de même a). Le point b- n'est que la 
répétition du Lemme 11-b. 

Démontrons c- : D'après l'expression de Mu-i trouvée en a'- on a: 

n+l 

lm V= I)P. Ti+ vT: +p. si+ vsn 
i=l 
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et cette somme est directe d'après l'expression de M. D'où le c-. 

( )
hï-di'-di+i ( W )hï-di-di'+ 1 

Remarque : Par définition, on a : Ti c:::: P~ , Tf c:::: P'. w , Si c:::: 

( 
W ) ôï ( W ) hï -dr-di+i ( W ) hï-di -di'+1 

p•W c:::: SI. Il est aisé de voir que: FTi ~ p•W , VTf c:::: p••W , 

et FSi c:::: (pi~W) 6i c:::: VSI (isomorphismes de W-modules). 

8) Construction de modules de Dieudonné finis sur k 

Les résultats de ce paragraphe ne seront pas utilisés dans la suite. Il apporte une 
réponse positive aux questions b) et c) posées en fin du paragraphe 1) (la question a) 
ayant été étudiée au paragraphe 7)). 

a- Soient, pour i E {1, 2, ... , n }, des entiers positifs ou nuls: hi, dL di' tels que les 
conditions "évidentes" suivantes soient satisfaites: Vi E {1, 2, ... , n-1 }, on a: hi 2 hi+l, 
di 2 di+l, di' 2 di'+i, di et di' :::; hi :::; di +di', ainsi que les conditions : 

On va montrer qu'il existe une suite M1 ::) M2 ::) · · · ::) Mn de modules de Dieudonné 
annulés par p, vérifiant la condition 

Vi:::; n-1: KerFi+1 C lm¼ et Ker¼+1 C ImFi 

et telle que, Vi, hi= dimMi, di= dimKer¼, di'= dimKerFi. (On note Fi (resp. ½) la 
restriction de l'opérateur F = F 1 (resp. V= V1) à Mi (resp. M{-

1
)). 

a) Pour i E { 1, ... , n} soient Ti( resp. 0i) des k-espaces vectoriels de dimension 
hi - d? - di+l (resp. hi - di - di~l) (c'est un entier 2 0, par(**)). (On pose d~+1 

d~+l = 0). 
Pour i 2 2, soient S~' et "E,t des espaces de dimension Di =di+ di' - hi; 
Pour i = 1, soit S1 un espace de dimension 81 = d~ + d~ - h1. 
Soit M1 la somme directe de tous ces espaces. On vérifie que dim M1 = h1. Pour tout 

i 2 2, on pose alors : 

n 

Mi = Ti EB 0i EB "E,t EB E9 (Ti EB 0j EB "E,7 EB S~+1 ); 

j=i+l 

on vérifie que Mi est un sous-espace de dimension hi de M1, et que : 

. - - -Ill 
par convention : Mn= T n EB 0n EB "E,n. 
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/3) On dispose donc aussi de la suite: Mf-
1 

:::) • • ·:::) M;:-
1

, avec dimMf-
1 = hi. 

- - -Ill -1 -1 -1 
Par définition: Mn= T n EB 0n EB 2Jn. Dans Mi , choisissons des sous espaces T n, E>n, 
-Il -l -1 -1 -Il 

2:Jn, de dimensions respectives hn - d~, hn - d~, ôn et tels que M;;_ = T n EB 0 n EB 2Jn; (ils 
existent car hn = hn -d~ +hn -d~ +6n), De même, pour tout i E {2, ... , n-1 }, choisissons 

q-1 -, _, -Il -Ill • • • h d' dit 
dans Mi des sous-espaces Ti, E>i, l:Ji, Si+I de dimensions respectives: i - i i+I, 

fi dl C C 1 u-1 0"-1 T' e' 'C"'JI SIi/ l' "bl hi-di - i+I, Ui et ui+1, et tes que: Mi = Mi+I EB iEB-iEB"""'i EB i+l; ce a est poss1 e 

car hi - hi+I = dira M{-
1 

-dira Ml+~
1 = hi -d~ - d~'+1 + hi -d~ 1 -d~+ 1 +Di+ Di+l · Enfin, 

- - - -Il -1 
pour i = 1 : M1 = T1 EB 01 EB S1 EB S 2 EB Mz. Choisissons dans Mf des sous-espaces : 
T , 0 1 s"1 s' d d. · · h d' d" h d" d' ..- ..- t 1 1 , - 1 , 2 , 1 e 1mens1ons respectives : 1 - 1 - 2 , 1 - 1 - 2 , uz, u1 et e s que 

-1 -1 - -Ill -1 
Mi = Mf EB T1 EB S 2 EB S1 ; ces sous-espaces existent en raison des dimensions. 

Définissons F : M1 ----+ Mi-
1 

: F réalise un isomorphisme quelconque pour tout i, 
- -1 -fi -Il - -Ill - -l 

de Ti sur 0i, de Si sur 2:Ji et est nul sur E>ï, 2:Ji et S1. De même : V : Mi --+ M1 
'al· · h. 1 · d T' e d s111 

"'
111 

1 re 1se un 1somorp 1sme que conque, pour tout i, e i sur - i, e i sur ""-'i et est nu 
-1 -Il -1 

sur 0ï, 2:Ji, S1. 
Il est alors aisé de voir que F o V= V o F = 0, que F(Mi) C Mf-

1

, V(Mf-
1

) C Mi, 
que les dimensions des noyaux de F et V restreints à Mi et Mf-

1 
sont d? et dL et que - _, 

les conditions (*) sont vérifiées : en effet : lm½ = Ker Fi+ 1 EB E>i, Im Fi = Ker ½+1 EB 0i 
(où Fi,½ sont les restrictions de F et V à Mi et Mf-

1
). 

En fin de compte, on a répondu positivement à la question c- fin du paragraphe 1 ). 

b- Soit 1v.f1 :::) M2 :::) • • · :::) Mn une suite décroissante de modules de Dieudonné 
annulés par p et de dimensions finies sur k, et vérifiant les conditions (*). 

Prouvons que cette suite provient d'un module de Dieudonné M, de longueur finie, 
c'est-à-dire, tel que pour i = 1, 2, ... , n : pi-I • Ker Pk = Mi, On suppose que Mn est 
non nul, de sorte que pn • M = 0 et pn-I • M -:f:, O. 

a) Par la théorie des modules de longueur finie sur un anneau principal, il existe 
un W-module 1vf, de longueur finie, unique à isomorphisme près tel que la suite d'espaces 
vectoriels : Ker p M :) p · Ker pXf :::> · • • :::) pi-I · Ker Pk :) · · · :) pn-I · Ker PM, s'identifie 

à la suite (Mi); alors la suite des pi-l • Kerp~ .. -t s'identifie à la suite (Mf-
1

). 

On se propose de munir M d'une structure de module de Dieudonné. Comme en 4) 
- -t -1 -Il 

et 5) choisissons des sous-espaces Ti de Jvli et Ti de 1v.ff , des sous-espaces Si de Mi-1 
-Ill -1 - -1 -1 

et Si de Mf_ 1 (pour i > 2), des sous-espaces S1 de M1 et S 1 de Mf , vérifiant les 
propriétés requises en 4) et 5). 

- -Ill -1 -fi 
Posons alors : Si = V Si , Si = FSi ; alors ces sous espaces vérifient les conclusions 

de la partie non respée des Lemmes 8 à 11 (la condition (*) garantit l'existence des 
-Il -Ill 

sous-espaces Si et Si ) . 

- -, -, - . . 
/3) Ti et VTi (resp. Ti et FTi) étant contenus dans Mi = pi-l · KerpM (resp. 

dans Mf-
1 = pi-l · Kerp:U.,-i ), il existe Ti et E>i (resp. Tf et E>D dans M (resp. dans 
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Mq-l) tels que : pi-l • ,Ti = Ti, l- 1 · ei = VT~, pi-l • TI = T:, pi-l 'e~ = FTi, et qui 
sont des p•i:vw modules libres de rangs : hi -di' -di+l et hi -di -di+l (resp. hi -di -di+I 
et hi - di' - di+i) (On pose d~+1 = d~+l = 0). 

De même, pour i 2:: 2, comme s:' C Mi-1 (resp. st C M[C1
1

) il existe Ei C M (resp. 
- 1 . 2 _,, . 2 _,,, W 

Ei C Mu ) tels que pi- · Ei = Si (resp. pi- · Ei = Si ) libres sur p•-1. w de rang Di, 
Posons aussi : E1 = E~ = O. 

- -/fi -1 -If -1 

Enfin, pour i 2:: 2 comme Si= V Si C Mi (resp. Si= FSi C Mf ), il existe Si CM 
(resp. S! C Mq-

1

), libres sur /:'w, de rang Ôj tels que pi-l •si= si et pi-l •si= S~. 
- -, 

Posons aussi: S1 = S1, Si= S1 • 
n _

1 
n 

On a alors : M = EB(Ti E& ei E& si E& Ei) et M 17 = EB(0i E& TI EB s: E& ED : On 
i=l i=l 

n 
vérifie d'abord que la longeur de M = I: hi est égale à la somme des longueurs des 

i=l 
modules figurant dans le membre de droite. On montre ensuite que la somme est directe 
en montrant que KerpM (resp. KerpM,,.-1) est la somme directe des noyaux de p dans 
les modules en question, ce qui n'est autre que les assertions a et a' du Lemme 11. En 

œ t K i-1 T K ï-2 ~ t eue , erpr; = p · i, erp~; = p · Lii, e c ... 

1 ) Définissons F et V : 
On dispose d'isomorphismes F : pi-l • Ti = Ti -.'.:::+ FTi = pi-l · 0i et aussi 

V · i-l T' T 1 ~ VT 1 
i-I 0 T 0 T' 0' 1·b w • P · i = i -t i = p · - i ; comme i, - i, i , - i sont 1 res sur P, . w , 

on les relève sans peine en des isomorphismes F : Ti -.'.:::+ ei et V : Tf -.'.:::+ 0ï, On pose 
ensuite : F : 0ï -+ Tf = p · v- 1 et V : 0i -+ Ti = p · F- 1

. 

Pour tout W-module A, notons p l'isomorphisme canonique : A/KerpA -.'.:::+ p · A 

induit par la multiplication par p dans A. Pour i 2:: 2, on dispose d'isomorphismes 
F : pi- 2Eï = s:' -.'.:::+ s: = pï- 1 · Si et V : pi- 2 · Ei = st -.'.:::+ Si = pi-I · Si, qu'on note 
fi et Vi et qu'on relève en des isomorphismes fi : Ei -.'.:::+ p · Si et Vï : Ei -.'.:::+ p · Si, On 

f; 

définit alors F : Eï <-+ St comme le composé : Eï -.'.:::+ pSi ~ Si et V : Ei <-+ Si comme 
v; 

le composé : Ei -.'.:::+ p · Si ~ Si. 

On définit comme le composé : 

et comme le composé : 

Enfin F est nul sur S1 et V est nul sur S~. 
On vérifie aisément que V o F = p X idM, F o V = p X idM,ri et que la suite des 

pi-l · Ker p'h,r est isomorphe à la suite des Mi, comme suites de modules de Dieudonné. 
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II - Systèmes de HoNDA des p-groupes finis constants sur R. 
Rappelons qu'il s'agit des groupes de la forme : g x Spec R, où g est un p-groupe 

Speck 

fini sur k (comme a :s; e, Rest une k-algèbre). D'après la première partie, II, 3, c, leur 
système de HoNDA est isomorphe à (R 0 M, MR, v, J), dont on va rappeler la définition 

w 
et étudier les propriétés. 

1) Généralités 
-1 

a- Pour tout W-module M, on pose: R0M = R 0 M, et Mu = Wu-1 0 M, 
w w 

où W est vu comme W algèbre via u- 1 
( a = automorphisme de Frobenius de W). 

Soit (M, V, F) un module de Dieudonné quelconque (non nécessairemnt fini). On lui 
associe le diagramme ~ M ci-dessous : 

R0M 

On appelle MR sa limite inductive; c'est-à-dire le conoyau de l'application : 

-1 -1 
R0Mu EBR0M-+ R0Mu EBR0M 

(x, y)~ ( 1rax - (id 0 F)(y), (id 0 V)(x) - .E_y). 
7r0' 

Se donner une application R-linéaire de MR dans un R-module E, équivaut donc à 
-1 . . 

se donner : ( ê, /3) où : ê : R 0 Mu -+ E, f3 : R 0 M -+ E sont telles que : 
ê o ( id 0 F) = f3 o -!oidmg)M et ê o ?r~@M"-1 = /3 o ( id 0 V). 

On dispose alors d'applications R-linéaires : 

f M : R 0 M -+ M R = I' application canonique de R 0 M dans la liinite inductive 

0M: R 0 Mu-!...+MR = l'application canonique de R0 Mu-i dans la limite inductive 

VM : MR-+ R '°' M d'fi · 1 1 ( /3) { e = id 0 V: R 0 Mu-!...+ R 0 M 
'<Y e me par e coupe ê, : f3 = ?T'a : R 0 M -+ R 0 M 

R - 1 {ë,-L•R@Mu-
1
-+R@Mu-l 

'YM: M -+R 0 Mu définie par le couple (e,(3): - -rr"' • -1 

(3 = id 0 F: R 0 M-+ R 0 Mu 
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Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté on notera ces applications : f, 0, v, 1 . Elles vérifient les 
relations : 

v O 1 = 7rn@M, 1 ° v = 1rM R, 

1 0 (} = * R@Ma-1) (} 01 = * MRl 

v o fJ = id 0 V, 1 o f = id 0 F. 

ce que l'on représente par le diagramme ci-dessous : 

R 0 JvftT-i 

f 
le 

MR 
V 

R0M R0M 

17 
R@M(T-i 

Dans la situation envisagée, si M = IDÇ(k, W) est le module de Dieudonné de g on a vu 
que le système fini de HONDA associé à Ç x SpecR est le système (R0 M, MR, v, f). 

Spec k 

b- Le cas particulier R = R/ p·R ( a = e) 

Ce cas contient le cas R = W, R = k, (a= e 1). 
Comme -!,;: est alors un élément inversible de R, il ressort des relations ci-dessus que fJ 

est un isomorphisme: R0Nf<T-i .-::'..+ MR, grâce auquel on identifie alors (R0M, MR, v, f) 
à (R ® M, R 0 M(T-1, id 0 V, id 0 F). Si on suppose R = W, R = k, on retrouve 
(M, Mu-i, V, F) c'est-à-dire le module de Dieudonné (M, V, F). 

Remarque : Hormis ce cas, R ® M et M R ne sont pas isomorphes comme R-modules 
en général (voir l'étude du cas Ç = ap). 

c- Rappelons qu'on a démontré dans la première partie, II, 2, c les faits suivants : 
Hormis le cas vu en b- ci-dessus (a= e), si on pose f3 = inf(a,e- a): On dispose d'un 
isomorphisme canonique : 

ce dont on a déduit : 
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i) Si (M, V, F) est tel que M est libre de rang fini sur W, alors v : MR ---+ R®M 
est un isomorphisme de MR sur le sous-module R® VMo-,...i +1r0 •R®M de R@M. En 
particulier : 

Ceci est la situation lorsque ( M, V, F) est le cristal de Dieudonné d'un groupe p
divisible sur k. 

ii) Si on a une suite exacte de modules de Dieudonné : 

0--+ (A1'1, ½, F1) ---+ (Mo, Vo, Fo)--+ (M, V, F)--+ 0, 

où ~Mo et M1 sont libres de même rang sur W, (il existe une telle présentation pour 
tout module de Dieudonné fini (M, V,F)) alors on a une suite exacte: 

0--+ Mf--+ Mf---+ MR---+ 0 

(l'exactitude à droite est naturelle; l'exactitude à gauche vient de ce que Mf et Mf sont 
libres de même rang). 

Remarque: Dans le cas hormis ( a = e) ces propriétés i) et ii) sont évidemment vérifiées, 
d'après l'identification faite en b- de MR et R 0 Mo--

1
• 

d- On a les isomorphismes évidents : 

Cokerv = R@M/R® VMu-i + 1raR0M ~ 11';:R ® v~-1 - M =Rf VM_,-1 

-1 
(car pM CV Mu ) 

Par définition de la limite inductive, on a aussi : 
-1 

Cokerf ~R0Mu-
1 /1r0 R®Mu-i +R®FM~R® M;M, 

k 

Coker0 ~R®M/-;,;R®M+R®VMu-i ~ 11'e-1;,R f v~-1• 

e- Pour toute suite exacte de modules de Dieudonné O ---+ M1 --+ Mo ---+ 

kl ---+ 0 avec Mo et .~11 libres de même rang fini sur W, on dispose des deux diagrammes 
commutatifs à lignes exactes : 

0 0 

0 Mo M 0 
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0 0 

0 R0Mo R0M 0 

d'où des suites exactes du serpent O ---+ Ker V --+ Coker Vi ---+ Coker Vo ---+ 

Coker V --+ 0 et O --+ Ker v --+ Coker v1 --+ Coker vo --+ Coker v ---+ O. Comme 
ce sont des k-vectoriels on en déduit un diagramme commutatif à lignes exactes : 

0 ---+ R ® Ker V ---+ R 0 Coker Vi ---+ R ® Coker Vo ---+ R ® Coker V ---+ 0 
k k k k 

l (4) 1 (3) 1 (2) l (1) 

0 ---+ Kerv ---+ Coker v1 ---+ Coker vo ---+ Cokerv ---+ 0 

dans lequel les 3 flèches verticales (1), (2), (3) sont les identifications vues end- et donc 
des isomorphismes. Donc, ( 4) est un isomorphisme, autrement dit : 

R 0 Ker V~ Kerv. 
k 8 

Cette flèche d'ailleurs l'application évidente provenant de l'inclusion : R 0 Ker V <-+ 
-1 

R0Mu . On a de même: 

R . ~ 
R 

® Ker F--+ Ker,. 
7re-a k f 

N.B. Tout module de Dieudonné fini (M, V,F) admettant une présentation par des 
libres, ces résultats sont vrais pour tout module fini. 

f- Considérons le composé : R ® M R ® M ~ Af R; il est égal au 

id@F -1 8 
composé : R 0 Af .---+ R 0 111u ---+ M R par définition de M R; par conséquent, sa. 

restriction à R 0 Ker F est nulle, ou encore : 

p / 1r" • R ® Ker F <-+ Ker f. 

Si M est un module de Dieudonné fini, la démonstration du e- ci-dessus prouve que 
Ker v et Coker v ont même longueur sur R; par conséquent : 
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M"-1 
Par conséquent : Ker f et Coker f ont même longueur : or Coker f ~ R 0 FM a 

k 

même longueur que R ® Ker F ~ 1re~~-R ® Ker F C Ker f. Donc pour un module de 
k p k 

Dieudonné fini : 
1re-a R ~ 

R 
0 Ker F = 1re-a • R 0 Ker F --+ Ker f 

p· k 

et de même: 
na·R ~ 

R 
0 Ker V = n° · R 0 Ker V --+ Ker 0. 

p· k 

g- Exactitude du foncteur M 1--+ MR 
Si O ---+ M 1 --+ M --+ M 2 ---+ 0 est une suite exacte de modules de Dieudonné de 

longueurs finies, l'exactitude à droite du produt tensoriel et des limites inductives (non 
filtrantes) implique l'exactitude de la suite : Mf ---+ MR ---+ M,f --+ O. Le résultat 
établi en f- sur les longueurs entraîne alors l'exactitude de la suite : 

h- Un exemple : le groupe O'.p,k, noyau de (Ga,k ---- Ga,k) 
F 

Il correspond à M = k, F = 0, V = O. Le diagramme ~ M : 

/4 
R®M 

dm t 1. · · d t· MR R ku- 1 R k MR R m R a e pour 1m1te m uc ive ~ 1r°'R 0 EB 7re-aR 0 . ~ ~ Q7 7re-a,R i en 
k k 

particulier: MR et R ® M ne sont pas isomorphes. 

f: P~ ~ R ® M ---+ MR s'identifie à l1application canonique sur le facteur 1r•-~-R 

0 : P~ ~ R 0 Mu-
1
----+ M R s'identifie à l'application canonique sur le facteur 1r-!;-R 
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v · MR R ffi R R 0 Mu-1,.._, R vaut O sur le 1er facteur, et 1r0 sur le ime . =1r"R w 7re-an-+ - p·R' 

vaut ~ sur le 1er facteur, et O sur le 2ème 
11' 

2) Le cas des modules annulés par p 

Si p · M = 0, R 0 M = RR 0 M, qu'on note RR @M. 
W p· k p· 

On pose : dim M = dimk( M). 
Soit ( M, V, F) un module de Dieudonné fini, annulé par p; alors : F o V = V o F = O. 

On pose: h = dimM; d' = dimKerMu-
1 ~ M, d" = dimKerM ~ Mu-i et 

fJ = d' + d" - h = dim t;t ;' = dim ~= J. 
Comme en 1-2), choisissons T, T', S, S' tels que : 

M = KerFœT, 

Ker F = lm V œ S, 

lm V= VT', 

-1 
Mu = Ker V œ T', 

Ker V = lm F œ S'; 

lmF = FT. 

Alors, on a: dimT = dimFT = h-d"; dimT' = dim VT' = h-d'; dimS = dimS' = 8. 

a- Calcul de lm f et lm 0. 
On a: R@M = (R@T)œ(R@S)œ(R@lmV). On a vu en 1)-f- que Kerf = 

1re-a R 0 Ker F = ( 1re-a • R 0 S) EB ( 1re-a · R 0 lm V). Il en résulte que 

lmf = f(R@ T) EB f(R@ S) EB f(R0 lm V) 

d'où: 
~ R h-d" R 8 R h-d

1 

Imf--+ (-) œ (-) œ (-) p . R 7re-a . R 7re-o: . R 

et de même: 
Im0 = 0(R 0 T') E9 0(R 0 S') EB 0(R 0 ImF) 

d'où 
R h-d 1 R 8 R h-d" 

Im0~ (p·R) EB (1ra·R) EB (1ro:·R) 

De plus, par définition de MR : 

et 

f(R 0 lm V)= 7f
0 

• Im0 = 7fo: • 0(R 0 T'); 

0(R 0 ImF) = 1re-o: · Imf =1re-a· f(R 0 T). 

b- Calcul de MR quand p • M = 0 



Par définition de la limite inductive, Imf + Im0 = MR. D'où une suite exacte: 

0 ~ Imf n Im0 ---t Imf $ Im0 .~ MR ----t O. 

Ona: 
lg Im f = lg R 0 M - lg Ker f = eh - ad 11 

lg Im0 = lgR 0 M 17
-

1 
- lg Ker0 = eh - (e - a)d' 

lg MR = eh. 

D'où: lg(Imf n Im0) = eh- (e - a)d' - ad". 
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D'autre part, d'après le a- Im f n Im 0 ::::> 1re-a-• lm f $ 1ra- • Im 0 dont la longeur vaut : 
o:(h - d11

) + (e - a)(h-d') lg(Imf n Im0). D'où: 

R h-d" R h-d 1 

Imf n Im0 =1re-a· Imf EB 1ra Im0::::: (-R·) EB ( R) · 
7ro- 7re-o-, 

On en déduit également que MR = Imf + Im0 = (J(R 0 T) œ f(R 0 S)) + (B(R 0 
T') EB 0(R 0 S 1

)). Mais d'après le calcul de Imf n Im0, cette somme est directe. On a 
donc: 

LEMME 12. - Sous les hypothèses précédentes, on a : 

MR::::: f(R 0 T)@ f(R 0 S) EB 0(R 0 T') EB 0(R 0 S'). 

En particulier : 

MR ~ (-R-)h-6 œ (-R-œ_R_)6 
- p . R 7r<l' • R 7re-a • R . 

Remarque : En particulier, si a =/= e, MR est libre sur p~R si et seulement si ô = 0, 
c'est-à-dire : Im V = Ker F (ou ImF = Ker V), c'est-à-dire encore : M = Coker(p : 
J"\;fo ~ Mo), où Mo est un module de Dieudonné libre de rang fini sur W. 

Onaaussi: Kerv=B(R0KerV) =0(R0ImF)EB0(R0S') 

=1re-a· Imf œ 0(R 0 S') 

et de même : Ker,= f(R 0 Ker F) = 1ra • Im0 œ f(R 0 S). 

3) Calcul de MR quand pn · M = 0 

Rappelons que M R = lm f + lm 0; d'après la Proposition 1 (I~ 7)), on a donc en 
choisissant des modules Ti, TJ, Si, S~ comme indiqué en (I-5) : 

n 

Imf = L,(f(R®Ti) + f(R0 VTI) + f(R0 Si)+ f(R@VSD) et 
i=l 

n 

Im0 = L(0(R@FTi) +0(R 0TI) + 0(R0 FSi) + 0(R@SD) 
i=l 
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Par définition de MR, on a: ~of= 0 o (id® F) et 1r0 o 0 = f o (id® V), d'où: 
n 

MR = I: (f(R ®Ti)+ 0(R ®Tl)+ f(R ®Si)+ 0(R ® SD). 
i=l 

PROPOSITION 2. -

a- MR= !(f(R®Ti)EB0(R®Tl)EBJ(R®Si)EB 0(R@SD); 

b- lmf = ! (f(R ® Ti) EB 1r0 
• 0(R ® TI) EB f(R ® Si) EB 1r0 

• 0(R ® SD); 

c- Ker V= i½i ( 1rie-a · J(R ® Ti) EB {O} EB {O} EB pi-l · 0(R ® SD). 

Démonstration : b- Rappelons (1), f-) que Ker f = 1re-a · R ® Ker F. D'après la 

Proposition 1 (l, 7), b-) on a donc: Ker f =! ( {O}EB1rie-a.R®VTf EB1rie-a.R®SiEB{O}). 

Donc, dans l'expression ci-dessus de lmf, la somme est directe, d'où le b-. 

On a de même: Ker0 = 1r0 •R®Ker V; d'où: Ker0 =i½i ( 7rie-a ·R®FTiEB{O}EB{0}EB 

1rie-a ·R@Si) et donc lm0 =~ ( 1re- 0 .J(R®Ti)EB0(R0Tf)œ1re-a .J(R®Si)EB0(R®SD). 

Cette démonstration entraîne aussi, avec les notations de (l, 1)) : 

( 
R )h;-d;'-d1+1 

f(R ® Ti) ~ pi·R , 

f(R@ Si)~ ( 7r,e!a.R )'S;, 

a- Il faut montrer que la somme est directe et pour celà, il suffit de regarder 
dans KerpMR, c'est-à-dire de se ramener au cas où p · M = O. Posons M1 = KerpM. 
Alors : 

KerpMR ~ Mf 

d'après l'exactitude de M i----+ M R (1 ), g-). 
D'après les Lemme 10-11 (l-6), 7)) et leurs conséquences, on a: 

n 

M1 = Ker F1 EB T1 EB E9(pi-l · Ti EB pi-Z · V SD, Ker F1 = lm V1 EB S1; 
i=2 

n 

M'{-
1 

= Ker V1 EB T{ EB E9(pi-l · Tf EB pi-z · F Si), Ker V1 = lm F1 EB S~; 
i=2 



Si on pose: 
n 

T = T1 ffi EB(pi-l · Ti ffi pi- 2 
• VSD, S = S1, 

i=2 

n 

T' = T{ œ EB(Pi- 1 
. Tf œ Pi- 2

• FSi), s' = s~, 
i=2 
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d'après le Lemme 12, on a : Mf_l-= f(R ® T) EB J(R ® S) EB 0(R ® T') EB 0(R ® S'). 
Comme Ker f = 7re-a • R@ Ker F1 et Ker0 = 7ra • R® Ker Vi ( 1), f-) et T n Ker F1 = 0, 
T' n Ker Vi = 0 par hypothèse, on a : 

f(R@ T) = f(R@ T1) ffi E9(pi-l J(R@ Ti) ffi pi- 2 
• f(R@ V SD), 

i>2 

0(R ® T') = 0(R ® T{) EB E9(pi-l · 0(R ® TI) EB pi- 2 
• 0(R ® FSï)). 

i2'.:2 

n 

Mf = EB(pi-l. f(R ® Ti) EB pi-l . 0(R ® TI)) 
i=l 

EB J(R ® S1) EB EB Pi- 2 
• 7re-a • f(R ® Si) 

i2'.:2 

EB 0(R ® SD EB EB pi- 2
• 7rQ'. B(R ® sn, 

i2'.:2 

et ceci suffit à prouver que dans l'expression de MR, la somme est directe. 

c- On a Kerv = 0(R® Ker V) (1), e-). D'après le Lemme 10, Ker V= Ker Vi = 
n 
EB (pi-l · FTi EB pi-l · SD; d'où : 
i=l 

n n 

Ker v = LPi- 1 .B(R@FTi)+pi-I .e(R@SD = LPi-l .7re-Q' • J(R®Ti)+pi-l .B(R@SD, 
i=l i=l 

et la somme est directe d'après le a-. 



III - Relèvement sur R des p-groupes finis constants sur R 
Soit Ç un tel groupe et M le module de Dieudonné de Ç x Spec k. Le système de 

SpecR 

HoNDA fini de Ç est donc (R@ M, MR, v, f) (Première Partie, II, 3) c-). Ilfaut donc dire 
w 

à quelles conditions il existe une filtration admissible pour ce système (Première Partie, 
I, B, 2), c-), c'est-à-dire un sous R-module L de MR tel que : 

1
.) 1 , L M R M R • h' e compose : 1r" L --t 1r"-MR ------+ lm f est un ISomorp 1sme; 

ii) L n Ker v = { 0}. 

1) Sous-modules admissibles 
Soient a, /3, 1 , ô des entiers positifs ou nuls, avec a strictement positif. Soit : B = 

8 8 
( 1rf R) , C = ( 1r~ R) , E = B EB C, E' = B EB 1ra · C, E" = { 0} EB Ker 1r0. Etant donné le 

triplet (E, E', E"), par analogie avec les filtrations admissibles sur un système de HoNDA 

fini, on est amené à dire qu'un sous R-module L de E est admissible pour (E, E', E") 
s1 on a: 

. ) 1 , L E E t . h' 1 e compose : 1r" . L --t 1r" E --t E' es un ISomorp 1sme ; 
ii) E'' n L = {O}. 

LEMME 13. - Soit (E, E', E") comme ci-dessus. 

1} Si /3 ~ 1 ~ a, il existe L admissible pour (E,E',E"). 

2) Si ô > 0, et 1 > 0, cette condition suffisante est aussi nécessaire. 

Démonstration : On peut évidemment supposer ô > O. Etudions L supposé admissible. 

a- Si , = 0, C = {O}; E = E'; L doit être nul; réciproquement L = {O} 
convient. Les assertions 1) et 2) du Lemme 13 sont donc vraies dans ce cas. 

b- Supposons donc , > O. 
8 

On a:,~ 1, a~ 1; ff, '.'.::::'. ( 1rinf(~.-r).R) . Donc L peut être engendré par des éléments 

(bj,Cj) où Ôj E B, Cj E C pour j = 1,2, ... ,b. Comme L vérifie la propriété i), on a: 
L + E' = E; par projection sur C parallèlement à B, on en déduit que {cih=i, ... ,ô est 
un système de générateurs, et donc une base du 1r-Y~R-module C. 

A l'inverse si {cj}j=I, ... ,ô est une telle base: L+E' = L+B+1rac contient B+C = E. 

Donc L --t ff, est surjectif, donc 1r!:·L --t ff, aussi. Alors L n E' = Ker ( L --t ff,) = 
{ 1 Àj( bj, Cj )l~.Àj · Cj E 1ra · C} = 1Tinf(a,-y) • L. Donc Ln E' = 1Ta • L si et seulement 

si a :s; ,. 
c- On suppose donc : a :s; , 

On a 1rtL -=::'..+ ff,, c'est-à-dire, la condition i). Etudions ii). 

Ln E" = {LÀj(bj,ci)I L .Àjbj = 0 et L ÀjCj E Ker1rë }· 
j j j 
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Mais on a: Kenrë = 7r-r-a • C. La condition Ln E" = {0} est donc equivalente à: { pour 

tout ( v; )j=l, ... ,8 E R 8, la condition: I: v; • 7r7 -a • b; = 0 implique: I: v; · 7r7 -a • c; = 0, 
j j 

c'est-à-dire : V;, v; E 7ra • R· }. 

Posons: (a+ /1- î')+ = sup(0, œ + /J-î') et pour tout j : v; = 1r<a+,8--r)+. Alors avec 

ce choix des v; : I: v; • 7r,-a • b; = O. 
j 

Il faut donc: (œ + /J- 1 )+ ~ œ; comme a> 1, celà équivaut à /J ~ î'· 

d- Supposons donc œ :::; î' :::; /J. 
Dans ces conditions, comme œ :::; /J, v; E 1ra • R pour tout j équivaut à : l'élément 

(v; mod 1rP R)i=l, ... ,8 de B appartient à 1ra • B. Soit <p : B ---i- B : (v; mod 1r,8 • R) 1----l-I: 
j 

Vj • 1r1 -a • b;. La condition LnE" = {0} équivaut alors à: Ker<p C 1ra •B; cette condition 
est elle-même équivalente à : Im <p a un quotient isomorphe à 1r~ B, et par dualité à : 

Im <p contient un sous-module isomorphe à 1r~ B '.:::::'. ( 1r!;-R) 
8
. Le seul sous-module de B 

isomorphe à 1r~ B est 7r/3-a B. D'autre part, Im <p = 7r,-a • B' où B' est le sous-module de 
B engendré par les b;. La condition Ln E" = { 0} équivaut donc à : 1r ,-a • B' ::> 1rf3--a • B, 
ou encore: 

B' ::> 1rP--r · B, 

( d'après la relation a :::; 1 :::; /J et la théorie des diviseurs élémentaires) ce qu'il est 
toujours possible de réaliser. 

2) Le cas P.: 1 <a:::;½· Relèvement des p-groupes finis de k à R 
Ce cas comprend notamment celui où: 2:::; e < p - 1 et œ = 1, c'est-à-dire: R = k. 
La description du module M R ( Proposition 2) permet de voir qu'il suffit, pour trouver 

n 
un sous-module L de MR tel que (R 0 M,MR,v,f,L) E FH(R), de poser: L =EB 

i=l 
(Ni$Li), où: Ni= 0(R®Ti) et où Li est un sous-module de J(R®Si)Œ>0(R@SD = Ei 
admissible pour (Eï, Ei, En, où E; = J(R®Sï)ffi1ra0(R@SD et E? = {0}ffipi- 1 ,0(R@S:). 

On a vu au cours de la démonstration de la Proposition 2 que : f(R 0 Si) '.:::::'. ( 1r•e~«.R) 
8
; 

et B(R 0 S:) !::: ( 1r<i-ife+a R) 
5
'. On est donc dans les conditions d'application du Lemme 

13, avec /Ji = ie - œ, î'i = (i - l)e + œ; on a bien : a < î'i /3i (puisque 2œ < e) pour 
i = 1, 2, ... , n. On obtient par conséquent : 

PROPOSITION 3. - Si on a : P:_1 < œ < ½, alors tout p-groupe fini constant sur 

R = R/1ra • R se relève sur R. 

COROLLAIRE 2. - Supposons p > 5. Alors, tout p-groupe fini sur k se relève sur R, 
dès que e ~ 2. 
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En effet, pour un tel p, quelque soit l'indice de ramification e ~ 2, il existe a ~ 1 tel 
que P.=_1 < a :S f Pour un tel a, posons R = R/'rr°' • R. Si Ç est un p-groupe fini sur 

k, il se relève d'abord en le groupe constant Ç x SpecR sur R. Par la Proposition 2, 
Spec k 

celui-ci se relève en un p-groupe fini sur R. 

Remarque : 1) Ce Corollaire est une réponse à la question posée par ÜORT et MuMFORD 
([10]) à savoir, l'existence du relèvement des p-groupes finis de k à R, pour R anneau 
de valuation discrète complet, d'inégale caractéristique de corps résiduel k. En bref, 
si on suppose k parfait, de caractéristique p > 5, et R ramifié, un tel relèvement 
existe toujours. Dans loc. cit. ÜORT et MUMFORD, prouvent par une méthode tout à fait 
différente, que si R d'inégales caractéristiques est donné, il existe R -+ R' fini ( avec R' de 
valuation discrète et de même corps résiduel) et un relèvement du groupe sur R'. D'après 
les auteurs de l'article cité, leur méthode ne permet pas de majorer la ramification de R' 
sur R. 

2) Supposons p = 3, e = 2 et a= 2 (donc 2a > e). Le module MR associé au 
groupe ap,R est alors isomorphe à 1re!,..R EB 1r!;R; d'après le Lemme 13 il n'existe alors 
pas de filtration admissible dans M R ; par conséquent a R ne se relève pas sur R. Il p, 
est cependant bien connu que ap,k se relève de k à R. (Voir la théorie des schémas en 
F-vectoriels de RAYNAUD). 

L'hypothèse : p > 5, faite dans le Corollaire 2 nous semble donc liée à la méthode 
employée (voir aussi l'Appendice I). 

3) Le cas ½ < a :S e. Etude de la platitude de Ker p dans un groupe fini sur R. 

a-

LEMME 14. - Soit 1 s a :S e, (M, V, F) un module de Dieudonné fini sur k. On 
suppose qu'il existe L tel que (R®M,MR,v,f,L) E FH(R). 

Posons: M 1 = KerpM, L1 = KerpL = Aff n L; M = p · M, L = p · L. Alors 
R --- ---R -. -. (R®lvli,M 1 ,v1,fi,L 1) et (R®M, M ,v,f,L) sont objets de FH(R). 

Démonstration : 1) Montrons les propriétés relatives à M 1 , à savoir : i) Mf = 
L1 + Imfi, ii) L1 n Imfi = 1r

0 L1, iii) L1 n Kerv1 = {O}. 
La propriété iii) est évidente car Ker v1 = Ker v et Ln Ker v = { 0}. Démontrons ii ). Soit 

.e1 = f(mi) avec .e1 E L1, m 1 E R®M 1 • Alors, il existe À EL tel que .e1 = 1r°' À= f(m 1). 

Donc J ov(,\) = J(m1); par conséquent: v(-X) = m1 +z1 où f(z1) = O. Donc v(p· ,\) = O; 
donc p ·À= 0: >. E L1 et .e1 E 1r°' · L1. 

Démontrons i). D'après ii) on a 1r~L <-+ 1~~
1

• Il suffit de voir que ces deux modules 
ont même longueur. 

Or : .e g 1r~l
1 

= .e g Ker 1ri
1 

= .eg Kenr'l, = .eg 1r~ L = fg 'I'm.J = fg Ker f = fg Ker fi = 
MR 

Rgi;;1r; ( car Ker 1rL <-+ L1 et Ker / 1 = Ker f). 
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2) Montrons les propriétés relatives à M. Par exactitude de M 1--------t MR, on a: 
(Ml = (p · M)R = p • MR. Il est clair que p • MR = pL + p · Imf. En utilisant 
l'isomorphisme induit par la multiplication par p : fl -.'.::'...+ pM, il faut donc prouver : 

KervnL = {0}, c'est-à-dire: (L+Mf)nKervop = Mf et LnimÎ = 7ra.z, c'est-à-dire: 
(L + M1R) n (Imf + Mf) = 1ra · L + Mf. 

Or : si f, E L et m 1 E Mf sont tels que v(p(f + mi)) = 0, c'est-à-dire v(pf) = 0, 
on a : pf = 0, donc f, E L 1 et f, + m 1 E Mf, d'où la première assertion. D'autre 
part (L + Mf) n (Imf + Mf) = Mf +Ln (Imf + Mf); il faut donc prouver que 
Ln (Imf + Mf) C 1r°' • L + Mf; si f, = f(m) + z1 avec p · z1 = 0, d'après la partie 
1) de la démonstration, il existe m 1 E Mf, f 1 E L 1 tels que z1 = f 1 + f(m1); d'où 
f - f 1 = J( m +mi); donc f - f1 = 'Ira · À avec À E L; donc f = f 1 + 1ra À E M 1R + 1ra · L. 

PROPOSITION 4. - Supposons ! < a ::; e (par exemple a = e d'où R = R/p · R). 
Soit (M, V, F) un module de Dieudonné fini sur k, annulé par pn, auquel on attache 
les nombres ô1,ô2, ... ,ôn, comme en (1, 1}}; (ôi = dlm~:;~i). Alors, pour qu'il 
existe L tel que (R ® M, MR, v, f, L) soit un objet de FH(R) il faut et il suffit que 
ô1 = 82 = · · · = Ôn = O. 

n 
Démonstration: 1) La condition est suffisante, on peut prendre alors L =EB 0(R®T!) 

i=l 
avec les notations de la Proposition 2. 

2) Pour montrer que la condition est nécessaire, on procède par récurrence sur 
n. En effet, en reprenant les notations du Lemme 14, (R ® M1,Mf ,v1,fi,L1) et 
(R ® M, NfR, v, Î, L) sont objets de FH(R); comme M = p · M, on a pi-I · Kerpk = 
pi · Ker p~ 1 

; les nombres associés à M sont donc ô2, ô3, . .. , Dn-On, est ramené à prouver 
que 81 = 0 c'est-à-dire, à étudier le cas où p • M = O. 

D'après la Remarque située après le (I-A,3)) de la Première partie, si (N, N', v, f, L) 
est un objet de FH(R), on a: 

lm v ::) Ker f, et Ker 1rN, = Ker 1rl EB Ker v. 

D'après le (1)-f) on a: Ker f = 1re-a.R®Ker F; d'autre part, Im v = R®lm V +1ra•R®M. 
En utilisant la Proposition l dans le cas n = 1, on a: 

R@M=R®TEBR® VT' EBR®S car VS'= 0; R® KerF={0}EBR®VT'œS, 

donc Ker f= {0} EB 1re-a R ® VT' EB 1re-a.R ® S; R ® Im V= {0}EBR® VT' EB{0}, 

donc lm v= 1r°'.R ® T EB R ® VT 1 œ 'lf°'.R ® S. 

Par conséquent lm v ::) Ker f ,{=> 1ra • R® S ::) 1re-a• R ® S. Comme R® S ~ ( 1r"f!-R) 
6

, 

si 2a > e, c'est-à-dire a > e - a, ceci n'est possible que si 8 = O. 
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Remarques: 

1) La fin de la démonstration précédente prouve que si 2a ::; e, la condition 

Im v :::, Ker f, 

nécessaire pour l'existence de L, est toujours satisfaite par un système de HoNDA fini du 
type (R ® M, MR, v, f). Même dans ce cas, cette condition n'est pas équivalente à la 
condition 

Imf::, Kerv. 

(Considérer le groupe ap,R). 

2) Si a= e = l, c'est-à-dire R = W, R = k, la Proposition 4 signifie : 
a- Si p · M = {O} : Ç sur k, annulé par p, se relève sur W si et seulement si 

Im V= Ker F: c'est la condition bien connue. 
b- Si pn · M = 0 : un groupe fini Ç sur k, annulé par pn, se relève sur W si et 

seulement si, \/i = 1,2, ... ,n, Kerp~/Kerp~-1 se relève sur W. 

3) On retrouve le fait, connu depuis ([9] ÜORT-TATE ), que le groupe a R se relève 
R 

. P, 
sur s1 a ::; ½ et ne se relève pas si ½ < a ::; e. 

b- D'après la Remarque située après le (I-A-3)) de la Première Partie, si 
(R®M,MR,v,f,L) E FH(R), alors: 

Ker 1rM n = Ker 1rY, EB Ker v. 

LEMME 15. - Soit l ::; a ::; e, (M, V, F) un module de Dieudonné fini sur k. On 
suppose qu'il existe L tel que (R®M,k[R,v,f,L) E FH(R). 

On pose M P~, L = L~-~n C p~R = MR, v, f les applications induites par v et 
f. Alors : 

a- (R®M,.i\IR,v,f,L) E FH(R); 
b- Lnp-MR =p·L. 

Démonstration : a- Il faut prouver : 

i) L+Imf =MR; 

ii) Ln Im f = 1r°' • L; 

iii) Ln Kerv = {O}. 
i) ~ MR = L + Imf + p · MR; or MR = L + Imf; i) est donc vérifié. 
ii) ~ (L+p•MR)n(Imf+p•MR) =p·MR+1r°'L, c'est-à-direp•MR+Lnlmf = 

p · MR + 1r°' L; or Ln Imf =?ra· L; ii) est donc vérifié; on a donc L ~ ~ Coker f. 
-;r"'•L 

Pour établir iii), remarquons d'abord que: Ker1rifn = ( 1re-a •MR+Ker1rMn)/p•Jvf R; 

Kerv = ( 1re-a ·Im f +Ker V )/p·MR; Ker 7rÎ, = (Ln( 1re-a ·MR+Ker ?rMn)+p·MR)/p·MR. 
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Remarquons aussi que Ker1r1, :J (Ker1rÏ,+1re-a.L+p•MR)/p•MR. On a donc; Ker1rÜR :J 

Ker 1r1,+Kerv:) (KerL +1re-a -L+p·MR+1re-a.rm f +Ker V )/p•MR = (Ker1rMR +1re-a. 

MR)/p • MR = Ker 1rÜR ( d'après la Remarque citée avant l'énoncé du Lemme 15). D'où 

Ker71'ÜR = Ker1r1,+Kerv = A+Kerv, où A= (Ker1r'l,+1re-a,L+p·MR)/p•MR. D'autre 
~n R 

part : Rg Ker 7r<!, = l!,g M ~ = Rg !:M R = Rg Ker1raMR = l!,g Ker 7rÎ, + Cg Ker v ( d'après MR 1r"' ·MR 11" 

la Remarque sus-citée) = Rg ~L + Rg Cokerv = Cg L ~ + Rg M~ = Rg Ker1r2 + Cg Kerv. 
11" 1r"·L lm v L 

Par conséquent : Ker1r~ = Ker1r2 EB Kerv = A EB Kerv, ce dont il résulte: 
MR L 

1) Ln Kerv = {O}, c'est-à-dire, iii) 

2) Ker1r1, = A, c'est-à-dire: Ln (Ker1rMR +1re-a• MR) + p • MR = Ker1rÏ, + 

1re-a. L + p • MR, ce qui équivaut à: 

(o) Ln (Ker 71'MR + 71'e-a . lm f) C Ker 1r'l, + '/l"e-a . L + p lm f 
(car 1re-a. ].;JR = '/l"e-a. lmf +1re-a. L). 

On peut alors démontrer le b-: L np • MR = p • L; comme MR = L + lmf, il suffit 
de êlémontrer L np · Imf C p • L; comme L np • lmf CL n lmf = 1raL, il suffit de 
démontrer: 

1ra ·Ln p · lm f C p · L. 

Soit À1 EL et m E R@M tels que: R = 11'a · ,,\1 = p· f(m) = 1r0 
• -;z;f(m); donc 

.À1 = 1re-a f(-:;;!=-;;m) + z1 avec 1ra · z1 = 0 On utilise la relation (o) prouvée à la fin de 

la démonstration de l'assertion a; il existe e; ,Cf E L, x1 E R@ 1vl1 tels que 1ra · Rf = 0 
et À1 = 7re-a · .e; + Rf + pf(xi); d'où: R = 1re.e; + 1ra · pf(x 1). 

On montre alors par récurrence : pour tout entier m ~ 1, il e;xiste pour 1 ::; k ::; m 
e~ et Àk EL, .ei E Ker1rï, Xk E R@M tels que: 

Àk - 1re-a,e~ -R~ = pf(xk) etR = 71'ec.e; + '/l"a,e; + ... + 1r(k-1)a,eD + 11'ka. p. f(xk)-

Construisons les termes correspondants pour k = m+l: comme Àm-'ll"e-a.,e~ -R1/n E Ln 
lm f = 11'a · L, il existe Àm+I dans L tel que 7ra Àm+I = p · f( xm)- Par la relation ( o) on en 
déduit l'existence de R~+1,R1/n+1 et Xm+i tels que Àm+l = 11'e-a,e~+1 +.e1/n+1 +pf(xm+1)
D'où 

,e = 7re(Ri + ... + 7r(m-l)a. f~) + 7rmaf(xm) 

= 1re( ,e; + ... + 7r(m-l)a . f~) + 7r(m+I)a Àm+i 

= 1re(fi + ... + 7rma,e~+i) + 7r(m+I)a. p. J(xm+i),c.q.J.d. 

On en conclut que pour tout entier m, RE p • L + 1rma • p • Imf. Donc R, E p • L. 

c- Cas de platitude de Ker p dans un p-groupe fini sur R 
Soit g un p-groupe fini constant sur R. Alors les faisceaux fppf : Ker(pg), Im(pg), 

Coker(pg) sont finis et plats, puisque c'est vrai sur k. (pg = multiplication par p dans 
Ç). 
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Soit Ç un p-groupe fini sur R; on suppose que Ç = Ç x SpecR est constant. Si 
SpecR 

on appelle (lvl, V, F) le module de Dieudonné de Ç X Spec k, et L le sous-module 
SpecR 

de JvJR correspondant au relèvement Ç de Ç sur R, en appliquant les Lemme 14 et 15, 
avec les notations de ces lemmes, on a des objets de F H ( R) : ( R@ M1, Mf, v1, fi, L1 ), 
(p·R@1vf,p•MR, v,f,pL), (R@M,MR,v,J,L), auxquels il correspond donc des groupes 
finis et plats sur R : Q', Ç11

, gm et des morphismes : Ç111 --+ Q, Ç --+ Ç11
, gu --+ Q, 

Ç --+ Ç', tels que : 
Le composé : Ç --+ gu --+ g est la multiplication par p; 
Le composé : gm --+ Ç --+ Ç11 est nul ainsi que le composé Q11 --+ Ç --+ Ç'; 

- - ~ ~ ' ~ ~ 
Ç"' ---l Ç relève Ker pg <-+ Ç; Ç --+ Ç" relève Ç --+ lm pg; Ç11 --+ Ç relève lm pg <-+ Ç; 
Ç--+ Ç" relève Ç ---t Cokerpg, où Kerp 0, lmp 0 (~ Coimp~), Cokerp~ sont le noyau, 
l'image et le conoyau faisceautiques de Pg pour la topoÎogie f.p.p.f. Alors comme 

Ç111 
---. Ç et Ç" --+ Ç donnent des monomorphismes en réduction sur R, ce sont des 

monomorphismes. 
Conune Q --+ Ç" et Ç --+ Q' donnent des morphismes finis et plats en réduction, ils 

sont eu.x-mêmes finis et plats, (critère de platitude par fibre); en particulier ce sont des 
éphnorphis1nes de faisceaux f.p.p.f. 

~ p ~ ~ ~ ~ 
Comme Ç--+ Ç est le composé Ç----,; Ç11 <-+ Q, il en résulte que le faisceau Imp 9 est 

représentable par Ç" ; comme g ----,; Ç" est plat, Ker Pg est fini et plat; comme Q" = p · Q 
est fini et plat, Coker p0 est représentable par un groupe fini et plat. On dispose alors 

de morphismes évidents : Ç111 --+ Ker Pg et Coker Pg --+ Q' qui, sur R, induisent des 
isomorphismes et qui sont donc eux-mêmes des isomorphismes. On a donc démontré: 

COROLLAIRE 3. - Soit P:_1 < a < e et Ç un p-groupe fini sur R dont la réduction sur 

R = R/1ra R est un groupe constant. Alors, Kerp 9, Imp 0, Cokerp 0 sont représentables 
par des p-groupes finis et plats. 

En particulier, si e < p - 1, pour tout p-groupe fini et plat Ç sur R, les conclusions 
précédentes sont vraies. 

Le cas particulier où e < p - 1 vient de ce qu'en prenant a= 1, et donc R = k, alors 
tout groupe sur k est constant. 

Remarques : 1) Sous les hypothèses du Corollaire 3, il résulte des conclusions du 
Corollaire que pour tout entier i 2: 0, Ker pj est représentable par un groupe fini et plat. 

2) Lorsque e < p - 1, le résultat ci-dessus peut aussi être considéré comme un cas 
particulier d'un résultat de RAYNAUD ([7], 3.3.5 i)). 

3) Il semble à l'auteur que les conclusions du Corollaire 3 sont encore vraies pour un 
groupe Ç sur R dont on suppose seulement que si Ç est sa réduction sur R, alors Ker pg 
est fini et plat, sans supposer Ç constant. Il suffit de reprendre les Lemmes 14 et 15 
sans changer essentiellement l'argumentation. Si (M, M 1

, v, f) est le système de HoNDA 



de Ç, on a en effet ( exactitude du foncteur : Ç i----+ ( M, M', v, f)) : 

Cokerpg 

Impg 

Kerpg 

a pour système de HoNDA: (KerpM,KerpM,,v,f), 

a pour système de HoNDA : (pM, p · M', v, f), 

( 
M M' a pour système de HoNDA: pM, pM', v, f). 
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Appendice I : Le cas des puissances divisées non nilpotentes 

Lorsque P.=_1 est entier et a = P.=_1, l'idéal 1r
0 

• R admet des puissances divisées 
canoniques. Mais les puissances divisées induites sur l'idéal 1r

0 
• R/ 1rn"' -R de R/ 1rna · R 

(n entier~ 1) ne sont plus nilpotentes (à l'inverse du cas : a> .=_1 ). Pour obtenir un 
théorème de classification des p-groupes finis analogue au Théorfme 1 il faut disposer 
d'un analogue du Théorème de GROTHENDIECK. 

Dans la démonstration qu'en fait MESSING dans le cas nilpotent ([5], V), l'outil 
fondamental est la définition d'une exponentielle ([5], III). 

Sous réserve de vérifier qu'une telle construction est encore possible dans le cas que 
nous considérons, à condition de supposer les groupes p-divisibles connexes sur R, on 
peut associer à un tel groupe un cristal sur le site cristallin non nilpotent (à l'aide 
de l'extension universelle d'un groupe p-divisible par un groupe vectoriel) comme en 
([5], IV), puis en appelant [)Q le cristal obtenu en prenant l'algèbre de Lie du précédent, 
établir comme en ([5], V) l'analogue du Théorème de GROTHENDIECK pour des groupes p
divisibles connexes ( et par dualité, pour les groupes unipotents), ee qui justifie le § 1 ci
dessous, à la seule condition de vérifier que si G. --t H. est un quasi-isomorphisme entre 
isogénies sur R, alors le morphisme de complexes filtrés: ([)H.R,WH.)--+ ([)G.R,wa.) 
est un quasi-isomorphisme, ce qui est formel. 

Ceci admis, on peut dans le cas d'un groupe fini connexe et constant sur R passer 
du module de Dieudonné au système de HoNDA (§ 2 ci-dessous) et obtenir ( Corollaire 
2c) un théorème d'existence d'un relèvement pour un groupe fini quelconque de k à R, 
lorsque p = 3, dès que l'indice de ramification absolu e de R est pair. 

1) Soit :FR la catégorie des p-groupes finis commutatifs connexes sur R, C'k la 
sous-catégorie pleine de Cn, dont les objets sont les isogénies de groupes p-divisibles 
connexes sur R. On a encore l'équivalence v: C'k --t :FR qui à une isogénie associe son 
noyau. 

Tout groupe fini connexe Ç admet une résolution ( G., ép) où G. est une isogénie de 
groupes p-divisibles connexes. Le choix d'une telle résolution pour chaque objet de :FR 
permet encore, par oubli de ép de définir un foncteur q : :FR --t C'k, quasi-inverse de v. 

On a des définitions analogues sur R, d'où un foncteur q : :F-~ --+ C~. En passant 

- f 
aux complexes, i.e. en composant avec le foncteur r : CR --t D F 1 ( R) ( resp. r : C~ --+ 

DF 1 (R, R)), on obtient un foncteur C: :FR --t DF 1(R) (resp. C: :F-~ --t DF 1 (R, R)). 

En composant avec l'équivalence <I>: DF 1(R) --t FH(R) (resp.<I>: DF 1(R,R) --t 

FH(R,R)) on obtient un foncteur H: :FR --t FH(R) (resp.H: :F~-+ FH(R,R)). 

Comme en (1ère Partie, I-B-2)) on défi.nit une catégorie cc(R, R) des couples (Ç, A) avec 
Ç groupe fini connexe sur R et A, filtration admissible de H(Ç), ainsi qu'un foncteur 
ê : :FR --t cc(R, R). On a alors l'analogue du Théorème 1 : 

THÉORÈME 1 c. - Si a = P.=_1 est entier et R = R/1r0 
• R, le foncteur € : :FR --t 

cc(R, R) est une équivalence de catégories. 
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COROLLAIRE 1c. - Sie= p-1 et a:= 1 (c'est-à-dire R = k), il existe une équivalence 
de catégories : g 1--► ([)(Ç ~ k )(k, W), Ag) de la catégorie FR avec celle des couples 

(M,A), où Jvl est un module de Dieudonné de longueur finie connexe (c'est-à-dire, 
F nilpotent sur M) et A définit une filtration admissible du système de HoNDA fini 
(R ® M,JvJR,v,f) (notations de la Première Partie, II, 3)-c). 

w 

2) Existence de relèvements de groupes finis de k à R 
De l'étude de la Deuxième Partie, on déduit alors l'analogue de la Proposition 3 : 

PROPOSITION 3c. Si p est supérieur ou égal à 3, et si a: = P.=_1 est entier, si 

R = R/1ra • R, tout p-groupe fini constant et connexe sur R se relève sur R. 

En effet, sous ces conditions, P:_1 = a: ::; ½· 
COROLLAIRE 2c. - Quand p = 3, tout p-groupe fini sur k se relève en un p-groupe 

fini sur R, dès que e est pair (Ex : e = 2 = p - 1). 

En effet si Ç est un p-groupe fini sur k, Ç est isomorphe à un produit gc X get avec 
gc connexe et get étale; ce dernier se relève de façon unique en get étale sur R. 

Comme /:. 1 = ½, on peut appliquer la Proposition 3, avec a:= ½ au groupe ÇC, qui 

se relève ainsi en gc ( de façon non unique). On a donc trouvé un groupe Ç = gc X get 
relevant Ç. 

COROLLAIRE 3c. - Si a = P.:_1 est entier, soit R = R/1r0t · R et soit Q un p-groupe 

fini connexe sur R. Soit Ç = Ç x R. 
R 

Si Ker pg est plat sur R, il en est de même de Ker Pg sur R, ( ainsi que de Im Pg, 
Cokerpg). 

Sie= p- 1, ces conclusions sont donc vraies pour tout p-groupe fini connexe sur R. 
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Appendice II : Classification des p-groupes finis sur un anneau local 

On se propose d'étendre le Théorème 1 (Première Partie, I-B-3-a) à d'autres anneaux 
locaux que ceux envisagés précédemment. 

Soit R un anneau local, a un élément de l'idéal maximal de R, R = R/ aR. Pour tout 
R-module M, on pose: M = R@ M = M/aM. Soit p un nombre premier. 

R 

1) On suppose p nilpotent dans R et que l'idéal a · R est muni de puissances 
divisées telles que, sur l'idéal aR/ a" R de R/ a" R, les puissances divisées induites par 
celles de aR soient nilpotentes pour tout entier n positif. On suppose aussi que R est 
séparé et complet pour la topologie aR-adique. 

Si Gest un groupe p-divisible sur R, DG son cristal sur le site NCRIS (Spec R/ Spec 1p) 
et IDGRn la valeur de ce cristal sur l'objet (SpecR/anR '-+ SpecR) de ce site, et 
DG R =Fm !DG Rn, alors DG R est un R-module libre de rang fini sur R. Le théorème de 

n 
GROTHENDIECK classifiant les relèvements de G sur R en termes de filtrations admissibles 
de DG R est encore vrai dans ce cas. 

2) On veut pouvoir étudier le cas où R n'est pas noethérien; la théorie 
développée par BADRA est encore vraie, à condition de prouver le Lemme suivant ;dans 
le cas où Rest noethérien, il est prouvé en ([l], II, 3.1 et 3.3) : 

LEMME 1. - Soit R un anneau local, I un idéal de R, tel que R soit séparé pour la 
topologie I-adique, et p nilpotent sur R = R/ I. Soit u : G --i- fr un morphisme de 
groupes p-divisibles sur R, et soit u = u X R : G --i- H. 

R 
Alors si u est une isogénie, u est une isogénie (i.e. un épimorphisme f.p.p.f. à noyau 

fini et plat). 

Voir la démonstration au § 4 ci-dessous. 

De même que dans le cas de valuation discrète, pour énoncer le Théorème de BADRA 
et afin de pouvoir passer ensuite alL-..c systèmes de HoNDA, nous utiliserons une catégorie 
de complexes de modules filtrés plus particuliers que dans (1]. LF(R) et LF(R, R) sont 
les catégories de modules filtrés définis de la même façon qu'en (Première Partie, I-A-1)). 
On suppose que Rest sans p-torsion (donc sans a-torsion). CF 1(R) est la catégorie 

des complexes : (M 1 , n 1 ) ~ (Mo, no) d'objets de LF(R) tels que : rgRMo = rgRM1, 

rgRno = rg Rfh, d est injectif, vérifiant de plus la condition : Coker( M1 ~ Mo) 
d -et Coker( n1 <-+ no) sont de a-torsion. C F 1 

( R, R) est la catégorie des complexes : 

(1\11,wi) ~ (Mo,wo) d'objets de LF(R, R) tels que: rgRMo = rgRM 1, TfJîf!»o = r9îf!-1-11, 

d: M 1 --i- lvfo est injectif, et Coker(1\11 ~ Mo) est de a-torsion. 
Les morphismes, les homotopies, les quasi isomorphismes sont définis de la façon 

habituelle. On en déduit des catégories DF 1(R) et DF 1(R, R) par localisation. 
Le Théorème de BADRA se démontre avec ces catégories comme avec celles utilisées 

à l'origine par BADRA (pour lequel les complexes ne vérifient pas de conditions de rang, 
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d'injectivité, ou de a-torsion), et il peut s'énoncer comme en (Première Partie, I-B-2),c-). 
Il peut être utile de remarquer que dans les démonstrations de son théorème, BADRA se 
sert implicitement du résultat suivant, vrai même si R n'est pas nœthérien, et dont la 
démonstration consiste en une utilisation répétée du Lemme de NAKAYAMA : 

LEMME 2. - Soit R un anneau local, I un idéal de R, contenu dans l'idéal maximal, 
M un R-module libre de rang fini, w <-+ M un sous-R-module de M ( où on a posé : 
M = M 0 R avec R = R/ I ), supposé facteur direct de M. Alors : si {ë1 , ••. , ër} est 

R 

une R-base quelconque de w, et si { e1, ... , er} est une fa mille quelconque d'éléments de 
M, relevant les ëi, le sous-module n de M engendré par les ei est un facteur direct de 
R ( relevant w ), et admet pour base ; { e1, ... , er}. 

3) Les catégories LH(R) et LH(R, R) de systèmes libres de HoNDA sont définies 
comme en (Première Partie, I-A-2)-a et b ), en remplaçant 7ra par a. Il est aisé de vérifier 
qu'on a encore les équivalences de catégories : LF(R) -), LH(R) et LF(R, R) --+ 

LH ( R, R). ( On utilise pour celà le critère : si M est de présentation finie sur R, pour que 
.NI soit libre sur R, il faut et il suffit que M 0 R soit libre sur R et que Torf(M, R) = 0). 

R 

a- On définit encore la catégorie S(R, R) dont les objets sont les (M, M', v, f) 

où M, M' sont des R-modules, M _!_,, M' ~ M des R-homomorphismes tels que 
v o f = a M, f o v = a M' ; les flèches étant évidentes. A tout complexe ( M1, w1) --+ 

(M 0 ,w 0 ), objet de CF 1(R, R), on associe d'abord un complexe d'objets de LH(R, R) : 
(M1,M{,v1) -), (M 0 ,M 0,vo) au moyen du foncteur LF(R,R) --+ LH(R,R); à ce 
complexe on associe son conoyau (M,M',v,f) qui est un objet de S(R,R). Le foncteur 

can r 
CF 1(R,R)-), S(R,R) se factorise en CF 1(R,R) --DF 1(R,R) -- S(R,R). 

On appelle FH(R, R) la sous-catégorie pleine de S(R, R) dont les objets sont iso
morphes à l'image par ce foncteur d'un objet de CF 1 (R,R) et on a une équivalence de 
catégories: DF 1(R,R)-), FH(R,R). Remarquons que si (M,M',v,f) est un objet 
de FH(R, R), alors Met M' sont des R-modules de présentation finie, de a-torsion et 
de dimension projective sur R inférieure ou égale à 1. 

b- Soit (M,M',v,f) un objet de FH(R,R). Un sous-module L de M' définit 
une filtration ad1nissible de (M, M', v, f) s'il vérifie les conditions suivantes : 

o) L est de présentation finie et L et 11,' sont de dimension projective :::; 1 sur R. 

i) Le composé: L-), M
1

-), Coker f est un isomorphisme. 

ii) Le composé: KeraL <-+ KeraM, ~ Ker f est un isomorphisme. 

Remarque : Dans le cas où R est de valuation discrète, ou si R est artinien, les 
conditions o) et ii) sont satisfaites dès que la condition i) l'est, ainsi que la condition 
plus faible que ii) qu'on avait alors imposée: Kerv n L = {O}. 

On appelle alors FH(R) la catégorie dont les objets sont les (M,M',v,f,L), où 
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(M,M',v,f) est objet de PH(R,R) et Lune filtration admissible de cet objet, et 
dont les flèches sont les flèches de PH( R, R) respectant les filtrations. 

Alors, si (M 1 , !11 ) - (Mo, !10 ) est un objet de CP 1 (R), il lui correspond un 
complexe (M 1 ,MLv 1 ,L 1 ) - (Mo,Mi],Vo,Lo) d'objets de LH(R), dont le conoyau 
(M,M',v,f,L) est un objet de PH(R) (on montre que L = L0 /L 1 a les propriétés 
voulues). 

Il y a alors un foncteur C P 1 
( R) - PH ( R) qui se factorise en C P 1 

( R) -

DP 1(R) ~ PH(R) et on montre encore que DP 1(R) - PH(R) est une équivalence 
de catégories; (grâce à la condition ii) renforcée, on obtient la surjectivité essentielle). 

On peut alors traduire le Théorème de BADRA en termes de systèmes de HoNDA, et 
on a ainsi un énoncé analogue à celui de (Première Partie, I-B-3), Théorème l ). 

c- Exemples : (L'exemple i) est nœthérien, au contraire des exemples ii) et 
iii)). On peut prendre pour (R,a) les couples suivants: 

i) R = W[[T]], a= p; 

ii) R = 'D, a= p (l'anneau considéré en (Première Partie, II); 

iii) Si Ro est de valuation discrète et vérifie les conditions de la Première Partie, I, 
si K 0 est son corps des fractions, K 0 une clôture algébrique de K, C le séparé complété 
de K O et si R 0 est la fermeture intégrale de Ro dans K O, R le séparé complété de Ro on 
peut prendre (R, a), où a est un élément de l'idéal maximal de R tel que 1 ~ vp(a) > P.:_1; 
(vp = valuation de R, normalisée par vp(p) = 1). 

4) Démonstration du Lemme l 

a-

LEMME 3. - Soit R un anneau local, I un idéal de R, tel que R soit séparé pour la 
topologie !-adique. Pour tout n ~ 0, on pose : Rn = R/ Jn+l. Soit u : G - fr un 
morphisme de groupes p-divisibles sur R. On suppose que pour tout n ~ 0, le morphisme 
déduit de u : Un : Gn = G X Rn - Hn = fr X Rn, est une isogénie j alors, u est une 

R R 
isogénie. 

K X Rn = Kerun. 
R 

Démonstration : Soit K le noyau de u, et pour tout n, Kn 

Pour tout groupe p-divisible G, on note G( i) le noyau de la multiplication par pi dans G. 
Sachant que chaque Kn est fini et plat, on veut prouver que K est fini et plat. Comme 
Ko = K x R/ I est fini, plat et commutatif, il est de rang pio, il est donc (Théorème 

R 

de DELIGNE) annulé par pi 0 , autrement dit : K 0 '------+ Go( i0 ). De même K n est fini et 
plat; son rang sur Rn et aussi pi 0

; donc Kn C Gn( io). Autrement dit, pour tout n, 

Kerun = KerGn(i) ~ Gn(i), pour tout i ~ io. Posons: K(i) = Ker(G(i) ~ H(i)); 

alors: K = lim .. K(i). 
-Z~Zo 

Montrons d'abord que, pour i ~ i 0 , K ( i) est fini et plat. Il est fini car son algèbre affine 
est quotient de celle de G( i) qui est finie par définition des groupes p-divisibles. D'autre 
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part, pour tout n, Kn(i) est fini et plat, c'est-à-dire, R étant local, fini et libre (c'est le 
critère de NAKAYAMA si l'algèbre de Kn( i) est de présentation finie; mais cette dernière 
propriété est satisfaite, d'après un résultat de RAYNAUD. et GRUSON ([12] Th. 3.4.1 et 
Cor. 3.4.2)). Il existe donc un Ro-isomorphisme c.po : R'6 --2'...+ O(Ko(i)) = O(K(i))o. 
On relève c.po de façon quelconque en un R-morphisme c.p : Rex ---+ O(K(i)) qui est 
surjectif, en appliquant le Lemme de NAKAYAMA à son conoyau. La réduction de c.p sur 
Rn, '-Pn : R~ ~ O(K(i))n est un isomorphisme, puisque par hypothèse K(i)n = Kn, 
libre de rang a sur Rn. Le noyau de c.p est donc contenu dans ( Jn+l ):_ pour tout n; R 
étant séparé, ce noyau est nul, c.p est un isomorphisme c'est-à-dire : K(i) est fini libre 
pour tout i 2: io. 

Enfin, K = lim. . K( i) et pour tout n, Kn = Kn( i0 ), c'est-à-dire, l'inclusion ---+i>i0 

Kn(io) <---+ Kn(i) est un isomorphisme pour i 2: i0 ; on en déduit aisément que l'inclusion 
K ( io) c......+ K ( i) est un isomorphisme, les groupes étant finis libres; donc K = K ( i0 ) est 
fini et libre. 

Comme uo est un isogénie, Go et Ho sont de même hauteur; G et H le sont donc 
aussi; le noyau de u étant fini est libre, G / K est un groupe p-divisible, de même hauteur 

que Îi qui le contient; il est donc égal à Îi; ou encore : G ~ Îi est un épimorphisme 

(cf. [1], Ch. II, Prop. 1.2); u est donc une isogénie. 

Il reste à prouver que si u vérifie les hypothèses du Lemme 1, alors il vérifie celles du 
Lemme 3. 

Pour celà, on peut supposer, d'abord que 12 = 0, puis que p • I = 0, en remplaçant 
I par pl, p2 

• I, ... ,Pcx • I = 0, pour a assez grand, p étant nilpotent sur R/ I, donc 
sur R. Alors, d'après l'argument de MESSING ([5] Ch. V, Lemme 2.3.4), il existe sur 
l'idéal I des puissances divisées nilpotentes. On pose R = R/ I. Nous reprenons en b
ci-dessous l'argumentation de [1] qui permet de conclure si Rest nœthérien. En c- nous 
la complétons dans le cas général. 

b- Il existe une isogénie v : H---+ G telle que u o v = pn • idH et v ou = pn • ida 
l[J)vR 

pour un certain entier n. D'où un morphisme de R-modules libres : [)GR--➔ [)HR, 

Comme pm est nul sur R pour massez grand, quitte à changer net v, on peut supposer 
que [)vR respecte les filtrations 0.0 c......+ [)GR~ et 0,iL c......+ [)HR, D'après le Théorème de 

GROTHENDIECK, il existe un morphisme v: H---+ G relevant v. Comme v ou= pn, et 
U O V = pn, on a aussi VOU = pn • ide et U O V= pn • idH' 

Il en résulte que v et u sont des épimorphismes f.p.p.f., dont les noyaux sont finis et 
annulés par pn. II reste à prouver que ces noyaux sont plats sur R. Soit K = Ker u. On 
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a alors le diagramme commutatif suivant : 

0 G(n) G 
pn 

G 0 

ul ul 
pn 

ul 
0 H(n) H H 0 

dont les lignes sont exactes. 
(On a posé : G(i) = Kerpb pour tout entier i et tout groupe p-divisible G). La suite 

exacte du serpent associée à ce diagramme est : 

~ ~ pn-o ~ ~ -;;: ~ 
0 - K ~ K ~ K - (Coker(G(n) - H(n)) - O. 

Donc le faisceau f.p.p.f. Coker(G(n) ~ .H(n)) est isomorphe à K. On a donc une suite 
exacte : 

0 - K - G(n)-+ H(n)-+ K-+ 0, 

et en part~ulier un épimorphisme f.p.p.f. H(n) - K. H(n) est fini (localement) libre 
sur R, et J{ est fini. 

Par hypothèse : 1( = K x R est fini localement libre sur R; le morphisme H ( n) - J{ 
R 

est donc fini localement libre; par conséquent, .H( n) x k - J{ Xi k est fini localement 
R R 

libre. Si Rest nœthérien, ou si K est de présentation finie sur R, on en déduit, par le 
critère de platitude par fibres, que K est libre sur R. 

c- Dans le cas général 
Soit A (resp.B) la R-algèbre affine du groupe K (resp.H(n)) et A-+ B le R

morphisme correspondant au morphisme de R-groupes : H(n) - K. Soit A - B 
le R-morphisme qui se déduit de A - B par le changement de base : R - R. Par 
hypothèse, A - B est fini localement libre. Montrons que A est facteur direct du A
module B, ou encore, que le A-module B / A est fini et localement libre; pour celà, on 
peut supposer que A est un anneau local d'idéal maximal M ; B / A est un R-module de 
présentation finie; d'après (BOURBAKI, Algèbre Commutative, ch. II,§ 3, n° 2, Corollaire 
2), il suffit de prouver que : Torf(B / A' A/ M) = O. Or, de la suite exacte de A-modules 

0 - A - B - B/A - 0, on déduit la suite exacte: 
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Comme A/1',1. est un corps, A/M --t B/ MB est injectif; donc Torf(B/A,A/M) est 
bien nul; A est facteur direct de B comme A-module, et a fortiori, comme R-module. 

Si {e1 , .•• , er} est une base du R-module A et qu'on relève chaque ei en un élément 
ei de A, on est dans la situation du Lemme 3 ci-dessous, conséquence comme le Lemme 
2 du Lemme de NAKAYAMA: 

LEMME 4. - Soit N ~ M un R-morphisme; on suppose M libre de type fini sur R, 
et N de type fini. On suppose que u : N --t M déduit de u par le changement de base 
R --t R, est injectif et identifie N à un facteur direct de M. Alors, si {e1 , ... , er} est 
une base de N et si ei relève ei dans N pour tout i = 1, ... , r, on a : u est injectif, et 
identifie N à un facteur direct de M, de base { e1 , ... , er}. 

Par conséquent : A --t B est injectif, A est facteur direct de B comme R-module 
et admet pour base { e1 , ... , er}. K est donc libre sur R; G --t H est donc bien une 
isogénie. 
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