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INTRODUCTION. 

L'étude du groupe des automorphismes analytiques d'un 

domaine borné d'un espace vectoriel complexe de dimension finie 

a été faite par H. Cartan [7], (_a], [9] et [10] (l). Ses résul

tats permirent à E. Cartan [6] de donner une classification 

complète des domaines bornés symétriques d'un espace vectoriel 

complexe de dimension finie. 

Le but de notre travail est de généraliser aux domaines 

bornés d'un espace de Banach complexe les résultats démontrés 

en dimension finie. Nous commençons par définir sur le groupe 

G(D) des automorphismes analytiques d'un domaine borné D d'un 

espace de Banach la topologie de la convergence uniforme locale, 

qui est la généralisation naturelle à la dimension infinie de 

la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Une 

partie des résultats démontrés par H. Cartan s'étend à la dimen

sion infinie. Pour certains, la démonstration se recopie sans 

modifications : il en est ainsi, par exemple, pour le théorème 

sur les automorphismes analytiques d'un produit de deux domai

nes bornés [10}. Pour d'autres, au contraire, le résultat reste 

exact en dimension infinie, mais la démonstration doit être 

plus ou moins profondément modifiée. En particulier, tous les 

(l) Le lecteur int~ressé trouvera un exposé ~lémentaire 

de ces résultats dans Narashiman (23]. 
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arguments sur les familles normales ne peuvent plus être uti

lisés et doivent être remplacés par des calculs directs. Il en 

est ainsi, par exemple, pour la démonstration du fait que le 

groupe topologique G(D) est complet (paragraphe 1.1), pour la 

construction de l'algèbre de Lie G(D) des transformations infi

nitésimales de D (paragraphe 2.1), et pour la construction du 

plus grand groupuscule de Lie G contenu daus G(D) (paragraphe 

2.3). Enfin, un certain nombre de résultats démontrés en dimen

sion finie sont inexacts en dimension infinie. Ainsi, le groupe 

G(D) des automorphismes analytiques d'un domaine borné D d'un 

espace de Banach complexe n'est pas, en général, un groupe de 

Lie (voir paragraphe 2.4 ou [31]). 

Les difficultés rencontrées au paragraphe 2.4 proviennent 

sans doute du fait que les domaines considérés n'ont que peu 

d'automorphismes analytiques. Pour continuer notre étude, nous 

sommes amenés à considérer des domaines ayant suffisamment 

d'automorphismes analytiques. Aussi, le chapitre 3 de cette 

thèse est consacré à l'étude des domaines bornés symétriques 

d'un espace de Banach complexe. Ainsi que nous l'avons déjà 

dit, les domaines bornés symétriques en dimension finie ont 

été étudiés par E. Cartan [6], et c'est encore aujourd'hui un 

sujet de recherches fructueuses (voir par exemple [22] et [30]). 

On dit qu'un domaine borné D d'un espace de Banach complexe est 

symétrique, si, pour tout point a de D, il existe un automor-

phisme 0-a de D, tel que cr (a) = a, CJ '(a) = -id, et on vé-a a 

rifie qu'un tel automorphisme, s'il existe, est unique et involu

tif. La principale difficulté de notre étude est qu'a priori, on ne 

sait que peu de choses sur cra : tout ce qui est connu est la 
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valeur de 0-a en a, et la valeur de sa dériv é e en a. Nous som

mes donc amené s à établir, pour un domaine borné non nécessai-
0 

rement symétrique .D, des théorèmes précis -sur le groupe G(D) 

et sur l'algèbre de Lie G(D) des transformations infinitésima

les de D (voir paragraphes 1.3 et 2.2). En pa rticulier, nous 

montrons un théorème qui, étant donné un point a de D et une 

boule B complètement intérieure à D, nous permet de comparer, 

pour deux automorphismes f et g de D, 1/f-gl/B et sup(J/f(a)-g(a)ll, 

Il f' ( a )-g' (a)//). Ces résultats qui n'étaient pas connus, même 

en dimension finie, permettent de mieux comprendre la struc

ture du groupe G(D). 

Sur les domaines born é s symétriques, nous montrons d'abord 

que, si D est un domaine borné symétrique, alors D est homo

gène ( paragraphe 3 .1) . Au paragraphe 3 . 2, nous commençons · 

·1 1 étude de l'algèbre de Lie ~(D) des transformations infinité

simales d'un domaine borné symétrique D. Nous montrons que, si 

a est un point de D, l'application orbitale Î(a) qui envoie 

a.ans D le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G(D) 

est, au voisinage de l'identité, une submersion directe. Ceci 

entraîne que l'application 

D.xD----4D 

(a, x ).-1 ---,><ra ( x) 

est analytique lorsque le premier facteur est muni de sa struc

ture analytique réelle sous-jacente, et le deuxième facteur de 

sa structure analytique complexe. Nous poursuivons notre étude 

de l'algèbre de Lie G(D) aux paragraphes 3.3 et 3.4, et ceci 

nous permet de montrer que tout domaine borné symétrique est 
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isomorphe à un domaine borné cerclé étoilé. Ceci entraîne en 

particulier que le groupe d'isotropie de l'origine est un sous

groupe du groupe linéaire. Les résultats de Greenfield et Wal

lach [18) nous avaient amené à conjecturer que le groupe des 

automorphismes analytiques d'un domaine borné symétrique est 

un groupe de Lie. Bien que nous ayons montré que l'algèbre de 

Lie G(D) contient beaucoup de transformations infinitésimales, 

nous ne sommes pas encore arrivé à démontrer cette conjecture. 

Peut-être, faut-il trouver des arguments nouveaux. Aussi, en 

guise de conclusion, nous donnons un certain nombre d'applica

tions et d'exemples. 
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CHAPITRE I 

Le groupe des automorphismes analytiques d'un 

domaine borné d'un espace de Banach complexe; 

la topologie de la convergence uniforme locale. 

Dans ce chapitre, nous commençons l'étude du groupe G(D) 

des automorphismes analytiques a•un domaine borné D d'un espa

ce de Banach complexe E. Nous définissons d'abord sur G(D) une 

topologie qui fait de G(D) un groupe topologique. Lorsque E est 

de dimension finie, G(D) est classiquement mu.ni de la topologie 

de la convergence uniforme sur tout compact (voir[9]). Cette 

topologie n'est pas intéressante en dimension infinie, car elle 

est beaucoup trop faible. Nous utilisons ici la topologie de la 

convergence uniforme locale qui redonne la topologie classique 

en dimension finie. Dans la première partie de ce chapitre, 

nous donnons les définitions et les premières propriétés de 

cette topologie. Nous montrons en particulier que G(D) est un 

groupe topologique, et que, muni de sa structure uniforme gau

che (resp. droite), G(D) est complet. Dans la deuxième partie, 

nous étudions l'application qui, à un automorphisme fEG(D), 

associe la valeur de f en un point a de D, et la dérivée de f 

en ce point a. Nous montrons que cette application est injec

tive et est un homéomorphisme sur son image. Dans la troisième 

partie, nous démontrons un certain nombre d'inégalités et de 

résultats qui nous seront utiles dans la suite de ce travail. 



I.2. 

1.1. - La topologie de la convergenç~ uniforme loçale ; 

~miers résultats. 

Définition 1.1.1. - Soit-'lun ouvert d'un espace de Banach 

complexe E. On dit qu'un filtre K formé de fonctions analyti

ques sur ..fL converge vers une fonction analytique f au sens de 

la convergence uniforme locale si, pour tout xE.12-, il existe 

un voisinage V de x tel que 

)flV uniformément sur V. 

Définition 1.1.2. - SoitAun ouvert d•un espace de Banach 

E, distinct de E. On dit qu'un ensemble borné A contenu dansj1-

est complètement intérieur à .fl_, ( et on note Acc..fL) si 

est strictement positif. 

Dire qu'une boule B de centre x
0 

et de rayon r
0 

est com

plètement intérieure àSL revient à dire qu'il existe r> r
0

, tel 

que la boule de centre x
0 

et de rayon r soit contenue dans...O... 

Proposition 1.1 .. 3. - Soit Dun domaine d'un espace de Ba

nach E, et soit M un nombre réel) 0. Soit H.1 (D,F) 1 1 ensemble 
-Lli! 

des applications holomorphes de D dans l'espace de Banach F, 

telles que //f(x1/ {. M pour tout xE D. Soient B
0 

et B1 deux bou

les fermées complètement intérieures à D ; à chaque E. / o, on 

peut associer 'l'J) 0 tel que f E. f!rw (D, F) et 1/f ( x)/}~ 11 pour xE B
0 

entraîne [l:f(x)fj~é pour xEB1 . Ceci permet d'introduire sur ~(D,F} 

la topologie et la structure uniforme de la convergence unifor

me sur B
0

, qui sont indépendantes du choix de la boule B
0 

complè

tement intérieure àD. Les filtres F sur ~(D,F) qui convergent 
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au sens de la convergence uniforme locale sont exactement les 

filtres convergents pour cette topologie. Nous appellerons cette 

topologie (resp. structure uniforme) topologie {resp. structure 

uniforme) de la convergence uniforme locale. 

La proposition 1.1.3 découle des deux lemmes suivants : 

Lemme 1 .. 1.4. - Soient n1cn 2c::n3 trois boules concentri

ques fermées contenues dans D, de rayons respectifs r 1 , r 2 , r 3 , 

avec O <r 1 {_r2 <r 3 • Soit donné MÎ O ; alors VE>o, 317) O, tel 

que, quelle que soit f holomorphe D ~F, les relations /r(x)lt 
(M pour xEB 3, !jf(x)/1~ ~ pour xEB 1 entraînent //f(x)fl~t. pour 

xEB 2 • 

Le "théor~me des trois cercles" d'Hadamard (voir par exem

ple [12], exercice 8, p. 111) dit que, pour toute fonction holo

morphe f, la fonction 

'f (r) = Log sup llt(x)ll 
l{xl{ =r 

est une fonction convexe de Log r. Le lemme 1.1.4 s'en déduit 

immédiatement. Pour achever la démonstration de la proposition 

1.1.3, il suffit alors du lemQe de connexité suivant. 

Lemme ~.le~~ - Soit U un ouvert connexe d'un espace de Ba

nach E. Soient x et y deux points de u. On peut trouver une 

suite finie de points (x 1 , •. ·.,xn) de u, avec x
1 

:::: x, xn =y, 
une suite B1 (i = 1, ••• ,n-1) de boules fermées de centre x

1
, 

complètemènt intérieures à U, telles que, pour tout i, x. appar-
o ]. 

tienne à Bi-l (intérieur de Bi_ 1 ). 

Nous aurons également besoin des lemmes suiv~nts. 

Lemme 1.106. - Soit B une boule de centre o et de rayon r 

dans un espace de Banach complexe E. Soit f une application 

analytique bornée de B dans un espace de Banach F. Alors, pour 

tout nEN,·on a: 

Il fi/ B 
, 
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et par suite, 

{/ ! ! f(n\o)// ~ en 
1/tll B 

rn • 

(f(n) désigne la dérivée nième de f, 1/f 1/n 

est la base des logarithmes népériens). 

Démonstration. - Soit 
00 

f(x) = L Pn(x) 
n=O 

:::: supl/f(x)/{, et e 
Xt:B 

le développement de f en série de polynômes homogènes dans 

B(O,r). On a : 

Pn(x) ~ (l/2Tt) 1~:(x ei0) e-niB d0 

et par suite, 

On sait d'après [16], p. 8, que 

(1 ! ! f(n)co)/j ~ n:: Il pnll n! • 

On a donc . . 

11 ~! 
f(n)co)I/ ( nn 

//fllB 
'-;: n! rn • 

En considérant le développement en série de en, on trouve que 

nn /n ! ~ en , ce qui montre finalement que 

(lfllB 
fl¼r f(n)co)// ~ en 7 . 

J,emme 1.1.:.1• - Soit Dun domaine borné d'un espace de Ba

nach complexe E. Soit A un sous-ensemble complètement intérieur 

à D, et soit r = d(A,CED). Soit f une application analytique 



bornée de D dans un espace de Banach F. Alors, pour tout n E. JN, 

pour tout x E A, 

• 

De plus, si A est convexe, pour tout nElN, la dérivée nième 

f(rlln 
f(n) de f est En+l)(n+l) n+lJ -lipschitzienne sur A. 

r 

Le lemme 1.1.? est une conséquence du lemme 1.,1.6 et du 

théorème des accroissements finis. 

Si D est un domaine borné d'un espace de Banach complexe 

E, nous considérerons l'ensemble H(D,D) des applications holo

morphes de D dans lui-même, muni de la topologie de la conver

gence uniforme locale, topologie qui est bien définie dans ce 

·cas, car D est borné. Le groupe G(D) des automorphismes analy

tiques de D, qui est un sous-ensemble de H(D,D) sera muni de la 

topologie induite. (Remarquons que, .si E est de dimension.finie, 

la topologie de la convergence uniforme locale est bien égale 

à la topologie de la convergence uniforme sur tout compact). 

Montrons la 

Propositio~ 1.1.8. - Soit Dun domaine borné d'un espace 

de Banach complexe E. Le groupe G(D) des automorphismes analy

tiques de D, muni de la topologie de la convergence uniforme 

locale, est un groupe topologique. 

Démonstration. - a) Il nous faut d'abord montrer que l'ap~ 

pli cation 

G(D)XG(D)-~)G(D) 

(g,f) -1 ---)gcf 
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est continue. Soit F (resp. G) un filtre sur G(D) convergeant 

vers f
0 

(resp. g
0

) pour la topologie de la convergence unifor

me locale. Il suffit de montrer que GoF converge vers g of. 
- - 0 0 

Soit a E D. On peut trouver un nombre réel r )' O, et un 

élément F 
0

E F, tels que, pour tout fE F 
0

, l'image par f de la 

boule B(a,r) de centre a et de rayon r soit contenue dans une 

boule n1 complètement intérieure à D. On a : 

Supposons que fé F
0

• On sait qu'il existe une constante K1 
telle que tout élément hEH(D,D) soit K,-lipschitzien sur n1 • 

Par suite, 

,D'autre part, comme f(B(a,r)) est contenu dans B1 , on a: 

On trouve finalement 

ce qui prouve que lim gcf = g
0

of
0

• 
FXG 

b) Il nous reste à montrer que l'application 

G(D)---1G(D) 

f 1 '.':.> f- 1 

est continue. Ce sera une conséquence de la proposition 

1.1.9 que nous allons maintenant démontrer. 

Pro2osition 1.1.9. - Soit Dun domaine borné d'un espace 



de Banach complexe E, et soit Fun filtre de Cauchy sur G(D) 

pour la structure uniforme de la convergence uniforme locale. 

Supposons de plus qu'il existe un point a de D, tel que 

b = lim f(a) appartienne à D. Alors, le filtre F converge vers 
E. 

un élément f
0

E,G(D), et G = F-l converge vers g
0 

(Pour tout FE F, on note F-l = [ f-lj f é F}. 

est le filtre engendré par les F- 1 ). 

- f -1 
- 0 • 

Alors, Q. 

Démonstration. (Comparer avec [1] et [sJ). - Soit 

f
0 

= lim F. Il nous faut montrer que f
0 

appartient à G(D). 

Comme F converge vers f
0 

au sens de la convergence unifor

me locale, on peut trouver une boule B de centre b, complètement 

intérieure à D, et un élément F
0 

de E., tels que, pour tout f 

EF
0

, f(a) appartienne à B. De la relation 

-1 t et des majorations de Cauchy de (f ) aux points y de B, ·on 

déduit l'existence d'une constante m) O, telle que, pour tout 

f E F 
O

, on ait : 

Par passage à la limite, on déduit que f~(a) vérifie la même 

inégalité. Montrons que cela entraine que f ~(a) €:. Isom(E). Pour 

cela, il suffit de vérifier que f~(a) (E) = E. Soit donc yé:E, 

montrons qu'il existe z
0

EE, tel que f~(a).z
0 

= y. 

Pour tout f E-G(D), il existe un unique élément zfEE, tel 

que f'(a).zf =y.Montrons que z
0 

= lim zf existe et que 
E. 

f~(a).z
0 

=.Y• Pour cela, il suffit de démontrer que les 
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(t;f\fE F})F€f forment un filtre de Cauchy sur E. On a : 

(jzf-zgl/ = {j(f'(a))-1.y - (g'(a))-1.yl/ 

,{//(f'(a))-1 - (g'(a))-1/1./lyl/ • 

On sait (voir par exemple [13], p. 23) que 

. Il f • ( a ) - g , { a ) // 
l{(f' (a))-l - (g• (a) )- 1/I <[(f' (a))- 1// 

1-//f' (a)-g' (a)/1 

D'après les calculs précédents, on a, pour tout f EF
0 

: 

Donc, 

l{zf-zg/1~ + l[t•(a)-g•(a)f/ 1/y/l , 
1-1/f' (a)-g' (a)I/ 

• 

ce qui prouve, compte tenu des majorations de Cauchy, que les 

<t_zf\fEF})FGF forment un filtre de Cauchy, et il est clair 

que, si on pose z
0 

= lim zf' on a : 
F -

Comme f~(a)Elsom(E), on peut appliquer lé théorème d'in

version locale : il existe un inverse h de f
0

, défini sur un 
-1 voisinage V de b. Montrons maintenant que i = F converge vers 

h sur une boule B de centre b, et de rayon r()' complètement 

intérieure à V. Nous savons déjà que : 

i) lim f(a) = f
0

(a) = b, 
F 

ii) lim (f-l}'(f(a)) = h'(b) , E. . 

iii) lim f(n)ca) = f (n)ca). 
E. 0 
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Le calcul de la dérivée nième (f-l)(n) de (f- 1 ) au point f(a) 

ne fait intervenir que des sommes de produits des f(P)ca) (p~n) 

et (f- 1 )
1 

(f(a)). Donc, pour tout nElN, 

1 im ( f-l / n) ( f (a) ) = h ( n) ( f 
O 

( a ) ) • 
E. 

En écrivant les développements en série de f-l au point f(a) 

et de h au point b = f
0

(a), et en majorant les restes des séries, 

on montre que G converge vers h uniformément sur une boule de 

centre b, et de rayon r suffisamment petit. Il en résulte que 

Gest un filtre de Cauchy pour la structure uniforme de la con

vergence uniforme locale. Soit g
0 

sa limites 

Montrons maintenant que les filtres GoE, et E.oG sont de 

Cauchy. Faisons la démonstration pour ~oF. On peut trouver deux 

boules B(a,f) et B(b,r) complètement intérieures à D, un élé

ment F
0

EE,, tels que 

- f
0

(B(a,f)) CB(b,r), 

- pour tout fEF
0

, f(B{a,f ))C:B(b,r) • 

Soient r1 et f 2 appartenant à F
0

, g1 et g 2 quelconques. 

D'après le lemme 1.1.7., il existe une constante K telle que 

tout automorphisme h E G(D) soit K-lipschi tzien sur B(b, r). On 

a donc: 

Comme f 2(B(a,F)) est contenu dans B(b,r), on a: 

On trouve ~inalement : 
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Compte tenu du fait que F et Q, sont des filtres de Cauchy, on 

déduit de la formule que nous venons de montrer que Q_oE_ est un 

filtre de Cauchy. On montrerait de même que E_oQ, est un filtre 

de Cauchy. Cela entraîne que Got et FoG convergent vers la 

transformation identique. 

Pour montrer que f
0 

et g
0 

appartiennent à G(D), et que 

g
0 

= f
0

-
1 , il suffit maintenant de démontrer que f

0
(D) et g

0
(D) 

sont contenus dans D. Faisons la démonstration pour f
0 

: Soit. 

c6=D. Il existe Ft=F, GEQ,, tels que, pour tout fEF, pour tout 

gé.G, g(f(c)) appartienne à B(c,r), où B(c,r) est une boule 

fermée de centre cet de rayon r, complètement intérieure. à D. 

Choisissons g1EG. Montrons que g1 (F) est un filtre de Cauchy 

sur G(D) : en effet, B(a,f), B(b,r) et F
0

EF étant choisis com

me précédemment, le fait que g1 est K-lipschitzien sur B(b,r) 

entraîne que g1 {F) est un filtre de Cauchy sur G(D). Par suite, 

g1 (F(c)) est un filtre de Cauchy sur B(c,r). Il converge donc 

vers un point d qui appartient à D. On déduit alors de la con

tinuité de g1- 1 que F(c) = g1- 1 (g 1 (F(c))) converge vers g1- 1 (d) 

quî appartient à D. La proposition est démontrée. 

Remarque. - En dimension finie, on sait pour des raisons 

de compacité que l'image par un automorphisme analytique d'un 

ensemble complètement intérieur à D est complètement intérieur 

à D. Si l'on savait démontrer un résultat analogue en dimension 

infinie, la fin de la démonstration de la proposition précéden

te pourrait ~tre un peu simplifiée. 

On peut alors montrer le théorème 1.1.10. 
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Théorème 1.1.10. - Soit Dun domaine borné d'un espace de 

Banach complexe E. Alors le groupe G(D), muni de sa structure 

uniforme gauche (resp. droite), est complet. 

Démonstration. - Nous allons démontrer que tout filtre de 

Cauchy F pour la structure uniforme gauche (resp. droite) est 

un filtre de Cauchy pour la structure uniforme de la convergence 

uniforme locale et qu'il existe un point a de D, tel que 

b = lim F(a) appartienne à D. Le théorème sera alors une consé

quence de la proposition 1.1.9. 

Soit G = i- 1 • D'après la définition de la structure uni

forme gauche (resp. droite), un filtre F sur G(D) est de Cauchy 

pour la structure uniforme gauche (resp. droite) si et seulement 

si ~ot (resp. toG) converge vers la transformation identique. 

Faisons·la démonstration pour la structure uniforme gauche 

(par exemple). Soit Fun filtre de Cauchy pour la structure 

uniforme gauche. Montrons d'abord que Fest un filtre de Cauchy 

pour la structure uniforme de la convergence uniforme locgle. 

Soient B1 et B2' deux boules fermées concentriques de centre 

c E.D, de rayons respectifs r 1 et r 2 (0 <r 1 <r2 ), complètement 

intérieures à D. Alors, puisque G0l converge vers la transfor

mation identique, il existe FEF et G f:Q., tels que, pour tout 

féF, pour tout g~G, gcf(B 1 ) soit contenu dans B2 • On sait 

d'autre part qu'il existe une constante K telle que tout élé

ment h de H(D,D) soit K-lipschitzien sur B2 . On a donc: 

VfEF,VgéG, 

On en déduit que pour tout E.) o, il existe F EF, tel que, pour 



tout fé:F, pour tout h ËF, on ait : 

Nous avons donc montré que Fest un filtre de Cauchy pour la 

structure uniforme de la convergence uniforme locale. 

Montrons maintenant qu'il existe un point a de D tel que 

b = lim f(a) appartienne à D. Soit a un point de D, et soit 
E. 

B(a,r) une boule fermée de centre a et de rayon r, complètement 

intérieure à D. Il existe alors F (2 F, et G ~ Q:., tels que, pour 

tout f E F, pour tout gE G, g( f (a)) appartienne à B( a, r). 

Choisissons g1 é. G. Par définition de la structure uniforme 

gauche, g1 (F) est un filtre de Cauchy pour la structure uni

forme gauche. En effet, la structure uniforme gauche est défi

nie par un système fondamental d'entourages stables par trans

lation à gauche. D'après ce que nous venons de voir, g1 (F) est 

aussi un filtre de Cauchy pour la structure uniforme de la con

vergence uniforme locale. On en déduit que g1 ([(a)} est un fil

tre de Cauchy sur B(a,r). Il converge donc vers un point c qui 

appartient à B(a,r), et par suite à D. On en déduit que f(a) 

converge vers b = g1- 1 (c), qui appartient à D, et ceci achève 

la démonstration du théorème. 

Remarque 1.1.11. - Le groupe G(D) peut être muni de trois 

structures uniformes : la structure uniforme de la convergence 

uniforme locale, la structure uniforme gauche et la structure 

uniforme droite. Ces trois structures uniformes sont distinctes 

deux à deux en général, comme le montre l'exemple du disque

unité ouvert D = [zE C j !zl<lJ. 
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On sait que les automorphismes analytiques du disque-

unité D sont de la forme 

> ei e 
z + a 

ZI -- 0E. lR, 1 a( ( 1. 
1 + âz ' 

Il apparaît tout de suite que G(D) n'est pas complet pour la 

structure uniforme de la convergence uniforme locale, ce qui 

prouve déjà que la structure uniforme de la convergence unifor

me locale est distincte des deux autres. Montrons que les struc

tures uniformes gauche et droite ne coîncident pas. D'après 

Bourbaki [3](chapitre 3, groupes topologiques, exercice 2 du 

pargraphe 3, p. 72), pour que les structures uniformes gauche 

et droite soient égales, il faut et il suffit que, pour tout 

voisinage V de l'identité dans G(D), il existe un voisinage W 

de l'identité, tel que, pour tout f EG(D), on ait f.W.f- 1 c: V. 

Pour montrer que les structures uniformes gauche et droite 

sont distinctes, il nous faut démontrer: 

3 VEY:(id),VWEY,(id), =fgEW, 3fé:G(D), fogof- 1iv. 
Soit v, = {fEG(D) { J/f - id!IB(O,l/ 2 ) < 1/2J. Soit W un voisi

nage de l'identité dans G(D),, Choisissons un élément 0é JR, 

0 j: 0 ( 2TC), tel que 

z ~g(z) 1e - e .z 

appartienne à W. Soit 

z + a 
f(z) = 

1 + az 

Alors, 

z - a 

1 - az 

On a: 
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1 - a2ei0 

Quand a tend vers +l, f(g(f- 1 (0))) tend vers +l. On peut donc 

trouver aE!R, \a/<1, tel que jf(g(f- 1 (0)))!>1/2. Alors 
-1 , fogof n'appartient pas à V, et ceci demontre la propri~té. 

Remargue 1.1.1?. - Si f: D- 7 D1 est un isomorphisme ana

lytique entre deµx domaines bornés, on en déduit un isomorphisme 

~ du groupe G(D) sur le groupe G(D' ). Les majorations de Cau-
, , -1 ~ chy pour les derivees de f et de f montrent que I est un 

homéomorphisme de G(D) sur G(D' ), lorsque G(D) et G(D') sont 

tous deux munis de la topologie de la convergence uniforme 

locale. On en déduit que r induit un isomorphisme d'espaces 

uniformes de G(D) muni de la structure uniforme gauche (resp. 

droite) sur G(D') muni de la structure uniforme gauche (resp. 

droite). 

Cependant,~ n'induit pas en général un isomorphisme d'es

paces uniformes de G(D) muni de la structure uniforme de la 

convergence uniforme locale sur G(D') muni de la structure 

uniforme de la convergence uniforme locale. (On peut construire 

D' CC isomorphe au disque-uni té ou.vert D, tel que 'f' n'induise 

pas un isomorphisme de structures uniformes de G(D) muni de la 

structure uniforme de la convergence uniforme locale sur G(D') 

muni de la structure uniforme de la convergence uniforme locale). 
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1.2. - Etude de l'a:e:e,lication de G(D) dans DxGL(E) définie 

par f1-----}(f(a),f 1 (a)). 

Dans tout ce paragraphe, D désigne un domaine borné d'un 

espace de Banach complexe E. 

Propositiol'.!:_1.2-.1. - Soit a un point de D. Soit f une appli-

cation holomorphe de D dans D, telle que f(a) = a, f'(a) = id. 

Alors f = id. 

Démonstration (d'après [7], p. 50). - Nous allons faire 

la démonstration par l'absurde. Supposons que f ne soit pas 

égale à l'identité. Alors soit 

f(x) = a + (x-a) + L Pn(x-a) 
n);2 

le développement de f en série de polynômes homogènes au voisi-

nage de a, et soit k le plus petit entier supérieur ou égal à 

2, tel que Pk/o. 
Calculons le développement de fn = fo ••• of en série de 

polynômes homogènes au voisinage de a. On montre facilement par 

récurrence sur n que 

. . . 

Soit B une boule de centre a et de rayon r contenue dans D. 

D'après le lemme 1.1.6., on a: 

1/fn 1/B 
' 

et comme fn(D) est contenu dans D, il existe une constante M 

telle que If rn/lB ~ M. Par suite, 

M 
n IJPk 1/ ~ le 

r 
• 
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En :faisant tendre n vers 1' infini; on trouve que 1/ Pk // = o, ce 

qui est en contradiction avec 1',hypothèse .. La proposition est 

démontrée. 

ProEosition 1.2.2. - Soit a un point de D. Soit E. un filtre 

formé d'applications analytiques de D dans Dt tel que 

lim f(a) = a, 
E. 

lim f' (à) = id . 
E. 

Alors F converge vers la transformation identique pour la topo-

logie de la convergence uniforme locale. 

Démonstration. - Remarquons d'abord que pour tout entier 

q), 1, on a : 

lim f4(a) = lim (f~ •.. of(a)) = a. 
F F 

Ceci se démontre par récurrence sur q) 1, en utilisant le fait 

qu'il existe une constante K telle que toute application h 

E H(D,D) soit K-lipschitzienne sur une boule B de centre a et 

de rayon r complètement intérieure à D. 

Pour démontrer la proposition, compte tenu des majorations 

de Cauchy des dérivées. successives d_'une fonction bornée et des 

majorations des restes des développements en séries de polynômes 

homogènes, il suffit de démontrer que, pour tout p ~ 2, 

Faisons la démonstration par récurrence sur P> 2. Supposons le 

résultat démontré à l'ordre (p-1), montrons-le à l'ordre p. 

Montrons alors par récurrence sur. q 1' 1 que, pour tout 

q~ 1, pour tout E ,Î o, il existe F € F, tel que, pour tout f t:: F, 

on ait : 
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sons le résultat démontré à l'ordre (q-1), montrons-le à l'or

dre q. On a: 

fq = fofq-l. 

Soit b = fq-l(a), et soit 
00 

fq-l(a+x) = b + L ~! (fq-l/n)(a).(x, ••• ,x) 
n=l 

le développement de fq-l en série de polynômes homogènes au 

voisinage de a. Nous adopterons les notations de [13], p. 93 

et 94, et nous noterons 

/\J 

'f n = --¼r ( fq-1) ( n }c a) 

et ~n le polynôme homogène associé. De même, 
00 

f(b+y) = f(b) + L ;
1 

f(n)(b).(y, ••• ,y) 

n=l 

Nous noterons 

1 
nT 

et 'f'n le polynôme homogène associé. 

En composant les deux développements en série, on trouve : 

Si on écrit 

' 
on a : 
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p /V 

Pp(x) =L ) f n ( f pl (X), • • •, ~ (x)} • 
n=l P1 + .... +pn =p 

n 

On sait d'après l'hypothèse de récurrence que lim f(i)(a) 
F 

tpour tout i, 2 ~ i~p-1. On a déjà remarqué que, pour tout qE1N, 

lim fq(a) =a.Compte tenu.du fait que, pour tout i, il existe 
E. 

une constante Ki telle que, pour toute application holomorphe 

= 

h de D dans Dt h(i) soit K1-lipschitzien sur une boule B de 

centre a et de rayon r complètement intérieure à D, on montre 

que, pour tout i, 2~i{p-1, pour tout qt=Nr lim f(i\f 4 (a)) == o. 
F 

Un nombre réel E? O étant donné, on peut donc trouver F1Et 

tel que, pour tout f E F1 , on ait : 
p-1 

sup \IL 
Ux/1~1 n=2 > 

Dans Pp(x), il nous reste deux termes à étudier: 

- 'PP{ lf1 (x)), 

- 'f l { lf\ ( x) ) • 

Etudions d • abord 'Pp ( lf 1 ( x)). On sait que 

~l = (fq-l)'(a) = f'(f 4- 2(a))of'(fq- 3(a))o ••• of'(a) • 

On montre facilement que, pour tout i, lim f'(f 1(a)) =id. On 

en déduit que lim rl =id.D'autre part, 
F 

/V 
'f' =-½, f(p)(fq-i(a)). 

p p. 

E. 

Du fait que f(p) est Kp-lipschitzien sur B(a,r), on déduit 

finalement qu'il existe F2EF tel que, pour tout ff:F 2 

1 
pÎ 

0 
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Etudions maintenant 't'1 (~p(x)). On a déjà vu que 

lim 'f1 = lim f' (fq-l(a)) = id. On peut donc trouver F
3 

f:E, tel 
F E, 

que, pour tout f Ê F 
3

, 

D'après l'hypothèse de récurrence, il existe F4 E.F tel que, pour 

tout f ËF
4

> on ait : 

En regroupant ces deux résultats, on trouve que, pour tout f 

Ë F 
3
n F 

4
, on a : 

{ill) 1 () sup /{ 11 (fp(x)) - (q-1) pÏ f P (a).(x, ••• ,x)/{<E/2. 
!/xi\~ 1 · 

Soit F == F1 nF2 nF 3rlF 4 • Pour tout fEF, on a : 

sup l/ ~• (fq)(p)(a).(x, .•• ,x) - q !! f(P\a).(x, ••• x~\ < f.. 
/lxli~ 1 · 

Nous avons donc démontré finalement que, pour tout ~ 7 o, pour 

tout q 11, il existe F EF tel que , pour tout fEF, on ait 

Nous pouvons maintenant terminer la récurrence sur p. 

D'après les majorations de Cauchy (lemme 1.1.6.), il existe une 

constante MP telle que, pour toute application holomorphe h de 

D dans D, {/h(p)(a){/~ Mp. On a donc 

({ ( fq) ( P) ( a ) /( ~ Mp. 

On sait d'après le résultat précédent appliqué à E. avec E == 1 

(par exemple) qu'il existe FEE,, tel que, pour tout f<fF, on 
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ait : 

On en déduit que, pour tout f G F, 

et par suite, 

Ceci montre que lim f(p)(a) = 0,. et ceci achève la démonstra
F 

tion de la proposition. 

On dfduit des propositions 1.2.1 et 1.2.2 le 

Théorème 1.2.3. - Soit a un point de D. L'application 

ra: G(D)i--1 --7DxGL(E) qui à f associe (f(a),f'(a)) est inj.ec

tive et induit un homéomorphisme de G(D) sur l'image de G(D) 

par Îa. 
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~~3. - Çuelgues inégalit~~~ ComEaraison.des diff4rentes 

structures uniformes. 

Le résultat de la proposition 1.2.2 peut s'énoncer de la 

façon suivante 

Soit Dun domaine borné. Soit a un point de D et soit B 

une boule complètement intérieure à D. Alors, pour tout ~)O, 

il existe~) o, tel que, pour tout f E g(D,D), 

sup(l/f(a)-a(/,//f'(a)-ia.(/) <17 ==, 1/f-idl{B < Ë. 

Nous aurons besoin dans la suite de formes plus fortes 

de ce résultat, nous disant en particulier qu'il existe une 

constante K telle que, pour tout fE H(D,D), on ait : 

Les énoncés précis seront donnés dans les propositions qui 

vont suivre. Pour commencer, nous avons besoin d'un certain nom

bre de lemmes. 

Lemme 1.3.1. - Soit Dun domaine borné d'un espace de Ba

nach complexe E, et soient B1 et B2 deux boules concentriques 

complètement intérieures à D de rayons respectifs r 1 et r 2, 

avec O (r 1 (r 2 • Alors, il existe une constante K telle que, 

pour tout fËH(D,D), pour tout qE:IT-(1
"", pour tout xEB 1 , on ait 

Démonstration. - Choisissons une autre boule B' concentri-

que à B1 et B2 , de rayon r', avec O (r 1 (r' <r 2 • Soit h une 

fonction holomorphe sur B2~ On sait d'après le lemme 1.1.7 que 

llh-idl/B 
(h-id) est 2 -lipschitzien sur B'. r 2-r 1 
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Soit maintenant f E H(D,D), et soit 

On a alors 

(. sup 
1=1, ••• , q-1 

j}r1-1dl/ B • 
2 

Soit x ~ B1 • Il nous faut distinguer deux cas : 

a) f(x)~B•. 

En appliquant le théorème des accroissements finis à (h-id) 

pour les points x et y= f(x), on trouve: 

Or, on a 

h{f(x) )-h{x) = ~ {fq(x)-x). 

On trouve finalement 

lf(fq(x)-x) - q(f(x)-x)// {. q -;-{. sup //t1-id/lB ) /{f(x)~x// • 
. r 2-r 1=1, ••• ,q-1 2 

b) f(x)f B'. 

Alors //:t{x)-x// )1 r•-r 1 , 

et par suite 

q{ sup !j:r1-id{/B) !jf{x)-x/J );q(r•-r 1 ) 2 • 
i=l, ••• ,q-1 2 

Comme D est borné, il existe une constante M telle que, pour 

tout gEH(D,D), //g-id//n < M. Par suite, 
1 

lf(fq(x)-x) - q(f(x)-x)/( ~ (q+l)M. 
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Il nous faut trouver une constante K1 telle que, pour tout 

entier q~l, on ait 

(q+l)M ~ K1 q(r•-r 1 ) 2 

Il suffit pour cela de prendre K1 
1 2M 

• 

Soit K = sup( , / ). On a alors, pour tout 
(r 1 -r 1 )-

fE H(D,D), pour tout qE: IN~ pour tout xé: B1 

//( fq( x)-x )-q ( f( x )-x)}I ~ K. q. (. sup l!ri-idl/ B..,,) lit( x)-xll, 
l=l, ••• ,q-1 C 

et le lemme est démontré. 

La proposition 1.3.2 que nous allons démontrer maintenant 

est un corollaire du lemme 1.3.1. 

Proposition 1.3.2. (Comparer avec [9J,p. 43). - Soit Dun 

domaine borné, et soient B1 et B2 deux boules concentriques 

complètement intérieures à D, de rayons respectifs r 1 et r 2, 

avec O (r 1 <r 2 • Soient deux nombres réels u et v tels que 

0 ( u (1 ( v •. Alors il existe un nombre réel c< / O qui jouit de la 

propriété suivante: si une application holomorphe f~H(D,D) 

est telle que 

llf - idllB < 0( , 

2 

Il f2 - idl/B < o( , 
2 . . . . . . . . . . . . . . ' 

llrq-1 - idflB < o<. ' 
2 

alors, pour tout x E B1, on a 

Démonstration. - D'après le lemme précédent, il existe 

une constante K telle que, pour tout :fE H(D,D), pour tout qElNk, 
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pour tout x EB 1 , on ait 

J\(fq(x}-x)-q{f{x)-x)ll ~ K.q. {. sup \lfi-idl/B ) /lf{x)-xfi • 
1=1, ••• ,q-1 2 

u et v étant choisls, soit o<. tel que 

K o( .( inf { 1 - ; , ! - 1 ) • 

Soit f E H.(D,D) vérifiant les hypothèses de la proposition. On a 

f/rq(x)-x JI ~q(l+K~){/f(x)-x// 

,._< q + Il f(x)-x Il . 
De même, 

l/tq(x)-x/1 ~ q(l-Ko<) 1/t(x)-xlJ 

),q + 1/f(x)-x// • 

Q.E.D. 

Proposition 1.3.3. (Comparer avec [9], p. 44). - Soit Dun 

domaine borné, et soit B une boule complètement intérieure à D. 

Alors il existe. un nombre réel ~) 0 qui jouit de la propriété 

suivante : si une application fE H(D,D) est telle que, pour 

tout q E!N*, 

alors f = id. 

De façon précise, si on choisit une boule B1 concentrique 

à B, de rayon r 1 strictement inférieur au rayon r de B, et deux 

nombres réels u et v, tels que O ( u < l ( v, on peut prendre ~ =ex, 

où~ est le nombre réel strictement positif dont itexistence 
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est assurée par la proposition 1.,.2. 
On en déduit que G(D) ne contient pas de sous-groupes 

arbitrairement petits. 

Démonstration. - Soient B1, u et v comme dans l'énoncé de 

la proposition. Soit o<. le nombre réel strictement positif dont 

l'existence est assurée par la proposition 1.3.2, et soit f 

E!f(D,D) tel que, pour tout qE:lN*, 

//fq-idlJB < o<. • 

Alors, d'après la proposition 1.3.2, on a, pour tout qEIN:ié-: 

Donc, pour tout q, 

V o( 
, 

q 

ce qui entraîne que //f-id//B = O, et f = id • 
1 

Q.E.D. 

Propositios 1.3.4. - Soit Dun domaine borné d'un espace 

de Banach complexe E. Soit a un point de D, et soit B une boule 

de centre a complètement intérieure à D. Alors il existe une 

constante K, telle que pour toute application f EH (D,D), on 

ait 

lft-idHB ~ K sup( /lf(a )-al/, /(t• (a )-id//). 

Démonstration. - On peut supposer que a est l'origine O 

de E. Nous allons faire la démonstration par l'absurde. Pour 
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chaque entier n) O, on choisit fn E !J.(D,D) telle que 

Soit M = sup //x-y//. On a donc : 
xED,yED .. 

. Il f -idl{ 
sup(/Jfn(o){/,{lfn'(O)-id/1) ~ n B ~ 

M 

n n 

ce qui prouve que 

et d'après la proposition 1.2.2, ceci entraîne que 

fn --Jid, quand n----;;> +oo • 

, 

Choisissons maintenant une boule B2 complètement intérieure 

à D, concentrique à B, de rayon r 2 strictement supérieur au 

rayon r de B. Choisissons de plus deux nombres réels u et·v tels 

que O<u<l<v, comme dans la proposition 1.3.2. Soit O{ le nom

bre réel strictement positif dont l'existence est assurée par 

la proposition 1.3.2. Comme pour tout entier n> O, fn est dif

férent de la transformation identique, il existe d'après la pro

position 1.3.3, un plus petit entier qn> o, tel que 

\/f n qn - id/lB > r:1,, • 
2 

Soit gn = fn 
4
n. Du fait que flgn-id//B ) 0( , on déduit que la 

2 

suite gn ne converge pas vers la transformation identique. 

q 
Montrons maintenant que gn(O) = fn n(O) tend vers O quand 

n tend vers +oo • 

D'après la proposition 1.3.2, nous avons 

On en tire: 
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V M 

• (1) 

En appliquant une deuxième fois la proposition 1.3.2, on trouve 

u(/fn qn( 0 )/1 ~ qn 1/fn ( 0 )-/1 ~ v //fn qn( 0 )1/ , 

donc /lfnqn(o)f/ ( :n /lrn(o)ll • 

En reportant dans cette inégalité la majoration de qn donnée 

par (1), on trouve 

• 

On trouve donc finalement 

-L 
n (2) 

ce qui prouve que gn(O} tend vers O quand n tend vers +eo. 

Montrons maintenant que lfgn'(O) - idll tend vers O quand n 

tend vers +co • On a : 

q f 

gn'(O} = (fn n) (0) 

q -1 q -2 
= fn' (fn n (0) )ofn' (fn n (0) )o ••• ofn' {O) • 

Soit B • une boule de centre O, de rayon r' ( r. On sait d'après 

le lemme 1.1.7 qu'il existe une constante H telle que, pour 

tout x EB', on ait 

J/tn' (x)-fn' (O)I/ = 1/(fn-id)' (x)-(fn-id)' (0)/1 

~ R 1/tn-idj/ B If x /1. 



I.28. 

n•après ce que nous avons déjà démontré, on sait que, pour tout 
2 q -1 

n assez grand, fn(O), fn-(0), .•• , fn n (0) appartiennent à B'. 

On a donc, pour tout n assez grand, pour tout entier r, 

0 (r ~qn-1 , 

~ 11· f -id//. ( liYM. l + ....L) 
~ n Bun n' 

( car on sait que, pour tout r, 0 ~ r ~ qn-1' flrnr ( O ){/ ~ ~M • ~-· , 

et que/ffnt(O)-id//{(1/n) /Jfn-id//B). 

Donc, pour tout r, O ~ r ~qn-1' 

Pour achever la démonstration, nous avons besoin du lemme 

suivant : 

Lemme 1.2.~. - Soit E un espace de Banach, soit ~(E,E) 

l'espace vectoriel des endomorphismes linéaires continues de E 

muni de sa norme habituelle. Soient n éléments f 1 , .•• ,f'n de 

L(E,E). Alors on a 

Ce lemme se démontre facilement en écrivant, p~:mr chaque 

indice i, 

fi= id+ (fi-id), 

en développant le produit f 1o ••• cfn' et en majorant chacun des 

termes du développement ainsi obtenu. 



I. 29. 

Fin de la démonstration de la prgposition.lo3.4. - On 

déduit du lemme 1.3.5 que 

Montrons que 

Prenons le logarithme 

' 

On sait que 
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' 
par suite, Yn--) O, ce qui prouve que 

et on en déduit que /f gn' (0)-id//-........_;,1 o, quand n ---:1+00. On a 

déjà vu que gn(O) tend vers 0, quand n-~+oo. D'après la 

proposition 1.2.2, cela entraîne que gnconverge vers 1•identité 

quand n ---t +,;,0 • Nous avons trouvé une contradiction, la propo

sition est démontrée. 

Théorème 1.3.6. - Soit Dun domaine borné d'un espace de 

Banach complexe E. Soit a un point de D et soit B une boule 

complètement intérieure à D. Alors il existe un voisinage 

ouvert U du point a dans D et une constante K>O tels que, pour 

tout point b de U, pour tout fER(D,D), on ait 

Démonstration. - Nous allons commencer par démontrer le 

théorème dans le cas où Best une boule de centre a. Soit donc 

B une boule de centre a et dé rayon r, complètement intérieure 

à D. On sait d'après la proposition 1.3.4 qu'il existe une 

constante K
0 

telle que, pour tout fé.H(D,D), on ait 

Il suffit donc de démontrer qu'il existe une constante k> 0 

et un voisinage ouvert U de a tels que, pour tout b Eu, pour 

tout fEH(_D,D), on ait 
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sup(//f(b)-bl/,llf' (b)-idl/) ;J,- k sup({/f(a)-a//,f/f' (a)-id/}) • 

Soit B1 une boule de centre a et de rayon r 1 < r. D'après 

[
l/f-id// ] 

le lemme 1.1.7, (f-id) est r-rl B -lipschitzien sur B1• On 

déduit de la proposition 1.3.4 que (f~id) est 

[r~~l sup(Jlf(a)-.a/J,lf'(a)-id//Û- lipschitzien sur B1 • Par sui

te, ona, pour tout bEB 1 , pour tout fEg(D,D): 

K 
1/f(b )-bl{ ~/jf(a )-a//-r-~l sup(// f(a )-al/, /lf'(a )-id{J) l/b-a//. (3) 

A l'aide du lemme 1.1.7 et de la proposition 1.3.4, on 

montre de même que (f-id)t est 

l- 4K0 ~ 
--- 2 sup(jif(a)-a{I ,/If' (a)-idl() -lipschitzien sur B1 • On 
( r-r 1 ) 

en déduit que, pour tout bEB1 , pour tout fEH(D,D), on a : 

. 4K · 1/f' (b)-id}/1'//f' (a)-idJ/ - 0 
2 sup(f/f(a)-aj/,/(f 1 (a)-id/1)//b-a//. (4) 

(r-r 1 ) 

En regroupant (3) et (4), on trouve que, pour tout bEB 1, 

pour tout f f° H(D, D), on a : 

sup(l/f(b)-b/1, /If' (b)-id/1)~ 

K
0 

4K
0 ( 1 - ( - + 2 )Il b-a{{ ) • 

r-r 1 (r-r 1 ) 
~ sup(//f(a)-a{( ,/If' (a)-id/{) 

Soit I un nombre réel strictement positif, inférieur à r 1 , 

et tel que 

1 

2 
• 

Soit U la boule de centre a et de rayonf. On a, pour tout b 
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E U, pour tout fE H(D,D) : 

su p ( !I f ( b ) - b ( / , ! If ' ( b ) - id// ) ), ~ su p ( 1/ f ( a ) -a /{ , /1 f' ( a ) -id fi ) • 

On en déduit que, pour tout bf:U, pour tout ff:H(D,D), on a: 

ce qui démontre le théorème dans le cas particulier où Best 

une boule de centre a complètement intérieure à D. 

Soit maintenant B une boule complètement intérieure à D, 

de centre c. D'après le lemme 1.1.5, on peut trouver une suite 

finie B1 , •.• ,Bn de boules complètement intérieures à D, de cen

tres a 1 , .•• ,an, telles que a 1 = a, an= c, Bn = B,et que, pour 

tout i, 2 ~ i ~ n, ai appartienne à ~i-l. 

D'après le résultat que nous venons de démontrer, il exis

te un voisinage U de a dans D et un constante K1 ) 0 tels que, 

pour tout bE U, pour tout f E:-H(D,D), on ait 

0 
Comme a 2 appartient à B1, d'après le lemme 1.1.6,il existe une 

constante k2 telle que, pour tout fE H(D,D), on ait 

D'après la proposition 1.3.4, il existe une constante K2 telle 

que, pour tout fE H(D,D), on ait : 

et C • • • • •. • • • • • • •. • • • • .. • •. • • •-• • • • • • • • • •-• • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

On trouve finalement que, pour tout b Eu, pour tout f 



É ff(D,D), on a : 

et le théorème est démontré. 

On déduit du théorème 1.3.6 les corollaires suivants • 

Corollaire 1.3.7. - Soit Dun domaine borné d'un espace 

de Banach complexe E. Soient B1 et B2 deux boules complètement 

intérieures à D. Alors il existe une constante K telle que, pour 

tout f(; H_(D,D), on ait 

Corollaire lo3.8~ - Soit Dun domaine borné d'un espace 

complexe E. Pour tout élément (a,b) du produit DxD, il existe 

une constante K(a,b) telle que, pour tout fG.fi(D,D), on ait 

sup(f/f(b)-b//,/if' (b)-id//) ~ K(a, b) sup( 1/f(a)-alf, 1/f' (a)-id[/). 

De plus, K(a,b) est localement borné sur DxD. 

Nous aurons également besoin d'un théorème qui nous permet

te d.e comparer, pour deux automorphismes f et g de D, llf-gl/B 

et sup((!f(a)-g(a)l(,/lft(a)-g'(a)l/). Pour cela, il nous faudra 

supposer que f(a) et g(a) ne se rapprochent pas trop du bord 

de D. Donnons d'abord une définition. 

Définition. - Soit Dun domaine borné d'un espace de Ba

nach complexe E. Soit a un point de D et soit A un sous-ensemble 

de D. On définit 



Proposition 1.3.9. - Soit Dun domaine borné d'un espace 

de Banach complexe E. Soit a un point de D et soit A un sous

ensemble convexe complètement intérieur à D. Enfin, soit B une 

boule complètement intérieure à D. Alors il existe un voisinage 

U de a dans D et une constante K tels que, pour tout b EU, pour 

tout fGGa,A(D), pour tout g<:;Ga,A{D), on ait : 

Démonstration. - Compte tenu du théorème 1.3.6, il suffit 

de démontrer qu'il existe un voisinage u1 de a dans D et une 

constante K1 tels que, pour tout bEU1 , pour tout f€Ga,A{D), 

pour tout gE Ga,A(D), on ait : 

~ K1 sup(llf(b}-g{b)ll,/lt•(b)-g'(b)/1). 

On sait que tout automorphisme h E G{D) est k-lipschi tz ien 

sur un voisinage V du point a; on peut donc choisir un voisi-. 

nage u1 de a et un sous-ensemble convexe A', complètement inté

rieur à D et contenant A, tels que, pour tout bEU 1 , pour tout 

f6Ga,A(D), f(b) appartienne à A'. 

Soit bE u1 , et soient f et g deux éléments de Ga,A (D). 

Etudions d'abord ({g-1 {f(b)) - bf/ = JI g- 1 (f{b))-g- 1 {g{b))/I. 

f(b) et g(b) appartiennent à A• • D'autre part, d • après le lemme 

1.1.7, tout automorphisme h€.G(D) est k 1 -lipschitzien sur A'. 

On a donc : 



Etudions maintenant 1/ {g-lo f)' (b )-id l/ • 

ll{g-lo f) 
1 

{b)-id 1/ == /[ {g-l) 
1 

{f{b) )of' {b)-idl/ 

car on sait que 

Donc, 

.{. // (g-l) 
1 

(f(b))of' (b)-(g-l) 
1 

(g(b) )of' (b)/l 

+ {/ (g-l) 
1 

(g{b) )of' (b) - id /1 • 

{_ ({(g-1 )' {f(b))-{g-l)' {g(b))/( l{r• (b){/ 

+ I[ {g- 1 ) 
1 

(g(b))of' (b)-(g- 1 ) 
1 

(g(b)) og' (b)// , 

J/(g-1of)
1 

(b)-id!I i ll(g-1 )
1 

(f(b))-{g- 1 )
1 

{g{b))I/ 1/r• (b)I/ 

+ //{g- 1 )
1

(g(b)){/ /lft(b)-g'{b){/ • 

D'après le lemme 1.1.7, il existe une constante M telle 

que, pour tout h EG(D), pour tout x f:.A', jjh' (x)II ~ M. D'autre 

part, d'après le lemme 1.1.7, il existe une constante k2 telle 

que, pour tout hEG(D), h' soit k2-lipschitzien sur A'. On trou

ve finalement : 

ll<g-1
0 f)' (b)-idll { Mk2 fi f(b)-g{b)// + M Hr• (b)-g' (b)/1 

~ M(k 2+1) sup{l/f(b)-g{b)I/ ,/Jf' (b)-g' (b)I/ ). 

Soit K1 == sup(k 1 ,M(k 2+1)). On a: VbfU 1 , \/fé:Ga.A{D), 

V'gEGa,A(D), 
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~ K1 sup(jlf(b)-g(b)/1, 1/f' (b)-g' (b)//) , 

et ceci démontre la proposition. 

Pr~o 2 ition 1.3.10. - Soit Dun domaine borné d'un espace 

de Banach complexe E. Soit B une boule complètement intérieure 

à D. Alors il existe une constante K telle que, pour tout f Ë 

G(D), pour tout gGG(D), on ait 

Démonstration...:. - Soit r le rayon de B. Soit B1 une boule 

complètement intérieure à D, concentrique à B, de rayon r 1 ) r. 

Il nous faut distinguer deux cas : 

a) Pour tout xEB, (g- 1of)(x) E:B1 • D'après le lemme 1.1.7, 

il existe une constante k1 telle que tout élément hEH(D,D) 

soit k1 -lipschitzien sur B1 • On en déduit: 

b) Il existe xG.B, tel que (g- 1of)(x)fB 1 • Il suffit de 

choisir une constante k2 assez grande pour que 

sup f/y-x fi ~ k 2 (r 1-r) . 
xED,y<=D 

Soit K = sup(k 1 ,k 2 ). On a, pour tout fEG(D), pour tout 

g EG(D) : 

On déduit des propositions 1.3.9 et 1.3.10 le théorème 

suivant. 
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Théorème 1.3.11. - Soit Dun domaine borné d'un espace de 

Banach complexe E. Soit a un point de D, et soit A un sous-ensem

ble convexe de D complètement intérieur à D. Enfin, soit B une 

boule complètement intérieure à D. Alors. il existe un voisinage 

ouvert U de a dans D et une constante K tels que, pour tout bE 

U, pour tout fE Ga,A (D), pour tout gE Ga,A (D), on ait : 

j/t-gj/B <. K sup(\lf(b)-g(b)//,]/f'(b)-g'(b)//J • 

Corollaire 1.3.12. - Soit Dun domaine borné d'un espace 

de Banach complexe. Soit a un point de D, et soit A un sous

ensemble convexe complètement intérieur à D. Alors les trois 

structures uniformes suivantes coïncident sur Ga,A(D) : 

- la structure uniforme de la convergence uniforme locale, 

- la structure uniforme définie par la distance 

da(f,g) = sup{!jf(a)-g(a)//,//f'(a)-g'(a){/), 

- la structure uniforme gauche. 

Démonstt~tio!?:.:., - Le fait que la structure uniforme gauche 

est plus fine que la structure uniforme de la convergence uni

forme locale découle de la proposition 1.3.10► le fait que la 

structure uniforme de la convergence uniforme locale est plus 

fine que la structure uniforme définie par da résulte des majo

rations de Cauchy. Enfin, la proposition 1.3.9 montre que, sur 

Ga,A(D}, la structure uniforme définie par da est plus fine que 

la structure uniforme gauche. Le corollaire est démontré. 

Corollaire 1.3.130 - Soit a un point de D. L'image de G(D} 

par lfa: 
G(D)---DxGL(E} 

ff- >(f(a),f'(a)) 
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est un fermé de Dx1(E,E). 

Démonstration. - Si fn (a )---;)b ED, fn' (a )---;>gE L(E,E), 

on en déduit que fn est une suite de Cauchy pour da' et comme 

il existe un sous-ensemble convexe A complètement intérieur à 

D, tel que les fn' pour n assez grand, appartiennent à Ga,A(D), 

on déduit du corollaire 1.3.12 et de la proposition 1.1.9 qu'il 

existe fE.G(D) tel que lim fn = :f. Le corollaire est démontré. 

La comparaison de la structure uniforme de la convergence 

uniforme locale et de la structure uniforme droite est plus 

délicate. Nous n'aurons pas besoin dans la suite d'un tel théo

rème de comparaison. Signalons toutefois la 

Proposition l ._3:.1.4...:.. - Soit D un domaine borné d I un espace 

de Banach complexe E. Soit a un point de D, et soit A la réu

nion d'un nombre fini de boules complètement intérieures à D. 

Alors, la structure uniforme droite et la structure uniforme 

de la convergence uniforme locale coïncident sur 

{tEG(D)j f(a)EA, f- 1 (a)EAj. 
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CHAPITRE II 

L'algèbre de Lie des transformations 

infinitésimales d'un domaine borné D. 

Soit Dun domaine borné d'un espace de Banach complexe E. 

A tout groupe à un paramètre réel d'automorphismes analytiques 

de D, est associé un champ holomorphe f de vecteurs tangents 

à D, et on dit que ~ est la transformation infinitésimale 

associée au groupe à un paramètre considéré. Soit Q(D) l'~nsem

ble de ces transformations infinitésimales. Nous montrerons que 

Q.(D) est muni d'une façon naturelle d'une structure d'algèbre 

de Lie normable réelle. 

Dans la deuxième partie, nous montrerons que toute trans

formation infinitésimale "fEG(D) est caractérisée par sa va

leur en un point a de D, et sa dérivée en ce point. Enfin, nous 

donnerons une condition (nécessaire et) suffisante pour que, 

étant donnés un point aED, b€E, et gEJ!(E,E), il existe une 

transformation infinitésimale <t'EQ(D) telle que \..f-'(a) = b, 

'f'•(a) = g. 

Dans la troisième partie, nous considérerons le groupus

cule de Lie G associé à G(D). Nous montrerons que Gest le plus 

grand groupuscule de Lie contenu dans le groupe G(D) des auto

morphismes analytiques de D,et que l'application 

GxD----D 

(g,x)--1 ---> g.x 



II.2. 

est analytique par rapport à l'ensemble des variables. 

Enfin, dans la quatrième partie, nous étudierons des exem

ples. Ces exemples montreront en particulier que, si D est un 

domaine borné d'un espace de Banach complexe, G(D) n•est pas 

en général un groupe de Lie ; le théorème démontré par H. Cartan 

([9], p. 50, théorème 13) en dimension finie ne se généralise 

pas en dimension infinie. 

2 .1. - Construction de 1 1 al.r.:èbre de Lie des transformations 

infinitésimales de D. 

Commençons par montrer le 

Lemme 2.1.1. - Soit Dun domaine borné dtun espace de Ba

nach complexe E. Soit I un ensemble d'indices, muni d'un filtre 

F. Soient (fi)iEI des éléments de G(D), tels que lim fi ::::: id. 
F 

Soient (ki) i E I des nombres réels, et soit 

't'_. ::::: k. (f.-id). 
1 1 1 

Supposons qu'il existe une boule B
0 

complètement intérieure à 

D, et une fonction holomorphe Y sur B
0

, telles que 'fi conver

ge vers 'fi selon t uniformément sur B
0

• Alors il existe une 
/V . 

fonction holomorphe~ sur D, prolongeant 't', telle que, pour 

toute boule B complètement intérieure à D, 
/V 

'f' selon F uniformément sur B. 

't'. converge vers 
1 

Démonstration. - Soit B une boule complètement intérieure 

à D. Par un raisonnement de connexité, on peut construire une 

suite finïe Bj (j = l, ••• ,n) de boules ouvertes complètement 
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intérieures à~ telles que U == 0 Bj soit connexe, contienne 
j =l 

B0 , et que B soit complètement intérieure à U. Quitte à rape-

tisser B
0

, on peut toujours supposer que 1/'fl/B <+oo. On en 
0 

déduit l'existence d'une constante M <+00 , et d'un élément F 

de F tels que, pour tout iEF, on ait : 

Pour chacune des boules Bj, il existe d'après le corollaire 

l.'5.7 une constante Kj telle que, pour tout iE:I, 

et par sui te, pour tout i E F, 

\l't\ IIB. -{ Kj ll'+\11 B ~ Kj M • 
J 0 

La famille des fonctions ['Yi == ki (fi-idU i E F est uniformé

ment bornée sur U. D'après la proposition 1.1.3, le fait que 

les ( 't' i) i E 1 forment un filtre de Cauchy pour la st·ruct ure 

uniforme de la convergence uniforme sur B
0 

entraîne que les 

('f'. ) . /" 1 forment un filtre de Cauchy pour la structure unifor-
1 l. C 

me de la convergence uniforme sur toute boule B complètement 

intérieure à U, et le lemme s'en déduit facilement. 

Définition 2.1.2. - Soit Dun domaine borné d'un espace de 

Banach complexe E. On dit qu'un homomorphisme \f du groupe 

additif R dans le groupe G(D) est un groupe à un paramètre 

d'automorphismes de D si l'application 

R)(D ~--,D 

(t,x),._1 ---,.>lf(t).x 
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est analytique par rapport à l'ensemble des variables. 

froposition et définition 2.1.3. - Soit Dun domaine borné 

d'un espace de Banach complexe E, et soit 'f: !R--)G(D) un 

groupe à un paramètre d'automorphismes analytiques de D. Alors 

\JJ lf(t).X - X 
l t (x) = 

t 
(t f 0) 

tend uniformément sur toute boule B complètement intérieure à 

D, lorsque t tend vers O, vers une fonction holomorphe ~ sur 

D à valeurs dans E. On dit que "f est la transformation infi

nitésimale associée au groupe à un paramètre 'f . 

Réciproquement, t ~ lf( t) .x est la solution de 1' équation 

différentielle 

prenant pour t = 0 la valeur x. 

Démonstration. - Soit (t,x)!---j,f(t,x) = \f(t).x. D1 après 

la définit ion de 't' , on a : 

é) 
= ot f(O,x). 

Soit x
0

ED. Montrons qu'il existe une boule B
0 

de centre x
0

, 

complètement intérieure à D, telle que 'f t converge vers 'f' uni

formément sur B
0

• 

Choisissons un nombre réel ~ 1 0 et une boule B
0 

de centre 

x
0 

complètement intérieure à D, tels que ~~:~ jj soit borné 

par une constante M sur [':-~,1JxB 0 • D'après la formule de •raylor, 

on a,pour.tout xEB
0

, pour tout /tl <1]: 
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. d 
1/r(t,x)-f(O,x)-t ôf (O,x)!I {:. 

Pa.:r suite, pour tout xéB
0

, pour tout té::.[-iJ,+7], ona.: 

ce qui prouve que 'V t converge vers '-Il uni.formément sur B
O

• 

On déduit du lemme 2.1 .. 1 que ~t converge vers t' unifor

mément sur toute boule B complètement intérieure à D. La limite 

'f est une fonction holomorphe sur D tout entier. 

Réciproquement, en utilisant les propriétés de l'homomor

phisme lf, et compte tenu des théorèmes d'existence et d'unicité 

des solutions des équations différentielles (voir par exemple 

[13], p. 118), on vérifie facilement que 

t _, -->'f(t) .x 

est la solution de l'équation différentielle 

dx \.IJ dt = r (x) 

prenant pour t = 0 la valeur x. 

Q.E.D. 

Remaraue. - Il serait plus correct de considérer les trans

formations infinitésimales '/.! comme des sections du fibré tan

gent T(D) de D. Comme T(D) est trivial, l'espace des sections 

holomorphes du fibré tangent s I ident ifi.e à l'espace des appli

cations holomorphes de D dans E, et ceci justifie nos considé

rations. 

Soit G(D) l'ensemble des transformations infinitésimales 



de D, associées à tous les groupes à un paramètre d'automor

phismes de D. Nous allons montrer que Q(D) a une structure 

d'algèbre de Lie norrnable complète (au sens de Bourbaki [5], 

chapitre 3). Pour commencer, nous allons montrer une proposi

tion qui nous permettra de construire des transformations infi

nitésimales 'fE"Q:(D), à partir d'éléments. du groupe G(D). 

Proposition 2.1.4. - Soit Dun domaine borné d'un espace 

de Banach complexe E. Soit (fk)kEN une suite d'éléments de G(D) 

convergeant vers la transformation identique. Soient nk des 

nombres entiers, et soit 

Supposons que 'fk converge vers une fonction holomorphe "V uni

formément sur toute boule B complètement intérieure à D. Alors 

(Remarquons tout de suite que, d'après le lemme 2.1.1, 

pour que fk converge vers 'f uniformément sur toute boule B 

complètement intérieure à D, il suffit de vérifier qu'il existe 

une boule B complètement intérieure à D telle que 'fk ) 'fi 
0 

uniformément sur B
0

). 

Démonstration (d'après [9], p. 27). - Considérons l'équa

tion différentielle 

D'après les théorèmes classiques sur les équations différen

tielles ( voir par exemple [13] ) , on sait qu'il existe un voisi

nage U de {o;xD dans RxD, et une application analytique 



II.7. 

f 
U-----➔ D 

(t,x)t ) f(t,x) 

telle que, pour tout xE.D, l'application 

t -1 --> f(t,x) 

soit la solution de l'équation différentielle 

prenant pour t = 0 la valeur x. De plus, pour tous les x E: D, 

t E IR, t' E: IR, tels que les deux express ions f ( t +t', x) et 

f(t,f(t',x)) soient définies, on a l'égalité : 

f ( t +t t , X) = f ( t t f ( t 1 , X) ) . 

Soit x
0

E:D, et soit Ix.D....un voisinage ouvert de (O,x
0

) 

contenu dans U. Montrons que, pour tout t E I, positif, assez 

proche de o, l'application 

S2_ ---- D 
X 1-I ---) f(t,x) 

se prolonge en un automorphisme analytique de D. Pour cela, il 

suffit de démontrer qu'il existe une boule B de centre x
0

, com

plètement intérieure à ..fL, et une suite d'éléments (gk)kE::IN de 

G(D), tels que gk converge vers f(t,.) uniformément sur B. En 

effet, comme f(I x..0...) est contenu dans D , lim gk(x
0

) = f(t,x
0

) 
k~oo 

appartient à D, et d'après la proposition 1.1.9, ceci entraîne 

que gk converge vers un élément g E G(D), et que g prolonge 
0 · 0 

f(t,.) en "Uil automorphisme de D. 
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Soit donc t
0

G:I, t
0

) O, et soit qk la partie entière de 

qk 
nkt

0
• Soit gk = fk • Enfin, soit B1 une boule de centr.,e x

0 

complètement intérieure à Jl.. On sait que 

et que 

On en déduit que 

On trouve finalement : 

Si t
0 

est assez petit, on peut trouver une boule B de cen

tre x
0

, complètement intérieure à Jl. , telle que 

- \{ X E B, V t , 0 .{_ t ~ t 
O

, f ( t , X) f: Bl ; 

-VxEB, \/k assez grand, Vq, O{q~qk' fkq(x) E:B1 • 

D'après les majorations de Cauchy, il existe une constante 

K telle que'+' soit K-lipschitzien sur B1 • On déduit des théo

rèmes classiques sur les équations différentielles que, pour 

tout xEB 1 , pour tout yEB 1, pour tout t ËI(x) OI(y), on a : 

(I(x) désigne le plus grand intervalle ouvert contenant O et 

contenu dans L t E IR I f (t , x) E. B1 ) • 
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Soit xEB, et soit q~qk. On a : 

1 

to 
jf(q qk,x) - fkq(x)IJ 

{ //f(~,f((q-1) ::,x)) -f(!:,fkq-l(x))/1 

Tous calculs faits, on trouve : 

Il qk to qk1,· < qk E..k c !toi qk 
( --- ) .___....... c.. ( ( )) f qk ' • - fk 4 B ~ + k exp K - • 

qk qk 

On en déduit l'existence d'une constante K1 telle que 

ce qui prouve que gk = fkqk converge vers f(t
0

,.) uniformément 

sur B. On peut donc prolonger f en un morceau F de groupe à un 

paramètre d'automorphismes de D 

IxD---)D 

On vérifie facilement que Fest analytique par rapport à l'en

semble des variables, et que F se prolonge en un groupe à un 

paramètre d'automorphismes de D. 

Nous pouvons maintenant démontre~ la 

Proposition ~.1.5. - G(D) est un espace vectoriel réel. 

Démonstration. - Il nous faut montrer que, si les 
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transformations infinitésimales 't'1 et 't'2 appartiennent à G(D), 

et si a 1 et a 2 sont deux nombres réels, alors a 1 f 1 + a 2 i'2 
appartient à ~(D). 

Soient (t,x)t )f 1 (t,x) le groupe à un paramètre réel 

associé à 'f'1 , et (t,x)f )f 2 (t,x) le groupe à un paramètre 

réel associé à '1-'2 • Soit 

Pour tout t EIR, x ~f(t,x) est un automorphisme analytique de 

D. Soient fk = f(l/k,.), nk = k. Posons 

Soit x
0 

ED. On peut choisir une boule B de centre x
0

, com

plètement intérieure à D telle que, pour tout x Ë B, pour tout 

t E IR, on ait : 

De m~me, 

l!f2(t,x)-x-t \/12 (x)I! ~ ltl. é2 (t), avec lim E2 (t) = o. 
t~O 

En composant les développements limités, on trouve: 

fjr1 (a 1t,f 2{a 2t,x))-f 2 (a 2t,x)-a 1t. 'P1 (f 2 (a 2t,.x))\1~ !a 1t/ f 1 (a 1t), 

{ { f 1 ( a 1 t , f 2 ( a 2 t , x ) ) - x-a 2 t . 'f 2 ( x ) -a 1 t. ~\ ( f 2 ( a 2 t , x ) ) 11 

On sait d'autre part qu'il existe une constante K telle que 

'f 1 soit K-lipschitzienne sur B. On en déduit que, pour tout 

x EB, pour tout t EIR, on a : 



II.11. 

avec lim f 3(t) = 0 1 

t ➔ 0 

ce qui montre que 'fk converge vers a 1 'r' 1 +a2 'l-1
2 

uniformément sur 

B. D'après la proposition 2.1.4, ceci.entraîne que a1 't' 1+a2 '/12 

appartient à fr(D), et la proposition est démontrée. 

Pro:eosition 2.1.6. - Soient 'f1 et 't'2 deux éléments de 

fr(D). Alors le crochet L 't11 , 't' 2 j appartient à fr(D). 

Démonstration. - Soient 'f'1 et '112 EG(D). Soit (t,x)---J 

f 1 (t,x) {resp. (t,x)~f 2(t,x)) le groupe à un paramètre réel 

associé à 't'1 (resp. 't'2 ). Considérons 

et soit 

Un calcul de développements limités montre que, si x
0 

est un 

point de D et si Best une boule complètement intérieure à D 

de. centre x
0

, "'flk(x) converge vers 'f2• (x). 'i-"1 (x)- 't-'1 • (x). 'f'2(x) 

uniformément sur B. D'après [4], chapitre 8, p. 17, ceci est 

exactement la valeur du crochet ( 'f 1 ,. 'f2J. On déduit de la pro

position 2.1.4 que ['P1 , 't'2J appartient à G(D). 

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème suivant. 

Théorème 2.1.7. - Soit Dun domaine borné d'un espace de 

Banach complexe. Soient B1 et B2 deux boules complètement inté

rieures à D. Les normes If . (/B et /{. /{B sont des normes équi va-
l 2 

lentes sur G(D). Ces normes font de l'espace vectoriel réel 
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~(D) muni du crochet de deux champs de vecteurs une algèbre de 

Lie réelle normable complète (au sens de Bourbaki [ 5], chapi

tre 3). 

Démonst~ation. - Soient B1 et B2 deux boules complètement 

intérieures à D. Montrons que les deux normes 1/ ·I/B et /1 • I/B 
1 2 

sont équivalentes sur Q(D). D'après le corollaire 1.3.7, on 

sait qu'il existe une constante K telle que, pour tout fE.G(D), 

on ait : 

Si 'fi est un élément de G(D), on peut trouver une sui te d'auto

morphismes fkEG(D) convergeant vers l'identité, et des entiers 

nk, tels que 

converge vers 'r'uniformément sur toute boule B complètement 

intérieure à D. (Il suffit de prendre fk = f4' (1/k,. ), où f'f' 

est le groupe à.un paramètre associé à '-V, et nk = k). On a 

alors, pour tout k E IN : 

ce qui entraîne 

On en déduit par passage à la limite que 

On peut montrer de même qu'il existe une constante K' telle que 
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l{ 'f{/B ( K' 1/ '111/B • Les deux normes (l.1/B et If ./IB sont bien 
2 1 1 2 

équivalentes. 

Sur la forme du crochet [ ¼' , 'fi] = Dlf' 'fi - D'fl '-f , il est 

clair que le crochet est une application bilinéaire continue de 

G(D)xG(D) dans G(D). 

Il nous reste à démontrer que G(D ), muni de la norme ri. IJB, 

(où Best une boule complètement intérieure à D), est complet. 

Soit ('P k)kE.IN une suite de Cauchy formé d'éléments de 

Q.(D). Il existe une application analytique 'VE-H(D,E), telle 

que 't' = lim 'V k' et il nous faut montrer que 't' E"G(D). 
k➔+oo 

Cons.idérons la sui te de transformations fk = f 'V k(l/k, • ) , 

( où f 't' k est le groupe à un paramètre associé à la transforma-

tion infinitésimale 't'k). Soit B une boule complètement inté

rieure à D. Du fait que les 'f'k sont uniformément bornés sur B, 

on déduit que les fk convergent vers l'identité. Soit 

D'après la formule de Taylor, on a, pour tout x EB : 

li 
"'a2f 

/1 fk(x)-x- i 'V k(x) 1/ { 12 sup ;i ;' k 
k t E [ O, 1/k] t 

Le calcul montre que 

)2f 

<) rk(t,x) = '/'k'(f (t,x)). 'j-'k(f"-' (t,x)). 
t 't'k l k 

On peut trouver une boule B1 complètement intérieure à D con

centrique à B, telle que, pour tout k assez grand, pour tout 

t E[0,1/k}, pour tout xEB, f't"'k(t,x)EB 1 • Du fait que les 

'f'k sont uniformément bornés sur toute boule complètement 
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intérieure à D, on déduit qu'il existe une constante M telle 

que t pour tout k, pour tout x E B1 , on ait : 

Par sui te, pour tout k assez grand, pour tout x E B, on a : 

l\(fk(x)-x) - t 'fJk(x)l/~ M;. 
k 

On en déduit que ek converge vers 'iJ uniformément sur B, et 

d'après la proposition 2.1.4, cela entraîne que 'JI E G(D). Ceci 

achève la démonstration du théorème. 

2.2. - Quelques propriétés de l'algèbre de Lie Q,{D). 

Nous aurons besoin dans la suite d'autres résultats sur 

1•a1gèbre de Lie G(D), et nous allons les démontrer dans ce 

paragraphe. 

Lemme 2.2.1. - Soit Dun domaine borné d'un espace de Ba

nach complexe E. Soit a un point de D, et soit B une boule com

plètement intérieure à D. Alors il existe une constante K telle 

que, pour tout 'f/E G(D), on ait : 

li'+' fi B ~ K sup ( 11 'f' ( a ) li , If 'P' ( a ) //) • 

Démonstration. - Soit '/1 E G(D). On peut trouver une sui te 

fk d'éléments de G(D), et une suite d'entiers nk, tels que o/k 
= nk (fk-id) converge vers 4' uniformément sur toute boule com

plètement intérieure à D. {D'après la proposition 2.1.3, il 

suffit de prendre fk = f 'P ( 1/k, • ) , où f '1-' est le groupe à un 

paramètre associé à \f', et nk = k). 
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Soit B une boule complètement intérieure à D. D'après le 

théorème 1.3.6, il existe une constante K telle que, pour tout 

kÊ!N, on ait 

et par suite 

On sait que 'fk = nk (fk-id) converge vers 't' uniformément 

sur toute boule complètement intérieure à D. Cela entraîne que 

limite, on trouve : 

et le lemme est démontré. 

On en déduit le théorème 2.2.2 qui est l'analogue pour 

l'algèbre de Lie du théorème 1.2.3. 

Théorème 2.2.2. - Soit Dun domaine borné d'un espace de 

Ba·nach complexe E. Soit a un point de D. L'application !R-linéai

re continue e a 

ea 
G(D)---> Ex~(E,E) 

'f' ('t'(a), 'f/'(a)) 

est injective, et induit un isomorphisme d'espaces de Banach 

de G(D) sur son image Ga(~(D)). 

Démonstration. - Soit B une boule complètement intérieure 

à D. Le fait qu'il existe une constante K telle que, pour tout 
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'f' E Q.(D), on ait 

montre que, si 'V(a) = o, 4''(a) = O, alors {{'f'//B = O, et par 

suite, 'f ~ O. L'application 0a est injective. L'inégalité que 

nous venons d'écrire prouve justement que l'application réci

proque est aussi continue. 

Remarquons que le corollaire 1.3.7 et le lemme 1.3.l entraî

nent l'énoncé suivant : 

Lemme 2.2.3. - Soit Dun domaine borné d'un espace de Ba

nach complexe E, et soit B une boule complètement intérieure à 

D. Alors il existe une constante K telle que, pour tout f E 

H(D,D), pour tout qe.lN*, on ait : 

Nous allons utiliser ce lemme dans la démonstration du 

Théorème 2.2.4. - Soit Dun domaine borné d'un espace de 

Banach complexe E, et soit a un point de D. Soit (fk)kE: IN une 

suite d'éléments de G(D), convergeant vers la transformation 

identique. Soit 

Supposons que 't'k(a)--:,, b E E, 
k➔ +oo 

Alors '1-'k converge sur toute boule B complètement intérieure à 

D vers une transformation infinitésimale 't' E G(D), telle que 
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't'(a) = b, 'f' (a) = g. 

Démonstration. - Pour montrer le théorème, compte tenu du 

lemme 2.1.1 et de la proposition 2.1.4, il suffit de démontrer 

qu'il existe une boule B complètement intérieure à D telle que 

'fklB soit une suite de Cauchy pour la structure uniforme de la 

convergence uniforme sur B. 

Soit B une boule de centre a, complètement intérieure à 

D. Soit f.k = sup ll'f m- 'f k/lB. Il nous faut montrer que 
m~k 

11.m tk = O. 
k 7 +oo 

Pour m1" k, on a : 

d'où 

(1) 

a) Etudions d'abord le premier terme du second membre. 

D'après le lemme 2 .. 2.3, il e}Ç.iste une constante K1 telle que 

Il nous faut trouver des majorations des termes du second 

facteur. 

D'après le théorème 1.3.6, il existe une constante K2 

telle que · 
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Du fait que l12m(fm(a)-a){{ et// 2m(fm' (a)-id)/( sont bornés, on 

déduit l'existence d'une constante M1 telle que 

Etudions maintenant sup 1/tmi-id/lB. Soit 
• 1· 2m-k l 1= , ••• ,. -

M2 = sup ({x-y{/, et appliquons à nouveau le lemme 2.2.'3. On 
xED,yfD 

t t t t 1• r R\,T -1{. a, pour ou m, pour ou c ~, : 

On en déduit 

/lfmi-idl/B 'i f/fm-idlfB (l+K 1 . sup . 1/fmj-id(/B) 
J=l, ••. ,1-l 

{._ i j/:fm-id{/B (l+K 1M2 ) 

-1 ~ i (l+K 1M2 ) • 
2m 

Par suite, 

Reportons ces valeurs dans (2). On trouve l'existence 

d'une constante K3 telle que 

b) Etudions maintenant le second terme du second membre 

de (1). Pour cela, étudions d'abord 



II .. 19. 

On a: 

, m-k 
-{. {j(fm 2 (a)-a)-2m-k(fm(a)-a)j/ 

+ // 2m-k(fm(a)-a)-(fk(a)-a) fl. 

De même, 

2m-k, 
~ /l((fm - ) (a)-id)-2m-k(fm' (a)-id)// 

+ /l 2m-k ( f m ' ( a ) - id ) - ( f k' ( a )- id ) {/ • 

On déduit du fait que a appartient à l'intérieur de B et des 

majorations de Cauchy qu'il existe une constante K
4 

telle que 

m-k 
sup(l/(fm 2 (a)-a)-2m-k(fm(a)-a)f/, 

?m-k, k 
fl((fm- )· (a)-id)-2m- (fm'(a)-id)l/) 

m-k 
.(_ K4 (l(fm 2 -id)-2m-k(fm-id){(B , 

et d'après le a), 

D'autre part, d'après l'hypothèse du théorème, il existe 

une sui te de nombres réels 'l'jk 7 O, telle que, pour tout m ~ k, 

s up ( (l 2m-k ( f m ( a ) -a )- ( f k { a )-a ) Il , l l 2m-k ( f m' ( a )- id ) - ( f k ' ( a )- id ) ({ ) 

(_ '?k 
" 2k • 
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En regroupant ces deux résultats, on trouve finalement : 

Soit A un voisinage convexe de a, complètement intérieur 

à D. Il est clair que, pour tout k assez grand, fk E:. Ga,A (D). 

Des formules écrites ci-dessus, on d.édui t facilement que, pour 

2m-k 
tout k assez grand, pour tout m~ k, fm appartient à Ga,A(D). 

D'après le théorème 1.3.11, il existe une constante K
5 

telle que 

.
1 

2m-k 
I fm -fkl/B 

En regroupant les résultats a) et b), on trouve : 

E k = sup //4'm- o/k,,B { 4ë(K3+K3K4K5) + K5 '7k • 
m#k ~ 2 

On a bien lim Ek = O, et le théorème est démontré. 
k➔ +oo 

Nous aurons également bèsoin des deux résultats suivants. 

Lemme 2.2.5. - Soit Dun domaine borné d'un espace de Ba

nach complexe E. Soit 't' un élément de G(D) non identiquement 

nul. Alors i'f' n'appartient pas à G(D). 

~ (d'après [6], p. 121). - Faisons la démons

t.ration par l'absurde. Soit 4' un élément de Q.(D) non identi

quement nul, et supposons que i't'E G(D). 

Comme le crochet [ ~, i '+'] ~ O, on sait que 1 1 application 



II.21. 

R2 ____ G(D) 

( t l , t 2 ) I ) <f ( t 1 , t 2 ) = f 'f-1 ( t 1 , • ) of i 'P ( t 2 , • ) 

est un homomorphisme de groupe. Soit a un point de D, tel que 

'f (a) f O. L'application 

2 est holomorphe, car on a, pour tout (t 1,t 2)E~ 

ôh 
TI:' (t1,t2>· 

1 
dh 

♦ . 

Elle est non constante, ca~ btÏ (O,O) f o. La fonction h serait 

une fonction entière bornée non constante. C'est impossible 

d'après le théorème de Liouville, et le lemme est démontré. 

Proposi tl,on 2. 2. Q..!. - Soit D un domaine borné, et soit f 

E G(D). Si ~ est une transformation infinitésimale de D et si 

le groupe à un paramètre associé est 

(t,x) 1-1 --) f't' (t,x) , 

alors 

est un groupe à un paramètre d'automorphismes de D, et la trans

formation infinitésimale associée est f."t', où 

De plus, l'application 
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G(D)--)GL(~(D)) 

f _, -) t'Y-:if.'P} 

est un homomorphisme de groupe. 

2.3. - Le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G(D). 

Nous allons construire maintenant le plus grand groupus

cule de Lie G contenu dans G(D). Commençons par le 

Théorème 2.3.1. - Soit Dun domaine borné d'un espace de 

Banach complexe E. Soit ~(D) 0 l'algèbre de Lie oppos9e à G(D), 

et soit G le groupuscule de Lie associé à G(D) 0
• Alors, G agit 

à gauche sur D, et l'application 

G){D---> D 

(g,x)i-1 -~)g.x 

est analytique par rapport à l'ensemble des variables. 

Démonstration. - G{D)0 est égale à G(D), munie du crochet 

[x~y1° = [y,x] = -[x,y]. Soit G le groupuscule de Lie réel 

défini par G(D) 0 (voir [5], chapitre 3, p. 168). 

L'application qui, à un élément de G(D) 0
, associe le champ 

de vecteurs tangents à D qui lui correspond est une loi d'opé

ration infinitésimale à gauche de G(D) 0 dans D (au sens de 

Bourbaki [5], chapitre 3, p. l39). 

D'après [5], chapitre 3, théorème 6, p. 182, on en déduit 

que tout point x
0 

ED possède un voisinage ouvert V tel qu'il 

existe un morceau de loi d'opération analytique à gauche de G 

dans V, tel que la loi infinitésimale associée soit la loi 
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donnée. 

Pour tout gEG, l'application, 

V----D 

se prolonge en un automorphisme analytique de D tout entier. 

On définit donc une application 

(g,x) li----) g.x 

qui est analytique sur un voisinage de [eJ xD dans Gx.D. (e dési

gne l'élément neutre de G). 

Soit (g
0

,x
0

) E GxD. En écrivant 

on montre facilement que l'application 

(g,x)-f --) g.x 

est analytique au voisinage de (g
0

,x
0

). Elle est donc analytique 

sur G~D tout entier. Le théorème est démontré. 

Pour continuer notre étude, nous avons besoin du lemme 

suivant. 

Lemme ?.3.2. - Soit Dun domaine borné, et soit .B une 

boule complètement intérieure à D. Soient u et v deux nombres 

réels tels que O < u /..1 < v. Alors il existe une constante ô / o, 

telle que, pour tout '-VE G(D)' tel que ll'f 1/B < r, on ait 

( où f 'f désigne le groupe à un paramètre associé à 4' ) . 
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Démonstration. - Choisissons- une boule B1 complètement 

intérieure à D, concentrique à B, de rayon r 1 strictement supé

rieur au rayon r de B. Soit OC:. la constante 7 O dont l'existence 

est assurée par la proposition 1.3.2. On montre facilement 

l'existence d'une constante o1 0 telle que /j'Y//B<Y entraîne 

t Es[b, l] llf 4' ( t' . )-idl/Bl <.. d.. • 

Soit qEIN*. On peut appliquer les résultats de la propo

sition 1.3.2 à f'V(l/q,.). On trouve, pour tout qEIN*: 

On sait que, quand q---;?'+eo, q(f't'(l/q,.)-id) converge vers 'f1 

uniformément sur B. Par passage à la limite, on trouve que, 

pour tout '-VE G(D) tel que l('f /ln < ;r, on a : 

et le lemme est démontré. 

Théorème 2.2.3. - L'application 

G')(D-----">-D 

( g, X )11-----4) g .-x 

dont nous avons montré l'existence dans le théorème 2.3.1 défi

nit un homomorphisme de groupuscule P de G dans le groupe G(D) 

des automorphismes analytiques de D. Quitte à restreindre G, F 
est un homéomorphisme de G sur son image f(G). 

Nous identifierons G avec son image f(G), et nous dirons 

que Gest le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G(D). 

Démonstration. - Soit B une boule complètement intérieure 
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à D. Un système fondamental de vo-isinages de l'élément neutre 

e dans Gest constitué par les images par 1•application expo

nentielle des U é =t 'fE.g_(D) l /l'PI/B z.f,) ( f 7 0). L'inégalité que 

nous avons démontrée dans le lemme précédent prouve que le noyau 

de f est un sous-groupuscule discret~ Quitte à restreindre G, 

on peut supposer que f est injective. L~inégalité démontrée 

dans le lemme montre justement que f et f -l sont continues 

au point {id}. Elles sont donc continues partout. Le théorème 

est démontré. 

Proposition 2.3.4. - Soit H(D) le sous-groupe de G(D) 

engendré par le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans 

G(D). On peut munir H(D) d'une structure de groupe de Lie telle 

que une base des voisinages de l'identité dans H(D) soit égale 

à une base des voisinages de l'identité dans G et que l'appli

cation 

H(D )x.D--➔ D 

(g, x) \1----)g.x 

soit analytique. La topologie sous-jacente de H(D) est plus 

fine (au sens large) que la topologie induite par G(D). 

Démonstration. - On vérifie facilement que, si Best le 

filtre sur H(D) défini par le filtre des voisinages de l'iden

tité dans G, B vérifie les conditions (GV I), {GV II) et 

(GV III) de [3}, chapitre 3. Il existe donc une structure de 

groupe topologique sur H(D), telle que B soit le filtre des 

voisinages de l'identité dans H(D). 

D'autre part, pour tout g
0

EH(D), l'application 
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~g 
G __ o___,'l H ( D) 

g-1 ---) go.g . 

est un homéomorphisme de G sur son image. On vérifie que les 

~ g forment un atlas analytique de H(D), que H(D) a bien une 
0 

structure de groupe de Lie, et que l'application 

est analytique. Par la définition même de la nouvelle topologie, 

l'application H(D)--)G(D) est continue, ce qui prouve que la 

topologie sous-jacente à la structure de groupe de Lie de H(D) 

est plus fine (au sens large) que la topologie induite par G(D). 

On en déduit la 

Proposition 2.3.;L. - Soit Dun domaine borné d'un espace 

de Banach complexe E. Les deux conditions suivantes sont équi

valentes: 

(i) Le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G(D) 

contient un vois'inage de l*identité dans G(D) ; 

(ii) Le groupe G(D) peut être muni d'une structure de 

groupe de Lie compatible avec.sa topologie telle que l'appli

cation 

G(D) JC'D'-----) D 

(g,x)1--1 --)g.x 

soit analytique par rapport à l'ensemble des variables. 

Rappelons le théorème suivant, dû à H. Cartan. 

Théorème 2.3.6. ([9], p. 50). - Soit E un espace de Banach 
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complexe~ dimension finie. Soit Dun domaine borné de E. 

Alors le groupe G{D) peut être muni d'une structure de groupe 

de Lie réel de dimension finie compatible avec sa topologie, 

telle que l'application 

G(D),r.D--) D 

{g,x)1 ;,g.x 

soit analytique par rapport à l'ensemble des variables. 

La démonstration consiste à montrer que le plus grand 

groupuscule de Lie contenu dans G(D) contient un voisinage de 

l'identité dans G{D). 

En dimension infinie, les choses ne sont pas aussi simples, 

ainsi que le montreront les exemples que nous allons traiter. 

2.4. - Deux exemples. 

Nous allons commencer par montrer quelques résultats pré

liminaires. 

Définition 2.4.1. - Soit Dun domaine d'un espace de Ba

nach complexe E. On dit que D est cerclé si l'origine O appar

tient à D, et si, pour tout point x
0 

de D, pour tout nombre 

e 1e réel , x
0 

e ED. 

Théorème 2.4.2. - Soit Dun domaine borné cerclé. Soit f 

un automorphisme de D laissant l'origine O invariante. Alors f 

est linéaire. 

Pour la démonstration, voir [7J, théorème VI, p. 30. 
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Définition 2.4.3. - On dit qu'un ouvert connexe_fl_. d'un 

espace de Banach E est un polyèdre analytique généralisé s'il 

existe une famille (éventuellement infinie) de fonctions analy

tiques (gi)i EI de E dans œ, telles que 

On déduit du théorème de Hahn-Banach que la boule-unité 

ouverte d'un espace de Banach est un polyèdre analytique géné

ralisé. 

Lemme 2.4.4. - Soit E un espace de Banach complexe de 

dimension) 2. Soit Jl. un polyèdre analytique généralisé borné 

de E, et soit A un sous-ensemble de .JL, fermé dans E, et tel 

que n - A soit connexe. Alors G(ll - A) s'identifie au sous

groupe des éléments f E G( JL), tels que f(A) = A. 

Démonstration. - Si f E G{ .J2) est tel que f(A) = A, alors 

fl.11.-A est un automorphisme de J2. - A. 

Réciproquement, soit ff. G(Jl- A). Un théorème de prolonge

ment analytique (voir (27], théorème II.l.l.10, p. 27) montre 

que f se prolonge en une fonction analytique 

N 

f : _fL ;>E. 

N 

Montrons que f envoie R dans Jl. • Soit ( gi) i 6 I la famille des 

fonctions analytiques sur E qui définit le polyèdre analytique 

généralisé ..n.., et considérons 

,V 
Il nous faut montrer que, pour tout x E:JL, jgi .::f(x)/ .(1. ·Faisons 
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la démonstràtion par. l'absurde : supposons qu'il existe un 
N 

giof(x 0 ) = a 0 , avec ( a
0

{~ 1. On consi-

dère alors la fonction analytique 

'f (x) = __ 1_ 

gi of(x)-a
0

_ 

qui est une fonction analytique définie sur .il- A. D'après le 

théorème de prolongement analytique déjà cité, elle se prolon-
-..1 

ge en une application analytique lf de ..D~ dans 4::. L'unicité du 

prolongement analytique donne la contradiction. Donc, pour tout 
N I N xEJL, /gi"f(x) ..(1. L'application f envoie $dans.f2.. L'inver-

~ ~ 1 
se de f est donné par le prolongement gde g = f-, et on véri-

/V 

fie que f(A) = A~ 

Lemme 2.4.5. - Soit B la boule-unité ouverte d'un espace 

de Hilbert E, et soit f6. G(B). S'il existe deux points distincts 

x1 et x2 de B, appartenant à un sous-espace vectoriel V de 

dimension 1, tels que f(x 1 ) et f(x 2) appartiennent à un même 

sous-espace vectoriel V' de dimension 1, f transforme V n B en 

V' 0 B. 

Démonstration. - On sait d'après (21], [1s] et [28] que 

les automorphismes analytique·s de B sont de la forme 

avec A EL(E), BE: E, C EL(E,(C), DE: C. De plus, A, B, C, D sont 

astreints à vérifier un certain nombre de conditions que nous 

n'expliciterons pas. Soit e un générateur de V. On a: 

x1 = À1 e, x2 = A 2 e. Du fait que r\1 A(e)+B et A
2 

A(e)+B 

appartiennent à v•, on déduit que A(e) et B appartiennent à V', 
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et par suite, f(vn B)CV'. 

Exemple 1~ - Supposons E hilbertien, somme directe hil

bertienne de sous-espaces vectoriels Vn de dimension 1. Soit 

AnCVn un sous-ensemble fini ayant au moins deux éléments, for

mé d'éléments de norme 1/2. Soit A= UAn• Il est clair que A 

vérifie les hypothèses du lemme 2.4~4. Tout automorphisme f de 

B tel que_ f(A) = A, assez voisin de la transformation identique, 

laisse stable chaque An, donc, d'après le lemme 2.4.5, laisse 

stable chaque Vn OB, et par sui te laisse fixe l'origine O. 

D'après le théorème 2.4.2, f est linéaire, et sa restriction 

à chaque V n B est d I ordre fini. n 

En utilisant ces résultats, nous allons construire un 

domaine borné D1 tel que G(D1 ) soit totalement discontinu non 

discret. 

Soit E un espace de Hilbert séparable,. et soit (en)n 4 2 

une base hilbertienne de E ; notons V le sous-espace vectoriel n 

engendré par en. Soit, pour tout n) 2, AnC V n l'ensemble des 

points de la forme 

1 2ik rr 
exp(---) en, avec k = o, 1, .•• , n-1. 

2 n 

Soient A = Ü An et D1 = B - A. 

Eroposition 2.4.6. - Soit H le sous-groupe du groupe uni

taire de E formé des automorphismes crk rù k = (kn )n ~ 2 , avec 

0 .{ kn (n-ïJ, et où a-k est défini par 

2ikn TC 
Vk( en) = exp( . ) en • 

n 

H est un sous-groupe de G(D1 ), et H contient un voisinage V de 
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la transformation identique dans G(D1 ). 

Démonstration. - On a vu que toute transformation o- E 

G(D1 ) assez proche de la transformation identique laisse stable 

chaque Vn OB, et est linéaire ; donc 

cr( e ) = r\ e , avec n n 

Du fait que cr- laisse stable An' on déduit que 

2ik TC 
A= exp{--), 

n 

ce qui démontre la proposition. 

On en déduit le 

Théorème 2.4.7. - L'algèbre de Lie G(D1 ) est réduite à 

{oJ. Le groupe G(D1 ) est totalement discontinu non discret. En 

particulier, ce n'est pas un groupe de Lie. 

Exemple 2. - Soit E un espace de Hilbert séparable, et 

soit (en)nE.IN une base hilbertienne de E. Soit B la boule-unité 

ouverte de E, et soit a= (an)nEN un point de B. Supposons de 

plus que a
0 

= a 1 = O, et que, pour tout n 412, an f O. 

Soit S l'image de~ par· l'application 

!R-----E 

2i TC lf 
lf, i- --> (an exp(---) )n Ë IN • 

n! 

Soient aussi M
0 

et M~ deux points distincts de B contenus dans 

let-espace vectoriel V
0 

engendré par e
0

, M1 et Mi deux points 

distincts de B contenus dans le C-espace vectoriel v1 engendré 

par el. Enfin, soient A= sUMOVM~VI'ii1UMl et D2 = B - A. 
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On montre facilement que A vérifie les hypothèses du 

lemme 2.4.4. Le groupe G(D2 ) s'identifie au sous-groupe des 

f E G (B) tels que f(A) = A. Les automorphismes de D2 suffisam

ment proches de la transformation identique laissent fixes les 

points M
0

, M~, M1, M1. Ceci entraîne qu'ils laissent fixes 

v
0
n B et v

1 
n B ; par suite, ils laissent fixè l'origine O. Ils 

sont donc linéaires. 

Considérons le groupe à un paramètre d'automorphismes 

linéaires de E 

2i0 IC 2i01C 
où lf(0, (~)nEN) = (x

0
,x 1 ,x 2 exp{-), ••• ,xn exp(-), ••• ) 

2! n! 

On vérifie que, pour tout 0 € R, lf( 0,.) est un automorphisme 

Soit G le plus grand groupuscule, de Lie contenu dans G(D2), 

et soit H(D2) le sous-groupe de G(D2) engendré par G.- Soit 

fp = 'f (p!,. )é:H(D 2). On a : 

2i1l:' 
fp((xn)nE@) = {x

0
,x 1 , •.• ,xp,xp+l exp(---), ••• , 

p+l 

2i 1C 
xn exp{----), ..• ) • 

(p+l) •.. n 

Il est clair que fp ~id quand p-,► + ~. Montrons cependant 

que, pour passez grand, fp n'appartient pas au groupuscule de 

Lie G. En effet, si, pour tout pEIN, fp appartenait au groupus

cule de Lie G, on déduirait du lemme 2.3.2 que, pour tout p 

assez grand, 
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2i e Tt 
xn exp{----), ••• ) • 

(p+l) •.• n 

est un groupe à un paramètre d'automorphismes de D2 • On vérifie 

qu'il n'en est rien en montrant par exemple que 'f'p(l/2,A) 

n'est pas contenu dans A. Nous avons montré le 

Théorème 2.4.8. - Le groupe, H(D2 ), muni de la topologie 

de la convergence uniforme locale n'est pas un groupe de Lie. 

Ceci entraîne que la topologie pour laquelle H(D2 ) est un 

groupe de Lie est strictement plus fine que la topologie de la 

convergence uniforme locale. De plus, G(D?) n'est pas un groupe 

de Lie. 
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CHAPITRE III 

Les domaines bornés symétriques. 

Nous allons appliquer la théorie que nous avons développée 

dans les deux premiers chapitres aux domaines bornés symétri

ques. En dimension finie, E. Cartan [6] a étudié les domaines 

bornés symétriques, a montré qu'ils étaient homogènes et a 

classé les domaines bornés symétriques irréductibles en six 

classes. 

Si D est un domaine borné symétrique d'un espace de Banach 

complexe E, pour tout point a de D, nous noterons r:.ra la symé'!"' 

trie par rapport au point a. Dans la première partie, nous 

montrerons que l'application a~~ est localement lipschit

zienne. et par suite continue. 

Dans la deuxième partie, nous étudierons l'algèbre de Lie 

d'un domaine borné symétrique D. Soit G le plus grand groupus-

cule de Lie contenu dans G(D), et soit H(D) le sous-groupe de G(D) 

engendré par G. Nous montrerons que D est homogène sous l'action de 

H(D). Nous en déduirons que l'application de DxD dans D 

est analytique par rapport à l'ensemble des variables, lorsque 

l'on munit le premier facteur-de sa structure analytique réelle 

sous-jacente, et le deuxième facteur de sa structure analytique 
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complexe. Enfin, nous étudierons l'algèbre de Lie ~(D) suivant 

des idées de E. Cartan. 

Ces résultats nous permettront dans la troisième partie 

de construire une carte locale de Dau voisinage d'un point a 

de D, telle que, dans cette carte, les éléments du groupe 

d•isotropie du point a soient linéaires. Nous montrerons dans 

la quatrième partie que cette carte locale se prolonge en un 

isomorphisme de D sur un domaine borné cerclé étoilé, ce qui 

prouve en particulier que D est simplement connexe. 

La cinquième partie sera consacrée à une caractérisation 

du groupe d'isotropie d'un point a de D. Enfin, dans la sixième 

partie, nous traiterons des exemples. Nous montrerons en parti

culier que, pour un bon nombre de domaines bornés symétriques, 

le groupe des automorphismes analytiques de D est un groupe de 

Lie, ce qui nous amène à conjecturer que, pour tout domaine 

borné symétrique D, G(D) est un groupe de Lie. 

3.1. - Définitions et premières propriétés~ 

Proposition et définition 3.1.1. - Soit Dun domaine borné 

d'un espace de Banach complexe E, et soit a un point de D. Soit 

cr un automorphisme analytique de D. On dit que cr est une 

symétrie par rapport au point a si (J' vérifie l'une des condi

tions équivalentes suivantes : 

(i) o-2 = id, et a est un point invariant isolé de \r; 

(ii) 0-(a) = a, et cr' (a) - - id. 

De plus, un tel automorphisme a-, s•il existe, est unique. On 
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l'appelle la symétrie par rapport au point a, et on le note 

0-a• On dit alors que D est symétrique par rapport au point a. 

Démonstration. - Il est évident d'après le théorème 1.2.3 

qu'un automorphisme cr vérifiant (ii), s'il existe, est unique. 

Il nous reste seulement à démontrer l'équivalence de (i) et 

'.ii). Montrons d'abord (i)===1(ii). 

Soit a-EG(D) vérifiant (i). Nous allons construire une 

carte g de D au voisinage du point a dans laquelle cr est 

linéaire. Soit g l'application de D dans E définie par 

On a : 

1 

2 
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D'après le théorème d'inversion locale, il existe un voisinage 

U de a dans D, et un voisinage V de O dans E, tels que g soit 

un isomorphisme de U sur V. Un calcul im.médiat montre que cr, 

dans la carte.définie par g, est une application linéaire égale 

à <r' ( a ) • ( 1 ) 

Dans la carte g que nous venons de définir, a- est 

linéaire. Du fait que a-2 = id, on déduit l'existence de deux 

sous-espaces vectoriels fermés supplémentaires F et G de E, 

tels que 

cr = idfF œ (-id)j G • 

Le fait que a est un point invariant isolé entraine que 

F = [oJ. Dans cette carte locale, cr= - id, et par suite, 

cr' (a) = - id. 

{ii) ===}(i). Si o-(a) = a, et cr• (a) = - id, on a : 

(l) D'une manière plus générale, on peut démontrer le 

résultat suivant (d'après H. Cartan [7], p. 80) : 

Soit Dun domaine borné d'un espace de Banach complexe E. 

Soit a un point de D, et soit G un sous-groupe du groupe d•iso

tropie Ga(D) possédant une mesure de Haar de masse totale 

finie. Alors il existe une carte locale g de Dau voisinage de 

a, telle que, dans la carte définie par g, les éléments de G 

soient linéaires. 

En dimension finie, ce résultat permet de linéariser le 

groupe d'isotropie d 1 un point a de D. Il n'en est pas de même 

en dimension in:finie, car le groupe ·d'isotropie d'un point a 

ne peut pa-s, en général. être muni d'une mesure de Haar de 

masse totale finie ! 
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o-2(a) = a, et ( cr-2)' (a) = ( v' (a)) 2 = id. D'après la proposi

tion 1.2.1, o- 2 =id.Il suffit alors de considérer une carte 

locale de D au voisinage de a dans laquelle a- est linéaire, 

pour vérifier que a est bien un point invariant isolé de o-. 

Définition 3el.2. - On dit qu'un domaine borné D est symé

trique s'il est symétrique par rapport à tout point a de D. 

Définitiona,3.1.3. - On dit qu'un domaine borné D est homo

gène si, pour tout couple de points (a,b) de D, il existe un 

automorphisme analytique f de D, tel que f(a) = b. 

Dans [6], E. Cartan a, en utilisant la métrique de Berg

mann, montré que tout domaine borné symétrique est homogène. 

Il est clair d'autre part que, si D est un domaine borné homo

gène d'un espace de Banach E, et si D est symétrique par rap

port à un point a de D, alors D est symétrique. Enfin, déjà en 

dimension finie, il existe des domaines bornés homogènes non 

symétriques {voir par exemple [24], [25] p. 131 et suivantes, 

et [32]). 

Nous allons démontrer que tout domaine borné symétrique 

d'un espace de Banach complexe est homogène. La démonstration 

donnée par E. Cartan [6] en dimension finie ne se généralise 

pas en dimension infinie, car nous ne possédons pas d'équiva

lent de la métrique de Bergmann. Aussi, nous donnerons une 

autre méthode de démonstration. Montrons d'abord le 

Théorème 3.1.4 .. - Soit Dun domaine borné symétrique. Soit 

a un point de D, et soit B une boule complètement intérieure à 

D. Alors il existe un voisinage U de a, et une constante K tels 

que, pour tout bE U, pour tout cEU, on ait 
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On en déduit que l'application 

D---G(D) 

b ,-f ----+> a-b 

est continue. 

Démonstration. - Soit B1 une boule de centre a complètement 

intérieure à D. D'après le lemme 1.1.7, il existe une constante 

K1 telle que tout automorphisme f E G(D) soit K1-lipschi tzien 

sur B1 • De même, il existe une constante K2 telle que, pour 

tout automorphisme fEG(D), f' soit K2-lipschitzien sur B1 • 

Soient b et c deux points de B1 • Etudions llo-b ( c) - crc ( c )/1. 

\\<rb(c)-~(c)fj ~ l!~(c)-crb(b)/j + IJ <rb(b)- ~(c)// 

~K 1 IJc-bf{ +/1 b-cl/ ~ (K1+1) ~b-cll . 

Etudions de même 1/ (Tb' ( c) - Cfè' ( c) /1 . On sait que 

crc•(c) = - id, o-b'(b) = - id. On a donc : 

On trouve finalement que, pour tout bcB 1 , pour tout cEB 1, on 

a : 

Soit A un voisinage convexe du point a, complètement inté

rieur à D. D'après les inégalités écrites ci-dessus, il existe 

un voisinage u1 de a, tel que, pour tout b EU1, crb appartienne 

à Ga.A(D). Soit u2 le voisinage ouvert de a dont l'existence 
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est assurée par le théorème 1. 3.11, et soit U = u1 n u2n B1 • 

Alors, d'après le théorème 1.3.11, il existe une constante K
3 

telle que, pour tout bE u, pour tout c EU, on ait 

{(vb- vcllB ~ K3 sup(flvb(c)- vc(c)lJ,/lvb'(c)- ~'(c)j/) 

.(. K3 sup (( K1 + 1) , K 2 ) /} b-c // • 

Ceci prouve le théorème. 

Proposition 3.1~~ - Soit Dun domaine borné symétrique, 

et soit a un point de D. Alors l'application 'fa 

D--·--- 7 D 

b1 }~(a) 

est différentiable au point a et a pour dérivée 2 id. 

Démonstration. - On peut supposer que a est l'origine O 

de E. Pour montrer que f O est différentiable en Oeta pour 

dérivée 2 id, il nous faut démontrer que 

Il a-b ( o ).:. o-0 ( o )-2blf _......._ __ _,..____ = 

Il b '' 

Hvb ( o )-2bJI 

Il b /1 

tend vers O,quand b tend vers O, b f. O. 

Choisissons une boule B de centre o, complètement inté

rieure à D. Soit b~ B. Appliquons la formule de Taylor à vh 

au point b. On obtient 

D'après le lemme 1.1.7, il existe une constante M telle que, 

pour tout automorphisme f de D, {(f( 2)//B~ M. On en déduit : 
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ce qui montre que ~O est différentiable à l'origine Oeta 

pour dérivée 2 id. 

2•.S.~ - ~•a~&èbre de Lie des transformations infinitésimales 

d'un dorg_aine q,orné s;ymét,:t:,1,.9.ue. 

Un calcul un peu fastidieux permettrait de montrer que l'ap

plication Îo que nous avons définie au paragraphe précédent est 

strictement différentiable au point o. D'après une forme faible 

du théorème d'inversion locale (voir [13], proposition 4.3.1, 

p. 57), il existe donc deux voisinages U et V de O dans D tels 

que 'f0 

U----V 

bf } °t (0) 

soit un homéomorphisme de U sur V. On en déduit par un raison

nement de connexité que tout domaine borné symétrique est homo

gène. 

Nous ne détaillerons pas davantage cette méthode de 

démonstration, car nous allons étudier dans ce paragraphe 

l'algèbre de Lie des transformations infinitésimales d'un 

domaine borné symétrique D, et cela nous donnera le résultat 

plus précis que voici : si H(D) désigne le groupe engendré par 

le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans G(D), D est 

homogène sous l'action de H(D). 
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ProRosition 3.?..:,_l:_ - Soit Dun domaine borné d'un espace 

de Banach complexe E. Supposons que l'origine O appartienne à D, 

et que D soit symétrique par rapport au point O. La symétrie 

<T0 agit par automorphisme intérieur sur l'algèbre de Lie G(D). 

On en déduit une décomposition directe 

où 

' 
G(D) + = l 't'é G (D) 1 v0 • 'r' = 't' J, 

G(D)- = {'ft G(D) 1 °cJ· 't' = - '+']. 

Si on considère une carte locale de Dau voisinage de O dans 

laquelle a-0 est linéaire, on a : 

Q.(D) + = [ 'YE: G(D) 1 't' est une fonction impaire de xJ 

= [ 'fE: Q.(D) 1 'fi (o) = o] ; 

G(D)- = [ 'I/E. G(D) { ~ est une fonction paire de x J 

= .ff-1 E Q. ( D ) 1 'Y ' ( 0 ) = 0 J . 
De plus, l'application 

G(D)----?'E 

'r' , >i'(o) 

est un isomorphisme d'espaces de Banach réels de G(D)- sur son 

image. 

Enfin, on déduit des règles de calcul du crochet les inclu

sions suivantes : 
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[G(D)-,G(D)jCG(D)+ , 

[Q.(D) +, Q.(D )-] C Q.(D )-

Démonstration. - La symétrie cr
0 

agit sur Q.(D) par automor

phisme intérieur, et comme o-
0 

2:::: id, o-0 définit un automorphis-

me involutif de G(D). On en déduit la décomposition annoncée. 

Considérons une carte locale de Dau voisinage de O dans 

laquelle o-0 est linéaire égal à -id. Dans cette carte, on a: 

Compte tenu du fait qutun élément 'f EG(D) est caractérisé par 

sa valeur en O et celle de sa dérivée en O, on en déduit que 

G(D)+ = [ 'fié Q(D) f 'f (0) = oj , 

G(D)- = L 'fE a(n)f 'f', (o) = oJ , 

ce qui achève la démonstration de la proposition. 

Définition 3.2.2. - Suivant la terminologie de E. Cartan 

[6], nous appellerons les éléments de G(D)+ les rotations infi

nitésimales, et les éléments de Q(D)- les transvections infini

tésimales. 

Prqposition ~.2.h - Soit Dun domaine borné symétrique 

d'un espace de Banach complexe E. Supposons que l'origine 0 

appartienne à D. Alors l'application 

G(D )- __ __,, E 

i-1 I > "/-'(O) 

définie dans la proposition 3.2.1 est un isomorphisme d'espaces 
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de Banach réels de G(D)- sur E. 

Démonstration. - Il suffit de montrer que, pour tout bE E, 

il existe 't'E G(D)-, tel que ~ (0) = b. Considérons 

. , 

fk ~ id quand k-~ +ro. Soit. 

On a : 

'f'k(O) = 2k-l ( 0-b o°o(O) - 0) 

7 
= 2k-1 ub (0) . 

~ 
On sait d'après la proposition 3.1.5 que l'application 

est dérivable en O et a pour dérivée 2 id. Donc 'Yk(O) tend 

vers b, quand k --} + oo • 

Pour continuer ce calcul, on se place dans une carte loca

le de D au voisinage de O dans laquelle cr0 est linéaire. On 

va maintenant montrer que 'Vk'(O) tend vers O. Soit B une boule 

de centre O complètement intérieure à D. D'après la formule de 

Taylor appliquée à .]_ Vb au point O, on a: ox 
~ 
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On sait d'après le lemme 1.1.7 que, pour tout fE G(D), il exis

te une constante M telle que f/f(3 )j/B~M. On en déduit : 

j/2'/'k•(o) -~x~V{(O).(bJ// (M il~t·. 
2 

On va montrer que 1/ 0:: OJe_(o)// tend vers O quand k-,)+o0, 

2k 

ce qui, compte tenu du théorème 2.2.4, achève la démonstration 

de la propositio~. D'après le théorème 3.1.4, il existe un 

voisinage U de O dans D, et une constante K1 tels que, pour 

tout point c de U, on ait 

On déduit des majorations de Cauchy qu'il existe une constante 

K2 telle que 

llo!! ~<o> -';):!1'o<o>[ ~ K2 I/ ~ - CTol(li ~ K1 K2 /Ici/. 
';) 2 

Comme dans la carte considérée., .L 0-o( 0) = O, on en déduit 
ox2 
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'è)2 
2 crb (0) tend vers o. 
';3x k 

2 

Q.E.D. 

Nous pouvons maintenant montrer le théorème suivant. 

Théorèm~ 3.2.1. - Soit Dun domaine borné symétrique d'un 

espace de Banach complexe E.Soit a un point de D, et soit G le 

plus grand groupuscule de Lie contenu dans le groupe G(D) des 

automorphismes analytiques de D. Àlors l'application orbitale 

F(a) 
G-----➔ D 

gi------) g.a 

est au voisinage de l'identité une submersion directe. 

Démonstration. - On peut supposer que a est l'origine 0 

de E. L'application linéaire tangente à f(o) au point [idy est 

E 

t-------'}'f( 0) • 

D'après les résultats que nous avons démontrés, T[idj f(o) est 

un épimorphisme direct. On en déduit que f ( 0) est au voisinage 

de l'identité une submersion directe. 

Q.E.D. 

On déduit du théorème 3.2.4 les résultats suivants: 

Proposition 2.2.5. - Soit Dun domaine borné symétrique, 

et soit a un point de D. Soit G le plus grand groupuscule de 

Lie contenu dans G(D). Alors -il existe un voisinage U de a dans 

D, et une application analytique .F : U--"7G (U étant muni de 
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sa structure analytique réelle sous-jacente) telle que 

{i) F(a) ::::: id, 

(ii) pour tout point b de U, F{b).a = b • 

Un raisonnement de connexité permet alors de montrer le 

Théor~~e 3.~6. - Soit Dun domaine borné symétrique. Soit 

G le plus grand groupuscule de Lie contenu dans G{D), et soit 

H(D) le sous-groupe de G{D) engendré par G. Alors D est homo

gène sous l'action de H(D). En particulier, D est homogène. 

Théo~~we 3.2.]._~ - Soit Dun domaine borné symétrique. Alors 

l'application 

DxD--- 7D 
{a, x)l---->v

8 
(x) 

est analytique, lorsque l'on munit le premier facteur de sa 

structure analytique réelle sous-jacente, et le deuxième fac

teur de sa structure analytique complexe. 

Démonstration. - Soit a un point de D, et soit F l'appli

cation définie dans un voisinage U de a, à valeurs dans G dont 

l'existence est assurée par la proposition 3.2.5. Alors, on a 

pour tout b EU, 

donc c.r-b(x) est une fonction analytique du couple (b,x). 

Bien sûr, l'application (a,x)r-->°a(x) nt est pas une 

application holomorphe de DxD dans D. Ainsi, si D est le disque

unité ouvert dans C, on a: 



-x + ...1L 
l+aâ 

2â 
l - - X 

l+aa 

ce qui n'est visiblement pas une application holomorphe de DxD 

dans D. 

Le lemme 2.2.5 peut s'exprimer de la façon suivante: 

ProEosi~Jon 3.2.8. - Soit Dun domaine borné quelconque. 

L'application 

G(D) ®!R C---H(D,E) 

f®c t-----➔ C • f 

est injective, et est un isomorphisme sur son image. 

Pour tout 5 €:. E, nous noterons X 
5 

1 • unique élément de 

G(D)- tel que X5 (o) = 5. Considérons maintenant le complexifié 

G(D) ®R a:! de Q.(D). Soit, pour tout 5 E E, 

Ona évidemment Ys(O) = s, Z
5

(0) =O. 

On vérifie facilement que l'application 

E---G(D)-©IR t 

31-----~Y 5 

est €-linéaire; c'est un isomorphisme de l'espace et-vectoriel 

E sur son image B1 ; l'application 

E--~G{D)-®a a! 

s t-----;;> z 
5 
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est un C-antiisomorphisme de E sur son image B2, et on a la 

décomposition directe: 

On appelle les éléments de Q.(D) +®IR G; les rotations infi

nitésimales imaginaires, et les éléments de G(D )- ®IR C les 

transvections infinitésimales imaginaires. 

Lemme 3./.9. - a) Soit Y une rotation infinitésimale 

réelle (i. e. E G(D)+). Alors, pour tout '_SEE, 

b) Soit 'f = 8+ i 'JJ une rotation infinitésimale imaginaire. 

Alors 

[ Y 5 , V'] = Y c e , < o > + i 'f, < o > >. "1s 

(z-g, 'f] = z( 8 1 (0) i 'P'(o)). ·s 
Démonstration. - a) On a: 

• 

On sait que [X~ , lf] est une -transvection infinitésimale réelle, 

elle est donc déterminée par [x'§,,Y](o). Or, 

[x~,'f](o)= \f•(o).~-O= 'f•(o).~. 

On a donc: [x1s, lfJ = X ~•(o). 5 • 

b) se démontre facilement en écrivant la décomposition de 

Ys (resp. Z 5 ), et en utilisant la œ-linéarité de YS (resp. 

~-antilinéarité de Z ). 
~ 
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Lemme 3.2.10. - Soit 'f == '+1 + i8 E. G(D)+®lR (C telle que 

'f' ( 0) == 0. Alors f = 'f ::. 0 ~ 0. 

Démonstration. - On sait déjà que 'f (O) == 0(0) == O. Il 

suffit donc d'après le théorème 2.2.2 de montrer que 'f''(O), 

et par suite e, (0) sont nuls. 

On déduit du théorème 2.2.2 que l'application 

~(D)+--~~(E,E) 

' ( 0) .--- r; 
est un isomorphisme de G(D)+ sur son image. Supposons que 'f' (0) 

soit différent de O. On a alors ~•(o) = -i g, (0) f O. Si on 

considère l'application 

~ -C--~>L(E,E) ~xp L(E,E) 

c ,---➔ c '1-'' ( 0) 1-· ---;:, exp ( c '/-'' ( 0)) , 

on obtient une application entière non constante de t dans 

L(E,E), elle ne peut pas être bornée. Cependant, son image est 

contenue dans l'image de l'application 

G(D)--)~(E,E) 

f 1--1 --> f'(O), 

et ceci est en contradiction avec les majorations de Cauchy 

pour la dérivée en Ode tout automorphisme de D. 

Pronositi_Q._n 3.2.11. - Pour tout '1s EE, pour tout "7 E. E, 

les crochets [Ys , Y11 l et [z 
5

, z'YJ J sont identiquement nuls. 

Démonstration (d'après (6]). - Faisons la démonstration 



III.18. 

pour [Y 7s, Y-'71 • Il ressort des calculs précédents que [Y 
5 

, Y17 J 
est une rotation infinitésimale imaginaire ( 'r' + i B). Soit 

z5 E 112 • On a vu que [ [YS , Y 17 J, z5 J ~ ]}2• 

D'après l'identité de Jacobi, on a : 

On voit que les deux termes du second facteur appartiennent à 

;§.1 • Donc, pour tout '"S E E, 

Mais on sait que [Y
5 

, Y
1
] est une rotation infinitésimale 

( 'f + i 8), et on a, pour tout °S <S E 

On en déduit : 

'P'(O) - i 0'(0) = 0, 

et d'après le lAmme 3.2.10, cela entraîne que 

a donc démontré que, pour tout 5 E E, pour tout~ é E, 

[ y·s 'Y 1 J == 0 • 

Une démonstration semblàble montrerait que, pour tout 

5EE, :pourtoutfjE:E, [z
5

,z
11

]=0. 
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3.3. - Construction d'une carte locale de Dau voisinage 

de O dans laquelle les éléments de G
0

(D) sont linéaires. 

(Rappelons que G
0

(D) désigne le sous-groupe des éléments de 

G(D) laissant fixe O ED). 

On suppose commé au paragraphe précédent que D est un 

domaine borné symétrique, et que l'origine O appartient à D. 

Considérons l'application 

'f 
D----- L(E,E) 

x 1---7 ls l-7Y ~ (x)} • 

~ est une application t-analytique de D dans L(E,E), et on a 

'f(o) =id.Par suite, il existe un voisinage V de O dans D, 

tel que, pour tout xEV, \f(x) appartienne à Isom(E). Soit $ 

l'application 

Isom(E)--Isom(E) 

, 

et considérons l'application 

V-----Isom(E) 

x,~---)eo'f(x). 

L'application 'f = 0 c 'f est une application de V dans 

L(E,E); on peut la considérer comme une forme différentielle 

sur V. 

Pr0J.?0Sition 3. 3.1:. - '1-' est une forme différentielle 

fermée (i.e. d 't' = O). 

Démonstration. - D'après Q-4], proposition 2.3.1, p. 25, 

il suffit de démontrer que l'application bilinéaire 
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est symétrique. 

Calculons d'abord \f '(x) E1,(E,L(E,E)). On a: 

On sait d'autre part que 

e, ( ) -1 -1 u .K = - u o Kcu (KEL(E,E)) • 

En appliquant la formule de dérivation des fonctions composées, 

on trouve: 

'f' 1 
( x ) = e ' ( lf ( x ) ) o lp 1 

( x ) E !!_ ( E , L ( E, E ) ) , 

't'' (x) .h 

'f'(x).h 

et il nous faut montrer que l'application bilinéaire 

est symétrique. 

Il suffit bien sûr de montrer que l'application bilinéaire 

' . 

(h, ~) 1--1 -~> (Y l ) (x) .h 
lf (x)- • i 

est symétrique .• Quitte à multiplier h et 3 par lf (x), il suffit 

de vérifier que l'application bilinéaire 

est symétrique. 

On sait d'après la proposition 3.2.11 que le crochet 
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est identiquement nul, ce qui montre que l'àpplication bili

néaire considérée ci-dessus est symétrique, et la proposition 

est démontrée. 

Théorème 3.3.2. Il existe une carte locale f d'un voisi-

nage V de o dans D sur un voisinage U de 0 dans D, telle que 

f(O) ::: o, qui jouit de la propriété suivante . . 
(C) dans cette carte, le champ y5 est un champ constant 

égal à f, quel que soit 1 eE. 

Dans une telle carte, les automorphismes de D appartenant 

au groupe d'isotropie de O sont linéaires, les rotations infi

nitésimales sont linéaires, et Z ~(y) est un polynôme homogène 

de degré 2 en y, pour tout ifE. 

(Remarque : on montrerait facilement qu'une telle carte 

locale est unique à un automorphisme linéaire près). 

Démonstration. - Du fait que d 'Il= o, le théorème de Poin

caré ( voir par exemple [14], théorème 2.12.1, p. 39 ) dit 

qu'il existé une application hplomorphe f définie dans un 

voisinage V
0 

de O dans D à vàleurs dans E, telle que f(O) = O, 

et df = 'l-1 • On a donc 

df(O) = 'fi (0) = id. 

Le théorème d'inversion locale assure alors que f est une carte 

locale de Dau voisinage de O. De plus, la relation df = 't' se 

traduit par f' (x).Y S (x) = s , ce qui prouve (C). 

Soit g un automorphisme de D appartenant au groupe d'iso

tropie du point O. On a 
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ce qui donne 

ce qui prouve que, d.ans la carte définie par f, g' est une 

application constante. Par suite, g est linéaire. On en déduit 

immédiatement que toute rotation infinitésimale (réelle ou 

imaginaire) est linéaire. 

La transvection infinitésimale Z ~ (y) admet au voisinage 

de O un développement en série L, Pn(y), où Pn est un poly

n~ 2 

nôme homogène de degré n. Calculons le crochet 

Pour tout '7, ce crochet est une rotation infinitésimale ima

gi_naire ; c'est donc une fonction linéaire de y, et cela entraî

ne que Z ~ (y) est un polynôme homogène du second degré. 

Q.E.D. 

Nous noterons souvent Z( ~ ,x,y) la fonction trilinéaire 

associée, œ-linéaire symétrique en x et y, t-antilinéaire en 5 • 

Nous aurons également besoin du 
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Lemme 3. 3. 3. - Pour tout élément 5 de E non nul, on a 

[ X 5 , Xi § ] =/=: 0 • 

Démonstration. - Faisons la démonstration par l'absurde. 

Supposons que le crochet [x
5 

,Xi
5
] = O. Cela entraîne que 

l'application 

R2 -----? G(D) 

{ t l' t 2) lf( t P' t 2) = fx (t 1 ,.)ofx (t 2,.) 
5 ., is 

est un homomorphisme de groupe. 

Calculons le crochet [X
5 

,xi
5

] dans la carte f. On trouve : 

[x5 ,xi SJ = [ 5 +Z( $ ,y,y),i~ -iZ( s ,y,y)] 

=-4iZ(3,3,y), 

et par suite, on a pour tout y E. E, Z ( ; , 5 , y) = O, et en parti cu-

1 i er, Z(5 , ~ , .5) = O. En intégrant les équations différentielles 

dx dx 
- = X (x) 

dt 3 
et - = x. -c (x) 

dt 1 ~ 

dans la carte définie par f, on trouve alors 

Ceci montre que l'application 

C-----D 

(t 1 +it 2)t )\f(t 1 ,t 2 ).0 

est holomorphe au voisinage de O dans t. On en déduit qu'elle 

est holomorphe dans œ tout entier en écrivant : 

On trouverait ainsi une fonction entière bornée non constante. 

C'est impossible d'après le théorème de Liouville. Le lemme est 

démontré • 
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~.4. - Prolongement de la carte f. 

Le but de ce paragraphe est de montrer le théorème suivant. 

Théorème 3.4.1. - Soit Dun domaine borné symétrique. La 

carte locale f de Dau voisinage de O, dont nous avons montré 

l'existence dans le théorème 3.3.2, se prolonge en un isomor

phisme F de D sur un domaine borné cérclé étoilé. Par suite, D 

est contractile et simplement connexe. 

Soit Dun domaine borné symétrique. Supposons que l'origine 

0 appartienne à D, et soit 

f : V--)U 

la carte locale dont l'existence est assurée par le théorème 

3.3.2. Quitte à restreindre U, on peut supposer que U est une 

boule de centre O contenue dans E. Soit v 0 le groupe à un 

paramètre d'automorphismes de V défini par 

RxV------V 

( 0 , X) t > f-l ( e i e f (X) ) • 

Le prolongement du groupe à un paramètre 0-e sera la 

première étape de la démonstration du théorème 3.4.1; A cause 

de difficultés topologiques (on ne sait rien pour l'instant sur 

rc1 (D) ! ) , il n'est pas possible de prolonger directement o-9 

en un groupe à un paramètre d'automorphismes de D. Nous serons 
N 

obligés de considérer le revêtement univers,el D de D, et nous 

prolongerons le groupe à un paramètre <Te en un groupe à un paramètre 
'V 

d'automorphismes de D. Montrons d'abord la proposition suivante. 

Proposition '3.4.2. - Pour tout E) EIR, Of; définit un 
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automorphisme de l'algèbre de Lie Q(D). 

Démonstration. - Par automorphisme intérieur, v 0 agit 

sur les champs de vecteurs tangents à V, et il nous faut montrer 

que, pour tout 'f E Q(D), °e. '1-' E: G(D). Pour faire le calcul, 

plaçons-nous dans la carte f. 

Si '1--' est une rotation infinitésimale, on a 

car 4' est linéaire, ce qui prouve que v 0 ., ~ E. G (D). Si 'V 

est une transvection infinitésimale, que l'on peut écrire sous 

la forme 

't' = = 5- + z ( s , y, y ) , 

on a : 

( /'t- ) c ) 1 e ( -c ( -c -10 -1 e ) ) v G .X 
5 

y = e ::::, + Z !:> ,y e ,y e 

1 e < -c: -21 e < -c: ) ) = e :::::> + e Z ~ ,y,y , 

ce qui donne en utilisant la t-antilinéarité de Zen s, 

Donc ( °o . X 
5 

) E-G(D), et la proposition est démontrée. 

Nous aurons besoin dans la suite d'un certain nombre de 

résultats sur les automorphismes des groupes et algèbres de Lie. 

Proposition 3.4.3. - Soit G un groupe de Lie connexe dont 
,V 

l 1algèbre de Lie est G. Soit G le revêtement universel de G. 

Soit v un automorphisme de 1 1 algèbre de Lie G. Alors il existe 
'V 

un unique automorphisme lf de G tel que le diagramme suivant 
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soit commutatif 

G exp ➔ G 

a-l 
G 

jlf 
exp ·) ~ 

Démonstration. - Soit l'application exponentielle 

G exp G 
----"'---➔' 

et soit U un voisinage de O dans G tel que l'application expo

nentielle soit un isomorphisme de U sur V= exp(U). On définit 

un nmorceau lf
0 

d'automorphisme de G" par la formule 

V----G 

g. 'fo{g) = exp[<r((exp1u)-l(g)Ù. 

Il suffit de montrer que 'f
0 

se prolonge en un homomorphisme 
~ . , 

de G, l'existence de l'inverse étant assure par 1e·prolongernent 

de 'fo-1· 
• tV Le revêtement universel G de Gest égal au quotient de 

{gEQ. 0 (I,G) 1 g(O_) = id} par la relation d'homotopie à points..;. 

bases fixes. ( I désigne l'intervalle [o, l]). Soit g é: Q.0 
( I, G) 

tel que g(O) =id.On définit 'f(g) de la façon suivante. Choi

sissons une subdivision (tQ ~ o, •.. ,tn = 1) de l'intervalle 

I = [0,1}, telle que, pour tout i, pour tout tE[t 1 ,ti+iJ, 

g(ti)- 1 .g(t) appartienne à l'ouvert V sur lequel est défini 

'f 
O

• On définit alors lf ( g) : pour tout t é. [ti, t i+lj, 

• • • c 'f < g > J < t > = roc g < t o >-1 
• g < t 1 )) • r o < g c t 1 > -l • g < t 2 > > • 

•••• ro{g(ti)-1 .g(t)) • 
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Il est clair que, si on raffine la subdivision (t
0

, ••• ,tn), 

le résultat ne change pas, et cela suffit à démontrer que Y(g) 

ne dépend pas de la subdivision choisie. 

Supposons maintenant que g eth soient deux chemins de G 

d'origine t_id}, homotopes à points-bases fixes, et soit 

H: IxI~G l'homotopie considérée. Par .un raisonnement c.Las

sique en topologie algébrique, en utilisant un quadrillage 

suffisamment fin de IxI, on peut définir Y(H), et on vérifie 

que c'est une homotopie entre 'f ( g) et 'f (h). Ceci montre que 

g, >~
0

(g) se prolonge en un homomorphisme de G. 
Q.E.D. 

Proposition 3.4.4~ - Soit G un groupe de Lie connexe dont 
,V 

l'algèbre de Lie est Q. Soit G le revêtement universel de G et 

soit 

N ,v 

IRx.G---G 
'V 

(t,g)1-1 -➔> Yt (g) 

,v 

un groupe à un paramètre d'automorphismes de G. Supposons que 

le centre K de G soit réduit à {oJ. Alors le groupe à un para-
,._, 

mètre Yt passe au quotient et définit un groupe à un param~tre 

~t d'automorphismes de G. 

,V 

Démonstration. - Pour montrer que ~t passe au quotient et 

définit un automorphisme ~t de G, il suffit de montrer que 
,V 

Yt(N) = N, oh N est le noyau de l'homomorphisme 

N 
G----G. 

N 
Ce noyau est un sous-groupe distingué discret de G, et par 

IV 

suite, contenu dans le centre K de G, qui est lui aussi un 
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,V 

sous-groupe discret de G. 

Soit g f K. Montrons que, pour tout t E IR, 
,V 

fait, comme t1--11t est un groupe à un paramètre, il suffit de 

démontrer que, pour tout t suffisamment proche de o, 

,V 

Il est immédiat que if t (g) E K. D'autre part, quand t tend vers 
'v 

o, Yt(g) tend vers g. Comme K est discret, cela entraîne que, 
,V 

pour tout tassez proche de O, ~t(g) = g, et la proposition 

est démontrée. 

Proposition 3.4.5. - Soit G un groupe de Lie réel connexe. 

Soit lf un automorphisme de G. Soit M une variété analytique com

plexe simplement connexe étalée sur un o~vert borné d'un espace de 

Banach E. Supposons que G agisse analytiquement et fidèlement sur 

M, et que, pour tout point x de M, l'application orbitale 

f(x) 
G---'--=--M 

g 1-1---_...;)> g.x 

soit; au voisinage de l'identité, une submersion directe. Soit 

0 un point de M. Supposons q~'il existe un isomorphisme cr- d'un 

voisinage U de O dans M sur un voisinage V de O dans M tel que 

<r(o} = O, et que, pour tout g suffisamment proche de {idJ dans 

G, 'f{g) soit le prolongement à M de l'application définie dans 

un voisinage de O par 

Alors rr se prolonge en un automorphisme Cf""ë, de M tel que, 

pour tout ·g E G, 

'f (g) = v og ov -l 
0 0 • 
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Démonstration. - Soit G
0 

= [g E.G \ g(O) = o}. Montrons 

d'abord que G
0 

est connexe par arcs. Considérons l'application 

G _ _._f_(_O--"-) -j M 

g ~, --~) g(O) • 

Pour tout g
0

€ G, f (0) est au voisinage de g
0 

une submersion 

directe. Cela suffit à montrer que f (0) est un :fibré de Serre 

de fibre G
0

• Ecrivons un morceau de la suite exacte du fibré de 

Serre (voir par exemple [29]) 

• 

On a TC1 (M) = o, car M est simplement connexe; de plus, 

TC
0

(G) = o, car Gest connexe par arcs. Par suite, 1C
0

(G
0

) = O, 

ce qui montre que G
0 

est connexe par arcs. 

Du fait que G
0 

est connexe par arcs, et des majorations de 

Cauchy, on déduit l'existence d'un voisinage W de O dans M tel 

que, pour tout g E. G
0

, pour tout x E W, on ait : 

Pour montrer la proposition, il suffit de démontrer que 

x~<r(x) se prolonge en une application analytique de M dans 

M, l'existence de l'inverse étant assurée par le prolongement 

de xf---?a-- 1 (x). 

Cherchons le prolongement de x1-----7 cr--(x). Choisissons d'abord 

un voisinage X de O contenu dans U suffisamment petit. Soit g 

€ G. On définit sur g(X) une fonction 'Pg par la formule 
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Soient g1 et g2 deux éléments de G. Il nous faut montrer 

'f g et 'f g coïncident sur g1 (X) n g2 (X). Si gl (X) n g 2 (X) 
1 2 l 

non vide, on en déduit que g1- o g 2 (o) est très proche de o, 

et par suite, on peut écrire 

où L est très proche de l'identité, et où r €. G
0

• 

Comme -C est suffisamment proche de l'identité, on sait 

que, pour tout x suffisamment proche de O, on a : 

Sur g1 (X) ng 2 (X), on a : 

\U li) ( ) - -1 -1 -1 -1 -1 
T = 1 gl ovo L. o v o a-or o cr- o <ïo r o 1: o gl • 

g2 

On trouve finalement : 

On a donc démontré que les fonctions 't'g se recollent et 

définissent une fonction analytique x ~ cr;, (x) définie sur 

LJ f(X), à valeurs dans M. Il a.écoule des hypothèses que M 
fE G 

est homogène sous l'action de G. L'application v
0 

est définie 

partout, c'est le prolongement de cr-, et la proposition est 

démontrée. 

.,V 
Soit p : D )D le revêtement universel simplement con-

N N ,V 

nexe de D. Choisissons un point Ode D, tel que p(O) = o. 
Considérons un groupe à un paramètre d'automorphismes de 

D, défini par une transformation infinitésimale 't': 
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IR)(.D---D 

(t,x)1-1--,>f'l1(t,x) • 

,V 
Il se relève en un groupe à un paramètre d'automorphismes de D, 

comme le montre le diagramme suivant (une fois qu'on a choisi 
IV ,N ,v 

f4'(0,0) = 0) 
,V 

,V f3/ (.,.) A/ 

RxD---------➔D 

}d•p } 
IR)(.D --------7' D 

/V ,V 

Soit H(D) le sous-groupe du groupe G(D) des automorphismes 

analytiques den' engendré par les f 
41 

(t,.), pour tous les 'f 
1\1 

E G(D). Le groupe H(D) est naturellement muni d'une structure 

de groupe de Lie banachique dont l'algèbre de Lie est G(D). On 

déduit du théorème 3.2.4 le 
1\./ 

Lem~e 3.4.6. - Pour tout point x de D, l'application orbi-

tale 

g 1-------'J) g • X 

est au voisinage de l'identit~ une submersion directe. 

Lemme ~~4.7. - Le centre K de G(D) est réduit à [03. 
Démonstration. - Soit 't' un élément du centre li de G(D). 

Alors 't' = \f + x
5

, avec ¼' E G(D)+ et x
5 

€ G(D)-. Soit X 11 
E G(D)-. On a: 

D'après les règles du calcul du crochet, [ 'f, X'>J J E G(D )- , et 
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[x S , X 1J} E. G(D) +. On en déduit : 

[lf ,X"?] = X lf• (O) •1 = o, et [x5 ,x1J = o. 

Du fait que, pour tout 1-/ 6 E, 'f' ( 0) .. '? = O, on déduit que 

~•(o) = O, et comme ~(O) = o, on conclut ~=O. 

Prenons 1J = i5. On a [x"<s,Xi1§,] =·o; d'après le lemme 

3.3.3, ceci entraîne 5 = O. Par suite, 'r' = o, et le lemme est 

démontré. 

On déduit des propositions 3.4.2, 3.4.3 et 3.4.4 que, pour 

tout e E. iR, Ve définit un automorphisme \f e de H(D). Quitte 

à restreindre le voisinage U de O sur lequel est défini v'é, on 
,V 1 A.,/ 

peut identifier U avec la feuille U de p- (U) qui contient o, 
et on peut considérer o--0 comme un groupe à un paramètre d 1 auto

/V 
morphismes de U. On déduit alors de la proposition 3.4.5 la 

proposition suivante: 

Pro:eosition 3.4.8. - Le groupe à un paramètre d'automor
N 

phismes de U 

~ -V 
RxU---~)u 

(0,x)I ->°ë(x) 

N 

se prolonge en un groupe à un paramètre d'automorphismes de D. 

Nous le noterons encore ( 0 , x)J >~(x). 

Rappelons la 

Définition 3.4.2. - a) Un .domaine D contenu dans un espace 

de Banach E est dit cerclé si l'origine O appartient à D, et 

si, pour tout point x
0 

de D, pour tout · 0 ER, eiG . x
0 

appar

tient à D. 
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b) Soit b..un domaine étalé sur un domaine D contenu dans 

E. On dit que 6. est un domaine cerclé étalé si D est cerclé, 

et si le groupe à un paramètre d'automorphismes de D 

Œb:D --~D 

·e ( e,x)i--fe 1 .x 

se relève en un groupe à un para:nètre d'automorphismes de ~ 

laissant fixe un point de /1 si tué au dessus du point O ED. 

~ N N 
Soit f = fop. L'application f est une carte locale de D 

'\.) 

au voisinage de O. Montrons maintenant le 
'V /V 

Théorème 3.4.10. - La carte f définie au voisinage de 0 
, A,) 

se prolonge en un etalement F de D sur un ouvert connexe borné 
, l'V 

cercle D' de E, et F _fait de Dun domaine cerclé étalé. 

Démonstration. - Soit 

F(x) = (l/21t) J2
n: e-iEl (po °Ë)(x)) dél • 

Al 

Montrons d'abord que F prolonge f. Six est suffisamment proche 
I\} 

de o, on a 

On trouve 

F(x)=(l/2TC) e-i0- f- 1 (ei€> fop(x)) d 0 . 1
2TC 

On sait que, pour tout y, f- 1 (y) =Y+ L Pn(y). 
n 4 2 

Par suite, (1/2 lt) j 2
n; e- 16 C 1 (ei0 y) d0 = y. On en déduit 

;"\/ 

F(x) = fop(x) = f(x). 
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Montrons que Fest un étalemènt. Dans la carte définie par 
,V 

p, on a, au voisinage de O : 

dF(x) = df(p(x)) • 

A,) 

On en déduit que. au voisinage de o, 

dF(x) 0 lf(p(x)) = lf (p(x))odF(x) = id, 

où \f (x) est l'application linéaire l_~------;)Y 5 (x)J- définie au 

paragraphe 3.3. Le théorème de prolongement analytique prouve 
rv 

que cette égalité a lieu sur D tout entier. Par suite, pour 
,V 

tout x éD, dF(x) est un isomorphisme de E, et Fest bien un 

étalement. 
N 

Soit D' = Im F. Pour tout x proche de o, on a 

On déduit du théorème de prolongement analytique que, pour tout 
N 

X E..D, 

·e F(°E,(x)) = e 1 F{x). 

,V 

Ceci prouve que D' est un domaine cerclé et que D est un domai-

ne cerclé étalé sur D'. 

Pour continuer notre étude, nous avons besoin d'un certain 

nombre de résultats sur les domaines cerclés étaiés. 

Théorème 3.4.11. - Soit r : D.----)D un domaine cerclé 

étalé sur un domaine D contenu dans un espace de Banach E .. Soit 

f une fo.nct ion holomorphe sur li, à valeurs dans un espace de 

Banach F. Alors il existe une suite Pn .de polynômes homogènes 

de degré n de E dans F, tels que 



III.35. 

f(x) = L Pn(r(x)) 
nE ll\f 

• 

De plus, cette série est normalement convergente au voisinage 

de tout point x de 6.. 

On en déduit qu•il existe une application holo~orphe g de 

D dans F telle que 

f :::: gor • 

Le lecteur pourra reconstituer la démonstration à partir 

de [7], théorème 12, p. 14. 

On en déduit le 

Corollaire 3.4.12. - Soit Dun domaine cerclé contenu dans 

un espace de Banach E. Soit b le plus petit domaine cerclé 

étoilé contenant D. Alors les fonctions holomorphes sur D, à 

valeurs dans un espace de Banach F se prolongent à A. 

Démonstration. - Si on considère le développement en série 

de polynômes homogènes d'une fonction f EH(D,F) 

le fait que la série soit normalement convergente au voisinage 

de tout point x de D entrainè qu'elle est normalement convergente 

au voisinage de tout point de ~ • Le corollaire est démontré. 

Nous sommes dans la situation suivante : 

I'\} 

D F )D' D et D' sont deux domaines bornés 

lp contenus dans E. L'application p 
rv 

D envoie D dans îi' 
'-"• D'après le théorème 

3.4 .11,. il existe une application holomorphe q : D'--.➔)D, telle 

que p == qoF. 
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Lemme 3.4.13. - L'application F : D~D' est une applica-

tion de revêtement. 

Démonstration. - Montrons d'abord que q est un étalement. 

Soit x' un point de D'. Comme Fest un étalement, on peut trou-
.-v 

ver un ouvert U de D et un voisinage ouvert V de x' dans D' 

tels que Flu soit un homéomorphisme de U ·sur V. Quitte à res

treindre V, il est clair que p est un homéomorphisme de U sur 

p(U). Par suite, q/V: V-----Jp(U) est un homéomorphisme, ce qui 

prouve que q est un étalement. 

Montrons maintenant que Fest un revêtement. Soit x'ED'. 

Choisissons un voisinage ouvert V de x' tel que q soit un homéo

morphisme de V sur son image U et que U soit trivialisant pour 

p. Supposons de plus que V soitune composante connexe de q- 1 (u). 

Soit W l'une des feuilles de p- 1 (U). On montre facilement que 

deux cas seulement sont possibles : 

1) F(W) f'l V = Y, ; 
2) Fest un homéomorphisme de W sur V. 

Par suité, F- 1 (y) est égal à la réunion des feuilles W de 

p- 1 (U) telles que F(W) f\ V f. c/ , et FI W : W---1' V est un homéomor

phisme. Le lemme est démontré. 

Lemme 3.4.14. - Le domaine D' est un domaine borné 

symétrique. 

Démonstration. - Si f est un automorphisme analytique de 
N 
D, il existe d'après le théorème 3.4.11 une application holo-

morphe g: D'--1D' telle que 

Fof = goF. 

On vérifie facilement que g est un automorphisme de D'. Comme 
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N 
D est homogène, D' est homogène. De plus, D' est cerclé, ce qui 

entraîne qu'il est symétrique. 

Nous montrerons dans l'appendice à ce travail que tout 

domaine borné homogène est un domaine d'holomorphie dans un 

sens que nous préciserons. On déduit de ce résultat et du 

corollaire 3.4.12 que D' est un domaine borné cerclé étoilé. 

Il en résulte qu'il est contractile, et par suite, simplement 

connexe. D'après la théorie des revêtements, Fest un isomor-
,v 

phisme de D sur D'. L'application q : D'~D identifie donc D' 

au revêtement universel de D. 

Lemme 3.4.15. - Soit H(D') la sous-algèbre de Lie de G(D1 ) 

obtenue en relevant toutes les transformations infinitésimales 

de D. Alors l'ensemble 

{x ED' j 't'(x) = O, 'v 'r'é H(D' )+ 5 
est réduit à (. oJ . 

Démonstration. - Il est clair que H(D') contient les 

transvections infinitésimales. Par suite, le crochet 

appartient à H(D')+. Le lemme sera une conséquence de l'asser

tion suivante : pour tout ~ f. o, Z( 5, ~ , "§ ) f O. Faisons la 

démonstration par l'absurde. Supposons qu'il existe S f O, tel 

que Z(S,5, 5) = O. Alors la solution de l'équation différen

tielle 

dx 

dt 
= x5 (x) = S + Z( ~ ,x,x) 

prenant pour t = 0 la valeur O est 
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X= t. 's 

Comme D' est borné, pour tassez grand, x = t.s n'appartient 

pas à D', ce qui est absurde. 

Pour démontrer le théorème 3.4.1, il suffit maintenant de 

montrer que q: D'---D est un isomorphisme. Le revêtement 

q : D'--➔)D est galoisien, car D' est simplement connexe. 

D'après la théorie des revêtements galoisiens, il suffit donc 

de démontrer que le groupe r des D-automorphismes de D' est 

réduit à {idJ· 

Soit 'tér. On vérifie facilement que, pour tout 't'E:H(D'), 

/. 'f ='V. Par suite, pour tout 't' E H(D' )+, Y. 'f = 't' doit 

s'annuler au point y- 1 (o). On déduit du lemme 3.4.15 que 

d" -l ( O) = 0. Donc t° = id, et le théorème est démontré. 

3.5. - Etude du groupe d'isotroEie d'un point. 

Soit Dun d'omaine borné symétrique d'un espace de Banach 

complexe E. D'après le théorème 3.4.1, on peut supposer que D 

est un domaine borné cerclé étoilé, et c'est ce que nous ferons 

à l'avenir. On sait alors que les éléments du groupe d'isotropie 

G
0

(D) de l'origine O sont linéaires. Par suite, les rotations 

infinitésimales sont aussi linéaires. On a vu en outre que les 

transvections infinitésimales x
5 

s'écrivent, pour tout 5EE, 

X$(x) = 5 + Z(s,x,x), 

où ( '§ ,x,y),-., --) Z(5 ,x,y) 
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est une application trilinéaire de E3 dans E, C-linéaire symé

trique en x et y, C-antilinéaire en 5. 
Dans les paragraphes précédents, nous avons surtout étudié 

l'espace vectoriel Q(D)- des transvections infinitésimales. 

Nous allons maintenant étudier le groupe d'isotropie G
0

(D) de 

l'origine O, et l'algèbre de Lie G(D)+ des rotations infinité

simales. Nous donnerons une caractérisation algébrique des 

éléments de G
0

(D) et de G(D)+ à l'aide de l'application z. 
L'intérêt de cette étude apparait dans le théorème suivant. 

Théorème 3.S.l. - Soit Dun domaine borné symétrique. 

Supposons que le groupe d'isotropie de l'origine O soit un 

groupe de Lie. Alors G(D) est un groupe de Lie. 

Démonstration. - D'après la proposition 2.3.5, il suffit 

de montrer que le plus grand groupuscule de Lie G contenu dans 

G(D) contient un voisinage de la transformation identique dans 

G(D). 

Comme G
0

(D) est un groupe de Lie,il est clair que G 

contient un voisinage de l'identité dans G
0

(D). 

Si f E G(D) est suffisamment proche de l'identité, on sait 

d'après le théorème 3.2.4 qu'il existe un élément g de G proche 

de l'identité et tel que g(O) = f(O). Alors, {g-\ f) est proche 

de l'identité et appartient à G
0

(D). Par suite, il appartient 

à G. Enfin, f = go(g-\ f), produit de deux éléments de G 

proches de l'identité appartient à G. Le théorème est démontré. 

Théorème 3.5.2. - Soit Dun domaine borné symétrique, 

réalisé comme un domaine borné cerclé étoilé. Soit fun automor

phisme linéaire de E. Pour que f appartienne au groupe d'isotro

pie G
0

(D) de l'origine o, il faut et il suffit que, pour tout 
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:§ E E, pour tout x é".E, on ait : 

f(Z(5 ,x,x)) - Z(f(5 ),f(x),f(x)) = O • (1) 

Démonstration. - Montrons d'abord que la condition est 

nécessaire. Soit fun automorphisme linéaire de E et supposons 

que f appartienne à G
0

(D). Alors, on a, pour tout 5E.E: 

Or, 

(f.Xs )(x) = f'(f- 1 (x)).( ~ + zC§ ,f- 1 (x),f- 1 (x))) 

= f(5) + f(Z(~ ,f- 1 (x),f- 1 (x))). 

D'autre part, 

En égalant ces deux expressions, et en remplaçant x par f(x), 

on obtient (1). 

Démontrons maintenant que la condition est suffisante. 

Remarquons d'abord que si f est un automorphisme linéaire de E, 

pour que f appartienne à G
0

(D), il faut et il suffit que 

f(D) = D. La démonstration que nous allons donner est assez 

semblable à. celle donnée au paragraphe 3.4 pour prolonger le 

groupe à un paramètre (8 ,x)f---)Œ"ë(x) en un groupe à un paramètre 

dtautomorphismes de D. Elle consiste à c6nsidérer l'application 

f comme définie dans un voisinage de O dans D, et à la "prolon

ger" en un automorphisme de D, qui sera, bien sûr, égal à 

1•application f donnée. Il n•~tait pas possible au paragraphe 

précédent de donner une démonstration unique, parce que, d'une 
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part, certains arguments doivent ~tre modifiés, et que, d'autre 

part, l'existence du groupe à un paramètre d'automorphismes de D 

i0 ( (), x) 1--1 --4) e x 

est essentielle dans la démonstration qui va suivre. 

Soit G1 (D) la sous-algèbre de Lie complète de G(D) engen

drée par Q_(D)- et la rotation infinitésimale lxf-----) ixJ. Soit 

G1 le groupuscule de Lie d'automorphismes de D associé à 

Q.1 (D), et soit H1 (D) le sous-groupe de G(D) engendré par G1 • On 

munit H1 (D) d'une structure de groupe de Lie banachique (réel) 

pour laquelle une base de voisinages de la transformation iden

tique est formée des images des voisinages de O dans Q.1 (D) par 

l'application exponentielle. Nous considérerons également le 

revêtement universel simplement connexe 

de H1 (D), qui est, lui aussi, un groupe de Lie banachique dont 

l'algèbre de Lie est g_1 (D). On montre alors facilement le lemme 

suivant. 

Lemme 3.5.3. - Pour tout aED, l'application orbitale 

Hl ( D) --'f_(=--a--=-) - D 

g-----4g.a 

est, au voisinage de l'identité, une submersion directe. Par suite, 

le domaine D est homogène sous l'action de H1 {D). De plus, pour 

tout point a de D, la symétrie cra appartient à H1 (D). 

Lemme 3. 5. 4. - Le centre K de H1 (D) est réduit à lid},. et 
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le noyau N de q 

Démonstration. - Montrons d'abord que le centre K de n1 {D) 

est réduit à [id}. Soit g EK. Soit a un point de D, et soit 

o-a la symétrie par rapport au point a. Comme cra E. H1 (D), on a : 

cr a = g ocra o g -l = 

D'après la représentation que nous avons donnée des domaines 

bornés symétriques, il est clair que, pour tout point a de D, 

a est le seul point fixe de~- On en déduit que, pour tout 

point a de D, g(a) = a, ce qui prouve que g = id. 

Le noyau N de q est un sous-groupe discret distingué du 
il'\./ N 

groupe H1(D). Puisque H1 (D) est connexe par arcs, N est cpntenu 

~ dans le centre K1 de H1 (D). D'autre part, le fait que 
N 

q: H1 (D)---➔ H1 (D) est surjective entraîne que q(K1 ) est con-

tenu dans le centre K de H1 (D). Par suite, q(K1 ) = [id1. Ceci 

prouve bien que le noyau N de q est égal à K1 , et le lemme 

est démontré. 

Lemme 3.2.~.!. - Par automorphisme intérieur, f définit un 

automorphisme v de l'algèbre de Lie G1 (D). 

Démonstration. - Il est clair que, si l'automorphisme 

linéaire f vérifie la condition (1), f-l la vérifie également. 

Il suffit donc de montrer que, pour tout \f' E G1 (D), O-('t' ) 

= f. 't' appartient à G1 (D). 

Ainsi que nous l'avons déjà vu, la condition (1) exprime 

que 

D'autre part, f.lx~ix} = tx-:,,ixf. Du fait que, pour tout 
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\f€G(D), pour tout o/E:G(D), f.[_lf,'f] = [!.\f,f.'r'], on déduit 

finalement par passage à la limite que, pour tout 'r' ~ G1 (D), 

f. 'V appartient à g_1 (D), ce qui achève la démonstration du 

lemme. 

D'après la proposition 3.4.3, il existe un unique automor-
/V ,V 

phisme 'f de H1 (D) qui rend commutatif le diagramme suivant : 

/V 

Lemme 3.5.6. - L'automorphisme lf passe au quotient et 

définit un automorphisme 'f de H1 (D). 
rJ 

Démonstration. - Soit N le noyau de q: H1 (D) >H1 (D). 
l'V 

Pour démontrer que ~ passe au quotient, il suffit de vérifier 
,V 

que f(N) = N. D'après le lemme 3.5.4, N est égal au centre K1 
N N 

de H1 (D), et il est clair que ~(K 1 ) = K1 • Le lemme est démontré. 

L'existence du "prolongement" de f en un automorphisme de 

D .est une conséquence immédiate de la proposition 5.4.5. Le 

théorème }.5.2 est démontré. 

Nous pouvons maintenant donner une caractérisation des 

rotations infinitésimales de D. 

Théorème 3.5.7. - Soit Dun domaine borné symétrique, 

réalisé comme un domaine borné cerclé étoilé. Soit A un élément 

de L(E,E). Pour que A appartien~e à Q(D)+, il faut et il suffit 

que, pour tout 5 G: E, pour tout x E. E, on ait : 

A(Z(5,x,x).) - Z(A(s),x,x) - Z(5,A(x),x) - Z(s,x,A(x)) ::::: 0 , (2) 
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Démonstration. - Pour que A appartienne à G(D)+, il faut 

et il suffit que, pour tout tE!R, exp(tA) appartienne à G
0

(D). 

Pour cela, d'après le théorème 3.5.2, il faut et il suffit que, 

pour tout t E:. R, pour tout s E: E,, pour tout x E E, on ait : 

exp ( t À )( z ( 5, X' X)) - z ( e X p ( t A )( 5) , exp ( t A )( X) " exp ( t A ) ( X) ) = 0 • 

En dérivant par rapport à t, et en faisant t = o, on obtient (2). 

Réciproquement, soit AG.L(E,E) vérifiant (2) pour tout 

5€E et tout x EE. On montre facilement par récurrence sur n~·2, 

que ceci entraîne, pour tout 5 E E et tout x f:.E : 

n! 

On en déduit que, pour tout t GR, pour tout s <::-E, pour tout 

x €.E, on a : 

exp(tA)(Z(~,x,x)) - Z(exp(tA)(s),exp(tA)(x),exp(tA)(x)) = 0, 

donc exp(tA) appartient à G (D). Par suite, A appartient à 
0 

G(D)+, et ceci termine la démonstration du théorème. 

Malheureusement, ces résultats ne nous ont pas permis, pour 

l'instant, de montrer que le groupe des automorphismes analyti

ques d'un domaine borné symétrique D est un groupe de Lie. 

3.6. - Exemples de domaines bornés simétrigues. 

En dimension infinie, les premiers exemples de domaines 

bornés symétriques ont été donnés par Greenfield et Wallach 

[18]. Par la sui te, ces exemples ont été généralisés par Harris 
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[20]. Il a d'abord montré que, si E et F sont deux espaces de 

Hilbert, et si Best la boule-unité ouverte de L(E,F) muni de 

la norme habituelle, alors Best un domaine borné symétrique. 

Pour cela, comme Best un domaine cerclé, il suffit de démontrer 

que Best homogène. Si a est un point de B, un automorphisme 

analytique fa de B qui envoie O en a est donné par 

( où a~ désigne l'adjoint de a). (Voir [20], théorème 2, p. 20, 

et [26]). 

Un calcul simple montre alors que, pour tout "5E ~(E~F), la 

transvection infinitésimale x 5 vaut : 

Par suite, 

* Z('§ ,x,x) = - x 5 x. 

Pour la suite de cette étude, nous aurons besoin du 

Lemme 3.6.1. (cf [20], p. 17). - Soient E et F deux espaces 

de Hilbert. Soient ~l' ~ 2, ~ 3 , x1 , x2, x 3 six éléments de 

L(E,F). Alors, 

3 

L._ (-1 )k(51 +ikxl )(52+i kx2)~ (53+ikx3) 
k=O 

On en déduit que si °§· et x sont deux éléments de L(E,F), on a 

* 1 x5 X= -
4 

3 
L(-l)k( S+ikx)( ~+ikx)*( ~+ikx) • 

k=O 

Montrons maintenant le 

(1) 
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Théorème 3.6.2. - Soient E et F deux espaces de Hilbert, 

et soit B la boule-unité ouverte de L(E,F). Soit H un sous

espace vectoriel fermé de 1(E,F) tel que, pour tout xEH, xx*x 

appartienne à H. Alors, B nH est un domaine borné symétrique 

dans l'espace de Banach H. 

Démonstration. (Comparer avec [20]). - On déduit de la 

formule (1) que, pour tous 5 et xE:H, xs*x appartient à H. 

Par sui te, pour tout 5 f H, 1' application 

envoie H dans H. On en déduit que B nH est homogène, et comme 

B n H est un domaine cerclé, ceci entraîne que B n H est un domai

ne borné symétrique contenu dans H. 

Nous appellerons domaine de Harris tout domaine borné 

symétrique qui peut être réalisé comme l'intersection de la 

boule-unité ouverte de 1(E,F) avec un sous-espace vectoriel 

fermé H de L(E,F), tel que, pour tout xEH, xx*x appartienne 

à :a. 
Harris [20] a montré que les quatre grandes classes (type 

I à IV) de domaines bornés symétriques irréductibles de dimen

sion finie de la classification de E. Cartan [6] sont des domai

nes de Harris. On ne sait pas, pour l'instant, s'il en est de 

même des deux domaines bornés symétriques irréductibles excep

tionnels (type V et VI). S'il en était ainsi, tout domaine 

borné symétrique d'un espace vectoriel complexe de dimension 

finie serait un domaine de Harris. De toutes façons, les résul

tats déjà démontrés permettent de définir en dimension infinie 

une généralisation des domaines bornés symétriques de E. Cartan 
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de type I à IV ( voir [20] ) • 

Si D est un domaine de Harris, on peut caractériser les 

éléments du groupe G
0

(D) et de l'algèbre de Lie Q(D)+ de la 

façon suivante : 

Proposition 3.6.3. - Soient E et F deux espaces de Hilbert, 

et soit H un sous-espace vectoriel fermé de ~(E,F), tel que, 

pour tout xE H, xx*x appartienne à IL Soit B la boule-uni té 

ouverte de L(E,F), et soit D = B OH. 

a) Soit fEGL(H). Pour que f appartienne à G
0

(D), il faut 

et il suffit que, pour tout x EH, on ait : 

f ( XX *x) - f (X) f ( X t f (X) = 0 . ( l' ) 

b) Soit AE L(H,H). Pour que A appartienne à G(D)+, il faut 

et il suffit que, pour tout xE.H, on ait : 

A(xx*x) - A(x)x*x - xA(x)*x - xx*A{x) = 0. ( 2' ) 

(Le résultat a) est déjà connu de Harris [20]. Toutefois, 

sa démonstration est différente de la nôtre.) 

Démonstration. - Pour démontrer a), il suffit d'après le 

théorème 3.5.2 de montrer que, si, pour tout xEH, f vérifie 

(l' ), alors, pour tout 5EH et tout xé:H, on a 

Or cela résulte de la formule (1). 

Pour démontrer b), d'après le théorème 3.5.7, il suffit de 

montrer que, si pour tout xEH, A vérifie (2' ), alors, pour 

tous r et x EH, on a 
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Ceci se déduit du lemme 3e6.l. 

Ces résultats ne permettent pas, dans le cas général, de 

donner la forme explicite des éléments du groupe d'isotropie 

de l'origine d'un domaine de Harris D~ Pour conclure ce chapitre, 

nous allons étudier deux exemples. 

Ex~mple 1. - Soient E et F deux espaces de Hilbert. Suppo

sons de plus que E soit de dimension finie. Soit B la boule

unité ouverte de L(E F) muni de la norme habituelle. L'étude du - , 
groupe G

0
(B) a été faite par Greenfield et Wallach [18] qui 

ont montré la 

Propositi9i;i -3.6.4. - Tout automorphisme f E G
0

(B) est de la 

forme 

où AEU(F), le groupe unitaire de F, et BEU(E), le ,r,roupe 

unitaire de E. 

On déduit facilement de ce résultat que G
0

(B) est isomorphe 

a~ quotient de U(F)xU(E) par G1, où G1 est le sous-groupe dis

tingué de U(F)"U(E) formé des éléments ( c\id, A-1id), avec 

/A/= 1. Ceci montre que G
0

(B) est un groupe de Lie. On déduit 

de ce résultat et du théorème 3.5.l le 

Théorème 3J6~5 4 - Soient E et F deux espaces de Hilbert. 

Supposons de plus que E soit de dimension finie. Soit B la 

boule-unité ouverte de L(E,F). Aiors G(B) est un groupe de Lie. 

~~~~ple 2. - Soit A une c*-algèbre commutative avec 

élément-u~ité. On sait qu'il existe un espace compact K tel que 



A soit isométriquement isomorphe à l'algèbre Q.(K,Œ) des fonc

tions continues sur K à valeurs dans t, munie de la norme de 

la convergence uniforme sur K. Soit B la boule-unité ouverte 

de Q.(K,Œ!). On peut montrer que Best un domaine de Harris. 

Cependant, il est très simple de vérifier directement que Best 

un domaine borné symétrique. Comme Best cerclé, il suffit àe 

montrer qu'il est·homogène : si a est un point de B, un auto

morphisme analytique de B qui envoie O en a est donné par 

X + a 
• 

l + ax 

Théorème 3.6.6. - Soit B la boule-unité ouverte de Q.(K,t). 

Alors G
0

(B) est un groupe de Lie; par suite, G(B) est un grou

pe de Lie. 

Démonstration. - Les éléments de G
0

(B) sont les automor

phismes linéaires isométriques de C(K,t). Soit fun tel auto

morphisme. D'après Dunford-Schwartz [17], p. 442, il existe un 

homéomorphisme c de K sur lui-même et une application continue 

o<. : K--} U (groupe multiplicatif des nombres complexes de modu-

le 1) tels que, pour tout lf E, C(K,O::), pour tout x f;K, 

f( Y) (x) = ·C< (x). 'f< -C(x)) • 

Montrons que si 1/ f-id(I < 1, alors -C = id. Supposons en 

effet T f id; il existe deux points distints a et b de K, 

tels que t(a) = b. Il existe une fonction continue Y,
0 

de 

K dans [0,1] telle que ro(a) = o, Yo(b) = 1. On a donc 

ce qui prouve le résultat annoncé. 
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Un.voisinage de la transformation identique dans G (B) 
0 

s'identifie donc à l'ensemble des applications continues 0( 

de K dans~ muni de la distance 

d(tx_,{5)=sup jo((x)-t3(x)/ 
xEK 

• 

Il est clair que cet ensemble a une structure de variété analy

tique réelle, compatible avec sa structure de groupe, ce qui 

prouve que G
0

(B) est un groupe de Lie. On déduit du théorème 

3.5.1 que G(B) est un groupe de Lie. 
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APPENDICE 

Domaines bornés homogènes, métrique de 

Carathéodory et domaines d'holomorphie. 

Dans la démonstration du théorème 3.4.1, nous avons utilisé 

le fait que, si D est un domaine borné homogène d'un espace de 

Banach complexe E, alors D est un domaine d'holomorphie. Le but 

de cet appendice est de donner une définition précise des domai

nes d'holomorphie en dimension infinie, et de démontrer le 

résultat annoncé. La démonstration utilise la métrique de Cara

théodory, et nous allons commencer par rappeler ses principales 

propriétés. 

Soit 6 le disque-uni té ouvert dans t. La métrique non 

euclidienne d sur b,. est définie par la formule : pour tous a 

et b f. b. , 

6(a,b) = Log 

Il est classique que 

ja-b/ +jl-ab/ 

V(1-aa) ( 1-bb) 

d est une distance sur 6., que 't définit 

la topologie habituelle de .b., et que, si f est une application 

analytique de A dans lui-même, alors, pour tous a et bé LI , 

6 ( f ( a ) , f ( b ) ) ~ d( a , b ) • 

En particulier, si f est un automorphisme de 6, alors f est une 

isométrie pour J". 

Soit Dune variété banachique complexe connexe. On définit 



la métrique de Carathéodory dD sur D de la façon suivante (voir 
C 

[2], p. 165): pour a ED, bc::D, on pose 

dDC(a,b) - SUJ? ô (f(.a),f(b)) • 
- fE.H(D,.6.) 

On montre que la métrique de Carathéodory vérifie les proprié

tés suivantes : 

a) Pour tous a et b ED, d~(a, b) ( + oo • 

b) Pour tous a, b et cE. D, 

c) Si D est contenu dans une variété connexe D't alors 

dD' / dD 
C ~ C • 

d) Soit f une application holomorphe de D dans une variété 

connexe D' • Alors, pour tous a et b E. Dt 

On en déduit que tout automorphisme analytique d'une variété 

connexe D. est une isométrie pour la métrique de Carathéodory. 

e) Soit Dun domaine borné d'un espace de Banach conplexe. 

Alors d~ sépare les points de D. 

f) Soit B la boule-unité ouverte d'un espace de Banach E. 

On montre, à l'aide du lem:ne de Schwarz, que, pour tout xEB, 

On déduit de cet ensemble de résultats le 

Lemme 1. - Soit Dun domaine borné d'un espace de Banach 

complexe E .. Soit d~ la distance de Carathéodory sur D, et soit 

d la distance d1duite de la norme de E. Soit B une boule complè-
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tement intérieure à D. Alors d; et d induisent sur B la même 

structure uniforme. On en déduit que d~ et d induisent sur D la 

même topologie. 

Nous pouvons maintena~t démontrer le 

Théorème?.. - Soit Dun domaine borné homogène. Alors D 

est complet pour la distance de Carathéodory d~, 

Démonstration. - Soit a un point de D. et soit (x ) ' n nf. N 

une suite de Cauchy pour d~. Il existe un nombre réel r > O, tel 

que la boule Bc(a,r) = txED / d~(a,x) < r} soit contenue dans 

une boule fermée B complètement intérieure à D. 

Co:n:ne les (xn)nE.!N forraent une suite de Cauchy pour d~, il 

existe un entier n
0

, tel que B (x ,r) contienne tous les x, - c n n 
0 

pour n~n
0

• Soit fun automorphisme analytique de D, tel que 

f(xn
0

) =a.Les (f(xn))n~IN forment une suite de Cauchy pour 

d~ sur Bc(a,r). A l'aide du lemme 1, on montre qu'il existe 

un point y
0 

de B, tel que f(x) converge vers y, quand n o 

n~+o0. Par suite, xn converge vers f- 1 (y
0

), ce qui prouve 

le théorème. 

Il nous faut maintenant donner la définition des domaines 

d'holomorphie. 

Définition 3. - Soit Dun domaine d'un espace de Banach 

complexe E. Soit H un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel 

H(D,~) des fonctions holomorphes sur D, séparant les points de 

D. Nous dirons que D est un H-domaine d'holomorphie si D vérifie 

la condition suivante : pour tout domaine étalé (D',p) dans E, 

pour tout plongement ouvert lf: D--)D', tel que le diagramme 
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soit commutatif, et tel que l'image par l'application l(~ 

H(D',C)--- H(D,t) 

ff pfolf 

de H(D', (&) contienne H, alors Y est un isomorphisme de D sur n•. 

Remarque. - En dimension finie (voir [11] ) , on montre que, 

si D est un H(D,t)-domaine d'holomorphie, il existe une appli

cation f E:. H(D, ~), telle que D soit le plus grand do:naine de 

prolongement de f. Il n'en est pas de m~me en dimension infinie 

(voir [15] ). 

Théorème 4. - Soit Dun domaine borné d'un espace de Banach 

complexe E, complet pour la distance de Carathéodory. Soit H C 

H(D,C) l'ensemble des fonctions holomorphes bornées sur D. Alors 

D est un H-domaine d'holomorphie. 

Le théorème 2 et le théorème 4 entraînent immédiatement le 

Corollaire 2• - Soit Dun domaine borné homogène. Soit He 

H(D,V) l'ensemble des fonctions holomorphes bornées sur D. Alors 

D est un H-domaine d'holomorphie. 

Démonstration du théorème 4. - Soit Dun domaine borné 

complet pour la métrique de Carathéodory. Soit (D',p) un domaine 

étalé dans D, et soit \f> : D -tD' un plongement ouvert compati

ble avec l'étalement p. (Nous identifierons D avec son image 

~(D)). Supposons que toutes les fonctions holo~orphes ·bornées 

sur D se prolongent à D' • Alors, pour tout f EH, la norme du 
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prolongement de f à nt est égale à 1/r//n-Pour montrer cela, il 

suffit de prolonger toutes les 1/(f-a) pour \a/)//f/{n. On en 

déduit que 

Supposons que 'f ne soit pas un isomorphisme de D sur D'. Alors, 

on peut trouver un point a de D', n'appartenant pas à D, et une 

suite (xn)nEW de points de D convergeant vers a. Du fait que 

d~
1 

(xn,a)--1 O, on déduit que les (xn)nE.IN forment une suite 

de Cauchy pour la distance de Carathéodory dans D. Cette suite 

n'a pas de limite dans D, contradiction. Le théorème est démon

tré. 
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