"LA STRATIFICATION NATURELLE DES ESPACES DE FONCTIONS

DIFFERENTIABLES REELLES

ET LE THEOREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE"

par Jean CERF



LA STRATIFICATION NATURELLE DES ESPACES DE FONCTIONS

DIFFERENTIABLES REELLES

ET LE THECREME DE LA PSEUDO-ISOTOPIE

par Jean CERF



Je remercie tous mes amis mathématiciens & qui j'ai eu l'occasion d'exposer
les versions successives de ce travail. Je dois beaucoup & leurs guestions, & leurs
remarques, & leurs critiques ; je ne l'oublie pas, méme si je dois me borner & ci-
ter ici ceux envers lesquels ma dette est si précise que je peux dire exactement
ce qui leur revient, B, MORIN a été le précieux confident des premiers temps de ce
travail ; ensemble nous avons mis au point la théorie de Smale sous sa forme fonc-—
tionnelle, dont 1'idée m'avait été susgérée par R. THOM ; (& cette épogue, le livre
de MILNOR, dont le point de vue est d'ailleurs légérement différent, nfétait pas
encore paru)° Je suis redevable & A. DOUADY de la premiére demcnstration correcte
du "lemme d'unicité des morts" ; J. WAGONEER a ensuite fait faire % ce lemme un pro-
grés important (montrant en particulier quiaucune hypothése sur le Ty de la va~-
riété n'était nécessaire) ; l'actuelle démonstration de ce lemme bénéficie en outre
d'une amélioration due & L. SIEBENMANN, qui mia fait beaucoup d'autres remarques
utiles. F. BRUHAT m'a indiqué comment géneraliser en toute dimension la définition
des complexes associés au groupe symétrique, que jlavais construits jusqu'ad la di-
mension 2. Les travaux d'A. CHENCINER et F. LAUDENBACH {qui ornt démontré le théore-
me 2 du chapitre V dans le cas non simplement connexe) les ont conduits & amélio-
rer plusieurs points des chapitres IV et ¥ (en particulier la démonstration du
lemme de la queue d'aronde pour l'indice zéro), Leurs rédactions de certaines par-—
ties du chapitre VI m'ent été utiles, ainsi que celles de F. SERGERAERT pour le

§3 du chapitre T et de M.A. CHAVES pour les $$2 et 3 du chavitre II,

Je ne puis terminer sans remercier la Commission Franco-Américaine d'Echanges
Universitaires, 1'Institute for Advanced Study (et par son intermédiaire la
National Science Foundation) et 1'Université de Princeton, grice & qui jfai pu
passer l'année universitaire 1968 -~ 1669 & Princeton. Sans cette année de tran-

quillité et de travail, il est probable que ce liure nfaurait pas été écrit.



Table des Matieéres

Introduction : isotopie et pseudo-isotopie.

CHAPITRE I, Stratifications et chemins élémentaires.

§1. Stratifications localement triviales.

§2, Stratifications de codimension 1. Lemme des chemins
élémentaires,

§3. Stratification naturelle des espaces de fonctions réelles,

S4. Plongements diune variété de dimension i - 1 dans une
variété munie d'une sous-variété de codimension i ,

$5. Plongements d'une variété de dimensiorn i dans une variété
munie d'une sous-variété de codimension i .

CHAPITRE II. Etude semi-locale de la stratification de 3i o

1, Classification des chemins de croisement.

§1. Chemins élémentaires ascendants et descendants.,
32. Chemins élémentaires et nappes.
33. Chemins de multicroisement,

34. Lemmes de classification de nappes.

CHAPITRE II]l, Etude semi-locale de la stratification de ji.

2. Unicité des naissances et des morts.

§1. Unicité des naissances.
§2. Chemins et chemins élémentaires de mort. Critére de Smale,
Unicité des morts,

CHAPITRE IV. Etude semi-locale de la stratification de Sio

%, Traversée des singularités de codimension 2.

§1. Lemme des singularités indépendantes.,

§2. Traversée d'un point triple : lemme du triangle.
§3. Les lemmes du bec,

§4. Le lemme de la queue d'aronde.

CHAPITRE V. Etude globale de 1'espace e,

1. Connexité de 1l'espace des fonctions ordonnées et de l'espace Te 5

§1. Connexité de 1l'espace des fonctions ordonnées.
§2. Connexité de 1'espace Yo



CHAPITRE VI. Préliminaires algébriques & la détermination du nerf de :ﬁi

§1, Le complexe algébrique €q .
J2. Etude particulidre du 2-squelette des complexes [é’] et [53 ]
$3. Le lemme fondamental, 4

CHAPITRE VII. Btude globale de 1l'espace 31'.

2. Structure du nerf de 1'espace jii

§1. Nerf d'une stratification.

§2. Les espaces stratifiés gf. , E + - ,ﬂi, ; relations entre
les nerfs de ces espaces. 4 M *

§3. Revétement de £ ><Q? par @M : dnvariant algébrique d'un
element de b

i,9
34. La connexité de 1l'espace des fonctions sans point critique.
§5. Structure du nerf des espaces ﬂ&i et jii

?

Appendice,
Bibliographie.




INTRODUCTION

Isotopie et pseudo-isotopie.

1. Le probléme de la pseudo-isotopie.

Soit V une variété différentiable de classe C ; dans tous les cas

qu'on considere, V est en plus compacte, sans bord, et orientable.

On note Diff V 1le groupe des difféomorphismes d'orientation positive
de V ; on munit Diff V (ainsi que tous les espaces de fonctions différen—

tiables qui vont intervenir) de la topologie c” .
On va définir deux relations dféquivalence dans Diff V ,

Définition 1.~ Une isotopie de V est un chemin différentiable dans Diff V ,

dforigine 1'identité, i.e. une application 3

I3 tef €Diff V ,(oh T =70,1])
telle que :

fo(x) =x Px €V

l'application (x,t)&» ft(x) est différentiable,

L'application :

(2,8) » (£, (x), %)
est alors un difféomorphisme du cylindre V x I . L'ensemble des isotopies
de V s'identifie donc au sous—groupe % de Diff(V x I) formé des g

tels que :



1°) &(x,0) =x Vxev
20) pog=p (ou p designe la projection Vx I - I).
Le groupe %% opere dans Diff V par la formule :
g.f(x) = g(£(x), 1).
Deux ¢léments de Diff V qui sont dans la méme orbite sont dits isotopes.
Les orbites coincident avec les composantes connexes de Diff V muni de

la topologie Coo (car tout chemin continu dans Diff V peut &tre appro-

ché par un chemin différentiable).

Définition 2.~ Une pseudo—isotopie de V est un difféomorphisme de V x I

gui vérifie la condition 10) (mais par nécessairement 2°))°

Les pseudo-isotopies de V <forment un groupe yu'on note‘%,;(% opere dans

Diff V ; deux éléments gqui sont dans la méme orbite sont dits pseudo-~isoto-

pes.

Comme 6 c:%}, "isotope" implique "pseudo-isotope".

Probléme.~ Sous quelle condition ces deux classifications sont-elles les

mémes 9

2. Resultats.

. S\ . « o2 00 i
Théoreme Q.- Soit V wune variéié compacte sans bord de classe C , Si

ﬂ1(V) = 0 et dimension V ) 5 , alors le groupe d% des pseudo-isctopies

de V est connexe,

Corollaire 1.- Sous les hypothéses du théoréme 0, les deux classifications de

biff V (isotopie et pseudo-isotopie) sont les mémes,
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[En effet les orbites de Q} sont alors connexes ; comme elles contiennent
les orbites de ¥ qui sont les composantes connexes, ce sont les composantes

connexes ] °

Corollaire 2,~ Pour n ) 6 3

10)  m{Diff D") = 0 ;

. n-{, .
20) no(lef s ® r_ s

30) n1(Diff Sn-1) est une extension de Fn+1 o

[En effet, tout difféomorphisme g de D" peut &étre déformé par isotopie
de manidre & induire 1l'identité sur la boule de rayon moitié pr” ; la
restriction de g & la couronne Dn - D'n s'identifie alors & une pseudo-
isotopie h de Sn—1 ; le théoréme O permet de déformer h isotopiguement

en 1'identité.; ceci prouve le 1), On passe de la au 2°) et au 3°) au

moyen de la suite exacte classique :

n1(Diff & S n1(Diff s - n (Diff 7)) - n (Diff s L r ~o].

Remargues 1,~ J'ai annoncé le théordme O dans [4] , sousles conditions plus

restrictives dimension (V 3 9 et n1(v) = n2(V) = 0).

2. Les premiers exemples de ni(Diff Sn) non triviaux pour 1 » 1 sont

dus & S.P. NOVIKOV[13].

3, Ltanalogue du théoréme O dans la catégorie PL a été denontré indépen-
demment par C, MORLET [12] et C.P. ROURKE.

Leur méthode (qui nécessite n1(V) = n2(V) = 0) consiste & ramener (dans
chacune des catégories DIFF et PL) le cas général & celui de la sphere
n-1

S ; ce dernier cas est resolu trivialement dans les catégories PL par

la "rétraction d'Alexander", dont on sait qu'elle ne s'applique pas au cas
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différentiable. Dans la catégorie DIFF, la difficulté est exactement la
méme dans le cas de la sphere et dans celui de n'importe quelle variété

simplement connexe.

4. La question "pseudo-isotopie entraine-t-elle isotopie" admet une géné-
ralisation naturelle & Xk paramétres. Soit O un point marqué sur Sk H

tout difféomorphisme de V X Sk gui respecte la projection sur Sk, laisse
fixe V x {O} , et peut se prolonger en un difféomorphisme de V x Dk+1 s
peut~il se prolonger en un difféomorphisme de V X Dk+1 qui respecte la
projection sur p*! % Dans [12] MORLET munit Diff V- de deux complexes,
1'un donnant l'hometopie ordinaire, 1l'autre la notion d' "homotopie" qui
généralise & un nombre quelconque de paramétres la notion de pseudo-isoto-
pie ; 1le kéme groupe d'homotopie relatif de ces deux complexes est nul exac-
tement lorsgue la réponse & la question ci-dessus est positive. MORLET montre

qu'il en est ainsi dans la catégorie PL pour tout k ¢ lorsque V est

c-connexe, On peut faire la conjecture analogue pour la catégorie DIFF .,

5. La notion généralisant celle de pseudo-isotopie (relative sux difféomor—
phismes) aux plongements d'une variété dans une autre est appeslée en général
"concordance", Rappelons le résultat maintenant claessique-de J.F.P. HUDSON
(7] : en codimension ) 3 , la concordance entraine l'isotopie ; ce résultat
(valable dans les catégories DIFF et PL) a été généralisé & plusieurs pa-

remdtres par MORLET [12] .

6. Dans l'énoncé du théordme O, les hypoth®ses de compacité et de simple
connexité sont essentielles ; cels résulte de deux contre-exsmples de

L. SIEBENMANN [15], qui associe & une pseudo-isotopie un invariant de tor-
sion. Notons aussi qu'un autre pas en direction d'une théorie gé-
néralisant & 1 paramdtre celle du s-cobordisme s été fait tout récemment

par 4. CHENCINER et ¥, LAUDENBACH,.



3., La forme "fonctionnelle" du théoréme Q.

. :f . oo
Soit U¢ l'espace des fonctions de classe C : V x (I,O,‘I) - (I,O,1)

sans point critique sur le bord. Pour démontrer
(1) n (&) =0

on fait opérer C(’s 4 gauche dans 1 par la formule :

g.f:fog—1 °

On désigne par € le sous-espace de f‘ formé des fonctions qui n'ont aucun

point critique.

Lemme : Soit p 1la projection : Vx I -1 ., L'espace € est 1l'crbite de P

pour les opérations de‘% ;‘Pj, est homéomorphe & ‘J@ X% .

Démonstration ¢ Il est clair que l'orbite de p est contenuedans(i, et

d'autre part que ¥ est le sous-groupe de ‘?é, formé par les éléments qui
laissent p fixe. Il suffit donc de montrer l'existence d'une section

s : & »‘9}‘ pour l'application gw p o g~1 o

Pour construire une telle section, on choisit une metrique riemannienne
sur V xI. Soit f ¢ @, on définit 1'élément g = s(f) par :
" g(x,t) est le point y de la ligne de gradient de f 1issue du point
(x,0) qui vérifie : f(y) =1t ",

-1
On a : pog (v)=t=1() ;

autrement dit, p o g-1 =f ; donc s est bien une section,
Puisque % est contractile, (1) équivaut &

(2) n((g)=0 .

o]

Puisque i est une partie convexe de l'espace vectoriel de toutes les



fonctions réelles définies sur Vx I, (2) équivaut &

(2') n?(ﬂi,%f) =0 .

Ceci apparalt comwe une généralisation & 1 param®tre de la théorie du
h-cobordisme de Smale, Les espaces analogues & & et &< peuvent en effet
8tre définis pour toute triade (W, V, V!). La théorie de Smale consiste &
montrer que -(moyennant des conditions homotopiques convenables et une condi-
tion de dimension) W est difféomorghe au cylindre V x I ; or les cylin-
dres sont caracterisés parmi toutes les triades par la condition ¢ # ¢ ,

gul peut s'eécrire :

0

no( ,E€) =0 .

4. Principe de la démonstration de (2') : stratification naiurelle et filtra-

tion de Smale de Ji.

. . 1 i .
D'une fagon génerale, une suite E°, E ,..., E,.wde sous~espaces d'un

. . o i ) i
espace topclogique E sera appelée stratification de E si les E & foruent

une partition de E , et si RO U E1\J .o L)El est ouvert pour tout 1 .

La notion de stratification naturelle des espaces d'applications diffé-’
rentiables d'une variété dans une autre o été introduite par THOM ; les
travaux récents de J. MATHER [9] 1'ont éclairée d'un jour nouveau (cf,I.3).
La strate :ﬁi de la stratification naturelle de 1l'espace g% est définie
comme 1l'ensemble des fonctions "de codimension i", la codimension d'une fonc-
tion f pouvant &tre définie (au moins pour les petites valeurs de i)
comme la somme des "codimensions'" des points et des valeurs critiques de f.
Une valeur critique de codimension 0,1 etc. ést une valeur critique simple,
double, etc. Un point critique de codimension O est un point critique du

type de Morse (c'est-i-dire quadratique non dégénéré) ; un point critique
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de codimension t est un "point de naissance", La "strate" de© est donc
1'espace des fonctions "excellentes" au sens de THOM : celles dont tous les
points critiques sont du type de MORSE, et toutes les valeurs critiques dis-
tinctes. D'aprés un théoréme classique de M. MORSE, do est ouvert et dense
dans d{ . La strate Cﬁ1 est la réunion (disjointe) de di; et ﬂ{; définis

comme suit :

f a un point de naissance ; tous les autres points cri-

1
£ g’a tiques sont du type de Morse ;
toutes les valeurs critiques sont distinctes,
1 tous les points critiques sont du type de MORSE ;
feéB@

toutes les valeurs critiques sont distinctes, sauf exacte-~

ment deux d'entre elles,

1
(ﬁ est une sous=variété de codimension ¢ de (ﬁoljﬂi1 et le ccmplémen=-
. 2 1 T . . fo s .
taire de ®° UJe dans J¢ est de codimension supérieure & 1 , ce qui peut
&tre précisé comme suit. On dit qu'un chemin +y & valeurs dans ﬂi est bon
si y(t) € 510 sguf pour un nombre fini de valeurs de £, et si, pour ces
1
a

valeurs exceptionnelles, v(t) traverse ; alors l'espace des bons chemins

gg_ﬂi est dense dans l'espace de tous les chemins, muni de la topologie C° ,

I1 résulte de ceci que pour montrer (2!'), il suffit de considérer les bons
lacets relatifs de (:ﬂ, €) et de montrer que chacun d'eux peut &tre déformé
avec extrémités fixes en un chemin de €. On utilise pour cela la filtration
de Smale de di°o pour démontrer le théoreme du h-cobordisme, SMALE définit
une filtration de 1'espace deo relatif & une triade (w,v, V') ; puis, par-

tant d'un élément f €7e° (dont 1l'existence est assurée par le théordme de
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MORSE) il construit (sous des hypctheses oonvenables) un chemin d'origine
f, qui est bon su sens ci-dessus, qui est décroissant pcour la filtration,
et qui aboutit & un élement f' de €, La filtration utilisée est la filtra-
tion lexicographique définie par les trois invariants suivants : le nombre
d'inversions v (cf. V.1.1) , l'intervalle des indices [i,j] (cf.V,2.2), en-
fin le nombre total de points critiques. Une fonction pour laquelle vy = 0
est dite "ordonnée', Les trois grandes étapes de la démonstration du théoreme

de h-cobordisme sont les suivantes.:

1) existence d'une fonction oruvnnée excellente H
2) eXistence (pour i convenable) d'une fonction ordonnée dont l'inter-
valle des indices est [i,i+1] ;

3) existence d'une fonction sans point critigue.

De méme pour déformer un bon lacet de ( ﬂ% %) , on le repousse de proche
en proche dans des sous-—-espaces de filtration de plus en plus petite, de
sorte que les trois grandes étapes de la démonstration du théoréme O corres-

pondent & celles du théoréme de SMALE :

1) l'espace des fonctions ordonmnées est comnexe (V,1.1, théorzme 1),

2) l'espaceiﬁi des fonctions ordonnées dont 1’intervallé des indices est
[i,i+1] est connexe pour 1 convenable (V,2°1., théorame 2),

3) l1'espace des fonctions sans point critique est connexe (VII,4,2,

théoréme 3).

5. Les lemmes semi-locaux,

Les "cocellules'" de codimension O et 1t de ji (ctest-d~dire les composantes
Lo 1 - . .

connexes de I* et e ) ne sont pas acycliyues en geéreral., Au cours de la

déformation d'un lacet sur ﬂi, on rencorire donc un certain nombre dfobsitruc-

tions & valeurs dans le 7 des O-cocellules modulo leur bord ; d'olu la
1 :
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nécessité de démontrer un certain nowbre de lemmes explicitant ces obstruc-

‘-‘tions et donnant des cas de nullité ; on les appelle semi-locaux parce qu'ils

de

‘mettent en jeu un petit nombréVEocellules. Il est souvent commode de les

exprimer en terme de graphique : le graphique d'un chemin y & valeurs dans

ﬂiest_la partie T de I x I définie par :

(t,u) €T &> u est valeur critique de y(t) 5

.Les lemmes semi-locaux sont de deux sortes ; les uns sont des lemmes de

classification de "chemins de traversée" (chemins d'origine un point donnde
Ji— : 3’1 G ; 5 ’
de o , traversant une fois ') ;voici leur interprétation en termes de

graphique :

ki

Unicité des
naissances
(111,1.3.,corollaire2)

Lemmes de
. _ croisement
'\C[IA.T.,pmpositimHS et 4

Unicité des morts

(III,—2.4. , Propositions )

ooc ee oo .

Concernent la
possibilité de

eo fonc

P

®s e¢ oee oo fec-:ee. oo oo |

i41 it
I

NN TNSTNTNSTNN SUONSTNSTN NN TN NN

déforter le £ N :

graphique : H

ci=contre : 5 :

en le 3 § i41
graphique : /’—\\ : /‘*\
ci-contre : 3 3 i

L N T W N N i e Ul Wy el N o g g

Les autres lemmes semi-locaux sont reiatifs & ia possibilité de fairé\‘
franchir & un lacet une singularité de codimension 2, autrement dit une
composante connexe de:ﬁ2 . Voici leur interpré@ation en termes de graphi=-
gque et les schémqs correspondants dans l}espa;e fonctionnel ; (on se repor-

tera aux énoncés pour les conditions de validité) :
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f Lenme de la queue

Lemme du bec d'aronde

oe o

: Lemme du triangle

oo

CDLZ.Z,pIoposition, 2)

(1v,3.3, proposition 4)  (IV,4.3,proposition5)

N

NN TN NN

(Concerne la possibi-:

(1ité de déformer le : f:><<:/

(graphique ci-contres:

~

en le graphique -

ci-contre

o o0 |00 o

o oo o

s oe oo oo

Schéma dans l'es~
pace fonctionnel

B = croisement)

a0 @5 leo 00 co ee oo {®0 > o8 es ae Jeo

Singularité de co-
dimension 2 corres-

pondante,

(

(

(

<

(

(

L :
o = naissance, 1

( :

(

(

(

(

(

(

(

point triple défini par
1tégalité de 3 valeurs
critiques

naissance & un ni- : singularité
¢ veau critique : queue d'aronde

0 ®0 ®0 e ee

es oo

e e N N N e S N NS N A N e S S e e S N N e s

La démonstration de ces lemmes utilise la méthode des '‘chemins élémen-
taires™, développée en I.2 dans un cadre général : celui d'une stratifica-
tion de codimension 1 dans laquelle un groupe topologique G opére de fagon
que les orbites soient les cocellules et gque sur chacune d'entre elles, les
opérations admettent des sections locales continues. Le "lemme des chemins
élémentaires® affirme que, dans ces conditions on peut se borner, pour cal-—
culer les groupes d'homotopie des espaces de chemins de traversée, & consi-
dérer des "familles élémentaires de chemins", cfest-a-dire essentiellement

des familles invariantes par les opeérations de G . Dans le cas de la stra—

tification de jé, le r8le de G est joué par le groupe Diff(V x I) x Diff

=
e

les familles elémentaires sont définies dans chaque cas par trans-—

port d'une "déformation standard" relative au modéle de la singularité

correspondante, L'application du lemme des chemins élémentaires ramene alors
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3 un probléme géométrique (classification de certaines sous-variétés), de

difficulté treés variable suivant les cas,

6., Partie "globale" de la démonstration,

Les théorémes 1 et 2 (connexité de 1l'espace des fonctions ordonnées et
de 1l'espace :ﬁi) se demontrent sans grande difficulté & partir des lemmes
seni-locaux (cf° chapitre V) . Par contre la demonstration du theoréme 3
(passage de la connexité de :ﬁi & celle de l'espace € des fonctions sans
point critique) préseate une difficulté de nature algdébrique ;3 c'est ce qui
conduit & introduire le nerf de Cﬁ% 2t, en fait, & la déterminer,

i . . c o . 1 i
D'une fagon générale, le nerf d’une siratification E°, E ,... B ,..

d'un espace topologique E est l'ensemble nO\EO)U mO(E1) Ueoo U no(El)U ecs

v

muni de la structure de complexe simplicial ordonné définie par la relation

ACB.

Soit Jg q la partie de ﬂi formée des fonctions ayant exactement 2q
b
points critiques (fonctions "de type (i q)*) 1 scit f une telle fonction,
clest-a-dire une variété de ni-

soit M une "variété intermédiaire de [

\

veau séparant les points critiques dfindice i des ceux d'indice i + 1

Y3

M sépare V x I en deux parties gu'ion note wg et W& . On sait que

, M) ® Hn-d.(w—

M M) ® Zq : certaines bases de ces groupes d'homolo-

+
Hi+1(wM

gie sont "adaptées & " au sens suivant 3 elles peuvent étre representées
par les classes fondamentales d'un systeme de nappes de gradient issues

des points critiques de I . A tout f ¢ ny (sous-espace de j{ a formé des
it 1y

fonctions pour lesquelles M est une variété intermédiaire) on peut associer
l'ersemble de ses couples de bases adaplées ; cet ensemble s'identifie & une
classe de GL{q,Z) x GL(q,Z) modulo un sous-groupe de (Tq x Sq) X (Tq X Sq)
qul dépend uniquement de la cocellule de fY (Tq ¢ groupe triangulaire

Sq : groupe symétrique). On définit ainsi un morphisme

T : (Nerf deiﬁM)ﬁ ffflx €,
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ol1 ﬁ% est un quotient d'un complexe défini sur le groupe GL(q,Z)
par les genérateurs privilégiés du groupe symétrique (par exemple, un
couple diéléments (g,g') est joint par une aréte si et seulement si g!
est de la forme gs ol s est une transposition).On montre en utilisant
essentiellement le lemme des croisements & indices égaux que T est un
morphisme de revétement, Cessant alors de fixer la variété intermédiaire M,

on obtient un morphisme :
2
Nerf de J¢, -
( 1,q) éié

s

ou 5ﬁ1 est le complexe guotient de 8i1><€z, par des opérations convenables
de GL(q,Z) 3 (en particulier, le O-squelette de Cf; gst isomorphe &
l'espace des doubles classes & gauche et & droite de GL{q,Z) modulo le

groupe triangulaire).

Un lemme algébrique, qui est le résultat orincipal du chapitre VI ,

donne un systeme de générateurs du premier groupe d'homotopie relatif de

gzhx 8?q modulo l'orbite "neutre" des cpératicns de GL(q,Z) . On cong=
tate alors gue chacun de ces générateurs correspond & un certain type de
singularité de codimension 2 ; les lemmes semi-locaux relatifs & ces singu-
larités prouvent preciscment que ces générateurs se reldvent dans le revé-.
terient » en des chemins dont les images dans le nerf de jfi sont des

?
lacets, On en déduit fac_ lement les théortme 3 (connexité de %.) et 4
(isomorphisme du nerf de Qf. avec 5f ) ;3 ce dernier résultat & pour
1,9 q

corollaires des théorémes de classification : par exemple, les fonctions

excellentes de type (i,q) sont classifiées par un invariant & valeurs dans

T\ ¢L(q,2)/Tq .



CEAPITRE I

Stratificaetions et chemins &€lémentaires

Aprés avoir fixé au §.1 la terminologie qu’on utilisera en
ce qui concerne les stratifications, on démontre au §.2 le
"lemme des chemins &lémentaires”, (2.,2,, proposition 1), outil
essentiel des chapitres II, III et IV, Le §.3 contient la défi-
nition et une premiére description de la stratification naturelle
des espaces de fonctions réelles différentiables. Deux autres
exemples de stratifications naturelles d'espaces d'applications
différentiables (qui jouent dans la suite un rdle auxiliasire,
respectivement au §.4 du chapitre II et au §.2 du chapitre III)
sont &tudiés aux §.5.4 et 5,

§.1, Btratifications localement triviales.

1.1, Stretifications.

rd 9 o I3 ° o o ° l
Définition l., Soit E un espace topologique ; une suite E  , E7,
W

ssos EX ,e00 de parties de E egt appelée stratification de E
si elle forme une partition de E (ise., les E* sont disjoints

deux & deux et leur réunion est E ), et si elle vérifie la

condition suivante :

%V Elu soo UE® @8t ouvert pour tout iel ,

E muni dfune streatification est dit "espace topologigue stirati-
£ié" ; E* s'appeile 1la i°™® gtrate de E . Les composantes

connexes par arcs des strates sont appelées cocellules de la

stratification,
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Exemple de stratification. Svit V une varigsé triangulée de

dimension =n § soit V., le i-squelette de V pour 1i»0 , et

s

v, = % pour i<0 ;3 la stratification de V définie par

PR

VS o= Vnmi = Vnmiml pour tout ieWN

est appelée stratification naturelle de V , On remarquera les

deux propriétés suivantes 3

1) Pour tout diel , V ~V

o

2) Pour tout i=W , V est wne sous-variété de codimension
i1 de V

La propriété 1) est vérifiée par toutes les stratifications
que nous utiliserons dans la pratique ; la propriété 2) est véri-
fiéde par toutes les stratifications de variétés {(de dimension

finie ou infinie) que nous rencontrerons,

Morphismes dfespaces stratifiés. Scient E et E? deux espaces

topologiques stratifiés ; un morphisme E = E' est une appli=-

cation continue f ¢ E => E' telle que
i 1 . .
f(E")cE pour tout ielN

Ceci définit la catfgorie des espaces stratifiés.

Stratification induite. Scit E un espace topologique stratifié

soit AcE 3 on appelle stratification induite par E sur A

celle définie sur A par

°

A = ANE* pour tout ieW .

Stratification produit. Soiemt E et E’ deux espaces topolo-

giques stratifiés ;3 la stratification de EXxE?Y définie par
. . .
(ExE')* = AJ EIx E"Y
) j+j‘7=i

est appelée stratification produit des stratifications de E et Ef.
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l.2, Stratifications locaiement triviales,

La stratification triviale d'un espace topolicgique E est

. o s )
celie définie par E = E .,

Définition 2., Soit E un espace topologique stratifié ; la stra-

tification de E est dite localement triviale si pour tout

xeBE , il existe

- un espace topologique stratifié X , ayant une strate ponc—
tuelle {0}

wo

= un espace topologique Y {muni de la stratification triviale)
27 un point yeY

= un morphisme ¢ 3 Xx Y —» E ,

tels que $(0,y) = x , que l'image de ¢ s0it un cuvert U de
E ; et que ¢ définisse un isomorphisme de X xY sur U {muni

de la stratification induite par E ).

Tout morphisme ¢ du type ci-dessus est appelé carte locale

de E en x ; on dit que X est¢ un modéle transverse de la

stratification en X , On dit qu'un mcorphisme ¢ ¢ X == E est

une carte transverse de E en x 81l existe une carte locale

¢ telle que P(z) = ¢{z,y) pour tout zeX .,

Remargues. 1) 81 ¢ est une zarte locale de E en x , d'image
U , la strate de x dans U est ¢({0}xY¥Y) ; U étant ocuvert,
il en résulte que ¢{{0} x Y, est un voisinage ouvert de x dans
sa strate,

2) Si E est un espace stratifié localement trivial
et localement connexe par arcs, alors toutes les strates de E

sont jlocalement connexes par &rcs,

1.3. Stratifications conigues, stratifications combinatoires,

Définition 3. Soit S wun espace stratifié ayant un nombre fini

de strates So9 Sl,oeo, s . on appelle cdéne ouvert de S l'es=~

pace stratifié suivant : son support topologique est le codne
q



Ik

ouvert C(S) = § ; la stratification sur le complémentaire du
sommet est celle définie par la stratification produit de celle
de S par la stratification triviale de 1091{ { le sommet est

l1'unique #lément de la (n+l)éme strates

Définition L, Soit E wun espace stratifié, La stratification de

E est dite conigue si elle est localement triviale et si, pour
tout xeE , il existe un moddle transverse de la stratification

en x qui soit un cone ouvert.

Définition 5., Soit E un espace stratifié ; lia stratification

de E est dite combinatoire si elle est conique, et si pour tout
o i Q o

i>0 et pour tout xeE” , il existe un modéle transverse en X
qui soit le cone ouvert d'une {(i=l) = sphére combinatoirement

triangulée {(munie de la stratification naturelle, cfo lelo)s

Exemple de stratification combinatoire. 8i V est une variété

combinatoirement triangulée, la stratification naturelle de V
constitue évidemment un exemple de stratification combinatoire 3

d'autres exemples seront donnés aux §§. 3, 4 et 5.

§:2, Stratifications de codimension 1

Lemme des shemins &lémentaires

2.1, Stratifications de codimension 1 ; chemins de traversée.

Définition l, Soit E un espace topologique ; une stratification

de codimension 1 de E est une stratification sonique (efs1l,3.)

4 deux strates non vides E® et El s telle gue pour tout ye:El,

il existe un modéle transverse de la stratification en y qui

soit le cone ouvert d'un ensemble fini.

Exemple, 1) E est une variété (de dimension finie ou infinie),

1 o . . .
E es3t une sous=variété de codimension 1 de E ,

2) V étant une variété triangulée munie de sa strati=-
. . 1 i+
fication naturelle, E® = v* 8 El = yv? 1 s
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On verra d'autres exzemples au §.3 du chapitre II.

Leume 1. Soit E un espace topologique muni d’une stratification

de godimension 1 . Soit ye:El 3 Boit T l°image d'une carte

" transverse de E en y ; on note & l’espace des applications
continues : (I, 0, ]0,1]) == (E, y, E°) , muni de la topologie
o
c”

P4
Il vy & un isomorphisme caneonigue 3 ﬁb(iy> — WO(TGY) »

chague composante coannexs de iy est acyelique

Démonstration ¢ Soit ¢ une carte locale de E en y telle que
La carte transverse correspondante ait T pour image § soit U
limage de ¢ . On considére sur T et gsur U la stratifica=-
tion induite par E , et on note iy(T) 5 5%(U) les espaces ana=
logues %& o Il est clair gue ﬁb(ﬁy(T)} est canoniquement iso=
morphe & ﬂb(Tmy) , et gque chaqus composante connexs de ﬁ%(T)
est acyclique. Or les injections naturelles ‘iy(T} C}ﬁ%ﬁwﬁ <¥>:¥y
sont l'une et l'autre des &guivalences d’homotopie faibles

(la premidre parce que i%(U) est canoniquement homéomorphe au
produit de iy(T) et de l'espace des chemins d’origine y dans
U(\El ; la seconde, parce gue tout compact de ﬁy peut etre
déformé, par une homothétie convenable de ‘ﬁy s Jusque dans

1l%image de fiy(U)) ; ceci achéve la démonstration.

Définiticns. 8

o ©

it vy wun chemin 3 I = E ; soit t un point
) 3 on note : Y(t@) =y o 8L t €I ; le germe

isclé ds le(E

o

de y en t d8finit un couple d'éléments de WO(%§> s 51 ces
£léments sont distincts, on dit que vy <traverse gt en ¥y

pour la wvaleur to du paramétre. On dit que Y est un bon chemin
. =], 1 o . ) . .
si v (BE”) n'a qu'un nombre fini d*éléments, et si pour chacun
. 1 . ) 1
d'entre eux Yy traverse E- . Un bon chemin traversani E une

seule fois est appelé chemin de traversée,

Lemme 2, Scient E ,y , T comme au lemme l. Soit <€y L'espace

des chemins de traversée de El en y (muni de la topologie CG);

s0it Ry le complémentaire de la diagonale dans Wo(Twy) xﬁo(Twy)n

Il v & un isomorphisme canonigue wo(%;) = Ry » et chague compo=

sante connexe de %& est ascyecligue,
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Démonstratisn : Soit @y , la partie de ‘€y formée des chemins
vk
2 b
dor.w ie paraméire de traversée esi % ; compte tenu du lemme 1,
11 suffit de montrer gque l'injection ‘€y 1 —é-“@y induit un
b=
2

isomorphisme pour tous les groupes d homctopie. Il suffit done de
montrer que L'application T qui & tout &iément de %& associle
son paraméire de Lraversée est une fibraticxn iocalement triviale
or le groupe J  des homéomorphismes csroissants de [Ool] opére
4 gauchs daus %y {par ia formule : goy = Y@gul ; et dans ]091[

de maniére compatible avee 1 ; en plus, les opiratiocns de X
n

o
n
«
(o]

dans ]Ogl[ admettent des sections lozax inues ; comme il
est bien wonau {efo [3), poll5, lemme i 6 cesl su4ffit & établir

la trivialité locaie de 1

2,2, Lemme des chemins &lémentaires.

Soit E un espace topologiquwe muni d'une stratification
de codimension 1 . Dans ce n°, oxn suppose qu'on s‘est donné un
groupe topologique G opérant {3 gauche)} coentinuement dans E

o

en respectant ia stratification.

On désigne par f{a.) {pour i=0,i, la propriété suivante :
"Pour tout xeE' , la strate de x coincide au voisinage de x
avec l'orbite de x , et l'appiication g > g.X est une fi=~

bration localement triviale de G sur lforbite de xo"

On notera que les opérations de G dans E définissent de

facon naturelle des © ératicns de l'espace des cheming de G
%
l <

dans 1l’e¢spane % des chemins de traversée de E (cfs20le) et,

par restric¢tion, des opératicens de G dzns 4 .

Proposition l. Soit E un espice topoicgigue muni d’une strati=-

fication de codimension 4 , dans laquelle un groupe topologigue

17

5

|Pour le 2°), la condition (aoi suffit]. Soigct €' et B"
deux parties de l17espace € des chemins de traversée de gt
telles que ¥€"<=¥'! ., Un suppose :

G opére en vérifiant les conditions (a et (al} zi=0esSsus,
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Corollaire. Soit E wn espace topclogigue iocalement connexe

par arcs muni d'ure stratification de codimension 1 dans

laguelle un groupe topologique G opdre en vérifiant les condi-

tions {ao) et (a]) » Soit €' une réunion de gcomposantes
- - - o 1 °
connexes de l'espace <€ des ghemins de traversée de E- ; soit

€¢" ung partie du complexe singulier ¢(€°) gui soit stable pour

les opérations de <S(G) ; on note «¥” le U=squeietie de 4"

Alors, pour tout B=<€¥€" , soient =x e3 vy i'origine et le

point de traversée de B ,

@2 la partie de <" formée des

chemins ayant méme point et meme sens de traversée gque B ; il ¥
(i

a un isomorphisme gancnigus

wj{@; s‘g; P B = "ja1(€" $ B) pour tout j2l o

Si, en plus, pour tout y<<€' , 1] existe un élément de K"

S °
ayant meme point et méme sen: de Lrsversée que Y , alors

T (€ ,€") =0 o xeB°
o( x ? x) pour tout < B s

C'est la partie de ce gorollaire reiative au LN dont on
fera l'usage le plus fréquent dans ia suite sous le nom de

"lemme des chemins élémentaires™, En voici un énoncé autonome

Lemme des chemins élémentaires., Scit E un_espace topologigue

locoae muni d'une stratification de codimengion 1 dans laguelle

un _groupe topclogique G opére en vérifiant la condition (ao) .

Soit %' une réunion de composauntes connexes de l'sspace <« des

. . R . . .
cheminsg de traversée de Lk ; Scit " une partie de <¢° qui

soit steble pour les opérations de G ; les éléments de <" sont

appelés "chemins élémentaires™,

Si, pour tout ye«€’ il existe un chemin €l¢mentaire ayant

méme pcint et méme sens de traversée gue Y 3 alors tout ve<'

est homotope dans «¥' & un chemin &lémentaire, de facon gue

l'origine reste fixe eau cours de l’homotopie.

(1) La notation ﬂj’%; ,252 3 B) désigne le groupe
1%(€(e;)9<€; s Bl)e
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Démonstration

SIT w0 X Om A WO WD AT €T W IO

e 3 Scit G ls composante connexe
par arcs de 1°

e
re de G , Puisque E est localement
it que les opérations de G vérifient

et (al) entraine que les opérations de
mez conditions. Or l'hypothése faite sur %'
ne gque %' est stable pour les opérations de Ge 3 on
peut donc appliquer ls proposition i avec Ge dans le rdle de
G , de sorte que le seul point qui reste & vérifier est que, pour

tout Jxl , il ¥y a un isomorphisme canonique 3

~ e

LI G SRR D B 273 B . Or «€' ezt réunion de
iy ¥ vml TR

composanies conunexes par arcs de €. 3 il résulte donc du lemme 2
£ ] g o © ~
de 2.1. que chaque composants de cey egt caracierisés par son

sens de traversée, et qu’elle est acyciiqus ; d'cl le résultat.

Démonstration de ls proposition 1, 17) ev 27) : Soit q 1'appli-
cation ¥ -y E- obtenue en associant & tcut élément de 6

son point de traversée, Le groupe G opfre dans «° et dans

El de fagor que le dilagramme 3

Gx‘e; 5 Le\':

id x ql€?

[V S
P S
«Q
AN

3% kT TR LA 0 YR E

o}
¥
ty

soit commutatif. On sait {af. 131, po11i%, iemme L) que dans cette

situation la condition [a,/ entradine gue q[ﬁ“ @st une fibration
b
localement trivisle, On montre de meme gue !ﬁ" est ungz fibra-

tion locelement triviale. C'est une preopriété élémentaire des
paires de fibrés localement triviaux de méme base que, dans cette
situation, pour tout Bed” {tel gue (B} = ¥y} on a un iso=

morphisme canscnique :

k2

(B ) wj(€9 s TV :© ) pour tout

o
A\'"3
|
-

ws

en plus {sans que la iocale triviaiité, ni par conséguent la

condition (a soient nécessaires), si wgfﬁ; Q‘G;} = 0 pour

l) »
tout yeEl s alors 170(%2“ W8 = 0



On procdde exactement de la méme fagon pour l'application
p : € — E° » qui d tout élément de ¥ associe son origine,
Utilisant la propriété (ao) , on mentre que pl€' et plE€"
sont des fibrations localement triviales, et orn en déduit que
pour tout Re¥€" (tel que p(B8) = x) on a un isomorphisme

canonique

Cao
v
)
~d

nj0€; ,xf; § B} et wj({“ sy €7 3 B) pour tout

En plus fmais ici la locale vwivialité est nécessaire, et par

i no({“ ,€") = 0 , alors

(7]

conséquent la propriété (ao}) :

e . ¢ )
"o§€; mfix ; = 0 pour tout xeZ ., Ceci aghéve la preuve du
lz,;‘ et du 2~7§°

Preuve du 3%) : C'est une transposition dans le cadre semi-sim-

plicial de celle qui précdde, On utilise Les deux propriétés sui-
vantes des fibrés de XKan (qui correspondent aux deux propriétés

des fibrés localement triviaux utilisées ci=dessus) :
{*) Soient C et X deux complexes de Kan, et soit p

un morphisme C <=+ X 3 soit G un groupe simplicial opérant
simplicialement dans C et dans X de fagon qu'il y ait commu=-

tativité du diagramme

G x C ~—m———a C

idxp P
GxX — X
et gue pour tout sommet X de X , le morphisme G == X
‘ni .
(défini par : Gn3>g —_— xsn}e X ) soit une fibration de Kans

Alors p est une fibration de Kan,

[Démonstr

a
i

pour Ok

tion : Soit xeX soit ke {0, l,e509 n} , et soient,

sn et i # k , ciezCn_’l tels que
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pour i<j
p(ci) = d; x
Boit X le sommet de x qui est opposé & la face dkx ; et
soit q le morphisme G = B défini par le complexe ponctuel
{xo} ; puisque gq est une fibration de Kan, on peut construire
en grimpant sur le squelette un &lément g de Gn tel que

a(g) = x + Posons pour i # k 3

di(g-l)oci = Ei ®
On a pour tout i # k

p(&) = x*7Y)
D?autre part :
pour 1 J 3 di cj = dj-l ci

donc, puisque C est de Kan, il existe aescn tel que dia = 3&

pour tout i # X . Toutes les (n=l)-faces de ©p(a) , & l'excep=-

tion de la kx°%€ , sont en x_ ; il existe done §ean , dont
toutes les (n-1l)=faces sauf la k°®° gont en e y tel que
Q(E) = P(a.) °
Posons :

GQE- & = ¢
On a

(n) _

p(ec) = goE-l.p(a) = geX

X 3
et, pour i # k :
d.c = d.g.d.z’td,a = d.g.d.a = d.g.¢. = ¢, ]
i i i i i i i i i ‘
(**) Socient C wun complexe de Kan, B un sous=-complexe de

Kan de C , X un complexe de Kan, et p un morphisme C =b X ;

on suppose que p et p|B sont des fibrations de Kan. Pour tout



x<X , soient Bx et Cx les fibres respectives de B et C

situées au-dessus de x ; le morphisme naturel 3

b)

*frj(Cx » By 3 b) — rrj(c s B

est un isomorphisme pour tout sommet b de Bx et pour tout
j»1 o En plus, il y a équivalence entre la propriété : wo(C,B) = 0

et la propriété : rro(Cx , Bx) = 0 pour tout xeX

[Démonstration immédiave 2 l'aide des suites exactes d'homo=-
topie du triple (C , B , Bx) eu du triple (C , Cpoos Bx)] .
Application des propriétés (*) et (**) : le groupe simplicial
4(G) opére dans ' et {(El) de fagon compatible avec le
morphisme ‘ﬁ(q)l%ﬁ ;s il résulte donc de la propriété (*) que
ce morphisme est une fibration de Kan, On montre de méme que
‘S(QH%§' est une fibration de Kan ; on applique la propriété (x»)
& cette paire de fibrations. Puis on procéde exactement de la

méme fagon pour le morphisme <(p)

§.3, Stratification naturelle des espaces de fonctions

rélles,

Dans ce paragraphe, W désigne soit une variété compacte
sanes bord, soit un cobordisme compact de bord VOUV' ; dans le
premier cas, on désigne par <% 1l'espace des fonctions réelles
de classe C® sur W ; dans le second cas, on désigne par &
l'espace des fonctions ¢C : (W, vV, V') —= (I, 0, 1) sans
point critique sur le bord (dont 1'étude est l'objet principal
de ce travail)., On désigne par ¢ 1le groupe Diff WxDiffR ,
ou, lorsque W est un cobordisme, le groupe
Diff(W, V, V') x Diff(I, O, 1) ; le groupe g opére & gauche

dans <% par la formule :

(1) G xF 3((g,8")sf) —+ &' o f 0 & "« &



341, Codimension d'un point critique, d'une valeur critique,

d'une fonection ; stratification de &F.

J+ Mather a proposé la définition directe suivante de la
codimension d'un élément f de F: c'est la codimension de
1'image de 1'"applicetion linéaire tangente" (1) 4 l'application
(ge8") - (g,8')sf de @ dans % , Pour tout entier j20 ,
on note F9 1la partie de F formée des fonctions de codimension
J s on note ‘?m l'espace des fonctions de codimension infinie,
La suite %°, 91,..0, Wj,... est une stratification de F-K au

sens de I,1.1, ; on l'appelle (abusivement) stratification natu-

relle de $ , Elle est respeciée par les opérations du groupe Q.

En fait, nous travaillercns toujours sur un sous-espace de

l, @2 et toutes les fonctions de

4 , contenant notamment %°, &
Morse, sur lequel il est possible de définir la codimension (de
fagon équivalente 2 celle qui précéde) par une formule explicite

simple ; c'est toujours cette définition que nous utiliserons,

Définition 1. Soit fe&¥F ; soit < wun point critique de £ .,

On appelle codimension du point critigue ¢ la codimension de

1'idéal engendré par les germes des dérivées partielles premiéres
de f en c¢ dans l'anneau des germes de fonctions C*® :; W-[R ,

nulles en ¢

Classification des points critiques de codimension O, 1, 2,

[On désigne dans la suite par n la dimension de W]o

a) Les points critiques de codimension zéro sont les points

critiques quadratiques non dégénérés, encore appelés points cri-

tiques du type de Morse, Il est bien cbnnu que leur forme cano=-

nigue est :

(2) -xe-.e.-xe.*'x% +.°.+x§;

(1) Voir la définition précise en [9] ou [17],



i est appelé indice du point critique,

b) Les points critiques de codimension 1 sont les points

d'inflexion généralisés, encore appelés points de naissance ;

leur forme canonique (cf., par exemple [3} pps 17-18) est :

2 2 2
(3) -x2-ou-x.+x. +o..+xn_l+x2;

i s'appelle encore l'indice du point de naissance ;

c) Les points critiques de codimension 2 sont les points

critiques du type gueue d'aronde ; leur forme canonigue est :

2 2 2 2 L
(h) - xl - sce = xi + xi+l + se0 ¢+ xn-l - xn H

i s'appelle encore l'indice du point critique.

On remarquera que tout point critique ¢ appartenant &

l'un des trois types ci-dessus vérifie la propriété suivante :

(*) Le germe en c de la fonction x w=> f(x) - f(c) appar-

tient & 1'idéal engendré par les germes des dérivées partielles

premiéres de f en ¢ o

Définition 2. Soit fe % ; soit o une valeur critique de ¢

telle que tous les points critiques situés au niveau o véri-

fient la propriété (*) . On appelle codimension de la valeur
critigue o le nombre de points critiques de f-l(d) s diminué

d'une unité,

Définition 3. Soit fe < ; on suppose que tous les points criti-

ques de f sont isolés et vérifient la propriété (*), Soit :

vl(f) somme des codimensions des points critiques de f ;

ve(f) somme des codimensions des valeurs critiques de f 3

(5) On pose codimensionf = Vl(f) + Ve(f) .



Description de %° ,

La codimension d'un élément f < & ne peut €tre nulle que
si vl(f) = ve(f) = 0 3 autrement dit tous les points critiques
sont du type de Morse, et toutes les valeurs critiques sont dis=-
tinctes; conformément & la terminologie de Thom, nous dirons
qu'une telle fonction est excellente, C'est un résultat classique
de Morse (que 1l'on peut déduire facilement du théoréme de trans-
versalité de Thom ; cf. par exemple [3], p.12) que l'espace %°

des fonctions excellentes e=t ouvert et dense dans F e

Description de ?l .

D'aprés (5), on peut avoir codimensionf =1 dans deux cas ¢

a) vl(f) =1 et v2(f) = 0 ; on dit alors que f est un

point de naissance ; on note @i le partie correspondante de

1
50 .

b) vl(f) =0 et v, (f) =1 ; on dit alors que f est un

point de croisement ; on note @4 la partie correspondante de
- B
% B

sont tous deux ouverts (et

Il est clair que Eﬁi et @t

par conséquent fermés) dans <¥l » On montre en outre les pro=-

priétés suivantes (cf, [3], PPs 29-35).

1°) 7 est une sous-variété de codimension 1 de &° u_gg;

de ceci résulte en particulier gque @ou 91 est ouvert dans &,

et que (@o,ﬁ;) est une stratification de codimension 1 de
‘F°U$l au sens de I.2¢1l,

-3

2°) L'espace des bons chemins & valeurs dans @pt)@l (ef.

I.2¢1,, définition 2) est dense dans l'espace de tous les chemins
3 valeurs dans & » muni de la topologie c® . De ceci résulte

en particulier que pour tout £fe&x° s l'application naturelle :
wl(%O\J@l;f) — nl(@}f) est surjective, ce qu'on traduit en
disant que "F- (ﬁptjﬁl) est de codimension 22 dans ¥ ",



I.,16

3°) Les opérations de 4 dans & respectent 90, @;. Gé .

En plus, les propriétés (ao)et (al) de I.2.,2, sont satisfaites,
autrement dit, pour tout fe:§°U yl s la strate de f coincide
au voisinage de f avec l'orbite de f pour les opérations de

G et 1l'application
gs(gig') =+ (g,g').f

est une fibration localement triviale de q sur l'orbite de ¢

[Lorsque fe F° » c'est un yu3 particulier du théordme de fibra=-

tion de Mather, valable quel que soit la variété but dans le cas
ol f est stable (ef. [9]) ; la démonstration dans le cas qui
nous intéresse ici, c'est-d-dire fe%®° ou reat , Ou méme
lorsque fef?e s n'offre aucune difficulté (voir & l'Appendice,
§s1, propositions 1 et 1', des indications sur la méthode de
démonstration) ; le méme énoncé lorsque la codimension de f
est quelconque est conjecturé, mais non démontré & ma connais-
sance] .

Des familles de "chemins élémentaires” relatives & <¥; et

@i sont définies respectivement aux chapitres II et III, et

jouent un rdle essentiel dans ces chapitres et dans les suivants,

Description de @2 °

D'aprés (5), les divers cas possibles sont les suivants :
&) vl(f) =2 e% vz(f) = 0 ; ce cas se décompose en deux :
1) £ a un point ceritique du type queue d'aronde, et

toutes ses autres singularités (points et valeurs critiques)

sont de codimension z&éro.

2) f a deux points de naissance, et toutes les autres
singularités sont de codimension zéro (en particulier, les

niveaux des deux naissances sont distinets).
b) vl(f) = vz(f) =1 ; ce cas se décompose en deux s

1) f & un point de naissance et une valeur critique



double correspondant & deux points de Morse ; les autres singu-

larités sont de codimension zéro,

2) f & un point de naissance et un point de Morse au méme

niveau ; les autres singularités sont de codimension zéro.

c) Vl(f) =0 e Ve(f) = 2 3 ce cas se décompose en deux :

1) f a une valeur critique triple, et les autres singu=-
larités sont de codimension zéro (en particulier tous les points

critiques sont de Morse).

2} f a deux valeurs critiques doubles, et les autres sin-

gularités sont de codimension zéro.

L°&tude locale et semi-locale de ces différents cas est
faite au chapitre IV 3 en fait le cas c¢) est un cas particulier

de celui dont 1'étude fait 1'objet du n® suivant (3:2.),

3,2, Stratification de l'espace des fonctions de Morse (&tude

locale ).

Définition 4, Soit fe &; on dit que f est une fonction de

Morse si tous les points critiques de f sont de codimension

zéro, autrement dit sont du type de Morse,

I1 résulte de la définition 3 que la codimension d'une
fonction de Morse f est égale & la somme des codimensions de
ses valeurs critiques ; ceci permet de définir en toute codi-
mension la stratification naturelle de l°'espace des fonctions
de Morse. Les opérations de ¢ dans ¥ laissent stable l'espace
des fonctions de Morse, et ont relativement & la stratification
de cet espace les mémes propriétés que relativement & celle de

§PU‘§IRJ§2 y, c'est=a~dire 3

1) elles respectent la stratification ;

2) pour toute fonction de Morse f , la strate de f coin-

cide au voisinage de f avec l'orbite de f , et lfapplication
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(gog’) =+ {g,g’)of de @ sur cette orbite est une fibration

localement triviale,

Deux €léments de & sont dits isctopes s'ils soni dans le
méme orbite pour les opératicns du groupe ge {composante
connexe de 1'&lément neutre dans @ ). Les propriétés ci-dessus
des cpérations de ( peuvent s’exprimer comme suit : soient f

et f' deux fonctions de Morse {ou encore, deux éléments de

Qou glljﬂﬁﬁ i pour que T et ' scient isotopes, il faut et

«

1l suffii gqu‘ils aeppartiern-=-%t 8 la méme cocellule {efs Io1s10)

‘de la stratificaticn de & .

On vea donner de la stratification de l'espace des fonctions

de Morse une définition plus adaptée 4 son étude locale.

Définition 5. Soit q un sntiegr >0 ; on appelle stratification

~

0
symétrique de R celle qui est définie par le systéme d'éga=

lités
pour l¢j<J’<q ;

(la k-3me strate, pour Oskgq-l , est la partie de R? formée
par les points dont les coordonnées vérifient exactement Xk

équatinns indépendantes de ce systime),

°

Soit fe ¥ une fonction de Morse ayant q points critiques;
on choisit un ordre de¢ l'ensembls nritigque de f , cfest-a=dire

une bijection wu de {1,2;500,Q} Bsur get ensemble ; on note

o 3

wljr = ¢ {pour j=i,2;55:59) 3 on note ¢ le point (claoo,cq)
q
de W [

Scient Ujs Upooncs Uq des voisinages ouverts deux a4 deux

disjoints de €. ,000.8 3 80it U l'cuvert de F défini par ¢
l! OQO

f'e s8i et seulement i pour tout J=l,cs06,Qq 5 £° & dans Uj

un point critique du type de Morse {noté c!j , et si f° n'a

= €t

aucun autre point critique ; on note T i'application qui &

tout f'e X associe le point e = (ci,oooa¢;} de W,

Lemme l. 1) La stratification naturelle de «r est _1l'image




réciprogue de la stratification symétrique de R par l'appli-

cation nu définie par

nu(f‘) = (fv(ci). f'(05).ooo. f*(c;)) .

2) L'application n, &st une submersion topologigue

de <r dans R S

Démonstration : Le 1) est une conséquence immédiate des défini-

- e - o e = e e e

tions.

by

Preuve de 2)., Soit @U le groupe des difféomorphismes de W &

support dans UlﬁlUg Useo U Uq 3 le groupe ‘QU opére & gauche
dans T par la formule habituelle ¢ g.f' = £ , g-l ; il opére
& gauche dans Uy X Uy X oo XUq par la formule

Go(xl.eechq) = ((SIUl)oxl.ooog(gquyqu) [}

Le diagramme guivant est commutatif :

identité x gu l l Eu

{ el
gUX\Uchochq) U XoooXUq

1
Il existe sur un voisinage L de ¢ une section o pour
l'application g = g.c de @U dans le 656 X Uq § on note
%% la fibre E;l(c) o« L'application

T, 3 (x,£0) - o(x)ef'e gr T ()

est une trivialisation de Eu ‘au~-dessus de % , Les opérations

de gU dans V' laissant lfapplication "y invariante, cette
trivialisation a 1la propriété que la projection sur A qu'elle
définit aw voisinage de %% laisse l'application "y invariante,
On est donc ramené 2 montrer que la restriction de ", a <

¢
est une submersion.,



Or lfapplication n, coincide sur v, avec l'application liné-
aire affine & définie par L(rf?) = (fgfcl)gooogfg(cq)> » Soit

w, (pour J=l,2,.50q) une fonction en cloche & support dans

€

U. ayant son maximum (égal 3 1) en c; o Posons ¢

<

'D(xlgoachq) = £ + og (xj - f(cj)>wj H

J=1
1'application p donne une section de ¢ au~dessus d'un voisi~
nage assez petit de L(f) ; donc la restriction de n a

u ¢
est une submersion affine,

L'espace des fonctions de Morse a ¢q points eritiques est
ouvert dans celui de toutes les fonctions de Morse, Il résulte
donc du lemme 1 et du caractdre combinatoire de la stratification

symétrique de RY 1le

Corollaire., La stratification naturelle du sous~espace de .

formé des fonctions de Morse est combinatoire (efs Iosle3s, défi=~

nition 579,

Remarque. Ce qui précéde s'applique aussi bien au sous-espace

de F formé des fonctions de Morse ayant un jet donné le long
de V ; il suffit, dans la démonstration, de remplacer gU par
gon sous=groupe formé des difféomorphismes qui sont tangents &

1°identité le long de V .

§obe Plongements d'une variété de dimension i=1 dans

une variété munie d'une sous<variété de codimension i

Dans ce paragraphe V désigne une variété& compacte,
connexe, saﬁs bord, de dimensiom n=1 ; X (de dimension i-;)
et Y (de codimension i} sont deux sous~variétés de V , fer-
mées et disjointes ; on suppose que Y est sans bord § on note
Yl,ooo,Yq les composantes connexes de Y ; on note fo 1%in=

jection de X dans V .



L,1, Stratification de l'espace des plongements de X dans v

définie par Y ; chemins élémentaires,

On note € 1fespace des plongements de (X,9X) dans
(V, V=Y) . La donnée de Y définit une stratification de ¢
dont on va se borner 4 décrire les deux premiéres strates }
soient X° et 5Cl les parties de X respectivement définies

par les conditions suivantes

XL ¢ l'image est disjoince de Y 3

1 . .
X ;s lL'image rencontre Y en un seul point, avec contact

d'ordre zéro en ce point jautrement dit, les espaces tangents

en ces points sont en position générique]@

Il résulte des théordmes classiques de transversalité que
x° est ouvert et dense dans X , et que fml est une sous-varié-
té de codimensicn 1 de EEOUiK; s dong (mPQK}) définit une
stratification de codimension 1 de x°yat au sens de 2s1,,
définition 1, En plus X = (ﬁPth;} est "de codimension 2"
dans X [de fagon précise, tout lacet relatif de (qu9) peut
€tre approché par un chemin de 9C°U€ﬁ; qui soit "bon" au sens

de 20109 définition 210

Soit @ la composante connexe de 1°'élément neutre dans le
groupe des difféomorphismes de V quil laissent stable Y . Le
groupe § opére & gauche dans XL en laissant 2°1° et Oﬁl
stables, Il résulte du théoriéme de Fibration des espaces de
plongements (cf. [3}9 P» 118) que les opérations de ¢ vérifient
la condition (ao) de I.2:2., autrement dit : toutes les
projections de (§ sur les orbites des points de ©® sont
des fibrations localement triviales, [La condition (al) de

I.2,2, est satisfaite également, mais nous ne l'utiliserons pas]»

il

Chemins &élémentaires. On considldre le modéle D” “x I , et une
o Do o i“’l i“’"l

fonction en cloche w relative & R » de support D N

égale &4 1 & l'origine. On définit un "chemin modéle” 1y dans

l'espace des applications de p*"1  gans p*1y 1 en posant 3



(1) (x) = (x,t@(x)) pour (x,t)ep ™ty 1

Définition l. Soit f'e X, d'image notée X' . Un plongement ¢
de D tx 1 dans V est dit adaptéd 8 X' et & Y s'il véri-

flie les conditions sulvantes @

(2) {@(Di“’lx 0o X' = 3X*' ;

Foe(pt.To,1]) = o ;

(3) (image ¢)NY = ¢(09%) » €t ¢ est transversal & Y .

Définition 1’, On appelle chemin élémentaire d'origine £’

39

défini par ¢ 1le chemin d&éfini par £, = wt o £' pour tel ,

¢t est le plongement de X dans V défini par

[o]
foi4

£ © ¢mlox pour x e {image ¢)NX ;

wt(x) = b o M
X pour tous les autres points de X,
Il est clair gue tout chemin élémentaire est un chemin de
traversée de ﬁll au sens de 2,1l., définition 1, (il y a tra-
versée de ﬁll pour la seule valeur L qu paramdtre § cf. figol)s

2
Il est clair que la famille des chemins élémentaires est stable

fﬁ.gol

pour les opérations de @ . Enfin, pour tout f%;inl » chacun
des deux sens de traversée de ﬂll en " peut etre réalisé

par un chemin élémentaire. [En effet, soit X" l'image de f" 3
soit y le point d'intersection de X" et de Y ; on choisit
un plongenment d'orientation positive de (Dimlgo) dans

(X"=-2X",y) , puis on le prolonge en un plongement



~ i

¥: Dk [-1,41] = v

transversal & Y et ne rencon-
trant Y qu'au seul point ¥
(efo fige2)s, Soit 51/2 un
difféomorphisme de

pt=l « [-1,+1] +tangent d‘'ordre =

8 l'identité le long du bord,

et prolongeant My /o (aéfini
par la formule (1)). Soit ¢
le plongement de X" dans V G&fini par 3
~ A=l =l

vix) = (% oW, ¢ ¢ .x pour xe (image F)nX" j

% pour tous les autres points de X" ,

Le plongement G . ﬁ;?g est adaptéd & Y(X") et & Y ; le chemin

élémentaire qu'il définit traverse xl en " » Pour obtenir

un chemin &lémentaire traversant dans le sens opposé, il suffit
de remplacer ¢ par son composé avec la symétrie de

Di-lx [wlﬁ+lj par rapport a Di-lx 0], Toutes les conditions du
"lemme des chemins élémentaires" (¢cf.,2.2,) sont donc satisfaites;
on en déduit le

Lemme 1, Pour tout fex° » tout chemin de traversée de 'ml

d'origine f est homotope (dans l'espace des chemins de traver-

sée) 4 un chemin élémentaire, de facon que l'origine reste fixe

au cours de l'homotopie.

Corollaire, On suppose : 2<ign=2

1°) Tout lacet relatif ¥ de {x,x°) est homotope avec ori=-

. \ . o
gine fixe (et extrémité restant dans L ) au composé d'un nombre

fini de cheming élémentaires & supports disjoints.

2°) 8i en plus le fibré normal & X admet une section, alors

tout lacet relatif Y de (X, X°) est homotope (comme au 1°)
——— $

4 un chemin tel gue l'application X xI -—+ V associée soit
un_glongemento




Démonsgzation H

1°) On sait que Y peut tre déformé en un bon chemin par
une petite homotopie ; on suppose donc que Y est bon, et on
démontre la propriété par récurrence sur le nombre de points ol

Y coupe ixl +« La propriété est vraie si ce nombre est égal

a 1
c'est le lemme 1 ; supposons-~la démontrée si ce nombre est <k-1,
et supposons que Y coupe x} en k points. D'aprés l'hypo-
thése de récurrence, on peut supposer que Y est de la forme

Y'.Bk s o0 Y' est composé de k=1 chemins élémentaires,de

supports (notés Pl.....Pk_l) disjoints, et ol B, est élémen-
taire. On note f' 1l'extrémité de y' , et X' 1'image de f' ,
Soit ¢, un plongement adapté

& X' et Y , définissant
Bk + On déplace d'abord la
"surface d'attachement" de

P by (c'est-d-dire 1l'image de

Di-lx 0) par une isotopie de

) V laissant stable X' , de

///ff — 8me de ¢ fagon 4 se ramener au cas ol
fig.3 ~cette surface d'attachement

est disjointe de Pl"" Pk-l‘

On met alors 1'"ame" de (c'est-d-dire l'image de O x1I)

¢
k
en position générale par rapport a Pl’°'°'Pk y de sorte que
l'intersection est vide si 1ig¢n-3 , et se compose d'un nombre
fini de points si i=n-2 . Soit 2z wun point ol 1l'&me de ¢y

rencontre par exemple Pl } on joint z a&au bord de Pl par un

chemin ne rencontrant ni Plr\X' , ni Pl(\Y s N1 les autres

points ol Pl rencontre l'ame de ¢k ; ce chemin permet de

définir une isotopie de V laissant fixes X' et Y et modi=-

fiant l'a&me de ¢ de fagon & supprimer le point 2z ; on se

k

raméne ainsi au cas ol l'ame de est disjointe de P

20 100t Frone
On rétracte alors ¢k. sur un voisinage suffisamment petit de

son ame pour que le support P de soit disjoint de

k ¢k
PpoeoesPyeoy v

2°) On suppose que 1l'origine de <y est £ e D'aprés le 1°)
on peut supposer que Y est composé d'un nombre fini de chemins

€lémentaires Bl""'sk y respectivement définis par des



rlongements adaptés ¢l°°"’¢k , d'images disjointes ; on note
Bl’°°°'Bk les surfaces d'attachement correspondantes, Puisque

le fibré normal & X admet une section, il existe un plongement
6 : XxI = V (tel que ¢(x,0) = x pour tout =xe«X), compa-

tible avec ¢l.ee..¢k » On pose, pour Jj=l,cssk 3

J

0 pour xeX = B.:

Uj(x) = {6 ° d)}l(x) pour xeB: ;
J

Soit &' une fonction positive, suffisamment petite, dont le
support est un voisinage suffisamment petit du complémentaire de

[+ (o]
Bl\)»oolJBk dans X ; on pose, pour tout uel :

et

E)
i

o(x,t ﬁ;(x)) .

. = . t . :
On a : Yt,o Y, i et l'application (x,t) ¢+ Yt.l(x) est

un plongement.

4,2, Le morphisme a d conditions suffisantes de surjectivité

et de bijectivité.

On suppose dans la suite que V, X et Y sont orientables,

et qu'on a choisi une orientation sur X .

Définition du morphisme aj s Soit J wun entier »0 , Soit

ie:nj+l(%,m9;f°) i soit y un représentant de X ;3 c'est une
application de (DJ+l,SJ) dans (m,xp) 3 x définit canonique-
ment une application de (Dj+l,sj)x X dans (V,V=Y) ; l'image
de la classe fondamentale de Dj+lx X par cette derniére appli-
cation est un élément de Hi+j(V,V-Y) » On note aj le morphis=-

me : (%,mp;fo) —_— Hi+j(V,V-Y) ainsi défini.

"j"'l

Propriétés particuliéres du morphisme o,
S .
T (TyXTf ) = H (V,V-Y)

1) Si on oriente V et Y , on a par dualité de Poincaré



des isomorphismes canonigues :

Ho (V,V-Y) = ghi=l

(Y) =~ H (Y) 3

le groupe Ho(Y) est canoniquement isomorphe & 2Z% , Ainsi %
associe & tout élément ¥ de ﬂl(x,xp;fo) une suite & de ¢
entiers gl.oecggq 3 pour tout k=l,...,04 , l&a composante Ek
de & est égale au nombre algébrique d'intersection de ao(i)

et de la classe fondamentale de la composante Yk de Y

2) Soit nl($;m9) l'ensemble des classes d'homotopie des
lacets relatifs de (%,%x°) (szns point de base), On peut pro-
longer & en une application 30 ; nl(m,x9) - Hi(V.V-Y) 3
3; est un morphisme pour la loi de composition (non partout

définie) de wl(m,x°) et 1'addition de H,(V,V=Y) ,

3) D'aprés la propriété 2) ci-dessus, il y a &quivalence

entre l'injectivité de a et le fait que l'image réciproque
. )

de zéro par @ soit la classe neutre de ﬂl(w.x ;fo) s Or

cette derniére propriété s'interpréte comme suit : "Toute iso=-

topie de X sur (V,V-Y) dont l'invariant & valeurs dans

Hi(V,V-Y) , défini par @ » st nul, peut eétre déformée avec

extrémités fixes en une isotopie sur V=Y ", (La nullité de cet

invariant est dans tous les cas une condition nécessaire pour

quune telle déformation soit possible),

Proposition 2, Soit V (de dimension n-l1) une variété orien-

table, compacte, connexe, sans bord ; soient X (de dimension

i-1) et Y (de codimension i) deux sous-variétés de V fer-

mées, orientables, disjointes ; on suppose que Y est sans

bord ; on note fo l'injection de X dans V . Soient x l'es-

pace des plongements de (X,3X) dans (V,V=Y) et © l'espace

des plongements de X dans V=Y . Le choix dfune orientation x©

sur X détermine un morphisme @ nl(m,x°;fo) —_— Hi(V,VnY) .

19) @ est surjectif si l'une des conditions suivantes est

remplie :

(s

1) 2sien=-2 3



(32) i=l et V~Y est connexe ;

(s

3) i=n-1 et V=X est connexe ;

2°) @, est bijectif si n36 (V) = 0 et si l'une des

9"1
trois conditions suivantes est remplie :

(bl) 3¢ign=-3 3

(b,) i=2 , et 7 (V-Y) = 0 ou Y borde un disque de V ;

(b,) i=n-2 , et 7w_(V-X) = 0 ou X borde un disque de V.
3 —_— 1 —

2§ES§§3£§E§22 ¢ On choisit une orientation sur V et sur Y ,
ce qui détermine une bijection Hi(V,V-Y)a’Zq (efs propriété 1)

ci-dessus),

1°) Daprés l'additivité de a (cfe propriété 2)) il suffit
de montrer que pour toute composante connexe Yp de Y , 11
existe, pour € = +1 et pour € = =1 . un lacet relatif vy de
(%,£°) , d'origine £, dont 1'invariant £< 2% soit tel que
£ = ¢ , les autres composantes &tant nulles, Il est commode de

b
construire un tel Y qui soit élémentaire, Tout revient 2 cons-

~

truire un arc orienté sans point double L Jjoignant X & Y

dans le complémentaire de XUY et un champ s de (i-l)-repéres

transverses & L , telsque (en désignant par x 1l'origine et par

Yy 1l'extrémité de L, et par t(y) un vecteur tangent & L en

y), s{x) soit un repére

S(X)I. . s(y) positif de l'espace tangent

| ‘ q&(x) , €t que

[t(y),s(y) , repdre positif

de %&(Yp)] soit un repére
de f&(v) s, d'orientation

positive s'il sfagit de
réaliser ¢ = +1 , négative
s'il s'agit de réaliser

g€ = =1 , On vérifiera sans
difficulté que, sous chacune

des hypothéses ci-dessus, 1l'un et l'autre sont possibles,



2°) Chacune des hypoth&ses (b) entraine (sl), et par consé-
quent la surjectivité de Gb o On va ici démontrer l'injecti-
vité avee l'hypothése supplémentaire que le fibré normal & X
admet une section (hypothése qui est vérifiée dans toutes les
epplications que nous avons en vue)s Soit ¥ un lacet relatif
de {(%,x°) , a‘origine £ d'aprés le 2°) du corocllaire du
lemme 1 , on peut déformer Y de fagon que l'application
XxI == V assocife scit un plongement ; socit 2Z l'image de
ce plongement; si on suppose en plus que «°(§) = 0 , alors le
nombre algébrique d'intersection de Z et de Y est zéro j
chacune des conditions (b) est suffisante pour permettre dans
ces conditions l'appplication du procédé de Whitney (cfo LlO],
théordme 6.6,, poTl), dont Ll'application répétée fournit une
isotopie de (Z,9Z) sur (V,V=Y) qui aboutit & disjoindre
Z de Y , Ceciy, d'aprés la propriété 3) ci-dessus, suffit a

€tablir 1finjectivité de x, o

Remarqguess 1ls On peut s’affranchir de la condition sur le
Tibré normal & X (qui est d'ailleurs automatiquement remplie

si 2i<¢n+l) par un argument de dualité di & L, Siebenmann,

2, On peut montrer directement l'injectivité de o
en utilisant seulement le 1°) du corollaire du lemme 1, et en
montrant que tout chemin élémentaire est caractérisé, & homoto=-
pie prés, par son invariant ; cette méthode, un peu plus longue,
a l'avantage de ne pas utiliser le procédé de Whithey, ce qui
permet de montrer que le 2°) de la proposition est encore vrai

pour n=5 ,

§.5. Plongements d'une variété de dimension i dans une

variété munie d'une sous-variété de codimension 1

Dans ce paragraphe, V désigne une variété de dimension m
X une sous-variété compacte de dimension i de V , Y une
sous-variété fermée de codimension i de V , On suppose que
toutes ces variétés sont sans bord, Lorsqu‘on en aura besoin,

on notera (Xl’oeogxi) des coordonnées locales dans X , et



(ylpmmegym> des coordonnées locales dans V adaptées & Y ,

c'est-d=~dire telles que les &quations locales de Y soient :

yl = pee =y, = 0

On note X l1l'espace des plongements de X dans V

5.1, Forme générique d'un chemin & valeurs dans X : chemins

"excellents",

~

On i1dentifie tout chemin & valeurs dans X & l'application
f 38 XxI == V qubil détermine ; 1l°image réciproque de Y

par f est appelée indicatrice du chemin ; on la désigne par F.

8i f est transversale sur V , alors F est une sous-
variété de dimension 1 de XxI ., Les "sommets" de F (c'est-
a=dire les points & tangente horizontale) sont alors exactement
les points (x,t) de F tels que la restriction f de f &

t
Xx{t} ne soit pas transversale sur Y en (x,t) 3 ils sont

caractérisés en coordonnées locales (adaptées) par la condition :
(1) Gf (x) = 0,
t

ol 5f désigne le déterminant fonctionnel de (yl(x@t),oae

6060 yz(xgt)) par rapport 4 (leeochi) s

On dit qu'un sommet (x,t) de F est un sommet de Morse

sl t'ejogl[ et si la composée des applications naturelles :
F G XxI = I aen (x,t) un point critique du type de
Morse., En coordonnées locales adaptées, les sommets de Morse de

F sont caractérisés par la condition :

(2) D (x,8) # 0

ol @f désigne le déterminant fonctionnel de (yl(x,t)gmue

566 g yi(x.t)@ 6f (X)) par rapport a (xlgaoc,xi@t) s+ Il en
't

résulte en particulier que si (x,t) est un sommet de Morse de

l'indicatrice de f , et si on pose £, = h , le point x véri-

fie relativement & h (outre h{x)e V) les conditions
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(1) 5, (x) =0

(2%) 1a dérivée premidre de (1o ¥pncoos ¥y Sk) par

rapport & (xl.oco,xi) est de rang i en x ,

On dit qu’une application différentiable h:(X,x) = (V,Y)
qui vérifie les conditions (1°?) et (2') a en ce point un contact
d'ordre 1 avec Y . On montre sans difficulté le lemme de

forme canonique suivant ¢

Lemme 1. Si un plongement {(Xgx) = {V,¥} & en x un

contact d’ordre 1 avec Y, alors il existe des coordonnées

locales au voisinagg de x et des coordonnées locales adagﬁées

& Y au voisinage de h(x) par rapport auxguelles h prend

la forme :
2 2 A
(3) h(xlpxesoocpxi) = \x19x290009xi909000'O’xl) 8

Définition 1, On dit qufun chemin Y & valeurs dans & est

excellent si lfapplication f 5 XxI =% V¥ associée est dif-
férentiable, transversale sur Y , et si l1l°indicatrice FcX xI
est une courbe excellente pour la projection P, Xx 1 o= I
(c’est-d-~dire telle que tous les sommets sont de Morse et situés

8 des niveaux différents).

Lemme 2, Tout chemin & valeurs dans X peut €tre approché arbi-

. . o] ,
trairement prds (au sens ¥~ ) par un chemin excellent.

Démonstretion : Tout chemin dans X peut étre approché arbi-
trairement prés par un chenmin (ft) tel que lfapplication

f ¢ XxI = V correspondante soit transversale sur Y , Soit
F 1l'indicatrice de f 3 il existe un petit difféomorphisme g
de XxI tel que gml<F} soit une courbe excellente ; puisque
g est petit, le chemin défini par f o, g est proche de (ft) :
il est donc & valeurs dans X § son indicatrice étant g"l(F) ,

c’est un chemin excellent,
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502+ Stratification de & définie par Y ;3 chemins de Whitney.,
Soit (ft> un chemin exgellent & valeurs dans XL ., Pour les
valeurs de t telles que X x{t} n'est pas tangent & 1l'indi-
catrice, ft est transversal sur Y ; soit a® 1a partie de X
définie par la condition de transversalité sur Y 3 x° est
ouvert et dense dans L . Pour les autres valeurs de t ft
appartient au sous~espace At de A défini par les conditions
suivantes : transversalité sur Y sauf en un point exactement,
ou il y a contact dfordre . ., Pour montrer que (%99$;> est
une stratification de codimension 1 de CBOLVI1 » 11 est com=
mode de définir d'abord les "chemins de Whitney" quli sont appe=~
1és a4 Jjouer le rdle de chemins élémentaires pour cette strati-

fication.

- Le chemin standard de suppression. Soit « wune fonction en

cloche 3 R® =+ I » & support contenu dans ot Diml » égale
& 1 au voisinage de l'origine ; soit &¢>0 ., On définit, pour
tout t €I , un plongement de Dlx Dial dans

plx pi=d. po=i~l, 5l o1 posant

2 — 1
(L) zt(xlgoooDxi) = (Xl"ﬂ”ﬁ w(x)(t”'g); xgchOgXii Os00040% Xl)

Sur le complémentaire du support de W , 2, coincide avee h
(défini par (3)) et par conséquent son image ne rencontre pas
{0} x {0} x Dmmimlx pt ; cette derniére propriété a lieu également
sur Zﬁml(]osl[) , pourvu que € soit assez petit., Sur Eml(l} ’

on a ¢

Gxt(xlgoOngi> = 2xl $

gz(xlgeeégxigt) =’2€ o

%) est done l'unique sommet de 1°indica-

trice de (zt) ; c¢'est un sommet de Morse, Pour t<<% ; Liimage

Le point (Ogooopos

de Zt coupe {0} x {0} «x po=i=1, pt

D
(Opo00p0, * Va(%nt)) ; pour t = % » L'origine est le seul point

-

aux deux points
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d'intersection, et ¢'est un point de contact d'ordre 1 } pour

1 . . . .
t >§ » 11 n'y @& aucun point d’intersection.

Chemins de Whitney. Soient V, X, Y comme ci-dessus j; on désigne
dans la suite par ﬂt le plongement : pty pi=l o ply pi~L p?

canoniquement défini par la formule (&),

Définition 2. Un chemin (ft) dans l'espace X des plongements

X == V est appelé chemin de Whitney de suppression s'il existe

==
un plongement ¢ Dlx D™ = X et un plongement

#° ¢ DL x Dlmlx pt = v , adaptd 4 Y {ce qui signifie 3
- » ‘1~ . N .
YN (image ¢°) = &9({0} x {0} x D)) +tels que pour tout tel 1le
)

couple (9,¢°
i-1
®

détermine un isomorphisme de
(Dlx D Dlx Dlmlx Dl5 Qt) sur {(image ¢, image ¢°,

ftlimage $¢) 3 et si en plus ft est indépendant de t sur le
compléméentaire de l'image de ¢ . La réunion (pour teI) des
£ o ¢(Dl x {0} )} est appelée &me du chemin de Whitney ; {elle

gontient la réunion des intersections des ft(X) avee Y) o

Un chemin (ft) est appelé chemin de Whitney d'epparition

} est un chemin de suppression ;

) .

si le chemin opposé (flmﬁ

1%ame de (ft) est par définition celle de <flwt

Lemme 3. Soient 2° t ml les parties de XL définies au

début de ce numéro.

o 1 S . . :
1) {(x7,X7) gst une stratification de codimension 1 de
l & O -~ o o
2°Ux (en fait, {nl est _une sous=-variété de codimension 1
° —— . i

ggacuocl Jo

2°) Pour tout he X » tout chemin de traversée de xnt

dorigine h est homotope {dans 1'espace des chemins de traver~

sée) 4 un chemin de Whitney (d°apparition ou de suppression),

Démonstration s 1°) Soit heacl ¢ d'aprés le lemme 1 il existe
un chemin de Whitney (ft) tel que fl/2 = h 3 soit (¢,¢%)

un couple de plongements définissant (ft> et soit A 1l%image
de ¢ o L'application naturelle ¢ L =+ (espace des plongements

de A dans V) , est une fibration localement triviale {(cf, [3],
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ps11lk,th,1l) ; et, au voisinage de h , la stratification de =
(définie par l'intersection avee Y) est 1'image réciproque de
celle de cet espace de plongements. On est donc ramené au cas ol
x = pi=i, p* , V=R™ | et od (ft) est le chemin standard (k).
Soit alors ¥ un voisinage assez petit de h dans ol $ on

vose pour (h',t)e Ux1I :
¢(h',t) = h' = h + ﬂt s

Soit h" @assez voisin de L dans U ; d'aprds la linéarité
par rapport & t de la formule (4), le chemin (h" + b = ﬂt)

est voisin du chemin (4 ) ; son indicatrice a donc un sommet

1-%
unique, dépendant continuement de h" ; 1'équation :

h" 4+ h =~ ﬂteitl

a donc une solution unique, dépendant continuement de h" ; &
définit donc un homéomorphisme de ¥ x I sur un voisinage de h
dans X , tel que pour tout h'e , @(h',% = h' et pour
t#2,8(n,t)ex®,

2°) Soit @ 1le groupe produit de Diff X et
du groupe des difféomorphismes de V 1laissant stable Y . Le
groupe g opére & gauche de fagon naturelle dans X en laissant
o
x/.
(ce dernier point résulte du théordme classique de fibration).

et :ﬂ; stables, et en vérifiant la condition (ao) de I.2:24

La famille des chemins de Whitney est visiblement invariante
par les opérations de ¢ ; et comme on 1l'a remarqué au 1°) ci=~
dessus, le lemme 1 entraine que par tout point de iﬁl il passe
un chemin de Whitney dans chaque sens ; on peut donc appliquer

le lemme des chemins &lémentaires (cfs I.,242s )

Corollaire.On suppose m»5 et m=-i3»3 ; on suppose en plus gue

le fibré normal &8 X dans V admet une section, Alors tout

lacet relatif Y de (m,xp) est homotope (avec origine fixe

et extrémité restant dans €°) 3 un chemin tel que l'application

f ¢+t XxI == V gassociée soit un plongement.
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Démonstra

Demonstrat
3

se borne

n : Comme pour le corollaire du lemme 1 de bil., on
onsidérer les bons lacets, et on raisonne par récur-

rence sur le nombre k de points ol Y coupe ml .

1°) Cas k=1, On peut alors, d'aprés le 2°) du lemme 3, sup-
poser que Yy est un chemin de Whitney, c'est-d-dire (cf, défi=-
nition 2) que Y est défini par un couple (¢,¢') de plonge-
i”l, pty pi=i, o) dans (X,v) . Soient C

l'image de ¢ , C' <celle de ¢' . Le champ des droites orientées

ments de (Dlx D

paralléles a O se transrorte par ¢' , ce qui définit un
1
voisinage tubulaire trivialisé de C dans Cf ; d'aprds l'hypo-

thése faite sur le fibré normal & X , ce voisinage tubulaire

peut se prolonger en un tube trivialisé d'ame X , de fibre R ,
que l'on note T , Pour tout telR , suffisamment petit, on peut
définir au voisinage de X dans T 1la translation = le long

t
des fibres de T . Soit w une fonction X — R , dont le

support soit un voisinage assez petit de X C et qui soit
strictement positive (resp. négative) & l'intérieur de ce support
8i Y est un chemin de suppression (resp, apparition). On pose :
| . 3 .
ft(x> Itu(x) sft(XJ H
le chemin ainsi défini a les propriétés voulues dés que la fonc~

tion M est assez petite,

2°) Supposons la propriété démontrée jusqu'ad l'entier k-1 ,

et soit Y traversant k fois xt » Soit £ 1l'application

associée 4 Yy ; on note f_la restriction de f & Xx[b,%

et f, sa restriction & Xx L%,l] ; on peut supposer que f_

et f sont des plongements, f €tant assoclé & un chemin de
Whitney Y modifié par le procédé du 1°) ci-dessus., On peut
en plus supposer que f est différentiable (on s’y raméne en
modifiant f_ par isotopie au voisinage de X x {%} s c'est
possible d8s que m-13%2 d'aprés le théoréme d'isotopie locale,
cf42], P+331, cor.2) et transversale sur Y , On procéde alors

en deux temps :
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a) On sépare 1'ame A de ¥ (cf. définitions) de

k
£ (X x[O;%[) » Lorsque m=izl , il suffit pour cela de mettre A,
qui est de dimension 2, en position générale par rapport &

£ (x x[O,%-n]) {pour n positif et petit) au moyen d'une

petite isotopie de V laissant stable Y , Lorsque m-1i = 3 ,
aprés mise en position générale,l'intersection consiste en un
nombre fini de points dlseoe.dq » que l'on supprime par un
procédé analogue & celui utilisé pour prouver le corollaire du
lemme 1 de 4.1, ¢ puisqu’on a m25 , on a ici 1+l 3 ; on
peut donec Jjoindre dl.ooo’dq & X dans l'image de f_ au
moyen d'arcs Gl,ooe,éq disjoints deux & deux et disjoints de
Y ; cn reléve chaque Gj en une isotopie de V laissant fixe

Y , ce qui permet de supprimer successivement dlgaoc.dq .

b) On termine en composant f & droite avec une isotopie de
XxI dans lui-mé€me, laissant fixe X x[O,%] s et transformant
f_ en un plongement dont 1'image est contenue dans un voisinage

arbitrairement petit de AUTf_{X X{%}) o

5.3, Application,

Proposition 3., Soit V une variété orientable, compacte, de

dimension m . Soient X et Y deux sous-variétés de V

respectivement difféomorphes & s* et a s™? ;3 on suppose gue

X et Y se coupent transversalement et en un seul point. On

désigge par & l'injection de X dans V , par @ l'espace

des plongements de X dans V , et par 'x; la partie de X

formée des plongements dont l'image rencontre Y <transversale-

ment et en un seul point.

Si 1i=0 ; ow si m25 , lgigm-3 , nl(V) =0 et si le fibré

normal &8 X dans V admet une section ; alors ﬂl(%.wzai) =0 ,

Démonstration : Le cas 1=0 est trivial, car alors les espaces

o .
X et X sont confondus ; on écarte désormais ce cass,

Soit y wun lacet relatif de (x,mg) , d'origine £ ; soit

f 1l'application Xx I =-> V assgsociée., D'aprés le corollaire
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du lemme 3 (c¢fe5.2,), on peut supposer que f est un plongement}
on peut en plus supposer que Yy est excellent (cf.5¢1les) } sON

indicatrice I est alors la
- réunion disjointe d'un arc sans
fif/’”,—‘mwuh~&\ﬁ::7 point double F_  Jjoignant
~

¥ Xx{0} a Xx{1} , et d'un
l nombre fini de courbes fermées
simples Fl,@ua,Fq (cfs figure
Ty

l)@

Soit § 1le groupe des difféo~

morphismes de X x I laissant

\\
X

X x {0} fixe. Pour tout ge {,

f o« &8 est un plongement de

fig@l N 2 a8 o
XxI dans V qui définit

encore un lacet relatif de (m,x:) d'origine ¥ , dont 1'indi~
catrice est gnl(F) e On en d&duit la propriété suivante :

(™) Si l'application f associée & y est un plongement,

on peut, en conservant cette propriété, et sans changer la

~classe de Y , modifier l'indicatrice F par l'effet d'une

isotopie arbitraire de XxI , laissant fixe X x {0} .

Dans la suite, on choisit une orientation sur V (qui est
simplement connexe) et on oriente X et Y de fagon gque leur
nombre algébrique d'intersection sur V soit +1 . L'indicatrice
F de Y est alors munie d'une orientation naturelle. Supposons

démontrée la propriété suivante :

(**) 8i l'application f associée 3 y est un plongement,

on peut, en conservant cette propriété, et sans changer la

classe de vy , modifier l'indicatrice F par l'effet de n'im-

porte guelle chirurgie plongée orientée d4’indice 1 .

. . . L 1
=<, s [si on choisit D" D comme support
\\ /’ du modéle de la chirurgie d'indice 1
1
l 1 ; T des variétés de dimension 1 (cfs
L] { - o o
H L figure 2), alors toute "chirurgie
V4 . °
Y \\\ plongée orientée d'indice 1" de F
rd -
= g == est définie par un plongement

fig.2 P o Dlx‘Dl - XxI , tel que
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FN(image ¢) = w(Dlx BDl) , et gque wIDlx aDl soit compatible
avec l'orientation induite par S(Dlx Dl) sur DT x 3D1 et
l'orientation de F , L'image par ¢ de {0} x ! est appelée

.-@me de la chirurgie].

La proposition découle comme suit des propriétés (*) et

(¥*) 3 on joint F a Fl dans le complémentaire de F par

une courbe sans point double Al (transversale & F en ses
deux extrémités) ; d'aprés (*¥), on peut réaliser une chirurgie
plongée orientée d'indice ? de F , d'ame Al sy ce& qui diminue
d'une unité le nombre de composantes connexes de F ; en itérant
le procédé, on rend F connexe, Si 1 # 2 , F est alors
¢§-isotope 4 une génératrice de X xI , d'aprds (*¥), ceci termine
la démonstration dans ce cas, Lorsque 1i=2 , la dimension ge
XxI est 3 3 F peut alors &tre noude. D'aprds un résultat
élémentaire de la théorie classique des noeuds, tout noeud de
Sex I peut etre dénoué par une suite finie de croisements ; or
tout croisement peut €tre réalisé par deux chirurgies plongées
orientées ; la propriété (**) montre donc qu'on peut dénouer F;

on termine comme ci-dessus 4 l'aide de (*) .

- Preuve de la propriété (**), D'aprés la propriété (*), pour

montrer qufon peut réaliser la chirurgie définie par un certain

plongement ¢ : ptx bt — xxI y» On peut commencer par modifier

F et ¢ par l'effet de n'importe quelle @-isotopie, On peut

-

donc supposer qu'on s'est ramené & la situation suivante : il
existe t,=I et n>0 tels qu'en désignant par J 1l'inter-

- + 3 °
valle [to Ny to n] on ait

(1) FN(XxJ) = (FNA(Xx {8 }))x7

(2) il existe o : Dl — X , tel que, pour tout

(w,v)e D' D', w(u,v) = (alu), t_+vn)

Notons f. o a(l) =y, et T, o a(=1) = y_ . La compati-
o o

bilité de ¢ avec L'orientation de F entraine que les coef=-
ficients d'intersection de £, (X) et de Y en y, et ¥
o

sont respectivement +1 et -1 . Il est connu (¢cf. par exemple
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[10], théordme 6.6., p.T1l) que dans ces conditions, et vu les

hypothéses faites sur m et i , on peut "supprimer vy, et ¥

le long de f, o o per le procédé de Whitney" ; d'une maniére
o

précise, 1l existe des plongements ¢ et ¢' <tels qu'il y =ait

commutativité du diagramme :

1 i-1 20 1 i-1 1

"
¥+
<3

et que, pour ue |- /g, + /E] y On ait

(3) 0(u,0) = a(VE u)

Une construction facile (nécessitant seulement l'hypothése

m>i+2) fournit alors un plongement & : Dlx Dy plx g = v ’

-~

adaptée & Y et & f|XxJ , c'est-a-dire tel gque

YNimage ¢ = ¢({0} x {0} x Dlx J)
et que
ft o & F ¢t ° Ro pour tout +tedJ,
et que en particulier Qt = ¢'
o

Soit x une fonction en cloche de support J , telle que
x(to) = 1 ; soit ?; le plongement X =—> V défini par :

f,(x) = Sft(X) dés que t¢&J ou que x ¢(image ¢) ;

1¢t o zx(t) o ¢-l(x) pour ted et xe(image ¢).

_~ —~
L'intersection de 1l'indicatrice F de (ft) avec l'image de ¢
est d'aprés (1), (2) et (3) 1l'ensemble des points
(a(+ V1-2x(t)),t) , od t déecrit J ; T est donc la transfor-

mée de F par la chirurgie définie par ¢ .



CHAPITRE II

Etude semi-locale de .

1, Classification des chemins de croisement.

Dans tout ce chapi-
tre, (W,v,V') dégigne une triade compacte de dimension n et &
l'espace des fonctions de classe C*: (W,V,v') — (I,0,1) sans
point critique sur le bords, Le but du chapitre est la classi-
fication des chemins de % 1issus d'une fonction de Morse fo »
qui réalisent, toutes les valeurs critiques égales le restant,
le croisement d'une valeur critique simple avec les p valeurs
critiques immédiatement inférieures, Le but des trois premiers
paragraphes est de montrer que cette classification revient &
celle de certains objets géométriques, les '"nappes descendantes";
en falt on est conduit 3 montrer davantage : les espaces de
chemins de croisement ont méme type d'homotopie que les espaces
de nappes correspondants. Au §:.1, on définit ces nappes, ainsi
que les "chemins élémentaires" ; au §.2, on compare les espaces
de chemins élémentaires aux espaces de nappes, et on les compare
aux espaces de chemins de croisement au §.3. Il reste a4 classi-
fier les nappes, ce qui est fait au §.4 dans un certain nombre
de cas particuliers ; on en déduit l'unicité a4 homotopie prés
des croisements de mise en ordre (proposition 3), la classifi-
cation des croisements & indices égeux (proposition 4), et
l'unicité 3 homotopie prés du "double croisement", c'est-d~dire
du croisement d'un couple de points critiques en position de

destruction mutuelle (proposition 5).
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§41+ Chemins élémentaires ascendants et descendants.

1,1, Le modéle de Morse d'indice 1 et le chemin standard (cf.

[5], chap.II, §.2 et chap,III, §.1).

Soit 1 un entier tel que Ogisn ; soit x = (xl.....xn)

un point de R® . On pose :

h(x) = - xl ses = xi + xi+l + ose + X H
2 2 < 2
= + LN -3 ° o + L]
k(x) (x] + x3)(x] oo ¥ x )

On désigne par My ("modéle de Morse d'indice 1i") la partie de

R® Qqéfinie par :

[n(x)| ¢ 1
k(x) <1

L'intersection de M. avec le i-plan {x. = o5 = x_ = 0}
1 1+1 n

est appelée nappe descendante standard de Mi ; elle est difféo=

A

morphe au disque D* . L'intersection de Mi avec le (n-i)=plan

(xl = a0 = X = 0} est appelée nappe ascendante standard ;
elle est difféomorphe a D""% ., La réunion de ces deux nappes

est appelée binappe standard de Mi °

On choisit une fonction & : RT — [0,1] » & support

dans M., , telle que w(0) =1 , et que les dérivées premidre
et seconde de W soient nulles en O o [On sera amené au §.2

4 imposer & W des conditions plus restrictives].

Soit € un nombre positif, quion choisira dans la suite
aussi petit qu'il sera nécessaire ; on pose pour x<—:zMi et
Ael

hA(x) = h(x) = A ¢ w(x) »

L'origine est point critique de hA pour tout Xi<eI ; si
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€ est assez petit (ce qu'on suppose), c'est l'unique point
critique de hA » La valeur critique correspondante est - g,
qui est fonction décroissante de A .

Le chemin (hl) s'appelle le chemin descendant standard,

On définit de fagon analogue le chemin ascendant standard.

Du coroellaire 2 des propositions 1 et 1° de l'Appendice

résulte le

Lemme 1, Il existe une application continue :

Isx =+ (¥,,¥})eDiff M, x Diff[-1,+1]

telle que : h, = prt o h o ¥ pour tout iel .

On peut en plus imposer & tous les wk la condition de laisser

stable la binappe standard,

1,2, Plongements adaptés, nappes, chemins &lémentaires ascendants

et descendants. (ef.[5], chap.II, §.3 et chap.III, §,1).

Soit fe % (cfsI.3) et soit ¢ un point eritique de Morse de

f , d'indice 1 .

On dit qu'un plongement ¢ : Mi —+ W est un plongement

adapté & £ en c¢ si ¢(0) = ¢ et s'il existe un plongement

croissant ¢°* 3 [-l,+lj -=~ I tel que le diagramme

Mi —L"*-W

) |e

[-1,41] = 1

soit commutatif. On notera que ¢°' est bien déterminé par la

donnée de ¢ o

L'image de ¢ s’appelle le voisinage de Morse de ¢ défini

par ¢ o L'image par ¢ de la nappe ascendante (resp. de 1la

nappe descendante, resp. de la binappe) standard de Mi s'appelle
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la nappe ascendante (resp. la nappe descendante, resp. la
binagge) de ¢ définie par ¢ . On notera que le bord d'une

nappe ascendante ou descendante est toujours contenu dans une

variété de niveau de f .

On définit de fagon analogue {(pour tout A eI) un plongement

adapté a h, et f en ¢ 3 (la condition est : h, = ¢9-l°f°¢ )e

A

Lemme 2., Quels que soient fe®, le point critique de Morse ¢ de

f et A=l ; il existe (i désignant 1'indice de «¢) un_plon-
gement ¢ de Mi dans W adaEté a hk et f en ¢ , dont

l'image soit un voisinage artitrairement petit de ¢ dans W .

L'image par ¢ de la binappe :tandard est une binappe de c o

Démonstration : Dans le cas ol A=0 , le lemme se déduit facile-
ment du theordme classique de M, MORSE, d'aprés lequel T
s'écrit au voisinage de ¢ , dans des coordonnées locales conve=
nables, sous la forme : f(x) = £{0) + hix) » On passe de 13 au

cas général a4 1l'aide du lemme 1 ,

Lemme 3. IMSmes notations]o Soit @A 1'espace des plongements
n

My =W adaptés_ 4 h, et f en c , et soit ¢ 1la réunion
) (3 4 3 . : o
(Bour AeI) de tous les JA s Les applications naturelles 3

e, = Plgt{[-1,+1],I) ev & — Pigt([-1,+1],I) sont des

fibrations localement triviales,

Ce lemme est démontré au §.1 de LlfAppendice (corollaire 3

des propositions 1 et 1').

Définition., Soient f et ¢ comme ci~dessus, Un chemin <fA)

d'origine £ dans & est appelé chemin élémentaire descendant

de f relatif & ¢ s'il existe un plongement ¢ ; M, —= W,

adapté &8 f en ¢ , tel que, pour tout irel :

a) fA = f sur le complémentaire de 1'image de ¢ 3

b) 1l y ait commutativité du diagramme 3
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-

[=l,+1] '“Ji"”

Définition analogue d’'un chemin é€lémentaire ascendant.

Le lemme suivant est de démonstration immédiate (cf.[5], chap.III,

§.1, proposition 1)}

Lemme 4. [Memes notations]° Soit D une nappe descendante de cj

soit &8 la valeur de f sur le bord de D ; i) existe un plon-

gement adapté ¢ : Mi 3~ W vérifiant les conditions suivantes:

1€} la nappe descendante définie par ¢ est D

2°) 1'image de ¢ est contenue dans un voisinage arbitrai-

rement petit de D 3

3°) le chemin élémentaire ffA) défini par ¢ est tel que

fl(c) soit un point arbitraire de L' intervalle ocuvert ]Ggf(c)[c

§.2, Chemins élémentaires et nappes-

2,1, Choix particulier de la fonction w définissant le chemin
standard {cfslele)s

Dans toute la suite, on choisit une foncticn en cloche w :

R == |0,1!, satisfaisant aux conditions suivantes :

2
, d d ;
wio) =1 ; F¢(o) = =2(0) =0 ;
at

le support de o est [=Ll,+1]

w €est invariante par la symétrie ¢ = =t

%% est strictement négatif sur [O,17 .,

«

Les fonctions h et k #étant celles définies en l.l.,, on pose

pour tout xe®R™ 3

(1) w({x) = wih{x))cw{ki{x)} »
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La fonction w ainsi définie satisfait aux conditions de 1l.l.,
en particulier (0} = 1 , et les dérivées dfordre 1 et 2 de &

sont nulles & l'origine, En plus, le support de & est exacte-

ment le modéle de Moxse Mi s Il en résulte en particulier que,

pour tout plongement adapté ¢ de Mi o, le chemin €lémentaire

correspondant a pour support ¢(Mi) o

2,2, Structure d’espace fibré principal définie par le morphisme:

iplongements adaptés) — {(chemins €iémentaires)

Soit f eF; soit ¢, wa point critique de gorse de f 3
soient p et p‘ deux entier. pcsitifs ou nuls ; soit ue:[o,l]c
On note & 1espace des plongements ¢ s iMiaoﬁ —- (wgco)
adaptés & hu et & £ {(cfsle2:.), avant en O une orientation
donnée, tels en plus que ¢“(]~l.+l[) contienne p? valeurs
critiques supérieures & f{eo} et p valeurs critiques infé-

rieures & f(co) o

A tout ¢ € 9 correspend, par image de lu binappe standard,
une binappe de f issue de e, {cfelos2,, lemme 2) ; on note &
l’espace des binappes ainsi obtenues, muni de la topologie habi-
tuelie des espaces de sous=variétés, c'est-a~dire la topologie
quotient de celle des espaces de pivngements, A tout ¢ « ¢
correspond aussi un chemin élémentaire descendant B8 ({tel que
B{u) = £} ; on note ¥4 l’'espace des chemins €lémentaires ainsi

obtenus:

Pour tout intervalle fermé H contenu dans I , on note

€L . l'espace des "arcs £lémentaires” obtenus par restriction

~

d H des éléments de €2 .,

Lemme l. Il existe une applicatvion %%{ — Plgt([nla+l]9I)

rendant commutatif le dlagramme :

<5 €e
s H

7

Plgu{[-1,+1],1I)
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(dans lequel la fléche horizontale et la fléche verticale dési=

gnent les applications naturelles définies en 1.2,)

Démonstration : Soient ¢ et ¢ deux €léments de ¥ définis~

D D R D D G D D D G @D &

sant le méme &lément de € o3 ¢ et % ont méme image dans W
{puisque cette image est le support du chemin élémentaire cor=-
respondant) ; donc les plongements ¢' et 63 respectivement

asgsocidéds & ¢ et ¢ ont aussi meme image., Posons ¢

-3 = 4 =1 P = g0

) o ¢ = ¥ § o O = U 3
Y est un difféomorphisme des Ni conservant O , ¢ est un
difféomorphisme de [=1,+1] ; on a 3

(2) (h =~ te®Wio ¢ = ¥° o (h = teW) pour tout teH .
On en déduit en faisant x = O 3
(3) ~te = P (=-tec) pour tout teH ,

Autrement dit, ¢° induit l'identité sur =cH ., Plus générale=
ment, il résulte de (2) gue ¢' est linaire affine sur 1°in=
tervalle H_ = h{x) = sﬁ(xgﬂ , gquel gue soit xeM; » Ox, pour
tout w'e I , l”imgge de M, par huv est ]mégﬁl[ ; done la
réunion (pour xe:Mi) de tous les intervalles H  est J-1,+1]
Il existe donc pour tout czompact Kc:]mlm+lf un recouvrement
fini de X par des intervalles ouverts sur chacun desquels °
est linéaire affine. Done, compte tenu de (3), ¥’ est LPiden=
tité sur K ; done ¢' est l'identité sur ]mlg+l[ » &t par
conséquent sur |[=1,+1] . Donc %" = ¢° , ce qui achdve la dé-

monstration.

On pose dans la suite 3
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Lemme 2. iLes notations sont ceiles du début de ce n° ; en outre
cn désigne par 91 5 le groupe des difféomorphismes de Mi qui
ﬁ -~

laissent fixes r, et r2jo

1°) Pour gque deux €léments ¢ et ¢ ds & aient méme image

ians ﬁeH » 11 faut et 1l suffit qu’il existe g‘59132 tel gue
b = $ o 8 ¢

T~
¢ 5 5 ¥ o OO 1 - 9 5 3
2%} Soit 5€H le sous=compiexe du complexe s-nguller ‘X(ﬁZH)

défini comme image (par L°applicaticn naturelle = |} du complexe
[

singulier ¥{®; ; %, est un complexe de Kan et # =25t une
ﬂ DRI e

fibration de Kans

§

3°) I1 existe une appligatzion X '@%i L qui_rende

commutatif ie disgramme ;

R 44— N9

(dans lequel la fléche horizontale & ia fiéche verticale dési=
grent les applications natureiles, ; x détermine un morphisme :

B, = (@),

Démongggggggg s 1°) On & ¢

- T e w0 a0 X X A

Donc tout ge:gl 5 laisse invariants h et k j donec d°aprés
3 o o 0 o . f— A o o > o

{1) i1 laisse invariant @ § ii laisse donc invariant

h , =h =~ u' ¢ @, pour tout w'e I . Dons pour tout ¢ « ¢,

¢ o &8 et ¢ définissent le méme chemin élémentaire,

éciprocquement, soient ¢ et 9 définissant ie méme
Ré Q .
chemin &lémentaires Il résulte du lemme 1 que ¢ = ¢° ; la

formule (2) ci~dessus donne donc :
{2%) {h=t € W) ¢ ¥ = h=t ¢ & pour tout teH

En écrivant successivement (27} pcocur deux valeurs distinctes de
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t , on obtient

(%) W, VW

wo

et (5) h ¢ ¢ =h

o

Il résulte de (1), (4) et (5)

00

wlk o ¥i = wlk)
puisque w» décroit sirictement sur [0,1], il en résulte :

(6) K o v = &

o2
o
<

il
=4
©

et h, o

b=
1]
a3

ce qui termine la preuve du 1°).

2°) Il résulte du 1°) que le complexe singulier
%(3192} opére de fagon simplement transitive sur chaque fibre de
l'application naturelle Q(Qu} ud-“gﬁﬁeﬁ} s Clest un résultat
classique (et tré&s élémentaire) que dans cette situation, on a
les deux propriétés annoncées (cf. par exemple [L4], exposd 1,

proposition 2, p.1i0)s

3°) Tout difféomorphisme de Mg qui laisse
fixes r, et r,, laisse stable la binappe standard ; d'ou
l'existence de l*application ¥ ; elle définit un morphisme de

~ o~
complexes & —> $(®; puisque par définition de €¢, , tout

H H

élément de %EH se reléve dans %(?u) 5

2¢3. Chemins élémentaires et nappes:

e F; so0it ¢, Mn point eritigque de Morse

Proposition 1. Soit f
de ff ; soient p et »p

* deux entiers positifs ou nuls ; s0it
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in e[o,l] ¢ Soit #%¢ 1l'espace des chemins élémentaires descen-

dants passant par f pour la valeur u du paramétre, et dont

~

le support a pour imaﬁg un intervalle contenant (toutes & son

intérieur) p' valeurs critigues de f supérieures i f(co)

et p valeurs critiques inférieures, Pour tout HeI , on note

%eH l'espace des restrictions &4 H des €léments de £¢ ,

Soit & le sous=-complexe de ‘{(%eﬂ) défini en 2,2, Pour tout

H
Befﬁ%H le morphisme x défini en 2,2 détermine un isomorphisme:
X, @ nj(ﬁeH;B) — wj(%;x(s)) pour tout Jj20 ,

(® désigne l'espace de binappes correspondant 3 &é¢)

Compléments, 1, Le résultat de la proposition 1 est valable éga~-

lement pour d'autres sous-espaces de %L , par exemple celui

des chemins B8 ayant p+p' croisements, [Soit en effet ¢'
1'élément de Plgt([-1,+1],I) associé & B par le lemme 1 de
242, 3 les conditions pour que B ait p+p' croisements s'é-
crivent : ¢'(0) > a_p, eEV ¢' (=€) < ap 3 i1 résulte du lemme 3

de 1.2, queA}a partie de €¢ ainsi définie a mémes groupes d'homo-

topie que 32] .

2, Dans le cas particulier ol p' =0 , (» & méme
type d'homotopie que l'espace £ des nappes descendantes ren-
contrant p niveaux eritiques inférieurs & f(co) ; on a donc

pour tout Jj20 wun isomorphisme ;

o~

wj(ﬁeH;B) — nj($5x(8)) .

Démonstration : Soit ® l'espace défini au début de 2,2,

On sait (cf+ Appendice, §¢3, proposition 3 ) que l'espace JP
des l-jets en O des éléments de & est isomorphe &
SO(iyn=i) x JO4»[ . Done J&F est connexe si i =0 ou i =n ,

et a deux composantes connexes dans le cas contraire., Soient

+ .
b9, ¢(l) son image dans J% ; on note & la partie de &

formée des plongements dont le l-jet en O est dans la méme

s (1)

composante connexe de J9 que L'involution :

de M

(xl.occhn) b (-xl.x2.tat.xi. - xi+l,xi+2.tl0.xn) i
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(définie lorsque i est différent de O et n ) est un élément

du groupe ¢ (défini au lemme 2) ; on peut donc remplacer &

1,2
+ ’ o z
par & dans le lemme 2 ; en particulier, le complexe £€H est
. + . ) +
l'image par n|@ du complexe singulier de & .
. . + P .

So1t @J la partie de & formée des plongements qui ont

en 0O méeme l-jet que ¢  La démonstration consiste & prouver

successivement les isomorphismes suivants :

"j(@ 39) v wj(%bngs) pour tout j»0 (B désignant

l'image de ¢)

et ﬂj(@ 1) — nj(@;v} pour tout Jj>»0 (en posant x(B)=v)

a) L'application §+ — J?+ est une fibration localement
triviale d'aprés le théordme de fibration sur les jets (cf. Appen-
dice, §:3, proposition 3) ; sa fibre est @J o L'application
RA— @%{ défigit d'aprés le 2° du lemme 2 une fibration de
Kan 4(?+) — %QH , de fibre 5(91’2) (ol 91.2 est le sous-~
groupe de ql.z formé des difféomorphismes dont le l-jet en O

est dans la composante connexe du jet de l'identité). On a donc

|

+
i (91’2;e>

Lo

les suites exactes :

o1 80 ) @ 50) = (8T = w00t ) —

D'aprés ce diagramme, il suffit de montrer que l'application

(l))

. + + ) )
composée nj(gl 2;e) —_ nj(J@ 3 ¢ est un isomorphisme pour
1 ]
. + + (1)
b 4 p . =
tout j»>0 , et que "0(31,2'8) no(Js ) ) 0 .

Or on a le diagramme commutatif :
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w.(g+ se ) e T
jgrdr,2?

ol |

“j<JgI,2;e) Wj(Jq+§¢(l))
@ |- ®~
wj(SO(i)xSO(nmi)) -——@2—+ wj<so+(i.m-i))

L'applicatieon @) est un isomorphisme pour teut j30 d'aprés
les propositions 3 (fibration) et 4 (acyclicité) de l'Appendice.
D'aprés la méme propesition 3, les applications (@) et ® sent
des isomorphismes pour tout Jj20 . Enfin 1l'application @) est
également un isomorphisme pour tout Jj20 , car

SO+(i9n~i)/SO(i) x 80(n=i) s'identifie 3 l'espace des i=-plans
de R® ,

b) L'applicatien €+ - G est une fibration leocalement
triviale d'aprés le corollaire 1 de la proposition 2 de l'Appen~-
dice ; on note @: la fibre située au~dessus de Vv . On procéde
comme au a) ci-dessus, a4 ceci prés qu'on considdre la fibration
®+ —> ® au lieu de la fibratioen ‘5(€+) ~> &_ , On est done

H
ramené & montrer gue lfapplication composée

7. (@

+
J v

+ 1

b)) = wi(ahie) — (a8t (1))
. . . + +

est un isomorphisme pour tout Jj>0 , et que wo(gv) = w@(J@ ) = 0,

Or d'aprds le théordme d'acyclicité («f, Appendice,$.4, proposi-

tion 4), et le théerdme de fibration sur les jets, on a pour tout

J20 un isomorphisme

_Z

MY RN MTALLP I

+ . o oo o ~
L'espace J§  s'identifie (au produit prés par ]O0,=[) au
+, . . L \ .
sous-groupe de SO0 (i,n-i) formé des éléments qui laissent sta-

bles les variétés r, = 0 et 1r., = 0 (c'est-d=-dire {x. = x, = ,

1 2 1 2
see = X = 0} et {x.,1 = X5,0 = 000 = % = 0}) 3 on sait gque de
tels éléments laissent nécessairement r, et r, fixes, de

sorte que le sous=groupe considéré est isomorphe & SO(i) x 80(n=i).

L'isomorphisme C) du a) achéve la démonstration.
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§.3. Chemins de multicroisement.

3.1, Définitions et résultats ; plan de la démonstration.

Seit f e & une fonction de Morse(l) } soit e, un point

eritique de f tel que la valeur critique correspendante *,

sold sluple ; solent dl§s5t|dp Les p valeurs critiques de f
immédiatement inférieures & g (p>1). On note %s.f 1'espace
des chemins d'origine f de & qui réalisent, toutes les valeurs
critiques égales le restant, le croisement successif de «, avec
S EEETTL W On note gbéf la réunion des images de tous les élé=-
ments de %%;f ; @?af est réunion de cocellules de & , et la
stratification naturelle de @%;f est de codimension 1 d'aprés
I,3: Les éléments de Lgpgf sont de bons chemins & p croisements
relativement & la stratification de @b;f ; on note *€p le saturé
de @p;f pour la relation de connexion par arcs dans l'espace de

ces bons chemins (de sorte que «ep,f est la partie de ﬁb ob-
’

tenue en fixant l'origine en f ), Les &léments de %5 sont

appelés cheming de p-croisement relatifs aux données £, c, e

On note %zp la partie de ‘ép formée des chemins qui sont
élémentaires descendants par rapport & leur origine, et dont le
suppoert rencontre (p+l) niveaux critiques de cette origine § en
note €&

~ p;i o
Les &léments de ‘8%} sont appelés chemins €lémentaires descen-

la partie de %@p obtenye en fixant lforigine emn £,

dants de p-croisement relatifs aux données T, ¢,

Soit Qe la coupesante connexe de l'é€lément neutre dans le
groupe Diff WxDiff I 3 9, opére dans @é;f en respectant la
stratificiiéon i 9. opére dans ‘@p en laissant stable ﬁgp ¢
On note “8% le sous-complexe du complexe singulier de %ep
défini par ces opérations ; (un simplexe singulier de ﬁep est

P
un élément de %Ep s'il existe une projection ge e ﬁ%} du

type & > goY pour laquelle il se reléve en un simplexe singu-
Ead
lier de ge) » Le complexe fﬁp est un complexe de Kan § pour

tout sous-espace *%Ep.f, de 'ﬁﬂp (obtenu en fixant l'origine en
® o~ e~
un point f') le complexe 8ﬁp induit par ﬁip sur &¢

N pyf!

(1) Voir au début du chapitre la définition de l'espace F ,
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est identique 4 l'image canonique du complexe singulier de
l'espace de tous les plongements adaptés 4 £ tels que le chemin
€lémentaire correspondant soit un &lément de %ep s il résulte

en effet du théordme de fibration des espaces de plongements

(cf, [3], ps1lll, théordme 1) que tout simplexe singulier de %Qp
qui se reléve dans l'espace des plongements adaptés se reléve
dans ¢_ « Le méme résultat a lieu pour les sous-espaces de €&
définis par la condition de passer par un point donné pour une

valeur donnée du paramétre.

Proposition 2, Soit f e« & une fonetion de Morse ; soit ¢, un

point eritique de f tel que la valeur critigue a, = f(co)

soit simple ; soit p2l ; socit ﬁp-f (resp. ﬂ%'f) l'espace des
% -] i
chemins de p-eroisement (resp. des chemins €lémentaires descen-

dants de p-croisement) d'origine f relatif 34 ces données.

Liinjection de 8@p‘P dans %%uf détermine des isomorphismes
3 < h ]
a (%o 3 e (€_..) »
&51 Ps:
et waf%i, 8) Al n € 3 B our tout B e € et
merr J be‘ ( ;f‘ ) P p;f

tout Jzl .

Corollaire. Soit @D l'espace des nappes descendantes de ¢

o
dont 1l'intérisur rencontre exactement p niveaux eritiques infé-

> u e a . o 9 © ® P 2 2
rigurs_a do 3 801t y l'application *&%‘ w5 definie au

§.2., On a pour tout Se'ﬁ%, et pour tout J20 un isomorphisnme

canonigue

sl o mi(Dix(8))

f’k

e - ° o . s .
|[Le corollaire est une conséquence immédiate de la proposition

2 et des compléments 1 et 2 de la proposition 1],

Plan de la démonstration de la proposition 2. On raisonne par

récurrence sur p ; le cas p=l est €tudié en 3.2 3 en 3.3 on
démontre (4 1l'aide de deux lemmes préliminaires) le lemme 1, qui

est utilisé en 3.4, pour la démonstration de récurrence,
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3,2, Le cas d'un seul croisement ({p=1) .

On applique le corollaire de la proposition 1 de I.,2,2, dans
les conditions suivantes. Le rdole de E est joué par gp;f muni
des opérations du groupe @e (composante connexe de e dans
Diff Wx Diff I} lesquelles vérifient les conditicns (ae) et
(al) s Pour €' on prend l1l'espace %5 des chemins de l-croise-
ment, et pour ¥ " 1l'espace %Lp des chemins &lémentaires des=-

—~ © L3 o
cendants de l-croisement, muni du complexe 6% défini ci-dessus,

. 1 o
Soit f'e <H § soit <«
p;f ° p;f

chemins qui ont f' ©pour point de traversée. Pour tout Ye;ﬁp

la partie de %% formée des
0
il existe un point critique unique de f' qui, le long de vy ,
effectue en f' un croisement descendant ; on désigne ce point
critique par c¢' . D'aprds le lemme 2 de 1l,2.,, il existe un
plongement ¢ 3 M, = W , adapté & hl/2 et & f' en c; ;

le chemin élémentaire descendant défini par ¢ +traverse & en
f' dans le méme sens que Y » Le corocllaire de la proposition 1

de I.2:2. donne donc les isomorphismes

wo(€

pif® Tp;f
(€ 2o s = n, YR
mi %, e éepsf,s) WJ@l< £P;B.B) pour tout BeBe, .
et tout Jzl
Soit A le paramétre de traversée de B , soit B¢ la
1 PaBDAl
partie de £9p°8 définie par la valeur Al du paramétre de
?
traversée ; 8¢ est la fibre située au~dessus de o pour
Pisikl 1
l'application composée :
(1) €0 —s Plgt ([=1,+1],I) == I

P;B

~

od l'application de gauche est définie d l'aide du lemme 1 de 2,24,
et celle de droite est : ¢' > ¢“(-Ala) 3 11 résulte du lemme 3
de 1.2, que l'application (1) détermine une fibration de Kan :

6QP°B —s $(I) ; on a donc pour tout Jj»l un isomorphisme
1
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canonigue 3

4 y = 2
LIS Ca3B ) <&p;8;>\ 38) s

T o
J"l 1

Daprés la nroposition 1 de 2,3, {appliquée avec

B(R1>B Ai» 05 0, I dans les r8les respactifs de f, u, p, p'y H)

s

il y a pour tout Jj21 un isomcrphisme canonigue

~ P )
1) e (@sx(B)) s

® désigne un espace de binappes qui, dans le cas présent, est

-t

o

eye

igue d'aprds la proposition 4 de 1'Appendice ; ceci achéve
L émo '

ot

&

o
A\

nstration,

3:3, Démonstration 4d'un lemme,

Lemme préliminaire 1. Soit b la forme guadratique
2 2 2
o Xl IR T Xi + xi+l + 2006 t X

correspondant 3 pour tout ue

s €t _soit M. ie modéle de Morse

s, on note comme d'habitude

ho=e @ =h, (efolol,? eton note @ l'espace

des plongements |-1,+1] == IR gui coincident avec 1'identité

au voisinapge de = u €, Soit k la fonction définie en l.1., et

so1t gk le groupe des difféomorphismes de Mi qui laissent k

invarisniz. Il existe une application continue :

Démonstration : On rappelle qu'on a cholsi @& de fagon que ses
dérivées premiére et seconde soient nulles a4 l'origine , et que

¢ peut etre choisi arbitrairement petit., Si € est assez petit,
le produit scalaire (grad h, grad hu} est différemt de O sur
le complémentaire de 1'origine., On pose alors ¢{(0) = 0 , et

pour tout xe&M, -~ 0 , on définit y¢({x) comme &tant le point
unique ou la ligne de gradient de h passant par x coupe la

variété de niveau ¢' hﬁ(x} de h11 R
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Lemme préliminaire 2, [Las notations sont celles du lemme préli-

minaire l]o Tout difféomorphisme de Mi gui laisse invariantes

leg Pfonctions h et k¥ laisse mussi h invariante
u Ay AT R A A N )

tration s Solent x et y deux points de M; en lesquels

i prennent respectivement la méme valeur. Ceci siéecrit :
gh{y} - ¢ u wlh{y)el(k{y)) = h{x} = ¢ u w(h{x)lw{k{x))
2k(y) = k{x) »
La premidre ligne s'écerit compte tenu de la seconde 3
By} = nix) = ¢ v w{k(x)) [uln(x)) = win{y)i} 3
ceci entraine
In(y) - n(x)| s ¢ |nly} = ni(x}]| sup|SE| ,

pourvu qu'on ait choisi ¢ assez petit) entraine
x

3
doe

Lemme 1. Soit fe &% une fonction de Morse ;

soient « o a a.

o .
“Pn 9 “‘”P@‘%«L poeog -1 B o I} 1’90059
critiques congsécutives de f , ordonnées de facon décroissante ;

ap des valeurs

on Suppose gque o est simple et on note <, le point critigue

correspondant. Soient Al N xg et wuw tels gue O<Al<u<12<l ®

7 3 . ! -
On note @l (xesps 62) i’espace des plongements

¢ (Migo) e (Wgco) tels gue 1'image du plongement associé ¢

contilenne 4 l'exclusion de toutes autres (et toutes 3 son inté~

rieur) les valeurs critigues a SELALY o {(resp. anpggean mp) »

et _gu’on ait en plus, pour ¢e€’1 3

(2) 470} > a_, 3

i\3> ¢W(m;\la> = a-wl b

et pour 4«9, , les relations (2) et (3) ci-dessus et, en plus :
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30 el g) = ¢
(»3 4 d’ ( ’}‘\2‘“& 05-10

On note fh l'espace des arcs ([O,ul,u) == {(F,f) dont 1'op-

posé réalise, toutes les valeurs critiques &gales le restant, le

crolsemsnt zuccessifl de @ BYEC O_js00sy a_pg H Eoutv i= 1, 2,
op_note &Y. 17image canonique de &. dans « et & le

complexe image du complexe singulier de 5} s+ Enfin on note &

l'espace des nappes ascendantes de f issues de co ®

Il existe alors sur % une déformation de &0 dans €%
]

~ P
gui définit un morphisme %%3 e %Qi » €t qul est compatible

ave: leos applications canonigues *%%' — K et €, = &k,

Démonstration : Soit ¢’ un difféomorphisme de [-l,+lj qui

O D D T D MO RS B D R D ) @

vérifie les deux conditions suivantes :
{k) " coincide avec 1l'identité au voisinage de [= we,l] }
{(5) yi{-1}) > =X 8 o

On posey, pour teout tel :

((1=t) x identitéd) + t ¢' = ve oo

Le lemme préliminaire 1 associe 3 i un difféomorphisme wt de
5]

Moo dépendant continuement de % , et vérifiant quel gue solt 3

(61 -
ol kg Wt k

h o o

/ 9
(71} hﬂ o wt £ 0By

Considérons l'application qui & %tout ¢e:@é associe ¢ o L

Soient ¢ et ¢ deux éléments de gé ayant meme image dans
%% ; il résulte du 1°) de la proposition 2 que $ml o ¢ laisse

invariants h et k , et par conséquent hy o On a alors compte
tenu de (6) et (7))

oo

wl =l —=1 \
L wﬁ o ¢ e ¢ o wtex =k o ¢ o ¢ o wtax =k VyoX = Kex 3
R | s =1 1 =1
huc b, e ¢ ° ¢ othX wt ° hua $ "o ¢ Owtax = Wt o huo wtmx



IT.19

pour tout x@:Mi s ainsi (7 xptfl o (0 o wt) laisse invariants
k et hu ; donc d'aprés le lemme préliminaire 2, il laisse sussi
h invariant ; donc, pour tout tel , 3 o v, et b o wt défi-
nissent le méme chemin élémentaire, D“apres (5)9 ? o ¢1 est un

€lément de 9. , On obtlent donc par passage au quotient une

1
déformation de f&2 sur <€, qui aboutit dans 131 et définit
un morphisme 3 %22 s ‘@%_; la compatibilité avec les appli-

cations canoniques %%_ - R et f%Q — F résulte de (L).

3,4, Démonstration de la proposition 2 pour Ppr2 o

On suppose ia propriété dimontrée lorsqu'il y a au plus p-1
croisements, D'aprés la propriété (**) de I.2.2.,, il suffit de
montrer que l'inclusion de flp dan{wf€ induit un isomorphisme
de tous les groupes d'homotopie de ‘ﬁﬁ) dans ceux de «¢_ » Pour

tous les A;, A,,m tels que Xl<u<ké .

Pido Rgauaf")
des chemins dont les deux premiers paramétres de traversée sont

o
et pour tout f'e

notons ﬁé (au lieu de <€ la partie de <€p formée

kl et kg , et qui passent par f£' pour la wvaleur u 3 et
notons ﬁig l'espace de chemins élémentaires descendants cor-
respondant. D'aprds la propriété (**}, il suffit de montrer que

pour tous les AI,A up, £' , 1%inclusion de ﬁgg dans C@g

2@
induit un isomorphisme de tous les groupes d'homoitepie,

Soit ‘@éul (respo<€;m2) lespace des restrictions & [0,u]

? »

(resp. [u,1]) des éléments de f; 3 on & un homéomorphisme cano=-

nique ‘ég,vﬁg ‘6' 3 pour tout vyve<€'! , on note ¥y et ¥
;l pi2 b 1 2

les images respectlves de Y dans ‘€£°l et €“ 2 ° On note

]
9 ¢ ¥ ¥
grespa %KP Y1'image de fﬁp dans <6p;l \respc € 32) s

On note @)(resp@ A, resps. D} 1'espace des blnappes (resps des
nappes ascendantes, resp. des nappes descendantes) de ' définies

par les €léments de ~€£ § on a un diagramme commutatif

A €@y —_— B
2 P

~ } }

¥ 7 . 9 ?
‘epgl)@‘@pbzg up;lx-&nge .__,_;, u@:x@
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Soit ‘ﬁﬁ% . la partie de fegbl formée des arcs élémentaires

9 : P -
dont 1l'image (par f£') du support contient 3 1%exclusion de toute
sutre ( et toutes deux & son intérieur) les deux valeurs eriti-

ques o' et a! de f£' qui correspondent & o et a

o 1 ) 1°
D'aprés le lemme 1, il existe sur <€‘ une déformation de €£7
8L Pl % . aow pit
dans ui définit un morphisme s €L — 8L et
B Ty 0 8 o p;l pil ¢
gui est compatible avec les applications ﬁﬁ;el -t f et
]

®

%Z;Dl —+ & , D'oll pour tout Jjy0 et pour tout Béfﬁﬁg (pour
j= 0 , on prend des ensembles sans point de base) le diagramme

commubtatif 3

lp 8 o ’.’\/ﬂ o } o
Wo\r‘epglaa..l) - ﬂj(gip;lgﬁl) S o ﬂj(éﬁg\}l)

J
‘ l /
¢ g 205 g
ﬂj<gpglsﬁl> e wj(‘gg‘pglwgl)

dans leguel &y est 1l"isomorphisme défini par le chemin décrit
par B, au cours de la dé formation, et Si i1'extrémité de ce
chemin 3 vy est l'image de B dans ot , On définit de fagon
analogue ﬁe;ga s et on lui applique de méme le lemme 1 , D'oll
peur tout j;o (pour § = 0 , on prend des ensembles sans point

de base,) le diagramme commutatif :

m,(€"38) » Wo{@;s) —5 m. {Rgv)
o P J 2 |

| |

TG x €] 53 (ByaBy) dem BL  xBo5 (B 0By Dy (AxD 5 (v 4y, ))

|- N A

9 2 8 ° " " /_\/W §? o ¢ 9
by 1 x €L e (BT >i‘“j<8£p;lx o (BsB30)

Dans ce diagramme, & est l'isomorphisme défini par 1l'homéo=-

morphisme €'~ <€E¢! _x €} 3y 5 est L'isomorphisme d&€fini par I
P pid i2 1

et Cé ;3 € et O sont des isomorphismes d'aprés la proposition 1

et ses compléménits 1 et 2 § n est un isomorphisme d'aprds la



sera

II,.21

Remarque du §.2 de Ll°Appendice 3 enfin p est un isomorphisme
d’aprés l'hypothdse de récurrence., Les morphismes

2 'R re 3 o .
7 (€} = @ (7] et W (BRI3B) = 7.(€';B) (J>1) sont
o p” ? D J( pg >° J( ps I J
done tous des isomorphismes, se qul achéve la preuve de la pro-

position 2,

§:4, Lemmes de classification de nappes.

bol, Résultats. Dans tout ce paragraphe, on considére une fonc-
tion de Morse fe %K, un poin’t critigue e, d’indice 1 , de £
tel que la valeur criti=-

que o correspondante

s0it simple, et les ¢q
valeurs critiques immé-

diatement inférieures a

oqg A
h o notées o o )
o °® 1% “ao®

660y aq dans l'ordre

/ . . décroissant. On choisit,

pour kK = 0y Lliosn,aq
une variété de niveau
v, de ¢ située immém
diatement en-~dessous de fml(mkﬁ « On désigne par sz {pour
k<%) la partis de W comprise entre Vk et V, . On note D
l'espace des nappes descendantes de g jusqu'a Vq % On suppose
{ce sera le cas dans toutes les hypothdses considérées) que D
n'est pas vide ; on choisit De<® et on note DOV, = X o On
note ok l'espace des systcémes disjoints de nappes ascendantes
des points critiques de f ch , limitées & V_ ; on suppose (ce
le cas dans toutes les hypothdses considérées) que b nfest

pas vide ;3 on choisit Aeck , st on note A(\VO = Y ,

On désigne par <, l'espace des chemins d'crigine f réa-

f
lisant (toutes les valeurs critiques égales par alilleurs le res=

tant) le croisement successif de Gy BYEE  0je000p O
ol

On rappelle que la dimension de W est notée n ; celle de

VO est done n=1 o
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Proposition 3. (Unicité des croisements de mise en ordre)o

8i les indices des points criticues de f{qu sont tous plus

petits que 1'indice i de ¢ e alors w°@€f) = 0

Proposition b, {(Classification des croisements & in&ices'égaux).

Si tous les points eritiques de f£|W sont d'indice Egal 3

Qg
1'indice 1 de ¢ § si n»b m (v = 7. (V = 0 , et 8i
l'une des trois conditions sulvantes est remplie 3

(bg) i=2 , et nlévng) = 0 ou Y Dborde un disgue de V, &

(b%} is=n=2 , et ﬁl(VGmX) = 0 ou X Dorde un disgue de V_ o

Alors le choix d’une orientation de D détermine une bijeétion g
2 € o 3
$ woi f) i ﬁl(wgqqu,

telle que la classe du chemin &lémentaire défini par D  ai

pour image O . Si on remplage D par un &lément D° de D,
RN

£y

muni d'une orientation conérente avec celle de D , la bijection

8" obtenue est composée de ¢ et dune translation de

H, (W .9 }
i*Teq® g’ °

Proposition 5. {(Unicité du double croisement).

Si 1'ensemble critique de £ sur Weq se compose de deux éoints

swrormenRs

critigues ey {(d'indice j*1) et Gy {d'indice 3) en pesition

de destruction mutuelle ; et si l'une des trois conditions sui-

vantes est remplie

(1) i+js n=2 3

4

{2} i<3 3

(3) i =3 s 3sisn=3 wo(vo) = vl‘{VoD = 0 ;

ws

alors <€f est connexe.

Principe de la démonstration, Le corollaire de la proposition 2

de 3.1:. raméne la démonstration de chacune de ces propesitions &
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la détermination de 1l'espace ﬂo(@) correspondant, D'une fagon
précise, les résultats quion va démontrer dans chague cas sont

les suivants

Proposition 3°, Sous les hypothéses de la proposition 3, wc(m) = 0.

Proposition L', Sous les hypothdses de la propositien 4, le choix

dfune orientation de D détermine une bijection

wv

4

° T{oc’.@mj > hi{WO sv%}

q

]

telle gue ig(ﬁ) 0 o 8i on remplace D par D'e D, muni d'une

orientation cohérente avec celle de D , la bijsection 7' obte~
O DR ATG

SR

nue est composée de Ly et d'une translation de H g

o

Proposition 5'. Sous les hypothéses de la propositiocn 5, wo(ﬁ) =0,

L,2. Le morphisme . »

Les notations étant celles du début de L,1,, on choisit un
€lément D de D et on oriente D ; on nots $O le zous=-espace
de D formé des nappes qui cofncidsnt avee D au-dessus de v, s
il résulte des propositions 3 et b de l'Appendice que l'injec-
tion go =% D est une équivalence d'homotopie faible. Il est
commode, au lieu d'étudier directement 90 » d78tudier un espace
de plongements qui lui est homotopiguement éguivalent.

Définition l. Un plongement ¢ : si”’lx (T,041) == {waqavaqu}
est dit linfairement adapté & £ 81l ¥y a commutativité du

diagramme

el ¢' désigne l'application linéaire affine décroisssnte de I
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sur l'intervalle f(qu} » On notera que cette d&finition impli-

que que l'image de ¢ ne contient aucun peint critique de f

On note ﬁzq » €t, quand 1l n'y a pas de confusion possible,

simplement A , l'espace des plongements linfairement adaptés

1

5i=1x (I,0,1) =t {WO QVO,Vq) dont l'image orientée se raccorde

. 0q
le long de Vo avee D orientée,

On a une application naturelle : X =+ D ;: c'est une équi=-
valence d homotepie faible ; on choisit dans X wun point de
base £ au~dessus de D o

Définition 2, On dit qu’un plongement de Sl“l dans W est

horizontal si son image est contenue dans une variété de niveau

de f et ne contient aucun point critique de f .

On note ﬁ;q s et, quand 11 n'y a pas de confusion pos§ible,
simplement 4 , l'espace des plongements hcrizontaux de Slml
dans qu ° On’no?e %; (respo %&} L'’espace des plongements

horizontaux de Slml dans VO (respo Vq) + On note Eo (respg El)

1'€lément de 50 (resps %&) d8fini par £ .

Seit a(F, 3&; go) l'espace des chemins dans <§ , dforigine

3

o © d'extrémité dans =§q ;3 on a une application canonique :

R - Q(F, 5q; £,0
et par conséguent, pour tout Jj»0 , un morphisme canonigue
<l> 'n'j,(ﬂc;f;) i o wj‘*‘l((gS :?q; ‘Sq> .
s 2 . » s P v e ot
Soit x e:ﬂ5+l(5; %h, Eq) 3 80it ¥ un représentant de yx : c'est

- o j ] PR
une application de (DY lﬁ sY)  dans (%oq,<8 } 3 x définit

q
. . . j+ i o
canoniquement une application de (DY lg sY) x gt 1 dans (qu,Vq);
. 7+ 3w
l'image de la classe fondamentale de DY 1x S1 + par cette der-~

niére application est un élément de H (quD Vq) qui ne dépend

i+

que de ¥ 3 ceci définit 1'application
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” v g \\) 3 3
(2) wj%l(fﬁ %E* § ) Hi+j<woq” Vq) °

B

Par composition de (1) et {2) on obtient une application

oo, {0 e H, {W Y
53 J( 3 E) i+3" Tog? q)

dont 1'2tude constitue l'essentiel de ce paragraphe.

&r

Premi

o

res propriétés de j'application €. .

J

Le 81 on remplace D par une nappe D' eoincidant avec D

ay~dessus de Vg et orientée de fagon cohBrente avec l'orienta-

tion de & 4, l'application [ cbtenue est la composée de QG
gt 4%une transliation de H, (wsgﬁ Vo) o

-3

2, Boient k, £, m des entiers tels gue Ogk<demgg ; on

définit comme en 4,1, les variétés de niveau Vs Voo Vm et les

triade W%e » €tCsss 3 oOn définit comnme ci~dessus les espaces de
"ﬁ' .
plongements linéairement adaptés fmk@lw 2t8s20 3 OB note Ekae
1474 5 'S . s ok AL - .
i’ élément de ku canoniquement défimi par ¥ § on note ¢§§k€
L7applicerion analogue 3 ?j s relative 3 Wke(a L'application
canonique kam e WQ& est une fibration localement triviale

théoyrénme de fibration des espaces de plongsments

po Lid, théordme 1) ;3 la fibre située au-dessus de

w

Ii y & commutativité dans le diagramme

Cm °
7, (- nggﬁm> PUN wo(ﬁ.kmggkmﬁ %j(’ﬁkzggk )] Wwﬁ (mﬁmggzm) ]
gjgzm gj;kmi Qj;kz géulgim
(W, oV ) =i, 0 L (W SE U
iy Moo Vid = Hgy g Ul Vi) = gy pea Vo ) =By sy W V) =
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dans lequel laz suite du haut es% la suite exacte d’homotopie de
la fibration qu'on vient de cousidérer ; la suite du bas se dé=
duit de la suite exacte d'homologie du triple (kag W£m° Vm)

en remplagant 1l'opérateur bord par son opposé, et en remplagant

H,, . (W W, . > 1 he H,, .(W
l+J( wm? "gp! Der le groupe isomorp 1+J( Ko VQ) s
4.3, Cas ol il v & une métrique riemannienne adaptée : les appli~-
cations ., B, Yj et le lemme de commutativité.
e 3 ‘
Lie principe de 1%'8tude de . consiste & d8finir trois
P P 3
autres applications o., 9. et v, tellies que L.o0B, = Y. o0,
J d J d J S d J
2 do do 2
2%

tion de ces

s

et 4 étudier séparément %50 Bj ¢ Vo La défini
applications utilise une "métrique riemannienne adaptée”,

Définitions. Soit O une métrique riemannienne sur ch 3 on dit
gu'un plongement lin€airement adapté

¢ 3 5=+« {I,0,1) e (WOqD Voo Vq) est de gradient si ]
${{xi = I) est une ligne de gradient de o2& pour touk X<sslu; s

On dit que 9% est adaptée & et 3 & si les nappes descen=
dantes de gradient des points critiques de £ sur qu peuvent
toutes =tre prolongées Jusqu'ad Vq , et 81 en plus & est de

gradient,

On rappelle que les conditions ci~-dessus entrainent que

toutes ces nappes de gradient et 1'image de £ sont deux a4 deux

]

disjointss ; =n plus les nappes ascendantes de gradient des points

eritiques de £ sur qu peuvent alors etre prolongées jusqu'l
Vo s €% sont toutes disjointes deux 4 deux, alinsi que de 1l'image

de £ et de toutes les nappes de gradient descendantes,

On rappelle d'mutre part le résultat suivant (utilisé en

théorie de Smale) : si tous les points critiques de £ sur W

oq

ont méme indice i' , et_si isi’ , alors l'espace D , et _par

conséquent l'espage XL , sont non vides ;3 et pour tout £ e X, 1l

existe sur qu une métrique riemannienne Ol adaptée 8 f et

a £ o
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- Notations. On note A la réunion des nappes de gradient ascen-
dantes de tous les points critiques de f sur qu 3 on note Yo

N L o &) ‘ .
1'intersection de A avee V_ . On note ‘50 le sous-espace de
-],

.
%; (espace des plongements S°%

dont 1'image ne rencontre pas A .

é—Vo) formé des plongements

Cn choisit une variété de niveau Vo située un peu au-~dessous
de VO 3 Jo définit un difféomorphisme ¢

VX (I,0,1) == (WOOH V . VOQ) s On note A* le sous-espace de

o

% formé des plongements qui sont de gradient en-dessous de V 5

of

Définition de oy C'est lL'application naturelle (ef.I.l4,2,)

¥, am .
Wj,,,l('goe :?ob €O> e o Hi+j(V09 Vo Ao>

Définition de _Sj s L'espace X* a méme type d'homotopie que

l'espace XEQQ 3 espace des plongements linéasirement sdaptés
i=l

S x {I,0,1) == (woo@@ Vi Vo,) dont 1'image ne rencontre pas

A(WVOQ « La projection de Woo9 sur Vo définit une application
[¢] ) &

de X* ., sur l°espace Q{4 , ¥ 3 £ )} : espace des chemins dans ¥ ,

o0 o o o o

. s " . o . ,

d"origine 60 » @'extrémité dans <§o ; cette application est une

gquivalence d'homotopie ; on & donec une bijection (canoniquement

P 3 [ N * o = 9&0

définie par 2o} 3 Wj+l(go’ e Eb) —- Wj(3095> o |
"applicati : W ication : 7, *3 (e
L'application BJ est 1l'application TJ+1(£59‘£®, gb) m@vaﬂx,g)

obtenue en composant la bijection ci-~dessus avec l'application

nj(%*;g) s nj(m;g) définie par l'inclusion,

Définition de Yj o Congidérons les deux applications natu=

relles

vy v
Hi+j(vo,vomy} . Hey (W, oW, =A) . Hi*j(w

3
j loq? Vg

ogq 0g®'q

L%application Yg est bijective pour tout J30 , car qumA peut

se rétracter sur Vq le long des lignes de gradient de 2% j on

pose 3
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- Lemme l, Le diagramme :

j+1' %o o ) i+J )
B Y.
d l YJ
N
wjiﬁ;é} Hi+jéwoq$ Vq}

get commutatif pour teut J»0 .

Démonstration ¢ Soit ¥* l'espace des plongements horizontaux de

5 dans woqu o On compléte le diagramme ci-dessus en le
diagramme
i

J+1(§ s S350 = Hy (Vs V,=Y)

¢ E Y > J -
msloeX ) ey (5o j: $E,) = H, 0q® Toq~H)

o 3 o TT\L

ng<ms€> ™ ﬂj+l(b§” C«gq‘e £ ) mm——p Hi"'é(hoqa Vq)

oll toutes les commutativités se vérifient sans difficulté,

b.4, BEtude ie 1l'application ¥ dans guelques cas particuliers,

ler cas particulier, Tous les points critiques de f sur W

oq
sont 4'indice strictement plus grand que 1 ; slors chague compo-

sante connexe de Y est de dimension strictement plus petite gue
nei=1l 3 denc, d'aprds le théordme de séparation de Whitney,

Oo - Y ¥ T3 e 3 o g v )
"1<6;*‘go* go) 0 ; l'application o  est nulle dans ce cas,

28me cas particulier,

Lemme 2. On suppose gue les points critiques de £ sur W

oq
sont tous d’indice 1 et gue VQ est connexe., Alors l’applica-

tion qo est surjective si lfune des trois conditions suivantes .
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est remplie :

(523 i=l et V _-X_  est connexe ;

($3> i=n=1 et V “Yo est connexe

Q Om. o o O - o © p = 'TT 7 = -
L application o«  est bijective si WO<VO> l(VO) 0 et si

ST "

1'une des trois conditions (bo>s (bl)s be} de la proposition 3

‘est remplie,

Démons&gaﬁ

o D ) oD o G

on : efo. la proposition 2 de I.ho2,

Rt

38me casz particulier,

Lemme 3. On suppose gue q=1 , gque f a_un seul point criti-
que sur wol o €t gue l'indice ue ce point critigue est i+l .
Si en plus 1lgisn=2 , alors l'application ay est surjective.

3

Démonstration : Le fibré normel 4 X dans Vo ayant une section,

) DGR e D D D ) G0 WD D D

il existeoun plongement n_ : Slmlx I = V_  dont la restric=
tion & Slmlx {0} stidentifie & Eo « On note Zo 1'image de
ﬂo et 50 l'espace de§ §longements Slmlx I e V0 qui coln=
cidant avec n, gur s x a1 ; soilt 3g la partie de %, for=

2

nfe des plongements dont L'image ne rencontre pas Y . On a un

morphisme naturel :

T (%0 Fon Mgl > "2“’09*32% £o !

gui, composé avec @ » donne un morphisme

By

o~ * 2
%o ° Wl(%b” Fob no> - Hi+l<vo® Vo Yi oo

D'aprés la condition (sl) de la proposition 2 de I.4.2,, E; est
surjectif pour 2gi+l¢n=-2 , i.e. lgign=3 ; et d'aprés la condi-
tion (53) de la méme proposition, @; est surjectif pour i=n=2
(car VOmZo est connexe). Ceci achéve la preuve du lemme, car

3 - o o ~—~ N
la surjectivité de 3 entraine celle de @ s



4,5, Etude le l'sapplication B.

&gmmetie 1?) L'application B est bijective nusl que soit

J 4
30 lorsgue 4=l et que £ & un seul poin®t critique sur W .
J = 4 w k) el 5 3 og
2%} L'applicaticn 80 est surjective gi (i' désipgnant
le plus petit des indices des points ecritiques de f sur qu)
va_& 1l€igiten=2,
Corollairs, Soit fe & une “onetion de Morse ; soient e1s €y

Cq trois points eritigues consfoutifs de £ , de méme indice 1 ,
&

E s { .
keds gue £l

de F situfe ‘um€diatement en-dessous ids €y o Soit Dl {resgg

3> f{cgﬁ >f€@3} . Scit V3 une yerifté de niveau
TSI h EENCMPIV NS

(43

Dg) une nappe descendante de ¢y {resp. e, } limitée 3 V. o

3
8i 1l<¢isn=2 , alors D, peuk Eire déformee (dans l'espace des
nappes descendantes de o, limi%tées 8§ V.,) en une nappe DI

&is@cigte de DZ s

Démonstration du corecllairs : Cn choisit une veriété de niveau

O B AW D WD CED 00 () AN Y GO WA 80 f TR0 N0 0 XD MDD D D ) 0T WO a0 A

v, de ¢ située entre ¢ et ¢, , et une métrique riemannienne

Bk
¥

2

My pour iaguelle D, soit de gradlent., D'aprds le 2°) du lemme 4,
Di peut Ztre déformée en wune unappe Di qui scit de gradient

pour 2 en~dessous de Vl ; D] ne rencontre pas D2 °

Démongiration _du iemme 4 oz 1%) Soit 1 lfunique point critique

R D D 4 D D O KD D T 2 G B SN0 R 6D QU O G R (R CED 3T

§

de 7  sup WCN o Pour tout compact K de déq » 11 existe une

variéité de niveau va” située au-~dessus de ¢, , telle gque pour

1
tout point x situd sur 1l interssction aveso ‘Woﬂl de 1'image
d'un €l&ment guelcongue de R , la ligne de gradient descendante

de x ne rencountre pas ¢ Il existe donc une scus-variété a

[
~ 1
bord V¥ . de vV, . de codimensgion zéro, telle que le g¢ylindre
N :

wcwq engendré par les lignes de gradient descendantes issues de

fad e o ‘ o o P o = o
V@“ et limitées & V., , contienne & son intérieur les inter-

e

secbions avec wo"l des images de tous les &lémenis de K . Il
existe done une déformation de R sur le sous-~espace A¥*¥* de

9 formé des plongements gqui sont de gradient en~dessous de Vo“;
W¥* peut €tre déformé dans N * au moyen d'une isctopie adaptée
a f , définie par les lignes de gradient de 9w, amenant Vo"

sur ch et induisant L7identit€ sur un voisinage arbitrairement
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petit de WOQO” 3 par composition, on obtient une déformation de

¥ dans X* 3 ceci prouve le 1%},

2%} L& démonstration se fait par
réeurrence sur q ; le cas q=1 a #té traitd au 1°). Soit gl 3

soit V_ ., une variété de niveau non critique telle qu'il y
iadi

it exactement une valeur critique de  entre Vle et Vq H

0Lt V{q 131 une vari&té de niveau située imm@diatement en~
LY R

dessous de anl o Soit &' e X ; d'aprds la surjectivité de 8,

dans le cas g=1 , et 1l'hypothése de récurrencs, on peut supposer

gue &7 est de gradient sur w@“gqml et sur W(le)“ N

Diaprés le lemme 1 de II.bk.l., on peudt supposer que la pr

w
5 %
]

ticn fle long des lignes de gradient) de > . .
ng des lignes de @ A8 fge1,(gm1)

Vmwl a son image contenue dans un voiginage erbitrairement petit

de la réunion de g;ml et d'un nombre Tirni de sous-veriétés de
dimension 1 de Vqu ; d'aprds la condition de lgénem&és ile
théoréme de séparaticn de Whitney permet de séparer toutes ces
sous-variété de toutes les nappes de gradient descendantes des
peints critiques de £ sur wo,q»l : £Y peut alors étre déformé
en un &lément de ¥, ce gui achdve la preuve du 2%,

4.6, Etude de vy; o

est bijectif si i+] # n

‘Démonstration 3 L'application yg Ztant bijective pour tout J30,

o MO o UD e GRS W AT IR WD S 0D

est ramenée 3 celle du morphisme v

1l'8%ude de vy. L
J N

E., . LV V =Y e H o,
z+¢( o o ) i+3iog

les points critiques de £  =ur woq et

l,poboy 1 leurs indices regpectifs 3 solent Yp pobe
"1

Soient Cia Sppocey C

soient 1

eoy L les nappes de gradient ascendantes de ces points, linmie

k

tées & v, b soit{pour tout h=L,2,:0054k) T un voisinage
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tubulaire de Yc 4 on suppose que ces tubes sont deux 4 deux

s s h ,
disjoints, et on aote T leur réunion. On rappelle que Yc

. h
n-1i
est difféomorphe a D b | de sorte que T, est difféomorphe
n=1i i h
a D h ., ph » On & donc le disgramme commutatif suivant :
{ 3
Byyy{VaeVo=Y) = H TRV ATA V) s 1\
yo ;"‘ - ) ""{ Y } [P j
il+J\woq@woq A) e Hi+j(T,DT \T(\fo,) — s
n=3i =1 i fimdi «l 1 -1
Y st @ Hi+,(s = x D h " 8 x 8 h )
h=l,s0»,k J l
n=i i n=i i -1l
ne b b ® Hi*'"{D hXDh s D hxsh )
h=l,sss,k J

Toutes les fléches horizontales de ce diagramme sont des bijec-

tions (celles de gauche par excision) ; d'ol le lemme,

4.7, Démonstration des propositions 3%, 4° et 57,

Demonstxa*lon de_la proposition 3' : On a vu en h,u, {ler cas

> O oA W ] TS 0 - -

particulier) que lorsque tous les points critiques de f sur

qu sont d'indice supérieur & 1 , T ’%’ 8¢ &,) & un seul

’
o
€lément, D'aprés le 2° du lemme &, lgappllcatlon Bo est sur-
jective sous les mémes hypothéses ; donec X est connexe, donc

D est connexe.

Demonstratxon de_ la pgepgsxtxon LY : Sous les hypothdses de cette

- . s D D - - -

proposition, @ est bijectif d'aprés le lemme 2, Yo est bijeetif
d'aprés le lemme 5, et B, est bijeetif dfaprds le 2° du lemme ki,
Comme, d'apréds le lemme 1 , on a : Ly © Bo = T, 0 Gy ceci
entraline la bijectivité de Lo b d'oll 1la proposition,

Démonstration de la_proposition 5' : Dans le cas (2}, i1 s‘agit

A D D W D - D BN SO - " - w0
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d'un simple cas particulier de ls proposition 3' (le fait que

¢ et ¢

1 , 5 tuent est superflu dans ce cas ),

Cas_(1). Soit D, une nappe des=
cendante de ¢ limitée
a V, & et soit D une

nappe descendante saturée

de cl

111025102 Limitée a V2 H

Do et D sont de dimen=-

{ef. ci-dessous,

sion respective 1 et j+1;

la condition (i) permet

A ~
done de séparer Do de D

par une petite isotopie. Soilt vV, une variété de niveau séparant

o n < loned L P
cl et oo % soit D la partie de D située au~dessus de Vl 3
si le niveau de V1 est assez proche de celui de ¢y 11 existe
une nappe ascendante A de c, 5 €n bonne position par rapport

& D , telle que AfWDo = % . On choisit alors une métrique rie=-
mannienne ﬁzg adaptée & D , A , et Do 3 on zonstruit 4 laide
n - lond - R - s e - o
de IJG un saturé A de A quil est disjoint de Do » Ii existe

alors d'aprésIII.2.1.,, propriété 3, un voisinage double saturé U

de {o., c2} » disjoint de D, » On salt qu'on peut modifier f
sur U de fagon que la fonctien f° obterue n'y ait aucun point

~
crivique 3 U est un cylindre de gradient pour f£°' ; il suffit

donc de montrer que lfespace des nappes descendantes de 5 pour
f' , limitées & V, » et évitant une ligne de gradient, est
connexe. I1 suffit pour cela gae ign-2 , ce qui découle de (1),

Cas (3): On choisit les variétés de niveau V09 Vl’ V29 on note

L. m £l - g - P
@coil) 02 l espace précéedemment
Vo noté X 502 le plonge=
W sc, (i+l) ment § , et on introduit

ol 1 de meme XL X 3
ol? "12°% ‘o1t
W02 Vl £12 o La fivration locale-
W B v .

12 oce(l) ment triviale x02 %-3%1.

de fibre ftlg o, donne lieu

' d la suite exacte :
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. x 5 & ; , 7 o Y .
T (%38 = m (Xppig ) = ow (X e o) = w (X058 ) e

Dapreés le ler cas particulier de L,L., “oixbl;gol} = 0 , Tout

revient donc & montrer gque la fld3che de gauche est surjectives,

D'aprds la propriété 2 de L.2., il y a commutativité dans le

diagramme

. o e .
1y (X 13857) LINCEPELPY
;1;01l lco;IZ
Hi+l{wol,vl) - HI(W12°V2)

La fléche du bas est surjective, car eile est la composée des

fléches :

Hion(opeVy) = Hy (Wl pd = H (05,7, 5

(la fl8che de gauche est bijective par excision ; celle de droite

est surjective d'aprés la suite exacte du triple (w02’w12’v2) ’

puisque Hi(w V2) est nul d°aprés l'hypothése de destructabi-

o2?
1lité de ¢ par <¢,) . Ltapplication ¢ ~ @st bijective
1 2 0312

d'aprés le lemme 2 (la condition (bo) est remplie). L’applica=-

tion ¢, . vérifie d'aprés le lemme 1
lyol
51501 © Bl;ol Y101 o %1501 F
3 3 L S
or al;ol est surjectif d'aprés le lemme 3, et Yl;ol est

surjectif d*apreés le lemme 5 ; donc

est surjective, Donc
‘1501 " y .

e N TTLITY

l'application n (X esw surjective, ce

1 ol;gol
qu'il fallait démontrer,
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III. 2

§.1.° Unicité des naissances.

-1.1,. La naissance standardfdansr'ﬁn;‘

Seit i un entier tel que 0 ¢ i gn= 1 3 soit X €1 et soit

g >0 . 0On poSe;ipour;;x~€;Rn e

(x) = = %2 - R S
/8 X) X . oo~o’/, Xi+ Xni 1 + - e + XJ’ + Xn (27\, v 1) Exn L4

et

Il est immédiat que la fonction 4,  possede :

; A
- zéro point critigque pour A < % ;

- 1.point critique {(1'origine) pour A =4 ;.
e e e i , (2 = 1)ey
- 2 points critigques pour: A > 4 @ les-p01nts‘(0,,..,0y,i- ————3———-)¢

Bn particulier, les points critiques de: z1 sont les points (Q,nosyoy iﬁv %)w

Pour tout A € 14,1] , les points critiques de. 2% sont sur 1l'intervalle

[--d %,, + %‘]T du‘,neme axe de coordonnées. Le point (O,a,.,O,-~£§&§:¥llgw
est un point critique:. de Morse d&'indice i.+ 1 de 4 - 3 le point gymétrique

A

est de Morse dfindice i . Le chemin (ﬁx) _est "un chemin de naissance d'ine
dice i "; on va maintenant le modifier afin d'obtenir un chemin & support:

compact,

Soit & une fonction en cloche (de classe _dm)'ﬁnnﬁ;l , clegt=d-dire

une fonction & support compact égale & 1. au voisinage de- O , dont on suppose-

en plus gutelle ne dépend que de-la distance (euclidienne}»é.lYOrigineo On

pose -&
i (%) == %2 e - x?_+ %% 4 x° +‘x34-:(2k6(x) - 1)ex .
B3 1 Codc i+ Nl - n no
Sur-suppl ,.les fonctions ﬁo' et gﬂ‘& coincident pour tout. A € I . Sur le
: ¥ :

compact: :F‘(}o,a[)_‘, 4, n'a aucun point critique, il suffit donc de-choi-:
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sir ¢ assez petit pour que £$3x n‘ait,~quel‘QUé soit A €I ;' aucun
> .

point critique sur ce compact. Sur«‘ami(i)‘,, XKA

si e est assez petit, cet ensemble contient tous les points critigues. de

et 4. coincident ;
WA ‘

A L= w22 A

mémes points critiques et coincident au voisinage de ces points critiques ;

tous-les £ . En résumé' s si ¢ est assez petit, £

ont les

y/ gﬁ,_ﬁc coinei@ent sur ﬁ?-“

w30
Soit ¢ le difféomorphisme de R’ défini par. &
(I)(X) = (X" ,Q&.,Xﬂq’l’ ,60(:&))

=1
On a g ﬁcod»,:?%n

On - pose pour toﬁt‘ ANEI®
g0y =
Wy A » TN

‘Le chemin (bx)‘ ainsi défini s'appelle le chemin standard de npaissance

s e . ) n
d'indice 1 dans R ..

Puisque . est & suppdrt compact, il en est de méme de. bk ¢ Soit
3} : . :

- B'x J un cylindre de‘la‘forme“pbﬂ*1 X pDi» ;-on choisit p assez grand

pour que: B x J contienne & son intérieur le support de. (bh) 3 ce cylindre

B x J. est appelé modele de naissance d'indice i ..

Propriétés du chemin standard de. naissance.

1. Pour: tout x € R~ . bé(x) =X 3

pour tout x € R® - (B x.J), bx(x) = bo(x) =% pour tout A €I .

ZQ'bk~ a zéro point critigue pour. A € [@,%{1

“ws

1 point critique (L'origine) pour A =4 ;

2 points critiques pour A € },1] .
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P
— R

Les points critiques de b1 sont les points (0,...,0, + %(5)3/2)“; la forme

\

quadratique bitangente a b§ en 1l'un et l'autre de ess points est respecti~

venent @
2
2 2 2 2 V3 2 .2
(1) = Xy ees = X, R XL+ eee X, kT e " X

3. On suppcse i #‘O et 1 #£xm =13 on pose 3

Alors on a s

{2} b og=b pour tout A € I .

e

: o =1 =1 . ,
[Em effet, on a diune part ¢ 4 C o= 00 ¢ ¢ dlautre part lihypothése

faite sur & entraine

o o=1% , et par conséquent 3 4. o o= L .} .
WA WHA

1.2. Chemins élémentaires de naissance,

Scit £ € £, Un plongeiieht ¢ ¢ B x J — W sst dit adapté 3 £ sfil

eX1sT

(el

un plongement croissant ¢' de J - I = (ensemble critique de f),v

tel que le diagramme

soit commutatif,

Un chemin {fx) diorigine T dans F est appelé chenin élémentaire

de naissance dfindice 1 s7'il existe un plongement ¢ ¢ BxJ—-W | adapté

& f, tel que pour tout A\ €I :
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2 ) fx = £ sur le complémentaire de 1l'image de ¢ ;
b, 4l y ait commutativité du diagramme ¢

P

BxJ —Y% oy

yo‘
S
ol e
5
>/‘

1.%, Unicité des nalssances,

s . , (A .- oo .
On zeonsidare 1'espacs ;ﬁQUJi (cf.1,%.1,) muni de za stratification
o

naturelle =% des cpérations du groupe DiffW x DIffl |, lesguel! vérifient
1 = / 3 1 { 3\ . I N 1 . J’ 1
les conditions fa ,; = \aﬁf de I.2.2..Chaque zomposante connexe de &

& a

c o . ’ . 1 - .
a deux cétés distincts ; un chemin de traversés de éﬁ slappellie chemin de
2 Eesimas

naissanse ou chemin de mort suivant que le nembre d= points critiques auguente

O
&
ol
i
=4
H)
8
<
D
[(]
ot
)
]
g
o
i
(@]
&
O
=
(]
B
|_l.,
=}
©

a
. , . 1

= 1'indice 1 : =2'est l'entier tel que, lorsqufon traverse ﬂ: en f7,

2 Q s

- A . N\ - . . . - - -
il apparali fcu disparaii; un couple de points critiques dfindices 1 et

=

c'egt la hauteur de la variété de niveau de ff qui

contient ls point critique de codimension 1 de ! [autrement dit, k .est le
nombre de points critiques de Morse qui sont au-dessous de cetie vafiété de ni-
veaufo

I1 est clair que 1 et k ne dépendent que de la compcsante connexe
par arcs de f' dans o

S “r . . . ; . .
Désignons par U l'espace des chemins de naissance ;3 &' est réunion de compo-

antes connexes par arcs de l'espace des chemins de traversée, Il résulte du

w

lemme de forme cancnique des points crifiques de naissance (cf°[3]91I9 Propo=
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&

- . 1 c o aag . a
sition 5) qus par tout point de ﬂﬁ passe un chemin élementaire de naissance,
& _

I1 résulte donc du lemme des chemins élémentaires (cf, I,2.2) la

-

Proposction l.=- Seit f €iﬂ$ . Toute composants connexe par arcs de 1l'espace

des cheming de naissance dlorigine f contient au moins un chemin élémentaire

o= Scit f QQf@ o Tout chemin de naissance d'origine f est homo-

origine fixe) A un chemin de support arbitrairvement petit,

Démonstraticn ¢ Dapres la proposition 1, on peut se borner au cas d'un che=

min élémentaire B . Soit ¢ un plongement adapté définissant g 5 o est

isctopse (dans 1'espace des plongements adaptés) 8 un plongement dont 1'image
est arbitrairsment petite ;3 on prend 1l imags de cetie isctopie dans 1'espace

des chemins élémentaires,

Do (Lemme dfunicité deg naissancss)., Seit £ a{ﬁ@ s soit g le

on

olt

de polints criftiques de £

ot
&
f
0]
=]
ot
.
o®
3
et
o
Q
<
[¢2]
O
£
N
S
2
©

On suppose que les variéiés de niveau de hauteur k¥ de £ sont connexes.

Alors lfespacs des cheminsg de naissance d'origine T, de hauteur k et d'ine

dice i, es®t connexs guel que scit 1 tel que @ ¢ 1 ¢ dimW .

commrkarern

Démenstraticn ¢ Il suffit d'aprds la proposition 1 de montrer que 1'espace

des cheming élémentaires d'origine f , de hauteur k ot d'indice i, est
k 2

connexe, Scit V. une variété de niveauy de hauteunr k la réenion W de

k

oo
b

ces variétés est difféomorphe & un cylindre de base Vk o L'ecspace des plon=
gements ¢ B x J ~» Wk adaptés & f a donc méme type d'homotopie que 1l'espace

593 des piongements de B dans Vk . On sait (cf,[?],_II@ proposition 7) que
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cet espace est connexe si Vk est non-orientable. Si Vk est orientée, la
.t 8 aiein4 s R .
partie & de définie par la condition de respecter l'orientation, est

cennexs 3 soit p  la symétrie de B  par rapport & son équateur ; pour tout

plongemert adapté o , ¢ et ¢ o (p x identité) définissent le méme chemin

ont méme image dans l'espace de ces chemins ¢

la déumonstration,

§,%, Chemins ot chemins élémentaires de mort : critdre de Smale.

2.%1. Couples d= navpes en bonne position ; voisinages doubles et voisinages

deubles saturds. (cf.[5], I1T, §.4).

Soit £ wne fonction de Morse : W—- R ; soit (c1 0 62) un couple de

peints critiques consécutifs de f , d'indices respectifs 1 + 1 et 1

D

~ \ c . ; - o
fln, (¢} . Soit D wune nappe descendante de ¢ 2% soit A

2 1

E I N
tels que iz, ;) >

q
-

me rapps ascendante ds 62 o On dit que D et A sont en bonne position

si voir figure 1) 3

[«
kY

Raio

El \ P
) elles sont 1

imitées & une méme variété de niveau (nctée Vq) H

26} aD st 24 ss coupent transversalement et en un seuli point,

P \ . . . o .
Soit (DsA; un couplie de nappes en bonne position 3 il existe tou=
jours uns wétrigue riemapnienne sur W , admettant D et A pour nappes de
- 5 Ao [ PN ] 2 4 . ° - 22
radient, Dml?'ﬁL une telile métrique ; soilt VO (respn V2) une variete de

niveaw située immédiatement au~dessus de ¢, (resp, immédiatement en-dessous

1
de @?>a Soit K 1'adhérence de la réunion des lignes de gradient ascendantes
n
de c2 limitées a VO s A est appelée nappe ascendante saturée de c,
(définie par?f@ et VO) s elle est difféomorphe au demi-disque Dn:l_1 ;

l'une des faces de aK est la nappe de gradient ascendante de 01 limitée
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Y Vé (cf, figure 1), On définit de méme D , nappe descendante saturée

de 01 définie par’ﬂﬁ et V2 s on dit que (ﬁ,g) est un couple de nappes

saturdes en bonne position ; elles se coupent transversalement suivant une

ligne. joignant c‘ 3, 02 , dont 1'intérieur est une ligne de gradieént,

Soient (ﬁgﬁ} et 70 comme ci~dessus, et soit T1 (respo Tz) un voi-

sinage tubulaire de 0D (resp dA) dans V1 ; On suppose que T1 et T2

sont "en bonne position", clest-d~dire (cf. figure 2) que T,N T, est satu-

ré pour la fibration de T, et pour celle de T, et qu'il existe un difféo=

morphisme : D x L TN, définissant une carte de chacune de ces fi~-

brations, Soit M§ (respo MQ) l'adhérence de la réunion des lignes de gradient

ascendantes issues de T1 (respo descendantes issues de T2) limitées & Vd

(resp. Vg) s soit U la réunion M1U Mé 3 U est appelé voisinage double

+« On appelle voisinage double

de -{;:1 . 32} 4éfini par WL, T, , T,V 5V

i‘" e 2 » N . I 7z i r'd » I3
saturé défini par les mémes données 1l'adhérence U de la réunion des lignes

1

. P N . o i ~ ~ o »
de gradient rencontrant T ,UT_  , limitées a VO et V. 3 U est la réunion

1 27
de” M, , M, et de deux cylindres H, et H, ; par exemple, H, estla réu~
nicn des lignes de gradient descendantes issues de T1 - (T1n T2) , limitées

Y VQ {ef, figure 3).

ropriétés,
1), Le bord supérieur d'un voisinage double saturé (c'est-d-~dire son

intersection avec la surface de niveau Vo) est difféomorphe & la variété

8 arétes rentrantes obtenue en recollant Dn“l"1 X Dl a Snﬂl“2 X Dl+1 le

n=i-2 x DT et »Sn"lﬁg X Si ; llarrondie de cette variété est
difféomorphe & ani‘o

long de S

~
2). Soit U un voisinage double de {01;,'02} et soit U un saturé
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Figure 2.

Figure 1.

/

/“‘-M‘-’T“d\‘\\ .
# . RNy W L

/

Pigure 3.
voisinage double

et son saturé (traits fins),
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de U . Dans toute classe d'homotopie de l'espace des bons chemins d'origine

f , de support contenu dans 1l'intérieur de i , 11 existe un élément dont le

suppert solt contenu dans un voisinage arbitrairement petit de U

. a 7 - o - I N\ N
[Demonstratlon ¢ Soit ™ une métrique riemannienne adaptée &% U et T H

solent M1 9'M2 9'H1 , Hzﬁ'comme'éi—dessuso On note J1 1'image de f,M1 et

L1 un voisinage tubulaire de la surface latérale de M1 dans M1 , engendré

D

par des lignes de gradient de 7( ; ces lignes de gradient psrmettent d'identi-

i

‘Pifva T . \J //U n T
fier B,UL, & ((g§, L1> vo) % J

o

1

Seit vy un bon chemin dforigine f , de support contenu dans 1'inté~-

rieur de U ; soit (gi)- une isotopie de R & support dans l'intérieur de

et soit ‘(gx) une isotopie de M1U H2 , & support dans l'intérieur de cette

variété, telle que, pour tout A € I , on ait

() g (et) = (X,gi(t)) pour tout (x,%) € ((E,UL )NV ) x J,

EAS

=1
Posons 3 o f o o=
ese ) & =B

ceci définit dans 1'espace des fonctions excellentes sur M%U H2 un chemin

B dferigine f M1U H2 , de suppcrt contenu dans l'intérieur de M1 . La

restriction de vy & M,V H2 est homotope au composé ' de B et du che-

min g% oy o g1

dont le support est g1(suppy)o I1 résulte donc de (1)
qu'il suffit de choisir (gi) convenablement pour que le support de !
rencontre H2 dans un voisinage arbitrairement petit de Hzﬁ M2 o Une modi-

fication analogue des restrictions & M_ U H1 achéve la démonstration],.

2

n
3). Soient W,f, c. M M U, U, .. comme ci-dessus, et

19C2919 2?
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soient de méme W', ,f', c! et Gé tels que ¢! et C; alent respectivement

méme indice que ¢ et o_ ., On désigne per N llespace das plongelients

N ; ~ ) / : e e
a,; Pour tout ¢ ed’ @gD9A)~ est un couple de nappes en bonne position,
Ny saturées, , ‘
piD,A; 28t un ccuple de nappesfen bonne position, mQU) 2st un volsinage

v ' [ N Fe
deubls adapté A kayAﬁ st @LU) est una saturé de @(U) .

n
i
i
3
(Dn
ol

w .. . - 5 4 N ; ;
b, Pour tout voisinage double U' de 302 , 2l: et tout

7

N _i P 'm‘> - Y
de U', 11 exists ¢ ¢ < tel que @\U,U) = (U, u'j.

non vide il suffit (et d'aprds a), il faut) que le

)
9]
I~
3
e
D
-
]
e
ie]
O
9]
0
(D!
@
b
<
il
Q
[
<
&
D
o
3
[3Y)
]
Lol
D
2]
ol
]
o

bonns position. Pour tout
A - L £ = - . -
, AV} la partie M3 33 définie par la condition

. ey
eat connexe, En plus pour tout couple (DZA) de nappes

pesition contenant (U?N> il existe ¢ € Pr el que @(U)
goilt zontenu dans un volsinage arbitrairement petit de D

- . ) . e
dans un volsinage arbitrairement petit de (D'

2.2, La voisinags double standard e =on sature,

2 . / \ - . - .
Lemms 1.~ Désignons par \C1 9 02/ l2 ceouple de points criticues de la
fonotion b , extrémité du chemin standard de naissance (cf,1.1). Le

couple (o ¢, vpessede des veisinages doubles saturés arbitrairement

grands,

- \ . - . . N e - {
Démonstraticrn : Considéreons d'abord la fonction f_ ] définie \Cfol.i)
- Wy i
F N 2 2 2 2 / / \
ar s (2) = = x5 ... = 37 4+ x° oso + X - {2ADhiX) = 1)e X 3
P IR 1 i i1 n-q R ) I8 Ey

soient c% et cé ses points critiques -3 G% a une nappe descendante
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D' (de gradient pour la métrique euclidienne) situde dans la variété lindaire

1 Seiats - - = . a 1 . , i
diéquaticn {Xi+1 = oae. = Xn_1 = 0}., de méme 32. a une ﬂgpgende gradient

ascendante . A' située dans la varidté {x1 = 0. =X, = 0} . Ces deux nappes,

limitées & la variété de niveau zéro de [ , sont en bonne position, On
)

1
L
rappelie qu'il existe un difféomorphisme ¢ de RS tel que b1 = f_ 1 e} ¢_%;
: : Ws

on note ¢{Dﬁ} =D $~¢{A“) = 4 ., Soit M} une métrique riemannienne sur Rn

qui cofncide avec l'image par ¢ de la métrique euclidienne au voisinage de -
DU A , et avec la métrique euclidienne sur le complémentaire d'un compact,-

o N Ve ) P . N . Y N
Soit U wun voisinage saturé de {01 . o?} aédfini par M, e% limité aux sur—

h

aces de niveau VO % V2 , d'éguation respsctive Xr =+ £ et Xn = = g
. &

ol & est trés grand. Scit. T wun voisinage tubulaire de ®(§f1VO) dans Vo‘;
il existe un difféomcrphisme y de VO é‘é éupport dans un voisinage arbibxrai-
rement petit de T , tel gue :

x{ﬁfivc} m‘(%K1V6)U T ., La réunion des lignes de gradient descendantes issues

w I
de (UW\VO)U T et limitées & V2 est donc un voisinage double saturé U

de (01‘9,82} » D'aprés la propriétd 1 d= 1.1, T peut Btre choisi de facon
i T

w . . ) o N . .
que \Iﬁ‘VO}U T soit arbitrairement grand dans VO s U est alors arbiirai-

7
E .

gt

rement grand dans la partie {le! £ £ d

3d.

[0}

Choix d'un modéle, Le lemme 1 montre en pariticulier qu'il existe des

voisinages doubles saturéds de {c, , CQE pour la fonction b§ , agssez grands
[

pour contenir le suppert du chemin standard <bh) . On en choisit wn une fois

pour toutes, qu'on appelle le voisinasge double saturé standard, et qu'on note

e
U1 ; on modifie au besoin le choix du moddle de naissance B x J (cf.1.1)

2

de fagon que U& CBx Jd e

2.3%. Chemins élémentaires de mort,

Definition 1. On appelle chemin élémentaire de mort d'indice i  tout chemin

dans F dont 1'opposé est un chemin élémentaire de naissance d'indice 1 .
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I1 résulte du choix particulier fait en 2.2 du voisinage double satu~
ré standard et du modéle de naissance que la définition qui. précdde est .équi-

valente & la

Définition 1} Soit £ e&e : un chemin (fk)f dlorigine f. est appelé
) w

4 ' L ) . ' -\ o o N N :
chemin élémentaire de mort d'indice i s'il existe un: plongement ¢ ;‘Ué'*;w,

\

‘adapté 3 b, et d f , tel que; pour tout A € I , f. soit égal & f gut

1. A

le complémentaire de 1'image de ¢ ; et qu”ilfy ait-commutativité du dia=

grame - g

B £
1= N

—o g

En procédant comme en 1.3, on déduit du corollaire du lemme des chemins E1é- -

mentaires la

Proposition 2.

Soit - f“€{¢° » Toute composante connexe 'par. arcs de-l“espace‘des

chemins de mort dforigine f contient au moins - yn chemin é1lémentairs,

Corollaire;- Soit £ € ®e . Soit (fx)r un_chemin de mort &'origine £

relatif & wn couple ‘(cﬁ ,;02) de points critigues.

a) Il existe un couple (D;A) de nappes en bonne position relatives b

(01’, 32)» tel que. (fx) soit homotope avec origine fixe & un chemin dont le

¥

support,est»conﬁenu;dans,un voigsinage arbitrairemenf¢petit.dej DUA4A .,

b) Il existe une nappe descendante prolongée issue de Cy s notée %O .

(deibord,si%ué,daQS’la variété de niveau de - 02) telle gger (fx): solt -
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homotope avec origine fixe & un chemin de support contenu dans un voisinage

arbitrairement petit de Bo . De méme, il existe une nappe ascendante pro-

longée issue de 02 ayant cette propriété.

Démonstration : Dfapres la proposition 2, on peut supposer que (fx) est

élémentaire, défini par un plongement adapté ¢ du medéle double saturé
standard. Soit (DfA) l'imags par ¢ du couple standard de nappes en bonne
position, D'aprés la propriété 2 de 2.1 , (fx) est homotope & wun chemin dont
1z support est <ontenu dans un veisinage arbitrairement petit de ¢(US) ; et
d'aprés le c¢) de la propriété 3 de 2.1., on peut supposer gque ¢(US) est

contenu dans un volzirage arbitrairement petit de DU A ; ceci prouve le a)o

Pour prouver le b), on considére une métrique riemaanienne adaptée

a (DPA) et on prend pour %o 1*adhérence de la réunion des lignes de gra—
diznt descendantes de 31 , limitées au niveau de 02 o Soit V! une variéfé
de niveau séparant ¢ et 32 s soit D?(resp° AY) 1la partie de D(respoA)
limitée & V; ; (D',A") est un couple de nappes en bonne position, isotope
3 (D,A) par .xe isotcpie adaptée & f ; (D',A') a donc la propriété du a)
il suffi*t de choisir V; assez proche du niveau de 02 pour que DFUA!?
801t dans un voilsinage arbitrairement petit de %o °

Proposition 3,~ (Critdre de Smale), Soit f ¢geo ; soit (01 , C ) un

coupie de points critigues consécutifs de f . Pour gqu'il existe un chemin de

mort issu de f , relatif au couple (51 . c2) , il faut et il suffit gqu'il

existe un couple de nappes en bonne pcsition issues de ces points,

Démonstration : a) Condition nécessaire : diaprés la proposition 2 , s?il

existe un chemin de mort de (01 s C issu de f, il en existe un cul soit

5

“e
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élémentaire ; il existe donc un plongement ¢ du modéle double standard

adapté & f en (e 5 02); 1'image du couple standard par ¢ est un couple

1

de nappes en bonne position,

b) Condition suffisante : s‘il existe un couple de nappes en bonne po-

sition relatif a (01 , 02) , il existe, dlapres le c) de la propriété 3

de 2.1,, un plongement du modéle double saturé standard adapté & f en

<c1 . 02) ; 11 existe donc un chemin élementaire de mort de (c1 s 02),

2.4, Le lemme d'unicité des morts,

Lemme 2.~ Soit f €%° . Soit {01 , 02) un couple de points critigues con-

sécutifs de f possddant un couple (D,A) dz nappes en bonne position ; on

note 0D = X , 0A =Y; on note V1 la variété de niveau qui contient X et

Y . Soit JA l'espace des couples de nappes en bonne position issues de

(c1 , c2) ; soit X 1l'espace des plongements X - V1 ; soit 11 le sous—

espace de X formé des plongements dont 1'image rencontre Y transversale—

ment et en un seul point ; soit & l'injection de X dans V1 ; solent de

méme ?, ﬂﬁ ;. n ; oobtenus en échangeant les r8les de X et Y , Pour tout

j >0 , on a dzs isomorphismes :

(- ) = (X . x - .
ﬂj\"'/’s )/ T[j+1 \ 9 r'1 s E,‘) *’nj.’_’(é’ 9"4/1 2 n)

Démonstration : Lorsquion remplace f par -f , les rdles de (X—, 11) et
de (ﬁy,‘%a) s'échangent, alors que 1l'espace & correspond & lui-méme ; il
suffit donc de montrer le premier isomorphisme, Soit 5ﬂ 1l'espace des nappes
ascendantes de c, A’ est fibré sur . , de fibre l'espace, noté ;Dy , for—

mé des nappes descendantes de 01 limitées & V1 dont l'intersection avec
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V1 coupe Y transversalement et en un seul point ; d'aprés la proposition 4

de 1*'Appendice, K est acyclique ; donc JP a méme type d‘'homotopie faible que

QZY . Soit V; une surface de niveau de f située entre c1 et V1 . Soit

;D§_ la partie de gDy formée des nappes qui cofincident avec p1 au~dessus de

de
V; ;s il résulte du corollaire 2V la proposition 3 .de 1l'Appendice, et de la

proposition 4 de 1l'Appendice, que 2)5 a méme type d'homotopie faible que &Dy,
Soit M6 une métrique riemannienne sur W pour laquelle D et A soient de

gradient ; W{ définit un difféomorphisme de V; x I sur la partie W1 de W

comprise entre V; et V1 , ainsi gu'un prolongement ncté A' de A jusqu'a

V; ; on note thv; = X" , 3A' =Y' , L'espace §)§ a méme type d'homotopie

que 1l'espace % des plongements s X' x (I,1) - (W, , V.) qui vérifient
? 107

¢(x,0) = x pour tout x € X! , et qui sont "lindairement adaptés & f" , de

qui signifie qu*il y a commutativité du diagramme :

X xI —2% v,

I — 9 g

dans lequel ¢' est l'application linéaire affine croissante de I sur

f(w1). La projection de w1 sur V1 définit un homéomorphisme de % sur

l'espace des chemins dans L d'origine ¥ , d'extrémité dans Xw 3 l'isomor=-

phisme annoncé en résulte,

Lemme 3,~ [Notations du lemme 2] . Soit i 1lindice du point critique c,_ ;

2 ]
soit V2 une variété de niveau de f situde immédistement en~dessous de 02 R
81 i =0 ou i=n-1;3;0usi ny6,1ign~-2 et n1(V2) =0,

alors n1(1L,)L1 $£)=0,
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Démcnstration ¢ Lorsque 1 < n =4 , c'est le résultat de la proposition 3

de I.5 ; les autres cas s‘en déduisent par changement de f en - f , compte

tenu de l'isomorphisme du lemme 2,

Prcposition 4.- (Lemme d’unicité des morts)° Soit f eﬂf une fonction

excellente, Soit (01 . ca) un couple de points critigues consécutifs de f

en position de destruction mutuelle, tels gue f(c1) > f(c2) . Si dimW 3 6 ,

et si les surfaces de niveau de f situées immédiatement au-dessus de c

1

[ou encore, ce gqui revient au méme, celles situeces immédiatement au-dessous de

)

02] sont simplement connexes, alcrs l'espace des chemins de mort de (01 s 02

d'crigine f , est connexe.

Démonstration : Dfapres la propositim? {cf°2°3) il suffit de montrer que

1*espace €1 des chemins élémentaires de mort de (c‘ , 02), d'origine f ,
est connexe. Or soit &P li'espace des plorngements du modéle double saturé
standard dans W , adaptés & f en (c1 ; 02) s et soit S l'espace des

couples de nappes en bonne position issues de (¢ ) . L'application na-

1%
) J” . . . .

turelle J~ - est une fibration localement triviale, dont la fibre est

comexe (cf.2.1, propriété 3,c)) 3 dlaprds les lemumes 2 et 3 , S est connexe;

AN ; s P . (2 .
donc J” est scanexe ; d'apres la définition 1’ des chemins élémentaires de

mort (cf°2°3)? il existe une surjection 33» gﬁ; donc ®Lest connexe,

Corollaire,~ Soit (W,V,V') un h-cobordisme compact ; on suppcse dimW > 6

et n1(V) =0 . Soit f e (espace des fonctions ordonnées excellentes

(w,v,v*) » (1,0,1) 3 of,V,1.1) ; soit {c

g s 02) un couple de points critigues

consécutifs de f, d'indices respectifs 1 + 1 t 1, en position de des-

truction mutuelle, Si 1 est différent de 1 et de o -2 ; ou si i=1

et 02 est l'unique point critique d’indice 1 de f ; ousi 1 =n- 2 _et

c, est l'unique point critique dfindice n - 1 de f , alors l'espace des

chemins de mort de (01 . 02) , d'origine f , est connexe,

[La condition n1(VF = O’ de la proposition 4 est en effet remplie dans cha-



CHAPITRE IV

Etude semi=~locale de la stratification de &

3 « Traversée des singularités de codimension 2 .

Dans tout ce chapitre, (W,V,V') désigne une triade compacte
et ¥ Ll'espace des fonctions C=: (W,V,V') = (I,0,1)} sans
peint eritique sur le bord, muni de sa stratification naturelle.
Les résultats sont le lemme des singularités indépendantes (§.1,
proposition 1), le lemme du %triangle (2,2,,proposition 2), les
lemmes d'apparition et de suppression des becs (3.2.,proposition
3 et 3.3., proposition 4) et le lemme de la queue d'aronde (3e34,
proposition 5)., Tous concernent la possibilité de déformer

certains chemins de manisére & leur faire traverser une composante
2
d@g [

§o1. Lemme des singularités indépendantes.

Définiticn ls Soit fe ¥ . On dit que deux singularités de f

sont indépendantes si elles sont 4 des niveaux différents.

On s’intéresse au cas ou ces deux singularités sont de codi-
mension 1 3 trois cas sont alors possibles (ef.I.3.) : deux
points critiques de naissance §; un point critique de naissance et
une valeur critique double (les deux points critiques correspon=-
dants étant de Morse) ; deux valeurs critiques doubles (les guatre

points critiques correspondants &tant de Morse).

Définition 2., Soit fe& une fonctilion excellente., Deux chemins
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f , sont dits indépendants si

2t 53 les images par T de ces

naissance d'origine f peuvent etre

. P . ; 1
r% relatifs 3 la méme cocsllule de F=

» 8L soient vy et Yo deux cheming de

dlorigine f ; pn suppose gue le raramdtre de

)

dang ahague cas L/2 Si Yl et . sonb indépene

iﬂgiﬁg {ayant deux singularités ds codimension
/o 2% une applicaticn v ¢ 12 maen & 2
et YviO0,%) = v (%)
Rl o«
et gue, i I est muni de la stratificetion
stratification de ewndimer b
it une carte transverse de ¢ en fF

-y
. y o
poser, pour f(t,uiei” :

-
gt
wo

-

P
ey -

<

AW}
wo
-

sur le support de v. s
-

H

i

%iﬂﬁni sur le support de

LY bartoud

R I
1
T s o - . o ~
o Il résulte du lemme 1 gue, dans toug lesg oas od

rion au des chemins &lémentaires

amin

deux points de traversée

chemins) au composd de deux chemins de

dune part, et les images des supports
rd
&

sjoints, on obtient un lemme ds Sravers

"Erents ces sont rassemblés dans la proeposition

nénent en changeant £ en =1 cu en inveys

©

ins) s

w

deg singular

,.A o

tés indépendantes).

dans H ayant un grapvhigue du type 1 {resp. 2, 3, k4,

10, 2%, 3", L'} ci~dessous, peut étre déformé avec extrémités

fixes en wun chemin avant un graphique du type L7 {resp. 27, 37,
Lty i, 2, 3, b}, Dans tous les cas, le nombre k de points cri-

séparant les singularités indépendantes est arbitraire
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- dans le cas du type 4, lorsgue le nombre k est nul, on peut

- obtenir indifféremment le graphigque h; ou le graphigue hé s

[En plus, dans tous les cas, la déformation peut se faire
de fagon que tous les chemins intermédiaires soient bons, &
l'exception d'un seul, dont l'unique accident est le passage
- par un point de 332 ayant deux singularités de codimension 1

indépendantes] .

§,2. Traversée d'un point triple :

Lemme du triangle

2s1s La singularité point triple.

Définition. On dit quune fonction de Morse fa&% , est un point

triple de % si toutes ses valeurs critiques sont simples; &
l%exception d'une seule, o , qui est triple, c'est-d-dire telle

gqu’il existe exactement trois points eritiques de f dans
fwl(a} ®

L'ensemble des points triples de ¥ est une partie ouverte
/ et fermée de ‘Fz , strate de codi-

’ . mension 2 de la stratification
’ S naturelle de < . En un point triple
f , cette stratification admet pour
moddle transverse l'étoile ouverte

du centre Q dans la premiére

subdivision barycentrique du

%

2-simplexe standard (cfe £igel)s

figol

2.2+ Le lemme du triangle.

Définition. Soit fe & une fonection excellente, Soient ¢ ¢

1* "2

¢q trois points critiques consécutifs de £ tels que
f(c1)> f(c2)> f(c3) » On dit qu'un bon chemin dorigine ¢

& pour graphique un triangle de premidre (xesp. deuxidme)espdce

relatif & Cys Cps Cgs s'il a exactement trois points exceptionnels
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gui sont, dans cet ordre, des croisements (ce, e3} N (c3, cl) et

(clg ca) (respe(cl9 ce) . (03, cl) et (ca, QB)) s

Dans le premier cas, le "triangle" a sa pointe vers le haut
(rig.2), dans le second, il 1l'a vers le bas (fige.2').

figoQ figng“’

Proposition 2. (Lemme du trianglel.

Soit f e <F une fonction excellente, soient Gis o O3 trois

points critiques consécutifs de f , d'indices respectifs 1 i

1%
i3 » tels gue f(cl)> £(c ) > f(c3) o

20

1°) So0it Yy un chemin d'origine f , dont le gfaphique solt

un triangle de premidre espdce relatif 3 Sys €53 C3 3 si 1'une

au moins des conditions suivantes est remplie

) IS i, =1

we

(3) i, =i, =i, < n = 2

®»o

alors v peut Etre déformé asvec origine et extrémité fixe, en
RS A S A L

un chemin dont le graphique est un triangle de deuxidme espéce

relatif aux mémes points critiques. [ En plus, la déformation peut

se faire de facon gue tous les chemins intermédiaires aient des

graphiques en triangles, & l'exception d'un seul, dont l'unigue

accident est le passage par un point triplel,

2°) 8i v a pour graphique un triangle de seconde espece, on a
des conclusions anslogues sous lfune guelcongue des hypothéses :

{(1%) il + i3 >n + 1 3

(27) sup(iy, i5) > i, + 1 3

. s s o s
{3%) i i, =i; >
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Démonstration ¢ On se borne au 1°, le 2° s'en déduisant par pas-
f g

o o 0 50 € - oo
a %

sage de

Seit tleal une valeur du paramétre +t de Yy intermédiaire

entre le premier et le second croisement. On note le chemin

Y

i
opposé de celui défini par la restriction de y & [Ogtl] y et
Y, celui défini par la restriction de vy a {tlgl] 8

La démonstration se fait en deux temps :

a) Sous les hypothdses de l'énoncé,

5 (respovz) est _homotope

dans 1l'espace des boens chemins d'origine f£' & un c¢hemin élémen-

taire 8, (resps 82)9 les supports de B, et B

; &t 5 pouvant en plus

- etre supposés disjoints

Soient en effet c{g céh c%r les points critiques de f' gqui

correspondent respectivement & clg €s c3 3 on & ¢

fgﬁei} >f§(c§}>f9{c§§ » On note V! wune surface de niveau de f°F

située immédiatement en-~dessous de2 eé o D'aprés la proposition 2
de I1s30le, Y, ¢€st homotope & un chemin By €lémentaire des=-
cendant relativement & c% s, dont le support est contenu dans un
voisinage arbi%rairement petit d’une nappe descendante D% de

cg s limitée & Vg + De m@meg'vg est homotope 4 un chemin By s
chemin élémentaire descendant de 2=croisement relatif & ! ,

i
dont le support est contenu dans un voisinage arbitrairement petit

d*une nappe descendante D! de s limitée & V! S1 la condi-

1 °1 2 ° |
tion {1) est satisfaite, le théoréme de séparation de Whitney
permet de supposer que Di et D% » et par conséquent les supports
de 81 et 82 o, sont disjoints. Si c'est 1la condition (3) qui
est satisfaite, c'est le corollaire du lemme 4 de II.h.5, qui

permet de séparer Di de Dg » et par conséquent les supports,.

Cas de la condition (2) : touwjours daprés la proposition 2 de

II.3:1s, on peut aussi déformer Y. en un chemin &lémentaire ascen=-

iR
dant relatif & cé , dont le support est contenu dans un volsi=

nage arbitrairement petit d'une nappe ascendante Aé de ¢l 3 la

2
dimension de Ag est nmig ; le théordme de Whitney donne donc,
pour la séparation de A! et D! la condition (n-i,) + i, < n=1,

. 2 1° 2 1
c'est~8~dire i,¢ i, =1 ; cette condition étant suffisante, la
1 2
condition "symétrique" 'i3$ igml l'est aussi, ce qui achéve l'exa-

men du cas {2},
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b} Fin de la démonstration : y est homotope dans l'espace des

bons chemins, & B;l . 82 s Posons,
¥
u=1 _wgl%w pour (t,uleIxI s

B{t,u) = Sl(t) sur le support de B3

Be(u) sur le support de 323

£!' ailleurs.

h o]
= n
[»] B
ey
£ =

Soit ul{t) {resp. ugfu)) la valeur
de Bl(t) {respo Bzfu)} au point

; S P . PR .
o % ) £=1 eritigue qui corresgpound & 03
vy et
b, sont lin€aires affines ; soient t, et u, les valeurs des
) = £ {el) , et
PR )

, stratifié par

{(resps ci) ; les fonctions

paramétrss respectivement définies par s
“2{u0> = f“(@%) » La restriction de B & I x

l1'intersection avec les droites @

o= [ = g i = 1)

est une carte transverse du point triple ﬁ(%oguo} « Posons

oo

B(t,1) = 8i(t) 5 B{1,u) = 8i(u) 3
““’l. o “"‘1
Bl R 32 est homotope & Bé . 8£

choisie de fagon & rencontrer une seule fols le point triple ; ceci

; et l'homotopie peut Etre

termine la démonstration.

§:3, Les lemmes du bece

3010 La singularité bec ; &tude locale dans l'espace fonctionnel,

Définition. On dit qu'une fonction fe F est un point bec de «F
si tous les points critiques de f sont du type de Morse, 2
l'exception d%un seul, C, s qui est un point de naissance {¢f,
Io.3.1) 3 et si toutes les valeurs critiques sont simples, & 1l'ex~-
ception de f(ao) » qui est double [@’estméédire qu'il existe

exactement un point critique de Morse e, tel que f(cl) = f(co) 3
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en d'sutres termes, f présente une naissance d un niveau critique]g

Lemme 1, L'ensemble des points beecs de F forme une partie ouverte

et fermée de la strate ‘52 de la stratification naturelle de &

En un point beec f , cette stratifi-

*y cation admet pour modéle transverse
N & le cdne ouvert, de sommet le centre O
= de e , e la stratification de st
0 ///// définie par quatre points &1 859 a3
: a) [ces points constituant la O=strate
%2 ge at , @t le complémentaire la
\g; l-strate] .

Remarque. S1 1l'on tient compte de la structure différentiable de
%, on doit en plus supposer que ay et 2 sont diamé€tralement

opposés, et a et a d'un méme cOté de ce diamétre,

2 3

comme Cl=-

D TS B DO R A

Démonstration s Soient £ un point bec, e, et ¢
dessus, ses points critiques de mé@me niveau, L'&tude locale des
points critigues de naissance (cf. [31 PPo 32«3k ) montre
gu’il existe une fonction E; , dont le support est un voisinage
arbitrairement petit de ¢ > une sous~variété de codimension 1
de & passant par I , et un intervalle Jo de ecentre O tels
que l'applicetion s:(f*5A§ i £+ A&; définisse un homéomor=
phisme de QYXJO sur un voisinage de £ dans ¥ , de fagon que
(£f',x) ait, au voisinage de ¢ 5 zéro point eritigue si 2<0 ,
un point cecritique de naissance si A = 0 , et deux points criti=
ques de Morse si A>0 ; les valesurs critiques correspondantes
définissent pour f'e U et 230 , deux fonctions continues
a(f',x) et B{(f'yAr) telles que :

al£',0) > B(£*sA) pour A>0

a(f?,0) = B(£%,0) 3

Soit @ , une fonection en cloche & support disjoint de celui de

G; o, égale & 1 au voisinage de ¢l e Pour tout f'e ¥ , suffisam-

ment voisin de f ; il existe un nombre u et un seul,; proche de



Iv.9

zéro, tel que f' + ui, soit un point bec. Il existe donc un
voisinage WU de f dans l'ensemble des points becs, et un
intervalle J, de centre 0 , tels que l'application

(£fou) += £ + uai définisse un homéomorphisme de ?LXJI sur
un voisinage de f dans U ., Lfapplication ¢ :

(£9,h,u) == f£9 + Aw_o + uﬁ

§éfinit donc un homéomorphisme de QLXJOX Jl sur un voisinage
de f dans ¥ , Si WU est assez petit, le point eritique @{
de f£' qui correspond & c, est tel que Ei(cg) = 1 ;3 le point
c{ est donc critique aussi pour la fonetion S{f',N\,p) , et la
valeur correspondante est f”(c{) + B 3 ory, puisque f' west un
point bec, on a 3 fﬁ(ci) = g(f*,0) . Les éléments de <y ayant
une valeur critique double sont donc caractérisés (dans les

coordonnées (f', A, u)) par 1l'une ou l'autre des &quations 3

alf7,x) = a(£?,0)

=
il

B(£? 1) = B(£7,0) »

=
#

Il suffit donec de composer ¢ avec un homfomorphisme convenable

de ﬂ»(JOx J {conservant f? et i), pour obtenir une carte

1
locale de la stratification au voisinage de F dont la restric-

tion & {f£}x Jox J soit une carte transverse du modéle désiré,

1

302, Le lemme d’apparitioén d’un bec.

Définition, On dit gqu'un bon chemin Y dans % a un graphigue

en bec si y (ou y ~) a pour accidents une naissance suivie
du double croisement, avec les deux valeurs critiques nouvelle=-
ment apparues, de la valeur critique située immédiatement au~-

dessus {(ou au~dessous ).

Il y a donc les quatre types suivante de cheminsg & graphique

en bec 3
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- £ HFx

type I type II type IIX type IV
(neaissance= {naissance~ (montée-mort) (descente-
descente ) moentée) mort)

On passe du type I au type I° et du type II au type 7I°' par
changement de sens ; on passe du type I au type II par "dualité"

(¢'est=d-dire remplacement de f par =f) .

5 s 1 < une fonection excellente i cezi preé
Lemme 2, Soit feo F £ tioc Llent 3 quelle

8 un point de naissance e, {autrement dit fefﬁi) s Si le

point critique ey de f situé immédiatement au~dessous (resgo

‘au-dessus) de ¢, &s% d'indice différent de O (zesp. 4ifférent

1
de n) ; alers la composante connexe par arcs de f dans @&

contient dans son adh€rence des points becs relatifs 8 1'égalité

des valeurs critigues correspondant & @o et ey o
Démonstration : Supposons par exemple ey situé immédiatement

au~dessous de <, et d’indice # 0 ; soit vV, wune surface de
niveau séparant ¢, de ¢y o Il existe un voisinage cylindrique

C, de e, , dont le bord inférieur est un disque de vV, o

Puisque l1l'indice de ey n'est pas z&ro, il existe une nappe

ascendante A, de ¢, limitée 2 Ve qui ne rencontre pas

con VQ H Al peut donc €tre prolongée jusqu'au-dessus du niveau
de c, @ il existe done un chemin &lémentaire ascendant relsatif
a ¢y s réalisant 1°égalité des valeurs courrespondant 4 ¢, et
Gl o

Proposition 3, (Lemme dfappariticn d"un bee ),

Soit Y un chemin de nsissance ; soit £f£' le point oUu ra=-
TSI

Lo

1 o . ey o . . .
verse R 3 81 le point eritique de f° situé immédiatement au~
ARG Qk

dessous du niveau de naissance est d’indice # O , vy peut &tre

déformé, avec origine et extrémité fixes, en un chemin & graphigue

en bec du type naissance~descents {cfo, figsl). Si le point critigue

situé immédiatement en~dessus du niveau de naissance est d°indice
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#n , v peut de méme €tre déformé en un chemin & graphique en

bec du type naissance-montée (cf, £igs,2). [En plus, la déforma=

tion peut se faire de fagon que les chemins intermédiaires soient
bons 8 lexception d'un seul, dont l'unique accident est le pas-

gage par un point bee] 5

figeld fig.2

Démonstration s Soient £, et £, l'0origine et l'extrémité
de vy 3 soit fg un point de 1"image

de vy 8itu® un peu avant le point de

traversée £f' , soit de ménme fi 9
situé un peu apréds f°' . Scoient

g 9/-\9
Ygg Yoo Y3 les arcs fo fo ® fo fl 8
£f? £, de ¥ o D'aprés le lemme 2, il

1 71
existe un chemin B joignant f' &

‘ un peoint bee £ , et dont 1l'image

(8 1%exception de son extrémité)est dans 9& 1 done d'aprés le
lemme 1 ; v, est homotope avec extrémités fixes a4 un chenmin Yé »
8 graphique en bec, tournant autour de f " ; Yy est homotope &

» Qui & les propri&tés wvoulues,

o

Yl ¢ Y5 Y3

3.3 Lemme de suppression d’un bec,

On se borne & &tudier les chemins avec bec de naissance
(cas I et II de 202.), les cas I' et II' se déduisant respecti=
vement des ceas I et II par changement de sens du chemin, les

conditions de suppression du bec seront respectivement les mémes,

Proposition L, Soit Y wun chemin en bec du type naissance ; soit

£ le point oU y +traverse %; , 8t soit v, 1z variété de
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°

niveau du point critigue de naissance de ' ; soit J llindice

de la naissance {(ce qui signifie qu’il apparait un couple de

points eritiques d'indices j et J*l1 ) 5 soit i 1°'indice du

point eritigue qui effectue le double croisement,

1°) On suppose gque ¥ est du type I(naissance~descente). ﬁi

l%une des conditicns suivantes est remplie

(1) i+j < n=-2 ;

(2} i<§ 3

®wo

{3) i =3 ; 3¢isn=3 ; “1(V@) = 0

=
=
Neer?
o
i

J*i ;5 3sisn=3 3 ni(Vo) = 0 3

alors v peut etre déformé avec extrémités Ffixes en un chemin de

naissance [En plus, la déformation peut se faire de fagon que
les chemins intermédiaires socient bons & 1l'exception d'un seul,

dont l'unique accident est le passage par un point begls

2°) On suppose gque <y est du type II (nzissance-montée), Alors

3 o o o o
les memes conclusions subsistent pourvu que goit vérifiée la

condition (3) ow la condition (b4} du 1°), ou encore l'une des

deux conditicns suivantes s

(L") i+j » n+l ;

(27) i > j+1 .

Démonstration : Le 2°) se déduit du 1°) par passzage de la fonc=

tion f & la fonetion =f ; aux conditions (1}, (2), (3}, (k&)
correspondent ainsi respectivement les conditioms {17}, (2°), (L),

(2) 3 on se borne donc au 1°),

as (1), (2), et (3) - Soit £, 1l'origine de Y , sois son

f

2
extrémité, et soit £, un point
situd entre la naissance et le

premier croisement ; on note Y
y T v et :
1lare 1, fl ae & 72

1'are f;A}2 » Chacune des condi=
tions (1), (2}, (3) entraine en

particulier i # n ;3 il résulte
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donc de la proposition 2 que est homotope & un chemin y°' &

L£]

graphique en bec, du type nalssance-montée ; soit fi un point

situé entre la naissance et le premier croisement de Y' } on

décompose Y' <comme ci-dessus Y , en Yi {(d'extrémité fi) et

Yg {d'origine f{) o D'aprés le lemme d'unicité du double croi-
sement (e¢f.II.h.l, proposition 5%), Ygﬂl et Yy, sont homotopes
en tant que chemins de double croisement dforigine fl ; done . Y

' 1
) a

est homotope (en tant que bon chemin d'origine f_ Yy o Y%- 3

lequel est homotope & Yi o

Cas (). Soient £,s f10 f0 Y ¥, comme ci-dessus ; soient ¢,

(d'indice i) et ¢ {d"indice i-1) les points critiques de

3
f, apparus en £9 , et soit ey (a°indice i) 1le point cri=-
tique situé immédiatement au~dessus de e, i soient c%, cgg ci

les points critiques correspondants de f, {de sorte que
? P 9y Z P 9 i
f2<32> >f2(c3} >f2(c1)) o Supposons démontré que cj et cj

sont en position de destruction

mutuelle § il existe alors un

chemin de mort 73 d'origine f2
relatif & cg et c% ; on note

' 1l'extrémité de vy, » Le chemin
24 -1 3

T3 e Y est & graphique en

forme de bec ; du type naissance=-

montée; par "dualité” (passage de

T £f & =f) il lui correspond un

fﬁ
o

é._
T3

chemin du type naissance~descente vérifiant la condition (3)

il est donc homotope avec extrémités fixes & un chemin de nais-
, < o s -1 -1
sancé Y% o D'aprés le lemme d'unicité des morts, yi et Y,

sont homotopes ; done est homotope & un composé Yo o Yi 4

¥
L
ol Y, est un chemin joignant fo a fg dans l'espace des

fonctions excellentes. Done Yy est homotope & Y o y{ o Yp b
puis & Y, o ygl s qui est du type voulu,

Il reste & prouver que ¢! et ¢! sont en position de

2 3

destruction mutuelle, Soient Vés V%a Vi des surfaces de niveau
de f, situfes immédiatement en~dessous de cég c%m ci respec~

tivement, et soit Vg située immédiatement au-dessus de cé s
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On mote W! 6 1la partie de W
comprise entre Vi et V, (si

Vﬂ est au~dessus de VE Yo

D*aprés le "cancellation lemma"

de Smale {cf., [10], théordme 6.kh.,

p-69) il suffit de montrer que
H*(Wg3@ V%) = 0 ; vu les indices
de _c% et c% s 11 suffit pour
cela de montrer que les groupes
¢ ¢ g ?
Bio1lWogs VE) et H (Wig, Vi)
sont nuls. Or d’une part, on a

W V%) ~ H, l(w” wgl) % le triple

im ol?

donne la suite exacte ¢

] [} [] [ . ? [ .
Hy (Wl e Vi) = B, (Wi, Way) == Hy (W3e Vi) %

le terme de gauche est nul puisque ¢, tue €3 3 le terme de

droite est nul vu 1l%indice de

La sulte exact

e du triple

0 o= Hi(wﬂ V!

@
Donc Hi(WO3D

03 '3

)

(w

c
9

03°?

i

7 1y =
1 on a donc Himl<WO3° VB) 0 o

’
§ ? °
W23, V3) donne alors 3

—te fL e ] et

V!) = 0 , ce qui achéve la démonstration.

3

§obo Le lemme de la queue d’aronde.

h,1. La queue d’aronde standard et l'existence de lacets en

queue ¢&'aronde,

Soit W

une variété de dimension n , un _point critique du

type gueue d’aronde d'une fonmetion f 3 W -+ R est un point

eritique C

au voisinage duquel f s'éerit, dans des coor=

données locales convenables, sous la forme 3

+ + x L 4
660 n”l n

»o

i s'appelle 1l7indice du point ecritique e
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D?autre part, un chemin <y dans l'espace des fonctions
W == R , tel que Y(t) soit une fonction excellente, sauf
10 Epe tg leﬁt2<t3<1) .
est appelé chemin en gueue d'aronde (d'indice i) si 3

pour trois valeurs ¢t du paramétre (0<%

1) Y(tl) est un point de naissance d’indice i

2) Y(tz) est un point de croisement du point cecritique ¢,

d'indiece (i+l) apparu en t, avec le point eritique ey situé

immédiatement au-~dessus

3) Y<t3) est un point de mort, ol ¢, se détruit avec le
point eritigue ¢q dfindice 1 apparu en t 3 (ce gqui suppose E
indice G, = i+tl)

Le graphigue d4’un chemin

en queue d'aronde est du type

da la figure 1.

Lemme 1. Soit i tel que OUgisn=1 . Soit h la fongtion stan-

derd a'indice i+l dans R® et soit Mi le modéle de Morse

gorrespondant. Il existe dans l'espace des fonctions M; —*—[wlg+ﬂ

coincident avee h &au voisinage du bord, un lacet en queue
AT o v

d’aronde, d'origine h , d'indice i

Démonstgation : Posons 3

Q(Xlgooogxnml> = oewX. ™ 00 = X, t X, + 500 * X
Soient £ et n deux paramétres réels ; posons

I 2
= +
rign(xn) X £ x_ *+nox

et

fggn(xlgooegxn> = Q(xlgoschnml) - rgﬁn(xn) 0
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Les points critiques de sont les points (O,o@QQO,xn)

f
Eym

tels que X gsoit un zéro de la dérivée de r c'egt-d-dire

Eyn ?
tels que ¢

3 -
(1) hxn +2gx *n=0
Les wvaleurs de (&,n) pour lesquelles

1%équation (1) & une racine double sont

données par

(2) 88> + 270% = 0 .

Le courbe (2) partage le plan des

(E,n) en deux parties (cf.fig.2) ;

dans celle de droite, (1) a une seule

racine réelle ; dans celle de gauche fig.2
o o ” Lo
(1) a trois racines réelles j pour

E<0 et n=0 (et ssulement dans ce cas) fﬁ,n a deux extréma
distincts situés au méme niveau., Il résulte de ceci gue, pour
tout &€>0 ; le lacet d’origine fego décrit par fégn lorsque
A déerit [O,l] et qu’on pose 3

(3) ,{5

est un lacet en queue daronde,

]

€ co8 2 A W

g sin 2 A w,

=
]

Soit W une fonction en cloche R® == [0,1] , égale & 1

sur le disque D de centre 0O et de rayon 1 , de support

1 ,
contenu dans le disque D2 de centre O et de rayon 2 , On
choisit € assez petit pour que, pour tout (&,n) tel que

2 2 . P . .
52 + n g e , les racines de l'équation (1) soient toutes contenues

dans l'intérieur de D, . On pose 3

1
~ ,4 2 — il 2
TEOW(Xlgoceaxn) =x_ + e x + alx)[(g-e)x *n x,1

et
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~

- -
fggn(xlgooogxn) = Q(Xlsooogxnml) rgnn(x) o

o~
La fonetion f coincide sur R =D avee f ;} elle n'a
Es’n 2 650
donc aucun point critique dans cette région. Sur le compact
D2~Dl » A€s que € est assez petit et que EE + n2 = 62 R fg n
Y

est voisin de q<x1900693n_1) -~ X 4 et par conséquent n'sa

aucun point critique., Enfin, sur D coincide avee f

1° fﬁ.n ,g'ﬂa

Donc le lacet déerit par ?g . lorsque (&,n) décrit le lacet
8 .
défini par (3), & méme graphique que celui déecrit par fg N
b
c'est done un lacet en queue d'arconde.
Soit ¢ le difféomorphisme de IR® défini par :
/2
¢<X130009Xn) = (xlgaoOBXHlexn + Xn+8) 6
On a 3
fego =k ¥
- 2
avec k(xlgooogxn) = q(xl°°°°°xn~l) - xn o
Done i°origine, unigue point cecritique de fa o @ des voisinages
?

1

de Morse arbitralrement grands., On en choisit un, noté M‘.o,qui
- 2
contienne D, 4 son intérieur., On choisit un difféomorphisme ¢

de My sur M; ,adapié & h et 2 fepo ; on note comme d'habi-

‘tude ¢° le plongement : [wl+11 - TR associé & ¢ 3 le lacet

déerit par ¢V“l ® 3 o ¢y lorsque (E,n) décrit le lacet

Eon
défini par (3), a les propriétés voulues.

Corollaire., Soit W une variété différentiable ; soit £ une

fonction excellente ¢ W =~> IR 3 so0it ¢ un point eritique

1
d’indice i+l de f . Il existe un lacet en gueue d'aronde,

d'origine f , d'indice i , relatif a ey [c'est=a-dire dont le

niveau de naissance soit situé immédiatement en-dessous de cl] .

Qéggggggggigg $ 1l suffit de transporter le lacet donné& par le
lemme 1, au moyen d°un plongement ¢ My =+ W , adapté a ¢
en (]
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Remarque 1, Le lacet donné par le corollaire a le propriété sup-

plémentaire d'€tre homotope & zéro par une homotopie au cours de
lagquelle la strate de codimension 2 de l'espace des fonctions
réelles est rencontrée en un seul point Ifonction ayant un point

critique du type queue d”aronde]o

Remargque 2., Dans le cas particulier ol i=0 , et ol les nappes

descendantes de ¢, rencontrent deux composantes connexes dis-

tinctes d'une variété de niveau Vl située immédiatement en=-

dessous de ey e il existe pour chagune de ces composantes un
lacet en queue d'aronde dont la naissance a lieu dans cette com=
pésante 8 11 suffit de transporter le lacet du lemme 1 par un
plongement adapté ¢1 d’une part, et, d'autre part, par le com=

posé ¢, de ¢, avec la symétrie

(x190309xnmlbxn) b (xlgaoagx wxn) de R" , Les deux lacets

n=1°
cbtenus ne scnt pas homotopes en tant que bons chemins d'origine

£ .

4,2, Classification des chemins en gueue d’arcnde d'origine donnée,

Lemme 2, Soit f e 9 une fonction excellente ;3 socit ¢, un point

critique d'indice i+l de £ » On note 'Vo (respo Vl) une sure

face de niveau de f située immédiatement au=dessus (resp, au=

dessous) de ¢; o On_suppose nx6 ,

si 0<ign=b gt v (v} =0
ou si i = n=3 et (V. ) =203

alors l'espace des chemins en gueue d'aronde dforigine f rela-

tifs 4 ¢ a exactement deux compoOsantes connexes,
vy ey l

[Si i=0 , et si les nappes descendantes de ¢ rencontrent

1

deux composantes connexes distinctes de Vy e ¢’est la naissance

qui peut se faire de deux fagons non équivalentes ; dans tous les
autres cas, c'est le croisement].

Démonstration : Elle se partage en trois parties 3

D @D D G N O G W D R0 D (00 I

I, Classification des naissances admissibles 3
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Les seules naissances qui peuvent conduire & un chemin en
queue d’aronde sont celles qui ont lieu dans une composante

connexe de Vl gui est effectivement rencontrée par les nappes

desgendantes de ¢ I1 faut donc distinguer deux cas 3

l ©
&) 1=0 et les nappes descendantes de ey rencontrent deux
composantes connexes différentes de Vl H
b) les nappes descendantes de ¢ rencontrent une seule com~

1
posante counnexe de Vl s

D7aprds le lemme d'unicité des naissances (cfo I¥I.LlLc3c, propo=
sition 1) il y a, & priori, dans le vas a) deux chemins de
naissance admissibles (& homotopie préz) ¢t dans le caz b), un

seul,

II. Classification des croisements admissibles.

Plagons=nous maintenant en l'extrémité £, d'un tel chemin

de naissance ; appelons encore ¢, le point qui eorrespond & ey

soient e¢,. (d'indice i+1l) et ¢ {d°indice i} 1les points
&

3
critigues nouveaux-nés. On choigit comme d*habitude des surfaces
o " q < o
de niveau gu'on note Vmg Yl? V29 V39 et on note wij la partie
de W située entre Ve et Vj {efe figo3)o
Seit 9 l'espace des nappes
descendantes de ¢, limitées &
v V3 , et s0it De9D ., Soit ¢ 1l'ap-
[+] S L 2 -y
ey plication wo(ﬁ) *’hi+1(W12°V2)

définie par une orientation de
D (efs IZI. 4.2, ; on identifie

i - 1 ??( iei w@(ﬁ) avec wo(&ﬁ)o Il
wlg D s'agit de déterminer les élé=
: : ; /é?%%;zyi/ ments D°. d= 2D tels que le
Vg A ) chemin élémentaire correspondant
w23 / ¥ aboutisse & une fonction fé b
: ?(<j;/ié/ telle que les points ei et

3 e% (qui correspondent & ¢, et

£igo3 03) soient en position de
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destruction mutuelle, Il résulte du "cancellation lemma" de
Smale (sous la forme forte quon trouvera par exemple en [10],
po7C, remarque 2) qu’il est nécessaire et suffisant, pour qu'il

o
3 o 3 1 9 o -~ -~
en soit ainsi, que (D'} soit un générateur de Hi+l(W129V2) o

Seit A, wune nappe ascendante de ¢, , limitée a Vs

par construction de £, » on salit que la composante connexe de

Vl qul rencontre A2 rencontre également D ; on peut supposer

gque Vl{WD ﬂAz = ¢ . Il faut maintenant envisager les différents

cas possibles 3

1°}) i # 0 ., Alors, dans toutes les hypothéses faites ci-dessus;
) P

= & e @

; est bijectif, (de sorts qu'il y a exactement deux €léments de

co

n°($> guli conviennent) ; en effet

- pour 2<¢ ig<n=b ; l'hypothése (b de la proposition 4 de

II-.hol, est satisfaite 3

1!

= pour i = 1 , c’est L'hypothése (bg) de la meme prop@sitién
gquil est satisfaite, car AQ(WVI borde un disque de Vl (parce

que ¢, et ¢ se tuent),

3 .
= pour i = n=3 , eest 1'hypothése (b3) qui est vérifiéé0

car Vlm(D(WV) est difféomorphe a A privé d'une l-gphére

plongée ; cette variété est simplement connexe puisque par hypo~

thése ”l(V@> =0 , et dim V_> Lo,

29} i = o , Reprenons dans ce cas le diagramme commutatif

du lemme i de TI.Mo36, qui s'éerit ici
v (€, 8% £} =t H. (V., V.=(A.0V.)}
1T T 1 1 i+1°1% "1 2 1
@1 AN J
1,25 BJ FRRLIPOAPY

Les fléches verticales sont des bijections d’aprés les lemmes
L et 5 de II.4 ; on est donc ramené & 1l'étude de o« . Or

AN v, sépare Vl' en deux composantes conﬁexesg'dont 1l'une
est l'intersection avec V d'une nappe ascendante saturée de

1

c3 s on peut supposer que D ne rencontre pas cette composantes
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Il v & deux possibilités :

- ou bien DNV, =se compose d'un seul point x (cest le
o
cas a) de I) ; alors Wl(flg‘fl,‘ﬁl)fvﬁl(vlg Vlw(Ag(\Vl), x) 3
cet ensemble a deux éléments, dont des représentants respectifs
gsont ¢
A (\Vl A, 0V,
|
x ////////i <Tfy Z;;;;/;///
\Nuvl /////

Le premier a pour image O , le second un générateur de
1+1(V Vlw(AQ(\Vl>) s On trouve done un seul croisement admis=-
sible,

= ou bien D{Wvl se compose de deux points distinets x et

Y » 1'un affecté du signe + , l'autre du signe -~ ; on a dans

ce cas 3

“1(3)1”51"51) 24 Wlfvs V=43 (xsy))
ol V = (le Vl) ~ diagonale,
et A (“Azﬁvl)"vl)u(le (Aemvl;}mv o

De sorte que, dés que nzb , rl(fl,“fzg 61) a quatre éléments,

dont des représentants respectifs sont :

\le

Les deux premiers ont pour image 0 , les deux derniers ont pour
image respective chacun des deux générateurs de

e . _ . \ -
H +1<V19 v, (_l(\Ae)) s On trouve done deux croisements admis

sibles,
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ITII. Classificaticon des morts,

Dans tous les cas considérés, le lemme d’unicité des morts
s’applique au couple (@ig cg) {(qui correspond & (clg 03)) o

Ceci termine la démonstration du lemme 2,

5.3, Le lemme de la queue d'aronde,

Lemme 3, Soit 31 wun entier tel gue lgisn=2 , 8Soit (bx) le
i

chemin standsrd de naissance d'indice sur le modéle eylin=

n

drigue C = BxJ de R
0} & C 3

lesguelles V2 dégoupe C . Il existe une isotopie (gt) de C
telle que 3

1) le support de (gt) soit contenu dans 1°intfrieur de C

{efs TIololo)o On note V, la sous-

+ . .
on note C et C les parties en

Lot e )

variété (b,

wo

g) b oeg, = b pour_ tout tel ;
3) b,o0g =%b, pour tout iel ;

L) g renverse l'orientation desg nappes descendantes de
l g o

chacun des points critiques de b, ; méme propriété pour les

b

nappes ascendantes.

= § ° ° ° + 7 +
5) Lapplicaticon gyx Hi+l(c gvg) =+ H. ., (C 5V2)

est la multiplication par =1 , Méme résultat

induite par

€
our Hnmiqc 9V2) o

Démonstration : On suppose (en modifiant au besoin le choix de
n

BxJ) qu'il existe une fonction en cloche a ¢ R e s SR
telle gue :
a) a{x) ne dépend que de la distance de x & l'origine ;
Q
b} supp e« C o

¢) o es% égel & 1 sur le support de (bR} 6

Soit g l'application R® =~ R® définie pour +telI par les
t .

équations s
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Xl = xl cos {(t walx)) = Xi‘*‘l sin {(t 7 a (%))
Xepqg = % sin {twalx)) + x5, cos (874 (x))
Xj = X pour .J # 1 , i+l

En premier lieu, g, est un difféomorphisme pour tout teI 3
(on le vérifie pour la restriction de 8y 4 chague plan obtenu

en fixant les coordonnées autrss que x et x...). Les condi=

1 i+l
tions 1) et 2) se vérifient immédiatement ;3 (on notera que les
conditions 1 # 0 et i # n interviennent pour la définition
neme de (gtE ; la condition i # n=l intervient pour la vérifi=

cation de 2) ),

Pd ° & O © ml © ° 3
Vérification de 2) : sur o (1) g coincide avec 17appli-

9
, 1
cation ¢ définie en II.l.l., propriété 3 ; donc d'aprés la for-
mule {(2) de IIsl.l., on a 3 by o 8 = by dans cette région,
Sur le complémentaire de o ~ (1) , on a 3 by = by d'aprés la

propriété o) ci-~dessus ; il suffit donc d'appliquer la propriété
2},

Vérification de 4) : considérons par exemple le point critique

/
h 3/ ~ oo L A -
(090009m§ (%) 2) de b, j d'aprés la propriété 2 de II.lol.,

la direction {Xi+l = 4005 ® X = 0} est tangente A& une nappe

fn=1
descendante de ce point ; or, au voisinage de ge point, g1 eoin=

cide aven O ,

La propriété 5) est une conséquence immédiate de L),

Corollaire., Soit W wune variété différentiable ; soit f une

fonction excellente : W -+ R , et soient deux

2 & ¢3

.

points critiques consécutifs de f d'indices respectifs 1+l
» x28

et i, en position de se tuer 1'un 1'autre. Soit V, {respo V2>

une varifté de niveauw situfe immédiatement au-dessus (resp, au=

dessous ) de ey o Soit le la partie de W cgomprise entre Vl
et V2 o Soit C un_voisinage cylindrigue de ¢, et ¢3 o
8i lgigdim W=2 ; 11 existe une isctopie (g ) de W

‘Q e
telle que ¢

1) le support de _(gt) soit contenu dans l'intérieur de C ;
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2) £ o gy = £ 3

3) g, Xenverse l'orientetion des nappes descendantes de ¢

2

et @3 3 méme propriété pour les nappes asgendantes,

k) gyx Hi*l(wlgﬁvg) o Hi+l(w129v2) est la multiplication
par =1 o

Démonsgiretion : om remplace su besois © par ua voisinage cylin-

o D G @D D D 4D CED OR) M0 O G Gx

drigue €' contenu dans Cfﬁwlg H @mbtran@ymrte l“isotppie (gt>
diz lemme 3 par un plongement sdapté ¢ B xJ = (¢' , et on pro=
longe par l'identitd, On a 1}, Z) et 3) ¢ U) résulte du fait que
le worphisme matuxsl ¢ H _(C', Gy V,) == E%{nggvg} est un

isomorphisne.,

Remarque. Il résulte de 4) que le laset (£ 4 gt) n'est pas

homotope 4 zéro dans la cocellule de f . Par contre, soit £

-

L7extrémité d°un chemin d'srigine £ réalisant la destruction

de e, et ¢, ; le lacet sonsidéré est le bord d'un “"cone”
[

W

engendré par des chemins de neissance d'origine £°

Proposition 5, (Lemme de la gueue d’aronde).

Soit f e % une fonction excellente., Soit ¢ un point eritigue

d%indige 3+1L de £ 3 so0it v, {zespo V,) wune variété de niveau

situde immédistement au-dessus (resp. au-dessous) de @y o On
suppose nxb o

831 ¢ Ocign=b et ., (v,) = 03

ou gi i = n=3 et «l(vo) = 0 3

o

alors tout chemin en gueue &'aronds v d'origine f relatif
9 £

por

|

2 e, , esgt homotope {en tant gue bon chemin d°origine £) 4 un

i
lecet 3 sutrement dit £ et L'extrémité £ de vy sont dans la

& = o o } 5
meme composante connexe de L'esprace des fonctions exgellsntes.

[En plus, ¥ peut e€tre déformé avec extrémités fixes en un
chemin dans l°espace des fonctions excellentes par une homotopie
au cours de laquelle la seule fonction de codimension 2 rencontrée

est une fonction ayant un point eritique du type gueue d“aronde]o

Démonstration s D'aprés le lemme 2 , il suffit pour démontrer le

> O A O KD LT OI) CRD G WD, GTD GO AW
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lemme de la gueue d’aronde, de consiruire dans cheaque cas deux

lacetrs en gueue d°aronde relatifs & &, , non homotopes en tant

1
que bons chemins d'origine £ o

C'est d&ja Fait dans le cas sidi 1 = C , et ol les nappes

descendantes de @l rencontrent

deux composantes connexes dis-
tinctes de V. {efs 1ols, re=
marque 2). Lorsque £ =0 , et

gue les nappes descendantes de

“¥¢ y S ¢, rencontrent une seule com=
nnsE \

@H%f posante connexe de V., , le

B

i

meme procddé fournit sncore deux
iacets non homotopes,
Soient en effet ¢1 et $2

comme dans la remargue 2 de lols;

déformons le Llacet standard
fourni par lLe lemme 1 en un
lscet, noté ¥ , dont la nais=
sange soit £lémentaire, donc
définie par un plongement adapté ¢ 2 BxJd =+ M {(dont 1°image

se trouve nfcessairement dans la partie {xnz 0} de M) ; et
° N ~ 5 ~ . N B 4 tand N ;
solient Y, et ¥, les lucets transportés de Y par 4, et éz

raspectivement, Il existe une isotopisa (gt) de W , laissant

fixe un voisinage de e, » velle que giob 0¥ = $o0¥o {p x iden=

tité) , o0 o est la syméirie de B par rapport & son sguateur,

de sorte quse Bio8y0V et d,00 définissent le meme chemin de

naissance. Don 8i0Yy et ¥, coincident Jusqu'id ur certain
ES "

e
point £, , situé entre la naissance st le crolisement. Les croi=-

1 :
sements de gldyl et ?2 ne scnt pas homotopes en tant gque

chemins d’origine fl s car les nappes descendantes de ey qui

leur correspondent ont des invariants opposés [ce sont les deux

branches @pp@s@eﬁ qui, suivant le cas, descendsnt jusqu'ad Gy 3
o~

c¢fo figoh]® Dene ?1 et ¥, une sont pas homoitopes.

Cas ol i # O, Soit Yy wun lacet en queue d'aronde d'origine

f , donné par le lemme l, On décompose vy en Yoavloye de fagon

que l'extrémité f de v, scit aprés le naissance et celle f

i 2
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(C‘Efo fich)
de vy aprés le croisements” On uti=

fé lise pour fl toutes les notations

Glg @29 @3@ V@gooogﬁg Dwoao du II de
£, la démonstration du lemme 2 ; on choi=

8it un voisinage cylindrigue C de

e, et e, limité
3

[

Vl gt VB s de

&
fagon gue C ne rencontre pas D .

On note v L °81lément D de w°($)
1

AN

o o

e% vy celui qui est associé & Yy oo
e

On sait que C{v.,) st un générateur

ri ds 9. (W V.} 3 ca le nocte e

€00 o1 (MipsVol 4 1

Soit (g%j 1'isosople de support ¢ fournie par le zorollaire
%)

du lemme 3 3 on note v le transformgé de

@ | . i
‘ ' near g, 3 l'ex=
1 N 1 v
trémivé f% de Yi est jointe a £, par ilare (£, o gt} 3
scit vi 1"&1fment de v (D) assccii 3 ?i ; tout revient a

fc
F
s

moztrer gulon & ¢ @(wi) = -e, o Soi i’application

(D) e (W bt , isi % r ch E1léw

wcﬁ ) Hi+l§M02@V2) obtenue en cthoisissant sur thagque &lé

ment de & 1l%crientation cohérente aves celle de I ; et soit
isme a'i us i 8 He, o (W, ,V,) = H, )

n le morphisme d"inclusion Al#l( lggiz) H1+1(WOQ$V2 5

On & 3
=1 o)) =
n (9(v1> = 8lv)) = & o

Puisque g, induit 1'Identité au voisinage de ey o By0Yy est
un €lément de wo(ﬁ) » et on a

[ ad
o~
<«
ot <
s
Hj

-1 Y ow glu)y o= poF Vo
noo(6{gyev, ) - glv)) n (G(glovl) e(glOV>)

#

= 3 . o .

o @ ©



CHAPITRE V

Etude gliobale de l'espace ?fl 1, Connexité de 1'espace

des fonctions ordonnées et de l'espace 9’1

Dans ce chapitre, (W,,V,V') désigne une triade compacte et % 1tespace
des fonctions 6 ¢ (w,v,v*) - (1,0,1). Les principaux résultats sont le théo-
réme 1 (cf. 1.1) et le théoréme 2 (cf. 2.1) qui constituent les deux premiéres
étapes de la démonstration du théordme de pseudo-isctopie (cf, Introduction) ;
tous deux concernent la connexité de certains sous—espaces de F qui s'intro-
duisent naturellement dans la théorie de Smale ; le premier est valable sans

aucune hypothése sur W ; :le second est relatif au cas ou W est un cylindre,

§.1. Connexité de 1'espace des fonctions ordonnées,

1.1, Résultat,
Définition 1, Soit f € % ; soient c:,f et <, deux points critiques de Morse

de f 3 on dit que l'ensemble {01,0 constitue une inversion de f si

o
(f(c1)mf(c2)) (indice o, - indice 02) <0 .

Définition 2. Soit f wune fonction excellente (f G‘S‘*JO) s on dit que f est
ordonnée si son nombre d'inversions est zéro, Soit plus généralement f € F ,
on dit que f est ordonnée si toute fonction excellente suf fisamment voisine

est ordonnée,

on note (& 1a partie de % formée des fonctions ordonndes ; clest un
ouvert de ¥ , On note 00, [7'1, 02, 0’; s (7:3 les intersections respectives de &
avec ffo, ?19 "‘}2,6}’; " 63:; (cf. I 3.1). Il est facile de caractériser explicite-

ment ces ensembles, par exemple :
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- T € 0; si f est ordonnée excellente & ceci pres qufil y a un point critique
de naissance c¢ et que (si i désigne 1'indice de c) -1a variété de niveau de
¢ sépare les points critiques d'indice ¢ i de ceux d'indice ) i+1 .
- £ € ﬁ; si £ ‘est ordonnée excellente & ceci prés qufil y a exactement deux
points critiques (nécessairement de méme indice) situés éu méme niveau.
- s8i f est de Morse, f est ordonnée si son nombre d'inversions est zéro, et
s'il n'y a aucun couple de points critiques d'indices différents situés au méme

niveau,

Théoréme 1., Quelle que scit la triade compacte (W,V,V!), le sous—espace O de

5_/ 7 .
* formé des fonctions ordonnées est connexe par arcs.

Cet énoncé est visiblement équivalent au suivant

‘Théortme 1'. Quelle que soit la triade compacte (W,V,V'), itout couple d'é1é-

O - Ve N . .
ments de 0 (fonctions ordonnées excellentes) peut &tre joint par un bon che-

min & valeurs dans ¢°u 0’1 .

1.2. Principe de la démonstration,

On démontre le théoréme 1'; on utilise pour cela la filtration de %©
définie par le nombre d'inversions : pour tout v 3 0, on note ?F?v) 1l'espace
des fonctions excellentes dont le nombre dfinversions est au plus égal 3 Vi,

et on démontre 1le

=0 o
Lemme 0, Quel gue soit v » 0 , tout bon lacet relatif de GF , g: ) egst
— ¥ {v+1) (v)

4 s . N . QO
homotope sur @7, avec extrémités fixes, & un bon chemin de 9? ).
: v

Démonstration du théordme 1' & partir du lemme O : Soient f et f! deux points

de 6° ; puisque F est connexe, f et f' peuvent &tre joints par un boun

chemin y de ‘?OU4;1 ; il existe un entier v tel que 1l'image de y soit

. a0 . p -
contenue dans un certain (?(v+1) s 7y est alors composé d'un nombre fini de
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chemins de é%a .et de lacets relatifs de c?b 5;0 ): on applique le lemme
v) (v+1)? (v) ?
0 & chacun de ces derniers ; on a ainsi déformé y en un bon chemin de @{?v) ,

et on continue ainsi de proche en proche jusqu'éd obtenir un bon chemin de @;?O) ’

c'est-a~dire un bon chemin de ﬁol)ﬁq .

1.3, Un systeme de générateurs pour n1€§?V+1), qr?v))e

Définition, Soit <y wun chemin de traversée de gﬂ [on rappelle que cela signi-
fie qu'il y a un seul point de traversée ; cf, I 2.1, définition 2] ; solent
£, et f1 1l'origine et 1l'extrémité de +y . On dit que vy est croissant

(respo décroigsant, resp. stationnaire) si le nombre d'inversions de f1 est

supérieur (resp. inférieur, resp. égal) & celui de fo .

On va utiliser dans la suite le résultat suivant, utilisé en théorie de
Smale (et qui est d'ailleurs impliqué par la proposition 3 de II 4.1) :

(*) soit fo EfFo ; 8i le nombre d'inversions de fo est positif, alors

fo est origine d'un chemin de croisement décroissant,

Lemme 1. Les lacets relatifs des trois types suivants constituent un systeme de

Snérateurs g_e_ 751 (6??\)+1) s ?"?\0)2

ter type. y est de la forme Y1°Y2 s Z}’Z//*\Q\YQ

ol Y, est un chemin de croisement ////q\ /7

croissant, et v, ua chemin de croisements
ler type
croisement décroissant,
2eme fype. y ou y_1 est de la forme Y Y
| 1 NE
. ol est hemin d
Y1 YQ s u Y1 urn cnen e ,\ /\ .
naissance croissant et Y, un chemin naissance croisement

de croisement décroissant, 2ome type
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naissance ou
croisement

zeme type. y est de la forme

y10y29y3 ,  ou 1 et YB sont

Y4
des chemins de croisement, et ol /7

s est stationnaire, ///‘\\Qi\ ///1\\\

croisements 3eme type

Démonstration : On sait que les bons lacets relatifs constituent un systéme de

énérateurs : soit 1%un dleux ; soit le nombre de points de traversée
g 5 Y 3 q

de vy ; on décompose vy par le choix de g-t points intermédiaires
f’1,,“,fq_1 en Y1°Y2’°°°°Yq , de sorte que chaque Yy soit un chemin de
traversée (cf. fig.1)..D'aprés la propriété (*), chaque fk (k=1,000,9-1) est
origine d'un chemin de croisement décroissant 6k , dont 1l'extrémité est néces-

sairement dans @F?V) ; 7y est homotope au composé

(y161)0(5:1y262).....(6;12Y ).(5;11yq) , dont chacun des éléments appar-

a-1%g-1

tient & 1'un des trois types considérés,

1.4, Démonstration du lemme O,

Le lemme { ramene & montrer successivement que chaque générateur de ter,

2eme, 3eme type est homotope & un chemin de €??V).

1. Générateurs du ler type. Soit y = Yo, un tel générateur ; on note fo

l'origine de vy, fi l'extrémité de ' (i::‘f,2)a On distingue 3 cas :

ler cas, ¥y t Y, sont relatifs au croisement du méme couple de points

Pl

critigues de fo ¢ il résulte alors de la proposition 3 de II 4.1, que y;1
et 1, sont homotopes en tant que bons chemins d'origine f1 s dfoll le résul-

tat (cf, fig.2).

2eme cas, Y, t Y, sont relatifs au croisement de deux couples de points

critigues de fo ayant un é1ément commun, Supposons par exemple qu'il existe

trois points critiques consécutifs 01, c., c_ de fo tels que

2”3
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f(c?) > f(cg) > f(cB) et que y1 soit relatif au croisement de 02 et 03 s
4

et y2 au croisement des points critiques de f1 qui correspondent & c1 et

c_ 3 on a nécessairement ¢ indice c1 < dndice 03 < indice 02 « .11 existe

3 H

donc un chemin y3 d'origine f2 réalisant le croisement des points critiques

de f2 qui correspondent & c, et C, o Le chemin Y?'Y2°Y3 a pour graphique
un triangle de premidre espéce auquel s'applique le 1°) du lemme du triangle
(cfo IV 1.2 ;3 clest la condition (2) qui est satisfaite),_le chemin y1.y2.Y3
est donc homotope & un chemin y%.yé.y; (cf. fig.3) dont le graphique est uﬁ
triangle de seconde espece ; le nowmbre d‘inversionsbé-l’extrémité de y;

(resp. yé, resp. y%) est v-1 (resp, v-2, resp. v—1), de sorte que l'image

de y%oyé.y; est contenue dans ?(()‘v) .

3eme cas. y1 I Y sont relatifs au croisement de deux couples disjoints de

- points critigues de f . Il suffit alors d'appliquer le lemme des singularités

indépendantes (IV,1, proposition 1), cas 1.

2. Générateurs du 28me type. On conserve les notations Yoo Yoo fo’ fT, f2 Py

est cette fois un chemin de naissance, on note 01 et 02 ‘les points critiques

nouveaux-nés de f1 , i+t et 1 leurs indices respectifs ; Y, mBe peut &tre

relatif au croisement de c1 et 02 , car d'apres le critére de Smale

(cf, I1I11,2.%, proposition 3), il n'existe aucune nappe de 01 descendant

jusqu'en dessous de 02 . Deux cas sont donc possibles :

ter cas, Yo est relatif au croisement d'un couple de points critiques disjoint

de (01,02), I1 suffit d'appliquer la proposition ¢ de IV {, cas 2,

2tme cas, y2 est relatif au croisement d'un couple de points critiques ayant

avec (01,02) un élément commun, Supposons par exemple que Y5 soit relatif

au croisement avec c1 du point critique <, de f1 situé immédiastement auy-

dessus de 61 ; on note j 1l'indice de Co ; nécessairement j ( i .
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Dlapres le lemme d'appartion des becs (cfo v, 3.2, proposition 3), y1 est
hémotope a un chemin y;.yé.y% , & graphique en bec (cf. fig.4)e4A 1'extrémité
de yé , le nombre d'inversions est v ; <y est homotope au composé
(Yi°Y§>°(Y%°Y2) H Y%’Y2 est du ter type ; l'image de y;.yé est dans éf?v) ,

car le nombre d'inversions & l'extrémité de y; est v ou v-1 suivant que

j:i ou j<io

3. Générateurs du 3Zeme type, Soit y = y1gy2°y3 un tel générateur ; on note fo

lforigine de. Yy, et f1, f2, f3 les extrémités respectives de Yyr Yoo 73 .
On note f le point de traversée de Yoe Je dis que f a au moins un couple
de points critiques (de Morse) consécutifs en inversion ; clest clair si

f 6'5% . 8i la singularité de codimension '1 de f esf une naissance, cela
résulte du fait que, Yo étant stationnaire, le niveau de cette naissance ne

peut &tre compris entre ceux de deux points critiques de Morse en inversion. Il

y a donc 2 cas & considérer s

ler cag, f a une inversion {¢1,c2} telle gue c, et c_ soient consécutifs

2
et les valeurs critigues f(c1) et f(cz) simples, On peut supposer y2

élémentaire, I1 existe alors un chemin élémentaire B, d'origine £ , de
support disjoint de celui de y2 , réalisant le croisement de 01 et 02 R

on en déduit (voir fig.5) que Y, est homotope & un chemin "Y;.yégy% , tel
que le nombre d'inversions aux extrémités de yé soit v ; vy est donc homo-
tope au composé (Y1°Y;)°(Yé)°<Y%°Y3> ; Y1-Y; et Y3°Y% sont du fer type, et

1'image de Yé est contenue dans ﬂf?v) o

2eme cag, f est un point de croisement, et les deux points critiques c¢ et

¢! de f qui sont au méme niveau sont en inversion avec le point critique

situé immédistement au—dessus (ou au—dessous ). Supposons par exemple que le

point critique c, de f situé immédiatement au-dessus de ¢ et c' soit

en inversion avec eux ; soit J 1'indice de Co , soit 1 celui de ¢ et c!
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ona: Jj<i, Il existe un chemin y{ issu de f? réalisant le croisement
de <, et ¢, et un chemin Y% issu de f2 réalisant le croisement de <,
et c¢', D'aprés le 10) du lemme du triangle (cf. IV,2.2 proposition 2 j c'est
la condition (2) qui est réalisée), le chemin y;—1,y2.y% est homotope & un
chemin Y:‘Y£°Y% (voir fig.6), tel que le nombre d'inversions aux extrémités
de y!' soit v—il; Yy est hogotope 2 (v .y').(y"oy”.y").(y'—1.y ) 5 Y. ev!
2 1" t7'2° '3 3 A R
-1 . 7
-t ] q -t d . - -t ? d H. ". 14 -t -t d -
e y3 y3 sont du ter type, 1l'image de YyeYs y3 est contenue dans €¥?v) ;

‘la démonstration est donc achevée,



fig.5

fig.4
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7.

§.2, Connexité de 1'espace

On suppese dans tout ce paragraphe que (W,7,v') est le cylindre

v x (I,0,1) dans lequel on a identifié V x {0} & V . De sorte que ¥ est
. [~
lfespace des fonctions ¥ : V X (I,O,Y) é-(I,O,?)-
2.1. Résultat,
Définition des espaces ?i t ¥ o
i,9 —™ 1
Pour tout i tel que 0 K i n~t, et pour tout g > 0, on note 7.

’

le sous-espace de % formé des fonctions de Morse ordonnées qui ont en tout
2q points critiques, dont ¢ sont d'indice i et q d'indice i+t . [Om
notera que, d'aprés la définition 2 de 1.1., i T € ﬁi,q-, - il peut y avoir
égalité entre valeurs critiques d'indice i , égalité entre valeurs critiques

d'indice i+t 3 mais toute valeur critique d'indice 1 est strictement plus

petite que toute valeur critique d'indice i+1].

on note % le sous—espace de codimension 1t de qf»séparant g. de
1,495 "1.9
. s les éléments de ¥, sont les fonctions ordonnées dont 1'ensemble
i,9+1 7 i,dsa

critique se compose d'un point de naissance c¢ , d'indice i, et de 2q
points critiques du type de Morse, parmi lesquels ¢ sont d*indice i et sont
situés en-dessous du niveau de ¢ , et g dfindice i+ ef situés au-dessus
du niveau de ¢ ,

On pose :

U (k. UE ) =%

i i,qs i
q>/0 9q.. ,q.’a NR
I1 est clair que ‘?& est un ouvert non vide de l'espace U des fonctions or—

données (lui-méme ouvert dans ?7, et connexe d'apres le théordme 1).

Théoréme 2, Soit V une variété différentiable compacte connexe, de dimension

n-1 , et soit W=VxI . Soit %. défini ci-dessus., Si n3»6 , n (V) =0,
O . i —— 2 1

t si 2 1ig¢n-3; alors ?Fi est connexe par arcs,




et énoncé est visiblement équivalent au suivant 3

Théoreme 2!, Sous les hypotheses du théoréme 2, tout couple d*éléments de §Fz

(crest-3-dire de @EIV?O) peut étre joint par un bon chemin & valeurs dans

Foug! |
i I

2. Principe de la démonstration,

On démontre le théortme 2', On utilise pour cela la filtration de 1'espace
des fonctions ordonnées définie par 1!'"intervalle des indices", Pour
0L i<jgn, onnote ??i,j] 1l'espace des fonctions ordonnées excellentes
dont les indices des points critiques sont tous compris entre 1 et j ; et
pour tout entier k 3 0, on note <§?i,j}'k la partie de qfi,j] formée des
fonctions dont le nombre de points critiques d'indice i est inférieur ou éegal

a k.

Lemme O, 81 n »6 et n,(V) =0; sienplus ign-4, jyi+2e et ky1,

Ea— 1 [

alors tout bon lacet relatif de «;Ei 315% f?fi 375 %1
9Jd s sJ e BT

s . N . =0
avec extrémités fixes, & un bon chemin de gf. .. o
[193]9k?1

) egst homotope sur gf

b

Démonstration du théoreme 27 a partir du lemme C, - On a la filtration :

i e ey e et o o g e e et et e s

o @
=%
[i+1,j]

i—"'IO

go &0
£330 ST 00,3751 == T, 5Tmer S0 [, 375k =00 T, 5]

Tout bon lacet de @K{ . G?), . a son image contenue dans un certain
. Br1,57 7 *an, 5 : v

O ©
[i9j}§k ’

résultat suivant

de sorte que, par application répétée du lemme 0O, on obtient le

1) 81 i ¢ n- t > i+2 , alors Ltout bon lacet de C
( ) N 4 J 2 1+ U ae ( [ ,J] [1+1,J])

o
e [i+1,j] ’

On en déduit par dualité :
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. =0
) gid t 3 % i+2 , alors tout bon lacet d R
(1) 81 3 >4 ot §>is2, alors tout bou lacet de (7, .57, 5 49)

A ‘ . sz . . 0
peut—Etre déformé avec extrémités fixes en un bon chemin de ﬂf[i 3 1] o
9 J™

Soient alors £ et f' deux points de ﬁfz ; d'aprés le théoréme 1 (cfo 1.1.)
f et f' peuvent €tre joints par un bon chemin vy de Z?Eo,n] ; si 1 gn-3,
1'application répétée de (1) permet de déformer 'y , avec extrémités fixes, en
un bon chemin y' de éiEi,n] « Sien plus i »2 , ltapplication répétée de
(17) permet de déformer y', avec extrémités fixes, en un bon chemin de

O. . , cCl'est-a~dire de g@ -
[i,1i+1] i

N\ Ve Vd _O ('JO
2.3, Un systeme de générateurs pour E1G;[i,j];k ’:ﬁ[i,j];kﬁ1)°

Définition, Soit f €‘§Ei n] ; on appelle chemin de Smale d'origine f tout
?

bon chemin & dont le graphique

est du type ci-contre., Autrement >1+2 {
: BN
i+1 {

dit, les accidents successifs de

5 sont : une naissance d'indice 5 { . \\*\~,

i+1 a un niveau intermédiaire entre

les points critiques d'indice i+t et ceux d'indice 1i42 de f ; le croise-
ment successif du point d'indice 141 nouveau-né avec tous les points critiques
dfindice i+t de f , et enfin destruction de ce point critique avec le point

critique d'indice i 1le plus élevé de f ,

gi f €f¥Ei 315k 2 1'extrémité de tout chemin de Smale d'origine & est
s 4

dans ?o

[1,3]3k-1 ° On démontre en théorie de Smale la propriété suivante :
’ s &=

(**) gSous les hypothdses Su lemme O, tout point gﬁ'tgfi e est origine
s b

d'un chemin de Smale,

Lemme 1. Sous les hypothéses du lemme 0, les lacets relatifs dont les graphiques

appartiennent & 1l'un des cing types suivants constituentun systéme de généra-

) e

T o}



ter type 2&me type Zeme type (k ) 2)

4&me type 5eme type

Démonstration : Comme pour le lemme 't de 1,%, on se raméne a considérer un bon

lacet relatif y , & q croisements ; il est commode de supposer vy
"irréductible" (clest-i-dire tel que sauf auk extrémités, il ne soit jamais

dans €FEi ). Comme en 1.3., on obtient une homotopie entre y et un

»3]5 k-1

. -1 =1 . .
compose (Y1e61).(61 .y2.62)...(6q?17q) , ou 61,...,6qf1 sont cette fois des

chemins de Smale donnés par la propriété (**), Les lacets relatifs tels que

y1°61 sont du S5eme type. Pour un lacet relatif fel que 611.Y2.62 les diverses

possibilités sont les suivantes :

1) Y5 est un chemin de croisement,

a) le croisement se fait entre points critiques d'indice  i+2 , ou
entre points critiques d'indice i autres que les deux plus élevés : le lemme
des singularités indépendantes (cf,IV, 1, proposition 1) raméne immédiatement
4 un lacet du ter type.

b) le croisement se fait entre points critiques d'indice i+t : on
obtient un lacet du 2eme type.

¢) le croisement se fait entre les deux points criftiques d'indice 1



les plus élevés : on obtient un lacet du 3eme type.

2) o est un chemin de naissance (Q_Ll_g_e_x_n_o_r_'_’_c_).
Le cas ou cette naissance est d'indice i est écarté puisqu'on a supposé y
irréductible,.
a) 1'indice de la naissance est i+1 : on obtient un lacet du 4eéme
type.
b) pour toutes les autres valeurs de 1l'indice de naissance, le lemme

des singularités indépendantes raméne au fer type.

2.4, Démonstration du lemme O ; 1ere étape : réduction & la queue d'aronde,:

On va montrer que sous les hypotheéses du lemme O, tout lacet relatif apparte-
nant & 1'un quelconque des 5 types ci-dessus est homotope sur ¥ & un composé
de lacets relatifs en queue d'aronde (ef. v, 4.1) et de lacets dont 1l'image-

&0
t d
es ans ?[i,j];k—1 °

Pour les lacets du 5eme type, clest une conséquence immédiate du lemme des

singularités indépendantes,

Cas des lacets du ler type., Voici traduites sur les graphique les déformations

successives qu'on fait subir au lacet :

1+2 i+2

- fﬁ \5 T~ A
_ L____> PN
(1) (2) (3)
i+2 ' i+
= ////r-i+2 i42 ///T
fx\\\‘)<' i+ —f N /
it/ \di+ 2 > ‘ i+

i42

(4) (5) (6)
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Passages de 1 242, de. 3 &4 4 et de 5 & 6 par le lemme des singularités indépen~
'dantes,
Passage de 2 & 3 par une apparition de bec (IV, 3,24, . proposition 3).
Passage de 4 & 5 par le lemme du triangle (IV, 2,2.,_propositi§n 2 : ctest la
condition (3) de cette proposition qui est réalisée; puisque 1 ( n—4),

Cag des lacets du 28me type, Le lemme du triangle (utilisé dens le méme cas que

précédemment) permet de se ramener & un lacet du ler type,

Cas des lacets du 3eme type. De tels lacets ntexistent que lorsque k 3 2 .

Soit y wun tel lacet, d'origine notée £ ; soit & un chemin de Smale d'ori-

gine f ; (son extrémité est dans @iE ). On déforme le lacet relatif

i,3]5k=2

6_1y (avec extrémités fixes) de fagon que son graphigue, initialement de la

forme 1 ci~dessous, prenne successivement les formes sulvantes :

+2 { f/‘ ‘\ i+2{( . i+2 {
—r 121 — i+1 it //::;ﬁ\ i+1

1 1

i

(1) (2) (3)

i+1 m/,/ﬁ+1 //-\ s 1+1 /
s §1+1 \\\igij/
i+1 K 1 i
3 1
T T i

(4) (5) (6)
Passage de 1 & 2 par le lemme dtunicité des naissances (IIT, 1.3., corollaire 2);
la surface de niveau séparant les points critiques d'indice i+t de ceux 4'ine-
dice i est en effet connexe des que 0 ¢ i £ n=3,
Passage de 2 & 3 par le lemme des singularités indépendantes et le lemme d'ap-

B

parition diuyn bec,
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Passage de 3 & 4 par le lemme du triangle, cas (3), utilisé deux fois,
Passage de 4 & 5 par suppression d'un bec du type naissance-descente (cf. IV
3.2+, Proposition 4, 10) ; pour 3 & i & n-3, on peut en effet appliquer le
cas (3)'de cette proposition, car la sufface de niveau séparant les points cri-
tiques d'indice i de ceux d'indice  i+1 est simplement connexe pourvu gque
2§ign-3; et pour 1i=0,1,2, clest le cas-(1) de cette proposition qui
stapplique puisque n 3 6 ,

Cas des lacets du 4dme type. Par une apparition de bec, et par le lemme des

singularités indépendantes, on se ramene

N
& un lacet relatif ayant le graphique ; i ~\:2§;i:4§:?,__,
A \

1+7
ci=contre, On est donc ramené & un lacet 4///

i

du fer type par une suppression de bec

i

(et le lemme des singularités indépen-
dantes); clest le cas (3) du lemme de suppression des becs gui stapplique pour

2&ign-4, et le cas (1) pour i=0 et i=1,

2,5. Démonstration du lemme O ; 2&me étape : réduction de la queue d'aronde.

Soit y un générateur en gqueue d'aronde, d'origine f , dlextrémité f',
Si y est homotope en tant que bon chemin & un lacet gbgolu, il est homotope

sur ?/ a un chemin de ‘;E. . (puisque ?"est acyclique)o Or le lemme

1,3];k?1
de la queue dfaronde (IV, 4,%., proposition 5) montre qu'il en est ainsi
(puisqu'on a supposé 1 ( n=4) des que la surface de niveau de f géparant
les points critiques d'indice i de ceux d'indice i+t est simplement con-
nexe., Ceci sé produit dans deux circonstances : a) si k=1 H b) si

2 1g¢n-3. Ilne reste donc & examiner que le cags-ol i=0 ou i=1,

avec: k » 2 . Soit alors & un chemin de Smale d'origine f£' ; le graphique.



(1) (2)

de y.& est du type (1) ci-dessus ; on le déforme, avec extrémités fixes,
jusqu'd ce que son graphique soit du type (2) ; on utilise pour cela, outre le
lemme des singularités indépendantes, une apparition de bec, un triangle (dont

leg trois ¥"c8tés”

ont 1'indice i+1) et une suppression de bec du type nais-—
sance d'indice i.-descente d'indice i41 ; le cas (1) du lemme de suppres—

sion des becs est applicable, puisque, pour i=0 et i=1, on a 3

2i+1 { n=2 ,



Chapitre VI

Préliminaires algébrigues & la détermination du nerf de 9; o

Ce chapitre, entierement indépendant de ce qui précede, fournit les modeles
algébriques qui seront utilisés au chapitre suivant, Au §1, on rappelle 1la défif
nition (classique) du complexe ﬁg associée au groupe symétrique Sq s  puls
on définit le complexe @é ; on en donne quelques propriétés dont la principale
est la proposition 2, Le §2 est une description détaillée du 2-squelette de
Bq ; les points les plus importants pour la sulte sont la proposition 2', ol
1'on montre que les arétes issues dfun sommet de %a sont en correspondance bi-
jective (et canonique 3 isomorphisme affine prés) avec les entiers ; et le
n°® 2,4,2 ou 1l'on associe & tout sommet de Eé X fh un invariant entier noté
laq,q

énoncé

l. Le §3 est entidrement consacré au lemme fondamental ; celui-ci est

N

a la fin de 3.1 et démontré en 3,2 et 3.% ; la démonstration se fait par
récurrence sur ¢ ;3 elle utilise une filtration assez compliquée, définie par
1'invariant Ia‘ ' et d'autres invariants ; le lemme 7 de 3,3 constitue la

?

clef de cette démonstration,



8.4, ke comploxe slgébrique et q .

1.1. Préliminzires : proprigtés éd1émentaires de quelques SOUS-aroupes de
GL(g,Z).

Notations. Soit g un entier positif. On désigne par Gq le groupe GL(g,Z) des
matrices inversibles d'ordre g sur Z. On note Tq le sous-groupe de Gq formé des

matrices triangulaires inférieures.

Pour tout Je {1,2,...,q-1 } , on note T; le sous-groupe de Tq formé per les
matrices (ajk) telles que les 25k non diagonaux soient nuls pour (j=1,k) & JxJ.
Pour tout J'c J, On a TJ'l > TJ ; en particulier, Tﬂ B Tq ; 8t T{1,2,...,q-1}
est le sous-groupe de G~ formé des matrices diagonales; on 1le note Diagq
Pour tout Ja {1,2,...,q—1} , on note T:} le sous-groupe de Tq formé des matrices

(ajk) telles que les a, non diagonaux soient nuls pour {j=1,k) 4: 4 % J.

jk v
Pour tout J'c J, ona T' = T' . En particulier, T! = Dia et T T .
: cJd,ona The i “par iculier, 2 mgq , € {1’2".”q“11n 9
n note

. ' = T N
LNTALRN RN

On note T_ 1le noyau du projectour canonique 3 Tq——> Diagq ; notations analogues 3
¥ ' .
T ¥ S ?J,J "

Pour tout jg {1,2,...q-1} , on note Sj la transposition de matrice

Pour tout J c:{1,2,...,q-1} y on note SJ le sous-groupe de Gq engendré par les

Sj » pour Jj& J. En particulier, 521 ={e} et 3 est le groupe symé-

1 2 L Y "1

trique S_ . fhoeeeret
q

Lemme 1. 1) Pour tout couple (J,J') de parties de {1,2,...q—1} telles qua J'C J,

on_a une décomposition avec unicité

To=Ty - ?J . Diagq .

2) La composée des applications canonigues 'f T ‘ i ¢
p d 2]s) q J',.J"” M T'J'/'t"J est ung bijec-
tion.

Démonstration. 1) Le morphisme. Tq—-—) T! 3 cbtenu-en remplagant par 2éro les a
s ’ - ‘ jk
non diagonaux tels que (j-1,k)¢ JXJ est un projecteur; par restriction, on
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°4 & . ' .
obtient un projecteur ?;f-—y TJ'J , dont le noyau est TJ (puisque J' e J);
d'ol la décomposition en produit semi-direct
o ~
=T o T
¥J' Jrd J
D'autre part, le projecteur naturel TJ'——-—)Diagq définit une décomposition en
roduit semi-direct ing .
P TJ, = TJ, . Diag R
d'nd la décomposition ennoncée, et son unicité.
2) Du 1) on déduit aussitdt une décomposition en produit semi-direct
n?’ « T '
TJ' Jrd J !
la bijection annoncée en xésulte,
Lemme 2, 1) Four tout J & {i,2,,..,qm1§ , TJ est stable pour les autcmorphismes

intéricurs de G définis par les éléments de SJ .
2)Pour tout J'< J, on.a

TJ . SJ‘ = SJ‘ . TJ = sous—-qroupe’de Gq engendré par TJ et SJ’ N

N J

3) Soient g et g' deux Elémentis de Gq.; pour que gS t g'S eisnt mime
-1
image dens 6 /T , il faut et il suffit que g' ge TJ .5 .
59

J
Démonstration.le 1) résulte du fait que pour tout je J, TJ est stable pour
1tagutomorphisme intérieur défini parx Sj . Le 2) est une consiquence immédiate du 1),

Preuve du 3).[Pour toute partie A de Gq , on note A 1lt'imoge canonique de A dans

o~ S~ -
- — T
Gq/Tq 1. 11 résulte du 1) que pour t e TJ et se SJ , on a tsSJ = 1 J;:an .
Réci X - s =
éciproquement, supposcons que gSJ = SJ ; cela entraine en particulier g & 3!
autrement dit, il existe s < SJ et teT tels que g = ts 3 on doit alors

avoir £§3 = éJ ; et ceci entraine t e TJ . [On montre en effet sans difficulté
QUe si une matrice triangulaire t n'est pas un ¢lément de TJ » alors tSJ nfest

pas contenu dans S, . T ],
J g
Lemme 3. L'application naturelle
S - T\ &G /T
2] Q 9 0
est injective. [T;\ Gq/Tq désigne l'espace des doubles classes de G &
’ 0

droite et 3 gauche madulo T ] .
. g

Démonstration. Soit T(g,R) 1le sous-groupe de GL{g,R) formé des matrices trian-

gulaires inférieures. Il résulte d'un théoréme de Bruhat (cf.[ 4 1}, p.187) que

l'application naturelle

est bijective; le lemme en résulte aussitdt.

(Le lemme 3 peut également se démontrer sans difficulté par un calcul direct.)
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1.2. Représentation giomdirigue du oroups symeétrigue Sq ;' le complexe 3'q‘.

On désigne par S le groupe symétrique de n varizhles (groupe des permutntions

de l'ensemble {1,2,...,q~}).
ou simplement £& le simplexe-type de dimension g, - 1

On désigne par Z&q_
Rq

1

défini dans l'espace euclidien | par les conditions

XJ.?,D (j=1,2,...,ﬂ)

it
-

n
L%
J=1 J q
On fait opérer le groupe S & gauche dans R™ en posant, pour tout s & S
9

(1) s.(x1 N x2 peany xq) = (XS"1(1)' xs"’(Z)"'.' x3«1(q)) ’

L'élément s de  GL(g,R) défini par (1) laisse A steble; on note encore s 8s
restriction & A

On désigne par () le barycentre de & , et par &(A) la premiérc subdi-
vision berycentrique de A ; c'est la subdivision de A détemminde par la famille

d'hyperplans de iR d'équatiaons

xj:xj' (1sji<i's
On appelle simplexe fondamentsl de §3(A) celui qui est défini per les iné-
galités
{2) X.® X X .

1 5 F eee 2 q

Soit 632(45) la seconde subdivision barycentrique de A . On note Kl 1l'étoile
de £) dans @»2(45); on note K le complexe simplicial abstrait ordonné sous-jacent
a 1Kl : les éléments de K sont ics sommets de | K} , clest~3-dire les barycentres
des simplexes de ® (A) qui contiennent {2 ; la relation d'ordre sur K {notde
bt s b"} est : "le simplexe correspondant 3 b% est une face de celui qui corres-
pond a b' ". On désigne par [K} la structure naturelle de W complexe de }K| ,
dont les cellules sont les étoiles dﬁfcendgntes des sommets de {Ki; of. pour tout

U ner

ceci,au chapitreVlI, nS 1.2., l'étudelde la stratification naturelle d'une vari-

£té combinatoirement triangulde.

Pour tout J« {1,2,...,q~1} on note FJ la fece du simplexe fondamental
de B (A) qui est définie par le systime d'équations

(3) = .
xj xj+1 pour tout je J .,

bn note bJ le barycentre de FJ ( le barycentre bE du simplexe fondamental
est noté simplerent b J); on note F*J l'€toile descendante de b dans K, st
[F*J] la cellule correspondante de [K] .
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On a immédiatement le

Lemme 4. L'agglicétion J > FJ {zesp. J F*é[F*J]) est une bijection de l'en-

semble des parties de {1,2,...,q-1} sur celui des faces du simplexe fondrmen-

tal qui contiennent € {resp. celui des cellules de [K} gui contiennent b ).

Pour tout Jdco {1,2,...,q—1} , on note SJ le sous-groupe de Sq gngendré

sar les transpositions sj pour j ¢ Jy en particulier, Sﬂ = {e} .

Propositicn 1. Soit,/3 1'upplication Sq.~;[§ définie parn

3 (s) = s(b) pour Lout s € Sq .

1) /3 est une bijection de 5  sur le O-scueletto [K]o de K1 .

q
2) Pour tout Jc {1,2,...,q-1} ot toul sg Sq ) /3(S.SJ) st 1o Cesguelettie
de 1a cellule s.(F, ] de [K]. En_particulier on s

(4) Bis) = [rw}n [K]O .

Ceci diéfinit une bijection entre 1l'ensemble des blasses s.SJ et cclui des

cellules de [K] (lui-m@me iscmorphe & celui des sommets de K); en particulier

l'ensemble des sous-groupes SJ correspond par cette bijection & celul des

cellules de [K} gui contiennent b (lui-m8me isomorphe & celui des faces du

simplexe fondamental qui contiennent {J ).

Démonstration. 1) Tout simplexe de dimension g - 1 de A est ceractérisé par des

inégalités du type Z . ’

X = X e F X
s(1) s{(2) s(g)
et ces inégalitis sont strictes au barycentre. Ceci difinit une cpplication
Ki —>»S réciproque d .
S q Téeiprequ e /3
2} Les sommets de F%J qui sont barycentres de faces de dimension g - 4

de B (D) sont les syméiriques itérés de b par rapport aux hyperplans (3); ceei

traduit exactement (4). On en déduit
B(s:5)) =s(B(s)) = [s(F, )] N [K]Q .

Comine chague cellule de [K] est bien déterminée par son O-scuslette (cf. chopVII,
no t.2., propriété 3), ceci définit une application de l'ensemble des classes
s, SJ dans celui des cellules de {K], cette application est injective puxoque /3

&st injective; elle est surJectlve d'aprés le lemme 4 &t la su;gactlvxtc de/3

#aplicetion.: difinition du complexe F .

. g
Soit J une partie de {1,2,...,q~1} ; on dit qu'une partie de S  est une

1]

pértie distinguée de type J si elle est de la forme s.SJ ; avec s €S . On note

S’q 1'ensemble des. parties distinguées de Sq » muni de la structure de complexe
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simplicial ordonné définie par l'inclusion; en particulier, l'ensemble des parties

distinguées de type @ s'identifie canoniquement 2 Sq .

Le complexe S 9 a les propriétés suiventes :
1) Pour tout Je {1,2,...,q-1} , la famille des parties distinguées de type J

est stable par toute translation & gauche de Sq . I1 en résulte que pour tout

sesS ; la trenslation & gauche de Sq définie par s se nrolonge de facon ratu-

rolle en un isomorphisme de ¥ {(respectant le tvpe de chaque élément) gu'on _appel-

le translation & gauche de :fq définie pax s.

2} 11 résulte de la proposition 1) ci-dessus, et de la proprigté 3 du chapitreVI],
n?® 1.2., que l'application {3 : Su—ﬁ {K} se prolonge de fagon naturelle en un

O
isomorphisme {encore noté ﬂ ) de jq sur K, muni de sa structure de complexs sim-

plicial ordonné; pour tout Jc {1 ,2,..,,q—1} , 0N a
= F .
pLEY =¥,

3) La réalieation géométrique ':?ql de \jq a une structure de CW complexs, notée [:j’q]
dont les cellules sont les étoiles descendantes des sommets de ]zfql; gn particulier,
le O-squelette Ly 30 de [\Sq] s'identifie & Sq ;p définit un isomorphisme de
(¥ 3 sur [x].
9

1.3. Le _comnlexe @q .

On désigne par Gq le groupe GL(g,Z) et par Tq le sous-groupe de G
formé par les motrices triangulaires inférieures. Dans ce numéro y ON coastruit
un ccmplexe[@ql dornt le O-squelette s'identifie 3 ltespace homagéne Gq/Tq .

’

Pour tout g'e Gq , On note 'Xg l'application s+ Q3 de S dans G /T
q g q

Lemme 5. Quel que scit g « Gq » L'application 'X est injective.
g

Démanstration. Soicnt s et s'e S et t €T ; l'égalité gs = gs't s'écrit
—_— q q “

s'=1s = ¢; ceci entraine s = s', puisque S n Tq ={ey.

Lemme 6. Socient 9, et g, € Gq . L'application ')‘;; o'xg1 coingide sur son

ensemble de définition avec une translation & gauche de 5

q

Démanstration. L'énancé étant trivial lorsque l'ensemble de définition de

- ]
X g ° 'Xg1 est vide, on suppose qu'il existe s, € 5 525 5 et telT

LI
tels que a . ;
(s)- 91511‘. = 9282 .

Comparons d'abord ’XQZSZ et ]9151 ;l'égalité
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- t
ngsz(S) = xcus1(5 )
gquivaut & : il existe t' € 'I'q tel gue

| B 1)
9,8y5%" = g%,50

Cette derni2re égalité s'écrit d'aprés (S)

st' = ts!
ce qui entraine, d'aprés le théoréme de Bruhat {ef. V.1.,lemme 3), 8 = s'« Donc
‘X;;SZ ¢ XQ1S1 est l'cpplication indentique de son er;semble de définition, et
celui-ci cofncide avec l'ensemble de définition de 9151 e XQZSZ . Or on a, en
désignant par 'l"s 1a translation 3 gauche de Sq ;’!szinie par s, "ngsj = 'ng a ‘I‘sj

(; = 1,2) + Donc’ XE;O ’ng coincide sur tout son ensemble de définiticn avrc ?81.82

Corollaire. Soit A une partie de Gq/Tq ; 8'il existe J ¢ (1,2,...,q-1} , 2t

gehb tels que A soit l'image paxr 'Xg d'une partie distinquée de twpe J de Sq ’
a

alors, pour tout g'e G tel que l'image de ‘xg. contienne A, A gst l'imoce par

'Xg' dl'une partie de tvpe J de Sq .

(C'est une conséquence immédiate du lemme 6 et de l'invariance par translation &

(gauche du type des sous-ensembles 5.5 de Sq .)

Définitions. Une partie de Gq/Tq qui a la propriété de l'énoncé du corollaire

ci-dessus est dite partie distinguée de type J de Gq/Tq .
On note & q l'ensemble des parties distinguées de Gq/Tq , muni de la structure
de complexe simplicial oxdonné définie par l'inclusion; en particulier, l'ensem-

ble des parties distingudes de type @ s'identifie canoniquement 2 Gq/T .

Propriétés du complexe & .

1) Four tout Jc {1,2,...,q-1} l'ensemble des parties distinguées de typs J de
Gq/Tq est stable par toute translation & gauche de Gq/Tq . Il en résulte que pour
tout ge Gq s la translation 3 geuche de Gq/Tq définie par g ss prolonge de

fagon naturelle en un isomorphisme de tq {respectant le type de chaque élément),

qu'on appelle translation 3 geuche de § définie par g.
0]

2} Chaque 'Xg se: prolonge de fagon naturelle en une application {encore notée ’xg) :
de Sq dans Eq ;, qQui détermine un isomorphisme entre x et son image, munie

de la structure de complexs simplicial ordonné induite par celle de B

3) L'étoile delscendante de tout élément de &Q est définie par 4ne partie distine-

guée de Gq/Tq et tous ses sous-ensembles distingués ; elle est donc Contshue dans



liimsge d'un certain 'Xg ; elle est donc (d'aprés la propriété 2) isomorphe & son
image réciproque par 'Xg . Donc l'étoile descendante de tout sommet de type J de

la réalisation géométrique Hﬁq.l de & : est isomorphe au c8ne d'une sphére combi-
natoirement triang.ulée, laguelle est de dimension j-1 si card J = j. Ceci déter-

mine sur ]5(1. une structure de CW complexe, notée [6 qj ; la cellule de [Gq]

-

définie par une partie distinguée A de Gq/Tq est notée (A} s l'ensemble des cellu-

les de [@] 26t en correspondance bijective avec tq ; cette carrespondance est
g

un isomorphisme pour les structures d'ordre respectivement définiess par l'inclusion

des cellules et celle des parties de Gq/Tq . En particulier, le O-sauelette [Gq]o

de s'identifie 8 G /T . Chaque détermine un isomorphisme entxe {‘j” i
(¢ q-} g g g Xg g

et son image dans {:ﬁq] . Lhaoue cellule de [\Gq] pst _déterminée per l'enzemble

des O-cellules gu'elle contient; a fortieri, chague cellule est diterminde par son

bord.

e PN ‘
4) Soient § = LgSJ] et §' = [g'SJ] deux cellules de type J de ngl 1 pour que
}

§ = &', il faut et il suffit que g'“1g ¢ T .

c
47
(C'est dans un langage différent le résultat du 3} du lemme 2, n® 1.1.)

5) Etude de l'ensemble des cellules de [(f q] qui contiennent une cellule donnée,
Les notations TJ R TJ'J s etc., sont celles de 1.1,

Propesition 2. Soit § wne collule de (8 q] i s0it J' le type de §; goit J une

partie de {1,2,..,,(:;«1 }

1) Pour gu'il existe une cellule de type J contenant §, il fout et i1 suffit que

4 2 J' ;pour toute telle cellule Y » il existe ge G tel que
. T . a- :

ro=Cle8,] 22 6 =[o5,] .

. " W .
2) On suppose que J »J'. Pour tout g Gq tel que @ = tgsdlj‘ ; Llapplication

~ .
TJ'-,J 2t L—-a,[gtSJ]

- . . N
est une bijection de TJ, J sur l'ensemble des cellules de tvpe J de L{? j COnta-.
, a8 g =RREE

nant § .

3) Soient ¥ gt ¥ deux cellules de type J de [§ ] contenant & ; on note

- -1
it g () =u gt pg (x-') = u' . L'orbite de u'~'.y pour les opérations de
g - o~
SJ, . D:x.agq {opérant dans TJ' g par_les automorphismes intérieurs) est un invae
. ]
riant du triple (5‘, 5‘,6‘). Cet invariant est conservé par toute translation &

gauche de [ B q].

Fq

VIZ.T
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o — e § .
Démonstration. 1) Si J=J', et si § = [gSJ?], alors [gSJj contient . Réci-
proguenent, supposons qu'il existe ¥ de type J contenant & ; soit 3 un élément de

N ;
G tel que | = [§SJ] . D'aprés le corolleire du lemme 6, il existe s e Sq tel

—_——

Ao . L . " " I .
que § = [gSJ] . Dlapras le lemme 5, l'inclusion 5(: ¥ entraine JSJ1C: Sy 3
ceci entraine s € SJ et J'c J; on pose Es =g ; g a la propriété voulus,
2) D'aprés -le 1) et la propriété 4 ci-dessus, toute cellule de type J contenant 6

~~

est du type Eg'SJ] , avec g'e gl . SJl . L'application
—_
T2t -—%[gtSJJ

est donc une surjection de TJ, sur l'ensemble des cellules de type J contenant 5 o
Soient t et t' deux éléments de TJ'

TN - T " .
[gt'SJ] = LgtSdJ , il faut et 4l suffit que 7't e« Tl s on oen déduit, par pase

sage au quotient, une bijection de TJ'/Tl sur l'ensemble des cellules de type J

; dltaprds le propridétdé 4 ci-dessus, pour que

passant par 5 ; on obtient }Lg en composant cette bijection avec la bijectiion

[ d
TJ'J 3 TJ'/TJ donnée par le 2) du lemme 1, (cf. 1.1.),

®

3) L'élément g (astreint 3 la condition [gSJ'] = & ) est bien défini 3 multiplica-
tion prés, & droite, par un dlément arbitraire de SJ, . TJt . Or i1 est clair

o~
gr &t tout t € TJ'J

(g) t) = s
6 ng( ) Hg( ts)

qu'on a, pour tout s g 5

L7

Soit d'autre part ' e TJ, ; et soit ' = t;t’z d'" lo décomposition de ' dan

oS oS
le produit T“J . TJ . Diagq (ef.1.1., 1) du lemme 1). La décomposition de t't

dans le produit ?'J . TJ est

LL = (txydltdtm") ( gr=1 dx-—‘ltiz dre) .

Il en résultec qulon a (pour tout t' ¢ T et tout t e T }

J! Jrd

(7) = -1

Hgt’(t) gg(t'1 d't 4'~")

Des formules (4} et (7 on déduit
3 —-1r - . .
(g") pg;;{) = s.pg’(xr.s pour tout s e SJ, ’
() -1 - S -1
P.gt(x) = g t .p,g(g)‘ d'

pouf tout t‘e.TJ' .
De la formule (6') résulte que <i on remplace g par gs , ut™ est romplacd par
s(u"1u)s i de la foxmule (7') résulte que si on remplace g por gt', u';iu est rem-
placé par da'~'(u'~Tu) d' ; d'od le résultat annoncé, puisque dlaprés le 2) du lemme
2 de 1.1., appliqué avec J = {1,2,.9.,q—1 }, le sous-groupe de Gq engendré par S\

et Diagq est SJ'.Diagq . L'invariance par translation 3 gauche est immédiate.

.8
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6) Le complexe & est connexe 1 ¢'est une conséquence immédiate du fait que le
Le complexe gq SSS-SONNSXE

groupe G_ est engendré par ses SOUS~GTOUPES SQ et 'f'q .
g

1.4, Les complexes (ﬂ)q , [{Eq] et U{J_a .
Notations. Dn désigne par gbq le produit ﬁq X K?q , muni de sa structure natu~
relle de complexe simplicial ordonné. La x¢alisation géométrique de iﬁq ezst munie
de la s.truc'ture de wacomplexe (g n} X [C’ QJ lef. 1.3., propriétd 31); ce
CW-complexe est noté [®q3 . ‘

Opérations de G dans (ﬁ)q . Elles sont définies par la formule
4
4 LR 2
(8) ge (x,y) = (gux, 9.yl pour tout {x,y} € L:)Q

dans laguelle g.x désigne 1'effet sur x de la translation 2 gouche de B

T -l

Ed

e}

., \/ ~ - v
définie par g {ef. 1.3., propriété 1)); et g désigne la matrice

[in]

Le quotient @ /G est muni naturcllement d'une structure de complexe simpli~
4

cial ordonné; ce complexe sera noté cf\\':q .

Remarguz. Les opérations de G respectent le structure de CLi-complexe K5 q3 H
- g
néanmoing il n'existe pas de structure naturclle de CW-complexe sur le quotient.
Filtration de & - , ) et o .
g g q
On définit un morphisme injectif & g : G w—3 Gq en posant, pour tout
t

g& ung H N

- 3 e (O3

8.....0

Lemme 7. 1) Ltiniection (5;:Q définit naturellement un morphisme iniectif

. - : . .
[COE & P G +(  envois la classe neutre 8 de G suy celle de S
4 G-t g g o T B 4

et transforme tout élément en un 2lément de meme tvpe; (;‘; egt compatible sveo

»

Jes structures de CW-complexes rgl? 11 et i‘f_?, f .
: Q S Loy
L]

2) @ . X G a est un morphisme injectif ﬁ?)q iwae 5 q’ compatible aves les styuce

tures de CWecomplexes [ @ ‘ij et fma.
g- - q

3) & q X éq définit naturellement un morphisme injectif &  : b 4
g G~

-3 d
a

Demonstration. 1) Le morphisme d'espaces homogines G :G/T -3 G /T défind

e . 9 9 9 8

par © q est injectif, puilsque

& (T y = T m : G 3
g g-i q 6*3( CM)

il définit un morphisme O o-1 —- 5 . ycar llimage de toute partis distinguge de
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, e e o \ ¢ /T
type J de Gq-—W/Tq—1 est une partie distinguée de type J de q/ 9
Le 2) est immédiat.

Preuve du 3) : les opérations rcspectives de G » et Gq dans ® o=t et & . donnent

lieu au diagramme

Gq—1 x 0 o1 > 0D g1
. . E 6 X‘G
e x {6 xeq) q qj(
G x 0 > 0
g 9 9

dont la commutativité permet de définir le morphisme & Q"

Soient (x, , x') {(pour i = 0,1) deux éléments ce @ ;o On introduit (pour
i i

. . . . N . . 5
la suite de cette démonstration) les notaticns SJ;q ' aJ;q-—1 s TJ;Q s2tc., qu
précisent celles définies en 1.1,

11 existe, par définition de ® ge1 des parties Ji‘et J7, de {1,...,q-2}

et des éléments 9, v gi de Gq-1 tels' que )
’M"\ et

: V) = 5 s i o= 0,1).

{(9) (xi , xi) (gi Jisget a; Jz’J‘i”) {3 1)

Supposons qu'il existe g & Gq tel que les images de (xo , ~xé) et (x1 ) x{) dang
0‘5q soient £quivalentes par l'asction de g. Il en résulie en .premier lieu (puisque

1
on les notera désormais J et J'. Il résulte alors du 3) du lemme 2 de 1.1, qu'il existe

les translations de i?q consexvent le type des éliments), que J0 =J, et .Jc" = J; H

des éléments s et s' de S y tetthde T tels que
Jiq Jiq
10) . = .S, ;
( {g eq(go) | eq(gj) s.t
- t = ! . |'t' ®
g eq(go) sq(gi) s

Il résulte de (10) que v
teg (G ). T .6 (6 .} ,
9 g-1"" q q g~
et par conséquent {puisque t e Td'q)’ t est de la forme €@ q('{) avec t & T‘J 3
14 §0=
et & =+1o0u &=-1, On en déduit d'aprés (1D) que g est dc la forme £€G (g), et
Q

t' de la forme Seq(t') avec t'e T o Comme s et s' sont respectivement

JUo-1
de la forme G (5) et G’q(s') aves s € SJ;q-1 et s'e SJ"q ; » il résulte
G-
de- (10) gqu'on a
~
g1 st

g; r;tt!

A

ai< a

. .

© @
0

1 #

$
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ce qui entralnc d'aprés (9) :

N [] = t R
g. (xD ) xo) (x, x1)

1

. ‘. N 2. pad il - S . . c*l .
Application. Les injections © 10 G 5 ,...,<5q définissent une flltratlén de. a’
on en déduit par -image réciproque unc filtration de q ; ces filtrations jouent

un rBle essentiel dans la suite de ce chapitre.

§.2, Etude perticulidre du 2-squelette des
complexes L8 7 et [0?) q] .
‘ q

2.1. Le Z-squelette du complexe.[f q].

Le Eomplexe ¥ et le Cli-complexe (3 q] ont été definis en 1.2,; on particu-
lier, le O-squelette Et?q]o s'identifie au groupe symétrique Sq . Le t-sguelette peut
 8tre décrit comme suit. Pour tout entier i tel que 1 $ i < g-1, on désigne par s,

la transposition

Soient s et s' deux dléments de S ; on les joint par une arBte (unique) si et

seulement si il existe ie {1,...,0-1} tel que s' =ss_.
4

Description du 2-squelette : les faces de dimension 2 (on dira désormais simplement
"faces") correspondent aux parties sSJ de S pour lesquelles J est une partie
o]

de {1,...,q-1} ayant deux €léments; les groupes S, correspondants sont de deux

J
espéces

1) J est. de la forme {i,j} avec |i-jl=z 2. On a slors la relation
2
(s,;8,) =e )
13
de sorte que SJ = { e 5. sisj, sj} ; c'est un groupe & 4 éléments., La face cor-
respondant 2 sSJ a pour sommets s, ssi s SS,5, , ssj ; on peut la définir par

: 1
l'attachement d'un disque le long du 1-cycle

[s, s, sssis‘j » SS, y 53,
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Les Taces de cette espéce seront appeldes les guadrilateres.

2) Jd est de la forme { i, i+1} avec 1s i€ g-2. On a alors la relation
3

8,8, = 8 y
i i+
+ clest un groups
= 8.5 s s, ,5. 8, ;j ces g
de sorte que 5 ={e, Sy, 5;5. 40 99,48, v 8;48 7

) 888,
a2 6 éléments. La face correspondant 3 sSJ a pour sommets s, ssi » 55,8,

88.8, ,S ss, ,8, , S8 ; on peut la définir par 1ltattachement d'un disque le
ERE TS I A ES -1 i+1
long du 1-cycle

, S8 y 5} .

ss, .S, .
s, ssi . ssis, , 14155 o1

, 85,5, .8,
i+1 i i+t 3

Les faces de cette espéce seront appelies les haexagones.

2.2, Le 2-squelette du complexe [5{9.
Le complexe B . et le CW-complexe {E(g ont &té définis on 1.3.; en parti-

culier, le O-squelctie C%gq]o stidentifie & l'espace homogéne Gq/”fq ,

Description du 1-squelette : les couples de points de Gq/Tq qui sont joints

par une aréte ds L€ ] sont ceux qui sont l'image des extrémités d'une axlte

.

de [3’ ] par ung application X ; s-—,ég ; ce sont donc les couples de la forme

{é, gs.} (pour tout is= {1,...,q—1} et tout g € Gq).
i

Description du 2-squelette : les t-cycles auxquels est attachée une face sont de

deux espéces': 1) les cycles

N .

g, g8, » 98,5, 4 gs. , é] pour tout (i,j) tel que li-jl > 1 et
J
teut ge G
9

2) les cycles

. . .
<

. ! T — — .oy -
gs S 8 S our tout
Los §8; + 95;5; 4 » 95,8, (S; v 95, 48, 68; » 9] P
i {1,.00,9-2] et tout g =6_ .

q

Les propriétés suivantes (aisées 3 verifier directement) sont des cas particuliers
de celles établies en 1.3.:

1) Chaque arfte a un type qui est un entier i tel que 1< i s g-1. De mime

chaque face a un type qui est une partie {i,j} de {!,...,g-1} ayant deux éléments,
2) Tout couple de sommets asuquel est attachée une arBte est formé de points dis-
tincts, De mBme les faces de premidre espdce définies ci-dessus ant 4 sommets
distincts; on les appelle des guadrilateéres. Les faces de deuxiéme espécé ont 8

sommets distincts; on les appelle des hexagores. Une face est un hexagonz ow un

el2
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€ i ! 2 ] consécu-
quadrilatére suivant que son type est ou n'est pas forme de deux entiexs

tifs.

3) Chagque ar8te de {(iq] est bien déterminée par ses deux extrémités . De méme,
chague face est bien déterminée par son intersection avec le O-squelette.

4) Chaqde translation & gauche de Gq/Tq se prolonge naturellement en un isomor-
phisme de L8 d} laissant invariant le type des arBtes et des faces.

5) Etude de l'enscmble des ar@ites issues d'un somnet donné,

Notation. Soit i€ {1,...,g-1} . On note t, la "matrice é&lémenteire” classi-

guement notée e, ., clest-3-dire la somme de la matrico unité et de la matrice
i i+l,d
{a, k) définie par
Js ‘ )
a, =0 pour (j,k) # (i+1,1)
3k
a, . = .
i+1,1

: . : - . o HE S
Proposition 2%. Saoit o e Gq/Tq ; soit g un représentant de © dans GQ ; spit

ig {?,...,q—@} .
1) Llapplicstion P .

r o3 ST 1
Z 3 A p— L g‘ti » 9 Si'}

- : - . r 2 e
est une bijection de Z gur llensenble des arftes de tvoe i de z_Ctﬂ» igsucs de ¢,

2) La seule donnée de c détermine & composition prids avec un ispmorphisme

arbitraire de la structure affins de Z .

. ~ . r . .
3) Soient e« et o' doux arftes de tvpe 1 d Lff ] issues de ¢; on_pose

_ q

1 un inveriant de llensemble

§&—1(d3 = A g}_%i;1(&’) = At. Llentier f% - }‘l o

{M ,cL'} . Cet invariant est conservé par toute translation 3 anauche de [tz Je
g

Démonstration. Le 1) de la proposition 2' traduit le 2) de lz proposition 2 de

1.3. dans le cas particulier od J = {i} et J* = @. Le 2) résulte immédiatement
de la formule (7) établis au cours de la démonstration du 3) de la proposition 2
de 1.3. Le 3) de la proposition 2! est la traduction, dens le cas particulier
congidéré, du 3) de la proposition 2; c'est par ailleurs un corcllaire immédiat

du 2) de la proposition 2°'.

Voici trois applicaticns importantes de la proposition 2! 1
Corollaire 1.(Lemme du quadrilatére). Soient €, ¢!, c" +trois sommets dz L8 17,
g
On_suppose que c© gt c' sont joints par une ar8te de type i, et que c' gt ¢” sont

joints par une aréte de type j. Si i - jl » 2, il existe un sommet c' et un

seul de [‘@q] tel que

013‘
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»

~ ~ »
c et e' solent jpinis par une ar8te de type ]

~ -~ »
e! et e scient jeints par une oréte de type 1

~e

1e 1-cyele [e, e, ¢, c', c] borde un guadrilatére de Eﬁ{; .

Démonstration. On se ram@ne par trenslation au cas ol c© = g, D’ap;és le 1) de
Hempns tratlon

: . ; . 9 - . ' 2 g %
le proposition 2!, il existe des entiexs A et tels qua gt o= 1% e
] 7\ A‘
et = t? s‘t? 5. .0npose t/t) =g ; ona
iTid i
A AT
gs, = t. 5. T,
i LA S
A W
gs,s, = t s, T s, ;
ij i1 37
1 : " o
de sorte gqu on peut prendese ¢f = ;sj .
Llunicité résulte du Tait suvivent @ tout t e 7 qui vérifis
s, ts. & T et s s ts.s, & T
i A g Ji a3 q

vérifie aussi {lorsque i - ji 3 2},

Corpllaire 2. (LEH:K.IU de 1'hexagor E)a Soient e,cf c! cit quatre sommets de C\g jx “
? k4 H ¥
g

On suppose que ¢ et ¢ {reso. ¢! et ¢, rosp. o et ¢fY) sont ioints par une

Fy

iste alors deux sommetis bien déterminds

.
St
$—
]
X

arBte de tyos i {resp, i+%, resp. i)

c' gt ¢ de LY T tels que

)
0¢

(ot

iy ~ "
''et c", resp. c©

c et c' (res

a—— emshochedt

o

»

g2t ¢'") soient joints var unz arfte de tvpe

|

i+l (zresp. 4, rosp. i+1);

3

N g
le 1-cycie Le, e, ¢, ', ¢", ¢', c] borde un hexaaone de [ G 1.

0

e . ) - k3 - * - ¥
Démonstretion. Un se raméne per translation au cas ol ¢ = e, Il exisie des

M 3

. P " i /,;"‘"’*-"'—,*\‘
entiers A ,2, 3 tels que ¢t = tg s, , c" = t? s,t? s, y 8t
T i i i1 d+1 i+
[/
e = t2s £tV s tAS. . On pose
i 1 i+t i+1 4
+ 14
£} e t) 5t s 48, = g,
LA A+t det i dst i
. ?\I ?‘ll
Puisque st .8, & T et s.s, s, &8 & T ,
A ii+td n id41 4 d41 4 o]
on a aussi ge TO .
- On vérifie que Eé, g;_ ’ égfng\ ’ ag—;*“hg ] = [ec, ct, " gt ] )
i i i ii+d oo ’
. . P ' . ~ (2"
de sorte qu'en peut prendre ¢! = gs, gt c" = gs,

s
i+l i+t i

W1k
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Ltunicité résulte du fait suivant : tout t e Tq qui vérifie

& T
Si‘tsi q '

s, ,8.,ts. s, . T s
i+t7i id+t T g
s, ,s,ts,s, 8. T
et 53 ittt i 4 A+t i q ’
vérifie aussi s. ts, e T .
i+t i+t g
s, ts, s & T ,
et 517541 Tier s q

3 + : ” )ea
Corpllaivre 3. (Lempe du trlanqle).So;cnt c, c', c" 1rois sommets de ["q} R

s

On suppose gue ¢ et ' , ainsi guz ¢! et c", sont jicints per une ard8te de type i

o GBS

et gue ces deux arBtes sont "consdcutives!, clested-dire que ll'invarient dsfini

au 3) de la proposition 2! est égal 3 1. Alors c et c" sont joints par unes

arfte de tvpe i, gonsécutive 3 [e, ') ainsi gu's (e*, c"J.

Remarque. Un notera que contrairement aux cas du quadrilatire et de l'hexagone,
le l-cycle dont on étsblit ici llexistence (c'est-2-dire [¢, ¢!, c", ¢7 ) ne

» borde aucune face de {Y? ] .

Démonstratlon du Corollaire 3. D! aprec le 2) de la proposition 2%, il existe

g £ Gq tel que (e, ety e"] = [gtiai . T gsi] . Dn se ramene par translation

aucas o g =g, On a
1 t -1
s ts. t = .t.t, 5,
iiii S ii i
et on vérifie que le terme de droite est un &lément de Tq ; donc

-1

A NN T
i . :
1 -7 /’_—‘T\
de sorte que {c, ") = (t,st , t.s.t s, )i
iii iiicvi

donc ¢ et c" sont joints par une ar8te d'indice i. Calculons par exemple 1'inva-

riant | A=A} du couple ([e, c*'J , [e', ¢"] ), en prenant tisi comme repré-

sentant de c; puisque

!

t.s.5.

e (mod T )} ,
itid q

cet inveriant est égal 2 1.

2.3. Le 2-sguelette du complexe [65 j

On rappelle (cf.1.4.) que [63) 1={¢ ] X [\ﬁ] ; un certain nombre de pro-
priétés de [65&} découlent zmmédlatement de cette définition 8t des propridtés

m{[ﬁg

«15
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.

1) Le O-squelette de [05;9 s'identifie 2 (eﬁ/?q) % (Gq/Tq) .

~
o

2) Une aréte de [® 1 est dite de premifre ou de segonde espice suivent que sa
Q

seconde ou sa premigre projection sux (:@q] est ponctuelle.
3) Toute aréte de L0 1 a un type (qui est um entier i tel que 1 & i< g-1);
c'est le type de sa projection non ponctuelle sur Cf;tg.

2 sl

4) A tout couple d'arBtes de mBme espice et de wéme type ayant une extrdémité commune

est associé un inveriasnt | A~ A1 .

5) Lemme du triengle : mdmez énoncé que le corollaire 3 de 2.2., 3 ceci prés qutil

faut préciser que toutes les ar8tes considéries .. ° de mime espica,

© g . » 3 2 A
6) Les faces de L9 ] sont diune part les produits face x peint {ou point x facae)
g

gui se répartissent en juadrilatéres st hexagones; st diautre part les produits

7) Lemme du quadrilatdre. Soient b, b', b" +trois sommets de L& Cn supooss.

3

gue b et b' sont joints per une ax8te de type i, o que B 2t b" sont joints

par unz ardte de type j. Si ces doux ar@tes sont diesplres différentes, ou sl

"o
. 3 . . . -5
li - 3l 2 2, il existe un sommet b' et un seul de [ 3 tel qus @
Q
e

~
b et b' spient joints par une ardte de mbme espice et mBme type que {b‘, b"] 3

T

~
. . . ~ o~ -~ 4
b' et b" soient joints par une arBte de mBme espico et mBme tvpe que (b, b')

o~ ~ -~
le t-cycle [b, b*, b","b', b] borde un quadrilatére de L&Sq} .

~ -

8) Lemme de l'hexagens : méme énoncé que. le corcllaire 2 de 2.2., & cecd pris

que toutes les ar@ies considérdes doivent Btre de méme espice.

9) [ﬁéqj est connexe : cela résulte de la comnexité de &  (cf. 1.3., prop. 6)).

2.4. Opérations de’Gq'dans le 1-squelette de [§3 ] et filtration de ce
- 2]

1-squelette.

9

2.4.1, Opérations de G dans [&5q]0 . La formule (B8) de 1.4. définissant les
opérations de Gq dans ﬂBq donne dans le cas particulier de [§3 ] :
g o

“ o LEEEERY 2Y P o s
(1) g.(x,y) = (g.x, g.y)} pour tout (x,y) € (G /T ) % (6./T ).
g 9 9 g

Ces opérations ont les propristds suivantes
v
1) On désigne nar Tﬂ le sous-groupe de G formé des matricoes triangulaires
supériesures st par Tq’\Gq/Tq l'ensemble des doubles classes de G & gaucha
q .

wmodulo T et 3 droite wodulo % o
q

.16



VI 1T

Spit le disgramme

& x G 2 y O
g, 9 q
(2) !
J '
/T ) % (G/T ) by, TNG /T
(B/Tg) = 16/, g q q

ol les applications verticales szont les applications canoniqgues, ot ol % 2t

ol sont respectivemsnt définis par

.o t. . , .
cous 6oy
ol (x,¥) = =x.uy pour tout (x,yl & L x G .
g q
. B
. e merm ] < AP mia i - /T 3. G
Ce diagramme cst commutetif, et l'applicetion o géfinit dans {C /T J- x (ag/T }
b9 9
la mime relation d'éguivalonce cue les opdrations de G . Comme o« est sur-

- : . B n - N
gctive, 11 en résulie queo [Uﬁ }(./G.q est naturellement isomorphe 2 lleasomble
Oi ) Q

Le sous—orpune oe G formd des Cléments nui laissent Tixe {g,e) ggj'DiagQ .

i

v .
ge T et e T .
oY q ;
ce gui s'éerit encore g T N T jorona T N T = Dieg .)
i 4 g ; !
2.4.2. L'inus le | et la filtration de [y 7.
g,q
Le terme a de la matrice ¢ = (&, .} est invarient en valeur absolue

0, 9 1]
si on multiplis g & drolte pax un dlément arbitreire de T et 3 gauche per un
. ¥ ) \ T ]
g1lément arbitrairve de T . Ceci permet d'associer 3 tout ¢liément de LD o un
B

entier positif ou nul gu'on appelle san invaiiantia I, et gui re dépend que
[ * PR =1
de son imzge dans LD 1/ d'aprds la commutetivité du diagramma (2}, 1'ine
oo g

1 v 14
variant ja ! de L'éldment {(x,y) deo & ] est égal a la valeur absolue
’ : g o

: t
du terme de la dernidre ligne et de la derniére colonne de  x.y .

»

Lemme 1. Pour qulun élément de [ 7 /6 soit dans l'image de & (ef. 1.4,)
g o g

Al feut et il suffit que son dnvariant |a | soit égel & 1.
. . 9,8
dit, pour qu'un élément (x,y} sboit équivalent modulo les opérations de ©

a un €lément gui soit dans l'image de éiq X (% » i1 Taut et il suffit qus

son invariant %aq q§ soit éaal a 1.)
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Démonstration. Il est immédiat que la condition  est nécessaire. Réciproguement,

soit g une matrice telle que fa_ | = 1; on peut alors choisir t € Tq et

H
e T de fagon que t'gt € & (Gq 1 . {I1 est possible de choisir t {resp.t’)
q .-

da fagcn que tous les termes non disgonaux scient nuls 3 l'exceptlon de ceux

de la premiére ligne (resp. colonne).)

Lemme 2. 1) L'invariant }a | prend la méme valeur sux extrémités de toute
G,

argte de [8?) ] dont lp type est différent de n - 1.

sl

faut et il suffitcue llinvarisnt ia 1 prenne la valewr 1 on l’urn do ses extrbe
?

mités, et gque son tvpe soit différent de g - 1,

2) Pour qu'ung ch."(,,tB de f@qj soit dans 1'imaoce de GQ X G‘ [63) 13,

Démonstration. Le 1) est immédiat, ainsi gue la nécessité de la condition du 2}.

Preuva de la suffisance ﬁu cette condition @ soit (k,y)ﬁi [ﬁbq}u ., tel que

1'invariant la | de xy soit 1; il exists alors d'aprds le lerme 1, des
n’ 4 i d +
représentants respectifs x' et y' de x et y tels que Lx'y'e:. G q (Gq ’); soit
alors g urig arfite deﬁ@5(-} d'arigine (%,&); supposons par exemple § de ce-
. ~ ‘ o N -1
conde espace {cf. 2.3., propriété Z); alors llargte x' g 8 pour seconds

t
projection sur L[5 1 une aréte 0 d'origine x'y' ; disprés le 1) de la propo-
q t»@‘*\ o T"**
" sition 2!, l'asréte y est du type {( 'x'y' , x'y' t] s ) ; si le type i est
i i

»t -
différent de n - 1, x'y'té est dans G‘Q(Gq 1), donc ¥ est dans llimage de’
i -
G ([CQ_1J

Corellaire. Tout peoint de [ ]0 qui est dans l'image ds & 9 X G peut 8tre
g

joint & un point de l'orbite de (é,é) par un chemin dont toutss les arBies

soient de premidre espice et de type différent de (g - 1),

(MBme résultat en remplagant "premiére espéce! par “seconde espéce®.)

Démonstration. Clest une conséquence immédiate du 2) du lemme 2 et de la connexité

de [.C q~1]

§.3. Le lemme fondamental,

3.1. Arftes de L 1 issues de (e,e); gnoncé du Jemme fondamental.

Soit i€ {1,2,..., q—?} «D'aprés le 1) de la proposition 2' (cf. 2.2.), les
argtes, de premidre espice d'indice i de [@3 ] issues de (2,8) sont les arBtes
[e, tz ] x e s ol A decrlt Z . On rappel?e d'autre part qua le sous-groupe
de'Gq laxosant fixe (e,8) est Dlagq (cf. 2.4.1.),



VI

e, t? si] X 8 ;u;_[ﬁ3q]

agient 6quivalentes par uneg opération de Diagq , il faut et i) suffit oue

Ceomted

Lemme 1. Pour gue les ax@tes Ce, tg si} x e gt

IM=IXl. 51 1AL # 121, les extrémités des arBtes correspondantes ng saont pas

Squivalentes par lee opérations de G o .

(tAs. , e) et (t¥'s, , &) soient équivelents par
i i i i ‘

Démnnstration. Pour que
une opération de Gn , il faut et il suffit gqutil existe t& Tq tel que
(Pt (e e T
i 4 i i a
geci entraine t € % . Ceci pfouve la seconde asserticn, laquelle entralne une
partie de la premiZre : la nicessité de la condition 1Al =131 . Réciproque-

mant, posons

. 0
1
deveanocisseses "1 = Y) ;
y i
0 1
on a AL LA
Vit =% 0 ¢
et i 2% a4
on en déduit Y)iti} Si = t:.)‘ SiY)i+‘|
g o

si; x & et [e, t; si] x & sont équie

>/

et ceci prouve que les arBtes [é, ti
valentes par ltopération de 05,‘

JENCE

Lemme 2. Pour gue le point (tiA s, &) _g_g_[ﬁqjo soit égquivalent A (e,e)

par une opération de Gq , i1 faut et il suffit que 2 =1,

Démongtration. Un celcul immédiat montre que

N

t.s. 5 t. (mod T ) ;
ii i q
one £ . L A
d t. (ee) =({ts. ,t, )=1(ts, , e},
i ii i

Ceci prouve que la valeur {Al = 1 convient; c'est la seule d'aprds le lemme 1,

: ~ .
Lemme 3. Poug tout AE Z, llextrémité <t2 Si N si) de l'ar@te de seconde

. ———e—,
- b ¢ 7 v - M * . )
espéce tg Si x Ce; 5;1 gst dquivalente 3 (e,e) par une opdration de G

Démonstration. La matrice t? 8, est symétrique; il en résulte que

L ]

[ ad
ot

[
I
®
[YN
|9
"
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gt par conségquent . iy . e,
Ry M A _L-")‘ - L A - }
t7 s {e,e) = (808, , 5,37 ) = (8] 8, , 8.0 »
i 3 SR S - i i i

Notations.
On ‘désigne désormais par £ l'oxbite de {e,2) pour les oplérations de
G . Les lemmes qui précédent mettent en évidence certains lacets felatifs de
i)
® ] modulo £
q g

- d'aprés le lemme 3, lc chemin compasé de llarte de premifre espéce

——— o
. . RPN N A M s s
[e, t? 5.} x & et de l'arBte de seconde espdce £ s, X (e, 8] est un lacet
i i i i i
. 3 ) " . P P
relatif de [ 1 modulo E ; on le note Y , an note v, - {oour tous
0 g i t 2,4,
g€ G ) le trensformé de Y . . pax 1° L
b : Vi
-~ d'aprés le lemme 2, l'exfte L=z, t.s
“
" S‘. A o h1 «~ - () Iy % ¥ pn -
modulo £ ; on le note ¢, 3 on note o, ic transformd de o | par l'opéroe
Q i i3g a

tion de g& G ;

g
- d'apres le lemmc du triangle {of.2.3., propriéte 3) les points (s

o MY
& v : Lo 8l
o~ . -
et {t.s. , ), extrémités de deux arftes "consdcutives” issues de  {e,e), sont
2 L -~ - halld - ’1\1
joints par une arlte de promidre espdce, de tvpe i. he chemin Le, =, , %.8.}
i i
X . eo 7 - .
est un lacet relatif deLﬁb J modulo & 3 on le note C .3 on note Q . son
g g L 1;g
transformé par l'opération de gg G .
q

] . . o N .
On note . s 8Y ., 7Y, etc., les lacets relatifs trensformds des prec
i, i i !
)

- : - = b, N
dents par la symétrie naturelle de {63 33 par exemple
I . -
——— Pasman s
' o @ . . !
Yo, = L), (e, t2s ), (5 €2 s)]
i, <L i i 4 i
; . R,
g, = e x Ee, t,sv] .
i ii
On vérifie qu'on a les relations suivantes :
-1
t A = ( )
(1) ¥idels i3
? ? 1 i ¥
) ~1
A
() 8 ne. =W TS,
ity 0 U4y i
Lemme fondamentzl. bLes lacets relatifs ) at % ) {pour tout
159

: - v 1,259 " “isg
16{1,2,...,:1«-13 , tout A€ Z et tout ge Gq) ¢

.

générateyrs de T(, (Cﬁzg > B Je

(Autrement dit, tout lacet relatif de [0 ] modulo £ est homotope avec extré-
q g ’

mités fixes & un composé des précédents et de leurs opposés, )

o
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3.2. Trois lemmes de diformation.

Définition. On appelle chemin de premidre (resp. seconde) espdece tout chemin come

posé d'erétes de premidre (resp. seconde) espice.

Lemme 4. Tout chemin de '"q’j, 1: d'origine dans £, est homotope & un composé
& ! R g

i v
) ) et ou gat
I

~ - § ° .
¥ ./3, I ¢ est composé de chemins du type \b(i,'}\ag {resp !:x.

de seconde (resp. premifre) ecpdce.

Démonstration. Démontrons par exemple l'énoncé dang lequel (3 g5t da seconde espdod
11 résulte du lemme du quadrilatére que tout chemin de {6 q3 gst homoiope au com-

pasé dlun chemin de premiére et d'un chemin ' seconds sspéce. Un sst donc yamend

auy cas ol {3 est de premifre espéce, c'est-d-dive du typs

{3 = (31 % /\52 ¢ saw oﬂr 3
al {31 ,[;}2 1eos ﬁ’r sont définis par des arftes de premigre espice. D'spres le

lemme 3, il exdiste un chemin [3 1’ défini par une arBte de seconds espice dforigins

' ité ue ' oi Y o Le chemi 16t homoe
Llextrémité de /31 s tel que 1,’31 'ﬁ"i soit un £ 5250 Le chemin ,i?) & 3
-1
i H .
(/31 a{’31},({31 ./32 o wes /3r) ;

il résulte du lemme du quadrilatere {appliqué =1 fois) que le chemin

ﬂ;-"l.ﬁz o eee 'ﬁr est homotope & un chemin du type /3‘ {g; , 0u 30 est

défini par r-1 arétes de premi&re espéce, et a&ﬁ j; est de seconds espéce; cacd,

tope &

par récurrences, achsve la démonstration.

Lad
{Paur l'énoncé dans lequel /3 est de premidére espiéce, la démonstration est

-

analogue & ceci prds qu'on utilise la formule (1) de 3.4.)

Lemma 5. Soit ﬁ = [:b, b', b", b) un lazcet de {ﬁ)} défini par trois arftes ori-
4]

entées de mme tvpe aul sont deux & deux consdcutives, Soit oo un chemin gilorie

) o |
gine dans Eq s dlextrémité en b. Le lacet of. /3 NS pat homotope 2 un conposé

des lacets relatifs ‘gi Aig bi I ;’i , £t de lsyrs npposés.
s ;7.: ;g

Démonstration. On suppose par exemple gue [3 est de premidre espéce, Diaprds le
lemme 4, & est homotope & un chemin . de type a co s ol y est composé de cheming
du type xi,?\;q y B8t 20 a est de seconde espéce; on est donc ramens au cas ol
o, est de seconde espice. Dans ce cas llapplication répétés du lemmaa'{ﬁg quatdsi-
latére montre que o . ,G .35'1 est homotope 3 un lacet ’v% duy mBme type que f’J ¢

oy
dont l'origine b est dans E . Puisque la familie des latets relatifs s ato.,

¥ig

+ 21
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est stable par les opérations de Gq , ‘Onpeut s ramener au moyen d'une telle opfe

ration au cas ou b = (8,8). - R
(h L8 ) (&6 1 £ 5;)

q,ﬂ ) ) ———
s : //(k?”s‘ 245
(e, &) = . eE8)

11 existe alors d'aprgs la proposition 2! (cf. 2.2;) un entier A tel que

2 é}~+1 Q] ’
/3 f_e,t g ¥ s, el xe.

On pose

/""\-
[e,t?‘si,t, ,e]xts up

Le lacet fj' est homotope 2 5' ﬁ S' ; donc d'apras la formule (2) de 3.1.,
il est équ:walent de montrer le resultat cherché pour /3 ou pour [3 . Oxr s
transformé de ﬁ' par l'opération de ti est

M Va - .
A A+2 . .
[e.t. 8, » t, s..e]xs
. i i i Ti

J ”~

( car tti = ;:;i); c'est un lacet du m@me type que 3 , meis dans lequel l'entier '

A est remplacé par A + 1. On peut donc, de proche en proche, se ramener au ces
L o
ot {3 correspond 3 la valeur A = 0; dans ce cas,‘ﬁ n'‘est autre que le composé

5z .57,
p 8 1

Lemme 6. S0it o0 un_chemin de [63 ] défini par une arete orientés dont les deux
extrémités b et b' soient dans 1'1mage de Gq X eq » £t qui ne soit pas_gslla-
~

méme contenue dans cette image; alors o est homotope 3 un comoosé{} 8' p
14
ol (3 et (3 sont composés d'arétes de 6 X 6 ([55 ]),

Démonstratmn. D'aprés le 2) du lemme 2 de 2.4.2., l%ar8te considérée est de type

9 -1 suppoéons-la de premidgre espéce., D'aprés la connexité de [Bq-ij il
}ﬁxiste un chemin de secvcnde‘ espece ﬁ s d'origine b, tel que l'extiémité de [:5
#pit un point (noté b") de Eq » et que toutes les arBtes de (3 soient dans l'image
gg Gq x G _; toutes les arftes sont donc de type £ q - 1. Soit @' le chemin
*tr'anSlaté‘ de (3 par o " (c'est-d-dire le chemin d'origins b' obtenu & partir de
% par l’application répétée du lemme du quadrilatdre); soit b'" ll'extrémité de

ﬁ ' Toutes les ar@tes de (3' sont de seconde espice et de type 4 q - 1; slles
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sont donc toutes dans l'image de 6Clx é’q (cf. 2) du lemms 2 de 2.4,2.), Dtipris
le 1) du m8me lemme, l'invariant laq ql prend en b'® la m@me valeur qu'en b?,

: ]
clest-a-dire 1; de ceci et du lemme 2 de 3.1, résulte que ltarBte o' qui joint bY

& b'" est du type §. 3 le composé f3 eu'.ﬁ'ni convient donc.

g-1ig

3.3. Démonstration du lemme fondamental.

Le principe de la démonstration est le suivant : les lemmse 8, 3, et 10 ¢ci-

dessous montrent que tout lacet relatif f3 de [05&] modula Eq est homotope au

) tg, , etd'un lacet relatif
139 +;g

composé d'un certain nombre de 1 . &
Viuhig .
qui se trouve dans l'image de 13q x G ; ceci, par récurrence, démontre ls théo-

réme. Le lemme 7 sert & démontrer le lemme 8.

D&fininion. On dit qu'une ar8te orientée [b,b'] ds [}BQ] est constante (resp,

décroigsants, ete.} suivant que la valeur en b' de 1llinvariant ?aq qi est dgale
. 2y

{resp. strictement inférieure, etc.} & la valeur de cet invariant en b.

Lemme 7. Soit b un sommet de [ﬁﬁé] en lequel on ait !a | 2.
H

1) Il existe une_arSte de premidre espice décroissante d'origine b toute tells

argte est de tvps g - 1.

2) Jout coupls dfarfites de premidre espgce de type g - 1 issues de b, dant

Y'lune est décroissante, l'autre non croissante, est conséoutif.

L R e s At

Démonstration. Soient x et y deux £lé&ments de Eq tels que b = {x,y); les arBites
de premiére espice issues de b sont les [x, xt? 8.1 ¥ y o On sait {of. 2.4,2,,
ii

1) du lemme 2) que toute arBte de type différent de q ~ 1 est gonstante; ed

i=9q-~1, la valeur en b' de l'invariant }a ! est
$
I b +A b |
9Ty CTL
N . t
~(oll 1'on a noté (bk g) la matrice “xy). Il y 2 deux cas & distinquer s
3
a) b est un multiple de b .
g-1,9 9.9

Soit }0 1'entier défini par :

b + ) b am‘c
o-1sq o 9,9

Ltaréte correspondant 3 A= )b est décroissants; celles qui corvespondent &

A= A‘J +1 8t A= %0 - 1 sont constantes; toutes les autres sont croissantes,

b) b 1 nN'est pas un multiple de b .
a-1,9 9,9

Dans ce cas le réseau { a] A bq qg ne contient pas le point zéro, da
k]

o
g-119
sorte que deux valeurs consécutives de @& donnent chacune une ar8te décroissante;

+23
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toutes las autres valsurs de 2 donnent lisu 2 des arBtes croissantss,

Lepps 8. ITout lscet xelétif‘ A ode ® q] modulo Eq ast homotops & un composd

etc., 8t de lacets en tous les sommets dege

de lacets du type gi 1ig
25y

guels 1'invariant Baq,. q! ne_prend._gue les valeurs U et 1,

&

Démonstration. D'aprés le lemme 4, on peut se borner au ces ou {3 est da pre-

migre espéce,

Soit :ﬁj le maximum des valeurs prises par l'invariant la qt aux différants
¥

sommats de ﬂ . Drva. monis-r que si g ¥ 2, /3 ast homotope & un composé de

lacets du typs 1P . y ete., et dlun lecet da premidre sspéce sn tous
i,Aig iig
les sommets duguel llinvariant 9@.» | est eig ~ 1; ce qui démontrera lz lemme
¥
par récurrance sur g .

sl ctape : supprsssion des ar@ies de @ aux deux extrémités desouelles
fa | = E.

Soit [b,b*} une telle ex@te; il feut distinguer trois cas suivent la type 4

de cette ardte.

Premier cas, i < q~2 - D'aprés le 1) du lemme 7, il existe une erfte de premidre
espace [ b',b"] qui soit décroissante; son indice est g - 1. L'application du
lemwme du quadrilatére a {b,b',b"]) fournit un point g‘; le chemin [b,b'] eat
homotope & [b,b',b",b’} , donc & [b,gﬁ,b”,b'J . En g', la valeur de l'invariant
la , | est la méme qu'en b", elle est donc < g - 1; on a donc remplacé [b,b‘j
par un chemin homotope qui ns contient aucune ardts dy type considéré.

Deuxidme cas., i = g ~ 2. On prend deux arBtes da premire espace décrmissantaﬁﬁ
issues l'une de b, l'autre de b', et on applique le lemms de 1'hsxagons.
Trpisigme cag. i = g = 1. Goit b" comme pour le premier cas ci-dessus; diaprag
le 2) du lemme 7, les arBtes [ b,b'] et Lb*,b"] sont consscutives. On décompose

B=p, - Iepd o

2

[ comme suit :

La chemin {5 est homotope au composé des deux chemins suivants i

P
f3,1 . Cb:b’:b”,bj «)31 qui, d'aprés le lemme 5, est homotope ¥ un composé
des lacets \ 8 et ;
| Fidig 9459 gi;g '
. _
,’31 . L b,b",b"] ,(32 s dont le nombre d'arétes du typs considéré est infde

visur d'une unité & celui de [.3 .

o2k



. ’ VI J2hbis
b lovpedia lion e G fondlonontil

pelalices @

Fgura rele!

£’

3‘ g’

?_CIT\ me 8 g8

feelape 2 e lage

3 c"‘?ﬂl (.‘-ZJ

Lemm@ 3

| ~, 1) ~
iy 1
2) /“)‘i’ tﬁ a} el 5) ’ ld
RO 7,
71 s bm——
[ £

Do || « !“"

=
=2

Lemme 10

¢

-

‘0(1

f
T

R

g M

R elape 8

1% elage, o)




vI

gme 3 oy Wiemlga® oo ‘Eﬁ i P g"
== Epang ¢ guppression des sonmeis isolés i vt

£ . feombosition 3
Soit b' un tel sommet; (3 admet une décomposition

fe@, -Tobo5" T B,

ol les vaieurs de e | en b et b" sont ¥ £ -1 . D'spres le 2} du lemma T,

: 1] ¥ 4
tes arBtes [b,b] et [b!,bY] sont consécutives ; b et b" sont dong joints par una
aréte, et 33 85t hamotopa au composé des deux chemins suivante s

[51 . Lw,bt,b" 0] . f3 , auquel s'appligue ls lewme 53

By [b,b"] .j% , » dont ls nambre de w. ots du type congidird est inférde
1

pur dfune unité 2 celui de {3 .

Définition:l'invariant Saa ) f. Soit g = {ﬁi i) LN élenmht da 6 tel qua
=1eh ) ¥

fa_ | = 0. Un calcul immédiat montre que iau 1, ti reste invariang muaﬂd an ikl
9.9 -5

tiplis g & droite par un £lément arbitraire de TQ et & gauche par un élément grbie

b4 2 : . : T £ ~ .
traive de T . Il résulte gque pour toult éldment b o= (x,y) de [Uuﬁ?cz azn lequsl

, t _ . s
ja | = 0 ,1l'entier la i, | correspondant 3wy est indépesndant du choix dea
9,4 R A Y
i 5 . N s S e .
représentants x et yi on llappelle 1'invariant saq 1o S8 by il sst invarie-
S “1,0 =

ant par les opératipns de G dans {ﬁﬁq .

Remergus. Dans les mBmes conditions, on peut aussi définir l'dnvardant ]aq
3

Q"ij
Lemme 9. Soit [65 ] g partie de {§§ } formée des cléments oul vérifient

soit la | = 1 zoit le | =0 _gg ja o= 1, Jout lmeet velatif /3 de

S T R 9.9 9-1,4 &

[&h] modulo Eq sur_les sommets dugusl }ar qi ne orend que les veleurs 0 st
1y

>

1 est homotope & ur lscet relatif dont tous les sommets sont dans f{ﬁ ]

Démonstration. Le lemme est triviel si q = 2; on suppose g % 3. Soit b un sonmet
de fiﬁq? en leguel ?aq qf soit égal 3 0 ou 1; on utilisers les deux définitions
¥ ]

suivantes :

chemin standard de premi2re espéce issu  de b i chemin de peemidye espice,

dont les types des arBtes sont tous diffécents de g - 1, &t gui sboutit 2 un

point de{@5 1 .

chemin tanddr de seconde espéce issu de b s chemin de seconde sspica, dont

L X

les types des arBtes sont différents de g - 1 sauf éventuellement celui da

ia

£

dernigére ar8te, et qui sboutit 3 un point ol ja | = 1.
¥
§Gn notera que le nombre d'arétes composant un chemin standard psut dventuellement

Btre nul.)

25
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Ceci poss, on montre succsssivement’ les trois résultats suivants, d'oG ls

lemme découle immédiatement:

1) Tout peint b du type ci-dessus est origine d'up chemin standard ds premidre

sspice et dlun chemin standard de seconds . espéce.

Preuve. On choisit dens la double classe définie par b, une matrice qu'on note

t
(b k)’ (autrement dit, (bj k) est la matrice xy relative 3 un couple (x,y)
H

tel que b = {x,y)).

a) chemin standard de premi2re espéce. Soit b' llextriémité dfune arxBte de type i,

de premiére espéce, issue de b; il exdiste dans 1. 'ouble classe de b' une matrics

(h‘j k) dont les éléments de la dernitre colonne soient
9

b b + Ab b veeg b
i-t,9 " Ti+l,g ' Ti,q i+t,g ' "142,9 'To,9 '

(avee A € Z).
On peut, par ure suite de telles opérations correspondant toutes a des types

différents de g - 1, remplacer b soit par , soit par 1.

g-1.q
b) chemin standard de seconde esp2ce. Les éléments de la dernidre lignec de {bj k) H
?
b b eray b
a1 ' g2 "oy
sont premiers entre eux dons leur ensemble; par une suite d'erftes de types 1
choisie de maniére 3 sppliquer & bq 1 at bq 2 l'algorithme d'Cuclide, on
2 s
remplace b et b ar b! et b! tels que b? s0it un multiple
0,1 @2 P P, 9,2 e e, HeR
de bé o i il existe alors des entiers 2 g 1eres } tels que
b4
b! + A b' + Ab IR ﬂ b = 13
9,1 2°g9,2 3,3 9 9.9
il existe denc une suite d'arBtes de types successifs 1,2, ..., o-1 , telle
qu'a l'extrémité de la dernidre arfte, la valeur de Lliinveriant la | soit 1.
q,

2) Scient ﬁ ! eth"deux chemins standard issus d'un méme point b; le chemin

-1
!6' [3" MEE?.EE (avec extrémités fixes) 3 un chemin dont tous les sommete

sont dans [63 ]

Preuve. 0On nute b! et b" les extrémités respectlves de f3' et f3". D'apxis ie ?)

on peut se borner au cas ol /3' et /3" sont respectivemsnt de premitre et de se-
conde-espécg. L'application répétée du lemme du quadrilatire fournit deux che-
mins F}' et ﬁ“ » respectivement "translates" de ﬁ par /’3" et de ﬁ"' pax ,/5 .
Les chemins /3'"1 LN et /3" /3 "7 aont homatopes, Or l'inveriant fa |

959
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est égal 3 1 en tous les sommets de ﬁ’ (car les arBtes de f'g’ sont de méme type
que les orB8tes correspondantes de /3 t; glles sont donc de type # g-1, done 1'in-
variant | & | a mBme valeur en chacun des sommets de ﬁ ts or cette valeur est 1
3 l‘srigina'ge fil’ puisque celle-ci coincide avec l'extrémité d: chemin gstan=-
dard de'sec‘onde espéce ﬁ"), De m2me l'origine deﬁ " est dans {8 c;Jo ; 8t les

ardtes de [3 ", autres que la dernidre, étant de types différents de g~1, ne font

N ~
pas sortir de [ﬁq]o .

3) Boit o un chemin défini par une ar8te de B q] aux deux extrémités b et b

de laguelle la valeur de l'invariant la ql soit O ou 1. 11 existe deux chemins
H

standard (3 et [3', respectivement issus de b et b', tels que le chemin

-l . : . o~
[3 Ko ﬁ)' soit _homptope & un chemin dont tous les sommets scient dans [@t’]i) N
1

Preuvs. On examing les différents cas.

a) « est de type # g~-1. Supposons par exemple ¢ de premidre esp@ce; on chodsit
alors pour f3 un chemin de seconde espice, et on prend pour /3" le chemin d'ori-
gine b'! déduit de @ par application répétée du lemme du quadrilatére. L'eéxtré-
mité de /3 et celle de /3 ' sont jointes par ume arBte & , homotope & ,3‘13 oé.,ﬂ‘;
l'invariant la ql prend la valeur 1 aux deux extrémités de &,’ » Démonstration
analogue si o ;st de seconde espéce.

b) ot gst de premitre espdce et de tvpe g - 1. Si Ja_ | = 1 3 llune des extrée

¥

mités de ot., llautre extrémité est dans {Bq]o s de sorte que l'on peut prendre

3 et 37 constants. Le seul cas non trivial est donc celui ot }la | = O aux
g,
deux extrémités de o« .

On peut supposer (en transformant au besoin o, par une cpération de G ) que
qQ

b est de la forme (&,y); b' est alors de la forme (tu_1s ,¥); il en résulte

g-1
que la valeur del a q! en b! est égale A celle de la : | en b; donc
’ a-1s9 .
\aq_1 q‘ = 0 aux deux extrémités de o . On va montrer qu'il existe un chemin
)

standard de seconde sspéce issu de b dont le "tronslaté par ¢ " soit encors un
chemin standard; on va pour cela prouver qu'il existe un élément y' = (b" )

ek
de Gq de la forme

L 2 Fr
(1) ytigsiy b8, ... ti. SiL )
[avec :i.1 , iz yeous ir...1 # g-1) tel que l'invariant] a | de (&,y') et celui

?

de (2 » ¥') aient tous deux la valeur 1; ceci s'écrit

g-1"g~1

27
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(2) jb! | =1
9.9
‘b' + ?\ b' ‘ = 1 .
g-1,9 9,9
Ces conditions sont réalisées en particulier si on a
3) . bt = 1
‘ { Q.
b! =1 - A .
g-1,q
Pour réaliser (3), on détermine d'ebord une matrice y" de la forme (1) dont les
deux dernigres lignes soient
0...0 v 0 O
0...0 0 ¢ 0 ,
uis on pose y' = y'"s ﬁ1~ AS 8
P g-2 g-2 -2 q-1
c) o est de seconde espice et de tvpe g - 1. 51 ltinvarisnt la | prend ila valeur

1 en l'une des extrémités de ol , par exemple b, le cas est triviai {on prend /3
constant et 3! = .-1).

Si l'invarisnt la | est nul aux deux extrémités de of , il en est de mbme
pour l'invariant |a ’

q-1,
Il en résulte qu'il existe un chemin standard de seconde espice issu de b, noté
{3 , ayant les propriétés suivantes : toutes ses arétes sont de type £ q - 3,

sauf 1'avant-dernidre qui est ‘de type g - 2, et la dernitre, qui est de type

g - 1. Soient (51 ,[32 ,,..,F,r ‘les arétes qui composant ﬂ ; l'application

répétée du lemme du quadrilatére donne & ',(3; s /32' 1o f3 ! tels que les

-1 -2
composés ol .P1 ./32 . ene '/Jr»-E

ot Al ﬁé .‘/5;_2.&"

soient homotopes. Puis 1l'application du lemme de l'hexagone donne les arBtes

1

ﬁ;~1 ,{5; ,o." , de types respectifs g -2 , g-1, q -2 telles que lgs chae

. - -1
mins of ' ./3:“1 °/3r et (3;_.1 [5;: A soient homotopes. Puisque oL " est de

type q - 2 , la valeur de l'invariant ’aq ql 3 llextrémité de oL; est la méme
’

qu'a celle de [,’)r , c'est-3-dire 1,

Lemme 10. Tout lacet relstif de Y%qjo modulo Eq dont tous les sommets sont
&

~
‘gdans [fd ] ‘-est homotope 3 un composé des lacets: relatifs Y \ .,
— a0 d,Aig

; isg st de deurs opposés, -et.de lacets relatifs dont toutes les ar@tes sont
. » -

T

dans l'image de G XG .
q 9

q* (c'est le résultat duel de celui Gtabli eu début du b)}).

.28
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Démonstration. D'aprés le lemme 6, il suffit de montrer que tout lacet relatif

[5 du type considéré dans l'énoncé est homotope & un composé des lscets relatifs
‘ P 9 , etc., et de lacets relatifs dont tous les sommets sont dans l'image
1,430 . .

de 6 x G_ . La démonstration se fait en deux étapes; elle utilise la propriété

q
suivante (de vérification immédiate) :

(*) Soit b un sommet de LD } en lequel ja . | =0 et la 1 | = 1. Toute

: q 9,49 q-1,0

aréte de premidre eéspice de type q - 1 issue de b est telle qu'en son extré-
mité l'invariant la_ | soit égal a 1,

¥
Premidére étape: déformation de /3 en un lacet relatif ne contenant aucune aréte

aux deux extrémités de laquelle ja | = O.
1]

Soit o une telle ardte; soient 1’31 et b2 les extrémités de o 3 soient

o(,,i etol..2 deux arltes de premire espice de type q ~ ! issues respectivement

de b1 et b2 ; il suffit d'apres la propriété (¥) de montrer que, pour un choix

-1 .
convenable de of.1 eto(.z ’ o<1 L. g(z est homotope 3 un chemin en tous les

sommets dugquel | a | = 1. On examine les différents cas possibles; celui ol
’
o est de premidre espice et de type q - 1 est exclu (cf. 3) b) de la démonstra=-

tion du lemme §). On nole b} Elexlirdmile de =, p) b;.

celle e =« .

a) ot est soit de seconde espéce, soit de premigre espéce et de type < g - 2.
On choisit alors 061 arbitrairement, et on prend pour o(,2 la translatée de

oc1 Par oL .

b} o est de premitre espice et de type g -~ 2. On choisit alors &« i et o 2
arbitrairement. D'apr2s le lemme de l'hexagone, b’ et b’ sont joints par un

. ~ - e o al ! 2 ~ ~ ~
chemin ol.1 .0(.0.’.2 , homotope 2 041 .,cL.nLé s OU «;.L1 , ol et 0‘»2

sont des arBtes de premiire espice et de types respectifs q - 2, q -1 et g~ 2.

L'invariant | aq ql ayant la mé&me valeur aux deux extrémités de toute aréte
?

o] e o~
de type g - 2, le chemin oL1 . ol .0(2 a les propriéiés voulues.
Seconde étape: suppression des sommets Yisolés" de ﬁ ot fa |} = 0.
9.9

. ) -1
Soit b un tel sommet; soit o' (resp. o4 ") le chemin défini par 1l'aréte

de ﬁ qui a son extrémité (resp. son origine) en b; on décompose /5 commg suit :
-1

= . ' o " ° »

B=p3,. «£" .3,

Il y a deux cas & distinguer :

a) o' gt ot" sant de mBme espice. S'il existe une arBte de seconde espéce

issue de b en l'extrémité de laquelle l'invariant |a | est égal 2 1, alors la
g.q9

valsur en b de l'invariant ’aq 9 1' est 1; il en résulte que le cas ol of ' et ot "
. A
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sont de seéonde espéce est dual de celui ot clles sont de premigre espice; on
peut donc se borner & ce dernier cas.

Seit alors p l'invariant du couple (o ',o0 ") il existe des arftes de pre-
migre espéce, de type g - 1, qu'en note d1 ) evs d’p—1 ’ tellequuc les

couples (d,',d17, (d1 ,062), cie s (d}11 ,& ") soient consécutifs. On riote
e

bf, b, , «v. , bp 1 b" les extrémités respectives des arites
d.’,d1 »oees s oy ,ol" il résulte de la propricté (#*) que l'invariant laq ql
- y

de checun de cez points est égal & 1, et il résulte du lemme du triangle que
chacun des couples (R', b ), (b ’ b ) I (bp - b"} est joint par une
ardte. Le lacet relatif /3 est Homotope au composé des doux lacets relatifs

suivants : 1
ﬁ’)A N ! Lo [b" g e ey b R b’}-ﬁ , lui-m3me
}

homotope au composé de p lacets relatifs du twpe considéré au lemme S

3, <lbt by e bp_1 , b1 pz , dont le nombre de som-

mets en lesquels }a } = 0 est inférieur dlune unité & celui de /3 .

Q9,8

b) & est de premicre et o« ' de_scconde esnice. Toute motrice g représentant la

double classe définie par b vérifie dans ce cos {d'aprés la remarque du début

dua)) la | =0,]}a | = la ] = 1. Un calcul immédiat montre alors
9,9 o-1,q q,9-1 ,

qu'il existe t~€.Tq (resp. T ) qu'on peut en plus choisir de fagon que

tous les termes non diagonaux des q - 2 premiéres lignes (resp. colonnes)

soient nuls, de fagon gue t'gt soit du type

«al

0.........0
Cevev.n...0

- (3 eeess (O
Q) = ] o080 O

11 existe donc un chemin de premiére espéce /3 issu de b dont toutes les arétes
a
sont de type € g - 3, et dont l'extrémité b soit telle que la double classe
' K - . . -
qu'elle définit soit celle de Sq~1 . Soient /3 ' et /3" les translatés respec-
tifs de [3 par o' et o "; soiant b' et b" leurs extrémités respectives; on

note [b,b'] = a' et [b,b"] =", Le lacet relatif /3 est homotope au com-

IPOSé ( ') (g( '-1 VL n'.1
/31‘ﬁ0 . aO‘ )o(ﬁc -ﬁz) ®

Le nombre de sommets de /31 . f3; en lesquels l'invariant ‘a | prend la
. 9,
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ur 0 est strictement inférieur 3 celui de /3 ; de mEme en cs gui concexne
. : o~ .
v f32 . Tout revient donc 2 wontrer qus «* ! . :2" gst homotope & an
camposé de x Asg gtc. On peut, par l'opération d'un Clément convenable de
’

~ ~
6, se ramener au cas o b' = (e,e), alors b = (si ' &) 3 soit o ' llarBte

de seconde espéce si x [a éi & Ot L est homotope au composé de
%ot Lot et de o -1 . oL" ; le premier de ces lacets relatifs
n'est sutre que X(qi o et le second est du type considéré au a) ci-dessus.
-1, ,

3.4. Un complément au lemme fondamental.

Toute homotopie Enﬁre'chamins composés d'argtes de [85;} est composée d'un
nombre fini d'opérations appartenant & l'un des types suivants {
a) insertion d'un lacet composé d'une arBte et de son opposée;
'b) suppression d'un lecet composé d'une erBte et de son opposce;
c) inéertion d'un lacet défini par le bord d'une fece,

Topta'opérétion du typé {c) pedt Btre décomposée en un nombre Tini d'opére-
tions du type (a) et en une opération appartensnt a 1'un des deux types suivantss
t;i) remplacement du chemin défini par deux ?rétes prientées adjgcentes dtun
guadrilatére par le chemin de méme ﬁrigine ét extrémité défind pax leé-deux
'aqtres arétes,

é'z) remplacement du chemin défini par trois arBtes orisntées deux 2 deux adja-~
. centes d'un hexagone par. le chemin de méme origine st extrémité défini par les
trois sutres ardtes.

11 résulte donc du lemme fondamental que tout lacet relatif de [65 ] madulo
,?q, peut é#re défprme en qn_;omposé qes lacets relatifs Xiqa; s etc., par
une suite finie d'opérations des types.(a), (b),v(c’1) et (c'.) . Ce résultat

_ 2
- peut 8tre précisé comme suit

Complémant Bu 1 lemme fondamental. Tout lacet relatif de [03; modulo Eq peut Bire

déformé en un camgosé des lacets relatlfs K 5. E et de
Arg ' Oipq 28 byijg :
deurs oppcses pag une suxte finie- d‘gpératlons appartenant & 1'un des tvpes

) (C' ) et

suivants ¢ (a); (c’1

 b ) suppresszon d'un lacet compasé d'une aréte de secande espéce et dd san

QEEDSBB.
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Démonstration. Soit ﬁ; un lacet relatif de [_tﬁ;} modulo Eq qui admette une dé-
. =1 ' .
‘composition de la forme [3 = ﬂ1 Y- - S [3 , v oU est une ardte de.
premigre espéce. On peut transformer [3 par une suite d'opérations du type (a)
N -1, -1 _
en le chemin (/(31 . O o Bt .(31 ) . (/31 . ﬁz). Le chemin [31—1. ﬁz est
celui qu'on obtient & partir de ﬁ en supprimant le lacet ol . oL - ; on pourra
donc réaliser toute telle opémtion 3 lfaide des opérations permiées, pourvu
que la proprifté de l'énoncé soit vraie dans le cas particulier des lacets du
: -1 -1
type [31 - S 4 .ﬁ1 . Toutes les déformations utilisées au cours de la
démonstration du lemme 4 sont du type (a) ou du type (cf1); on peut donc se
borner au cas ol [31 est de ssconde espéce., Far des opérations du type (c'1)
Lo "1 ~
et (bz), on se ram@ne au cas de ol . o , ol & est une arBte de premilre
p———"
espece d'origine dans Eq y clest-ad-dire du type f_‘e, t?‘ s,] x e . En procédant
i 4 :

comre dans la démonstration du lemme 9, on montre qu'il est équivalent de dé-
montrer le résultat cherché pour la valeur # ou pour la valeur A + 1. On

. -} -
peut donc se ramener au cas ol A= 1; dans ce cas 32 . &% = 8 . 5,1 .
, i i

.32



CHAPITRE VIT

Etude globale de l'espace F

2, Structure du nerf de l'espace ?Fi

Ie §1 est de caractére général : on définit le nerf d'une stratification
et on donne quelques propriétés simples de cette notion, Au §2, ces propriétés

sont appliquées au cas particulier des nerfs @ et @i des. espaces ‘@;

i,9 d
et ‘gg définis au chapitre V, ainsi qu'd celui du nerf ¢M de 1'espace g%&
obtenu & partir de @;’q en fixant une variété intermédiaire, au §3, on définit
une fldche : ¢M - %h X %ﬁ (ol ﬁq est le complexe défini au chapiére VI), et
on montre en utilisant essentiellement le lemme des croisements & indices égaux
que, sous certaines conditions, c'est un revétement, Au §4, on démontre sous
1es‘hypothéses ny6, n1(V) =0 , le théortme de connexité de l'espace des
fonctions sans point critique (théordme 3) ; la démonstration utilise la plupart
des régultats semi-locaux des chapitres II, III, IV, la connexité de €Fi
(chapitre V) et le lemme algébrique fondamental (chapitre VI). Au §5, on en
déduit (& 1'aide d'un lemms sur la "presque isotopie®) que la fldche
¢M-¢ Qq X %q est un isomorphisme, ce qui donne également la structure de @i’q
et de ¢i (théordme 4 ; l'hypothdse de dimension est ici n 3 7).

§.1. Nerf dlune sgtratification,

1e1. Définition et propriétés du nerf,
Soit B un espace stratifié (ef. I,1.1) ; pour tout i 3 0 , on note ﬁi
l'ensemble (classiquement noté no(El)) des composantes connexes par arcs de

El . On note

Soient A et B deux éléments de E ; la relation L DB est une relation
de préordre sur B (en général, elle n'est pas antisymétrique), on la note

AD>B.
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Dfune facon générale, soit E wun ensemble muni d'une relation de pré=—

ordre } , on appelle complexe simplicial préordonné (ordonné si ) est une

relation d'ordre) défini par la relation S , llensemble E muni simultanément

de la structure de préordre ¥ et de la structure simpliciale qu'elle définit
naturellement (un g-simplexe est une partie de E formée de q éléments

qufon peut ranger en une suite ‘A1’°°°’Aq‘ telle que A1 > A2 Joosy Aq).
Définition 1. On appelle nerf de l'espace stratifié ‘B et on note W%E) le

complexe simplicial préordonné défini par la relation » sur llensemble E ,

Propriétés du nerf,

1, Soit E wun espace stratifié dont toutes les strates sont localement connexes

3

par arcs 3 solent ‘A et B deux éléments digtincts de B 5 si A € é, et

B.€ Ek , la relation A $ B entraine j < k , Il en résulte que la relation }
est une relation d'ordre, Donc d'apres la remarque 2 de I,1.2 : Si B est un

espace stratifié localement trivial et localement connexe par arcs, la relation >

est une relation dlordre.

2. S0it EBf wun espace stratifié localement trivial ; soient A et B deux
¢1léments de B! 3 s'il existe un point x de B qui soit-adhérent & A ,
alors A » B, .De ceci, résulte que si B est un espace stratifié arbitraire,
et f wun morphisme : E - E', alors ltapplication £ e ﬁ - ﬁ' définie de

facon naturelle par f est un morphisme : C(8) e'WKE')a En particulier : Le

nerf définit un foncteur covariant de la catégorie des espaces gtratifiés loca-

lement triviaux dans celle des complexes simpliciaux préordonnés.

3, Soient ‘E et B' deux espaces stratifids ; N (ExE') est naturellement

isomorphe su complexe défini sur B xE' par la relation de préordre produit de

t A(Br),

- celles définissant respeotivemeﬂt WYE)
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(En effet les deux relations A x A' DB x B' et (ADB et A'DB') se

o
-~ o

correspondent par 1'igomorphisme naturel B x B! »~ B x E'),

4, Soit B ur espace stratifié iccalement trivial, toute famille (¢j) de
®
cartes transverses de E définit une structure simpliciale sur B, celle dont
o
les simplexes sont les parties de E qui sont images d'un simplexe pour l'une
-] o
au moins des applications ¢j 3dF(Xj)-ﬁ By clest la structmre simpliciale la

-]
moing fine qui rende simpliciales toutes les applications ¢3 : (on a noté Xj

la source de ¢, ).

dJ
Soit B un espace siratifié localement trivial et lcealement connexe par

arcs. Soit (@) une famille de cartes transverses de B ¢ sl pour Loyt A € R
8XC8, pOLy \¢.J ke ¢ Bd bunr
o3 .

}Jo

Ll existe un iadice J 4el gue llorigine de ¢, goif dans A, alors la struc-
J

L -]
ture simpliciale définie sur B par la famille (¢,) est celle de WXE)
5 SR S8asf S8
]
(Bn effet, touts application &, est un morvhisme d'aprds la propridété ci~dessus
s

il reste donc & montrer que pour boub simplexe ¢~ de dr(E), 11 existe un

]
indice § tel que ¢ soit 1l'image par ¢, d4d'un simplexe de MXXﬁ)B Soient

o

A1,°.°,Aq les sommets de o rangés dans 1'cordre décroissant (1,90

Aq.> Aqu Yoo A1)° T1 existe un indice 3 tel que 1l'origine Xj de ¢j
soit dan A ¢ soit @j yne carte locale X, XY =& correspondant a ¢j
soit U 1'image 4o ¢j . Dlaprés la remarque 2 de I,1.2, Aﬂ,oeogAq sont loca~

lement connexes par arcs § donc A1ﬂ Ugoaoyﬁqﬂ U le sont aussi ; il exdiste donc

yne composante comnexe par arcs bien déterminde de A1ﬂ U & laguelle x, soit

d
adhérent, notons=1a A; s goient de ménme AE,O.O,A& : pour la stratification
induite par B sur U, A'; Al,c..,A' sont des éléments de U, ef llon g

1 2 q
A“ h2 Aq 1 Yosor A; , de sorte que o est dans 1i'image du morghisme

NKU) e-o\r(E)o Or d'aprgs la remargue 1 de I,1.2, on peut cholsir Y connexe

Qo

par arcs ; dans ce cas, ¢, induit (d'aprds la propriété 3 ci-dessus) un iso=-

[

morphisme wYXj) ~>&YU) 3 ceci acheéve ia démonstration),
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5.,.3% E est localement connexe par arcs et muni d'une stratification conique
(cf. I,1.3, définition 4), le nerf d'un modéle conique (ouvert) transverse en
un poiﬁt i est un invariant de la cocellule de x ; d'une fagon précise :

Soit E wn espace localement connexe par arcs muni d'une stratification

conigue, Soient x ef x' deux points situés dans la méme composante connexe

dlune strate de B ;3 golent ¢ eb ¢' deux cartes transverses de B respec-

tivement en x et x', dont les modéles respectifs X et X' sont des clnes
ouverts,

a) Il existe un isomorphisme ¢ s fl (%) ﬁvﬂ?X") tel gue i = ¢loy » (¢ dési-

gne le morphisme ¢ df(X>"ﬁdf(E) défini par @),

b) 81 X=X', 8i x=x', t sl ¢ et ¢' sont deux sections dfune méme pro-

o e

jection lccale sur un modele transverse, alors ¢ = ',

Démonsiration, a) On peut se borner au cas ol x=x'. Soib, pour N\ € ]0’1]’¢A
la carte transverse composée de ¢ et de 1l'homothétie de rapport A de X ;

on a visiblement ih = & . Dtautre part, E élant localement connexe par arcs,
on peut choisir pour tout A une carte locale N associée a ¢K , de fagon
que les images Uh des N forment un systéme fondamental de voisinages con~
nexes de x , On définit de méme une famille de cartes @&ﬁ , dlimages TU! ,

A
I1 est clair que si UK C:ng , le morphisme nabturel OMKUK) ﬁ'WTUKV) est un
isomorphisme, et que les Ui ont la méme propriété, On en déduit (& llaide
d'une sulite d'ensembies emboltés appartenant alternativement & 1l'une et ltautre

famillie) que si U, © Uk , le morphisme naturel NKUX) é»&KU&Y) est un iso-

morphisme ; on prend pour ¥ le composé des isomorphismes

#(x) »&J’(Ux) - dUO(U?'\,) - dlxe)

b) Dans ce cas particulier, le y obtenu au a) est associé &

1l'homothétie de rapport A/A' de X ; clest donc 1'identité,
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102,»;51;52§;gg1gg1 stratification naturelle d'une variété combinatoirement
tr’iang_lgllée', _ |

Soit V ‘une variété combinatoirement triangulée ; on a 4éfini en I,1.1 la
stratificatidn naturelle de V ;3 c'est une stratification combinatoire dont le

nerf W?V) a les propriétés particulieres suivantes :

1. La réalisation géométrigue de #(V) est naturellement isomorphe & B(V),

premiere subdivigion barycentrique de V .

(Ltapplication qui & tout é1ément de % associe son barycentre définit en effet

un isomorphisme de ﬁKV) sur le complexe simplicial abstrait sous-jacent &

8(v)).

2..80it B € ﬁi , soit b 1le barycentre de B ; 1l'ensemble des é1éments A

de V tels que A ) B stappelle étoile descendante de B dans WKV) s le

sous-complexe correspondant de @®(V) s'appelle €toile descendante de b dans

B(V) ;11 est isomorphe au c¢bne d'une (iu1)~sphére combinatcirement triangulée,
On note DE(V)]i (pour 0 ¢ i ¢ n=1) 1la réunion de toutes les étoiles
transverses de dimension { i . Les étoiles transverses de dimension i+1 ont
leurs intérieurs deux & deux disjoints ; le bord de chacune d'entre elles est
un sous—complexe de [B(V)]i isomorphe & une i~sphére combinatoirement trian-
gulée, Ceci définit sur B(V) une structure naturelle de CW-complexe ; ce

complexe est classiquement appelé complexe dual de la friangulstion de V ;3 on

le notera [B(V)] ; il a d'aprés ce qui précdde la propriété suivante :

IL'application gui & fout élément B de V associe 1'étoile descendante

dans B(V) du barycentre de - B est une bijection de V sur l'ensemble deg

cellules de [B(V)] ; 81 BE€ 61 , la cellule correspondante est de dimension i.

3, Considérons l'application v : V - (ensemble des parties de Vo), qui & tout

élément B de V associe 1l'intersection de Vo avec 1'étoile descendante de

* 3

B ; soit @i 1'image de Vi par v (en particulier, @B gltidentifie & VO) 4
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on note: &'
o

LRVl S

'application v 4éfinit un isomorphisme de (V) sur le complexe simpli-

.cial grdoriné défini sur & par la relation d'inclusion,

stidentifie & l'ensemble des intersections du O-squelette

On notera. que

[G(V)]O avec les i-cellules de [®(V)] , donc chague cellule de [B(V)] est

bien déterminée ‘par 1'eénsemble des O-cellules gu'elle contient ; a fortiori,

chague cellule est bien déterminée par som bord.

1.3 ,mgﬁg&v?@g@‘ge;stratif“ié mnd d'une fibration compsatible avec la strati-
fication, |
Définition 2. Soit’ E un espace topologique stratifié ; soit B un espace to-
pologique ; soit p : B —'B ~une_fibration Jlocalement triviale: ;v pour tout
'x €B, 'lyﬁf_iimagev réciproque p'"' (x), munie de la stratification induite par B ,
est notée F_., On dit gque p est compatible avec la stratification de B si
pour 'tOui': x € B '-il_ existe un voisinage ouvert U de x dans B et une tri-
: vié_lisation

Tt UXF - '115-;1;(11)‘
gui s'oi‘b un isomorphisme (pour la stratification produit sur U x'Fx et 19.

stratification induite par E sur pd1(U)).

On peut choisir 'alors <t de fagon que =(x,y) =y pour tout y € F oo

Proposition 1, S0it E un espace topologigue stratifié s soit B un esgpace

topologique ; soit p : E - B une fibration localement triviale compatible avec

la stratification de ‘B soit x € B,

Le gr‘o;_z“pe '1;1(Bv;_x) opere & ‘dr.oite de fagon naturelle dans d{’(Fx), et on

& un morphisme injectif naturel :
() ‘W)(FX)/Q (B;x) - d(E).

Le morphisme (1) est surjectif si B est connexes c'est un isomorvhisme si

les conditions suivantes sont en plus satisfaites
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(i) B est localement connexe par arcs 3

(11) la stratification de F, st localement friviale ;

(1ii) tout point de P n'est adhérent gu'd un nombre fini de cocellules

de B .
a8, -

Démongtration, Soit y wun chemin dans B , d'extrémités x et x'., Si ¥y

‘ent contenu dans un ouvert U au-dessus duquel E est trivial, le cholx d'une
trivialisation (compatible avec la stratification) de E au~dessus de U défi-

nit un isomorvhisme Fx - F Cet isomorphisme ne dépend en fait ni du choix

xt °
de U, ni de celui de la trivialisation au-dessus de U , car il peut étre
défini a l'aide des relevements de vy dans les strates de .B .. On note cet

isomorphisme hY ; 1l a vieiblement les deux propriétés suivantes 3

a) 81y =Yy, est une décomposition arbitraire de 'y , alors

b)‘si vy et y' ont mémes extrémités et si leurs images sont contenues dens un
ouvert U de B au-~dessus duguel B .est trivial, alors hY = hY' 0

Goit maintenant y un chemin arbitraire dans 3B ; toute subdivision de
[0,1] en un nombre fini ¢ d'intervalles consécutifs I1,...,Iq définit une

décomposition Y=7%,. ovs o ¥ de vy . .Si la subdivision est assez fine,

1 ’ q

h ,ese,h existent ; le composé h 0,..0h est (d'aprés a) ci-~dessus) in=
Y Yq Yq 1 |

variant par raffinement de la subdivision, il est donc indépendant du choix de
la subdivision, pourvu qu'elle soit assez fine ; on note ce composé hY . Il
est clair que lapropriété a) est encore satisfaite ; et, d'aprés le propriété

b), .hy ne'dépend que de la classe d'homotopie (avec extrémités fixes) de Y o

Ceci deéfinit les opérations de ﬂ1(B;X) dans c“%FX).

On a dtautre part (sans hypoth®se supplémentaire sur la stratification de
R) un morphisme naturel dfCFX)'» W(E), lequel définit dans MF(FX) la ménme

relation d'équivalence que les opérations de n1(B;x). D'ol le morphisme injec=
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tif (1), qui est visiblement surjectif lorsgus B eat connexe, C'est un isomor-

s, la structure de préordrs sur E) est 1'image de celle de
f \ . £ &
&KFy)/w?(E;x)o Cr solt {AgA”) un couple d'éléments de zMKE) tels que
ADA' ; soit v € A'MP 3 ls condition i) entrafne que y est adnérent A
X

ANP ¢ cecl, compte tenu de la condition iii), entrafne qu'il existe au moins

une composante connexe par-arcs de AJWFK , notée Ay , & laguelle y soit
. &)

adhérent ; soit A; la composante convexe par arcs de y dang A'AP 5 la

9
condition 1i) entratne & D A!

o s

X

et cecl achéve la démonstration,
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§.2. Les espaces stratifids 3%

A S ol S
9q9 M”CEM, M’giﬂ

relations entre les nerfs de ces espaces

Dans toute la suite, W est le cylindre V xI dans lequel on identifie
vV x EO} & V ; on désigne par n 1la dimension de W .

F est 1'espace des fonctions de classe ¢ ¢ v x (1,0,1) = (1,0,1), sans

. s p a . s .
point critique sur le bord, Les espaces }i a et N (0 ilgn=t , 92 0)
9

sont les sous—espaces de 4 aéfinis en V,2,1. Ces espaces et les autres sous-
espaces de g gu'on introduira sont munis de la stratification induite par la
stratification naturelle de % (cf, I,3).

2.1, Décomposition de l'espace ?; q et de son nexf,
=9

Notation, Pour tout f €% , et pour toute variété de niveau M de f , on

note W& (resp. W;) l'adhérence de la partie de VW comprise entre V X {1}

(resp. V x {0}) et M.

Définition 1. Soit f 6‘55 9 s s0it M une variété de niveau de f ., On dit
St , :

que M est une variété intermédiaire pour f si tous les points critiques

o . N iz + e AN
d*indice i+t de f sont & 1tintérieur de WM , et tous ceux d'indice 1 a
1tintérieur de W& .

2

Lemme 1, Soit @E q le sous-espace de @; a formé des fonctions f pour les-
?

b

-1 . c s wo s Lqs e . . .
quelles T (%) ést une variété intermédiaire. Il existe un isomorrhisme

o~ e(;
i,9 i,q

espaces stratifiéds),

homotope 2 1'injection naturelle. (Tout ceci dans la catégorie des

Démonstration, Soit A la partie de IxI formée des couples (y,y') tels que

O0<y'" <y< 1. Le groupe Diff I opere dans A de facon que pour tout
(v,y') € & 1'application g g.(y,y') admette une section au-dessus de A ,

Le groupe Diff I opere aussi dans q} q par la formule habituelle :

?
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(g,f) = gof ; 1les opérations de Diff I dans @/i q et dang A sont compa-
?

tibles avec l'application « : @fi . A, qui d tout f associe le couple
' H

(37937‘)9 oi y est la plus petite valeur critique dfindice i+t de £ , et
y' 1la plus grande valeur critique d'indice i , Il en résulte (en raisonnant

comme dans la démonstration du lemme 1 de I,%.2) que a est une fibration qui

~

admet une trivialisation compatible avec la stratification de °;i q" Or ‘;i
’ ?

ntest autre que -oc_1(A), oli A est la partie de ‘A définie par

0<y'" <+ <y<1s; A et A sont contractiles et homéomorphes,

Définition 1%, On dit qu'une sous-variété M de W est (i,q)-intermédiaire

(ou simplement intermédiaire) s'il existe f €?’i a4 telle que M =soit inter~
=2

médiaire pour T .

On désigne par v‘/{; 1'espace des sous-variétés intermédisires de W , muni:
de la topologie habituelle des espaces de sous-variétés (c'est-id-dire la topo- -

logie quotient de la topologie ¢® des espaces de plongements),

~ ~

Lemme 2, 1) IL'application gi . »d, définie en associant i fout f € ?’i . la
H ?

variété de niveau f_T(—‘z-) est une fibration localement triviale compatibie avec

L

la stratification de %, o
= == Ti,q

2) Soit M €, et soit @’M la fibre de ?i située su-dessus de M .

[
’

Soit g;& (resp. ‘f;,[) l'espace des fonctions de Morse @

(g s 0, Ux1) > ([5,1],5,1)  (resps (W , VX0, M) ~ ([0,4],0,4)) ayant en

tout o points critiques, tous dtindice i+t (resp, i), Soit f €’5’M et

soient respectivement C;M,f , q;.Dz,f et C;;q,f les sous—espaces de 6;1‘/1 ,‘;;;I

et g;& formés des fonctions gui sont tangentes dlordre infini 3 f le long de

M . Dans le diagramme commtatif
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olu toutes les fleches sont les morphismes naturels, la fleche verticale de

gauche est un isomcrphisme ; qM (resp. ‘?;/'[ , resp. % ) est isomorphe au pro-

duit de gM,f (resp. ?;ﬂsf , resp. (ﬂ;{:f) et d'un espace stratifié trivial,

Démonstration,

5

1) Ie groupe Diff W opere & gauche dans ’Fi et dans JL de fagon com=

?
~

patible avec la stratification de cf“,q et avec ifapplica‘cion %i,q - ol
Diautre part il résulte de [3], Appendice, théoréme 3, v.114, que péur tout

M €l 1'application g g.M de Diff W dans ol admet des sections locales.
On en déduit le résultat en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 1
de 1,%.2 .,

2) Llisomorphisme }M " %‘ﬂg . ><°}' est clair, On définit.une fibration
de gM en associant & tout f! €‘¥M son jet d'ordre infini le long de M ; la
base est un espace topologique contractile ; on montre que la fibration est tri-
viale et compatible avec la stratification par le méme procédé que ci-dessus, le
groupe & considérer étant ici le sous-groupe de Diff W formé des difféomor—
phismes qui. laissent M stable ;3 il est clair que t;M,f est la fibre de @M

située au~dessus du jet de f . Méme démonstration pour la décomposition de

ﬂ; et celle de %‘;ﬂ .

Corollaire, La stratification naturelle des espaces F.. , F ,q S
— M,£ ° M, 0, M

z. est combinatoire,

1sQ

Démonstraticon, Dans le cas de ‘5«' ‘5;;1 5 w o cele résulte du corollaire du

lemme { de I,3.2 ; dans le cas de ‘}M . et ‘}(M r cela résulte de la remarque
.

finale de I1,%,2 . On passe de 1la & ?M s s+ Dduis & ‘fM , par le lemme ci—dessﬁs.
’-L

Application aux nerfs.

Notations, Soit M €4/, ; on conserve les notations ‘}FM ‘FE ,‘5;}1 , etc, intro-

duites dans 1'énoncé du lemme 2 ; on note &, , & & , & les nerfs res-

i,q M’ M’ M
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pectifs des espaces stratifids %. 5 G;IVI ,@;q ’@:M -

b4

On note %\’I le sdus—'groupe de Diff W formé des difféomorphismes qui sont dans

la composante connexe de 1lidentité et qui laissent stable M ; on note

Proposition 2, 1) Le morrhisme @M - CD;/.[ X CD;\;I défini par le morphisme naturel

(;M egl\; X‘f‘;/l est un isomorphisme,

2) le groupe 11 opdre A gauche de facon naturelle dans @M ;

de méue le groupe no(Diff W;p (resp. no(Diff W;/I)) opere & gauche dans @-BF’I

(respa @;’1) $ ces opérations sont compatibles avec les morphismes naturels

+ - s + . -
0y = Oy X & et N - (Diff W) x m (Diff WM).

3) Soit dU;O la composante connexe de M dans dbs  soit

?:i 40 la partie de ’}’i formée des fonctions dont les variétés intermé-
P 9

diaires appartiennent a AWH,O H CIDM/H est naturellement isomorphe au nerf

o de ¥ .

i,qs0 == “i,gjo0

Démonstration, 1) C'est une conséquence immédiate du 2) du lemme 2 et du fait

gue le foncteur nerf egt compatible avec les produits (cf, 1.1, propriété 3).

+

2) les groupes %M , Diff WM , Diff W;q opérent & gauche (de 1la

facon habituelle) respectivement dans C;M , ‘F;' ,‘?;{ de fagon compatible avec
les morphismes naturels ¥ % x% et g Diff iy x DIfF Wy . D'ol, per
passage au quotient, les opérations et la propriété de compatibilité annoncées,
3) L'espace 0”; est localement connexe par arcs, et, dlapres le
corollaire du lemme 2, la stratification de O}(M est combinatoire ; il résulte

donc de la proposition {1 de 1.3 que , GlbsM) opere & droite dans @M et qufon

a un isomorphisme naturel :

Soit l}e la composante connexe de e dans Diff W ; soit f G‘IM; 1ltap-

plication g+ g(M) est une fibration localement triviale de 3’e sur odb; 1a
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fibre située au~dessus de M est %WI° Cette fibration peut se factoriser par

4 ~

l'gpplication g+ fogﬁ1 de %é dans ?E , et la fibration de ¥
9

. i,q50
sur odb; (on a noté ¥, NE, =F,
1,930 1,9 i,qs0

450
o

Jo Il en résulte que les opérations
de n1G%;M) dans 2 sont composées de l'antimorphisme n1Q%;M)-»'H‘ défini
par la fibration 9@ —db, et des opérations & gauche de II dans @M . On a

donc le diasgramme commutatif

3 /(n, Ulsm) ~E> 2,

l ll,.q_;O

o oy D, o

M/H i,qgs0

ILa fl&che verticale de gauche est un isomorphisme, car la suite exacte d'homo-
topie

00— 11:1(011;;1‘4)'—> ﬂo(%M)-é nb(%e)» coe

de la fibration 9@ ~dl, montre que 1tantimorphisme n1Q%gM)~» U est surjectif.
La fleche verticale de droite est un isomorphisme d'aprés le lemme 1, Cecl

achedve la démonstration,

Corollaire, Pour gue le morphisme naturel @M/H-e @i a soit bijectif, il faut
?

et il suffit que l'espace Jé des variétés intermédiaires soit connexe.-

[ ——

Démonstration, D'aprds le %) de la proposition 2, la bijectivité duw morphisme

naturel & /I - @. équivaut & &, =&, ; ceci équivaut &
Ui 1,9 1,950 1,4
5 = % , clest-d-dire & la connexité de Jé.

igq300  Tisg
La proposition suivante donne une condition suffisante pour que M% soit
connexe, et par conséquent pour que @M/H N @i q° Blle est utilisée pour la

?

démonstration du théordme 4 du §4 (structure de @i q) mais non pour celle du
9

théoréme 3 (connexité de l'espace des fonctions sans point critique).

Proposition 3, Si n1(V) =0, ny6 et 2¢ign-3, llespace d) des

variétés (i,q)-intermédisires est connexe pour tout q » 0 . [On rappelle que
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n. =.dim W] o

Démonstration, Soit f GGE_Q.g toutes les variétés intermédiaires de f sont.
9

isotopes, et il résulte du lemme des chemins élémentaires de croisement (cfi
IT1,3.1, broposition 2) que 1'é1ément de noQ%) ainsi déterminé ne dépénd'que
de"la élasse'd”homotopie de f dans ‘;i,q » Ceci définit une application
nbegiyq) ﬁ-nbﬂua qui est vigiblement surjective ; 1l suffit donc de montrer:
que deux éléments quelconques de no«;i,q) ont méme image dans nOQ$Q s on
procéde par récurrence sur ¢ @

&) 0=0 , Les varidtés "intermédiaires” d'une fonction aysnt zéro point
critique sont les variétés de niveau autres que V x {0} et V x {1}, Soient
f et ' deux telles fonctions j; on peut déformer £! per isotopie pour
qutelle cofncide avec £ au voisinage de V X {O} (cf, 5.2, démonstration de
le proposition 8) s donc 'f et f¥ ont méme image daus ndG%).

b) Soit g » 1 ; suppesons la propriété démontrée pour 1fentier g=1 o
Soient o et o »deux‘éléments‘de noegi,q>° Diaprds le lemme de la base
(ef, [10], théordme 7,6, p.92) et le "cancellation lemma! (cf, [10], théordme
6.4, D.69), les conditions de 1'énoncé permettent de choisir dens ;' (resp, o)
un feprésentant £ (resp, £') qui appartienne é»‘??yq‘ et qui soit origine
d'un chemin de mort o , d'extrémité notée E (resp, !, d'extrémité notée:
g’)o‘ Soit M (resp, M!') une variété intermédiaire de ; (resp. §’>. Par
hypothese: de récurrence, M et M' sont isotopes ; on peut donc supposer, en
modifient au besoin ;v par une isotopie, que M'r;M , et que ;v et El
coincident sur un voisinage ouvert U de M . Soit B un chemin élémentaire

~

de naissence dforigine f , & support contenu dans U 3 B définit de fagon

~

naturelle un chemin B! d'origine f' ;3 on note f1 (resyp, f;) llextrémité
de B (resp, B'). Les fonctions f1 et f; ont une variété intermédisire
commune ;- or dlaprés le lemme dfunicité des naissances, f1 est igotope & f ,

et f{' est isotope & f' ; donc f et f£' ont méme image dans nan».
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2,2, Le nerf de 1l'espace ‘{i comme “limite" des nerfs des espaces %, . .
== =S =2 ,

z

On rappelle que l'espace ‘}'q_ a été défini en V,2,1 comme réunion des'
F. et des %. , ou & est la sous-variété de codimension 1 de &
1,9 1,95a Lydsa

qui sépare %, de %, . Ila codimension dfun é1ément f de F, est
i,q 1,9+1 i

définie par la formule (5) de I,3.1 :

codimension £ = vy (f) + vz(f) 5

ici vﬁ(f) est égal & {1 ou O suivant quj/a ou non un point de naissance, et
vz(f) est égal au nombre de points critiques de Morse de f , diminué du
nombrs correspondant de valeurs critigues, la stratification de ‘;i est
définie de la manidre habituwelle ¢ f appartient & lz sirate 652_ s8i et seu=

lement si \H(f) + v (f) =13 .

2

Définition 2, On désigne par Y le complexe simplicisl ordonné défini sur

l'ensemble {=1,0,1} par les relations =1 > 0 et 1) 0,

Soit y : ® » & un morthisme de complexes simpliciaux ordonnés ;. on

appelle mapping cylinder de y le quotient de la réunion disjointe de EXY

et de &' par la relation d'équivalence 3 (x,1) =~ x(x) pour tout x € @ .
Scit

X X

(1) @ —"2#@ —>oo¢->® _""‘9“%’@ s 00
0 1 q a+1

une sulte de morphismes de complexes simpliciaux ordonnés ; on note \I/q le

mapping cylinder de Xq . On appelle limite en escalier-de la suite (1) 1e

quotient de la réunion disjointe des \I,fq par la relation d'équivalence sui-

vante 3

X ® (x,{—‘1') pour tout x € ®q+1 c Wq et tout g % 0 ,

Proposition 4. Soit, pour tout q » 0, 2. e nerf de %Ti q et goit o,
e ,

le perf de ‘?i o Si nT(V) =0,

[0]
!
3
\ 4
[0)Y
()
n
Y

$ign=t, il existe

vne suite d'injections naturelles
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X
(2) B, Cip D, | Cemd gy, cmp B, oy D, —r s
1,0 1,1 1,9, 1y9-+1

t @i est naturellement isomorphe & la limite en escalier de la suite (2)..

Démonstration, Pour tout q » 0, on note %, la partie de %,
i,q+ls 0 1,941

formée des fonctions qui sont extrémité d'un chemin de naissance issu de &,

1,q

Soit A une cocellulede la stratification définie sur %, UF, .
19q. 1;‘130‘ 19’q+1;¢

N

par la fonction & valeurs entidres v, , Il résulte du lemme des chemins é1é-

2

mentaires de croisement gque A rencontre O;Ii transversalement , de sorte

°

s Qs

que Aﬂ@fi %o est de codimension 1 dans A , Il en résulte que le lemme des
LA %

chemins élémentaires de naissance s'applique dans A aux chemins de traversée

de AN%, ~ dont 1lorigine est dans %, . Le lemme dlunicité des nais-
s 4D 9

sances s"épplique donc- dans toute vz—s’cra’ce A, ce qui permet de définir

un morphisme

(3) @i9q X Y - nerf de la stratification naturelle de
(giyqugi,q;ocuq;igqﬂ;c')

prolongearnt 1'J:Lsomoz'phisme naturel &, X {-=-=1'} - 3 o De méme, sous les

i,q i,q

conditions de 1'énoncé, le lemme dlunicité des morts s'applique dans toute
vz-strate, A, ce qui permet de définir un morphisme réciproque de (3),. de

sorte. que (%) est un igomorphisme et définit, par vestriction & @i a X {1} ’
, ’ S

un isomorphisme x de &, sur le nerf &, de %, . Comme
q 1,9 i,9+15 00 i,9+13 0

est réunion de cocellules de @i , le morphisme naturel By de

1,9+ 0 9

dans &, est injectif, et le nerf de la stratification naturelle

&, ,
i,9+13 0 1,9+

de. ¥, U%.,  UF, est naturellement isomorphe au mapping cylinder -de
1,9 I,q95a. 1,9+ .

1'injection = o} de &, dans &, o Ceci définit la suite (2),.

2 Kq T Bg P %y i, i,q+t (2),

et montre que pour tout q , le nerf de %. V%, Uoooll &, est iso~-
i,o "i,0;¢ i,

moryhe & la limite en escalier de la suite (2), limitée & 8, q"; dtol le.
14 .

résultat,
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2.3, Qompléments sur la "structure locale" du perf (5);& de ‘E;’H .

Conformément aux notations de VI,1.2, on appelle A le (o=t )=simplexe
type de [Rq; on appelle Q le centre der & et ﬁ(A) la premidre subdivi-
sion barycen%:rique de A, La stratification symétrique de [Rq est canonique-
ment isomorphe au produit de R (trivialement stratifié) et de 1la stra’cifi'ca-,‘

tion induite sur A-0A par la stratification naturelle de @(A), Il résulte

donc de 1,2, propriété 1, que le nerf de la stratification symétrigue de rY

est canonigquement isomorphe au complexe simplicial ordonné X , sous—jacent &

1'étoile de Q dans la seconde gubdivision barycentrique de A,

On va appliquer la description de X faite en VI,1.2, & 1'étude "locale"
du nerf de g;[ ;  le résultat obtenu sera utilisé au § suivant (démonstration

du lemme 1 de 3.1),

Définition 3, Soit f eﬂ'f[ ; on dit qutun ordre - de lfensemble critique de

f est décroissant si

f(c1) Y f(c2) Yooo¥ f(cq)°

Soit o€ %’ soit f un représentant de o et soit p un ordre dé-
croissant de l'ensemble critique de f ., Soit J la partie de {1,2,,.,,q—-1}
définie ypar

y ' £ = f o
J €T (cj) (oj+1)
L'ensemble J ne dépend ni du choix de f , ni de celui de pu , ce qui jus~

tifie la
Définition 3!, L'ensemble J est appelé type de o

Lemme 3. Pour tout J < {1,2,00.,9=1} , om note F la face correspondante

J
du simplexe fondemental de 8(A) (cf. VI,1.2), bJ. le barycentre de Fj , £t
P 1'étoile descendante de bJ, dans X ..

*J
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=24

1) Soit o€ @; , de type J 3 ie choix d'un représentant f de o

t d'un ordre décroissant u de l'ensemble critigue de f détermine un mor-

o

. et st ea . +
phisme ?f ce F*J gur 1'étcile descendants de o dans ¢M o
s MU

2) Toute famille (%f p) cbienue par le procédé précédent, en faisant
9

décrire & o toulb l'ensemble @ﬁ , Géfinit la structure simpliciale de ¢E o

%) 1'é1ément o et son représentant f étant domnds, l'ordre décroissant

p est défini 3 composition pres avec un élément arbitraire du groupe S

{ sous-groupe de Sq engendré par les transpositions s, , pour I € J) 3 es

J

érations de S; dans RY laiss..t stables F. et F%J , et on a
£ ° 1 ot
\4) ¥, = c s, our wout & € S
Touos fou P J°

Démonstration, 1) Choisissons un cne ouvert X_ , normal & FJ dans &, de
J

sommet bT (de dimension card J), les points bT et np(f) appartiennent &

la méme cocelluls de la stratification symétrique de RY . Soit < wune carte
transverse en np(f), de source vXJ , défirie par composition d'une homothé-
tie de rapport assez petit de XJ par rapport & son centre, et de la transia-—
tion de RY qui transporte b. en n (f). Dlaprés le lemme {1 de T,3.2, 1llap-
J w
plicaticn nu admet une sectioﬁ@guvdessus d'un volsinage de nu(f) s et
dtapres le b) de la propriété 5 de 1,1, le morphisme JTXJ) - @& défini par
pot est indépendant du choix de p ; dlautre part il est visiblement indé-
perndant du choix de 5 3 on prend pour @f " ie composé de ce morphisme et
s

du morphisme  cancnigue P*J - NKM>Q

2) Clest une conséquence immédiate de la propriété 4 de 1.1 .

3) I1 est clair que si p est un ordre décroissant, tous les
autres sont les éléments de wosS, o Il résulte de la définition des opérations

de Sq dans RBRY (ef. vI,1.2, formuie (1)), qu'on a pour tout s ¢ 8

la formule (4) ci-dessus en découle immédiatement,
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§ 3. Rev@tement de Eq x & par @'M ; invarient algébrique

9

dt'un 8lément de § , .

1,

. . ._+
3.1, Le morphisme W" .

Les notaticons de ce numéro sont celles de 2.1, ci-dessus et du § 1 du cha-

‘pitreVi.
Seit M une variété intermédiaire de W; soit, conformément. aux notations de

‘ +
2.4., WM .
v

que 'Hi+1( M ’ bas i
plement s une base) est un isomorphisme ¢ de Zq sur Hi+1 (\'1'; s M)

1tadhérence de la partie de W corﬁprise entre V x {1} et M. On sait

, M) est isomorphe a Z7 ; une base de H, (w; , M) (on dira sim~

DPéfinition 1. Soit fe ‘}'; {ef. 2.1.,‘ler‘nme 2). Une base e est dite adantée

& f s'il existe un ordre décroissant c,

e gy, reees _cq de 1'ensemble critique
de f (ef. 2.3., définition 3) et un systéme de nappes descendanies orientdes

D1 Y Dzv,...,_D de f, issues respectivgment de c,

' cz yeeey cq tels que
(en désignant par (51 R 82 yeesy E.q) la base canchique de Zq), \f(éj) soit,

‘,(\.‘}': , M) ‘de la classe fondamentale

t t" 1 e l’. 2 :
pour tout “je §1,...,9} 4 Llimege dans H (4,

de Dj .

On notera qu'a toute base ¥ ‘adaptée 3 f est associé un ordre bien déter=
miné de l'cnsemble critique de f; on mote cet ordre |~'~('f). Si on fait opérer
le groupe symétrique Sq dans Z?de la maniére ha‘bi‘tuell .(cf; yi ,. 1424y

formule (1)) , on a

1) P'('f o 8) = p.(‘f) o & pour tout aa:Sq .

. | .
Lemme 1. Soit f ;‘}‘M ; 8i ¢ est _une bese adaptée A f, alors ¢ est aussi

adaptée 3 tout Glément T de "}‘;; suffisamment voisin de f, Bt situd dans la
strate do  (pour la stratification naturclle de 'Y;‘ ).

Démonstration. Si F est assez voisin de f, alﬁrs d'asprés la propric¢té 2 de I,?.é.,
il existe _('5,,'&') € DiffW x Diffl , proche de l'élément neutre, tsl que
Fufleorte “5'1 . On pose E(cj) = E'j 3 il résulte du'1) du lemme 1 de T, 3.2.
que le point (?(31)';.;.. #(2)) est dens la meme strate de la stratificetion

symétrique de RY que le point (f(c1),...‘.f (cq)). Enbp,articulier on a
Fe)2FE)2 .03 %’(Eq) ;
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D'autre part g(D ) est une nappe descendante orientle de ¥ J.ssgc de

o
que § est proche de 1'61ément neutre, 1'image danst Hi+1 (UH , M) de la vlasse

fondamentale de E(Dj) est la méme que celle de Dj y c'est-d-dire ¢ (cj}”

Le lemmeg 1 justifie la

. + + \ ,
Définition 1'. Soit G un élément dc‘ iM (nexf de ¥ “). On dit qu'une base

(.}) est adaptdée 2 6 §'il existe un repriésentant f de 6 auguel e soit adaptée;

{ tf est alors sdaptée 3 tout représentant de G Ve

Lomme 2. Soit G € @ . 3 soit J le tvoe de G (cf. 2.3., définition 3'). Soit

«.i: uneg base adaptw A G o

1) L'ensenble de toutes les bascs adaptées 3 G est contonu dans l’cnsc'mble

P e (TJ « 5 ), ces deux encemblos coincident 61 1 £ i m, . 3, (Pour
1.1.)

1a définition de T g cf VT
+ . . P
2) ‘f définit un morphisme ‘f* : F o J - §I~1 , dont l'image est 1'étoile

Y2

descendsnte de G ;3 pour tout s & SJ y 00 8
(2) (9 o s), = .0 s.

3) Soit ¥ef |

est adaptée 2 \f*(g).

; si g est un point du simplexe fondomental, slors 'f

Démonstration. 1) Soit f un reprisentant de 6 ; soient € 0 Gy aeee t:q les

points critiques de f rangés dans un ordre décroissant; soit D1 e D yeeay D

un systeéme de nappes descendantes orientdées issues respectivement dez
c1 s c2 seeey C 5 Teprisentant Lf . Soit M' une variité de niveau non critique
situce immédiatement en dessous de ¢, (c'cst ~3-dire de fagon qu'il n'y ait au=
cun point critique entre M' et la vaiiété de niveau de ¢ ); soit W' la partis
de w;; située entroc M et M'; on note H' 1'image du morphiéme

Hog (00 H (u;’,' CH) .

Soit Dj une nappe deccondante arbitraire issue de cj 'y orientée de fagon cohe

rente avec l'oricntation de Dj en ¢, ; soient of et o les ¢iléments do
. ) J

v o+ o~
H‘i+1 (\‘»’M, M) respectivement reprisentés par D, et Dj ; la classe ot - o‘c‘.est dans
J

H'. I1 en résulte que toute base adaptée & f (et par conséquent toute base edéptéa
) .

&G ) est de la forme ¥ e g, ol g appartient au sous-groupe de GL.(q,2) .engendz¢:
paxr .SJ et T.J } or ce sous~-groupe est identique & TJ.'.S‘J (ainsi d'ailleurs qu'a

§ T, 3 cf. . YL, 1.4, 2) du lemme 2).

VII.20



S:. la cond:.t:.an 15- i s ’n- .3 est re?ali«'éﬂ, on sait d'abfc‘:s l. leminé de
M
' le base, (cf. Eo’.\ » p. 92) quc l'on peut cho:,sxr 13J de: fagon que ot = &

: so:.t un élément arb:.traue de H" on peut danc chozs:.x: D1 " DZ Fewey Dq *de

fagon 21 représsntar un; élement arb:.traz.re de tf e (T S ) .

7 2) On- a vu gue,: pnur tout représcntant f de- 6 *-f da,f‘in:.t un: ordrc dicroissant

.]4. (‘f),__ de_.l'cn mblc crl‘clque de 3. le morph:.sme y ;. ( )y déf’:.n:. par le- 1)
o dik Bow 3 el 2.3, » c.,t 1ndépendant du cho:.x de f (pumqu :.1 garde la

‘m@me valeur si on remplace f par ﬁ .»uffzsammcnt voisin de f).. On posc

Yf,p.if) G-
Llu ?ummu_g »u.:z 3

On a ¢'aprds (1;), 'ci-dess'u's‘ et dlapris- J.c 3) :
CRS
Y}L(‘fa.:) Vp«y ‘fru(‘f)"
cecd prouve (2).
) c2 yeesy G les points critiques
de f dans l'crdra défini par ‘f . Soit ge F ; si E‘apparticnt.a’u simplexe

‘ 3) Soit £ un repr&.scntant de' G . Sc:.ent c

f‘ondaman‘tal, ses coordonnucs v«.rlfzcnt

_Engz’”‘?gq*
'soit J' la partic de J ddfinie pa:

eJ'@ g J+1

Par une pet;tc mod;flcatmon de f ‘au voas;naga des poxnts crzt;qucs cJ (pour

JE. .J - J'), on peut obtenir une f‘cnctmn f‘, ayant: memc enscmblr. crzt:.quc que f,

vii.ay

’_celle ue : ~ : :
et que o L, ‘l
je Jt & fle,) > fle, ,) .
j J+t
Une telle fonction f est un reprdsentant de ,(g), et admet @ comme base edaptée.

Chcn.x d'une basc. On cho:..;:.t une fois pcur toutes une baae 9, ! 2 H, | (\'I+ y M),

. iv1 M
A toute ‘base t? -on assoc:.e la matr.xce tf tf . |

Soit 6 € 2% 5 on dit qu'un 6lément g GL( 9,2) est adopté 3 G s'il est
-.-1
de la ‘Formo tf o ® cf ’ ou $ est une base adaptus a 6.

On u'ta.l:.sc la notatmn G pour GL(q,Z) ainsi que J.ea notations T , T
5J , déf:.n:.es' *"'I‘—T—- 1.4, i
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de type J; soit g une matrice adaptée 3 G ;

+
Proposition 5. 1) Spit GE @ "
a.paztie 5 indépendante ~hoix particulier de g.
la pa g5 de G /T gst indépendonte du o

! — 1 9 a')"' RNy 8
2) L'application (> gui 3 tout 6e @ " associe 1l'élément de q
+

défini est un morphisme Y " e @q .

— +
3) La réalisation géomdtriaue ]9 g] de § a une structure naturelle de

aingi

i
CVi-complexe, notée [§;], dont les cellules sont leos étoiles descendantes de

§§ :‘, oF définit un morphisme {:3_;‘ ;] ~> [ﬁq] biiectif sux chaaue cellule,
¢ .

pom——g

([\Cq] est la structure naturelle de CVl-complexe de 0§ o (ef. V1, 1.3,,

i

proprisété 3)).

) — ) . ) , .
4) Le morphisme > est surjectif si 15 i<S o o 3,

. +
5)Si 2=i= m-%  gtsi T, (V) =0, 1o morphisne & faitde L@ v

i,
un_revétement do @].

Démonstration. 1) Il résulte du 1) du lemme 2 que l'ensemble des matrices adap-

tées & G est contenu dens g.TJ.S 7 la propriété annoncée résulte donc du 3)

8 J
du lemme 2 <& ﬂ,’i.i,.

-
~2) Pour montrer que O  est un morphisme, il suffit dtaprés la propriété 4 de

1.1., de montrer que toutes les applications composées
>

"?% }(}é; (%] }‘g

5
*J q

sant des morphismes. Soit [3 1'isomorphisme de §  sur K défini em
n

il

VL, 4.2 3 on sait (loc.cit.,propridté 2) que ﬂ ( YJ) = F*J ; il suffit donc,
pour montrer que (O = 94 €5t un morphisme, de montrer que pour tout G de
type J et toute base Y adaptée 3 G , il y a commutativité dans le diagramme Suje -

-1

vant (dans lequel g = W e t? , et % désigne lo morphisme défini au début
(@] g .

de VI L3 !

A e
Fa *J 5 TJ

( 3) ‘f* r}\g i f‘_l

§+ o

M —%Bq

Or tout sommet de Fy, est de la forme s.&, ot se S, et ol ¥ estun

sommet de F%‘J appartenant au simplexe fondamental. Soit J' le type de § H



X aﬁ)-1 (Sg) = gs SJ,

g

D'autre part, d'aprés le 2) du lemme 2, on.a
Y, (s5) = (ges), (B) ;

donc, d'aprés le 3) du méme lemme, ¥ © s est adaptie 3 ip .*(sg). 11 résulte

on a

donc du 1) du mBme lemme et de la définition de W que

G e P (s¥) = 935,

ceci prouve la commutativité du diagramme (3).

3) C'est une conséquence immédiate de la commutativitd du diagramme {3) : llap~
plication X g étant injective (cf. EZE , 4;3-> . propriéte 2), chaque
\f* est injectif, et la restriction de o7 a liétoile descendante de & est une

bijection sur l'étoile descendante de CS+(G).

La démonstration des propriétés 4) et 5) utilise le lemme suivant :

Lemme 3. 1) Pour tout couple (5,8) de cellules de (G q] telles gue & o

= + > » » i3
tout reltvement U de X dans EQQ Vj s A1 existe un relévement G de X el
i

———

que P oG,

i

2) 5i TC,!(V) =0et 2= dig "Mm- ’lv*; le relévement donné par le 1) ost

unigue (lorsque g d et U sont donncs).

Démonsiration du lemme 3, 1}. Socient J et J' les types respectifs de 7 et & .
D'aprés le 1). de la proposition 2 @ Vi , 4.3, 5+ il existe g& 6 tel
que = Cs,] et § = [e5,]1 .

Soit f un représentant de U ; g est adapté & °C , donc il existe une base ¥
adaptée & f telle que Y ;1 © ¥ =g . Soit f' une fonction de type J obtenue
& partir de f par une déformation qui conserve un systéme de nappes descendantes
donné, représentant L§> ; soit G la cellule de [§ :n ‘3 défibnie par f!; G c,cmt.ient
T, et g est adapté & G ; l'ensemble des matrices adaptées 3 G est donc Eﬁ? ;
done @ (G) = Y- ;

2) On va dorner la démonstration de ce résultat dens le cas particulier suivant
(le seul qui sera utilisé dens la suite) : J' = J - {jd , Ol j,} est le plus petit
élément de J. Soit {‘l,...,{’,} la plus grande suite d'entiers consécutifs tels que

j1. + 1,000, j1 +0 appartiennent tous & J. Soient g, f, ‘f comme ci-dessus;

ViI.2%



soient ::1 , c2 yeesy, ©  les points eritiques de f dans 1tardre défini par &f “
Soient M! et M" les veridtés de niveau de f relauves aux valeurs f(cMM) Y

et 'F(c-1.,,1) +Y} , ol lg nombre positif Y} est choisi assez petit pour que

o

Ciq+l seres c:“&a soient les seuls points critiques de T situfs dens la partie

X de WM délimitée par M' et (", Considérons le diagramme suivant

4.. .
M) 3 (ensemble des J-cellules de[§ M]contcnanﬁ )

—

il

(4) ~ o
) 1}
Ensd
?‘ et (@nsemble des J-czllules de e ] contenant & ),

Jrod g

ol ’T\" est définl  ga 'VT , 4. 4. , et ol les morphismes considérés sont
J'F’J ‘ - .

leg sudvants @

¢

N . N it
- la fldche verticale de gauche est ls composée de 1'isomorphisme Hi+1(><,ni )% Z

défini par o4 et de 1'isomarphisme (} ,;\ ""’;\*ﬁ) i~ ‘t}, ol

1 2
1
. 1 ()
A |
(S) t.A:" O : ..
]
9 . o ,
0 ",; /

- la fliche horizentale du bas est définie par 1t e Ith J3 c'est une bijec~
tion d'aprés le 2) de la proposition 2 ele. TZJ A.3.
= dla flache horizontale du haut est ddfinie comme suit .

Soit ?{" llespace des
chemins issus de f, réalisant le croisement de c:31 avec ll'ensemble de points
.eritiques {CN” reees €5 *Q} {toutes les valeurs critiques égales par zilleurs

le restent). Puisque 71 (V) 0 et 3¢ <41 g€mo% , lo lemme degcroisements o cmchu.oeﬁaut

1
(‘géplﬂ Mwban lf) donne un isomorphisme H, (X ™MT) ‘6; D'autre parxt

il est clair
qu'on a une surjection noturelle

(%;) 3 .{ensembla des.J-cellules de £égjconfenant .',b}';,



D'ol par composition le fléche du diagramme; c'est une sufjection.

Pour achever de prouver le 2) du lemme 5, il reste & montrer la commutativité
du diagramme (4). Or l'élément de Hi+1(x’w) dont ‘les ‘coordonnées dans la base
définie par ¢ sont (;\1 ) '}\2 ,...,XE) donne un élément de Ledon‘t le point de
croisement admet § o t;\ pour base adaptée, et par conslquent gt} pour matrice
adaptée (t% Gtant définie par (5)).

Démonstration du 4) de ln proposition 3 1 dans 1'hypothise faite sut i, le théo-

- b
riéme de la base est.applicable & \‘.';: i l'image de ) contient donc le (-sque~

lette de [_\G q]; il résulte dons du 1) du lemme 3 quo <.?3* est surjectif.

Démonstration du 5) de la propmsition ™ : elle se fait en grimpant sur le sque-

lette de [ﬁ ], gn commengant au 1-squclette.

Soit x une l-cellule de [?3 ], saient & et S ses extrémitis. D'aprés le
1) et le 2) du lemme 3, la rcla’cmn "&tre joints par une arBte de [@ 3 définit
une bijection entre les images réciprogues de S et par L»J ; la rastmctwn
de & au lwsquelette de E&E ;] est donc un revétement,

Supposons démontré que la resiriction de 53+ au j-squelette (j 2 1) soit un
cevBtement; soit Y une (§ + 1)-cellule de {‘C(g, soit J le type de y , soit
J' l'ensemble obtenu en privent J de san premier élément; on choisit une cellule
6 y de type J', contenus dans X ; d'aprés le 1) et le 2) du lemme 3, & est un
revBtement (produit) au-dessus de Y done i est un revétement au-dessus du

=
{j + 1)=-squelette ds L& M]; cecl achive la démonstration psr récurrence.

- o
3.2 Le morphismg o et 1l'invariant sladbrique d'une fonction de ’3”

.q
On conserve les notations du n9 précdident; "“""‘”‘W plena foidt dim W = .

VI1.25

3.2.1. On a vu ci-dessus en 3,1, que pour tout M & 0“(:, le choix diune base \?o

de H:x‘.+1 (w; , M) détermine un morphisme e ; — € . De méme, le choix

° W ! L - o -
d'une bass L?n de ﬁn«i(wM y M} détermine un morphisme WO §M - B

d'aprds le 4) ds la proposition § de 3.1., (0~ est surjectif ei

19mne-i=1Snad
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clest~d-dire si
(6) 2« igm~-2;

De méme, . dtaprés le 5) de, la; m&me proposition, O est un revBmement si
'nf1(v) =0 et si

: + . P .
Donc, compte tenu de la décomposition @M ~ & wo X @.M (ef. 2.1, 1) de G pruporliond )
+ B
. . 1 - 3 W LM t
1e choix dlun eouple (af)o ,(Po) de beses respectives de Hi+1( M’H et de

;—L\5 i‘(w;{,M) détermine un morphisme ¢ de §r* dans Bq X ‘Gq i &> est surjec-

“1
tif si la condition 2= i<« 3 est vérifide; c'est un revitement si la

condition 3= it - 4 est vérifice et si 7T 1(V) = 0.

’ +

Définition 2. Soit (30 'y ') un couple de bases respectives de H, (W ,M) et
s] 0 i+ M

de qu-i(wf-VM)' On dit que gf[; est la base duale de ¢, s'il v a conjpatibil;‘.t,é_*

dans le diagramme suivant :

~—> "1

t
9 P ~ .
Z 4 }. Hn‘-i(uM ’ M) y

la duslité de 2 avec lui-m8me étant celle définie par le produit scalaire usuel,
o + - .
gt la dualité entre H,_ (U , M) et H (¥ , M) étant la duslité de Poincarcé.
i+t M =i M
Le couple formé par une base de H_H(W; , M) et la base duale de
i !
Hmmi(wM » M) sera appelé simplement "couple de bases duales". Les propriétés
suivantes sont immédiates :
1) 8i (L{J0 ,LSJC") est un couple de bases duales rclatives 3 M, alors l'ensemble
de tous les sutres couples de bases duales relatives 3 la méme varisté M est

celui des couples (lfo o g, &?é o E), ol g décrit 'Gn y et § = ('t.'g)"1 .

2) Considérons les opcrations de G dans 03 définies par la formule
9
(8) g« O4yy) = (gux, duy) .

Soit G le marphisme §M — défini par le couple (5" 'l '}  de bases
q o o]

duales; le worphisme défini par le couple ((fo &g, (Pc‘: o 5) est alors

-1 —

am-



e
Leome 4. Soit Me JG 3 Soit 'Lfc une bg:se de Hi+1 (\'IM y M) , gt soit l)o
base dusle de M i(\'!; , M) ; soit OO le morphisme E - 63)

défind par \f 1§ g ') . Il v 8 commutativité dans le dlanramma
TT x 2, >3
i 0 &
v g
Gq X dbq @q

oll Jas gndérations de T‘rw'ﬂ' (1?4) sont celles dafinies en 2.%4., proposition 94

cﬁ ﬁf sat le sompasd du mDrphlama noturel TDT“ﬁ”Tt (Diff U4 ) et du
morghlsmc. y : t: « ——dy L ol = G H
'TEO(DJ.FF ]M ) ® g ) P gvey, eb

pt ol les gndrations ce 6 dens B sont définies par la formule (8) .

Remargue, Les opérations de TT dans ?QM sont compatibles avec la structure de

complexe simplicisl ordonnd de [ y tlles difinissent done de fagon naturelle

4
des opérations dans la rfalisation glomdtrique ]S? f de §:M , 8t dans le
CW~complexe associd Eak 3 De méme les oplérations d:. G dons (f?)q stétendent
de fagon paturslle & lﬁ I et [03(9 Le lemmg de commutativité ci-dessus est

évidemment encoxe vulablp pour ces opérations.

Démonstration du lemme 4. On a vu (ef. 2.4., 2) de la proposition 2) que. les

opérations de TT qons EE . se font par l'intermédiaire du morphisme
S -
L g > (g,q) & ('It (DifT w* ), TCO(Diff Yy Y,

et des opérations respectives de TU_(Diff uM ) dans @;’1 et de T (Diff v )
i [n} W
dansg @ + Or le diagramme.

T« g ——— &

et Ot

est commutatif; cela traduit le fait que, pouyr tout F E‘yg et tout

VIL.2T"
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e Diff W; , si ¢ est une base agaptée & f, alors g, o ¢ est sdaptée &

g
f o g”1 . La méme propriété a lieu relativement A 3 M f} et W . 11 suffit

done, pour achever la démonstration, de meatrer que
v
e,

uf'_(g) = ?+(g) pour tout gETT .

Or cela résulte de la compatibilité du diagramme suivant @

+
yAl fo N ar L w _.__?_35___;, He oy (i—.’; , M (.__.._Kf‘i_..._. jﬂ

! M v ol
AL v W, W TN T M et A,

-+ - .
(La compatibilité du carré central exprime que g, et g, , provenant dtun méme
difféomorphisme de W, sont compatibles avec la dualité de Poincaré; la compati~

bilité des carrés latéraux traduit l'hypothése : ¢ [ est duale de @ o)

3.2.2. Application : invariant d'une fonction de ‘3{‘: g °
1
Le lemme 4 montre que le morphisme O définit par passage au quotient un mog-
hisme :
.p @ /'TT > D /6 = (fE ’
M 1 q q

et la propriété 2 des couples de bases duales (cf. 3.2.1.) mentre que ce dernier
morphisme st indépendent du couple de bases dusles choisi. Soit c/‘éo la compo-
sante cennexe de M dans ¢t 3 d'apres 2.4., 3) de la proposition 4, @M At

. ast canonigement isomorphe au nerf ¢ | . de la partie de 'E:i formée des

1,050 [
fonctions dont les variétés intermédiaires appaxtiennent 3 M. Le morphisme
' o}

ﬁi,q;o — (ﬂ‘{;q
obtenu par composition ne dépend que de V%O (on le voit en remplagant M par une
varigté voisine). En procédant de méme pour chaque composante connexe de S, |
an obtient un morphisme canonigue ¢
e, —> A
l,q g
L'invariant ainsi attaché (par l'intermédiaire de son image dans ) . ) & un

1,

o
élément de ¥ i, (c'est-a~dire & une fonction dont toutes les valeurs critiques

sont distinctes) appartient 3 [(Gq/Tq) X (Gq/Tq)j /’G y c'est=3-dire, cumpte
tenu de¥I, 2.4.1, propricété 1), 3 fq\ Gq/T . 7
q



V11,29

Soit f E Q? ; on dit que f est homologiguement primitive

Définition 3.

si son invariant dans T \G /T g5t l'image &cde 1'élément noutre e de Gq .

Voigi guelques propridiés immédiates des fonctions homologiquement primitives t

1. Soit T € ?F , soit © son image dans EE a ; pour que f soit homologique~

b ’
ment primitive, 11 suffit qu'il existe une varicété intermédiaire 1 de f et un
couple (? R ?') de bases duales relatives a N, tclles que ( (o désignant le

. 0 £} . . .

’ 5 v Y . ’ 3 21 2] 1

‘morphisme ﬁin i 8 X 8 défini par le couple (‘fo ’(Pc';) et e llimege dans
G /T de 1'élément ncuﬁre de G1 ) © &) soit de la forme g.(&,e), aves g g.Gq .
Lact e:t alors vrai pour ntimporte quel choix de [ et du couple '(?0 ,77;) ; par
un choix convenzble de (%g ,?);) on pout cbtenir pour W {G)  n'importe quelle

° - ] » . LR :
valeur de la forms g.{=,2) ; en particulier {(e,e). Donc, pour que f gnit homoloe

aiquement primitive, il faut et il suffit que pour toute varidtd intermddiaire

it de T, il existe un couple da bases duales relatives 3 [ qui soient adapties & f.

Si (?O ,(f;) est un tel couple, tous les autres sont les ,(?o o g,xf; s E)

tels que g. {e,8) = (8,8) , c'est-d-dire tels que ge& Diag (cf YL, 2.4.1., pro~
priété 2). 1

2. Rappelaons qu'unc fonetion f & TFZ est dite primitive si clle est l'origine
d'un chemin dans 1l'wspace des fonctions de lorse, ayant comme seuls points cxcep-

tionnels n points de mort, et aboutissant par conséquent & une fonmction eiwins

aucun point critique. (En d'autres termes, tous les points critiques de f peuvent

se détruire successivement par couples,) On mentre en théorie dé Smale‘:

a) Toute fonction primitive est hemelpgimgoment primitive.

b) Si Tt1(V) =0, M6 | gt 2< i - 3, alors toute forction homolow
gigquement primitive est primitive {(cf. par exemple [0], théordme 6.4. et corol-

laire 6.5., p. 69-70).
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§.4, La connexité de llespace des fonctions sans point critique,

4.1, Le relevement des générateurs de n1(@h,Eq)o

On rappelle qu'on & défini des opérations de Gq dans 6(1‘ par la formule

g (x,y) = (g.x, 8.7) 3

‘Eq est la classe de (&,8) pour ces opérations, On a pour tout M Edb un

diagramme commutatif

Sy — @M/n

“ | i

e, ——-——-?#q % @O_L/c-(1 .

Proposition 6. On suppose , (v) =0, ny6 et 2¢ign-3. Alors tout
reldvement dans @ d'un guelcongue des générateurs . sy O, et ¢,
' M Jihig ’ Jig Ji8

de n1(8§’Eq) a ses extrémités équivalentes par une opération de 1l ,

Démonstration, D'aprds le 3) de la proposition 2 de 2.1, il suffit de montrer que

les extrémités de tout relévement dans @M dtun quelconque des générateurs ont
la méme image dans @i , autrement dit, peuvent &tre représentés par deux
9

. . o) N .
fonctions qui sont dans la m8me composante de ‘?i q° On se borne a faire les
s

vérifications dans le cas j = g=1 ; les autres cas s'y ramdnent sans difficulté

par le "cancellation lemma" et le. lemme d'unicité des naissances,

a) Reldvement de y « Le graphique d'un bon chemin « qui est un

a=1sN38

relevement de vy dans ¥ est du type {1 ci-dessous, On déforme «
=1,M58 N

avec extrémités fixes de fagon que son graphique prenne successivement les formes

2, 3, 4, 5, 6 ci-dessous 3
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(1) (2) (3)

(4) (5) (6)

Passage de 1 & 2 par le lemme des singularités indépendantes (IV,1, proposition
1)4 Passage de 2 & 3 : soit a' le chemin correspondant au graphique 2, et soit
f' un point de l'image de a' qui soit situé entre les deux points de croise-
ment ; il existe un couple de bases duales relatives & £ (cf.3 2,2,) dont la
matrice d'intersections est sq_1 ; solent cq_1 et cq (dans ltordre décrois-
sant) les deux points critiques dtindice i+% les plus bas de f', et soit c&
le plus élevé des points critiques d'indice 1 de f' ; 1l existe des nappes
descendantes disjointes qu1 et Dq relatives a Cq—1 et cq , et une nappe
ascendante Aq relative & c& (toutes trois limitées & la variété intermé-
diaire M) telles que le nombre d'intersection de Mf\Aq avec Mf\Dqﬁ1
(resp, Mf\Dq) soit I (resp. zéro), Le procédé de Whitney (cf,[1o], théoréme
6.6, p.71) permet donc de déformer Aq de facon que MF\Aq rencontre Ml\Dq_1
transversalement et en un seul point, et ne rencontre pas Mf\Dq ; on peut alors
prolonger Aq jusqu'au-dessus du niveau de cq , et par conséquent définir un

chemin o" d'origine £f£' réalisant le croisement de cq et c& , de facon

qulen 1llextrémité de a'", les points critiques qui correspondent & Cq | et
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c& soient en position de destruction mutuelle ; le chemin correspondant au gra-

phique 3 est a{,a"ea"_1oaé (ou a%.a?

; désigne la décomposition de a«' définie

par f'),

Passage de 3 & 4 : par le cancellation lemma,

Passage de 4 & 5 : le bec de droite peut-&tre supprimé dlaprés le lemme de
suppression des becs (IV, 3.3, proposition 4 ; le bec est du type II et clest la
condition (4) qui est vérifiée), Le bec de gauche est dual du précédent,

Passage de 5 & 6 : par le lemme d'unicité des naissances (cf,III, 103)&

b) Relévement de 6 . Le graphique d'un bon relévement est ici du

o158
type 1 ci-dessous ; on le déforme en un chemin & graphique du type 2 par 1ie

cancellation iemma ; puls en un chemin & graphique du type 3 par le lemme de la

queue d'aronde (IV,4@3, proposition 5),

(1) (2) (3)

On termine comme au a) par le lemme d'unicité des naissances,

¢) Reldvement de ¢

*

a-1;8

Le graphique d'un bon relevement est

S
-

du type 1. On le déforme successive-

ment en chemins dont le graphique est

du type 2, 3, 4. (1)
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v(z) (3) (4)

Le paséage de 1 & 2 est analogue au passage de 2 & 3 dans le cas a) ; le passage
de 2 & 3 se fait par le cancellation lemma ; le passage de 3 & 4 se fait par le
lemme de suppression des becs (appii § dans les mémes conditions qutau a)).

On termine comme précédemment par le lemme d'unicité des nailssances,

Corollaire, On suppose dimV 5 (i,e. n > 6), =, (V) =0, t 3L 1ign=3,

1 o

Alors tout relevement dansg @M d'un guelcongue lacet relatif de Bq modulo "Eq

2 ses extrémités éguivalentes par I .

Démonsgtration, D'aprés le lemme fondamental du chapitre VI (chVI, 3.1) tout
lacet relatif § de (Bq modulo Eq est homotope & un composé des générateurs

Yi,x;g , etc, Il suffit donc, dlaprés la proposition 6, de montrer que pour tout

reldvement ¢ de B dans & lthomotopie de B donnée par le lemme algé-'

M’
brigue fondamental peut se relever en une homotopie de ¢ . Cela est clair
-lorsque 3K i ¢ n=4 , car alors @M est un revétement surjectif de Bq

(cf. 3.241). Lorsque 3 i n=3 (donc en particulier dans le cas n=6 ,
i=3), le morphisme » est surjectif, et le morphisme Bn s ¢&~» ga est un
morphisme de rev8tement (surjectif)° D'aprés le complément au. lemme algébrique
fondamental (cf,.VI, 3.4), l'homotopie de B peut &tre décomposée en homotopies
élémentaires des types (a), (bz), (c;) et (cé). Les opérations du type (a) se
reldvent dlaprés le 1) du lemme 3 de 3.1 ; celles du type (b2) se reldvent
puisque Zf est un revétement ; celles des typés (c;) et (cé) gse relévent

d'aprés le lemme des singularités indépendantes (IV.1) et le lemme du triangle

(1v,2.2),
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4.2, Le théordme de comnexité.

Théordme 3, QOn suppose n1(V) =0 et dimV > 5 . Alors l'espace des fonctions

d” ¢ VX (I,O,1)-» (I,O,1) avant zéro point critigue est connexe.

(on sait (cf. Introduction) que ceci entraine que dans le groupe Diff V , les

relations d'isotopie et de pseudo-isotopie sont les mémes),

Démonstration., Soient f et f' deux fonctions ayant zéro point critique. On

sait (cf,V, 2.1, théordme 2) que 1'espace ?ﬁ

est connexe ; 1l existe donc dans
@; un bon chemin B joignant £ & f£' ; le chemin g mne rencontre g4
guten un nombre fini de points, donc en particulier il n'ta qu'un nombre fini de

points de naissance ; il existe donc un entier g tel que l'image de B soit

contenue dans

¥ UY¥ VE, V...Uu% UF vE,

1,0 i,o 1,1 1,q=1 i,g-150 i,q

Soient « et af deux chemins de g; , dlorigine respective f et f', com—

o~

posés 1'un et l'autre de g chemins de naissance, de sorte que f et bf‘,
extrémités respectives de a et a, appartiennent é,‘gi q " Je dis que le
¥

3 —1 4 Zz £ . 4 . () ~
chemin « .B.o' peut &tre déformé (avec extrémités fixes) en un chemin B 4

K. . (soient en effet £ , f sosogl , T des points exceptionnels
1,49 P P+ P+r-1 pP+r
1

coﬁsécutifs de o .B.a?, tels que fp soit une mort, fp+r une naissance,

fp+1"'°’fp+r-1 des croisements ; le lemme des singularités indépendantes per-

met de faire passer f successgivement avant T yeooyl ; on peut
p+r P+r=-1 b1

alors appliquer le lemme d'unicité des naissances, ce qui permet de supprimer fp
et fp+r ; on continue ainsi de proche en proche tant qutil existe auw moins

un point du chemin en lequel le nombre de points critiques est strictement plus

petit que 2q).

o~

Soit alors M wune variété intermédiaire de £ ; tout chemin de croisement

de deux points critiques d'indice i (ou de deux points critigues d'indice i+1)
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~

issu de f est homotope & un chemin élémentaire dont le support ne rencontre

s

pas M . Il en résulte que, de proche en proche, B peut &tre déformé avec

origine fixe en un bon chemin B' contenu dans @%q, de telle facon que le

~

chemin ¢ décrit par llextrémité de B au cours de la déformation reste dans
O K3 Ve k3 2 ) 7
‘Fi q° Le chemin B! définit un chemin ¢! composé dlarStes de @M s les
9
extrémités de PB' sont des fonctions primitives, elles sont donc homologiquement

primitives (cf. 3.2,2), leur invariant dans ﬂh_ est donc e ., Donc dtaprées la

commutativité du diagramme

M 1,9
l |
Bq %é

l'image de ¢' dans 8q est un lacet relatif de @q modulo Eq . Il résulte

donc du corollaire de la proposition 6 que l'image de ¢' dans @i est un
?

lacet ; autrement dit, les deux extrémités de B' sont dans la méme composante

o ~ ~
connexe de ﬁfi q ; done f et f' sont dans la méme composante connexe de
9

F°

i,q ° On en déduit, par q applications successives du lemme dfunicité des
?

morte, que £ et f' sont dans la m8me composante connexe de 1l'espace des

fonctions ayant zéro point sritique.

Remarque., On peut donner & cette démonstration une forme différente, dans la-
quelle les lemmes d*unicité des naissances et des morts interviennent par 1l'in-
termédiaire de la proposition 4 de 2.2, Soit B comme ci-dessus, et soit ¢ le

chemin composé d'arétss de @i gui lui correspond ; étant donné que @i est

isomorphe & la "limite en escalier" des @ il est équivalent de montrer

: 9
ik

que ¢ est un lacet, ou de monirer que sa projection ¢f sur @i , Gdéfinie
9

pour q assez grand, est un lacet,
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Qf, et

F
i,q = "1

§.5. Structure du nerf des espaces

5.1. Surjectivité du morphisme p+ .

Proposition 7. On suppcse 7 % 6 , %1(V) =0 ef 2¢ig&n=3, Soit M€ JL

et soit ¢, une base de Hi+1(W§9M) ; le morphisme p+ ¢ I = Gq défini par

ces données (cf, 3.2, lemme 4) est surjectif,

Démonstration, Le groupe Gq est engendré par la réunion de Diagq , des

transpositions s, et des matrices élémentaires Jct_,I (3 =1,2,000,0=1),

<. L=

a) Tout élément de Diagq‘ Se relsye dans II ., Le groupe Diagq est en-
gendré par les matrices ﬂj (3 =1,2,000,0) OR nj est 1la matrice diagonale
définie par |
=1)6jgk :

ok (

il suffit donc de montrer que chaque matrice nj se releve,

On choisit dans ?;; une fonction homologiquement primitive f § soit o
ltimage de f dans By s w(o™) est 1'é1lément (&,8) de @d . Soient
c1i02,..,,cq les points critiques d'indice i+t de £ , mis dans l'ordre
décroissant ;3 socient c;,cé,.oogc& les points critiques d'indice 1 mis dans
1ll'ordre croissant, La fonction £ est homologiquement primitive, elle est donc

q

de “"cylindres" (i,e, de sous-variétés de W difféomorphes & LY I), deux

primitive (cf. 3.2,2, propriété 2b)° I1 existe donc une famille 01902,...,0

& deux disjoints, situés dans 1l'intérieur de W , tels que, pour tout J , Cj
contienne cj et 05 , et qu'il existe un chemin. de mort dlorigine f dont

le support soit contenu dans Cj » On note, pour tout J , M(\Cj = Mj , ot

on désigne par Cg et C; les adhérences des deux parties en lesquelles Mj

+
M’
(Cg,Mj) ; soit &8 la base duvale, Le couple

coupe Cj . Soit go une base de H4+1(w M) dont le j~idme élément soit
oL

1%im d'un générateur 4 .
age un g rateu e H1+1

(8 ,8') est un couple de bases duales adaptées & f ; donc, d'aprés 3,2.2
P52 %, ’ ’
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Ny o1 . .
propriété 1, @o 0¢O € Dlagq ¢ on peut méme supposer, par un choix convenable
+

(chm), me g, =g .

du signe de . chaque générateur de H,
u sign aque générateu e 341405

Or 1'un des résultats que 1'on démontre en méme temps que le lemme de la
queue d'aronde (cf,IV, 4.3, lemme 3) est le suivant s il exis*te dans le groupe
des difféomorphismes de Cj tangents d'ordre infini 3 1'identité le long duv
bord, un élément gj ; situé dans la composante connexe de 1'élément neutre,
laissant f (et par comséquent Mj) stables, et tel que l'automorphisme g

_J
de Hi+1(cj’Mi) défini par gj soit lg multiplication par =1 , Notons gj
le difféomorphisme de W obtenu en prolongesant gj par 1'identité, et éj*

-+

son effet sur H, (W QM)Q I1 est clair qus
i+t M

b) Tout Sj (5 = 1,,0,,qe1) se reléve, Les extrémités du chemin Yj

sont (&,8) et (éj,éj) ; on a

9

Ia proposition 6 montre qu'il existe gj €10 tel quion ait
+ 3 -] o -3
P (gj) . (8,8) =(8.,8.) .

Il en résulte que Sj' (p+(gj)) laisee fixe (&,8) , et par conséquent appar—

tient & Diagq ;3 donec compte tenu du a), Sj se reldve dans 1II ,

t ° N\ rd v rd a
¢) Tout t.. (§ = Ty000,0=1) se releve, Les extrémiteés du chemin 6j

sont (&,8) et (tjsj , &) ; ona
° )
T Ve 1]
t e a JG ‘1 o
tjo(e,e) = ( tj , tj ) = (tjsj , &) .

On termine comme au b) ci=dessus,
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5.2, Presgue ischopis,

On démontre dans ce numére wn résulitat indépendant de ce qui précede, rela~
tif aux triades compactes sur lesgquelles il existe une fonction ayant q points

R

critiques tous de méme indice,

oy v 6y
Propositicn 8, Soit  (W,V,V') une triade compacte de dimension = , QOn suppose

(sans quoi 1'énoncé qui suit est vids) qu'il existe deux entiers i et aq ZLels

oo e ~ o o~
aue Hﬁ<“9V) =0 pour J %i, et H%<W9V) z 74 o On note 5 1'espace des
o} had 9
~ o
fonctions ds Morse (Wf,VgV“)_> (IgOSQ} ayant exactement 9 points critigues,
tous dlindice 1 . On guppose
v o
(1) n(¥) =0
1
(2) 2¢ i g3,
o~
Alors pour toulb couple (f9f“) de points de ﬁi’ﬁ tels gu'il existe une base
99

pour tout voisinagse U de

e T

oy oY )
de H,(W,V) adaptée & la fois b £ et a f', ef
de Hy adaptee 2 Jda fods &
(34

oo
° o s f
V' daps W, 4l existe un ghemin (f

) origine f£!' dans %ﬁ , tel que

9

?
%
f% coifncide avee f sur W-U . [On dit que f et ' sont présqme isotopes

% o
dans %, ] °
1,9

Remergus, il résulite du théordme 3 gue si nq(v) =0 et ny6 , alcrs la
(224
presqgue isctopie de deux éiéments de %@z q entraine leur isotopie,

Démonstraticn, On démontre, par récurrence sur g , que ia propriété est vraie

pour lentier q ef pour foute trizde compacie,

o
a) sas q=0 , Le seul cas oh 1'énoncé n'est pas vide est celui oh W
est difféomorphe au cylindre VxI . Scit 9, le groupe des difféomorphismes
oy oy
de W induisant 1'identité sur V 3 on sait (ef, Introduction) que pour tout

Y

couple (fgf“) de fonctions sans point critique, 11 existe g ¢ %, tel que

f =f'g . Le procédé de la "rétraction d'Alexander" fournit, pour tout voigi-

o ~

nage U de V' dans W , wun chemin (g+) dans g,s dlorigine g , tel que

|5



g1 induise 1'identité sur le complémeniaire de U ;3 on pose fog:;1 = f

4
t,g

b) cas g » 1 . Supposons la propriété démontrée pour llentier g-1 .
Soient £ et‘ f' comme dans 1'énoncé 3 soit ¢ (resp., 2') le point critique
de niveau le plus bas de f ({rssp, £f'). On modifie f? ﬁar 1teffet d'une iso=-
topie du but [091] de facon que f(c) =f£'(c') ; soit A cette valeur com
mune, Soit ¢ un plongement ¢ (Di9siu1) e-(ﬁ,g)vg tel que si on désigne par
p la fonction distance euclidienne au centre dans Di , 11 y ait commutativité

du dlagramme

o~

D -mmm~"é>w

A(1-¢ )\ /f

[0,1]

L'image de ¢ est alors une nappe descendante de f wrelative & ¢ ; néces-
sairement, QKO) = C , ¢(Sim?) CZG . On définit de mBme le plongsment ¢t ,
relatif & f£' et ¢', Dlapres l'hypothése faite sur ie couple (f,f'), 1'image
de la classe fondamentale de (Di,Si=1) par le morphisme

¢; : Hi(Di,Sluﬁ) 4-Hi(%9€) ‘est au signe prés la méme que par le morphisme ¢, 3
on modifie au besoin ¢ par une symétrie de fagon que ces deux images soient
les mémes, Les conditions (1) et (2) de 1'énoncé entratnent n’(ﬁ) =0 3 il
résulte donc du théoréme de Hurewicz relatif que ¢ et ¢ sont homokopes, La
condition (2) et le théortme dlisotopie de Hudson (énoncé en [7], théoréme 10,2,
p.199,dans la catégorie PL, mais valable également dans la catégorie DIFF)
entra%nent gue ¢ et ¢' sont isotopes., Tl existe alors une isctopie (Yt)

de % telle que y1o¢' = ¢ ;3 de scrite que f'oy:1 et £ cofncident sur

¢(Di) ; on est donc ramené au cas ot £ et f' ont en commun une nappe des-
cendante N de leur point critique de plus bas niveau, et cofncident sur cettie

nappe, et ot on a choisi ¢' égal & ¢ . Il existe alors une isctopie (y%)

de W telle que f'oy;_1 coincide avec f au voisinage de N . (En effet, ¢
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o~

peut se prolonger en un plongement ¢ ¢ M, W du modele standard de Morse,
adapté & f et & la foncticn quadratique standard h sur M, , ce qui signi-
fie qu'il existe un plongement ¢ 3 [w1,+3] - [091] rendant commutatif le dia-

gramne
u —ty

kl ) lf

[-1,+1] —%t=[0,1] .

De méme ' peut ss prolonger en @', adaptée & £' et & L ; le plongement

~ o~

g' correspondant & ¢! cofncide avec ¢ sur [-1,0] , et dlaprds le lemme 3

N ~ o~
de II, 1,2 on peut modifier ¢! de Tagun que ¢! coincide avec ¢ au voisi-

nage de [=4,0] . Il résulie du théordme d'unicité des voisinages tubulaires,

f=So

appliqué & un voisinage tubulaire de D~ dans. Mi , qu'il existe une isotopie
. o~ 4.

- =i 2 om A S o 23 L 3 o
(y%) de W tells que y;o(¢vo¢ ;) induit 1videntité au voisinage de N . Ila

comparaison du diagramme ci-dessus et du diagramme

109
M, ey
3 -1t
b l £1oy]

[~1,1] ——ty [0,1]

montre que f“oy; ! coincide avec £ au voisinage de W),
On se trouve donc ramené aw cas o £ et £' cofncident sur un voisinage
U de N ; soit T wun voisinage de Morse de ¢ , contenu dans U , définie=
sant la nappe descendante N ; soit a la borne supérisure de £ sur T ,
. z ° = 1 : . 7 (N )
Le complémentaire de T dans f [m19a} est difféomorphe & un cylindre ; par
la méthode du a) ci-dessus, on déforme T' de facon que sa restriction & T
: LY

reste invariable, et que sa restriction & W=T cofncide avec f , sauf sur un

. . =1 e s ‘ . . .
petit voisinage de f '(a), On a ainsi déformé f£' en wune fonction gui cofncide

o~ ~

avec f entre V et une variété de niveau V1 , gituée au-dessus du niveau

de c ; on est donc ramené au méme probléme pour le cas g=1 , ce qui achéve
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la démonstration de récurrence,

Corollaire, Soit W la iriade compacte V x (I,0,1), de dimension n , Soit

MEdh et soit (;M le sous—espace correspondant de ?i . (cf.2.1). On suppose

H

(1) (1) =0,

(2v) 3 £ i n-4 (ce gui entralne n 3 7).

Alors pour tout couple (f£,f') de points de @’;I tel gu'il existe une bage de

+ . ) ( - o s - £ £ \ o oN
Hi+1 (WM,M) et une base de Hn_i\wMyM) gui soient adaptées A la fois B f et

=) —

cofn=-

& f£', il existe un chemin (f%) dicrigine f' dans g;jl tel gue f;

cide aveg f sauf sur un veisginage arbliirairement petit de W [On dit que

——

£ et £' sont presque isotopes dans ‘f;[]

Démonstration, On applique le lemme {1 successivement & sz et W;Iv; on trouve
les conditions 1 & i ¢ n-4 et 3 i ¢ n=2 .,
5.3. Structure du nerf de “3‘:. et de @—i o

PR

Théordme 4, Soit V une yvariété compacte sans bord et scif W le gylindre

VxI ; on dégigne par n la dimension de W . Les espaces fonctionnels ‘Fi

04
gi et @:M gont ceux définis en V,2.1 et en 2.1 ; on d€signe par ¢i,q ’¢i

et (pM leurs nerfs respectifs, Les complexes @q_ et pZ-q sont définis en VI,
1.4 . On suppose n1,(V) =0,n3»7, 3ign-4 ., Alcrs

1°) Le morphisme w 3 (l)M - Bq Géfini en 3,2 est un isomorphisms pour tout
M €d, et pour tout choix de la base d'homologie 9, Jéfinissant W

2°) Le morphisme ¢i,.q -—>5tq défini par passage au guotient de w est um
isomorphisme,

3‘0)@:.L est isomorphe & la limite en escalier de la suite

&> s > = L
%o ﬂ} o Q5 #’q ﬂ.q‘+1 L

(définie en VI, 1.4, lemme 7),
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Démonstration, 1°) Il résulte de la proposition 5 de 3.1 que, sous les hypo-
théses du théoréﬁe 4, » o9t un morphisme de revétement (surjectif), Soient o
et o' deux éléments de @M gitués au~-dessus de (8,8) ; soient f et £
des représentants respectifs de o et o' dans @%[0 Dtaprds le corollaire
ci=dessus, f et f£' sont presque isctopes dans @q; . Dl'aprés le théordme 3,
la presque isotopie dans ‘¥§ entrafne l'isotopie dans le méme espace, autrement

. 0
dit, £ et f£' gont dans la méme composante connexe de ¥ done o= o',

M ;

Donc & est le revétement identique de @n .
20) On a le diagramme commutatif

I x& —r3d -—-»@M/n

Sk

G’ X@ -""76 -’—?# °
q a q a

Dlaprés la proposition 3 de 2.1 (et le corollaire de la proposition 2 de 2,1)

@M/H est naturellement isomorphe & @i q° Or dlaprds le 1°) ci-dessus et la
H .

surjectivité de p' (cf. proposition 7), le morphisme naturel @M/H ﬂ’ﬂh est

un isomorphisne,

30 ) Notons Bq le morphisme désigné ci-dessus par w; on a

le diagramme commutatif

@ bé 0.0
i,9+1
a 1 By,
i i
G—) ¢—> -
q q+1 o906

ol toutes les fldches verticales sont des isomorphismes d'aprés le 20) cim
dessus 3 1l suffit donc d'appliquer la proposition 4 de 2,4, dlapres laquelle

@i est isomorphe & la limite en escalier des @i g °
P

Corollaire, Sous les hypotheses du théordme 4, les éléments de ?g q [fbnc-
-4

tions "de type (i,q)" ayant foutes leurs valeurs critigues distinctes] sont
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v
c;assifiés;g igotopie prés par leur invariant dans T(i\Gq/Tq o

Démonstration, Ia restrichtion de 1'isomoryphisme @i . é’%h.Q donné par le 2)
b
du théoréme 4, au O-squelette de [¢*q] , est un isomorthisme s
L

3% Yo tNe /7,
m{ 19q) q q/q

Remargques.

1, I1 résulte de sa définition méme (cf, 3.2) que 1'"invariant® dtun &1é-
ment de qg est invariant par tout difféomorphisme de V x (I,0,1). ILe
=9

. . , . . Py 0
corollaire ci~dessus a donc la conséquence suilvante : gi deux €léments de C;i q
9

sont transformés 1'un de l'autre par difféomorphisme, alors ils sont isotopes,

Ceci est la généralisation é,‘;g du résultat du théoréme 3, concernant les
5
fonctions sans point critique,

2, On peut donner dlautres applications du théoréme 4 du méme type que le
corollaire précédent, par exemple la classification des fonctions de type (i,q)
ayant toutes leurs valeurs critiques d'indice i et toutes leurs valeurs cri;
tiques d'indice d1i+{1 respectivement égales,

3. I1 est possible de démontrer directement le théoreme 4, et d'en déduire
ensuite le théordme 3 comme cas particulier (g=0). Mais la démonstration est
rendue difficile par le fait que rien ne permet dfaffirmer a priocri que ¢i,q
est un revétement de ﬂa . Dtautre part la démonstration directe du théoréme 3

est la seule applicable au cag n=6 ,



APPENDICE.

Lemmes de fibration et d'acyclicité.

On a rassemblé ici, avec des indications sur leur démonstration, divers
énoncés de "topologie différentielle élémentaire” ; 11 s'agit essentielle-
ment de généraliser les théorémes classiques de fibration et dlacyclicité

de
des espaces de plongements (cie par exemple [2] ou 1’appendi6éJ[3]) aux
espaces de plongements qui sont adaptés & une fonction de Morse, ou quil la

laissent. invariante.

§1. Compléments au théordme de fibration de Mather {cf.I1.3).

Proposition 1.~ Socit W une variété & bord compacte, Soit f wune fonction

de Morse W - R (Ce gul implique en particulier oue f n'a pas de point

critigue sur OW) .

1) Soit ‘© 1'espace des fonctions de Morse W —~ R qui ont mémes points

et valeurs critiques que f et qui sont tangentes d’'ordre infini & f le

long de OW . Soit le groupe des difféomorphismes de W gqui laigsent
long de

fixes tous les points critiques de f et gul sont tangents d'ordre infini

5 1'identité le long de oW . Les opérations naturelles de Q},dans v

admettent des sections locales continues.

2°) Soit X owune sousevariété fermée de W' ; on suppose que pour tout

¢ € X gui est un point critique de f , l'espace tangent & X en ¢ ne

rencontre pas (en dehors de l'origine) le céne fég) =0 [f§2> est la

forme guadratique bitangente & f en ¢ |. Soit %ix (resy. %k) le sous=
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espace de %,(resp.@y) défini par la condition de cofncider avec T (resp.

avec 1'identité) sur X . Les opérations de %}K dans %X- admettent des

sections locales continues,

Démonstration ¢

10) Blle se fait par recollement & 1'aide du lemme local suivant :

Soit a € W ; il existe un voisinage U de a dans W , un voisinage

de f dans 4 et une application continue f' > Pps. de 14 dans_l'espace

des plongements de U- dans W , tels gue f' o Pr s coincide avec f sur

V , et que o soit 1l'injection de U dans W ,

Le lemme local se démontre comme suit : si a est non critique, on choisit
au voisinage de a des coordonnées locales (x1,..., xn) dans lesquelles

f(x) =X, . On pose pour f' wvoisin de £ :

qu, (X) = (X

1 ge o0y Xn_1, f'(x1 ye 20 o Xn)) ;

le théordme des fonctions implicites uniforme montre qu'on peut inverser

¢f' sur un voisinage U de a, valable pour tous les f' assez voisins de

f ; on pose ¢;:]V =‘¢f, « Si a - est un point critique de Morse, on choi=-
sit des coordonnées locales dans lesguelles on a f(x) = u(x) , ol u est

une forme guadratique ; on ap@lique alors & tout f' assez voisin de f le
procédé standard de mise sous fofme.canonique au voisinage de a (utilisant la
formule de Taylor avec reste sous forme d'intégrale) ; on met ainsi f'(x)
sous ‘la forme uf, 0 ng(x): ol Ug est une forme gquadratique et Xpr un
difféomorphisme local, dépendant l'un et 1l'autre continuement de f', tels
que u. =u et Xp = identité ; donc f£'(x) est de.la forme wu © 2510 Api .

£

ou zf, est un é1lément de SL(n) dépendant continuement de f£' ; on pose

Bor O Xpr = bpy et on termine comme dans le cas non critique.
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29) Il suffit d'apporter au lemme local le complément suivant : si X
est une sous-variété convenable passant par. a, on peut imposer & Per.
d'étre 1'identité sur X lorsque f' coincide avec f sur X . Il n'y a
aucune difficulté lorsque a est non critique; Lorsque a est un point cri-:
tique.de Morse, on choisit une décomposition x = (y,z) telle que 1'équation
locale de X soit y =0, et que f soit de la forme. v(x) + W(y) , o0 Vv
et. w sont deux formes quadratiques. Le lemme local du 1°) montre alors que
toute fonctions f£*' assez voisine de f est localement de la forme
v(g) +vw(n) ol.n. 8'annule avec y , et ol ¥ =x lorsque f' et f coin-

cident pour y =0,

Proposition 1'.~ Soit W. une variété & bord compacte ; soit A un fermé de

W=0W, Soit f une fonction de Morse W-R  soit J un ouvert de R

tel que, pour tout t € J , .f—1(t3 s0it transversal & OW . Alors & tout

gt ¢ DifchR*(groupe des difféomorphismes de R induisant 1'identité sur

le complémentaire de J), proche de 1'élément neutre, on peut continuement

asgocier g € Diff W tel que, sur tout un voisinhage de W , on ait

A

gt of=fog .

La démonstration de la proposition 1! est immédiate ;. voici quelques

conséquences des propositions {1 et 1'g

7

Corollaire 1,- Soit W une variété & bord compacte 5 soit J un ouvert de R ;

soit £ une fonction de Morse W—R telle gue ¢

a) les valeurs critigues de f appartiennent & J ;

b) les variétés de niveau critiques de f coupent transversalement dW.

n
Soit ¢ llespace des fonctions de Morse : W -—R. gui vérifient a), et )




.:4
al

et _qui sont taangentes d'ordre infini & f le long de oW N £ (1) . Il

n
existe alors au~dessus d'un voisinage de f dans & une section pour 1'appli-

cation (g,8') »g' o f og de DIff W x Diff, R dans 1'cspace des fonc:
%

tions de Morse : W -> R .

e A A

Corollaire 2.- Soit M, de nodele de Morse d'indice i de B et soit h la

forme guadratique correspondante (cf. IT., 1,1) . A toute fonction h' suffi-

samment voisine de h et tangente d'ordre infini & h le long de OMi o11

peut associer de facon conmtinue un Slsment (¢,¢') de

Diff M, x Diff [-1, + 1]  tel que :

¢' oho ¢=nh'

Corollaire 3.~ Soient Mi le modéle de lMorse d'indice 1 de R® , h. lsa

forme guadratique correspondante, et (hk) le chemin descendant standard

(cf. IT,121). Soit W une varieté compacte de dimension n, soit f une

fonction : W— R, et soit ¢ wun point critique de Morse de f. Pour tout

A €I, onnote Sax 1 espace des plongements M, — W adaptés & h et f

A

en ¢, et on note P 1a réunion (gggg; A € 1) de tous les 5% oLes appli-

cations naturelles :

(1) éfl» I (dont les fibres sont les g}) s

(2)3;\ - Plgt ([~t, + 1], I) 3

(3) &-rprgt ([-1, + 1], 1) ;

sont des fibratious triviales.

Démonstrations : Celle du corollaire 1 est immédiate, et le corollaire 2 en

est un cas particulier. Voici la demonstration du corollaire 3,
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Cas de \1).- Soit ¢ € 51 ; 1'adaptation de ¢ & hxﬁ et  signifie

qu'il existe @' € Plgt ([-1, + 1] , I) tel que @' o h. =f o ¢ ; en parti-

A

culier (puisque hx(o) = -'ke) on a -3
o' (-re) = £(c)

ce qui montre la continuité de (1). D'autre part le corollaire 2 donne un.
-chemin continu (¢K R ¢'K) dans DiffMi X Diff[-1,'+ 1] tel que pour: tout
ANET,

=1

¢! oho ¢k =h

A A

L'application (K,Q) - (¢ o] ¢k ,f¢'d ¢i)

de I x 31 dans & est une trivialisation de D au-dessus de I .

Cas de (2).- La trivialité de la fibration (2) est une conséquence immé-

diate de celle de la fibration

(21) Diff_ .M. = Diff [-1, + 1]

ol Diffad Mi est le groupe des difféomorphismes de Mi adaptés & h .
Pour montrer la triviaelité de (2'), il suffit de montrer 1'existence de-
sections‘au voilsinage de e , Soit’iT un voisinage tubulaire du bord de M ;
& tout ¢' € Diff[-1, + 1] , proche.de e, la proposition 1' permet d'asso=
cier $ ¢ Diff Mi . laissant fixe un voisinage de O, tel que ¢ o & et
ho E coincident sur T ; on termine en appliguant la proposition 1 &

' o h o %—1 , qul a méme point et valeur critique que h et qui coincide

avec h au voisinage de &Mi a

Cas de {32;— La trivialité est une conséquence immédiate de celles de (1)

et (2).
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§2. Fibration des espaces de plongements adaptés sur les espaces de nappes.

Soit W une variété compacte 3 soit f une fonction de Morse

W—=R et soit c¢ un point critique de f . On note . (resp. ;b,.resp. 3’5)
1'espace des nappes ascendantes (resp. des nappes descendantes, resp. des
binappes) de f dissues de c . On rappelle’la définition de la topologie
de ces espaces s 6 et D sont munis de la topologie habituelle des espaces
de sous-variétés, clest-3-dire-la topologie quotient de la topologie ¢
des espaces de plongements correspondants ;.33s'identifie au sous=—gspace

de &k>< JD défini- par la condition de conjugaison des variétés tangentes

en c,

Remarque : Il résulte immédiatement de la contractilité de 1'espace des sous-
variétés tangentes en ¢ aux nappes ascendantes (ou descendantes) que.33 a

méme type d'homotopie que d*’x D .

Proposition 2,-« Soient W,f,c, 5€,1$ ,35 comme ci-dessus. Soit %k' le groupe

des difféomorphismes de- W -qui laissent f invariante. Les opérétions &

gauche de (}f dans o, D et 9 admettent des sections locales continues..

Démonstration : Démontrons-le par exemple pour 69. Soit A ¢ J?, et soit A

Voisine de A . D'apres le théoréme de fibration des espaces de plongementé
sur les espaces de sous-=variétés (cfo[B]', p. 114, théordme 3) , il existe
dans 1le groupe_Diff(w) un élément g1 , dépendant continuement de A4', tel
que g1(A) =-A' 3 les restrictions & A des fonctions f et T o g ont
chacune le point ¢ pour unique point qritique, et coincident sur le bord ;
il existe donc d'aprés le 1° de la proposition 1 , un'difféomorphisme g2
-de A, laissant fixe ¢, dépendant continuement de g tel que

fog |

0 g, coincide avec f sur A4 ; on peut prolonger g, enun difféo=-

1 2
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morphisme gé de W dépendant continuement de g2 . D'apres le 20) de-

la proposition 1 , il existe un difféomorphisme g de iW, laissant fixe -

3

A , dépendant continuement de g, 0 g. , tel que f o g, © Eé ° 85 = f

2.

ceci acheéve la démonstration, puisque g1 o) §2‘o gB(A) = g1(A) = A",

Corollaire 1,~ [Notations de la proposition 2], Soit §? 1'espace des plonge-

ments de Mi (moddle de Morse d'indice i) dans W gqui sont adaptés 4

et & la forme quadratique standard h , Les applications naturelles :5"-*:09,

ﬁaétﬁv, gj—>53 sont des fibrations loqalemént triviales,

Corollaire 2,- Soient V et Vé deux variétés de niveau de f situées au-~

) : 4 - t o s . . t . :
dessus de o , Vo étant avu-dessus de Vo ; soit Jﬁ; (resp d%) la partie

gg_ak formée des nappes dont le bord est dans VO (resp. Vé)_. L'application

naturelle : &fo ﬁ'd% est une fibration localement triviale, [Résultat ana-

logue pour les nappes descendantes et. les binappes].

Les deux corollaires sont des conséquences immédiates de la proposition 2.

§3. Fibration des espaces de plongements adpatés sur leurs espaoeslde jets.

Lemne,- Soient W une variété de dimension n , . une fonction de Morse :
W—-R, et c wun point critique d'indice i. de f . Si un plongement
@ 3 Mi - R est adapté 3 h et f en .c, alors l'application Rn -» Cb(W)

tangente & ¢ en O est adaptée & h et 3 la forme guadratique bitangente

Démonstration : On rappelle que "¢ adapté & h et £ " signifie qu'il

existe un plongement ¢' = [-1, + 1] >R tel cue ¢' oh =f o ¢ . On se
raméne, en choisissant des coordonndes locales définies par un prolongement

de ¢ a Rn entier, au cas o W = Rn et f=h ., Alors h o ¢(12— ¢'(1)o h
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est le terme du second ordre dans le développement h o ¢ —g' o h , c'est
dong-zéro.
Proposition 3,= Soient W,;f, ¢, n, i . comme dans le lemme ci-dessus. Seit $

Démonstration 3

1tespace des plongements du modele de Morse Mi dans W qui sont adaptés

& f enc et dont l'orientation en O est donnée., L'application naturelie

£ @
o

P t=jets en O de ses éléments est une fibra-

de-d” sur 1'espace des

tion localemen? triviale.

Méme résultat pour les espaces suivants (sous-espace de P rormé

1

g
P

des plongements pour lesquels l'application @’ $

[-1, + 1] > R correspon-

dante est donnés) qui laissent

gh (groupe des difféomorphismes de Mi

le bord fixe et h invariant) N G (groqpe des difféomorphismes de
1,2
¥

. . , . . : 2 2
Mi qui laissent invariantes les fonctions x2 + soe +‘X§ et Xi+1 +...+‘xn>m

1

Bn plus on a des isomporphismes canonigues 3

J;{P & 850(i,n-i) x 0, o [ ;
1 g 1 ~ i i
NP, v 3G w0l ;

Ji'gﬁ,g_ 90(1) x o{n-i) .

Démontrons par exemple les résultats qui concernent %h .

Soit éﬂh le sous=groups de SL(n) formé des applications qui sont adaptées

b la forme quadratique h ; le groupe .%h_ est canonigquement isomorphe &
S0(i,n-i) x-R: » D'aprées le lemme ci-dessus, il existe une application
. . . o 1 .

't . - ' °
naturelle 9’}1 > ﬁﬁh ,. qul se factorise par l'intermédiaire de Jogh ; il
suffit donc de montrer l'existence des sections locales 1%1—>9h' au v-oising=--
ge de tout point de ﬁﬁh . Le théoréme classigue de fibration des espaces de

plongements sur les espaces de jets (cf [3] , théortme 2, p,114) donne des
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reldvements locaux b valeurs dans le groupe de tous les difféomorphismes de
Mi gui-laissent fixe le bord ¢ on modifie ce relévement & 1l'aide de la pro-
position 1 de fagon qu'il prenne ses valeurs dans % (c'est le procédé

déjd utilisé ci=dessus au §2).

Le cas de %1 5 est plus simple, car 0(i) x 0(n~i) s'identifie & un
,2
sous=groupe de % 5 ° Le cas des espades de plongements adaptés se raméne
9
& celui des groupes de diffédomorphismes adaptés par le procédé hahituel

(e£.[3], p.115, lemme 1),

§4. Acyclicité de certains espacesde plongements adaptés ou de nappes,

Proposition 4.- Soit W une variété de dimension n ; soit f. une fonction

de Morse : W—R ; soit ¢ un point critique d'indice 1 de f . Solent

vV et ¥

o deux variétés de niveau de f situées la premidre au-dessus,

1

la seconde au~dessous de c, telles gque ¢ soilt l'unigue point critique de

la partie fermée WO~1 de W délimitée par vy et V1 >

10) Soit Mi' le modele de Morse d'indice i ; soit @J l'espace des

plongements de (Mi' , bord supérieur de Mi , bord inférieur de Mi) dans

(wo1 b Vo V1) qui sont adaptés 3 f en ¢ , et dont le 1-jet en O
est donné, L'espace ‘J?T est acyclique, Méme résultat pour le Sous-espace
{P de 5(3 formé ‘des plongements pour lesquels l'image de la binappe

Jyy —7°J

Standard de M:aL est donnéeya

20) Soit B (resp, D ,resp P ) 1llesvace des nappes ascendantes (resp, des

nappes descendantes, resp., des binappes) de f issues de c', limitdes &

Vo et V1 . Les espaces df,o@ ,fﬁ) gsont acycliques. M8me résultet pour les

espaces de , @J ,fbe obtenus en fixant la variété tangente (ou le couple




de variéiés tangentes) en 0 .

Q)
J,v

Démonstration s L'acyclicité de 33 et celle de,ggenirainent celle de <
d'aprés le corollaire 1 de la proposition 2 (cf.§2), L“acyolicité”detig

entraine celle de &P, puisyue l'espace des variétés lindaires tangentes en

0 aux éléments de 0€est acyclique ; de méme 1l'acyclicité de éD entraine

J
celle de D , celle de ﬂ%' entraine celle de & , et on sait que
3% ﬁgf& X’XZT . On est donc ramend & démontrer lfacyclicité de 53 et

celle de (*}_ s les deux démonstrations sont analogues j voici la démonstra-—

tion de l'acyclicité de ﬁiT . S0t EPg l'espace des plongements Mi-—> Wo1

qui sont adaptés & £ en c¢ et dont le 1=jet en O est donnéd ;3 d'gprés
le corollaire 3 du 31 , 1'acyclicité de.gag entraine celle de g%,..Soit U
un voisinage de Morse de ¢ dans l'intérieur de Wo1 3 soit K un compact

de {P} s par compositien avec une rétraction de Mi laissant fixe un

voisinage de l'origine,; on peut déformer 5<jusque dans gg.n Plgt(Mi,U) ’

de facon que les éléments de K N PIgt(Mi,U) restent dans Plgt(Mi,U)

I'd 03 L3 2 Ve Y n‘
aw cours de la déformation, On est ainsi ramené au cas ou W =R ,, £.=h

et ¢ =0 ; d'apres le corollaire 3 de la proposition 2 , il suffit de

n rd
montrer l'acyclicité du sous=espace ‘fJ-h de g} formé des plongements
H

qui laissent §n invariant, La méthode classique de rétraction par “fransmuta-

tion par les homothéties", utilisée pour démontrer 1'acyclicité de 1'espace

des plongements avec 1-jet fixe en 0 de Mi dans Rn , donne également

g

1 citd
acyclicité de T

, car cet espace reste sfable au cours de la rétrac-—

tion 5 en effet, si h o ¢ =h , alors pour tout A > 0, on a3

-

2

,
(g o)) = -

h o ¢(Ax) = iE h(kx) = h(x),
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