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INTRODUCTION 

Isotopie et pseudo-isotopie. 

1. Le problème de la pseudo-isoto·pie. 

Soit V une variété différentiable de classe 
00 

C dans tous les cas 

qu'on considère, V est en plus compacte, sans bord, et orientable. 

On note Diff V le groupe des difféomorphismes d'orientation positive 

de V on munit Diff V (ainsi que tous les espaces de fonctions différen-

tiables qui vont intervenir) de la topologie C
00 

On va définir deux relations d'équivalence dans Diff V. 

Définition 1.- Une isotopie de V est un chemin différentiable dans Diff V, 

d'origine l'identité, i.e. une application 

I 3 t ~ f t € Diff V , ( où I = [ 0, 1] ) 

telle que 

l 1 application (x,t)t->f/x) est différentiable. 

L'application 

est alors un difféomorphisme du cylindre V x I. L'ensemble des isotopies 

de V s'identifie donc au sous-groupe% de Diff(V x I) formé des g 

tels que : 
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1°) g(x,o) = X \ix ( V 

2°) p o g = p (où p d2signe la projection V x I - I). 

Le groupe~ opère dans Diff V par la formule 

g.f(x) g(f(x), 1 ). 

Deux éléments de Diff V qui sont dans ld. même orbite sont dits isotopes. 

Les orbites coïncident avec les composantes connexes de Diff V muni de 

la topologie C
00 

(car tout chemin continu dans Diff V peut être appro

ché par un chemin différentiable). 

Définition 2.- Une pseudo-isotopie de V est un difféomorp~isme de V x I 

qui vérifie la condition 1°) (mais par nécessairement 2°)). 

Les pseudo-isotopies de V forment un groupe ~u' on note 1 ; ~ opère dans 

Diff V ; deux éléments qui sont dans la même orbite sont dits pseudo-isoto-

Comme ~ c ~, "isotope" implique "pseudo-isotope". 

Problème.- Sous quelle condition ces deux classifications sont-elles les 

mêmes? 

_1'héorème O.- Soit V une variété compacte sans bord de classe 

1t
1 
(v) = 0 et dimension V ~ 5 , alors le grou·pe ~ des pseudo-isotopies 

de V est connexe. 

Corollaire 1.- Sous les hypothèses du théorème 0, les deux classifications de 

Diff V (isotopie et pseudo-isotopie) sont les m~s. 
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[En effet les orbites de, sont alors connexes; comme elles contiennent 

les orbites de iae, qui sont les composantes connexes, ce sont les composantes 

connexes]. 

Corollaire 2.- Pour n ~ 6 

1t 
0
(Diff Dn) = 0 

n (Diff sn-1) ~ r 
o n 

[En effet, tout difféomorphisme g de Dn peut être déformé par isotopie 

de manière à induire l'identité sur la boule de rayon moitié D'n la 

restriction de g à la couronne Dn - D1n s'identifie alors à une pseudo-

isotopie h de 
n-1 

S ; le théorème O permet de déformer h isotopiquement 

en l'identité.; ceci prouve le 1°). On passe de là au 2°) et au 3°) au 

moyen de la suite exacte classique 

Remarques 1.- J 1 ai am1oncé le théorème O dans [ 4] , sous les conditions plus 

restrictives dimension (V~ 9 et 

2. Les premiers exemples de non triviaux pour i ~ 1 sont 

dus à S.P. NOVIKOV [13]. 

3. L'analogue du théorème O dans la catégorie 

demment par C. MORLET [12] et C.P. ROURKE. 

Leur méthode (qui nécessite n
1
(v) = n

2
(v) 

PL a été d8rtantré indépen-

0) consiste à ramener (dans 

chacune des catégories DIFF et PL) le cas général à celui de la sphère 

n-1 S ; ce dernier cas est resolu trivialement dans les catégories PL par 

la "rétraction d'Alexander", dont on sait qu'elle ne s'applique pas au cas 
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différentiable. Dans la catégorie DIFF, la difficulté est exactement la 

même dans l.e cas de la sphère et dans celui de- n'importe quelle variété 

simplement connexe. 

4. La question "pseudo-isotopie entraîne-t-elle isotopie" admet une géné·

ralisation naturelle à k paramètres. Soit O un point marqué sur Sk; 

tout difféomorphisme de V x Sk qui respecte la projection sur Sk, laisse 

fixe V x {o} , et peut se prolonger en un difféomorphisme de V x Dk+1 , 

peut-il. se prolonger en un difféomorphisme de V x Dk+1 qui respecte la 

projection sur Dk+1
? Dans [12~ MORLET munit Diff V de deux complexes, 

l'un donnant l'homotopie ordinaire, l'autre la notion d' "homotopie" qui 

généralise à un nombre quelconque de paramètres la notion d:e pseudo-isoto-

ème pie; le k groupe d'homotopie relatif de ces deux complexes est nul exac-

tement lorsque la réponse à la question ci-dessus est posi..tive. MORLET montre 

qu'il en est ainsi dans la catégorie PL pour tout k ~ c lorsque V est 

c-connexe. On peut faire la conjecture analogue pour la catégorie DIFF • 

5. La notion généralisant celle de pseudo-isotopie (relative aux difféomor

phismes) aux plongements d'une variété dans une autre est appelée en g,énéral 

"concordance". Rappelons le résultat maintenant classique de J.F.P. HUDSON 

[7] : en codimension~ '.3, la concordance entraîne l'isotopie; ce résultat 

(valable dans les catégories DIFF et PL) a été g~néralisé à plusieurs pa

ramètres par M0RLET [12]. 

6. D~s l'énoncé du théorème O, les hypothèses de compacité et de simple 

connexité sont essentielles; cela résulte de deux contre-exemples de 

L. SIEBENMANN [15], qui associe à. une pseudo-isotopie un invariant de tor

sion. Notons aussi qu'un autre pas en direction d'une théorie gé

néralisant à 1 paramètre celle du s-cohordisme a été fait tout récemment 

par A. CHENGINER et F. LAUDEN.BACH. 
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3. La forme "fonctionnelle" du théorème O. 

Soit 1 l'espace des fonctions de classe 
00 

C V X (I,0,1) - (I,0,1) 

sans point cri tique sur le bord. Pour déruontrer 

on fait opérer 1 à gauche dans :f, par la formule 

g • f 
-1 = f O g 

On désigne par~ le sous-espace de J- formé des fonctions qui n'ont aucun 

point cri tique. 

Lemme : Soit p la projection : V x I-> I • L'espace~ est l'orbite de p 

pour les opérations de~ ; ~ est homéomorphe à t, x ~ • 

Démonstration : Il est clair que l'orbite de p est contenuedans't, et 

d'autre part que 1dG est le sous-groupe de 1 formé par les éléments qui 

laissent p fixe. Il suffit donc de montrer l'existence d 1 une section 

s : t -> '1 pour l'application 

Pour construire une telle section, on choisit une metriq·;J.e riemannienne 

sur V x I. Soit f Et, on définit l 1 élérnint g = s(f) par 

11 g(x,t) est le point y de la ligne de gradient de f issue dù point 

(x,O) qui vérifie : f(y) = t 11
• 

On a p o g - 1 (y) =- t f (y) 

autrement dit, 
-1 

p O g = f donc s est bien une section. 

Puisque -~ est contractile, ( 1) équivaut à 

Puisque ::f.. est une partie convexe de l'espace vectoriel de toutes les 
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fonctions réelles définies sur V x I , (2) équivaut à 

Ceci ap 1;araî t comu,e une ginéral isa tion à 1 pdramè tre de la théorie du 

h-cobordisrne de Smale. Les espaces analogues à 't et <F peuvent en effet 

être définis pour toute triade (W, V, V1 )o La théorie de Smale consiste à 

montrer que ·(moyennant des conditions homo topiques convenables et une condi

tion de dimension) W est difféomorphe au cylindre V x ::: ; cr les cylin-

dres sont caractérisés parmi toutes les triades par la co~~iticn ~ ~ ~ , 

qui peut s'écrire : 

4. Principe de la démonstration de 

tion de Smale de ie-. 

stratification na:urelle et filtra-

D'une façon générale, une suite 1 
E ' • •• , 

i 
E ," •. de s01.,s-espaces d'un 

espace topologique E sera appelée stratification de E si les 
l 

E foru,ent 

une partition de E , et si 
1 i 

E0 u E u .. ' u E est ouvert pour tout i • 

La notion de stratification naturelle des espaces d'applications diffé

rentiables d'une variété dans une autre d été introduite par THOM; les 

travaux récents de J. MATHER [9] l 1 ont éclairée d'un. jour nouveau (cf.I.3). 

La strate d.,i de la stratification naturelle de l' es1.Jace 'fl-est définie 

comme l'ensemble des fonctLms ''de codimension i", la codimension d'une fonc•

tion f pouvdnt être définie (au moins pour les petites valeurs de i) 

comme la somme des "codiraensions II des points et des valeurs cri tiques de f. 

Une valeur critique de codimension 0,1 etc. est une valeur criti~ue simple, 

double, etc. Un point critique de codimension O est un point critique du 

type de Morse (c'est-à-dire quadra tiCJ.ue non dégénéré) ; un point cri tique 
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de codimension 1 est un "point de naissance". La "strate" de O est donc 

l'espace des fonctions "excellentes" au sens de THOM: celles dont tous les 

points critiques sont du type de MORSE, et toutes les valeurs critiques dis

tinctes. D'après un théorème classique de M .• MORSE, ~ 0 est ouvert et dense 

dans cfi. • La strate ':f.-1 est la réunion (disjointe) de~ 1 
0: 

définis 

comme suit: 

\ 
f a un point de naissance tous les a.o.tres points cri-

f E ~1 ~ tiques sont du de Morse 0: ,:;y_pe 

toutes les valeurs cri tiq_ues sont distinctes. 

tous les points critiques sont du type de MORSE i 

toutes les valeurs critiques sont distinctes, sauf exacte-

ment dèux d'entre elles. 

(fi 1 
est une sous-variété de codimension : de (f O U $. 1 et le ccmplémen

taire de ,:fi O U j. 1 dans 1' est de codimension supérieure à 1 , ce qui peut 

être précisé comme suito On dit qu'un chemin y à valeurs dans i- est bon 

si y(t) E 1,..o sauf pour un nombre fini de valeurs de t, et si, pour ces 

valeurs exceptionnelles, y(t) traverse 1--1 
; alors l'espace des bons chemins 

~ 1~ est dense dans l'espace de tous les chemins, muni de la topologie c0 • 

Il résulte de ceci que pour montrer (2 1 ), il suffit d.e considérer les bons 

lacets relatifs de ( ~' t) et de montrer que chacun d'eux peut être déformé 

avec extrémités fixes en un chemin de'!. On utilise pour cela la filtration 

de Smale de -f..o : pour démon~rer le théorème du h-coborQisme, SMALE définit 

une filtration de l'espace !fe.o relatif à une triade (w, V, V1 ) ; puis, par

tant d'un élément f E:ft.0 (dont l'existence est assurée par le théorème de 
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MORSE) il construit (sous des hypcthèses convenables) un chemin d'origine 

f, q_ui est bon au sens ci-dessus, q_ui est décroissant pour la filtration, 

et q_ui aboutit à un éleL,ent f 1 de 'l. La filtration utilisé{:, est la filtra-

tion lexicographiq_ue définie par les trois invariants suivants : le nombre 

d'~nversions v (cf. V.1.1) , l'intervalle des indices [i,j] (cf.V,2o2), en

fin le nombre total de points cri tiq_ues. Une fonction pour laq_uelle v = 0 

est dite "ordonnée". Les trois grandes étapes de la démonstration du théorème 

de h-cobordisme sont les su~vantes.: 

1) existence d'une fonction oruùnnée excellente; 

2) existence (pour i convenable) d'une fonction ordonnée dont l'inter

valle des indices est [i,i+1] ; 

3) existence d'une fonction sans point c.ritiq_ue. 

De même pour déformer un bon lacet de ( ,fi.9 !. ) , on le repousse de proche 

en proche dans des sous-espaces de filtration de plus en _plus petite, de 

sorte q_ue les trois grandes étapes de la démonstration du théorème O corres

pondent à cel.les du théorème de SMALE 

1) l'espace des fonctions oràom1ées est connexe (VJ1.1, théorÈme 1). 

2) l 1 espace,j_ des fonctions ordonnées dont l 1 intervalls des indices est 
l 

[i,i+1] est connexe pour i convenable (V ,2.1., théorème 2). 

3) l 1 espace des fonctions sans point critiq_ue est connexe (VII,4.2, 

théorème 3). 

5. Les lemmes semi-locaux. 

Les "cocellules" de codimension O et 1 de 1e... (c I est-à-dire les composantes 

connexes de ~ 0 et -i,.1) ne sont paé, acycliyues en génoral. Au c::ours de la 

déformation d'un lacet sur ,:f..-, on rencontre donc un certain riombre d'obstruc-

tions à valeurs dans le n des 0-cocellules modulo leur bord 
1 

d'où la 
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nécessité de démontrer un certain nombre de lemmes explicitant ces obstruc

tions et donnant des cas de nullit é ; on les appelle semi-locaux parce qu'ils 
à, 

mettent en jeu un petit nombreVcocellules. Il est souvent commode de les 

exprimer en terme de graphique : le graphique d'un chemin y à valeurs dans 

dt-est ,la partie r de I x I définie par 

(t,u) € r <~ u est valeur critique de y(t) • 

. Les leinmes semi-locaux sont de deux sortes; les uns sont des lemmes de 

classification de "chemins de trav ersée" (chemins d'origine un point donnée 

de 4-,0 , traversant une fois ct:.1 ) ; voici leur interprétation en termes de 

graphique : 

~ Lemmes de : Uni~ité des :Unicité des morts ~ 
( , croisement : naissances. : . ) 
(, ________ f_,(rr_A_.t._,p_ro_p_o_s_i t_ianll __ 3_e_t_4_· _:_(_r_n_.,_1_._3_. _, co_r_o_n_a_i_.r_e2_\_(_r_r_r_, 2_._4_. _, p_ro_pœ_· _it:L:m. __ 4_),) 
( ) 
( Concernent la ~ ~.i. _+1 i+.Jf ) 
( pos s ibilité de ~ /' ~ ~ ) 
( défortn.ér le 7 \ i i ~ ) 
( graphique ) 
( ci-contre : ) 
( )· 

Les autres lem.ma semi-locaux sont ~\'à tifs 'à la possibilité de faire 

franchir à un lacet une singularité de codimension 2, autrement dit une 

composante connexe de-:fo2 • Voici leur interprétation en termes de graphi-
1· 

que et les schémas correspondants dans l'espace fonctionnel; (on se repor-

tera aux énoncés pour les conditions de validité) : 
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( ) 
( . Le□me de la queue ) Lemme du triangle Lemme du bec 
( : d'aronde ) 
( : (IV,2.2., proposition. 2) : (IV ,3.3, propos·ition 4) ; (IV, 4. 3, proposi tion5 )) 

( ) 

(Concerne la possibi-: '-...__._ / ~ ------ )) 
(lité de déformer le : ..,;x......__ ~ 
(graphique ci-contre:: 7~ ) ( ______ ~ _______________________ ) 

( ) 

(~ en le graphique ~ ~ <· .....__ __., ~) 
ci-contre : -/ ~ ~ -----

(>--________ ___;;_ ________ . ) 
) 

( Schéma dans l'es- ) 
( pace fonctionnel ) 
( (a naissance, ) 
( ~=croisement) ) 
( ) 
( __________________________ ) 

(
( point triple défini par )) 

Singularité de co- naissance à un ni- singularité 
l'égalité de 3 valeurs ) 

( .dimension 2 corres-: veau cri tique queue d'aronde 
( cri tiques ) 

pondante • 
._ _______________________ ) 

La démonstration de ces lemmes utilise la méthode des "chemins élémen-

taires", développée en I.2 dans un cadre général ~ celui d'une stratifica-

tion de codimension 1 dans laquelle un groupe topologique G opère de façon 

que les orbites soient les cocellules et que sur chacune d 1 entre elles, les 

opérations admettent des sections locales continues. Le "lemme des chemins 

élémentairesi: affirme que, dans ces conditions on peut se borner, pour cal

culer les groupes d'homotopie des espaces de chemins de traversée, à consi-

dérer des "familles élémentaires de chemins", c 1 est-à-dire essentiellement 

des familles invariantes par les opérations de G. Dans le cas de la stra

tification de ,j.., le rôle de G est ,joué par le groupe Diff ( V x I) x Diff I; 

les familles elémentaires sont définies dans chaque cas par trans

port d. 'une "déformation standard" relative au modèle de la singularité 

correspondante. L'application du lemme des chemins élémentaires ramène alors 
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à un problème géo1r;é trique (classification de certaines sous-variétés), de 

difficulté très variable suivant les cas. 

6. Partie 11globale 11 de la d2monstration. 

Les théorème:=; 1 et 2 (connexité de 1 1 espace des fonctions ordonnées et 

de l'espace i. ) se demon tren t sans grande difficulté à partir des lemmes 
l 

seni-locaux (cf. chapitre V) • Par contre la demonstration du thdorème 3 

(passage de la connexité de ,j.._ à celle de 1 1 es_pace ~ des fonctions sans 
l 

point critique) prése::i.te une difficulté de nature algébrique ; c 1 cst ce qui 

conduit à introduire le nerf de ·:f. ~t, en fait, à la déterminer. 
J. 

D'une façon générale, le nerf à 1une stratification 
1 

E '• • • 
i 

E i. • 

d'un espace topologique E est l'ensemble , ) r 1 ( i) n i,.E0 , u n, ;.E ) U ••• U n E , U ••• 
0 0 0 

muni de la structure de complexe simplicial ordoœié définie par la relation 

AcB. 

Soit ,:j 
1,q 

la partie de 1. 
l 

formée des fonctions ayant exacteoent 2q 

points critiques (fonctions "de type (i q)'' 1
) ; scit f une telle fonction, 

soit M une "variété intermédiairs de fj'; (c 1 est-à-d1re une variété de ni-

veau séparant les points cri tiques d: .Lnd ice l de ceux d'indice i + 1 

M sépare V x I en deux parties qu 1 on note + 
WM et WM. On sait que 

Hi+
1 
(w; , M) ~ Hn-i (w; 9 M) ~ Zq ; certaines bar,es de ces groupes d I homolo

gie sont "adaptées à f'' au sens suivant : elles peuvent être representées 

par les classes fondamentales d'un système de nappes de grad:.ent issu.es 

des points critiques de f D A tou.t f E j: I"1 (sous-es pa,:;e de ~ 
i 'q_ 

formé des 

fonctions pour lesquelles M est une variété intermédiaire) on peut associer 

l'ensemble de ses couples de bases adaptées ; cet ensemble s~identifie à une 

classe de GL(q_,Z) x GL(q_,:E) mod:ulo un sous--grou.pe de (T X S) X (T X S) 
·q_ q_ q_ q_ 

qui dépend uniq_uefilent de la cocellule de fi (T : groupe triangulaire . 
q_ ' 

s : groupe symétrique). On définit ainsi un morphisme 
q_ 

w : (Nerf de ,J:."
1
) _, ~ x , 

l' q <eq_ 



où t' 
q 

est un quotient d'un complexe défini sur le groupe GL(q,Z) 

par les. genéra teurs privilégiés du groupe symétrique (par exemple, un 

couple d 1 éléments (g,g 1 ) est joint par une arête si et seulement si g 1 

est de la forme gs où s est une transposition).On montre en utilisant 

essen tielleE1ent le lemme des croisements à indices egaux que w est un 

morphisme de revêtement. Cessant alors de fixer la variété intermédiaire M, 

on obtient un morphisme ~ 

où 

de 

(Nerf de -:f... ) _. vf,_ 
1,q q 

Gt, est le complexe q_uotient de 
q 

GL(q,Z) (en particulier, le 

par des opérations convenables 

O-squelette de d: est isomorphe à 
q 

l'espace des doubles classes à gauche et à droite de GL(q,Z') modulo le 

groupe triangulaire). 

Un lemme algébrique, qui est le ré,rnltat principal du c:1.apitre VI 

donne un système de générateurs du premier groupe d'homotopie relatif de 

t' X ~ q q 
modulo l'orbite "neutre" des opérations de GL(q,Z) • On cons-

tate alors q_ue chacun de ces générateurs correspond à un certain type de 

singularité de codimension 2 ; les lemmes semi--locaux relatifs à ces sin 67J.-

larités prouvent precis6ment que ces générateurs se relèvent dans le revê-

ter:,ent w en des chemins dont 

lacets. On en déduit fac_lement 

(isomorphisme du nerf de rf. 
1,q 

les images dans le nerf de i. 1,q 
sont 

les théorème 3 (connexité de 't ) et 4 

avec ~ ) ; 
q 

ce dernier résultat à pour 

des 

corollaires des théorèmes de classification: par exemple, les fonctions 

excellentes de type (i,q) sont classifiées tyar un invariant à valeurs dans 

T \ GL(q,Z)/Tq 
q 



C·HA:P!·TR-E· I 

Stratifications et chemins élémentaires 

Après avoir fixé au §el la terminologie qu 9 on utilisera en 

ce qui concerne les stratifications 9 on démontre au §o2 le 

"lemme des chemins élémentairea 11 e (202eQ proposition l)~ outil 

essentiel des chapitres II, III et IVo Le §o3 contient la défi

nition et une première description de la stratification naturelle 

des espaces de fonctions réelles différentiableae Deux autres 

exemples de stratifications naturelle• d'espace ■ d'applications 

di~férentiablea (qui jouent dans la suite un rôle auxiliaire• 

respectivement au §o4 du chapitre II et au §o2 du chapitre III) 

sont étudiés aux §0§04 et 5, 

§ol, Stratifications localement trivialeso 

lolo Stratificationso 

Définition lo Soit E un espace topologique • une suite E
0 

• B
1

, 

o,o 1 E 1 eeoo de parties de E est appelée stratification de E 

si elle forme une partition de E (ioeo 1 les E1 aont diajointa 

deux à deux et leur réunion est E ) 1 et si elle vérifie la 

condition suivante 

E0 U E1 U o o o U E i est ouvert pour tout i ,e IN , 

E muni d~une stratification est dit "espace topologigue atrati

.!,i!" , E i s w appelle la i ème strate de E o Le I compo aan tes 

connexes par arcs des strates sont appelée ■ 000ellulea de la 

stratification o 



Io2 

Exemple_ ,~- .. ~"':~~j;if._!$_!ti·9_E,o Soit V une variê'cé '.;riangulêe de 

dimension n & soit V. lei-squelette de V ~aur i>O. et ]. ~ ., 
V, - 1D po Ui" i<O . la stratification de V définie par • 1 

vi = V 
n=i - V n=i=l pour tout i E' 1N 

e~t appelée stratification naturelle de V o On remarquera les 

deux propriétés suivantes g 

l) Po \,r tout 

') '\\ 
'" ) Pou,.~ tout 

i de V . 
La propriété 1) est vérifiée par toutes les stratifications 

que nous utiliserons dan~ la pratique , la propriété 2) est véri

fiée par toutes les stratifications de variétés (de dimension 

finie eu infinie) que noua renacntreronso 

,Morphismes dwespaces strat}~,!,o Soient E et E 9 

topologiques stratifiés , ~p morphisme E ~ E~ 

cation continue f g E -+- Ell telle que 

deux espaces 

est une appli-

Stratifiaation induiteo Sait E un eapaae topologique stratifié ~ 
,,.......... li' "VI + ·-

soit Ac: E ~ on appelle stratification induite par E sur A 

~elle définie sur A par 

pour tout i e IN o 

Stra.tifi,_q~tion produitô Soient E et Eij deux espaces top.olo~ 

giques stratifiés • la stratification de Ex Eç définie par 

u 
j+j~=i 

est appelée stratification produit des stratifications de E et EgQ 



Io3 

lo2o Stratifications localement trivialeso 

La stratification triviale d'un espace topologique E est 

~elle définie par 0 
E = E e 

Définition 2o Soit E' un espace topologique stratifié , la stra

tifi ca~ion de E est dite localement triviale si pour tout 

.xE=:E, il existe 

- un espace topologique stratifié X i ayan~ une strate ponc

tu.elle { O} • 

= un espace topologique Y (muni de la stratification triviale) 

e ·: '~m pc: i.r.: t y e Y • 

- un morphisme • 

tels que ~(O,y) = x I que 1°image de • soit un ouvert U de 

E 1: et que q, définisse tm isomorphisme de X,. Y sur U (muni 

de la stratification induite par E )~ 

Tout morphisme • du type ci~dessus est appelé carte locale 

de E en xi on dit que X est un modale transverse de la 

stratification en x e On dit quiun morphisme iJ1 g X -..- E est 

une cart~ transverse de E en x a~il existe une carte locale 

<I> telle q,1e iJ, ( z) = 4> ( z 9y) pour tout z e:: X o 

Remarg,ue s o 1) Si 4> est une ~arte locale de E en X ~ d'image 

u ~ la strate de X dans u est cp({O} x Y} • u étant ouvert 9 

il en ré ,fPJ.1 te que cp({O} X Y) est un voisinage ouvert de X dans 

sa strateo 

2) Si E est un espace stratifié localement trivial 

et localement connexe par arcs, alol"'s toutes les strates de E 

sont localement connexes par arcso 

lo3c Stratifications coniques 9 stratifications combinatoireso 

Définition 3o Soit S un espace stratifié ayant un nombre fini 

de strates s0
0 s1 .o~oe Sn o On appelle cône ouvert de S lies

pace stratifié suivant g son support topologique est le cône 



ouvert C(S) • S ; la stratification sur le complémentaire du 

sommet est celle définie par la stratification produit de celle 

de S par la stratification triviale de 105 1( ~ le sommet est 

1aunique élément de la (n+l)ème strate. 

Définition 4o Soit E un espace strat.ifiêt La ~tratifiaation de 

E est dite conique si elle est localement triviale et si 9 pour 

tout x E:: E 9 il existe un modèle tran sver sè de la stratification 

en x qui soit un aSne ouverte 

Définition 5o Soit E un espace stratifié ~ la ~tratification 

de E est dite aombinatoire si elle e ■ t aonique 9 et ai pour tout 

i?O et pour tout x e:Ei 9 il existe un modèle transverse en x 

qui soit le cône ouvert dijune (i-1) - sphère ~ombinatoirement 

triangulée (munie de la stratification naturellei ar~ 1~10)0 

Exemple de stratification aombinatoireo Si V est une variété 

combinatoirement triangulée 9 la stratification naturelle de V 

constitue évidemment un exemple de stratification com·binatoire • 

dijautres exemples seront donnés aux §§c 3, 4 et 5m 

§o2o Stratifications de aadimensian l 

Lemme des @hemins élémentaires 

2olD Stratifications de codimension 1 ; ahemins de traverséeo 

Définition lo Soit E un esp~@e topologique I une stratification 

de codimension l de E est une stratification ©onique (afolo3o) 
, d " o l El a eux strates non vides E et E • telle que pour tout y e:- 1 

il existe un modèle transverse de la stratification en y qui 

soit le cône ouvert dwun ensemble finio 

Exempleo l) E est une varieté (de dimension finie ou infinie)~ 

E1 est une sous-variété de aodimen~ion l de E o 

2) V étant une variété triangulée munie de sa strati

fication naturellei E0 = Vi 0 E1 = vi+l 0 



I.5 

On •erra d'autres exemples au §.3 du ahapitre II. 

·Lem.me lo ~ E un espace topo!'?,iigue __ muni dffune stratification 

de e:odimension 1 o .§.2il ygE
1 , .!ili, T l"image d~tme carte 

transverse de E 2 y , on note ';;;f;Y ~12ace des applications 

contin~ {I~ 0~ ]Oil]) -+ {E~ y 0 E
0

) ~ ~i ... de_};a topologie 

c0 
o 

Il Y,, a.. un isomorpl]_i!,me can01d9,i::.! g -rr
0 

(':!Y~ îr ( T-") , 0 ,J t 

çhaque ;:;,.o.~!_ant,e conne:ini_A,! '!l,y est acycliquE:_o 

E~~2~!~~!]!~~ g Soit ~ une carte locale de E ~n y telle que 

la aarte transverse aorre ■ pondante ait T peur image ; soit U 

l"image de ~ • On considère su~ T et sur U la stratifica= 

tion induite par E ~ et on note ~ (T) & ;;f. (U} les espaces ana-Y ~ V 

logues ~y o Il est alair que ~ (~ (T)} est canQniquement iso
o y 

morphe l ~ (T-y) i et que abaque composante aonnexa de 
0 

<;;f PT) y\ 
est acycliqueG Or les injections naturelles -;.f (T) c..;;f (U} ~;;t, 

y y y 
sont 1wune et l 0 autre des 6quivalences d 1 hom0topie faibles 

(la premi~re parce que ~ (U) est canoniquement homéomorphe au 
y 

produit de ~ (T) et de l"espaae des chemin ■ d'origine y dans 
l y 

U (\E !) la seconde, parce que tcn.1·t compact de ;zy peut être 

déformé 0 par une homothétie @on venable d.e ~ Il ,jus que dans y 
1 9 image de ~ (U)) i ceci achive la démon ■trationo y 

Définitionso Soit y un ~hemin 0 I ....,.,,_ E • soit t un ~- ô 

0 © 
point 

y-l(El) isolé de • on note ô ·dt
0

) = ô y 0 Si t 
0 

<Z:I ~ le germe 

de y en t définit un couple d 0 é1éments de 1T (<;J } ; si ces 
0 o 1y 

élément.s sont distincts, on dit que y traverse E en y -
10ur la valeur t

0 
du param~tr!o On dit que y est un bon chemin 

si y- 1 (E1 ) n 9 a qu 9 un nombre fini d'élément~® et si pour chacun 

d'entre eux y traverse E1 , Un bon chemin traversant E1 une 

seule fois est appelé ahemin da travers,ea 

Lemme 2o Soient E • y 0 T comme au lemmELlô .ê.2il <fly 1.:.!H;pa.ce
0 des chemins de traversée de E1 en y (muni de la topologie C ) 1 

!,,2.ll RY le complémentaire de la dia5onal~ dans 7l'
0

(T=y) >1 rr
0

(T-y)o 

Il y~ un isomorphisme canonique g 1'l' (Cf? ) ~ R ~ et chaque compo-o y y 
sante connexe de ~ est acycliqueo y 



Démonstration Soit <t;y-1 la pa.rti.e de c(l 
y formée des chemins 

v_ 

2 
~ 

do.r.· le :paramètre de traversée 2 , ~ompte tenu du lemme 1 1 

il suffit de montrer que l'injection induit un 

isomorphisme peur to~s les groupes d~homotopie~ Il suffit donc de 

montrer que l~application t q~i à tout élément de ~ associe y 
son paramètre de ~raversée est une fibration localement triviale ; 

or lE< gl"oupe 'die des hon:-.éomorphismes croisaa.nts d.e 

a gauche dans ~ 
y (par ... a fox-mule I et dans 

de mani~re ~ompatible avec t les opérations de 

dan~ ]0~1[ admettent des secti~na locales ,on~inues ; comme il 

est bien ~onnu (c:fo [3], p,,115., lemme ~-, ce;::. .e:..f':fit à établir 

la trivialité loca~e de 1 ô 

Soit E un espace topolcgiqua muni d!une stratification 

de codimension l o Dans ce nD 0 on suppose quijon ssest donn€ un 

groupe topologique G op~rant (à gauche) acntinuement dans E 

en respectant la stratificationc 

On d~signe par {ai) (pour i=O~l; la propri,tE suivante 

"Pour tout xe: E
1 

» la stre.te de x coincide au voisinage de x 

avec- l~orbite de x i et l'application g 1-..,.. gox es't une fi

bra1~:i.on localement triviale de G sur 1 1 orb:..te de xo" 

On notera que les op&rationa de G dan~ E d~finisaent de 

façon naturelle des opirations de l 8 espace de~ ahemins de G 

dans l"espat!e <e des chemins de tr.averaée de E 1 

par restrictioni) des opérations de G d~1Hi ~ e 

Proposi'tion lo .§2,fi E un es;~~Llopolcgique muni d.'1 une strati~ 

fication de codimension • i 2-.!~claquelle UD....,MOUP$; topolo~que 

G _opère en vérifiant les conditions {a ) et (a.-) d.~dessuso _.,_._,__.~..,._--...,.. .......... ;;;,,.......,;._.;_..,... ....... ...,_,_ ..... ....,_,,.;__,,_ C . .L www zw 

[Pour le 2°), la condition (a
0

) suffitlo So.:.er.t ~~ il -e" 
deux parties de lflespace ~ des chemins de t~avers&e de E1 

t 11 v:> li C u:;, ~ Q e es que v v o n suppose 



sent stablea ncur les cnfrations de 
.l.C'l.lr--:..•,-,i:;UM".rtt:•-,..~-N . .-,•.tt~•,,~~~.•n:,~.1111.~,~,~~t~'-""',:::t.~S:...:i'!1tr"•~~:; 

G 

.<l~. % • 

Pou.:t' tot..l, 
~-•~T:fn1u.)"..-:-·--

' s '.l -
s .1. .... ,... .. e 

Pour to·d; 
~~'!'Utm....-r.~1':' 

(:l so:..:.. t.: 

w,(-e~ 
J X 

j >,l 

(2 
'l, 

rle t ("; 1 ~ \) -,.~ ~ 
.. v..:,,s-<:~c::,,.-(1-,1.;:i,_,:;t,-: 

les t:t~sattfJlet·t~~s r-::;~·o~c·tif~ dii!'. •-{:~ 
-~~dlln&D-•-'.r...a.r.w:t<...,.__,....,,.;-;:;_•f~.r.,,-:t'C,._,vrt • ..,..,-.: ... ,....J.lls..,~,-:.•~.'ll..'2;a~!l,M\.':.'1,.-'~.l'UJ 

et 

<;;.O,Xl S 
..... 11":t:ll'!'.,"'$1;t(::, 

sc-it 
fl'f,N'T ..... -.,.~~, •• 

X y 

a.:l.o.n1 0 " .x. e:. :E;'"' 
('t:"f,n;..\'!l:.,1"'.•-.< ... 



Corollair~o .2.2.i~ E 1.m espace u.R.? ... logique l.ocalement connexe 

~r arcs mu:1.,;L~~r~ str_!tifi.S!-tiop, de codi.!!ÉE.~.!~ 1 ~ 

la9i~lle™un 5rc>u1;~ t~~ologique G o~è:;,-JL,,~!LJŒ.tl.f.i2t les c~.mdi-

tions (a
0

) ~ (aJ) o .ê..2.ll <e!' une 1éuEion de _2omposantes 

connexe~w<e~_!~e.êJZaC! ~ des chemins de traversée de E
1 

; ~ 
-e" u.~e partie Ô:~...;~J22:,exe lÜJl,,BiUlie,..r, '5(<e9

) ..9...ui soit stable pour 

, ,,. • 
0 d -2 ( G ). :. on + -0 ?~ l ""' - t t d :0" & .es OE;;rat :to~~, -.> • no~ ~ • e v,;: sque.J..e e e -v ~ 

Alors~ 12our_,~ s~ <€11 ~ .!.2}ent x il y l û origine et le 
• . d t ,, ;;i D 'I O d ,0 i! no in t_ e rave:r_see_~~- µ rO. la na.rt ie e 't, 

h _ __ ··--- G _ 'C!> !3 •= --- ,n 
formée des 

chemiE.,_s ayant....,,rnême m.E.2.ill~.t mem~ sens da tre.ver:iiiée ~ue 8 i il...z ( ,l.) t,...•.- ... ~~.Hl..» w....-.1~....-...S w m 

.!.. un i s omo r E,h i sme C,.!.n on -i.s_ '-l~ 

1T.(<8' 
J X 

C'est la partie de ce corollaire relative ~u n dont on 
0 

fera l 9 usage le plus fréquent dans la suite sous le nom de 

"lemme des chemins élémentaires 11 
., En voici un énoncé autonome 

Lemme dE;_§ chemins .fil!!.lentairesG ~ E 1.m espace topologiqu~, 

W..~• muni d'ull.E:M •• :'ltr!tification de codimension l dans la.quelle 

un groupe topolo~i-™ G opère en véri~iant la condition (a
0

) • 

Soit ceQ ..;;t."le _ré~,!l,.iOn de ~9..111.F.2.San·tes connexe--!_ de .f;~_!!,BPaCe ce SU 
chemins de tr sve rse e de E

1 e s2,ll ce" une partie de ,e 9 _g,ui 

soit stable pour les opérati;,2l}S de 

appelés "chemins élémenta.ires 11
e 

G ; les éléments de ce" sont -
.21.î pour tout 

même point et m~~e 

il existe un chemin ~~iaire aya.!L!?. 
trave .. raée ~! 

est homotope dans cf]~ à un chemin élémentaire• .i!!_fa.çon que 

l'orig1E._e reste fixe au cours d_!™l.;1 ho;motopie_e ____________ , ____________ ., -----------------
~ 

(l) La notation -1r. ('{;~ t '{; 
11 

' f-,) désigne le groupe ~ J X X ~ 
Tl'. ('S ('t' V ) ce ii o f~ ) ) o 
J X Il X 1 



o,monstration du corollaire : Scit G la composante connexe ------------~=m-----------= e 
par arcs de 1 élément neutre de G o Puisque E est localement 

connexe par arcsp le fait que les op,rations de G vérifient 

les conditions (a
0

) et (a
1

) entraîne que les opGrations de 

G vérifient les mimes conditions. Or 1 1 hypoth~se faite sur ~• 
e 

entz·aîne que ~ n est stable pour les opérations de G O on 
e ' 

peut donc appliquer la proposition l aYec G 
e 

ds.ns le: rôle de 

G ~ de sorte que le seul point qai reste à virifier est quei pour 

tout j~l ~ il y a un isomorphisme canonique 

;r, (.-:.?Jfj , .. ,ln , 8) , ~ ....... .,. : ". • a)·, Or ,Ll,, e"'"" "'e",,., 1.··on de J V ;:r ' y i ,- -,,- ,, j = l \ " ~ , µ ,, --.;:, y ~ ,. • ..,,.,., 

com~aaa~tes connexes par aras 

de 2,lc que chaque composante 

senB de ~ravers~e~ et qu 1 elle 

de ~Y ~ il résulte donc du lemme 2 

de ~ 8 est aaraa~Erisfe par son 
y 

est acy~:iqus ~ d 1 oa le r~sultato 

Démonstration de la proposition 1 9 1°) et 2°) ; Soit q l'appli------------==---z=-----------·-----=---------cation te -+ E~ obtenue en e.sfaocla.nt à tout élément de ...e 
son point de traversieo Le groupe G op~re dans ~ 2 

E
1 

de façon que le diagramme : 

et dans 

G )( f:" ~.~~~ -e'' 
1 ' id )( ql'-e? l l ,e o 

t q i > 

G "" E.t -"'...%1oir'-•~c~ E..i. 

soit commutatif" On sait (cfe le~me l) que dans cette 

situation la condition (a,: entraine que ql~0 est une fibration ... 
localemen~ triviale. On montre de m&me que ql~" est une fibra-

tion localement trivialec C'est une propri€té êliment&ire des 

paires de fibrfs localement triviaux de mime ba~e quei dans cette 

situ a t ion 1: p o u:1: t ou -c {~ ~ --e '1 on a u.n iso-

morphisme canonique : 

i '{: 19 pour tout 

en plus (sans que la locale trivialité 0 ni par conséquent la 

condition (a.
1

) e soient nécessaires,~ ai rc
0

(-e; ,.,-e;) = 0 pour 

tout y€ E
1 e aloz-s îï (~e ~ 'ê; 11

) = 0 o 
0 



On proc~de exactement de la mime façon pour l~application 

P ~ --e __,,., E0 
, qui à t.out élément de "iS associe son origine~ 

Utilisant la propriété (a) , on montre que Pl~' et Pl~" 
0 

sont des fibrations localement ~rivialese et on en déduit que 

pour tout ~e-€ 11 (tel que p(S) = x) on a un isomorphisme 

canonique 

1T .. {<-t79 ,-e";. S) ._._ lT.(~~ a -€ 11
• s) pour tout j~l Q 

J X X J • 

En plus (mais ici la locale ~xivialité est nfaessaire~ et par 

conséquer. t la propriété (a ) ) 1: si 
0 

0 = 0 pour tout x <::: E 

n ('é;''.1 a --é 11
) = 0 , alors 

0 

e Ceci ach~ve la preuve du 

f!!~!!-~~-1:> i c@est une transposition dans le cadre semi-sim

plicial de celle qui précède~ On ~tilise les deux propriétés sui

vantes des fibrés de Kan (qui correspondent aux deux propriétés 

des fibrés localement triviaux utilisées ci-dessus) 
(*) Soien~ C et X deux complexes de Kan, et soit p 

un morphisme C ---1>-- X ; soit G un groupe simplicial opérant 

simplicialement dans C et dans X de façon quwil y ait commu

tativité du diagramme 

G )( C 

id, p j 
G x X X 

et que pour tout somme-c X de X • le morphisme G --!>- X 
0 

(défini par G 3) g ........ g ~ X 
( n) 

IZ X ) soit ·.1ne fibration de Kan. 
n 0 

Alors p est une fibration de Kan~ 

[E§~~~!!!!~~i:~:: 
pour O~i~n et 

Soit xsX 8 soit ks {0 1 lp,q n} 
n 

i -/:, k , c" E C ~ tels que : 
1 n-J. 

• et soient, 



~ 
d. C • = d. l C • 

l J J- l 

pour i <j 

p(c.) = d. X 
l l 

Soit x
0 

le sommet de x qui est opposé à la face dkx; et 

soit q le morphisme G ~ B défini par le complexe ponctuel 

{x } ; puisque q est une fibration de Kan, on peut construire 
0 

en grimpant sur le squelette un élément 

q(g) = x. Posons pour i, k 

On a pour tout i; k 

D'autre part 

pour i j , 

-l d.(g )oc,=- ê'. o 
l l l 

,. X (n-1) 
0 

d. â. = d. l c. 
l J J- l 

g de G tel que n 

donc, puisque C est de Kan, il existe ae:C tel que d,a :11 ë. n l l 

pour tout i, k e Toutes les (n-l)-faces de p(a) • à l'excep-... 
tion de la keme , sont 

toutes les (n-1)-faces 

q(g) = P(a) c 

Posons 

On a 

et I pour i ; k 

en x ; il existe donc i g Gn • dont 
0 ... eme sauf la k sont en e I tel que 

.--1. 
d.c = d.g.d.g ad.a= d.g,d.a = 

l l l l l l 
d.g.c. = o. ] • 

l l l 

(*~) Soient C un complexe de Kan, B un sous-complexe de 

Kan de C I X un complexe de Kan, et p un morphisme C -+- X• 

on suppose que p et PIB sont des fibrations de Kan. Pour tout 



Xtc;;X • soient B et C les fibres respectives de B et C 
X X 

situées au-dessus de x • le morphisme naturel i 

'fl'.{C , B • b) - 1t.(C , B , b) 
J X X J 

est un isomorphisme pour tout sommet b de B et pour tout 
X 

j~l o En plus 9 il y a équivalence entre la propriété : ~ (C 1B) • 0 
0 

et la propriété g rr (C • B ) = 0 
0 X X 

pour tout Xe: X • 

[Démonstration immédia~~ à l'aide des suites exactes d'homo

topie du triple {C , B , B ) eu du triple (C • C I B )] , 
X X X 

Application des propriétés (~) ,!! (~~) g le groupe simplicial 

~(G) opère dans ~! et -:.f (E 1 ) de façon compatible avec le 

morphisme ~ ( q} l'e' , il résulte donc de l.a propriété ( ~) que 

ce morphisme est une fibration de Kano On montre de même que 

~( g_) 101 est une .fibration de Kan , on applique la propriété (**) 

à cette p•ire de fibrations~ Puis on procède exactement de la 

même façon pour le morphisme ~(p) e 

§o3o Stratification naturelle des espaces de fonctions 

rélles6 

Dans ce paragraphe, W désigne soit une variété compacte 

sans bord, soit un cobordisme compact de bord V t.JV' dans le 

premier cas, on désigne par ':F' l'espace des fonctions réelles 

de classe C~ sur W ; dans le second cas, on désigne par ;F 
Cl) 

l'espace des fonctions C (W, V9 V'} --+- (I 9 0 9 l) sans 

point critique sur le bord (dont l'étude est l'objet principal 

de ce travail), On désigne par cg le groupe Diff W x Diff rR • 

ou, lorsque W est un cobordisme, le groupe 

Diff(W, v, V')>< Di.ff(I, o, 1) • le groupe (;J opère à sauche 

dans <Ji par la formule 

(1) -1 
~ g' 0 f 0 g g 'O' • 
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3,1, Codimension d'un point critique, d'une valeur critique• 

d'une fonction ; stratification de ~. 

J, Mather a proposé la définition directe suivante de la 

codimension d'ur; élément f de 'if<: c'est la codimension de 

l'image de l'"ap:plicetion linéaire tangente" (l) à l'application 

(g 1 g') ~ (g,g' ).f de (fJ dans ~. Pour tout entier j~O • 

on note ~J la partie de ~ formée des fonctions de codimension 
00 

J , on note IJi l'espace des fonctions de codimension infinie, 
m'o r,-:'l j d. _,JJO La suite ~ 1 ~ ••••• ~ •••• est une ~tratification de ~ ~ au 

sens de I,1.1. , on l'appelle (abusivement) stratification natu

relle de % • 1;:lle est respectée par les opérations du groupe ';J • 

En fait, nous travaillerons toujours sur un sous-espace de 

~, contenant notamment ~ 0
, ~

1 , ~ 2 et toutes les fonctions de 

Morse, sur lequel il est possible de définir la codimension (de 

façon équivalente à celle qui précède) par une formule explicite 

simple ; c'est toujo~rs cette définition que nous utiliserons. 

Définition 1, Soit fE:Cj, ; soit c un point critique de f • 

On appelle codi~ension du point critigue c la codimension de 

l'idéal engendré par les germes des dérivées partielles premières 

de f en c dans l'anneau des germes de fonctions C • : W ➔ rn , 
nulles en c ~ 

Classification des points criti:l,::~e codimension 0 1 l, 2. 

[on désigne dans la suite par n la dimension de W]o 

a) Les points critiques de codimension zéro sont les points 

critiques quadratiques non dégénérés, encore appelés ~oints cri

t~~ues duJype de Morseo Il est bien connu que leur forme cano

nique est 

( 2) 

(1) Voir la définition précise en [9} ou [17]1 



i est appelé indice du point critiqueo 

b) Les points critiques de codimension 1 sont les points 

d'inflexion généralisés, encore appelés points de naissance i 

leur forme canonique (cf, par exemple [31 PP• 17-18) est 

( 3) + • • • + 

i s'appelle encore l'indice du point de naissance ; 

c) Les points critiques de codimension 2 sont les points 

critiques du type queue d'aronde i leur forme canonique est : 

( 4 ) 2 2 
x. + x. l l 1+ 

+ • • • + 
2 

X -n-1 

i s'appelle encore l'indice du point critique. 

4 
X i n 

On remarquera que tout point critique c appartenant à 

l'un des trois types ci-dessus vérifie la propriété suivante 

(+t-) Le germe en c de la fonction x ....,.. f(x) - f(c) appar

tient à l'idéal engendré par les germes des dérivées partielles 
.... 

premieres de f ll c œ 

Définition 2o Soit f g S::-i soit 01. une valeur critique de f 

telle que tous les points critiques situés au niveau 
,. . 

veri--
fient la propriété(*) ê On appelle codimension de la valeur 

critique <J. le nombre de points critiques de r- 1 (C() , dimin_ué 

d'une unité. 

Définition 3o Soit fe'J.t, on suppose que tous les points criti

ques de f sont isolés et vérifient la propriété (*)o Soit 

v 1 (r) = somme des codimensions des points critiques de f i 

v 2 (r) = somme des codimensions des valeurs critiques de fi 
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Des~ription de ~o o 

La codimension d'un élément f ~ C§ ne peut être nulle que 

si v 1 (r) = v2 (r) = 0 i autrement dit tous les points critiques 

sont du type de Morse, et toutes les valeurs critiques sont dis

tinctes; conformément à la terminologie de Thom, nous dirons 

qu'une telle fonction est excellente. C'est un résultat classique 

de Morse (que l'on peut déduire facilement du théorème de trans

versalité de Thom t cfo par exemple [3], p,12) que l'espace ~o 

des fonctions excellentes e"_\,ouvert et dense dans o/ • 

Desc~iption de ~l , 

D'après (5), on peut avoir codimension f =l dans deux cas 

a) v 1 (r) = l et v2 (f) = o Ion dit alors que f' est un 
l ~oint de naissance ; on note ~~ la partie correspondante de 

<;J. • 

b) v 1 (f) = O et v2 (r) = l Ion dit alors que f est un 

point de croisement ; on note ~~ la partie correspondante de 

gr • 

Il est clair que :r,1 
a 

par conséquent fermés) dans 

et <Je~ sont tous deux ouverte (et 

Gy"l ~ On montre en outre les pro-

priétés suivantes (cf, [3], ppo 29-35). 

1°) <;F
1 est une sous-variété de codimension 1 il fJ° U ~ 1 , 

de ceci résulte en particulier que ST0 U <J.1 est ouvert dan ■ 
e:t que ('1-0 , ~) est une stratification de codimension l 

~
0 u~ 1 

au sens de I,2ol, 

~. 
de 

2°) L'espace des bons chemins à valeurs dans ~o U g.1 (et• 

I,2,l. 9 définition 2) est dense dans l'espace de tous les chemina 

à valeurs dans <J: • muni de la topologie c0 
o De ceci résu1te 

en particulier que pour tout fe:~
0

, l'applioation naturelle: 

,r 1 (é;Ji0 V~;f) --+- ,r
1

{q::;';f) est su·rjective, ce qu'on traduit en 

disant que "~ - (~ 0 U~) est de codimension ~2 dans 'i>i" "o 



3°) Les opérations de ~ dans <;" respectent ~
0

, ~;. ~~ • 

En plus, les propri,tês (aJ et (a
1

) de Io2,2, sont sati~faites 1 

autrement dit, pour tout f g ~
0 u ~l I la strate de f coïncide 

au voisinage de f avec l'orbite de f pour les opérations de 

~• et l'application 

est une fibration localement triviale de ~ sur l'orbite de f • 

[Lorsque fe:g.-
0

, ciest un .1.: ... a particulier du théorème d.e fibra

tion de Mather,valable quel que soit la variété but dans le cas 

où f est stable (cfo [9]) , la démonstration dans le cas qui 

nous intéresse ici• c 9 est-à•-dire f e ~ ou fe!Jï
1 

• ou même 

lorsque fre::q. 2 
1 n'offre aucune difficulté {voir à l 9 Appendice 1 

§el 1 propositions let l', des indications sur la méthode de 

démonstration) ; le même énoncé lorsque la codimension de f 

est quelconque est conjecturé, mais non démontré à ma connais

sance] o 

Des familles de "chemins élémentaires" relatives à 9~ et 

~l sont définies respectivement aux chapitres II et III 1 et 
a 

jouent un rôle essentiel dans ces chapitres et dans les suivants. 

Description de ~ 2 
o 

D'après (5), les divers cas possibles sont les suivants g 

1) f a un point critique du type queue d'aronde, et 

toutes ses autres singularités (points et valeurs critiques) 

sont d.e codimension zéroe 

2) f a deux points de naissance, et toutes les autres 

singularités sont de codimension zéro (en particulier, les 

niveaux des deux naissances sont distincts), 

l) f a un point de naissance et une valeur critique 



double correspondant à deux points de Morse a les autres singu

larités sont de codimension zéroo 

2) f a un point de naissance et un point de Morse au même 

niveau , les autres singularités sont de codimension zéroo 

1) f a une valeur critique triple, et les autres singu

larités sont de codimension zéro (en particulier tous les points 

critiques sont de Morse)e 

2) f a deux valeurs critiques doubles~ et les autres sin

gularités sont de codimension zéroQ 

L 9 étude locale et semi-locale de ces différents cas est 

faite au chapitre IV , en fait le cas c) est un cas particulier 

de celui dont 1vétude fait l~objet du n° suivant (3o2e)o 

3o2~ Stratification de l'espace des fonctions de Morse (étude 

locale)c 

Définition 4o Soit f g ~, on dit que f est une fonction de 

Morse si tous les points critiques de f sont de codimension 

zéro 1 autrement dit sont du type de Morseo 

Il résulte de la définition 3 que la codimension d 9 une 

fonction de Morse f est égale à la somme des codimensions de 

ses valeurs critiques • ceci permet de définir en toute codi

mension la stratification na~urelle de l'espace des fonctions 

de Morseo Les opérations de ~ dans ~ laissent stable lvespace 

des fonctions de Morse, et ont relativement à la stratification 

de cet espace les mimes propriités que relativement à celle de 

#u'}" 1 u~ 2 , c'est-à~dire g 

l) elles respectent la stratification a 

2) pour toute fonctïon de Morse f • la strate de f co1n

cide au voisinage de f avec l~orbite de f I et l'application 
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(g 9 g~) 1--+- (g 0 g' 1 Jo:f' de (@ sur cette orbite est une fibration 

localement trivialeo 

Deux éléments de g sont dits isotopes sfils sont dans la 

même orbite pour les opérations du groupe g (composante 
e 

connexe de 1vé1ément neutre dans (:J )e Les propriétés ci-dessus 

de8 opérations de ~ peuvent s'exprimer comme suit : soient f 

et f' deux fonctions de Morse (ou enc.ore ~ deux éléments de 
0 1 2 13' u g:. U';F ) ~ .R_2ur que f et ffi soient isotopes, il faut et 

il suffit qu.1 ils appar't,ien··:"'.~ à la même cccellule (cfo Iololo) 

·de· 1& stratification de 5'" o 
W1i .... :r::-c= ==-

On va donner de la stratification de l'espace des fonctions 

de Morse une d'finition plus adaptée a son étude localec 

Définition 5c Soit q un entier ~O ~ on appelle s~rati~ioation 

symétrique de mq celle qui est définie par :e syst~me d~éga

lités 

pour l~j<j 1~q 

(la k-ème stratei pour O~k$q~l ~ est la partie de mq formée 

par les points dont les coordonnées v,rifient exactement k 

équations indêpendantes de ce systime)o 

Soit fe 'fP' une fonction de Morse ayant q points critiques; 

on choïait un ordre de l"ensemble critique de f I c~est-à-dire 

une bije~tion Il de sur ~et ensemble • on no~e 

Soien't des voisinages ouverts deux à deux 

disjoints de clpoo 11{;q, soit 'V l 9 ouvert de sr défini par: 

fneE:C'(J si et seulement si pour tout j=l,ooo 0 Q. Q re a 

un point critique du type de Morse (noté cj) a et ~i 

aucun autre point critique , on note ~~ l'application 

tout f ;i e: V as soc i e le po in t c 9 = ( c 1 1 ~ o o 11 c ~ ; de W q 

dans 
fij 

qui 

e 

Lemme l o l) La s trat i ficat ion naturelle de v est l. 9 image 

u, 
J 

nua 
... 
a 



r6ciprogue de la stratification symétrique de ffiq par l'appli-
cat·i-on dé i'in i e par 

2) L 6 application 

~ V ~ tRq o 

est une submersion topologique 

Démonstration 

t ions e 

Le l) est une conséquence immédiate des défini-

Preuve de 2)o Soit ~U le groupe des difféomorphismes de W à 

support dans u
1 

u u
2 

u ~ e o vu • le groupe ~ opère à sauche 
q u -1 

dans V par la formule habituelle " go f' = f9 g • il opère " 0 

... gauche dans ulxU2XoooXUq la formule a par 

Le diagramme quivant est commutatif 

S3 u )( V ---~ '1 

identit€ x <µ J l '" 
~u X ( U l X e ~ e )l( U Q.) ~ U l )( 6 0 0 )t tJ q 

Il existe sur un voisinage 'X de c une section a pour 

l'application 

.,,.. la fibre 
""c 

g 1-11,,. go c de C@u dans 

~- 1
(c) o L 9 application 

µ 

u1 x o~6 x TJq ~ on note 

est une trivialisation de "t 'au-dessus de œ , Les opérations 
µ 

de S1u dans V laissant l'application n invariante, cette 
µ 

trivialisation a la propriété que la projection sur Ve qu'elle 

définit au voisinage de ~c laisse l'application nµ invariante. 

On est donc ramené l montrer que la restriction de nµ 

est une submersion, 

à V 
C 



Or l'application nu aoîncide sur V
0 

avec 1wapplication lin,

a.ire affine t définie par t(rQ) = (f'(c
1

)eooqf'(cq)) ~ Soit 

w. (pour j=l 0 2 1 oooq) une fonction en cloche à support dans 
J 

U. ayant 
J 

son maximum (égal 

p ( x 1 • o G o I x q) 

à l) 

= f + 

en C • 0 Posons 
J 

î (x. - f(a.))w. . • j=l J J J 

lqapplication p donne une section de Q. au-dessus awun voisi-

nage assez petit de t(f) ; donc la restriction de 

est une submersion affine~ 

n à Ve JJ 

Lwespa.ce des fonctions de Morse~ q points critiques est 

ouvert dans celui de toutes les fonctions de Norsee Il résulte 

donc du lemme let du caractère combinatoire de la stratification 

symétrique de œ4 le 

Corollaireo La stratification naturelle du sous-espace de ~ 

formé des fonctions de Morse est combinatoire (cf~ Iolo3œ 1 défi

nition 5')c 

Remarqueo Ce qui précède swapplique aussi bien au sous-espace 

de 'fF formé des fonctions de Morse ayant un jet donné le lone; 

de V • il suffit 9 dans la démonstration, de remplacer ~U par 

son sous-groupe formé des difféomorphismes qui sont tangents à 

lqidentité le long de V o 

§olf~ Plongements d~une variété de dimension i-l .s.!.!l! 
une variété munie d ~ une sous-.var iété de codimension i, 

Dans ce paragraphe V désigne ~ne variété oompacte 8 

aonnexei sans bord 9 de dimension n-1 i X (de dimension i-1) 

et Y (de codimension i) sont deux sous-variétés de V 0 fer

mées et disjointes , on suppose que Y est sans bord~ on note 

Y1 ,oco~Yq les composantes connexes de Y , on note f
0 

1win

jection de X dans V o 
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4.la Stratification de l'espace des plon~ements de 

définie par Y ; chemins élémentaireso 

X dans V -
On note X l'espace des plongements de (X,~X) dans 

(V 0 V-Y) • La donnée de Y définit une stratification de X. 

dont on va se borner~ décrire les deux premières strates ~ 

soient ,x,0 et j<;:1 les parties de X respectivement définies 

par les conditions suivantes g 

'J:;;
0 

l~image est disjoince de Y, 

J:,
1 

l'image rencontre Y en un seul point 0 avec contact 

d~ordre zéro en ce point [autrement dit, les espaces tangents 

en ces points sont en position générique]. 

Il résulte des théorèmes classiques de transversalité que 

~o est ouvert et dense dans X I et que X1 est une sous-varié

té de codimension l de X 0 U~ 1 ; donc (x. 0
®3::..,

1
) définit une 

stratification de codimension 1 de X 0 UX 1 au sens de 2~1. 1 

définition L En plus X - (X,,0 UX.,,1 ) est "de codimension 2" 

dans X ; [de façon précises tout lacet relatif de (X-t'.X?) peut 

être approché par un chemin de X 0 Ux, 1 qui soit "bon" au sens 

de 2olo~ définition 2]o 

Soit ~ la composante connexe de lîélément neutre dans le 

groupe des difféomorphismes de V qui laissent stable Y t Le 

groupe ~ opère à gauche dans X en laissant x 0 et X, 
1 

stablesô Il résulte du théorème de fibration des espaces de 

plongements (cr~ [3] J p~ 118) que les opérations de 1 vérifient 

la condition (a) de I~2i2e~ autrement dit g toutes les 
0 

projections de 1 sur les orbites des points de ~o sont 

des fibrations localement trivialeso [La condition (a.1 ) de 

I~2o2o est satisfaite également, mais nous ne 1vutiliserons pas]. 

Chemins élémentaires~ On considère le modèle D1.-l 
X I 

' 
et une 

fonction cloche relative ' i-l 
de support i-1 

en w a !R 0 D t 

égale .... 
l à l'origine,, On définit 11chem_in modèle" dans a un µ 

1wespa.ce des applications de i-1 dans i-1 I posant D D X en 0 

' 



( l) pour 

Définition 1~ Soit 

de n'i.-l x I dans 

f w €.' ~ e dt image notée 

V est dit adapté à Xq 

X9 o Un plongement ~ 

et à Y sqil vêri-

fie les conditions suivantes 

Définition 1 8
0 On appelle chemin élémentaire d'origine f' 

défini ;par <fi le chemin défini par ft = "'t 0 
ru pour teI ~ 

où ljlt est le plongement de X da.na V défini par 0 . 
1/lt(x) 

î : 
-l x E ( image q,) nx = 0 IJ.t 0 (p o X pour . 

J 

pour tous les autres points de 

Il est clair que tout chemin élémentaire est un chemin de 

traversée de x 1 au sens de 2Qlo II définition 1 0 (il y a tra

versée de x 1 
pour la. seule va.leur½ .du paramètre• cfo figol)t 

Il est clair que la ~a.mille qes chemins élémentaires est stable 

pour les opérations de ~ o Enfin 9 pour tout f'k X 
1 

t chacun 
l des deux sens de traversée 4e X, en f 19 peut être réalisé 

par un chemin flimenta.ire. [En effet, soit X" l'image de f" ; 

soit y le point diintersection de 

un plongement d~orienta.tion positive de 

et de Y • on choisit 

(Di-liO) dans 

(X"-àXuv 9 y) 9 puis on le prolonge en un plongement 

Xe 



transversal à Y et ne rencon

trant Y quwau seul point y 

(cfc fig~2)c Soit u1 / 2 un 

difféomorphisme de 
i-l r ] D x _-lz+l tangent d'ordre 00 

à l'identité le long du bord, 

et prolongeant µ112 (défini 

par la formule (l))G Soit tjl 

le plongement de X" dans V défini par g 

~·-1 ~-1 
.i. x - ( image Z) l'I X" ~ µ 1 ; 2 o 'I' .x pour =- '!' , , , 

pour tous les autres points de X" ~ 

Le plongement est adapté à tji(X") et à Y • le chemin 

,.1,. t. i'l ., • • f"Y,l e emen aire qui definit traverse ~ en f" & Pour obtenir 

un chemin élémentaire traversant dans le sens opposé, il suffit 

de remplacer f par son composé avec la symétrie de 

Di-1 [ 1 1] ' i-1 J O 0 x - ~+ par rapport a D x O o Toutes les conditions du 

"lemme des chemins élémentaires" (cfo2c2o) sont donc satisfaites; 

on en déduit le 

Lemme lo Pour tout feX
0 

9 tout chemin de traversée de œ1 

d'origine f est homotope (dans liespace des chemins de traver

~) à un chemin élémentairet de façon que 1worigine reste fixe 

au cours de l'homotopieo 

CorollaiE.!,& On suppose 

1°) Tout lacet relatif y de - ( ~~~
0

) th t or~-~.~ es omo ope avec ~ 

gine rixe (et extremité restant dans x 0
) au composé d'un nombre 

fini de chemins élémentaires a supports disjointso 

2°) Si en plus le fibré normal à X admet une section 9 alors 

tout lacet relatif Y de (X 1 X 
O

) est homotope ( comme au l O ) 

à un chemin tel que 1 w application X x I -;... V associée soit 

un plongement, 



Démonstration ~ 

1°) On sait que y peut être déformé en un bon chemin par 

une petite homotopie • on suppose donc que y est bon, et on 

démontre la propriété par récurrence sur le nombre de points où 

Y coupe x 1 • La propriété est vraie si ce nombre est égal à 1: 

c'est le lemme 1; supposons-la démontrée si ce nombre est ~k-1, 

et supposons que y coupe x.1 en k points. D'après l'hypo

thèse de récurrence 1 on peut supposer que y est de la forme 

Y'oek • où Y' est composé de k-l chemins_ élémentaires 1 de 

supports (notés P1 , ••• ,Pk_ 1 ; disjoints, et où Sk est élémen

taireo On note :f' l'extrémité de y' , et X' l'image de f' • 

P () X' 
l 

âme de ~k 

fig.3 

Soit ~k un plongement adapté 

à X' et Y, définissant 

Sk • On déplace d'abord la 

"surface d'attachement" de 

~k (c'est-à-dire l'image de 

i-l ) . . d D x O par une isotopie e 

V laissant stable X' , de 

:façon à se ramener au cas où 

cette surface d'attachement 

est disjointe de P1 , •• , Pk_ 1 • 

On met alors l'"âme" de ~k (c'est-à-dire l'image de O xI) 

en position générale par rapport à 

l'intersection est vide si i~n-3 , 

fini de points si i=n-2 • Soit z 

P1 ,.,,,Pk • de sorte que 

et se compose d'un nombre 

un point où l'âme de ~k 

rencontre par exemple P1 , on joint 

chemin ne rencontrant ni P nx• , ni 
l 

points où P1 rencontre l'âme de ~k 

z au bord de P1 par un 

P
1

{'\Y • ni les autres 

, ce chemin permet de 

définir une isotopie de V laissant fixes X' et Y et modi-

fiant l'âme de ~k de :façon à supprimer le point z ; on se 

ramène ainsi au cas où l'âme de ~k est disjointe de P1 ,,.,Pk_ 1 • 

On rétracte alors ,k sur un voisinage suffisamment petit de 

son âme pour que le support Pk de ~k soit disjoint de 

p1•• 0 • 1 pk-l • 

2°) On suppose que 

on peut supposer que 

l'origine de y est f o D'après le 1°) 
0 

y est composé d'un nombre fini de chemins 

élémentaires e1 , ••• ,ak • respectivement définis par des 



plongements adaptés ~1 to•••~k I djimages disjointes ; on note 

B1 eeee 1 Bk les surfaces dîattachement correspondantes. Puisque 

le fibré normal à X admet une section 1 il existe un plongement 

t ~ X x I -+ V (tel que t(x 10) = x pour tout xeX) 1 compa

tible avec qi l 1 ~ 1 • • 4>k ' On pose, pour j =l 90 ~ e 1k 

Wj (X) -1 ) = 
{: 0 

4> j { X pour xe.:B• • J 

pour xeX - B, e 
J 

une fonction positive, suffisamment petite, dont le 

support est un voisinage suffisamment petit du complémentaire de 
0 0 

B1 U~ooUBk dans X,onpose 1 pourtout ue::I g 

et 

" w u = u w' + 
k 

l 
j =l 

w. 
J 

On a: Yt,o = yt • et l'application (x,t) 1-j,- yt 11 (x) est 

un plongemento 

4,2e Le morphisme a
0 

• conditions suffisantes de surjectivité 

et de bijectivité~ 

On suppose dans la suite que v, X et Y sont orientables• 

et qu'on a choisi une orientation sur Xe 

Dêfinition du morphisme a. o Soit j un entier ~O , Soit 
J 

• (~ ~
0 f ). 't ~ t t de x' ·• c'est une Xe: 1T '+J. Jve""- • • soi x un represen an 

J O ·+1 . . 
application de (DJ ,sJ) dans (X,X

0
) ; x définit canonique-

ment une application de (Dj+l,Sj) )( X dans (V,V-Y) ; 1tima.ge 
·+1 

de J.a classe fondamentale de DJ x X par cette dernière appJ.i-

cation est un éJ.ément de H.+.(V,V-Y) • On note a. le morphis-
l. J J 

me~ ,rj+l(X,'X.
0

;f
0

) ~ Hi+j(V,V-Y) ainsi définie 

Propriétés particulières du morphism! a 0 

1Tl(~ 1 'X-
O ;f

O
) --.- Hi{V,V-Y) 

1) Si on oriente V et Y ion a. par dualité de Poincaré 
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des isomorphismes canoniques 

le groupe H (Y) est canoniquement isomorphe à ~q • Ainsi ~ 
0 0 

associe à tout élément x de n
1

(x,:x:.0 ,r
0

) une suite ~ de q 

entiers 

de ~ 

~1 ,ooe 9 tq, pour tout k=l,.,.,q • la composante ~k 

est égale au nombre algébrique d'intersection de a (x) 
0 

et de la classe fondamentale de la composante Yk de Y• 

2) Soit ~
1

(~.:c.0 ) 1rense~ble des classes d 9 homotopie des 

lacets relatifs de (X• '.X: 
0

) ( sans point de base) o On peut pro-

longer e< en une application a ; n 1 (x,x. 0
) ~ H,(V.V-Y); 

0 0 1 

~ est un morphisme pour la loi de composition (non partout 
0 

définie) de n 1 (X,X0
) et l'addition de H1 (V 1V-Y) o 

3) D'après la propriété 2) ci-dessus, il y a équivalence 

entre l'injectivité de a
0 

et le fait que 1 9 image réciproque 

de zéro par a
0 

soit la classe neutre de n 1 (x,~ 0 ,r
0

) o Or 

cette dernière propriété s'interprète comme suit : "Toute iso

topie de X ~ (V,V-Y) dont l'invariant à valeurs dans 

Hi(V 9 V-Y) 9 défini ~ar a
0 

, est nul, peut être déformée avec 

!lStrémités fixes en une isotopie sur V-Y "o (La nullité de cet 

invariant est dans tous les cas une condition nécessaire pour 

qu~une telle déformation soit possible)e 

Proposition 2 • .ê,ili V (de d~ n-1) une variété orien

t·able, .s..2!!11:acte, connexe e _!!:ns bor~ ; soient X ( de dimension 

i-1) ~ Y (de codimension i) deux sous-variétés de V ..fll
~. orientables, disjointes , on suppose que Y est sans 

bord t on note f
0 

1 1 injectio~ X ~ V , Soient :x. ~-

pace des plongements de (X9 aX) dans (V~V-Y) .il O l~espace 

des plongements de X ~ V~Y o Le choix dtune orientation œ0 

sur X détermine un morphisme a
0 

~ n
1

(x.,,:x?,r
0

) -+ Hi(V 9 V-Y) e 

1°) ~
0 

est surjectif si l'une des conditions suivantes est 

_!emplie 



{s 2 ) i=l tl V-Y est connexe ; 

(s 3 ) i=n-1 il V-X est connexe ; 
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2°) a
0 

est bijectif si n~6 , n
1

(v) = 0 et si l'une des 

trois conditions suivantes est remplie 

( bl} 3~i~n-3 . , 

( b 2) i=2 • et n 1 (V-Y) = 0 ou y borde un d.isque de -
(b 3) i=n-2 et ir

1 
(V""."X) = 0 ~ X borde un dÎS!,iUe 

V 

de 

Démonstration g On choisit une orientation sur -------------ce qui détermine une bijection H,{V 1 V-Y)~7l 4 
l. 

V et sur Y • 

(cr. propriété l) 
ci-dessus)o 

1°) ntaprès l'additivité de a (cf. propriété 2)) il suffit 
0 

de montrer que pour toute composante connexe Y 
p 

de Y • il 

existe, pour & = +l 

(x,x, 0
) • d'origine 

~ = E • les autres p 
construire un tel y 

et pour E = -1 i un 

f • dont l~invariant 
0 

lacet relatif y de 

~ e :l 4 soit tel que 

composantes étant nulles. Il est commode de 

qui soit élémentairet Tout revient à cons-

X à Y p 

; 

v. 

truire un arc orienté sans point double L joignant 

dans le complémentaire de X U Y et un champ s de (i-1)-repères 

transverses à L • tels que (en désignant par x l'origine et par 

y l'extrémité de L, et par t(y) un vecteur tangent à L en 

y), s(x) soit un repère 
s{x) 

' 11 i 
' ! 

j I 
L 

s(y} 

y 
p 

positif de 1•espace tangent 

et' (X) , et que 
X 

[t(y),s(y) 1 repère positif 

de 'Cy(Yp)] soit un repère 

de ~Y(V) • d'orientation 

positive s'il s~agit de 

réaliser E = +l • négative 

s~il s~agit de réaliser 

~ = -1 t On vérifiera sans 

difficulté que 1 sous chacune 

des hypothèses ci-dessus, l'un et l'autre sont possibles. 



2°) Chacune des hypothèses (b) entra!ne (s 1 ) 9 et par consé-

quent la surjectivité de ~ t On va 
0 

vité avec lwhypothèse supplémentaire 

admet une section (hypothèse qui est 

ici démontrer lijinjecti

que le fibré normal à X 

vérifiée dans toutes les 

applications que nous avons en vue)~ Soit Y un lacet relatif 

de (!r 1-x,0 ) • d 9 origine f • dwaprès le 2°) du corollaire du 
0 

lemme l , on peut déformer Y de façon que l'application 

Xx I ~ V associée soit un plongement , soit Z l'image de 

ce plongement; si on suppose en plus que ~
0

(~) = 0 • alors le 

nombre algébrique d'intersection de Z et de Y est zéro • 

chacune des conditions (b) est suffisante pour permettre dans 

ces conditions l'appplication du procédé de Whitney (cfo [10] • 

théorème 606~ 1 p~71) 5 dont l'application répétée fournit une 

isotopie de (Z,~Z) sur (V~V-Y} qui aboutit à disjoindre 

Z de Y o Ceci, dijaprès la propriété 3) ci-dessus. suffit à 

établir l'injectivité de ~ o 
0 

Remarquese l& On peut s~affranchir de la condition sur le 

X (qui est dvailleurs automatiquement remplie 

si 2i <n+l) par un argument de dualité dG à LG Siebenmann~ 

On peut montrer directement liinjectivité de 

en utilisant seulement le 1°) du corollaire du lemme l, et en 

montrant que tout chemin élémentaire est caract6risé, i homoto

pie près, par son invariant , cette méthode, un peu plus longue• 

a l'avantage de ne pas utiliser le procédé de Whithey, ae qui 

permet de montrer que le 2°) de la proposition est encore vrai 

pour n=5 o 

§.50 Plongements d'une variété de dimension i dans une 

variété munie d'une sous-variété de codimension i t 

Dans ce paragraphe, V désigne une variété de dimension m • 

X une sous-variété compacte de dimension i de V 8 Y une 

sous-variété fermée de codimension i de V ~ On suppose que 

toutes ces variétés sont sans bord. Lorsquion en aura besoin• 

on notera (x 1 ,~00,xi) des coordonnées locales dans X • et 



(ylpu<lYm) des coordonnées locales dans V adaptées à y 

c!est-à-dire telles que les équations locales de y 

Y1 = ~ ~ 0 = y, = 0 t 
l 

On note ~ l~espace des plongements de X dans 

5ol, Forme générigue d'un chemin à valeurs dans X 

"excellents"~ 

soient 

V & 

chemins 

• 

On identifie tout chemin à valeurs dans X à l 9 application 

f g X x I --i,.,- V quw il détermine • l ij image réciproque de Y 

par f est appelée indicatrice du chemin; on la désigne par Ft 

Si f est transversale sur V 9 alors F est une sous

variété de dimension l de X)( I o Les "sommets" de F (c'est

à-dire les points à tangente horizontale) sont alors exactement 

les points (x~t) de F tels que la restriction ft de f à 

X x {t} ne soit pas transversale sur Y en (x~t) • ils sont 

caractérisés en coordonnées locales (adaptées) par la condition 

(l) êf (x) = 0 • 
t 

On dit qu 9 un sommet (x,t) de F est un sommet de Morse 

si t €]0.1[ et si la composée des applications naturelles : 

F ~ X xI ~ I a en (x 1 t) un point critique du type de 

Morse. En coordonnées locales adaptées 9 les sommets de Morse de 

F sont caractérisés par la condition 

oü ~f désigne le déterminant fonctionnel de (y 1 (x,t)s•o0 

o~~, yi(x 9 t) 8 êft(x)) par rapport à (x 1 t~oe,xi 1 t) ê Il en 

résulte en particulier que si (x,t) est un sommet de Morse de 

l'indicatrice de f, et si on pose ft = h • le point x véri

fie relativement à h (outre h(x)e- V) les conditions 
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(1 8
) ôh{x) = O 

(2~) la dérivée première de ( Y 1 ~ Y 2 • o o ~ 0 y i e ~ k ) par 

On dit qugune application différentiable h:(X,x) ---+ {V 1 Y) 

qui vérifie les conditions (li) et (2') a en ce point un contact 

d 8 ordre 1 avec Y o On montre sans difficulté le lemme de 

forme canonique suivant g 

Lemme ln Si un plongement 

contact d 9 ordre l avec Y, al:..9rs il existe des coordonnées 

locales au voisinage de x et des coordonnées locales adaptêes 

! Y au voisinage de h(x) par rapport auxguelles h prend 

la forme 

Définition lo On dit qugun chemin Y 

excellent si l'application f ~ X x I 

à valeurs dans 

--!>-- V 
,, ,., 

assoc:iee 

X est 

est dif-

férentiable I transversale sur Y I et si l ~ indicatrice F c X x I 

est une courbe excellente pour la projection p 2 g X ;,1 I .....,. I 

(c 8 est-à-dire telle que tous les sommets sont de Morse et situés 

à des niveaux différents)e 

Lemme 2o Tout chemin à valeurs dans œ peut ~tre approché arbi

trairement près ( au sens t€ 0 ) par un chemin excellent o 

Démon~tration Tout chemin dans 'X 

trairement près par un chemin (ft) 

peut être approché arbi

tel que 1eapplication 

f ~ X x I -. V correspondante soit transversale sur Y o Soit 

F l 1 indica~rice de fi il exinte un petit diffêomorphisme g 

de X x I tel que g= 1 (F) soit une courbe excellente , puisque 

g est petit 0 le chemin défini par f O g est proche de (ft) , 

il est donc à valeurs dans X. ~ son indicatrice êta.nt g-
1 (F) • 

cwest un chemin excellento 
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Soit ( :f\) un chemin exciellent à valeurs dans X o Pour les 

valeurs de t telles que X x {t} nijest pas tangent à l'indi-

t . . o • d = ca rice~ ft est transversal sur Y • soit X,, la partie e ~ 

définie par la condition de transversalité sur Y ; œ0 est 

ouvert et dense dans X o Pour les autres valeurs de t • ft 

appartient au sous-e spa.ce -1c.
1 

de '.X. dé fini par les conditions 

suivantes g transversalité 

où il y a contact d~ordre 

sur Y sauf en un point exactement• 

Pour montrer que (~ 0
0 ~

1 ) est 

une stratification de codimension o l l de '); U 'X ~ il est corn-

mode de définir d'abord les "ahemins de Whitney" qui sont appe

lés à jouer le rôle de chemins élémentaires pour cette strati

ficationt 

Le chemin standard de sup~ress~ono Soit w 

cloche g IR1 ~ I I à support contenu dans 

une fonction en 

Dlv Di-l • ,,. ,. ~ egale 

à 1 au voisinage de l'origine ; soit t>O o On d~finiti pour 

tout t '= I 0 un plongement de D1 
x Di=l dans 

Dl x Di-lx Dm-i-l >< D1 en posant g 

Sur le complémentaire du support de w 0 tt aoîncide avec h 

(défini par (3)) et par aonsêquant son image ne rencontre pas 
· m-i-1 l { 0} x {O} )( D x D ~ c:ette dernière propriété a lieu êgalemen t 

sur w- 1 (]0,1[) i pourvu que e: soit assez petito Sur w-1 (1) • 

on a g 

Le point 

trice de 

l (0 1 000 1 0 5 2 ) est donc lgunique sommet de lijindica-

(R.t) • cg est un sommet de Morse~ Pour· t <½ 1 1uimage 

o r 1 ç i m- i-1 Dl de -1:,t coupe tOJ x 1.0J x D )( aux deux points 

(O.oootOi ± /~(½-t)) • pour t = ½ 1 lworigine est le seul point 
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d 8 inte~section~ et a 9 est un point de contact d 8 ordre 1 ; pour 

t > ½ 0 il n 8 y a aucun point dv intersectiono 

Chemimde Whitnel~ Soient V~ Xt Y comme ci-dessus 
n l i-1 dans la suite par ~t le plongement g D x D -.-

•' on désigne 
Dl x Di-\ Dl 

canoniquement défini par la formule (4)o 

E'finition 2o Un chemin (ft) dans l'espace ~ des plongements 

X ~ V est appelé chemin de Whitney de suppression swil existe 

un plongement 
4>ij g Dlx Di-1)1 

Yn(image ct,9 ) 

couple (~ ,4' 8 ) 

(Dl" Di-l • Dl x 

l O , 

<li g D x D J.=, "-+ X et un plongement 

Dl ~ V ~ adapté à Y (ce qui signifie 
~ 

::: cj, li ( { 0} X { 0} X n·'-) J tels que pour tout te-:I le 

détermine un isomorphisme de 

Di-lx D1 • tt) sur ( image 4> 9 image 

rtlimage ~) 9 et si en plus ft est indépendant de t sur le 

complêmenta.ire de l w ima~e de 41 ~ La réunion ( pour te I) des 

ft O IÎ' (D
1 

x fo} ) est appelée â,me du chemin de Whitney , (elle 

contient la réunion des intersections des ft(X) avea Y) o 

Un chemin ( f t) est appelé Sthemin de Whitney d % a,12R,a,ri t ion 

si le chemin opposé (r 1 _t) est un chemin de suppression 

1°âme de {ft) est par définition celle de (r
1

_t) o 

Lemme 3o Soient x 0 
et x 1 

les :pa.;r·tie:s de ~ définies au 

début de ce numéroo 
__,......., 1..$1. .... ....._ 

est une stratification de codimension l de -l 
X est une sous-variété de codimensioll 

2°) Pour tout o h , ,, d. h t X 0 tout c emin de traversee e 

l 

dworigine 
,, ' .... see1 a un -

h est homot~ (dans l~espace des chemins de traver

chemin de Whitn.:Z, {d 11apparition ou de sup~ression)o 

Démonstration g 1°) Soit 
e.ll!),-'.laa>~-,.-:,om;lllB)0-,'30<tSE-,SD 

1 
h e- Je ; d w ap r è s le 1 e mm e l i il ex i s t e 

un chemin de Whitney (ft) tel que r
112 

= h ~ soit (• 0 +ij) 

un aouple de plongements difinissant (ft) et soit A l'image 

de <l> o Lwa;p,l;)lica.tion naturelle g X, -+ (espace des plongements 

de A dans V) • est une fibration localement triviale (cfo [3] 1 
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p.114.th 0 l) ; et, au voisinage de h I la stratification de :!X'

(d,finie par l'intersection avec Y) est l'image réciproque de 

celle de cet espace de plongements. On est donc ramené au cas où 

X= Di-lx n1 
1 V= mm• et où (ft) est le chemin standard (4). 

l Soit alors <z.r un voisinage assez petit de h dans X ; on 

pose pour (h', t) e '<:r''lf I 

h' - h + R,, , 
t 

Soit h Il assez voisin de 
, 

dans œ . d'après la linéarité .. • 
par rapport à t de la formule ( 4) • le chemin { h Il + h - \) 
est voisin du chemin ( ll ) -t • son indicatrice a donc un sommet 

unique 9 dépendant continuement de h" ; l'équation : 

h" + h -

a dena une solution unique, dépendant continuement de h" ; t 
définit donc un homéomorphisme de "<rx I sur un voisinage de h 

dans X • tel que pour tout h 'e:. \T 1 ~ (h' ,½) = h' et pour 

t :/-½ , ~ (h' 9 t)e:X-
0 

• 

2°) Soit ~ le groupe produit de Diff X et 

du groupe des difféomorphismes de V laissant stable Y • Le 

groupe ~ 
X,o et -X,,l 

(ce dernier 

opère à gauche de façon naturelle dans X.- en laissant 

stables, et en vérifiant la condition (a
0

) de r.2,2, 
point résulte du théorème classique de fibration). 

La famille des chemins de Whitney est visiblement invariante 

par les opérations de cg • et comme on J.'a remarqué au 1°) ci-
... . l · 1 dessus, le lemme 1 entraine que par tout point de X 1 passe 

un chemin de Whitney qans chaque sens ; on peut donc appliquer 

le lemme des chemins élémentaires (cf, r~2.2.). 

CoroJ.la.ire .on suppose m~5 ll m-i 1" 3 ; on suppose en plus q.ue 

le fibré normal à X !2!!, V ~met une sectionœ Alors tout 

lacet relatif Y ~ (x,~ 0
) est homotoR.!:, (avec origine fixe 

et extrémité restant dans ':'.le.
0

) à un chemin tel ~ue l'application 

f : Xx I --;.. V assocH~e soit un plongement. 



~§!2~!~!!!~2~ : Comme pour le corollaire du lemme l de 4.1., on 

se borne à considérer les bons lacets, et on raisonne par récur

rence sur le nombre k de points où y coupe ~l • 

1°) Cas k=l~ On peut alors, d'après le 2°) du lemme 3• sup

poser que y est un chemin de Whitney, c'est-à-dire (cf. défi

nition 2) que Y est défini par un couple (~.~•) de plonge

ments de {D1 x Di-l, D1 x Di-lx- D1 ) dans (X,V) ~ Soient C 

l'image de 

parallèles à 

celle de ~' • Le champ des droites orientées 

se trans!'c-rte par ~, , ce qui définit un 

voisinage tubulaire trivialisé de C dans C' , d 9 après l'hypo

thèse faite sur le fibré normal à X I ce voisinage tubulaire 

peut se prolonger en un tube trivialisé d'âme X , de fibre m • 
que l'on note T ~ Pour tout te.IR , suffisamment petit, on peut 

définir au voisinage de X dans T la translation ~t le long 

des fibres de T • Soit µ une fonction X ~ rn I dont le 

support soit un voisinage assez petit de X - C et qui soit 

strictement positive (respœ négative) à l'intérieur de ce support 

si l est un chemin de suppression (respœ apparition)o On pose : 

le chemin ainsi défini a les propriétés voulues dès quel& fonc

tion µ est assez petiteê 

2°) Supposons la proprié~é démontrée jusqu'à l~entier k-1 • 

et soit y traversant k fois x.1 
o Soit f liapplication 

associée à y ; on note f la restriction de f à Xx [o ,½J 
e t f + s a r e s t ri c t ion à ~ x [ ½ 11] , on p e ut s up p o se r que f 

et f+ sont des plongements, f+ étant associé à un chemin de 

Whitney yk , modifié par le procédé du 1°) ci-dessus. On peut 

en plus supposer gue f est différentiable (on sîy ramène en 
1 modifiant f par isotopie au voisinage de X>< {2} : c'est 

possible dès que m-i ~2 d'après le théorème d'isotopie locale, 

cf.[2], p.331, cor.2) et transversale sur Y~ On procède alors 

en deux temps 
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Yk (cf. définitions) de a) On sépare l'âme 

f_(x x [o.½[) • Lorsque 

A de 

m-i~4 ~ il suffit pour cela de mettre 

qui est de dimension 2, en position générale par rapport à 

f_(X x [o,½-nJ) (pour n positif et petit) au moyen d'une 

petite isotopie de V laissant stable Y o Lorsque m-i = 3 • 

après mise en position générale,l'intersection consiste en un 

nombre fini de points d,ie~•,d ~ que lwon supprime par un 
J. q 

procédé analogue à celui utilisé pour prouver le corollaire du 

lemme l de 4 0 1~ ~ puisqu'on a m~5 1 on a ici i+l~3 • on 

peut donc joindre d 19 ooo 1 dq à X dans l'image de f au 

moyen d'arcs ô 19 oo~,ô disjoints deux à deux et disjoints de 
- q 

Y • on relève chaque ô, en une isotopie de V laissant fixe 
J 

Y 9 ce qui permet de supprimer successivement d1 ,~oo 1 dq e 

b) On termine en composant f à droite avec une isotopie de 

X x I dans lui-même, laissant fixe X>< [o,½J 9 et transformant 

f en un plongement dont ltimage est contenue dans un voisinage 

arbitrairement petit de AU f_ (X x {½}) o 

5o3e Application, 

froposition 3o Soit V une variété orientable, compacll, ~ 

dimension m. Soient X et Y 

respectivement difféomorphes~ 

deux sous-variétés de V 
i m-i 

S tl_! S • on suppose que 

X ll Y se coupent transversalement et en un seul point • .Q!l 

désieine 12ar E,; l.~inJection de X dans V 
~ ~ ~ l'espace 

des plongements de X dans V et 
0 la partie de '.X!, - • par 'X,1 

formée des ploniements dont l'ima~e rencontre y transversale-

ment et en un seul point. 

fil i=O ; ou si m~5 t l~i~m-3 1 n 1 (v) = 0 et si le fibré 

normal à X ~ V admet une section • alors n 1 (~,~~.~) = 0 • 

Démonstration ~ Le cas i=O est trivial, car alors les espaces 

X et sont confondus • on écarte désormais ce caso 

Soit y un lacet relatif de (x,x 1) a d'origine E,; , soit 

f l'application X x I -+-- V associéeo Di après le corollaire 



du lemme 3 (cf,5t2o)• on peut supposer que f est un plongement~ 

on peut en plus supposer que y est excellent (cf~5,l,) • son 

indicatrice F est alors la 

X 

encore un lacet relatif de 

réunion disjointe d'un arc sans 

point double F joignant 
0 

X x { O} à X x { l } , et d' un 

nombre fini de courbes fermées 

simples F
1

,ooe 1 Fq (cf1 figure 

l) t 

Soit ~ le groupe des difféo

morphismes de X x I laissant 

X x {O} fixeê Pour tout g E: ~ • 

f O g est un plongement de 

X x I dans V qui définit 

(X 9X~) d'origine s • dont l'indi-

catrice est g- 1 (F) ~ On en déduit la propriété suivante : 

Si *~application f associée à y est un plongement• 

on peut, en conserva.nt cette propriété, il sans changer la 

classe de y , modifier l'indicatri.5..! F par l'effet d'une 

isotopie arbitraire de X x I • la. issant fixe X x { 0} & 

Dans la suite, on choisit une orientation sur V (qui est 

simplement connexe) et on oriente X et Y de façon que leur 

nombre algébrique d'intersection sur V soit +l o L'indicatrice 

F de Y est alors munie d'une orientation naturelleè Supposons 

démontrée la propriété suivante 

(**) Si l'application f associée à y est un plongement 9 

on peut• en cohservant cette propriété, et sans chanser la 

classe~ y , ~ifier l'indicatrice F par l'effet de n'im

porte ~uelle chi:urgie plongée orientée d'indice l • 
+--

""~ ...... 
' ~ 

' ' ! 
~ 

' I 
/ 

; 
/ 
✓ :.--.,,,. 

,. 
I 

I 
t ,,. 
j 
1 
1 
\ 

\ 

,,,,,.,,,,.-----

t 
,, ... _ 

[si on choisit comme support 

du modèle de la chirurgie d'indice 1 

des variétés de dimension 1 (cft 

figure 2), alors toute "chirurgie 

plongée orientée d'indice l" de F 

est définie par un plongement 
l l 

ip : D )(. D -+- X)( I 9 tel que 
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F()(ima.ge i/,) = IJ,(D1
,<" an1 ) • et que tJilD1

x an1 soit oom:patible 

avec l'orientation induite par d (D
1 

x D1
) sur D

1
" an1 et 

l'orientation de F.L'imagepar 1J1 de {O}xD 1 est appelée 

·m de la chirurgie] • 

La proposition découle comme suit des propriétés (*) et 

(~•) ; on joint F
0 

à F1 dans le complémentaire de F par 

une courbe sans point double A1 (transversale à F en ses 

deux extrémités) ; d'après (**), on peut réaliser une chirurgie 

plongée orientée d'indice 1 de F • d'âme A1 • ce qui diminue 

d'une unité le nombre de composantes connexes de F ; en itérant 

le procédé, on rend F connexee Si i ~ 2 , F est alors 

<g-isotope à une génératrice de X x I , d'après (*), ceci termine 

la démonstration dans ce cas. Lorsque i=2 , la dimension de 

X x I est 3 ; F peut alors être nouée. D'après un résultat 

élémentaire de la théorie classique des noeuds, tout noeud de 

s2
x I peut être dénoué par une suite finie de croisements I or 

tout croisement peut Stre réalisé par deux chirurgies plongées 

orientées • la propriété (**) montre donc qu'on peut dénouer Fa 
on termine comme ci-dessus à l'aide de (*) • 

Preuve de la propriété (*~). D'après la propriété (*), pour 

montrer qu'on peut réaliser la chirurgie définie par un certain 

plongement ip : D
1 

x D1 -+- X x I , on peut commencer par modifier 

F et tjJ par l'effet de n'importe quelle g-isotopieo On peut 

donc supposer qu'on s'est ramené à la situation suivante : il 

existe t e:I et n>O tels qu'en désignant par J l'inter-o 
valle [t

0
-n • t

0 
+n] on ait : 

(1) Fn(XxJ) = (Fn(X:it {t }))xJ 
0 

( 2) il existe a . Dl ...... X . 
l Dl tji(u,v) (u,v)e D x • 

Notons 

bilité de ip 

ft o a(l) = Y+ et 
0 

avec l'orientation de 

• 
= 

tel que• pour tout 

(a(u), t
0

+vn) 

0 a(-1) = Y_ , La compati

entraîne que les coef-

ficients d'intersection de ft (X) et de Y en Y+ et y_ 
0 

sont respectivement +l et -l. Il est connu (cfo par exemple 



[10] • théorème 6.6., poîl) que dans ces conditions, et vu les 

hypothèses faites sur m et i • on peut "supprimer Y+ et y_ 

le long de ft O a par le procédé de Whitney" , d'une manière 
0 

précise 1 il existe des plongements et> et et>' tels qu'il y ait 

commutativité du diagramme : 

X 

R. 
0 Dl)( 

et que, pour u1S[- 1, + 1J I on ait 

( 3) <t>(u,O) = a( If u) 
€: 

i-1 D x Dl 

l·· 
V 

Une construction facile (nécessitant seulement l'hypothèse 

m;1, i +2) fournit alors un plongement 4> : D
1 

:>c Di-lx n1 x J ~ V • 

adaptée à Y et à f IX>< J , c'est-à-dire tel que 

Y () image t = ~ ( { 0} x { O} )( D 1 
x. J ) 

et que 

f t o et> = ~ t o R. 
0 

pour tout t...: J , 

et que en particulier ~t = et>' o 

0 

Soit x une fonction en cloche de support J I telle que 

X ( t ) = 1 , soit 
0 

le plongement 

~ ft(x) dès que t efJ 

l -1 
~t o R.x(t) o et> (x) 

X ~ V défini par 

ou que x t(image cp} ; 

pour t e:: J et x €- ( image 4>) • 

,_, ,,...,, 
L'intersection de l'indicatrice F de (ft) avec l'image de w 
est d'après (1), (2) et (3) l'ensemble des points 

,,.., 
(a(± ✓1-2x(t)),t) , où t décrit J ; F est donc la transfor-

mée de F par la chirurgie définie par w , 



CHAPITRE II 

Etude semi-locale de 'J<, 

l, Classification des chemins de croisement. 

Dans tout ce chapi

tre9 (W,V,V') dégigne une triade compacte de dimension n et gi'° 

l'espace des fonctions de classe c~: {WiV,V') -.;- (1,0 1 1) sans 

point critique sur le bord. Le but du chapitre est la classi

fication des chemins de ~ issus d'une fonction de Morse f • 
0 

qui réalisent,toutes les valeurs critiques égales le restant, 

le croisement d'une valeur critique simple avec les p valeurs 

critiques immédiatement inférieures. Le but des trois premiers 

paragraphes est de montrer que cette classification revient à 

celle de certains objets géométriques, les "nappes descendantes"; 

en fait on est conduit à montrer davantage : les espaces de 

chemins de croisement ont même type d 9 homotopie que les espaces 

de nappes correspondants. Au §ol, on définit ces nappes, ainsi 

que les "chemins élémentaires'' ; au §.2, on compare les espaces 

de chemins élémentaires aux espaces de nappes, et on les compare 

aux espaces de chemins de croisement au §.3. Il reste à classi

fier les nappes, ce qui est fait au §.4 dans un certain nombre 

de cas particuliers ; on en déduit l'unicité à homotopie près 

des croisements de mise en ordre (proposition 3), la classifi

cation des croisements à indices égaux (proposition 4), et 

l'unicité à homotopie près du "double croisement", c 9 est-à-dire 

du croisement d'un couple de points critiques en position de 

destruction mutuelle (proposition 5). 



II.2 

§.1. Chemins élémentaires ascendants et descendants. 

1.1. Le modèle de Morse d'indice i et le chemin standard (cf. 
[5], chap,II, §.2 et chap.III, §al). 

Soit i un entier tel que O~i~n ; soit x = (x 1 , ••• ,xn) 

un point de IRn o On pose 

h(x) 2 2 + 2 + + 2 
= - xl ••• - X, xi+l ~ t e X • l. n 

k(x) 2 2 . x2) = (xl + • • 0 + xi)(xi+l + 1 0 0 + • n 

On désigne par 

!Rn définie par 

M. 
l. 

("modèle de Morse d'indice i") la partie de 

} jh(x)I ~ 1 

l k(x) ~ 1 

L'intersection de M. 
J. 

avec lei-plan {xi+l = oo = xn = O} 

est appelée nappe descendante standard de 

morphe au disque Di o L~intersection de 

M. ; elle est difféo
J. 

M, avec le (n-i)-plan 
J. 

{x 1 = ooo =xi= O} est 

elle est difféomorphe à 

appelée nappe ascendante standard ; 
n-i D • La réunion de ces deux nappes 

est appelée binappe standard de M. 
J. 

0 

On choisit fonction , IRn ~ [o ,1] ' support une w ' 8 a 

dans M. telle w( o) = 1 et les dérivées . ' 
l. • que • que premiere 

et seconde de w soient nulles en O o [on sera amené au §.2 

à imposer à w des conditions plus restrictives]. 

Soit € un nombre positif, quYon choisira dans la suite 

aussi petit qu'il sera nécessaire , on pose pour 

À e I ~ 

hÀ(x) = h(x) - À€ w(x) o 

XE M. 
l. 

et 

L'origine est point critique de hÀ pour tout ).e:I ; si 
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E est assez petit (ce qu'on suppose), c"est l~unigue point 

critique de hÀ o La valeur critique correspondante est - ÀE• 

qui est fonction décroissante de À o 

Le chemin (hÀ) s'appelle le chemin descendant standard, 

On définit de façon analogue le chemin ascendant standard, 

Du corollaire 2 des propositions let l' de lwAppendice 

résulte le 

Lemme lo Il existe une application continue 

t 11 h - ,,,,-1 h ,,, e e que g À - "' o o "' pour tout À e I o 

On peut en plus imposer à tous les ipÀ la condition de laisser 

stable la binappe standardo 

lo2o Plongements adaptése nappes~ chemins élémentaires ascendants 

et descendantso (cfo[5], chaptII, §o3 et chapoIIIs §ol)c 

Soit f e:- 'Ji' (cfoio3) et soit c un point critique de Morse de 

fi d~indice i o 

On dit qu 9 un plongement et, g Mi -+- W est un plongement 

adapté ' f si a en C -
croissant ri> ! [-1.+1] 

},L 
l. 

hi 

[-1,+1] 

et, ( 0) 

--.-

~ ➔ 

,f 

= 

I 

w 

if 

I 

C et sijil existe un plongement 

tel que le diagramme 

soit commutatifo On notera que t' 
donnée de rt, o 

est bien déterminé par la 

Liimage de • s'appelle le voisinage de Morse de c défini 

par q, o L'image par ~ de la nappe ascendante (respe de la 

nappe descendante, respe de la binappe) standard de M, s'appelle 
l. 
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la nappe ascendante (respo la nappe descendante, respo ,1.! 

binappe) de c définie par <Po On notera 4ue le bord d'une 

nappe ascendante ou descendante est toujours contenu dans une 

variété de niveau de f o 

On définit de façon analogue (pour tout À EI) un plongement 

adapté à h-À il f .!.!l c • (la condition est ; hÀ = <P~-1 0 f 0 <f, )c 

Lemme 2o Quels q,ue soient f(;.<3t, le point critique de Morse c de -
f et 

-5.::ment 

ÀE:I, il existe (i désignant l~indice de 

de M. 
1 

w ,!.9-&;pté à et f 

\ 
c J un plon-

en - C 0 dont -
.l.:,image soit un voisinage art;itrairement petit de c ~ W o 

L'image par <f, de la binappe ~i.,anda.rd est une bina:ppe de c o 

E!~~~~~!!~i~~ i Dans le cas où A=O 9 le lemme se déduit facile

ment du theorême classi;ue de Me MORSE~ d 0 apr~s le4uel f 

s'écrit au voisinage de c • dans des coordonnées locales conve

nables, sous la forme g f(x) = f(O) + h(x) & On passe de là au 

cas général à l"aide du lemme 1 o 

Lemme 3 ô 

M. ~ W 
l 

IMêmes notations]o .ê.2,ll 
adaptés à et f en - -

lqespace des plongements 

c , et soit ? la réunion 

(,l?OUr 

Cf À -->-

À E: I) de tous l.e s 

Plgt( f-1,+1] ~I) 

~À o Les applications naturelles g 

ll q _,.._ Pl gt ( [ -1 , + l] 9 I ) sont de s 

fibrations localement trivialeso 

Ce lemme est démontré au §ol de lPAppendice (corollaire 3 

des propositions let l' )e 

~éfinitiono Soient f et c comme ci-dessuso Un chemin (fÀ) 

deorigine f dans o/ est appelé chemin élémentaire descendant 

il f relatif .... sril existe plongement cp , M, --.. w a C un , e l. 

adapté .... f a en C a tel que, pour tout .\ e: I 

a) fÀ = f sur le complémentaire de lvimage de <P a 

b ) il y ait commutativité du diagramme 0 
0 
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M, ~ ~ w 
l 

!",L l lrÀ A 

[ =1 9+1] f . .,. 
➔ ,L 

Définition analogue d'un chemin élémentaire ascendante 

Le lemme suivant est de démonstration immédiate (cfc[5], chapoIII, 

§ol 1 proposition 1) ; 

Lemme 4c [Memes notations] o Soit. D .E!}8 nappe de,!_S;:_Bdante de Ce 

~ ô la valeur de f sur le bord de D ; .. f.I.-M½.1'e un R1on-

g_em~1-!dapté cp ~ M1 -.- W vérifiant les ço~:>ns suivantes~ 

1°) 1:_!.,_..!!_appe descendante déf:ini.=wilH 4> est D • 

2°) l'image de ~ est ~ontenue dans un_~i?_,:_!j_.na~e ~r~itrai~ 

rement ;L?_eti~,de D 

le chemin élémentaire UÀ> défi.ni Rar ~ est__,.Éel que 

.!8.U un point arbltrai:r·e de lêintervallew_.2Evert ]O;f(c)[o 

2olo .Q.h_oix particulier de la fonction w définissant le chemin 

standard ( c f ~ l Q 1 e ) ~ 

Dans toute la suite, on choisit une fonction en cloche w 

m ---+- [02 1J, satisfaisant aux conditions suivantes ~ 

= 0 i 

le support de w est 

w est invariante :par la symé,:;rie t 1---.1-- -t , 

~ est strictement négatif sur 

Les fonctions h et k étant celles définies en lolo a on pose 

t t !R
n pour ou x e. 

( l) 



La fonction ~ ainsi définie satisfait aux conditions de lelo, 

en particulier w(O) = l ~ e~ les dérivées d'ordre let 2 de w 

sont nulles à l 9 origineô En plus 9 le support de w est exacte
ment le mod~le de Morse M. ô Il en résulte en particulier que, 

1 

pour tout plongement adapté ~ de M. 0 le chemin élémentaire 
1 

correspondant a pour support 

2o2o Structure d~espace fibré principal définie par le morphismeg 

(R!ongements adaptés) --;,- (chemins élémentaires)o 

Soit soit c 
0 

point critique de Morse de 

soient p et pv deux entier" pcsitifs ou nuls , soit 

On note c? l~espace des plongements q, g (M.~O) ---t-- (W~c) 
1 0 

adaptés à h et à f {cfolc2e), ayant en O ~ne orientation µ 
donnéei tels en plus que ~~(J-1,+1[) contienne :pû va.leurs 

critiques supérieures à 

rieures à f(c
0

) c 

et p valeura critiques infé-

A tout ~ € q' correspond~ par image de 18 binappe standard; 

une binappe de f issue de a
0 

(cfelo2o 9 lemme 2) , on note @.i 

l~espace des binappes ainsi obtenues, muni de la topologie habi

tuelle des ~spaces de sous-variétés, c"est~à-dire la topologie 

quotient de celle des espaces de plongementso A tout • E 9 
correspond au~si un chemin élémentaire descendant S {tel que 

$(µ) = f) • on note ~~ l"espace de~ chemins élémentaires ainsi 

obtenuse 

Pour to~t intervalle fermé H contenu dans I , on note 

~~ H l'espace des "arcs filémentaires" obtenua par restriction 

à H des éléments de ~t 1 

Lemme le Il existe une applie~~ioa 

rendant commutatif le diagram~ 



(dans lequel la flèche horizontale et la flèche verticale dési

gnent les applications naturelles définies en lo2o) 

Démonstration g Soient ~ et î deux éléments de ~ définis-
=Ql!l)..,Oll;)ca)(XC},a).:,~aa;::io:;m,=,l.l:lll:l 

sant le même élément de ~1! • ~ et $ ont même image dans W 

(puisque cette image est le support du chemin élémentaire cor

respondant) ; donc les plongements ~ 1 et ~! respectivement 

associés à ~ et ~ ont aussi même imageo Posons g 

$ est un difféomorphisme de 

difféomorphisme de [=l~+l] 

On en déduit en faisant x = 0 

est un 

pour tout te H o 

Autrement ditt ~ij induit lijidentité sur =&Ho Plus générale= 

ment, il résulte de (2) que •• est linéaire affine sur l 1 in-

tervalle H = h(x) = 
X 

tout PuE I 8 1vimage 
I(')) 

réunion (pour x ê M,) 
J. 

E:w(x)H 
I(')) 

de M, 
l. 

de tous 

21 quel que soit xeM, o Ot',; pour 
:l 

par h u est J-1 0 +1[ ; dana la 
µ I(')) 

les intervalles H e:st 
X 

Il existe donc pour taut compact Kc]-l~+lf un re@ouvrement 

fini de K par des intervalles ouverts sur ahaaun desquels ~w 

est linéaire affine. Donat compte tenu de (3) 0 $w est l 0 iden

tité sur K, donc •' est l'identité ~ur J-1,+1[ ~ et par 

conséquent sur f-1,+1] , Donc "P = cpu ~ ce qui achève la dé-

monstration., 

On pose dans la ~uite g 

2 2 
xl + O O 0 + X, = r l ~ 

l 

2 
+ + 2 

xi+l 0 0 ~ X I::! r2 0 n 



Lemme 2c 
i' 
!Les notations sont celles du début de ce n° ; en outre 

on dé signe par 

laissent f'ixes 

~ 1 ~2 le groupe des difféomorphismes de 

r
1 

et r
2

] o 

M, 
J. 

qui 

1°) Pour que~eux éléments ~ il ~ de ~ aient même image 

~ -&.eH I il f_!2.t et il E!ffi,]__gu J il exist.z. 

f=~cSo 
r--..,,, 

tel 9,ue 

2°) ~ ~e,H le soua~comp.l.exe du complexe singulier "j'( 't;iH) 

déf,iai •~~e image (par l 
O 

applica"ticn naturelle Tr 
"---

singulm °S{CS; , ~~H est un complexe de Kan et 11 

fibration de Kano 

3 ° ) Il e Xis te v.ne a:PElLsa t ,;_:_SE!, X 

commutatif l~ di~gramm~ 

du complexe 

,;!St une 

(dans lequel la fl~che horizon~ale &~ !a fi~ahe verticale dési-

gnent les applications naturelle$, ~ x détermine un mor~isme 6 
4t;:C.-,....._,, 

-t;)r oaca!>- ':f ( fP.,) ô 

Démon 8tra·t ion 1 °) Or. a 

et k = 

Donc tout gE: cg
1 2 laisse invariants h et k i donc d" après 

~ 

(1) il laisse invariant w , i1 laisse donc invariant 

et 

E: w & pour tout µ i e I o Don~ pour tout 

définissent le meme chemin élémentaireo 

Réciproquement. soient t et f définissant le mime 

chemin élémentaireo Il résulte ~~ lemme 1 que i~ = .~ ~ la 

formule (2) ci-dessus donne don~ 1 

(h-~ & w) 0 iJJ = h-t E. ù.: pour 1;out te: H 

En écrivant successivement (2") peur deux valeurs dist!nctes de 



t i on obtient 

{ 4) 

et ( 5) 

Il résulte de (1) 1 (4) et (5) 

puisque w décroit strictement sur [0~1] i il en résulte 

Il est immédiat que (5) et (6) entr~Înent 

et 

ce qui termine la preuve du 1°)0 

2°) Il résulte du 1°) que le complexe singulier 

~(~ 1 i 2 ) opère de façon simplement transitive sur chaque fibre de 

l~application naturelle '8(':?µ) _.,,,_ --S'(t;e.,H) o Cüest un résul.tat 

cl.assique (et très élémentaire) que dans cette situationz on a 
,,,,, ,, f r,] ,, 

les deux proprietes annoncees ,cf. par exemple Ll4 ~ expose 1 1 

proposition 2 9 polO)o 

3°) Tout difféomorphisme de M, qui laisse 
l. 

fixes r 1 et r 2 ~ laisse stable la binappe standard t dioù 

l'existence de 1iapplication x ~ elle définit un morphisme de 

complexes 

élément de 

~ 'f(ü1.>; puisque· par définition de 

se relève dans <S(cf ) e 
µ 

2e3~ Chemins élémentaires et nappeso 

Proposition lo ],ili 
.s:..!! f" 1 soient p 

fe: C§, ~ c
0 

un point aritique de Morse 

_!! pe deux entiers positifs ou nuls , .!2ll 
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µ e: [0 9 1] , .2.2.ll -fie 1vespace des chemins élémentaires descen

dants passant par f pour la valeur µ du param~tre 9 et dont 

~e support a pour image un intervalle contenant (toutes à son 

intérieur) p' valeurs critiques de f supérieures à f(c
0

) 

tl p valeurs critiques inférieures, Pour tout HcI • on note 

~~H l'espace des restrictions à H des éléments de -e,.e, • 

~ &H le sous-complexe de ~(~tH) défini en 2,2, Pour tout 

Se:- -etH le morphisme x défini en 2,2 détermine un isomorphisme: 

r-./ 

X* g 1r j ( t,:e,H à S ) pour tout 

(~désigne l'espace de binappes correspondant à ~t) , 

Compléments, 1, Le résultat de la proposition lest valable éga

lement pour d'autres sous-espaces de --g,i • par exemple celui 

des chemins S ayant p+p' croisements, lsoit en effet 4>' 

l'élément de Plgt([-1,+1] ,I) associé à S par le lemme l de 

2,2o , les conditions pour que S ait p+p' croisements s'é-

cr ive nt : cj, ' ( 0 ) ~ a , 
-p 

et cj,' (-&) < a • il résulte du lemme 3 
.--V p • 

de 1,2. que la partie de tt ainsi définie a. mêmes groupes d'homo-

topie que .:fi J o 

2c Dans le cas particulier où p' = 0 • @., a même 

type d'homotopie que l'espace ~ des nappes descendantes ren-

contrant p niveaux critiques inférieurs à 

pour tout j~O un isomorphisme ~ 

f(c ) , on a donc 
0 

E!~~~E~!!~i~~ : Soit q l'espace défini au début de 2o2, 

On sait (cf, Appendice 9 §,3 1 proposition 3 ) que l'espace JP 

des 1-jets en 0 

SO(i,n-i) X Jo,oo[ 
des éléments de q est isomorphe à 

o Donc Jg' est connexe si i = 0 ou 

et a deux composantes connexes dans le cas contrairee Soient 

~ .s '?, cp(l) son image dans J':P • on note q+ la partie de 0' 

formée des plongements dont le l-jet en O est dans la même 

composante connexe de J1 que ~(l) , L'involution : 

de M. 
1 



(définie lorsque i est différent de 0 

du groupe ~l 2 (défini au lemme 2) ; on 

II,11 

et n ) est un élément 

peut donc remplacer <J> 
+ • 

par CJ dans le lemme 2 ; en particulier, le complexe 
,,...., 

-eiH est 

1 ,. 1+ . . ,0+ image par n ~ du complexe singulier de ~ , 

. ~ ?+ ~ Soit g-J la partie de ~- formee des plongements qui ont 

en O même l-jet que 4> ~ La démonstration consiste à prouver 

successivement les i somo rph isme s suivants . . 

n j (~J; 4>) ~ 
---.; 

1f , ( i:,.e.,,Tl; l3 ) pour tout j ~o ( 13 désignant 
J 

1wimage de 4> ) 

et 1f j (g:,J;4>) = n . ( <B; v Î j 3:0 (en x(e)=v) ~ pour tout posant 
J 

a) L'application ~+ ....- Jf+ est une fibration localement 

triviale d'après le théorème de fibration sur les jets (cf, Appen

dice, §.3, proposition 3) ; sa fibre est ~J s L'application 

q+ ....- ~e définit d'après le 2° du lemme 2 une fibration de 
+H + + 

Kan ~ <J(q' ) ~ -U,H • de fibre --5(~
1 2

) (où g
1 2 

est le sous-
• . 

groupe de ~ 1 ,
2 

formé des difféomorphismes dont le 1-jet en 0 

est dans la composante connexe du jet de l'identité), On a donc 

les suites exactes ; 

J 

'li. 

,e nj+l(J~+,4>(l))....,. nj(qJ;qi)-+- nj(q+;4>) ~ nj(Jq+,4>{l)) ---+- ••• 

'>i.. .,-.-.,, 

D'après ce diagramme, il suffit de montrer que l'application 
+ + { l) 

composée nj(~
192

;e) --+ nj(J~ ;4> ) est un isomorphisme pour 

tout J·>o, et que n (r'r+ ·e) = n (JCJ'+.,1,(l)) = O • o dl 9 2' o •~ 

Or on a le diagramme commutatif: 



+ 
.,.. ' ( &l 2; e) 

J O ~ 

+ 
'If j ( J ~l • 2 ; e ) 

®J~ 
'lî.(SO(i)x SO(n-i)) 

J 
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L'application © est un isomQrphisme peur tout j;,:O d'après 

les-propositions 3 (fibratio~) et 4 (acyclicité) de l'Appendice. 

D'après la même proposition 3 9 les applications ® et @ sont 

des isomorphismes pour tout j~O o Enfin l'application Q) est 

également un isomorphisme pour t0ut j~O 9 car 

SO+(i 9 n-i)/SO(i) >1 SO(n-i) s'identifie à l'espace des i-plans 

de !Rn e 

b) V appli cat i0n (f + --,.. @.i est une fi brat i®n 10 c aleme nt 

triviale d'après le corollaire 1 de la proposition 2 de l'Appen

dice • on note q+ la fibre située au-dessus de v o On procède 
\) 

comme au a) ci-dessus 9 à ceci près qu'on considère la fibration 

~+ ~ Ci:, au lieu de la fibration '-8(1+) -,i.- ~H e On est d0nc 

ramené à montrer que l'application composée : 

---+-

est un isomorphisme pour tout j>O 9 et que 'If (q+) = 'Ir (Jq+) = 0, 
0 \) 0 

Or dffaprès le théœrème d'acyclicité (cfo Appendice 9 §e4, proposi-

tion 4), et le théœrème de fibration sur les jets, on a pour tout 

j~O un isomorphisme 

+ 'If.{~ • ,q 
J \)t'f 

L t J".<'+ espace ".) 
\) 

sous-groupe de 

s'identifie (au produit près par 
+ (. . ) SO 1.n-1 

au 

formé des éléments qui laissent sta-

bles les variétés r = O 
l 

et r2 = 0 (c'est-à-dire {xl = x2 = 

eoo=x.=O} et 
1 {xi+l = xi+2 = ~ & • = X = 0) ) • n on sait que de 

tels éléments laissent nécessairement r 1 et r 2 fixes• de 

• 

s®rte que le sous-groupe considéré est isomorphe à 

L'isomorphisme ® du a) achève la démonstration. 

SO ( i) x SO ( n-i) • 



§o3e Chemins de multicroisement. 

Soit f e:- (!<' une fonction de Mo:rse(l) • soit 

II.13 

c un point 
0 

critique de f tel que la valeur critique correspondante ~ 
0 

~,ol~ ::.1,,1JL~; soient o1.1 p .. ,ctp :i.es p va.leurs critiques de f 

imméd.iatement inférieures à d.
0 

(p~l). On note <.(;p
1

f l'espace 

des chemins d'origine f de ~ qui r€alisent• toutes les valeurs 

critiques égales le restant, le croisement successif de ~ avec 
0 

°'1 9 C t è U ç(J? 

ments de <:(: 
p;f 

• On note '3< f' p; 
la :réunion des images de t0us les élé-

; g;- f est 
p ô 

réun ion de co cellules de g:' • et la 

stratification naturelle de <Jt est de codimension 1 d'après p;f 
I,3. Les éléments de ~ptf sont de bons chemins à p croisements 

relativement à la stratification de ~ •· on note ~p le saturé 
;p;f 

de ~ pour la relation de connexion nar arcs dans l'espace de p;:f . "" 
ces bons chemins (de sorte nue ,-e est la partie .,.. p,f de '(f p 

cep sont 

appelés chemins de p-croisement relatifs aux données fe c
0

• 

tenue en fixant l'origine en f )* Les éléments de 

ob-

On not.e ~t la. partie de ~ formée des chemins qui sont 
p p 

élémentaires descendants par rapport à leur origine• et dont le 

support rencontre (p+l) niveaux critiques de cette origine ; en 

note ~\,f' J.a partie de -f5-€-p obten~e en fixant l~origine en r. 
Les. éléments de --€.t s0nt appelés chemins élémentaires descen-

P 
~nts de p-croisement relatifs aux données f 1 c

0 
• 

Soit ~e la comp8sante connexe de l'élément neutre dans le 

groupe Dif'f W -,c Di ff I • ~e opère dans 'J<P if en respectant la 

stratification ; <9 opère dans <ep en laissant stable -tep • 
·""' e 

On note ~~ le sous-complexe du cemple:x.e singulier de -6tp 

défini par ces opérations i (un simplexe singul.ier à.e ~t, est 
- p un élément de i.e P s ' il ex i s te un e pro j e c t i on ~ 

8 
.....- -8,\

1 
du 

ty;pe g i---,.. g, 1' pour laquelle il se relève en un simplexe singu-____, 
lier de ~

8
) & Le complexe ~lp 

tout sous-espace 

un point f') le 

'"tQ, :f, de "€,Q, 
Pt ,,__, P 

complexe ~,ep; f' 

est un complexe de Kan ; pQUr 

(obtenu en fixant l'origine en 
........,, 

induit par ~~P sur ~epif' 

(l) Voir au début du chapitre la définition de l'espace ~, 
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est identique à l'image canonique du complexe singulier de 

l'espace de tous les plongements adaptés~ f tels que le chemin 
élémentaire correspondant soit un élément de ~e • il résulte p , 

en effet du théorème de fibration des espaces de plongements 

(cf11 [3] 1 p&ll4, théorème l) que tout simplexe singulier de -e,.e, p 
qui se relève dans l'espace des plongements adaptés se relève 

dans 
... 

meme résultat a lieu pour les sous-espaces de 

définis par la condition de passer par un point donné pour une 

valeur donnée du paramètre, 

.f1·_,S,F~_ .. .s~ S?}.1 f e:: ~ un.Ll.2IL9..1~.~-~. Mo,r~ ; ~2 .. l.i c0 ~ 

~i<l..1::~--9:2 f .t~ l ~.!L.il«.Y~-~l:..,'i,' , cr U, i ~ ue ex O == f ( c O ) 

,ê,,,2,i~. _s im;pl,~. • .!.? t~, p ~l ; ~ ~p, r (rn, t;e,p; r) 1:._!;.§,a!:;C,e .i!U 
El}, E:_~,~~J,-_ c r oJ,~~ !'fie 1!1 ( r e s ~ • ..,. de s ... .S ,h e mJ

2
I1 s ~.l!.U: ~ ~ de ~ c :;E,

,2;.,,,8;,.1il:,,§, ,de It: cro i~emenJ;) d w ori~_:.in! f relJ:"!?i!, à ce s_,.9;2,~..§~~~ 

f.!J.2lJ,~~~ '6li, .P dans c()p: f d,~ermine g,~~..8.!~~ :Pt.li,. ~ • 

,....__, 
'lî ( i;,Q, J 

0 :p;f' 

,,..__,, 

n.(--&.e, f;S) 
J p; 

pour tout 

tout j ,i,.l i 

et 

f.<~:,,21,1,,~~2;"....! ~, S ,2_1,! Sb .± ~ e s ~~~-de s .!\!.~~ ~,2. ce n da.nt e.,!.._~ c 0 

2.2P.!:,.l~~~-E~.ES on tre,,_:_:lfi~cteme nt ;p ni ve,,aux_c.:~i~,iq~s in f_!-. ' . 
Q~_g1M !3-~ d: 0 ; .:,'3 C? }-~• 

§ • 2 ~ 0~JZ2...~. * .~ ::-.! 
. .S!l-E .\?,!.L~.9..~ : 

r 
LLe corollaire est une consfiquence immGdiate de la proposition 

2 et des compléments let 2 de la proposition 1], 

~ ... ,§.e la
0
dém.2,nst_E,~.~i.!?E-~iliûe On :raisonne :par 

récurrence sur p ; le cas p=l est étudié en 3~2 ; en 3,3 on 

démontre (à l'aide de deux lemmes préliminaires) le lemme 1 1 qui 

est uti1isé en 3.4. pour la démonstration de récurrence, 
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3~2. Le cas d~un seul croisement (p=l) o 

On applique le corollaire de la proposition l de I,2,2. dans 

~p~f muni les conditions suivantese Le rôle de E est joué par 

des opérations du groupe ~e (composante connexe de 

Diff W x Diff I) lesquelles vérifient les conditions 

e dans 

(a ) et 
0 

~ Pour on prend l'espace 

ment, et pour ce,n l'espace 'ti,fl, 
p 

cep des chemins del-croise

des chemins élémentaires des-

cendants de 1-croisement~ muni du complexe défini ci-dessus. 

Soit rweq:; 1 
•· soit c(j la partie de ce formée des 

p;f p;f p 
chemins qui ont fi pour point de tra.verséee Pour tout ye::"(;p~f • 

il existe un point critiq_ue uniq_ue de rw qui, le long de y • 

effectue en f' un croisement descendant ~ on désigne ce point 

cw o Dia.près le lemme 2 de 1,2. 9 il existe un cri t iq_ue par 

plongement qi g Mi -+ W I adapté à h 1 / 2 
le chemin élémentaire descendant défini par 

et à f' en c' • 
traverse g;:1 en 

p 
dans le même sens que y o Le corollaire de la proposition 1 

de I$2~2o donne donc les isomorphismes i 

pour tout 

et tout j ~1 , 

Soit le paramètre de traversée de S • soit ~.e 
p;S;>-J. 

~tp; S définie par la valeur >.1 du para.mètre de 

traversée , ~l~.o•À est la fibre située au-dessus de a 1 J:' t 1-'. 1 

partie de 

l'application composée 

la 

pour 

où 1wapplication de gauche est définie à l'aide du lemme l de 2.2 •• 

et celle de droite est : <Pi ~ rpw (->.
1 

e:) ; il résulte du lemme 3 

de 1~20 que l'application (1) détermine une fibration de Kan 
~ 

~.Q.p;(':, ~ ~(I); on a donc pour tout j~l un isomorphisme 



canonique 

D'apr~s la nroposition 1 de 2~3m (appliqu€e avec 

B(A 1 )e A1 m 0 1 o, I dans les r6les respactifs de f 9 Pe Pt p' • H) 

il y a pour tout j~l un isomorphisme canonique 

~ d6signe un espace de binappes qui 1 dans le cas présent, est 

acyclique d 1 apr~& la proposition 4 de 1wAppendiae ; ceci aah~ve 

la démonstration. 

3c3, Démonstration d'un lemme. 
~~\o;.~~.W:,0.~~;C=:!'.,X~--~ 

h ±i: ..... !.!U'~CJ... U..~.<!F ~ t i.9.l1';. 
+ x

2 
1 et soit M. le mod~le de Morse n ~~ l. ~~".t.~~~~ 

µ €:. I ~ ~...n,.~ t,.!.., •• .S.~J!lBL~ • ...9:..!J!! b l,] u d E;, 

et on • P.,2 i!: ~ µ .! •.~}L~~ 

~ui~oincident avec l'iden1i,;~ 

~.9.~.~~;nÉ;-,l~ - JJ E i _§ 0 i t k l.!,_J:s_n,~\ij,,2~:;,..-,.!: D.,, W!. ~ !U, 
soit cgk .~~2UJ22 de.,.§_~de Mi Sl,l¼_i: l~is~;tri._l k 

-~,:1.,Y!!""'t~.! Cl I~1~1!: .... YD~~~J2.12.lli!~~:2B.,...':.2B:1iE.l1.~ 

Démonstration 

h 
µ 

h 
µ 

: On rappelle qu'on a choisi de façon que ses 

dérivées premiêre et seconde soient nulles a l'origine , et que 

c peut être choisi arbitrairement petit, Si r. est assez petit, 

le produit scalaire (gra.d h, grad h ) est différent de 0 sur 
J.J 

le complémentaire de 1worigine~ On pose alo r:s iJ;(O) = 0 
' 

et 

pour tout XC M. - 0 
' 

on définit, ljl(x) comme étant le point 
1 

unique ' la. ligne de gradient d.e h passa.nt la ou par X coupe 

variété de niveau 1/11 0 h (x) de h e µ )1 



Lemme Erélim)na.ire 2o [Les notations sont celles du lemme préli

minaire l] o Tout d.ift'êomorphisme ~ Mi qui laisse inva.rian·t·es 

les fonctions h et k laisse aussi h invaria.nto 
~~~1me:tr 1m1 iJ, l'ilelà: 

Dêmonstration Soient x et y deux points de M. en lesquels 
------------- 1 
hµ et k prennent respectivement la même valeuro Ceci sfêcrit ~ 

)h(y) -

('k(y) = 

La premi~re ligne s'écrit compte tenu de la s~conde 

ceci entraîne 

et ceci {p@u~vu qu~on ait choisi e assez petit) entraîne 

h(y) = h(x) c 

Lemme lt) Soit fe.~ une fonction de Morse• 
~~ ~ffllale _;....,...,...........,...,.;;. _ 

_ §_Q];_~fil=· oi .. 0 ~ a w .,,,1, 9 o ~ o i a 1 B a ~ a 1 ~ o o oz a des valeurs ---- =p -p T - D p 
criti ues consecutives de f O ordon::§.es.,2.,e fa~pn décrois,sante ; 

~~;.....,!upp~se qu~ a
0 

~st sim~le et on note c
0 

le po~nt c~;tique 

.:..2!..:r~~o Soient "l t> A2 et µ ~~ 9,ue O<ll.1 <µ<À2 <1 o 

.Q.B note q 1 {resp~ q 2 ) l 0 espace des ~longements 

<P r, (Mi ~O) ......- (W ic
0

) tels 9,ue l (/ image d,l!,..J?,_,longement associé 4iw 

contienne i l 6 exalusion de toutes autres (et toutes à son inté-

rie3.::} l$s_valeurs critiques 

et 9,u~ .• <;an ai~ !.a ;l2lus~9 R,?Ur 

( 2) > a u 
=P 
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.Q.r.L.!!,o t e, -e JJ 25!.l? a c e de s a r c s dont l'op-

.l2_9sé ~~li~~ 9 ~ou~es le,L_Yaleurs critiques égales le restant 9 ~ 

~~men .. t suc_c,!;sE_if de a
0 

avec a_ 1 , •" ~ • a_pv ; R.,2B.!, i 

on note -1.l, -~ ç ima~e canonique de CS, dans ce et U, 
l. - - - l. - jJ - l. 

.s.,,~m~l~e ima5e du complexe sin~ulier de ~i • Enfin on note dl; 

.l,:.~.:e,.§!,c:e des ..... ~~es ascendantes d_!:, f issues de c
0 

" 

Jl.,.,,existe alors sur <{? une déformation de 't';t2 ~ i;\ , 
,,.-t. ~ 

~Lln morphisme -t;.e,2 ~ ~e...1 ~ ~qui eiu: ,compatible 

~;,,..,,L~~~~ilications canoni~;ë, ~e1 ~ JG et ~~ '""""" ~ " 

Démonstration : Soit 1/J' un difféomorphisme de qui 

vérifie les deux conditions suivantes : 

colncide avec l'identité au voisinage de 

(5) $ 11 \••l} > -À 2 fz: c 

On ;posei pour tout te::I : 

( ( 1-t) x identité)+ t ïl>' = 1/Ji " 

Le lemme préliminaire l associe a un difféomorphisme de 

M, ~ dépendant continuement de t I et vérifiant quel que soit t: 
l. 

(6 k O t/Jt = k 

(7) hµ 0 t/Jt = 1/J{ 0 hµ o 

Considérons l'application qui à tout <Pe:q2 associe cfi O 1),t. 

Soient cfi et $ deux éléments de q2 ayant même image dans 

~~ , il résulte du 1°) de la proposition 2 que ~=l O t laisse 

invariants h et k , et par conséquent hµ Q On a alors compte 

tenu de (6) et (r) 

,1, ~ -1 h "! -1 ,1. ,1, -- ,1, t' - 1 - h 11 0 ,1, t . X 'f' 0 (> 'I' 0 'f' 0 'ftOX 'I' - 'i' 0 t lJ 
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pour tout :x: €: Mi • ainsi. ( <P" 0 ij,t )=l O ( </> 0 *t) laisse inva.ria.nts 

k et hµ ; donc d~après le lemme préliminaire 2, il laisse aussi 

h invariant • donc t pour tout tg I • qi O 1/Jt et </> 0 ij,t défi

nissent le même chemin élêmentaireo nwaprès (5), </> 0 ij,
1 

est un 
élément de ~l t On obtient donc par passage au quotient une 

déformation de !e,
2 

sur cell. qui aboutit dans ~,el et définit 

un morphisme : -U
2 

--;.. ~l ; la compatibilité avec les appli

cations canoniques ~t
1 

.......,._ cfi:; et -&.t,
2 

.....+ .::A; résulte de {4) ~ 

On suppose la propriété dSmontrée lorsqu 0 il y a au plus p-1 

croisementso Dijaprès la propriété (~~) de Io2o2oi il suffit de 

montrer que 1winclusi0n de ~L dans ~ induit un isomorphisme 
p ,-...; p 

de tous les groupes d~homotopie de --et dans ceux de <€1 & Pour 
p p 0 

tous 1e:s Àl$ À 29 µ tels que À 1 <µ<À 2 1 et pour tout rwe<J<'p,f 8 

notons 'e' (au lieu de "€ 'À À ofv) la partie de cf1. formée 
P Pt 1.~ 2 ©l-l11 P 

des chemins dont les deux premiers paramètres de traversée sont 

~l et ~2 1 et qui passent par f 1 pour la valeur µ ; et 

notons i~• 1wespace de chemins élfimentaire~ descendants cor-
p 

respondantô D'après la propriété (~ ➔ )® il suffit de montrer que 
,....,_, 

pour tous les )..1 ,>-2 , µ 0 r~ i l 11inclusion de t.t; dans ce~ 
induit un isomorphisme de tous les groupes dwhomotopieo 

Soit cf;• 
1 

(respc ~• 
2

) l"espace des restrictions à [0 0 µ; pi p. ., 
(resp~ IP,1]) des éléments de ce• , on a un homéomorphisme cano

p 
nique <eq -;;;'(;9 )( <(;' ; pour tout yE;<f,; 11 "· on note y et y p p;l p;2 p • l 2 
les images respectives de -Y dans "f: 1 et <(? 1 o On note 

p.l p,2 
i;t' fresp,, ~.eG 

2
)1~image de -f,f.,11 dans cew 

1 
{respo "€'. 

2
) ~ 

p; p; p p; p~ 
On note ~ (respo ~, respo ~) lu espace des binappes (respi des 

nappes ascendantes, respe des nappes descendantes) de r 0 définies 

par les éléments de 

4f: w 
p 

~J 

-e' , on a un diagre.mme commutatif p 

_::;, ~~ CP., 
p 

t t 
'-f;q ~'{l,ij ~ 

p,l p®2 ~; t 1 X -i~; 3 2 ,Â; X 9) 
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Soit 't.l Il 

p~l 
la partie de 1-e ~ 

p;l formée des @.re:s élémentaires 

dont 1 w image (;pa.r r~ ) du support contient à 1°exclusion de toute 

autre ( et toutes deux ' a son intérieur) les deux valeurs criti-

qués a~ et a1 de r 0 qui correspondent à o.
0 

et ct1 m 

Dg après le lemme 1 9 il exi :ste sur ce~ 
1 

une dé format ion de 
p 9 ,..._ ,--...,,-

dans -fht;;l @ qui définit un morphisme g ~~~;l --+- ~l;;l 
qui. est compatible avec les applications -<t,Q..V -.- o:JI;, et 

p;l 
~t;il ......+- c:iG o D0 où ~our tout j~O et pour tout 

J= 0 0 on prend des ensembles sans point de ba~e) 

commu.t a.tif g 

1 

e e-St' ( pour p 
le diagramme 

daQs lequel ç
1 

est 1°isomcrphisme défini par le chemin décrit 

par s
1 

au cours de la déformation 0 et SÏ l 0 extrêmité de ce 

chemin ; v1 est l'image de S dans ~ n On définit de façon 

analogue -&e.11 
•

2 1 et on lui applique de même le lemme l o ·D'où 
p ~ ' 

pour tout j~O (pour j = 0 @ on prend des ensembles sans point 

de base) le diagramme commutatif 

Dans ce dia.gramme~ o 
mo rph i s me ce;~ :::::.-<f] R x ,e 11 ; 

p p,l Pt2 

est 1 9 isomorphisme défini par l'homéo

~ est 1 9 isomorphisme dêfini par ~l 

et <; 2 i s et e sont des isomorphismes du après l.a proposition l 

et ses compléménts let 2 ; ~ est un isomorphisme dwaprès la 
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Remarque du §o2 de lGAppendice ~ enfin p est un isomorphisme 

d 9 après luhypothèse de récurrenaeo Les 
,,...._,, ,...._,, 

rr ( i.e., fi \ ....+ n ( .:eu } e t 1î , (-Ke g • 8 ' """"""' o' :pt O p J p' I 

morphisme~ 

rr,(-e 1 •S1 
J p• 

don~ tous de~ isomorphismes~ ce qui achève la preuve de 

sont 

la pro-

position 2~ 

4olo ,Bii~~~c Dans tout ce paragraphe~ on considè:r·e une fonc

tion de Morse f' e:-~ i un point critique c:
0 5 d 9 indice i ~ de f 

c Y·----. tel que la valeur criti-

,!~~X d.b.~ 
V 

0 
~ ~ ' • 1 

a correspondante 
0 

w 
oq 

V 
q 

D 

~ 

C q 

soit simplei et les q 

valeurs critiques immé

diatement inférieures 1 
a

0 
, notées a

1
• a.

2
p~ 

ôôOJ C\l dans lijordre 

décroissanto On choisit 9 

pour k = 0 0 1 1 0~~,q 

une variété de niveau 

de f située immé-
~-'.J.ç \ ,, f diatement en-dessous de f \ o:~ 1 • On de signe par WkR. , pour 

k<1) la partie de W comprise entre Vk et Vi o On note ~ 

l ij espace des nappes de se en dan tes de c jusqu'à V 9 on suppose 
0 q 

(ce sera le cas dans toutes les hypothèses considérées) que 3 

n'est pas vide ; on choisit DE~ et on note D f'I V = X o On 
0 

note ~ 1vespa.ce des systèmes disjoints de nap-pes ai,cendantes 

des points critiques de 

sera le cas dans toutes les 

pas vide • on choisit 

f W ~ limitées à V 
oq O o 

hypoth~ses consid~r€es) 

Ai;;;. d: 9 et on note 

que 

:suppose ( ce 

c1t nwest 

On désigne par "{;f 1vespace de:s chemins d~origine f réa

lisant (toutes les valeurs critiques égal~s par ailleurs le res-

tant) le croisement successif de a 
C 

On rappelle que la dimension de W est notée n; celle de 

V est donc n-1 o 
0 
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Proposition 3ê (Unicité des croisements de misa en ordre)o 

Si les indices des points critiques d_! 

E,_~~its .s,;ue l ~ indi_s_e i ~ c
0 

@ ~ 

Propositipn 4e (Classification des croisements à: indices é§S.UXt• 

Si tous l.!s points critiques de rjw
04 

sont d~J:Bdice êeal à 

l'indice i _de c O si n;;,,6 • ,r (V ) = w1 (V
0

) = O i et si 
O t - • 0 0 

~e des .. trois conditions suivantes est remplie g 

fb ) \ l 3<$i~n-3 t 

(b2) i=2 ® il Tl'l{vo-Y) = 0 ou Y b9rde ~n disque de V
0 

1 

(b3) i'-"'n-2 Il il '!l'l (vo-x) = 0 .2.::: X .~e un di ssue de V 
O 

o 

Alors le choix dwune orientation de D détermine une bijection 

D ait -
R,5>Ur image O c Si on remplace, D par un.,,L3:ément D9 ,à! ~ • 
muni duune orientation cohérente avec celle de D ~ la bijection 

5v ~S"?-e .. est composée e~, o et d 1 une translation de 

H,(W ~V ; c 
1.- oq q 

Propos; ~.,LS.W,e (Unicité du double croisement) o 

Si l 1 ens~!ElLl-J? criti_sue ~ f' ~ W
04 

se com4:ose de de;ux points 

critig,~, c
1 

(d~indice j+l) il c 2 (d~indice j; en position 

de destruction mutuelle ; et si l'une des trois aonditio~s sui

vantes est remplie 

(1) i+ j .$ n-2 • 
(2) i < j • 
( 3) i = j ; 3~i.:sn-3 ; ,r ( V ) = ,rl(Vo) = 0 , 

0 0 

l.'.l:.iEc ipe ,_g.e la démonstration c Le corollaire de la. propos i tien 2 

de 3olc ramène la démonstration de chacune de ces propositions à 
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la détermination de l'espace 1T (&!'.>) 
0 

correspondant~ D'une façon 

précise 9 le~ résultats qu'on va démontrer dans êhaque cas sont 

les suivants 

â.2P..2!J tion 4 ~ o Sous .~es h;z;pothèses d-~~,-h!,~ropo~,!.ti,,o,:q, .!• ~~o,i! 

2:une orientation de D détermine une~b\~e~tj;?,E., 

j?_elJ,e, g,ue i;;
0

(D) = O " Si 9P ~ D .E!..~ D' e: ;l> 9 !m!li.Jl'ttne 

orientation cohérente avec celle de D ~ ~ "t;~ ~

nue est comKosée d~ ~o et d~une tran~lati0!1..,~ Hi(W04 ,vq) • 

Les notations étant celles du début de 4~ln 1 on choisit un 

D de S) et on oriente D ; on note ~ 
0 

le sous-espace 

de ~ formé des nappes qui coinoident avec D au-dessus de 

il résulte des propositions 3 ~t 4 de 1 1 Appendice que l~injec-

V • 0 , 

t ion Sl ~ 9) est une é qu.i valence d '1 homotopie fa.i blet Il est 
0 

commode, au lieu d'étudier direatement ~ • d'étudier un espace 
0 

de plongements qui lui est homotopiquement éq~ivalent~ 

Définition 1~ Un plongement ~ 

est dit ,!j,E,éa.ire~ent ada.12té_ à 

diagramme 

i-l s X I 
if, 

I 

i-l s X (I,O,l) --,l>- (Woq~vo,vq} 

f esil y a commutativité du 

o~ •• désigne l 9 application linéaire affine décroissante de I 



sur 1wintervalle f{W
0

q) ~ On notera que cette définition impli

que que l~ima§e de ~ ne contient aucun poin~ critique de f ~ 

On note 

le long de V 
0 

'X ID et, quand il nüy a pas de confusion possible, 
oq 

© 1vespace des plongements linéairement adaptés 

~ 1 W V V ' dont lQimage orientée se ~accorde ' oq~ ot q 1 
' 0 ,, 

avec D or1entee$ 

On a une application natu~elle cqest une €\qui-

valence d"homotapie faible ; on choisit dans X un point de 

base ~ au-dessus de Do 

D" f 0 0 t. 2 On dit quijun :plongement de 
i-1 

dans w est e 1.n1 '"'•~-o s 
horizonti;i,,1 si son image est contenue dans une variété de niveau 
• eec ► )itll!IC.lSirn 

de f et ne contient aucun point critique de f 0 

On note 

simple~ent 

--:Y ® et, quand il ngy a pas de confusion possible 9 
oq i-1 

~ 0 1wespace des plongements horizontaux de S 

dans W o On oq note ~ (resp. ~, l 3 espace des plongements 
i-1 o , q 

horizontaux de S dans V
0 

treap. Vq) ■ On note f
0 

(resp. f 1 ) 

1wé1ément de défini par E,; ~ 

Soit a(~®~; ~ ) 1ueapace des chemins dans ~ • diorigine 
q 0 

r O 0 d 9 extrémité dans C.S ion a une application canonique g 
q 

et par conséquent& pour tout j~O 9 un morphisme canonique 

( 1 ) 

une application de ( j+l 
D t 

canoniquement une application de 

1aimage de la classe fondamentale de 

nière application est un élément de H,,+o(W ~ V ) 
l J oq q 

que de x ; ceci définit lYapplication 

X définit 

dans 

par cette der

qui ne dépend 



Par composition de (1) et (2) on obtient une application 

dont l~é-!.ude constitue l'essentiel de ae pare.graphe,, 

lo Si on remplace D par une nappe Di aolncidant avec D 

V 
0 

et orientée de façon aoh~rente avec l'orienta-

tion ë.e 

tme 

l'application ~• obtenue est la composée de 
0 

translation d.e lL(W 9 V) e 
l OQ. Q. 

1; 
0 

2, Soient; k;. ..et m des entiers tels que O~k<-km~q; on 

définit comme en 4ol~ les variétés de niveau Vk, Vt ll Vm et les 

triades W1• /) ~ etc ~" ;; on définit; comme ci-de~sus les espaces de 
"'" {., 

plongement k':i 1 inéa.::t::remen t a.daptês :~\ i:e, ; etc:~~ ~ ; on note ~ k--€-

1 élément de Xk O canoniriuemer.d, défini pa:r 't!'. :. on note 'I"' 
" '-a- ..,. ~ "j 11ke 

l 9 applica~ion analogue 1 "Çj 1v relative à Wkt ô L'application 

est une ~ibration localement triviale 

s .e thfiorame de fibration des e ■paaaa de plongements 

,. ,., 4 ""h,,, ' 1 ' 1 ... · • 't ,, ~ ne Pn i~ 3 ~.eorame , ; a ~10re ■ 1 uee au-aeasus -

'X:em o Il y a commutativité clans le di a.gramme 

1,,(jCt ;F;JI ) ~ n j (l'.'km ~ {;k:m) ~- 11 j ('):,kt i l;;k ) ......,. 'li O 1 (~l li;; R, ) J lll <ll'l J= m m 

"J,l.ml ç. k l ,j ,ul . l J; ,W •. ~ j=l Jim 

1:L+.(W.e ,iV ) --1"' Hi+j (wke 1 ve) 
_d 

~ H .{Wk ,V ) --i>- H ., , 1 ( W t, • V ) 
:1. J m m J Ill m :i.+J- ... , m m 

f" 
-"4- îr tr.:, • "' ) 

o" kJl:,'i;,kt 

'o•ktl 
lôt.0 ~ Hi(wkt'vfl) 

-( 
_j 
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dans lequel la suite du haut ea: la auite exaate d'homotopie de 

la fibration qu 0 on vient de aonaid&rer ~ la suite du bas se dé

duit de las te exaGte d.0 homologie du. triple {W 9 Wo 9 V.) km 4,,m m 
en remplaçant l"opirataur bord par son opposfi; et en remplaçant 

Hi+j(Wkm~ Wem) par le groupe isomorphe Hi+j(Wke' Vt) o 

cations 
"""""""'==--

et le lemme de aommute,tivitêo ~.:. ... ,m.,._....,."""'""....,,,_.,.._.......,_..,,,.,,"""""....,,,"""""""""'-

Le principe de 1°itude dt conai~t~ a d~finir trois 

autres appiiaation~ a. 9 
J 

et l €tudier sfipar,ment 

~3J. et. y. telles oue 1:,oS, = y, a<l, 9 J • 'J J J J 
aj Q Sj et yj o La définit.ion de ces 

applications utilise une "m€trique riemannienne adaptie"a 

Déf"initionso Soit 'J'~ une métrique riemannienne sur 
~~•e~-=r.i W • on dit oq 
qu 0 un plongement lin€airement adapté 

,, «; 

,l, g S~-o1.x (I~O~l) -~ (W V V) 
'f - • oq~ o® q si 
4i{{x}xr) 

On dit que 

est une ligne de gradient 

e s t S;.e gr ad i e il 
de 'Jlt pour tout 

i-1 
Xe: S o 

est adaptée à f ~ si les nappes descen-

dantes de gradient des points 

tcutes itre prolongées Jusqu 9 i 

gradiente 

critiques de f sur 

V 0 et si en plus 
<l 

W peuvent 
oq 

E; est de 

On rappelle que les conditions ai-des ■ us entraînent que 

toutes ces nappes de gradient et l 9 image de E; sont deux à deux 

disjointes i en plus les nappes a■ aendantes de gradient des points 

critiques de f sur W peuvent alara ;tre prolongées jusquuà oq 
V 5 et sont toutes disjointes deux à deuxi ainsi que de 1°image 

0 

de t et de toutes les nappes de gradient descendanteso 

On rappelle duautre part le résultat suivant (utilisê en 

théorie de Smale} g si tous :les :points critiques de f ~- w 
oq 

~s~quent l 'e:spac~ X $ sont non vides * _et pottr tout 

existe sur W une métrique r3:emannienne 'J.10 adaptée à oq f et -
à ~ ô 
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Notati,.,211..,~,o On note A l.iJ, réunion de:s nappes de gradient ascen-

dantes de tous les points critiques de f sur w s on note y 
oq 

, 
0 

1°inte:rsection de A ave ic V ô On note ...go le sou.s-espace de 
o, l 0 

cg (espace des plongements Si- -,;,.. V ) formé des plongements 
0 0 

dont 1°image ne rencontre pas A ô 

On choisit une variété de niveau V, située un peu au-dessous 
0 

de 

V X 
0 

V
0 

; )l'e, définit un difféomorphisme 

(I 0 0 8 1) ....,. (W @ 9 V ~ V î) Q On note 'JC * le sous-espace de 
00 0 0 

"'.îc, f'ormé des plongements qui bont de gradient en-dessous de V w t 
0 

Défini~ (l • ô 

J 

Définition de S, • Lgespace X,~ a même type dghomotopie que 
J 

l'espace X-~ 00 g espace des plongements linéairement adaptés 

i-1 
S x (I O l' ---+-- (W V V ) dont l O image ne rencontre pas e !) J 00 ij ID O ~ ü t 

A 11 V
0

~ o La projection de W
00

, sur V
0 

définit une application 

espace des chemins dans '-f09 

d'origine 

équivalence 

définie par 

(;' 5 d w extrémité dans <-S O 
• Gette application est une 

0 0 

d'homotopie ; on a donc une bijeation (canoniquement 

J.Jb J g 7L+l(cg • :f*~ ~ ) ~ 'fî O ('Jt*;t) 0 
J O O O J 

L"application est l 9 application g r.,+ 1 (':5' ;i '"j' 4
, ~ ) ~ ,r,('X'.p;) 

J O O O J 

obtenue en composant la bijection ci-dessus avec 1 9 application 

1r,(')c*;ç;) '"""9- 'lfo(:t;ç;) définie par lüincluaionc 
J J 

Définition de Yo c Considérons les deux applications natu
J 

rel les g 

L 9 application 

se rétracter sur 

pose i 

est bijective pour tout J ➔O 0 car W =A peut oq 
V le long des lignes de gradient de :xt • on q 

y O t 
J 
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Lemme 1 o f;;___diag:ra.mm~ 

a~ 
'IT,+l(':f ® ~o, ~o) __,,,J,-+- H,+,(V s V - Y) 

J O ô l. J, 0 0 

l ~ j J yj 

r; • 
îr.(::c;t) al ~ H.+.(W Il V ) 

J i J oq q 

Démonstration g Soit ~*l'espace des plongements horizontaux de 
--,:,-=-~=...,-.~Œ'01IIIO-.~ 

s1 -l dans W -An On cam~l~te le diagramme c dessus en le oq .::c 

diagramme 

II.+,(V eV -Y) 
l J O 0 

J 
IL+ . ( W 0 W -A) 

1 J oq oq 

H.+.(11 i, V ) 
:i. J oq q 

où toutes les commutativités se vérifient sans difficultêo 

1er cas ~a~~iculiera Tous les points critiques de f sur W oq 
sont d 0 indice strictement plus grand que i ; alors abaque compo-

sante connexe de Y est de dimension strictement plus petite que 

n-i-1 ; donc, d'apr~a le théor~me de séparation de Whitney, 

n
1

(-=S t <!'\ ~ ) = 0 ; l'application a est nulle dans ce cas,,, 
0 0 0 0 

Lemme 2o On suppose que les poin~!_qritiqull de f ~ w
04 

sont tous d~indice i et que V
0 

est connexeo Alors l. 1 :i,,P;elica-

~ ~o est sp.rjective si l~un~ .. §e,!. t::.ois _g~nditions suivantes 
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et - V -X 
0 0 

V =Y 
0 0 
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est connexe ; 

est connexe o 

~_jç;ation o<
0 

_est biject;j.ve si ;r
0

(V
0

) = 1\(V
0

) = O et si 

1v une des trois ~ond_!ll~ (b
0

) s (b 1 ) s b 2 ) de la. proposi~j.2n 3 

~ t,, rertl~c 

Lemme ,..le ..Q.B suppose que q=l 9 ~ue f a un seul p,9int criti-

~!., sur W01 0 et que l ~ indi~ce a.e ceJoint criti_S1.B,_e est i+l e 

§~n plus l~i~n-2 ~ a.lors 1Bap}2}-ication n 1 e~t surjectiveo 

Démonstration g Le fibré normal à X dans V 
0 ---Ql;l) 111:il)Ql:lag),.:,ar,o ..:>~= ft::l<lll!O~ 

il existe un plongement n
0 

Si-lx I 

tion à si=lx {O} siidentifie à 
~ vo 

~o ~ On note 

ayant une se et ion e 

dont la restric-

z 
0 

i"'°l plongements S x 
•~1 

lvimage de 

qui coin-I ~ V
0 

n 
0 

sur s ""'x :n t :soit la partie de for-

m~e dea plongements dont l'image ne rencontre pas Y• On a un 

morphisme naturel 

qui~ composé avec a 0 donne un morphisme 
0 

.....;.- IL+ 1 (V ® V -Y) c 
l O 0 

Dijaprès la condition (s
1

) de la proposition 2 de Io4o2o© â
0 

est 

surjectif pour 2~i+l~n-2 1 iceo l~i~n-3 ; et d 9 après la condi

tion (s
3

) de la. même proposition® â
0 

est surjectif pour i=n-2 

(car V -Z est connexe)o Ceci achè~e la. preuve du lemme~ car 
0 0 ,,..,., 

la surjectivité de ~ 
0 

entraîne celle de a 
0 
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~~~nm e -~ o 1 '() ) J;;:_,~~~ 
j~O ~ q=l et que r 

_est ~ i Je_ q t i V,,!.__~ .. 1, .. ,,<l ue soit 
w 

oq 

2©> J ~Rt i ca_!; i,.2n 8 
0 

.;st su~~i y~ .!i (i II désignant 

!:'._~.=J?A,1:~~U..~J!e s i~ill~l!... point s ... P! t t i,9,.!:!,!;.~ de f ~ W O q) 

on ~ l~i~i~<ên=2o 

C:,t'olla.:it:'~o Soit f e ~ une "",:,nction de Morse ~ :soient 
,CC~ - ~-·· ,~~- M itm~~ """5"'WPlll'ln~ 

cl® c2 Il 

;ndJc~ i ~ c3 trp~_~jnts E.!.Uigu~ _c,o,r\~B;utifs .~ f ~ ~'"~,!m~ 

!~~~\:<,,!, f{ .:".i) > f{ a 2 ) > f( ~3 c Sc i t V 3 ~_ya ;:J.i,~ de niveau 

D1 (:resp., de f: située i:m:médiatement en-dessous de C,_ c Soit 
ew, W!00!0.'~'.m:,,;e.:à1:llm,;m::?!'re.Jt:U::œ.,r~ t S.ld+ ~ ..'.:i ~ 

D2 ) une nap:pe,..,d.es~:ndante de c:1 (res12,o c 2 ) limitée à v
3 

o 

'lti, l~i~n-2 , alors D1 :Reut, .. êEe deê.fo:rmêe (i!,!lns l w e s:pa.CE; de §1 

~!;s d~ s_cendante=~ &!. c 1 limjS_é~ V 3 ) en une na.1;~ Di 

§1.!,JRi_n·t.e ~ D2 o 

Démonstration duc rollaire g On choisit une vari6té de niveau 
------------------V de f située 

l 
~0 pour l~~uelle 

entre a 1 et a 2 ~ at une m6trique riemannienne 

D2 soit de gradlent. D'apras le 2°) du lemme 4 9 

D1 peut itre déformée en une nappe qui soit de gradient 

ne rencontre p~s 

on du lemw.-e 4 g Soit 1wunique point critique 

de W o• Ô 

Q cl 
Pour tout; compact Je d.e X • il existe une oq 

vat' iêté de rii vea1t.1~ V" située au-dessus de a
1 

• telle que pour 
0' " 

tout po x ait sur 1:interaection avec W
0

n 1 de l'image 

dij un é.lément quelconque de lt ii la ligne de gradient descendante 

de 

bord 
,-V 

w 
0Hq 

X n~ rencontre pas c1 o Il existe donc une sous-variété à 
A/ 

Y
0

n de V
0 1 de codimension zéro, telle que le cylindre 

engendré par les lignes de gradient descendantes issues de 
,..,_,. 
V" et limitées à 

0 
V 

1 11 contie:tme à son inté eur les inter.., ... 
sections avec W Il 1 

0 ... 
des images de tous les éléments de % o Il 

existe dan~ une déformation de 'R, sur le soi.u:i-espace X'11-,i, de 

X formé des plongements qui sont de gradient en-dessous de V u; 
0 

:ie,..,.+ peut être déformé dans :)C * au moyen d II u.ne isotopie adaptée 

à 

sur 

f ~ définie par les lignes de gradient de ~, a.menant V 11 
0 

V ü o· et induisant 1videntité sur un voisinage arbitrairement 
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petit de W
090

n & par ccmposition 1 on obtient une dfformation de 

'Jl,dans X*; ceci prouve le :V'L 

2°) La d6monstraiion se fait par 

rfcurrence sur q; le cas q=l a ft, trait~ au 1°). Soit q>l ; 

soit V une 
q=l 

variiti de niveau non critique telle qu'il y 

ait exactement une valeur critique de 

dessous 

à.iui.s le 

une vari6ti de niveau s 

de 

est de gradient sur 

f entre V et 
q-1 

tufe immfdiatement 

supposer 

et sur 

D1 apris le lemme 1 de II.4cl, 1 on peut s~pposer que la projec-

tion (le long des lignes de gradient) de t" sur 
- q ~ l 11 ( q-1 ) 9 

V a son image contenue dans un voisinage arbitrairement petit 
t;!,-1 

de la :r~union de i;: i et dç un nombre fini de sous-ve.riétês de 
q-1 

dimension l de V ; d 1 apras la condition del énonc€s le 
q-1 

thSor~me de séparation de Whitney permet de s~parer toutes ces 

sous-variété de toutes les nappes de gradient descendantes des 

points critiques de f sur W · E' peut alors itre déformé o,q-l t • 

en un élément de X.* $ ce qu.i achève la :preuve èht 2°)" 

~~m"',,2" el ~~,.,2.!!,.2J:Jl..11.,llP!!.!;. '( ï 
'-' 

~U..llJi.!~~.J.Lli:. i + j # n ~ 1 " 

Démonstration g L'application ~tant bijective pour tout 

Soient 

soient 
Cl~ 

i 1 $ 

y. 
J 

est ramenée a celle du morphisme 

(.;2 1 t, t t• 

i,.., ~ ~ c t\ 
G 

il 

• 
ck 

i 

les points critiques da f 

leurs indices respectifs 9 

sur W et oq 
soient Y ,~ti~ 

cl 

a1 1 Y les nappes de gradient asaendantes de aes points, limi-
ck 

tées à V 
0 

, soit(pour tout t:.n vois in age 



tubulaire de Y
0 

; on suppose que ces tubes sont deux à deux 
h 

disjoints, et on dote T leur r~union. On rappelle que 

n-i 

y 
C 

h 

est difféomorphe à D h , de sorte que T 
C 

h 

est difféomorphe 

..... 
a D 

n-i i 
h x D h e On a donc le diagramme commutatif suivant 

H. ,(V vV -Y) --+- H.+.{T0V ,ë){T()V)) --+- ~ f} ' \ 1.+J· r:, 0 l. J O 0 

J J 
j J-L +. ( W , W -A) ......... H.+.(T,vT-{TrîV )) __.... 

ô ~ .,. 
1. J oq oq l. J 0 

n=i -1 i nM i .. ,1 l. 

f,.' ........ © H"+.(S 
h X D h s h 

?( s h 
• 

h=l, • • • 9 k l. J 

J 
( n-i i n-ï i -1 

~ Œ) T ,, h 
D h D hx s h ) 0 e. • d,+.lD ~ i 

h=l,.oe 1 k l. J 

Toutes les flèches horizontales de ce diagramme sont des bijec

tions (celles de gauche par excision) i d'où le lemme~ 

4071) ].fu!lonst::ation des ;ero;eositions 3'', 4' et 5~ ~ 

E!~~~~~r~!l~~-~;-!!_f!~E~~i~i2~_]' ~ On a vu en 4~4o (1er cas 

particulier) que lorsque tous les points critiques de f sur 

W sont d'indice sunérieur à i ·rr r<-g --8°' c ) a. un seul 04 .,,., , o' oi o• "'o 
élémento Dijaprès le 2° du lemme 4, l'application B

0 
est sur-

jective sous les mêmes hypothèses , donc 'X. est connexe 9 donc 

;)) est connexe~ 

-1 

Démonstration de la proposition 4' Sous les hypothèses de cette 
----------------------------------

) 

proposition, a est bijectif d'après le lemme 2, y est bijectif 
0 0 

d'après le lemme 5, et S
0 

est bijectif d'apr~s le 2° du lemme 4e 

Comme, d'après le lemme l • on a ç u S = y O a I ceci o o o a 
entraîne la bijectivité de ç • d'où la propositiono 

0 

Dans le cas (2) 9 il s'agit 
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dffun simple cas particulier de la proposition 3' (le fait que 

par 

C~ 
J. 

si 

une 

et se tuent est superflu dans ce cas)o 

une petite isotopie. 

et ,, 
' soi1; D la -2 » 

le niveau de Vl est 

nappe ascendante A 

Cas (l)o Soit D 
0 

une nappe des-

Soit V, 
.1. 

partie de 

cendante de c • limitée 
0 

à v 2 i et soit D une 

nappe descendante saturée 

D 
0 

et 

(cfe ci-dessous, 

limitée à 

sont de dimen-

sien rei:;pe,:etive 

la condition (l) 

i et j +l; 

permet 

donc da séparer D 
0 

de 
,..,. 
D 

une variété de niveau séparant 

située au-dessus de 

assez proche de celui de c
2 

~ il existe 

de c
2 

, en bonne position par rapport 

à D ~ telle que A n D 
0 

= ~ e On choisit alors une métrique rie-

mannienne ;}Jl, t adaptée à D 3 A 9 et D ; on construit à l'aide 
0 

de .?t't un saturé A de A qui est disjoin·c de D t Il existe 
0 

alors d 1 apr~sllin2elc~ proprié~é 3t un voisinage double saturé 

de 

sur 

• disjoint de D ., On sait quvon peut modifier 
0 

f 

de façon que la fonc~ion obtenue n 8 y ait aucun point 
"'-' 

c:ri1;ique ; U est un cylindre de g:r-a.dient pour f' , il suffit 

donc de montrer que l 1 espaae des nappes descendantes de 

f' 1 
• .limitées à v

2 
, et évitant une ligne de gradientt 

C 
0 

est 

pour 

connexec Il suffit pour cela q~e i ~ n-2 ,. ce q_ui découle de (1) o 

Cas (1l• On choisit les variétés de niveau V 0 ~ V, t v2s on note -- . 
c, C ( i ) x,o2 l'espace précédemment 

0 
V noté X, E;o2 le plonge-

0 5 

w Qc
1

(i+l) ment [, • et- on introduit 
ol 

de 
... 

X x12t ro1 • rneme ol~ 
w 

o2 Vl Çl2 C La fibration locale-

Wl2 oc 2 (i) 
ment triviale X 

o2 -+ ~1• 
de fibre X,12 ~ donne lieu 

v2 ' la suite exacte a ! 
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Dqaprès le 1er cas particulier de 4Q4., 7T
0

(X 01 ;( 01 ) = 0 ~ Tout 

revient donc à montrer que la flèche de gauche est surjectiveo 

D'après la propriété 2 de 4.2t, il y a commutativité dans le 

diagramme 

( 1;01 l l'o; 12 

Hi+l(Wol 9 Vl) -~ Hl.(w12iV2) 

La flèche du bas est surjective, car elle est la composée des 

flèches 

(la flèche de gauche est bijective par eAcision • celle de droite 

est surjective d'après la suite exacte du ~riple (W02 ,w12 ,v2 ) • 

puisque Hi(W
02

,v
2

) est nul d~après lihypothèse de destructabi

lité de c 1 par c 2 ) ~ L~application ~o;l 2 es~ bijective 

d 9 après le lemme 2 (la condition (b
0

) est remplie)o L'applica

tion ~l,ol vérifie d'après le lemme 1 

or a 
l;ol 

est surjectif d'après le lemme 3j et est 

surjectif aiaprès le lemme 5 ; donc çl;ol 

l'application 7T
1

{œ
01

;1;;
01

) -,.- 7T
0

(X
12

;i;:
12

) 

qu'il fallait démontrer. 

est sur,î •~ et ive• Donc 

es~ surjective, ce 



yHAPPrRE ·rTT 
.... -~~ .A, 9 

( 
0 \ 

chapitre de classifiar ~ ho~otopia 

la pa.r"cie :ii 
o:: 

de n.a.issan.ee O" vc à la, 

Au §,1 

d1 
(X 

qui 
,,_ 

CO 

cfo étant 

de 
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§01. Unicité des nâissa:nces. 

1. 1. Lê':l, naissance standard dans IRn. 

Soit i un entier tel que O ~ i ~. n ... 1 ; soit X € I et soit 

s > 0 .. O;n pose, pour x € ir? . 

2 2 2 3 . 
••• - X. + X. 1 + ■1W + X +~ -

1. 1.+, n-1 n 

Il est imm$diat que la fonction J,'A. possède 

= zéro · poült cri tique pour 'A. < ½ 

- 1 point cri tique (l'origine) pour À. = f ; . 

- 2 points crj_tiques pour Î\, > ½ : les points (o, .. .,o, .± ~ 

En particulier, l.es points critiques de· ..e
1

. sont les points (o, ••• ~O, .± [î). 
Pour tout À. E ]½, 1] , les points critiques de sont sur 1 ' intervalle 

[ -s/1. , + s/1 J du 
eme 

n axe de coordonnée.a .. Le point 

est un point critique.de Morse d'indicè i + 1 de J,À.. ; le point symétrique 

est de Morse diindfoe i. Le chemin ( 0 ) est "un cheminde naissance d'ïn,1.),. 

dice i II i Otl. va maintenant le modifier afin d'obtenir un chemin à support 

compact. 

( CO). Il Soit w une fonction en cloche de classe C IR. - I r c.1est-à-dire 

une fonction à support compact égale à 1 au voisinage de· O, dont on suppose 

en plus qu'elle ne dépend que dela distance (euclid1énne} àl 1o:rigi~o On 

pose ··:-

2 
:=:: - X 

1 
2 2 2 3 

X, + X. 1 + X + X - (211.w(x) - 1 )e:x: 
1 1+ n-1 :ri n 

Sur sup:pw, les fonctions et J,À;w coïncident pour tout À. ( I •. Sur le 

compact iii-1 (] 0 , 1 [ ) i,
0 

n'a aucun poi:q,t critique, il suffit donc de choi-



sir E: assez petit pour que ,ew;À. n'ait, quel que soit À E I , aucun 

point critique. sur ce compact. Sur w-1 ( 1) , L . ., co!ncideiit ; 
W,A 

si E est assez petit, CE::lt enseri.tble contient tous les pointscrit;iques.de 

tous les ,eÀ • En résum.é · i:; est assez petit, i et ,e ont les 
w;À - . /1. 

mêmes points critiques et.èo!ncident au voisinage de ces points critiques; 

L.o w, . .. f, co!ncident sur 1l . 
.o 

Sgi t · (jJ le difféomorphisme de Rn défini par. 

On a: ,e O (j)-1 ::::: :X: 
o · n 

On· pose pour tout "A., E I : 

0 0 ,1,-1 ::::: :'h·/1,· 
Al-,'\ 'I' \./ w,1.., 

Le chemin ainsi• défini s'ap:pelle le chemip. standard de µaissance 

d'indice i dans n !R ,. 

Puisque ,ew; À est à support compact, il en est de inême de. 'bÀ •. Soit 

B x J un cylindre de la forme µDn-i x µD 1 
; on choisit µ aSSl:;)Z grand · 

pour que B x. J contienne à son intérieur le support de (\_) 

B x J. est appelé modèle de naissance d'indice i. 

Propriétés du chemin standard de naissance. 

n 
1~ Pour tout. x E !R b (:x:) == X 

o n 

pour tout x E lRn - · (B X J) , b,_ (x) = b 
O 

(x) 

.. 
' 
::::: X 

n 
pour tout 

2o \, a zéro point critique pour. À. € [0,·H ; 

point critique (l'origine) pour À.==½ 

2 points cri tiques pour À. € ]½, 1] " 

c:e cylindre 
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Les :points de sont les points 

quadratique bitangente à b
1 

en 1 1un et l'autre de ces points est respecti

vement : 

3 

(1) 2 2 2 2 + '{3 2 2 
= x1 o o ,0 - X. + xi+1 + 0 0 0 + X E X 

:i. n-1 - 4 n 

on pose g 

pour tout À Ê I c 

=1 1 
q,, o a """" a o (!>= ï d.' autre part 1 'hypothèse 

faite .sur entraîne et par conséquent 

1 • 2. Chemins élémentaires de nai.ê~~.• 

Sc.J.+; f E: :i. Un plongel!Îlé:p.t qr g B x J ....,, W sst dit adapté à f s I il 

existe un plongemen+: croissant cp1 de J ➔ I ... (ensemb1e cri tique de f), 

tel que le diagramme 

]3 X J w 

b 

1 Jr' 0 

'T' 
cp V ) I ,., 

soit commutatif. 

Un chemin (f 1_) d'origine f dans ri est appelé chemin élémentaire 

de naissance d'indice i s'il existe un plongement <p g B x J - W 9 adapté 

à f, tel que pour tout À E I : 
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a) f .ç sur le complémentaire de 1' image de qi ·-· ~ 

À, 

b :Ll y ai+; conunutat.ivité du diagranune 

B X J cp ,w 

b 1 lf À'I .· fi, 
'# q:>i 
J , I 

i. 3o Uni:ü té de2 na:i.ssan,:;es. 

nature11a e+ JEJ": pératio:is d.1.:.. groupe DiffW x DiffI lesquelles vérifient 

1e.s ,:;ond.Jtisn.s de I. 2o 2o. Chaque ::omposante connexe de ~
1 

a 

a de-:1x cêtés distincts 
- _,;,1 

un chemin ·Je traversée de ,:]' ' 
:':X 

s 1 appalle chemin de 

naissance eu chemin de mort suivant qus le nombre da poin'ts crj_ ti.ques augmente 

ou d.i:,JJirru.e J.e J..cng de ce chemin. 

A to,.:.t ri (j..1 9 on peut attacher deux entiers 
'X 

i g '.3 1 9st 1' entier tel que, lorsqu I on traverse !F'.1 

a 
en 

i::. a~ppar'aÎt. r.u disparaît) un couple de points critiques d'indices i et 

i + 1 0 

contient ls })Oint critique de codimension 1 de f 9 [ autr-ement dit, k est le 

nombre de points cri tiques de Morse qui sont au-dessous de cette variété de ni-

vea11] o 

Il est clair que i k ne dépendent que d.e la composante connexe 

par a.rcs de f' 1 dans if. 
cc 

<)OJ 
Désignons par u l'espace des chemins de naissance ; t' 1 est rétaüon de compo-

sar:.tes :::onnexef: par arr:;s de 1 1 espa~e des chemins de traversée. Il résulte du 

lemme de forme canoni.que des points critiques de naissance (c:L[3] 9 Il 9 propo= 
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passe un chemin élémentaire de naissanceo 

Il résulte donc a,.1 lemme des chemins élémentaires (cfo 1 9 2.2.) la 

Proposotion 1. ,_ Soit .f C :fo o Toute composante conneXé➔ par arcs de l I espace 

d.es chemins de naissance d 7 origine f contient au moins un chemin élémentaire 

Ccro1lai:".'F 'I • 0
~ ~ f ( ;J.J • Ta.ut chemin de naissance d" os.1.gine f est homo-

à un. chemir.:. de support arbitrai.rement petgo 

Démonstration: D 7 après la proposition 1 9 on peut se borner au c:as d.1 un che-

m::c, élémentaire S • Soit rp un plongement ad.apté définissant f 9 ip est 

isotopE: (dans l'espace des plongements adaptés) à, un plongement dont l 7 image 

est arb1. trairsment pe ti t;e on prend l 7 image de cette isctopie dans 1 1 espace 

des chemins élémentaireso 

Soit q_ le 

ncmbrs, dr::,; poi:1 ts cri tiques de f soit k ,:a.ri entier te1 g_ue O ~ k ~ q_ 

On suneo':::. que les 'Tari.étés d.e niveau d:➔ hauteur k d_e sont connexes. 

Alors :::.. 1 es pacs des chemins de naissance d' orig2-ne f 9 de hauteur k et d I in°~ 

d:ice i 9 E.1s+: eo::-mexe quel que soit tsl q_uFJ 0 ~ i ~· dimW o 

Démonstra+:ic::, ~ Il suffit d I aprs,3 la proposition 1 de montrer q_ue, 1 1 espace 

des chemins élémentaires d 1 origine f , de hauteur k st d'indice i> est 

connsxeo Soit Vk une variété d.e rüveau de hauteur k i J.a récnion Wk de 

ces variétés est difféomorphe à un cylindre de base Vk. Ll6spac:e des plon

gements ~ B x J -➔ Wk adaptés à f a donc même type d'homotopie q_ue l 1 espace 

8) des p}ongements de B dans Vk. On sait (cf.[2], II, proposition 7) q_ue 
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cet espace est connexe si Vk est non-orientable. Si Vk est orientée, la 

. JP+ pa:rtie de [j) définie par la condition de respecter l'orientation, est 

ccnnexe; soit p la symétrie de B par rapport à son équateur; pour tout 

plongemer.t adapté qi P cp et cp o (px identité) définissent le même chemin 

é1émsn.taJre ; don:::: [j> et g>+ ont même image dans 1' espace de ces chemins ~ 

§.2. Chemins et cheminB élémentaires de mort cr.itère de Smale. 

2. 1 • Couyl es d-"' na npes en bcmne position voisinages doubles et voisinages 

dcub1es sat;urés. (cf.[5L III, §.4). 

Soit f ane fonction de Morse g W - IR ; soit (c 
1 

, c
2

) un couple de 

points cri tiq_ues 'Jonsécutif:s de f d'indices respectifs i + et i 

Soit D une nappe descendante d.e 
1 

ur1e "'"J.ppe a:ci~,endante d0 c
2 

• On dit que D et A sont en bonne position 

,➔ 11.es sont limitées à une même variété de niveau (r.ctée V 
1

) 

2°) ôD r,t; ôA ss coupent transversalement et en 1111 seul point. 

So:i.t (D,A) un couple de nappes en bonne posi tian ; i1 existe tou-

jo1.,rs un;;, métriq·..:te riemannienne sur W , admettant D et A polir nappes de 

gradie:c, '.;. S\:ii. ': 1f{; une telle métrique soit V
0 

(resp. v) une variété de 

!:.iveau. si.tuée i.mmédi.atement au-dessus de c r,resp. immédiatement en~•dessous 
1 

de "" A l 1 adhérence de la réunion des lignes de gradient ascendantes 

"' de C Ji.mitées à V A est appelée nappe ascendante saturée de C 
2 0 2 

(définie par11"t V ) elle est difféomorphe demi-disq_ue n-i-1 et au D + 0 
,., 

l 1 une des faces d.e àA est la nappe de gradient ascendante de c1 li:mi tée 



à V 
0 

de 

(cf. figure 1). On définit de même 

définie par nt et V 
2 

; on dit que 

III. 8 

N 

D , nappe descendante saturée 

est un couple de nappes 

saturées en bonne position elles se coupent transversalement suivântune 

dont l'intérieur est une ligne de gradient., ligne joignant c
1 

à c
2 

Soient (D~A) et 1î'l comme ci-dessus, et soit T 
1 

(resp. T
2

) un voi-

sinage tubulaire de àD (resp àA) dans ; on suppose que et 

sont 1!en bonne positionu, c'est-à-dire (cf. figure 2) que T
1
n T

2 
est satu

ré pour la fibration de T
1 

et pour celle de T
2

, et qu 1 il existe un difféo-

morphisme Di x Dn-i-î -,. T n T définissant une carte de chac.une de ces fi-
1 2 

brations. Soit M
1 

(resp. M
2

) l'adhérence de la réunion des lignes de gradient 

ascendantes issues de T
1 

(resp. descendantes issues de T) limitées à V
0 

(resp. v2) ~ soit u la réunion M
1
U M

2 
u est appelé voisinage double 

de {c1 9 82} défini par 'lY'(,, T1 T2 ' V 1 v2 ~ On appelle voisinage double 
0 

saturé défini par les mêmes données 
., 

l'adhérence u de la réunion des lignes 

de :rencontrànt et 
nJ 

U est la réunion· 

de M
1 9 M

2 
E,t de deux cylindres H

1 
et H

2 
par exemple 9 H

1 
est la réu-

nion d.es lignes de grad.ient descendantes issues de T
1 

- (T
1
n T

2
) , limitées 

(cf. figure 3). 

1). Le bord supérieur d'un voisinage double saturé (c'est-à-dire son 

intersection avec la surface de niveau V) est difféomorphe à la variété 
0 

' " Dn-i-1 X Di a' sn-i-2 X Di+1 le a aretes rentrantes obtenue en recollant · 

long de l'arrondie de cette variété est 

difféomorphe à Dn-1 
0 

2)~ Soit U un voisinage double de 
rJ 

et soit U un saturé 
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Figure 2. 

Figure 1. 

---•···---------~-----~~,:: ' -. •,, 

""-,, ' 
H ''\· '·, 

• 2 \ 

. - --~ \ \\ 

\ 
\ 

Figure 3. 

ble . ·nage dou ) 
VOlSl ·t fins. 

, (trais et son sature . 
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de U o Dans toute classe d 1homoto12ie de l'espace des bons chemins d'origine 

f 9 de support contenu dans l 1 intérieur de U, il existe un élément dont le 

support soit contenu dans un voisinage arbitrairement petit de U 

[Démonstration g Soit ,rrl, une métrique riemannienne adaptée à U et 
nJ 

u 

L
1 

un voisinage tubulaire de la surface latérale de M
1 

dans M
1 9 engendré 

par des lignes de gradient de 11l,;; ces lignes de gradient permettent d I identi-

f.i.e::::, H U L 
2 1 

( (H ·v ;L ) fl V ) X J
1 2 1 0 

Soit y un bon chemin d 1 origine f , de support contenu dans l 1 inté-

"' rieur de U 

J1 

soit (g 0 ) une isotopie de IR à support dans l'intérieur de 
À 

et soit (gÀ.) une isotopie de M
1 
U H

2 
à support dans l'intérieur de cette 

variété, telle que, pour tout À. E: I, on ait-

pour tout (x,t) 

Posons 

cec1. définit dans 1' espace d.es fonctions excellentes sur M
1
U H

2 
un chemin 

d.e suppcrt contenu dans 1 i intérieur d.e M
1 

ô La 

restriction de y à JVI
1
u H

2 
est homotope au composé y 1 de ~ et du che-

min dont le support est g
1

(suppy)o Il résulte donc de (1) 

qu'il suffit de choisir (g~) convenablement pour que le support de y' 

rene:ontre dans un voisinage arbitrairement petit de 

fication analogue a_es restrictions à JVI
2

u H
1 

achève la d.émons tra tion J o 

3L Soient 
N 

W,f, c
1 

, c
2 

, M
1 

, M
2 

, U , U , ooo comme ci-dessus, et 
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scient de mêm.e tels que c' 
1 

et c:1 aient respectivement 
2 

même indic-;e q:;ie On désigne par P l 1 espace de,::, p1ongetients 

cp ad.apte à. f et fi 

., saturées.,, 
( '" 0) \ ,,. cp\D9 A,. est. un (;;Ou.p1e de nappesv eE bon.ne posit:i.on, cp(U) :c;st un voisinage 

.(U 

e:: qi(U) est œ:;e saturé de qi(U) • 

,.J 

b) Peur tout voisinage c'l.o,.1b:l.1" et. tou.+, e .. s.·":;~xré Uï 

tel que 

r:oupl:, 

1a ra~rtie Ç) d ,·f. . 1 d . t·· d.·2 c..1 .e inie par ~a con .. l. .1.on 

est ccnn(Jxe. En pl•.Af' pour tout coup.le (D"''.A"'') , de nappes 

satu!'.'és2 e.r. :::c-r:.re position contenar-.t (IJ,P-!.) i.l existe cp E. p, tel que cp(U) 

soit ::.rn•;sn0. dac.s un voisinage arbitrairement :petit (3.e D1 IJ .A 1 
1 e-r; rp(Û) 

da!ls on ·;oisinage arbitra.ireme:1t pEn,it de (DI U A. 1) 0 

]ési.gnons par r> \ 
9 ,, 2) le couple de points critiques de la 

fonct.on ext1:·émité du chemin standard de naissance (cf.1.1). Le 

couple possède d.es voisinages d.oübles saturés arbi.txairement 

grands. 

DémonstratioL ; Considérons d. 1 abord la fonction .L , 
ul, 1 

" 'f , . . . I _,, 1 1 \ a.e ini.e \ ci .• , • 1 

soient 

2 0 (. \ - ~ 2 ~ 2 2 
N,~ 1 X.) - X O • 0 X. + X. 1 •.• 0 + 

IJ:, 9 1 l l+ 
X A n~1 - (2\w(x) - 1)2 x 

et Cl 
2 

ses poi.nts cri tiques a une nappe descendante 

n 
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D1 (de gradient pour la métrique euclidienne) située dans la variété linéaire 

d I équation {xi+
1 

= ••• = xn_
1 

= 0 l ; de même c2 a une nap_pe de gradient 

ascendante située dans la variété {x == 
1 

Ces deux nappes, 

limitées à la variété de niveau zéro de ,L 
1 

, sont en bonne position. On 
w, 

. rappelle qu 1 .il existe un difféomorphisme de tel que -1 
.L

1
oq; . , w, 

on note 4(D1 ) = D, 4(A1 ) =A. Soit ·"O'l, une métrique riemannienne sur Rn 

qui. coïncide avec 1 image par 4 de la métrique euclidienne au voisinage de 

DU A 1 et avec la métrique euclidien.ne sur le complémentaire d'un compact. 

oJ 

Soit U un voisinags saturé d0 {c
1 

, défini par ~ et limité aux sur-

faces de niveau V e"· v2 a. i équation resp9ctive = + l; et X -,, _, 

0 n 

OÙ E; est très grand., Soit T un voisinage tubulai.re de à (Ûn V ) dans V 
0 

l; 

0 

il existe un difféomorphisme 

rement petit de T , tel que 

X de V ~ à support dans un voisinage arbi:trai-o .. 

v(Ün V ) = (Un V )U T. o La réunion 
JI,· 0 0 

des lignes de gradient descendantes issues 

de (Ünv)u T et limitées à v
2 

est donc un voisinage double saturé "' U' 

de (c \ D 1après la propriété 4 '1.c?, 1. • T peut être choisi de façon ? C2) . j 1 9 1 

'"' \ 201.t arbitrairement grand dans u' arbitrai-que \_TJf!V JU T V est al.ors 
0 0 

rement dans 1a partie 
ll 

IR ., 

Choix d'un modèle. Le lemme 1 montre en particulier qu'il existe des 

voisinages dc,ubles saturés de {c
1 

~ c
2

} pour la fonction b
1 9 assez grands 

pour contenir Je support d.u chemin standard (b
7
) • On en choisit un une fois 

pour toutes, qu 1 on appelle le .;roisina€i_\'3 double saturé sta,.vidard 9 et qu'on note 

N ( U ; on moè.ifie au besoin le choix dt:.. modè1e de naissance B x J cf .. 1. 1) 
1 

ni 

de façon que U 
1 

c B x J .. 

2.,3,, Chemins élémentaires de mort. 

Définition î., On appelle chemin élémentaire de mort d'indice i tout chemin 

dans fi dont l'opposé est un chemin élémentaire de naissance d'indice i. 
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Il résulte du choixvarticulier fait en 2.2 du voisinage double satu

ré standàrà. et du modèle de· naissance que la défi:ni tion qui. précède est. éqùi;_ 

valente à la 

Définition 1.1 
o Soit f € f/..0 ; un chemiil (fÀ.) d I origine f est appel~ 

.,, 
chemin élémentaire de mort d'indice s 1 i1 existe un plongement m : U .. - W, T . S . 

adapté à b 
1 

et à f , tel que, pour tout À. € I , f À. soit égal à f ~u:t 

le complémentaire de Pimage de qi 1 et qu'i::j. y ait- commutativité_ du dia~ 

gramme g 

n, cp 
u1 •W 

b 
1=À. fi\, 

J1 
<p n 

• R· 

En :procédant comme en 1 .. 3, op; déduit du corollaire du lemme des chemins élé-

mentaires la 

Proposition ,f,,o 

Soit. f €1-0 • Toute com;eosante conne.xe par arcs de l'espace des. 

chemins de mort d'origine f contient au !!lOins Uil chemin-élémentaire. 

Corollaire.- Soit f € f.o .o Soit (fi\) un chemin de mort d'origine f. 

rel/3.tif à un couple (c, 
1 

, . C.) 
2 

de points critiqueso 

a) Il existe un cou1:le (D;A) de.nappes en bonne ;eosition relatives à 
'., '" . 

tel. que. soit homotope avec origine fixe à un chemin dont le 

support est.· contenu. dans un voisinage arbitrairement petit de DV A • 

b) Il existe une nappe. descendantE'l prolongée issue de o
1 

, notée 

(de bord si tué dans la v.ariété de niveau de · c
2

) telle que (f ) soi· t· - [\ -
f\} 

D 
0 
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homotope avec origine fixe à un chemin de support contenu dans un voisinage 

arbitrairement petit de 
N 

D 
0 

• De même, il existe une nappe ascendante pro-

longée issue de c
2 

ayant cette propriétéo 

Démonstration ~ D 1 après la proposition 2 9 on peut supposer que (fÀ) est 

élémentaire, défini par un plongement adapté :p '.lU modè.:..2 double saturé 

standardo Soit (D,A) l'image par ~ du couple standard de nappes en bonne 

po.si +ion. D1 après la propriété 2 de 2o 1 , (fÀ) est homotope à ,.m chemin dont 

le support est sonte.:1u dans U''.l ITOisinage ar1n trairement p0ti t de cp(U ) ; et 
s 

d 1 après le c) de la propriété 3 de 2.10 ion peut supposer ciue cp(U ) 
s 

est 

conteœJ. dan:::; i:..n voi,3:.roage arèi trairement petit de DU A ceci prouve le a)o 

Pour prouver le o)~ on considère une métrique riemannienne adaptée 

A) 

à et on prend pour D 
0 

1 1 adhéren~e de la réunion des lignes de gra-

di,mt descendantes de r. ,, 
1 1 limi tœs au niveau de c2 o Soit va 

1 
une variété 

de niveau séparant (' et ~2 soit D2 (respo Ai) ~1 la partie de D(respoA) 

limitée à est un ::;ouple de nappes en bonne position, isotope 

à. (D1A) par .... ..r:e isotopie adaptée à f ; (Di ,Ai) a donc la propriété du a) 

il suffit de choisir y1 
1 

assez proche du niveau de C 
2 

po·J.r que D' VA' 

N 

soit dans un voisinage arbitrairement petit de D . 
0 

Propositior. 3~- (Critère de Smale)o Scit f E1- 0 ; soit_ (c
1 9 c

2
) un 

couple de points cri tiques consécutifs :'le f o Pour qu 1 il existe un chemin de 

mort issu de f j relatif au couple ( c 
1 0 s

2
) , il faJt et il suffit gu I il 

existe un couple de nappes en bonne pcsiJion issues de ces points. 

Démonstration~ a) Condition nécessaire ; d 1 après la proposition 2, s 1 il 

existe un chemin de mort de ( c 
1 9 c

2
) issu de f 1 il en existe un c_ui soit 
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élémentaire; il existe donc un plongement <p du modèle double standard 

adapté à f en (c
1 9 c

2
); l 1 image du couple standard par cp est un couple 

de nappes en bonne position. 

b) Condition suffisante ; s 1 il existe un co·iple de nappes en bonne po

sition relatif à (c
1 

, c
2

) , il existe, d 1après le c) de la propriété 3 

de 2.10, un plongement du modèle double -saturé standard adapté à f en 

fc ~) • il existe donc un -::hemin élt?rnentaire de mort de \ 1 ;' l.-,2 ' 

2o4 ■ Le lemme d 1 unicité des morts. 

Lemme 2o- Soit f E1.- 0 • ~ (c
1 

, c
2

) un couple de points critiques con-

sécutifs de f poss~dant un couple (D,A) d3 nappes en bonne position;~ 

note èJD = X , èJA = Y t on note V 
1 

la variété de niveau qui contient X et 

Y " Soit <.f l 1 espace des couples de nappes en bonne position issues de 

soit x, 1: espace des plongements X-"V 
1 

; soit X. 
-- 1 

le sous-

espace de :X:. formé des plongements dont ~;image rencontre Y transversale-

ment et en un seul point,~ ~ l 1 injection de X dans v
1 

; soient de 

même 19 Î1 , ~ 9 obtenus en échangeant les rôles de X et Y. Pour tout 

j >,, 0 1 on a cl 3S isomorphismes 

rx 
\ 1 

Démonstration Lorsqu 1 on remplace f par -f 1 les rôles de (X. , x.
1

) et 

de s 1 échangent, alors que l'esµace correspond à lui-même; il 

suffit donc de montrer le premier isomorphisme. Soit~ l'espace des nappes 

ascendantes de ; f est fibré sur Jt 9 de fibre l'espace, noté J) , for
y 

mé des nappes descendantes de C 
1 

limitées à V 
1 

dont l'intersection avec 
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V 
1 

coupe Y transversalement et en un seul point ; d I après la proposition 4. 

de l 'Appendice, cJf; est acyclique ; donc f a même type d 1homotopie faible que 

• Soit V' 
1 

une surface de niveau de f située entre • Soit 

la partie de~ formée des nappes qui coîncident avec :p au-dessus de y ' 1 

V' 
1 

de 
; il résulte du corollaire .2V1a proposition 3 de l'Appendice, et de la 

proposition 4 de l'Appendice, que~ 1 
y 

a même type d'homotopie faible que :iJ • 
y 

Soit 11'(, une métrique riemannienne sur W pour laquelle D et A soient de 

gradient; '11"(, définit un difféomorphisme de yi XI 
1 

sur la partie w
1 

de w 

comprise entre V' 
1 

et v
1 

, ainsi qu'un prolongement noté de A jusq_u' à. 

vi 
1 

; on note g DflV 1 = X1 , oA' = Y1 • L'espace W I a même type d'homotopie 
1 y 

que l'espace~ des plongements cp : X' x (I,1) - (w
1 

, v
1

) qui vérifient 

cp(x,O) = x pour tout x € X1 , et qui sont "linéairement adaptés à f" , cie 

qui signifie qu 1 il y a commutativité du diagramme : 

X-' X I _ __.'P-------· w 
1 

f 

I 
cp 1 __ __._.__ _ __., R 

dans lequel cp1 est l'application linéaire affine croissante de I sur 

f(:W
1

). La projection de w
1 

sur v
1 

définit un homéomorphisme de~ sur 

l'espace des chemins dans X.. d'origine ~ , d'extrémité dans x
1 

; l'isomor

phisme annoncé en résulte. 

Lemme 3.- [Notations du lemme 2] • ~ i llindice du point critique c
2

; 

~ v
2 

une variété de niveau de f située immédiatement en-dessous de c
2 

, 

Si i = O ou i = n - 1 ; ou si n ~ 6 , 1 ~ i ~ n - 2 et 1t
1

(v
2

) = 0, 

alors 1t
1 
(x, ,x.

1 
; d = 0 a 
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Démcnstration ~ Lorsque i < n - 4; ~'est le résultat de la proposition 3 

de L5; les autres cas s 1 en déduisent par changement de f en - f , compte 

tenu de l'isomorphisme du ;l.ej]J.me 2. 

Prcp0sition 4o- (Lemme d 1 unicité des morts). Soit f E -f une fonction 

excellente. Soit (c
1 9 c

2
) un couple de points critiques consécutifs de f 

en position de destruction mutuelle, tels q_ue f(c
1

) > f(c
2

). Si dimW ~ 6 g 

et si les surfaces de niveau de f situées immédiatement au-dessus de 

[ou encore, ce q_ui revient au même2 celles situées immédiatement au-dessous de 

c
2
J son~ simplement connexes, alors l'espace des chemins de mort de (c

1 
, c

2
) 

d•orig_ine f , est connexe. 

Démonstration~ D1 après la propositian2 (cf 0 2.3) il suffit de montrer que 

l 1 espace 't.l des chemins élémentaires de mort de (c,: , c
2

), d'or:.gine f 

est connexe. Or soit fP 1 1 espace des ploLgements du modèle double saturé 

standard d.ans W ; adaptés à f en (c
1 

, c
2

) et soit ,f' 1 1 espace des 

~ouples de nappes en bonne position issues de (c
1 

, c
2

). L'application na

turelle ff - J' est une fibration localement triviale, dont la fibre est 

connexe (cf.2.1, propriété 3,c)); d 1 après les lemmes 2 et 3, cf' est connexe; 

{Î,) 
donc '-' est ,~cnnexe ; d'après la définition 1 ° des chemins élémentaires de 

mort (cf. 2. 3L il existe une surjection fi>_,, 'le; donc U est connexe. 

Corollaire.- Soit (W,V,V1 ) un h-cobordisme compact, on suppose dimW ~ 6 

et n:
1 
(v) = 0 • Soit f € cfo (espace des fonctions ordonnées excellentes 

oL V, 1. 1) ; ~ (c 
1 

, c
2

) un couple de points cri tiques 

consécutifs de f, d'indices respectifs i + 1 et i en position de des-

truction mutuelle. Si i est différent de 

et est l·unigue point critique d 1 indice 

c
1 

est l'unique point critig_ue d 1 indice n 

chemins de mort de (c
1 

, d: origine f 

[La condition n1 (v 
C 

= 0 de la proposition 4 

et de n - 2 ou si i = 

Oü. si i = n de f 

de f alors l'espace des 

est connexe. 

est en effet remplie dans cha~ 



CHAPITRE IV 

Etude semi-locale de la stratification de C§ & 

3 = ~rav~~sée des singularb,és de codimension 2 c 

Dans tout ce chapitre, (w®vtvu) désigne une triade compacte 

et ~ 1uespace des fonctions c= g (w,vfJvw) -.. (I~O,l) sans 

point critique sur le bord~ muni de sa stratification naturelle& 

Les résultats sont le lemme des singularités indépendantes (§.1. 

proposition 1), le lemme du triangle (2o2. 0 proposition 2) 9 les 

lemmes dwapparition et de suppression des becs (3s2o 9 proposition 

3 et 3o3o, proposition 4) et le lemme de la queue d'aronde (4.3, 1 

proposition 5)o Tous concernent la possibilité de déformer 

certains chemins de manière à leur faire traverser une composante 

de cy· 2 
o 

§olo Lemme des singularités indépendantes. 

Définition lo Soit fe~ c On dit que deux singularités de f 

sont indé~e~dantes si elles sont à des niveaux différents. 

On s'intéresse au cas où ces deux singularités sont de codi

mension l , trois cas sont alors possibles {cfêI03o) : deux 

points critiques de naissance i un point critique de naissance et 

une valeur critique double (les deux points critiques correspon

dants étant de Morse) ; deux valeurs critiques doubles (les quatre 

points critiques correspondants étant de Morse)Q 

Définition 2. Soit fegi une fonction excellenteè Deux chemins 



~ 

de t:re.,rerrsf\c de 'J•,1, ~ düorigine f • sorii;; dits _ind.~~ndants si 

le s supporta sont diajainta 1 at ai les images par f de cas 

s~pports sont disjointes. 

d 0 origine 

à la même 

et 

f peu.vent être 

oc~el:lule de ':J<1 
e 

-·~ 

:;.:: "" ,1.::2,L~!'ii,ll ~ f i ~~~-,J !:-L~l!:_~~ 

~i:Jt.~1:_.~~~IJ~11S~~~~-:~_i{;it~~i~i-~!~.-~"''~5J_ 1~st~~ 1 / 2 ~ si -r 1 tl ;:~ ~E:~~~~t~ ~ 
f 1e. 5' 2 

( ayant; rleu.x .singuli:u:·lté;!l. dG codimension 

l 

:Dém;.>t.L I; t =J "î<:l = = <= !ll<O ..-.,:.1 .U:-1 
Il pour 

s u.r 1 e, support de yl ; 

'.3\.lt' le support de Y2 t 

c 11 sulte du lemme l 

an QU 1e2me des chemins ~l~mantairea per~et de montrer 

t!av0rsSe dont les supporta d 9 une part~ et les images des supporte 

obtient un lemme de 

~ Cas dlff~rents aae sen~ raseemblfis dans le prop sition 

r2m~nent en changeant 

e sens dae chemins) 

ToLt chemin dans 
'!T"U':.c.",~"~--W,.,,_,,..,.,.,,...:v,_'((,--{"',T'.l'.t~;i.::~.>\GfJl!.("<\.-~.'lno'fl<.-

f en ou en :inve:r-
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dans le cas du type 4, lorsque le nombre k est nu1 8 on peut 

obtenir indifféremment le graphique 4~ ou le graphique 4b e 

[En plus. dans tous les cas, la déformation peut se faire 

de façon que tous les chemins intermédiaires soient bons• à 

l'exception d'un seul, dont l'unique accident est le passage 

pa.:t" un point de s-2 
ayant deux singularités de codimension l 

indépendantes]t 

§02• ~ra.versée d'un point triple 

Lemme du triangle 

Définition& On dit quQune fonction de Mlorse f~5' 1 est un point 

triple de g:: si toutes ses valeurs critiques sont simples• à 

l 0 exception d'une seule, a • qui est triple, c'est-à-dire telle 

qu'il existe exactement trois points critiques de f dans 

f-l (a) ~ 

I 

I 

I 

I 
I 

I 

I 

I 

I 

/ \ 
/ \ 

I 
\ 

\ 

\ 

\ 

triples de :F' est une partie ouverte 
2 . 

et fermée de ~ , strate de codi-

mension 2 de la stratification 

naturelle de ';5<' o En un ;point triple 

f • cette stratification admet pour 

modèle transverse l'étoile ouverte 

du centre n dans la premiêre 

subdivision barycentrique du 

2-simplexe standard (cf~ fig.l)t 

Définition~ Soit f' s ~ une fonction excellente,:, Soient c1 e c 29 
a

3 
trois points critiques consGcutifs de f tels que 

f(c 1 ) > f(c 2 ) > f(c
3

) "' On dit qu'un bon ahemin d 11origine f 

a pour graphique un triangle de Fremière (respe deuxième)espèce 

relatif à c1 • c28 c
3

• s'il a exactement trois ;points exceptionnels 



qui sontt dans cet ordret des croisements (c 2 • c
3

) • (c
3

, c 1 ) et 

(c 10 c 2 ) (respo(c 1 , c 2 ) 1 (c
3

t c 1 ) et {c 2 , c
3

)) t 

Dans le premier cas. le "triangle" a sa pointe Yers le haut 

{figè2) 1 dans le second, il l'a vers le bas (figG2 1 )Q 

Propositiqn 2~ (Lemme du triangle) • 

.§,ill f e ~ une :fonction excellente t soient c
1

, c 2 9 c
3 

trois 

points 9ri!iques consécutifs de :f 0 d'indices respectifs i 1 • i 2 • 

i
3 

~ 1;:els que f( c1 ) > f{ c 2) > f( c
3

) o 

un 

au 

10) Soit y un·chemin d~origine f -
t'rian~le de 0' prem:i.ere 

moins des conditions .... 

(2) 

( 3 ) 

il + i3 

in f( i
1 

t 

il = i2 

... relatif espece 

suivantes est 

~ n = 1 t 

i3) ~ i2 "" l • 
= i3 ~ n - 2 • 

~ dont le graphique soit 

à cl® C2 Il C3 • si l'une 

remplie 

alo,!'.,! y :peut être déformé avec origine et extrémité fixe,i !.!. 
un chemin dont le graphique est un triangle de deuxième espèce 

r~J!~Jf aux mêmes points critiquesc [En plus, la déformation peut 

se faire de façon gue tous les chemins intermédiaires aient des 

graphiques en triangl.est à l~exception d'un seuJ. 9 dont l.~unique 

accident est le passage par un point triple]a 

2°) ,il y a pour &raphique un triangle de seconde espèce. 2-..! 
des conclusions analogues sous 1vun, guelconaue des hypothèses : 

( 1 i ) il + i3 ~ n + l 3 

( 2 w ) sup(i 1 ® i3) ~ i2 + l • 
( 3 w ) il = i2 = i3 7 2 t 



Démonstration g On se borne au 1°, le 2° s'en déduisant par pas-
G!O-_,ar:io:zt>-t=l<:::R:!=-fflCl$ll!I)~ 

sage de f à: -r o 

Soit t e. I 
l 

une valeur du para.mètre t de y intermédiaire 

entre le premier et le second croisemento On note yl le chemin 

opposé de celui défini pa:r la restriction de y ' a [o,t 1] • et 

Y2 celui défini par la restriction de y à: [t 10 1] 0 

La démonstration se fa.it en deux temps 

a} S_2us les hypothèses de 1wénoncêz r 1 (respGy 2 ) est J.:lpmotope 

dans ... l~,r;spa.c_e des bons chemins d v origine :rv à un chemin élémen-

taire 81 (:re:spQ 82 ) » les supports de 81 ll e2 pouv~:qt en :plus 

i~re supposés disjoints 

Soient en effet aI9 c~, a; les points critiques de f' qui 

correspondent :respectivement à c 19 a 2 , c
3 

; on a g 

fil (c 1) > f' Cep >f 9 (c 2) i:, On note v2 une surfa.ce de niveau de f 9 

située immédiatement en-dessous de a2 ~ D'après la proposition 2 

de Il~3olo~ r 1 eit homotope à un ahemin s1 • élémentaire des

cendant relativement à a3 • dont le support est contenu dans un 

voisinage arbitrairement petit d 9 une nappe descendante n3 de 

w l' 0 t,, .._ Vff D ,.. t h t .._ h O Q c 3 , imi ee a 2 ~ e meme® y 2 es omo ope a un o em1n µ 2 t 

chemin élémentaire descendant de 2-croisement relatif à: w 
cl e 

doht le support est contenu dans un voisinage arbitrairement petit 

dwune nappe descendante Dl de ci 0 limitée à v2 ~ Si la condi

tion (l) est satisfaite, le théorême de séparation de Whitney 

permet da supposer que Di et n3 0 et par conséquent les supports 

de s
1 

et s2 1 sont disjoints~ Si a'eat la aondition (3) qui 

est satisf'aitei c 11est le corollaire du lemme 4 de IIo4~5o qui 

permet de séparer Di de n3 0 et par conséquent les supportso 

Cas de la cqndition (2) g toujours d'après la proposition 2 de 

II~3elo~ on peut aussi déformer -yl en un chemin, élémentaire ascen

dant relatif à c~ , dont le support est contenu dans un voisi

nage arbitrairement petit d'une nappe ascendante A2 de c2 ; la 

dimension de A2 est n-i 2 ; le théorème de Whitney donne donc• 

pour la séparation de A2 et D11 la condition {n-i 2 ) + i
1 
~ n-1 9 

c'est-à:-dire i 1 ~ i 2-1 , cette condition étant suffisante, la 

condition "symétrique" i
3

, i 2 -l l'est aussi, ce qui achève 1 1 exa

me n du cas ( 2 ) ~ 
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U=4---....---=:::::::::l~·~:i.--::::_ __ -¼ 

0 t=l 

IVeî 

g y est homotope dans 1wespace des 
-l bons chemins, à 131 ~ B2 ~ Posons, 

po u.r ( t I u} e. I ;,.: I g 

13(t,u) =lS1 (t) sur le support dé ~1 i 

a2 (u) sur le support de ~2 ; 

rw ailleurs. 

Soit µ
1

(t) (respe µ 2 (u)) la valeur 

de S1 (t) (respo 132 (u)) au point 

critique qui correspond à c; 

(resp~ or) ; les fonctions µl et 

~2 sont îinéaires affines; soient t
0 

et u
0 

1es valeurs des 

paramètre~ respectivement définies par µ1 (t
0

) = fij(c 2) • et 

µ 2 (u
0

) = ru (c 2) o La restriction de $ à I x I 0 stratifié par 

1wintersection avec les droites g 

est une carte transverse du point triple f:i ( t 
O 

Il u
0

) o Posons g 

=l , , g=l q , ... 131 ~ 82 est homotope a 132 • s1 1 et l homotopie peut etre 

choisie de façon à rencontrer une seule fois le point triple , ceci 

termine la démonstrationo 

3o lo ~ .... ~ingulari té bec ; étude locale dans l O espace foqct ionnell} 

Déf'initionô On dit qunune :fonction f e ':Y est un point bec de sr 
si tous les points critiques de f sont du type de Horse 1 à 

1wexception dijun seuli c a qui est un point de naissance (cfo 
0 

Io3 0 l) ; et si toutes les valeurs critiques sont simples~ à l'ex-

ception de f(c
0

) 5 qui est double [a'est-à-dire qu'il existe 

exactement un point critique de Morse c1 tel que f(c 1 ) = :f'(c
0

) • 



en d~autres termes, f présente une naissance à un niveau critique}~ 

Lemme 1~ ,!,,,.!ensemble des points becs de '3'" forme ~ne partie ouverte 

et fermée de la strate 'J'2 
de la. stratification naturelle de ~ o 

En un ~oint bec f e cette stra.tifi

cat ion admet pour modèle transverse 

le cône ouYert, de sommet le centre 0 
2 œ , " , Sl 

~ D t de la.~_a._tif1ca.tion de 

définie par ~uatreyoints a.1 , a.2 • a
3

• 

a 4 [ces points constitua.nt la. 0-strate 

de s1 
& et le complémentaire la 

1- stratej r 

~marque. Si 1von tient compte de la structure différentiable de 

"Y 0 on doit en plus supposer que a 
l 

sont diamétralement 

opposés, et et awun même côté de ce dia.mètre~ 

E!!2g!l!!!i2~ 1 Soient f un point bec 9 c
0 

et a1 9 comme ci

dessus~ ses pointa critiques de m;me niveau1 L'étude locale des 

points critiques de naissance (cfo [3] ppo 32-34 ) montre 

qu'il existe une fonction 

arbitrairement petit de 

w 0 dont le support est un voisinage 
0 

c , une sous-variété de codimension 1 
0 

de ~ passa.nt par fi et un intervalle J
0 

de aentre O tels 

que l 0 applice.tion (rw,,11.) ~ f' + kw déf'inisse un homéomor ... , 
0 

phisme de V'x J sur un voisinage de :r dans 'Y , de façon que 
0 

(r 0 ,À} aiti au voisinage de c
0 1 

un point critique de naissance si 

zéro point critique si A<O 8 

À= 0 ; et deux points criti-

ques de Morse si À>O ; les valeurs aritiques ~orrespondantes 

définissent pour f'we: fl1 et, ).~0 i deux fonctions continues 

a(fi .A) et S(fij ~À) telles que 

Soit w $ une 

a(fi 11À) > 8(fîiÀ) 

a(f' 9 0) = S(fg~O); 

fonction cloche .... support en a 

pour À>O 

disjoint de ceiui de 

êga.le .... 
l voisinage de Pour tout fie:. 9)' suffisam-w e a au cl ~ 9 0 

ment voisin de :f 1 il existe un nombre µ et un seul 5 proche de 
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zê:ro• tel que r 0 + µw
1 

soit un point beco Il existe donc un 

voisinage "LL de f dans lijensemble des points becs 0 et un 

intervalle J 1 de oentre O s tels que 1wappli~ation 

(f' ,id ~ r 0 + µw
1 

définisse un homéomorphisme de 'tlx J
1 

sur 

un voisinage de f dans 15, Lw application ~ g 

définit donc:: un homéomorphisme de qj_,xJ
0 

x J
1 

sur un voisinage "<G.? 

de r dans :f o Si 'tL est assez petit© le point critique ci 
de r 0 qui correspond à c

1 
est tel que w

1
(c 1) = l ; le point 

c1 est donc critique aussi pour la fon@tion f (f 0 ~Àtr) 1 et la 

valeur correspondante est r 0 (c 1) + µ; or 9 puisque rw ~st un 

point bec, on a g r 0 (c 1) = a(fw ,o) o Les éléments de w ayant 

une valeur critique double sont donc caractérisés (dans les 

coordonnées (f' i À,µ)) par 1°une ou 1°autre des équations 

µ = a(f 0 ,Â) - a.(fij0ÜJ 

µ = S(fQ 1 À) - B(f 0
9 0) o 

Il suffit donc de composer ~ avec un homéomorphisme convenable 

de 'U. x J
O 

x J 1 { conserva.nt rv et .\) ~ pour obtenir une carte 

locale de 2a stratification au voisinage de ~ dont la restric

tion à {:f} x J
0 

>< J 1 soit une carte transverse du modèle désiréo 

Définitiono On dit q~ijun bon chemin ~ dans ~ a un graphique 
f y-1) ' 0 en bec si y \OU a pour accidents une naissance suivie 

du double croisement, avec les deux valeurs ~ritiques nouvelle

ment apparues,de la valeur critique située immidiatement au

dessus (ou au-dessous)o 

Il y a donc le~ quatre types suivants de chemins à graphique 

en bec g 



type I 
(na.issance

descente) 

type II 

(naissanc:e
montée) 

type III 

(montée-mort) 

IVolO 

type IV 

(descente
mort) 

On passe du type I au typer~ et du type II au type !I\l par 

changement de sens ; on passe du type I au type II par "dualité~ 

(c 0 e ■t-à-dire rempla.aement de f par =f) o 

~~,!;~.,_§.o ~ f E: gi' une fonction ex9ellente à_ @e,~j_près qu Il elle 

a up.,,,l2tlP. .. ~. de naissance c
0 

(mrement dit 0 fE. ';f;) o Si le 

poin~.~;,iti%~ c:1 ~ f situé immédiatement au-dessous (~!~o 
.!.~ssus) ~ c

0 
es·t dllindice différent de O (respo différent 

~ n) ~ ,!1:,,ors la composante connexe 12ar ar,,ss ~ f ~ <31; 
contient dans son adhérence d,es points becs relatifs à llléga.l.ité 

.w.,. val~ cuit igues aorres_l?onda.n'i:.~ c:
0 

!,! a1 o 

Démonstration g Supposon~ par exemple c
1 

c et dgindice # 0 • soit 
0 

situé imm~diatement 
c-;;i,<'::Xl(lll)ac.lO!:OC'2:'.)<.!U'.l<ml),Z:,=:,<IH)(;lfO= 

au-des sous de V 
0 

une surface de 

niveau a€parant c
0 

de c:
0 0 dont le 

l O indice de 

de c1 o Il existe un voisinage oylindri_que 

C 
0 

Puisque 

ascendante 

C n V 
0 0 

de c 
0 

bord inférieur est un disque de V o 
0 

n 9 est pa$ zéro 0 il existe une nappe 

A1 de ~l limitée à V
0 

~ qui ne rencontre pas 

peut dona itre prolongée jusqu 0 au-dessus du niveau 

existe donc: un chemin élémentaire ascendant relatif 

à c 1 ~ réalisant 1°égalité des ?aleurs aarrespandant à et 

ProR9sitiap ~o (Lemme d'apparition d 0 un bec)o 

.§,ili y un chemin de naissance ~ _!ill rw le pain~ "I' .l::,!-
l verse S-:!ù. t si le point critique de rv :situé immédiatement au-

dessous du niveau de naissance est dwindiae ~ 0 ~ ~ peut être 

déformé~ avec origine et extrémité fixes 9 en un c;ihemin à ,graphique 

en bec du type naissance-descente (cfo figoi)~ ~ile point critique 

situé immédiatement en-dessus du niveau de naissance est d'indice 



IVoll 

,:fi n ~ y peut de même être déformé en un chemin à gz:aph ique en 

bec du txpe naissance-montée (cfo figo2)~ IEn plus~ la déforma

tion peut se faire de façon que les chemins intermédiaires soient 

bons à l'e~ception d'un seul• dont l'unique accident est le pas

sage par un point bec] ~ 

---------- ---f<:--, 1 

~ ' 

Démonstration Soient f et fl 1uorigine et l'extrémité 
ll:ll;l-.,QmO~O,OÇKJG:11:l ... =~<.-..i;)~= 

figo3 

"'· 

0 

de y • soit f 9 un point de 1uimage 
0 

de y situé un peu avant le point de 

r
1 

traversée f~ ~ soit de même fi 9 

situé un peu après f 9 o Soient --- --------y K Y2 t y 3 les arcs f
0 

f~ t f~ fi s 

f 1 r 1 
de y o D~après le lemme 2 1 il 

existe un chemin 8 joignant rw à 

r 2 un point bec t" i et dont l'image 
. l 

( à l O exception de son extrémité) est dans ~ · donc d'a~rès le a ~ .JI:' 

lemme l Il y 2 est homotope avea extrémités fixes à un chemin 

à graphique en bec 0 tournant autour de ~" i y est homotope a 
Y1 • Y~ ~ r

3 0 qui a les propri€tés voulues~ 

3o3 femme .. ,de supprei5sion d'un beco 

On se borne a étudier les chemins avec bec de naissance 

se déduisant respe@ti

vement des aas I et II par ghangement de sens du chemin 0 les 

conditions de suppression du bea seront respe@tivement les mêmeso 

PrOJ20,:>ition 4o ~ 
f 1 le point oà y 

y un chemin en bec du type naissance ; .!.2ll 
traverse ~w 9 et soit V la variété de 

(;t ---- 0 
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niveau du ~oint critique de naissance d~ r 0 ; m,1 j lgindice 

de la naissance (ce qui signifie qu 0 il apparaît un cQuple de 

points critiques dwindices j et j+l ) , .!.2l! i 1windice du 

point critique qui effectue le double aEoisemen~o 

1°} On suuose que Y est du type !(naissance-descente)$ il 
1~une_qes conditions suivantes est remplie 

(4) i = j+l 

alors , peul êt:r~ dé forme avec extrémi t.~~ f'if .. EUI en un_, chemin de 

naissance [En plus® la déformation peut se faire de façon que 

les chemins intermédiaires soient bons à l 9 exception d 0 un seul~ 

dont l'unique accident est le passage par un point bea1o 

2°} On su;1rnose gue 'Y est du type II' (naissance-montée) o Alors 

lç:,:s., mêm.es con...,!::J.Jlsions subsistent pourvu gue :soi~ vérifiée t,.! 
condition (3) ou la ©ondition (4) ~ l©)~ ou encore 1°une des 

deux conditions suivantes 

i > j +l e 

Démonstration g Le 2°) se déduit du l©) par passage de la fonc= 
<110<aC1a.Jœ.)-an,:)<,,icas;')(:2;)'SC)aJOQ;;S!)<m;, 

t:i.on f à 1a. fonction -f' , aux ,ç:onditions (l)e (2)i (3)i (4) 

correspondent ainsi respectivement les conditions (1~)., (2°)f (4) 0 

(3) ; on se boirne donc au 1°)0 

Cas { l) t {2)0 et ( 3) Soit f ô - 0 

y 
f ~. 

0 

l~origine d.e -y soit "" :son 0 "2 
extrémité, et soit fl un point 

situé entre la. :naissance et 

premier croisement • on note 

et lqarc 
,..--.. 

le 

l'arc fl r 2 o Chacune des condi-

tions (1) 9 (2) 0 (3) entraîne en 

particulier i ~ n ~ il résulte 
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donc de la proposition 2 que r
1 

est homotope à un chemin yw l 
graphique en bec, du type naissance-montée & soit fi un point 

situé entre la naissance et le premier croisement de y' ~ on 

décompose Y' comme ci-dessus y , en Yi (d'extrémité fi) et 

y2 (duorigine fi) o Dwaprès le lemme d'unicité du double croi

sement (cfoIIo4olo proposition 5' ), r 2-l et r 2 sont homotopes 

en ta.nt que chemins de double croisement d'origine r1 ; donc 'Y 

est homotope (en tant que bon chemin dworigine f
0 

) à r 1 0 y2-
1

9 
lequel est homotope à r 1 o 

Cas - ( 4) o Soient f 0~ fl, f2 9 y l' Y2 comme ai-dessus ë soient 

(dvindice i) et c3 (du indice i-1) les !)Oints critiques de 

fl fg et soit (düindiae i) le point . apparus en ~ cl cri-

tique situé immédiatement au-dessus de a2 ; soient c~• a; 0 cr 
les points critiques correspondants de r

2 
(de sorte que 

f 2 (c~p >f 2 (c;) >f 2 (c 1)) o Supposons démontré que a2 et c3 
sont en position de destruc~ion 

mutuelle ; il existe alors un 

chemin de mort dg origine 

relatif à c:2 et c:3 ton note 

c2 

f' l~extrémitê de y
3 

o Le chemin 
21 -1 

Y
3 

o Y2 est à graphique en 

forme de bec i du type naissance

montée; par "dualité" (passage de 
rw ~ f 

o 3 2 :f à -f) il lui correspond un 

chemin du type nais:san,ce=descente vérifiant la condition (3) , 

il est dcna homotope avea extrémités fixes à un chemin de nais

sancè r 1 o nuaprès le lemme d'unicité des morts, Yi-l et YÎl 

sont homotopes ; donc y 1 est homotope à un composé Y
0 

a Yi 0 
où y

0 
est un chemin joignant f

0 
à f~ dans l 9 espace des 

fonctions exaellentese Dona y est homotope à y
0 0 ri a Y2 i 

-l , 
puis à y

0 0 r 3 ; qui est du type vou1Ut 

Il reste à prouver que 

destruction mutuelleo Soient 

sont en position de 

des surfaces de niveau 

de :r2 situées immédiatement en-dessous de 

tivement~ et soit située immédiatement au-dessus de 
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vw 
0 

w ' ' ) C : J. 
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On note Wk e, la partie de W 

comprise entre Vk et Vl (si 

Vk est au-dessus de Vl )o 

D'après le "canaellation lemma" 
ww ô 2 . 

0 

D oc 3(i-1) 
23 

W3l ô c 1 ( i > 

V" 
2 

vo 
3 

? w 

de Smale (cfo [10] z théorème 6114q 

p.69) il suffit de montrer que 

H*(w~
3

, v3) = O , vu les indices 

de a2 et c3 • il suffit pour 

cela. de montrer que les groupes 

l Hi=l(W~ 3 ~ v3) et H1 (W~33 v3) 
sont nulso Or dvune part~ on a 

par excision H ( W w V 
3
° ) ~ H ( W u W ...,_0

, l ) ~ le triple i=l o3® i-1 ol 0 ~ • 

(w~l~ w31* VI) donne la suite exacte g 

le terme de gauche est nul puisque 

droite est nul vu l 0 indice de 

La suite exacte du triple 

tue a 3 , le terme de 

Hi-l(Wo3• V3) = 0 o 

4clo L! queue d 0 aronde standard et l2existen~e de lacets en 

queue d ij a.ronde o 

Soit W une variété de dimension n 0 un point critique du 

type queue d 0 aronde d 8 une fonction f W -+ lR e s t un po in t 

critique 

données locales convenables 1 sous la forme 

l 
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D9 autre part 9 un chemin y dans lijespaQe des fonctions 

W ~ tR e tel que y(t) soit une fonction excellente t sauf 

pour trois valeurs t 11 t
2

, t
3 

du paramètre (O<t 1 <t 2 <t 3 <1) 9 

est appelé chemin en queue dwaronde (d'indice i) si 

2) y(t
2

) est un point de croisement du point critique 

dvindi@e (i+l) apparu en t
1 

avec le point critique c 1 
immédiatement au~dessus , 

3) y(t
3

) est un point de mort, oa c
1 

se ditruit avec le 

point aritique a
3 

d 1 indiae i apparu en t 1 ~ (ce qui suppose 

indice c
1 

= i+l) ~ 

Le graphique dBun chemin 

en queue dwaronde est du type 

da la figure lo 

Lemme lo Soit 
.,..,,. r ~ i tel g,ue 

i+l dans -

0 1 

O~i~n-1 ~ Soit h la fonction stan--
mn et soit M· le modèle de Morse 

l 

aorrespondantt Il existe dans l 9 espace des fonctions Mi-+ [=1 0 +~ 

coinaidant avec h au voisinage du bordt un lacet en queue 

d~aronde~ d~origine h e dgindice i o 

Démonstration Posons 
-,..,QS')_.,<IIIO=msJŒO,:,,S::,~GŒIC.OBn 

Soient ~ et n deux paramètres réels ~ posons 

4 2 = X + ~ X + n X n n. n 

et 

+ 0 0 0 + 
2 

X n-1 
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Les points critiques de f sont les points (O,o~e,0 9 xn) 
E;, n 

tels que x n soit un zéro de la dérivée de r~ ® c!est-à-dire 
"' ~ n 

tels que 

(1) 4x 3 + 2 E; x + n = o 
n n 

Les valeurs de (~,n) pour lesquelles 

1wéquation (1) a une racine double sont 

données par 

La courbe (2) partage le plan des 

(t,n) en deux parties (cfofigo2) i 

dans celle de droite 9 (1) a une seule 

racine réelle ; dans celle de gauche 

(1) a trois racines réelles ; pour 

t<O et n=O (et seulement dans ce cas) f a deux extréma ~.n 
distincts situés au même niveauo Il résulte de ceci que, pour 

tout t>O ~ le lacet d~origine décrit par lorsque 

À décrit [01 1] et quwon pose 

( 3) 1 T)~ = 
1 = E Sin 

2 À 1î 

Soit w une !'onction en cloche !.Rn -+- [0 1 1] ~ égale à l 

sur le disque D
1 

de aentre O et de rayon l • de support 

contenu dans le disque n
2 

de centre O et de rayon 2 o On 

choisit E assez petit pour que~ pour tout (~;n) tel que 
2 2 2 , + n ~ & ® les racines de l~êquation (1) soient toutes contenues 

dans lffintêrieur de n
1 

c On pose g 

et 
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La fonction f coincide sur IRn-D avec f ~ elle n'a 
te~ 2 EtD 

donc aucun point critique dans cette régiono Sur le compact 
-- 2 2 2 ~ 
D2-D 1 t dès que E est assez petit et que ~ + n = E , f 

4 ~ ,.n 
est voisin de q(x 10 oô61Jx.n_1 ) - xn t et par conséquent n'a 

aucun ;point ~ritique,, Enfin, sur DJ , fi:- coïncide avec r_, ,. 
. .. • n • 11 

Dona le lacet décrit par 1 lorsque (, 1 n) décrit le lacet ~.n 
défini par (3) 9 a même graphique que celui décrit par fi:- ; 

.. • n 
c'est donc un lacet en queue d v a:ron de o 

Soit ~ le difféomorphisme de mn défini par 

On. a 

avec 

Donc l~origine~ unique point critique de r 0 a des voisinages 
~00 

de Mo~s• arbitrairement grandso On en choisit un, noté Mî,o, qui ., 
contienne à son intêrieuro On choisit un difféomorphisme <j) 

de Mi sur Mi; 0 ,adapté l h et l fE~O ; on note comme d'habi-

·tude ip a le :plongement [-l+l l -+- 1R associé à <j) • le lacet 
,. i -1 . "" ( ) decrit par ~ ~ fi:- 0 ~e lorsQue ~ 1 n 

._ t n décrit le lacet 

défini par (3)~ a les propriétés vouluesG 

Corollaireo ~ W une variété différentiable ; ~ f ~ 

fonction excellente soit -- un point critique 

dtindice i+l de f o Il existe un lacet en queue dwaronde 9 

dworigine f t dwindice i ~ rel~tif à c1 [cffest-à-dire dont le 

niveau- de naissance soit situé immédiatement en-dessous de c 1J e 

Démonstration z il suffit de transporter le lacet donné par le ,-.zi-aro-.~~-,_,,i.:,,_,..,_,,_, 

lemme li au moyen d 9 un plongement ;, g M1 ....,. W 8 adapté à f 

en 
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Remarque 1. Le lacet donné par le corollaire a la propriété sup

plémentaire d~être homotope à zéro par une homotopie au cours de 

laquelle la strate de codimension 2 de 1wespace des fonctions 

réelles est rencontrée en un seul point lronction ayant un point 

critique du type queue duaronde]o 

Remarg,u~o Dans le cas :particulier où i=O 9 et où les nappes 

descendantes de c 1 rencontrent deux composantes connexes dis

tinctes dgune variété de niveau v1 située immédiatement en

dessous de c 1 ~ il existe pour chacune de ces composantes un 

lacet en queue d 9 aronde dont la naissance a lieu dans cette com

posante a il suffit de transporter le lacet du lemme 1 par un 

plongement adapté ~l dgune part 9 et 0 dwautre part 0 par le com

posi • 2 de •i avec la symétrie 

{x 1 @o'oo 0 x 1 ~x) ~ (x 10 ooo 1 x 1 ,-x) de tRn o Les deux lacets n- n n- n 
obtenus ne ~ont pas homotopes en tant que bons chemins dgorigine 

f 0 

Lemme 2o .ê2,il f ~ <:f une fonction excellente , ..!..2ll c 1 un R9i~l 
critique a.ujndiçie i+l .!!, :f • On note V

0 
(resp. v

1
) .une,.:3ur"".'.. 

face de niveau de f situee immédiatement au-dessus C:: .. espo au• 

dessous) de cl ô On j;pJ.ppose n;;:.6 ê -
il o.;; l ~f :n-4 et ,rl(Vl) = 0 t -
ou si i = n-3 tl '!Tl(vo) = 0 t 

a~ors l 0 espace des chemins en queue dwaronde ~worigiE,,e 

tifs à c1 a exactement deux composantes connexes. 

[si i=O 0 et si les nappes descendantes de 

f rela--
rencontrent 

deux composantes connexes distinctes dé v1 i c 0 est la naissance 

qui peut se faire de deux façons non équivalentes ; dans tous les 

autres cas, c 0 est le croisement]e 

Démonstration g Elle se partage en trois parties 
Ca:llll<lODO~ll:CIQIOGm)œ.:lt,wœmœs;,<1a0<=;l 

Io· ·Class·i:fic:ation des naissances admissibles 
~ . 



IVol9 

Les seules naissances qui peuvent conduire à un chemin en 
queue d~aronde sont celles qui ont lieu dans une composante 

connexe de v1 qui est effectivement rencontrée par les nappes 

descendantes de c 1 o Il faut donc distinguer deux cas g 

a) i=O et les nappes desaendantes de c
1 

rencontrent deux 

composantes connexe~ différentes de v1 • 

b) les nappe1 descendantes de 

pos~nte connexe de 

rencontrent une seule aom-

D~après le lemme dw,micité des :ns.isaances (afo IIIol~3q p:ropo'

~ition 1) il y •e a priori~ dans le aa ■ a) deux chemins de 

naissance admissibles (à homotopie pria) et dans le cas b), un 

seulo 

IIe Cla.ssif'i@ation des croisements admisrsibleso 

de nais ■ an~e ~ appelons encore 

scient a~ (duindice i+l) et 
,:;. 

c
1 

le peint qui correspond à 

c
3 

(duindice i) les points 

critique~ nouveaux-néso On choisit comme dijha.bitude des surfaces 

de niveau quwon note V01 v
1

t v2 ® v
3

~ et on note 

de W située entre Vo et Vo (~fo :figo3)o 
J. J 

w O O 

lJ 
la. partie 

V 
0 

cl 

Vl 

{ Wl2 

v2 

{ w23 

v3 

figo3 

Soit ~ iueapa.ce des nappes 

descendantes de c1 limitées à 

V 
3 0 et soit D e: 9) o Soit r; 1 ' ap

plication w
0

(~) +Bi+l(w 12 ,v2 ) 

définie par une orientation de 

D (cfo IIo4o2o , on identifie 

ici 7f (~) avec 'IT (X)} o Il 
0 0 

awagit de déterminer les élé-

ments Dij de ~ tels que le 

chemin élémentaire correspondant 

aboutisse à une fonction r2 ® 

telle que les points c1 et 

c3 (qui Qorrespondent à c
1 

et 

o
3

) soient en position de 
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destruction mutuelle o Il résulte d.u II cancellat ion lemma II de 

Smale (sous la forme forte qu'on trouvera par exemple en llO] e 

Po70~ remarque 2) quail est nécessaire et suffisanti pour quwil 
ô 

en soit ainsi 0 qµe t(Da) soit un générateur de H1+ 1 (w129 V2 ) o 

Soit A2 une nappe as6endante de c 2 , limitée l v1 ; 

par construction de r
1 0 on sait que la composante aonnexe de 

v
1 

qui rencontre A2 rencontre également D , on peut supposer 

que v1 n D nA2 = !J Q Il .faut maintenant envisager les différents 

c a :a: po s si b le~ 

1°) i ~ O o Alors® dans toutes les hypothises raites ai-dessus, ====a, 
, est bijeatif 9 (dé sort~ qu 8 il y a exactement deux éléments de 

,r ($D) qui ie:onviennent) î en effet 
0 

= pour 2<f.i~n-4 ® lwhypothèse (b 1 ) de la. proposition 4 de 

IIo4olo est :satisfaite * 

= pour i = 1 i caest lqhypothèse (b 2 ) de la même 

qui est :satisfaite~ car A2 nv
1 

borde un disque de v1 
que c 2 et c:

3
_ se tuent)o 

;proposition 

(parce 

= pour i = n=3 ~ awest l~hypothèse (b 3 ) qui ~st vérifiée, 

car v
1

=(Dnv) e:111t dif'féomorphe l V
0 

privé daune l-sphère 

plongée ; aette variété est simplement connexe puisque par hypo-

2@) 

du. l.emme l 

dim V ~ 4 o 
0 

o 
O 

Reprenons dans ce cas le diagramme commutatif 

de II 0 4o3ot qui swécrit ici g 

i; ..........,,.. 

Les flèahes verticales sont des bijections daaprès les lemmes 

4 et 5 de II o 4 ; on est donc ramené à l'étude de çi<- t Or 

A2 n v
1 

sépare v
1 

en deux composantes aonnexest dont liune 

est 1ainterseation avec v
1 

dqune nappe ascendante saturée de 

a 3 ~ on peut supposer que D ne rencontre pas cette composanteo 
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Il y a deux possibilités g 

- ou bien D nv 1 se compose d'un seul ;point x (c:Gest le 

cas a) de I); alors 1r
1

(:f
1

,':S~;~
1

)~1ï
1

(v 10 V
1

-(A
2

(\V
1

); x) ~ 

cet ensemble a deux élément:sID dont des représentants respectifs 

sont g 

A
2 

n v
1 

A2 n v1 

X ~ C X ~ • ' 

Vl /~ 

Le premier a pour image O 9 le second un générateur de 

Hi+l{v 1 ® v1 -(A 2 ()v 1 )) o On trouve donc un seul esroisement admis

sibleo 

= ou bien D n v
1 

se compose de deux ;points distincts x et 

y ~ 1wun affecté du :signe+ 0 lGautre du signe= , on a dans 

ce cas g 

où V""' (v
1 

xv
1

) - diagonale~ 

et A= (((A2Î\Vl) KVl)U(Vlx (A2nvl)nnv 0 

De sorte que~ dès que n~4 ® rr1 (':f1 ~cJ~, 5 1 ) a quatre éléments 9 

dont des représentants respectifs sont g 

X / ,. X 

,,/)G 7~ 1 
/ 

1 

y 
)'2J 

y . • 
'-'-- _;_,.-" 

Les deux premiers ont ;pour image 0 0 les deux dernierrs ont pour 

image respective chacun des deux générateurs de 

Hi+l(v 10 Vl-(v 1 nA2 )) o On trouve donc deux (;roisements admis'"' 

:sibleso 
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IIIo Classification des mortBo 

Dans tous les cas considérés, le lemme d~unicitê des morts 

sgax,plique au cou;ple (c: 111 c 3) (qui correspond à (c 10 c
3

)) o 

Ceci termine la démonstration du lemme 2o 

L 3 C' 0" 0 t" t °/ l O 2 "" 0 ,, tb \ 1 
~o ~ 1 un en :!.EU" ~o& g.ue ~:t.~n=. o ~ \ À, ....,! 

.,SÈ..!,!!!.,i.!L,_.,êtand ... ars. de nais,sa.p@e da indi~e i sur le so~_l.,!.,.....9.,l,ill

}9-tiSJ:,~e, G = B )( J .5!! !Rn {'1:fo !Iololo )o On note V
2 

~ous

v~rj§_tr~• . {bl = O} ~ c , on note c+ ll c~ !!::: 11,ar~ies .en 

lesguelle~ v2 ilioupe Co Il existe une isotopie (gt) ~ C 

telle q':!, g 

soit contenu dans 1uintérieur de C 9 • tl r fi\ ~~itibl!,U.dutbim 

b 
0 

pour tout 

3 ~ b À o s1 = b A pour tout À e:. I • 

4} e;1 r,enverse iworientat:imn de§ nap~es descendantes de 

chacun des points c:~itiques de 

~es a..scendantes o 

+ 5} Lüa.~plicatiog gl* g Hi+l(C ®V2 ) ...,..,_ 

induite par g 1 est la m~ltiplicatiop par, 

~ou~ H o(C-~V 2 ) o 
:!ll.=1 

!'.~!!!-2~!~!!'!:l:2~ g On suppose (en modifiant au besoin le re;ihoix de 

B xJ) <fl:t0 il existe une :fonction en clo~he a z IRn ~ I 0 

telle que g 

a) a{~) ne dépend que de la distanQe de x à lworigine • 
© 

b) supp l!l( e C o 

c) a est égal à l sur le supx,ort de (bÀ} o 

Soit gt l 'appli~ation !Rn --=4- tRn dé:finie pour te: I par J.es 

équations 



x1 = x 1 cos (t Tt çJ{ bd) - xi+l sin (t 1î o.. (x)) 

Xi+l = x 1 :sin (t 1r 01. (x)) + xi+l acs (t 11' i:t. (x}) 

X, = X, 
J J 

pour j # l , i+l o 

En premier lieu, gt e:st un difféomorphisme pour tout te: I ~ 

(on le vérifie pour la re:striation de gt à chaque plan obtenu 

en fixant le:s ~oordonnêes autres que x1 et xi+l)o Les aondi

tian:s 1) et 2) se vérifient immédiatement , (on notera 4ue les 

aonditiana i ~ 0 et i ~ n interviennent pour la définition 

mime de (gt) ; la aonditian i # n-1 intervient pour la vérifi

@ation de 2))o 

VérifiC:ation de 3) g sur d-
1 (1) 9 g

1 
co!nc:ide avec igappli= 

(C;ation a définie en IIololo 0 propriété 3 & donc d 0 après la for

dans aette régiono mule (2) de IIôlôlc 0 on a g bÏ\ @ g1 = br\ 
1 / 

Sur le ~omplémentaire de ct.-°'"(l} 9 on a b .... = b d 0 après la 
" 0 

propriété a) ai-dessus ; il ■ uffit donc d 0 appliquer la propriété 

4) g cansidêrone par exemple le point critique 

la direction {xi+l = ocô = x
0

_ 1 = o} est tangente à une nappe 

descendante de ae point ; cr~ au voisinage de ae paintz 11 caîn

aide ave,·\ Ci o 

La propriété 5) est une conséquence immédiate de 4)o 

Corollaireo Soit w une variété f une différentiable • -
foniCTtion ex@ellente g W -+ tR 9 et soient c 2 tl a

3 
~ 

12oints criti9.ue$ consécutifs de f ~ d 0 indiaes res;e•tlili :i.+l 

ll i $ ~=1:osition_se se tuer l 0 un l~a.utre,o ~ v1 (respo v2 ) 

une vari,t& de niveau situ~e imm,diatement au-dessus (re!~o au-

dessous) ~ c2 ô !2il Wl2 la l:.,art ie de w G:om~riae ~ntre Vl 
et v2 ô Soit C un voisinage ~ll indri g.ue de C,:; @t C3 0 - ~ 

........, 
'- -

Si l,Si~dim W=2 il e:5.iste 0 t ô ( g Ji de w © une :i.so op:i.e 
~ .. '(; -

telle -3.~ 
ô 
e 

1) le s UJ?Eort de ( gt) :soit contenu dans l'intérieur de C è 
f --



2} f @ 61 :-. f ; 

3) s1 renverse 1 ij Q.!'._ientation 9-.'t~. n!p~e.~. del$c .. ~antes de c:i2 
tl ~3 , même Eropriêté pour l~!~•~ arsaen4an~o 

4) s1* : Hi+l (w12 ~v2 ) -+ Hi+l(w 12 ~v2 ) .!!,L~~ multdplication 

~ -1 0 

E!!2~!!?!~!2e g on ramplaaa au besoin C par un voiainage cylin

d:r'ique CD o:cni.temu dans cnw
12 9 on tr.erni!iîporte J.ilirsotopie (gt) 

du lemm~ 3 par un plongememt !li.dapté g B x J ~ Cî ~ et on pro= 

longe par 1°identit,o On a 1) 9 2) at 3) ; 4) r~sulte du fait que 

le ma~phiame naturel est un 

B;_aairg.ue,o Il :résulte de 4} que J.e la\C:e,t {f@ gt) nDe:st pas 

homotope à zfiro dans la ccaellula de f o Par aontre 0 soit t 0 

1°extrémité d 8 un ahemin ducrigine f r&aliaant la destruction 

de a 2 et a
3 

; la laaet aon ■ idiri est le bord 

engendrê par des ahemins da naiasanae diar1sine 

,E!oposition 1o (Lemme de la queue d 0 arond!)o 

~ f' e: "J<' une f'onction excallen~o ~ a .!¾.4 i;Oint ..... critique 

,!L;)P,,!~~ i+l ~ f ~ .!2.U V 
O 

(];.,~o V l) ~e V • .J.!:rJét,é de n i,Y,e~u 

~ :!,:~ili__J;;!_l!} é d i!~E!.!! t .. a U= de ~am, s ( .:;,..:;'':}2,L a u;:om ~~ ,:HW u is ) ~ ,~ l o ~ 

::nt PJ29 !!_ rn 6 ô 

ll g 

a'!! 0 X' S ~ ~~i!L 8 :O. __qy.e E,e, d _0 ,~,de, Y 0 .È;;c9'.E. i .lill f ID !,.:,!:l l lit Ï f 

à c 1 1> ~'"!l.J!2..l!LC? t o ;e~ (=~!,.D j; Sili;L~rr,,..,.ci hem in d w o .,!_i g i :r~ :f) ~ 

laaet ; autrement dit f at 1°extrfimit& r 0 de y sont dans la 
~:rl'l:O' ~~ on;z:::;,,.,_~~;:z~~ =:mn:;; ~S-.J:...... tJ,bbaüJ,iWWWWi 

fanation ■ ezcallenteso 
• ~~illt. 

[En plus 8 ', peut être déf'ormê avec extrémités fix~î!l 1H1 un 

chemin dans l 1 espaae des fonations ezcellente~ par une homotopie 

au caur's de laquelle la seule f'oneltion de codimen~ion 2 rencontrée 

est une fonction ayant un point critique du type queue dijaronde]ô 

Dé:mon stration D6 apr~s le lemme 2 0 il suffit pour d€m0ntrer le 
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lemme de la, queue d v aronde 0 de conitruire dans @haque cas deux 

laaeta en queue d 1 aronde relatif■ à a
1 

© non homotopes en tant 

que bon~ ~hemins d 9 origine f o 

C 0 eat déjà fait dans le cai où i = O 0 et où les nappe1 

-
'.~?' 

.- I 

_.,,..--...---.'l"!!<a 

.. _.,.._ __ 
' 1 ,t - • 

1mr 

descendante ■ de c
1 

rencontrent 

deux aompos~ntes connexes dis= 

tincte ■ de v1 (afo lolo 0 re

marque 2)o Lorsque i = 0 0 et 

que les nappe ■ descendantes de 

pomante aannexe de v
1 1 le 

mime proaidê fournit encore deux 

lacets non homotope ■ o 

Soient en effet t 1 et • 2 
comme dans la. remarg,11.e 2 de lolo; 

difcrmona le 1aaet ■ tandard 

fourni par le lemme 1 en un 

laaet 9 nat, i, dent la nais

sance aoit 61Gmentaire 1 dona 

définie par un plongement ad,apté t g BxJ """""'"M (doht lijimase 

se t.r,ouve né©ea'làairemen·t dans la ;partie {xn >,, O} de M) t et 

:soient ;:;'
1 

et; r
2 

le,,. la,rc;;ets tre.n.al)ortês de ~:/ J.Hl.:K" i$l,1 et iti2 
raapeat.ivemento Il exiata una i$otopia (gt) de W i laiasant 

fixe un vo,isinage de @ 1 ~ telle que g10 4i1 (Q)w "" q;2 @Wo (p :,c iden-

tit,) 0 oà P est la ■ym&tria de B par rapport à 10n fiquateur 0 

de aorte nua g /4 ili ■ t , • difini ■ aent le mime chemin de ' 1@v1@:, 2° 
naisaanceo Dana g10 y

1 
et y 2 aoinaident Juaqu 0 ~ un aertain 

point r1 ~ aitufi entre la naisaanc■ et le craiaamento Les aroi

■ aments de s
1

~r
1 

et y2 ne acnt pas homotopes en tant que 

chemins dJorigine t 1 © car les nappe• descendante ■ de ~l qui 

ont des ipv~ria.nta opposfa [ae sont les deux leur aarreapandent 

branches oppo sé,e • qui® 
1 

rc;fo fie;c4] o Donc r
1 

et ne 10nt pas homctcpa ■ c 

Cas où i r" Ôo Soit y un lacet en queue d ij arond~ dijorie;ine 
f 0 donné par le lemme le On dGcompo:ee y en Y

0
oY1 oY2 

de façon 

que l~extrémité fl de y 0 soit après le naissance et aelle f2 



<, (/ \ So:.t ,,g+, .,, 
du li:,mme 3 * on note 
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(cfo figo5)__, 
de y1 ~ après 1~ croisemeniro"; ôn uti-

li~e pour r 1 toutes les notations 

Cls c2~ (0;3~ vo~ooo~~9 Dvooo du II de 

la démonstration du lemme 2 ion choi~ 

ait un voisinage cylindrique C de 

C et C~ 2 ,, 

façon que 

On note v 

C 

limité à v1. et 

ne rencontre pas 

V
3 

ide 

D o 

et v celui qui est associ, à y
1 

o 
l 

On aait que ~(u 1 ) est un s'nêrateur 

de Hi+l(w 12 eV2 ) ; 0::1 le note e 1 o 

par le ~orollaire 

Yi le tranaform€ de r1 par 11 ; l'ex

de est jointe à f' 2 par l 0 arc (f
2 0 gt} ; 

soit vl 1°êl&ment de w
0

(m) aasaai€ à Yi ~ tout revient à 

mo~trer qu'on a g t(vi) = -e 1 o Sa t ~ l 9 application 

Tl {~) ~~ H,+
1

(w 
2

@v2 ) obtenue @n choisi:sr:umt sur ~haque êlê-
o À O -

ment de &l l ij orientation ~ohê:rente ave~ r::;elle de D • et soit 

11 le morphi;sme dijinclusion g Hi·H(w 12 vv 2 ) ~ Hi+l(W 02 ,v 2 ) o 

On a g 

Puiaque g 1 induit l 9 identiti au voisinage de 

un êlêment de w (~) i et Jn a 
0 

., 
= n-i(8(s 1 av 1 ) - e(v)) 

est 



CHAPITRE V 

Etude globale de l'espace ,r. 1. Connexité de l'espace 

des fonctions ordonnées tl de l'espace 

Dans ce chapitre, (W,V,V') désigne une triade compacte et IJ' l'espace 

des fonctions ~
00 

~ (W,V,V1 ) - (r,0,1). Les principaux résultats sont le théo

rème 1 (cf. 1.1) et le théorème2 (cf. 2.1) qui constituent les deux premières 

étapes de la démonstration du théorème de pseudo-footopie (cf. Introduction) ; 

tous deux concernent la connexité de certains sous-espaces de ~ qui s'intro

duisent naturellement dans la théorie de Smale; le premier est valable sans 

aucune hypothèse sur W; .le second est relatif au cas où W est un cylindre. 

§.1. Connexité de l'espace des fonctions ordonnées. 

1.10 Résultat. 

Définition 1 o Soit f E 6F ; soient et deux points critiques de Morse 

de f ' 
' 

on dit que l'ensemble constitue une inversion de f si 

Définition 2. Soit f une fonction excellente (f € ~
0

) ; on dit que Î est 

ordonnée si son nombre d I inversions est zéro. Soit plus généralement f € GJ° , 

on dit que f est ordonnée si toute fonction excellente suffisamment voisine 

est ordonnée. 

On note (f la partie de ~ formée des fonctions ordonnées; c'est un 

ouvert de 6f' • On note (o/0 (o/1 ô'2 (J 1 , ff ! les intersections respectives de (Y 
' ' ' a 1-' 

avec '5°, e_r1 , <g::
2

, 6f: , qt~ (cf. I 3e 1). Il est facile de caractériser explicite-

ment ces ensembles, par exemple 
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f E ü1 si f est ordonnée excellente à ceci près qu'il y a un point critique 
(X 

de naissance c et que (si i désigne l'indice de c) la variété de niveau de 

C sépare les points critiques d'indice ~ i de ceux d' indice ~ i+1 . 
f E (?' 1 

~ 
si f est ordonnée excellente à ceci près qu'il y a exactement deux 

points critiques (nécessairement de même indice) situés A niveau. au meme 

si f est de Morse, f est ordonnée si son nombre d'inversions est zéro, et 

s'il n'y a aucun couple de points critiques d'indices différents situés au même 

niveau. 

Théol"ème 1. Quelle que soit la triade compacte ( W, V, V 1 ), le sous-espace é)' de 

6J' formé des fonctions ordonnées est connexe par arcs. 

Cet énoncé est visiblement équivalent au suivant 

Théorème 1 1
• Quelle gue soit.,Jetriade compacte (W,V,V'), tout couple d'élé-

,q,O ments de v (fonctions ordonnées excellentes) peut être joint par .ill1. bon che-

min à valeurs dans &0 U io/1 • 

1.2. Principe de la démonstration. 

«O On démontre le théorème 1'; on utilise pour cela la filtration de ~ 

définie par le nombre d'inversions : pour tout v ~ 0, on note ~(v) l'espace 

des fonctions excellentes dont le nombre d'inversions est au plus égal à v, 

et on démontre le 

Lemme OB Quel que soit v ~ 0 , tout bon lacet relatif de (if( v+
1

) , 1(v)) est 

homotope .illE_ q:, avec extrémités fixes, à .ill1. bon chemin de ~~ )• 

de eY
0 

puisque CJ' est connexe, f et f' peuvent être joints par un bon 

chemin y il existe un entier V tel que l'image de y soit 

contenue dans un certain 6-f'.(v+
1

) ; y est alors composé d'un nombre fini de 



chemins de 6{~) et de lacets relatifs de (1(v+
1

), 'Je~)); on applique le lemme 

O à chacun de ces derniers ; on a ainsi déformé y en un bon chemin de <J'( v) , 

et on continue ainsi de proche en proche jusqu'à obtenir un bon chemin de ~(o) , 
c I est-à-dire un bon chemin de &0 lJ 0-1 • 

1.3. Un système de générateurs pour n1éJ(v+1)' g:(v)). 

Définition. Soit y un chemin de traversée de 'f1 [on rappelle que cela signi-

fie qu'il y a un seul point de traversée cf. I 2.1, définition 2] ; soient 

f
0 

et f
1 

l'origine et l'extrémité de y. On dit que y est croissant 

(resp. décroissant, resp. stationnaire) si le nombre d'inversions de f
1 

est 

supérieur (resp. inférieur, resp. égal) à celui de f 
0 

On va utiliser dans la suite le résultat suivant, utilisé en théorie de 

Smale (et qui est d'ailleurs impliqué par la proposition 3 de II 4.1) : 

( *) Soit f 
O 

E '}'
0 

; & k nombre d'inversions de f 
O 

est positif, alors 

f est origine d'un chemin de croisement décroissant. 
0 

Lemme 1. Les lacets relatifs des.trois types suivants constituent .lill.. système de 

1er type. y est de la forme y
1

.y
2 

, 

où est un chemin de croisement 

croissant, et un chemin de 

croisement décroissant. 

2ème type. y ou 

où 

-1 
y est de la forme 

est un chemin de 

naissance croissant et un chemin 

de croisement décroissant. 

~Y2 

/\. !\ croisements· 

1er type 

Y~Y2 

/\ !\ 
naissance croisement 

2ème type 



3ème type. y est de la forme 

où et sont 

des chemins de croisement, et où 

naissance ou 
croisement 

y
2 

est stationnaire. ~ / 
:«; croisements 3ème type 

Démonstration g On sait que les bons lacets relatifs constituent un système de 

générateurs soit y l'un d'eux; soit q le nombre de points de traversée 

de y; on décompose y par le choix de q-1 points intermédiaires 

en de sorte que chaque soit un chemin de 

traversée (cf. fig.1). D0 après la propriété(*), chaque fk (k=1, ••• ,q-1) est 

origine d'un chemin de croisement décroissant ôk, dont l'extrémité est néces

sairement dans 'J(v); y est homotope au composé 

(y s::) (ô- 1 y ô) (i::-1 -v s:: ) (i::-1 -v) dont chacun des éléments appar-1v1 • 1 2 2 ••••• vq-2 1 q-1vq-1 • vq-1 'q ' 

tient à l'un des trois types considérés. 

1.4. Démonstration du lemme o. 

Le lemme 1 ramène à montrer successivement que chaque générateur de îer, 

~o 2ème, 3ème type est homotope à un chemin de ✓-(v)• 

1, générateurs du 1er~. Soit y= y
1

.y
2 

un tel générateur; on note 

1 1 origine de y , f. 1 1 extrémité de y. (i = 1, 2). On distingue 3 cas 
l l 

f 
0 

1er cas. y
1 

tl y
2 

sont relatifs §.:!l croisement du même .2..2.JJ.]le de ..1?.2iE.i~ 

critiques de f 
0 

il résulte alors de la proposition 3 de II 4.1, que 

et y 
2 

sont homotopes en tant que bons chemins d'origine f 
1 

d I où le résul-

tat (cf, fig.2). 

2ème cas. et sont relatifs~ croisement de deux couples de points 

critiques de f ayant llll élément commun. Supposons par exemple qu'il existe 
0 

trois points critiques consécutifs c
1

, c
2

, c
3 

de f 
0 

tels que 
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soit relatif au croisement de et 

et y
2 

au croisement des points critiques de f
1 

qui correspondent à c
1 

et 

on a nécessairement . . indice c
1 

< indice c
3 

< indice c
2

• Il existe 

donc un chemin d'origine réalisant le croisement des points critiques 

de qui correspondent à c
1 

et Le chemin a pour graphique 

un triangle de première espèce auquel s'applique le 1°) du lemme du triangle 

(cf. IV 1.2; c'est la condition (2) qui est satisfaite), le chemin y
1

.y
2

.y
3 

est donc homotope à un chemin y3.y~.y 1 (cf. fig.3) dont le graphique est un 

triangle de seconde espèce ; le nombre dt.inversions à l'extrémité de y' 
1 

(resp. ! resp. y') est v-1 Y2• 3 
(resp. v-2, resp. v-1)' de sorte que l'image 

de Y:5° Y2• Y~ est contenue dans ~(v) . 

'3ème cas. y
1 

tl y
2 
~ relatifs i!;1!,_ croisement de deux couples dis.joints de 

points critiques de f. Il suffit alors d'appliquer le lemme des singularités 

indépendantes (IV, 1, proposition 1), cas 1. 

2. Générateurs du 2ème~. On conserve les notations y
1

, y
2

, f
0

, f
1

, f
2 

y
1 

est cette fois un chemin de naissance, on note c
1 

et 

nouveaux-nés de f
1 

, i+1 et i leurs indices respectifs 

les points critiques 

y
2 

ne peut être 

relatif au croisement de c
1 

et c
2 

, car d'après le critère de Smale 

(cf. III,2.3, proposition 3), il n'existe aucune nappe de c descendant 
1 

jusqu'en dessous de c
2

• Deux cas sont donc possibles : 

1er cas. y
2 

est relatif §Jd. croisement d'un couple~ points critiques disjoint 

de (c
1 
,c). Il suffit d'appliquer la proposition 1 de IV 1, cas 2. 

2ème cas. y
2 

est relatif §Jd. croisement d'un couple de points critigues ayant 

~ (c
1

,c
2

) M, élément commun. Supposons par exemple que y
2 

soit relatif 

au croisement avec c1 du point critique 

dessus de C 
1 

on note j l'indice de 

C 
0 

C • 
0 ' 

de situé immédiatement au-

nécessairement j ~ i • 
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D'après le lemme d'appartion des becs (cfa IV, 3.2, proposition 3), est 

homotope à un chemin y1.y;.y
3

, à graphique en bec (cf. fig.4). A l'extrémité 

de le nombre d'inversions est V ; 

(y '.y') (y'.y) ,· y
3
•.y

2 
est du 1er type 1 2 • 3 2 

car le nombre d 1 inversions à l'extrémité de 

j = i ou j < i . 

3. Générateurs du 3ème ~0 Soit 

y est homotope au composé 

y' 
1 

est V ou v-1 suivant que 

l'origine de y ' et f1, f2, f3 les extrémités respectives de 

On note f le point de traversée de y
2

• Je dis que f a au moins un couple 

de points critiques (de Morse) consécutifs en inversion; c'est clair si 

f 
0 

f € ~} • Si la singularité de codimension 1 de f est une naissance , cela 

résulte du fait que, y
2 

étant stationnaire, le niveau de cette naissance ne 

peut être compris entre ceux de deux points critiques de Morse en inversion. Il 

y a donc 2 cas à considérer : 

1er cas. f .ê:.rn inversion {c
1

,c
2

} telle que c
1 

et c
2 

soient consécutifs 

tlles valeurs critiques f(c
1

) tl f(c) simples. On peut supposer y
2 

élémentaire. Il existe alors un chemin élémentaire ~ , d'origine f de 

support disjoint de celui de réalisant le croisement de et 

que le nombre d'inversions aux extrémités de 

tope au composé 

l'image de y' 
2 

(y1.y1).(y2).(y3.y3); 

est contenue dans 'f(v). 

y' 
2 

et 

soit V y est donc homo-

2ème cas. f est illl point de croisement, tl les deux points cri tiques c tl 

c I de f gui .sont .§:Jd_ même niveau sont .fill. inversion ~ le point cri tique 

situé immédiatement au-dessus (.211 au-dessous). Supposons par exemple que le 

point critique C de f situé immédiatement au-dessus de C et c' soit 
0 

en inversion avec eux ; soit j l'indice de C soit i celui de C et 
0 

c' 
' 



on a : j < i • 

de c et c 
0 

Il existe un chemin y' 
1 

issu de f
1 

v. 7 

réalisant le croisement 

et un chemin ~,, issu de f réalisant le croisement de c 
'3 2 0 

et c' . D'après 1~ 1°) du lemme du triangle (cf. IV,2.2 proposition 2 ; c'est 

la condition (2) qui est réalisée), le chemin y1-
1 .y

2
.y 3 est homotope à un 

chemin v" v 11 v 11 
1 1· 12· 1 3 (voir fig.6), tel que le nombre d'inversions aux extrémités 

de v-1 

et sont du 1er type, l'image de y11 .y 2.y 3 est contenue dans ~v) 

la démonstration est donc achevée. 



( v+1) 

(v) 

(v) 

( v-1) 

f 
0 

fig.1 

( v+1) 

f 

-----,. 
y' 

2 

2 ( v-2) 

fig.3 

fig.5 

(v) 

( v-1) 

f 
3 

(v) 

( v-1) 

f 
0 

f 
0 

f 
1 

fig.4 

fig.6 

V.8 

2 
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§.2o Connexité de l'espace 'fi . 

On suppose dans tout ce paragraphe que (W,V,V') est le cylindre 

V x (I,0,1) dans lequel on a identifié V x {o} à V. De sorte que 1 est 

l'espace des fonctions '(;
00

: V x (I,0,1)-> (I,0,1)• 

2.1. Résultat. 

Définition des espaces cf 
i,q tl 

on note CJ'. Pour tout i tel que O ~ i ~ n-1 , et pour tout q ~ 0 , 
J.' q 

le sous-espace de Cf formé des fonctions de Morse ordonnées qui ont en tout 

2q points critiques, dont q sont d'indice i et q d'indice i+t . [On 

notera que, d'après la définition 2 de 1.1., si f € ~-1,q 
il peut y avoir 

égalité entre valeurs critiques d'indice i égalité entre valeurs critiques 

d I indice i+1 mais toute valeur critique d'indice i est strictement plus 

petite que toute valeur critique d 1 indice i+1]. 

On note cf. 
J.' q; (X 

le sous-espace de codimension 1 de Gf' séparant cr. 
' J.' q 

de 

les éléments de Cf. sont les fonctions ordonnées dont 1 1 ensemble 
i,q;a 

critique se compose d'un point de naissance c, d'indice i, et de 2q 

points critiques du type de Morse, parmi lesquels q sont d'indice i et sont 

situés en-dessous du niveau de c, et q d'indice i+1 et situés au".'"dessus 

du niveau de c. 

On pose 

u ci. u cr. ) == cç_ 
q~O i,q i,q;a i 

Il est clair que Cf. est un ouvert non vide de 1 1 espace (j des fonctions or
J. 

données (lui-même ouvert dans 'f, et connexe d'après le théorème 1). 

Théorème 2. Soit V rn, variété différentiable compacte connexe, de dimension 

n-1 , .,tl.§ill W == V XI • défini ci-dessus. Si n ~ 6 , n
1 

(v) == 0 , 

alors tf'. est connexe par arcs. 
J. 



Cet énoncé est visiblement équivalent au suivant 

Théorème 2 1 • Sous les hypothèses du théorème 2, tout couple dléléments de ~~ 

(c'est-à-dire de ~.01'- 0
) peut~ ,joint par-~ bon chemin à valeurs dans 

J. 

2.2. Principe de la démonstration. 

On démontre le théorème 2'. On utilise pour cela la filtration de l'espace 

des fonctions ordonnées définie par l'"intervalle des indices 11
• Pour 

on note 1°(. . ] J.,J 
l'espace des fonctions ordonnées excellentes 

dont les indices des points critiques sont tous compris entre i et j ; et 

pour tout entier k~O, on note g:o 
(i,j];k 

c;o 
la partie de [· ·] J.,J 

formée des 

fonctions dont le nombre de points critiques d'indice i est inférieur ou égal 

à k • 

Lemme o. Si n :r 6 et n: (v) = 0 ; si fil plus i ~ n-4 , j ~ i+2 .tl k ~ 1 , 
1 

-o do 
alors tout bon lacet relatif de (<:f.[. . ] • k , --J'[. . ] • 1~_

1 
) est homotope ~ <f , 

J.,J ' J.,J ,-"' 

avec extrémités fixes, à un bon chemin de if 0
[. ·] 1~ e 

-- - - -- -- J.,J ;.K.-1 

Démonstration du théorème 2 1 à partir du lemme o. On a la filtration : 

a'O . . = g:-o . . C e;o . . <:JO dO cr
0 

·s[ ] [ ] [ ] c .•. c [. . ] . 1~-î c } [. . ] . k c ••• c 1·,[. . ] J.+1,J l,J ;O l,J ;1 l,J ,-"' l,J , l,J 

Tout bon lacet de (~[· ·] , 'f 0
[. 

1 
·]) a son image contenue dans un certain 

l,J l+ ,J 

de sorte que, par application répétée du lemme O, on obtient le 

résultat suivant : 

( i ) Si i. ~ n-4 tl j ~ i+2 , alors tout bon lacet de (éj.O[ . . ] ' 1,0( ] ) l,J i+1,j 

peut être déformé _avec extrémités fixes en un bon chemin de CÇ0
[. ·] • - ----- - l+1,J 

On en déduit par dualité 
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( 1 1 ) Si j ~ 4 tl j >,, i+2 , alors tout .llim. lacet de 

peut-être déformé ~ extrémités fixes .fill J:J.!);. bon chemin de 

Soient alors f et f' deux points de cf~; d'après le théorème 1 (cf. 1.1.) 
J.. 

f et f' peuvent être joints par un bon chemin y 
a:o 

de }'[o,n] ; si 

l'application répétée de (1) permet de déformer y, avec extrémités fixes, en 

un bon chemin y' de ?0
[ J • Si en plus i ~ 2 , 1 1 application répétée de 
i,n 

(1 1 ) permet de déformer y', avec extrémités fixes, en un bon chemin de 

c I est-à-dire de 

2.3. Un système de générateurs pour 
-o crO 

rc1 (~[ . . ] · k ' J [ . . ] · ,_ · 1 ) • J..,J ' J..,J ,.rs.-

Définition. Soit efO 
fE:f[. ]; i,n 

on appelle chemin de Smale d'origine f tout 

bon chemin 6 dont le graphique 

est du type ci-contre. Autrement 

dit, les accidents successifs de 

>i+2 { -------------

6 sont : une naissance d'indice 

i+1 { 

i { 

:--s 
's: s;: 

i+1 à un niveau intermédiaire entre 

les points critiques d'indice i+t et ceux d'indice i+2 de f . 
' 

le croise-

ment successif du point d'indice i+1 nouveau-né avec tous les points critiques 

d'indice i+1 de f et enfin destruction de ce point critique avec le point 

critique d'indice i le plus élevé de f. 

dans 

Si f E :f0
[. . ] • k , l'extrémité de tout chemin de Smale d I origine 6 

l,J , 

'.t0[. ·] ,_ • On démontre en théorie de Smale la propriété suivante 
J.., J ; .l\.-1 

est 

( **) Sous les hypothèses du lemme O, tout point de 'f 0
[ ] est origine 

i, j ; k 

d'un chemin de Smale. 

Lemme 1. Sous les hypothèses du lemme O, les lacets relatifs dont les graphiques 

appartiennent à l'un des cinq types suivants consti tuent]:J.!);_ système de généra-
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i+2 { i+2 { 
i+2[ 

( \ 
I 

·+1{ z 
{ { i+1 i+1 2_ z s z 

i { / s z 
i { i l 

1er type 2ème type 3ème type (k ~ 2) 

i+2 { i+2 { 

~\ { Î i+1 { 5§2 i+1 z 
../ { { i i 

4ème type 5ème type 

Démonstration Comme pour le lemme 1 de 1.3, on se ramène à considérer un bon 

lacet relatif y, à q croisements; il est commode de supposer y 

"irréductible" (c'est-à-dire tel que sauf aux extrémités, il ne soit jamais 

dans 1 [ i, j]; k- 1). Comme en 1. 3. , on obtient une homotopie entre y , et un 

composé (y
1
.o

1
).(o~1 .y2 .o2 ) ••• (6~~ 1yq) , où o

1
, ••• ,6q-î sont cette fois des 

chemins de Smale donnés par la propriété(**). Les lacets relatifs tels que 

sont du 5ème type. Pour un lacet relatif tel que 

possibilités sont les suivantes : 

1) y
2 

est Jd.!l chemin ~ croisement. 

les diverses 

a) le croisement se fait entre points critiques d'indice? i+2 , ou 

entre points critiques d'indice i autres que les deux plus élevés : le lemme 

des sin~~larités indépendantes (cf.IV, 1, proposition 1) ramène immédiatement 

à un lacet du 1er type. 

b) le croisement se fait entre points critiques d'indice i+1 on 

obtient un lacet du 2ème type. 

c) le croisement se fait entre les deux points critlques d'indice i 
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les plus élevés on obtient un lacet du 3ème type. 

2) y
2 

est .J:!!l chemin de naissance (..2.1a:, de~). 

Le cas où cette naissance est d'indice i est écarté puisqu'on a supposé y 

irrédu.ctible. 

a) l'indice de la naissance est i+1 on obtient un lacet du 4ème 

type. 

b) pour toutes les autres valeurs de l'indice de naissance, le lemme 

des singularités indépendantes ramène au 1er type. 

2.4. Démonstration du lemme O; 1ère étape : réduction à la queue d'aronde., 

On va montrer que sous les hypothèses du lemme O, tout lacet relatif apparte

nant à l'un quelconque des 5 types ci-dessus est homotope sur c;: à un composé 

de lacets relatifs en queue d'aronde (cf. IV, 4.1) et de lacets dont l'image 

-o 
est dans 'f [i,j];k- 1 • 

Pour les lacets du 5ème type, c'est une conséquence immédiate du lemme des 

singularités indépendantes. 

Cas ~ lacets du 1er ~. Voici traduites sur les graphique les déformations 

successives qu'on fait subir au lacet : 

i+2 i+2 
i+1 .[· \ A i+2 

7S z s: i 7 s 2 s: 
i 

( 1 ) (2) (3) 

i+2 
i+2 i+2 

~ 
i+2 

~ i+2. é :t&-1 
~ J. 

1 

(4) (5) (6) 
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Passages de 1 à 2, de 3 à 4 et de 5 à 6 par le lemme des singularités indépen-

dan tes. 

Passage de 2 à 3 par une apparition de bec (IV, 3.2.,. proposition 3). 

Passage de 4 à 5 par le lemme du triangle (IV, 2.2., proposition 2 : ci-est la 

condition (3) de cette proposition qui est réalisée, puisq_ue i ~ n-4). 

Cas des lacets du 2ème~- Le lemme du triangle (utilisé dans le même cas que 

précédemment) permet de se ramener à un lacet du 1er type. 

Cas des lacets du 3ème ~- De tels lacets n I existent q_ue lorsque k ~ 2 • 

Soit y un tel lacet, d 1 origine notée f . 
' 

soit o un chemin de Smale d 1 ori~ 

gine f (son extrémité est dans <=f[i,j];k-
2

)e On déforme le lacet relatif 

-1 ) o y (avec extrémités fixes de façon q_ue son graphique, initialement de la 

forme 1 ci-dessous, prenne successivement les formes suivantes : 

+2 {. r { 
~--;r ___ ~ii+J.. 1 i+2 L--)-,--a-111-.· +-1-- i+2 ===========:-:.-:.-:.-:.-=-.--
_L_ ~ ·- ><__ ::: __ ~-- ~i+1 

i 

i+2 {----------i+2 {--------- i+2[----------

+1 c:::::,. 7 i+1 ~ 

i+1 _ z4+, ~ ·~ 
- --------,,------ J. --...,.,-;~--

i i J. 

(6) 

Passage de î à 2 par le lemme d 1unici té des naissances (III, 1. 3., corollaire 2 }; 

la surface de niveau séparant les points critiques d'indice i+1 de ceux d'in-

dice i est en effet connexe dès que O ~ i ~ n-3. 

Passage de 2 à 3 par le lemme des singularités indépendantes et le lemme d'ap-
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Passage de 3 à 4 par le lemme du triangle, cas (3), utilisé deux fois. 

Passage de 4 à 5 par suppression d'un bec du type naissance-descente (cf. IV 

3.2e 9 proposition 4, 1°); pour 3 ~ i ~ n-3, on peut en effet appliquer le 

cas (3) de cette proposition, car la surface de niveau séparant les points cri

tiques d 1 indice i de ceux d 1 indice i+1 est simplement connexe pourvu que 

2 ~ i i n-3 ; et pour i == 0,1,2, c'est le cas (1) de cette proposition qui 

s'applique puisque n ~ 6 

Cas des lacets du 4ème~- Par une apparition de bec, et par le lemme des 

singularités indépendantes, on se ramène 

à un lacet relatif ayant le graphique 

ci-contre. On est donc ramené à un lacet 

du 1er type par une suppression de bec 

(et le lemme des singularités indépen-

L 
7 

2 
i+1 
1+1 

i 

i 

dan tes),; c I est le cas (3) du lemme de suppression des becs qui s'applique pour 

2 ~ i ~ n-4 , et le cas ( 1) pour i == 0 et i = 1 • 

Soit y un générateur en queue d'aronde, d'origine f, d'extrémité f'. 

Si y est homotope en tant que bon chemin à un lacet absolu, il est homotope 

sur 'f' à un chemin de cr0 (puisque 1' est acyclique). Or le lemme 
[ i, j]; k-1 

de la queue d'aronde (IV, 4.3., proposition 5) montre qu'il en est ainsi 

(puisq_u I on a supposé i ~ n-4) dès que la surface de niveau de f séparant 

les points critiques d'indice i de ceux d'indice i+1 est simplement con-

nexe. Ceci se produit dans deux circonstances a) si k=1 ; b) si 

2 ~ i ~ n-3 

avec k ~ 2 

Il ne reste donc à examiner que le cas où i == O ou i = 1 

Soit alors o un chemin de Smale d'origine f 1 le graphique 
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i+2 E 
i+2 [ 

l t i+1 
i+1 

i+ i 
i 

i { i{ 

( 1 ) (2) 

de y.ô est du type (1) ci-dessus; on le déforme, avec extrémités fixes, 

jusqu 1 à ce que son graphique soit du type (2) ; on utilise pour cela, outre le 

lemme des singularités indépendantes, une apparition de bec, un triangle (dont 

les trois 11côtés 11ont l 1 indice i+1) et une suppression de bec du type nais

sance d 1 indice L-descente d'indice i+1 ; le cas (1) du lemme de suppres-

sion des becs est applicable, pu.isque, pour i = 0 et i = 1 on a : 

2i+1 ~ n-2 • 



Chapitre VI 

Préliminaires algébriques à la détermination du nerf de 

Ce chapitre, entièrement indépendant de ce qui précède, fournit les modèles 

algébriques qui seront utilisés au chapitre suivant. Au §1, on rappelle la défi-

nition (classique) du complexe -jq associée au groupe symétrique s 
q 

puis 

on définit le complexe '&q; on en donne quelques propriétés dont la principale 

est la proposition 2. Le §2 est une description détaillée du 2-squelette de 

~q; les points les plus importants riour la suite sont la proposition 2 1 , où 

l'on montre que les arêtes issues d'un sommet de (/) sont en correspondance bilgq 

jective (et canonique à isomorphisme affine près) avec les entiers i et le 

n° 2.4.2 où l'on associe à tout sommet de ~ x ~ un invariant entier noté 
q q 

!a !. Le §3 est entièrement consacré au lemme fondamental; celui-ci est 
q?q 

énoncé à la fin de 3.1 et démontré en 3.2 et 3.3; la démonstration se fait par 

récurrence sur q elle utilise une filtration assez compliquée, définie par 

l'invariant la I et d'autres invariants; le lemme 7 de 3.3 constitue la 
q, q 

clef de cette démonstration. 



1.1. Prélimina' 

GL(q,Z). 

VI .. el 

Notations. Soit q un entier positif. On désigne par G le groupe GL(q,Z) des q 
matrice.a inversibles d'ordre q sur z. On note Îq le sous-groupe de Gq formtli des 

matrices triangulaires inférieures. 

Pour tout Je: {1,2, ... ,q-1}, on note ÎJ le sous-groupe de\ formé par les 

matrices (13jk) telles que les ajk non diagonaux soient nuls pour (j-1,k) G: JxJ. 

Pour tout J 1 c J, one TJ':,, TJ ; en particulier, T,.."' Tq , et T ) JU {1,2, ••. ,q-1 
est le sous-groupe de G formé des matricês diagonales; on le note Diag q q 
Pour tout Je. {1,2, ••• ,q-1}, on note TJ le sous-groupe de Tq formé des matrices 

(ajk) telles que les ajk non diagonaux soient nuls pour (j-1,k) 4'-J x J. 

Pour tout J I c J, on a TJ', c TJ' • En particulier, T 1 = Diagq , et T1 "' î • ,-, {1,2, .. .,q-1} q 
On note T. f'l T 1 

J' J "' T J' ,J 

On note T le noyau du projecteur canonique 

r J , r I J ; r J , J ,. 

T-> Diag notations analogues : 

Pour tout jet { 1,2, ••. q-1} , on note 

1 

• 1 
j •• . •..•.• 0 

01 

q q 

s. la transposition de matrice 
J 

0 

Pour tout J c:. { 1 , 2 , ••• , q- 1 } , on 

j lit J. En particulier, 

note SJ le sous-groupe de 

5 = { e} et 5 r 

G engendré par les 
q 

s. , pour 
J 

trique S • 
Q 

b,emme 1. 1} 

~ ~1,2, •.. ,q-1} 
est lo groupe symé• 

Pour tout couple (J,J') de parties de {1,2, ••• q-1},t1;,,ll..es que JI C. J, 

on a une décomposition avec unicité 

2} La composée des applications canoniques T T T /T JI ,J--+ JI ...... JI J est un'!. bijec-

.ll.QD., 

Démonstration. 1) LtJ morphisme. T -4' T' obtenu·,en ;emplaç.ant par zéro les q J ajk 
non diagonaux tels que (j-1,k) f J XJ est un projecteur; par restricticm. on 
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obtient un projecteur r :--'> T ' dont le noyau est 
J' J'J 

"' TJ (puisque JI C J); 

d'oD la décomposition en µroduit semi-direct 

Î 
~ ,., 

J' "'TJ'J. TJ 

D'autre part, le projecteur naturel T ~ Diag définit une décomposi tien en 
J' . q 

produit semi-direct 

d'oD la décomposition annoncée, et son ~nicité. 

2) Du 1) on déduit aussitôt une décomposition en produit semi-direct 

T J 1 .. rJ , J • T J 

la bijection annoncée en résulte. 

bf~ .. 1 ) Four tau:!:_ J c. { 1 , 2, ••• , q-1 ) T 
J 

est stable pour les automorphisme~ 

intérieurs de G définis oar les él~mcnts de 5 
q J 

2) Pour tout ,J I c ,_1, QD....§_ 

TJ. SJ 1 • SJ' • TJ: sous-groupe·de GQ enoendrC par TJ et SJ' 

3) ~ g tl g' deux éléments da G ; pour que g5 et g'5 q ,.._....;...__,_ __ 1 J J 

imaae dans Gq/Tq, il faut et il suffit oue g' g € TJ. SJ 

aient même 

Démonstration.Le 1) résulte du fait que pour tout j E J, TJ est stable pour 

• 

l'automorphisme intérieur défini pe,;(" 

Preuve du 3).(Pour toute partie A de 

s .• Le 2) est une consGquencc immédinte du 1). 

G /T J . Il résulte du 1 ) 
q q 

que pour . 
Réciproquement, supposons que -g5j 

autrement dit, il existe s ... SJ 

avoix - . t5 = 5 • et ceci entraîne 
J J ' 

= 

et 

J 
G , on note A l t im,.1ge can_onique de A dans 

Q ,,.-.... .,,.:.... 

t € T J et s E. 5 J , on a tsS J = t5 J .= 5 J • 

S J ; cela entr<Jîne en particulier cÇ1 6:. S J 

te T tels que g = ts ; on doit alors 
q 

té T • [on montre en effet sans difficulté 
J 

que si une matrice triangulaire t n'est pas un élément de TJ, alors tSJ n'est 

pas contenu dans 5 J • T q ] • 

~emme 3. L'application naturelle 

S --), T \ G /T 
q Q Q Q 

est injective. [T"\.. G /T désigne l'espace des doubles classes.de G à 
q q q q 

tj~oite et à gauc~e modulo T ] • 
. q 

Démonstration. Soit T(q,~) le sous-groupe de GL(q,~) formé des matrices trian~ 

gulaires inférieures. Il résulte d'un théorème de Eruhat (cf.( 1 ), p:187) que 

l'application naturelle 
S ~ T(q,fW\ GL(q,f{)/T(q,IR) 

Q 

est bijective; le lemme en résulte aussitôt. 

(Le lemme 3 peut é9alement se démontrer sans difficulté par un calcul direct.) 
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1.2. Représentation g,'.!omt'.!triaue du m:oupe symf.:itriCJ':!.,.E!. Sq ;· le t:omelexe J' q • 

On désigne par S le groupe symétrique de q variables (groupe des permubtions 
q 

de 1 1 ensemble { 1 , 2, ••• , q· } ) • 

On désigne par b,. ou simplement 6 le simplexe-type de ciirnen'.:!ion q, - 1 
Q-1 

défini dans l'espace euclidien IRq par les conditions 

(j = 1,2, ••• ,q) 

{ 

X ~ Ü 

t. "1 
j ::1 J 

On fait opérer le groupe s 
q 

à gauche dans ~q en rosant, rour tout s E: s 
Q 

(1) s.(x
1

; x
2 

, ••• , :~q} - (x
5 

.. 1{1)' x
5

-1( 2 )'"'' x
5

_1(q)) • 

LI élément s de GL ( q ,IR) défini par ( 1) laisse L stable; on note ièncore s :;~a 

restriction cl 6 . 

On désigne par n le barycentre de .6 , et par (?i ( .6) la première subdi

vision barycentrique de .6. ; c I est la subdivision de b. d6tc:nnin6e par la famille 

d'hyperplans de [Rq d'équations 

X ::: X 
j j 1 

( 1 ~ j < j 1 .(: q). 

On appelle simplexe fondamental de Û.'.l ( ê:,.} celui qui est d6fini par las in6-

gàlités 

(2) 

Soit 115 
2 

( 6. ) la 
2 

de D, dans ~ ( 6 } ; 

seconde subdivision barycentrique de Â , Gn note IKI l'étoile 

on note K le complexe simplicial abstrait ordonné sous-jacent 

à IKI : les éléments de K sont l~s sommets de !KI , c'est-à-dire les barycentres 

des simplexes de~ (.6.) qui contiennent Q ; la relation d 1ordre sur K {notue 

b' >- b11
) est "le simplexe correspondant à b" est une face de celui qui corres-

pond à b' 11
• On désigne par (K] la structure naturelle de C\,/ complexe de IKI , 

dont les cellules sont les étoiles descendantes des sommets de !KI; cf. pour tout 
~u nerf 

ceci,au chapitreVII, n° 1.2., l'étude)de la stratification naturelle d'une vari-

été combinatoirement triangulée, 

Pour tout J c:: { 1,2, ... ,q-1} on note F J la fecc du simplexe fondamental· 

de o~ u~) qui est dé:finie par le système d'équations 

(3) X, = X, pour tout j ~ J . 
J J+1 

On note bJ le barycentre de FJ ( le barycentre b,0 du simplexe fondamental 

est noté 5im~lè~ent ·t ); on note F l'étoile descendante de 
*J bJ dans K, et 

(F*JJ la cellule correspondante de [K] . 



On a immédiatement le 

LI l . t· J'--'-F (rpccssn J~_.:,,,.[F )) estuneb,ijectiondel'cn-Lernme 4. app ica ion .-, J ~- ~7 -K·J . _ 

semble des Dartics cie {1,2, •.• ,9-1J sur celui des faces du simplexe fond:·m~:..n.

tal gui contiennent iO, (resp. celui des cellules de [K) oui co1J._ticnncnt b ) • 

Jar les transpositions s. 
J 

le sous-groupe de 

pour j ~ J; en p2rticulier, s
0 

~ {e} 

Proposition _1_. Soit f3 l' upplication 

/3 (s) = s(b) 

définie p_ar. 

pour i.out s ~ 5 
q 

1) (3 est une bijection de 5q .ê.ld.LJ.,.e. 0-sruclettr. (K] de [K] • 
0 

s 
q 

engendré 

2) Pour tout Je {1,2, .•. ,q-1} et tou~ -:E: 5 , (3(s.S) ..Q.:.St ln 0-llmll.J..r.tti;: 
q 

de la cellule s .[ F.;:) .9.§. (K]. En 1Jnrticulier on a 

(4) A ( S ) ., [F J fi [K] 
/V J *J 0 

Ceci d6finit une bijection entre l'ensemble des ~lasses s.SJ et celui des 

cellules de [K] (lui-même isomorphe à celui des sommets de K); 8n particulier 

l'ensemble des sous-arouoes SJ correspond par cette bijection~ c~lui des 

ccllulos de [K] gui contionnent .b {lui-même isomorphe à celui C::es faces du 

simplexe fondamental qui contiennent {J, ) • 

Démonstration. 1) Tout simplexe de dimension q - 1 de b,. e3t c~ract~risw par des 

inégalités du type x
5

( 1) ~ xs(Z) ~ ••· ~ xs(q) 

et ces inégalitGs sent strictes au barycentre, Ceci d~finit une application 

[K] ~ S réciproque de /3 . 
0 q 

2) Les sommets de F ~:·J qui sont barycentres de faces de dimension q -

de ~ (.Ô. ) sont les symétriques i tJrés de b par rapport oux hyperplans ( 3) : ceci 

traduit exactement (Il). On en déduit 

Comme chaque cellule de [K] est bien détcrminfe par son 0-s~uelette (cf. chcpVII, 

n° t.a., propriété 3), ceci définit une application de l'ensemble des classes 

s.SJ dans celui des cellules de [K); cette application est injective puisque f3 

'èst injective; elle est surjective d'après le lemme 4 et la surjectivité de /3· .: 

Àoplicati□n.: dGfinition du comole~~ J' 
q 

Soit June partie de {1,2, ••. ,q-1J; on dit qu'une partie de S est une 
n 

pi\'î:rtie distinguée de type J si elle est de la forme s.SJ , avec s ~ 5 • On note 

.Y q l'ensemble des parties distinguées de s
9

, muni de la structure ~e complexe 

VI • 4 



simplicial ordonné œfj.nie par l'inclusion; en particulier, l'ensemble des parties 

distinguées de type ~ s·• identifie canoniquement à S • 
q 

Le complexe~ a les propriét6s suivantes : 
q 

1) Pour tout Je [1,2, .•• ,q-1 J, la famille de~ parties distinguées dn type J 

est ptable par toute translation à gauche de S • Il en résulte que pour tout 
q 

s c 5 , ~a translation à gauche rie 5 définie p~r s se nrolonqe rie facon natu-
q q 

rrüle en un isomorohisme de '-J ( resDectant le tvpc de chaoue él~ment) qu I on appel_-
q 

le translation à aauche de J défin;e par s. 
q 

2) Il résulte de la proposition 1) ci-dessus, et de la propriété 3 du chapitreVII, 

n° 1.2., que l'application A 5 4[K] se prolonge de façon naturelle en un 
,- Q 0 

isomorphisme (encore noté (3 ) de ';f q sur K, muni de sa structure de complexe sim-

plicial ordonné; pour tout J c {1 ,2, ••. ,q-1}, on a 

f3( 'j') = F.,J 
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3) La réali6ation géométrique 1 ;f ! de j 
q q 

a une structure de C\-1 cor~plexe, notée(~ ) 
q 

dont les cellules sont les étoiles descenciantes des sommets de If 1; en particulier, 
q 

le □-squelette [;J q] 
0 

de [j q] s 1 identifie iJ 5 q ; /3 définit un isomorphisme de 

[t ] sur [K] . 
q 

1.3. Le complexe e . 
q 

On désigne par G le groupe 
g 

GL (q,7l) et par T 
q 

le sous-groupe de G 
q 

formé par les matrices triangulaires inférieures. Dans ce nurn~ro 

un complexe [ t; ] dont le 0-squelette s 1 identifie à l 1 espace homogène 
q , 

Pour tout g €:. G , on note 'X l'application s H>-gs de 5 dans 
q g q 

Lemme 5, Quel que soit g ~ G , l 1 application 
q est iniective. 

on construit 

G /T 
Q q 

G /T 
q Q 

Démonstration. Soient s et s I E: S et 
q 

t t:: T 
q 

; l'égalité 

T ::{e}. 
q 

gs:: gs't s'écrit 

s 1-1s = t; ceci entraîne s = s 1 , puisque s n 
q 

Lemme 6. Soient '"y -1 'V 
/\ 92 ° /\ 91 coïncide sur son 

ensemble de définition avec une translation à gauche de s 
q 

Démonstration. L'énoncé étant trivial lorsque l'ensemble de définition de 
-1 

'X 92 ° 'X 91 est vide, on suppose qu'il existe s
1 

E 5 1 s e:, 5 
q 2 q 

tels que 

( 5). 

Comparons d I abord 'X 
9252 

et 'X 
9151 , l'égalité , 

et t €: T 
q 



~quivaut à il existe t' e.: T tel que 
q 

g
1

s
1

st' = g
2

s
2

s 1 

Cette de~nière égalité s'écrit d'après (5) 

st' "'ts' 

d'après le théorème de Bruhat (cf. 1.1.,lemme 3), s = S
1

• Donc 

est l'2pplication indentique de sen ensemble de dêfinition, et 
-1 'V 

celui-ci coïncide avec l'ensemble de définition de A 91s 1 ° ftg 2s 2 • Or on a, en 
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désignant par '!:' 
5 

là translation i'..i gauche de \ _~,:;finie por s, 'X gjs j =-'X 9j O 'l'sj 

(j = 1,2) Donc· Ag;o /1
91 

coïncido sur tout son ensemble de définition av,,c't'81 .s2 

Corollaire,~ A une partie de G /T ; s'il existe J c: {1,2, .•• ,q-1}, et 
q q 

g e: Gq tels gue A soit 1 1 image mir 'Xg d'une partie distinauée de t"pe J de S Cl , 

alors, pour tout g I ç: G tel cJue 1 1 imuoe dè A 
I 

contienne A, A r:st l 'imrrne par 
g 

'X g, d I une partie de tvpe J .Qê_ 5 q 

{C'est une conséquence immédiate du lemme 6 et de l'invariance par translation à 

,gauche du type des sous-ensembles s.SJ de s . ) 
q 

Définitions. Une partie de G /T 
q q 

qui a la propriété de l'énoncé du corolloira 

ci-dessus est dite oartie distinquée de type J .Q.ê. G /T 
q q 

On note e l'ensemble des parties distingu~es de G /T , muni de la structure 
Q q Q 

de complexe simplicial ordonné d6finie par l'inclusion; en particulier, l'ensem-

ble des parties distingu~es de type~ s'identifie canoniquement à G /T 
q q 

Propriétés du complexe t . 
q 

1) rour tout J c { 1 , 2, ••• ,q-1} l I ensemble des par des distinguées de type J de 

G /T 
q g 

est stable par toute translation à gauche de G /T • Il en résulte que pour 
q q . 

tout g E G , la translation à gauche de 
q 

façon naturelle en un isomorphisme de 

qu'on appelle translation à gauche de 

t 
q 

{'; 
q 

G /T 
q q 

définie par g se prolonge de 

(respectant le type de chaque élément), 

dtfinie par g. 

2) Chaque A se. 
9. 

de J dans ~ 

prolonge de façon naturelle en une applica. tian { encore notée 'X ) 
g 

q q qui détermine un isomorphisme entre et son image_, munie 

de la structure de complexe simplicial ordonné induite par celle de t 
Q 

3) L'étoile descendante de tout éllment de~ est définie par une partie distin
Q 

guée de G /T 
q q et tous ses sous-ensembles distingués i elle est donc contàhue dans 



l'image d'un certain J ; elle est donc (d'après la propriété 2) isomorphe à son 
g 

image réciproque par A • Donc l'étoile descendante de tout sommet de type J de 
g 

la réalisation géométrique IB I de e est isomor~he au cône d'une sphèr8 combi-
q q 

natoirement triang.u~e, laquelle est de dimension j-1 si card J = j. Ceci détar-

mine sur lt I une structure de CW complexe, 
q, 

notée [ G' q] ; la cellule de [ (; q] 

définie par une partie distinguée A de G /T 
q q 

est notée [A) ; l'ensemble des cellu-

les de [{; J est en correspondc,nce bijective 
q 

avec C ; cette correspondance est 
q 

un isomorphisme pour les structures d'ordre respectivement d~finies car l'inclusion 

des cellules et celle des parties de G /T 
q q 

de [ ~ ] s'identifie à 
q 

G /T • Chaque "I 
q q /\ g 

• En particulier, le □-squelette [ C 
0

) 
0 

d0termine un isomorphisme entre ['.)' ] .. q 

et son image dons [ ~ ] • 
q 

Chaoue cellule de [t ] est dét'"rmi.née rar l 'cn:-;e:nhle 
q 

des 0-cellul~s ou 1 elle contient; a fortiori, chaque cellule est d6tcrmin~e car son 

. -... ..---
4) Soient ô ::: [ gSJJ et & 1 = [g 'S ] deux cellules de type J do [ê; J 

J -1 q 
S "' &1 

, il faut et il suffit que g I g i;: T S J. J 

pour que 

(C'est dans un langage différent le résultat ·du 3) du lemrne 2, no 1~14) 

5) Etude de l'ensemble des cellules de [Cq} ~ui contiennent une cellule donnée, 

Les notations T , T , etc., sont celles de 1 .1. 
J J'J 

Propasition,2. Soit & une cnllule de L~q] ; .§.2.?.:.i J' le tyoe de ô !!&t J ~ 

partie de t 1,2, •.. ,q-1 }. 

1) Pour gu I il existe une cellule rle type J col"\ten,,nt 5 , il.J,:,ut et i) sufE t g_ueff 

J ~ J 1 ; gour·toute telle ~ellule ~ , Q.;3_xiste g ç;: c; j:Eü gue 
• q 

2) 

est une bijection de 

.!J.filll 6 . 

. ,....._ 
f = [gS) .ê.i 

J ::> J 1 
• Pour tout 

,.....__ 

S = [ 9s J ,J • • -tel que 5 = [gS Ji) , l I ap'plication 

sur l I ensemble des cellules de tv12~ J .9E. r G' ] s:~-
1.. q , 

3) .§.çij.efl!:. 0 il O 
I deux cellules de type J .f!.ê.. [ G' J contenant ô i on note 

-1 -1 q 
11. g { 0) = u il IJ-g (f') = u• • L'orbite de u•- 1.u gour les opérations de 

ru 
SJ' • Diag 9 (opérant dans TJ,,J par les automorphismes intérieurs) est ·un inva-

riant du triQ,l~. (f, ( ,ô) • Cet invariant est conservé ear toute t_ranslaliçi!l..l!. 

gauche de [ e J . 
- Cj 
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. . 
Dêmonstration. 1) 5i J :::> J' , et si 

........... ,,--. 
ô = [ gS J 1] , alors [ gS) contient 6 . Réc:i-

proqumnent, supposo1,1s qu I il existe ;r de 

----
type J contenant. 8 ; soit g un élément de 

G tel que ':r = [gS ] • DI après le corollaire du lemme 6, il existe s (. 5 
q ~ J q 

tel 

que 8 = [gsJJ . D'après le lemme 5, l'inclusion· Sc~ entraîne sSJ 1 c SJ 

ceci ent1:aîne s c. S J et J I c J; on pose gs = g ; g a la propriété voulue. 

2) D'après .J.e 1) et la propriété 4 ci-dessus, toute cellule de type J contenant ô 
~ 

est du type [g'5J], avec g'€: gTJ' • SJ' • L'application . ,,.---. 
T J, 3 t ➔ [gtS J] 

est donc une surjection de TJ' sur l'ensemble des cellules de type J contenant~. 

Soient t et t' deux él6ments de Tjl . ; d 1 apr0s la pr.oprfoté 4 ci-des su!:;, pour que 

---- [~J t 1-it [gt 1S) = il fi..ut et il suffit quo E:: T on en déduit, par pas-
J 

sage au quotient, une bijection de TJ
1
/TJ sur l'ensemble des cellules de type J 

passant par S ; on obtient ~· en composant cette bijection avec la bijectJ.Oll 
N g 
TJtJ ➔ TJ/TJ donnée par le 2) du lemme 1, (cf. 1.1.). 

3) L1élément g (astreint à la condition [~,] = 8 ) 8St bien déf.ini à mul tiplici3-

tien près, à droite, par un ôlérncnt arbitraire de s J 1 . TJr Or il e:::;t clair 

qu'on a, pour tout s ~ SJ' et tout 
<" 

t E. T ,, 
.J J 

p. (t) = U (sts) 
gs \ g 

Soit d'autre part t' € T · 
J ! ' 

et soit t' = t 1 t 1 d1 lo d6comnosition de t' 
1 2 

dans 
N N 

le produit Î 1 • T Diag 
J "' J q 

(cf.1.1., 1) du lemme 1). La décomposition de 

dans le produit T1 T est 
J J 

t't = (t 1 d 1 td 1 -
1 ) 

1 

Il en résulta qu'on (pour tout a t' E: T JI 

(7) t'-gt' {t) 
Des formules ( 6) et (7) on déduit 

(7') 

ci1 r 1 ct•-1t 1 

2 
d 1 t) . 

N 

et tout t E: 
T J'} 

= f (t' d't d,-1) 
g 1 

pour tout 

= 

t't 

s €. s JI 
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pour tout t ~ TJ
1 

, 

De la formule (6 1
) résulte que si cm remplace g par gs , u ,- 1 u est i:,-mplëic,; par 

s(u 1
-

1u)s d 1 f 1 ( ) ; e a ormu e .7' résulte que si on remplace g pcr gt' , u '-1 u est rem-

placé par d'-
1

(u•- 1
u) d' ; d'où le résultat annoncé, puisque d 1après le 2) du lemme 

2 de 1 • 1 • , 

et Diag 
q 

appliqué avec J = { 1 , 2, , •. , q-1 } , le sous-groupe de 5q engendré par 5 J 
1 

est SJ,.Diag • L'invariance par translation à gauche est immédiate. q 



6) .J..e cg,um.~xe e q est connexe. : c'est une conséquence immédiate dl! fait que le 

groupe G est engendr6 ~ar ses sous-groupes 5 et T q q q 
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1.4. les comolexes ~q, [ô:>q] Z. ,kQ 
Notations. On désigne par ~ le produit ~ X e , muni de sa structure natu-

q q q 
relle de complexe simplicial ordonné. La r6alisation □~omftrique de f,) 

q 
est 

de le struèture de G.J-complexe [e J x [è.; J [cf. 1.3., propriGt6 3)); ce 

CW-complexe est noté [~ J . 
q 

Cl q 

Ogérations de G dans ~ • Elles sont d6finies par la formule 
- . q- q 

( 13) 

dans laquelle g.x 

définie par g (cf. 

" g. (x 1 y) "" (g.x, g.y) pour tout (x,y) ~ 

désigne l 1 effct sur x de la translation~ gauche de 
V t ~-1 

1.3., propriété 1)); et g d6signe la motrice g 
Q 

munie 

q 

Le quotient © /G est muni naturellement d'une structure de ccmp:exc simpli
q q 

cial ordonné; ce complexe sera noté cft, 
q 

R L G C r._1"'-] , emargue. es op6rations de respectent la structure de V-complexe -~ _ 
q q 

néanmoins il n'existe pas de structure naturelle de CW-complexe sur le quotient. 

Filtration de ~ · 6?.i et Jv 
q q -- q 

On dffinit un morphisme injectif 6 : G -➔ G en posant, pour tout 
q q-1 q 

dr5fini t na·h:cc.Llement un morphisme in iccti.f. G 
_q e ➔ C ; G envoie la classe neutre e Qê. 

q-î q q 
ë; sur celJ,e . ...Q.~ ~ , 

. q-1 q 
et transforme tout tHément en un élément de rnêrne tYE.\'l,; G q est comr:atibJ.e aves, 

les structures de CV/-camplexes [~ ] et r,{; ] 
• q-1 -- - q • 

2) 0 x G est un morphisme injectif Û~ 
1

-) (!b , compatible avec les st:ruc-
q Q q- q 

tux-es de C\:-J-cornplexes [ô:\_
1
) et_ [~q] . 

3) 6 n x 6 q définit naturellement un morphisme. injecj:i_f:. 6 : ~ 
1 
~ cJt • 

"1 q q- q . 
Démonstration. 1) Le morphisme d'espaces homogènes G 

par G 
q 

G /T 
q q •➔ G /T 

q q 
défini 

est injectif, puisque 
q 

G (T ) 
9 q-1 

T ('\ G {G , ) ; 
9 q q-1 

il définit un morphisme ~ 1 ➔ ·ei q- q 
,car l'image de toute partie distinguée de 



type J de G /T 
q-1 q-1 

Le 2) est immudiat. 

est une rartie distinguGe de type J de G /î 
q q 
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Preuve du 3) : les opGrations respectives de G et G dans ll3 et 65 donnent 
q-1 q q-1 q 

lieu au diagramme 
G X ~ 
q-1 q-1 

6b q-1 

6 X (<5 X(5 ) 1 9 q Q 

G x © 
q q 

q 
dont la commutativité permet de définir le morphisme 

Soient (x. , x!) (pour i = 0,1) deux élémonts (e C , On introduit (pour 
q-1 l. l. 

la suite de cette démonstration) les notations 5J , ;q 
S , T ,etc., qui 
J;q-1 J;q 

précisent celles définies en 1.1. 

Il existe, par définition de © 
1 

, des parties J. · et J 1 • do { i , ••• , q-2} 
q- l. :i.. 

et des éléments 

(9) 

g, , g! de G 
1 

tels qLie 
:t .l:. q- • ---(x. , X)) = ( g 5 

i i i Ji;q-1 
(i = 0,1). 

Supposons qu'il existe g e:. G tel que les images de (x , x 1 ) et (x
1 

, x
1
1 ) dans 

q O · 0 

· ~ soient ~quivalentes par l'action de g. Il en r6sulte en .premier lieu (puisque 
q 

les translations de ~ 
q 

conservent le type des élûments),que J = J et J' = J 1 • 
0 1 0 1 ' 

on les notera désormais Jet J'. Il résulte alors du 3) du lemme 2 de 1.1. qu'il existe 

des éléments s et s I de SJ , t et t I de TJ tels que 
;q ;q 

( 10) 

Il résulte de (10) que 

et par conséquent ( ptJisque 

et i = +1 ou & = -1. On 

t
g.0(g) 

q 0 
= 0 (g ).s.t 

q 1 

g. 6 ( g') = 
q 0 

V 

t € G (G 
1

). T • G (G 
1

) 
q q- q q q-

t E:. TJ ) , t est de la forme f: G (t) avec t é. T 
;q q J ;q-1 

t' de la forme 6 6 (t•) avec 
q 

en déduit d I aprés ( 1 D) que g est de la forme t; G ( g), et 
,q 

t' €'. T • Commes et s' sont respectivement J 1 ;q-1 
de la formR G (s) et G' (s') 

q q 
de· (10) qu'on a 

avec s E:. 5 et s' c. 5 , il r~sulte 
J; q-1 J' ; q-1 

= 91 "'"' s t 

N N 

"' g' s't' 
1 



ce qui entra!nc d'après (9) 

Application. Les injections 6 1 , G 2 , • • •, G q définissent une filtration de Jt ; q 
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on en d6duit par image réciproque une filtration de 6J ; ces filtrations jouent 
q 

un rele essentiel dans la suite de ce chapitre. 

§,2. Etude particulière du 2-squclette des 

complexes [ <3 7 et 
q 

2. 1 • Le 2-souelette du complexe. ['f 1-
q 

(© J • 
q 

Le complexe '!' et le C\-1-complexe [ j ] .. dq q ont été dGfinis en 1.2.; en particu-

lier, le □-squelette [ j ] s'identifie au groupe 
q 0 

symétrique S • Le î-squclette peut 
q 

être décrit comme suit. Pour tout entier i tel que 1 ~ i * q-1, on désigne pars. 
::t. 

la transposition 
1 

0 
i ................ D. .•. 1 

D 

0 

Soient set s 1 deux éléments de 5 
q 

on les joint par une arête (unique) si et 

seulement si il existe i e: {1, ••• ,q-1} tel que s 1 = SS 
i 

Description du 2-squelette : les faces de dimension 2 (on dira désormais simplement 

"faces") correspondent aux parties de S 
q 

pour lesquelles J est une partie 

de { 1 , ••• , q-1} ayant deux éléments; les groupes SJ correspondants sont de deux 

espèces : 

1 ) J est de la forme fi, j J avec / i-j 1 ~ 2. On a alors la :relation 

2 
(s.s.) = e 

1 J 

de sorte que 5 = { e, si, s .s.' J l. J 
s.1 ; c'est un groupe à 4 éléments. 

J 
La face cor-

respondant à sSJ a pour sommets s, SS. ' ss.s. , SS, on peut la définir par 
l. ::t. J J 

l'attachement d'un disque le long du 1-cycle 

[s, ss. , ss.s. , ss. , :s). 
1 l. J J 



Les faces de cette e5pèce seront appblées les guadrilat~rcs. 

2) J est de la forme { i, i+1} ~ $ i ~ q-2. On a alors la relation 

3 
(s.s. 

1
) = e 

J. J.+ 

de sorte q1•e 5 = {e s s.s , s.s. s. , s. s. , s. } ; c'est un groupe 
~ j ' i. 1 i+1 1 1+1 1 1+1 1 1+1 

à 6 élfments. La face correspondant n sSJ a pour sommets s, ssi, ssisi+ 1 ' 

s ss ; on peut la d~finir par l'attachement d'un disque le 
SS,S, 

1
s. , SS, 1 . , 

1
.+ 1 1 1+ 1 J.+ 1 

long du 1-cycle 
( s, SS. , SS. s. 

1 
, SS. s. 

1 
s. ; SS. +1 s. , ssl.. +1 , s] 

1 1 J.+ 1 J.+ 1 1 1 

Les faces de cette espèce seront appel(es les ~~xagones. 

2, 2. Le 2-squelette du complexe [ ~ ] • 
- - q 

Le complexe 'e . et le C\:-J-complexe [ '(; J ont été définis en 1.3.; en parti-
9 q 

culier, le □-squelette ['e ] s I identifie à l'espace homogène 
q 0 

G /T 
q q 

Description du 1-squelctte : les couples de points de G /T qui sont joints 
q q 

par une arête de [ c' J sont ceux qui sont l'image des extrGmit6s d'une arüte 
q . ..... 

[1 ] de par une application 1 : s-,. gs i ce sont donc les couples do la forme 
• q g 

{g, gs.1 (pour tout iE: [ 1, ... ,q-1} et tout g E: G ) . 
q l.' 

Description du 2-squelette 

deux espèces·: 1) les cycles 
. ,..--, 

[g, 
,...._ 
gs. , gs,s. ' 1 l. J 

2) les cycles 

les 1-cycles auxquels est attachée une face sont de 

-gs. 1 
g] pour tout (i,j) tel que 

J 

. ..-... 
, gs .s. s. , 

l. l.+1 l. 

tcut g E. G 
q 

. . - --. . gs_ 
1
s. , gs, , g] 

1+ 1 l. 

ÎE:. [1, ... ,q-2} 

1 i-jl ::- 1 et 

pour tout 

et tout g i:: G 
q 
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Les propriétés suivantes (aisées à verifier directement) sont des cas particuliers 

de celles établies en 1 • 3. : 

t) Chaque arête a un tvPe qui est un entier i tel que 1 ~ i ~ q-1. De même 

chaque face a un t~oe qui est une partie [i,j} de (1, ... ,q-îJ ayant deux éléments. 

2) Tout couple de sommets auquel est attachée une arête est formé de points dis

tincts, De même les faces de première espèce définies ci-dessus ont 4 ·sommets 

distincts; on les appelle des ouadrilatères. Les faces de deuxième espèce ont 6 

sommets distincts; on les appelle des hexaaones. Une face est ~n hexago~e ou un 
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quadrilatère suivant que son type est ou n'est pas formé de deux entiers consécu-

tifs. 

3) Chaque arête de ( ~ q] est bien déterminée par ses deux extrémit~s • De même, 

chaque face est bien détermin§e par son intersection avec le 0-squelette. 

4) Chaque translation à gauche de G /T 
q q 

se prolonge naturellement en un isomor-

phisme de [e q] laissant invariant le type des arêtes et des faces. 

5) Etude de l'ensemble des ar8tes issues d'un sommet donné. 

Notation. Soit iE'. {1, ... ,q-1}, On note t. la "matrice élémentaire" classi
i 

quement notée '
c'est-~-dire la somme de la matrice unité et de la matrice e. 1 . 

J..+ '1 

(a. k) définie par 
J' 

P:çoposition 2 1 • 2Qi t 

i E { 1 , ••• 1 q-1 1 • 
1) L I application f 

j,k 
pour (j,k) /- (i+1,i) 

{ 

a = 0 

ai+1,i = 
1 

cr:: G /T 
q q 

soit g un r.eoréscntnnt de c ~ G 
q 

(-7 
g·I· 

L ~i 

est une bijection de Z sur l'ense:nble des arêtes de tvae ide r,.,,. l 
L l, issues de c. 

g 
2) La seule donnée de c_d§termine µ ~ comoosition cr~s □ vec un iso~orphisme 

arbitraire de la structure affine de Z. 
[ \o J 3) Soient t-!.. .§.i v~' deux arêtes de tvPG i ~ _ c., issues de c; on oose 

q 
-1 ..,. ~1 ,,_ l "\ '\ 1 p. (cl) = /\ .§.i t-1 ((1(. 1 ) == ,,. 1 • L I entier r 1 - /\' est un invariant ù, 1 1 ensemble 

{ ()(. , t/.. 1 } • Cet invariant est conservé par. toute tr;:ms 1 ZJtion à oouche de [ 'C J. 
q 

Démonstration. Le 1) de la proposition 2 1 traduit le 2) de la proposition 2 de 

1.3. dans le cas particulier où J = [i} et J' ~ 0. Le 2) r6sulte immédiatement 

de la formule (7) établie au cours de la dé~onstration du 3) de la proposition 2 

de 1.3. Le 3) de la proposition 2 1 est la traduction, dans le cas particu~ier 

considéré I du 3) de la· proposi tian 2; c I est par ailleurs un corollaire immédiat 

du 2) de la proposition 2 1 • 

Voici trois applications importantes de la proposition 2 1 : 

Corollaire 1. ( Lemme du quadrilatère), Soient c, c 1 , c 11 trois sommets da [ 'e ] -• 
q 

On suppose gue cet c' sont joints par une arête de tyge i, et quB c 1 etc" .§...05 

joints par une arête de type j. Si I i - j 1 :r 2, il existe un sommet c' et 1.m 

seul de [ 'e J tel que 
q 



c et ~ 1 soient join·~s par une arête de ty~ j ; 

;;', et c 11 soient joints par une ë:rête de tyee. i ; 

~e 1-cycle Cc, c 1
1 

c", ;,, c] borde un quadrilatêr~ de 

Démonstration. 

la proposi;cion 

~ CIi = 
.1 l. J ' ... 

On se ramène par translation au cas où 

2 ! ' 
• 1 1 .. 

. On 

existe des entiers 

pose t~ 
l. 

gs. 
1 

:>.' t. 
l 

-· 

gs. s . = 
.l. J 

"' g 

'I et Â 1 tels I\ 

; on a 

de sorte qu'on peut prendre 

que c' 

[C J . 
q 

D'après le 1) de 
~ 

- t?.. "' et . "'. 
1 l. 

L'unicité résulte du fa:i. t suivant : tout t €. T qui vérifie 
q 

s. ts. s. T 
l. J. q 

et s s ts s E:. T 
ji"ij q 

vérifie aussi (lorsque li - jl ~ 2), 

s,ts. E: T 
J J q 
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Corollaire 2. {Lemme de c,c 1 , c", c 111
, quiJtJ::e sornrnr~ts de C't:; J • 

q 

arête de tv:oe i (;ses2. i+î, ~· i). Il existe alors deux sornmets bien déterminés 

c' et c" .~ Ï"" J tc.1.:_~ -1..:> 

~ q 
N ~ ~ C et c' (~E.· c' et en 

' E2E.12.· c" etc'") soient joints oar une nrête de tvp_et 

i+1 (~sp. i, E..212· i+1); 

le 1-cvcle [c, c', c", c'", ~ c"' ~ Cl 
' J . [.,.., c borde un hexanone da L, J • 

q 

D§monstration, On se ramène p2r 

entiers ~ , ?i
1

, ~" tels que c' 

trnnslation au . cas où c = é, Il existe 
,...--...... 

=t~S !"'"Ill.::: 
i i ' \w 

~,et 
i i i+1 i+1 ~ c 111 = t' s t' s tA R • On pose 

i i i+1 i+1 i -i 

Puisque 

on a aussi 

On vérifie que 

?.' 
s t s E: T 
i i+1 i n 

;;i'' 
s t' s s - g 

i+1 i i+1 i - • 
?/' et s s t s s i;;:_ 

i i+1 i i+1 i 

g c. T • 
q . 

T 
q 

r . --- ....---.. ......--
... g I gs . ' gs. s . 1 ' gs . s . 1 s . J :::: [ C, C 1 ' C li ' CI Il ] 

1. .l. l.+ 1 1.+ 1 

âe sàrtê qu'on peut prendre ~ c' = gs 
i+1 

et ~ C 11 :::: gs S 
i+1 i 

des 



L'unicité résulte du fait suivant: tout t E: T 
q 

qui vérifie 

et 

vérifie aussi 

et 

s. ts. • Tq 
l. 1 

s . s . ts . s . ~ T 
l.+1 1 1 l.+1 q 

s s s ts s s e: T 
i i+1 i i i+1 i q 

s. ts. 
1 

G:: T 
1+1 l.+ q 

. , 

s s ts s i:: T 
i i+1 i+1 i q 

Corollaire 3. (Lemme du triangle).Soient c, c•, c" trois sommets de ( C 1 . 
q 

On suppose que c .êJ:. c 1 
, ainsi que c' .ê.i c 11

, _sont i o:j.nts per uns arête _da tvee. i 
et que ces deux arêtes sont 11consécutives 11

, c 1 est-à-dire que l'invariant d&fini 

au 3) de la proposition 2' est égal à 1. ~ c §.i c" sont joints oar u12e 

ar&te de tvp; i, consécutive~ [c, c'J ainsi au'à [c 1 , c"J• 

Remarqu~. On notera que contrairement aux cz,s du quadrilatère et de l'hexagone, 

le 1-cycle dont on établit ici l'existence (c'est-à-dire [c, c 1 , c", cJ) ne 

borde aucune face de ['(; J 
q 

Démonstration du Corollaire 3. D1 après le 2) de la proposition 2 1 , il existe . 
g 6'.. G tel que [c, c', c 11J "" [~. , g, gs': J . On se ramène par trenslation 

q l.J. J. 

au cas où 
-1 t -1 

s t s.t. s~ = .t.t. s. 
l.·l. l. l. l. l. 1 J. 

g ce. On a 

et on vérifie que le terme de droite est un élément de T 
q 

-1 t s -i- s ___ s. (T ) 
i i ~i i' 

donc 

• 
de sorte que 

l. • q 
--:-=-t {c, c11

) m {t.s_t_ ' 
J. l. J. 

---:-r-
t.s.t. s. ); 

l. l. l. J. 

donc cet c" sont joints par une ar&te d'indice i. Calculons par exemple l'inva

riant 1 'X- Â
11

I du couple ( [c, c'] , (c', c 11J } , en prenant t.s. comme repré-
1 l. 

sentant de c; puisque 

cet invariant est égal à 1. 

t.s.s. = e 
J. l. l. 

(mod T} 
q 

2.3. Le 2-sauelette du complexe [~ j, 
q 

.On rappelle (cf. 1 • 4. ) que [ ~ ] ~ [ "C J x [ 'e ] ; un certain nombre de pro-
q q q 

priétés de [~J découlent immédiatement de cette définition èt des propriétés 
de· [ '(; J : 

' q 
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1) Le □-squelette de [ ~ 1 s 1 identifie à (.G /T } x { G /ï ) • 
q ri q q Q 

2) Une arête de [©] est dite de première ou de -seconde esnèce suivant que sa 
q 

seconde ou sa première projection sur [~ J est ponctuelle. 
q 

3) Toute arête de[~] a un tvpe (qui est un entier i tel que î ~ i!'; q-1); 
q --

c'est le type de sa projection non ponctuelle sur [t; J. 
q 
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4} A tout couple d'arêtes de m&me espèce èt dè men\c type ayant une extrémité comrn1Jne 

est associé un invariant 1 /1 - )-' ! . 

5} Lemme du triangle : même énoncé que le corollaire J de 2.2., à ceci pr~s qu'il 

faut préciser que toutes les arêtes considér6es __ de môme esp~ce. 

6) Les faces de [ ~ J sont d 1 ,;ne part lt::s produits face x point (ou point x fr.ica) 
q 

qui se répartissent en quadrilatères et hexagones; et d'autre part les produits 

ar&te x arête, qui sont une nouvelle sorte de quadrilat~res. 

7) Lem;ne du quadrilatère. Soient b, bt, b" trois somr:iets de ( û:., J ~ Cn swr::-,pos~ 
q 

que b :::_~ b 1 sont joints par une a:cê!tc do tvoe i., et gue fj 1 et b" sont .Joints 

par une ar~ta de type j. Si ces doux arôtos sont d 1 csp~ces différentes, ou si 
~ r ~ 1 i - jl 9 2, il e;<iste un sommet b' et un seul de .. 6 J tel que : 

~ q 
b et b I soient joints r:,ar une arôte de même eso?cce et rnêr:10 tvoG gue [b i, b"] 
N 

b 1 et b" soient joints f)<Jr une arête de même espèco et même type gue [b, b'] 

"' le 1-cvcle [b, b 1 , b", b 1 , b] borde un qusdri.latère de [G J . 
q 

8) Lemme de l'he~aqone: m@me ~noncé que le corollaire 2 de 2.2., à ceci près 

que toutes les ar@tes considér6es doivent être do même espèce. 

9) [~ J est connexe 
q 

cela rtsulte de la connexité de ~ (cf, 1.3., prop. 6)). 
q 

2,4. Opérations de G dans le 1-sguelette de[[;)] et filtration de ce 
q q 

:\-squelette. 

2.4.1. Opérations de 

opérations de G dans 
q 

r~ J dans L~..;
9 0 

• La formule (8) de 1.4. définissant les 

donne dans le cas particulier de [~] 
q 0 

( 1) • \J • • 
= (g.x, g.y} pour tout (~.y) e (G /T) x (G./T ). 

q q q q 

Ces opérations ont les propriétés suivantes 
V 

1} On désigne par T le sous-groupe de G formé des matrices triangulaires 
9 q 

supérieures et par T \ G /T 1 1 ensemble des doubles classes de G à gauche 
q q q V q 

modulo T et à droite modulo T 
q q 



Soit le diegrarnme 

(2) 

{G /T ) x (G /T ) 
q q q q 

G 

(1 
T \ G /T 
q q Q 

o~ les applications vertic□lcs sont les applications canoniques, et o~ ~ et . 
~ sont respective~ent définis par 

ci. (x,y) = 
t x.Y 
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t. ♦ 
x.y pour tout ( x, v) c G x G • .. q q 

Ce diagramme est commutatif, st J 1 BPplicetion ~ défini~ dans (G /T )· x (G /T) q q q q 
la m@ms relation d 1 6ouivalcncc eue lGs oo~r~tions de G . Comme~ es~ sur-

q 

jective, il en résulte que est n3tur~l].n~ent isomorohe 

T \ G /T 
q q q 

2) Le sou~'1-orous~~_rjs G fr-Jrmé 
q 

(En effet, le fait pour ç de 

ce qui s'écrit encore 
.,. 

gs 1 

g t:: 

n 
9 

équivr.:.ut l1 

T 
() ~-

; 

V 
et g E:. T 

l'.J V 

; or on a T n T 
9 q q 

2.4.2. L'~n;,!_[:.;:;_rn_t. !a let J.e filtrdion de [li::>]. 
q,q q 

{é,è) .li2.i Diag 
Q 
' 

Le te~ne a de le matrice g = (e_ .l est invariant en valeur absolue 
q,9 1.,J 

si on multiplie g ~ droite par un él~ment arbitraire de T et~ gauche per un 
q 

V 

élément arbitraire de î 
q 

Ceci p8rmet d 1as2ocier ~ tout 616rnent de [ ?.J J 
q 0 

un 

entier positif ou nul qu'on appelle 30n invatiant!a 1 , et qui ne dépend que 
9,q 

de son image dans [1~ J /G ; d 1 aprts la commutativité du diagramme (2), l'in
q O q 

variant la t de 1 1 élémBnt (x,y) de [IJ) J (;.St aga]. à la valeur absolue 
q,q q O t 

du terme de la derni~re ligne et de la dernière colonne de x.y • 

Lemme 1. Pour qu I un élément de ff-i 1 /G 
,_ fl D 9 

il faut et il suffit que son invariant 

soit dans l'image de 
.. 
6 

q 
i a I soit égal à 1. {Autrement 

q,q 
dit, pour qu'un élément (~,y) soit équivalent modulo les opérations de G 

q 
à un élément qui soit dans l'image de X G 

9 
, il faut et il suffit que 

son invariant 1 a \ q,q 
soit éoal à 1.} 



Démonstration. Il est immédiat que ia condition est nécessaire. Riciproquement, 

soit g une matrice telle que I a 1 = 
V q,q 

1; on peut alors choisir t ET et 
q 

t' e: T de façon que t'gt e: 6 (G ) • (Il est 
q 9 q-1 

de façon que tous les termes non diagonaux soient 

possible de choisir t (resp.t') 

nuls à l'exception de éeux 

de la première ligne (resp. colonne).) 

Lemme 2. 1) L'invariant la I prend la même valeur aux extré~ités de.toute 
q,q 

ar8te de [~ ] dont le type est différent de q - 1. 
q 

2) Pour au'une arête de [il:) ] soit dans 1 1 imaoe de 6 x G . ( [6:;i 
1
1), il 

q q q~ ' 

Vl: . .10 

q 
fé.lut et .il suffit c:ue 1 1 invariant I a ·j prenne la valewr 1 en 1 1 ur-.o do ~;es _extitf_-

q, q 
mités, et que son tvpe soit différ~nt de q - 1. 

Démonstratiq,D.. Le 1} est immédiat, ainsi que la nécessité de ln condition du 2). 

Preuve de la suffisance de cette condition : so±t (;,y)€. [G':) ] , tel que 
q l'.l 

l'invariant la I de txy soit 1; il existe alors d'tiprùs le lerrrnc 1, des 
... n,n 

représentants respectifs x' et y 1 de: P.t y tels que \: 1y' tS. G (G 4 )j soit 
q q-, 

alors ~ une arête de[():) ] d' oriJine 
,q 

(~,;); supposons par exemple~ de se

conde esp~ce (cf. 2.3., propriété 2);, alors 1 1 arfte 
-1 t x 1 • , a pour seconde 

projection sur [<:; q] une Drête 1 d'origine 
t,...!. ..... 

tx'y~; d'après le 1) de la propo-

si tian 2 1 , l'arête 11 est du type ( x'y' 
~--;ï-

x 1 y' t. s.) 
l. .l. 

si le type i e5t 
t ;:.i. 

différent de n - 1 , x'y't. 
:~ 

est dans G ( G î), donc '1 est dans 1 1 ir.1age de· 
q q- J 

0 cet; 
1
J l. 

q q-

Corollaire. Tout peint de [ ~') ) qui· est dans 1 1 image. ds 0 x G peut être 
90- - q q 

joint à un po~n~ ~~ l 1 orbite...i!:. (é,ê} par un chemin dont toutes les arêtes 

soient de premitre espèce et ~E?..J:1œe différent de { q - 1 ) • 

(Même résultat en rempJ.a(;ant "première espèce" par 11seconde e.spèce".) 

Démonstration. C1 est une consGquence irnrnt1diate du 2) du lemme 2 et de la connexité 

§.3. Le lemme fondamental. 

3.1. 8rêtes de [0 J issues de (ë,~); .É)_Qncé du lemme fondmnent~. 
9 

Soit i e: {1,2, ••• , q-1} • D'après le 1) de ia pro·position 2' (cf. 2.2.), les 

arêtes de première espèce d'indice ide[~) issues de (à,ê) sont les arêtes 

(. ·'t-J·. '). q_ 
e, ti si x e, où A décrit Z. On rappelle d'autre part que le sous-groupe 

de Gq laissant fixe (e,e) est Diagq (cf. 2.4.1.). 



. -,Y_,mme 1 • J:our que les arêtes C è, t ~ s .J l. J. 
X e 

~ • [ ""I [e, t S ) X e .dJ:_ ~ J 
i i q 

soient équivalentes par une opération de Diag , il faut et il suffit eue 
. q 

éguiv5lentes par les 

Qtmnnstration. Pour que 

une op6réition de G , il 
n 

1 
les extr~mités des nrBtes carres endentes ne 

oo6rations de G • 
,-!-.. - q ~ 

(t~ s. , ~) et (t~ s. 
1 1 l. J. 

faut et il suffit qu'il 

1 é) soient équivalents 

existe te: T tel que 
q 

son 

par 

v 
ceci entraine t ET . Ceci prouve la seconde assertion, laquelle entraîne une 

q 
partie de la première .la n6cnssi té de la candi tian 1 ),\ = \ Â

1 

l 

ment, posons 

on a 

et 

Â VI . t. 
) 1 1 

\(\ s 
/ i i 

on en déduit Y1. t~ s = {À s 'l'l 
11 1 i i i li+1 . 

et ceci prouve que les erÊtes [ é, t~ ; .J x ë et 
:l. J. 

valcntes par l'opération de 'J i • 

. 
[ . t~] e, . "'. 

l. :l. 

Réciproq 1.Jc-

. 
X e sont équi-

.t...emma,..2.. Pour oue le po:i~rrt 

par une opération de G 
9 

--:--.. 
( t ~ s. , è) de [ 6:) J soit équivalent à 

l. J. - qo 
(è,è) 

, il faut et il suffit qu~ \À\ = 1, 

Démonstration. Un calcul immédiat montre que 

t s· = 
i i -

t t . 
i 

donc: t . . -
t.(e,el = (t.s. , 

1 1 1 

(mod T ) ; 
• q 

':l ,,:._· 
t. ) = (t,s. 

J. l. J. 
, é) • 

Ceci prouve que la valeur I À 1 -- 1 · t I t 1 conv1en ; ces a seule d'apr~s~e lemme. 1. 

Lemme 3. Pour tout ). e: z., 
,...l-. 

? l'extrémité (t. s. , ;_) 
:i. J. l. 

de l'arête de seconde 

vr· .19 

~spèce t~ s. x [~; $.J 
. l. l. l. 

est équivalente È;. (~ 1 e) par une opcir~~ G • 
q 

Démonstration, La matrice est symétrique; il en résulte que 

,. -1 
( t. s.) 

l. l. 

-~ .. s. t. 
l. l. 



et par conséquent 
, 
~ 

À -- ~ t. s,(é,é) = {t~ s S. V. ) = (t~ s. s. 
J. 1 l. .,_ J. 1 1 1 :i. 

Notations. 

On'dêsigne dGsormais par E 1 1 6:r:bite de pour les op~rations de 
q 

G • Les lemmes qui préctldont mettent en évidence certnins lac8ts reJ.éltifD de 
q 
[~ J mo:luJ.o E 

q q 
- ci 1 _après le lemme 3, lo chemin composé 

,,-::---

[~. t~ s.] x ~ et de 1 1arôte de seconde 
- 1 

de J.'orôtc de 
...,.-t_,,_ 

' tÀ C t?.specc 1 .. i ... --

première. espèce 

x [é, s .1 est un L,cet 
J. 

rela:i /.de [ B J modulo E on J.e no·te y 
O 

"' , :Jn note v (pour ~eu~ 
il i,À;g q q .,_, /, 

modulo E ; on le note 
9 

tion de g e G 
q 

; an note 

- d'apr~s le lemme du triangle (cf.2.3., propri&t6 5) 

locct :relatif de [ ô,) J 
é°/ 

p:J:: 
1 

les points 

et (G. , ~}, extr6~it6s de deux ar6tcs ''const~cutivcs tt {c,é), :;ont 
J.. 1 ---
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joints par une arête de prcmisre espèce, de typo i. Le chemin [é, s. , 
l, 

t,s .1 x e 
J. J.' 

1· ,n_ î 
est un lacet reL:,tif de LÙ..J J 

q 
transformé par 1ropération de 

n note v . - , cJ . , · • 0 1 \' 1 ; ' 

a :i..,;. :i. :i ' 

modulo E ; 
q 

g ç;:_ G . 
q 

etc., les 

dents par la symétrie naturelle de 

On vérifie qu'on a les relations suivantes 

( 1) 

(2) 

= q. ,.) 
J..,A 

Lemme fondamental. Les lacets relatifs d 

en le 

lacets 

-î 

i,);g 
it;:. {1,2, ... ,q-1}, tout::\€:' ù.'. et tout g s 

oénérateurs de TC 
1 

{ [ ô':i J , E ) • 
. q q 

note t; ; on note ;; son 
i i;g 

relatifs transfo::rnés des prf.;cé-

, b. et ~ . ( pour tout 
1.; g 1.; g 

G l constituent un système de 
q 

{Autrement dit, tout lacet relatif de [fj J modulo E est homotope 
q q a'.leC extré--

mitês fixes à un composé des précédents et de leurs opposés.) 



~.2. Jxois lemmes de déformation. 

Définition. On appelle chemir;i de erê..!Jl.i.~ (resp. §econde) espèce tmit r;hemin cam-

posê d 1ar8tes de première (resp. seconde) espèce; 

lemme 4. T?ut chemin /3 E.f1 
't . (3 , ~ 6 est composé de 

de seconde ·( resp., gremière l 

[ f> q1 , d I origine d.~!1...ê. 

chemins du tyP._ê. V . ,., 
Il 1,,qg 

espèce, 

E : est homotope~ un ccmpos~ 
q -1 "' 
( r.esn • V ,. ) et ClLl /.l ,t;~i;_ __ .c. @ i3 ;g --- 1~ 
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Démonstration. Démontrons par exemple l'énoncé dans 

Il résulte du lell)me du quadrilatère que tout themin 

lequel ~ sst da seconde espi':lc-' 

de (d:> ] est homotope au i::i::rn, .. , 
q 

posé d'un chemin de première et d 1un chemir ' seconde espèce. On est donc J·am~nt 

au cas où (3 est de première espèce, c'est-à-dire du type 

où (3 
1 

, (3 2 , •• , p.i r 

lemme 3, il existe un 

l I extrémité de (3 
1 

, 

tape à 

sont définis par des arêtos da première espèce. D'après le 

chemin (31 
tel que (3

1 

défini par une arête de seconde espèce d'originB 

• A I soit un ,6, " • Lr" chemin A ost homo.-
1" 1 i,11;9 ,-

•f3;),(,'3(1·f32. •f3:c) 

il résulte du lemme du quadrilatère (appliqué r-1 foie) que le chemin 

(3 r1
• (3

2 
••••• f»r est homotope à un chemin du type /3 1 

• (3 i ~ où (3 1 est 

défini par r-1 arêtes de première espèce, et où (3 ;1 est de seconde espf:r.:e; c,Jc;;:i.t 

par récur~ence, achève la démonstration. 

(Pour l'énoncé dans lequelµ est de première espècei la d6monstration est 

analogue à ceci près qu'on utilise la formula (1) da 3.1.J 

Lemme 5. i2ll ~ ;::; [ b, b 1 
1 b", b] un lacet de [f:) q] défini par trois a:r:6tes ori

entées de même tyr:ie qui sont deux à deux cons2cutives. Soit cc. 1J_rt chemin d: or:1 .... 

gine dans 
-1 

E
9 

, d'extrémité en b. Le lacet c{. (3 .0(. est homotope à un c:omog,§f 

_d __ e_s'--1.a __ c __ e_t""".s ___ r __ e""'l_a_t __ i_f ___ s V . " , 5. J ~. , _et dt9 leurs op~. 
0 l.1Ai9 i;g 1;g 

Démonstration, On suppose par exemple que~ est de première espèce, D1après le 

lemme 4, o< est homotope à un chemin . de type O • ~ ~ où i est composé de chemins 

"' du type V , '"' , et où O< est de seconde espèce; on si:d; donc ramern/ au ca,; 01:t 
ll1.,A;g 

()(. est de seconde espèce. Dans ce cas 1 1 application répétée du lemme dw qu2.id:i::i
-1 

latère montre que ex • /3 .t:.l 
... est homotope à un lacet 

dont l'origine b est dans E • Puisque la famille des 
q 

~ (3 du ~ême l:ypiti que f3 t 

lacets relatifs 



est stable par les opérations de G , ,cm ~ n c-amener au moyen d'une telle opé• 
Cl 

ration au cas 
H • • 

où b = (e,e). 

-1:' Ct. , .• é) ...... , 

Il existe alors d'après la proposition 21 (cf. 2.2.) un entier À tel que 
• . ,.--..... "' c· r ;>.+1 ~J .X • fJ = e, ti si, ti si, e. . ~ . 

T"'" ~+1 ] - N [ë, \ si , \ si , ê x :Ïai = (3 '• 
On pose 

Le lacet (3 1 est homotope à S ! • A 1 • S !- 1 donc d'après la formule (2) de 3.1., 
J. ,- J, . ,., ~ 

il est équivalent de montrer le résultat cherché pour (3 ou pour (3 '•Orle 
N 

transformé de (3 ' par l'opération de t. est 
• J. • - -. i+1 "+2 (e, t. s. , t. a. 

l. l. .l. l. 
' ë] X 8 . 
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( car 

Â est 

- . ,... 
t t. = G. ) ; c I est un lacet du même type que (3 , mais dans lequel l'entier 

l. l. l. 

remplacé par À+ 1. On peut donc, de proche en proche, se ramener au cas ,.., ,.. 
où (3 correspond 

~ .. o :1 . 
l. l. 

à la valeur À = O; dans ce cas, (3 n'est autre que le composé 

bemme 6 • .§.gil_ o<. un chemin de [4?,] déf1ni par une arête orientée dont les dau~ 
q • • 

extrémités b .tl b I soient dans 1 1 image de <S q x G q , et gui ne soit eas elle.-

même conte~ue dans cette image; alors C(. est homotoee à un comoosé p.S'q-
1 

;g •'f., 
,Ei!, (3 tl (3 sont composés d I arêtes de 6 q x G q ((1/!>q_ 1)). 

Démonstration, D'après le 2) du lemme 2 de 2.4.2., l'arête considérée est de type 

., ;_ 1 ; supposons-la de première espèce. D'après la connexité de [~q-
1
] ·, il 

f•iste Ln chemin de seconde. espèce (3 , d I origine b, tel que l' ext:témi té de f-, 
t~h un point (noté b") de Eq, et que toutes les arêtes de f.i soient dans l'image 

p G' q x '5 q i toutes les arêtes sont donc de type .;,. q - 1 • Soit (.3 ' l~ chemin 

.-translaté de (3 par 0(." (c 1 est-à-dire le chemin d'origine b 1 obtenu à partir de 
. ' 

fi par l'application répétée du lemme du quadrilatère) ; soit b ~ 11 1 1 extrémité de 

fS ' Toutes les arêtes de (3 ' sont de seconde espèce et de type /, q - 1 ; elles 
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sont donc toutes dans l'image de G x G (cf. 2) du lemme 2 de 2.4.2.). D'~rèa 
q q 

le 1 ) du même lemme, l I invariant I a I prend en b 111 la même valeur q1J 
I en b • , 

q,q 
c'est-à-dire 1; de ceci et du lemme 2 de 3.1. résulte que l •arête et' q1Ji joint b" 

à b 111 est du type C"' : le composé r:i. .c<. 1 • (3 ,-t convient donc. 
O· q-1 ;g 1-' 

3.3. Démonstration du lemme fondamental. 

Le principe de la démonstration est le suivant: les lemmes 81 9, et 10 ci

dessous montrent que tout lacet relatif (3 de [~ J modulo E est homotope au 
q q 

composé d I tin certain nombre de Y • '\ , li. et ; . , et d I un lacet :relatif 
111,/\;g i;g ;qg 

qui se trouve dans 1 1 image de G' x G' ; c:;eci, par récurrence I démontre le theo-
q 9 

rème. Le lemme 7 sert à démontrer le lemme 8. 

Iléfininiol')_. On dit qu'1 une arête orientée [b, b 1] 

décroissante, etc.} suivant que la valeur en b 1 

de [(3 1 est constante {reep, q ___ M __ ,_ 

de l 1invariant la I est égale 
q,q 

(resp. strictement inférieure, etc,) è la valeur de cet invariant en b. 

Lemme 7. Soi't_ b un sommet de [Bq] .fil!. leguel,.on_?JJ. jaq,ql ~ 2. 

1) Il exi~te une arête de première espèce décroissante d I o_rj,_gj.11e b; ~lg_ 

arête est de tyoe q - 1. 

2) Tout couple d 1 arêtes de prc:mière espè~~-de t;tt'..ê,. q - 1 issues de b, ~ 

,l'une est décroissante, 1 1 autre non croissante s,_e.?~~..sE!l.sl!;:.ld.!:.if. 

Démonstration, Soient x et y deux éléments de G tels que b "" <x,y); les ad.ltaa 
.q 

de première espèce issues de b sont les [x, ~J )( 
. 
y 

J. l, 

1l du lemme 2) que ta.ite aréHe de type différent de q -
i = q - 1 , la valeur en b 1 de l'invariant la I est 

q,q 

1 b + /\ b 1 1.1-1,q q,q 

. Or1 sait (cf. 2.4.2., 

1 est constante; e.i 

(où l'on a noté (bk,C) la matrice txy). Il y a deux cas à distinguer 

a) b e~t un multiple de b 
q-1,q q,q 

Soit À l'entier défini par: 
0 

b + Â b "" O. q-1,q o q,q 
L'arête correspondant à est décroissante; celles qui correspondent à. 

a 
?i = Â + 1 et ';\ = Â 

0 0 
- 1 sont constantes; toutes les autres sont croissantes. 

b} b 1 n 1 est pa_~_\!!J. multipl,e_ dct 9- ,q 
Dans ce cas le réseau { b + 

q-1,q 
sorte que deux valeurs consécutives 

b 
q,q 
ÎI b 1 ne contient pas le point ,:éro; da q,q 

de i donnent chacune une arête décroissante; 



toutes las autres valeurs de Â donnent lieu à des arêtes croiasantae. 

!.,.emme.8 • .,LQ.\.!.Lla,Ç.êt r.eJ.alli {l fill (~q1 modulo· Eq ast. hgmotoQ,~ à un CQ!.l:.I?~ 

~ lacets du ~~ 'l ~•, et de lacets en tf2lli'L~~-1? • .»..911l.!!!ê..BL.9 .. f:.l1.-
0 i/À ï9 

gUen,, 1 6 invariant I a .. 1 . ne p:r;:5mg_ gur; les val eu:i;::, û SU: 1 • 
q,q 

Démonstration. DI aprèa le lemme 4 1 on peut se borner au cas où (3, est ~ ere~--------
!l!ière espèce. 

Soit ~ le maximum des valeurs prises par 1 1 invariant \ a i aux différents ., q,q 
sommets de (3 • Onva moninl·r que si S ~ 2, /3 est homotope à un cornpasé de 

lacets du typf, '!'. b , etc. 1 et d 1,m l.,cst dJL.e.:Femière...E,.;.'tilèct': r:m ·tc:1ws 
Ui/,\;g 1 i;g 

les sommets duquel 1 1 .inveriant I a I est ~ S .. 1 ; ce qui d~ontrcra le lemme 
q,9 

par rt5currence su:c 5 , 
. 1-ê.!.fil étnpe : suppression des arêtes de (3 aux deux extrérni t&s dosqucllcs _ 

la 1 = s . 
9,9 

Soit [b,b~ une t0lle ar&te; il faut distinguer trois cas suivant la typai 

de cette arête. 

Premier cas. i < q-2 • D1après le 1) du lemme 7, il existe uno arê.te de premièri:$ 

espèce [ b 1 , b 11
] qui soit décroissante; son indice est q - 1. L I npplication du 

.... 
lemme du quodriletè:re à [b,b 1 ,b 11

) fournit un point b'; le chemin [b,b'] est 

homotope à [b' b i 'b 11
, b '] ' donc à [ b, b1 > bfl' b 1] • En r; i, le valeur de 1 1 invarian·t 

la I est la même qu'en b 11
, elle est donc~ 5 - 1 ion a donc; remplacé [b,b 1 ] q,q 

par un chemin homotope qui ne contient aucune arête du type considéré. 

Deuxième cas. i = q •· 2. On prend deux arêtes da première espèce décroissantes; 

issues l'une de b, l'autre de b', et on applique le lemme de l'hexagone, 

Troisième cas, i = q - 1. Soit b 11 comme pour le premier cas ci-dessus; d'après 

le 2) du lemme 7, les arêtes [b,b 1] et [b 1 ,b 11J sont ccm5§cutives. On décompose 

f.> comme suit : 

Le chemin ~ est homot c.we au composé des deui< chemins suivants 

(31 • [bib
1
,b

11
,b] -/3;1 q1Ji, d'après le lemme 5 1 est homotope ~,run composé 

des lacets 'f • ,., , ô . et ~ . ; 
0 .1.,,qg .1.;g i;g 

(31 ._[b,b
11

,b
1

] -(32 , dont le nombre d 1arêtes du type considéré est infé-~ 

rieur d 1une unité à celui de (3 . 
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~ étape : .supeI,'ession des sornnets "isolésn oùw I eq,q i "' ~ • 

Soi 1~ b I un tel sommet i (3 admet une décornposi ticm 

où les valeurs de la I en b et b 11 sont $ g - 1 • D'après la 2) du lemme 7, 
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q,q 
les arêtes [b 1 .b] et [b' ,b 11] sont consécu:tives ; b et b 11 sont donc joints par una 

arête, et /j est homotope au composé des deux chemins suivants 
! -1 

[b,b 1 ,b",b] .p.,
1 

, auquel s 1applique le lemme 5; 

/3 
1 

• [b,bn] • (1 
2 

, dont le nombre de t.... :cts du type consiè·~;ré est infé:d

eur d I une unité à celui de (3 • 

Définition:l'invariant la !. Soit g::: (;,), .) q-1,q 1,J 
la 1 • O. Un calcul immédiat montre que la 1 

un élément da G tel qu0 
. q 

resta invariant quand on mul-
q,q q-1 ,q 

tiplie g à·• droite par un élément arbitrnini de T_
1 

cit b guuchi:i pat· un €:Hirnent ,:irbi-

~ {'', [ti"',l . l traire de T • Il résulte que pour tout llémLlnt b • x 1yJ ds ,~ _ en iequs 
q t q 0 

la 1 = 0 ,l'entier la 
1 

1 correspondant~ xy est indépendant du chci~ des 
q,q ' q-• ,q 

représentants x et y i on 1 1 appelle 1 1.~.l:1.f?T~ 

ant par les opérations de G 
G 

dans ff;) J . 
q 

il est invari-

Remarque. Dans les mêmes conditions, on peut aussi définir l 1 invariant la .1 • q,q-, 
I"' 

Lemme 9. Soit [6b ] la r2.artie de f f.. ] fo:r:més des !éléments nui vér:i.f.icmt -- 9 0 - " • ., ••• I.JI'.) O ----- -

soit lô 1 :, 1, soit I a 1 = D et la • l "' 1. Tout J.scE;t relatif' 0 de -- 9,9 --- q,q - q- 1 ,q --- . I'' -"~ 

modulo E sur .li3s sommets duouel la l ~n'!.~oren .. fL que .l!'.'s. vuL~ 0 tl q--- ~ q,q .... 
homotope ô un lacet· relatif dont tous les sommets sont da1,s [(~ ] • 

. ~·---·-·--------- . q 0 

Démonstration. Le lemme est trivial si 9 ,.., 2; on suppose q ';J; 3. Soit b un somrne·t 

de [ ~ J en lequel la I soit égal à O ou 1 ; on utilisera les deux défini tians 
q q.q 

suivantes: 

.fhemin standard _ge gremière es_e~c~&. b chemin de première espèce, 

dont les types des arêtes sont tous différents de q - 1, et qui aboutit b un 

point de [~ ] • 
q 0 

chemin standard de_seconde ,.!;;_~~~~ b ; chernin de tmconc:e aspèce, dont 

les. types ,des arêtes sont différents de q - sauf éventuellement cel,.d. d1.1 la 

dernière arête, e.t qui ebouti·t è un point où la i ., 1. 
q,q 

îOn notera que le nombre d I arêtes composant un ch"'mi' n "'t"'11d•-'rd t · t tl + ,.., - - ... peu even ·.ut,1. emen ~ 

ets:e ·nul.) 



Ceci po;,;;é I on montre eucctl)&si vement ·, les trois résul tots suivants, d '0~1 la 

lemme découle immédiatement: 

1) Tout point b du type ci-dessus est origine d'un chemin sta'!f!.~?'.'d de oreTT~ 

asf;lèce et d 1 un, ch<'.lmin standard de §econde; espèce. 

Preuye. On choisit dans la double classe définie par b, une matrice qu'on note 

(b ) ; (autrement dit, (b. k) 
j,k J, 

est la matrice 
t 
xy relative à un couple (x,y) 

tel que b ~ (~,y)). 

a) chemin standard de prcmi~re esobce, Soit b 1 l'extr6mit6 d 1une arête de type i, 

de première espèce, issue de b; il existe dans~- '7uble classe de b' une matrice 

(b 1 ) dont les éléments de la dernière colonne soient j,k 

b 
1 ,q , ., ..,, •' b q,q 

{ avec À E:: Z). 

On peut~ par une suite de telles opérations correspondant toutes ô des types 

différents de q - 1, remplacer b 
9-1,9 

soit'par 0, soit par 1. 

b) chemin staodard de seconde esoèce. Les éléments de la dernière ligne de (b. k) 
J, 

b , b 
2 

, ••• , b 
9,1 q, q,q 

sont premiers entre eux dons leur ensemble; par une suite d'er~tes de type 1 

choisie de manière à appliquer à b 
q, 1 

et b 
q,2 

1 1 algorithma d 1 Cuclidc, on 

remplace b 
q, 1 

et b par b' et b' tels que b' soit un multiple q,2 q' 1 q,2 Q,, 
de b' il existe alors des entiers ÎI 2 ' 4 • 0 ) " tels que q,2 

9 
b' + À b 1 + '.À b + 
q,1 2 q,2 3 q,3 + '). b = 1; 

q q,q 

il existe donc une suite d'arêtes de types successifs 1,2 •••• , q-1 , telle 

qu'à l'extrémité de la dernière arête, la valeur de l'invariant I a I soit 1. 
q,q 

2 l Soient (3 1 !:! (3 " deux chemins standard issus d'un même point b; lf.i chemin 
A -1 
t'"' 

1 
• (311 

est homotope (avec extrémités fixes) à un chemin dont tous le~ 

sont dans [6') ] • 
q 0 

Preuve. On note b I et b" les extrémités respectives de {3 1 et (3 ". DI aprss hi ';), 

on peut se borner au cas où (3 ' et (3 11 sont respectivement de première e.t dE, se-

conde espèce. L'application répétée du lemme du quadrilatère fournit deu,< che-
.,.,, 'N 

mins f.> 
1 

et (J 11 
, respectivement 11translatés 11 de /3 1 par fi" et. de (3" 

Les chemins /3 '-1 
• /3 11 et ~ 11 

• ~ t -
1 

sont homotopes. Or l I invariant 
pa:r /3' • 
1 a 1 q,q 
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N N 
est égal à 1 en tous les sommets de (3 1 {car les arêtes de (3 1 eont de même type 

qùe les erêtes correspondantes de (31 ; elles sont donc de type P q-1, donc l'in-
. ,., 

variant I a I a même valeur en chacun des sommets de (3 '; or cette valeur est 1 
q,q ,.; 

à l'origine de /31 puisque celle-ci coïncide avec l'extrémité du chemin stan-
' ~ 

dard de sec'onde espèce (3 11). De même l'origine de (3 " 
arêtes de~", autres que la dernière, étant de types ,.. 
pas sortir de[~ 1 . 

q 0 

"' 
est dans [f, ] i et les 

q 0 

différents de q-1, ne font 

3) 5oit o<. un chemin défini par une arête de [d'J 1 aux deux extrémités b et b 1 

q 
de laquelle la valeur de l'invariant la I soit O ou 1, Il existe deux chemins 

q,q 
standard {?> et ~ 1 , respectivement issus de b et b', tels que le chemin 

f.> -1. Q(. (3' soit homotoge à un chemin dont tous les sommets soient dans 

~\@• On examine les différents cas. 

a) o< _?.§i;_,,ill;. tyee f. q-1 , Supposons par exemple cl.. de première e5pèce; on choisit 

alors pour /3 un chemin de seconde espèce, et on prend pour /3 1 le chemin d I oz·i

gine b' déduit de p par application répétée du lemme du quadrilatère. L1extrê-
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mi té de (3 et celle de /3 1 sont jointes par une ëlrête Ô(. 

l'invariant la I prend la valeur 1 aux deux extrémités 
9.q 

h '13-1 (J' , omotope c.1 • ot.. i 

analogue si ol est de seconde espèce. 

b) ~ est de Qremière espèce et de tvp! 

mités de Cil 1 l'autre extrémité est dans 

dei. Démonstration 

Si la 1 = 1 à l'une des extréq,q 
de sorte que l'on peut prendre 

~ et PI constants. Le seul ces non trivial est donc celui o~ la 1 ; 
q,q 

0 aux 

deux extrérni tés de d, , 

On peut supposer (en transformant au besoin 0(. 

b est de la forme {~,y); b 1 est alors de la forme 

par une opération de G) que 
~ q 

( t Â 
1 

s 
1 

, y) i il en résulte 
q- q-

que la valeur del a ! en b 1 est égale 
Q,q 

la 1 1 =Daux deux extrémités de,:/... 
9- ,q 

à celle de I a ! en b; donc 
q;..1,q 

On va montrer qu'il existe un chemin 

standard de seconde espèce issu de b dont le 11trnnslaté par oe. 11 soit encore un 

"' (b' ) 
j,k 

chemin standard; on va pour cela prouver qu'il existe un élément y' 
de G de la forme 

q ll-1 ~2 1-4-r { 1 ) yti1 Si1 tizSi2 t· s· ir ir 

[avec i 1 , i 2 , ••• , i f 9-1) tel que l'invariant I a Ide (~,~ 1 ) et celui 
. .-..-:--. r-1 q,q 

de (tÀ s , y') aient tous deux la valeur 1·, ceci s'écrit q-1 q-1 



(2) 

{ 
lb' 1 = 1 q,q 
lb' + Â b' 1 ; 1 

q-1,q q,q 

Ces conditions sont réalisées en particulier si on a 

( 3) • ç b~,q 

lb' q-1,q 

= 

= 1 - À 

Pour réaliser (3), on détermine d'abord une matrice y" de la forme (1) dont les 

deux dernières lignes soient 

0 ••• D 1 0 D 

a D 0 0 

puis on pose 
1- Â 

y' ~ y"s t S .B 
q-2 q-2 q-2 q-1 
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c) rJ.. est de seconde espèce et de tvpe q - 1. Si l'invariant I a I prend la valeur q,q 
1 en l'une des extrémités de~, pcr exemple b, le ces est trivial (on prend ~ 

Il -1 constant et 1~• = d- ). 

Si l'invariant la I est nul aux deux extrémités de ~ , il en est de môme 
q,q 

pour l'invariant la 
1 

1 (c'est le résultat dual de celui 6tabli eu d0but du b)). 
• q- ,q 

Il en résulte qu'il existe un chemin standard de seconde espèce issu de b, noté 

p, ayant los propriétés suivcntes : toutes ses arêtes sont de type, q - 3, 

sauf 1 1 avant-dernière qui est 'de .type q - 2, et la dernière, qui est de type 

q - 1 • Soient (3 
1 

, (3 
2 

, ••• , (3 r · les arêtes qui composent /3 ; l I application 

répétée du lemme du quadrilatère donne o(. ' , A ' , P. ' , ••• , (3 1 tels que les 1-1 ,~2 r-2 
-1 

composés o( • p1 • p2 • • .•• fJr-2 

et /3 1 1 /3 1 ,-1 
1 • (3 2 • • • • • i - r-2 • ol 

soient homotopes, Puis l'application du lemme de l'hexagone donne les arêtes 

(3 ;_
1 

, (!,; , Of." , de types respectifs q - 2 , q - 1 , q - 2 telles que les che,-

• ,J ,-1 A fi. et (3 ' ,/\' "-1 mins ~ • ,- r- 1 • 1., r r- 1 1 - r • 0(. soient homotopes. Puisque cJ. ". est de 

type q - 2, la valeur de l'invariant I a I à l'extrémité de o(. 1 est la m8me q,q r 
qu I à celle de A , c I est-à-dire 1 • f"' r · 

bemme 10. ·Tout lacet relatif de f O, ] modulo E dont tous les sommets sont 
,.. Q O q 

~ [© ] 
0 

· .est homotope à, -un comeosé des lacets• rèlati fs Y . ·, S. . , 
. q 1i,Â;g i;g 

"l' • • at. · de · ilieurs opposés, et _de lacets relatifs dont toutes lea arêtes sont 
~ :,.,g 
_d_a_n_s;...;;l ... '~i:;;;m:.;;a.::ig,;;:e_d:;:.;;:.e é; x G' . 

q q 



Démonstration. D'après le lemme 6, il suffit de montrer que tout lacet relatif 

/2. d t "d' éd l'énonce· est homotope à un composé des lacets relatifs ,~ u ype consi er ans 

y. ~. , etc., et de lacets relatifs dont tous les sommets sont dans 1 1lmage 
Il l.,llt9 

de 15 x G • La démonstration se fait en deux étapes; elle utilise la propriété 
q q 

suivante {de vérification immédiate) 

{*) Soit b un sommet de [f> 1 
q 

en lequel I a 1 ,:; 0 et I a 
1 

1 "' 1. Toute 
q,q q- ,Q 

arête de premièrci~spèèe de type q - 1 issue de b est telle qu'en son extré-

mité l'invariant I a I soit égal~ 1. 
q,q 

Première étape: déformation de (3 !:D. un li·,cet relatif ne contenant aucune arête 

aux deux extrémités de laquelle I él 1 = O. 
q,q 

Soit rJ., une t2lle arête; soient b
1 

et b
2 

les extrémités da (1..; soient 

oe.
1 

etoi_
2 

deux arêtes de première espèce de type q - 1 issues respectivement 

de b
1 

et b
2 

; il suffit d'après la propriété(*) de montrer que, pour un choix 
-1 

convenable de ol 1 et oC.
2 

, ot. 
1 

• (>' • r1.
2 

est homotope à un chemin en tous les 

sommets duquel I a 1 = 1. On examine les différents cas possibles; celui où 
q,q 

ci. est de première espèce et de type q - 1 est exclu (cf. 3) b) de la démonstra-

tion du lemme 9). On noCe. 1/i t'.'~xL"rc!rniL/ cl" <><1 J b~ cdle ,fr "':.1.. 

a) et est soit de seconde espèce, soit da première espèce et de type -<.. q - 2. 

On choisit alors o<. 
1 

Drbi trairernent, et on prend pour ol
2 

la translaté:e de 

ci, 
1 

par fi. • 

b) Q(. est de première espèce et de type q - 2. On 

arbitrairement. D'après le lemme de l'hexagone, b' 
1 

choisit alors al 
1 

et b 1 sont joints 
2 ,.., 

N -1 ,-.. ~ -1 
chemin Ol 

1 
• of. • °' 

2 
, homo tops à 0(. 

1 
• d.. • cl.. 

2 
, où ol1 

et of. 
2 

par un 

sont des arêtes de première espèce et de types respectifs 'l - 2, 9 - 1 et q - 2. 

L I invariant I a I ayant la même valeur aux deux extrémités de toute arête 
q,9 ,., -1 ~ ,.. 

de type q - 2, le chemin c.<.
1 

• OC • cl. 
2 

a les propriétés voulues. 

Seconde étape: suppression des sommets "isolés" de /3 où la 1 = O. 
-1 - q,q 

Soit b un tel sommetj soit cl..' (resp. OC 11 ) le chemin défini par l'arête 

de (3 qui a son extrémité (resp. son origine) en b; on décompose (3 comme suit 
-1 

(3= f31 o(.' ·ol." • f32 • 
Il y a deux cas à distinguer: 

a) d. 1 .ê.i ex. 11 sont de même espèce. S'il existe une arête de seconde e$pèce 

issue de ben l'extrémité de laquelle l'invariant I a I est égnl à 1, alors la 
q,q 

valeur en b de l'invariant I a I est 1; il en résulte qw:3 ie cas où ex I et ex. 11 
qpq-1 



sont de seconde espèce est dual de celui o~ ullcs sont de première csp~cc; on 

peut donc se borner à ce dernier cas. 

, . · t d l (,.; ',,J ").·, 1·1 exi'ste clrs arêtes de prc-Scit alors pl 1nvar1an u coupe ~ ~ -

note ()( 1 , ... 
' Ci. ' 

telles que les 
p-1 mière espèce, de type q - 1, qu'en 

couples ( cf... 1 , cl 
1 

) , ( d 
1 

, ol 
2

), • • • (d , <:/. " ) soient consécutifs. On note , 
p-1 

b b" les extrémités respectives des arôtes b', b
1 

t 

o(.',o<.1' 

• • • , p-1 , 

• • • , c/... 
1 

, rJ..." ; il· résulte de la ,rropriGt6 { . .., ) que 1 1 invarüint I a 1 
p- 9,q 

de chacun de ces ~oints est égal à 1, et il résulte du lemme du triangle que 

( 1 ) (b b ) 1 b , b") t · ·nt p"r une chacun des couples b , b
1 

, 
1 

, 
2 

, ••. - 1 p-î es JOJ.. "' 

ar!te. Le lacet relatif ~ est homotope au campos~ des doux lacets rel0tifs 

suivants : 
, lui-môme 

homotope au compm.;é de p l2ccts relatifs du type considéré ElU lc:n:nc 5 ; 

(3î • [ b', 

mets en lesquels Ja 1: 0 
9,q 

b1 

est 

, ... ' b 
p-1 ' b"] 

inférieur d'une 

. (3 2 ' 
dont le nombre de G0:';1-

unité à cdui de f3 . 
b) <J., est de première et ex ' r!R r;ccondc es:,:,ce. Toute mc:trice g représentont la 

double classe définie par b vérifie dans ce c2s (d'après la remarque du début 

du a) ) 1 a 1 = 0, 1 a l 
q,q ~-1,q 

qu'il existe t,E:. T (resp. 
9 

:::la 1=1. 
q,q-1 

t I c f ) qu I an 
q 

Un calcul immédiat montre alors 

peut en plus choisir de façon que 

tous les termes non diagonaux des q - 2 premières li~ncs (resp. colonnes) 

soient nuls, de façon que t'gt soit du type 

( ) 0 0 
,.. 
g 

0 0 
o .•••••••• 0 0 

0 •••••..•• 0 1 0 

Il existe donc un chemin de première espèce (3
0 

issu de b dont toutes les arêtes 
N 

sont de type .:s; q - 3, et dont l'extrfmité b soit telle que la double classe 

qu'elle définit soit celle de 

tifs de (3 
0 

par d.. 1 et o( 11 i 

s 1 • Soient (3 ~ et (3" les translatés respec-
q- N 'V 0 

soient b' et b" leurs extrémités respectives; on 

note [b,b 1
] = ~ 1 et [b,b"] 

,.. 
= o< ". Le lacet relatif /3 est homotope au corn-

posé N -1 N -1 
(f31 • (3 ~) . (ex' • ot. ") • ( /3 ~ . f32> 

Le nombre de sommets de • (3 ~ en lesquels l'invariant la I prend la 
q,q 

vr .30 



vr: .31 

__,ut O est strictement inférieur à celui de (3 ; de marne en ce qui concerne 
-1 .. . . ,.. -1 "" (3; . {3 

2 
• Tout revient donc à montrer que « 1 

• o( " est homotope à cm 

composé de 4 . ~• , etc. On peut, par l'opération d'un Glément convenable de 
l., ,g ,-. • 1 N • • N 

G , se ramener au cas où b 1 = (e,e); alors b = (si e) ; soit o( "' l'arête 
q I c· • • ) r, -1 N de seconde espèce s x e·, s ; c<. 1 • oL II est homotope au composé de 

1 i .i -1 
~ ,- • ~ '" et de a"' . o( Il ; le premier de ces lacets relatifs 

n'est autre que Î 
1 

• et le second est du type considéré au a) ci-dessus. 
q- ,o 

3.4. Un complément au lemme fondomental,, 

Toute homotopie entre chemins composés d I arêt.~s de (6,] est composée d 
I 
un q 

nombre fini d'opérations appartenant à l'un des types suivants : 

a) insertion d'un lacet composé d'une arête et de son opposée; 

b) suppression d'un lacet composé d'une arête et de son opposée; 

c) insertion d'un lacet défini par le bord d'une face. 

Tc~te opGration du type (c) peut être décomposée en un nombre fini d'opéra

tions du type (a) et en une opération appartenant à 1 1un des deux types suivonts; 

c 1
1

) remplacement du chemin défini pnr deux arêtes orientGes adjocentes d'un 

quadrilatère par le chemin de même origine et extrémité défini par les deux 

autres EJrêtes. 

c•
2

) :r:emplacement du chemin défini par trois arêtes orientées deux à deux adja

centes d'un hexagone par le chemin de mBme origine et extrémité défini par les 

trois autres arêtes. 

Il résult~ donc du lemme fondamental que tout lacet relatif de[~ 1 ~odulo 
q 

E peut être déformé en un composé des lacets relatifs 4 'l. , etc., par 
q i,.,,;g 

une suite finie d'opérations des typei (a), (b),_ (c•
1

) et (c•
2

) • Ce résultat 

peut être précisé comme suit 

Complément au lemme fondamental. Tout lacet relatif de [f> J modulo Eq pe,ut &tre 

déformé en un composé des lacets rel~tifs V,~ 1 6'. et .Y. et de 
" h,11;9 i;g - "1i;g -

leurs opposés, ,Ear une suite finie d'opérations appartenant à l'un des types 

suivants.: (a), (c' ), (c' ) et 
. 1 2 

b
2

) suppression d'un lacet composé d'une arête da seconde eseèca et dei son 

oeraosée. ' 



Démonstration. Soit (:, un lacet relatif de [IB J modulo E qui admette une dé-
q . q 

· composi tian de la forme (3 · = (3
1 

• ot. . r;J.-1 
• (3 

2 
, où cl. est une arête de 

première espèce. On peut transformer /J par une suite d'opérations du type (a} 
-1 -1 (3 ) en le chemin ( (J 

1 
• C'J. • c:J.. • (3 

1 
) • ( 

1 
• (3 

2 
• Le chemin (J 

1 
• 13

2 
est 

-1 
celui qu'on obtient 

donc réaliser toute 

à partir de /3 en supprimant le lacet ol.. • r;;I.. ; on pourra 

telle opé:œtion à l'aide des opérations permises, pourvu 

que la propriêté de 
-1 

type P1 . rx • a.. 

l'énoncé soit vraie dans le cas 
-1 • (31 • Toutes les déformations 

démonstration du lemme 4 sont du type (a) ou du type 

borner au cas où (3
1 

est de seconde espèce. Par des 

particulier des lacets du 

utilisées au cours de la 

(c 1

1
); on peut donc se 

opérations du type (c 1

1
l 

( ) ,... ~ -1 ,., 
et b2 , on se ramène au cas de 0( • ()( , où o< est~ arête de première 

[~, t~ s.] x ';; • En procédant 
J. l. 

espèce d'origine dans E , c'est-à-dire du type 
q 

comme dans la démonstration du lemme 5, on montre qu'il est équivalent de dé-

montrer le résultat cherché pour la valeur À ou pour la valeur ). + 1. On 

t d '\ ~ ~-1 t-peu one se ramener au cas oi:r " = 1 i dans ce cas <X-• o(. = o . s~1 
i l. 



CHAPITRE VII 

Etude globale de l'espace Cf 

2. structure du nerf de l'espace 

Le §1 est de caractère général g on définit le nerf d'une stratification 

et on donne quelques propriétés simples de cette notion. Au §2 1 ces propriétés 

sont appliquées au cas particulier des nerfs ~i,q et ~i des espaces cr 
1.' q 

et <î. définis au chapitre V, ainsi qu'à celui du nerf -~M d.e 1 1 espace g='M J. 

obtenu à partir de 

une flèche g 

en fixant uns variété interméd.iaireo Au §39 on définit 

(où t est le complexe défini au chapitre VI), et 
q 

on montre en utilisant essentiellement le lemme des croisements à indices égaux 

que, sous ce.rtaines conditions, c I est un revêtement. Au §4, on démontre sous 

les hypothèses n ~ 6 , n
1
(v) = O 9 le théorème de connexité de l 1 espace des 

fonctions sans point critique (théorème 3) ; la démonstration utilise la plupart 

des résultats semi-locaux des chapitres II, III, IV~ la connexité de 'J. 
J. 

(chapitre V) et le lemme algébrique fondamental (chapitre VI). Au §5, on en 

déduit (à l'aide d'un lemme sur la 11presque isotopie 11) que la flèche 

~M ➔ 'eq x '&q est un isomorphisme, ce qui donne également la structure de ~i,q 

et de ~i (théorème 4 ; l'hypothèse de dimension est ici n ~ 7). 

§.1. Nerf d'une stratification. 

1 .1 o Définition et propriétés ~ nerf. 

Soit E un espace stratifié (cf. I 9 1.1); pour tout i ~ 0 ~ on note Êi 

l'ensemble (classiquement noté 

Ei. On note 

des composantes connexes par arcs de 

Ê U Ê1 U ••• U Ë. U • • • == Ê • 
0 J. 

• 
Soient A et B deux éléments de E; la relation A=, B est une relation 

de préordre sur Ê (en général, elle n'est pas antisymétrique), on la note 
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. 
D 1une façon générale, soit E lL.'1 ensemble muni d I une relation de pré-

ordre ) , on appelle complexe simplicial préordonné (ordonné si )- est une 

relation d I ordre) défini par la relation ). , 
0 

l'ensemble E muni simultanément 

de la structure de préordre > et de la structure simpliciale qu'elle définit 

. 
naturellement (un q-simplexe est une partie de E formée de q éléments 

Définition 1. On appelle nerf de l1 espace stratifié E et on note rf(E) le 
. 

complexe simplicial préordonné défini par la relation > sur l'ensemble E ~ 

. Propriétés du nerf. 

1. Soit E un espace stratifié dont toutes les strates sont localement connexes 

. 
par arcs soient A et B deux éléments distincts de E; si A E E. et 

J . 
B ( Ek , la relation A }- B ent.ràîne j < k • Il en résulte que la relation > 

est une relation d 1 ordre. Donc d'après la remarque 2 de I,1.2 : Si E est 1ill:. 

espace stratifié localement trivial et localement connexe par~, la relation> 

est ~ relation d I ordre. 

2. Soit E' un espace stratifié localement trivial; soient A et B deux 

. 
éléments de E1 s 1 il existe un point x de B qui soit adhérent à A, 

alors A )· B • De ceci,. résulte que si E est un espace stratifié arbitraire, 

. . 
et f un morphisme E-+ E 1 , alors l'application f E-+ E 1 définie de 

façon naturelle par f est un morphisme : df(E) _,, clf(E' ). En particulier i J&_ 

~.définit un foncteur covariant de la catégorie ~ espaces stratifiés 1™

lement triviaux dans celle des complexes simpliciaux préordonnés. 

3s Soient E et FI' ~ espaces stratifiés ; of(E XE 1 ) est naturellement 

isomorphe .§1!. complexe défini .filll.:. E xÊ' par la relation de préordre produit ..9.2. 

celles définissant respectivement rf(E) tl vf(Eî). 



vn.3 
(En effet les deux relations A x A 1 =:) B x BI et (A :::> B et A 1 :::> B 1 ) se 

0 

.,-,.-_ NJ O O ) 

correspondent par 1°:Lsomo.rphisme natur,"11 Ex E 0 "'Ex E 1 ,. 

4. So:i t E U".l espace stratifié l.ccalemeLt tr:ivial 9 toute famille (t.jij) de 

0 

cartes transverses de E définit une structure simpliciale sv_r E , celle dont 

les simplexes sont J.es parties de E qui sont images d 1;J_n simplexe pour Pune 

au moins des applications ~- nf(x.) ➔ E 
J J 

c 1 est la str,,J,cture simpliciale la 

mo:i.ns fine qui rende simplici.ales toutes les applications q;j 

la source de t!," )o 

(on a noté X. 
J 

J 

Soit E ;y;a, esœce ~ ~ trivial et '.J_ocalemer.t _çonnexe par 

e 

:JE:!" ~ ,de~ ~.,tl<::JS ,tra:'.:.sverses_ de, E ~ ,&;!,,, .]Q~ Jout A € E 

il existe_~ b.dice j fil _que ~ dsi. r.j.;~ ~ ~ A ? alors ,Jê struc-
J . ~ 

ture simpliciale définie ~ E J2fil: la ~ (4i ) 
j 

• 
(En effet, tov:~e application est un :morphisme d.1 ap:r"9S la propriété ci-dessus 

il reste donc à montrer que po1;;.r tout simplexe cr de df(E), il existe un 

indice j te1 que c,- soit 1 1 image par d 1un simplexe de rf(xJ. 
J 

So:l.ent 

A
1

,. u ,Aq les sommets d.e 0- rangés ians 1 1 ordre décroissant (i. e 0 

A > A 
q-1 

), ... ). A1). Il existe u~ indice j tel que 1 1 origine X. de (j>j q J 

soit dans A1 
. soit rp j 1xne carte locale ' X. X Y-E correspondant à t!Jj 9 ' ., ~ 

c) 

soit u l'image d .. 9 cp j 0 D'après la remarqv.e 2 de I,1.2 9 A1 , • • • 9.A sont loca-
q 

lement connexes par arcs~ donc le sont aussi; il existe donc 

une composante cor..nexe par arcs bien déterminée de A
1 

() U à lag:ci.elle x. 
J 

soit 

adhérent, notons=la soient de même A2, u. 9A~ pour la stratification 

induite par E sur U ~ A~ 9 A2, ... ,A~ sont des éléme:".lts de u 9 et l'on a 

A 1 .> A 1 > ••• > A! w de sorte nue rr est dans 1 1 image du morphisme 
q q-1 ! '1 

of(u)-oli(E)~ Or d'après la remarque 1 de I~1a2, Œl peut choisir Y 0011..YJ.e:x:e 

par arcs ï dans ce cas, 

morphisme cf (x. ) """ i( u) 
J 

Q 

induit (d 1 après la propriété 3 ci-dessu.s) un iso-

ceci achève la démonstration) 0 
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5o Si E est localement connexe par arcs et mu_.,_~i d 1une stratification conique 

(cf. I,1.3, définition 4L le nerf d',rn mod.èle conique (ouvert) transverse en 

un point x est un invariant de la cocellule de x; d'une façon précise 

.§.2,ll E .ld-tl espace localement connexe par ~ muni duune stratification 

conigue. Soient x et x 1 deux points situés dans la même composante connexe 

d 1une strate de E soient (jJ tl q;1 deux cartes transverses ..s!2, E respec-

tiveme::it en x tl x 1 , dont les modèles respectifs X et X 1 ~ ~ cê>nes 

ouverts. 

a) ll existe ~ isomorphisme itl, que (/;
1 ox 0 dési-

gne le morph:.sme i of (x) __, df(E) défini par ~). 

jection locale §11E_.ill}. modèle transverse, alors ~ = ~u. 

Dém~~!~.'.;!io~. a) On peut se boyner au cas où x=x 1 • Soit, pour À. E ]O,i],tliÀ, 

la carte transverse composée de ~ et de l'homothétie de rapport À de X; 

on a visiblement D'autre part, E étant localement connexe par arcs, 

on peut choisir pour tout À, u..ne carte locale associée à de façon 

que les images UÀ des ~À, forment un système fondamental de voisinages con

nexes de x. On définit de même une famille de cartes crti d 1 images U~,. 

Il est clair que si UA c UÀ, 1 , le morphisme naturel olf(uÀ) ➔ o'J'(uÀ, 1 ) est un 

isomorphisme, et que les ont la même propriété. On en déduit (à l 1 aide 

d'une suite d 1 ensembles emboîtés appartenant alternativement à l'une et l'autre 

famille) que si UÀ, c U~, ~ le morphisme naturel rJf(uÀ,) - o\l'(U~1 ) est un iso

morphisme; on prend pour x le composé des isomorphismes 

b) Dans ce cas particulier, le x obtenu au a) est associé à 

l 1homothétie de rapport "A/A-1 de X ; c I est donc 1 1 identité. 
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1.2. Le nerf de la stratification naturelle d'une variété combinatoirement 

triangulée. 

Soit V une variété combinat0irement triangulée; on a défini en I,1.1 la 

stratification naturelle de V; c'est une stratification combinatoire dont le 

nerf i(v) a les propriétés particulières suivantes ~ 

1. La réalisation géométrique de df'(v) est naturellement isomorphe à (B(v), 

première subdivision barycentrique de V. 

(L 1 application qui à tout élément de V associe son barycentre définit en effet 

un isomorphisme de c:f(v) sur le complexe simplicial abstrait sous-jacent à 

S(v)). 

. 
2. Soit B € V. , soit b le barycentre de B; l 1 ensemble des éléments A 

J. 

de V tels que A } B s 1 appelle étoile descendante de B ~ rf(v) le 

sous-complexe correspondant de ~(V) s'appelle étoile descendante de b dans 

6(v) il est isomorphe au cône d'une (i-1)-sphère combinatoirement triangulée. 

On note [~(v)]. (pour O ~ i ~ n~1) la réu.,.~ion de toutes les étoiles 
J. 

transverses de dimension~ i. Les étoiles transverses de dimension i+1 ont 

leurs intérieurs deux à deux disjoints; le bord de chacune d'entre elles est 

un sous-complexe de [S(v)]. isomorphe à une i-sphère combinatoirement trian
J. 

gulée. Ceci définit sur ~(V) une structure naturelle de CW-complexe ce 

complexe est classiquement appelé complexe dual de la triangulation de V on 

le notera [~(v)] ; il a d'après ce qui précède la propriété suivante 

• 
L'application gui à tout élément B de V associe l'étoile descendante 

~ (B(v) du barycentre de B ..§..ê.i rn bi.jection de V ..ê1!J.'.. 1 1 ensemble des 

cellules de [S (v)] ; 
. 

B E V. , 
J. 

. 
la cellule correspondante est de dimension i. 

3. Considérons l'application v : V - (ensemble des parties de v ) , 
0 

qui à tout 

élément B de V associe l'intersection de V avec l'étoile descendante de 
0 

.. 
B soit 'lt. 

J. 
l'image de 

. 
V. 

J. 
par V (en particulier, s 1 identifie à V) 

0 
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L"applic~tion v définit :im. isomorphisme de &'(v) ~ le complexe simpli

. cial ordonn~. ,défini ~ J. ~ ]1l:_ relation d I inclusion., 

On riot~ra crue ft s I identifie à 1 1 ensemble des intersections du 0-s_q_uelette 

[tB(v)]d avêc les i-cellules de [~(v)J , donc chaque cellule de [B(v)J est 

bien dé~~erminée .'par 1 1 ensemble des a-cellules gu' elle contient ; a fortiori, 

chaque,_ Cellule . est b.ieri. déterminée par rn borde 
. . . . .. 

1 ~J~ Nerf ~ espace stratifié muni d'une fibration compatible ™ lê:, strati

fication. 

Définition 2" Soit. E un espace topologique stratifié ; soit B un espace to-

polog;i.q_ue; soit p: E - B une fibration localement triviale pour tout 

X € B , 

est notée 

"""1 ( ) lliI/lage réciproque p x, munie de la stratification induite par E, 

On dit que p est compatible ~ 1,ê:,, stratification ~ E si 

pour tout x € B il extste un voisinage ouvert U de x dans B et une tri

vialisat.ion 

1 
'î : U X F - p- ( U) 

X 

qui soit un isomorphisme (pour la stratification produit sur .U x·F et la 
X 

stratification induite par E sur Ç 1 (u) ). 

On peut Choisir alors 'î de façon que 1:(x,y) = y pour tout y € F • 
X 

Proposition 1. ,âill. E .1all. espace topologique stratifié .§.ill B .3m. esyaoe 

topologique ; soit p : E - B ™ fibration localement triviale compatible ™ 
]1l:_ stratification ~. E ;. soit x € B • 

.I&. groupe rç
1

(B;x) opère à droite~ façon .naturelle .9:rn i'(F:x:)' tl.2ll. 

.ê:. .'!JE. morphisme iri..jectif _naturel i. 

(r) 

1&_ morphisme ( 1) fil surjectif &. B est connexe; c'est .. lm, isomorphism19 & 

~ conditions suivantes sont .fil1. plus satisfaites : 
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(ii) est localement triviale; 

(iii) tout 12oint ~ F n I est adhérent gu I à ·.11:ll, nombre illi ~ cocellules 
X 

D6monstration. Soit y u.n chemin dans B, d1 extrémités x et x'. Si y 

\rnt contenu dans un ouvert U au-dessus duquel E est trivial, le choix d'une 

trivialisation (compatible avec la stratification) de E au-dessus de U défi-

nit un isomorphisme Cet isomorphisme ne dépend en fait ni du :choix 

de U , ni de celuj_ de la trivialisation au-dessus de U , car il peut êitre 

défini à l'aide des relèvements de y dans les strates de E. On note cet 

isomorphisme h 
y 

il a visiblement les deux propriétés suivantes 

a) Si y= y
1

.y
2 

est une décomposition arbitraire de y, alors 

o h · y ' 
1 

b') si y et y 1 ont mêmes extrémités et si leurs images sont contenues dans un 

ouvert U de B au-dessus duquel E .est trivial, alors h = h , ~ 
y y 

;;o:i. ~ :;min tenant y un chemin arbitraire dans B ; toute subdivision de 

[ô, 1] en un nombre fini q d'intervalles consécutifs I
1

,. •• ,Iq définit une 

décomposition de y. Si la subdivision est assez fine, 

h , ••• ,h existent; le composé h o ••• oh est (d'après a) ci-dessus) in-
r1 Yq Yq Y1 

variant par raffinement de la subdivision, il est donc indépendant du choix de 

la subclivision, pourvu qu'elle soit assez fine; on note ce composé h •. Il 
y 

est clair que la propriété a) est encore satisfaite ; et, d 1 après le. propri~té 

b)' h ne dépend que de la classe d'homotopie (avec extrémités fixes)de y. 
y 

C.ec:ï. définit les opérations de n
1 

(B;x) dans rJ!'(F ) • 
X 

E) 

On a d'autre part (sans hypothèse supplémentaire sur la stratification de 

uri morphisme naturel cif'(F ) ➔ /(E), 
X 

lequel définit dans rf (F x) la mGme 

:relation d'équivalence que les opérations de n
1

(B;x). D'où le morphisme injeo• 
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B est connexeo C'est un isomor-

pn:wme si, Bn plus, la structure de :préord.re ,sur olf'(E) est l'image de celle de 

/(F )/n., (B;x)o Or ~1oi.t (A,A1) 1:r::1 couple. cl'éléments de tf(E) tels que 
X 1 

A :::, A V ; soit :r C Ai n :B'_, la condition i) entratne que y est adhérent à 
2~ 

A 11 F 
X 

c:Eici, compte tenu de 11~ condition iii), entraîne qu'il existe au moins 

u.né: composante connexe pa.r arcs de :notée 

adhérent ; soi.t la composante connexe par arcs de y 

à laquelle y 

dans A' n F 
X 

cond.i t:J..o:n :Li) e:s.tra1ne A. :::, A 1 

y y 
et cec.i achève la démonstration. 

soit 

.la 
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relations entre 1.§..§_ nerfs de ~ espaces 

Dans toute la sui te, W est le cylindre V x l dans lequel on identifie 

V x {ol à V; on désigne par n la dimension de W. 

:f est l'espace des fonctions de classe C
00

: V x (1,0,1) - (1,0,1), sans 

point critique sur le bord. Les espaces et c:;o 
l 

sont les sous-espaces de g: définis en V,2o1. Ces espaces et les autres sous

espac:es de g:: q_u1 on introduira sont munis de la stratification induite par la 

stratification naturelle de C{ (cf. I, 3 )o 

2.1. Décomposition de l 1 espace 

Notationo Pour tout f € <f ~ et pour toute variété de niveau M de f on 

note 1°adhérence de la partie de w comprise entre V x {1} 

(resp. V x { 0}) et M ., 

Définition 1. Soit f E ~ soit M une variété de niveau de f. On dit 
J.' q 

que M est une variété interméd.iaire pour f si tous les points critiques 

d'indice i+1 de f sont à l 1 intérieur de et tous ceux d 1 indice i à 

l 1 intérieur de 

Lemme 1. ~ le sous-espace de 'f'. 
- - 1,q 

formé des fonctions f pour~-

quelles f- 1 (½) èst ™ variété intermédiaire. ll existe .lllh isomorphisme 

homoto~ à 1 1 in.jection naturelle. (Tout ceci dans la catégorie des 

espaces stratifiés). 

E~~~:::~!.::~!~.'.2::• Soit A la partie de I xI formée des couples (y,y 1
) tels que 

0 < y 1 <y< 1 • Le groupe Diff I opère dans A de façon que pour tout 

(y,y 0 ) E A Ji application g .,_,, g. (y,y 1 ) admette une section au-dessus de A • 

Le groupe Diff I opère aussi dans cr-
i' q 

par la formule habituelle : 
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(g,f) .,.... gof les opérations de Diff I dans '{_ et dans A sont compa-
1, q 

tibles avec l'appl:ication qui à tout f associe le couple 

(y,y 1 ), où y est la plus petite valeur critique d'indice i+1 de f, et 

y 1 la plus grande valeur critique d 1 indice i • Il en résulte (en raisonnant 

comme dans la démonstration du lemme 1 de r,3.2) que a est une fibration qui 

admet une trivialisation compatible avec la stratification de 

n 1 est autre que 

0 < Y 1 <½<y< 1 

où A est la ~artie de A définie par 

A et A sont contractiles et homéomorphes. 

Définition 1 1 • On dit qu'une sous-variété M de W est (i 9 q)-intermédiaire 

(ou simplement intermédiaire) sgil existe telle que M soit inter-

médiaire pour f. 

On désigne par Ji 1 1 espace des sous-variétés intermédiaires de W , muni 

de la topologie habituelle des espaces de sous-variétés (c'est-à-dire la topo

logie quotient de la topologie C
00 

des espaces de plongements). 

Lemme 2. 1) L'awlication Ji. -Jt définie en associant à tout f € :;, la 
1,q - -- i,q -

variété de niveau f- 1 (½) est rn fibration localement triviale compatible™ 

la stratificati.on de g:. • 
--· - 1,q 

2) Soit M E .H et soit tfM la fibre de ~- si tuée au-dessus _de M • 
- u~ -~ - - 1,q 

soit ~~ (resp. 'J;) 1 1 espace des fonctions ~ Morse ~ 

(w;, M, Vx1) - ([½,1],½,1) (resp. (w;, VxO, M) - ([o,½J,o,t)) ayant~ 

tout q points critiques, tous d'indice i+1 (resp. i). Soit f €e°f' et 
- - - - - M-

soient respectivement Gf JYI,f , 'f ;,f et 'f ;,f ~ sous-e§..E.aces ~ 'f M I q:::~ 

tl ".f; formés des fonctions _g_ui sont tangentes d 1 ordre infini li f k long de 

M • ]rn le diagramme commuta tif 
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où toutes les flèche~ sont 1§.ê. ,lli,Qrphismes naturels, la flèche verticale ~ 

gauche ~est 1ill, isomorphisme 

Démonstration. 

(resp. c;+ f 
M, 

1) Le groupe Diff W 

a + -) 
-,. J'I[ (resp. 'f M ~ resp. '}° M est isomorphe _.§li. pro-

f resp. 'f;,f) tl d'un espace stratifié trivial. 

opère à gauche dans et dans A de façon corn.-

patible avec la stratification de éf:. et avec Papplication i. -+ c4 . 
i,q 1,q 

D'autre part il résulte de [3], Appendice, théorème 3, p.114, que pour tout 

M € Ji 1 1 application g 1-> g.M de Diff W dans Jl admet des sections locales. 

On en déduit le résultat en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 1 

de 1,3.2 . 
2) L1isomorphi.sme 4FM,f ~ 'f:,f x'f;,f est clair. On définit une fibration 

f 1 € tf"M son jet d'ordre infini le long de M ; la 

base est un espace topologique contractile; on montre que la fibration est tri

viale et compatible avec la stratification par le même procédé que ci-dessus, le 

groupe à considérer étant .ici le sous-groupe de Diff W formé des difféomor

phismes qui laissent M stable ; il est clair que c; M,f est la fibre de 'f M 

située au-dessus du jet de f. Même démonstration pour la décomposition de 

de 'f M en associant à tout 

~: et celle de 'f; . 
+ t:r"- ~+ a::- 'f Corollaire. La stratification naturelle des es-naces cc -.,. -,-

- ,t; ... -
7 M , f ~ M, f ' M '. M ' M ' 

'r. est combinatoire. 
19q --

Démonstration. Dans le cas 

lemme 1 de I,3.2; dans le 

finale de I,3.2. On passe 

!pplication ~ nerfs. 

de Cf. , 'f! , g-:-M , cela résulte du corollaire du 
1,.q l'l 

cas de i;,f et 'f ;,f , cela résulte de la remarque 

de là à 'f: f' puis à, 'fM_ , par le lemme ci-dessus. 
M,"'" 

Notations. Soit M E 0/l ; on conserve les notations ~ M , 'f; , ~; , etc. intro-

duites dans l'énoncé du lemme 2; on note ~- , @M, ~M+, ~: les nerfs res-
i' q .l'.L .l'.L 



VIIo 12 

pectifs des espaces stratifiés 

On note l}:M le sous-groupe de Diff W formé des difféomorphismes qui sont dans 

la composante connexe de l'identité et qui laissent stable M; on note 

Proposition 2. 1) Le morphisme défini par k morphisme naturel 

c; _, -;+ x'f - .§..ê.i 11-,g, isomorphisme. 
M M M 

2) Le groupe TI ,Q_Père à gauche ~ faQ,_Qn naturelle ~ iJ?M ; 

de même le groupe 1t
0 

(Diff w;) (resp. n:
0 

(Diff w;)) opère à gauche da~ w; 
(resp. ç[l;) ; ~ opérations .ê.2E.i compatibles ~ les morphismes naturels 

ç[)M - iJ?; X iJ?; il Il_, no(Diff w;) X n:o(Diff w;). 
3) Soit J.t

0 
la composante connexe de M dans otb; .êill 

~. la partie de CÇ. formée _des fonctions dont ~ variétés _ig._iermé-
1, q; o - - J. 9 q 

dia.ires appartiennent à J,/,
0 

iJ? /n est naturellement isomorphe au nerf 
M - --

iJ?. i,q;o • 

Et~~~~!~~~~Q 1) C'est une conséquence immédiate du 2) du lemme 2 et du fait 

que le foncteur nerf est compatible avec les produits (cf. 1.1, propriété 3). 

2) Les groupes ~M , Diff w; , Diff w; opèrent à gauche (de la 

façon habituelle) respectivement dans 

les morphismes naturels 'f'M_,Cf; x'f; 
de façon compatible avec 

D'où, par 

passage au quotient, les opérations et la propriété de compatibilité annoncées. 

3) Vespace cA/; est localement connexe par arcs, et, d'après le 

corollaire du lemme 2, la stratification de Gf'M est combinatoire il résulte 

donc de la proposition 1 de 1.3 que n
1

(pll,;M) opère à droite dans iJ?M et qu'on 

a un isomorphisme naturel 

iJ?v/n1~;M) ~ iJ?. • • 
1·1 J.' q, 0 

Soit 1¼,
0 

la composante connexe de e dans Diff W; soit f E'f'M; l'ap

plication g 1-> g(M) est une fibration localement triviale de ~e sur JI, ; la 
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fibre située au-dessus de M est /) "fM Q 

Cette fibration peut se factoriser par 
N 

et la fibration de 'f. 
1, q; O. 

l'application 

sur o/b; (on Il en résulte que les opérations 

de n/~;M) dans ~M sont composées de l'antimorphisme n
1 

<rl/,;M) ➔ II défini 

par la fibration ~e ➔ dl, et des opérations à gauche de II dans cïiM • On a 

donc le diagramme commutatif 

La flèche verticale de gauche est un isomorphisme, car la suite exacte d'homo

topie 

de la fibration ~e ➔ oil montre que l'antimorphisme n
1

(db;M) ➔ II est surjectif .• 

La flèche verticale de droite est un isomorphisme d 1 après le lemme 1. Ceci 

achève la démonstrationo 

Corollaireo Pour gue k morphisme naturel œr/II ➔ ~i
9 

q soit bi.jectif, il faut 

tl il suffit g_y.e 1 1 espace di; ~ variétés intermédiaires .ê.ill connexe. 

_!?~~~~:'.~~~" D1après le 3) de la proposition 2, la bijectivité du morphisme 

naturel ~M/II ➔ ~- équivaut à ~- = ~-
1 , q 1, q; 0 1 ~ q 

ceci équivaut à 

c I est-à=dire à la connexité de rJb. 

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que cl,J, soit 

connexe, et par conséquent pour que ~M/II ~ œ. ., 
- J..' q 

Elle est utilisée pour la 

démonstration du théorème 4 du §4 (structure de mais non pour celle du 

théorème 3 (connexité de l'espace des fonctions sans point critique). 

Proposition 3. Si n
1 

(V) = 0 , n ~ 6 tl 2 ~ i ~ n-3 , l'espace c/4 ~ 

variétés ( i, q)-intermédiaires fil connexe pour tout q ~ O • [ On rappelle que 
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n=dimW]o 

Démonstrationo Soit f E Cf. toutes les variétés intermédiaires de f sont 
----- - --- i~q 

isotopes, e.t il résulte du lemme des chemins élémentaires de croisement. (cf o. 

Il, 3.1, proposition 2) que li élément de n/J,p) ainsi déterminé ne dépend que 

de la classe d 9homotopie de f dans Ceci définit une application 

n (~. ) ➔ 1t ()/.,) qui est visiblement surjective ; il suffit donc de montrer· 
0 J.pq 0 

que deux éléments quelconques de n
0

('.f'i
9

q) ont m~me image dans n
0

(cl/4) ; on 

procède par récurrence sur q 

a) q = O • Les variétés ''intermédi.aires" d9une fonction ayant zéro point 

critique sont les variétés de niveau autres que V x {o} et V x { 1}. Soient 

f et f I deux telles fonctions ; on peut déformer f I par isotopie pour 

qu'elle coïncide avec f au voisinage de V x {o} (cf. 5.2, démonstrat.ion de. 

la proposition 8) ; donc 1f et f' ônt m~me image dai:i.s 1t
0
(p.,/,). 

b) Soit q ~ 1 supposons la propriété démontrée pour l'entier q:-1 • 

Soient cr et cr-1 deux éléments de 1t ('f. ). 
0 i,q 

D'après le lemme de la base 

(cf o [10], théorème 7,6, p.92) et le 11cancel1ation lemma" (cf. [10], théorème 

6.4,. Po69), les conditions de l'énoncé permettent de choisir dans Cï (resp. o-1) 

un représentant f 

d'un chemin de mort 

(respo f 1 ) qui appartienne 
N 

a, d'extrémité notée f 

à ~~ et qu:i soit origine 
i,q 

(respo a 1 , d'extrémité notée 
N N N 

fV) 0 Soit M (resp. M') une variété intermédiair·e de f (resp. f 1 ). P~r 

hypothèse de récurrence, M et Ml sont isotopes ; on peut donc supposer, en 
,., N ,.,, 

modifiant au besoin f I par une isotopie, que M 1 = M , e.t que f I et f' 

co'.:i:ncident sur un voisinage ouvert U de M. Soit ~ un chemin élémentaire 
N 

de naissance d'origine f , à support contenu dans U ~ définit de façon 
... 

naturelle un chemin ~ 1 d I origine f 1 

de ~ (resp. ~1 ). Les fonctions f
1 

on note f 
1 

(resp. f 1 ) 1 1 e:x:trémi té 

et f 1 

1 
ont une variété intermédiaire 

commune; or d'après le lemme d9unicité des naissances, r
1 

est isotope à f, 

et f 1 est isotope à f 1 ; donc f et f I ont m~me image dans n
0 

(JJ.,). 
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comme r11imite 11 ~nerfs~ espaces i;:. 0' 

1, q 

On rappelle que 1 1 espace a été défini en V~ 2 o 1 comme réunion des· 

'-;:. et des 1. où ~- est la sous-variété de codimension 1 de ~ 
i,q i,q;o: i,q_;o: 

qui sépare Cf. de ';. 
1 

• La codimension dt"J.I', élément f de 'f. est 
1,q_ i, q+ J. 

définie par la formule (5) de I,3.1 

codimension f = v
1

(f) + v
2

(f) 

f 
ici v

1 
(f) est égal à 1 ou O suivant queÎa ou non un point de naissance, et 

v
2

(f) est égal au nombre de pob.ts critiques de Morse de f 

nombre correspondant de valeurs criti1ues. La stratification de 

diminué du 

est 

définie de la manière habituelle f appartient à la strate <f•? si et seu
J. 

Définitior.. 2o On désigne par Y le complexe simplicial ordonné défini sur 

l'ensemble {-1,0,1} par les relations -1 > 0 et 1 > 0. 

Soit X : iI> __,. ij?i un morphisme de complexes simpliciaux ordonnés ;. on 

appelle mapping cylinder de x le quotient de la réu..rJ.ion disjointe de @ X Y 

et de ~ 1 par la relation d'équivalence : (x,1) N x(x) pour tout :x: €@. 

Soit 
X

0 
X 

iI> - ii>. - ➔ iI> ---3.... g:, -> ••• 0 -------,, 1 ° 0 
• q -------,, q + 1 

une suite de morphismes de complexes simpliciaux ordonnés, on note :I! 
q 

le 

mapping cylinder de On appelle limite .§.E;, ~~-de la sui te ( 1) le 

quotient de la réunion disjointe des 

vante g 

':Il par la relation d'équivalence sui
q 

X N (x,-1) pour tout :x:€œ C']! 
q_+1 q 

et tout q ~ 0 0 

Proposition 4. Soit, pour ~ q ~ 0 , ii>. le nerf de ~- _et _soit @. 
1,q --- i,q J. 

le nerf de ~. o Si n
1 

.(V) = O 
--- 1 

.ê.i n ~ 6 , il a, t ~ i ~ n-1 1 il existe 

rn suite dv in.iections naturelles 
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tl fIJ. est naturellement isomorphe à la limite .fill escalier de la suite (2)~ 
J. 

Démonstration,. Pour tout q ~ O, on note e;, 
1 

la partie de Cf. . 
1 i,q+ ; (j" 1.,q+ 

formée des fonctions q_ui sont extrémité d 1un chemin de naissance issu de 'r. 
l., q 

Soit A une cocellulede la stratification définie sur 'f U 'f U~ 
i,q_ i,q_;o: i,q+1;cr 

par la fonction à valeurs entières v
2 

o Il résulte du lemme des chemins élé-

mentaires de croisement q_ue A rencontre GJ:". 
J., eu a 

transversalement , de sorte 

que est de codimension 1 dans A o Il en résulte que le lemme des 

chemins élémentaires de naissance s 1appliq_ue dans A aux chemins de traversée 

de dont 1 1 origine est dans Cf. Le lemme d'unicité des nais-
J. p q 

sances s 0applique donc dans toute v
2

-strate A, ce qui permet de définir 

un morphisme 

êI?. x Y ➔ nerf de la stratification naturelle de 
J.pq 

('5. u 'f. lJ 'f. ) 
J.pq i,q;o: J..9q+1; (; 

prolongeant 1 1 isomorphisme naturel 

conditions de l'énoncé, le lemme d 0unicitè des morts s'applique dans toute 

v
2
-stra.te A , c.e q_ui permet de définir un morphisme réciproque de (3), de 

sorte que (3) est un isomorphisme et définit, par restriction à if?. 
J. ~ q 

X { 1 } , 
,,, 

un isomorphisme Xq de 9?. sur le nerf 9?. de ~. : 
i, q i, q+1 ; cr 19 q+1 ; (j' 

Comme 

',Ç. • est réunion de cocellules de 't. , le morphisme naturel 
l., q+ ! ' (j' J. p q 

de 

êJ?. 
4 

dans êJ?. est injectif, et le nerf de la stratification naturelle 
i,q+,;a- i,q+1 

de-Cf. V'r . . U'F. est naturellement isomorphe au mapping cylinder de 
i,q i,q;o: i,q+1 

1 1 injection X · - µ o 'V de 
q_ - q_ "'q 9?. dans 4>. 

1 
• Ceci définit la suite (2), 

i, g_ 1, q+ 

et montre que pour tout q , le nerf de ~- U ~- U •• 0 U 'f. est iso-
i, o i,o;o: i,q 

morphe à la limite en escalier de la suite (2), limitée à 

résultato 

d 1où le 

• 
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Conformément aux notations de VI,1o2, on appelle /;;. le (q-1)-simplexe 

type de IRq ~ on appelle Q le centre de A et S(A) la première subdivi

sion barycentrique de b.. La stratification symétrique de IR.q_ est canonique

ment isomorphe au produit de IR (trivialement stratifié) et de la stratifica• 

tion induite sur t.-o h. par la stratification naturelle de (S (A). Il résulte 

donc de 1.2, propriété 1, q_ue ]&. ~.~~stratification symétrigue ~. IRq 

~ canoniguement isomorphe .!ll1-. complexe simplicial ordonné K , sous-,iacent ~ 

1 1étoile ~ Q ~]&seconde subdivision barycentrigue ~ b • 

On va appliquer la description de K faite en VI, 1.2, à l'étude 11locale" · 

du nerf de Gf; ; le résultat obtenu sera utilisé au § suivant (démons.tration 

du lemme 1 de 3.1). 

Définition 3o Soit on dit qu'un ordre µ de l'ensemble critique de 

f est décroissant si 

Soit (ï € ~: ; soit f un représentant de (ï et soit µ un ordre~

croissant de 1 1 ensemble cri tique de f • Soit J la partie de { 1, 2, ••• , q-1} 

définie par 

j E J<~f(c.) = f(c. 
1

). 
J J+ 

L'ensemble J ne dépend ni du choix de f , ni de celùi de µ, ce qui jus~ 

tifie la 

Définition 3 1 • LI ensemble J est appelé ~ ~ (ï o 

Lemme 3. Pour .ima:i J c { 1, 2, ••• , q-1 } , .2.U, ~ F J 1ê ~ correspondante 

~ simplexe fondamental ~ ~(t) (cf o VI, 1.2), bJ k barycentre ~ Fj , tl 

F*J l'étoile descendante~ bJ ~ Ko 
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1) .§,Qii o- E ~~ , ~ ~ J ~ k choix d 1un représentant f ~ <J 

et d 1u.n ordre décroissant µ de l'ensemble critique~ f déterminel:fil.~ 

. 
phisme 'ff ~ µ ~ F *J ~ l'étoile descend_ante. de 

2) Toute famille (½ ) obtenue par k procédé précédent, .!fil. faisant 
f,µ 

décrire à cJ ~ l'ensemble ~~ , définit la structure simpliciale ~ ~; o 

3) LI élément o- tl ™ représentant f étant donnés, l'ordre décroissant 

µ est déflni à composition près ~ l:fil. élément arbitraire ~ coupe SJ 

( sous-gro:lpe de S engendré par les transposi tians s. , pour j E J) , ~ 
q J 

opérati2:l§~ je s
3 
~ IR.q lais.sc:. .. t stables 

0 

1:v 
-f 

9 
µos 

Démonstration. 1) Choisissons ~n cône ouvert x .... ' J 
normal à F J dans !:, , de 

et ri (f) appartien.11.ent à 
µ 

sommet b 
J 

(de dimension card J). Les pofr.ts 

la même oocellule de la stratification symétrique de IR.q Soit ~ une carte 

transverse en , 1 (f) , 
µ 

de source déffrj_s par composition d'une homothé-

+;ie de rapport assez petit de x
3 

par rapport à son cen.tre, et de la transla-

tion de IR.q qui transporte bJ en 11 (f). 
µ 

Dgaprès le lemme de I , 3. 2 , l' a p-

plication 
. R . 

TI admet u.ue sectionVau-dessus d 1un voisinage de ~ (f) · et 
''µ 'µ ' 

b) de la propriété 5 de i. 1, le morphisme rf(xJ) - v; défini par 

po"t est indépendant du choix de p ; d 1autre part il est visiblemer!.t indé-

per:.dant du choix de on prend pour lt, composé de ce morphisme et 

d.u morphisme canonique F *J - /(M). 

2) C1 est une conséquence inLmédiate de la propriété 4 de 1Q1 0 

\ 3) Il est clair que si µ est -ùll ordre décroissant, tous les 

autres sont les éléments de Il résulte de la déf:Lnition des opérations 

de Sq dans Rq (cf. VI,1.2, formule (1)), qu 1 on a pour tout s € s
3 

-1 
'.() =S Or>, ··µos µ 

la formule (4) ci-dessus en découle immédiatement. 



§ 3. Revêtement ·de e X 
q 

t;
9 

par 

d'un élément de .:J:.. • 
:::t' i,q 

J.1. Le morphisme 
.. + w· • 

invariant algébrique 

Les notations de ce numéro .sont celles de 2.l. ci-dessus et du§ 1 du cha

pitreJZI.. 
Soit r-1 une variété intermédiaire de ~J; soit, conformément• aux notations de 

2.1., w+ l'adhérence de la partie de l:J co~prise entre V x {11 et M. On sait 
M . . 

que H (W+ , M) est isomorpho à tf ; une base de H. 
1 

(HM+ , M) (on dira sim-
~ M · . tt 

plement a une base) est 1.Jn isomorphisme 4f de Zq sur Hi+1(H~, M). 

Défini tien 1. Soit f e: ');' ~ (cf. 2. 1., lemme 2). Une ba~e If est .di te edaot6e 

à f s'il existe un ordre décroissant c
1 

, c
2 

, ••• , cq de l'ensemble critique 

de f (cf. 2,3., définition 3) et un système do nappes descendantes orientées 

D
1 

, D
2 

, ••• , Dq 

(en désignant par 

de f, issues respectivement do c , c
2 

, ••• , c tels que 
. 1 q 

(G 
1 

, e,
2 

, •• ., e. ) la base c:anoniquo de Zq), \f(é..) soit, 

pour tout 
q . + . J 

· j &:. { 1, ••• ,qJ , l'imego dans Hi+
1
(~JM , M) de la classe fondamentale 

de Dj • 

On notera qu'à toute base ~ adaptée à f est assoc:iG un ordre bien d6ter-

miné de l'ensemble critique de f; on note cet ordre p.(f)• Si on fait opérer 

le groupe s~métrique S dans Z q de la manière habituelle .(cf. :fil , 1 • 2. t 
Cf 

formule (1)) , on a 
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' 1 ) p. ( lf O s ) .. µ.( 1 ) 0 s pour tout ses • 

~+ . Lemme 1 • .2.ill .f s: J' M ; !! If est uno base adaptée .~ f, .!.!EI! ~ est aussi 

adaptée à tout ûl6ment f .9.,! ~~ suffisamment voisin de f, et situO dans la 
strate da~ (pour la·Stratification naturollc de 'Y·+). 

M 

q 

Démonstration. Si f est assez voisin de f, alors d'après la propriGtê 2 de I, '3, .a., 
il existe ( g ,g•) c Di ff\'J X' Di ffI , proche de l I élément neutre, tel que 
.., ""' ... -1 ... .., 
f • f' • f • g • On pose g(cj) • cj ; il résulte du 1) du lemme 1 de I, 'l,-2. 

que le point (f (ê1),. •• , 1<ë/) est dans la m!me strate de· la stratification 

symétrique de stl que le point (f(c
1
), •• ,,f(cq)). En particulier on a 

fll 1111 N N IV N 

f(c
1
) ::, f(c

2
) i=- ••• -.. f(ccf) ; 



(
N ...,c ) cJ.-. , r ensemble cri tique de t ~il 'tlùtff:Cissant. autrement dit, l'ordre c , ••• , w -

D'autre part g(D.) est une 
1 

nappe de~cendonto oricntuo de f issue t.!t:? 1j ·i ~ïjis-

que g est proche ~e l'élément neutre, l'image dnns Hi+1 (\J~ , ri) de là t:lssnG 

fondamentale de g(D.) est la même que celle de D. , c 'cst-:i-dirc 'f (tJ.) 11 

J J 

Le lemm.13 justifie la 

Défini tien 1 1 • Soit G un élément de f ~ ( nerf de 's +). On dit qu'une base 
n 

Cf est ad 8 ptée. à G 8 'il existe un rcpréscntont f de G auquel 'f soit adaptée; 

( r est aJ.o.L'S adaptée à tout représentant de G ) • 

Lomme 2. Soit G e:.'i ~; §E.il J le type de G (cf. 2.3., définition 3'). ~ 

f une base adaptée à G • 

1) L'rmsr:nblo do toutes les buscs odapt(~os à Gest contenu dons l'ensemble 

'f o ( T J • S}; ces doux onsc;~bl;;s coïncident si 1 -', i :!::: l'f\. _ '3 • ( Pour 

1a.. défini tien de T J , cf. VI , 1 • 1.) 

2) 'f d1~fini t un morohi :.;,,,c 'f* : F .,; J --)- ~;, , dont 1 1 image est 1 1 ûtoile 

desccndanto do G ; pour tout s e. S J , .9D......§!. 

(2) ('f o s)* = 'f* o s • 

3) Soit S e. F * J si ~ est un point du simplexe fondamental, alors f 
est adaptée à 'f * (5) • 

Dûmonstration. 1) Soit f un reprC:scntant de CS ; soient c 
1 

, c
2 

, ••• , c q les 

points critiques de frangés dans un ordre ducroissont; soit D
1 

, D
2 

, ••• , Dq 

un système de nappes descendantes orientées issues respectivement de 

c1 , c2 , ••• , cq, repr~sontont Ï. Soit M' une varijté de niveau non critique 

situûe immédiatement en dessous de cj (c'est -à-dire de fa~on qu'il n'y ait au

cun point critique entre M' et la vari6tG de niveau de c.); soit W' la partie 
+ J 

de \JM si tuée entre M et M' ; on note H' 1 1 image du morphisme 

H. 
1

(\·J',li) ~ H .. (U~ , M) • i+ ~, i+1 h 
N 

Soit D. une nappe deccondante arbitraire is~uc de c. , orientée de fa;on cohé-
J J,.. 

rente avec l'orientation de D. en c. ; soient cl et ix. les ulémonts do 
. + J J ..., 

"" la classe oc. - o<. est dans Hi+1 (\JM' M) respectivement reprûsr.mtus par Dj et Dj 

H'. Il en résulte que toute base adapt~e à f (et par cons6quont toute base adaptée 

à
1 

G ) est de la forme f • g, où g appartient au sous-groupa de GL(q,Z) .engendru 

par.SJ et TJ; or ce sous-~roupe est identique b TJ.SJ (ainsi d'ailleurs qu'à 

SJ.TJ; cf.• }CL, 1.1., 2) du lemme 2). 
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Si. la condHion .. 1 iEè i t:ï · ~- 3 l:lst rû.:ilis6o, on so.i.1: d 1aprùs la leminè dé 
· . ·. , . , N , , N 

la base, (cf. G.oJ, p. 92) quo l'on peut choisi:r: D. de. fac;on que "'· - °' , ., . , ,, .·.· , J . N IV N '- • 

sdit ury 6l.ément arbitrai:re de H'; on peut donc chô'i9:ir l\ , D2 ; • • •, D q !"de 

façon li'• représenter Un .. élément tir.bitrair-e do <f O (TSS) , 

2) On a vu que. pour tout ropris,cntont f éfo é , lf définit un ordre déercissont 

fJ: (lfL ·de_ l' ensornblc critique de f; l~ morphismè · i, f,p(f) défini por le 1) 

J.u. .~ '3 ~ -2; 3 • , Got indupendnnt du choix cle f ( puiaqu 'il garde la 
N 

même valeur si or, remplace f pi::ir f suffisamment voisin de f) , . Cln poGo 

y f, p. (fl = ~';f 

On a cl'après (1) ci-dessus ot d 1après le 3) d.; e~ 3 c(.c. :z. 3. 

• • • 
y f(f O sr = "If p,(f) 0 s = 'f t1-<1)0 s 

ceci prouve (2). 

3) Soit f un rtprusontcmt de G • Soiont c 
1 

, c 
2 

, ••• , c q les points critiques 

de f dems l 'ord:r:1:1 dufini par \f • Soit 5 '- F *J ; Gi S apportiènt àu sirnplcxo 

fondamental, ses -çoordonnoos vérifient 

s1 ?;· s2 ~ ... ~ s
9 

soit J 1- la pàrtic de J dufinie pé3r 

Par uno petite modification de f au voisinage dos points critiquas c, (pour 
N J 

je:. J - J'), on peut obtenir une fonction f, ayant même ensemble.: critique qua f, 

telle que 

et que 

.... 

~ N .N 

f(cf) ~ f(c) ~ •• , ~ f(c
9
) , 

j S J 1 ·~ f ( C • ) > f ( C , 
1 

) 
J J+ 

Une tcllè fonction f est un reprûoentant de 'f-x (~) , et admet• If commœ base cdcptde. 

' Choix d 1 une base. On choisit Ùnè fois pour toutes une base 'f 
0 

: Zq➔ H i+·
1 

(\·t~ , M) , 

A toute baso 'f on associe le matrice · 'f : 1 
o 'f 

Soit G e:. 9? .~ ; on dit qu'un élument g;: GL(9,Z) est adopté la (5 s'il est .. , 
de la forme tf 

O 
o 'f , où If est uno bosa adaptue ù G • 

O.n utilise ia notot.ior, G pour GL ( 71 ) • • l . , _ _ _ . q · q,~ ainsi que os notations Tq, TJ i 

5 J , définies · ,t,,\. l!" 1 1., i . . 



c: ) "" <;r:. + d t p J • ,·o•:t g une m,-itrice adaptée à n P!oQosition .J. 1 §.Qil G ... ~ , e ye , "' ... - - v .......,,,i,.=------------:-, M • -
s d G /T est indépendùnte du choix porticulier de 9• ~ partie. 9 J 8 

2.) .4.r, 'Ji!RQJ,;i.ç:atioQ-W + \ui à tout 6 È 9? ;, associe· 1 1 élément de e f1 ain!ri 

défini est un morphisme 9! + ~ ~ • 
M q 

3) La réali 3ation géométrique 1 ~ ~ f ~ ~ ~ a une structure naturelle de 

C\rJ-complexe, notée [ ~ +], dont les cellules sont les étoiles descendantes de 
M 

l + + [tF--+J ➔ [lp] , ~ 1; W définit un morphisme :r u bijectif sur chiJoue cdlule. 
M M q 

( [ ~ J est la structure naturelle de C\-i-complcxe de ~ (cf. "]1. 
1 

,1 • 3 ~ , 
q ~ 

proFriété 3)). 
-+ 4) Le morphisme, (.,.;) g::;t ctn:iectif si 1::;;. i ~ 'l"l. -· 3 • 

5) fil:. 2 ~ i !':;f fait de [ ~ ~] 

,. [''° J un revetement cls_ z,_, • 
q 

Démonstration. 1) Il résulte du 1) du lemme 2 que l'ensemble des rnwtrices adnp-

ci, r .s ' J J la propriété annoncée résulte donc du 3) tées è G est contenu d2ns 

du lemme 2 ~ IC[, -1. i, · 

-+ 
2) Pour montrer que W est un morphisme, il suffit d I après la proprifté 4 de 

1.1., de montrer que toutes les applications co~pos6es 

-+ 
~ + _w___,>t; 

M q 

sont des morphismes. Soit (J l'isomorphisme de 

~Tr, i.2 î on s2it (loc.cH.,propriété 2) que 

'f sur K défini en 
n 

(3 ( 'f} ""F*J ; il suffit donc, _ .. ~ 
pour montrer que w O f* est un morphisme, de montrer que pour tout 6 de 

typ2 Jet toute base If 
vant (dans lequel g = 

d..c. vr 1. 3. : _, 

adaptée à G , il y a commutativité dans le diagramme sui
-î 

1f 
O 

o lf , et 

F*J 
;3-11 

'Y désigne le morphisme défini au début /1 g 

F*J ':ij 

(3) r* l Àg l 'f J l 
~+ w+ 

M ➔ 'e9 

Or tout sommet de F *J est de la forme s. ~ , où se:. SJ et où ~ est un 

sommet de f *J appartenant au simplexe fondamental. Soit J' le type de S ; 
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on a 
(3-1 'X o (s.5l = 

g 

D'autre part, d'après le 2) du lemme 2, on a 

-gs SJ' 

3) d A l ~ o eqt adapt•~e " 4' .* ( s t' ) • Il résulte donc, d'après le u meme emme, J s - ~ 0 
1 ) 

-+ 
çlonc du 1) du môme lemme et de la définition de w que . -----c 

gs :JJ' 

ceci prouve la commutativit6 du diGgramme (3). 

3) C1 est une conséquence imm6diatc de la commutativit0 du diagramme (3) : l'ap-

1 . t· 'Y 't t · · t· { t· \/-1 ,f 3 , propri0tt: 2). chaque p 1ca ion 1\ e an inJec ive c ·. .:.L- 1 , • , 

g - -;-1 * est injectif, et la restriction de w 5 1 1 étoile descendante de G est une 
-+ 

bij oction sur l'étoile descendante do W (G). 

La démonstration des proprilt6s 4) et 5) utilise le lemme suivant: 

Lemme 3. 1) Pour tout couple (0 ,S) de cellules de [<,; q] telles auc ô C. 6 , ~ 
tout relr:vrment 't' de ô d2:ns [~ ~] , .il exü;te un rel.èvcmetJ.i G .ili:_ O ill 
~ '"t;> c. G • 

le relèvement donné par le 1) .mù, 

uni□ue ( lorsq~ie 6 , 8 et <"t sont donn~s). . a 

r:2fun.Qn.~:!;;i:g!:!;ion du 1.emme 3, 1 ) • Soient J et J' les types respectifs de d' et s • 
D'après le 1}. de la proposition 2 cl{ j/1 ·L 'J. il existe g e:: G tel I ' . 9 -- --que 

6 [gSJ] et ô = [gS J ,J = . 
Soit fun représentant de ~t' ; g est adapté à "'t:', donc il existe une b~se lf> 

-·J 
adaptée à f telle que ~ 

0 
o f = g. Soit f' une fonction de type J obtenue 

à partir de f par une déformation qui conserve un système de nappes descendantes 

donné, représentant lP ; soit G la cellule de [~ +] définie par f'; G cç:intient 
1 M • 

~ , et g est adapté à G ; l I ensemble des matrices é:ldaptées c3 G est donc ~ ; 
-+ 

donc W (G) = O • 
2) On va donner la démonstration de ce résultat dans le cos particulier suivant 

(le seul qui sera utilisé dans la suite) : J' = J - fj
1

}, où j
1 

est le plus petit 

élément de J. Soit {1, ••• ,t} la plus grande suite d'entiers consécutifs tels que 

j 1. + 1 , , • •, j 1 + t appartiennent tous à J. Soient g, f, Cf comme ci-dessus; 



soient c
1 

, c
2 

, ••• , c
9 

les points critiques de f dans l'ordre défini par f • 
Soient M' et M" los varift6s de niveau da f relatives aux valeurs f(cj 1+~l - ry 
et f(cj

1
+1) +~,où le nombre positif ry est choisi assez petit pour que 

c 1J soient les seuls points critiques de f situés dans la partie 
Cj1+1 ••.~•, j1+r. 

+ . X de WM délimité!:\ pBr M' et f,î11 , Consid6rons le diagramme suivant 

'·-' (X î-1') ___ .:,,. 
'':i..+1 ' 

( ens8mble des J-cellules de [ i ; ] contenant l"t; l 

(4) -+1 
w l 

--~-...;> (ensemble des J-c 0ü1Llles de ['t J contenant ô } , 
9 

où est défini 1 
et où les morphismes considlrés sont 

les suivants 

la flèche verticale do gauche est la composGe de l'isomorphisme 

défini par 'f et de 1 1 isomo:-phisme 

0 \ 
(S) 

Â •• 

t: ::: 0 
1 • 

) 
. 

). 

\ 
ie 
0 ' .. / 0 '1 

' 
- la flèche horizc:inta.le du bas est définie par t t-> !~~ J c'est une bij ec-

tion d I après le 2} de la proposition 2 d(L ·n. 1 ,-1. 3 . 

ia flèche horizontale du haut est dGfinie comme suit ~ 

chemins issus de f, réalisant le croisement de Cj
1 

critiques { c j 1 +1 1 ... 1 c j 1+ l!} ( toutes les valeurs 

Soit ~ 1 1 espace des 

avec l'ensemble de poin~s 

critiques 6gales par ailleurs 

le restant). Puisque 1-C {V) = 0 et 

(1~,4A,f4~ 4) donne un 
1

is □morphisme 

qu'on a une· surjection ncturelle 

3 ~ ~ + 1 ~ ·n. - 4 ; le lemme des croisement~ a~ <n'\.Ck'<.<.c) e8,:w.1: 

: H. 
1

(X,M'} ~ Tt (l't:). D'autre part 
1+ 0 f 

H est clair 



D'où par composition le flèche du diagramme; c'est une surjection. 

Pour achevér de prouver lo 2) du lemme 5, il reste à montrer la commutativité 

du diagramme (4). Dr 1 1 élémont de H (X li') dont 'les ·coordonn~es dans la base 
i+1 ' 

définie par ~ s1:mt ( ?.. 
1 

, 'À 
2 

, ••• , /1 ~ ) donne 

croisement admet 'f o t Â pour base adeptûe, et 

adaptée (t) 6tant dGfinie par (5)). 

un élément de ~ dont le 
f 

par consCqucnt gtÂ pour 

point de 

matrice 

Démon§tratio.D...Q.\L.1.L.Qtl? lo progosi tian 5 : drms 1 1 hypothùse faite su:t i, le théo-
+ -+ 

rème de la base est applicable à \!M ; l'image de W contient donc le D-•sque-
- + lette de [t ] ; 

q 
il résulte donc du 1) du lemme 3 qu:-;; w est surjectif. 

IWmonstration du 5) de J-.? prow..:t.ig_t'J..2. : elle se fa:i.t en grimpant sur le sque;.. 

lette de [ 'e ] , en comrnonçant EJU 1-squolette. 
q 

Soi~ i une 1-cdlule ds [~'1], soient ô et 5' ses extrémitus. D'après le 

1) et le 2) du lcmmc 3, la relation II être joints par une arête de [ § ~] 
11

défini t 
.r:: ~ - + uno bijection entre les images :r6ciproques de u et o I por w ; la restriction 

de W+ au 1-squelctte de [~~]est donc un rovêtoment. 
·-+ Supposons dtimontrG que le restriction de W au j-squclette (j ~ 1) soit un 

reviHement; soit ~ une (j + 1 )-cellule de ['e J , soit J le type de r , soit 

J' l'ensemble obtenu en privent J de ~on premier élément; on choisit une cellule 

Ô , de type J', contenue dans O ; d' aprt?s le. 1) et le 2) du lemma 3 t w est un 

rev~tcment {produit) 

(j + 1)-squeletts ds 

-+ 
au-cJes:;us da O ; donc W est un revêtement au-dessus du 

[1? +]; ceci achève la d6rnonst:ratio11 par récurrence, 
M 

3,2. Le morphisme ë:; !1.Ê .b_~,invariant è~brioue rl'umi fonction r!e (;j ~ • 
,. l. t q 

On conserve les notat:i..ons du n° préc6der1t; ~1~'t•"//-1."lq~,•~-... "· /u:,-i.,.': dim \,/ = 'ri,, 

3.2.1. On a vu ci-dessus en 3,1. que pour tout Me:. dt, le choix d 1une base ~o 

de H i+
1 

(W~ , M) d1Herrnine un morphisme w + : ~ ; ➔ ~ q • De meme, le choix 

' d'une besè f O de ~-i (~/~ t M) dfterrnine un morphisme W .. : ! ~ -~ t\,-; 
d 1ap:cb le 4) de la proposition S' de 3,1., c;- est surject.if si 
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c'est-à ... dire si 

(6) 

De même,.d 1après le 5) de, la;même'.proposition, w • est un revômemont si 

TC 
1 

(V) ,.· 'O ·et si 

( 7) 

VII.26 

Donc, compte tenu de la décomposition ÇQM:::::, 9,2 ~ x ~-~ {cf. ~.1.., 1.) "~ e~p,.,,;.c;rl-..t.:.:~~~) 

) (W+ M) t d le choix d 1un couple ( tp
0 

,t.p~ de bases respectives de Hi+
1 

· M' e e 

H .(vJM-,M) 
11.-1 

détermine un morphisme w de 2 dëJns ~ x 'e ; w est s 1Jrjec-
- - M-- q q 

tif si la condition 2 ~ i ~-n - 3 est v~rifiCe; c'est un rovDtemcnt si la 

condition 3.::; i:s,; 1-1, - 4 est vérifiue ot si TC 
1 

(V) = O. 

+ 
Définition 2. Soit (1

0 
, 'f ~) un couple de bases respectives de Hi+

1 
(V!M,M) et 

de H ,(l:J-,M). On dit que I..{) 1 est la base duale de (.() s'.il.Y a com.pat.ibilH? 
-n.-1. M ; o · l o 

dans le diagramme suivant: 

1 
tf~ 7/_q ---...:...::__. __ ...\. 

, M) 

H (\r , M) 
n.-i M 

la dualité de ~q avec lui-même étant celle d~finie par le produit scalaire usuel, 

et la dualité entre H (1·1+ M) et 
i+1 ··n ' H .(I:!:, M) n-1 ,·1 

étant la dualité de Poincaré. 

Le couple formé par une base de H. (I:!~ , 1-1) 
1.+1 [·1 

et la base duale de 

H . (~J-M , M) sers eppelé simplement "couple de bases duales". Les propriétés 
,n-1 

suivantes sont immédiates 

1) 51• (lll
0 

, lP 
0

1 ) t l d b 
11 1 es un coupe e ases duales relatives à M, alors l'ensemble 

de tous les autres couples de bases d~ales relatives à la meme vari~té M est 
V V t -1 celui des côuples (If 

O 
o g , f ~ o g), où g décrit Gn , et g = { g) • 

2) Considérons les opérations de G dans 6 définies par la formule 
9 9 

( 8) g • (x,y) = (g.x, ~.y) 

Soit~ le morphisme i ~ B dôfini par le couple 
M rt 

duales; le morphisme d6fini par le couple 
-1 -

('fo , l.f' ~) de· ~ases 

( 
' gv) lf O O g , <f 
O 

O est alors 
g • lù • 



+ 
hfflIDIDQ 4. Soi_t M Et J1., ; .§ill r O une bMe de Hi+1 (\•/M 

base duale dti H . (1:t'M , M) i soit W le mornh~ 
- '11.-l. 

, M) , et soit ~~ l!! 

lM-+ fun 
s,!éfini pr.1r (1

0 
, <f ~) • Il y a comrnutotiv.i té dnns ln diagramme 

TT X 'ffi 
M §.M 

t~w w 

\Y 
\J.' 

G X ~ 6J 
q q Cf 

6:, soi-1t düfinios enr ln forrnule ( 8) • 
q 

Remarque. Les opértitions de TT dans m' sont cornpat:i.bles nvec la structure da 
1•1 

complexe simplicial ordonn~ de füM, elles d6finissent donc de façon naturelle 

des opérations dans la réslisation g._'jom~trique H.t'\
1
1 de f.

11 
, et dans le 

C~J-cornplexe associ6 [fil 
1
]. De même les op6rations de G dons ~ s I étendent 

~ q q 
de façon naturelle à Id':> r} et [S J . le lemme de commutativité c:i-dessu$ est 

évidemment encore valable pour ces opûrations. 

Démonstration du 11:lmme 4, On o vu (cf. 2 .1.. 1 2) de la proposi tian a) que. -les 

opérations de TT dons 9?. se font par l 'interméd.iaire du morphisme [1 

TT:::, g ~ (t,g-) e. (Tt' (Diff 1;/ ), 1t (Diff \F )) 
o M o M 

et des opérations respectives de TÎ. (Diff \J+ dans ~+ et de n: (Diff \F 
dans SË ~ • Or le 

o M M o M 
diagramme. 

TT X i; ~+ 
'I 

G+r f-tx 
_.,. l w 

G ~ 
~9 Cl ~ 

~ 

est commutatif; cela traduit ls hit que, poux- tout f e:. j(~ et tout 
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+ • ~ ~ 1 g* a ~ est adapt6e à g fà: Diff WM , si f est une base adaptoe " T, a ors 1 

-1 ,., • ;:t • a 11· ;,.u r .... _.l"t'v"'nlP.nt à ~ - o-· et w-. Il suffit f o g • La morne p:ropr:i.c: e "' '-· "' "'" " - · ~ M ' 1 · 

donc, pour achever la démonstration, de montrer que 
V 
~ 

f-(g) = f +(g) 

O:r cela résulte de la compatibilité du diagramme suivEJnt 

+ 
H.i.+1 (Uf·1 ' M) 

î 
-1- 1 

H (\-.1- H) ___2-ii-.;. 
'l{l.-i 'M ' ✓ 

pmir tout g ~ TT 

t1 

1 
:il 

(La compatibilité du carré central exprime que g: et g*, provenant d'un même 

difféomorphisme de \rJ, sCJnt compatibles avec la dualité de Poincaré; la compati-

bilité des carrés latéraux traduit l'hypothèse tp ~ est ducJle de Î O • ) 

3.2.2. Application : invariant d'une fonction de ~ ~ . 
i, q 

VI!.28 

Le lemme 4 montre que le morphisme ,~ définit par passage au quotient un rnor-

phisme i / TT --, 5 /G ~ df; 
M t'\ C\ 9 

et la propriété 2 des couples de bases dunles (cf. 3.2.1.) montre que ce dernier 

morphisme est indépendant du couple de bases duoles choisi. Soit u46 la compoo 
sante connexe de M dans cJ.{, ; d' aprè?s 2. 1. , 3) de la proposi tian a, ~ M / ÎÎ 

. est ca.noniqerncnt isomorphe au nerf S2. . de la partie de ~. forméa des 1,q;o 1,q 
fonctions dont les variétés intermédiaires appartiennent à ~ • Le morphisme 

. 0 

~- ~ dt 1,q;o 9 
obtenu par composition ne dépend que de vrt{, (on le voit en remplaçant M par une 

0 

variété voisine). En procédant de même pour chaque composante connexe de ,.)1:, 

on obtient un morphisme canonique 

l'invariant ainsi attaché (par l'intermédiaire de son image dans ~ . ) à un 
J., q 

dont toutes les valeurs critiques 

[(G°'/Tq) x (G /T )] /'G , c'est-à-dire, compte -~ q Q q 
tenu de'i!, 2.4.1, propriété 1), à T \ G /T • q q q 

élément de~~ (c'est-à-dire à une fonction 1,q 
sont distinctes) appartient à 



(},I C'J 
Définition 3. Soit f e Y. 

V l.19 

si son invariant dans T~\Gq/Tq 

; on dit que f est homologiouement primi_t:i;v_rt 

est l'image ~,de l'éllment neutre e de G • 
tJ 

VciOi que•lqui:ls 

1 • Soit f e: ~ ~ 

propriétés irnm6dintcs des fonctions homologiquement primitives l 

'r " , .. J q 
ment p~imitive, il 

, soit 6 son image dans 92 . ; pour que f soit homologiqul:l-
:i., q 

suffit qu'il existe une vari~té intermédiaire M de f et un 

couple (~ 
0 

1 ip ~) de bases duales relatives à ti, telles que ( w dési(Jnant le 

morphfome 92 M -1 c; ~ x 'é; C'/ défini par le couple ('f 
O 

, tp;) et ë 1 1 imë:gr~ dans 

G /T de l'é1.Jmemt neutre de G ), w (c;) soit de la forme g, (è,e), nvcc g c. G • 
t1 11 q q 

Coc::i est .nJ.ors vrai pour n I importe quel choix de f; ot du couple (f 
O 

, f ~) ; par 

un choix convem:ble de (fo , l.f ~) on peut obtenir peur W (G) n'importe quelle 

valeur de la forme 9.(~ 1 ~) ; en pDrticulier (~ 1 ~). Donct Eour ou~ f ocit homalo-

. .o.iqt.U:tiil~Dt .. ..l?L.-~.!:.rLiti·lf;, _il t'ill:!1. .. ~.:L.P suffit CJUC pour toute vr:irit:t{: .:i.ntrurn:jdi::Jiro 

M .,Q.~ f, il exis-tc t.l.[,_Ç.Q_hlJ?.Ju de bas~i3 duales relatives à li oui so:i.cnt ad,mtC:es :.i f. 

Si (w t (.!) ') 
/ 0 1 0 

est un tGl couple, tous lea nutres sent les (If o g,w 1 o g) 
g. {~,é) = (;,~) , c 1est-~-~irc tels que tels que 

0 J 0 

ge:: Ding (cf.)lI, 2.4.1., pro-

prié té 2). 9 

2. ffappelons qu 1 unu fonction f e ~o est dite pd.rnitivc si elle est l'origin,., i,q . ~ 

d'un chemin dans l'esp~ce des fonctions de l·iorse, ayant comme seuls points cxccp-

tionnels n points de mort, et aboutissant p.:ir consGquont :i une fonction s~ins 

aucun point critique. (En d'autres termes, tous les points critiques de f peuvent 

se détruire successivement par couples,) On montre en th6orie de Smale : 

a) Toute fonction nr.inü t_:i .. vu o-st \-1,..::r::t}lQqi ~-~<Jr:ient nrimi tive. 

b) Si 'Tt
1 

(V)= O, , et 2 ~ i <-n, - 3, alors toute fonction homolo-

giquemi:mt pl'imitiv'ë! est ririrnitive (cf. pDr exemple [30], th~orème 6, t1. et corol

laire 6.5,, p. 69-70). 

VII.29 
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§.4. 1ê connexité~ l'espace~ fonctions .§rn point critique. 

4.1 • . 1&. relèvement ~ générateurs de TI1 (S ,E ). 
q q 

On rappelle qu'on a défini des opérations de G dans S par la formule 
q q 

g. (x~y) = (g.x, g.y) ; 

E est la classe de (ê,ê) pour ces opérations. On a pour tout M ÊJ(, un 
q 

diagramme commutatif 

Proposi tien 6. ili1, suppose n
1 
(v) = O , n ~ 6 tl 2 ~ i ~ n-3 • Alors tout 

relèvement~ <l>M ~quelconque~ générateurs Yj,À.;g , ôj;g tl Çj;g 

~ n
1 

(Sq,Eq) ~ ..§2.ê. extrémités éguivalentes par™ opération~ TI • 

Démonstration. D'après le 3) de la proposition 2 de 2.1, il suffit de montrer que 

les extrémités de tout relèvement dans <l>M d'un quelconque des générateurs ont 

la même image dans autrement dit, peuvent être représentés par deux 

fonctions qui sont dans la même composante de t5~ 
1,q 

On se borne à faire les 

vérifications dans le cas j = q-1 ; les autres cas s'y ramènent sans difficulté 

par le 11cancellation lemma" et le lemme d'unicité des naissancese 

a) Relèvement de y 
1 

,.. • Le graphi.que d'un bon chemin a qui est un 
- q- ,1\;g 

relèvement de y q--1, À.; g dans "f M est du type 1 ci-dessous. On déforme a 

avec extrémités fixes de façon que son graphique prenne successivement les formes 

2, 3, 4, 5, 6 ci-dessous 
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i+1 

~ ~ i+1 

~ t1 11 1t 1i X 
y 1 1 i 1 

~ • i 

(6) 

Passage de 1 à 2 par le lemme des singularités indépendantes (IV.1, proposition 

1). Passage de 2 à 3 : soit a 1 le chemin correspondant au graphique 2, et soit 

f' un point de l 1 image de a' qui soit situé entre les deux points de croise-· 

ment; il existe un couple de bases duales relatives à f' (cf.3 2.2~ dont la 

matrice d'intersections est s 1 ; q-
soient C 

q-1 
et C 

q 
(dans l'ordre décrois-

sant) les deux points critiques d'indice i+1 les plus bas de et soit c' 

le plus élevé des points critiques d'indice i de fi . 
' 

il existe des nappes 

q 

descendantes disjointes D 
q-1 

et D relatives à c 
q q-1 

et C 
q 

et une nappe 

ascendante A relative à c' (toutes trois limitées à la variété intermé-
q q 

diaire telles que le nombre d'intersection de Mn A avec Mn D 
q q-1 

(resp. Mn D ) 
q 

soit (resp., zéro). Le procédé de Whitney (cf.[10], théorème 

6.6, p.71) permet donc de déformer A de façon que MOA rencontre MOD 
1 q q q-

transversalement et en un seul point, et ne rencontre pas M f\D • . q ' on peut alors 

prolonger A 
q 

jusqu'au-dessus du niveau de C 
q 

et par conséquent définir un 

chemin a" d'origine f' 

qu'en l'extrémité de 0:: Il 

' 

réalisant le croisement de c et c' 
q q 

les points critiques qui correspondent à 

de façon 

C 
q-1 

et 



c 1 soient en position de destruction mutuelle; le chemin correspondant au gra
q 

phique 3 est 

par f 1 ). 

-1 
,vt a" a,li a' ""1" • • 2 désigne la décomposition de 

par le cancellation lemma. 

a' définie 

Passage de 3 à 4 

Passage de 4 à 5 le bec de droite peut-être supprimé d'après le lemme de 

suppression des becs (IV, 3.3, proposition 4; le bec est du type II et c'est la 

condition (4) qui est vérifiée). Le bec de gauche est dual du précédent. 

Passage de 5 à 6 : par le lemme d'unicité des naissances (cf.III, 1.3). 

b) Relèvement de 0 • 
q-1; g 

Le graphique d'un bon relèvement est ici du 

type 1 ci-dessous; on le déforme en un chemin à graphique du type 2 par le 

cancellation lemma; puis en un chemin à graphique du type 3 par le lemme de la 

queue d'aronde (IV,4.3, proposition 5). 

On termine comme au a) par le lemme d'unicité des naissances. 

c) Relèvement de Ç 
q-1 ; g • 

Le graphique d 1un bon relèvement est 

du type 1. On le déforme successive-
- ,.._,...-:.,.--7' 

Ji\ 

' 

"' o: 
1 

==-------

ment en chemins dont le graphique est 

du type 2, 3, 4. 
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~ 

(2) 

Le passage de 1 à 2 est analogue au passage de 2 à 3 dans le cas a) ; le passage 

de 2 à 3 se fait par le cancellation lemma; le passage de 3 à 4 se fait par le 

lemme de suppression des becs (appl:L,-;_é dans les mêmes condi tiens qu I au a)). 

On termine comme précédemment par le lemme d'unicité des naissances. 

Corollaire • .Qll. suppose dimV ~ 5 (i.eo n ~ 6), 1t
1
(v) = 0, tl 3 ~ i ~ n-3 o 

Alors 19.la:i relèvement ~ Q?M ~ _gm3lcongue lacet relatif ~ Sea. modulo Eg_ 

~-™ extrémités ig_uivalentes par Il. 

Démonstration. D'après le lemme fondamental du chapitre VI (cfoVI, 3.1) tout 

lacet relatif de $ modulo E est homotope à un composé des générateurs 
q_ q 

y. ~. 1 etco Il suffit donc, d'après la proposition 6, de montrer que pour tout 
1,/\,g 

reÏèvement ~ de ~ dans Q?M, 1 1homotopie de ~ donnée par le lemme algé-' 

brique fondamental peut se relever en une homotopie de ~. Cela est clair 

lorsque 3 ~ i ~ n-4, car alors ~M est un revêtement surjectif de ,Bq 

(cf. ;.2 .1). Lorsque 3 ,< i ,$. n-3 (donc en particulier dans le cas n = 6 , 

-i = 3), le morphisme w est surjectif, et le morphisme w 

morphisme de revêtement (surjectif). D1 après le complément au.lemme algébrique 

fondamental (cf.VI, 3.4), l'homotopie de ~ peut être décomposée en homotopies 

élémentaires des types (a), (b
2

), (c1) et (c2). Les opérations du type (a) se 

relèvent d'après le 1) du lemme 3 de 3o1 ; celles du type (b
2

) se relèvent 

puisque w est un revêtement; celles des types (c 1 ) et (c 1 ) se relèvent 
1 2 

d'après le lemme des singularités indépendantes (IV.1) et le lemme du triangle 

(rv,2.2). 
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4.2. Le théorème.~ connexité. 

Théorème 3. On suppose 1t
1 

(V) = O tl dim V ~ 5 • Alors l I espace ~ fonctions 

C
00 

V x (I,0,1)-> (I,0,1) ayant zéro point critique est connexe. 

(On sait (cf. Introduction) que ceci entraîne que dans le groupe Diff V, les 

relations d'isotopie et de pseudo-isotopie sont les mêmes). 

Démonstration. Soient f et f 1 deux fonctions ayant zéro point critique. On 

sait (cf. V, 2 .1 , théorème 2) que 1 1 espace &J: est connexe ; il existe donc dans 
i 

Cf'. un bon chemin ~ joignant f à f 1 ; le chemin ~ ne rencontre 'f1 
J. 

qu'en un nombre fini de points, donc en particulier il n'a qu'un nombre fini de 

points de naissance; il existe donc un entier q tel que l'image de ~ soit 

contenue dans 

Soient ex et deux chemins de cr. , 
J. 

d'origine respective f et fi , com-
N N 

posés l'un et l'autre de q chemins de naissance, de sorte que f et fi 
' 

extrémités respectives de ex et ex', appartiennent à 'f. . Je dis que ]&t 
. J.' q 

chemin peut être déformé (fil@.2. extrémités fixes) fil .l:U}_ chemin ~ ~ 

(soient en effet f ' f , •••. f ' f p p+1 ' p+r-1 p+r 
des points exceptionnels 

consécutifs de tels que f 
p 

soit une mort, f une naissance, 
p+r 

f ~, ••• ,f 
4 

des croisements; le lemme des singularités indépendantes per-
P+1 p+r-, 

met de faire passer f p+r successivement avant f 1, ••• ,f 1 p+r- - p+ 
on peut 

alors appliquer le lemme d'unicité des naissances,ce qui permet de supprimer 

et f p+r on continue ainsi de proche en proche tant qu'il existe au moins 

f p 

un point du chemin en lequel le nombre de points critiques est strictement plus 

petit que 2q). 

,., 
Soit alors M une variété intermédiaire de f tout chemin de croisement 

de deux points critiques d'indice i (ou de deux points critiques d'indice i+1) 
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issu de f est homotope à un chemin élémentaire dont le support ne rencontre 

pas Mo Il en résulte que 9 de proche en proche, ~ peut être déformé~ 

origine ~ en un bon chemin ~ 1 contenu dans 'f M , de telle façon que le 

chemin 0:11 décrit par 1 1 extrémité de ~ au cours de la déformation reste dans 

Le chemin définit un chemin cp 1 composé d'arêtes de les 

extrémités d.e ~v sont des fonctions primitives, elles sont donc homologiquement 

primitives (cf. 3.2.2), leur invariant dans é/: est donc e • ]one d 1 après la 
q 

commutativité du diagramme 

l'image de dans est un lacet relatif de modulo E 
q 

Il résulte 

donc du corollaire de la proposition 6 que l'image de cp1 dans ~. est un 
1,q 

lacet; autrement dit, les deux extrémités de ~1 sont dans la même composante 

connexe de tf~ 
1,q 

donc f et fi sont dans la même composante connexe de 

On en déduit, par Cf~ 
J.' q 

q applications successives du lemme d'unicité des 

morts, que f et f 1 sont dans la même composante connexe de l'espace des 

fonctions ayant zéro point critique. 

Remarque. On peut donner à cette démonstratio~ une forme différente, dans la-

quelle les lemmes d'unicité des naissances et des morts interviennent par l'in

termédiaire de la proposition 4 de 2.2. Soit ~ comme ci-dessus, et soit ~ le 

chemin composé d 1 ar~tes de qui lui correspond; étant donné que est 

isomorphe à la Hlimite en escalier 11 des il est équivalent de montrer 

que cp est un lacet, ou de montrer que sa projection cp1 

pour q assez grand, est un lacet. 

définie 



§. 5. structure du nerf ~ espaces 

5.1. Surjectivité du morphisme + p 
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et 

Proposition 7. On suppose n ~ 6 9 ,c
1 

(v) = O et 2 ~ i ~ n-3 • Soit lYI € Jl 
tl soit <p

0 
rn base~ Hi+1 (W;9 M) ; k morphisme 

~ données (cf. 3.2 1 lemme 4) est surjectif. 

+ 
p Il ➔ G défini par 

q 

Démonstration. Le groupe G est engendré par la réunion de Diag des 
q q 

transpositions s. et des matrices élémentaires \. (j = 1,2, ... ,q-1) •. 
J J 

a) Tout élément de --. ~ 

gendré par les matrices 

définie par 

Diag ~ relève ~ II • 
q 

n. (j = 1~2pooo,q) où n. 
J J 

Le groupe Diag est en
q 

est la matrice diagonale 

il suffit donc de montrer que chaque matrice Y). se relève. 
J 

On choisit dans 1° une fonction homologiquement primitive f ; soit r:r 
M 

l'image de f dans w( o-) est 1 2 élément 

c 
1 

~. c
2

, ••• , c q les points cri tiques d I indice i+1 de 

de ~ 
q 

Soient 

mis dans l 1 ordre 

décroissant~ soient c~,c 2, ... ,c~ les points critiques d'indice i mis dans 

1°ordre croissant. La fonction f est homologiquement primitive, elle est donc 

primitive (cf. 3.2.2, propriété 2b). Il existe donc une famille c
1
,c

2
, ••• ,cq_ 

de ''cylindres'' (i.e. de sous-variétés de W difféomorphes à Dn- 1 x I), deu:x: 

à deux disjoints, situés dans l'intérieur de W, tels que, pour tout j , Cj 

contienne c. et c 1• , et qu'il existe un chemin de mort d I origine f dont 
J J 

le support soit contenu dans C .• 
J 

On note, pour tout j ' MflC. = M. 
J J 

et 

on désigne par c~ 
J 

et C. 
J 

les adhérences des de1,1X parties en lesq_uelles Nj 

,., I + ) coupe Cj • Soit cp
0 

une base de Hi+
1

,wM,M 

l'image d'un générateur de H (c+ M) • soit i+1 j' j ~ 

dont le j-ième élément soit 

m1 la base duale. Le couple TO 

(EX RP) est un couple de bases duales adaptées· à f To'To donc, d'après 3.2.2, 
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propriété 1 , ~-1 o E ]iag 'Po <flo q on pe;;:.t même supposer, par un choix convenable 

du signe de chaque générateur de I + ) H. ~ l..C .,M. , 
J.+1 J J 

que 

Or l'un des résultats que l'on démontre en même temps que le lemme de la 

queue d 1 aronde (cf.IV, 4.3, lemme 3) est le suivant~ il existe dans le groupe 

des difféomorphismes de C. 
J 

tangents d'ordre infini à l'identité le long du 

bord, un élément g. ' 
J 

situé dans la composante connexe de 1 1 élément neutre, 

laissant f (et par conséquent 

de H . 
1 

( C . , M . ) 
J.+ J J 

défini par g_ 
J 

M.) stables, et tel que l'automorphisme 
J 

soit la multiplication par -1 • Notons 

-

g * 
_j 
g. 

J 

le difféomorphisme de W obtenu en prolongea!'.l.t gj par 1 1 identité, 

son effet sur H (w+ .rr) Il est clair q10 e 

et g.* 
J 

b) Tout S. 
- J 

sont ( ê, ê) et 

i+1 M9 i·i 
O 

"' 

(s.' s.) on a 
J J 

~relève.Les extrémités du chemin 

La proposition 6 montre qu'il existe g. E TI tel qu 1on ait 
J 

Il en résulte que 

tient à ]iag 

S.• (t(g.)) 
J J 

laiss.e fixe (ë,e) 9 et par conséquent appar-

g_ 
donc compte tenu du a), s. se relève dans TI. 

J 

c) Tout t+ (. ) 
V • ' J = i j O O O j q-1 
J • 

~Felève. Les extrémités du chemin 

sont (ê,ê) et (G. , ê) on a 
J J 

.,,,---. ,,,---.. 
tt ( g • ) ( tt t-1 \ 

o• e ' e ::::: . ' . J = 
J J J 

On termine comme au b) ci-dessus0 

(G. ,ë). 
J J 

6. 
J 



5o2o Presque isotop;§.,o 

On démontre dans ce numéro un résultat indépendant de ce qui précède, rela-

tif aux triad.E:Js cœrrpac:tes sur lesquel::.es il existe w"le fon.ction ayant q points 

cr:i t:i.ques to1,:s d.e m~me indiceo 

,,, ,. ,,, 
Proposition 8. Soit ( W 9 V 9 V 1 ) ™ triade xompacte de dimension n o On suppose 

(sa,:is quoi. :li énoncé qui. suit est vide) ~ ~is½_ ~ entiers i et q ~ 

"" ,,, "' 

"" 
~o 1 1 espacg, ~ 

lrq 

f.,_ond,J.o".l,~ d.b ,Nç,E§§. (W 9 V, V1 ) _,, (I ~ 0,, 1 ) §.Y§.nt exactement q :points_ cri tigue__ê,, 

~ ~12:1d:ice 1 o On suppose 
N 

( Î ) ' ) ], ( V 
··1 ' ·- 0 

(2) 2 ~ i ~ ll=3 0 

Alors JlOur tout coaple de :pQints de '3{: tels gu v :il existe ™ ~ 
- ·- :l.9q 

,,, 
"" 

~ H~(W9V) tl :pour tout voisina.fil) 
d. 

,,, 
yu dans w 9 il existe ;sa chemin ( f a ) _d. 1 origine f g \ t - -

f u co!nc;Lge ~ f §E: W=U • [ On dit que f et f I sont presg,ie isotope,s 
1 

,{/x) . 
dans O\?o ] o 

l9q_ 

"" 
Rem_§trg·ccg::.0 Il rés,;.lte du théorème 3 que si -n:

1 
(v) = 0 et n ~ 6 9 a.,1,Ç,;;;:ê. l,a 

q ) que la propriété est vraie 

pour 

q = 0 0 Le seul cas où 1 a énoncé n' e,st pa,s vide est celui où w 
"" 

est difféomor:pte au cylb.dre V x I • Soit i le groupe des iiifféomorphismes 

de W induisant 1°identité sur V on sait (cfo Introduction) que pour tout 

couple ( .p +' i ) 
.L. p .l. de fonctions sans point cri tique, il existe g E } tel que 

Le procédé de la 11rétraction d 1Alexander 11 fournit, po'Ll.r tout voisi= 

"' 
nage U de va dans W 9 un chemin (gt) dans ~, d 1 origine g, tel que 



g
1 

induise 1videntité sur le complémentaire de U 

b) ~ q ?-1 • Supposons la propriété démontrée po1.,:r l'entier q-1 • 

Soient f et fU comme dans 1uénoncé; soit le point critique 

d · 1 l b d f ( f 1 ) On mod1fie T.~1 e niveau e p us , as e respo . • - - _ par l'effet d'une iso-

topie du but [ O 9 1] de façon que f ( c) = f 1 ( c u) ; soit À cette valeur com

mune o Soit ·(j; un plongement g 

p la fœ1c-tion distance euclidienne au centre dans D
1 

il y ait commutativité 

du diagramme 

L 1 image de 

sairement, 

q; est al0rs une nappe descendante de f relative à C • 1 

On définit d.e même le plong,sment 

néces-

relatif à f 1 et c 1 • D'après l.'hypothèse faite sur le couple (f 9 f 1 ), liimage 

de la classe fondamentale de (Di 9 Si- 1 ) par le morphisme 

on modifie au besoin q>1 par une symétrie de façon q_ue ces deux images soient 

"' 
les mêmes. Les cœ1ditions (1) et (2) de Pénoncé entraînent n:

1
(w) =0; il 

résulte donc du théorème de Hurewicz relatif que (j; et (j)1 sont homotopes. La 

condition (2) et le théorème d1 isotopie de Hudson (énoncé en [7], théorème 10.2, 

p.199,dans la catégorie PL, mais valable également dans la catégorie DIFF) 

entraînent que (li et 4 1 sont isotop~o Il existe alors une isotopie ( yt) 

de W telle que de sorte que et f coïncident sur 

on est donc ramené au cas où f et f 1 ont en commun une nappe des-

cendante N de leur point cri tique de plus ·bas niveau, et coïncident sur cette 

nappe, et où on a choisi <J;' égal à (j; . Il existe alors l1I18 isotopie (y_p 

de w telle 
-1 coïncide f .ê:ll. voisinage de N (En effet, <li que f'oy' avec . 

1 
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peut se prolonger en un plongement cp g M. -" W 
2 

d.u modèle standard de Morse, 

adapté à f et à la fonction quadratiqJ1e standard h s1,_r JVI. , 
1 

ce q_ui signi-

"' 
fie q_u1 i1 existe ëW plongement cp g [.,.19 +î] - [0 9 1] rerniant commutatif le dia-

gramme 

"' 
M.,, --L..7 w 

hl 
"' !f 

[ -1 9 +1] ~ ► [0~1] 

De même ·q, :peut se prolonger EC'. cp 1 ~ adaptée à f I et à h ; le plongement 

; 1 correspondant à cp I coïncide ave0 cp sur [=1 , 0] 9 et d I ap:cès le lemme 3 
,. 

de II 9 1 • 2 œ1 pe-c:t mod.ifie:r cp 1 ::le :'açcn q·::.e cp I co~::lci,ie ave:J cp au voisi-

Il résulte du théorème d 11;i.nicité de,s voisinages tubulaires, 
! 

appliqué à un voisinage tubulaire de i 
D dans M. , 

1 
q_u1 il existe une isotopie 

de W telle q_ue indu:i.t l'identité au voiBinage de N. La 

comparaison du diagramme ci~d.essus et du diagramme 

y'ocp' (M 

M. 1 w ~ 
1 

f 1 oy 1-
1 hl 1 N 1 

[-1,+1] 
cp 1 

[ 0 91] 

montre q_ue =1 f 1 oy 1 co!ncide avec f 
1 

au voisinage de N) • 

On se trouve donc ramené au cas où f et f 1 coïncident su.r un Yoisinage 

U de N ; soit T un voisinage d.e Morse de C i conte~u dans U, définis-

sant la nappe descendante N; soit a la borne supérieure de f sur Ta 

Le complémentaire de T dans r=1 [=,1, a] est difféomorphe à un cylind.re par 

la méthode du a) ci-dessus, on déforme f I de façon que sa restriction à, T 
,., 

reste invariable, et q_ue sa restriction à W=T co5.'.ncide avec f , sauf sur un 

petit 

avec 

de c 

1 déformé voisinage .de f- (a). On a ainsi fi en une fonction qui co5tncide 

f 
,., ,., 

entre V et une va:dété de niveau v1 ' 
située au~dessus du niveau 

on est donc ramené au même problème pour le cas q_-1 , ce q_ui achève 
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la démonstration de récurrenceG 

Corollaire. Soit W ~ triade compacte V x (I PO~ 1), ~ dimension n • Soit 

M € JI, .§.!~. ~M k sous-espace correspondant de 'f, (cf .2.1 ) • .Qu. suppose : 
~ 1.,q 

( 1 1 ) 1t
1 

(V) = 0 • 

( 2 ° ) 3 ~ i ~ n-4 (...2it gui en traîne n ~ 7). 

et une base de H . (vt ,M) _,,, ~ ~ - n-2 M 9ui soient adaptées à lê:_ ~ à f il 

à f 1 
, il existe .1?:ll, chemin (f t) d I origi~ f 1 ~ '5'~ ttl que f ~ ~

.sili ™ f ~ ~ ~ vo:Lsinage arbitrairement pet~-:;~ ôW • [on dit que 

f et f I sont ,,m;:esgue isotopes dans c.r~J. 

Démonstration. On applique le lemme 1 succ,3ssivement et on trouve 

les conditions 1 ~ i ~ n-4 et 3 ~ i , n-2 • 

Théorème 4. Soit V rn variété compacte ~ ~ tl soit_ W k c;y:lindre 

V x I ; gn_ _g_ésigne. par n ~ dimension ~ W • ~ e.spaces fonction:nels ((_ , 
1. p}i, 

.ml g:tê,:J,gg..ê, par ~ i , q , ~ i 

il ~M leurs nerfs respectif.§.. Les Qomplexes (Bq tl d--q .ê.QEj_ définis .fill VI, 

1 .4 • .Qu, suppose n
1 

(V) = 0 , n ~ 7 , 3 ~ i ~ n-4 •. A.lors 

1 °) ~ morphisme w g ~M _, (Bq _géfini_, sfil. 3. 2 ~ .Y.a isomorphisme_ rn tout 

M E JI, tl pour ~ choix de 1§, ~ d'homologie cp
0 

définissant w • 

2°) l&., morphisme ~i,q -tg_ défini _]ar .;eassage ~ ,9,uotient ~ w est lm. 

isomorphisme. 

3°) <I>i ~ isomorphe à 1§:., limite .§ll, escalier -9.:§. ~ sui te 

(définie en VI~ 1.4, lemme 7). 



VII.42 

Démonstration. 1 °) Il résulte de la proposition 5 de 3o 1 que, s.ous les hypo

thèses du théorème 4, w est ut:. morphisme de revêtement (surjectif) o Soient rr 

et rr' deux éléments de cl)M situés au-dessus de (e,e) soient f et f' 

des représentants respectifs de rr et CJ1 dans 'J:M o D'après le corollaire 

ci-dessus, f et f' sont presque isotopes dans 'J'~ o D'après le théorème 3, 

la presque isotopie dans 'r; entraine 1 1 isotopie dans le même espace, autrement 

f et f 1 t a 1 {!, t de a-O son .ans a m~me composan e connexe -TM 

Donc cl)M est le revêtement identique de 113n o 

2°) On a le diagramme commutatif 

donc cr-= rr' o 

D'après la proposition 3 de 2o1 (et le corollaire de la proposition 2 de 2G1) 

cl)M/TI est naturellement isomorphe à çt,. o Or d I après le 1 °) ci-dessus et la 
J.' q 

surjectivité de p+ (cf. proposition 7), le morphisme naturel @M/TI-+ tq est 

un isomorphisme o 

3°) Notons -w le morphisme désigné ci-dessus par w 
q 

on a 

le diagramme commutatif 

où toutes les flèches verticales sont des isomorphismes d'après le 2°) ci

dessus; il suffit donc d'appliquer la proposition 4 de 2.4, d'après laquelle 

est isomorphe à la limite en escalier des 

Corollaire. Sous ~ hypothèses .9]._ théorème 4, ~éléments~ ~~,q [~ 

tions "~ ~ (i,q.) 11 ayant toutes leurs valeurs critiques distinctes] sont 



classifiés à isotopie près par leur invariant dans 

Démonstration. La restriction de l'isomorphisme 

V 

T \.G /T • 
q q q 

donné par le 2) 

du théorème 4, au 0-squelette de [ ~iq] j est un isomorphisme ~ 

ît (cf~ ) -> T '.G /T O 

0 l 9 q q q q 

Remarques. 

L Il résulte de sa définition même (cf. 3.2) que l 1 'iinvariantn d'un élé

ment de 'J~ est invariant par tout difféomorphisme de V x (I,0,1). Le 
i,q 

corollaire ci-dessus a donc la conséquence suivante : si deux éléments de ~~ 
- l9q 

~ transformés l'un de 1 1 autre J2ê,r difféomorphisme, alors J;ls sont isotopes. 

Ceci est la généralisation à 'f~ du résultat du théorème 3, concernant les 
i,q 

fonctions sans point critique. 

2. On peut donner d 1autres applications du théorème 4 du même type que le 

corollaire précédent, par exemple la classification des fonctions de type (i,q) 

ayant toutes leurs valeurs critiques d 1 indice i et toutes leurs valeurs cri

tiques d 1 indice i+1 respectivement égales. 

3. Il est possible de démontrer directement le théorème 4, et d 1 en déduire 

ensuite le théorème 3 comme cas particulier (q=O). Mais la démonstration est 

rendue difficile par le fait que rien ne permet d 1 affirmer a priori que t 
ri,q 

est un revêtement de t' . D'autre part la démonstration directe du théorème 3 
q 

est la seule applicable au cas n = 6 • 



APPENDICE. 

Lemmes de fibration et d'acyclicité. 

On a rassemblé ici, avec des indications sur leur démonstration, divers 

énoncés de "topologie différentielle élémentaire!! ; il s'agit essentielle-

ment de généraliser les théorèmes classiques de fibration et d'acyclicité 

9....e, 
des espaces de plongements (cf. _;_Jar exemple [2] ou l'appendj_céN[3]) aux 

espaces de plongements qui sont adaptés à une fonction de Morse, ou qui la 

laissent.· invariante. 

§1. Compléments au théorème de fibration de Mather (cf.I.l.l. 

Proposi~ion 1.- .§ill W _:u_n_e_v_a_r_ .. iB_:__e~ ... i--à_b_. _o_.r_d_c_o_m_.p_a,cte., Soit f :une fonction 

de Morse W -+ R, (ce 3...u_i implique en _particulier que f n 1 a pas de p!=Jint 

cri tiq__u~ sur àW) • 

1 °) Soi_i 't, ~ace des fonctions de Morse W ~ R gui ont mêmes po_i:rJ.~ 

~t valeurs critiques que f et-9,ui sont tangentes diordre infini à f le 

long de à W • Soit 9i 1e _grou12e des difféomorphismes de W .9,ui lais sen!. 

fixes tous les points critiques de f et qui sont tangents d'ordre inf.ini 

à l'identité le long de àW. Les opérations naturelles de ~dans 't 
admettent des sections locales continues. 

2°) Soit X une.sous-variété fermée de W ; ,2n SUJ):e_ose qu~ pour tout 

c € X gui est un point critique de f , l'espace tangent à en c ne 

rencontre pas (en dehors de l'origine,) le cône est la 

forme _q_u_adratiq:ue bi tan_gente à f en le sous-------
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espace de 't (resp. ',) défini ·ear la condition de co'.i:ncider avec f (~. 

avec l'identité) sur X. Les opérations de <tx dans ~X admettent des 

sections locales continues. 

Démonstration 

1°) Elle se fait par recollement à l'aide du lemme local suivant: 

Soit a E W il existe un voisinage U de a ~ W , un voisinage 'U,.., 

et une application. continue f' 1-+ cpf' ~ '\A., dans l'espace 

des plongements de U dans W , _t_e_l_s __ g_u_e_ f' o cpf, co'.i:ncide avec f ~ 

V , et gue cpf soit 1' injection de U dans 

Le lemme local se démontre comme suit: si a est non critique, on choisit 

au voisinage de a des coordonnées locales (x
1

, ••• , xn) dans lesquelles 

f(x) =X • On pose pour f' voisin de f : 
n 

le théorème des fonctions implicites uniforme montre qu'on ~eut inverser 

~f' sur un voisinage U de a, valable pour tous les f' assez voisins de 

f ; on pose • Si a est un point critique de Morse, on choi-

sit des coordonnées locales dans lesquelles on a f(x) = u(x) , où u est 

une forme quadratique ; on applique alors à tout f 1 assez voisin de f le 

procédé standard de mise sous forme canonique au voisinage de a (utilisant la 

formule de Taylor avec reste sous forme d'intégrale); on met ainsi f'(x:) 

sous la forme uf' o Xr, (x), où uf' est une forme quadratique et un 

difféomorphisme local, dépendant l'un et l'autre continuement de fi , tels 

que uf = u et xf = identité ; donc f' (x) est de. la forme u 0 ,ef' 0 Xr1 

où ,ef 1 est un élément de SL(n) dépendant continuement de f' ; on pose 

,ef I o xf 1 = (jJf, et on termine comme dans le cas non cri tiq_ue. 
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2°) Il. suffit d'apporter au lemme local le complément suivant : si X 

est une sous-variété convenable passant par a, on peut imposer à cpf, 

d 1 être l'identité sur X lorsque f' coïncide avec f sur X. Il n'y a 

aucune difficulté lorsque a est non critique. Lorsque a est un point cri

tique.de Morse, on choisit une décomposition x = (y,.z) telle que l'équation 

locale de X soit y = 0 , et q_ue f soit de la forme v (x) + w(y) , où v 

et w sont deux formes quadratiques. Le lemme local du 1°) montre alors que 

toute fonctions f 1 assez voisine de f est localement de la forme 

v (1;,) + w( îl) où n. s'annule avec y , et où I;, = x lorsque f' et f. co!n-< 

cident pour y= O. 

Proposition 1 '. - .§2ii W une variété à bord compacte ; ~ A un fermé de 

W - oW • .§2.il f une fonction de Morse W - R ; ~ J un ouvert de R 

tel que, pour tout t € J s.oi t transversal à èW • Alors à tout 

g 1, € Diff cf (groupe des difféomorphismes de R induisant 1' identité sur 

le complémentaire de J), proche de l'élement neutre, on peut continuement 

associer g € DiffAW tel que, sur tout un voisinage de 3W , on ait : 

g 1 0 f = f O g 

La démonstration d.e la proposition 11 est immédiate ;. voici quelques 

conséquences des propositions 1 et 11 : 

Corollaire 1.- ..§.2il W une variété à bord compacte ; soit J un ouvert de R ; 

soit f une fonction de Morse W - R telle g_ue 

a) les valeurs critiques de f appartiennent à J; 

b) les variétés de niveau critiques de f coupent transversalement. OW. 

t\l 

Soit .. !., 1 'espace des fonctions de Morse W -+ R gui vérifient a), ll b) 
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I.r.'·'i (J) et g_u~ __ sont i:;a,lif§.ltes d'ordre infini à_ f le. J_ong de àW n , . J.:b. 
n) 

exJste alors _au-dessus d 1 un voisinag_e de f _d~E.'2. 'è une _sectio~ppur _l.' 1§-PP}i-

cation (g,g') - g' of o g- 1 
de Diff W x Diff CiTR dans l 'esy 3ce. des __ fonc•-

tions de Morse 

Corollaire 2.- Soit M. 
l 

le füOdèle de __ Jvlorse d I indice 

forme q_uadrati~corr~p:mdante 

s21,mment voisine cle h et t9Agented' ordre infini à 

i 

h 

peut associer de,faç_on continue ü~l ét~ent_ (q;, cv') de 

Diff M. x Diff [-1, + 1] 
1 

tel que 

-1 
q;1 oh o cv h' 

Corollaire 3, - Soient 
•=--="'"'" ... ''""'-

M. 
J. 

le modèle de Morse .. ?--' inql:,_s.~ 

le longye 

i de 

àM. 
1 

h 

on 

la 

forme q_ud.dratiq;_ue corre~ndante_J._ et (h/\) le chemin descendant, standard 

(cf. II,1.'1) •. ê.22:-l W \1-ne vurieté c~e_dedimen~ n, soit f une ,, .... ~ ......... 

foncti.2E;_ : W .... :R , !1.Lso~!_ c un point cri ti9.~e de Morse de f • .]'om'.' __ _i;0ut 

À. € I , on no_:te [i')À. .} 'e~p3:tee de~ements Mi -"' W adaE!.~.~---~ hÀ et f 

en c, et on note {P ~a_r~1:1n~.9B, (E.2E.:S. 'A € I) de t,?~1:!§ ... J-2E.. ~ .J,~!LW.H.::. 

cations naturelles 

( 1 ) g>_, I (dont les fibres sont les (i> ) 
À. 

( 2) ~ -> Plgt ( [ ·-· 1 ' + 1] I) 

(3) [j> _, P1gt ( [ -1' + 1] I) 

sont des fibratio~s_triviale~. 

]~mon~trations : Celle du corollaire est immédiate, et le corollaire 2 en 

est un cas particulier. Voici la d.-;monstration du corollaire 3. 



Cas 4e (1).- Soit 

qu I il, existe <p' E: Plgt 

<p € if1 ; l'adaptation de 
{\; 

( [ -1 , + 1] i I ) tel que 

culier (puisque h (ü) = - {\;e:) 
{\; 

on a -: 

<p 

<p r 0 
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à h 
{\; 

et f signifie 

h = 
{\; 

f 0 <p ; en parti;_ 

ce qui montre la continuité de (1). D'autre part le corollaire 2 donne un 

chemin continu (q\ 1 <)J' ) dans DiffM. x Diff[-1, + 1] tel que pour 
{\; 1. 

"- E: I ,;, 

<jJ,-1 
{\; 0 h o <vÀ. = hÀ. 

L'application 

de I x fP dans EI' est une trivialisation de fi1 au-dessus de I • 
0 

tout 

Cas de (2).- La trivialité de ia fibration (2) est une conséquence immé-

diate de celle de la fibration 

où Diff d M. a 1. 

Diff dM. - Diff [ -1 , + 1 ] a 1. 

est le groupe des difféomorphismes de M. 
l. 

adaptés à h. 

Pour montrer la triv.iali té de (2.1 ), il suffit de montrer l'existence de 

sections au voisinage de e. Soit T un voisinage tubulaire du bord de M; 

à tout <jJ1 € Diff[ "":"1, + 1] , proche -de e, la propo~Hion 11 permet d' asso-

cier i € Diff M. , laissant fixe un voisinage de O, tel que qi o (ji. et 
l. 

ru 
ho <v coïncident sur T; on termine-en appliquant la proposition 1 à 

qi' oh o '4,-1 , qui a même point et valeur critique que h et qui coîncide 

avec h au voisinage de à-M .• 
. J. 

Cas de (3).- La trivialité est une conséquence immédiate de celles de (1) 

et (2). 
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§2. Fibration des espaces de plongements adaptés sur les espaces de nappes. 

Soit W une variété compacte; soit f une fonction de Morse: 

W-R et soit c un point critique de f. On note d? (resp.~, resp. ~) 

l'espace des nappes ascendantes (resp. des nappes descendantes, resp. des 

binappes) de f issues de c. On rappelle la définition de la topologie 

de ces espaces ; d: et :i) sont munis de la topologie habituelle des espaces 

de sous-variétés, c'est-à-dire la topologie quotient de la topologie 
00 

C 

des espaces de plongements correspondants ; $s'identifie au sous~espace 

de JP x :[) défini par la condition de conjugaison des variétés tangentes 

en c. 

Rem.argue : Il résulte immédiatement de la contractilité de l'espace des sous

variétés tangentes en c aux nappes ascendantes (ou descendantes) que a?, a 

même type d'homotopie que cA"· x ~ • 

Froposi tion 2.- Soient W ,f, c, ~, .3J , ~ comme ci-dessus. Soit fft le e;roupe 

des difféomoœphismes de W qui laissent f invariante. Les opér~t:i.ons à 

gauche de 'ir dans d', J) ~ ~. admettent des sections locales continues. 

Démonstration: Démontrons-le par exemple pour !7t'. Soit A€ Je, et soit A' 

voisine de A. D'après le théorème de fibration des espaces de plongements 

sur les espaces de sous-variétés (cf.[3], p.114, théorème 3) , il existe 

dans le groupe Diff(W) un élément g
1 

, dépendant continuement de A', tel 

que g
1

(A) = A' ; les restrictions à A des fonctions f et f o g ont 

chacune le point c pour unique point critique, et coîncident sur le bord 

il existe donc d'après le 1 ° de la proposition 1 , un difféomorphisme g
2 

de A, laissant fixe c, dépendant continuement de g
1 

, tel que 

coïncide avec f sur A; on peut prolonger en un difféo-
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morphisme g
2 

de W dépendant çontinuement de g
2

• D'après le 2°) de 

la proposition 1 , il existe un difféomorphisme de W. laissant fixe 

A, dépendant continuement de g
1 

o g
2 

, tel que f o g
1 

o g
2 

o g
3 

= f 

ceci achève la démonstration, puisque g
1 

o g
2 

o g/A) = g
1 

(A) = A' • 

Corollaire 1.- [Notations de la proposition 2] • .§.2ii9" l'espace des plonge-

ments de M. (modèle de Morse d'indice i) dans W qui sônt adaptés à f 
1 

et à la forme quadratique standard h • Les applications naturelles : [r -+ cA1, 

P- :J)., .f>-5i!, sont des fibrations localement triviales. 

Corollaire 2.- Soient V et V' deux variétés de niveau de f situées au-

dessus.de c V 
0 

o 0 

étant au-dessus de V' 
0 

de J?, formée des nappes dont le bord est dans V 
0 

(resp. ~,) 
0 

la partie 

(resp. V'). L'application 
0 

naturelle : vf -+ .Â' 
0 0 

est une fibration localement triviale. [Résultat ana-

logue pour les nappes descendantes et: les binappesJ. 

Les deux corollaires sont des conséquences immédiates ·de la proposition 2. 

§3. Fibration des espaces de plongements adpatés sur leurs espaces de .jets. 

Lemmee- Soient W une variété de dimension n f une fonction de Morse 

~ c un point critigue d 1indice i k f .• Si un plongement 

~ ~ M. -+ Rn est adapté à h .tl f fil c, alors l'application 
1 

tangente à cp en O est adaptée à h et à la•.forme quadrati9,ue bitangente 

à f en c • 

Démonstration : On rappelle que "cp adapté à h et f " signifie qu I il 

existe un plongement cp 1 = [ -1, + 1 J -+ IR tel que cp' o h = f o cp • On se 

ramène, en choisissant des coordonnées locales définies par un prolongement 

de ' n cp a (R- t . ' W n en 1er, au cas ou = IR et f = h • Alors h O 
(1) 1 (1) h cp -cp 0 
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est le terme du second ordre dans le développement ho <p ïtp' oh ,- c'est 

donc zéro. 

Proposition 3.= Soient W,f, c, n, i comme dans le lemme ci-dessus. Soit P 

l'espace des plongements du modèle de Morse M. 
J. 

dans W g_ui sont adaptés 

à f en c et dont l'orientation en O est donnée. L'application naturelle 

tfl_,,, J ~ @ de P sur 1 1 espace des 1-jets en O de ses éléments est une fibra

tion localement triviale. 

Même résultat poùr les espaces suivants g u1 (sous-espace de g> formé 
cp' -

des plongements pour lesq_uels 1 2 application cp' ~. [ -1 P + 1 J _,,, IR correspon-

dante est donnée) (groupe des d,ifféomorphismes de M. 
1 

gui laissent 

le bord fixe et h invariant) ~,
2 

(groupe des difféomorphismes de 

M. 
1 

.9.J::!:i làissent invariantes les fonctions 

En plus on a des isom:or-Phismes canonig_ues 

SO(i,n,-i) X ]o, 00 [ 

2 2 
x.

1 
+ ooo + X. 

J., 
et 

Démonstration g Démontrons par exemple les résultats qui concernent 'hi_. 

Soit Jeh le sous-groupe de SL(n) formé des ap:plications qui sont adaptées 

à la forme quadratique h le groupe ~h est canoniquement isomorphe à 

SO(i,n-i) x R! . D'après le lemme ci-dessus, il existe une application 

naturelle qui se factorise par l'intermédiaire de ; il 

suffit donc de mont:rer l 2 existence des sections locales .f,h ➔ '1-i_ au voisina-

ge de tout point de • Le théorème classique ,de fibration des espaces de 

plongements sur les espaces de jets (cf [3] P théorème 2, p.114) donne des 
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relèvements locaux à valeurs dans le groupe de tous les difféomorphismes de 

M. qui laissent fixe le bord; on modifie ce relèvement à l'aide de la pro
J. 

position 1 de façon qu'il prenne ses valeurs dans '1i. (cuest le procédé 

déjà utilisé ci~dessus au §2)G 

Le cas de ,
1

,
2 

est plus simple, car O(i) x O(n-i) s'identifie à un 

sous-groupe de ~ ~ 
2 

• Le cas des espaces de plongements ad?,ptés se ramène 

à celui des groupes de difféomorphismes adaptés par le procédé hahituel 

(cfo[3], p.115, lemme 1). 

§4o Acyclicité de certains espaces de plongements adaptés ou de nappes. 

Proposition 4 .. -~ W une variété de dimension n , ~ f. une fonction 

de Morse ' w -l> fi. ; ~· C un point critique d'indice i ~ f Soient ' . 
V et v1 deux variétés de niveau de f situées la première au-dessus, 

0 

la seconde au-:dessous de c, telles gue C soit 1 1unig,ue point critique de 

la partie fermée w
01 

de W délimitée par V
0 

tl v
1 

1 °) Soit Mi le modèle de Morse d O indice \i ; soit g:>J l'espace des 

plongements de (Mi , .bord supé,r_ieur de M. 
J. 

bord inférieur de M.) dans 
l -

(w
01 

, V
0 

, v
1

) qui sont adaptés à f ~ c , et dont le 1-.jet en O 

est donné. L'espace g:> 
J est acyclique. Même résultat pour 

ffe C) formé des plongements ~YJ J,v 

~tandard de M. est donnée~ 
J. 

pour lesg_uels 1.1 image 

le sous-espace 

de la binappe 

2°) .§.9ii ~ (m. 'J) ,resp &":>) 1 1 es·pace des nappes ascendantes (resp. des 

nappes descendantes, resp, deis binappes) de f issues de c , limitées à 

V 
O 

et V 
1 

• Les espaces tt', J) , 9.> sont acycliques. M§me résultat pour. les 

espaces tf
3 

, (j) J , !JJ
3 

obtenus en fixant la variété tangente (ou le couple 
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de variétés tangentes) en O o 

Démonstration g L° acyclicité de ~ et celle de ~entraînent celle 

d'après le corollaire 1 de la propositîon 2 (cf. §2)o L° acyclicité 

de fj) 
J ,.v 

de ci; 
entraîne celle de cJP, puis½.ue 1 1 espace des variétés linéaires tangentes en 

0 aux éléments de ~ est acycliq_ue ; de même l'acyclicité de ~ entraîne 

celle de ::Ù , celle de ffi
3 

entraîne celle de m $ et on sait q_ue., 

• On est donc ramené à démontrer l'acyclicité de~ et 

celle de c7l>
3 

les deux démonstrations sont analogues; voici la démonstra-

tion de 1 °acyclicité de PJ • So:.~ @3 l 1 espace des plongements 

q_ui sont adaptés à f en c et dont le 1-jet en O est donné 

M. -'> W 
1 1 0 

le corollaire 3 du § 1 , 1' acyclicité de fPJ en traîne celle de ~ • Soit U 

un voisinage de Morse de c dans l'intérieur de w
01 

; soit !1<. un compact 

de (j)o 
J 

par compositien avec une rétraction de M. laissant fixe un 
J. 

voisinage de l 1 origine; on peut déformer tl< jusq_ue dans T3 n Plgt(Mi,U) 

de façon q_ue les éléments de ~ (\ Plgt (M. , u) restent dans Plgt(M., u) 
. J. 1 

au cours de la déformationo On est ainsj. ramené au cas où W == Rn f = h 

et c = 0 ; d'après le corollaire 3 de la proposition 2 , il suffit de 

montrer 1 1 acyclicité du sous--,espace fi' de 17) 
J; li ~ J formé des plongements 

q_ui laissent h invariant, La méthode classique de rétraction par ''transmuta

tion par les homothéties'', utilisée pour démontrer l' acyc1ici té de 1 1 espace 

des plongements avec 1-jet fixe en O de Mi dans IR.n, donne également 

l'acyclicité de ~ 
J;h , car cet espace reste stable au cours de la rétrac-

tion; en effet, si ho cp = h , alors pour tout 't., > 0, on a 
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