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Exposé n° 1
OPERATEURS ET APPLICATIONS FREDHOLM .
par

J.C. SAUT

§ 1. GENERALITES.

Ce paragraphe s'inspire largement de Palais [8]

DEFINITION 1. 1. Soient X, Y deux Banach; T € 2(X,Y) (V est

appelé opérateur Fredholm si

(i) ker T est de dimension finie.

(ii) Coker T = Y/T(X) est de dimension finie.

On dira que T est Fredholm de type (p,q) si ker T (resp. Coker T) est

p-dimensionnel (resp. q-dimensionnel).

Nous noterons F(X,Y) 1'ensemble des opérateurs Fredholm de X

dans Y.

(1)

Espace des opérateurs lindaires continus de X dans Y.

1.1
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DEFINITION 1.2. On définit la fonction indice, ind: F(X,Y) — Z par

ind (T) = dim ker T - dim Coker T.

THEOREME 1.3. Soient X, Y deux Banach et T € F(X,Y). Alors T(X)

est fermé dans Y, TX€F(Y™,x") (1), et Ind(T") = -Ind T.

Preuve. On a la factorisation canonique :

X o Y ,
fﬁ /S oll S est injective.
X/ker T

On peut supposer T injective car S est Fredholm, injective, et
S(X/ker T) = T(X). Soit W un supplémentaire algébrique de T(X) dans Y.
Alors dim W <+ o puisque T est de codimension finie et W est un Banach.
Soit T: X®W —Y, T(x,w)=Tx+w. T estlinéaire, continue et
bijective, donc un isomorphisme topologique d'apres ‘;e,.théoréme de Banach (2) .
Puisque X est fermé dans X ®W, T(X) = T(X) est fermé dans Y.
Les autres assertiors résultent du fait bien connu que si T € AX,Y)

a une image fermée, alors ker T = (Coker T)* et (ker T)* = Coker ™ =

THEOREME 1.4. Soient X, Y deux Banach, T € £(X,Y) . Supposons

qu'il existe S, S' €£(Y,X) tels que ST - Id, € K(X,X) ) et

TS!' -IdY €K(Y,Y). Alors T € F(X,Y).

Réciproquement, si T € F(X,Y), il existe S € £(Y,X) tel que ST-Id,

(D 3*_ qual de X, T = adjoint de T.

(@) Soient X,Y Banach, et T : X~Y linéaire bijective continue. Alors T
est un isomorphisme.

(3) K(X,Y) désignera 1'espace des opérateurs (linéaires ) compacts X »Y.
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et TS-Id, soient de rang fini (et donc compacts).

sible modulo les opérateurs compacts.

Preuve. On a le

LEMME 1.5. Soit X un Banach, K € K(X,X) et T =I-K. Alors T €F(X,X).

Démonstration du lemme 1.5.

Soit V=ker T et B., = boule unité de V. Alors K(BV) =B donc

v vV’

BV est relativement compacte, donc V est de dimension finie, donc admet un

supplémentaire topologique : X = V @W. Il suffit alors de montrer que (TIW)_1

est borné (car alors T(X) est un Banach puisque homéomorphe a W, et est
donc fermé dans Y).

Supposons le contraire ; il existerait alors une suite w né W, ”Wn” =1,
Tw,_ — 0 ; on peut supposer que K(Wn) - x € X. Alors wn—K(wn) = Tw, — 0,
donc WX, et x€W. Mais Tx = lim Twn =0, donc x¢€ V-= ker T, i.e.
Xx €V NW-= {o} ; absurde puisque |ix|| =1lim HwnH =1.

Enfin (X/T(X))* = ker * (puisque T(X) est fermé) = ker(1-K™).
Mais K¥eK(x¥,x™) et d'apres ci-dessus, dim(X/T(X))* <+ e, donc

dim(X/T(X)) < +¢co. ]

Preuve du théoréme 1.4. Ona. ker T cker ST et dim(ker ST) <+®. d'aprés

le lemme 1.5. De méme, TS'(Y) est un sous-espace fermé et de codimension finie

de X, et puisque T(X) oTS'(Y), T(X) est fermé et de codimension finie dans



1.4
Y (onautilisé : X Banach, S ¢ T sous-espaces, S fermé dans X et de codi-
mension finie dans X =» T est fermé et de codimension finie).
Réciproquement : Si T € F(X,Y), il existe 2 supplémentaires topologiques V et
W de ker T et T(X) respectivement.

Alors T | : V — T(X) est une bijection et (T | )"1 est continue d'apreés

\Y% \%

-1

le théoréme de Banach. Prolongeons (T \V) en S:Y — X continue, par O

sur W.

Alors (ST—IdX)(X) = -Proj, . T(x), (TS—IdY)(Y) =~ ProjW(Y). .

COROLLAIRE 1.6. Si TEF(X,Y) et K€K(X,Y), alors T+K€F(X,Y).

et TS-Id € K(Y,X). Alors S(T+K)—Idx= (ST—IdX)+SK et (T+K)S-Id,

Y=_(Tﬁs-1d. )+KS!

Y

sont compacts (composés d'un opérateur compact et d'un opérateur borné).
]

COROLLAIRE 1.7. F(X,Y) est ouvert dans =£(X,Y).

que ST-Id =K¢ K(X,X) et TS -1d, =K' € K(Y,Y). On va montrer que si

T'€£(X,Y) etsi IT-T'|| <[SI]' alors T'€F(X,Y).

Soit A=T-T'. Alors ||S Al <T3 IdX—S'A est donc inversible dans

1. Alors ST' = ST-SA = K+(Id,,~SA) et, posant

£(X,X). Posons B = (Id, - SA) .

S'=BS, S'T' = BST! =BK+IdX, ou S'T! —IdX= BK . De méme, IdY—AS a un in-

verse C dans £(Y,Y) etsi S"=SC, alors T'S = TS—.AS:K'+(IdY—AS), de

sorte que T'S"=T'SC=K‘C+IdY, soit T'S"—IdY=K'C. Mais BK€K(X,X),
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K'Ce K(Y,Y) (composé d'un compact et d'un borné), donc T'€F(X,Y) parle

théoreme 1.4.
||

COROLLAIRE 1.8. Soient X,Y,Z des Banach, T1 EF(X,Y),TZEF(Y,Z).
Alors T= T2T1 EFX,Z).

Preuve. On choisit d'apres le théoréeme 1.4, S € £(Y,X), S, € 2(Z,Y) tels que

_______ ’ 1

-Id,,, K TS IdY K SZT2 -1d,, K,=T,S,-1Id., soient compacts.

1721417 % B2~ Y? PqT "2P27 2

Posons S =S.S,.. Alors ST=S1(S

152 T, )T =S1(K3+IdY)T1=S1K T.+8,T

27211 37171017

=S, K, T +K +Id

15371 1 XsmtSTId _SKT+K Mais S_ K.T.+K

%374 1%3T4 1 est compact,

de méme que TS-1d,=T,K, S,+K,, d'ou le résultat.

4
X 72272 4 -

THEOREME 1.8. Soient X,Y,Z des Banach ; T €F(X,Y), S €F(Y,X).

Alors Ind(ST)=IndS +Ind T.

Preuve. ST €F(X,Z) d'apres le corollaire 1.8. On a la suite exacte
0 — ker T — ker ST —— ker S NImT — 0
d'olt dim ker ST = dim ker T + dim(ker SNIm T) ce dui s'écrit :
(1.1) dim ker ST = dim ker T + dim ker S - dim{ker S/ker S N Im T).
De la suite exacte 0 — Im S/Im ST — Z/ImST —+ Z/ImS — 0 on tire
(1.2) dim Coker ST =.dim Coker S +dim(Im S/ImST).
De la suite exacte 0 —m Im T+ ker§ — Y i Im S/Im ST — 0, on déduit
ImS/Im ST Y/(Im T + ker S) = (Y/Im T)/((Im T+ ker S)/ Im T) d'él1, avec (1.2)

(1:3) dim Coker ST = dim Coker S + dim Coker T - dim{(Im T + ker' S)/Im T)

et d'apres (1.1), (1.3) il vient :
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(1.4) Ind ST =IndS +Ind T +dim((Im T+ker S)/Im T) - dim(ker S/kerSNImT).
Mais la suite 0— ker SNIm T — ker S — (Im T+ker S)/Im T — 0 est exacte,
de sorte que dim ker S/ker S nIm T = dim(Im T + ker S/Im T), ce qui achéve la

preuve avec (1.4).
| |

THEOREME 1.9. Soient X, Y des Banach. L'application ind FX,Y)» Z

est continue, donc constante sur chaque composante connexe de F(X,Y).

pres de T. Soient V et W deux supplémentaires topologiques de ker T, T(X)
respectivement : X =ker T®V, Y=T(X)® W.

Soit S€ £(X,Y). Considérons ¢:V ®W — Y donnée par ¢(v,w)=Sv+w.
Si S=T, ¢ estune bijection et donc un homéomorphisme de VW sur Y (ar a-
pres le théoréme de Banach).

Mais Iso(VOW, Y) est ouvert dans £(VOW, Y) ; donc S€Iso(VeW,Y)
pour ||S - THm assez petit. Un S vérifiant cette condition est un isomorphisme to-

- pologique de V sur un sous-espace fermé S(V) de Y et Codim S(V)= dim W

= dim lCoker' T. Puisque S est injectif sur V, on pgut écrire X=kerSezZeoeV
etvalor‘s S est injectif sur Z®V, donc S(Z) nS(V) = {0} et dimS(Z)=dim Z.
Alors Y=W'®S(Z) @ S(V) et dim Coker S = dim W'=Codim S(V) - dim S(Z)
= dim Coker T -dim Z. Par ailleurs, dim ker S+dim Z=CodimV=dimker T. Donc

Ind S = dimker S - dim Coker S = dim ker T -dim Coker T =ind T.
» [ ]

COROLLAIRE 1.10. Si TEF(X,Y) et K€K(X,Y), alors Ind(T+K)=1Ind T.
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Preuve. D'apres le corollaire 1.6, on sait déja que T+K(X,Y)cF(X,Y). Puisque

K(X,Y) est un sous-espace de £(X,Y), il est connexe d'ol le corollaire.

COROLLAIRE 1.11. Soient X,Y des Banach. L'application

FX,Y) — Z

T — dim ker T est semi-continue supérieurement.

Démonstration. Soit T €F(X,Y) ; il suffit de montrer que dim ker S < dim ker T
pouf tout S€F(X,Y) assez prés de T.
Or (cf. démonstration du théoréme 1.9), ona dim ker S +dim Z = dim ker T,

d'oll le résultat.
||

COROLLAIRE 1.12. Soient X,Y des Banach ; soit Fq(X,Y) 1'ensemble

des opérateurs Fredholm d'indice q. Alors Fq(X,Y) est ouvert dans #£(E,F).

Preuve. Résulte immédiatement du corollaire 1.7 et du théoréme 1.9.

§ 2. THEOREME DE SARD-SMALE: APPLICATIONS.

Le début de ce paragraphe s'inspire assez largement de Smale [9]'. Nous
allons d'abord étendre la notion d'opérateurs Fredholm & des applications entre
variétés différentiables modelées sur des espaces de Banach (que 1'on appellera
simplement variétés différentiables) (ct. 2], [7]).

Nous supposerons nos variétés connexes et a base dénombrable d'ouverts

(en particulier, elles serort des espaces de Lindeldf : de tout recouvrement ouvert,

on peut extraire un sous-recouvrement dénombrable).
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DEFINITION 2.1. Soient X,Y deux variéiés différentiables et f:X—Y

de classe cl. On dit que f est une application Fredholm si la dérivée

X

Df(x) : T_(X) — Tf(x)(Y) est un opérateur Fredholm pour tout x€X.

L'indice de f, noté indf, est (connexité de X et continuité de

x +— ind Df(x), cf. théoréme 1.9) la valeur commune de ind Di(x), x € X.

DEFINITION 2.2. Soit f: X — Y de classe C1 ; X€X est un point régu-

lierde f si Df(x): T (X) — Tf(x)(Y) est surjectif, et est un point singulier, ou

point critique, sinon. On notera C 1'ensemble des points critiques de f.

Les images par f des points singuliers sont les valeurs singulieres, ou

valeurs critiques de f ; les autres points de Y sont appelés valeurs régulieres.

Nous noterons Rf 1'ensemble des valeurs régulieres de f ; si A cX,

onpose Rc|A=Y-f(AnC). Si UcX est ouvert, Rf|U=RflU.

Remarquons enfin que si y€Y et y¢ f(X), alors yé€ Rf.

LEMME 2.3. Si f:X — Y est une application Fredholm, 1'ensemble- C

des points singuliers de f est fermé.

Preuve. Montrons que 1'ensemble des points réguliers est ouvert ; cela résulte .

immédiatement de ce que Ind Df(x) est constant et du fait que x ~ dim ker Df(x)

est s.c.s. (cf. corollaire 1.11)
[ |

LEMME 2.4. Si f: X — Y est une application Fredholm propre (i.e.

1'image réciproque de tout compact est compacte), alors 1'ensemble R

¢ des valeurs

réguliéres de f est ouvert.
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Démonstration. Supposons R, non ouvert ; il existe alors yER; et zn=f(xn),

f

X, points singuliers de f, tels que z, — y. Soit K = {21,22, ceesZpse ¥}
Puisque f est propre f_1(K) est compact. Il existe alors une sous-suite x_— X,
et x est un point singulier d'apres le lemme 2.3. Donc f(Xn) - f(x) et f(x) =y,

ce qui contredit le fait que y est une valeur réguliere,
On rappelle le

THEOREME 2.5. (Sard). Soit U unouvert de RP et f: U — RY, de

classe C° , s>Max (p-q,0). Alors 1'ensemble des valeurs critiques de f est de

mesure nulle.

Pour une démonstration, cf. par exemple [6]. »

Rappelons enfin qu'une partie A d'un espace topologique X est rare

o]

si A= maigre si elle est réunion dénombrable d'ensembles rares.
’ .

Un espace topologique est un espace de Baire si aucun ouvert non vide

n'est maigre, ou de maniere équivalente, si toute intersection dénombrable d'ou-
verts denses est dense. Tout espace métrisable complet est de Baire.
Dans un espace dé Baire X, un sous-ensemble A est dit résiduel s'il est
intersection dénombrable d'ouverts denses (i.e. si son complémentaire est maigre).
Dans un espace de Baire, une propriété vraie sur un ensemble résiduel

(i.e. sauf sur un ensemble maigre) sera dite générique, ou vraie presque partout .

Le théoreme suivant généralise le théoreéme de Sard en dimension infinie :
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THEOREME 2.6. (Smale). Soient X, Y deux variétds différentielles et

I:X—Y, de classe c4 et Fredholm avec q >Max (ind £,0).

Alors 1'ensemble des valeurs régulieres de f est un résiduel de Y.

Remarque 2.7. L'hypothése f Fredholm est essentielle : il y a des exemples de

fonctionnelle Cw sur un Hilbert réel et dont 1'ensemble des valeurs critiques
posséde un point intérieur (Kupka). [ |

Avant de montrer le théoreme 2.6, donnons deux corollaires importants :

COROLLAIRE 2.8. Si f: X — Y est Fredholm d'indice <o, son image

est d'intérieur vide.

Démonstration. En effet, un opérateur Fredholm d'indice <o ne peut &tre surjec-

tif. Donc tous les x de X sont singuliers et 1'ensemble des valeurs singulieres

de f coincide avec f(X).
[ ]

COROLLAIRE 2.9. Soit f: X — Y de classe Cq, Fredholm avec

q >Max (Ind £,0).

Alors pour presque tout yeY, f_l(y) est soit vide, soit une sous-variété

de X de dimension l'indice de f.

leur réguliére. Supposons f_T(y) £ @. Alors pour tout x€ f-l(y), f est une sub-
mersion en x (Df(x) est surjective car y est une valeur réguliére et son noyau
admet uri supplémentaire topologique puisque f est Fredholm). On sait alors

(cf. par exemple [2] p. 52 ou [7]) que f_l(y) est une sous-variété de X. Sa
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dimension est celle du noyau de Df(x), & savoir Indf, puisque Df(x) est surjec-

tive.

Démonstration du théoreme 2.6. 1l suffit de montrer que tout x €X possede un
voisinage ¥ tel que R,f |7 soit ouvert et dense. En effet, puisque X est de

Lindeldf, on pourra trouver un recouvrement ouvert dénombrable de X par de
tels ¥ et le résultat suivra puisque R Q Ry 7 .

£ n

Montrons d!'abord le

LEMME 2.10. Soit f: X — Y une application Fredholm. Alors f est lo-

calement propre, i.e. pour tout x€ X, il existe un voisinage 7 de x tel que f \7

soit propre.

Preuve du lemme 2.10. La propriété étant locale, on se ramene au cas f: U—E!,

U ouvert de E, E et E' Banach.
Soit x €U ; posons A = Df(xo) :E — E'. Puisque A est de Fredholm,

ker A et Im A admettent un supplémentaire topologique : E = E, ©ker A,

1

E'=ImA®F Soient P,Q (resp. P',Q') les projections correspondantes.

2 L ]
] — 1 — ) .

Soit xo_.(po,qo) P, € El’ q, € ker A. Soit A =P A B E1 —ImA., A est

clairement un isomorphisme linéaire d'apres le théoréme de Banach. D'apreés

Lang ([7] Ch. I§5) il existe des voisinages V,cE

1 ],V cker A, VcU dep,

dyr Xg respectivement et un difféomorphisme, h: V. XV, — V tel que le diagram-

o’ 1'2

me suivant soit commutatif :

|
VxV—»Vf—» L ma

AN /
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On voit alors en particulier, que V q€ V2, f I est un homéomor-

(v, x{a})

phisme sur son image.
Soit M un voisinage compact de qd, contenu dans V2 (c'est possible

puisque dim ker A < ). Soit N=h M).

(

v,

Soit maintenant f(xi) =y, =Y, X; = (pi,qi) €h lVT(v1) x N. Il suffit évidem~

ment de montrer que 1'on peut extraire des X; une sous-suite convergente. Puisque
N est compact, on peut supposer que q — h(q), g€ M et puisque f(pi,q) — Y,

on peut supposer que q; = h(q).

Mais £ est un homéomorphisme, donc p; — P, ce qui

(v, x {q))

montre le lemme (avec 7 = hlV (VI) % N), ol V'1 CVT' I
1

Nous allons maintenant montrer que tout x€ X posseéde un voisinage ouvert
V tel que Rf v est dense.

On se ramene encore aucas £f: U—E', UcE. Soit XOE U. Nous repre-
nons les notations de la démonstration du lemme 2.10. I est clair que Rf =R

th :
v Tivav,
Par ailleurs, la commutat ivité du diagramme montre que '

() Wy ,y,) c A7 (y) xV
y1 ’ yZ (o} 1 °2 *
On en déduit que (y1,y2) est une valeur réguliere de foh si et seulement si yi2
. Ve q e\ R N _ —1
est une valeur régulieére de ‘pXI 1V, —F, oll x,=A (y 1) et
Py (x2) =Q' oth(XT,Xz).
1

En vertu des hypotheses du théoreme 2.6, e, vérifie les hypotheses du

1
théoréme de Sard. Donc R N({y,} xF,) est dense dans {y.}xF,,
th IV <V 1 2 1 2
Va2
Vv Yy € _AO(V1) ; il en résulte que th est dense dans E'.

[VIxV2
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Fin de la de’monstrati_cirl . D'apres le lemme 2, 10, on peut choisir un voisinage 7(

de X tel que %cv et que f\’T? soit propre. D'apres le lemme 2.3, 1'ensemble
C des points critiques de f est fermé dans X, donc £ NC) est fermé puisqu'une
application propre est fermée, Donc Rf l% =E'Nf(1 NC) est ouvert.

Puisque Rf v < Rf} n , ce dernier ensemble est également dense, ce qui

achéve la preuve du théoreme 2.6.
a2

Application. Etude de 1'ensemble des solutions stationnaires des équations

de Navier-Stokes.

Nous nous proposons ici de retrouver un résultat de Temam-Foias ([4],
[5]) sur la finitude générique des solutions stationnaires des équations de

Navier-Stokes.
En vue d'autres applications éventuelles (systémes elliptiques non-linéaires

par exemple), nous donnons d'abord une conséquence du ,th’éor"éme de Sard-Smale.

THEOREME 2.11. Soient' X un Banach et A un opérateur linéaire fermé,

de domaine D(A) ; soit B un opérateur non lindaire tel que D(B) oD(A).

~Pour u€ D(A), posons F(u) = Au+B(u). On suppose :

(i) A est Fredholm d'indice nul de D(A) dans X.(T)

(i) B est C' et compact de D(A) dans X

(iii) F~' transforme les bornés de X en bornds de D(A).

Il existe alors un ouvert dense Rp de X tel que pour tout y¢€ Rps F—l(y)

soit vide ou fini,

(1)

D(A) est muni de la norme du graphe.
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De plus, card F_T(y) est constant sur chaque composante connexe de Rp,.

Preuve. B étant compact, sa dérivée est compacte de D(A) dans X (cf. par ex.

Krasnosel!skii [‘l’l]). D'apres le corollaire 1.10, F est donc une application
Fredholm D(A) — X, d'indice nul.

Soit RF 1'ensemble des valeurs régulieres de F. D'apres le théoréme de
Sard-Smale, RF est dense dans X.

Pour montrer que R, est ouvert, il suffit d'apres le lemme 2.4, de prouver

F

que F est propre.

Soit donc K un compact de X. Alors F_1(K) est fermé borné dans D(A)
d'apres (iii). Puisque A est Fredholm d'indice nul, il s'écrit A=A_+ Ty ol Aj
est un isomorphisme de D(A) sur X et T, est compact (et méme de rang fini).

D'apres (ii), (TO + B)(F-1(K)) est relativement compact dans X, de méme

que K' =K+ (T + B)F(K)).

‘ -1 -1
Donc A'1(K') est relativement compact et F~ (K) Ag (K') est compact.

Les derniéres assertions du théoreme 2. 11 résulteront du

LEMME 2.13. Soient X,Y des Banach, f: X — Y, de classe C1, propre,
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Fredholm d'indice nul.

Soit N(y) le cardinal de f-T(y).

Alors N(y) est fini et localement constant sur R

fo

Preuve du lemme 2.13. N(y) est évidemment fini sur Rf puisque pour y =f(x), x

régulier f_T(y) est compact (f propre), et discret (Df(x) est un isomorphisme
puisque f est d'indice nul, et f est difféomorphisme local au voisinage de x).
Montrons que N(y) est localement constant. C'est clair si y £ f(X) puis-

que f(X) est fermée (f est propre, donc fermée). Si y oER; et y € £(X), alors

f
f-T(yo) = {x1 yoes ,xp}, X points réguliers, et il existe des voisinages ouverts
deux a deux disjoints Ui(xi)’ i=1,...p, et U(yo), tels que f IUi(Xi) soit un
p
difféomorphisme de U,(x.) sur Uy ), i=1,... p. Soit V(y )=U(y NEX\U U.(x.) ;
ivi 0 o o i2q i

Viy o) est ouvert puisque f est fermée et pour tout y € V(y 0), Ny)=Ny). =n

(0]

Nous rappelons maintenant quelques notations et faits bien connus sur
les équations de Navier-Stokes (cf. [107], [4]).

Soit © un ouvert borné de Rn, n=2, 3, de frontiecre 3N de classe C4-
Posons 7 = {u= (u,!, . ..,un) ed(Q)", divu=0}, H (resp. V)= adhérence de 7
dans L‘?‘(Q)rl (resp. H1(Q)").

Notons P la projection orthpgohale de L‘Z({z)rl sur H. Pour
u€ DH(A) = HZ(Q)rl NV, soit Au=- PAu (A est l'extension de Friedrichs de
_AW)' A est un opérateur auto-adjoint, positif, d'inverse compact. D'apres

Cattabriga [3], il existe C’l(‘Q) >0 telle que

-1 (1)
Cy ull - < |[Au| =C, [ul
U A" U )"

(1)

et (,) la norme et le produit scalaire dans H, |.}| la

Nous noterons
norme dans V.
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av
Pour u, v€V, posons B(u,v) = P[(u.grad)v] = P[ 2 U 5= ] On sait
Jjsk=1 J v

(cf. [4] par ex.) que B(V,D(A)) cH.
Le probleme de Navier—Stokes stationnaire est alors le suivant :
" Etant donnés f€H et v >0, trouver u€V tel que:
(2.1) yAu + B(u,u) = f.
Posons S(f,y) = {u€V ; u solution de (2.1)}. Alors (cf. [10]),

SE,v)#P et S(f,v) cD(A).

THEOREME 2. 14. (Foias-Temam). Soit v >o0 ; il existe un ouvert dense

0 de H, tel que card S(f,v) soit fini (non nul) sur O et constant sur chaque

composante connexe de O.

Preuve. On définit une application F : D(A) — H par F(u)=vAu+B(u,u).
F est Fredholm d'indice nul. En effet, A est Fredholm d'indice nul. (c'est un

isomorphisme de D(A) sur H, cf.[10]), et la dérivée de B est compacte puis-

que B est compact. Ce dernier point résulte évidemment du

LEMME 2.15. Soient Q,C]R borne, n=2,3 et s>3/2. L.'application

Ur—u % est ¢ omgacte de H(Q) dans 1o z(ﬂ)
i

Preuve du lemme 2.15. Il suffit de montrer le cas le plus défavorable n= 3,

S = -32- . On a alors d'apres le théoreme de plongement de Sobolev, u, V€ LP ),
1 1
Vp,2<p<e et —a-a-xu—EL Q). D'oupar‘Holder, [u | < |u \/p\ l /3
i 1
. : . . 1, 1
ou q=p—-3;_% . Soit q' tel que a+a-7= 1.

Alors H' () ch'(n) ol 1 =‘%-)E. D'oir LYn) cHT(g). Choisissons
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p de telle fagon que %'-;-)é >~ % , i.e. p>3. On a alors l'injection compacte
—I‘ "1/2 . . Ve 7 :
H (Q) cH (Q) et le lemme est démontré. on

Fin de la démonstration, L'application F vérifie donc les hypothéses (i), (ii)

du théoréme 2.11. L'hypothése (iii) est vérifide d'apres un résultat de régularité
classique (cf. [10] ou la démonstration du lemme 2.17).

Le théoréme 2.14 résulte alors du théoreme 2.11. i

Un renseignement sur S(f,v) quand f€ H\O est fourni par le résultat
suivant, basé sur le fait que A est auto-adjoint positif d'inverse compact

(et qui peut se généraliser a d'autres systémes elliptiques non lindaires) :

PROPOSITION 2. 16 (Foias-Temam [4]). Pour tout f€H, S(f,v) est

. s m
homéomorphe a un compact de R, pour un m assez grand.

Esquisse de la démonstration (pour les détails cf. [4]).

Notons W1 peeey Woyeoo une base orthonormale de H formée de vecteurs

propres de A ; soit Pm la projection de H sur 1'espace engendre’ par WseooWp, o

On a alors :

LEMME 2.17. Il existe C,I(Q,n) >0 tel que si

. 4
(m+1)2/ m =C, lf—xs— , alors P est une bijection.
V .

mlg, )

Démonstration. (cf. [4]). On montre d'abord, utilisant des estimations fines

sur A et B que

‘ 2
(2.2) lau| =c, -llf—l-(i +J—f}l—),
v

i.e. que S(f,y) est borné dans D(A).
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Soient alors u, v€S(f,v), et posons w = u-v, Prenant le produit sca-

laire dans H de F(u)- Fv) avec QW (Qm =I-P m)’ on obtient, en posant

m ka
b(u,v,w) = S (2 u gx—-wk)dx :
Qik=1 %

vllQmw_H2 = -b(u,u,Q w) + b(v,v,Q w) = -b(u,w,Qmw)-b(w,v,Qmw)
= +b(u,Q _w, me)+b(me,Qmw, v)+b(Q_w, v, Qmw).

En utilisant encore les estimations de [4] et (2.2), on obtient :

(2.3) vl wiPscC l,f—lmi%f)?/“ 10wl 1P wl+c, Lo wiP/Z 10 wi V2.

Notons Am la m® valeur propre de A, Awm'= >‘mwm‘ On montre facilement,

par les techniques d'Agmon [1], que

(2.4) Ay 2 CZ(Q)mZ/ n (CZ(Q) >0 ne dépendant que de §).

m -
Maintenant, pour tout u€ H, ona u= i T (u,wj) Wi Rappelons (cf. [4]) que

1
Da/2) v et full=|a”2u] Vu€ V. Donc,

1/2 A ¥/
IQ wii=|A7°Q wi=1] T 2(w,w)w, |
m m joms1 A 7Y
o 1 2
= m+1
]/Z 2 2 1/2
>>\m+1[3§n+1(w w) ] m+1 \Q W‘
puisque o<>L1 SAZS skm—z—“} <...
On a donc montré :
(2.5) QW= -7-— IQ,, Wl VweEV.
m+1
Il vient alors avec (2.3), 1'indgalité de Cauchy et (2.5) :
3/ o C

vigwit<¥ i, wi? + ¢! 1—1—(1 J— 1P w\2+?7‘;‘4—i,f—tngmuz_.

m+1
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Soit v £ 2 £|2 £12 32 2
Voc, ) e, witscr s EEY72 1 w2,
2 4,))\ 4 m v3 v4‘ m
m+1
d'oll avec (2.4) :
C,|t] : 2 2 3
AR )1, Wi scer L+ 272 1P @) |?
2 v C?(mﬂ)VZn Tm V3 V4 m
ce qui prouve que Pm est injective sur S(f,v) pourvu que
%_ T/4 1/2n >0, i.e. (m+1) /n >C, -lgs—
vC, 4(m+1) v
. 24cd
ou C1= C2 . u

Fin de la démonstration de la proposition 2.16.

F étant propre, S(f,v) est compact dans D(A). Pour m assez grand

il résulte du lemme 2.17 que P est bijectif, donc P T et

Ms(t, ) Ms(t,y)

continu, et la proposition 2.16 en résulte. -



(1]
[2]
(3]
[4]

(5]
(6]

(7]
(8]

(9]
[10]
[11]

1.20

BIBLIOGRAPHIE

S. AGMON . Lectures on elliptic boundary value problems, Van Nostrand,
New York 1965.

BOURBAKI. Variétés différentiables et analytiques, fascicule des résul-
tats, § 1.7, Paris, Hermann 1967.

L. CATTABRIGA. Su un problema al contomo relativo al sistema di
equazioni di Stokes. Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 31, (1961) s P. 308-340.

C. FOIAS, R. TEMAM. On the stationary statistical solutions of the
Navier-Stokes equations and turbulence. Publications Mathématiques
d'Orsay n°® 120-75-28 (1975).

C. FOIAS, R. TEMAM. Sur certaines propriétés génériques des équations
de Navier-Stokes. C.R. Ac. Sc. Paris, Série A, 280, 1975, p. 563-565.

M. GOLUBITSKY, V. GUILLEMIN. Stable mappings and their singularities.
Springer Verlag, 1973.

S. LANG. Introduction aux variétés différentiables. Paris, Dunod 1967.

R. PALAIS. Exposé n° 7, "Seminar on Atiyah-Singer index theorem",
Princeton, 1965.

S. SMALE. An infinite dimensional version of Sard's theorem. Amer. J.
Math. 87 (1965), p. 861-866.

R. TEMAM. On the theory and numerical analysis of the Navier-Stokes
equations, livre a paraftre, North Holland, 1976.

M.A. KRASNOSEL'SKII. Topological methods in the theory of non linear
integral equations. MacMillan, New York, 1964.



2.1

Exposé n° 2
METHODE DE LYAPUNOV-SCHMIDT
par

A. LICHNEWSKY

Le probléme que nous envisageons dans ce paragraphe peut &tre formulé
de la maniére suivante :

(1) Etant donné une application d'un voisinage du point X, de llespace de

Banach X dans un espace de Banach Y, étudier "qualitativément" 1'ensemble

des solutions de 1'équation :

(2.) f(x) = 0.

D'un point de vue pratique nous ferons souvent intervenir un parametre X , prisb
dans un espace de dimension finie A et, une application X x A — Y étant
donnée, nous étudierons la multiapplication :

(3) A= T, € px).
Dans le cas d'une application f suffisamment réguliére (p-fois différentiable

p=1) et Fredholm, nous montrerons que des méthodes de Géométrie différentielle
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permettent d'élucider ces questions du point de vue local, dans les cas simples.
Dans les cas plus généraux, la vérification des hypothéses requises pour appli-
quer ces méthodes présente de grandes difficultés. Notre présentation permet

cependant d'étudier systématiquement un certain nombre de situations particuli-

eres traitées par divers auteurs. Nous insisterons surtout sur cet aspect du tra-
vail ainsi que sur le fait que les méthodes de Géométrie différentielle s'introdui-

sent "naturellement" dans ce contexte.

Cet exposé, qui voudrait &tre une introduction a 1'étude du phénomeéne de
bifurcation, s'inspire largement de L. NIRENBERG [9]; D.H. SATTINGER [11],

V. GUILLEMIN et M. GOLUBITSKY [5].

§ 1. POINTS REGULIERS DE f ; CONSEQUENCES DU THEOREME DES

FONCTIONS IMPLICITES.

Le théoreme des fonctions implicites, sous seé diverses formes nous ser-
vira d'abord d'outil pour étudier la structure locale des ensembles
(4) 10 ; T'0) ou x|Hx,\) =0}
au-voisinage de points réguliers oll (4)» est une variété (modelée sur
Rn ou sur un espace de Banach dans les cas qui. -nous concernent).

Par la suite, ce résultat sér'a utilisé pour développer des méthodes d'analyse
plus "sophistiquées" ; nous 1'énoncons tout d'abord dans le cadre des espaces de

Banach suivant J. DIEUDONNE (4, chap. X].

THEOREME 1. Soient E, F et G trois espaces de Banach et f une appli-
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cation continliment différentiable d'un voisinage de (xo,y o) €E XF dans G

telle que f(xo,yo) = 0. Supposons en outre que la différentielle [DFf](xo,y o)

soit inversible (i.e. un homéomorphisme).

1 existe alors un voisinage connex ns E : et une lica-
1l existe alors un yoisinage ¢ ede x, da uxo_ app.

tion continue unique de u dans F : x — y(x) telle que

f(x,y(x)) =0 pour tout x dans u

y(x )=y, -

En outre, y(.) est continliment différentiable dans u et sa différentielle est

donnée par :

(5) [Py ¥(.)] = - {Dpttx,y()} ™" o {Dg tx,y(x))} - .

La preuve est une conséquence directe de 1'existence d'un point fixe pour

les contractions sirictes d'un espace de Banach. -

Le résultat suivant précise 1'allure d'une fonction différentiable au voisi~
nage d'un point a un difféomorphisme prés ; nous 1'utiliserons a plusieurs reprises

(cf. R. ABRAHAM et J. ROBBIN [ 1]).

THEOREME 2. Soient E et F deux espaces de Banach, f une applica-

tion & (p=1) d'un ouvert de E dans F. Supposons que pour le point x dans

le domaine de définition de f, 1'image et le noyau de la différentielle Di(x) soient

fermés et admettent un complémentaire fermé.

E. e F

Il existe alors des espaces de Banach E1’ 5 & Fyy

des voisinages ou-

verts U de x dans E et V de f(x) dans F, et des applications cP:a:U~E_xE

1772’
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B:V—=F ><E1 tels que :

1

(i) afx)=(0,0)¢€ E,XE, ; U estinclus dans le domaine de définition de

2}

f et o estun cP-difféomorphisme de U sur le produit des boules unités de E

1

e, .

(ii) B(f(x)) = (0,0) € F xEq ; f(UcV; B estun cP ~difféomorphisme sur

XE,.

un ouvert de F1 1

(iii) Dans les coordonnées ainsi introduites, f ala

représentation locale :
Bot oOt_1 : a(U) — B(V) avec

-1 ~
Bofou (e1,e2) = (n(e1,e2),e1) €F, XE,

N

ol Dn(0,0) =0.

|
Remarque. On obtient ainsi le schéma commutatif :
E f + F
(6) 104 | 8
-1
‘ Bofoa ,
E 1 ><E2 » F 1 XE 1 -

mentaire fermé. Si F. est un complémentaire fermé de 1'image de Df(x), le théo-

1

reéme du graphe fermé assure que F est isomorphe a ‘F1 X E‘I'

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité que x = (0,0) et f(x)=(0,0).
L'application f s'écrit aussi

15:E1><E2 —-»1:‘1><E1

f: (e1,e2) —_— (g(e1,e2),h(e1,e2)).

( 1) notées respectivement B, et B,.
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E. et F,, Dg(0,0)=0 et Dh est

D'apres le choix des sous-espaces E1, 2 1

surjective, de noyau E. ; considérons 1'application k, définie sur le méme

2

domaine que f par
k:E—E : k(e1,e2) = (h(e1,e2),e2).

Il est clair que Dk(0,0) est un isomorphisme et il existe, d'apres le théoréme 1

un voisinage U de x, dans lequel 1'application k est inversible, d'inverse a-1 .

=e

On a alors ho 01—1(e1 € , on prend pour B l'identité sur un voisinage de

2) 1

(0,0) dans F, xXE,.

1 1

Remarque. (i) Nous utiliserons ce résultat dans certains cas avec
(ii) En dimension finie, il est possible de donner des représentations
locales de f plus précises au voisinage d'un point x de E sile rang de

Df(x) est constant dans ce voisinage cf. J. DIEUDONNE (4, chap. X]. Le résul-

tat ci-dessus ne fait aucune hypothese de ce type.

§ 1.2. APPLICATIONS : LE CAS "SANS BIFURCATION",

De maniére précise, nous formulons le probléme évoqué au (3) de 1'intro-

duction de la facon suivante :

(M

(7) Soient X et Y deux espaces de Banach, A un espace de dimension finie

~
N p .
et f une application C” (p=1) de XX A dans Y. Unpoint (x_ ,A ) de X XA

étant donné tel que 'f‘(x o Y O) = 0, étudier, au voisinage de ce point, 1'application

A — e px) n

(1) Ceci est le cas dans les applications et permet quelques simplifications de 1'exposé.
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er

17" cas : Existence d'une famille de solutions,

Supposons que, en (x o’ko) la différentielle de 1'application Df : XX A—Y
soit surjective et admette un noyau de dimension finie k . D'apres le Théoréeme 2
il existe un espace de Banach E et des difféomorphismes « et B définis au voi-
sinage de (xo, )Lo) (resp. 0) tels que :

XxA sy

e

IR V- I
EXRk Bofouo

Y
L'application Bof oo ! de E xRX dans Y est de la forme
(e,1) €E xR — e.
Dans un voisinage de (x orh o) 1'ensemble des solutions de T(x,)) = 0 est donc

1'image réciproque par « de la boule unité de Rk ; (cf. Th, 2 p. 3) il s'agit,

en particulier, d'une variété de dimension k.

Un cas particulier de cette situation dans lequelfle rdle de paramétre de

A apparaft clairement est celui ol la différentielle Dxf: X —Y est un homéo-
morphisme. Le théoréme des fonctions implicites (Thm 1) montre qu'il existe une
application CP : X\ —x()) d'un voisinage U de A, dans X telle que 1'ensemble
des solutions (x,\) de f(x,)\) =0 soit l'imaée de U par

XEU —(x(\)y2) €X XA |

[ ]

Remarque. La différentielle de 1'application X —x(\) est donnée par la formule

(5) et permet d'étudier plus en détail 1'ensemble des solutions.
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§ 2. METHODE DE LYAPUNOV-SCHMIDT.

Nous allons maintenant faire jouer des rdles différents aux espaces X et
A qui interviennent dans la formulation du probléme (7) au paragraphe 1.2,

En considérant le probléme (7) résolu lorsque la différentielle Dxf(xo,lo) ‘
est un homéomorphisme, nous allons nous ramener a un probléme du méme type,

dans des espaces de dimension finie lorsque Dxf(xo,xo) est simplement un opéra-

teur de Fredholm.

DEFINITION. Soient E et F deux espéces de Banach et T un opérateur

linéaire continu de E dans F. Nous dirons que T est un opérateur de Fredholm si

(i) ker T est de dimension finie

(ii) coker T = F/yp(1) est de dimension finie.

Nous renvoyons a 1!'exposé n° 1 pour une étude des opérateurs de Fredholm (cf.

aussi le S.A.S.I.T. [10]).
|

Pour toute la suite de cet exposé, nous faisons donc:1'hypothese suivante :

HYPOTHESE. La différentielle D, f(x_,y ) est un opérateur de Frednolm.

Nous noterons X, = ker Dxf(xo,xo) ; dim X, <+ et

1 1

Y = [Dxf(xo,A 0)](X). Nous avons la factorisation canonique de 1'opérateur

Dxf(x o A 0) suivant la décomposition des espaces X et Y :

X=X1€BX2 ; Y=Y1€BY2; d1mY2<+¢;
et en notant Q la projection Y --—oY1 parallelement a Y2 :
(8) | D f(x s A;) = QD f(x ,A ) + (1-Q)D_£(x_,A ).



L'équation f(x,)\) = 0 est équivalente au cystéme :
Qf(X’A) =0
(9)
(I-Q)(x,A\) = 0.

. X

1 nous parvenons finalement

En de’compos_ant X suivant la somme directe X 2
au systeme
Qf(x1+x2,>\) =0
(9 bis)
(-Q)f(x ;+x,,2) = 0.
Nous pouvons remarquer que, d'apres le choix des décompositions des espaces
X et Y
(10) (D, [Qof(x,+x,,A)])
X, 1772 ()\o,xo)
est bijective et continue et par conséquent un homéomorphisme (Thm. du graphe
fermé). Les théorémes 1 et 2 ci-dessus impliquent qu'il existe un voisinage U
de (x 0.1 0) dans X; X A et une application CP (x1,).) ——-»u(x1 ,A) de U dans
H
X2 tels que 1'ensemble des solutions de (9 bis, 1 ) dans un voisinage de (x ° ,)\o)
soit donné par (x1,>\) €u, x,= u(x1,X) et que X = u(xon,)\o).
La résolution locale du systéme (9 bis) est ainsi ramenée a la résolution de

1'équation :

(11) (I-Q)f(x1+u(x1,x),x) = 0.

au voisinage de (x0’1,A 0) dans X1 X Ao

L'équation (11) est appelée équation de Bifurcation. Il faut remarquer que

1' application (x1,}\)€ X XA—Y,: (I—Q)f(x1+u(x1,)\),)\) est de classe CP et

est définie entre deux espaces de dimension finie.
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Le procédé qui consiste a se ramener au probleme de 1'étude des sclutions

de (11) est la méthode de Lyapunov-Schmidt. Nous utiliserons systématiquement

les notations de ce paragraphe par la suite.
. [ ]

Le théoréme 1 fournit aussi la différentielle de 1'application u en (x o 1,2\0)
9
etl'ona:

D - 7'M ofl=0
(12) X‘lul(xo",ko) [ X2 ] [ X1 ]

-1
D, u == [D, f] "0QoD,f.
A X X
(Xo,1’>‘o) 2

Remarque. Supposons que Y1 =Y, c'est-a-dire que 1'opérateur Dx f(x O,Ao')
soit surjectif ; 1'équation (11) dégénére et devient automatiquement satisfaite,
Dans cette situation, il existe pour chaque )\ voisin de >‘o une variété de dimen-

sion dim X1 de solutions du probleme paramétré par x., décrivant un voisinage

1

de X, '1 dans X,. Ces solutions sont :

(13) X+ u(x1,A) (x1,)\) dans un voisinage de (xon,)\o).
Ceci ne constitue pas un cas de bifurcation au sens ot nous 1'entendons. Les for-
mules (12) permettent de poursuivre et de vde’tailler plus 1%étude de (13).

§ 2.1. ETUDE DE LA BIFURCATION SUR UN CAS PARTICULIER SIMPLE.

Nous nous sommes ramenés, au paragraphe précédent a 1'étude de 1'ensemble

dim A+dimX4 dans 'Rdim Y

des zéros d'une application de R 2 | Les cas

dim X1 ou dim Y2 = 0 ayant été étudiés ci-dessus, la situation la plus simple

que nous puissibns envisager est
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(14) codimY,=dimY,=1, dimX

1 5 =d <400

1
notre probléme est 1'étude locale de 1'ensemble des zéros d'une fonction de classe
cP de R¥UMA gons R:
(15) | (x452) — (1-Q)£(x, +ulx,2),4).
En dehors de cas simples ol les résultats du § 1 sont directement applicables,
1'étude de ce probleme fait appel a des méthodes de Géométrie différentielle. .
Dans ce paragraphe nous montrons comment le Lemme de Morse (cf.l J. MILNOR
[8]) permet devrésoudre ce probleme dans certaines situations assez simples au

voisinage d'un point critique non dégénéré de (15). Ce probléme sera repris dans

1'exposé n° 8 dans une situation plus délicate.
|

En notant Y* le dual d'un espace de Banach Y et < , > le crochet

de dualité Y*, Y on peut poser
Y, ={y€y, <y*,y‘>= 0} o y*eY”

et 1'équation de bifurcation (11) s'écrit aussi
(16) <y*, :E(x1 + u(x1,A),A) >=0
ce que nous noterons, afin de simplifier 1'écriture :
(17) y*f(x1+u(x1,k);>t)=0 (x‘1€X1,‘A€ A.
On a, par hypothése (choix des décompositions de X et Y)

D [y*f(x +u(x,,2),A)] =0,
X1 1 1 Ix A
0,1’”"0

Posons cp(x1 JA) = y'x'f(x1 + u(xT,A),A), nous voulons étudier c‘p'-T(O) au voisinage

de (xo,1’>‘o)' .
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e

T g s .
17 cas : L'application ¢ est une submersion.

Supposons que la restriction de ¢ a un voisinage \ de (xo 1”‘0) soit
?
une submersion ; il résulte alors de 1'application du théoreme des fonctions im-

plicites qu'il existe dans X, X A une variété V de codimension 1 telle que :

1
vn U=<p_1(0) n v

(cf. V. GQILLEMIN et M. GOLUBITSKY [5, § I.2].) Le point (x,s1,) n'apparaft

donc pas comme un point de bifurcation, cependant en particularivsant le réle des

parameétres nous voyons que la projection dans 1'espace A de tels points peut

limiter la zone d'existence de certaines solutions, cf. D.D. JOSEPH [6] ’

D.H. SATTINGER [11]. Dans le cas dim A = dim X, = 1 nous pouvons avoir

1
pour <p—1(0) les ensembles :

X X

Al -1 1
V=¢ (0
- A _ — A
V=¢0)
(18.1) (18.2)

Dans la pratique, il peut &re intéressant de distinguer la situation (18.1) :
"apparition d'un doublet de solution lorsque A franchit la valeur )\0 " s ceci
est possible grice a 1'étude des dérivées successives de ¢ que 1'on obtient &

partir des formules (12).

e . . P r s s 7
2 cas: (x 0,1 s A 0) est un point critique non dégénéré de ¢ .

Supposer que ¢ n'est pas une submersion en (x o 1,A0) revient a supposer
b4
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que D [y*f(x +ulx,,\),A)] =0 soit aussi, avec (12), que [y*D fl(x 4,1 )=0.
X 1 1 .o X oo
’
Pour étudier la structure de 1'ensemble des zéros de ¢ au voisinage de (x0 1,A 0)
. H

qui est un point critique et un zéro de ¢, nous allons chercher un systeme de co-

ordonnées locales 6’1;‘---:}’“;) dans un voisinage de (x tel que, dans les

o,l’ko)

nouvelles variables (y.)

Vi=1 m ¥ ait une expression polynomiale. Si ceci est
= L gnooy

possible, (cf. exposé n° 8, V. GUILLEMIN et M. GOLUBITSKY [5]), 1'étude

de 1'ensemble des zéros de ¢ dans les nouvelles coordonnées est immédiate,‘ et
11 reste a interpreter le résultat dans les coordonnées initiales en tenant compte
du rdle particulier du paramétre ) € A . Nous étudions ci-dessous la situation la

plus simple dans cette voie et nous faisons 1'hypothése que (x o 1’>‘o) est un
y .

point critique non dégénéré de ¢ .
' n

En faisant des hypotheses de régularité convenables sur ¢ , c'est-a-dire
sur f, nous pouvons appliquer le :

(cf. J.T. SCHWARTZ [12], L. NIRENBERG (9], J. MILNOR [8]).

THEOREME 3 (Lemme de Morse). Soit z un point critique de la fonction

® E,CZ(Rn,R) non dégénéré (i.e. oll la hessienne de @ est une forme non dégénérée).

1l existe un systéme de coordonnées locales (y1 yeeery) dans un voisinage u de

z tel gue
(i) yz)=0, i=1,...,n
n 12
(ii) ¢=¢ )+ Z:T ()
A &
9; €i—+1o
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Remarque. Le nombre de € égaux 2 +1 (resp. -1) est invariant par change-

ment de coordonnées ; il s'agit de la signature de la hessienne de ¢ en z.
|

Nous donnerons dans 1'exposé n° une démonstration de ce résultat ; il
nous permet une discussion de 1'existence de solutions au voisinage de (xo, 1 ,Ao) .
Si la hessienne de ¢ en (xo,T,)\ o) est définie (xo,1’>‘ o) est zéro isolé de ¢;
si cette forme est non-définie <p_1(0) N u est homéomorphe a 1'intersection d'une
conique dégénérée et d'un voisinage de son sommet ; il faut remarquer qu'a un
difféomorphisme pres, cette conique dégénérée est elle-m&me caractérisée par la

signature de la hessienne de p en (x0 1’>‘o)" Nous énoncons ceci sous la forme du
?

COROLLAIRE 1. Supposons que la hessienne de 1! application

3* ‘ ) * . BE Y T SO 4 r e .. .
o=y f(x,+ u(x,,)),)) soit non dégénérée et non-définie en (xo,fl’)‘ o) peint

critique de ¢ ; il existe un voisinage de (x ;,A)) dans (X, x A):u estun
14

difféomorphisme faisant passer des coordonnées (5{'1 »A) dans u aux coordonnées

(y‘, cee ,ym) - m = dim A + dim X tel que, dans le nouveau repere, 1'ensemble

1_

des zéros de ¢ soit la conique dégénérée d'équation :

L G s S

(k est donné par la signature de la hessienne de o).
o n

Dans le cas dim A = dim X1 = 1 ceci fournit les bifurcations classiques de

diagfammes : - A

(19.1) (19.2)
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par exemple « L'étude de 1'aspect précis des branches peut étre entreprise en
calculant le changement de variables effectué plus haut et la courbure des bran-
ches ; ceci peut étre d'une grande importance pratique cf. D.H. SATTINGER [11],
D.D. JOSEPH [6] . Notons enfin que ceci est le premier cas de bifurcation que
nous recontrons dans cette étude. Le résultat suivant permet 1'étude de la bifur-
cation dans le probléme de BENARD (par exemple), et est une conséquence du

corollaire 1 ci-dessus.

THEOREME 4 (cf. CRANDALL et P. RABINOWITZ [3]).

Soit f(x,)) une fonction cP (p=2) et de Fredholm, d'un voisinage de

(0,x) €X xR dans Y () avec £(0,),) = 0. On suppose
(ii) ker fX(O,).O)=X1 ;dimX, =1 ; X

(i) Imf (0,1 )=Y, ; codimY =1
(iv) f»\(O,AO)EYT et ka(o,xo)xo;éYT.

Alors (0, 0) est un point de bifurcation de f ; 1'ensemble des solutions de

f(x,)\) voisines de (0,) ) est formé de deux courbes cP2, T'; et T, quise

croisent seulement en (0,X ). Si p>2 ona de plus :

(i) T, esttangente al'axe des X en (0,) ) et peut &tre paramétrée

par X

(ii) I‘Z peut étre paramétrée par le parametre réel s de la facon suivante
L, (s X, + XZ(S), A(s))

oll x2=-éas—x2=0 en s=0; A(O)=Ao

(1) X et Y sont deux espaces de Banach.
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La démonstration que nous donnons a présent de ce résultat est celle de

L. NIRENBERG [9].

fﬁ(o) = fX(O,O) ® fl(0,0) de facon évidente. Les hypothéses (i) et (ii) impliquent
que le noyau de fﬁ(O) est engendré par les vecteurs de X : (xo, 1) et (0,1)
et est donc de dimension 2. Il existe un vecteur y* £0€ Y% tel que
*
Y,={ylyey, <y’,y>=0}.
En reprenant les notations utilisées ci-dessus nous écrivons 1'équation de
bifurcation : (cf. (8), (9), (11), (16)) : (V)
N * N N
(20) <p(x1) =y f(5t1 + xz(x‘)) =0.
11 nous faut montrer que la fonction ¢ satisfait aux hypothéses du Théoreme 3
et de son corollaire 1. Il nous faut prouver que la hessienne de ¢ en 0 est
non-dégénérée et non-définie ; 1'hypothése (iii) entrafnant immédiatement que
0 est point critique de ¢ . La hessienne de ¢- est la forme bilinéaire définie

sur X, x X, de matrice, (dans la base ci-dessus) ¢

1 1

*f

i
< x 0,00yt ,(0,0)

00 (e}
(21)

* *,
y fXOA(O,O) y 1,,(0,0)
(On aboutit a cette forme particuli®érement simple par 1'utilisation réitérée des
formules (12)).
L'hypothése (iv) fait que y*fM(O,O) =0 etque y*fx A(O’O) # 0 sibien
o

que la matrice (20), de déterminant strictement négatif est a la fois non-dégénérée

( 1) Le lecteur fera sans difficultés les modifications dues au fait que nous ne distin-
guons pas ici le réle du paramétre : X =X @ A.
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et non-définie, La premiére partie du théoréme est conséquence du Corollaire 1.
La derniere assertion du théoréme 4 résulte de ce que, si p >2 les courbes
I‘1 et Tz sont C1 et que leurs vecteurs tangents v, en (0,0) sont isotropes

pour la forme (21).

e

3% cas : Remarques sur le cas "général".

Si nous continuons a examiner, cas par cas, les comportements possibles

pour ¢ au voisinage de (x A o), nous obtiendrons une infinité de situations

o, 1
a étudier (par exemple : ¢ polynSme homogene en (X.l,k) de degré 3, 4,...).

Il nous faudra ensuite envisager les fonctions ¢ dont le comportement (strucfure

de 1'ensemble des zéros) n'est pas car*aqtérisé a partir de leur k-jet en (x 0’1,)\0)
pour aucun k fini,

Deux concepts permettent d'écarter les cas réellement pathologiques, au

moins pour un temps, il s'agit de la généricité et de la stabilité.
.

a) Généricité. Le probleme (1) - (2), (3), (4) est posé pour une fonction f appar-
tenant & un espace de Baire (par exemple : CP(X x A; Y), C¥(X X A; Y)...) nous -
dirons donc qu'un cas se présente de facon générique s'il a lieu pour tout f dans
un Gé—dense de cet espace de Baire. On peut aussi travailler sur 1'espace de
Baire des fonctions f qui correspondent & des problémes voisins de (1) - (2)
ayant un sens (physique,...) dans le cadre d'une application particuliére, Une

telle optique est celle de J.H. ALBERT (2], A.M. MICHELETTI [7] dans un

probléme 1ié a 1'étude de la factorisation (8).



2,17
On peut aussi, bien que 1'interprétation en termes du probleme initial
ne soit pas aussi évidente, dire qu'une situation est générique si elle a lieu

pour un G,-dense de fonctions ¢ intervenant dans 1'équation de bifurcation

)
(11), (17). Ce point de vue est adopté dans 1'exposé n° 8, et permet d'éviter des
équations de bifurcation "pathologiques" . n
syss 2 . « N (1) . . TN

b) Stabilité. Faisons 1'hypothese que de petites perturbations du probleme
initial (1) - (2),(3),{4) conduisent & de petites perturbations de 1'équation de.
bifurcation (17). (Des exemples simples montrent que ceci n'est pas toujours
vrai). Dans ce contexte les fonctions ¢ (17) - (12) telles que 1'aspect quali-

tatif (nombre de branches, intersection de ces branches ...) soit conservé par

la perturbation de (17) sont particuliérement importantes ; dans le cadre du § 2.1

2
il est possible de les caractériser a 1'aide des résultats suivants ( ).

(cf. V. GUILLEMIN et M. GOLUBITSKY [5]).

DEFINITION 1. Soit f une fonction C°° d'une variété compacte sans

bord X dans R ; f est une fonction de Morse si tous les points critiques de

f sont non dégénérés,

DEFINITION 2. Soient f et f' deux fonctions de c® (X,R), nous dirons

(1) La vérification concrete d'une felle hypotheése est possible dans certains
cas pratiques, elle fait appel a 1'étude de la perturbation du spectre de

1'opérateur DXf .

(2) Nous énongons ces résultats dans le cadre d'une variété C° compacte
sans bord. Pour les appliquer soit B une boule de centre (xo 1,)Lo) dans
H

Rdlmlxﬁdlm A, on suppose ¢ € c®(@3) et on prolonge P a
g(dim Ardim X4)
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que f est équivalente a f' s'il existe deux difféomorphismes g: X —X,

h: R —R tels que le diagramme suivant commute :

Py

X —g—

g .
f 1

X —

h

o

ol

DEFINITION 3. Soit f€C”(X,R) f est stable si et seulement s'il existe

un voisinage de f dans C“(X,R) formé de fonctions équivalentes a f.

Nous avons la caractérisation.

THEOREME 5. Soit £€C™(X,R) ol X est une variété C* compacte

dont toutes les valeurs critiques sont distinctes. De plus les fonctions de Morse

forment un ouvert dense de C*(X,R).

Remarque. Si f~f' ona

70) = g™ ()77 1(0))
et par conséquent il existe un difféomorphisme de X qui fait cérrespondre aux
zéros de f ceux de f' - h_I(O). Qualitativement la situation est donc la méme

(nombre de branches ...).

[ ]
Nous pouvons donc conclure de ceci que la discussion du § 2.1 (cas 1 et 2)
venir une fonction ¢ stable et tres réguliere. Dans le cadre général du § 2, lorsque
la dimension de Y2 est supérieure & 1 d'autres situations sont 3 envisager, méme

en se limitant au cas des "équations de bifurcation" stables. -
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Exposé n°® 3
QUELQUES APPLICATIONS DU DEGRE TOPOLOGIQUE
A DES EQUATIONS ELLIPTIQUES NON LINEAIRES
par

A. LICHNEWSKY

Dans cet exposé, qui s'inspire largement de L.. NIRENBERG [5 ], nous donnons
plusieurs exemplés d'applications du degré topologique a 1'existence de solutions de
problémes aux limites elliptiques. La méthode de factorisation d'un opérateur de
Fredholm, déja utilisée dans 1'exposé n° 2, nous permet de retrouver ici un résultat

de LANDESMAN et LAZER [3]. ®

§ 1. CADRE ET NOTATIONS.

Soit £ un ouvert borné et connexe de R™ dont le bord 3§ est une variété
C°°;  étant, localement, situé d'un méme cbHté de Q.

On note P un opérateur différentiel elliptique a coefficients Cw({_) :

(1) P= 2 a(x=2
lal<2m @ ax

o



3.2

)m
=1

d'opérateurs différentiels a coefficients ¢” définis sur 2Q d'ordre strictement

Afin de pouvoir formuler le probleme aux limites, on se donne une famille (Bj

inférieur a 2m. Etant donné des fonctions f et gj (j=1,...,m) appartenant
respectivement & C(§) et C(28), nous considérons le probléme aux limites :

(2) Pu=f dans Q Bju=gj sur 38 (G=1,...,m) .

Nous nous restreindrons ici au cas de conditions aux limites homogenes : gj =0

(j=1,...,m) etnous dirons, avec L. Nirenberg, que le probléme (2) est bien posé

(+)

si les conditions (3) ci-dessous sont satisfaites

(a) kerPc (@) ; dimkerP=v <+
(3)
(b) Il existe deux espaces de Banach X et Y tels que P soit continu et
‘Fredholm de X dans Y (ceci signifie que P a une image fermée dans
Y de codimension finie v*).
 Les conditions précises, portant sur P et les Bj," qui font que le probléme (2)

est bien posé sont complétement explicitées dans J.L. Lions et Magenes [4], Agmon,

Douglis et L.. Nirenberg [1], L. Hormander [2]. n

§ 2. UNE EQUATION ELLIPTIQUE NON LINEAIRE.

Supposons le probléme aux limites (2) bien posé au sens de (3). Soit g une

fonction Cw(ﬁx Rﬁ) (+) ; hous étudions ici le probleme aux limites non linéaire :

(1)

Afin de simplifier les notations, nous notons aussi P 1'opérateur (1) operant
sur un espace de fonctions satisfaisant aux conditions aux limites.

(%

) Nous notons ¥ le nombre de multi-indices 8 0< |8] =< 2m-1.
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(4) Pu:g(x,u,...,aBu) dans £ ; Bu=0 sur 3 (|8 <2m-1)
Nous faisons 1'hypothése suivante sur g :

(5) Il existe des constantes y <1 et M> 0 telles que :

Ig(x,u,...,aﬁu)\gM(1+ » laﬁul)y
|8l <2m-1

Dans ce paragraphe, nous supposons aussi que P est d'indice v - v~ nul

et que ker P = {0} si bien que P~1 existe. En posant g(x,u,... ,aﬁu) =Glu],

nous pouvons écrire (4) sous la forme :

(4bis) u-P 1G] = o

Nous allons maintenant prouver le :

THEOREME 1. Sous les hypothéses ci-dessus, le probléme (4) admet au moins

une solution dans C~(8).

Preuve : La démonstration repose sur 1'utilisation de la théorie du degré de Leray-

Schander dans 1'espace de Banach X = {u € sz—T(ﬁ), Bu=0 sur 38 (j=1,..,m)}.

(a) Une estimation & priori : Soit p > n fixé et soit u une solution de (4)

2m,p

dans W ; alors, en utilisant une estimation a priori classique sur 1'opérateur

linéaire, il vient :

< ClG[WIl, ;= CM{SQO + }aﬁuDDVdX}VD

Jul,
m,p lﬁlszm'"l

"\

C'M{(Sn (143 [aﬁu|p)dx>y (mes 9)1‘7’} /b

< C"Mllu]lgm_1,p



W
S

Comme y <1, ceciimplique que :

(6) <C

u .
ol = ¢,
et, avec le théoreme de Sobolev (p >n) :

) luf 21 2

(b) Fin de la démonstration :

Soit B laboulede X = ¢ V@) : B =;{”_ | lul| Lome1 = C,+ 1} .
On définit 1" application‘ ® de X dans 1ui-méiﬁe par \¢(u) —u-pP G [ul; du fait de
1'estimation (7), ® n'a pas de zéro sur dB. L'application u + G[u] est bornée
de ¢ 1@) dans LP(Q) (t) ; il s'ensuit (cf. [4], [1]) que 1'application P-1G[.]
est bornde de X dans W2MP () et donc compacte de X dans lui-méme. Il est aisé
de vérifier la continuité de cette applicatioﬁ. Les conditions requises pour appliquer
la théorie de Leray-Schauder sont vérifides et, de plus, le degré de 1'application
® : B » X estdétini en 0. Il nous reste a prouver que dég (2,%,0) £ 0 ; pour cela,
nous introduisbn‘s la famille d'applications &, : u - u- tp] Glul te [0,1]. Du
fait de 1'estimation (7), les applications & t n'ont pas de zéros sur 3B et
deg (Q,fb t,0) est indépendant de t. En particulier :

deg(R,%,0) = deg(ﬂ,@T,O) = deg(Q,®_,0) = deg(6,Id,0) = 1
Ce degré n'étant pas nul, ¢ admet un zéro au moins dans B, la régularité ™ de.

cette solution de (4) est établie ensuite de maniére classique. [ |

(1) Nous utilisons le fait que  est borné.
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§ 3. PERTURBATIONS FAIBLEMENT NON LINEAIRES D'OPERATEURS

LINEAIRES. _

Nous étudions ici un exemple de probléme de "valeur propre" non-linéaire.
Plus précisément, nous supposons ici que le probléme aux limites (2) est bien posé
au sens de (3), mais que 1'opérateur P est d'index nul (v = v*) et de noyau
ker P £ {0}. La factorisation des opérateurs Fredholm joue ici aussi un rdle

essentiel.

§ 3.1. Cadre abstrait.

Soient X et Y deux espaces de Banach et A un opérateur linéaire continu
de X dans Y qui est Fredholm d'index nul. Nous décomposons X et Y de la fagon
suivante :

i) x 1= ker A est de dimension d < + o

(ii) AX = Y, est fermé dans Y de codimension d* = d.

On pose :

X=X, X Y=Y @Y2=QY+(I—Q)Y

1 2 1
ou on a noté Q le projecteur de Y sur Y1 = AX parallelement a Y,2. Comme X1
et Y2' ont la méme dimension d, il existe un isomorphisme lindaire A de X 4 Sur Y

5°

Nous avons maintenant le résultat suivant :

THEOREME 2. Soit K une application compacte non-linéaire de X dans Y

telle qu'il existe des constantes R, et ¢ satisfaisant :

(8) HQK(X)I]Y = 0(]|x]|) uniformément pour |x|| » «
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(9) (1 -Q)K(x1 +x2) #0 pour x, € X, et Hx1|| =Ry

€X,  lxll= elx,]

(10) L'application A_1(I-Q)K(x1) aundegré deg (A”'(I - QK, 3B, , 0) £ 0 (9
O

Alors, pour tout Yo € Y1 , il existe une solution au moins de :

(11) Ax +Kx =y

Preuve : (a) Posons K =K- Y, une solution de (11) est solution de

Ax +K x = 0. On vérifie immédiatement que K satisfait aux conditions (8)-(9)-(10).

(On remarque que Yo € Y, entraine (I - Q)yo = 0). Ceci nous ramene au cas Yo = 0;

1

nous décomposons 1'équation (11) dans le systéme équivalent :

(12) A(xz) +QK(x1 +x2) =0 x €X ;5 x,€X,

(13) I-QKI(x +x2) = 0

1

On pose z = A(x2) = A(x) eton aalors :

Z + QK (x, +A7 ) = 0
(14)
(- QK +A() = 0 .

Notons y,=hxy, ce qui donne le systéme

1?

Z+QK(W\ Yy +A7e) € Y

(@}
i

2 1

(15) -1 ,=1
(I—Q)K(A.y2+A @) € Y,

o
it

Les termes de droite de ce systeme représentent une application de Y dans Y
N —1 _1
delaforme 1+ C ol C estl'opérateur compact C(z + y2) =K(n yat A, ) - Y, -

Nous allons maintenant montrer que le degré de Leray-Schaunder de cette application

(1)

Nous notons BR la boule de X ] de rayon RO pour la norme induite par la
norme sur X. © )
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est bien défini et non nul dans une boule B, = {y | llyll = R} assez grande.

- (b) Supposons que I + C ait un zéro sur aBR ; il vient :

llz|l < 0(“5’2“ +|12ll) du fait de (15-1) et de (8), et donc llzll = O(Hyzll). L'opérateur A

1 &tant continu de Y, dans X, HA_1(z')H= 0(||A—1y2“)_

étant un isomorphisme et A~ :

et (9) montre que 1'équation (15-2) ne peut &tre satisfaite si R est assez grand.
Le m&me argument montre que 1'homotopie t € [0,1], t = F,
Y1 & Y2 - Y1 & Y2

) -1 -1 ' -1 =1
z+y,* (Z+1QK(A7 y,+A7'2) + (- QK (A" 'y, +tA™ '2))
dans Y -{0}. Le degré deg(F

induit une homotopie de 3B aBR, 0) est

R t’
invariant lorsque t décrit [0,1] .
Lorsque t=0, Fo est une application produit :
. . -1

Fy:z+y,~ z+ (I -QK(A yz)
dont le degré est donc le produit des degrés des deux facteurs, soit aussi le degré
de 1'application de y, dans lui-méme : (I - QK A-1 . L'hypothése (5) et le fait que
A soit un isomorphisme linéaire impliquent que ce degré est non nul. Finalement,

1'application F, =1+ C, introduite en (15), posséde au moins un zéro dans B

1 R’ .

pour un R choisi assez grand.

Ceci achéve la démonstration du théoreme. ]

§ 3.2. Un cas particulier important .

LEMME 1. Supposons que 1'espace de dimension finie Y, ait un produit

2

scalaire noté {.,.). La condition (10) sera vérifide lorsque :

(16) (I - Q)K(x1), Ax1> #0 pour tout x € 3B (R0 > 0) n

Ro
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Preuve : L'application de X

______ , dans lui-méme At A est un isomorphisme de degré 1

en O ; la formule permettant le calcul du degré des applications composées implique que

deg (11 - Q)K, 3B, ,0)

il

t -1
Ro, deg((/\ A)A (I - Q)K, aBRO’ O)

1!

. deg(At(I -Q)K, 2B 0)

R b
o]

Maintenant, en notant aussi <., .) le produit scalaire sur X nous avons :

1°
(At(IfQ)K(x1), x> = ((I—Q)K(x1), Ax D £ 0 sur aBRO
On vérifie que ceci implique que At(I - QK est homotope a *1I (1) dans X, - {0}.
Si, par exemple, le signe de la ligne (17) est > 0, nous avons 1'homotopie (z € [0,1])
por (-pispnrfC-QK et
(18) <[(1- @i+ 2 A-QKIx,, x> = (1-w)x, 12 + waT-QK(x,), (x))> > 0

montre que 1'application ne s'annule sur aBR pour aucune valeur du parametre u .

Lorsque la ligne (17) a un signe négatif, on procéde de méme avec ~-I. B

§ 3.3. Une application.

Nous montrons a présent, sur un cas particulier, vque le théoreme 2 ci-dessus
permet de résoudre des problemes de résonance non-linéaires téls que ceux envisagés
par E. LANDESMAN et A. LAZER [3]. On trouvera dans L. NIRENBERG [5]et[6]
des généralisations de ces résultats utilisant leé mémes techniques que le théoréme 2.

Soient f une fonction de C1(ﬁ) et g une fonction de C(ﬁ) ayant les limites
g(* =) lorsque x + ¥ o et telle qﬁe g(=) < g(x) < g(+). Soit, d'autre part, )t1

une valeur propre simple du probléme :

(1)

I représente 1'identité.
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-Au+x1u=0 dans

(19)
u=2~0 sur 9§

Notons w une fonction propre associée. Nous étudions le probléme :

—‘Au+>\1u = f-g(u) dans Q
(20)

u=2~2o sur 3

Pour nous ramener aux notations du paragraphe 3.2, posons :
2,p
X={uluée W), u=0 sur 38}, p>n et Yy =-1P(@Q) ;

1'opérateur A est - A+ 1 1 et 1'opérateur non-lindaire K est 1'opérateur compact

de X dans Y : u= g(u)-f. Lenoyau X, estl'espace de dimension 1 engendré

1
par w. O
Nous commengons pas établir une condition nécessaire pour que le probléme

admette une solution . A cet effet, nous tirons de (20) :

S (f-gu))wdx = S (- Au+)r wwdx = S u(-Aw+x wydx = 0
car le laplacien est autoadjoint dans LZ(Q) . De S (f - g(u))wdx = 0, nous déduisons :
Q

Snfwdx < g(+o0) SW>Owdx + g(-) SW<O wdx

(21)

S fwdx > g(+o) S wdx + g(~=) wdx
Q w<0 w>0 [ ]

Nous pouvons a présent énoncer le résultat d'existence :

THEOREME 3. Supposons que £ soit un ouvert borné de R" de classe C3 ,

que f soit une fonction de C1(§) et que la fonction g de C(R) admette les limites

g(f ) lorsque g = X et soit telle que g(-) < g(x) < g(+<) ¥V x € R. Supposons

que X\ 1 est une valeur propre simple du probléme de Dirichlet (19) & laquelle correspond
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le vecteur propre w. Une condition nécessaire et suffisante pour que (20) ait une

solution est que les inégalités (21) soient vérifides.

vérifier que les hypothéses du théoréme 2 sont satisfaites pour achever la démonstration.
(i) I1 résulte des hypotheses faites sur g et du fait que & est borné que

1'image de 1'opérateur K est bornée dans Y. |
(ii) Les sous-espaces propres du laplacien correspondant & des valeurs propres

distinctes sont orthogonaux dans L2(Q) si bien que :

(22) (@I-QK(kx, +x,) = —~ w . (glu, +u) - f)dx
TR R o b2
ou x1=u1 € X1 u1=9w 0 ER
x2=u2 €X2

Il nous faut expliciter les constantes Ro et € telles que (9) ait lieu ; pour
cela, nous utiliserons le fait que 1'ensemble des zéros de, w est de mesure nulle.

Posons :

(23) 0<a= min - {Snfwdx - g(+) S wdx - g(~) wdx ;
w<0 w>0

 gl4s0) S >Owdx + g(-o) S <Owdx - Snfwdx} )

La fonction w est continue, soit U l'ouvertde Q: u= {& |& €Q, w(¢) #£0};
pour tout réel positif 8 donné, il est possible de trouver un fermé V ¢ u tel que

mes (-V) < 8.

-1

Nous prenbns B = % (IW1L°°(Q5 (g(w))-g(-“)lflLoo(m)) . Ceci étant, V est compact
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et%soit y = min |w(€)| > 0; d'apres le théoréme de Sobolev, il existe C 1> 0, telque
EEV

< C, |u

1 C

21L°°(a) le = ™M I“zlwz,p(m

et, comme u, = 6w, 6€ R

lu1lx
Zléf\lflu €)\—|9|7 = Tele Sy .

< € |u1|X , nous

Si nous choisissons € =1/2 .y . (C, |w]| )_1 etsi |u,|

aurons aussi :

-1
luyl o = Ciluyl  <eClul = eCoy™ |wl| {min |u(g)]
< 2 n |u (!;‘)l}
gev
et
@) {min It pru@ 1} = g {mm @)1} = 7= luyly
La relation (24) fait que, pour R assez grand et pour Iu IX =R, ona:
soit
(25) g+ -n = glu, +uy) (£)= gl+=)
soit
(25') g(-=) < glu, +u)) (£) = gl-=) +7
i o -1 -1
pour tout £ € V et pour 7 = g Iw\ mes §
L*()
Il est maintenant aisé de vérifier que 1'hypothese
(26) qulX < el IX ; |u1lX z R,

entraine (9), soit, avec (22) :

(27) gﬂw . (g(u1 + uz) -f)dx £ 0
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Considérons le cas u 1= 6w et 6 > 0 ; nous avons alors :

‘(’ w.(glu, +uy) - f) ax - SVW (g(u1+u2)—f)dx‘ < _g_‘

‘)Q
1§ wlelu; +u) - ox - gl § wax-gle) § wax - § twax| < €
v VN {w>0} VN{w<o} VY
‘g(+oo) S wdx + g(—GO)S wdx -’;:wadx - g(+oo)g wdx ~ (g(-) SWdX - wadx ‘ < %
' VI{w>0} VN{w<0} "V w>0 S ow<0 . Q=

En regroupant ces inégalités, (23) entrafne (27). Le traitement du cas 6 < 0

est similaire. n

(iii) La vérification de la troisiéme hypothése, du fait de (22) et du lemme 1,

se raméne 2 la vérification de 1'hypothése (ii) lorsque, de surcroit X, & 0. W

Le théoréme 3 est a présent une conséquence du théoreme 2. [ |



[1]

[2]
(3]

(5]
(6]
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Exposé n° 4
VALEURS ET POINTS SINGULIERS D'UNE APPLICATION FREDHOLM DE

TYPE (1,1)
par

J.C. SAUT

Dans cet exposé, on montre, en suivant Ambrosetti-Prodi [1 1 (et 1'exposé
de ce travail dans Nirenberg [37), que, sous certaines conditions de non-dégé-
nerescence, l'ensemble des points singuliers d'une application Fredholm 3§ de
type (1,1) est localement une variété de codimension 1. Si de plus f est propre,
une version globale de ce résultat montre que 1'ensemble des valeurs singulieres
est une variété de codimension 1, et permet de compter le nombre de solutions

de #(x) = y. Ceci est appliqué & un probléme non lindaire du type AU + f(U) = g.

§ 1. RESULTATS ABSTRAITS.

DEFINITION 1.1. Soit X un Banach ; un sous-ensemble M de X est

une C"-variété de codimension 1, si pour tout x_ €M, il existe un voisinage
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ouvert U de x, et une fonctionnelle T' de classe Ck sur U telle que

@) T'(x)#0, (i) MNU={x€U, Ix) =o}.

PROPOSITION 1.2. Soit M une cK_variéts de codimension 1, fermée,

connexe dans le Banach X.

Alors X\M a au plus 2 composantes connexes.

Démonstration.

Supposons qu'il existe 3 ouverts non vides A,, A., A.

3 de X\M,

1,

UA, UA, ; X\M étant ouvert, cha-

deux a deux disjoints, tels que X\M = A1 o

que Ai est aussi ouvert dans X.

Posons B, = 3A; (i=1,2,3). Alors B, £ @ (sinon A, serait ouvert et
fermé dans X). On a aussi évidemment B, cM.

Maintenant, pour tout ug €M, il existe, d'apres les propriétés de M,
un voisinage ouvert U de u 5 tel que U N (X\M) ait exactement 2 composantes
connexes ; donc seuls deux des ensembles Ai peuvent avoir une intersection
non vide avec U. Il en résulte que U NM ne peut &tre contenu que dans au
plus deux des Bi‘

De plus, si uo € Bi , alors une des deux composantes connexes de
U n(X\M) est contenue dans Ai ; tout point de UNM est alors un point fron-
tiere de Ai , i.e. appartient a Bi‘ Les Bi sont donc ouverts et fermés dans
M. Puisque M est connexe, on a donc M = Bi’ i=1,2,3, mais ceci contredit

le fait que tout point de M appartient a au plus deux des Bi' n
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THEOREME 1.2. Soient X, Y des Banach, £ unouvertde X et

3: Q— Y de classe Ck, k=2 ; soit XOGQ.

On suppose :

(i) D&(x ) estFrednolm de type (1,1).
(ii) Soit v, €X engendrant ker D@(xo) et y,:Y-— R telle que

Im D@(xo) ={z€Y, yo(z) = o} ; alors la fonctionnelle lindaire sur X,

X t+— F(x) =y (D2

o 3(x )(vo,x) n'est pas identiquement nulle.

(o}

Alors, dans un voisinage de x o’ 1'ensemble W des points singuliers de

§ est une k1 _varicte de codimension 1.

Si la condition (ii) est remplacée par :

(i1)* 7o (DPa(x ) ,v, ) #0,

alors il existe un voisinage ouvert U de x, tel que 3(W nU) soit une Ck'T_

variété de codimension 1 dans Y.

Démonstration.

On peut évidemment supposer que X, = 0. D'apres le 1% exposé (corol-
laire 1.11), ker D3(x) est, au voisinage de x = o, soit réduit & o, soit de
dimension 1. Dans ce dernier cas, on voit facilement que ker D#(x) est engendré
par un vecteur de la forme v + w(x) ol w(x) — o quand x — o. En effet,

posons T_ = D3(0), T = D3(x), S = T-T o+ Soient X, un supplémentaire topolo-

2
gique de ker TO , Z un supplémentaire topologique de Im T o0 T et 7' les pro-

jections associées sur Im TO , 4 respectivement, Soit v un vecteur engendrant

ker T. Alors v = Av0+w, LER, wéXz.
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L'équation Tv = o équivaut a
T W+ nS(AvO +W)=0
w‘S()\VO+w) =0

To étant un isomorphisme de X, sur Im To’ il en est de méme de T 0+1TS

2
pour S assez petit. Posons A = (T0+7TS)_T. La premiére équation de (3¢)
est alors dquivalente & w + ArrS(AVO) = 0, ce qui montre que ) #£ o. On peut
alors supposer que X =1 et on obtient |lw|| < |All |zl S]] |lvo[|, d'ou le résul-
tat, puisque S —+ 0 quand x — O.
Ceci étant rappelé, soit z € Z engendrant Z, choisi tel que yo(z) = 1.
Considérons 1'équation
(1) Da(x) (vo+w) +tz=0, wEZ,tER.
D'apres le théoréme des fonctions implicites, il existe au voisinage de x =0

des fonctions wi(x), t(x), uniques, de classe ck-1

, telles que w(o) = o,
t(o) = o et vérifiant (1).
D'apres ce qui précéde, 1'ensemble W des points critiques de 3§ est,
au voisinage de o, constitué de 1'ensemble {x € @ voisin de o ; D@(x)(vo-x-w(x)):o}
=(d'apres (1)) {x € £} voisin de o ; t(x) =0} (c'estle cas ol dim ker D3(x) =1).
Calculons maintenant la dérivée de (1) par rapport & x en x =o, et appli-
quons y_ . On trouve, puisque par hypothése ‘yoDé(o) =0 et 'yo(z) =1:
70(D2§(o)(vo,x) + tx(o)x =0 V x€X.
D'apreés 1'hypotheése (ii), la fonctionnelle linéaire tx(o) n'est pas identique-

k-1

ment nulle et donc, prés de 1'origine, W estune C ' variété de codimension 1.

Ceci montre la premiére partie du théoréme.
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Pour montrer la seconde, -tonsidérons 1'application { , définie dans
un voisinage U de l'origine par $(x) = 3(x) + yo(Dé(X)(vb—x-w(x))z.

D'apres la construction de w, ona ¥ =8 sur W N U. Différentions oy
a l'origine :

Dy(o)x = Ds(o) + 7O(D2<§(o)(vd,x))z.

On voit facilement (écrire x = A+ W, LER, w€ Xz) que Dy(o) est injective
si et seulement si 70(D2 @(xo)(vo,vo))gé 0, ce qui est la condition (ii)'. Comme
Dy(o) est Fredholm d'indice nul (perturbation compacte de D&(0)), on voit
d'apres le théoréme de Banach, que si (ii)' a lieu, Dy(o) est un isomorphisme
de X sur Y et donc, d'apres le théoreme d'inversion locale, i est un

k- | - 7 . . . - s . .
1-dlffeomor‘phlsme d'un voisinage de 1'origine dans X sur un voisinage

C
de &) dans Y, et puisque au voisinage de o (W) = 8(W), a(W) est une

Ck-1 variété de codimension 1. ]

DEFINITION t.3. Soit §: Q— Y de classe Ck, k=2

Un point singulier X, de & est dit point singulier ordinaire s'il vérifie

les conditions (i), (ii)' du théoréme 1.2. -

Si Xy est un point singulier ordinaire, on peut calculer localement le

nombre de solutions de 1'équation #(x) =y :

THEOREME 1.4. Soient X, Y Banach, § ouvertde X, 3: 84— Y,

de classe Ck, k> 2. Soit X, € Q un point singulier ordinaire. Soit Y, €Y

un vecteur transversal & &W) en @(xo) =y, Alors il existe un voisinage U




4.6
de x_ et ¢€R, efo tel que

i) Vy¢€ ]yo, Yot &, 1, 1'équation $(x) =y a exactement 2 solutions

dans U,

(ii) vyée ]yo, Vo~ eyz], 1'équation #(x) =y n'a pas de solution dans U.

poser yo(yz) =1, %X =0,y = @(xo) = 0.
D'apres le théoréeme 1.2, il existe un voisinage U de o' tel que
3(W n U) est une ck1 yariété de codimension 1.
Pour 1 réel et petit, soit y = Yo MYy =NYye
Nous allons résoudre 1'équation $(x) =y par la méthode de Lyapounov-Schmidt -
(ct. exposéiz).

Posons x = X, +X =)V €X MNER)

17 %20 %4 1

x2 EXZ.

L'équation est alors @(X1+x2) =NYy- On résoud grice au théoréme des

fonctions implicites X, en fonction de X4 et on obtient 1'équation de bifurcation

(cf.‘ exposé 2), qui est ici une équation scalaire :
@) FQ) =7, 80w + x, () = 7 (car ¥ (y,) =1

ou l'inconnue est ).
2

dx

Remarquons maintenant que (0) = 0. En effet, soit Q la projection

Y — Y1 =Im D&(0).

On a Qé(x1+x2(x1)) = o, x2(o) = 0, d'oll en différentiant :

dx,
QD3(0) (x1 + a-x—1 (°)X1) = 0.
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Mais x, € ker D&(o) et on en déduit D&(0) T (o)x1 =o.
1
dx dxz
Mais D(o) est un isomorphisme et —& (0)x; € X.,. Donc =—= (0)x, = 0
[Xz dx 1 -2 dx 1
dx. )
et % (0) = 0 comme annoncé.
1 dx
| , 2
On a alors F'(o) = Yy Dé&(o) (v + E (O)XT) = 0.

Finalement, F(o) = F'(o), F"(o) = Yo Dzé(o)(v,v) # 0. Ceci implique que 1'équa-
tion de bifurcation (2) a, pour o< |n| assez petit exactement 2 solutions pour
n sgn F"(0) >0 et aucune pour 7 sgn F"(o) <o. [

Voici une version globale de ces résultats.

THEOREME 1.5. Soient X, Y banach, 8: X — Y de classe CX, k=2

Fredholm d'index o, vérifiant entre autre

() s est propre (ct. exposé 1)

(ii) L'ensemble W des points singuliers de ¢ est non vide, connexe,

et est constitué uniquement de points singuliers ordinaires.

(iii) &, est bijective.
I\

Alors 1'ensemble M = (W) des valeurs singulidres de & est une

k- <y 2 . . . . . .
C 1-var‘lete de codimension 1, fermée, connexe. De plus, 1'ensemble

Rq) = Y\M des valeurs régulicres de ¢ a exactement 2 composantes connexes

A A

1 N telles que

a) siy €A, &) =p

b) si y € A2, §-1(y) consiste en 2 points.

lemme 2.3) donc M = 8(W) est connexe et fermé.
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D'apres 1'hypotheése (ii) et le théoréme 1.2, M est une Ck_T-variété de
codimension 1.
D'apres (i) et (iii), & est un homéomorphisme de W sur M.
D'apres la proposition 1.2, Y\M a au plus 2 composantes connexes.

D'apres le lemme 2.13 du 157 exposé, pour tout y €R. , le cardinal N(y) de

X
§>—1(y) est fini et localement constant.

N(y) est donc constant sur chaque composante connexe de R 5= Y\ M.

Remarquons que pour tout voisinage U de X, € W, il existe un voisinage
V de y = 8(x 0) tel que ¢_1(V) = U. En effet, il existerait sinon un voisinage
U* de x, et une suite x_ telle que x_ LU et @(xn) — Yy, ; & étant
propre, on pourrait extraire une sous-suite Xnk convergeant vers x £ U*
et vérifiant &(x) = Y+ Ce qui contredit 1'hypothése (iii).

Par ailleurs, puisque X, est un point singulier ordinaire, on peut
appliquer le théoreme 1.4 pour calculer localement le nombre de solutions de

8(x) =y quand y appartient & un segment transversal d M en Yo+ Ce nombre

est 2 ou o, selon le c6té de M ou se trouve y et le théoréme 1.5 est démoniré.m

§ 2. APPLICATION

Soit @ un ouvert borné connexe de R" de frontidre 30 réguliere. On
note |.|| la norme usuelle sur Ck(ﬁ), k entier =>o0,, et ck’“(?z) 1'espace
des fonctions de Ck(ﬁ ) dont les k€ dérivées sont hSldériennes d'ordre q
(0 <a < 1). C'est un Banach pour la norme

k k
Hqu’a= lJull, + sup 1D u(x)-D uly) | )

X #y |x-y |*
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On pose C(l){’a(fz) ={u€ ck’“(s'z), u =0},

|28

Soient o <>\1 < >\2 < ... la suite des valeurs propres du probléme
- Au=)u dans

ulaQ=o.

Soit f:R—R de classe C3 vérifiant

F 1 f(o) = o

(F 2) f"t) >0 et f"(0) >0

(F 3) lim #'(t)=¢' ou o< g' <A1
t+~o0

(F 4) lim £'(t) = g" ou >\1 < " <>\2 .
t++00

Fixons-nous o <a <1 et considérons le probleme

Au+flu)=g dans Q
(1)

u‘an=0

On a alors :

THEOREME 2.1. 1l existe dans c® ¥(f) une clovariété M de codimen-

. ; 7 - O ~ DN
sion 1, fermée, connexe, telle que C ’a‘(ﬂ)\M possede exactement 2 composantes

connexes A.; A, telles que

1 S

(i) si g€ A,, (1) n'apas de solution.

1’

-

(i) si

g€A,, (1) a exactement 2 solutions dans Coz’a(ﬁ)

(iii) si g€M, (1) a exactement 1 solution dans Ccz)’o‘(ﬁ).

Remarque. Le théoréme 2.1 est dfi & Ambrosetti-Prodi [1] ; dans [2] Berger
et Podolak donnent un résultat un peu plus précis (cf. aussi 1'exposé qu'en

donne Nirenberg [3] ). Nous donnons ci~dessous les grandes lignes de la démons-
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tration d' Ambrosetti et Prodi.

Soit 3 : ci’“(s‘z) — co’o‘(s"z) définie par &(u) = Au + f(u).

2

® est de classe C“ et Da(u) : v AV +E'(U)v .

La preuve résultera du théoréme 1.5 et des 3 lemmes suivants

LEMME 2.2. % est propre, Fredholm d'indice nul.

LEMME 2.3. L'ensemble W des points singuliers de ¢ est non vide,

connexe, constitué uniquement de points singuliers ordinaires.

LEMME 2.4. @,W est bijective.

Preuve du lemme 2.2. $ est clairement Fredholm d'indice nul (sa dérivée

est une perturbation compacte d'un isomorphisme puisque f' est bornée et

1'injection c?s %

§) =c® @) est compacte).

Soit u_ une suite de Cg’ Q) telle que @(un) =t + f(un) =g, converge
dans C°*%(Q). Une estimation a priori obtenue gréce a (F 3), (F 4) montre
que u_ est bornée dans C°’*Q) et donc que M = gn—f(un) est borné dans
c®%(§), donc que u est bornée dans CZ’Q({_Z). On peut donc extraire des u
une sous-suite convergeant dans c© °‘(s'z). L.'équation montre qu'elle converge

aussi dans C2? %G). =

Preuve du lemme 2.3. Nous rappelerons d'abord les résultats bien connus sur

les problemes de valeur propre du type

AV +pup(x)v=0 sur Q
(2)
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ol o est une fonction mesurable bornée par 2 constantes positives :

PROPOSITION 2.5. (cf. Courant-Hilbert [4]).

1) Les valeurs propres de (2) sont positives et forment une suite non

décroissante tendant vers +co:

O<p Sy < .. (comptées suivant leur multiplicité).

2) La premiere valeur propre ;u,T est simple (donc My < “‘2)‘ La fonction

propre associée ne s'annule pas dans ).

by

eme . . .
3)La r valeur propre oy, est une fonction monotone non croissante

me

Z)I—a re

r

de p. De plus, si pT(x) <p2(x) p.p., alors, notant ,ul (resp. u

valeur propre relativementa p= P4 (resp. p= gb), on a p; > F‘f‘ .

4) Il existe un réel p>1 tel que la r°™€ valeur propre K, dépende

continfiment de o dans la topologie de LP(f). N

Montrons maintenant que tous les points singuliers de $ sont ordinaires :

uy €W est singulier si et seulement si le probleme
AV + f'(uo)v =0

3)

a des solutions non triviales. Ceci équivaut au fait que y =1 est une valeur
1 — —

propre de Av + uf (uo)v =0, v‘ 3= ©

D'apres la proposition 2.5 3) c'est la plus petite valeur propre puis-
que o< ¢! <f‘(uo(x)) <o oll o< ¢! <Ay < 2" <y -

Elle est donc simple (proposition 2.5 2)). Soit v, € CO2 1%(8) engendrant

ker D&(u ). Alors Im D&(u ) = {gECO’a(ﬁ) , S g v dx=o0}.
o 0 qg ©
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L'hypothése (i) du théoréme 1.2 est donc bien vérifide. La fonctionnelle

70 associée 2 Im D@(uo) est z o——»S z(x) v_(x) dx. Par ailleurs, on a
0

o

D?8(u)(v, w)(x) = £"(u (x)v(x)w(x).

En sorte que la condition (ii)' du théoréme 1.2 s'écrit
" 3
S f (uo)v0 dx # o,
2
et ceci est vérifiée d'apres (F 2) et la proposition 2.5 2) (VO est la premidre
fonction propre de(3)).
Il nous reste a montrer que W est non vide et connexe. On va en fait
montrer que W a une représentation cartésienne sur un sous-espace linéaire
2,& — . : 1
de Co (§) de codimension 1 :
soit s € Cg '%@), s(x)>o dans § et soit Z un sous-espace lindaire
de Cg’a(ﬁ) de codimension 1, tel que sg£ Z. Tout élédment u de Cg’a(s-z) se
représente donc, de maniere unique, sous la forme u=z +vys, v€ER, z€Z.
Considérons le probleme de valeur propre :
AV + uf'(z4vs)v=0 dans §

(4)

0= °

Y
z €7, fixé, v €R. Soit u(y) la premidre valeur propre de (4). D'aprés
1a proposition 2.5 4), p est une fonction continue de v. Par (F 3) (F 4)
et puisque s(x) >o dans §, on a pour tout x € Q:
lim f£'(z(x) + vs(x)) = &'

yF—-0c

lim £'(z(x) + ps(x)) = ¢".
p+oo

De plus, puisque ¢' <f'(t) < ¢", on montre facilement que ces limites

ont lieu aussi dans LP(Q) (pour tout p). Toujours d'apres la proposition 2.5 4)
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il s'ensuit que

X
Pr—00
M
lim pv) = <1.
Y+ee ¢ :

Il existe donc VER tel que pw) = 1; v est unique puisque u est
strictement décroissante (proposition 2.5 3)).

On a donc montré que toute droite y i+ z+ps coupe W en un point uni-
que, et on voit aisément que ce point dépend continliment de z (W est une variété

différentiable et les droites vy +— vs sont transverses a W.) n

Preuve du lemme 2.4. Soit u €W, @(uo) =g, - Supposons que $(u) = g, aune

autre solution .

£(00)) - £u(x))

Posons w(x) = SCIRETREY si U(x) £ uo(x)
o

— £1{y. . ~ _
= f (uo(x)) si U(x) = uo(x).
Alors 1 - uo est une solution non triviale de

Av +uwv=o0 dans Q

avec p=1.

Puisque ¢' <w(x) < ¢" <),» on voit que T-u o estla premieére fonction
propre de ce probléme. D'apres la proposition 4.5 2), T(x) - uo(x) a un
signe constant sur , et d'apres (F 2) w(x) > f'(uo(x)) sur £l.

Par ailleurs, puisque u, €W, le probleme

AV + ,uf'(uo)v =0 sur &
Vi

a aussi u=1 comme premiere valeur propre ; ceci contredit la proposition 2.5, 3)

et prouve le lemme 2.4. [ |
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o ()
Exposé n° 5
UNE DEMONSTRATION DU LEMME DE MORSE

par

A. LICHNEWSKY

Afin de completer 1'étude faite dans 1'exposé n° 2 nous donnons ici une démons-
tration du lemme de Morse reposant sur 1'utilisation du théoreme des fonctions implicites,
tirée de L. NIRENBERG [2] (cf. aussi L.. HORMANDER [ 1]). Le lecteur trouvera
‘des extensions en dimension infinie de ce résultat dans J.T. SCHWARTZ [4] ’

R. PALAIS [3].

(1) La majeure partie de cet exposé a été insérée dans 1'exposé n° 2.
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§ 1. LE LEMME DE MORSE.

Soit f une fonction C? (p=2) de R" dans R telle que f(0)=0 et
" £(0) = 0 ; le résultat suivant permet de décrire la structure de 1'ensemble des

zéros de f au voisinage de 1'origine.

THEOREME 1. (Lemme de Morse).

Supposons que f soit une application Cp (p=2) de rR" dans R telle que

(i) £(0) =0 =V£(0).

(i) O est un point critique non dégénéré : la hessienne f (0) estinversible,

1 existe une application £eCP™? de R" dans R", définie au voisitage de

1'origine telle que
(1) ¢(x)=x+o(|x]) x| + 0

(ii) f(x) = + B({(x),¢(x)) oronanoté B lahessiennede f en O.

COROLLAIRES.

(a) Lorsque p=>3, { est un changement de coordonnées CP -2 au voisinage

_de 1'origine.

(b) Sous les hypothéses du théoréme 1, il existe une application & ecP -2

de R" dans Rn, définie au voisinage de 1'origine telle que

(i) g(x) = x+o(lx]) |x] = 0

) A 2 N 2 1
(i) fx)=- = (E.xX)+ = (§j(><)) (")
j=1 4 j=A+1
olt X estl'index de la hessienne de f en 0. -

Démonstration du Théoreme 1.

Nous cherchons 1'application { sous la forme :

(') onnote g=(E,,...,5,).
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¢ =R(x)X ob R est une application cP-2 ge R" dans 1'espace Mn(R)
‘des matrices n x n a coefficients réels, telle que R(0) =1 : identité. On doit avoir,
d'apres (ii) :
FREBR X, X) S & ()t
En intégrant par parties il vient :
1 1
- - _ _ oy L
£(x) = go (1-t) {£,_ (£} (x,x)dt = { go (1-t)f_(tx)dt} (x,%) = ¥ B_(x,%).
On remarque que 1'application x — Bx est une application cP 2 de R" dans 1'es-
pace des matrices symétriques. Le probleme est finalement de déterminer R(x) véri-
fiant :
R(O) =1
(1)
. R B R(x) =

A cet effet nous étudions maintenant 1'application
MR - M (R) "

n,sym

(2)
R ¥, R*BR

au voisinage de R =1: identité. La dérivée de cette applicationen R est :
%* 3¢
Dy : S — R*BS +S" BR.
en I, ceciestdonc:S — BS + S*B.
‘On vérifie immédiatement que cette derni®re application est surjective ; en
effet, si ¢ est une matrice symétrique, posons S = ¥ B-1 o et on obtient

“lo+oB 'B) =

BS + S'B = (BB
Par conséquent, 1'application § : (2) est une submersion en R =1 et posséde un in-

verse zp_] au voisinage de 1'identité. On peut prendre Rx = z,l)_1B X qui est une fonction

(1), On a noté M, sym(R) 1'espace des matrices symétriques n x n a coefficients réels.
b .
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-2

cP2 . Ceci acheve la démonstration.

Démonstration des corollaires.

(a) résulte du théoréme des fonctions implicites.

(b) résulte de la réduction des formes bilindaires. .

§ 2. UNE VARIANTE : LE CAS DE PARAMETRES.

THEOREME 2. Soit F(x,y) une application Cp (p=2) de Rn X Rd

dans R, définie dans un voisinage de (0,0) et vérifiant :

0= FX(O,O) ; FXX(O,O) est une forme bilinéaire non dégénérée.

Il existe une fonction de Rd dans R":y — X(y), définie au voisinage de 0, vérifiant :

x(0) =0, F_(x(y),y)=0

ainsi qu'une fonction cP-2 de R" xRY dans R": ¢ (x,y) définie dans un voisinage

de (0,0) telle que :

(3) £(x,y) =x - x(y) + o | x-x(y)|) pour (x,y)— O
et
(4) F(x,y) = F&),y) + 2{ [F, &¥),y)] €, )},

COROLLAIRE. Faisons les hypothéses du théoreme 2, et supposons, en outre

p=3 etque FXX(O,O) soit une forme bilinéaire non définie. Il existe des voisinages

d

de O dans r" et R : yet Vytelsque, pour tout y dans v, 1'équation

F(X:Y) =0

a pour solutions dans 4 une surface cP-2 de dimension n-1, posseédant une singu-

larité conique en x = x(y) lorsque

F((y),y) = 0. | .
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Démonstrati_cln du théoreme 2.

- Le théoréme des fonctions implicites fournit la fonction y — x(y) telle que
x(0)=0 et F,(x(y),y)=0.
En effet, le fait que la forme bilinéaire FXX(O,O) soit non dégénérée entraine que
la dérivée en 0 de FX : Dx {Fx} est bijective dans R". En faisant le changement

de variable x — x - x(y) on se raméne 2 la démonstration du théoréme 1. -

Démonstration du corollaire.

11 suffit de remarquer, que, avec (3), ¢ est, a8 y fixé, un changement de

~ coordonnées c! au voisinage de x(y). -
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Exposé n® 6
BIF URCATION POUR DES VALEURS PROPRES DOUBLES
par

Bruno SCHEURER

Cet exposé s'inspire de Mac Leod, Sattinger [3].

§ 1. INTRODUCTION ET HYPOTHESES

Soient X et Y deux espaces de Banach tels que X< Y. Considérons
1'équation : F(x,\) =0 (1)
ol F est une application de X xR dans Y. On suppose que F(0,0) =0 eton
cherche les solutions non nulles de (1) dans un voisinage de (0,0). On se propose,
dans cet exposé, d'étudier ce probléme dans le cas particulier ol 1'opérateur li-
néarisé est un opérateur Fredholm d'indice o dont le noyau et le conoyau sont
de dimension 2. Cette hypothese vient naturellement "apreés" le cas d'un opérateur
Fredholm d'indice o dont le noyau et le conoyau sont de dimension 1 examiné par
Crandall-Rabinowitz dans [5] (cf. exposé 5).

Si F est assez réguliére (de classe c? au moins) F(x,)) peut s'écrire,

au voisinage de (0,0), gréce a la formule de Taylor :

1
2

Fx,)) = F (6,004 AF, (0,0) +3F, (0,0 +AF, 0,00+ 1)F, , (0,0) +o(lxI/% [A3).
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Par analogie, on considere dans tout ce qui suit une application F de la forme :
F(x,)) = LOUx + N(x,x) + R(x,2)
ol : . N est une application bilinéaire de XxX dans Y, indépendante de .
R est une application de X xR dans Y homogene de degré 3 au moins
en Xx.
. L(\) est un opérateur lindaire de X dans Y.
Précisons le cadre et les hypothéses faitées sur 1'opérateur L()\).
L'opérateur L()) a la structure suivante :

L(\)x = L x+ L x+ AZLZ(A)

1
olt A — L2(>‘) est de classe CT.

L'opérateur L0 est un opérateur Fredholm d'indice o tel que :

X1=ker‘Lo=[<p;l,(p2:] V<=> dim X | =2

Y.=ImL_={y€Y| <g,y>=0 et <ol,y>=0} o, @ €Y.
1 o 17 2y 1 %2

&= dim Y/Y1 =codimY, = 2.

1:

(Une telle caractérisation de Y, est possible car Im L est fermé).

1

On suppose que X1 NY, = {0} ; on peut alors choisir {p.z; et <p§ tels que :

1

<@i» @) >= by

Puisque X €Y, Y¥cX* donc <P.?‘Ie et ‘P§ s'identifient 3 des éléments de X et

on peut définir le supplémentaire topologique de X. dans X par

1

X2={XEXI<(p;';,x>=o et <@r,x >=o0}.

Soit Y2 le supplémentaire topologique de Y1 dans Y.

L'opérateur LO est alors un isomorphisme de X2 sur YT dont 1'inverse
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KO est un opérateur borné (théoréme du graphe fermé). Dans la suite, on utilisera

les opérateurs de projection suivants :

kYA kY2
A} rAY

P = projection dans X sur X1 :Xx — Px= <@pX >(p1+ <@y, X>p,

Q = projection dans Y sur Y1 ty — Qy = y—<§o?,y>(p1 —<.<p§,<p ><p2 .

§ 2. STRUCTURE DES SOLUTIONS PRES DU POINT DE BIFURCATION.

La méthode Lyapounov Schmidt (cf. exposé 2) appliquée 2 1'équation :
LOJx + N(x,x) + R(x,\) = o (2)
permet de réduire le probleme de bifurcation pour (2) a un systéme de deux équa-
tions (codimension de YT) a 3 inconnues X = (ay B) cR? identifié & X1 et \€R.
On est donc ramené a 1'étude des zéros d'une application régulieére de IR3

2. Il n'existe malheureusement pas d'analogue du lemme de Mor'se pour les

dans R
applications de ]R3 dans R2 ce qui fait qu'on ne peut pas proceder comme dans
1'exposé 5. On peut se ramener au théoreme de Morse par projection ; c'est ce que
fait Nirenberg [5] (Théoréme 3.2.2), mais le résultat obtenu est trés partiel.
On peut également utiliser le théoréme de préparation de Malgrange (cf. exposé 8).
On va utiliser ici une méthode "classique" dans la lignée de celle utilisée
par Rabinowitz et Sattinger [3] [4] [5]. Elle consiste & définir a priori une bran-
che non triviale (i.e. une famille de fohctions non nulles & un paramétre )) au voi-

sinage du point de bifurcation (ici (0,0)) ; on vérifie alors a 1'aide du théoréme des

fonctions implicites que cette branche est un ensemble de solutions de (2) (existence).
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On montre alors, grace a des estimations a priori, que toute solution non triviale

est nécessairement sur cette branche (unicité).

A) Existence.
Considérons une branche non triviale de la forme :
x(0) = A[ap, + B0e, ] + 12 B(0) avec y)eX, ()
et o, B fongtions de R dans R.
Montrons que la branche définie par (3), constitue, sous une hypothése
convenable, un ensemble de solutions de (2).
Pour cela substituons (3) dans (2) ; on obtient en regroupant les différents

1 et X2 et apres avoir divisé par >\2:

termes correspondant respectivement 2 X
Lo+ Lilapy+ Boy) + ale, B) + SO, 8,9) = 0 @)

oll, par définition

ale, B) = Nlogy + Bp, » 0o+ Be,)
= o Ny, 0p) + eB[N(p;,0,) +Nlpy,0) ] + £ Nigy,0,)
S(k,a,ﬁ,¢)=A{LZ(A)+L1¢+N(a<pT+&p2,zb)+N(¢,a¢1+,B<p2)+ R(X, 000+ B+ W}
+ )2 N, ).
Rema'rgues. 1. On n'a pas noté la dépendance de o, 8, ¥ en ) pour alleger.
2. N est bilinéaire donc homogeéne de degré 2 en x alors que R est

homogeéne de degré 3 au moins, ce qui est utile pour 1'obtention de (4).

L'équation (4) est équivalente au systéme (¥ de trois équations obtenues

en la projetant sur Y1 puis sur Y2 (Lo¢ appartient a YT) :
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3y, 8,0) =Ly +Q‘[01L1<;=1 +BLyp, +q(e, B +S (s .B,zlﬁ)}= 0 (5)

N
w

(ZP,a,B,A) =<L (0401+/3¢2),<p1>+<q(a,f3), >+<S(>\,a,ﬁ,¢),<p');>——o (6)
3(3@)’05’ )8:>\) E<L1(O&P1+B‘P2),¢;>+<Q(Ol:,8)9§ﬁ§>+<s(>ua3ﬁy¢),¢§>:0 (7)

Dans ce qui‘suit, on posera :

3

3%
10, 8) = <L (ap+Bp,), ¢y >+ <q(a, B), ©1>
3 3¢
t)(a, B) = <L, (g, + By, qu >+ <qla, 8), o, > .
Considérons alors 1'application

: (Y,0,8, A)EX xRXxRxR ——»(31, 2,33) €Y X RXR.

N

Résoudre 1'équation (2) équivaut & trouver les zdros de ¥, c'est-a-dire & résoudre
le systeme (3).

L'équation (5), lorsque ) = o, s'écrit compte-tenu de la définition de S :

Loy +Q{aLl o +BLip,+ala,f} =0 (8)
équation qui sera résoluble, pour «, § donnés, en  appartenant
a X2.
Soit (ao,ﬁo) ERXR tel que:
flo, ) =1(0 5 B) = (9)

Si ¢ est 1'é1ément de X2 correspondant donné par (8), (i 07 %? Bo,o) est alors
solution de ¥ ((9) équivaut & (6), (7) lorsque X =o0).

A chaque valeur de ) suffisamment proche de o peut-on associer biumni-
voquement trois fonctions C1 de X, ¥(\), aln), B(\) telles que :

(i) Hp(W), oA, BA),X) =0 i.e. u()) donné par (3) est solution de (2)

(ii) plo) =y , ofo) = Bo)=8, 7

Qo ’
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Une réponse affirmative a cette question est donnée par le théoréme des fonc-
tions implicites que 1'on va appliquer a 1'opérateur . L'opérateur 3 est de
classe C1 d'apres les hypotheses.
Calculons sa dérivée au sens de Frechet par rapport a (,a,8) en
(zbo,ozo,ﬁo,o). D'apres 1'expression de S, les opérateurs %2 , %SE, %?b sont iden-

tiquement nuls lorsque A = o, on a alors :

Ly Q{Lgor20 N(@g,0)+B Mo ,0,)} Q{L o, +a Mlg 0,428 Nlp,,0,)}

o i i
0 3B
0 % o2
o LY:]
qui est 1'expression de DF ( b0 8) (zpo,ozo,,Bo,o), opérateur borné de XZXRXR
b A4
dans Y1 XRXxIR . On a vu que L0 est un isomorphisme de XZ sur YT’

DF 0, ) (¥ 0?%? ﬁo,o) admettra donc un inverse borné si et seulement si

afT afz af1 af2 Lo

W OBE | e
c'est-a-dire si les courbes fT(a, B =0 et fz(oz, 8) = o n'admettent pas de point
d'intersection (040 ’ BO) qui soit point de tangence.

Nous pouvons ainsi définir autant de branches de solutions non triviales de
la férme (3) que le systéme d'équations (9) admettra de solutions (ozo, )30) £ (0,0).
Il y aura donc autant de branches que de points d'intersection des 2 coniques défi-
nies par (9). La condition (10) signifiant que ces deux coniques se coupent trans-
versalement, le nombre de points d'intersection distincts de (0,0) est nécessaire-

ment 1 ou 3, ce qui donne donc lieu a 1 ou 3 branches de solutions non triviales de

la forme (3).
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B) Unicité.

L'unicité consiste & montrer que, si (x,)) est une famille de solutions
de (2) tendant vers (0,0), alors nécessairement x peut &tre représenté sous la
forme (3) i.e. (x,)\) appartient & 1'une des branches définies ci-dessus.

Considérons donc une suite (x o n) de solutions tendant vers (0,0) quand
n — + ; alors on peut toujours écrire, en posant e, = Han—1 X, ¢

x = IIx |l |lxnll-1xn= Xl {a 00 + Bp+ 0} = ¢, & (1)

oll a, = <<p.:{-, Hxnll"1 X, >, ﬁn = <<p'§, Han_1 x>

. _I 7y 2 z z -1
et P =Ix I x - 0,91~ B, estun élément de X, (on a décomposé Ix I .x

n

n n

selon X. et Xz).

1
La démonstration comprend alors deux étapes :

(i) On peut choisir €, = A, dans (11).

Ceci se justifie en vérifiant, sous des hypothéses convenablement intro-

A €

duites, que 2 et 5(2 sont bornés de facon indépendante de n. C'est ce qui est

€n n
fait en (1) et (2).

(ii) On utilise la partie unicité du théoréme des fonctions implicites apreés
substitution de x n= A, &, dans (2). C'est ce qui ‘es‘t fait en (3).
(1) Compte tenu de 1'expression de o, et Bn ceux-ci sont bornés
(o, | = H<p'¥'|l, 18,1 < ”@?H) donc également y ~puisque |3 || = 1.

Ecrivons 1'équation (2) sous la forme :

(LO + 2L )x + N(x,x) +H(O,x) =0 _ (12)

1
olt H(\,x) = )LZLZ(A) + R(X,x) et notons que d'apres 1'hypothése sur R(),x),
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dans un voisinage de o de ), pour Xy de la forme X, =€ ®

2
2)

1 2
— H(kn,xn) = O(xs + (13)

n

En remplacant x,_ = ¢ ¢ dans (12), on obtient apres division par €, !

’ 1 o (
Loban(on LyorrB o) + A Log + e N(8, 8 )+ —HO,x, ) =0 (14)

n

n

soit en projetant sur Y1 , puis en appliquant 1'opérateur borné KO inverse de L0
] -
zbr1+.KoQ {An(anLT"oﬁ‘BnLT@ZHAnL1¢n+ 'enN(@n’ én)+E;1H(>‘n’Xn)} =0.

Il en résulte, grace a (13) et lim e, = lim |x ll=o0:

-0 =0
AI’l A"l’l

||zpn|| = Of l)\n\ + en) dans un voisinage de o de ) (15)

Donc lim zpn = 0, et comme Hénll =1, o et ﬁn ne peuvent tendrent simultané-
A O
n

ment vers o avec >‘n'

Projetons (14) sur YZ’ on obtient, apres avoir divisé par €, "

A i
n 3% 3¢ . 3 3 1 3
e—n{an <Lyogs0; >+ By <Lygys0y >+ <Lyd,ep >+ <N(3, 8 )0, >+ -€§<H(>‘n’xn)’<pi>=o
n

i=1,2 (14 bis).

Mais lim Y, =0y o et 'Bn ne tendent pas simultanément vers o avec ), et
A0

(13) est satisfait. On suppose alors que :

la matrice < L1¢i,¢;.(' > i,j=1,2 estnon singuliere, (16)
. 3% % .. A
(en particulier o, < L‘I‘P‘I"pi >+ ﬁn <L1<p2,<pi >=0, i=1,2 = an=Bn = 0).

Cette hypothese permet d'en déduire :

A .
e_n reste borné lorsque n — + e (17)
n
(2) Considérons toujours une famille (Xn ’>‘n) de solutions tendant vers (0,0) ;

plus précisément soit (xn,kn) une suite de solutions telles que :

A, —0, ¢ =Ilxll— o0, quand n-— +e,
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X X
. o n 3* n y e .
D! 1 =< t =< — >  gont bornés indépendam-
apres le (1) o ©q | e Bn o, ] é ép

ment de n ; il existe donc une sous-suite, encore notée n telles que

o, —a, B, — B,, quand n— + o (18)
Toujours d'apres le (1), o et ,30 ne peuvent &tre tous deux nuls. De méme,

d'apres (17) :

A
2 — g quand n— + oo (19)
“n
X .
Enfin b, = szll—o‘n P~ B9y — b,=0 quand n— e, (20)

Le systeme (14 bis) :
X
n 3% 3 3% s 1 3%
Er—l{"‘n<L1‘r”1"F’i>J’f*nd“ﬁ”z’@i” <Li¥nr9 >}*<N(@n’ Bl >+ o <HO X o> = 0
i= 1 ,2,

s'écrit alors lorsque n — + e, compte tenu de (18),(19), (20) :
3 3 3 )
g{aO<L1¢1 ,<p);>+ ‘80<L1¢2’<Pi >}+ <N(§O, @0),ip;> =0, 1i=1,2 (21)

ou éo:o‘o(% + BO<P2 = lim % @1 +ﬁn(p2+¢n =lim 8 -

n—oe n—»ee

Mais N(@o,%) = q(oco,BO), (21) s'écrit donc :

24
"

g{ao<L1<p1,¢p"i‘-> + ,30<L1<p2,<p-'i\->} + <q(ao,[30),<pi >=0, i=1,2 (22)

by
Puisque ¢ et B ne sont pas simultanément nuls, g =1lim = sera non nul si
o O N 6o en
et seulement si les formes quadratiques
% 3¢
< Q(Cl, B):‘PT > et < Ci(a: Ig)yﬂoz > (23)

n'ont pas de facteurs communs (le facteur commun correspondant a 1'origine (o ,o)
est exclu a priori puisque Qs ,BO ne peuvent &tre simultanément nuls),

Sous cette derniére hypothese g est alors non nul et

€ .
n+e n
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€

— reste borné lorsque n —» + o . (24)
>\n o B S0
n’“n’"n
(3) Gréce a (17) (24), quitte & normaliserlpar un scalaire, on peut donc pren-

dre € = b 0’ c'est-a-dire prendre g = 1. Compte tenu de (15) nous pouvons

donc en déduire que (11) a b forme suivante :
— 2 1 ¢ } '
*n = >‘n{(')‘n@f} n‘°2}+ kn z‘bn ou EXo (25)
lorsque n — + e i,e, )\n — 0.
De plus grice a (22), o, = l;m o et ,30 = llrrln Bn sont solutions de
fi(a,B)=0 i=1,2.
Substituons alors (25) dans (2) et effectuons en le m&me raisonnement
qu'en A). La partie unicité du théoréme des fonctions implicites permet de con-
clure que dans un voisinage suffisamment petit de (¥ S100s 0,0), il existe un

(1)
triplet (y,a,B) unique tel que F(,q,B8,)) = 0. (On utilise donc 1'hypothése (16)).

(2)

En particulier, toutes les suites o Bn’ ;bn convergent et :

o, =old), 8.=B0), ¥ =)
olt a()), B(\), ¥(A) sont les fonctions définies dans le (1). . -

Résumons les résultats obtenus dans le :

THEOREME 1. Sous les hypoth&ses ci-dessus notamment (10), (16), (23),

chaque solution (ozo,ﬁo) du systeme
fT(a’ /8) =0, f2(0£, 18) =0

définit pour X dans un voisinage de o une branche unique de solutions de (2)

de la forme
x(V) = [V + BNp, 1+ 7(0) ol alo)=cr, Blo)= B et [Ir(W)[i=0(|x|?).

M On associe ainsi a chéque X un unique triplet (y,o, B)

(2) Cela peut se vérifier par un raisonnement par 1'absurde.
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De plus toute solution non triviale (2) se trouve dans un voisinage de x = o,

A =0 sur une des branches définies ci-dessus dont le nombre est 1 ou 3.

§ 3. REMARQUES SUR LES HYPOTHESES (16), (23), (10).

Nous venons d'étudier le probléme de bifurcation (2) lorsque
dim ker LO= dim Coker LO=2»
qui est le cas venant naturellement apres :
dim ker Lo= dim Coker LO= 1.
Ce dernier cas est étudié sous 1'hypothese :
L#q ¢ Im(L_-) L,l)
oll ¢ engendre ker(LO— >‘0L1)'

Rappelons (cf. exposé 5) que cette hypothése signifie que >‘o est une

L1—simp1e valeur propre de Lo' Autrement dit >\0 est une LT—valeur' propre de

LO de multiplicité géométrique et algébrique 1, lorsque 1'on prend L 1= I:
: s 2
dim ker'(Lo-AOL1) = dim ker(LO-AOL1) = 1.
On peut toujours, ce qui a été fait ici, supposer >‘o = 0. L'hypothese ci-dessus
devient :

Lo ¢ImL_ ol @, engendre ker L.

1) L'hypoth&se (16) : la matrice

est non singuliere,

.
3¢

(Ct. page 1 pour la définition de <pf, <pJ)
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signifie de la méme facon, que )‘o =0 estune L, valeur propre de LO de

1

multiplicité géométrique et algébrique 2, lorsque 1'on prend L1 =1:

Autrement dit :

2
ker(Lo-AOLT) = ker(Lo—A,oLl)

P 2.

et dim keP(LO—A oL’I) = dim keP(LO—)\OL,I
La démonstration s'effectue comme dans le cas de multiplicité 1. Supposons 1'hypo-
thése (16) satisfaite et raisonnons par 1'absurde en supposant
, 2 .
ker‘(LO—)\OLT) c keP(LO—AOLT) au sens strict.

Il existe donc X4 tel que :

2 ,
X, € ker‘(LO—)\ oLT) (26)

1

X ¢ keP(LO—AOLT) (27)

1_
Posons x ' = (LO—A.OL,I)X,[.

D'apres (26) X\ appartient a ker(Lo-}LOLT). Il existe donc &, 8 non

simultanément nuls d'apres (27) tels que :

1
X' = (LO—XOLT)XI = ap +Bo, (28)

(YA Y)
KA "

:
1%i7

Formons le produit de dualité de x° élément de Im(LO-)\OL1) avec L

A
[A)

i=1,2 ol L1 est 1'adjoint de L.,. D'apres (28) il existe donc @, 8 non simul-

1

tanément nuls tels que :
o <Lypgs0; >+ B<Lypy, ) >= 0 i=1,2
ce qui contredit (16).

En résumé, on a les équivalences [Q désigne la projection sur

Im(L,-A,Ly)] :
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(16) < (I-Q)L non singulieére < (I—Q)L1 admet un inverse

1 lkep(LO-xoL,l)
de coker(LO—koL1) dans ker‘(LOTAOL,l) = ker(Lo—AoL1) = ker(Lo-xoL1)?.
2) Examinons maintenant les hypothéses (23) et (10).
Pour cela soit 71 la Fréchet dérivée de 1'application x —» N(x,x) (qui
est quadratique).
L'hypothese (23) signifie qu'il existe y £ o et X élément de ker(Lo—xoL,t)
tel que :
(1-Q) N(x1 ,xT) + y(I—Q)L1x1 =0 (28)
(i.e. le probléme aux valeurs propres généralisées admet une solution dans
ker(L -)_L,)).
En effet d'apres 1'hypothése (16), (28) peut encore s'écrire
2(1-Q) N(XT,XT) +YX =0 (29)
ol  est une matrice 2 X2 inverse de (I—Q)L1 ; (29) est un systéme de deux
dquations a deux inconnues. Il n'aura de solution que si le terme 2 (I-Q) N(x1 ,XT)
est non singulier, c'est-a-dire si (I—Q)N(XT,XT) est non singulier. Mais :
(I-QINGx %) = (< N(xT,XT),<p"T1(' >, <N(x1,x1),<p§ >
- (<qle B0y > <ale, 8), g, (30)

puisque x, appartient a ker(LO—AOL1) dquivaut a Xy = 0+ B, -

1
Il en résulte que (I—Q)N(x1 ,XT) sera non singulier si les formes quadratiques

3¢

<q.(a,,3),<p1‘ > et <q(a,,8),<p§> n'ont pas de facteur commun.
De la m&me facon 1'hypothése (10) signifie que :

(I-Q)n + (I-Q)L est pon singulier. (31)

1 ‘ker*(Lo—-JLoL1)
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En effet gréce a (30), (31) signifie que (cf. p. 3) :
of of

L L
0 B
oo R
) af1 af2 af2 Eaf,I -
est non singuliere ce qui équivaut a w8 " 3 B # o, soit (10) .

Remarque. Les hypothéses (16), (23), (10) en tant qu'hypotheses sur des opérateurs

de ]R2 dans ]R2 sont vraies "en général".
En particulier 1'hypotheése (10) signifie que les 2 quadriques d'équations :
3¢ * 3% .
fi(a:ﬁ) =<qla, B, 21 >+a <L1‘P1’<Pi >+ B<L1‘Pz:‘Pi >=o0, 1=1,2

se coupent transversalement.

§ 4. EXTENSION A DES VALEURS PROPRES DE MULTIPLICITE GEOMETRI-

QUE ET ALGEBRIQUE n >2 POUR DES EQUATIONS AVEC NON LINEA-

RITES DE DEGRE k> 2,

Considérons maintenant le probléme de bifurcation (au voisinage de
(XO’A'O) = (O:O)) :
LOJx + Nx,...,x) + R(\,x) =0 (32)
olt N est une application k-lindaire de X X...xX dans Y et R(\,x) est
-fois
homogene de degré k+1 au moins en x.

L'opérateur lindaire L(\) est toujours de la forme :

L(WJx = L_x+ AL x + 22 L,(0)

1

mais LO est un opérateur Fredholm d'indice o tel que :
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X,‘=kel‘ LO: [¢T,§Pz,o-o’<pn]
. 3¢ seo L
Y1=Im LO = [‘Pet!@z"“ﬂp ] .
Nous pouvons alors énoncer un résultat généralisant le théoréme 1, et présentant

certaines analogies avec les résultats de 1'exposé 7.

THEOREME 2. Hypotheses :

(1) La matrice < L1¢l,¢; i,j=1,n  est non singuliere.

(2) Les n polyndmes homogenes de degré k en o= (oz1 ...0,) définis par

A

"

Q(GéT,-- ,a)~<N %apo, .oy Z}:a ®.), 0 j=1,n

n'ont pas de facteurs communs. (En particulier les hypersurfaces d'équations

qj(a) = o n'ont pas de points communs autre que 1'origine). Soit
f. (a oz)=0<L(%a ), oF >+ q.(x o)
3,0 %17 1% A T A EL S IR ey S o

avec o =+1 ou -1. Supposons de plus que :

3
3) det (—g1%) 4 0

(i.e. les hypersurfaces d'équations fj c(a) =0 se coupent transversalement).
b

Alors chaque intersection des hypersurfaces fJ. 0‘(oz) - o, j=1,n
b

définit une branche solution de (32) telle que :

n
x(e) = e( T a5(elp) + & dle)
1
Ae) = o 1
avec <¢(€),¢j‘>=o j=1,n J’0( T(O)" ,an(o))zo,
En particulier :

1) Si k est pair, on n'obtient pas de nouvelles branches en prenant

oc=-1 au lieude ¢ =+1.
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2) Si k est impair, une branche corresponda ¢ >o, ltautrea ¢<o,

Chaque solution non triviale de (32) dans un voisinage de (x,)\) = (0,0) se trouve

sur une de ces branches,

[1]

(2]
(3]
4]

(5]
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Exposé n° 7
LE DEPLOIEMENT DES SINGULARITES
par

J. MOSSINO

On suppose qu'un certain phénoméne chimique (ou mécanique) est décrit par
n parameétres (dits "internes"). Alors, soit X © R" 1'ensemble des paramétres
admissibles et U c ]R4 un ouvert de 1'espace temps (par exemple). Les composan-
tes dans ]R4 sont les paramétres "exter'nes".‘
A ce phénomene est associée une fonction potentiel que 1'on supposera c®:
V:XXxU= R,
Soit ug fixé dans U. L'équilibre du systeme correspond a un minimum de la fonc-
tion potentiel
Vu X =- R,

[/

N R . T 3V
c.a.d. aunevaleur x  telleque < (xo,uo) =0.

On suppose maintenant que les conditions externes varient un peu c.a.d. que u
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varie un peu au voisinage de u, - On aimerait bien pouvoir déduire de 1'étude locale

de Vu au voisinage de Xy des renseignements sur 1'allure de V au voisinage de
0

(xo ,u o) .
Cela releve de la théorie du déploiement des singularités des applications dif-
férentiables : la fonction V est un déploiement de Vu ; 1'étude locale de Vu

o o

(au voisinage de xo) fournit un certain déploiement privilégié de Vu- , appelé le
o
déploiement universel. Ce déploiement universel est privilégié au sens que tout dé~
ploiement de \{l peut se déduire du déploiement universel.
o)
Le concept de déploiement est dii 2 Thom. Le résultat clé nécessitait une
version C* du théoreme de préparation de Weierstrass ; Malgrange a démontré
ce résultat et la démonstration a été simplifide depuis par Mather.

L'idée de base est de localiser les fonctions en des "germes" . Les germes

auront la propriété d'é&tre "a détermination finie" c.a.d. que 1'on pourra ramener

1'étude des germes (qui décrivent un e.v, de dimension‘ infinie) a celle de leurs
"jets" qui varient dans des e.v. de dimension finie.

On va décrire succintement cette théorie. Cet exposé suit BROCKER [3] et
ZEEMAN [6].

Une application qui va dans le sens indiqué ci-dessus a été faite par

D.G. SCHAEFFER {5].

LES NOTATIONS ET LES PRELIMINAIRES.

8(n,p) désigne 1'anneau des germes "différentiables" (c.h.d. C*) (R?,O)—»]Rp.

(On rappelle qu'un tel germe est une classe d'équivalence pour la relation dans
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C”R™M,RP):f~g si f et g colncident sur un voisinage de 0).
[

M (n,p) est son unique idéal maximal, constitué des germes f t.q. £(0) = 0.
|

Lorsque p= 1, onnotera 8(n) et m(n) aulieude &(n,1) et m(n,1).
[ ]

11l(n)k+1 (qui est 1'ensemble des sommes finies de produits de (k+1) éléments
de M(n)) est aussi 1'idéal de &(n) constitué des germes f qui s'annulent en 0
jusqu'a 1'ordre k (c.a.d. DY*f(0) =0 V |a| <k). De plus cet idéal est engen-

dré par les monSmes de degré (k+1).
|

®(n) € M(n,n) désigne le sous-ensemble des germes inversibles pour la loi
de composition des applications. ®(n) est un groupe pour cette loi. Les éléments
de ®(n) sont les changements de coordonnées locales

fe®(n) & £(0)=0 et det DI0)£O.

Enfin on définit 1'application j* : £€ &(n) — jkf € &(n)/m@n)<*!

3 jkf est
appelé le "k-jet" de f: c'est le polyndme de Taylor a 1'ordre k de f, al'origine.

On notera souvent 6k(n) = jk g(n) = c‘;‘(n)/m_(n)k +1 o &k(n) = jk(B(n).

LES OUTILS.

Un premier outil est le lemme de NAKAYAMA (trés connu des algébristes !)

LEMME DE NAKAYAMA ([1] p. 19). Soit ® un anneau Ccommutatif unitaire,

1
qui a un unique idéal maximal M. Soit A un R-module de type fini () Alors

(1) c.a.d. qui a un nombre fini de générateurs, c.ia.d. Jajy...,a, €A t.q.

n .
V a€A, a=§ rja; ol r€R.
1=
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MA=A = A=0,

Dans la suite on appliquera toujours ce lemme avec ® = 4(n) et M= "M n).

COROLLAIRE. Avec les mémes hypothéses, soient B, C, deux R -modules

t.g. A, BcC. Alors

AcB+Mm.A = AcCB.

Un second outil moins anodin est le théoreme de préparation de Malgrange,
que nous donnons ici sous la forme algébrique que nous utiliserons. Pour une autre

formulation du théoréme de préparation, cf. 1'exposé de B. SCHEURER.

Le théoréme de préparation de Malgrange (dans la forme de Mather) :

soit £ (R",0) —(RP,0) un germe différentiable. Tl induit 1' homomorphisme
d'anneaux :
2
:8(p) — 8(n). ©)

&)

Soit A un @(n)-module de type fini. Alors A estun &(p)-module (via f)

de type fini s.sil'e.v. réel A/ P est de dimension finie. Plus précisément

(p).A

les éléments {a,,...,a } engendrent A comme 8(p)-module (via f) s.si ls

représentent des générateurs de 1'e.v. réel A/ §

Fmp). A

Cas particulier important : A = &(n). Dans ce cas si fi désignent les germes
composantes de f

f*m(p). &(n) = < £, > 8(0)

®) si g€ 8(p), on note (g) = gof.

(3) 8(p) opeére sur A via f' comme suit : 3(p) xA — A

(e,a) — () x a
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(on note ainsi 1'idéal de &(n) engendré par les germes fi)‘

DEFINITION. Si 1'e.v. réel &(n)/<f, >g(n) &St de dimension finie, on

dit que le germe f est fini.

§ 1. LES GERMES A DETERMINATION FINIE.

On définit une relation d'équivalence dans @&(n) comme suit :

DEFINITION . Les germes f et g€ #(n) sont dits équivalents & droite

(on note f~ g) ssi

(1) Jhe®(n) t.g. g=foh.

Il s'agit bien d'une relation d'équivalence car ®(n) est un groupe. La condi-
tion (1) signifie qu'il existe un changement de coordonnées locales qui met f et g

sous la méme forme.

DEFINITION. Un germe f€ #(n) est dit k-déterminé (ou k-suffisant) ssi
. .k
VvV g€ 8(n), Jkg=3 f = g~f.

S'il existe k tel que f soit k-déterminé, on dit que f est a détermination finie.
' ' -

Quelques remargués et exemples :

1) f k—déterminé = f (k+1)-déterminé.

2) f k-déterminé et f~g = g k-détermind.
3) f k-déterminé jkf k-déterminé.

4) f k-déterminé &> f - £(0) k-déterminé.

On peut donc se limiter & f€ M(n).
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5) f 1-déterminé > DE() £ 0.
On peut donc se limiter au seul cas non trivial f¢€ m(n)z. Un tel germe est appelé
une singularité. Les résultats de ce paragraphe seront applicables également aux
non-singularités, mais ils n'auront d'intérét que pour les singularités.

6) Si f n'est pas 1-déterminé, le lemme de Morse (cf. exposé n° 5) dit que

N Pt
f 2-déterminé & det (-a_i_iTx; (0)) £ O
Ces exemplessuggerent que les jets non déterminés deviennent de plus en plus

rares quand le degré du jet croit :

| n(n+1)
L'espace des 2-jets est 62(n) “RxR'xR 2 (puisque
2
2.0\ ~oe o of o ¥t
j“f(x) = £(0) + SE X+ X fij x; X; ol f=5— ), fij = s ).
i i,j i i
n(n+1) L'ensemble des 2-jets non
2
R B
déterminés se projette nécessai-
rement sur 1'ensemble des
—> R"

. / . 1-jets non déterminés, donc
1-jets non . 1-jets n(n+1)
déterminds déterminés >

© © _ il est inclus dans RXR ’

pace/des 1-jets
R

et il est donc maigre dans 8 z(n).

Mais comme il est caractérisé par la relation supplémentaire det(fij) =0, il est méme

n(n+1)
maigre dans IR X R 2
[ |
On introduit maintenant 1'idéal de 4(n), associé a un singularité f¢ ’ﬂl(n)2 :
of of
4755 0 T al)

(si £€Mn) -Mn)

» b= 8(n)), et 1'on montre que cet idéal est indépendant du

choix des coordonnées locales.
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On a alors une condition suffisante pratique de k-détermination :

THEOREME 1. (dfi & MATHER). Soit € §(n). On suppose que

(2) m(n) < mn) 4.

Alors f est k-déterminé.

Nous verrons plus loin la démonstration de ce théoreme.
[

Dans la pratique pour savoir si un germe est k-déterminé on emploie toujours
ce théoreme.

Comment 1' applique-t-on ? ’m(n)k est 1'idéal de &(n) engendré par les

mondmes de degré k. Pour vérifier (2), il suffit de vérifier que tous les mondmes
de degré k sont dans ’m(n)%.
' . 3 2 7 . 7’
Exemple : n=2, f(x,y)=x"-xy° est 3-déterminé car
3 3 2

X", ¥ 7XVY3 XYZEYY\(Z)Af=<3X2—y2, Xy>'m(2)° -

Ce théoreme est important pour le résultat mais aussi pour la démonstration qui

est typique en topologie différentielle.

Preuve du théoreme de Mather. Soit g€ &(n) t.q. jkg = jkf . On cherche

h€ ®(n) t.q. g=foh. Pour cela f et g sont reliés par une famille paramétrée
de germes F, : R",0) — R,

F(x,t) = F,(x) = (1-t) #(x) + tg(x).
On va montrer que

Vt ER, F,~F, pour t “"voisin®" de t, -

t to

Comme [o, 1] est connexe compact, on aura bien f~ g.
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Soit tO fixé €R. On va chercher un germe
H: R"xR, (0,t) - Rr"

tel que (notant I—It(x) = H(x,t)) :

- (D Hy =1Id¢ ®(n) (ce qui assurera H, inversible pour t voisin de to),
0

- (11) Ht(O) =0 (ce qui assurera H, € ®(n)),

- (111) F,oH =F, (ce qui assurera Fy ~ Ft ) c.a.d.

O
F(H(x,t),t) = F(X,to).

o

Compte tenu de (I), la condition (III) peut étre remplacée par la condition

&quivalente % F(H(x,t),t) =0, c.a.d.

oH.
, &F F B
- (111) 12 a—xl (H(x,t),t) 'gt—l (x,t) + X (H(x,t),t) = 0,

et 1'on cherche un germe H qui vérifie (I), (II), (III)'.

Pour cela il suffit de trouver un germe

e : (R"xR, (0,t)) — R"

dont les composantes &, € m(n)) 8(n+1) (c.a.d. s'annulent pour x =0), qui vérifie :

F S,
;2 aTl (x,t) §i(X,t) + 'a—t(X,t) =0.

(Il suffit de résoudre ensuite un systéme d'équations différentielles ordinaires pour

trouver H). Ainsi, on a ramené la preuve a la vérification de

oF F _ aF
o € <'5x—i>'ﬂ\(n) &n+1) ~ M) <'é§-i' >z$(n+1) .

Or %IE‘= a% [(1—t)f + tg] - g-fE m(l’l)k+1.

Donc il suffit de vérifier 1'inclusion algébrique

k+1 o
M(n) cM(n) < gl' ¥>£(n+1) .

L 'hypothese (2) donne :
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< M(n) <2—F- +‘¥l\(n+1)’m(n)k &(n+1)

k of
Mn)" &(n+1) < M(n) < -5}—(1—> & X, “8(n+1)

n+1)

car M(n) <-§§i' - %><S(n+1) = M(n) <t -ai— (g~f) ><$(n+1) c N(n)kH 8(n+1)

1

(puisque -a-?(— (g-1f)€ ’m(n)k) c 'm(n+1)’m(n‘)k &(n+1).
i

11 suffit maintenant d'appliquer le lemme de Nakayama sous la forme
ACB+MA = ACB

pour avoir le résultat.
a

Nous allons donner maintenant une condition nécessaire de k-détermination.
Pour cela on démontre un lemme qui nous sera également utile plus loin dans 1'étude

des déploiements k-transverses,

LEMME 1. Soient f€ ¢(n) et fe g (n)= 8(n),

fm(n)k+1 le k-jet de f. Notons

—— — — —
A

3,0 x & () — & (n)

(f(x) , h(x)) — foh(x) modulo 'm(n)k+1.

Soit Tff CBk(n) 1'espace tangent a cette orbite au point f, considéré comme un

sous-espace de 1'espace euclidien %k(n). Alors

Tff ?Bk(n) =M(n) A ¢ modulo ’W\(n)kJr1 .

Idée de la preuve (simple). L'espace tangent est formé par les vecteurs vitesses

des lacets partant de f, tracés sur f &k(n). Ces lacets sont de la forme

t—»fogt

ol ,(x) = d(x,t)

avec §: (Rn+1 ,0) 4 R

o]

5. =Id , a}(o)=0.
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On calcule ces vecteurs vitesses : on obtient la forme indiquée.
On en déduit le théoréme suivant :

THEOREME 2. Soit f€ ¢(n).

’m(n)k < M(n) by = £ k-déterminé

=> ”m(n)kj"1 cm(n) A

(et la premigre implication n'est pas une équivalence : il existe des contre-exemples !)

Vd . " \ . e . R s - 7z E R Ve V4
Demonstration. Il reste a montrer la 2~ implication, qui va résulter du lemme précé-

dent. Soit f k-déterming, soit U= {g€ 6, (n) |5 g=31}, et soit V=@

+1 k+1(n)‘

AU = (n)k+1

Comme f est supposé k-déterminé, U cV. Donc TfUC TfV. Or Tf

modulo (n)lﬂ'2 (puisque les éléments de T $U sont les polyndmes homogeénes de degré

(k+1)), et par le lemme précédent

Tz V =m(n) 4 modulo m(n)2,

K+1 k+2

Donc )™ < Mn) A+ Wn)",

et par le lemme de Nakayama

k+1

M (n) < m(n) A - n

'Le théoréme suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes équiva-

lentes de k-détermination.

THEOREME 3. Soit f€&(n). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est & détermination finie,

(i) 3k tel que M@ M) a4, ,

(iti) dimp, S(n)/m(ﬁ) T
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(iv) dim 8(n) /. <+
R Af ’ ’

c.a.d. (par définition) le germe Df est fini.

Démonstration . L'équivalence (i) <= (ii) est claire.

(ii) = (iii) : supposons ’ﬂ\(n)k c M(n) A . Alors &(n)/m(n) A © 5(n)/’m(n)k,
qui est de dimension finie.
(iii) =» (ii) : Supposons 1'e.v. réel é(n)/'m(n) A, de dimension finie d. On
obtient, en appliquant le lemme de Nakayama sous la forme M.A=0= A =0,
v 7 -1
Je<d t.q. 0=mm(n)°A ;m(n) A...
<M(n) AcA = 8n)/mn) 4, .
# #
Donc 0 =W(n) ¥/m(n) A s C.Aud.

M) ¢ mn) 4, .

(iii) <> (iv) : il est clair que &n) =M(n) ® R, donc

P o - o ~ . o
(n) <§}§>é‘(n) + <a—Xi >R = <E‘<;><s(n)‘ Par suite 4(n) = (A<S(n)/Af) +’I)L(n)Af + <&i->R
et 1'équivalence de (iii) et (iv) en résulte clairement.

|

Exemple : n=2, f(x,y)= x2y n'est pas a détermination finie. Sinon, il existerait

k tel que

M@ =m@) <xy, ¥ >4 ;

en particulier, on aurait yk c m(2) <xy, x?" ><S ) ? donc yk stannulerait quand

x = 0, ce qui est impossible !
a



§ II. LE DEPLOIEMENT UNIVERSEL D'UNE SINGULARITE .

Dans tout ce paragraphe, n désignera une singularité donnée :
n©)=0, Dn)=0 c.a.d. ne€ mn)>.
Tous les déploiements considérés seront des déploiements de la méme singularité n.
On plonge ce germe dans une famille a r parametres de germes, de la fagcon

suivante :

DEFINITION. Un déploiement 3 r parametires de n est un germe f€ M(m+r)

tel que
f =1N.
|RP x {0}
Le déploiement sera noté (r,f).
Sur une figure :
n
R
n est défini ici N f est défini ici
BT RY
L]

(En revenant sur 1'introduction, 7=V et f=V).
|

On construit alors une catégorie des déploiements (de la méme singularité m).

Les objets sont les déploiements et on va définir les morphismes.



DEFINITION. Soient (r,f) et (s,g) deux déploiements de 7.
Un morphisme (¢,a) : (r,f) — (s,g) consiste en

- un germe @€ &(n+r, n+s) tel que
= 1d,

‘PIRHX {0}

¢ étant fibré c.a.d. qu'il existe U€Mr,s) tel que le diagramme suivant commute
Rn+r ) RS

T U S
R — R

(c.a.d. que ¢ s'écrit: @(x,u) = (X(x,u), Uu)) avec¢ X(x,0) =x et U(0) =0)
- un germe o« € M(r) tel que

3) f=gop+aoll,.

Composition des morphismes.

Les morphismes se composent d'une facon évidente, et un morphisme est inver-
sible ssi ¢ est inversible (et dans ce cas r =s nécessairement). On dit alors que
(¢ ,0) est un isomorphisme (le morphisme inverse est (¢p_1 ,-0)). En particulier
(Id,a) est un isomorphisme.

L'introduction du germe a€ém(r) autorise le germe sur la fibre au-dessus de
u (cf. figure) & &tre modifié par une constante additive ofu), c.a.d.

f(x,u) = f(*,u) + ofu)

au sens : les objets (r,f) et (r,f+a) sont isomorphes dans la catégorie des déploie-
ments de 7 . Cela sera utilisé dans la démonstration de 1'équivalence des déploiements

k-transverses ayant le méme nombre de parametres (théoréme 4 de Mather).
[ |
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Addition des déploiements.

Par définition

(r,f) + (s,g) = (r+s, f+g-n)
ol f+g-n est donné par
(f+g-n)(x,u,v) = f(x,u) + g(x,v) - n(x).
On appelle déploiement constant un déploiement (r ,f) t.q.
f(x,u) = n(x).
Si (r,f) est constant
(r,f) + (s,8) = (r+s, g)
oll, dans le membre de droite,
g(x,u,v) = g(x,v).
Exemple. Soit ‘7 une singularité et soient (b1 yoes 'br) € m(n). Alors
f(x,u) = n(x) + EIT bi(x) u,
est un déploiement de 7, et il e§t clair que pour s <r o
s+1

)=(s+1, n+ z bi‘ui) .

s
(s,m+ 3 biui) +(1,m+Db
. im1 -

u
i=1 s+1 s+1

La formule
3) f=gop +aoll,
montre qu'on déploiement (s,g) quelconque et un morphisme (¢ ,va) quelconque déter-
minent un déploiement (r,f) appelé le déploiement induit de (s,é)_ par le morphisme

(‘P’a) .

DEFINITION. Un déploiement (r ,£) de n est appelé versel si tout déploie-

ment de 7 est induit par (r,f) gréce & un morphisme convenable (c.h.d. V (t,h)
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déploiement de 1, 3 (¢, : (t,h) = (v,10)).
Un déploiement versel (r,f) avec r minimal (c.a.d. si s <r, (s,g)

n'est pas versel) est appelé universel.
[ ]

Il y a évidemment unicité du parametre r de tous les déploiements universels
possibles, et le théoréme de Mather montrera qu'il y a unicité du déploiement universel

a un isomorphisme preés. Il s'agit donc bien d'un objet universel au sens des catégories.
" [

Nous allons avoir besoin de la notion de codimension :

DEFINITION, Soit n¢€ mmn)?. On définit la codimension de 7 par

codim 7 = dim, (n) /
An
(ce qui a un sens puisque : né€ 'm;(n)2 implique ATIC m(n)).

Evidemment la codimension peut étre infinie, Elle est lide a la détermination

de la fagon suivante

PROPOSITION 1: (i) Soit n€w(n)?, La codimension de 7 est finie ssi

n est a détermination finie.
(ii) codim n=k=>1n est (k+2) déterminé.

Démonstration. (i) Nous avons vu au paragraphe I que 7 est & détermination

finie ssi )
. dn
dim, /A <t
U]
Or 8n) =M(n) + R
=’ﬂ\(n)/ C+ A + R.
A n
1
Il est donc clair que
. . mf
dim, é'(n)/A‘<+°°_ & dimg, n)/ <40,

” Ay
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- (ii) Supposons : dim M(n) /. =k.Onpose A= M(n) /. et 1'on obtient
R Y ML\Y
n n

en appliquant le lemme de Nakayama

Je<k t.q. 0=mm)¢A z cMn) A c A.

# #

Donc M(n) &l A,n, m{n) er2 < m(n) Av,,’ , et par suite 7 est (£+2) (donc (k+2))-déterminé
grice au théoreme 1 de Mather. -

Nous donnons maintenant 1'énoncé du théoreme de Mather, dont la démonstra-

tion est repoussée au paragraphe V.

THEOREME 4 (de MATHER). Une singularité. 1f7€’m(n)2 admet un déploiement

versel ssi elle est de codimension finie. De plus

- Deux déploiements versels ayant le méme nombre de parameétres sont isomorphes.

- Tout déploiement versel est isomorphe a un déploiement

(r,f) + déploiement constant,

o (r,f) est universel.

~8i by,...,b, €M(n) sont des représentants d'une base de ’m(n)/ Aq? , alors
le déploiement (r,f) de n défini par
r
f(x,u) =nx)+ ¢ bi(x) u;
i=1
est universel.
(Preuve au paragraphe V). -

Nous allons maintenant tirer de nombreuses conséquences de ce théoréme.

D'abord deux remarques

- 19 Si q(x) est une forme quadratique non dégénérée sur R", M (n) / A= {0},
q

donc (0,q) est le déploiement universel de q.
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- 2°) Si m(x) admet le déploiément universel
n(x) + 8(x,u)
et si q(y) est une forme quadratique non dégénérée, n(x) + q(y) admet le déploiement

universel

n(x) + q(y) + 8(x,u).
Ainsi quand on calcule le déploiement universel d'une singularité n, il est judicieux
de transformer d'abord 7, de fagon a ce que le plus f'gr*and nombre possible de varia-
bles soient isolées dans une forme quadratique non dégénérée.

Nous allons exploiter cette remarque. -

DEFINITION. Le corang d'une singularité n€m(n)® estle corang de la

matrice hessienne [ —ﬂ—axa 5 (0)] c.a.d. de la forme quadratique donnée par le 2-jet
; 9K
de 7. n
On a alors le lemme suivant, qui est fondamental en vertu de la remarque

précédente.

LEMME DE REDUCTION. Si n€W(n)® est une singularité de corang

c<n-1 (c.a.d. j2n £ 0), alors 7 est équivalente & droite & un germe de la forme

C(X,l,...,x )+q(xc+1,..., xn)‘

C

ou jzc =0, et q est une forme quadratique non dégénérée.

Gréce a ce lemme on se rameéne a chercher le déploiement universel d'une
singularité de ¢ variables, et de 2-jet nul, c.d.d. d'une singularité dans 'u\(c)3 .

Idée de la preuve (facile). Elle découle de 1'équivalence des de’ploiements ver-

sels de méme nombre de parametres (théor*éme?de Mather) et du fait qu'une forme qua-

dratique non dégénérée est 2-déterminée (lemme de Morse ou théoréme 1 de Mather).
n
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Le lemme de réduction donne une comparaison entre le corang et la codimension :

PROPOSITION 2. Soit n€M(n)2. Si corang 7= c, alors

c(c+1)

codim n = 2 .

Donc corang n =3 implique codim n =6.

Idée de la preuve : On sait que la codimension est invariante par changement

de coordonnées locales. On se ramene a 7 de la forme indiquée par le lemme de ré-

duction., Alors

2
codim 7 = dim m.._.._(c) > dim J_”‘.‘\(C_) .
R A R 2

On a alors une conséquence importante du lemme de réduction et de la propo-
sition précédente :

Conséquence. Souvent on est intéressé par des déploiements ayant au plus

qqatre parametres (codim 7 <4) puisque 1'espace des paramétires du déploiemeht a
souvent la signification physique-de l'espace-feﬁlps 4 (Cf/. introduction). Alors le
corang de la singularité n est <2 par la proposition précédente, et, par le lenime
de réduction, 7 s'écrit dans des coordonnées convenables

q(y) si corangn=0,
nx,y) = { &(x) +q(y) si corangn=1 (x€R),

t(x1,x2) + q(y)‘ si corang n=2 (x€ ]Rz),
avec j2C = 0.
On a vuque q n'affecte pas le déploiement universel, et on se ramene donc
a chercher le déploiement universel, a quatre paraméfres au plus, d'une singularité

de une ou deux variables. On a vu qu'une telle singularité de codimension inférieure
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a 4 est nécessairement 6-déterminée. Elle s'écrit donc dans des coordonnées conve-
nables comme un polynéme de une ou deux variables de degré inférieur a6, et supé-
rieur a 3 (elle est de 2-jet nul).
Nous allons maintenant écrire ces polyndmes sous des formes canoniques (ou ‘
"normales"). Nous verrons qu'on distingue exactement 7 formes normales, et nous al-

lons donner le déploiement de ces 7 singularités.

§ Ill. LES 7 CATASTROPHES ELEMENTAIRES DE THOM.

Les résultats qui précédent nous aménent naturellement au théoréme suivant de

Thom :

THEOREME 5, (la "regle de 7" de Thom). A 1'addition prés d'une forme qua-

dratique non dégénérée en les autres variables et & la multiplication prés par £ 1, une

singularité n de codimension comprise entre 1 et 4 est équivalente & droite & 1'une

des suivantes :

Codim n Déploiement universel Nom
1 x3 x3 + ux "pPLi"
2 x4 x4 - ux?‘ + VX . "Point-fronce"
x5 x5 + ux’3 + vx2 + WX ° "Queue § aronde"
3 x3 + y3 x3 +y3 + WXy - UX = Vy. Ombilic hyperbolique ou "crét de vague"
x3 - xy2 x3 - xy2 {rw(x2+y2) -ux-vy | Ombilic ellipt@que ou "poil"
x6 x6 + tx4 + ux3 + vx2 + WX "Papillon"
¢ xzy + y4 xzy +y4 + wx2 + ty2 -ux -vy |Ombilic parabelique ou "champjgnon"

Les sept singularités ont été baptisées ainsi par Thom parce qu'elles ont une

interprétation morphologique.
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Démonstration. La forme des déploiements universels découle du théoréme 4

de Mather. Par exemple pour

n(X) = XB’
m(1) / m(1) /
= 25 = <X >,
et le déploiement universel de x3 est donc

f(x,u) = 4 ux.
Il reste donc a montrér que les singularités de codimension comprise entre 1 et 4
ont nécessairement ces 7 formes.
Remarquons auparavant que si codim = 0, corang n =0, et, par le lemme
de réduction, 7n = q(y). Ce cas est exclu. Il reste & considérer les deux cas suivants :
1) Corang n = 1, auquel cas on se rameéne (cf. plus haut) & n=7(x) x¢R),
jzn =0 c.a.d. nem(1)3.
2) Corang n =2, auquel cas on se raméne a 1 =n(x,y) (x,y€ R), j‘?‘n =0
c.a.d. newm)’.
Dans les deux cas 7 est 6-déterminée donc s'écrit comme un polyndme de degré
<6 et =3 car j2n=0.
On examine les deux cas séparément
- 1) n¢ ’ﬂ\(1)3 P m=ay X + termes de plus haut degré. A la multiplication prés
par ¥ 1 et a un changement de variables prés 7 = xk + termes de plus haut degré. Alors
jkn = xk est k—déter;ninef.
Donc n ~ xk, 3 <k<6. Cela donne le "pli", le "point-fronce", la "queue d'aronde"

et le "papillon".
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3.
-2)nEM2)
Il est naturel de regarder j3 n=P(x ,y), ol P(x,y) est un polyn8me homogeéne
de degré 3 (puisque j2n =0). Il se décompose sur € :
P(x,y) = (a1x + b1y) (a2x + bzy) (a3x + b3y).
Il y a alors quatre possibilités :

- A) Les trois vecteurs (ai’bi) € ¢?

sont linéairement indépendants sur C,
- B) P(x ,y) = (a1x + b1y)(a2x + b2y)2 ou les (ai’bi) sont réels,
-C) P(x,y) = (ax + by)3, (a,b) € R?, (a,b) #(0,0),
- D P(x,y) =0.
Examinons ces cas séparément.
. Cas A : 1 se subdivise en deux cas que nous traitons successivement.
- Aa) Supposons tous les (ai’bi) réels.
On choisit alors a x + b1 y ét X + b2y comme nouvelles coordonnées locales :
P(x,y) ~ xy(ax + by) ou (a,b) # (0,0).

Donc j3

n= P(x,&) ~ O —xy2 (par un nouveau changement de ¢oordonnées locales) et
ce dernier germe est 3-déterminé (cf. plus haut). Donc n~ x3 -xyz. C'est 1'ombilic
elliptique ou "poil".

- AB) Sionn'est pas dans le cas Ae, c'est que deux (ai,bi') sbnt complexes conju-
gués et 1'autre est réel. Alors

P(x,y) ~ (ax + by) (x*'+ y%)

NI
3 3

(par des changements de coordonnées locales faciles & déterminer) et x” + y~ est aussi

3—déte:miiné. Donc n ~ x3 + y3 . C'est 1'ombilic hyperbolique ou "erét de vague".
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J'3

.CasB : jn=P{,y)~ xzy.

Ici la situation se compliqué car x2y n'est pas a détermination finie (cf. plus

haut). On sait que

3

. 2 k
im~x"y e jm~n, V k26,

puisque n est 6-déterminé donc k-déterminé pour k > 6. Donc pour k= 6, jkn & x2y
(sinon jkn ~ x2y ~ 7 ce qui est impossible puisque 7 est a détermination finie, et

2 o . : _y . k 2
non x“y). Soit alors k le plus grand possible tel que jn~x“y (k=3, 4 ou 5).

On se ramene a jkn = xzy, par changement de coordonnées locales. Aors

J'k+177 = x2y +h(x,y), ol h estun

polyndme homogene de degré (k+1). On fait le changement de coordonnées locales :

8 (x,y) — (x+o, y+b)

ou ¢ et  sont des polyndmes homogenes de degré k-1 =>2. Maintenant

jk+1(no $) = xzy + xz(zp + B) + xy(2+0a) + ayk+1

ou o et B sont des polyndmes homogenes de degré (k-1). Donc on peut se ramener

Y

par un bon choix de % a

:ik+1(77°§) = x2y + ayk+1, avec a#0

k+1

(sinon j_k+1(no ) = x2y y ] n~ xzy, ce qui est exc‘lu_). Par changement de coordon-

nées locales

jk+1n = x2y + ayk+1, avec a#0.

k+1

On vérifie que xzy + ay 1 est (k+15-déterminé (par le premier théoréme de

Mather). Donc

n Nxzy +.ayk+] ~x2vy + yk+1 ]
. . N ) ) m2), . .
Mais si k >4, codim 7 =5 (par le calcul de codim n = dim / - ). Donc nécessaire=
2 4 2 4

ment k=3, n~x“yty", et, & la multiplication prés par -1, n~ x“y +y . C'est



1'ombilic parabolique ou "champignon'.

Nous allons maintenant montrer que les cas C et D sont exclus.

3

.Cas C : j3 n = P(x,y) ~ x” n'est pas a détermination finie (comme germe

de deux variables (x,y)).

j417 = x3 +h ou h est un polyndme homogéne de degré 4. On a alors

3 m(2)
j /3, .
i A77

codim n = dim

R A R

Or dimg, jBTY\(Z) =09,

- 3. 3 2 -
dlmRJ An_ dlmRJ <X +h1,h2

< 4 (car h, et h, sont de degré >3).

Il suit codim n = 5, cas exclu.

.CasD: j3n= P(x,y) = 0. Alors nem(2)4,
%cmm{
o m(2) . m(2) _
codim n = d1mR /AT) = dlmR /TTL(Z)B = 5,
cas exclu. =

Avant de donner une idée de la démonstration du théoreme 4 de Mather, nous

faisons un retour sur 1'introduction, en appliquant les résultats obtenus.

§ IV. RETOUR SUR L'INTRODUCTION.

Supposons pour simplifier X =R, c.a.d.
V:RxU- R.
Quitte a changer d'origines, Xy = 0, u, = 0, et
v@m=%®M=m

c.a.d. ‘Vu =V, € 'YT\(1)2. Supposons maintenant que
o
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2 .
E%[ (0’0) =0,
X 5
ce qui est le cas non trivial (si -a—\2/ (0,0) £0, V,, est quadratique au voisinage de 0
oX : -
pour u "petit") et que codim vy (= dim, Wq(l)/ ) = 2. Alors, d'apres le

-
<Vo~ 8(1)

théoreme 5 de Thom, V0 = x4 dans des coordonnées locales convenables. Le déploie-

ment universel de cette singularité est (2,f), ol

4 2
f(x,u1,u2) =X U X" +UX.

Or V est un déploiement de VO. On a donc un morphisme

v (3,0) £

c.a.d. que :

V(x,u) = fo 3(x,u) + afu)

=X4—U1X2+U2X+oz

X = X(x,u) avec X(x,0)=x,

Oﬁ U1 = U,‘(U) ’
U, = U2(u),
o= ofu).

.\ 3 oX X X
Ainsi a—x(x,u) =4 X -2U,X+U = (x,u). Comme -&(0,0) =1, -a—)-((x,u) n'est pas

1 2)
nul pour (x,u) "voisins" de (0,0). Ainsi
3

Y

~-2U X +U, =0,
ox

(x,u)=0 & 4X ] 5

Suivant la position de (U1 ,Uz) (c.a.d. de u) on a (au voisinage de zéro)

(soit 1 point critique triple (en zéro),
nopoon " simple,
< " 3 points critiques simples,
a2 n " : 1 simple, 1 double.
.
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Sur la figure 1 on a tracé la surface d'équation

3

4X -2U.X+U_ =0,

1 2
Sur la figure 2 on a tracé la courbe qui correspond a la nullité du discriminant de

4%

=2 U1X + U2 , et on a représenté 1" allure locale de V suivant la position de
(U1 ,Uz) par rapport 2 cette courbe. On obtient ainsi toutes les "petites" déforma-

tions différentiables possibles de x4 au voisinage de 1'origine.

‘PUZ \U2
\ \\
— Uy
N
Z
FIGURE 1 FIGURE 2

§ V. PREUVE DU THECREME PRINCIPAL SUR LES DEPLOIEMENTS UNIVERSELS

(THEOREME 4 DE MATHER).

Soit 7 une singularité donnée (n¢€ ~m(n)2) et (r,f) un déploiement de 7.
On note jg f(x,u) le développement de Taylor a 1'ordre k de f, par rapport & Xx,
au point (x,u), tronqué de son terme d'ordre zéro (£(x,u)), c.a.d.
it0x,u) = le k-jet de
@ ) = thx+y,u) - 1)

Ainsi

K. . n+r
Jof 'R

—_— m (n)/m(n)k+1 .
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DEFINITION. Le déploiement f est dit k-transverse si jgf est transverse

a 1'origine a 1'orbite %&k(n) de 7, 921?7 est le k-jet de n 4. -

La démonstration du théoreme 4 de Mather établira le résultat supplémentaire:

THEOREME 6. "Versel = k transverse si 5 est k-déterminée".

Si n est une singularité k-déterminée, alors un déploiement de 7n est versel

ssi il est k-transverse. -

Tout reposera alors sur le lemme principal (qui sera le plus long & démontrer) :

Si n est k-déterminée,etsi (r,f), (r,g) sont deux déploiements k-transverses

(= versels) alors (r,f) =(r,g). -

Nous allons dhbord interpréter le concept de k-transversalité en employant
une formule explicite. Nous pourrons ensuite en déduire le théoreme 6 ci-dessus, puis
le théoréme 4 de Mather, a partir du lemme principal. Enfin tout le probléme sera de

démontrer le lemme prinéipal. -

La condition explicite de k-transversalité est la suivante :

PROPOSITION 3. f est un déploiement k-transverse de 7 ssi:

) = 8, + )k,
ol
of f 5
V,=<o— - =—(0)> ()
f auj IRnx{O} auj 7R

(4) Cela signifie que

(D30 © R™T + Tp f &k(n) _ "M(n) A (et » ot (D J<1)(0) désigne la valeur

en 0 (=(0,0)) de la dérivée de (ou application tangente a) jlé f.

(5 ) On note ainsi 1'e.v. réel engendré par les éléments entre crochets.
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Idée de la démonstration. On utilise 1'égalité algébrique démontrée au lemme 1,

§1: To & (0) + M)t =min) o, + mn)H T,
k n+r . . ye s
Le terme (D Jo f) (0) R fait 1'objet d'un calcul explicite. -
COROLLAIRE 1. Si by,...,b_ est une base de1'e.v. réel ’IY}(n)/(A;n+’IT\(n)k+1),
r
alors n+ % uj bj est k-transverse.
=1
Idée dev la démonstration. On vérifie la condition explicite. -

Ainsi une singularité 7n quelconque admet un déploiement k-transverse, pour

tout k, puisque

™ (n)/(A;i) +’Tn(n)k+1) c 'm(n)/,m(n)kﬂ

et ce dernier espace est de dimension finie sur R. -

COROLLAIRE 2. Tout déploiement versel est k-transverse, pour tout k.

Idée de la démonstration. On montre que si (s,g) et (r,f) sont deux déploiements

de la méme singularité g, si (s,g) est k-transverse, et si 1'on a un morphisme
(s,g) {295 (r,),
alors (r,f) est k-transverse (pour cela on utilise la condition explicite). Or il existe

toujours un déploiement k-transverse. -

Démonstration du théoreme 6 ("versel = k-transverse si pn est k—déterlrginée") :

il reste a montrer :

k-transverse =>  verselsi 7 est k-déterminée.
Soit (r,f) k-transverse, et soit (s,g) un déploiement quelconque. On a levmor'phisme
évident (r,f) — (s,8) + (r,0),

donc (s,g) + (r,f) est k-transverse (par ce qu'on vient de voir). Or
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(s,g) + (r,f) =~ (r,f) + un déploiement constant
(par le lemme principal, qui exige 7 k-déterminée). Et (r,f) + déplt. constant » (r,f)
(par un morphisme évident). Finalement on a le morphisme composé
(s,g) — (s,g) + (r,f) =, (r,f) + constant — (v, £)

c.a.d. que (r,f) est versel. -

COROLLAIRE 3. Si (r,f) est un déploiement versel de 7, alors codimn<r

(donc 7 est & détermination finie). De plus ’m(n)k cA,, pour k>r,

vn’

Idée de la démonstration. Soit k quelconque (pour 1'instant) . On sait que (r,f)

est k-transverse, donc

k+1

M) =4+ Ve +Mn)" .

m

Par suite )
. mM(n .
dim, /( A.,n+"n(n)k+1 ) < dim,, V. <r.

En appliquant alors deux fois le lemme de Nakayama, on obtient
k
Mn)" < Ay pour k>r.

Ainsi, pour k>r,

'“\(n)/A,n = “(n)/(%+m(n)k+1) ’

d'ou

Wn)/ <r.

codim n = dimR AL S
K

|
Moyennant la démonstration du lemme principal, nous sommes maintenant en

mesure de donner la

Preuve du théoréme 4 de Mather :

.1) Si 7 admet un déploiement versel, n est de codimension finie par le
‘corollaire 3. Réciproquement si codimn=k<+w, n est (k+2)-déterminée s M

admet un déploiement (k+2)-transverse, donc versel.
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.2) Si n admet 2 déploiements versels de méme dimension, codim nN=k<+oe
(parle 1), n est (k+2)-déterminde, les deux déploiements sont (k+2)-transverses
donc isomorphes par le lemme principal.

.3) Si b-1 s oo ’br € M(n) sont des représentants d'une base de

’

’M(l’l)/
A
Ui

codimn=r <+, donc n admet un déploiement versel (par le 1), et par le corollaire 3

’W\(n) / \\\(n) /

By~ A,)m(n)kJr1

pour k assez grand. Alors b

M(n

TERE ,bp sont des représentants d'une base de

r
'rY)_(n)kH)’ et, par le corollaire 1, n+ T uJ.b. est k-transverse, donc ver-

)
/(A‘ﬂ+ =1 31 .
sel, et de parametre minimum par le corollaire 3. Donc 7 + j§1 ujbj est universel.
Soit (r,f) ce déploiement.

.4) Maintenant si (s,g) est versel, s >r puisque (r,f) est universel, et
(r,f) + constant = (s,f) est versel (on a un morphisme évident (r,f) — (s,f) et (r,f)

est versel = k-transverse). Donc (s,g) = (s,f) par le lemme principal, soit

(s,g) >~ (r,f) + constant. -

Nous allons maintenant donner une

Idée de la preuve du lemme principal.

Soit m une singularité k-déterminée et (r,f), (r,g) deux déploiements k-
transverses de 7. Nous allons montrer que (r,f) = (r,g). Pour cela, on cherche une

homotopie F, de déploiements k-transverses reliant Fo =f a F1 = g tels que pour

t

tout t_ € [o,1], F,~F, (au sens des déploiements) pour t voisin de t,. Comme

o

[0,1] est connexe compact, cela suffira.
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. 1er'e phase de la démonstration : recherche de 1'homotopie Ft de déploiements

k-transverses.

Les déploiements a r parametres de n sont les germes de la forme 7+ §

ou $€M(r) 8 (n+r). Il est clair que Vﬂ+ 5= \Y 5 + Donc, par la condition explicite de

k-transversalité,

"m+§ est k-transverse" ¢—> w(n) = An + V(,)

k1 - m(n) NS An)

(puisque n est k-déterminde, ™ (n)

& "jkV est transversea U = jkAﬂ dans m(n) /

m(n

On se raméne ainsi a travailler dans un e.v. de dimension finie.

1"
5 )k+1 .

On introduit alors 1"application

M(r) 8(n+r) — Hom(R', /m (n)k+1) (noté Hom)
qui a § associe
K 9% 9d
h6=(ei———-0,] (gl-l-l . -gq(o).)).
R x{0}

Elle est surjective (il suffit de prendre pour § un polyndme convenable). Et il est clair

K r
que j Vg =h, R).

Soit A = {h € Hom lh(Rr) n'est pas transverse a U}. Alors

"n+ 3 est k-transverse" & h,Z € Hom\A, et1'on vérifie que

)
h€ A & "Un certain nombre (N = 1) de déterminants extraits de la matrice
h..] sont nuls",
[hy]
Donc A est une variété de Hom, de codimension N = 1.

Si codim A > 1, Hom\A est connexe. Sinon, codim A = 1,‘lHom - A a deux

composantes connexes disjointes :



Région 1: det >0
Région 2 : det <O
(A correspond a det = 0).

Aux déploiements f et g k-transverses sont associés hé et h 5 dans
£ g

Hom - A. On peut toujours se ramener au cas ou hé et h6 sont dans la méme compo-
£ g

sante connexe de Hom\ A (au besoin en remplacant (r,f) par (r,foe¢) ol @€®(r)
est une transformation qui change 1'orientation ; il est clair que (r,f) >~ (r,fo ¢) et

que h6 et hé ne sont pas dans la méme composante connexe de Hom\A). Donc
i foe

h‘6 et h6 peuvent &tre joints dans Hom- A ' par un lacet linéaire par morceaux ;
f g

§ = h 5 étant surjective, ce lacet peut se relever en un lacet linéaire par morceaux

dans M(r) &(n+r) et, sans perte de généralité, on peut supposerique ce dernier lacet

est lindaire. On a alors un lacet linéaire de déploiements k-transverses

Ft=(1—t)f+tg, o<st<1.

ptme phase de la démonstration.

Il reste a démontrer que le type d'isomorphisme de Ft en tant que déploiement
est localement constant, c.a.d.

Vi€ [o,1], thFto

pour t "voisin" de to.
Sans perte de généralité, on peut supposer que

f = =0’
Loy x R Loy xRY

puisque cela revient a remplacer Ft par un déploiement isomorphe (on a vu que
(r,f) = (r,f + o) et un déploiement isomorphe & un déploiement k-transverse est

k-transverse).
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Maintenant la technique employée est tout a fait semblable a celle de la preuve
du théoreme 2 de Mather. En passant sur cette étape technique, disons que 1'on se

ramene a démontrer 1'8galité algébrique :

(%) s(n+r+1) = < .

- v
X 8ntr+1) TS '§u_J >cs(r+.1) + & (r+1).

Utilisant le fait que Ft est k-transverse et la caractérisation explicite des déploie-

ments k-transverses, on obtient par le calcul

oF

(3¢) 8 (n+r+1) = <-5-{i- ><S(n+r‘+1) + <§l§>£(r+1) + é.‘(r+‘1) +M(r+1) &n+r+1).

On a donc montré

() | C-A+rB+ mr+1)C,
et 1'on veut

(3) C=A+B,

en posant
C = &(n+r+1)

oF
E%(mmﬂ

oF
g

A=<

B=< n* 8(r+1).

On peut calculer modulo A, c.a.d. montrer que
C=B+mn(r+1)C = C=B.

Supposons donc C = B +M(r+1)C . Alors

C B B
Mer1)C = Mmese S Mer)B

(car BcC). Or B estun &(r+1)-module de type fini, engendré par exemple par

b &(r+

TRRRY bs’ c.a.d. B =<bi> 0 Par suite, B/'m(rH)B est 1'e.v. réel engen-

dré par les projections de b .o ,bS. Ces projections engendrent donc aussi

17° /’m(r+1)C .

Maintenant C est un 4&(n+r+1)-module de type fini. Soit



f: (R

n+r+1 0
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r+1

,0) — (R™"',0), 1a projection. Elle induit f : &(r+1) = 8(n+r+1), qui est

e e e . . o
en fait 1'inclusion. Donc /,m (e 1)C = / P 1)C est 1'e.v. réel (de dimension

finie) engendré par les projections de b1 yeeesb 5° Par le théoreme de préparation de

Malgrange {b1, cee ,bs} engendrent donc C comme &(r+1)-module via f*, c.a.d.

f]

(]
(3]

[
(6]

S
C={3z fe) b, |e; € 8(r+1)}
i=1

s
= {151 e; bi" e € é(r+1)} = B.
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Exposé n° 8

APPLICATIONS DU THEOREME DE MALGRANGE
AUX PROBLEMES DE BIFURCATION MULTI-PARAMETRES
par

Bruno SCHEURER

§ 1. INTRODUCTION.

On sait que la méthode de Lyapounov-Schmidt (cf. exposé n° 2) permet
de ramener 1'étude d'un probleme de bifurcation a 1'étude de 1'application :
(1) f:(x,) €ER" xR"— (x,)) €RP,
dont on cherche la "forme" au voisinage de 1'origine sachant que f(o,0) =0
[le choix de 1'origine est une convention qui ne resfr*eint pas la généralité |,
Ici n est la dimension de 1'espace des parametres, m et p sont respecti-
vement la dimension du noyau et du co-noyau d'un certain opérateur Fredholm.
Le probléme de la détermination de f—1(o) sﬁppose des hypothéses sur f:
on peut par exemple considérer ‘le's coefficients du développement de T-ay'lor‘ s

jusqu'a un ordre k, de f au voisinage de 1'origine. M&me daris ce cadre le
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probleme (1) est trop général, 1'application f pouvant &tre complétement
"pathologique". Il faut donc introduire des hypotheses telles que, pour "presque
toute' application f les vé.rifiant, le probleme (1) admette une solution : la
"forme" de f-T(o) soit car*actér‘isable.

Dans cet exposé, nous montrons comment aborder la question dans le cas par-
ticulier ol m = p = 1, ce qui permet de traiter, comme applications certains pro-
blemes de bifurcation a 1 et surtout 2 parametres. Nous nous inspirons de [1],
_mais les résultats fondamentaux ainsi que des références supplémentaires peuvent

&tre trouvés dans Golubitsky-Guillemin [2], Wassermann [3].

§2. SINGULARITES DE FONCTIONS ET LEURS DEPLOIEMENTS.

A) Définitions et rappels.

Soit g: RY —R de classe c® et telle que g(o) =0. (pour simplifier)
onnotera g€C (R™; R).

Dans le cas oll le gradient dg de g en x =0 vérifie '_dg(c')) #0 1'étude
de g—1(0) est résolue complétement par le théoréme des fonctions implicites.

DEFINITION 1. On appelle singularité de g le triplet (R%,x,g) avec

dg(x) = 0.

Soient deux applications 2 et g, de C(RY,R) telles que gl(x) = gz(x) ,
pour xERq. On dira que g1 et gé sont équivalentes en x al'ordre k si,
en X, léurs dérivées partielles d'ordre 'sbk sont égales.

DEFINITION 2. Un jet d'ordre k (ouun k-jet) est une classe d'équiva-

lence dans c”(RY; R) pour la relation d'équivalence ci-dessus. On notera
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Kk ‘ .
j g(x) la classe de g en x.

Prenant les valeurs des dérivées partielles d'ordre <k en x. comme les
coordonnées d'un k-jet, 1'espace des k-jets devient un espace vectoriel que
1'on notera Jk(]Rq :R) (x varie dans RY).

Soit U un ouvert de Jk(]Rq ; R), définissons :

K ce,_q .k q
M(U) = {g€C(R",R)|j g(R™) cU}
Y C s k Kk Vi q
(d"apres ce qui précede j g : x — j g(x) est une application de R* dans
Kk
JRY;R)).
La preuve du résultat suivant peut &tre trouvée dans [2].

PROPOSITION. Pour la topologie (dite de Whitney) engendrée par la base

formée des ensembles Mk(U) pris pour tout K’ 1'espace cRrRY; R)

est de Baire.

DEFINITION 3. Une propriété % est générique dans »Cm(]Rq i R) sil'en-

semble des fonctions g de C","(Rq ; R) satisfaisant i;3” est ouvert et dense

pour la topologie de Whitney.

B) Leé théoréme de Malgrange et le théoréme de déploiement.

THEOREME 1 (Théoréme de division de Mather).

Soit F :]R><]Rr1 — IR ge_ classe C°° telle que :

F(t,0) = gt)t"

g(o) #0 et g est une fonction de classe c* définie dans un voisinage de 0

IO

R.

|5

Alors pour toute fonction G : R ><]Rr1 — R de classe C°° définie dans
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un voisinage de 0 de Ran, il existe des fonctions q et r de classe c®

satisfaisant :
(i) G(t,x) = g(t,x) F(t,x) + r(t,x) dans un voisinage de o de RxR".
k-1 i n
(ii) r(t,x) =] | ri(x)t dans un voisinage de o de R xR (les fonctions
i=0

ri :Rn — R sont de classe C°°).

Remarque 1. L'hypothése sur F(t,0) est parfois remplacée par 1'hypothése

J

équivalente : =5 F(o,0) =0 O0<ji<k-1
ot
Kk
et —BE— F(o,0) # 0.
ot

En dépit de la simplicité de 1'énoncé du Théoreme 1, sa démonstration est longue
et techniquement difficile. Nous renvoyons a [2].
Le théoreme de Malgrange est une conséquence du théoreme 1 ; sa démons-

tration directe est également fort complexe cf. [2].

THEOREME 2 (Théoréme de Préparation de Malgrange).
Soit F:RxR" —R declasse C* telle que :
k
F(t,0) = g(t)t

ol g(0)#0 et g est une fonction de classe C° définie dans un voisinage

de 0 de R. Alors il existe une fonction q :RxR" — R de classe c®

et k fonctions >‘i :R'=— R 0<is<k-1 de classe c® toutes définies

dans un voisinage de 1'origine telles que :

ke .
(i) qlt,x) Flt,x) =t + ) )\i(x)tl
1=0

(ii) qlo,0) £ 0.

Remarque 2. Le théoréme de Malgrange dit que 1'étude des zéros de F équi-

: k-1 .
vaut a 1'étude des zéros de la fonction t* + . Ai(x)tl. On a "préparé" la fonc-
i=0
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tion F.
Preuve : Choisissons G(t,x) = tk et appliquons le théoreme 1. La conclusion
(i) s'obtient en prenant A; = ;. Quant a la conclusion (ii) elle résulte de ce

que :

i = q(t,0) F(t,0) + r(t,o0) = q(t,0) ik g(t) +E ri(o) il
i=o
On en déduit  q(o,0) g(o) = 1= q(o0,0) £ 0.
| ]
Le théoreme de Malgrange permet la démonstration du :
THEOREME 3. Soit f: (x,)) ERxR" — f(x,x) €R de classe C telle
que : f(x,0):=C < 5 o(|x ]k+1) C #£0.

Alors la propriété suivante est générique lorsque n=k~1:

rang (-aij) = k-1

ol la matrice nxk-1 (aij) est obtenue par :

k-2 a.. .
L (x,00=32 A J+o(x < 1<i<n.
axi = J!

De plus, lorsque f satisfait cette propriété, il existe un changement de varia-

ble régulier (difféomorphisme) défini au voisinage de 1'origine ':

Ai=ni(x1,...,xn) 1<i<n

%= g(x,x1, ...,An)

tel que dans ces coordonnées f s'écrive sous la forme normale :

o k2
F&,N=xX +E XX -
i=o
\ k, ‘ k+1 .o N k
Remarque 3. (1) L'hypothése f(x,0) = Cx +O(|x|" ') équivauta f(x,0)=x g(x)
. : Kk _

J

avec g(0) #0 oua = f(0,0)=0 O0=<j<k-1, —a—kf(o,o)%o;
ax ax
(2) Le théoréme 3, que 'nous admettrons, comprend. deux parties :

a) 1'énoncé d'une propriété générique.

b) la mise de f sous une forme "normale",
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La partie a) utilise le théoréme de trans{/ersalité ‘de Thom [2] . La partie b)
le Théoréme 2. On pourra consulter Schaeffer [5 ] p. 375 et suivantes.
DEFINITION 4. Un déploiement est un couple (f,9), ot f: R4 R
et o B R avec o(o) = dp(o) = 0, tel que fl]Rq=cp. L'entier n estla

dimension du déploiement.

Sil'on choisit q =1, o(x) = f(x,0), dans 1'énoncé du Théoréme 3, on obtient
donc la forme, dans des coordonnées adéquates, du déploiement f de ¢, sachant
_que ¢ est singuliere a l'ordre k.
Remarque 4. On a supposé dans tout ce qui précede que f ‘est de classe C”.
Cela est restrictif dans les applications. Il existe néanmoins une version pour f

de classe C¥ du Théoréme de Malgrange (pour k assez grand). (Lassalle [6]).

§3. APPLICATION A L'ETUDE DE L'EQUATION DE BIFURCATION.

Le Théoréme 3, énoncé au §2, va permettre 1'étude, au voisinage de 1'origine,
de 1'équation de bifurcation
(2) f(x,\) =0

dans le cas ou f: R xR" — R est de classe c”.

Une telle équation correspond au cas ol le nombre de paramétres est n et ol
la dimension du noyau et du co-noyau d'un cértain opérateur Fredholm [cf. exposé
2 sur la méthode de Lyapounov Schrﬁidt] est un.

Le Théor‘eme 3, permet, si une certaine hypothese génériqﬂe est satisfaite,
d'écrire 1'équation (2) sous la forme d'un polyndme dont les coefficients sont des

fonctions réelles régulieres de la variable XERn. Le degré k de ce polyndme
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est déterminé par 1'ordre de dégénérescence de o(x)=f(x,0) et le coefficient
d'ordre k-1 est nul.

L'étude de ce polynOme va permgttr*e de compter les solutions de (2) a .
voisinage de 1'origine ; en fait le nombre de solutions de (2), localement, ne
dépendra que des coefficients de la forme normale de f.

Détaillons sur des exemples (n et k sont les entiers de 1'énoncé du Thé-
oréme 3).

A) n=1, k= 1
On étudie donc f(x,)) =0 oll x€R ; A€ER et pour C #£0,
f(x,0) = Cx + O(|x|%) & £ #(0,0) £ 0.
Dans ce cas le Théoreme 3 n'est que le théoreéme des fonctions implicites
(le choix n= 1 ne joue aucun réle) : il existe une fonction X = x(\) telle que
f(x(X),A) = 0 au voisinage de ) = 0. On obtient donc une qourbe de solutions de
(2) | paramétrée par X :a chaqqe valeurr de A correspond un x unique tel que
f(x,\) = 0.
B) n=1,k=2.
On étudie donc £(x,)) =0 ol x€R, A€R et pour C # O,“
f(x;o) ~Cx% + o(|x \3) = a—zzf.(o,o) £ 0.
X
On a bien n =k-1 et 1'hypothese générique prend la forme simple :

(3) pour a#o0, a—if(x,fo)=a-+0( x|) & -%f(o,o);éo.-

Sous 1'hypothése (3), il existe donc, d'aprés le théoréme 3 un éhangeme‘nt de

variable régulier, défini au voisinage de 1'origine :
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X = E(x,))
tel que f s'écrive comme :
F(%,%) =% + X
Nous pouvons alors compter les zéros de f, suivant les valeurs de X, par

1'intermédiaire du coefficient X :

o) XA <0 = il existe deux zéros simples
8) X=0 => il existe un zéro double
¥) X>0 = iln'y apas de zéro.

Remarque 5. La conclusion obtenue, gréce au théoreme 3, est.qualitative ;

la valeur d'un zéro n'est pas calculable, 1'expression de X, x étant hors
2

d'atteinte en pratique. Par contre les quantités -a—-zf(o ,0), %(o ,0), %2\(0) sont
: X

calcﬁlabies, ce qui permet d'obtenir une apppoximétion au 1°T ordre des zéros,
grédce a la formule de Taylor.
C) n>1, k=2.
On étudie donc f(x,)\) = 0, ol xR, A€R" et pour C #0,
f(x,0) = Cx% + O(|x %) - 92—2 £(0,0) £ 0.
;X

On a bien n =k-1 et 1'hypothese générique, sil'on a:

.%i(x,o)=ai+0(lxl) 1<is<n,
prend la forme :

4) rang (a;) =k-1=1, c'est-a-dire :

I<i<n

il existe un indice io , 1< iO < n, et un nombre a; #0 tels que :

. o
(4 bis) gi—o(x,o) = aio + O(lx]) i.e -a-i—fi-cfo,o) £0.
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Sous 1'hypothése (4 bis), d'apres le théoréme 3, il existe un changement de

variables régulier, défini au voisinage de 1'origine :

>1

i=ni(k1,...,>\n) TSlSn
X = B(X, X500 e st

tel que f s'écrive comme :

TR, Xypernr X)) = %0+,

Le nombre de zéros de f, ne dépend donc que de X1 et on a encore :

o) X1 <0 = il existe deux zéros simples
8) 7\1 =0 = il existe un zéro double
) X1>O = il n'y a pas de zéros.

D) n=2, k=3.

Les résultats précédents sont en fait classiques .(A) découle du Théoréme
des fonctions implicites, B) aurait pu s'obtenir gréce au Lemme de Morse
cf. exposé 5). On examine donc 1'ordre de dégénérescence suivant, ce qui
nécessite pour obtenir. : une situation générique, de considérer un nombre
de parametres n =>k-1 = 2.

On étudie donc £(x,)) =0 oll, x€R, A€R", n=22 etpour C#£0,

f(x,0) = Cx> +O(|x|¥) i.e 5—33 £(0,0) £ 0.
ax

On a évidemment n =>k-1.

L'hypothese générique, si 1'on a :

Aa—a>f\'i(X,O)=aio+a“x +Q(|x12) 1<isn,
prend la forme :
(5) I“arlg_(aij)1sisn =2.
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Dans le cas olt n = 2, cette condition dit simplement que le déter-

est non nul.

)

minant de la matr‘iceb 2x2 (a =i<2

o<ij= 1
Supposons (5) satisfait ; d'apres le théoréme 3, il existe un changement

ij

de variable régulier, défini au voisinage de 1'origine :

X-=ni(>~1,---,>\) 1<i<n

tel que f s'écrive comme :

3

(6) F(X, Xqseees X)) =X

n +)L2X+)._ .

1

Nous pouvons alors compter les zéros de f, suivant les valeurs de A, par

1'intermédiaire des coefficients X1 et X

o ¢ Introduisons pour cela :

71()\) == AZ
o2 3
yz(A) = 27X +4X;

qui ne sont autres que les fonctions discriminantes pour le polyndme en X (6).

Nous en déduisons :

a) 2 (A) <0 => il existe un zéro simple

B8) 2 () =o0, yz(x) >0, =»> il existe un zéro simple

};) 2 (\) >0, yz(x) =0, => il existe un zéro simple et un zéro double -
8) " (\) =o0, 72(A) <0 =» il existe trois zéros simp@es

e 2 () =0, 72(>\) =0 =»> il existe un zéro triple.

Ces résultats sont plus intuitifs si 1'on représente la surface 2 d'équation

?3+X2§+X1 =0 et, dans le plan 7\1, 7\25 les courbes y; =0 et y,=0.

A chaque"point" (3{1 ,7\2) correspond une droite paralléle 3 '0x dont chaque point
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d'intersection avec 3 est un zéro.

%) (A,,,. 2
N L e o
R p A
i‘// 7/ _ 3
[ y - IA —>
A Ao gy °
U)'/’ i 3
KVid |
/'/ . )Hl A
’ i
= t -
x k 4 \
Ay

La courbe Yy = 0 est la projection sur le plan (X 1:,5\

‘ 2) du contour apparent

de Z.
Remarque 6. On retrouve ainsi le point cusp te Whitney cf. [2] pour la défi-
nition et les détails.

E) n=2, k>3,

Terminons ce paragraphe par 1'étude d'un cas non générique, puisqu'ici

n = k-1 n'est pas satisfait.
On étudie donc 1'équation tx,)sA)) =0 ol x€R, };€R i=1,et:

k+1’) avec C%O, k>3,

(1) #(x,0) = Cx+ O( x|
Le théoreme 3 ne s'applique pas. Il est cependant possible d'obtenir un résul-
tat partiel griace au théoreme des fonctions implicites.
Considérons le systeme :
o f(x,X52,) =0
£ (x,252,) =0

que 1'on étudie au voisinage de 1'origine.
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Cherchons a exprimer k1 et A comme fonctions de x ; formons

2
£, (0,0,0) f . (0,0,0)
9 | %2 2y
fM(O,O,O) foT(O’O"O)

jacobien du systéme (8) par rapport a A Ay

Supposons que les hypotheses suivantes sur la dépendance de £ en >\1 et

>\2 ‘'sont. satisfaites :

£y (0,0,0) £0 £\ {(0,0,0)=0
(10) 2 1

fX)LT(O’O’O) £0.

Alors (on a fait tout ce qu'il fallait pour) le déterminant de (9) est non nul, le
théoréme des fonctions implicites s'applique et le systéme (8) admet une solu-

tion unique X, = A1(x), A

5 = >\2(X) au voisinage .de 1'origine. Gréce a (10),

on peut montrer que :
~c x 1, Of lxlk)

1 1

k
A, = C,x+ O([x|

)
1§+1) )

La solution de (8) représente dans le plan ()\1 ,A2) une courbe paramétrée
par x et passant par 1'origine, qui par construction est le lieu des zéros
doublés de f. (Ces zéros ne peuvent &ire triples, a part 1'origine car gréice
a (7) fxx(x,M(x),Az(x)) ~Cx2 #0 si x# 0). Enfin lorsque ;(>\1 ,>\2) tra-

verse cette courbe le nombre de zéros de f change.

§4. EXEMPLES,

Nous avons jusqu'ici raisonné uniquement sur 1'équation de bifurcation

(un probléme en dimension finie) que 1'on a résolue en faisant certaines hypotheses



8.13
de non dégénérescence. Il importe, dans les cas pratiques, de savoir comment
se traduisent ces hypothéses sur le problémea de bifurcation initial (un probléme
en dimension infinie). C'est ce que nous allons étudier sur deux exemples qui
correspondront respectivement aux cas n=2, k=2 et n=2, k=3 (cf. §3).
Soient X, Y deux espaces de Banach et § un ouvert de X. On considere
les deux opérateurs (pas nécessairement lindaires) B et C définis dans § et
4 valeurs dans Y ; on suppose que B et C appartiennent 3 C(€Y). (Cette
hypothése peut &tre restrictive en pratique ; cf. néanmoins la remarque 4 du §2).
On considere le probleme de bifurcation :
(1) F(x,\,u) = x - AB(x) - uC(x) = 0,
au voisinage de (O,AO,O) , supposant que B(o) =0 ((0,),0) est donc solution
triviale).
Les hypbth‘eses sur 1'opérateur B sont les suivantes :
H1) B(o) =0
(H2) il existe X #0 tel que )\;1 soit valeur propre de Bx(o)
et X, = Ker(I- )\OBX(O)) = [w]
Y, =Im(I-x B (0)) :‘[w*]‘L ot wreY” dualde Y.
X, étant de dimension un, admet un supplémentaire topologique X, dans X

1 2

et X = X1 @Xz . De méme, Y., étant de codimension un, admet un supplémen-

1

taire topologique Y, dans Y et Y = Y, ®Y,.

2
Appliquons la procédure de Lyapounov—Schmidt (cf. exposé n° 2) a 1'équation

(11); il vient en désignant par Q la proj'ection sur YT et par K 1'inverse (bor-

né) de I- )\OBX(O) comme opérateur de X, sur Y, :
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(-2 B, 0)x = [-F(x,,p) + (I-) B (0))x]

soit :
(I—XOBX(O))XZ = Q[-F(x,\,u) + (I—AOBX(O))X]
(I_Q) F(X,A,IJ«) =0

(on décompose x€X en x = X +Xy s oll X €X 5 X, € X2)
ou :

(12 a) X, = KQ [—F(X1+X2,>t,y.) + (I—)\OBX(O))(X1.+X2)]

(12b)  <w", F(xg+%,, ;1) > = 0.
Par .hypothése, tout élément X4 de X, s'écrit sous la forme :

1

X, = QW oli 0€fR.

1
Appliquant le théoréme des fonctions implicites au voisinage de (o ’>‘o ,0) a
(12 a) on en déduit 1'existence d'une unique fonction
‘Xz ACHINESIR N
telle que XZ(O,)\O,O) =0, et sélution de (12 a).
L'équation de bifurcation s'écrit donc :
(13) fla, X u) =< W%,F(x1+x2(a,)\,u),>\,/.t)> =0.
Nous sommes ramendés a une équation du type de celles du §3 avec a jouant

le role de x€R, que 1'on va étudier au voisinage de (o,X,u) = (O,AO,O).

Pour cela il faut d'abord calculer (on ne considére que les. cas génériques) :

Kk
g fe, )| k<3.,
) (0,2,,0)

De 1'équation (12 a) on déduit par différentiation :

a—% xz(a,k,p) | ooy 05 =KQ [;(I—AOBX(O))(W+%XZ) +’(I.—>«.OBX(0) w+a%x2)]=0
’ O’ .
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2
d
— X, (0 Ayt =1 KQB__(o)(w,w)
a2 \(o,xo,o) 0T Txx
> (3) 5
—'§ (G., ,,U)l = A KQ[B (o) W + 3B (O) (w, 3 X2(O,>\O,O))]-
o) (O,A,O,O) 3’
On déduit alors de 1'équation (12b) foujours par différentiation :
3 3¢
(14) -a—af(a,k m ‘(o,x 0 = <w ,(I-AOBX(o))w>= 0
(par définition de w').
2 e
(15) —é—z o, A, ) | ==X, <W"‘,BXX(0)(W,W)>+ AW “,(I—AOBX(O))
3 (0,x,,0)
KQB,_ (0)(w,w) >
==Xy <w*, BXX(O)(W,W)>
(par définition de K et w).
> * | w03 2 ¥
(16) —f((x,k IJ)\ = <w,-A B/ (O)W -3x B, (o)(w,——-2-x2)>+
3> (0,1,,0) o 2
wr Mg (I—A B, o))KQ[B 3')(o)w +3B, (o)(w,—xz)]>
(3) N &
==\ <W B (o)w +3B, Lo )(w,—-zxz(o,x ,0)) >
F5e2 ©

et rappelons que f(O,)\O ,0)=0
Nous allons distinguer deux cas suivant 1'ordre de non-dégénérescence k
de f(a,), u) c'est-a~-dire suivant la valeur du plus petit entier k<3 tel que :
Bk
< f(ayxyli) ‘ 7é 0
da (O,AO,O)

(on ne considére pas le cas k=1 qui reléve du théoréme des fonctions implicites,

ni le cas k>3 non générique pour 2 parametres, ct. §3).

A) Casoll k=2,

On a vu que d'apres (14) 'aa_a {CAWT), = 0. On suppose donc que :

0,20

2
Aanm %f(a,)\,u)l £0 i.e <w" B, (o)(w w)>740
3ol (0,x,,0) :

d'apres (15). Il résulte alors du théoréme 3 §2 (applicable gréce a une hypothése
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précisée ci-dessous) que, & un changement de variable régulier pres, f(a,\,u)

peut s'écrire au voisinage de (0, O,O) comme un polyndme du second degré
en a. Il suffit donc pour étudier 1'équation (13) au voisinage de (0 ,)LO,O)
de considérer le développement de Taylor de f(a,),u) tronqué a 1'ordre 2 ;

1'étude de (13) équivaut a 1'étude de :

2 2 2
(17) g—z( O)G. +(>L A )50.5A (O’AO’O)G""/J"Wf(Oy}t O)Q‘}'()L A ) ( O)
D N
2
Y %(o,xo,o) ) 552 Ss 1023200 = 0.

3

(Rappelons que f(O,)\O,O) =0, <

f(oykoyo) = O)-

On a vu que :

- 2
g 3*
(15) g;zf(o,xo,o) =<w ,B_ (o)(w,w) >

De la mé&me fagon, on calcule successivement :

(18) aO:)\f(o A10) = - <w’ B, (0)w
(19) aazau £(0,1,,0) = - <w"“,cx(o)w >
(20) a—xf(o”‘o’o) =-<w",B(o) >
(21) ai £0,x,,0) = - <w”,Clo) >

2

(22) 55 1(0,,0) = - <w",C_(o)w >.
. X

AN a,;

Nous faisons alors les hypothéses supplémentaires suivantes :

(A 2) <w¥,Cl0) >£0 i.e.  Clo) £ Im(I-x B, (o))
(A 3) <w¥,C (ow>=0 i.e. C_(o)Ker(I-\ B (0))cIn(I-A B, (o))
(A 4) <w",B_(o)w ># 0.

Cette hypothése signifie (cf. exposé n° 6) que )\;1 , valeur propre de multi-
plicité algébrique 1 d'apres (ii), est aussi valeur propre de multiplicité géomé-

trique 1.
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Compte tenu de (A 2), (A 3), (A 4) et (H 1), il résulte de (15), (18), (22) que
(17) peut s'écrire :
(18) ac? + (A-—ko)bc, +uc=0
ol : a=<w, BXX(o)(w,w) > b=-<w, Bx(o)w >,

c=-<w",C(o)>.

L'étude de (18) est maintenant triviale. Supposons, pour fixer les idées a>0,

alors :
(x-2 )b |
. sl ouc> > (18) n'a pas de solutions
4a ,
(x-x, )2
.siloucs= 3 (18) a une solution double
4
@ (-2 )b
O, = Q0 = — ===
0 P N
) o . L
.siopc< > (18) a deux solutions distinctes
4a
o, ==d+ dz—e, O, = -d+\/c12—e
1 2
Otl d = (—A.-é—ko)—b_ s e = &(—: . .
a a

Graphiquement, on peut représenter ¢ comme fonction de d (au voisinage
de d=0, i.e. A= >‘o) avec e comme parametre au voisinage de 0 (i.e. u

au voisinage de 0)

\/( >d e T »d
\\, \\\
e>0 a=-d e<( o=-d

Pour e >0, il y a bifurcation a partir de la courbe des solutions doubles

o =-d. Pour e<O0, il n'y a pas bifurcation.
Remarque 7. L'hypothése (A 2) correspond a la propriété générique du théoréme

3, §2 et a 1'hypothése (4 bis) du §3.C. Elle permet d'appliquer le théoréme 3.
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B) Casol k=3.

On suppose maintenant que :

2
d . 3
( —é—f(O,AO,O) =0 i.e <w ,Bxx(o)(w,w) >=0

bole
B1) { mais

3 2
Lg.i-gf(o,xo,o);éo ie <w B( Yoyw? +3B_ (o)(w,aOL %5(0); ) £0.

D'apres le théoréme 3, §2 (applicable sous des hypothéses précisées ci-dessous)

f(a,\,) peut s'écrire au voisinage de (0’>‘o ,0), a un changement de variable

régulier pres, comme un polyndme du 3 degré en o dont le coefficient en cxz

est nul. Il suffit donc pour étudier 1'équation :
au voisinage de (O’>‘o ,0) de considérer le développement de Taylor de f(a,ﬁx, u)

associé a ce polyndme ; 1'étude de (23) équivaut & 1'étude de :

(3 52
3 5 10,2, ,0)e +(maxf(o,>\0,o)(x—xo)+ Fery %55,£0,2,,0)u
3
(24) 4+ =2 10 2,0 (mn =280 2, 002 )2 —Z 201, 0o
aaaxa a2 A aaauz o
(o Xgr 012 )+ (o X o)p+ oY (o X700~ > oK =0.

Le terme constant et le terme du 1er degré de ce polyndme en @ sont compli-
qués.

D'apres le théoreme 3, ces termes correspondent a des changements de vari-
ables réguliers (difféomorphisme) ; leur comportement ne dépend donc que de la
premiere dérivée pér‘tielle non nulle. Le polyndme en ¢, obtenu a partir de
(24) en ‘conser‘vant seulement la premiére dérivée bartielle non nulle dahs cha-
que coefficient, aura les mémes propriétés qualitatives que le polynﬁm_e initial.

Nous faisons alors les hypothéses supplémentaires suivantes (en plus de
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Hilet H2):

B 2) <w*,Cclo)>4£0

(B 3) <WM C (o)w >=0
(B 4) < w*,BX(o)w >40.

Il résulte alors de (18), (21) que dans (24) :
2

o
m(o,xo,o) £0 et ao.a> £(0, Ao o) £ 0.

L'étude de (24) sera donc qualitativement équivalente a 1'étude de :

(25) 63( 510 +(>\k) S £0,%_,0)a + L (0,x ,0)u =0
D * Saon (Ao 0at 55 (0545,00 =0.

Il suffit pour cela de vérifier 1'hypothese du théoreme 3.
Posons T(a, 7,u) = f(d.,)o+1',p).
L'étude de f au voisinage de (0 ’>‘o’0) équivaut a 1'étude de T au voisi-

nage de (0,0,0). On a

% (20,0 = £ 0,0,0) + 5255 Fl0,0,0)0.+ O 1a/?)
2
%(a,o,o) = -Z—“(o,,.o,o) g—agﬁ F(0,0,0)a + O(|a )

au voisinage de a = 0.
De (20), (21), (18), (19) on déduit :

il iy 3*
B—X(O’O’O) = 5 (O,AO,O) ==-<Ww ’B(O) >

il of *
'g'fﬁ(oyoyo) = ‘5"(09>\0’0) ==-<Ww ,C(O) >

62 3 *
= £(0,0,0) = a 5 £(0, X O) = -<W ,BX(o)vv>
2 <
o5 t(0,0,0) = BOLB —f(0, X ,0) = - <w fC (o)

& & q
oL dad
det £0.
2 .

1%
l’?
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D'apres (H 1) (o 0,0) = 0 ; il suffit donc que :

’ 5)\
—c T(0,0,0) = <w",C(o) > <W*,Bx(o)w > 40
ce qui est satisfait grace a (B2) et (B4).
En résumé, 1'étude de (23) au voisinage de (0 ,AO,O) dquivaut a 1'étude au
voisinage de (0,0,0) de
(26) aa3 + Tha+ uc=0
(3) o
ol a=<w B ()w +3B, (o)( ,—-§x2(0,>\ ,0)) >
o
oot
b=-<wﬁB§@w>
C=- < WV\L,C(O) >
(on a posé A=) = 7).

L'étude de (26) est triviale. Il suffit d'appliquer le §3.D avec

71=_Tb

b:ﬂu%?mgﬁ.

Le nombre de solutions est alors donné par le graphique suivant :

7]

(3) (1
[

72:0
La courbe Yy = 0 correspond au cas ou (26) admet une racine double

a, =a, = sign(uc) \/_3-39 et une racine simple @, = - 2 sign(uc) \‘_%—) .

On peut de méme étudier graphiquement les racines o comme fonction de 7

lorsque pu est donné (cf. §3.D).

Le probleme de bifurcation étudié ci-dessus correspond aux équations de

Von Karman (cf. [4] et [1]).
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9.1

Exposé n® 9

BIFURCATION POUR DES OPERATEURS DE FREDHOLM D'INDICE 0

par

Bruno SCHEURER

Soit Y un espace de Banach sur le corps A des réels ou des complexes
(A=R ou A=), dont on notera || lly la norme.

Soit X un sous-espace vectoriel de Y, complet pour la norme || ”X ;
on suppose que X s'injecte continument dans Y et que la norme de 1'injection

est 1:

gz ly
On se propose d'étudier 1'équation :

Ax - xx - g(x,\) =0 (1)
au voisinage de 1'origine, lorsque A est un opérateur de Fredholm d'indice O,

en particulier de préciser les conditions d'une bifurcation.

Cet exposé s'inspire largement de Ize [37].
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§ 1. HYPOTHESES

Dans tout cet exposé, A désignera un opérateur linéaire continu de X
dans Y et g(x,)) une application _CO , définie dans un voisinage de 1'origine
de X X A a valeurs dans Y. On suppose que :

(i) A est un opérateur Fredholm d'indice O :

dim ker A = dim Y/R(A) = d
(i) O est une valeur propre de A de multiplicité finie :
il existe un entier o tel que :
ker(A% = ker(a%"%) ¥ gEN
et dim ker(A% = m
[on définit D(A%)= domaine de A%= {x €Y |x €D(A) = X, AX€ X, ...,A% x € X]]
(iii) g: X X A — Y est une application continue et :
g(o,0) = o.
(iv) Ir, Ay» € constantes positives telles que :

o

VX,X'EBP'———{XEXI ||X||XSI‘}, r<rg

V' avec [M| =, NSy
| a) gk, - g’ ")y < CM(r).[ix-x"[ly + -2t [}
b) ligbe, Mily = C {lixliy + [\"}

ot M: R — R" estune fonction continue croissante avec M(o) =o et p
est un exposant entier dont lé valeur sera précisée apreés.
Remarque : On aurait pu définir A comme un opérateur fermé sur son domaine

D(A) c X. En fait D(A), muni de la norme du graphe, est un espace de Banach;

A est alors continu pour cette norme et D(A) s'injecte continument dans X.
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§ 2. REDUCTION A UN PROBLEME EN DIMENSION FINIE.

A) Un lemme de décomposition.

LEMME 1. Décomposons X = ker A2@X_ =X, ®X. (dim ker Al<s 00)

2 1 2(

alors Y =ker A0 A X, (2)

en particulier 1'opérateur A se décompose en :

A: X, —X

1 7 & A:X

2‘—" AX2,

cette application admettant un inverse borné K.

dimker A=d et dim X3 = m-d.

et AX,. En fait :

R(A) est donc engendré par AX, 3

(3) R(A) = AX, ©AX, .

I1 suffit pour cela de vérifier que AX2 ﬁAX3 = {0} : soit X, € X2’ X3 € X3 avec

Ax €Eker A et comme X =(ker A®X,) X

2=AX

3 7 % 3) @ Xp X,

L'application X3 —_ A X3 est injective (par définition de XB)’ donc :

dim AX3 = dim X3 = m-d.

Mais dim Y/R(A) =d d'aprés (i), donc grice a (3) :
dim Y/A X, =m.
Puisque dim ker A% - m, il suffit donc pour montrer (2) de vérifier que

ker A% ﬁAX2 = {0}. Soit y € ker A% ﬁAX2 ; alors il existe % €X. tel que

272

y = sz . Par définition de ker Aa, Am”x2 = 0, donc gréce a (ii) Ac'x2 =0:

c'est dire que x. € ker A% ('TX2 & x, =0 par hypothese.

2 2
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La deuxiéme partie de 1'énoncé résulte du théoréme du graphe fermé

(A Xz N AX2 est injective). ' ' [ ]

B) Premiére réduction.

Procédons comme dans la méthode de Lyapounov Schmidt. Grice au lemme 1
tout élément x de X s'écrit de facon unique :

cker A%, x_ €X,..

X= XX 1 2 "2

1% X

Soit Q la projection dans Y sur AX, associde a la décomposition (2). Puiscﬁue

2
AXg = X € ker A%, 1'équation (1) équivaut 2 :
(4) Ax, - 2%, = Qglx +x,, )
(5) Axy = dxg = (1-Q) (gl #x,, ) + xx, 1.

Appliquons K 2 (4), on en déduit pour ) tel que:

| x| < (afin que (I-) KQ)_1 existe)
IKQI |
(6) Xy = I-AKQ)TIKQ glx 4%, 0) =Flxg,%,,0).

Résoudre (6), c'est trouver un point fixe de 1'application F(x’i, .,»\) soit
X2(X1,>t). Résoudre 1'équation (1) équivaudra alors a la résolution de :
(7) Ax, = x, = (1-Q) [elx+xa(x, 1), 1) + 2%, (x,, )] 5
1 1 1 1 : 21
nous allons montrer qu'il existe des constantes A, R,, R2 positives convenables

de sorte que pour chaque ), x, fixés avec |X|<2X, HX1H < R, 1'application :

1 1

F(x,,.,\):B, — B
1 R, R,

soit une contraction stricte.
1
2| KQl|

x| STST, X X} ST<T ; alors, par définition de F :
72"~ o 172 o’

,A)=AX et x., X,

1) Prenons X\ tel que |X| < Min( o 9

, xé tels que
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-1
(% g %05 1) = F (x5 x5, 01l < I-AKQ) ™11 K Q| llelx g, ) - gleqix, I
soit grice a 1'hypothese (iv,a) sur g:

IF (x50 = Flxgpxy, Ny < 5 IKQI C M) lxbll. -

Choisissons r s ry tel que ;— IKQJj| C M(r) < 12 et déﬂhiséons alors RI‘ = g ’
R2 BP . (On a bien Hx1+x2|| <rg; |Ix1+x2|| <r ) L'application :

R,

est une contraction stricte de B

F(XT,.,)\) 1B, —Y

Rz dans Y, pour chaque x1 dans BR% et .

chaque A tel que |r]|<X.
2) Pour X{sX,, X choisis comme ci-dessus et d'apres 1'hypothese (iv,b)

on a, F(x1, .,»A) étant une contraction. stricte de rapport 12 H
s

IF (g5 % Vlly, < F (x50, M)l + 2nan

<C{lx % + 1Py + 5 szll

- ~

Choisissons R, <R!, X<\ assez petits de sorte que :.

1
L

x, B

_ T | 2 p 3r
1€Br PYEP) =”C.{“X1”X+ APy

Pour x2 dans BRz on a alors :

3r 31‘ 3r
” Z,A)HY < g+t =T e F(X1’x2’>‘) EBRZ

,.»A) est une contraction stricte de B dans B, .
1 | R, R,

Pour chaque x; dans Bp, et chaque X vérifiant |A| < X, 1'équation
4 !

(6) admet donc une unique solution xz(x1,>}) dans BR .
2

Nous allons montrer que Xy comme foriction de X‘l‘ et };, vérifie 1'ana-

IF(x

et F(x

logue de 1'hypoth&se (iv) pour g

LEMME 2. 1l existe R, u,, ' constantes positives. telles que :
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VXT,X‘ EBP, r<R

1 (o}

VA A avee s, N sig
a) HX ( ,)) ( P! )|| ST{M(I‘) Ix.=xM|  + |x=\" }
*1 X1 X 71y | |

b) Iy Vil = Tl + A 1P)

N + + : 3 3
u M: R"— R estune fonction croissante continue avec M(o) =0, p un

exposant entier et x, (resp. x!) 1'unique solution de (6) correspondant & x1,).

1
2 2)

(resp. X35 AY).

Preuve. a) Par définition de X, et Xé :

1,000 0) = 350 A, = IF G %0, 0) = F(x g, x5, Ay

< IE-XKQ)™ KQIf lleleixy, ) - gl + x5, A

+ -2 KQ™ - -1 KQ™) KQIl | el +x3, VIl
Prenons x,,x} dans BR1’ X, X' avec Al =X, IA' | <X, alors on a vu
xé sont dans BRz ; nous déduisons donc de lir;ypoth‘ese (iv) :
HXZ(XT,A)-xé(x%,A')II < IT-xK Q)™ K Q| cM(D)] X1+VX2-’X1'-Xé||+ RONED;

que X,,

+ I(E-AKQ)™ - - K QYK QY C g+ [ [P
Mais [|(I-AKQ) *-@-x'KQ) W< y[a-A'|  y>o0, donc:
Iy (g M=xg(x,A0)1 = 3 1K Q| M) %3]
+ Z1KQl € M) [k =}
+ dikQic -a|
£y IKQIC Uy +x3 %+ A1 PY [paar ],

gréce a 1'inégalité du triangle.

D'apres le choix de x!, \', ]]x&a—xé]]z + |\ lp < rg + )\g; il suffit alors
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de prendre r=r_ assez petit de sorte que % IKQJ|| C M(r) < % , pour obtenir

1 1 : 2.,py 1 ‘

5 %0000 = Xy, AIS 3 lIxg=x} 1|+ [VIKQIC IS} +5 IKQICT -2 |
c'est-a-dire a).

b) L'application F(X1 ,.,\) étant une contraction stricte (on prend tou-

jours x, dans Bp et ) vérifiant IAESVE
1

1By DI = IG5 X IS IFGeg,0, 011+ 5 i
d'ol d'apres 1'hypothése (iv,b) et la définition de F :

2 leye VI < HEAK Q)TN 1K QU Clig 12 + [Py
soit :

I Il < IKQHC {lixgli + (2 [P, .

C) Deuxiéme réduction.

La résolution de 1'équation :
(1) Ax - xx - g(x,)) = 0,
au voisinage de 1'origine, est ainsi d'apres ce qui pr‘éc‘ede équivalente a la
résolution de 1'équation :
(7) AXgAXg = (I-Q) [e(x o+, (x4, 1), 0] + A%, (%, M ] =Glx52)

avec X‘t €X, = ker .Ac‘.

1 .
Compte tenu de 1'hypothése (iv) sur g et du lemme 2, G.(x1 ,\) satisfait
dgalement 1'hypothese (iv) avec éventuellement des constantes différentes :
il existe r‘é , }%, C! constantes positives telles que :
4 Xyy Xy €Bp, r=rl
V A A avee A<l A=Al



a) Gy, = Gl Al < CT M) [x=xdll+ x|}
2 p
b) GG M= Cllixy I+ X7}
ot M: R" — R' est une fonction continue croiséante avec M(o)=o et p

un exposant entier.

Précisons la valeur de 1'exposant p intervenant ci-dessus (ainsi que
dans le lemme 2 et 1'hypothése iv).

L'opérateur A, restreintd ker A% est nilpotent d'apres 1'hypothese

(ii) = A% =0, Vx, €ker A%

Nous pouvons donc choisir une base de ker Aa, soit A= {e1 seae ,em} telle

que la restriction de A & ker A% se décompose en d = dim ker A blocs :

A| = diag(A, ,...,A, )
ker A% Ky Ky

ol les Ak 1<j<d sont des blocs élémentaires de Jordan de taille kj X kj
J
correspondant aux éléments de ker A. On a alors :
d- a
max k.=a et Y k.=dim ker A =m.
1<j<d ! j=1

Nous prenons alors, pour tout ce qui suit :
p=2a+1.
Remarque : p = 2a+ 1 est optimale. Considérons par exemple dans le cas ou

d=1, m=a, le systeme en x=(x1,...,xm) eR™

Xg = AXy =0

XB-)\X2=0

X = M1 =© |
2 200

_>\Xm= lx1l + lll

9.8
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correspondant a p = 2a.

i lza dont la seule solution

On vérifie gu'il se réduita -X Xy = ‘IX,_E 1+
est Xq= X =o0. Il n'y = pas hifurcation.

Dans ila base 5, x, € ker A% 2 ainsi pour '"coordonnées'

1
1 d J K;
x1=(x1,...,xl) ou 1€]R , 1<j=sd
plus précisément :
k.1 k,-1 , k -1
_ 1 LI 1 2 . .. 1 d
X'l'—(g"’ g*‘?"'?g H gz’ gz""’gz ) 8% 3 se0 ) gd? gd""’gd )
Ky ky kg

et les d=dim ker A vecteurs dont toutes les composantes sont nulles sauf 1'une
des 51 yeeay € d constituent une base de ker A.
La restriction de A a ker AG‘, étant ainsi mise sous la forme canonique

de Jordan, 1'équation (7) consiste donc en d blocs de tailles respectives

k1 , . e 9 ’kd.
Ecrivons le j - bloc :
a
1 1
2 T2/
(s)) v
k.~1 k.-2 k.~-1
J J ~J
. - . = Q.
5 A€ ; (X420
kJ.-T kJ.
i -1 & =Gy (x40
1 K _
ol GJ seeey GjJ sont les composantes de G(X.T,)x) correspondant au j bloc

et satisfont des propriétés du méme type que celles de G ; en particulier :

1
Y X1EBP, I‘Sx‘o

V )\ avec IMSA(')



2001y 4<j<d, 1<i<k..

i 2
|Gl o) = Cllixg 1%+ [x] ]

Compte tenu des propriétés des G}, en utilisant la forme particuliére du j~ blog,
nous allons réduire celui-ci a une seule équation, équivalente mais ne dépendant

plus que de gj ,» A et des coordonnées autres que celles du j= bloc (Xl

1 pour

i#j, 1=i<d).

Considérons la premidre équation du j bloc. En procédant comme dans
le B) de ce paragraphe, elle peut &tre résolue en g; qui est alors une fonction
continue en ) et toutes les autres coordonnées et vérifie :

&I =clng |+ 1% % + 112

N ~/
ou x

1 et )\ suffisamment

représente X,l moins la composante g; ; cela pour §1

petits.

Gréce & la 1°F€ &quation de (Sj) reportons g; (comme fonction de ), §j. )

dans 1a 2% équation de (Sj) :

2 -

2. A1 2
. by gj-xcj(x1,x)+cj (xl,x).

Nous pouvons alors résoudre cette équation en g?, par contraction comme
en B) ; nous obtenons %2 comme fonction continue de )\ et de toutes les coordon-

nées sauf g}, g? et de plus :

181 = c(1?g] + 1K 12+ [x[2)

N i
ou x

1 représente x, moins les composantes g;, g?, cela pour '%1 et X

1
suffisamment petits.

Itérant ce procédé, le j bloc (Sj) se réduit a :

k. k.-1 1 k.-1 k.

ade =) glyl, .+0G.Y L=,
A§JA jroeeeees AJ 3 gJ
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Y

ou éj ne dépend que de gj, X et des coordonnées des blocs autre que le j .

Soit encore

k

Effectuons le raisonnement ci-dessus pour les d blocs de taille k1 seeesK 4’
1'équation (7), dans ker A%, se réduit & un systéme d'équations dans ker A, la
contribution de chaque bloc de (7) étant une équation de la forme de (8). Plus pré-

cisément, soit P la projection (dans ker Aa) sur ker A, pour x, dans ker,Ac‘:

1

Xq = Px, + (I—P)xT =E+n

1

avec §=(§1,...,§d,oh d=dim ker A et n=n(g,\)

et (7) équivaut au systéme :

A 1‘51 - §1(§97](g,>\), Xz(€’>\):>\) =0

9) W ..........

k .
X 954 = ByE nlEN), (82,0 =0

.

et g= (§1, cees & 4 satisfait pour g, X suffisamment petits :

B(2m,% )1 < Cllgsmy 1% + 2|2

+ 3] lixyl1)
(10) llg(g’n’xz:A)HSC(H)\llz+ Ml?ﬁcd—’l)

en utilisant le lemme 2 pour majorer |[|x,|| et les estimations des F;; ci-dessus.

o
Finalement, la résolution de 1'équation se rameéne i la résolution du systéme

(9) de d équations & d+1 inconnues §1,‘..., g d’ M.



§ 3. RESOLUTION DU PROBLEME EN DIMENSION FINIE.

Nous étudions ici, par des méthodes de topologie algébrique, la résolu-
tion du systéme (9), au voisinage de 1'origine, c'est-a-dire (en ne notant que

la dépendance en £ pour alleéger) :

(9) (e oo oo

ol E= (g,l,..., §d) €ker A, = (i§1,..., "g'd) satlisfait :
(10) I8z, VI < cgl® + (a2,
Enfin )\ est un paramétre réel ou complexe (A=R ou A=®) et 1'on peut
identifier ker A3 79
ker A & Ad.
Pour étudier (9), au voisinage de 1'origine, il est commode d'introduire 1'appli-
cation :
(11) Fipdxp— 19x R
définie par :
(£,2) — F(E,)) = (n,7)
ol n.=kkj§.-§.(§,k), 1<j<d
J J 7 -
2

7=1El® -

(on "mesure" ainsi la distance a 1'origine d'une solution de (9)).

2
LEMME 3. Soit la boule D = {(g,3) € A%a| 1g1%+ [x|% = r® + (Mr)%)

ol r=r_<Min (rayons utilisés ci-dessus, M-(2a+1) ) e¢e M=2C+1, C étant
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la constante de 1'estimation (10).

(3¢)

Alors 1'application F_définit une application de 8D dans Ad XR - {0} §

et est homotope a :
k. k
(80 — O ggsenns d gy, lEl? - AP)

définie dans la sphere unité S de Ad X /A a valeurs dans Ad xR - {o}.

s'il existe une famille d'applications intermédiaires ft : X —Y continues en
X€X eten t€[0,1], i.e. s'il existe une homotopie H
H:Xx[0,1] —Y
continue et telle que F(x,0) = fo(x), F(x,1) = fT(X)' On notera f ~ f1 .
a) Montrons que F, définie. par (11), n'a pas de zéros sur 3D ; pour cela
raisonnons par 1' abéur*de [le choix du parameétre M va remplacer "]'estimation
a priori" habituelle, nécessaire dans ce genre de raisonnement]. Si F admet

un zéro sur D :

k.
(12) X Jgj -E(E) =0
2

(13) g2 -r2=0 et elf+ AZ=rf+ M.
De (13), il résulte :

1
(14) x| = (Mp)®

donc [n|% = Mr <M M@0+ _ 2o

d'apres le choix de r et M. On a donc \x\ <1 ;,d‘oh, puisgue kJ. <a,

a K kT kq a
MF= I, t=isd et 0 g S = X gl

De (12) et (10) il résulte alors :

(3) On note ainsi (Ad XR) - {o}.
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k k

X% gl < 1 T51,...,>\ 2001y

Sl =@ -, EPI = cligh? + ]

< C(r? + (M) 2 (Mr)®)

<2C 1‘2

2 -(20+1)

en utilisant (14), ||§H2 =1~ etlechoix r<M . D'oli,comme M = 2C+1 :

Zomrr= A%l

Ix|¥lgll < 2cr? < (2C + 1)1 = Mr
soit lkla lell < Ix|% 18]l ce qui est impossible.
b) La deuxiéme partie de 1'énoncé va &tre montrée par deux déformations

(homotopies) successives de F.

La premiere déformation s'écrit :

k.
nj=x35j—t'é'3(§,k) 1<j=<d
o<t<1 ,
= g% - r?.

Pour t= 1, on retrouve 1'application F ; en procédant comme en a)
(mais en remplacant § par tg et griicea ||tg||<||§| si 0<t< 1), on montre

que pour chaque valeur de t cette déformation définit une application continue

d

de 3D dans A XR- {0o}. Cette déformation dépendant continiment de t, F

est homotope & (faisant t = o) :
| Ky Kq 2 2 2
(13) (BN — (A "8seees X B BT - %), A=(14M™ r

| 2 2

Passons a la deuxiéme déformation. Définissons A =(1+M%*r® )'1 de sorte

2 .
&'2)-1

| 2
que pour (g,)) appartenanta 3D (i.e. |1g||2+lx \2=r2+(Mr)°F) :
(16) 1g12(1-A) - 712 A= gP - P
La deuxiéme déformation s'écrit alors :

n. =\ ‘g, <j=<d
O<t<1

r= 182 [1- (-0a] - 2 (-0 + 1],
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Pour t = 0, on retrouve, en utilisant (16), 1'application :

k,l k
(§:>\)_*(>t g—l:“ , A gd’ ”gH -r

(@ 2+(Mp)oc)(1 (1- t)A))
1+t

%).
1

En procédant comme en a) (ici || =( au lieu de || = (Mr)>

et g =0). On montre que pour chaque valeur de t cette déformation définit une
application continue de 3D dans Ad XIR- {o}. Cette déformation dépendant conti-

nfiment de t 1'application (15) est homotope & (faisant t = 1) :

k k
(/B (VRN SO W S [ Y

d'oll le résultat en faisant une homothétie sur (g,)) de facon a se placer sur la

21 21

5 2
sphére unité (on remplace £ par g(rz + (Mr)H? et A par )\(P2+(Mr‘)a') ), puis-
que (15) est homotope a F. . n
Le lemme 3 ramene ainsi 1'étude de (9) a celle de (17) :
kT kd 2 2 d
(17) (B, €8 — (X "Eyyenns X g, LIEIT- 1A €ATXR- {0}
dont nous cherchons les zéros dans un voisinage de 1'origine, plus précisément

dans la boule unité B1 de Ad X A ; on notera 3 B1 = 8, dans ce qui suit.

Introduisons 1a :

DEFINITION 1. Une application TO 1S - Ad xR~ {0} _egt dite essentielle

si et seulement si toute extension continue T : B’I — j\d xR de To admet un
zéro i.e. il existe x€B1, T(x) = o.

Remarque : Une extension continuede S a B 1 existe toujours (cf. Dugundji [1]).

Le théoreme suivant caractérise les applications essentielles :
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THEOREME 1. Une application T0 1S — Ad xR~ {0} est essentielle si

et seulement si TO n'est pas homotope a une application constante de S dans

1 xR- {o} i.e. T est non triviale.

H:Sx[0,1] — 19 xR- {o} avec H(x,t) =C # o0, H(x,t) = TO(X). Alors

d

T:B, — A X R définie par T(tx) =H(x,t) o<t<T1, |}x||=1 est une exten-

1

sionde T o Sans ZEéros.

2)& Par 1'absurde. Si T0 est inessentiel, il existe une extension

T : B1 — Ad XR sans zéro. Définissons 1'homotopie H : S X [0,1] —_ Adx R

par H(x,t) = T(tx). On a H(x,t) #0 et H(x,0) = T(o) £ 0, H(x,1) = To(x) : T

est homotope a une constante. [ |

Remarque. Pratiquement pour étudier la classe d'homotopie de T0 » on consi-
T

i)

derera : 8 — sphere unité de j\d XR. |

COROLLAIRE 1. 8i 1%x 1= sYxR i.e.si A=R, T_ est essentiel

si et seulement si deg(T ,B,l,o) #0, ol T estune extension continue de T o

Remarque. deg(T,BT,o) ne dépend que du type d'homotopie de T . (]

Le théoréme 1, raméne donc 1'étude de (17) & la classification de ces types
d'homotopie.

k. = m = dim ker Aa.

Rappelons que : :

-t

ki, K 2 2
THEOREME 2. L'application T_: (g,1) — (A "y5ue 05k “Eg, [1EI°-2°)

possede les propriétés suivantes :
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a) A=R . m estimpair deg(T,B,,0)= -2

. m est pair deg(T,B1,o)=o

ou T est une extension continue de T o

b) A=@Q T est non triviale si et seulement si :

d=1 et m>0 ou d>1 et m est. impair.

La partie difficile du théoréme est le cas b). La preuve sera donnée
en Appendice.

Nous déduisons du Théoréme 2, la solution du probleme (9).

THEOREME 3. Soit 1 =R ou @, ker A identifi¢a 29, Soit kpeens Jg

des entiers non négatifs avec o= max k. .
1<j<d

Considérons le systeme :

k.
(9) 2 ?‘gj -“g‘j(g,x) -0 1<j<d

N, d n n "~/ . .
u §=(§1,...,§j)€v/\ et /g:(gT,...,gd) satisfait :

18z, 01 = cig® + A2,

Alors il existe deux constantes positives M et r  telles que:

(i) Vr <r,,le systéme (9) admet une solution (€,)) avec ||&||<r,
1

In] = (Mr)®.

Cet ensemble de solutions sera appelé 1'ensemble des solutions triviales.

d
(ii) Si m= %kj est impair, le systeme (9) admet une solution non triviale,
1 :

a
pour tout r <r_ avec [&| =r, x| < M)~

(iii) Si A=@ et d=1, pour tout m >0, la conclusion de (ii) est vraie.
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1

—— —— o —

tration), 1'application définie v
S T kg
g — (A- g] = g1(§’)\): cees A gd"gd(g’)\))
peut &tre déformée par homotopie en :

k. k
(18) T:E— () 151,...,>\d§d),

La pré-image de zéro par eette application est 0. Le déterminant de son jacobien

d
d k. ? k. m
est J=1 Ad=afd=n
J>1
g =0 étant un point régulier de (18), nous avons alors :
m

M) si o A=C

deg(J,Hg]l <r, 0) =
m

(sign ) Mr)®* si A=R,

d'oll le résultat par le corollaire 1, d(7,||&|l <r, 0) &tant'non nul.

(ii) et (iii) sont une conséquence immédiate du théoréme 2.. B
d .
COROLLAIRE 2. Supposons m = %, k:i pair et qu'il existe un indice j,
1 ) .

soit j=-d pour fixer les idées tel que :

ky>0 et §d(§,k) st de 1a forme

é’d(g,p\) = xhy(g,)), olt h est une fonction continue en (g,)\) telle que

|h d(é,)\)l <c(g)® + |X|zc‘). Alors il existe deux constantes positives M et r

(o)

telles que pour tout r < rys le systeme (9) admette une solution non triviale avec
3 .

lgl =1, A| <M.

k : k -1 .
Preuve . On se rameéne au cas (ii) du théoréme 3 car X dg’d-'é' q= o=\ d g d—h q=°-
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§ 4. RESOLUTION DU PROBLEME EN DIMENSION INFINIE.

Elle est alors immédiate compte tenu de 1'équivalence établie au § 2. Nous

avons donc le :

THEOREME 4. Considérons 1'équation :

(1 Ax - xx = g(x,))

ot A et g satisfont les hypotheses du § 1 avec p=2a+1 et m &tant la dimen-

sion de ker A% (multiplicité algébrique).

Alors il existe deux constantes positives M et r o telles que :

1
i) v r <r,, (1) a une solution (x,)) avec ||Px]|<r, |)|= M)

P est la projection sur ker A cf. § 2 c¢)]. Cet ensemble de solutiorsest 1'ensemble
[ de est

des solutions triviales.

(ii) Si m est impair, (1) a une solution non triviale (x,)) i.e.
. 1

pour tout r<r_ et |Px| =T, | x| < (Mr)* .

(iii) Si A=C et dim g ker A =1, alors pour tout m, la conclusion

de (ii) est satisfaite.

Preuve. (i), (ii), (iii) découle de facon immédiate du théoréme 3. ®m

—— et ot v

Nous avons aussi le correspondant du corollaire 2.

COROLLAIRE 3. Supposons que dans la procédure de réduction de (1)

(cf. § 2 ©)) il existe un bloc j, soit j = d pour fixer les idées, tel que :

k

kd>o et Gdd(XT,)\) est de la forme :




9.20

kd kd
kd
ou h g Sst une fonction continue en (Xv1 »A) telle que
k
d 2 200
Iy Gepo | = CllxglI® + A5,
d
Alors, pour m= % kj pair, il existe deux constantes positives M et ry telles
— ——— 1 —— - R E——
que :
vV r<r,, (1) admet une solution non triviale (x,)\) avec ||Px||=r et
1 : A
x| < Mr)2.
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APPENDICE

A) L'objet de cet appendice est d'indiquer, dans ses grandes lignes, la
démonstration du Théoréme 2. § 3. Celle-ci nécessite quélques préliminaires
de théorie de 1'homotopie.

Soit T une application continue de B, boule unité dans Rn, dans Rk.
Supposons que T o’ restriction de T a S, frontiere de B, est une applica-

tion de S dans ]Rk - {o}. Rappelons la :

DEFINITION. To est dite essentielle par r‘appor't"g 'B, si toute

extension continue T : B — R* de T admet un zéro.

Elle est dite inessentielle dans le cas contraire.

On a vu (cf. § 3, theoréme 1) qu'une application T, est essentielle si et
seulement si T0 n'est pas homotope a une application constarite. Dans le cas
ou n <k, toute application To 1S — ]Rk - {o} est inéssen&elle c'est-a-dire
homotope & une application constante. Dans le cas ol n >k, lé situation est
beaucoup plus difficile.

Nous allons donner un exemple d'application essentielle dans le cas n=4,
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3

k = 3, c'est-a-dire correspondant & une application de S° dans R3 - {0}

3 1

ou de S~ dans S2 [Sn = sphére unité de R dans tout ce qui suit].
Considérons 53 comme la _sph‘ere unité de R4 Zexaq:
sP-(uz) €T x @) A2+ |z|%= 1),

On définit alors 1'application de Hopf:

77:53——-» ‘S2

par n(x,z) = (Re 2 Xz, Im 2} z, |z|2— |>\|2).

Cette application est essentielle ; le principe de la démonstration consiste a

raisonner par 1'absurde en supposant n homotope a une application constante.

2 2

On exhibe alors une homotopie entre 1'application identité de . 8 dans S

et une application constante. Cela signifierait que S‘?' est contractible, d'ou
la contradiction,
Pour plus de détails on pourra consulter [2] [6].

éfinissons maintenant la notion de suspension d'une application.
Définisso t t1 t d 1 d'un lication

1 k-1

Soit P : Sn_ — S une application continue. On définit la suspen-

sion de Y, notée TP, géométriquement, de la facon suivante :

1

1) on identifie 1'équateur de S" (resp. Sk) avec Sn.- (resp. Sk—1)<

2) Ty s, Sk applique le pSle nord (resp. sud) de s surle pble
nord (resp. sud) de Sk et est 1'extension lindaire, sur les grands cercles,

de ) aux hémispheres.

’Analytiquement, apres avoir étendu radialement i : Sm"T —_ Sk'-T a

la boule unité B" de R", on définit :



A3

w3 s — s
( ) ¢(X1, ...,Xn) Xl’H-T )
: paI‘ . XigesesX q) — j LI 1 e
P (piPed, )7 (lelP e, )

Il est important de noter que si deux applications sont homotopes leurs suspen-
sions le seront également ; en particulier si § est essentielle, Ty est essen-
tielle.

Remarques : 1. A un facteur positif pres, la suspension Ty de ¥

).

a donc la forme Zzp(xl, ... ,xn+1) = (zp(x1, .ee ,xn); Xl

2. Lorsque Y est une fonction complexe de plusieurs variables

complexes, la suspension de ¢ est définie de fagon analogue ; il importe de

2

noter qu'identifiant € a R (i.e. z a (Re z, Im z)), la suspension "complexe"

correspond a deux suspensions "réelles". Sauf indication contraire, % désignera

la suspension réelle.

B) Nous abordons maintenant la démonstration du Théoreme 2.
Celle-ci va consister en une série de déformations de To . Dans le cas
ol A=R, To est une application de Sd dans Sd. On pourra donc conclure

en utilisant un argument de degré. Dans le cas ou A=, To est une application

2a+1 2d

de S dans S ; on ne peut plus utiliser le degré. Par une nouvelle série
de déformations on montre alors que To est homotope a la suspension de 1'appli-
cation de Hopf composée avec une certaine autre application.. Pour la commo-

dité, nous procédons par une suite d'assertions.
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Ky K4 2 .2
ASSERTION 1. L'application T_: (£,)) — (A "&1,.cesX “Egs lIEl -x|9)

peut &tre déformée en 1'application :

('§,)\)-—+()\m§1, gza-u’ gd’ ]§1\2 - D\lz)
d
ou m=ji=:1 kj et ’é:(gT’ §23-'-’ gd)'

Preuve. Par abus de notation, on représentera une application par son image.

k,‘ k1 l(1 1 m m
X By X8y A gy | A8 AEy
: : : 2 %
-t (1) ) ) ) D :
a1, (o o, “da : )
gd—T —§d §d_1,\, ..... ] s v
k kak . .
x e, A S N R £ £
(TR P T e P B TN [N R NN

ol .... désigne la répétition (d-1 fois) des homotopies (1) et (2) (mais pour
les valeurs Kgoq == k1).

Précisons les homotopies (1), (2), (3).

L'"homotopie (1) est :

K
)\ ‘g1
e
A d-zgd_2
Ka-1
(1-t)x -t B4 o<t<1
k +k k

gy 4 a1 (1_t)>\d | e,

EEANE
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L 'homotopie (2) est :

x e,
)\kd—ng_z
-(1-t) txderkd'T Ea-1 ost=<1
t (1ot 41 3
ln? - 2
L "homotopie (3) est :
",
%2
é ost=s1
%q
t1g 2+ (1=0)l1g)%- |2 |2

Pour démontrer 1'assertion (1), il faut vérifier que pour chaque valeur de t
dans [O, 1] les applications ci-dessus ne s'annulent pas sur la spheére unité
|l§||_2 + ]>\|2 =1 (ces applications sont trivialement continues en E, A, t).
La conclusion en résultera alors en faisant t = o \ puisb t= ‘l.. Vérifions cela,
par exemple, pour 1'homotopie (1). (On raisonne de fagon identique pour (2)).
Procédant par l'absqrde, supposons que pour t € [0, 1], 1'applica-
tion dé_’ﬁnie par (1) admette un zéro (§,)) tel que H§||2 + |>\|2 = 1. Comme
2 1y 12 K . S
I1EII* = |x|® =0, X estnonnul. De X B4 =0, 1=<i=<d-2, on déduit alors
i ,

§i=o, 1<i<d-2 etde:
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- k -
d-1 r
(1-t)x -t B4t o

+k ., k B
TTET 4 | gy o

k
ta

on déduit £ a-1- g q=© (le déterminant de la matrice est non nul) si A £ o,
o<t<1). On aurait donc €=o0 ce qui contredit ||§|l‘2 = IMZ £ 0.
Vérifions la méme conclusion pour 1'homotopie (3). Si, pour té€ [o,1],

1'application définie par (3) s'annulait sur ||§112 + |>\|2 = 1, on aurait :

§i=o 2<i<d et xm§1=o.-
| R B 2 2 22
On ne peut avoir simultanément g, =X = o, car |[g[I+ IX|“ = l§1l + X =1.
Donc ou bien )\ = 0, ou bien €4 =0~ Si )\ =0, comme H§1|2= |§1\2:
2 2 2
t1g 1%+ (-0lIE1® - 22 =0 = |g]%=0;
. . 2 2 ‘
donc €= X=o0 ce quicontredit ||g||°+ |X|“ = 1.
Si g,l:o, €=0 et:
t5y 1%+ (1-t) 181° - (AP =0 <> =0
. . 2 2
donc €=)\=o0 ce quicontredit ||€]|“ + |x|® = 1.
L'application (3) ne s'annule pas sur la sphére unité. m

ASSERTION 2. Cas A=R.

d d

Soit T une extension de TO : ST — S d+1

, boule unité de R~ .

d
Rappelons que m = %kj‘

Si m est impair <> m = 2n+1, deg(‘T,Bd”,o) = =2
d+

Si m est pair <= m=2n, deg(T,B 1,0):0.

Preuve. Remarquons tout d'abord que le degré est un invariant de la classe

d'homotopie de To’ donc ne dépend pas de 1'extension T.
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D'apres 1'assertion 1, To est homotope a :

(517“-’ gd’ >\-) m— (>\m§1,§2’---’ gd’ ‘§1 lz_ |>\|2)'

Si m = 2n+1, utilisant 1'homotopie :

It + (-2 4 Bprever B |§1|2- N ost<s1

on a (aprés avoir vérifié que cette homotopie est admissible) :

2 , 2 2

2o B v, By, 18191019,
17:°2 d 1

(" 8ys Byreees Bys 12,
2= A%

La matrice jacobienne de (£,1) — (X STRSYRERY 8a’ |§1

stécrit :
A O:. ........ O g’l
0 1_ < 0
\\‘ ~ ~N :
J= . ~ \\ \\ '
O = - - - o 1 o
L2«§1 O_ _ _ __.0 =2x

C'est une matrice (d+1) x (d+1) dont le déterminant s'écrit :

d+1 d+1 .
28, (-1)7" g dét T, o

aét J = a(-2)) + (-1) 1

= 202+ g%) <0 v(g,)).

Résolvant >\§1 = 62, gz =0 ... gd =0, l§1 |2- ],)L|2=0 qui admet deux solutions

gT_i & 8y=...=84=0, )\ =t g, on obtient donc :

deg(T,BH 1 0) = -2.

Si m = 2n, utilisant 1'homotopie :

[(t+(1—t)A2“)§1,52,...,’s:d, |§1|2— ] ostst
puis 1'homotopie :
(1008, (1085, + ., (1084, (1-00( |5 |- (1P}t ] o<t=<1

qui (on le vérifie) ne s'annule pas sur la sphére unité, T o est homotope a



(0, 0,..., 0, =1) dont le degré est O. : [ |

ASSERTION 3. Cas A= .

3

Soit a_: (u,u) — (4™,u) 1'application de S> dans S> et 7 1'appli-

o4
m

cation de Hopf de S° dans S2.

Alors T0 : 82d+1 — SZd est homotope a sz_z—oman, application
3 2

obtenue en effectuant 2d-2 suspensions de -o on: s° — g2,

Preuve. D'apres la définition de o

_______ . et m (cf. partie A), ~a_on est une appli-

3 2

cation de S” dans S“, définie par :

~o om: (8,0 — Oy, 15,12 - A2

D'apres la définition analytique de la suspension, sz_z—cxn° n est une

2d+1 2d

application de S dans S définie par :
d-2 /. m 2 2
g -d,moni(g1,..-,gd:>\)—b()\ §1,‘§1l _|>L| ,gz,-ooygd)o
1 faut vérifier que cette application est homotope a To' Cela s-'eff_ectue

par 1'intermédiaire des deux homotopies suivantes (dont on vérifie qu'elles ne

s'annulent pas sur SZdﬂ), sachant que :
EET & giE(Regi, Im gi) 1<isd
m \ m
g | A%
éd_1 . et . o<t<1
Re 5, (1-tReg +t(| £, |- 1n |?)
(1-time -t(|g, |- A 1?) t Re g-(1-8)(|g, 13- A1)
2 2 '
tm £+ (1-t)(|g, [“- A [%) m 54
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En effectuant ces deux homotopies, To est déformée en :
m 21,12
(51’ .o ”gd’)\) — (X §1’ RS gd—"i’ lg’l‘ "'lk| ’gd)'
En répétant 1a méme opération d-2 fois, T0 est déformée en :

(§1,...,§d, )\) - (Am§1, \€1|2‘ l)\.lzy gz:---y gd)

qui est précisément 242 _ Q. °n- [ ]

ASSERTION 4. y#94-2_ o, °n estnon triviale (i.e. n'est pas homotope

& une constante) si et seulement si

d="1 | et m>o0

ou d>1 et m est impair.

car n, donc -n est essentielle par construction ainsi que o, - (on vérifie
que ¢ a pour degré m).

Si d>1, tout revient a montrer 1'équivalence dans le cas d=2 car
1'opération de suspension conserve 1'homotopie. Il suffit. donc de montrer que :
Z2 2 . . .

- on~E -nA o si m est impair
2 . .
- 00N ~O si m est pair.

5

Dans lecasou d=2, k. +k. =m, 22 - 0,07 est une application de S

175
dans S? définie par :
2 . .
z —G'mon.: (giygzyk) _"(A:mg-l: |§1l2 - l>\\2: §2)
alors que :
22 -0 (8,80 — gy, 15,12 A2, &)

Supposons m impairi.e. m = 2n+1, alors par une série d'homotopies
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analogue a celles utilisées pour prouver les assertions 1 et 3 (mais ici avec
d =2 et en supposant pour fixer les idées que k1 > kz) :

\"e, Am§1 XE, XE,

<

2Peapon= (5 -0Plu] & W & HEIP-RIE|=22-n

) ig?- a3 e e,

ot - nio résulte de .177(. o.

Supposons m pairi.e. m = 2n, alors de facon analogue :

m m o
A 51 by 51 : gT o)
22ogpon= g PB-Plv g v g |~lo | ~ o
£, NS I (SR

ce qui acheéve la démonstration. [ |
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