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1.1 

Exposé n° 1 

OPERATEURS ET APPLICATIONS FREDHOLM 

par 

J.C. SAUT 

-.-

GENERALITES. 

Ce paragraphe s 'inspire largement de Palais [ 8 J • 

(1) DEFINITION t.1. Soient X, Y deux Banach ; T E zl(X, Y) est 

appelé opérateur Fredholm si 

(i) ker T est de dimension finie. 

(ii) Coker T = Y/T(X) est de dimension finie. 

On dira que T est Fredholm de type (p,q} si ker T {resp. Coker T) est 

p-dimensionnel (resp. q-dimensionnel). 

Nous noterons F(X, Y) 11 ensemble des opérateurs Fredholm de X 

dans Y. 

(1) Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y. 
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DEFINITION 1.2. On définit la fonction indice, ind : F(X, Y) -+ Z par 

ind (T) = dim ker T - dim Coker T. 

THEOREME 1.3. Soient X, Y deux Banach et TE F(X, Y). Alors T(X) 

, ~f, ( if- ➔E--. ( 1) ( ➔f-) est ferme dans Y, T' E F Y , X , , et Ind T = - Ind T. 

~.!'JJ.Y~.: On a la factorisation canonique : 

x-1:...Y 
li\ js où S est injective. 

X/ker T 

On pèut supposer T injective car S est Fredholm, injective, et 

S(X/ker T) = T(X). Soit W un supplémentaire algébrique de T(X) dans Y. 

Alors dim W < + cc puisque T est de codimension finie et W est un Banach. 

Soit T : Xe W-. Y, f(x, w) = Tx+w. T est linéaire, continue et 

bijective, donc un isomorphisme topologique d'après leJhéorème de Banach (2). 

Puisque X est fermé dans Xe W, T(X) = T(X) est fermé dans Y. 

Les autres assœti.oœ résultent du fait bien connu que si TE J:\X, Y) 

a une image fermée, alors ker T➔E- = (Coker Tt et (ker T)➔E- = Coker T➔E-. ■ 

THEOREME t.4. Soient X, Y deux Banach, TE a!(X, Y). Supposons 

qu'il existe S, S' E al(Y ,.,X) tels que ST - IdX E K(X,X) (J) et 

TS 1 -I<ly E K(Y, Y). Alors TE F(X, Y). 

Réciproquement, si TE F(X, Y), il existe SE :l.(Y ,X) tel que ST-I<lx 

~f, ~f, 
X' = dual de X, . T' = adjoint de T. (1) 

(2) Soient X, Y Banach , et T : X ➔ Y linéaire bijective continue. Alors T 
est un isomorphisme. 

(J) K(X, Y) désignera 11 espace des opérateurs (linéaires) compacts X ➔ Y. 
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et TS-lciy soient de rang fini (et donc compacts). 

Autrement dit, TE ol(X, Y) est Fredholm si et seulement si T est inver-

sible modulo les opérateurs compacts. 

Preuve. On a le 

LEMME 1.5. Soit X _un Banach, K E K(X,X) et T = I-K. Alors T EF(X,X). 

Démonstration du lemme 1 . 5. 

Soit V= ker T et Bv = boule unité de V. Alors K(Bv) = Bv ; donc 

Bv est relativement compacte, donc V est de dimension finie, donc admet un 

supplémentaire topologique: X= V œw. Il suffit alors de montrer que (Tlw)-l 

est borné (car alors T(X) est un Banach puisque homéomorphe à W, et est 

donc fermé dans Y) • 

Supposons le contraire ; il existerait alors une suite w n E W, 1 lw n 11 == 1, 

Tw -+ o ; on peut supposer que K(w ) -+ x EX. Alors w -K(w ) = Tw -+ o, n n n n n 

donc w -+ x, et x E W. Mais Tx = lim Tw = o, donc x E V = ker T, i.e. n n 

x EV n W = {o} ; absurde puisque \\xll = lim \\w Il= 1. n 

Enfin (X/T(X)/e- = ker T-le-(puisque T(X) est fermé) == ker(I-K,1. 

dim(X/T(X)) < +oo. ■ 

Preuve du théorème l.4. On.ao ker T cker ST et dim(ker ST) <+eao. d'après 

le lemme 1.5. De même, TS' (Y) est un sous-espace fermé et de codimension finie 

de X, et puisque T(X) :::::> TS' (Y), T(X) est fermé et de codimension finie dans 
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Y (on a utilisé : X Banach, S c T sous-espaces, S fermé dans X et de codi-

mension finie dans X =} T est fermé et de codimension finie). 

Réciproquement : Si T E F(X, Y), il existe 2 supplémentaires topologiques V et 

W de ker T et T(X) respectivement. 

Alors T lv : V - T(X) est une bijection et (T lv)-1 est continue d'après 

le théorème de Banach. Prolongeons (T lv)-1 en S : Y ~ X continue, par O 

sur W. 

■ 

COROLLAIRE 1.6. Si TEF(X,Y) et KE K(X,Y), alors T+KEF(X,Y). 

?.!'~~.Y~-· D'après le théorème 1.4, il existe SE ol(Y ,X) tel que ST-IdxE K(X, Y) 

et TS-Idy E K(Y ,X). Alors S(T+K)-IdX = (ST-Idx)+SK et (T +K)S-Idy=(T$-Idy)+KS' 

sont compacts ( composés d'un opérateur compact et d'un opérateur borné). 
■ 

COROLLAIRE 1. 7. F(X, Y) est ouvert dans .l(X, Y). 

?.!'~J.Y~..: Soit T E F(X, Y) • Choisissons d' après le théorème 1 .4, S E .e(Y, X) tel 

que ST-ldX = K E K(X,X) et TS -Idy = K' E K(Y, Y). On va montrer que si 

T' E .l(X,Y) et si IIT-T' Il < IISll-l alors T' E F(X,Y). 
00 00 

Soit A= T-T'. Alors 11S All
00 

< 1 ; Idx-S A est donc inversible dans 

-t(X,X). Posons B = (Idx-sAr 1• Alors ST'= ST-SA= K+(Idx-SA) et, posant 

S 1 =BS, S'T' = BST' = BK+I~, ou S'T' -Idx= BK. De même, Idy-AS a un in­

verse C dans .l(Y, Y) et si S" =SC, alors T' S = TS-AS = K' + (Idy-AS), de 

sorte que T'S"=T'SC=K'C+Idy, soit T'S"-Idy=K'C. Mais BKEK(X,X), 
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K'CE K(Y ,Y) (composé d'un compact et d'un borné), donc T 1 EF(X,Y) par le 

théorème 1.4. 
■ 

COROLLAIRE 1 .8. Soient X, Y, Z des Banach, T 
1 

EF(X, Y), T 2EF(Y ,Z). 

Alors T= T
2

T 
1 

E F(X,Z). 

~.!'~~.Y~.: On choisit d' après le théorème 1 . 4, S 1 E .e(Y, X), s2 E -;l(Z , Y) tels que 

de même que TS - IdX = T 2K2s2 + K 4 , d'où le résultat. 

• 
THEOREME 1.8. Soient X, Y, Z des Banach ; T EF(X, Y), S EF(Y ,X). 

Alors Ind(ST) = Ind S + Ind T. 

Preuve. ST EF(X,Z) d'après le corollaire 1.8. On a la suite exacte 

T O -. ker T _. ker ST --+ ker S n lm T -+ 0 

d'où dim ker ST= dim ker T + dim(ker S n lm T) ce qui s'écrit : 

(1.1) dim ker ST= dim ker T + dim ker S - dim(ker S/ker Sn lm T). 

De la suite exacte O - lm S/Im ST --t Z/Im ST --t Z/Im S --. 0 on tire 

( 1.2) dim CokerST =•dim CokerS+dim(ImS/ImST). 

~ 
De la suite exacte O-+ lm T + ker S --t Y __ê_. lm S/Im ST--. 0, on déduit 

lm S/Im ST~ Y/(lm T + ker S) :'. (Y/lm T)/((lm T + ker S)/ lm T) d'où, pVec (1.2) 

(1:3) dim Coker ST= dim Coker S + dim Coker T-dill\(lmT+ker S)/Im T) 

et d' après ( 1 • 1), ( 1 • 3) il vient : 



1.6 

(1.4) Ind ST= IndS +Ind T+ dim((Im T+ker S)/Im T) - dim(ker S/kerS nim T). 

Mais la suite o-. ker S n lm T-. ker S --. (lm T+ker S)/Im T--+ 0 est exacte, 

de sorte que dim ker S/ker S n lm T = dim(Im T + ker S/Im T), ce qui achève la 

preuve avec (1.4). 
■ 

THEOREME 1.9. Soient X, Y des Banach. L'application ind :F(X,Y)--.z; 

~st continue, donc constante sur chaque composante connexe de F(X, Y). 

Preuve. Soit T EF(X Y). Il suffit de montrer que IndS = Ind T pour S assez ------- ' 

près de T. Soient V et W deux supplémentaires topologiques de ker T, T(X) 

respectivement : X= ker T E9 V, Y= T(X) e W. 

Soit SE ;l(X, Y). Considérons 'i0: V E9 W -t Y donnée par cp(v, w)=Sv+w. 

Si S =T, tp est une bijection et donc un homéomorphisme de vœw sur Y (d' a­

près le théorème de Banach) • 

Mais Iso(V œ W, Y) est ouvert dans .l (V œ W, Y) ; donc S E Iso(V œ W, Y) 

pour 11S -T Il assez petit. Un S vérifiant cette condition est un isomorphisme to­
oo 

pologique de V sur un sous-espace fermé S(V) de Y et Codim S(V) = dim W 

= dim Coker T. Puisque S est injectif sur V, on peut écrire X= ker S œz œ V 

et alors S est injectif sur Z œ V, donc S(Z) n S(V) = {o} et dim S(Z) = dim Z. 

Alors Y=W' EBS(Z) EBS(V) et dim Coker S = dim W'=CodimS(V)-dim S(Z) 

= dim Coker T - dim Z. Par ailleurs, dim ker S + dim Z = Codim V= dim ker T. Donc 

Ind S = dim ker S - dim Coker S = dim ker T - dim Coker T = ind T • 
■ 

COROLLAIRE 1.10. Si TEF(X,Y) et KEK(X,Y), alors Ind(T+K)=Ind T. - - --
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!'E~EI~..: D'après le corollaire 1.6, on sait déjà que T + K(X, Y) c F(X, Y). Puisque 

K(X,Y) est un sous-espace de .t(X,Y), il est connexe d'où le corollaire. 

COROLLAIRE 1 • 11. Soient X, Y des Banach. L'application 

F(X,Y) -+ ~ 

T r-+ dim ker T est semi-continue supérieurement. 

■ 

Démonstration. Soit T EF(X, Y) ; il suffit de montrer que dim ker S ~ dim ker T 

pour tout S EF(X, Y) assez près de T. 

Or (cf. démonstration du théorème 1 • 9), on a dim ker S + dim Z := dim ker T, 

d'où le résultat. 
■ 

COROLLAIRE 1. 12. Soient X, Y des Banach ; soit F q (X, Y) l' ensemble 

des opérateurs Fredholm d'indice q. Alors F q (X, Y) est ouvert dans .l(E, F). 

Preuve. Résulte immédiatement du corollaire 1. 7 et du théorème 1. 9. 

■ 

§ 2. THEOREME DE SARD-SMALE ~ APPLlCATIONS. 

Le début de ce paragraphe s'inspire assez largement de Smale [9 J ·• Nous 

allons d' abord étendre la notion d'opérateurs Fredholm à des applications entre 

variétés différentiables modelées sur. des espaces de Banach (que l'on appellera 

simplement variétés différentiables) (cf. [2 ], (7 ]) • 

Nous supposerons nos variétés connexes et à base dénombrable d'ouverts 

(en particulier, elles sEr'ort des espaces de Lindelof : de tout recouvrement ouvert, 

on peut extraire un sous-recouvrement dénombrable). 
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DEFINITION 2. 1. Soient X, Y deux variétés différentiables _et f: x-. Y 

de classe C 1 • On dit que f est une application Fredholm si la dérivée 

Df (x) : T x (X) -. T f (x) (Y) est un opérateur Fredholm pour tout x EX. 

L'indice de f, noté ind f, _est ( connexité de X et continuité de 

x i---. ind Df (x), cf. théorème 1. 9) la valeur commune de ind Of (x), x E X. 

DEFINITION 2. 2. Soit f : X --+ Y de classe C 1 ; x E X est un point régu­

lier de f si Of (x) : T x (X) --+ T f (x) (Y) est surjectif, et est µn point singulier, ou 

point critique, sinon. On notera C l'ensemble des points critiques de f. 

Les images par f des points singuliers _sont les valeurs singulières, ou 

valeurs critiques de f ; les autres points de Y sont appelés valeurs régulières • 

Nous noterons Rf l'ensemble des valeurs régulières de f ; si Ac X, 

on pose Rf j A = Y - f (A n C). Si U c X est ouvert, Rf j U = Rf I U . 

Remarquons enfin que si y E Y et y 1, f (X), alors y E Rf. 

LEMME 2. 3. Si f : X --+ Y est une application Fredholm, l' ensemble C 

des points singuliers de f est fermé. 

E!:~~~~. Montrons que l'ensemble des points réguliers est ouvert ; cela résulte 

immédiatement de ce que Ind Df(x) est constant et du fait que x ..,_. dim ker Df(x) 

est s • c • s • ( cf • corollaire 1 • 11) 
■ 

LEMME 2 .4. Si f : X --+ Y est une application Fredholm propre (i.e. 

11 image réciproque de tout compact est compacte), alors l'ensemble Rf des valeurs 

régulières de f est ouvert • 
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Démonstration. Supposons Rf non ouvert ; il existe alors y E Rf et zn = f(xn), 

xn points singuliers de f, tels que zn-+ y. Soit K = {z1 ,z 2 , ••• ,zn' ••• y}. 

Puisque f est propre C 1(K) est compact. Il existe alors une sous-suite xn-+ x, 

et x est un point singulier d'après le lemme 2 .J. Donc f(x ) -+ f(x) et f(x) = y, n 

ce qui contredit le fait que y est une valeur régulière. 

• 
On rappelle le 

THEOREME 2 .5. (Sard). Soit U un ouvert de Rp et f : U -+ Rq, de --- - ·- -

classe Cs , s > Max (p-q, o) . Alors l' ensemble des valeurs critiques de f est de 

mesure nulle. 

Pour une démonstration, cf. par exemple [ 6]. • 
Rappelons enfin qu'une partie A d'un espace topologique X est rare 

0 
si A = W, maigre si elle est réunion dénombrable d' ensembles rares. 

Un espace topologique est un espace de Baire si aucun ouvert non vide 

n'est maigre, ou de manière équivalente, si toute intersection dénombrable d'ou-

verts denses est dense. Tout espace métrisable complet est de Baire. 

Dans un espace de Baire X, un sous-ensemble A est dit résiduel s'il est 

intersection dénombrable d'ouverts denses (i.e. si son complémentaire est maigre). 

Dans un espace de Baire, une propriété vraie sur un ensemble résiduel 

(i.e. sauf sur un ensemble maigre) sera dite générique, ou vraie presque partout. ■ 

Le théorème suivant généralise le théorème de Sard en dimension infinie : 
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THEOREME 2.6. (Smale). Soient X, Y deux variétés différentielles et 

f : X ---. Y, de classe Cq et Fredholm avec q > Max (ind f, o). 

Alors l'ensemble ,des valeurs régulières de f est un résiduel de Y. 

Remarque 2. 7. L'hypothèse f Fredholm est essentielle : il y a des exemples de 

fonctionnelle CQO sur un Hilbert réel et dont l'ensemble des valeurs critiques 

possède un point intérieur (Kupka). ■ 

Avant de montrer le théorème 2. 6, donnons deux corollaires importants ~ 

COROLLAIRE 2 • 8. Si f : X ---t Y est Fredholm d'indice < o , son image 

est d'intérieur vide. 

Démonstration. En effet, un opérateur Fredholm d'indice < o ne peut être surjec­

tif. Donc tous les x de X sont singuliers et 11 ensemble des valeurs singulières 

de f coihcide avec f(X). 

• 
COROLLAIRE 2. 9. Soit f : X ---t Y de classe Cq, Fredholm avec 

q >Max (Ind f,o). 

Alors pour presque tout y E Y, C 1 (y) est soit vide, soit une sous-variété 

de X de dimension l'indice de f. 

Q~!!.1.9E~.!!:~ti.9_!,1_: D' après le théorème. 2 • 6, pour presque tout y E Y, y est une va­

leur régulière. Supposons C 1{y) -f. ~. Alors pour tout x E C 1{y), f est une sub­

mersion en x (Df (x) est surjective car y est une valeur régulière et son noyau 

admet un supplémentaire topologique puisque f est Fredholm). On sait alors 

(cf. par exemple [2] p. 52 ou [7]) que C1{y) est une sous-variété de X. Sa 
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dimension est celle du noyau de Of (x), à savoir Ind f, puisque Df(x) est surjec-

tive. 

Démonstration du théorème 2 .6. Il suffit de montrer que tout x EX possède un 

voisinage 'Ir tel que Rf I fr soit ouvert et dense. En effet, puisque X est de 

Lindefüf, on pourra trouver un recouvrement ouvert dénombrable de X par de 

tels 'Ir n et le résultat suivra puisque Rf = R Rf \'ii' n • 

Montrons d I abord le 

LEMME 2. 10 • Soit f : X -+ Y une application Fredholm. Alors f est lo-

calement propre, i.e. pour tout x E X, il existe !:!!!. voisinage '2 de x tel que f \~ 

soit propre. 

Preuve du lemme 2. 10. La propriété étant locale, on se ramène au cas f : U -+ E' , 

U ouvert de E, E et E I Banach. 

Soit x EU ; posons A= Df(x ) : E -t E'. Puisque A est de Fredholm, 
0 0 

ker A et lm A admettent un supplémentaire topologique : E = E
1 

E0 ker A, 

E' = lm A E0 F 
2 

• Soient P, Q (resp. P 1 , Q 1 ) les projections correspondantes. 

Soit x =(P ,q) p EE 1, q EkerA. Soit A =P'oA\E :E 1 -+ImA. A est 
0 00 0 0 0 1 0 

clairement un isomorphisme linéaire d' après le théorème de Banach. D' après 

Lang ( [7 J Ch. I § 5) il existe des voisinages V 
1 

c E 
1

, V 
2 

c ker A, V c U de p
0

, 

q
0

, x
0 

respectivement et un difféomorphisme, h : V 
1 

x V 
2 

-+ V tel que le diagram­

me suivant soit commutatif : 

f P' 
-+ E' - ImA 

~ 



1.12 

On voit alors en particulier, que V qE V2 , flh(v
1
·x {q}) 

phisme sur son image. 

est un homéomor-

Soit M un voisinage compact de q
0 

contenu dans V 
2 

(c'est possible 

puisque dim ker A t.. oo). Soit N = h IV (M). 
2 

Soit maintenant f(x.) =y.-+ y, x. = (p.,q.) E hlV (v
1
) X N. Il suffit évidem-

1 1 1 1 1 1 

ment de montrer que 11 on peut extraire des x. une sous-suite convergente. Puisque 
1 

N est compact, on peut supposer que q.-+ h(q), q E M et puisque f(p.,q)-+ y, 
1 1 · 

on peut supposer que q. = h(q). 
1 

est un homéomorphisme, donc p. --. p , ce qui 
1 

montre le lemme (avec 1l = h IV (V 1) x N), où v•1 c V 1" 
1 

■ 

Nous allons maintenant montrer que tout x E X possède un voisinage ouvert 

V tel que Rf IV est dense. 

On se ramène encore au cas f : U --+ E ' , U c E • Soit x E U. Nous repre­o 

nons les notations de la démonstration du lemme 2 • 10. Il est clair que R =R 
f IV th

lv ,rV 2. 

Par ailleurs, la commutativité du diagramme montre que 

On en déduit que (y 
1 

, y 
2

) est une valeur régulière de f oh si et seulement si y 2 
' -1( ) est une valeur régulière de rpx 

1 
: V 

2
_ - F 

2 
ou x 

1 
= A

0 
y 

1 
et 

<Px,<x2) = Q' ofoh(x 1,x 2). 

En vertu des hypothèses du théorème 2 .6, tpx vérifie les hypothèses du 
1 

théorème de Sard. Donc Rfh n ( {y 
1

} x F 
2

) est dense dans {y 
1

} X F 
2

, 
lv

1
xv 2 

V y 
1 

E A
0 

(V 
1
) ; il en résulte que Rfh est dense dans E 1 • 

1v1xv2 
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Fin de la démonstration. D' après le lemme 2.. 10, on peut choisir un voisinage '1 

de x
0 

tel que '1 eV et que f \?Ï soit propre. D'après le lemme 2.3, l'ensemble 

C des points critiques de f est fermé dans X, donc f(o/l ne) est fermé puisqu'une 

application propre est fermée, Donc Rf \ 'fi. = E I '- f (n n C) est ouvert• 

Puisque Rf c Rf 1 ~ , ce dernier ensemble est également dense, ce qui 
IV 

achève la preuve du théorème 2. 6. 

• 
Application. Etude de l'ensemble des solutions stationnaires des équations 

de Navier-Stokes. 

Nous nous proposons ici de retrouver un résultat de Temam-Foias ( [ 4 J, 

[5 ]) sur la finitude générique des solutions stationnaires des équations de 

Navier-Stokes. 

En vue d' autres applications éventuelles (systèmes elliptiques non-linéaires 

par exemple), nous donnons d'abord une conséquence du théorème de Sard-Smale. 

THEOREME 2. 11 • Soient X un Banach et A un opérateur linéaire fermé, 

de domaine D(A) ; soit B un opérateur non linéaire tel que D(B) =:i D(A). 

(1) 

Pour u E D(A), posons F(u) = Au+B(u). On suppose : 

(i) A est Fredholm d'indice nul de D(A) dans X _(l) 

(ii) B est C 1 et compact de · D(A) dans X 

(iii) F-l transforme les bornés de X en bornés de D(A). 

D(A) est muni de la norme du graphe. 
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De plus, card F- 1 (y) est constant sur chaque composante connexe de RF. 

!.:!:~~~~. B étant compact, sa dérivée est compacte de D(A) dans X (cf. par ex. 

Krasnosel' skii [ t t ]) • D'après le corollaire l. 10, F est donc une application 

Fredholm D(A) - X, d'indice nul. 

Soit RF l'ensemble des valeurs régulières de F • D I après le théorème de 

Sard-Smale, ~ est dense dans X. 

Pour montrer que RF est ouvert, il suffit d' après le lemme 2 .4, de prouver 

que F est propre. 

Soit donc K un compact de X. Alors F- l (K) est fermé borné dans D(A) 

d, après (iii) . Puisque A est Fredholm d'indice nul, il s ' écrit A = A0 + T O · où A0 

est un isomorphisme de D(A) sur X et T 
O 

est compact ( et même de rang fini). 

D'après (ii), (T
0 

+ B)(F-\K)) est relativement compact dans X, de même 

que K' = K + (T + B)(F-\K)). 
0 

Donc A -\K 1 ) est relativement compact et F-\K) c A~ 
1 

(K') est compact. 

Les dernières assertions du .théorème 2. 11 résulteront du 

LEMME 2. 13 . Soient X, Y des Banach, f : X --+ Y, de classe C 1 , propre, 
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Fredholm d'indice nul. 

Soit N (y) le cardinal de C 1{y) • 

Alors N(y) est fini et localement constant sur Rf. 

Preuve du lemme 2. 13. N(y) est évidemment fini sur Rf puisque pour y = f(x), x 

régulier C\y) est compact (f propre), et discret (Df(x) est un isomorphisme 

puisque f est d'indice nul, et f est difféomorphisme local au voisinage de x). 

Montrons que N(y) est localement constant. C I est clair si y 1-f (X) puis­

que f(X) est fermée (f est propre, donc fermée). Si y
0 

E Rf et y
0 

E f(X), alors 

C 1 (y 
0

) = { x 
1 

, ••• , xp} , xi points réguliers , et il existe des voisinages ouverts 

deux à deux disjoints U.(x.), i= 1, ... p, et U(y ), tels que f 1U( ) soit un 
1 1 0 1 • x. 

1 1 
p 

difféomorphisme de U.(x.) sur U(y ), i = 1, ... p. Soit V(y )=U(y ),f(X,U U.(x.)); 
1 1 0 0 0 i=1 1 1 

V(y
0

) est ouvert puisque f est fermée et pour tout y E V(y ) , N(y) = N(y ) • ■ 
0 0 

Nous rappelons maintenant quelques notations et faits bien connus sur 

les équations de Navier-Stokes (cf. [10], (4]). 

Soit O un ouvert borné de Rn, n = 2, 3, de frontière è C2 de classe c4 . 

Posons '1/' = { u = (u
1

, ••• ,un) E ce> (n)°, div u = 0}, H (resp. V) = adhérence de '1/' 

dans L2(o)° (resp. tt1(n)n). 

Notons P la projection orthogonale de L 2(n)° sur H. Pour 

u E DH(A) = H2(n)° n V, soit Au = - P ti u (A est 11 extension de Friedrichs de 

- 6. l '1/'). A est un opérateur auto-adjoint, positif, d I inverse compact. D' après 

Cattabriga [3], il existe C 
1 
(n) > o telle que 

c, 1 11u11 2 s IAu I s cl 1~11 2 (1) 
H (n)n H (o)° 

( 1) Nous noterons 1 • 1 et (,) la norme et le produit scalaire dans H, 11-11 la 
norme dans V. 
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n ovk 
Pour u, vEV, posons B(u,v) = P[(u.grad)v] = P[_ ~ uj èx. ]. On sait 

J,k=t J 

(cf. [ 4 ] par ex. ) que B (V, D(A)) c H • 

Le problème de Navier-Stokes stationnaire est alors le suivant : 

Etant donnés f E H et v > o, trouver u E V tel que : 

(2 .1) vAu + B(u,u) = f. 

Posons S(f,v) = {uEV; u solution de (2.1)}. Alors (cf. [10]), 

S (f, V) 1' ~ et S (f, V) c D(A) • 

THEOREME 2. 14. (Foias-Temam). Soit v > o ; il existe un ouvert dense 

0 de H, tel que card S(f,v) soit fini (non nul) sur O et constant sur chaque 

composante connexe de O. 

!:'EJ~.YJ..: On définit une application F : D(A) --t H par F(u) = vAu+B(u,u). 

F est Fredholm d'indice nul. En effet, A est Fredholm d I indice nul. (c'est un 

isomorphisme de D(A) sur H, cf':. [10]), et la dérivée de B est compacte puis-

que B est compact. Ce dernier point résulte évidemment du 

LEMME 2.15. Soient ncRn borné, n = 2, 3 et s ~ 3/ 2 • L'application 

· ou s s-2 · 
u .-. u oX- est compacte de H (n} dans H .(n}. 

1 

Preuve du lemme 2. 15. Il suffit de montrer le cas le plus défavorable n = 3, 

s = ~. On a alors d 1 après le théorème de plongement de Sobolev, u, v E LP(n), 

V p, 2 :S p <ao et ::. E L3(n). D'où par Holder, 
1 

où q = · 3~ • Soit q' tel que 1 + -;. = 1 • 
p+.., q q 

Alors Hr(O} cLq'(n) où r =~;.D'où Lq(O) cH-r(Q). Choisissons 
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p de telle façon que ~~6 > - ~ , i.e. p > 3. On a alors l'injection compacte 

H-r(O) cH-
1
/ 2(0) et le lemme est démontré. ■ 

Fin de la démonstration. L' application F vérifie donc les hypothèses (i), (ii) 

du théorème 2. 11 . L I hypothèse (iii) est vérifiée d' après un résultat de régularité 

classique (cf. [ 10] ou la démonstration du lemme 2 • 17). 

Le théorème 2 • 14 résulte alors du théorème 2. 11 . ■ 

Un renseignement sur S (f, li) quand f E H'-0 est fourni par le résultat 

suivant, basé sur le fait que A est auto-adjoint positif d'inverse compact 

(et qui peut se généraliser à d'autres systèmes elliptiques non linéaires) : 

PROPOSITION 2. 16 (Foias-Temam [ 4 ]) . Pour tout f E H, S (f, li) est 

homéomorphe à un compact de Rm, Q2!!!' un m assez grand. 

Esquisse de la démonstration (pour les détails cf. [4 ]) • 

Notons W, , ••• , wm, • • • une base orthonormale de H formée de vecteurs 

propres de A ; soit Pm la projection de H sur 11 espace engendré par w1, ••• wm. 

On a alors: 

LEMME 2.17. Il existe c
1
(0,n) >0 tel que si 

2/ If 14 
(m+1) m ~ C 1 ~ , alors Pm \ est une bijection. 

li · S(f,v) 

Démonstration. (cf. [4]). On montre d'abord, utilisant des estimations fines 

sur A et B que 

(2 .. 2) 
2 

\Au I s c2 1~ 1 (1 + l:l ), 
i.e. que S(f, v) est borné dans D(A). 
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Soient alors u, v ES(f,v), et posons w = u-v. Prenant le produit sca-

laire dans H de F(u)- F(v) avec Q w (Q = J..,.p ), on obtient, en posant m m m 
m èvk 

b(u,v,w)=' ( I: u. oX wk)dx: 
Jo j,k=1 J j 

(2.3) 

Notons 

vllQ w112 = -b(u,u,Q w) + b(v,v,Q w) = -b(u,w,Q w)-b(w,v,Q w) m m m m m 

= +b(u,Q w, P w)+b(P w,Q w, v)+b(Q w, v, Q w). m m m m m m 

En utilisant encore les estimations de [4] et (2.2), on obtient: 

1-F 1 2 3/4 1-F 1 3/ 1/ 
vl1Qmw11

2 s C ~ (1 +J!f r IIQmwll IP mw 1 +C4 t ll~wll 
2 

\Qmw 1 
2

• 
l) 

À la me valeur propre de A, Aw = l w • On montre facilement, m m ·m m 

par les techniques d' Agmon [ 1 J, que 

(2 .4) ( c2 (O) > o ne dépendant que de Q) . 

CIO 

Maintenant, pour tout u E H, on a u = . I: ( u, w.) w. • Rappelons ( cf • [ 4 ] ) que 
J=1 J J 

D(A 
112) =V et !lu Il= IA l/ 2u 1 'ef u E V. Donc, 

1/2 00 1/. IIQ w\l = IA Q wl = 1 I: À- 2(w,w.)w. l 
m m j=m+ 1 . J J J 

[ 
OCI 2J ½ = I: . À. (w,w.) 

j=m + 1 J J 

1/Z [ cc 2]V2 ½ 
?- Àm+l . I: (w' w} = Àm+t 

J=m+1 · 

On a donc montré : 

1 
(2.5) lom w I s. ·~ IIQm wll, 'ef w EV. 

Àm+1 
Il vient alors avec (2 .3), l'inégalité de Cauchy et (2 .5) : 

1 -F 12 1-F 11 ~ 2 3/ . C 1-F 1 
v\lQm w l\2s 2~ I\Qm w 112 + C' .L3 ( 1 +.l!L4 ) 2 \P w \2 + ,.A.-4 _b I\Q 112 • 

. m À y~ v m _ 
V V mt1 
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Fin de la démonstration de la proposition 2. 16. 

F étant propre, S (f, v) est compact dans D(A) • Pour m assez grand 

il résulte du lemme 2.17 que P I est bijectif, donc Pm I -t 
m S (f, V) S (f ,V) 

est 

continu, et la proposition 2 .16 en résulte. • 
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Exposé n° 2 

METHODE DE LYAPUNOV-SCHMIDT 

par 

A. LICHNEWSKY 

-:-

Le problème que nous envisageons dans ce paragraphe peut être formulé 

de la manière suivante : 

(1) ~donné~ application d'un voisinage du point x
0 

de l'espace de 

Banach X dans !!!!. espace de Banach Y, étudier "qualitativement" 11 ensemble 

~ solutions de l' équation : 

(2) f(x) = O. 

D'un point de vue pratique nous ferons souvent intervenir un paramètre À , pr•is 

~ dans un espace de dimension finie A et, une application f : X x A -+ Y étant 

donnée, nous étudierons la multiapplication : 

(3) 

"' Dans le cas d'une application f suffisamment régulière (p-fois différentiable 

p 2::: 1) et Fredholm, nous montrerons que des méthodes de Géométrie différentielle 
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permettent d' élucider ces questions du point de vue local, dans les cas simples. 

Dans les cas plus généraux, la vérification des hypothèses requises pour appli-

quer ces méthodes présente de grandes difficultés. Notre présentation permet 

cependant d'étudier systématiquement un certain nombre de situations particuli-

ères traitées par divers auteurs. Nous insisterons surtout sur cet aspect du tra-

vail ainsi que sur le fait que les méthodes de Géométrie différentielle s' introdui-

sent "naturellement" dans ce contexte. 

Cet exposé, qui voudrait être une introduction à 11 étude du phénomène de 

bifurcation, s'inspire largement de L. NIRENBERG [9]; D.H. SATTINGER [11], 

V. GUILLEMIN et M. GOLUBITS KY [5]. 

§ 1 • POINTS REGULIERS DE f ; CONSEQUENCES DU THEOREME DES 

FONCTIONS IMPLICITES. 

Le théorème des fonctions implicites, sous ses diverses formes nous ser-

vira d' abord d'outil pour étudier la structure locale des ensembles 

(4) 
,V 

ou {x I f(x,À) = O} 

au voisinage de points réguliers où (4) est une variété ( modelée sur 

Rn ou sur un espace de Banach dans les cas qui.nous concernent). 

Par la suite, ce résultat sera utilisé pour développer des méthodes d' analyse 

plus "sophistiquées" ; nous l'énonçons tout d' abord dans le cadre des espaces de 

Banach suivant J. DIEUDONNE [4, chap. X]. 

THEOREME 1. Soient E, F et G trois espaces de Banach et f ~ appli-
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cation continûment différentiable d'un voisinage de (x , y ) E E x F dans G 
------ ----- ------ - ------ - 0 0 

soit inversible (i.e. un homéomorphisme). 

Il existe alors!:!!! voisinage connexe de x
0 

dans E : ù.x et~ applica­
o 

tion continue unique de '1A dans F : x -+ y(x) telle que 

{ 

f(x,y(x)) = 0 

y(x ) = y • 
0 0 

pour tout x dans '1A 

En outre, y(.) est continûment différentiable dans '1A et ~ différentielle est 

donnée par: 

(5) 

• 
La preuve est une conséquence directe de 11 existence d'un point fixe pour 

les contractions strictes d'un espace de Banach. • 
Le résultat suivant précise 11 allure d'une fonctlon différentiable au voisi-

nage d'un point à un difféomorphisme près ; nous 11 utiliserons à plusieurs reprises 

(cf. R. ABRAHAM et J. ROBBIN [: 1 ]>. 

THEOREME 2. Soient E et F deux espaces de Banach, f ~ applica-

tion cf (p ~ 1) d'un ouvert de E dans F • Supposons que .P2.!:!E, le point x dans 

le domaine de définition de f, 11 image et le noyau de la différentielle Df (x) soient 

fermés et admettent !:!!! complémentaire fermé. 

Il existe alors des espaces de Banach E 1, E2 et F 1, des voisinages 2!:!_-

verts U de x dans E et V de f(x) dans F, et des applications cP: a: U ➔ E 1 x E
2 

, 
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(i) œ(x) = ( 0, 0) E E 1 x E 
2 

; U est inclus . dans le domaine de définition de 

f et œ est !!!!_ cP -difféomorphisme de U .ê!!!: le produit des boules unités de E 
1 

et E ( 1) 
2 • 

(ii) ,B(f(x)) = (o,o) E F 1 xE 1 ; f(U) c V ; ,8 est!!!! CP-difféomorphisme 2.!!!: 

!!!! ouvert de F 1 x E 1 • 

(iii) Dans les coordonnées ~ introduites, f 2 la représentation locale : 

/3 of o œ- 1 : œ(U)--+ /J(V) ~ 

/Jo f o œ-1(e
1 

,e
2

) = (r,(e1 ,e 2
),e

1
) E F 1 x E 1 

où D (O,O) = O. 
f/ • 

Remarque. On obtient ainsi le schéma commutatif : 

(6) 

■ 

t'!'~!-1.Y~-· Nous pouvons choisir pour E2 le noyau de Df(x), pour E 1 son complé­

mentaire fermé. Si F 1 est un complémentaire fermé de 11 image de Df(x), le théo­

rème du graphe fermé assure que F est isomorphe à F 1 x E 
1 

• 

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité que x = (0,0) et f(x)=(0,0). 

L' application f s'écrit aussi 

( 1) notées respectivement B 1 et B 
2 

• 
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D'après le choix des sous-espaces E 1, E
2 

et F 1 , Dg{0,0) == 0 et Dh est 

surjective, de noyau E
2 

; considérons 11 application k, définie sur le même 

domaine que f par 

Il est clair que Dk( 0, 0) est un isomorphisme et il existe, d I après le théorème 1 

un voisinage U de x, dans lequel 11 application k est inversible, d'inverse a. - l • 

On a alors ho a. - 1 ( e 
1 

, e
2

) == e 
1 

, on prend pour {3 l'identité sur un voisinage de 

( 0, 0) dans F 1 X E 
1 

• 
■ 

Remarque. (i) Nous utiliserons ce résultat dans certains cas avec 

(il) En dimension finie, il est possible de donner des représentations 

locales de f plus précises au voisinage d I un point x de E si le rang de 

Df(x) est constant dans ce voisinage cf. J. DIEUDONNE [4, chap. X]. Le résul-

tat ci-dessus ne fait aucune hypothèse de ce type. 

• 
§ 1.2. APPLICATIONS: LE CAS "SANS BIFURCATION". 

De manière précise, nous formulons le problème évoqué au (3) de 11 intro-

duction de la façon suivante : 

(7) Soient X et Y deux espaces de Banach, A !!!! espace de dimension finie (l) 

étant donné tel gue f(x 
O

, .\.
0

) == 0, étudier, ~ voisinage de ~ point, l' application 

■ 

( 1) Ceci est le cas dans les applications et permet quelques simplifications de l' exposé. 
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1er cas : Existence d'une famille de solutions. 

N 

Supposons que, en (x
0

, À
0

) la différentielle de 11 application Df : X x A-+ Y 

soit surjective et admette un noyau de dimension finie k . D1 après le Théorème 2 

il existe un espace de Banach E et des difféomorphismes a et f3 définis au voi-

sinage de (x
0

, À
0

) (resp. 0) tels que: 

XxA f y 

!a -1 ! f3 . 
E xRk {3of o<X. y 

L' application f3 of o ex. - l de E x Rk dans Y est de la forme 

k (e,r) E EX R _. e. 

Dans un voisinage de (x
0

,>..
0

) l'ensemble des solutions de Î(x,À) = 0 est donc 

11 image réciproque par ex. de la boule unité de Rk ; (cf. Th. 2 p. 3) il s'agit, 

en particulier, d'une variété de dimension k. 

Un cas particulier de cette situation dans lequel, le rôle de paramètre de 

• 

"' A ~pparaît clairement est celui où la différentielle D f : X -+ Y est un homéo-x 

mopphisme. Le théorème des fonctions implicites (Thm 1) montre qu'il existe une 

application CP : À -+ x(À) d' un voisinage U de Ào dans X telle que 11 ensemble 

des solutions (x, À) de f(x, À) = 0 soit l'image de U par 

• 
Remarque. La différentielle de 11 application À -+ x(À) est donnée par la formule 

(5) et permet d I étudier plus en détail l'ensemble des solutions • 

• 
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§ 2. METHODE DE LYAPUNOV-SCHMIDT. 

Nous allons maintenant faire jouer des rôles différents aux espaces X et 

A qui interviennent dans la formulation du problème (7) au paragraphe 1 • 2. 

En considérant le problème (7) résolu lorsque la différentielle D f(x ,À ) 
X O 0 

est un homéomorphisme, nous allons nous ramener à un problème du même type, 

-
dans des espaces de dimension finie lorsque D f (x , À ) est simplement un opéra-

x O O ---------

teur de Fredholm. --

DEFINITION. Soient E fil F deux espaces de Banach et T !:!!! opérateur 

linéaire continu de E ~ F. ~ dirons que T est !:!!!. opérateur~ Fredholm si 

(i) ker T est ~ dimension finie 

(ii) coker T = F /im(T) ~ de dimension~-

Nous renvoyons à 11 exposé n° 1 pour une étude des opérateurs de Fredholm (cf. 

aussi le S.A.S.I.T. [10]). 

• 
Pour toute la suite de cet exposé, nous faisons donc.· l'hypothèse suivante : 

HYPOTHESE. La différentielle D f(x ,Y ) est un opérateur de Fredholm. 
- ----- X O O - - ------ ----

Nous noterons x 1 = ker D f(x ,À ) ; dim x 1 <+oo et 
X O 0 

Y 1 = [D f(x , À ) ] (X). Nous avons la factorisation canonique de l'opérateur 
X O 0 

Di(x
0

,À
0

) suivant la décomposition des espaces X et Y : 

et en notant Q la projection Y -+ Y 1 parallèlement à Y 2 : 

(8) 

• 



(9) 

L'équation f(x,À) = 0 est équivalente au Eystème: 

{

Qf(x,À) = 0 

(I-Q)f(x,À) = 0 • 

En décomposant X suivant la somme directe x1 E9 x.
2 

nous parvenons finalement. 

au système 

(9 bis) 

Nous pouvons remarquer que, d'après le choix des décompositions des espaces 

X et Y 

(DX [Qof(x1+x2,~.)J)(À x ) 
2 o' o 

(10) 

est bijective et continue et par conséquent un homéomorphisme (Thm. du graphe 

fermé). Les théorèmes 1 et 2 ci-dessus impliquent qu'il existe un voisinage U 

de (x
0

, 1 , À0
) dans X 1 x A et une application cP (x 1 , À) --+ u(x 1 , À) de U dans 

x2 tels que 11 ensemble des solutions de (9 bis, 1) dans u~ voisinage de (x
0

, À
0

) 

La résolution locale du système (9 bis) est ainsi ramenée à la résolution de 

11 équation : 

( 11) 

au voisinage de (x 1,À ) dans x1 x A. o, 0 

■ 

L I équation ( 11) est appelée équation de Bifurcation. Il faut remarquer que 

l'application (x1,À)E x 1 x A--+Y
2

: (I-Q)f(x
1
+u(x

1
,À),À) est de classe cP et 

est définie entre deux espaces de dimension finie. 
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Le procédé qui consiste à se ramener, au problème de 11 étude des stJutions 

de ( 11) est la méthode de Lyapunov-S::hnùdt. Nous utiliserons systématiquement 

les notations de ce paragraphe par la suite. 
■ 

Le théorème 1 fournit aussi la différentielle de 11 application u en (x
0

, 1 , À0
) 

et l'on a : 

(12) 

• 
Remarque. Supposons que Y 1 =Y, c'est-à-dire que l'opérateur Dxf(x

0
,À

0
) 

soit surjectif ; 11 équation ( 11) g.êgénère et devient automatiquement satisfaite. 

Dans cette situation, il existe pour chaque À voisin de À une variété de dimen-o 

sion dim X 1 de solutions du problème paramétré par x 1 décrivant un voisinage 

de x
0

, 1 dans x 1• Ces solutions sont: 

(13) (x 
1 

, À) dans un voisinage de (x
0

, 1, À
0

) • 

Ceci ne constitue pas un cas de bifurcation au sens où nous 11 entendons. Les for-

mules (12) permettent de poursuivre et de détailler plus l'étude de (13). 
■ 

§ 2.1. ETUDE DE LA BIFURCATION SUR UN CAS PARTICULIER SIMPLE. 

Nous nous sommes ramenés, au paragraphe précédent à 11 étude de l'ensemble 

des zéros d'une application de R dim A+ dim X 1 dans R dim y 2 • Les cas 

dim x1 ou dim Y 2 = O ayant été étudiés ci-dessus, la situation la plus simple 

que nous puissions envisager est 
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(14) codim Y 1 = dim Y 2 = 1, dim x1 = d <+ 00; 

notre problème est 11 étude locale de 11 ensemble des zéros d' une fonction de classe 

d+dim cP de R A dans R : 

(15) 

En dehors de cas simples où les résultats du § 1 sont directement applicables, 

11 étude de ce problème fait appel à des méthodes de Géométrie différentielle •. 

Dans ce paragraphe nous montrons comment le Lemme de Morse (cf. J. MILNOR 

[8 ]) permet de résoudre ce problème dans certaines .situations assez simples au 

voisinage d'un point critique non dégénéré de ( 15). Ce problème sera repris dans 

11 exposé n° 8 dans une situation plus délicate. 

En notant y* le dual d'un espace de Banach Y et < , > le crochet 

de dualité y*, Y on peut poser 

et l I équation de bifurcation ( 11) s ' écrit aussi 

(16) 

ce que nous noterons, afin de simplifier 1' écriture : 

(17) 

On a, par hypothèse (choix des d~compositions de X et Y) 

• 

Posons <i0(x 
1 

, À) = y *f (x 
1 

+ u (x 
1 

, À) , .>..), nous voulons étudier r,- 1 ( O) 

de (x
0

, 1 ,À 0
). 

au voisinage 

• 
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1er cas : L'application SP est une submersion. 

Supposons que la restriction de ({) a un voisinage \J' de (x 1 , À ) soit o, 0 

une submersion ; il résulte alors de l' application du théorème des fonctions im-

plicites qu'il existe dans X 1 x A une variété V de codimension l telle que : 

(cf. V. GUILLEMIN et M. GOLUBITSKY [5, § I.2].) Le point (x
0

,X
0

) n'apparaît 

donc pas comme un point de bifurcation, cependant en particularisant le rôle des 

paramètres nous voyons que la projection dans l'espace A de tels points peut 

limiter la zone d'existence de certaines solutions, cf. D.D. JOSEPH [6], 

D.H. SATTINGER [11]. Dans le cas dim A= dim x1 = 1 nous pouvons avoir 

pour 'fJ - l ( 0) les ensembles : 

(18.1) 

Dans la pratique, il peut ~tre intéressant de distinguer la situation ( 18. 1) : 

"apparition d'un doublet de solution lorsque À franchit la valeur À " ; ceci 
0 

est possible grâce à l'étude des dérivées successives de 'fJ que l'on obtient à 

partir des formules (12)o 

2e cas : (x 1 , À ) est un point critique non dégénéré de '(J • o, 0 

• 

Supposer que ,p n'est pas une submersion en (x 
1

, À ) revient à supposer o, 0 



que DÀ[y*f(x 1 + u{x1,À),À)]I = O soit aussi, avec (12), que [y*DÀf](x
0

,À
0

)=0. 
o,o 

Pour étudier la structure del' ensemble des zéros de cp au voisinage de (x
0

, 1 ,À 0
) 

qui est un point critique et un zéro de cp , nous allons chercher un système de co-

ordonnées locales ~
1
; ... ,y.J dans un voisinage de (x

0 1
,À

0
) tel que, dans les , 

nouvelles variables (y.)._ 1 fJ ait une expression polynomiale. Si ceci est 11- ,. •• ,m 

possible, (cf. exposé n° 8, V. GUILLEMIN et M. GOLUBITS KY [5]), l'étude 

de 11 ensemble des zéros de ,p dans les nouvelles coordonnées est immédiate, et 

il reste à interprèter le résultat dans les coordonnées initiales en tenant compte 

du rôle particulier du paramètre À E A. Nous étudions ci-dessous la situation la 

plus simple dans cette voie et nous faisons l' hypothèse que (x 
1

, À ) est un o, 0 

point critique non dégénéré de ,p • 
■ 

En faisant des hypothèses de régularité convenables sur '{) , c'est-à-dire 

sur f, nous pouvons appliquer le : 

(cf. J.T. SCHWARTZ [12], L. NIRENBERG [9], J. MILNO.R [8]). 

THEOREME 3 (Lemme de Morse). §2!!. z !:!!! point critique de la fonction 

c,,E_C2(Rn,R) !!2!! dégénéré (i.e. où la hessienne de cp est une forme non dégénérée). 

Il existe!:!!! système de coordonnées locales {y 1, ••• ,y
0

) dans!:!!! voisinage tl de 

où -

(i) 

(ii) 

E>=+1. 
1 -

/(z) = O, i = 1, ••• , n 

n ·2 
<p = 'P (p) + C e/l) 

1=1 

• 
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Remarque. Le nombre de e- égaux à + 1 (resp. -1) est invariant par change-
1 

ment de coordonnées ; il s I agit de la signature de la hessienne de cp en z. 

Nous donnerons dans 11 exposé n° une démonstration de ce résultat ; il 

■ 

nous permet une discussion de l'existence de solutions au voisinage de (x
0

, 1 , À0
) • 

Si la hessienne de 'P en (x 1, À ) est définie (x 1, À ) est zéro isolé de UJ ; o, 0 O, 0 T 

si cette forme est non-définie cp -1(0) n ù est homéomorphe à l'intersection d 1 une 

conique dégénérée et d 1 un voisinage de son sommet ; il faut remarquer qu'à un 

difféomorphisme près, cette conique dégénérée est elle-même caractérisée par la 

signature de la hessienne de 'P en (x 1 , À ) • Nous énonçons ceci sous la forme du o, 0 

COROLLAIRE 1. Supposons que la hessienne de 11 application 

',O = y*f(x 1 + u(x1 ,À),À) soit !!ID, dégénérée et !!2!!-définie ~ (x
0

, 1'À
0

) point 

critique ~ cp ; il existe !!!!. voisinage de (x
0

, 1, À
0

) dans (X 1 x A) : ù est !!!!. 

difféomorphisme ·faisant passer . des coordonnées ( x 
1

, À) .Qill!ê. 'U ID!! coordonnées 

(y 1, ... , ym) - m = dim A + dim X 1_ tel que, .Qill!ê. le nouveau repère, 11 ensemble 

~ zéros de ffJ soit B! conique dégénérée d'équation : 

1 2 k 2 k+l 2 
O=(y) + ••• +(y} -(y ) ••• 

(k ~ donné par la signature de la hessienne de cp) • 

• 
Dans le cas dim A = dim X 1 = 1 ceci fournit les bifurcations classiques de 

diagrammes : 

(19.1) (19.2) 
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par exemple. L I étude de 11 aspect précis des branches peut être entreprise en 

calculant le changement de variables effectué plus haut et la courbure des bran­

ches; ceci peut être d'une grande importance pratique cL D.H. SATTINGER [11], 

D.Do JOSEPH [6]. Notons enfin que ceci est le premier cas de bifurcation que 

nous recontrons dans cette étude O Le résultat suivant permet 1' étude de la bifur-

cation dans le problème de BENARD (par exemple), et est une conséquence du 

corollaire 1 ci-dessus. 

THEOREME 4 (cf. CRANDALL et P. RABINOWITZ [3]). 

Soit f(x,À) ™ fonction cP (p ~ 2) et de Fredholm, d'un voisinage de 

(ii) ker fx(0 ,À
0

) = x
1 

; dim x
1 

= 1 ; x
1 

= R x
0 

(iii) lm fx(0,À
0

) = Y 
1 

; codim Y 
1 

= 1 

fÀ (0,À) X f_Yl. 
X O 0 

Alors (0,À
0

) est!!!! point de bifurcation de f ; 11 ensemble des solutions de 

f (x, À) voisines de ( 0, À
0

) est formé de deux courbes cP- 2 : r 
1 

et r
2 

gui ~ 

croisent seulement ~ ( 0, À
0

). Si p > 2 2!! !!. de plus : 

(i) r 1 est tangente ~ 11 axe des À ~ ( 0, )._
0

) et ~ être paramétrée 

(ii) r 2 ~ être paramétrée par le paramètre réel s de la façon suivante 

où 

r2 : (s x
0 

+ x
2

(s), À(s)) 

0 
x2 = as'" x2 = 0 en s = 0 ; À( 0) = Ào 

( 1) X et Y sont deux espaces de Banach. 

• 
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La démonstration que nous donnons à présent de ce résultat est celle de 

L. NIRENBERG [9]. 

A 

Preuve. Supposons À = 0 ; soient X== X x R et f(x,À) = f(x). On a alors 
------- 0 . 

f,..(0) = f (0,0) e fÀ(o,o) de façon évidente. Les hypothèses (i) et (ii) impliquent 
X X 

que le noyau de fx(0) est engendré par les vecteurs de X: (x
0

, 1) et (O, 1) 

et est donc de dimension 2 • Il existe un vecteur y➔<- f O E Y➔<- tel que 

➔E-
y 

1 
= {y I Y E Y , < Y , Y > == 0} • 

En reprenant les notations utilisées ci-dessus nous écrivons l'équation de 

bifurcation : (cf. ( 8), ( 9), ( 11), ( 16)) : ( 1) 

(20) cp(x
1
) == y*f(x

1 
+ x

2
(x

1
)) = o. 

Il nous faut montrer que la fonction tp satisfait aux hypothèses du Théorème 3 

et de son corollaire 1 • Il nous faut prouver que la hessienne de tp en 0 est 

non-dégénérée et non-définie ; l'hypothèse (iii) entraînant immédiatement que 

0 est point critique de tp • La hessienne de tp · est la forme bilinéaire définie 

sur x
1 

x x1 de matrice, (dans la base ci-dessus) : 

(21) 

(On aboutit à cette forme particulièrement simple par 1 'utilisation réitérée des 

formules (12)). 

L'hypothèse (iv) fait que y➔E-fÀÀ (o,o) = 0 et que y➔E-fx0À (o,o) f o si bien 

que la matrice (20), de déterminant strictement négatif est à la fois non-dégénérée 

( 1) Le lecteur fera sans difficultés les modifications dues au fait que nous ne distin­
guons pas ici le rôle du paramètre : X = X e A. 



et non-définie. La première partie du théorème est conséquence du Corollaire 1 • 

La dernière assertion du théorème 4 résulte de ce que, si p > 2 les courbes 

r1 et r2 sont C 1 et que leurs vecteurs tangents vi en (O,O) sont isotropes 

pour la forme (21) • 

3e cas : Remarques sur le cas "général". 

Si nous continuons à examiner, cas par cas, les comportements possibles 

pour cp au voisinage de (x 
1

, 11. ) , nous obtiendrons une .infinité de situations o, 0 

à étudier (par exemple : 'P polynôme homogène en (x1, 11.) de degré 3, 4, ••• ). 

Il nous faudra ensuite envisager les fonctions cp dont le comportement (structure 

de l'ensemble des zéros) n'est pas caractérisé à partir de leur k-jet en (x 1,À ) o, 0 

pour aucun k fini. 

Deux concepts permettent d'écarter les cas réellement pathologiques, au 

moins pour un temps, il s' agit de la généricité et de la/stabilité. 
■ 

a) Généricité. Le problème (1) - (2), (3), (4) est posé pour une fonction f appar-

tenant à un espace de Baire (par exemple : cP(x x A; Y), C00 (X x A; y). •• ) nous 

dirons donc qu'un cas se présente. de façon générique s'il a lieu pour tout f dans 

un G
6
-dense de cet espace de Baire. On peut aussi travailler sur l'espace de 

Baire des fonctions f qui correspondent à des problèmes voisins de (1) - (2) 

ayant un sens (physique, ••• ) dans le cadre d'une application particulière. Une 

telle optique est celle de J.H. ALBERT [2], A.M. MICHELETTI [7] dans un 

problème lié à l' étude de la factorisation ( 8) • 
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On peut aussi, bien que l'interprétation en termes du problème initial 

ne soit pas aussi évidente, dire qu'une situation est générique si elle a lieu 

pour un G ô-dense de fonctions tp intervenant dans l'équation de bifurcation 

( 11), ( 17). Ce point de vue est adopté dans l'exposé n° 8, et permet d'éviter des 

équations de bifurcation "pathologiques". 

b) Stabilité. Faisons l'hypothèse (
1
) que de petites perturbations du problème 

initial ( 1) - (2), (3) ,(4) conduisent à de petites perturbations de 11 équation de. 

bifurcation (17). (Des exemples simples montrent que ceci n'est pas toujours 

vrai) • Dans ce contexte les fonctions iq:, ( 17) - ( 12) telles que l' aspect quali-

tatif (nombre de branches, intersection de ces branches ••• ) soit conservé par 

• 

la perturbation de ( 17) sont particulièrement importantes ; dans le cadre du § 2. 1 

il est possible de les caractériser à l'aide des résultats suivants 

(cf. V. GUILLEMIN et M. GOLUBITSKY [5] ). 

DEFINITION 1. §2!! f ~ fonction c• d'une variété compacte ™­

bord X ~ R ; f est ~ fonction de Morse si tous ~ points critiques de 

f sont !!2!! dégénérés • 

DEFINITION 2. Soient f et f' deux fonctions de c00 
(X, R), ~ dirons 

La vérification concrète d'une telle hypothèse est possible dans certains 
cas pratiques, elle fait appel à l'étude de la perturbation du spectre de 
l'opérateur Dxf. 

Nous énonçons ces résultats dans le cadre d'une variété C
00 

compacte 
sans bord. Pour les appliquer soit B une boule de centre (x 

1 
, À ) dans 

dim X +dim A 00(-) . , 0
, 

0 
R 1 , on suppose cp E C B et on prolonge r, a 

8 (dim At-dim x 1) 



que f est égui val ente ~ f 1 s'il existe deux difféomorphismes g : X -+X, 

h : R -+ R tels que le diagramme suivant commute : 

DEFINITION 3. Soit f EC
00

(X,R) f est stable§! et seulement~ existe 

!!!! voisinage de f dans c 00
(X,R) formé de fonctions équivalentes~ fo 

Nous avons la caractérisation. 

THEOREME 5. §2!! f E C
00

(X,R) où X est~ variété C
00 

compacte 

~ ~- Alors f ~ stable si et seulement si f ~~fonction de Morse 

dont toutes les valeurs critiques sont distinctes. De plus les fonctions de Morse 

forment un ouvert dense de C
0
°(X,R). ---- --- ----

Remarque. Si fN f' on a 

et par conséquent il existe un difféomorphisme de X qui fait correspondre aux 

zéros de f ceux de f' - h - l ( O) • Qualitativement la situation est donc la même 

(nombre de branches ••• ) • 

• 
Nous pouvons donc conclure de ceci que la discussion du § 2o 1 (cas 1 et 2) 

traite complètement le problème initial lorsque l'équation de bifurcation féüt inter-

venir une fonction <p stable et très régulière. Dans le cadre général du § 2, lorsque 

la dimension de Y 2 est supérieure à 1 d' autres situations sont à envisager, même 

en se limitant au cas des "équations de bifurcation" stables. • 
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Exposé n° 3 

QUELQUES APPLICATIONS DU DEGRE TOPOLOGIQUE 

A DES EQUATIONS ELLIPTIQUES NON LINEAIRES 

par 

A. LICHNEWSKY 

3. 1 

Dans cet exposé, qui s'inspire largement de L. NIRENBERG [5], nous donnons 

plusieurs exemples d' applications du degré topologique à 11 existence de solutions de 

problèmes aux limites elliptiques. La méthode de factorisation d I un opérateur de 

Fredholm, déjà utilisée dans l' exposé n° 2, nous permet de retrouver ici un résultat 

de LANDESMAN et LAZER [J]. ■ 

§ 1. CADRE ET NOTATIONS. 

Soit O un ouvert borné et connexe de Rn dont le bord è} 0 est une variété 

C
00 

; 0 étant , localement, situé d' un même côté de o O . 

On note P un opérateur différentiel elliptique à coefficients C 
00 

(Q 

(1) p = I; 

la\<2m 



J.2 

Afin de pouvoir formuler le problème aux limites, on se donne une famille (B .)m 
J j=1 

00 

d'opérateurs différentiels à coefficients C définis sur èl O d'ordre strictement 

inférieur à 2m. Etant donné des fonctions f et g. (j = 1 , ... , m) appartenant 
J 

oo(- oo respectivement à C 0) et C (on), nous considérons le problème aux limites : 

(2) Pu= f dans 0 B .u = g. sur èl O (j = 1 , •.. , m) . 
J J 

Nous nous restreindrons ici au cas de conditions aux limites homogènes · g - 0 . j -

(j = 1 , ... , m) et nous dirons, avec L. Nirenberg, que le problème (2) est bien posé 

si les conditions (3) ci-dessous sont satisfaites ( t) 

(J) 

(a) ker P c C
00

(0) ; dim ker P = v < + oo 

(b) Il existe deux espaces de Banach X et Y tels que P soit continu et 

Fredholm de X dans Y ( ceci signifie que P a une image fermée dans 

Y de codimension finie v *) . 

Les conditions précises, portant sur P et les B.,/ qui font que le problème (2) 
J 

est bien posé sont complètement explicitées dans J .L. Lions et Magenes [ 4 J, Agmon, 

Douglis et L. Nirenberg [ 1 J , L. Hormander [2 J. ■ 

§ 2. UNE EQUATION ELLIPTIQUE NON LINEAIRE. 

Supposons le problème aux limites (2) bien posé au sens de (3) . Soit g une 

fonction C
00 (0x Rf) (:J:); nous étudions ici le problème aux limites non linéaire: 

( t) Afin de simplifier les notations, nous notons aussi P l'opérateur ( 1) opérant 
sur un espace de fonctions satisfaisant aux conditions aux limites. 

( *) Nous notons i le nombre de multi-indices f3 0 ::::: 1 f3 1 :s: 2m - 1 . 
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(4) Pu = g (x, u, ... , à (3 u) dans Q ; Bu = O sur 2) 0 ( 1 .B 1 :S 2m - 1) 

Nous faisons 11 hypothèse suivante sur g : 

(5) Il existe des constantes y < 1 et M > O telles Q.Ue 

jg(x,u, ... , èi.Bu) 1 ~ M(1 + r; 12),8u \) y 

\pl ~2m-1 

Dans ce paragraphe, nous supposons aussi que P est d I indice v - v * nul 

et que ker P = {O} si bien que P- 1 existe. En posant g(x,u, ... , riu) = G[u ]_, 

nous pouvons écrire ( 4) sous la forme : 

Nous allons maintenant prouver le : 

THEOREME 1 . Sous les hypothèses ci-dessus, le problème ( 4) admet au moins 

une solution dans C 
00 (fi) . 

!,:>,!'~~.Y~ : La démonstration repose sur l'utilisation de la théorie du degré de Leray-

2m-1 - ( Schander dans l'espace de Banach X= { u E C (0), Bu= 0 sur 2)0 j = 1, .. ,m)} . 

(a) Une estimation à priori : Soit p > n fixé et soit u une solution de (4) 

dans w2m 'P ; alors, en utilisant une estimation à priori classique sur 11 opérateur 

linéaire, il vient : 

llull ~ C JIG[(u)] Il 
O 

:S C M{S (1 + I: 12),8u Dpy dx} 1
/p 

2m,p ,P O 1 ,8 \52m-1 

~ c'M{(S (1 +r: lo.Bulp)dx)Y (mes n)1-Y} 1/p 
, n 

:S c"M llull Y 
2m-1,p 
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Comme y < 1 , ceci implique que 

(6) llull :S c 1 2m,p 

et, avec le théorème de Sobolev (p > n) , : 

(7) 

(b) Fin de la démonstration : 

Soit B la boule de X= c2m- 1(n) B ·{ 111 Il } ., : =, . ~ u c2m-1 :::::: c2 + 1 . 
. . \ 

On définit l'application q> de X dans lui-même par «u) = u - P- 1 G [uJ; du fait de 

l'estimation ( 7) , w n' a pas de zéro sur o B . L' application u ➔ G [ u J est bornée 

de c2m-1{n) dans LP(o) (t); il s'ensuit (cf. [4], [1]) que l'application P- 1G[.J 

est bornée de X dans w2m,p(O) et donc compacte de X dans lui-même. Il est aisé 

de vérifier la continuité de cette application. Les conditions requises pour appliquer 

la théorie de Leray-Schauder sont vérifiées et, de plus, le degré de 11 application 

w : B ➔ X est défini en 0. Il nous reste à prouver que d~g (0, <P, 0) t-0 ; pour cela, 

nous introduisons la famille d I applications cl> t : u ➔ u - t P-
1 

G [ u ) t E [ 0, 1 J . Du 

fait de 11 estimation (7), les applications w t n'ont pas de zéros sur ô B et 

deg (0, cl> t' 0) est indépendant de t. En particulier : 

deg{O,w,O) = deg{O,cl>1,0) = deg(O,wo,O) = deg(O,Id,O) = 1 . 

00 

Ce degré n'étant pas nul, w admet un zéro au moins dans B, la régularité C de 

cette solution de (4) est établie ensuite de manière classique. ■ 

( t) N t·li 1 · ous u 1 sons e fait que O est borné. 



§ 3. PERTURBATIONS FAIBLEMENT NON LINEAIRES D'OPERATEURS 

LINEAIRES. 

3.5 

Nous étudions ici un exemple de problème de "valeur propre" non-linéaire. 

Plus précisément, nous supposons ici que le problème aux limites (2) est bien posé 

au sens de (3), mais que 11 opérateur P est d'index nul (v = v *) et de noyau 

ker P =f. {0} • La factorisation des opérateurs Fredholm joue ici aussi un rôle 

essentiel. 

§ 3. 1 • Cadre abstrait. 

Soient X et Y deux espaces de Banach et A un opérateur linéaire continu 

de X dans Y qui est Fredholm d I index nul. Nous décomposons X et Y de la façon 

suivante: 

(i) X 
1 

= ker A est de dimension d < + oo 

(ii) AX - Y est fermé dans Y de codimension d* = d. - 1 

On pose: 

Y= Y 
1 

e Y2 = QY + (I - Q)Y 

où on a noté Q le projecteur de Y sur Y 
1 

= AX parallèlement à Y
2

• Comme x
1 

et Y 
2 

ont la même dimension d, il existe un isomorphisme linéaire A de X 
1 

sur Y 
2 

. 

Nous avons maintenant le résultat suivant : 

THEOREME 2. Soit K une application compacte non-linéaire de X dans Y 

telle gu' il existe des constantes R et ( satisfaisant : 
0 -

(8) IIOK(x)II y = 0(llxll) uniformément pour llxll ➔ 00 
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(10) L'application A- 1 (I - Q)K(x
1
) a un degré deg (A-\I - Q)K, oBR , 0) ,J 0 (t) 

0 

Alors, pour tout y 
O 

E Y 
1 

, il existe une solution au moins de : 

( 11) Ax + Kx = y 
0 

Preuve: (a) Posons K = K - y ; une solution de ( 11) est solution de 
0 0 

Ax + K x = 0. On vérifie immédiatement que K satisfait aux conditions (8) - (9) -( 10). 
0 0 

(On remarque que y E Y
1 

entrafne (I - Q)y = 0). Ceci nous ramène au cas y = 0 ; 
0 0 0 

nous décomposons 11 équation ( 11) dans le système équivalent : 

( 12) 

(13) 

( 14) 

( 15) 

On pose z = A(x
2

) = A(x) et on a alors : 

Z + QK(x
1 

+ A- 1(z:)) = 0 

(I-Q)K(x
1

+A- 1(z)) = 0. 

Notons y 2 = A x 
1 

, ce qui donne le système 

0 = Z+QK(A.-i
2
+A- 1(z)) E Y

1 

0 = (I-Q)K(A-J
2
+A- 1(z)) E Y

2 

Les termes de droite de ce système représentent une application de Y dans Y 

-1 -1 
de la forme I + C où C est 11 opérateur compact C(z + y

2
) = K (A y2+ Az ) - y 

2 
. 

Nous allons maintenant montrer que le degré de Leray-Schauder de cette application 

( t) Nous notons BR la boule de X 
1 

de rayon R pour la norme induite par la 
0 0 

norme sur X. 



est bien défini et non nul dans une boule BR= {y I IIYII :5 R} assez grande. 

(b) Supposons que I + C ait un zéro sur è) BR ; il vient : 

llzll < 0{lly211 + llz:11) du fait de (15-1) et de (8), et donc Hzll = 0(IIY2 il). L'opérateur A 

étant un isomorphisme et A-1 étant continu de Y
1 

dans x2 : IIA-\z)I~ 0(IIA-1y)I) 

et (9) montre que l'équation (15-2) ne peut être satisfaite si R est assez grand. 

Le même argument montre que 11 homotopie t E [ 0, 1 J , t ➔ F t : 

induit une homotopie de è) BR dans Y - {0} . Le degré deg (F t, è) BR, 0) est 

invariant lorsque t décrit [ 0, 1 J • 

Lorsque t = 0, F est une application produit : 
0 

dont le degré est donc le produit des degrés des deux facteurs, soit aussi le degré 

de 11 application de y 2 dans lui-même : (I - Q) KA - 1 . L'hypothèse (5) et le fait que 

A soit un isomorphisme linéaire impliquent que ce degré est non nul. Finalement, 

11 application F 
1 

= I + C , introduite en ( 15), possède au moins un zéro dans BR, 

pour un R choisi assez grand. 

Ceci achève la démonstration du théorème. ■ 

§ 3 • 2. Un cas particulier important. 

LEMME 1 . Supposons que 11 espaèe de dimension finie Y 2 ait un produit 

scalaire noté (. , . ) . La condition ( 10) sera vérifiée lorsque : 

( 16) pour tout x E oBR (R > 0) 
0 0 • 
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P.!'~.!-1.Y~ : L'application de x1 dans lui-même At A est un isomorphisme de degré 1 

en O ; la formule permettant le calcul du degré des applications composées implique que : 

deg(11.-1(1 - Q)K, ôBR ,0) 
0 

= deg((A t/1.)A-\l - Q)K, ôBR 'o) 
0 

t deg (A (l - Q) K, ô BR , 0) 
0 

Maintenant, en notant aussi <.,.) le produit scalaire sur x
1

, nous avons : 

t (A (I - Q) K(x
1
), x

1
) = ((l - Q) K(x

1
), Ax

1
) ,/: 0 sur ôBR . 

0 

On vérifie que ceci implique que A \1 - Q) K est homotope à ± I ( t) dans X 
1 

- {0} • 

Si, par exemple, le signe de la ligne ( 17) est > 0, nous avons l'homotopie (µ E [ 0, 1 J) 

#,l ➔ ( 1 - µ,) l + µ /1. \1 - Q) K et 

(18) ([(1- µ,)l+µ /1. \1-Q)K]x 1, x1) = (1-µ.)Jlx 111
2 + µ.(/1. \1-Q)K(x 1), (x

1
)) > 0 

montre que l'application ne s' annule sur èl BR pour aucune valeur du paramètre µ . 

Lorsque la ligne ( 17) a un signe négatif, on procède de même avec - l. ■ 

§ 3 .3 . Une application. 

Nous montrons à présent, sur un cas particulier, que le théorème 2 ci-dessus 

permet de résoudre des problèmes de résonance non-linéaires tels que ceux envisagés 

par E. LANDESMAN et A. LAZER [3]. On trouvera dans L. NIRENBERG [5 J et [ 6 J 

des généralisations de ces résultats utilisant les mêmes techniques que le théorème 2 . 

Soient f une fonction de C 1 (fi) et g une fonction de C(R) ayant les limites 

g(! oo) lorsque x ➔ : oo et telle que g(- 00 ) < g(x) < g( +oo) • Soit, d' autre part, À 1 

une valeur propre simple du problème : 

( t) I représente l'identité . 



( 19) 
u = 0 sur on 

Notons w une fonction propre associée. Nous étudions le problème : 

(20) 
- Au + À 1u = f - g(u) dans n 

u = 0 sur àO 

Pour nous ramener aux notations du paragraphe 3 . 2, posons : 
2,p 

X= {u luE W(O), u=O sur àO}, p>n et Y=LP(o) ; 

3.9 

11 opérateur A est - l!1 + À 1 I et 11 opérateur non-linéaire K est 11 opérateur compact 

de X dans Y u ➔ g{u) - f. Le noyau x
1 

est 11 espace de dimension 1 engendré 

D par w. 

Nous commençons pas établir une condition nécessaire pour que le problème 

admette une solution . A cet effet, nous tirons de (20) : 

sn(f-g{u))wdx = S,/~.~U+À1U)'Ydx = Sou(-~W+À1W)dx = 0 

car le laplacien est autoadjoint dans L 2(n). De S (f - g(u))w dx = O, nous déduisons : 
0 

S f W dx < g(+oo) S W dx + g(-oo) S W dx 
0 w>O w<O 

(21) 

\ fw dx > g(+oo) S w dx + g{-oo) \ w dx 
Jo w<O jw>O ■ 

Nous pouvons à présent énoncer le résultat d'existence : 

THEOREME 3. Supposons que O soit un ouvert borné de Rn de classe c3 , 

que f soit une fonction de C 1 (0) et que la fonction g de C(R) admette les limites 

g{ ± 00 ) lorsque g ➔ :: oo et soit telle que g(-oo) < g(x) < g(+oo) 'f;/ x E R. Supposons 

que À 
1 

est une valeur propre simple du problème de Dirichlet (19) à laquelle correspond 
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le vecteur propre w. Une condition nécessaire et suffisante pour que (20) ait une 

solution est que les inégalités (21) soient vérifiées. 

~.!'~!-1..Y~: La nécessité de (21) a été prouvée ci-dessus ; il nous faut simplement 

vérifier que les hypothèses du théorème 2 sont satisfaites pour achever la démonstration. 

(i) Il résulte des hypothèses faites sur g et du fait que O est borné que 

11 image de 11 opérateur K est bornée dans Y • ■ 

(ii) Les sous-espaces propres du laplacien correspondant à des valeurs propres 

distinctes sont orthogonaux dans L 2(0) si bien que : 

(22) 

où 0 ER 

Il nous faut expliciter les constantes R et f telles que (9) ait lieu ; pour 
0 

cela, nous utiliserons le fait que 11 ensemble des zéros de w est de mesure nulle. 

Posons: 

(23) O <a= min { ~ f wdx - g(~) S wdx - g(- 00 ) S wdx 
0 ~w<O w>O ' . 

g(~) S wdx + g(- 00 ) S wdx - S f wdx} • 
w>O w<O · 0 

La fonction w est continue, soit l.t 11 ouvert de O : l.t = {; 1 ; E O, w(ç ) f:. o} ; 

pour tout réel positif f3 donné, il est possible de trouver un fermé V c ù tel que 

mes (0 - V) :s: f3 • 

Nous prenons Ceci étant, V est compact 
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. ' 
et~oit y = min lw(~) 1 > O ; d'après le théorème de Sobolev, il existe c

1 
> 0, tel que 

ç EV 

= C lu 1 
1 2 w2,p(O) 

et, comme u
1 

= 8w, 8 E R 

• y . 

aurons aussi : 

et 

(24) { min l(u 1 +u 2){()l} 111 ½{ min lu1(;)1} ~ 2 1~1x lu 11X • 
, ~EV. (EV 

(25) 

La relation (24) fait que, pour R
0 

assez grand et pour lu
1 

lx> R
0

, on a: 

soit 

soit 

(25 1) g (-oo) ~ g (u
1 

+ u
2

) (~) S: g (-oo) + r, 

. O! -1 -1 
pour tout ~ E V et pour TJ = -8 1 w I mes O • 

L 00 (0) 

Il est maintenant aisé de vérifier que 11 hypothèse 

(26) lu2 1x:s E"lu1 1x lu1 lx ~ R 
0 

entraîne (9), soit, avec (22) : 

(27) S w • (g{u
1 

+ u2) - f) dx t O . 
n 
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Considérons le cas u 1 = e w et 6 > O nous avons alors : 

} Sv w{g{u1 + u2) - f)dx - g{+oo) S wdx - g{-oo) S wdx - S fwdx 1 ::;. : 
vn{w>O} Vn{w<O} V 

\g{+oo) S wdx + g{- 00
) S wdx - :;~ fwdx - g{+oo) S wdx - {g{-oo) S wdx - S fwdx 1 ::; : 

Vn{w>O} vn {w<O} . V w>O w<O 0-< 

En regroupant ces inégalités, (23) entraîne (27). Le traitement du cas 8 < 0 

est similaire . ■ 

(iii) La vérification de la troisième hypothèse, du fait de (22) et du lemme 1 , 

se ramène à la vérification de l'hypothèse (ii) lorsque, de surcroit x2 = 0. ■ 

Le théorème J est à présent une conséquence du théorème 2. ■ 
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4.1. 

Exposé n° 4 

VALEURS ET POINTS SINGULIERS D'UNE APPLICATION FREDHOLM DE 

TYPE (1,1) 

par 

J.C. SAUT 
. -.-

Dans cet exposé, on montre, en suivant Ambrosetti-Prodi [1 J (et 11 exposé 

de ce travail dans Nirenberg [3 ]) , que, sous certaines conditions de non-dégé-

nerescence, 11 ensemble des points singuliers d I une application Fredholm g; de 

type ( 1 , 1) est localement une variété de codimension 1 . Si de plus f est propre, 

une version globale de ce résultat montre que 11 ensemble des valeurs singulières 

est une variété de codimension 1 , et permet de compter le nombre de solutions 

de ~(x) == y. Ceci est appliqué à un problème non linéaire du type 6U + f (U) == g. 

§ 1. RESULTATS ABSTRAITS. 

DEFINITION 1 • 1 . Soit X un Banach ; !:!!:! sous-ensemble M de X est 

une Ck-variété de codimension 1, si pour tout x
0 

E M, il existe~ voisinage 
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ouvert U de x
0 

et une fonctionnelle r de classe Ck sur U telle que 

(i) r' (x
0

) t o, (ii) M n U = {x E U, r(x) = o}. 

PROPOSITION 1.2. Soit M une Ck . 't ' d di . 1 f ' -varie e ~ co mens10n , ermee, 

connexe dans le Banach X. 

Alors X,M .~ au plus ~ composantes connexes. 

Démonstration. 

Supposons qu'il existe 3 ouverts non vides A
1

, A
2

, A
3 

de x,M, 

deux à deux disjoints, tels que X\M = A
1 

u A
2 

u A
3 

; x,M étant ouvert, cha­

que Ai est aussi ouvert dans X. 

Posons B. = oA. (i = 1, 2, .3). Alors B. t ~ (sinon A
1
. serait ouvert et 

1 1 1 

fermé dans X) • On a aussi évidemment B. c M. 
1 

Maintenant, pour tout u
0 

E M, il existe, d'après les propriétés de M, 

im voisinage ouvert U de u
0 

tel que U n (X,M) ait exactement 2 composantes 

connexes ; donc seuls deux des ensembles A. peuvent avoir une intersection 
1 

non vide avec U. Il en résulte que U n M ne peut être contenu que dans au 

plus deux des B .• 
1 

De plus, si u
0 

E Bi, alors une des deux composantes connexes de 

U n (X'-.M) est contenue dans A. ; tout point de U n M est alors un point fron-
1 

tière de A. , i.e. appartient à B .• Les B. sont donc ouverts et fermés dans 
1 1 1 

M. Puisque M est connexe, on a donc M = Bi, i = 1, 2, 3, mais ceci contredit 

le fait que tout point de M appartient à au plus deux des Bi. ■ 



THEOREME 1 . 2 . Soient X, Y des Banach, 0 un ouvert de X et 

èp : n-. Y de classe Ck, k;:: 2 ; soit x E O . 
-- 0 

On suppose: 

lm Dcp(x ) = {z E Y, y (z) = o} ; alors la fonctionnelle linéaire~ X, 
0 0 

x t-+ F{x) = y 
O 

(D2 cp(x
0

) ( v 
O

, x) n' est pas identiquement _nulle. 

4.J 

Alors, dans un voisinage de x
0

, 11 ensemble W des. points singuliers de 

t Ck- l . 't ' d di . 1 èp gê_ une -varie e e co mens1on • 

Si la condition (ii) est remplacée par : 

k-1 alors. il existe !!!} voisinage ouvert U de x
0 

tel que cp(W n U) soit ~ C -

variété de codimension 1 dans Y • 

Démonstration. 

On peut évidemment supposer que x = o. D'après le 1er exposé (corol­
o 

laire 1 . 11), ker D ~(x) est, au voisinage de x = o, soit réduit à o, soit de 

dimension 1. Dans ce dernier cas, on voit facilement que ker Dcp(x) est engendré 

par un vecteur de la forme v + w(x) où w(x) -+ o quand x -. o. En effet, 
0 

posons T = Dcp(o), T = Dcp(x), S = T-T • Soient x
2 

un supplémentaire topolo-
o 0 

gique de ker T , Z un supplémentaire topologique de lm T , 1T et 1T I les pro-o O · 

jections associées sur lm T , Z respectivement. Soit v un vecteur engendrant 
0 

ker T • Alors v = ÀV 
O 

+ w, À ER, w E x2 • 
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L'équation Tv = o équivaut à 

{ 

T w + 77 S(Àv + w) = o 
0 0 

(➔E-) 
1T I S (ÀV + W) = 0 

0 . 

T étant un isomorphisme de x
2 

sur lm T , il en est de même de T + 1rS 
0 0 0 

pour S assez petit. Posons A= (T
0 

+77S)- 1. La première équation de (➔E-) 

est alors équivalente à w + A77S (À v ) = o, ce qui montre que À /:. o. On peut 
0 

alors supposer que À= 1 et on obtient llwll ~ //Ali 111111 IISII 1Jv
0

11, d'où le résul-

tat, puisque S _. o quand x -+ o. 

Ceci étant rappelé, soit z E Z engendrant Z, choisi tel que y (z) = 1. 
0 

Considérons 11 équation 

(1) wEZ,tER. 

D I après le théorème des fonctions implicites, il existe au voisinage de x = o 

des fonctions w(x), t(x), uniques, de classe Ck- 1, telles que w(o) = o, 

t(o) = o et vérifiant (1). 

D'après ce qui précède, 11 ensemble W des points critiques de ip est, 

au voisinage de o, constitué de l'ensemble {x E g voisin de o ; D cp(x)( v 
O 
+w(x))=o} 

=(d'après (1)) {x E G voisin de o; t(x) = o} (c 1 est le cas où dim ker Dif,(x) = 1). 

Calculons maintenant la dérivée de (1) par rapport à x en x = o, et appli-

quons y
0 

• On trouve, puisque par hypothèse y
0

Dif,(o) = o et y
0

(z) = 1 : 

\i XE X. 

D 1 après l'hypothèse (ii), la fonctionnelle linéaire t (o) n'est pas identique­x 

ment nulle et donc, près de l'origine, W est une Ck- l variété de codimension 1 . 

Ceci montre la première partie du théorème. 
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Pour montrer la seconde, ·èonsidérons l' application 1/J , définie dans 

un voisinage U de l'origine par ip(x) = q,(x) + y 
O 

(D q,(x)( t+w (x) )z. 

D' après la construction de w, on a 1/J = J sur W n U. Différentions ,p 

à 1' origine : 

On voit facilement (écrire x = ÀV
0 

+ w, À ER, w E x
2

) que D1/)(o) est injective 

si et seulement si y
0

(D2 q,{x
0

)(vo'v
0
))1 o, ce qui est la condition (ii)'. Comme 

Dip(o) est Fredholm d'indice nul (perturbation compacte de Oq,(o)), on voit 

d'après le théorème de Banach, que si (ii)' a lieu, Dlj!(o) est un isomorphisme 

de X sur Y et donc, d' après le théorème d'inversion locale, 1/J est un 

Ck- l _difféomorphisme d'un voisinage de 11 origine dans X sur un voisinage 

de p(o) dans Y, et puisque au voisinage de o 1/)(W) = p(W), q,(W) est une 

Ck- 1 variété de codimension 1 . ■ 

DEFINITION 1 .J. Soit p : n-+ Y de classe Ck, k ~ 2. 

Un point singulier x de p est dit point singulier ordinaire s'il vérifie 
-------- 0 - -------=-----------

les conditions (i), (ii) ' du théorème 1 • 2. ■ 

Si x est un point singulier ordinaire, on peut calculer localement le 
0 

nombre de solutions de l' équation p{x) = y : 

THEOREME 1 . 4. Soient X, Y Banach, n ouvert de X, ~ : Q--. Y, 

de classe Ck, k~ 2. Soit x
0 

En un point singulier ordinaire. Soit y2 E Y 

un vecteur transversal à p{W) en q,(x ) = y • Alors il existe un voisinage U 
- - - 0 0 ----------=--
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de x
0 

et e ER, e =f. o tel que 

(i) V y E ]y 
0

, y 
O 

+ ey 
2 

J, 11 équation qi(x) = y ~ exactement 2 solutions 

dans U. 

(ii) 'ef y E ]y 
O

, y 
O 

- ey 
2

] , l' équation 1p(x) = y n' a pas de solution dans U • 

.E!:~~~~. Nous utiliserons les notations du théorème 1 . 2 avec y 2 = z ; on peut sup-

poser 'Y. (y2) = 1 ; X = 0, y = cp(X ) = O. 
0 0 0 0 

D'après le théorème 1 . 2, il existe un voisinage U de o tel que 

q;(W n U) est une Ck-l variété de codimension 1. 

Pour r, réel et petit, soit y= y O + r, Y 2 = 77Y 2 . 

Nous allons résoudre 11 équation 1p(x) = y par la méthode de Lyapounov-Schmidt 

(cf. exposé 2). 

L'équation est alors 1p(x
1
+x

2
) = r, y 

2
• On résoud grâce au théorème des 

fonctions implicites x
2 

en fonction de x
1 

et on obtient l'équation de bifurcation 

(cf. exposé 2), qui est ici une équàtion scalaire : 

(2) 

où l'inconnue est À. 

dx2 
Remarquons maintenant que dx (o) = o. En effet, soit Q la projection 

1 

On a Qq,(x
1
+x

2
(x

1
)) = o, xio) = o, d'où en différentiant 

dx2 
QDq,(o) (x

1 
+ dx (o)x

1
) = o. 

1 
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dx2 ) Mais x
1 

E ker Dq;(o) et on en déduit Dq;(o) dx (o x
1 

= o. 
1 

dx dx2 
~ {o)x1 E x2 • Donc dx . {o)x1 = o 

1 1 
Mais Dq;(o)pc est un isomorphisme et 

dx 2 
et d 2 (o) = o comme annoncé. 

xl 
dx2 

On a alors F' (o) = y
0 

Dqi(o) (v + dx
1 

(o)x
1
) = o. 

Finalement, F(o) = F'(o), F"(o) = y
0 

o2q;(o)(v,v)-/:-o. Ceci implique que l'équa-

tion de bifurcation (2) a, pour o t:::: Ir, 1 assez petit exactement 2 solutions pour 

r, sgn F"(o) > o et aucune pour r, sgn F"(o) < o. ■ 

Voici une version globale de ces résultats. 

THEOREME 1.5. Soient X, Y banach, q;: X-. Y de classe Ck, k ~ 2 

Fredholm d'index o, vérifiant entre autre 

(i) qi est propre (cf. exposé 1) 

{ii) L'ensemble W des points singuliers de q; est non vide, connexe, 

et est constitué uniquement de points singuliers ordinaires. 

(iii) q; \W est bijective. 

Alors 1' ensemble M = q;(W) des valeurs singulières de qi est une 

Ck- 1-variété de codimension 1, fermée, connexe. De plus, 11 ensemble 

Rq; = Y\M des valeurs régulières de qi ~ exactement 2 composantes connexes 

A
1

, A
2 

telles que 

a) si y E A
1 

, q;-1{y) = ~ 

b) si y E ~, q;-1{y) consiste en 2 points. 

f!~~JJ.: q; est continue et fermée (puisque propre), W est fermé (exposé 1, 

lemme 2 .3) donc M = q;(W) est connexe et fermé. 
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D1 après l'hypothèse (ii) et le théorème 1.2, M est une Ck-l_variété de 

codimension 1 • 

D'après (i) et (iii), ~ est un homéomorphisme de W sur M. 

D' après la proposition 1 • 2, Y, M a au plus 2 composantes connexes. 

D'après le lemme 2.13 du 1er exposé, pour tout y ER~, le cardinal N(y) de 

~ -1{y) est fini et localement constant. 

N(y) est donc constant sur chaque composante connexe de R~ = Y,M. 

Remarquons que pour tout voisinage U de x E W, il existe un voisinage 
0 

V de y O = ~(x
0

) tel que ~-1(v) c U. En effet, il existerait sinon un voisinage 

u~E-de X et une suite X telle que X f. u~E-et ~(xn) -+ Yo ; ~ étant o n n 

X 
,,. ui~ propre, on pourrait extraire une sous-suite x convergeant vers F-

nk 

et vérifiant ~(x) = y 
0

, ce qui contredit 11 hypothèse (iii). 

Par ailleurs, puisque x
0 

est· un point singulier ordinaire, on peut 

appliquer le théorème 1.4 pour calculer localement le nombre de solutions de 

~(x) = y quand y appartient à un segment transversal à M en y • Ce nombre 
0 

est 2 ou o, selon le côté de M où se trouve y et le théorème 1. 5 est démontré.■ 

§ 2. APPLICATION 

Soit Q un ouvert borné connexe de Rn de frontière èO régulière. On 

note 11. l lk la norme usuelle sur Ck( n)' k entier ~ 0 J) et ck' a.en) 11 espace 

des fonctions de Ck(O) dont les ke dérivées sont holdériennes d'ordre o. 

( o < o. < 1). C 'est un Banach pour la norme 

k k 
llullk = llullk + sup ID u(x)-D u(y) 1 • 

,a. x-/: y lx-y la 



4.9 

ka.- ka,-
Onpose C

0
' (O)= {uEC' (O), u

100
=o}. 

la suite des valeurs propres du problème 

l
-lm= ÀU 

U[on=O. 

dans 0 

Soit f : R-+ R de classe c3 vérifiant 

(F 1) f(o) = o 

(F 2) f"(t) ~o et f"(o) > o 

(F 3) lim f'(t) = e' ' o<e' <À1 ou 
t➔ -oo 

(F 4) lim r' (t) = e" ' Àl < €" < À2 • ou 
t ➔+oo 

Fixons-nous o < a. < 1 et considérons le problème 

dans 

(1) 

On a alors: 

THEOREME 2 .1. Il existe dans c0 ,a.(O) une C 1-variété M de codimen­

sion 1, fermée, connexe, telle que c0
' a,(fi), M possède exactement 2 composantes 

connexes A1' A2 telles que 

(i) si g E A
1

, (1) n' a pas de solution. 

(ii) si g E A
2

, (1) a exactement 2 solutions dans c2 ' a.(fi) 
0 

(iii) si g E M, (1) .ê exactement 1 solution dans C~'°'(fi). 

Remarque. Le théorème 2.1 est dû à Ambrosetti-Prodi [1] ; dans [2] Berger 

et Podolak donnent un résultat un peu plus précis (cf. aussi l'exposé qu'en 

donne Nirenberg [3] ) . Nous donnons ci-dessous les grandes lignes de la démons-



tration d I Ambrosetti et Prodi. 

Démonstration (pour les détails, se reporter à [ 1 ]) . 

Soit qi: c2 ,<\n)-+ Co'a.(fi) définie par 9.i(u) = ùu + f(u). 
0 

qi est de classe c2 et Oqi(u): v ~ 6.v + f' (u)v • 

La preuve résultera du théorème 1 . 5 et des 3 lemmes suivants 

LEMME 2 . 2. qi est propre, Fredholm d'indice mil. 
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LEMME 2. 3 . L' ensemble W des points singuliers de qi est non vide, 

connexe, constitué uniquement de points singuliers ordinaires • 

LEMME 2.4. q; I W est bijective . 

Preuve du lemme 2. 2. q; est clairement Fredholm d' ind\.ce nul (sa dérivée 

est une perturbation compacte d'un isomorphisme puisqm~ f' est bornée et 

11 injection c2 ' a,(fi) c c0
' a.(n) est compacte). 

Soit u une suite de c2 ' a, ( fi) telle que i( u ) = llu + f ( u ) = g converge n o n n n n 

dans c0
' 

0üï). Une estimation a priori obtenue grâce à (F 3), (F 4) montre 

0 O'.. -que u est bornée dans C ' (O) et donc que llu = g -f(u ) est borné dans n n n n 

o, a.( -) , 2, a,( -) t · C n , donc que u est bornee dans C n . On peut donc ex raire des u n n 

une sous-suite convergeant dans c0
' °'(O). L'équation montre qu'elle converge 

aussi dans c 2 ' a,(fi). • 
Preuve du lemme. 2 .3. Nous rappelerons d'abord les résultats bien connus sur 

les problèmes de valeur propre du type 

(2) 
{ 

l:N + µ p(x)v = o 

v 100=o 

sur 
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où p est une fonction mesurable bornée par 2 constantes positives : 

PROPOSITION 2. 5. (cf. Courant-Hilbert [ 4 ]) . 

1) Les valeurs propres de (2) sont positives et forment _une suite non 

décroissante tendant vers + oo : 
- --

(comptées suivant leur multiplicité). 

2) La première valeur propre µ
1 

est simple (donc µ
1 

<µ,2). La fonction 

propre associée ne s ' annule pas dans O. 

3) La rème valeur propre µ, est une fonction monotone non croissante 
- -- --- =----=-- r - - --- ---- -- ----

1 2 ème de p. De plus, si p
1
(x) < p

2
(x) p.p., alors, notant µr (resp. µr) la _r __ 

valeur propre relativement à p = p1 (resp. p = ~), on ~ µ; > µ; . 
4) Il existe un réel p > 1 tel que gi. rème valeur propre 1-'r dépende 

continûment de p dans la topologie de LP(d. • 
Montrons maintenant que tous les points singuliers de qi sont ordinaires : 

u E W est singulier si et seulement si le problème 
0 

a des solutions non triviales • Ceci équivaut au fait que µ = 1 est une valeur 

propre de tw + ,uf' (u
0

)v = o, v 1 00 = o. 

D I après la proposition 2 . 5 3) c I est la plus petite valeur propre puis­

que o < e' <f'(u
0

(x)) < e" où o < €' <11.1 < €" <À. 2 • 

Elle est donc simple (proposition 2.5 2)). Soit v E c2 ,a(O) engendrant 
0 0 

ker Dq;(u ). Alors lm Dqi(u ) = {g E Co'a,(O), \ g v dx = o}. 
o o .)

0 
o 
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L'hypothèse (i) du théorème 1 . 2 est donc bien vérifiée. La fonctionnelle 

Y associée à 
0 

lm D4i(u ) est z 1-+ (' z(x) v (x) dx. Par ailleurs, on a o .)
0 

o 

D2 4i(u )(v,w)(x) = f"(u (x))v(x)w(x). 
0 · 0 

En sorte que la condition (ii)' du théorème 1 . 2 s'écrit 

~ f"(u
0

)v~ dx I= o, 
0 

et ceci est vérifiée d'après (F 2) et la proposition 2.5 2) (v est la première 
0 

fonction propre de (3)) . 

Il nous reste à montrer que W est non vide et connexe. On va en fait 

montrer que W a une représentation cartésienne sur un sous-espace linéaire 

de c2 ' a.(fi) de codimension 1 : 
0 

soit s E c;' a.(O), s(x) > o dans n et soit Z un sous-espace linéaire 

de Ç~' a. ( 0) de codimension 1, tel que s f. Z. Tout élément u de C~' a.(fi) se 

représente donc, de manière unique, sous la forme u = z + vs, v ER, z E Z. 

Considérons le problème de valeur propre : 

dans 0 

(4) 

z E Z, fixé, v ER. Soit µ(v) la première valeur propre de (4). D I après 

la proposition 2 . 5 4), µ, est une fonction continue de v. Par (F 3) (F 4) 

et puisque s{x) > o dans n, on a pour tout x En: 

lim f'(z(x)+vs(x))= €1 

l)➔ -00 

lim f' (z(x) + vs(x)) = €''. 
v➔+oo 

De plus, puisque €' < f' (t) < €", on montre facilement que ces limites 

ont lieu aussi dans LP(o) (pour tout p). Toujours d'après la proposition 2.5 4) 
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il s'ensuit que 

À 
lim µ(V) = € ~ > 1 

v ➔ -oo À 

lim µ(v) = e'~ < 1. 
l) ➔ +oo 

Il existe donc ii ER tel que µ(ii) = 1 ; ii est unique puisque µ est 

strictement décroissante (proposition 2 . .5 J)). 

On a donc montré que toute droite v 1---+ z + vs coupe W en un point uni-

que, et on voit aisément que ce point dépend continûment de z (W est une variété 

différentiable et les droites v ._.. vs sont transverses à W.) ■ 

Preuve du lemme 2 .4. Soit u E W, ~(u ) = g • Supposons que ~(u) = g a une 
------------------- 0 0 0 0 

autre solution U. 

f(u(x)) - f(u (x)) 
Posons w(x) = il(x) _ u &) 

0 

= f'(u (x)) 
0 

si îi(x) /= u
0 

(x) 

si û'(x) = u
0 

(x). 

Alors îi - u est une solution non triviale de 
0 

avec µ = 1. 

f ÂV + µ W V = 0 dans 0 

L vlan =o 

Puisque €' < w(x) < €" < À2 , on voit que Û - u
0 

est la première fonction 

propre de ce problème. D'après la proposition 4e.5 2), u(x) - u (x) a un 
0 

signe constant sur n, et d'après (F 2) w(x) >f'(u
0

(x)) sur o. 

Par ailleurs, puisque u E W, le problème 
0 

ÂV + µf 1 (u )v = 0 sur 0 
0 

a aussi µ = 1 comme première valeur propre ; ceci contredit la proposition 2. 5, J) 

et prouve le lemme 2 .4. ■ 
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5. 1 

Exposé n° 5 ( 
1
) 

UNE DEMONSTRATION DU LEMME DE MORSE 

par 

A. LICHNEWSKY 

Afin de complèter 11 étude faite dans 1' exposé n° 2 nous donnons ici une démons­

tration du lemme de Morse reposant sur 11 utilisation du théorème des fonctions implicites, 

tirée de L. NIRENBERG [ 2] (cf. aussi L. HORMANDER [ 1 ] ) • Le lecteur trouvera 

qes extensions en dimension infinie de ce résultat dans J. T. SCHWARTZ C 4 J , 

R. PALAIS [3]. 

( 1) La majeure partie de cet exposé a été insérée dans 1' exposé n° 2 • 



§ 1. LE LEMME DE MORSE. 

Soit f une fonction cP (p ~ 2) de Rn dans R telle que f(0) == 0 et 

-f(0) = 0; le résultat suivant permet de décrire la structure de l'ensemble des 

zéros de f au voisinage de l'origine. 

THEOREME 1. (Lemme de Morse). 

5.2 

Supposons que f soit une application cP (p ~ 2) de Rn dans R telle que 

(i) f(0) = 0 = \Jf(O). 

(ii) 0 est un point critique~ dégénéré : la hessienne fxx(O) est inversible,., 

Il existe ~ application CE cP-2 de Rn dans Rn, définie au voi~ioage de 

l'origine telle que 

(i) C (x) == x + o( I x ! ) \x 1 ➔ 0 

(ii) f(x) = ½ B(C (x), C (x)) 2!' on ~ noté B la hessienne '.":de f en O. 

COROLLAIRES. 

(a) Lorsque p ~ 3, C est un changement de coordonnées cP- 2 ~ voisinage 

de l'origine. 

(b) Sous les hypothèses du théorème 1, il existe~ application !_; ECP- 2 

de Rn dans Rn, définie au voisinage de l'origine telle que 

(i) s (x) = X+ o( 1 X 1 ) 1 X 1 -+ 0 

À 2 n 2 
(ii) f(x) = - L (g.(x)) + r: (!_;J.(x)) 

j==1 J j=À+1 

où À est l' index de la hessienne de f en 0. • 
Démonstration du Théorème 1 . ---------------------------

Nous cherchons l' application C sous la forme : 
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C = R(x)X où R est une application cP- 2 de Rn dans 11 espace M (R) 
n 

des matrices n x n à coefficients réels, telle que R(0) = I : identité. On doit avoir, 

d'après (ii) : 

. 1 
1 * · s d 2 (Rx B Rx X, X) = f (x) = O dt (f( tx) )dt. 

En intégrant par parties il vient : 

1 1 
f(x) = \ (1-t) {f (tx)} (x,x)dt = { \ (1-t)f (tx)dt} (x,x) = ½ B (x,x). Jo XX Jo XX X 

On remarque que l'application x -+ B est une application cP- 2 de Rn dans l'es­
x 

pace des matrices symétriques. Le problème est finalement de déterminer R(x) véri-

fiant : 

(1) l 
R(0) = I 

R*{x) B R(x) = Bx 

A cet effet nous étu.dions maintenant l'application 

(2) 

M (R)-+ M (R) n n,sym 

R L R* BR 

au voisinage de R = I : identité. La dérivée de cette application en R est : 

* ➔I-D,µ : S -+ R BS + S BR . 

en I, ceci est donc : S -+ BS + s*B. 

On vérifie immédiatement que cette dernière application est surjeètive ; en 

effet, si a est une matrice symétrique, posons S = ½ B- 1 a et on obtient 

{!'. 1( -1 -1 ) BS + S B = 2 B B CJ + CJ B B = CJ • 

Par conséquent, l'application ljJ : (2) est une submersion en R = I et possède un in­

verse ljJ-1 au voisinage de l' identité. On peut prendre R = lj) - 1 B qui est une fonction 
X X 

On a noté M (R) 11 espace des matrices symétriques n x n à coefficients réels. n,sym 



cP- 2 • Ceci achève la démonstration. 

Démonstration des corollaires. 

(a) résulte du théorème des fonctions implicites. 

(b) résulte de la réduction des formes bilinéaires. 

§ 2. UNE VARIANTE : LE CAS DE PARAMETRES. 

THEOREME 2. Soit F(x,y) une application cP (p ~ 2) de Rn x Rd 

dans R, définie dans un voisinage de ( O, O) et vérifiant : 

O = F x(o,o) ; F xx(o,o) est une forme bilinéaire non dégénérée. 

5.4 

• 

Il existe une fonction de Rd dans Rn : y -+ x(y), définie ~ voisinage de O, vérifiant : 

x(o) = o, F (x(y),y) = o 
X 

ainsi qu'une fonction cP-2 de Rn x Rd dans Rn: C (x,y) définie dans un voisinage 

de (o,o) telle que : 

(3) C{x,y) = X - x(y) + o( 1 x-x{y) 1) pour (x,y)-+ 0 

et 

(4) F(x,y) = F(x(y),y) + ½{ [F xx(x(y),y))] (C ,C )} . 

COROLLAIRE . Faisons les hypothèses du théorème 2, et supposons, en outre 

p ~ 3 et que F (O,O) soit une forme bilinéaire non définie. Il existe des voisinages 
·--- XX --·---------- ----

de O dans Rn et Rd : ti et \r tels que, pour tout y dans \J', l'équation 

F(x,y) = 0 

!!. pour solutions dans tL une surface cP- 2 de dimension n-1 , possèdant une singu­

larité conique en x = x(y) lorsque 

F(x(y),y) = O. • 
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Démonstration du théorème 2. --------------------------
Le théorème des fonctions implicites fournit la fonction y -+ x(y) telle que 

x(O) = 0 et F (x(y) , y) = 0 • 
X 

En effet, le fait que la forme bilinéaire F (O,O) soit non dégénérée entraîne que 
XX 

la dérivée en O de F : D { F } est bijective dans Rn. En faisant le changement 
X X X 

de variable x -+ x - x(y) on se ramène à la démonstration du théorème 1 • 
■ 

Démonstration du corollaire. 

Il suffit de remarquer, que, avec (3), C est, à y fixé, un changement de 

d ' c 1 . . d -( ) coor onnees au v01srnage e x y . 
■ 

[1 J 
[2] 

[3] 

[4 J 
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Exposé n° 6 

BIFURCATION POUR DES VALEURS PROPRES DOUBLES 

par 

Bruno SCHEURER 

-:-

Cet exposé s'inspire de Mac Leod, Sattinger [3]. 

§ 1. INTRODUCTION ET HYPOTHESES 

Soient X et Y deux espaces de Banach tels que X c Y. Considérons 

l'équation : F(x, À) = o (1) 

où F est une application de X xlR dans Y. On suppose que F(o,o) = o et on 

cherche les solutions non nulles de (1) dans un voisinage de (o,o). On se propose, 

dans cet exposé, d' étudier ce problème dans le cas particulier où 11 opérateur li­

néarisé est un opérateur Fredholm d'indice o dont le noyau et Ie conoyau sont 

de dimension 2. Cette hypothèse vient naturellement "après" le cas d'un opérateur 

Fredholm d'indice o dont le noyau et le conoyau sont de dimension 1 examiné par 

Crandall-Rabinowitz dans [5] (cf. exposé 5). 

Si F est assez régulière (de classe c2 au moins) F(x,À) peut s'écrire, 

au voisinage de ( o, o), grâce à la formule de Taylor : 

F(x, À) = F x(6,p)x+ ÀF À (o,o) +~ F xx(o,o)x
2 

+ ÀF XÀ (o,o)x+ ~ À2F ÀÀ (o,o)+o(llx11 2, 1 Àj2). 
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Par analogie, on considère dans tout ce qui suit une application F de la forme : 

F(x,À) = L(À)x + N(x,x) + R(x,À) 

où : • N est une application bilinéaire de XXX dans Y, indépendante de À. 

• R est une application de X x 1R dans Y homogène de degré 3 au moins 

en x. 

• L(>..) est un opérateur linéaire de X dans Y • 

Précisons le cadre et les hypothèses faités sur 11 opérateur L(À). 

L'opérateur L(.)J a la structure suivante : 

L(>.,)x = L
0

x + À.Ll x + À2L2(>..) 

où À-. L
2

(>..) est de classe C 1• 

L'opérateur L est un opérateur Fredholm d'indice o tel que : 
0 

<==;> dim Y /y 
1 

= codim Y 
1 

= 2. 

(Une telle caractérisation de Y
1 

est possible car lm L est fermé). 0 . 

.lE, .l,E, 
On suppose que x

1 
n Y 

1 
= {o} ; on peut alors choisir tp1 et <p

2 
tels que : 

➔~ < cp. , cp. > = Ô· .• 
1 J lJ 

.l'- .If, ➔E- .lf, 
Puisque X C y' y" C X, donc <P1 et <Pz s I identifient à des élémènts de X-li- et 

on peut définir le supplémentaire topologique de x
1 

dans X par 

Soit Y 
2 

le supplémentaire topologique de Y 
1 

dans Y. 

L'opérateur L
0 

est alors un isomorphisme de x
2 

sur Y 
1 

dont 11 inverse 
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K est un opérateur borné (théorème du graphe fermé). Dans la suite, on utilisera 
0 

les opérateurs de projection suivants : 

§ 2. STRUCTURE DES SOLUTIONS PRES DU POINT DE BIFURCATION. 

La méthode Lyapounov Schmidt (cf. exposé 2) appliquée à 11 équation : 

(2) 

permet de réduire le problème de bifurcation pour (2) à un système de deux équa­

tions (codimension de Y 
1
) à 3 inconnues x

1 
= (ex, (3) ER 2 identifié à x

1 
et À ER. 

On est donc ramené à l'étude de~ zéros d I une application régulière de R 3 

dans R 2 . Il n'existe malheureusement pas d'analogue du lemme de Morse pour les 

applications de R 3 dans R 2 ce qui fait qu'on ne peut pas procèder comme dans 

l' exposé 5 • On peut se ramener au théorème de Morse par projection ; c' est ce que 

fait Nirenberg [5 J (Théorème J .2 .2), mais le résultat obtenu est très partiel. 

On peut également utiliser le théorème de préparation de Malgrange (cf. exposé 8). 

On va utiliser ici une méthode "classique" dans la lignée de celle utilisée 

par Rabinowitz et Sattinger [3] [ 4] [5 J. Elle consiste à définir a priori une bran-

che non triviale (i.e. une famille de fonctions non nulles à un paramètre À) au voi-

sinage du point de bifurcation (ici (o,o)) ; on vérifie alors à l'aide du théorème des 

fonctions implicites que cette branche est un ensemble de solutions de (2) (existence). 
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On montre alors, grâce à des estimations a priori, que toute solution non triviale 

est nécessairement sur cette branche (unicité). 

A) Existence. 

Considérons une branche non triviale de la forme : 

et ot., f3 fonctions de R dans R. 

Montrons que la branche définie par (3), constitue, sous une hypothèse 

convenable, un ensemble de solutions de (2). 

Pour cela substituons (J) dans (2) ; on obtient en regroupant les différents 

termes correspondant respectivement à x
1 

et x
2 

et après avoir divisé par À
2 : 

où, par définition 

q(~, {3) = N(mpl + /3 (()2 ' ot.<p1 + fl<P2) 

2 2 = ot. N(cp1,cp1) + ot.,8[N(<p1,<Pz)+N(r.p2,ip1)] + f5 N(cp2,cp2) 

S(À,ot., ~,1/J) = À{ L2(À)+L1<pt-N(ot.<p1+Pcp2 ,I/J)+N(I/J,ot.<pl+,&p2)+ R(À,ot.<pt+,&p2+À 1/J)} 

+ À
2 N(ip,iµ). 

Remarques. 1. On n'a pas noté la dépendance de ot., /3, 1/J en À pour allèger. 

2. N est bilinéaire donc homogène de degré 2 en x alors que R est 

homogène de degré 3 au moins, ce qui est utile pour 11 obtention de ( 4). 

L I équation (4) est équivalente au système (;;) de trois équations obtenues 

en la projetant sur Y 
1 

puis sur Y 
2 

(L
0

iµ appartient à Y 
1
) : 
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Jl (ip ,ex, ,8, 11.) == L
0
ip + o{ aL 1c,o1 + ,BL1<P2 + q(ex, ,8) + S(À,œ, ,8, 1/J)} == o (5) 

J
2

(ip, ex, ,8, 11.) ==<L
1 
(œp1+,8cp2) ,cp~ >+-<q(a,,B),cp°;>;+ <S(11., ex, ,8, ip),cp~>-= o (6) 

z3(ip ,ex, /3,À) ==< L
1
(œp

1
+,ap2) ,cp;>+<q(ex, (3) ,~>+<S(>,_,ex,,B, 1/)) ,cp;>-= o (7) 

Dans ce qui suit, on posera : 

M(cp1 'q,2) == N(<,01 ''-P2) + N(cp2 ''P1) 

f
1
(ex,,8) == <L

1
(œq,

1
+,Bcp

2
), cp'~ >+ <q(ex,,B), cp➔; > 

f
2 

(ex, /3) == < L 
1 
(œcp 

1 
+ .B cp

2
), q,; >+ < q (ex, ,8), cp; > • 

Considérons alors l' application 

Résoudre l'équation (2) équivaut à trouver les zéros de J, c'est-à-dire à résoudre 

le système (J). 

L'équation (5), lorsque À == o, s I écrit compte-tenu de la définition de S : 

équation qui sera résoluble, pour ex, fj donnés, en 1/J appartenant 

Soit (ex , f3 ) E lR x.R tel que : 
0 0 

f1(0! ,,8) = f2(0! ,f!,) == 0 
0 0 0 0 

(9) 

Si ip
0 

est l'élément de x
2 

correspondant donné par (8), (ip
0

,ah, /3
0

,o) est alors 

solution de J ((9) équivaut à (6), (7) lorsque À== o). 

A chaque valeur de À suffisamment proche de o peut-on associer biuni­

voquement trois fonctions C 1 de À, 1/)(À), œ(À), p(À) telles que : 

(i) 

(ii) 

i.e. u(À) donné par (3) est solution de (2) 

l{J(o) = 1/J , ex(o) = œ , ,8(0) = (3
0 

? 
0 0 
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Une réponse affirmative à cette question est donnée par le théorème des fonc-

tions implicites que l'on va appliquer à l'opérateur J • L I opérateur J est de 

classe C 1 d' après les hypothèses. 

Calculons sa dérivée au sens de Frechet par rapport à (l/J, a,~) en 

(l/J 
O

, ab, .8 
0

, o) . D' après l I expression de S , les opérateurs : , : , : sont iden­

tiquement nuls lorsque À == o, on a alors : 

0 

0 

Q {L1<p1+ZO!oN(<P1 ,<P1 )+,BoM(;ol ,<P2)} 

of1 
00! 

of2 
00! 

Q{L1;o2 +aoM(~1 ,cp2)+Z/3oN(<p2,<P2)} 

àf1 
o/3 
of2 

Til 

qui est l'expression de DJï(,11 Q) (iµ ,a ,fJ ,o), opérateur borné de x
2

xRxR 'l',a,,., o o o 

dans Y 
1 

x1Rx1R. On a vu que L
0 

est un isomorphisme de x
2 

sur Y 
1

, 

or(,,, t:J) (<J; , a , f, , o) admettra donc un inverse borné si et seulement si 
'l'tCX,tJ O O O 

èf 1 àf2 èf 1 of2 

~ ~ - ~ oOl. l(ao,.so); 0 
(10) 

c I est-à-dire si les courbes t
1
(a, ,8) == o et t

2
(œ, ,B) == o n'admettent pas de point 

d'intersection (œ , ~ ) qui soit point de tangence. 
0 0 

Nous pouvons ainsi définir autant de branches de solutions non triviales de 

la forme (3) que le système d'équations (9) admettra de solutions (œ , f, ) cj (o,o). 
0 0 

Il y aura donc autant de branches que de points d'intersection des 2 coniques défi-

nies par ( 9). La condition ( 10) signifiant que ces deux coniques se coupent trans-

versalement, le nombre de points d'intersection distincts ·de (o,o) ès"t nécessaire-

ment 1 ou 3, ce qui donne donc lieu à 1 ou J branches de solutions non triviales de 

la forme (J). 
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B) Unicité. 

L I unicité consiste à montrer que, si (x, À) est une famille de solutions 

de (2) tendant vers (o,o), alors nécessairement x peut être représenté sous la 

forme (3) i.e. (x, À) appartient à 11 une des branches définies ci-dessus. 

Considérons donc une suite (xn,Àn) de solutions tendant vers (o,o) quand 

n -. + oc ; alors on peut toujours écrire, en posant tp = \ \x 11-1 x : 
n n n 

( 11) . 

, -ll- -1 ➔E- -1 
ou a. = < <P1, !lx Il x > ' /3 = < (1'12 , !lx Il x > n n n n..,., n n 

et l/) = Jlx JJ-1x - a. tri
1

- f3 11'1
2 

est un élément de x
2 

(on a décomposé llx 11-1.x n n n n,., nr n n 

La démonstration comprend alors deux étapes : 

{i) On peut choisir en = Àn dans ( 11) . 

Ceci se justifie en vérifiant, sous des hypothèses convenablement intro-

Àn en 
duites, que - et - sont bornés de façon indépendante de n. C I est ce qui est 

e:n Àn 

fait en ( 1) et (2). 

(ii) On utilise la partie unicité du théorème des fonctions implicites après 

substituti.on de x = À ~ dans (2.). C'est ce qui est fait en (,3). n n n 

(1) Compte tenu del' expression de a. et /3 ceux-ci sont bornés n n 

Ecrivons 11 équation (2) sous la forme : 

(12) 

où H(À,x) = À2L
2

(À) + R(À,x) et notons que d'après l'hypothèse sur R(À,x), 
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dans un voisinage de o de À, pour xn de la forme xn = e:n qin : 

.l. H(À ,x ) = 0(À2 + e:2) e: n n n n n 
(13) 

En remplaçant x = e: ~ dans ( 12), on obtient après division par e: : n n n n 

L l/) +À (a L
1

tri
1
+{3 L

1
1ri2)+À L

1
~ + e: N(~ ,~ )+.1.H(À ,x) = o (14) on n n Y n -y n n n n n "' n n . vn 

soit en projetant sur Y 
1

, puis en appliquant 11 opérateur borné K
0 

inverse de L
0 

lpn + KoQ{Àn(anL{P1+f3nL1<p2)+ ÀnL1l/)n + e:nN(~n' q;n) +Ji H(Àn,xn)} = 0 • 
n 

Il en résulte, grâce à (13) et lim e = lim llx Il = o : 
À ➔ o n À ➔ o n 

n n 
I Il/) n 11 = 0( \ Àn \ + en) dans un voisinage de o de À.n (15) 

Donc lim l/Jn = o, et comme ll~nll = 1, an et {Bn ne peuvent tendrent simultané­
À ➔ O n 

ment vers o avec À • 
-- n 

Projetons ( 14) sur Y 
2

, on obtient, après avoir di visé par e:n : 

Àn{ ,)!, ·.ie- ,)!, ➔~ 1 .i~ 
- a <L

1
<p1,<p'.'>+/3 <L

1
<a--,cp~ >+<L 1iµ ,<;t>}+<N(~ ,~ ),<p.>+-

2
<H(À ,x ),q:/>=o e: n 1 n · '4 1 · n 1 n n 1 n n 1 

n en 

i = 1, 2 ( 14 bis). 

Mais lim l/J = o, a et /3 ne ter;ident pas simultanément vers o avec À , et. 
À, ➔ o n n n 

(13) est satisfait. On suppose alors que : 

la matrice <Ltcpi,(/';e-> i,j = 1,2 est non singulière, (16) 

i=l,2 >a=/3=0). n n 

Cette hypothèse permet d' en déduire : 

(2) 

À 
~ reste borné lorsque n - + cc 
en 

(17) 

Considérons toujours une famille (x ,À ) de solutions tendant vers (o,o) ; n n 

plus précisément soit (xn, Àn) une suite de solutions telles que : 

e = llx Il - o, quand n -- +~. n n 
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X X 

() 
➔l- n ➔E- n 

D'après le 1 Œn = < <P1 , llxn \\ et /3n =<<Pi, llxnll > sont bornés indépendam-

ment de n ; il existe donc une sous-suite, encore notée n telles que 

Œ - Œ , P, . _. f3 , quand n _. + oo n o n o 
( 18) 

Toujours d' après le ( 1), a et 8 ne peuvent être tous deux nuls. De même, 
0 · 0 

d' après ( 17) : 

Enfin 

-tg quand n -+ ~ 

X n ,,, - -- - a 11'1 - Q m -+ ,,, == 0 quand n - +ee . '1-'n-llxl\ n,,..1 ,..,n,....2 'flo 
n 

s I écrit alors lorsque n -. + Of), compte tenu de ( 18 ), ( 19 ), (20) : 

où r;o == Œo<P1 + 13o<Pz = lim an(,01 + ~n(,02 + 1/)n == lim ~n • 
n➔ oo n➔ eie 

Mais N(r; ,r;) == q(Œ ,~ ), (21) s'écrit donc: 
0 0 0 0 

et seulement si les formes quadratiques 

et 

(19) 

(20) . 

(21) 

(23) 

n I ont pas de facteurs communs (le facteur commun correspondant à 1' origine ( o, o) 

est exclu a priori puisque Œ , f3 ne peuvent être simultanément nuls). 
0 0 

Sous cette dernière hypothèse g est alors non nul et 

ll·m e:n t 
Àn == g; 

Il➔~ 
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€n 
- reste borné lorsque n - + oo. (24) 
Àn an,f3n,ipn 

(3) Grâce à (17) (24), quitte à normaliserlpar ~n scalaire, on peut donc pren-

dre e = À ; c'est-à-dire prendre g = 1. Compte tenu de (15) nous pouvons n n 

donc en déduire que ( 11) a .la forme suivante 

lorsque n - + ~ i.e. À - o • n 

1/J' EX 
0 

(25) 

De plus grâce à (22), a = lima et f3. = lim (3 sont solutions de 
o n n o n n 

f. (ex, (3) == o 
1 

i == 1,2. 

Substituons alors (25) dans (2) et effectuons en le même raisonnement 

qu'en A). La partie unicité du théorème des fonctions implicites permet de con-

dure que dans un voisinage suffisamment petit de (ip 1 , ex , f3. , o), il existe un 
0 0 0 

(1) 
triplet (l/), a, {l) unique tel que 'J (1/), a, ,8, À) = o. ( On utilise donc 11 hypothèse ( 16)). 

En particulier, toutes les suites exn, Pn, l/) n convergent (Z) et : 

où ex(À), /3(À), ip(À) sont les fonctions définies dans le ( 1). • 
Résumons les résultats obtenus dans le : 

THEOREME 1. Sous les hypothèses ci-dessus notamment (10), (16), (23), 

chaque solution (a , $ ) du système 
0 0 •--"---

définit pour À dans un voisinage de o une branche unique de solutions de (2) 

de la forme 

(1) 

(2) 
On associe ainsi à ch~que À un unique triplet (ip, ex, (3) 

Cela peut se vérifier par un raisonnement par 11 absurde. 
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De plus toute solution non triviale (2) se trouve ~ans un voisinage de x = o, 

À = o sur une des branches définies ci-dessus dont le nombre est 1 ou 3. 

§ J. REMARQUES SUR LES HYPOTHESES (16), (23), (10). 

Nous venons d'étudier le problème de bifurcation (2) lorsque 

dim ker L = dim Coker L = 2 
0 0 

qui est le cas venant naturellement après : 

dim ker L = dim Coker L = l . 
0 0 

Ce dernier cas est étudié sous l'hypothèse : 

Rappelons (cf. exposé 5) que cette hypothèse signifie que À.
0 

est une 

L
1
-simple valeur propre de L

0
• Autrement dit À

0 
est une L

1
-valeur propre de 

L
0 

de multiplicité géométrique et algébrique 1, lorsque 11 on prend L 
1 

= I : 

dim ker(L -À L
1
) = dim ker(L -À L

1
)2 = 1. 

0 0 0 0 

On peut toujours, ce qui a été fait ici, supposer À = o. L'hypothèse ci-dessus 
0 

devient : 

1) L ' hypothèse ( 16) : la matrice 

est non singulière. 

~t... \l,, 

(Cf. page 1 pour la définition de q,'.' , '{j':) 
1 J 

i,j = 1,2 
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signifie de la même façon, gue À
0 

= o est une L
1 

valeur propre de L
0 

de 

multiplicité géométrique et algébrique 2 1 lorsque l'on prend L
1 

= I : 

Autrement dit : 

ker(L -À L
1
) = ker(L -). L

1
)2 

0 0 0 0 

et dim ker(L -À L
1
) = dim ker(L -À L

1
)2 = 2. 

0 0 0 0 

La démonstration s'effectue comme dans le cas de multiplicité 1 . Supposons 11 hypo­

thèse (16) satisfaite et raisonnons par 11 absurde en supposant 

ker(L -À L
1
) c ker(L -À L

1
)2 au sens strict. 

0 0 0 0 

Il existe donc x
1 

tel que : 

2 x
1 

E ker(L
0 

-)..
0

L
1
) 

x1 ~ ker(L
0 

-;\
0

L
1
) 

1 Posons x = (L
0 

- ;\
0

L
1
)x

1
• 

(26) 

(27) 

D'après (26) x 1 appartient à ker(L
0 

-;\
0

L
1
). Il existe donc a, $ non 

simultanément nuls d I après {27) tels que : 

1 x = (L
0 

-À
0

L 1)x
1 

= œ<p1 + f3<P
2 

(28) 

Formons le produit de dualité de x 1 élément de Im(L
0 

-À
0

L
1
) avec L-~-ip'; , 

i = 1, 2 où L-; est 11 adjoint de L
1

• D I après (28) il existe donc œ, f3 non simul­

tanément nuls tels que : 

i = 1,2 

ce qui contredit ( 16) • 

En résumé, on a les équivalences [Q désigne la projection sur 
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(16) ~ (I-Q)L
1 

\ non singulière ~ {I-Q)L
1 

admet un inverse 
ker(L -À L

1
) 

0 0 2 
de coker(L

0
->..

0
L

1
) dans ker(L

0
,À.

0
L 1) ~ ker(L

0
-).,

0
L

1
) = ker(L

0
-).,

0
L

1
) .• 

2) Examinons maintenant les hypothèses (23) et (10). 

Pour cela soit 7l la Fréchet dérivée de l'application x--. N(x,x) (qui 

est quadratique). 

L'hypothèse (23) signifie qu'il existe yt o et x
1 

élément de ker(L
0

-).,
0

L
1
) 

tel que : 

(28) 

(i.e. le problème aux valeurs propres généralisées admet une solution dans 

En effet d'après l'hypothèse (16), (28) peut encore s'écrire 

(29) 

où est une matrice 2 x 2 inverse de (I-Q)L
1 

; (29) est un système de deux 

équations à deux inconnues. Il n'aura de solution que si le terme 91 (I-Q) N(x
1 

,x
1
) 

est non singulier, c'est-à-dire si (I-Q)N(x
1

,x
1
) est non singulier. Mais : 

(I-Q)N(x
1

,x
1
) = (<N(x

1
,x

1
),({)-;!->, <N(x

1
,x

1
),rp; > 

= (<q(cx,~),<p;Ç" >, <q(œ,P), cp; >) (30) 

Il en résulte que (I-Q)N(x
1 

,x
1
) sera non singulier si les formes quadratiques 

< q(a,~) ,<P~ > et < q(OL, ,8) ,cp; > n'ont pas de facteur commun. 

De la même façon l'hypothèse ( 10) signifie que : 

(I-Q)?ë + (I-Q)L
1 
I est ,;ion singulier. 
ker(L -À L

1
) 

0 0 

(31) 
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En effet grâce à (30), (31) signifie que (cf. p. 3) : 

èJf 1 of 1 
èJœ à~ 
of2 èJf2 
èJac 0~ 

of 1 of2 df:2 of 1 . 
est non singulière ce qui équivaut à -::,.,..,, - - - - -/:. o s01t (10) 

u..... of3- oœ a~ ' · 

Remarque. Les hypothèses (16), (23), (10) en tant qu'hypothèses sur des opérateurs 

de R 2 dans R 2 sont vraies "en général". 

En particulier l'hypothèse ( 10) signifie que les 2 quadriques d'équations : 

se coupent transversalement. 

§ 4. EXTENSION A DES VALEURS PROPRES DE MULTIPLICITE GEOMETRI-

QUE ET ALGEBRIQUE n > 2 POUR DES EQUATIONS AVEC NON LINEA-

RITES DE DEGRE k > 2. 

Considérons maintenant le problème de bifurcation (au voisinage de 

L(À)x + N(x, ... ,x) + R(À,x) = o (32) 

où N est une application k-linéaire de X x ... x X dans Y et R(À,x) est 
..... k-fois -

homogène de degré k+ 1 au moins en x. 

L'opérateur linéaire L(À) est toujours de la forme : 

mais L est un opérateur Fredholm d I indice o tel que : 
0 
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Nous pouvons alors énoncer un résultat généralisant le théorème 1, et présentant 

certaines analogies avec les résultats de 11 exposé 7. 

THEOREME 2. Hypothèses : 

( 1) La matrice < L 1 cpi, cpt > i, j == 1 , n est non singulière. 

(2) Les n polynômes homogènes de degré k en œ = (a
1 

•• • a. ) définis· par 
- n 

n n ~ 

q.(a11, •.. ,a)== <N( r; et-~-, ..• , r; a.<P.), <p''. > 
J n 111 1 11 J 

j = 1,n 

n'ont pas de facteurs communs. (En particulier les hypersurfaces d' équations 

q .(œ) == o n'ont pas de points communs autre que 11 origine). Soit 
J 

n ➔E- . 
f. (a1, ••• ,œ ) == a< L

1
( ~ a..<p.), <P· >+ q.(a 1, •.• ,œ ) 

J ,a n 1 1 1 J J · n 

avec cr== +1 ou -1 . Supposons de plus que : 

ôf . 
(3) det ( ,J,a) t-o oœ. 

1 

(i.e. les hypersurfaces d'équations f. (œ) == o se coupent transversalement). - -~--- J,O' - .-~- -------

Alors chaque intersection des hypersurfaces f. (œ) == o, j == 1 , n 
J ,a 

définit une branche solution de (32) telle que : 

n k 
x(e:) = e( I: a.(e:)cp.) + e: ~(e) t 1 1 

( ) k-1 
Àe:=ae 

avec < ~(e:},tp.~E->== o j == 1,n 
J 

En particulier : 

1) Si k est pair, on n'obtient pas de nouvelles branches en prenant 

a = -1 au lieu de a = + 1 • 
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2) Si k est impair, une branche correspond à 8 > o, 11 autre à 8 < o. 

Chaque solution non triviale de (32) dans un voisinage de (x,À.) = (o,o) se trouve 

sur une de ces branches. 

[1] 

[2] 

[3] 

[4 J 

[5j 
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Exposé n° 7 

LE DE PLOIEMENT DES SINGULARITES 

par 

J. MOSSINO 

-.-

On suppose qu'un certain phénomène chimique ( ou mécanique) est décrit par 

n paramètres ( dits "internes"). Alors, soit X c Rn 11 ensemble des paramètres 

admissibles et U c R 4 un ouvert de l'espace temps (par exemple). Les composan­

tes dans R 4 sont les paramètres "externes" • 

A ce phénomène est associée une fonction potentiel que l'on supposera C(Xj : 

V: X x U-+ R. 

Soit u
0 

fixé dans U. L'équilibre du système correspond à un minimum de la fonc­

tion potentiel 

Vu
0

: X -t R, 

c.à.d. à une valeur x telle que ~V (x ,u ) = O. 
0 oX O 0 

On suppose maintenant que les conditions externes varient un peu c.à.d. que u 
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varie un peu au voisinage de u • On aimerait bien pouvoir déduire de 11 étude locale 
0 

de V uo au voisinage de x
0 

, des renseignements sur 11 allure de V au voisinage de 

(xo, uo). 

Cela relève de la théorie du déploiement des singularités des applications dif-

férentiables : la fonction V est un déploiement de V ; 11 étude locale de V 
uo uo 

(au voisinage de x ) fournit un certain déploiement privilégié de V · , appelé le 
0 U 

0 

déploiement universel. Ce déploiement universel est privilégié au sens que tout dé-

ploiement de "1 peut se déduire du déploiement universel. 
0 

Le concept de déploiement est dû à Thom. Le résultat clé nécessitait une 

00 
version C du théorème de préparation de Weierstrass ; Malgrange a démontré 

ce résultat et la démonstration a été simplifiée depuis par Mather. 

L'idée de base est de localiser les fonctions en des "germes" • Les germes 

auront la propriété d'être"~ détermination finie" c.à.d. que l'on pourra ramener 

l'étude des germes (qui décrivent un e.v. de dimension infinie) à celle de leurs 

"jets" qui varient dans des e. v. de dimension finie. 

On va décrire succintement cette théorie. Cet exposé suit BROCKER [:,] et 

ZEEMAN (~]. 

Une application qui va dans le sens indiqué ci-dessus a été faite par 

D.G. SCHAEFFER (5]. 

LES NOTATIONS ET LES PRELIMINAIRES. 

a(n,p) désigne l'anneau des germes "différentiables" (c.à.d. C
00

) (Rn,0)-+RP. 

(On rappelle qu'un tel germe est une classe d'équivalence pour la relation dans 
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C 
00 

(Rn, Rp) : f = g si f et g coihcident sur un voisinage de 0). 

• 
l"ll(n,p) est son unique idéal maximal, constitué des germes f t.q. f(0) = O. 

■ 

Lorsque p = 1 , on notera fJ (n) et ll\. (n) au lieu de 8 (n, 1) et m.(n, 1) • 

• 
11\.(n)k+ 1 (qui est 11 ensemble des sommes finies de produits de (k+ 1) éléments 

de 1ll. (n) ) est aussi 11 idéal de fJ (n) constitué des germes f qui s' annulent en 0 

jusqu'à l'-ordre k (c.à.d. DO'. f(0) = 0 V lœl :5 k)o De plus cet idéal est enger1-

dré par les monômes de degré (k+ 1). 
■ 

œ(n) c 'llt(n,n) désigne le sous-ensemble des germes inversibles pour la loi 

de composition des applications. œ(n) est un groupe pour cette loi. Les éléments 

de œ(n) sont les changements de coordonnées locales 

f E œ(n) ~ f(0) = 0 et det Df(0) -/, 0. 

• 
Enfin on définit 11 application jk : f E fJ (n) -+ l f E fJ (n)/ 11t(n)k+ 1 • l f est , 

appelé le "k-jet" de f: c'est le polynôme de Taylor à l'ordre k de f, à l'origine. 

LES OUTILS. 

Un premier outil est le lemme de NAKAYAMA (très connu des algébristes !) 

LEMME DE NAKAYAMA ([1 J p. 19). Soit R !!!! anneau éommutatif unitaire, 

gui ~ !!!! unique idéal maximal m. • Soit A !!!! R-module de ~ fini ( 
1
). Alors 

(1) c.àod. qui a un nombre fini de générateurs, c.à.d. ::ia1, ••• ,an E A toq. 

V aE A, 
n 

a=~ ra L i i 
i=1 
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'TI}. A == A => A = 0. 

Dans la suite on appliquera toujours ce lemme avec 6Y, = 9 (n) et 11\. = 11\.(n). 

COROLLAIRE-. Avec les mêmes hypothèses, soient B, C, deux R-modules 

!.:.9.. A, B c C. Alors 

A cB +Tit.A ~ Ac B. 

Un second outil moins anodin est le théorème de préparation de Malgrange, 

que nous donnons ici sous la forme algébrique que nous utiliserons . Pour une autre 

formulation du théorème de préparation, cf. 11 exposé de B. SCHEURER. 

Le théorème de préparation de Malgrange ( dans la forme de Mather) : 

Soit f (Rn, O) -+ (RP, O) !:!!! germe différentiable. Il induit 11 homomorphisme 

d'anneaux: 

ëE-: 6 (p) --+ cf (n) • <
2

) 

Soit A un a(n)-module de~ fini. Alors A est!!!! 6(p)-module (via ë1 (3) 

de ~ fini s. si 11 e. v. réel A/ f*m(p) • A est de dimension finie. Plus précisément 

les éléments {a1, ••• ,ak} engendrent A comme 6(p)-module (via f➔1 s.si ils 

représentent des générateurs de l'e. v. réel A; f*m,(p). A. 

Cas particulier important : A = 6 (n) . Dans ce cas si fi désignent les germes 

composantes de f 

(2) Si g E 9(p), on note f\g) = gof. 

(3) 8(p) opère sur A via ëE- comme suit : "(p) x A --+ A 

(e, a) -+ f➔E-(e) x a 



( on note ainsi l'idéal de & (n) engendré par les germes f.). 
l 

7.5 

DEFINITION. Si l'e.v. réel &(n)/<fi >S(n) est de dimension finie, on 

dit que le germe f est fini. 

§ 1. LES GERMES A DETERMINATION FINIE. 

On définit une relation d' équivalence dans c, (n) comme suit : 

DEFINITION • Les germes f et g E d (n) sont dits équivalents ~ droite 

(on note f ~ g) ssi 

(1) 3 h E œ(n) t.q. g=foh. 

Il s'agit bien d'une relation d'équivalence car œ(n) est un groupe. La condi-

tion ( 1) signifie qu' il existe un changement de coordonnées locales qui met f et g 

sous la même forme. 

DEFINITION. Un germe f E 8 (n) est dit k-déterminé (~ k-suffisant) ssi 

=> g ~ f. 

S'il existe k tel que f soit k-déterminé, on dit que f est à détermination finie. 

■ 

Quelques remarques et exemples : 

1) f k-déterminé ~ f (k+ 1 )-déterminé. 

2) f k-déterminé et f ~ g =} g k-déterminé. 

3) f k-déterminé ~ jkf k-déterminé. 

4) f k-déterminé ~ f - f(0) k-déterminé. 

On peut donc se limiter à f E 1tt(n). 
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5) f 1-déterminé ~ Df(O)-:} O. 

On peut donc se limiter au seul cas non triyial f E m.(n)2. Un tel germe est appelé 

une singularité. Les résultats de ce paragraphe seront applicables également aux 

non-singularités, mais ils n I auront d I intérêt que pour les singularités. 

6) Si f n'est pas 1-déterminé, le lemme de Morse (cf. exposé n° 5) dit que 

o2f 
f 2-déterminé (:::::> det ( ox. ox. (0)) "f O. 

l J 

Ces exemplessuggèrent que les jets non déterminés deviennent de plus en plus 

rares quand le degré du jet croît : 
n(n+ 1) 

A n 2 
L'espace des 2-jets est 8

2 
(n) = R x R x R (puisque 

if if(x) = f(0) + L f. x. + L f.. x. X. 
. 11 .. lJlJ 
l l,J 

of où f. = ~ (o), 
l oX. 

l 

n(n+ 1) 
R 2 

1-jets non -

déterminés 

R 

'/ /__JR:-jets 1/ ~ déterminés 

p es 1-jets 

f .. = o o (o)). 
lJ xi xj 

L'ensemble des 2-jets non 

déterminés se projette nécessai-

rement sur 1' ensemble des 

1-jets non déterminés, donc 
n(n+ 1) 

il est inclus dans R x R 2 

et il est donc maigre dans 6 
2 

(n) • 

Mais comme il est caractérisé par la relation supplémentaire 
n(n+ 1) 

det(f .. ) = 0, il est même 
lJ 

maigre dans R x R 2 

On introduit maintenant 11 idéal de 8 (n), ;:i.ssocié à un singularité f E 1ll (n)2 : 

of of 6f = < àx1 , ••• , ox >a(n) 
n. 

(si f E 'Jlt(n) - 'm(n)2, lif = 6 (n)), et l' on montre que cet idéal est indépendant du 

choix des coordonnées locales • 

■ 



(2) 

On a alors une condition suffisante pratique de k-détermination : 

THEOREME 1 • ( dû à MATHER). Soit f € c$ {n). On suppose que 

k 'lll,(n) C m(n) l'.lf. 

Alors f est k-déterminé. 

Nous verrons plus loin la démonstration de ce théorème. 

7.7 

■ 

Dans la pratique pour savoir si un germe est k-déterminé on emploie toujours 

ce théorème. 

Comment 11 applique-t-on ? 'm (n)k est l'idéal de 6 (n) engendré par les 

monômes de degré k. Pour vérifier (2), il suffit de vérifier que tous les monômes 

de degré k sont dans 1ll (n) 't. 

Exemple: n = 2, f(x,y) = x3 -xy 2 est 3-déterminé car 

3 3 2 2 ) 2 2 x , y , x y, xy E "({\(2 Âf = < 3 x - y , xy >m.(2). 
■ 

Ce théorème est important pour le résultat mais aussi pour la démonstration qui 

est typique en topologie différentielle. 

Preuve du théorème de Mather. Soit g E a (n) t. q. lg = lf . On cherche 

h E œ (n) t. q. g = f o h. Pour cela f et g sont reliés par une famille paramétrée 

de germes Ft : (1Rn ,o) __. R, 

F(x,t) == F/x) = (1-t) f(x) + ~g(x). 

On va montrer que 

V t
0 

ER, Ft ~ Ft pour t "voisin 11 de t
0 

• 

0 

Comme [O, 1] est connexe compact, on aura bien f ~ g. 



Soit t
0 

fixé ER. On va chercher un germe 

H : (lRn x 1R, ( 0 , t ) ) --+ .lRn 
0 

tel que (notant H/x) = H(x, t)) : 
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- (I) Ht = Id E œ(n) (ce qui assurera Ht inversible pour t voisin de t
0

), 

0 

- (II) Ht(o) = O (ce qui assurera Ht E œ{n)), 

- (III) Ft o Ht = Ft (ce qui assurera Ft ~ Ft ) c.à.d. 
0 0 

F(H(x,t),t)=F(x,t ). 
0 

Compte tenu de (I), la condition (III) peut être remplacée par la condition 

équivalente !t F(H(x,t),t) = O, c.à.d. 

oF oHi oF 
- (III)' ~ ox. (H(x, t), t) T (x, t) + ot (H(x, t), t) = O, 

l l 

et l' on cherche un germe H qui vérifie (I), (II), (III) ' . 

Pour cela il suffit de trouver un germe 

dont les composantes f;. E 1l\(n) ci(n+ 1) ( c. à. d. s'annulent pour x = O), qui vérifie : 
l 

àF ) ) oF L ~ (x,t g.(x,t + ::o.t (x,t) = O • 
. oX. l o 
l l 

(Il suffit de résoudre ensuite un système d'équations différentielles ordinaires pour 

trouver H). Ainsi, on a ramené la preuve à la vérification de 

oF oF àF 
ot E < ox. >"m(n) 6(n+ 1) = 'll\(n) < èlx. > ~(n+ 1) • 

l l 

Or oF o k+1 ar= ~ [(1-t)f +tg]= g-f E 11\(n) • 

Donc il suffit de vérifier l' inclusion algébrique 

L'hypothèse (2) donne : 



( )k ( ) àf oF k l7\ n & n+1 C ?Jl(n) < àX. > 8(n+1) C 'Yl\(n) <OX. >a(n+ 1) +t\(n+1)'l1\(n) 6(n+1) 
1 1 

car ît\(n) < !. - a~> a(n+ l) = 'Tl\ (n) < t 0:·. (g-f) > a(n+ 1) c ?l\(n)k+ 
1 

s(n+ 1) 
1 1 1 

(puisque !. (g-f) E 'ff\.(n)k) c 'll\(n+ 1)'lr\(n)k a(n+ 1). 
1 

Il suffit maintenant d I appliquer le lemme de Nakayama sous la forme 

A es +11\A ~ A cB 

pour avoir le résultat. 

7.9 

• 
Nous allons donner maintenant une condition nécessaire de k-détermination. 

Pour cela on démontre un lemme qui nous sera également utile plus loin dans l'étude 

des déploiements k-transverses. 

LEMME 1 • Soient f E a(n) et i E âk(n) = a(n) lm (n)k+ 1 le k-jet de f. Notons 

par f œk(n) l'orbite de f par l'action de la loi de composi,tion 

â k(n) x œk(n) __. & k(n) 

(f (x), h(x)) -+ f o h(x) modulo 'm. (n)k+ 1• 

,.. 
l'espace tangent~ cette orbite~ point f, considéré comme!:!!! 

,.. 
sous-espace de 11 espace euclidien a k(n). Alors 

f ,.. ~1 
T f Œk(n) = "m(n) t, f modulo 'TI\(n) . 

Idée de la preuve (simple). L'espace tangent est formé par les vecteurs vitesses 

,.. ,.. ,. 
des lacets partant de f, tracés sur f œk(nJ. Ces lacets sont de la forme 

où ô/x) = ô(x, t) 

avec ô: (Rn+ 1,o)....,. Rn 



On calcule ces vecteurs vitesses : on obtient la forme indiquée. 

On en déduit le théorème suivant : 

THEOREME 2. Soit f E 6 (n) •. 

'm(n)k c 'l\(n) t,f => f k-déterminé 

=? 1Y\ (n)k+ 1 c 'tl\(n) t,f 
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• 

(et la première implication n'est pas une équivalence : il existe des contre-exemples ! ) 

!?~.P-~'!~!'!1!~~'!· Il reste à montrer la 2e implication, qui va résulter du lemme précé­

dent. Soit f k-déterminé, soit U = { g E âk+ /n) 1 jk g = jk f}, et soit V = f œk+ 
1 
(n). 

, , , (n)k+ 1 Comme f est suppose k-determine, U c V. Donc TfU c T;v. Or T;u = 

modulo (n)k+2 (puisque les éléments de TfU sont les polynômes homogènes de degré 

(k+ 1) ) , et par le lemme précédent 

Donc 

Tf V = 11\.(n) ~ modulo m(ntt 2 • 

"nt(n)k+ 1 ~ 1l\.(n) t,f + m(n)k+2' 

et par le lemme de Nakayama 

■ 

Le théorème suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes équiva-

lentes de k-détermination. 

THEOREME 3 • Soit f E a(n). Les assertions suivantes s6nt équivalentes : -- -- . ---- --

(i) f est à détermination finie, 

(ii) 

(iii) 

3 k tel que m(n)k cifl(n) t,f , 

6(n) 1 · 
dimR lm_(n) 6f < + O@ ' 
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dim a(n); < + oo 
R 6 · ' 

f 
(iv) 

c. à. d. (par définition) le germe Df est fini. 

Démonstration • L'équivalence (i) <~ (ii) est claire. 

(ii) ~ (iii) : supposons 11\(nt c m(n) 6f • Alors 8(n)/m(n) 6f c 6 (n)/'ln.(n)k, 

qui est de dimension finie • 

(iii) ~ (ii) : Supposons 11 e. v. réel a (n) /'m.(n) 6f de dimension finie d. On 

obtient, en appliquant le lemme de Nakayama sous la forme 'll\,. A= O :::::} A = 0, 

3 f::; d t.q. 0 = tl\.(n) ~ A f 't(l(n) €- 1 A ••• 

~ 1l(n) A ~ A = 8 (n)/'lll_{n) 6f • 

Donc O =1l\(n) e/111..(n) 6f , c .à. d. 

'YTL(n) € c 11l(n) t.f • 

(iii) ~ (iv) : il est clair que a(n) = 1'1\_(n) EB R, donc 

et 11 équivalence de (iii) et (iv) en résulte clairement. 

• 
Exemple: n = 2, f(x,y) = x2y n'est pas à détermination finie. Sinon, il existerait 

k tel que 

)k ) 2 • Th (2 C m(2 < xy, X > a (2) , 

en particulier, on aurait yk c ll\.(2) <xy, x2 >
8

(2) , donc yk s'annulerait quand 

x = o, ce qui est impossible ! 

• 
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§ II. LE DEPLOIEMENT UNIVERSEL D'ÙNE SINGULARITÉ. 

Dans tout ce paragraphe, TJ désignera une singularité donnée : 

11(0) = 0, 01]{0) = 0 c.à.d. 17 E nt,(n)2 • 

Tous les déploiements considérés seront des déploiements de la même singularité TJ • 

On plonge ce germe dans une famille à r paramètres de germes, de la façon 

suivante: 

DEFINITION. Un déploiement~ r paramètres de TJ est !:!1 germe f E nt(m+r) 

f \ Rn X {O} = T7 • 

Le déploiement ~ noté (r, f) • 

Sur une figure : 

11 est défini ici 

(En revenant sur 11 introduction, 11 = V et f = V). 
0 

est défini ici 

■ 

On construit alors une catégorie des déploiements ( de la même singularité 17) • 

Les objets sont les déploiements et on va définir les morphismes .• 



DEFINITION. Soient (r,f) et (s ,g) deux déploiements de r,. 

Un morphisme ((p, a) : (r, f) .-. (s, g) consiste en 

- un germe tpE a(n+r, n+s) tel que 

cp 1 = Id, 
Rn x {O} 
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tp étant fibré c. à. d. qu'il existe U E lll(r, s) tel que le diagramme suivant commute 

'P 

u 

R n+s 
) 

(c.à.d. que cp s'écrit: (p(x,u) = (X(x,u), U(u)) avec X(x,0) = x et U(0) = 0) 

- un germe a E 1ll(r) tel que 

(J) 

Composition des morphismes . 

Les morphismes se composent d'une façon évidente, et un morphisme est inver-

sible ssi <p est inversible (et dans ce cas r = s nécessairement). On dit alors que 

(cp , a) est un isomorphisme (le morphisme inverse est (cp-1 , -a)). En particulier 

(Id, o:) est un isomorphisme. 

L'introduction du germe a E 11t(r) autorise le germe sur la fibre au-dessus de 

u (cf. figure) à être modifié par une constante additive o:(u), c.à.d. 

f(x, u) ==--f(x, u) + o:(u) 

au sens : les objets (r,f) et (r,f+a) sont isomorphes dans la catégorie des déploie-

ments de r, . Cela sera utilisé dans la démonstration del' équivalence des déploiements 

k-tr,ansverses ayant le même nombre de paramètres (théorème 4 de Mather). 

■ 



Addition des déploiements • 

Par définition 

(r,f) + (s,g) = (r+s, f+g-17) 

où f +g-17 est donné par 

(f+g-17)(x,u,v) = f(x,u) + g(x,v) -17(x). 

On appelle déploiement constant un déploiement (r,f) t.q. 

f (x, u) = 17(x). 

Si (r, f) est constant 

(r,f) + (s,g) = (r+s, g) 

où, dans le membre de droite, 

g(x,u,v) = g(x,v). 

Exemple. Soit 17 une singularité et soient (b 
1

, ••• , br) E m(n) • Alors 

r 
f(x,u) = 17(x) + r b.(x) u. 

i= 1 1 1 

est un déploiement de 17 , et il est clair que pour s < r 

s s+1 
(s,17 + L b.u.) + (1,17 + b 1u 1) = (s+l, r, + L b. u.). 

i= 1 1 1 . s+ s+ i= 1 1 1 

La formule 

(3) 

7. 14 

• 

montre qu'on déploiement (s, g) quelconque et un mor:phisme ('I), a) quelconque déter­

minent un déploiement (r, f) appelé le déploiement induit de (s, g) par le morphisme 

(<P,a). 

DEFINITION. Un déploiement (r,f) de 17 est appelé versel si tout déploie-

ment de 17 est induit lli!.!:, (r,f) grâce~!:!!! morphisme convenable (c.à.d. V (t,h) 



déploiement de 77, ::1 (~ ,a) : (t,h) -+ (r,f)). 

Un déploiement vers el (r, f) avec r minimal ( c. à. d. si s < r, (s, g) 

n'est pas versel) est appelé yniversel. 

7. 15 

• 
Il y a évidemment unicité du paramètre r de tous les déploiements universels 

possibles, et le théorème de Mather montrera qu' il y a unicité du déploiement universel 

à un isomorphisme près. Il s'agit donc bien d'un obj~t universel au sens des catégories • 

• 
Nous allons avoir besoin de la notion de codimension : 

DEFINITION. Soit 77 E lll(n)2 • On définit la codimension de 77 ~ 

codim 77 = dim m(n) / 
R 6.1} 

(ce qui a un sens puisque : 77 E 1l\{n)2 implique 6.
77 

c 11\.(n)). 

Evidemment la codimension peut être infinie. Elle est liée à la détermination 

de la façon suivante 

PROPOSITION 1 : (i) Soit 77 E ,n(n)2. b2. codimension de 77 est finie ssi 

77 est ~ détermination ~. 

(ii) codim 77 = k :::::;> 77 est (k+2) déterminé. 

Qj~~1!_~t.!'2-.!~~1!.. (i) Nous avons vu au paragraphe I que 77 est à détermination 

finie ssi 

Or 

dimR 8 (n) / < + ()0 • 

611 
a(n) = 'ffi(n) + R 

= 'n\ (n) / 6. + 671 + R. 
11 

Il est donc clair que 

dim 8 (n); < + oo ~ dim rm(n); < oo 
R 6· R ts + • 

1] 71 
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- (ii) Supposons : dimR ll\(n) / ~7) = k • On pose A = 11\.(n); ~7) et l'on obtient 

en appliquant le lemme de Nakayama 

3 e ::; k t. q. o = 111,(n) e A ~ • . . f 'll(n) A ~ A. 

Donc 'lfl(n) e+ 1 c 1:1
11

, 'tll(n) e+2 c 'll\(n) ts
11

, et par suite r, est ( e+2) (donc (k+2))-déterminé 

grâce au théorème 1 de Mather. • 
Nous donnons maintenant l'énoncé du théorème de Mather, dont la démonstra-

tion est repoussée au paragraphe V. 

THEOREME 4 (de MATHER). Une singularité· 17E"tl)(n)2 admet un déploiement 

versel ssi elle est de codimension finie. De plus 

- Deux déploiements versels ayant le même nombre de paramètres sont isomorphes. 

- Tout déploiement versel est isomorphe à un déploiement 

(r,f) + déploiement constant, 

où (r,f) est universel. 

- Si b
1

, ••. , br E 11\(n) sont des représentants d'une base de 'n'\,(n) / l:i , alors 
'Tl 

le déploiement {r, f) de 11 défini par 

r 
f(x,u) = 77(x) + t b.{x) u . . 

1 
l l 

l= 

est universel. 

(Preuve au paragraphe V). • 
Nous allons maintenant tirer de nombreuses conséquences · de ce théorème. 

D' abord deux remarques 

- 1°) Si q(x) est une forme quadratique non dégénérée sur Rn, 11\..(n) / !::. = {O}, 
q 

donc (0,q) est le déploiement universel de q. 
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- 2°) Si 77(x) admet le déploiement universel 

r,(x) + ô(x, u) 

et si q(y) est une forme quadratique non dégénérée, r,(x) + q(y) admet le déploiement 

universel 

77(x) + q(y) + ô(x,u). 

Ainsi quand on calcule le déploiement universel d'une singularité 77, il est judicieux 

de transformer d' abord 77 , de façon à ce que le plus• grand nombre possible de varia-

bles soient isolées dans une forme quadratique non dégénérée. 

Nous allons exploiter tette remarque. 
■ 

DEFINITION. Le corang d I une singularité 77 E 'fl\.(n)2 est le corang de la 

a2 matrice hessienne [ 11 (0)] 
oxioxj 

c.à.d. de la forme quadratique donnée~ le 2-jet 

de r,. 
■ 

On a alors le lemme suivant, qui est fondamental en vertu de la remarque 

précédente. 

LEMME DE REDUCTION. Si 77 Eli\ (n)2 est une singularité de corang 

c ~ n-1 (c.à.d. j2r, /. o), alors 17 est équivalente à droite à un germe de la forme 

C (x1' ••• ,xc) + q(xc+1' ••• ' xn) 

où / C = 0, et q est une forme quadratique non dégénérée. 

Grâce à ce lemme on se ramène à cherèher le déploiement ·universel d I une 

singularité de c variables, et de 2-jet nul, c.a.d. d'une singularité dans 'lt\,(c)3 • 

Idée de la preuve (facile). Elle découle de 11 équivalence des déploiements ver-

sels de même nombre de paramètres (théorèmetde Mather) et du fait qu'une forme qua­

dratique non dégénérée est 2-déterminée (lemme de Morse ou théorème 1 de Mather) • 
■ 
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Le lemme de réduction donne une comparaison entre le corang et la codimension : 

PRO POSITION 2. Soit 17 E tfl (n)2 . Si . corang . rJ = c, alors 

di > c(c+1) 
CO m 11- - 2- • 

Donc corang TJ ~ 3 implique codim 17 ~ 6. 

Idée de la preuve : On sait que la codimension est invariante par changement 

de coordonnées locales. On se ramène à r, de la forme indiquée par le lemme de ré-

duction. Alors 

■ 

On a alors une conséquence importante du lemme de réduction et de la propo-

sition précédente : 

Conséquence. Souvent on est intéressé par des déploiements ayant au plus 

quatre paramètres (codim TJ ~ 4) puisque 11 espace des paramètres du déploiement a 

souvent la signification physique •de l'espace-temps R 4 (ci. introduction). Alors le 

corang de la singularité 17 est ~ 2 par la proposition précédente, et, par le lemme 

de réduction, TJ s 'écrit dans des coordonnées convenables 

{

q(y) si corang 77 = 0, 

17(x,y) = l;(x) + q(y) si corarig TJ = 1 (x E R), 

C(x1 ,x 2) + q(y). si corang 77 ~ 2 (x E R 2), 

avec le= o. 

On a vu que q n I affecte pas le déploiement universel, e~ on se ramène donc 

à chercher le déploiement universel, à quatre paramètres au plus,. d'une singularité 

de une ou deux variables • On a vu qu'une telle singularité de codimension inférieure 
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à 4 est nécessairement 6-déterminée. Elle s' écrit donc dans des coordonnées conve-

nables comme un polynôme de une ou deux variablEq de degré inférieur à 6, et supé-

rieur à 3 (elle est de 2-jet nul). 

Nous allons maintenant écrire ces polynômes sous des formes canoniques (ou 

"normales"). Nous verrons qu'on distingue exactement 7 formes normales, et nous al-

Ions donner le déploiement de ces 7 singularités. 

§ III. LES 7 CATASTROPHES ELEMENTAIRES DE THOM. 

Les résultats qui précèdent nous amènent naturellement au théorème suivant de 

Thom: 

THEOREME 5, (la "règle de 7" de Thom). A l'addition près d'une forme qua-

dratique non dégénérée en les autres variables et ~ la multiplication près par ± 1, une 

~ingularité r, de codimension comprise entre 1 et 4 est éguiv~lente à droite à 11 une 

des suivantes : 

Codim T/ Déploiement universel Nom 

1 XJ x3 + ux "Pli" 

2 4 x4 - ux2 + vx "Point-fronce" X 

x5 x5 + ux3 + vx2 + wx "Queue ô aronde" 

3 x3 + y3 x3 +y 3 +wxy - ux - vy Ombilic hyperbolique ou "crêt de vague" 

x3-xy2 3 2 2 2) x -xy +w(x +y -ux-vy Ombilic ellipttque ou "poil" 

6 6 4 3 2 "Papillon" X X +tx +ux +vx +wx 
4 

x2y+y4 x2y+y 4 +wx 2 +ty 2 -ux-vy Ombilic parabolique ou "champignon" 

Les sept singularités ont été baptisées ainsi par Thom parce qu'elles ont une 

interprétation morphologique. 
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Démonstration. La forme des déploiements universels découle du théorème 4 

de Mather. Par exemple pour 

'YT\( 1 ) / = 'YYI..( 1 ) / 2 = < X >R ' 
!::.'ri <x > 6(1) 

et le déploiement uni vers el de x3 est donc 

f(x,u) = x3 + ux. 

Il reste donc à montrer que les singularités de codimension comprise entre 1 et 4 

ont nécessairement ces 7 formes . 

Remarquons auparavant que si codim r, = 0, corang r, = 0, et, par le lemme 

de réduction, r, = q(y). Ce cas est exclu. Il reste à considérer les deux cas suivants : 

1) Corang r, = 1, auquel cas on se ramène (cf. plus haut) à r, = r,(x) (x ER), 

2) Co rang r, = 2 , auquel cas on se ramène à · r, = r,(x, y) (x, y E R), /r, = 0 

c.à.d. 77E"m(2)3 • 

Dans les deux cas 77 est 6-déterminée donc s'écrit comme un polynôme de degré 

$ 6 et ::::: J car / r, = O. 

On examine les deux cas séparément 

- 1) 77 E 1l\( 1 )3 : 77 = ak xk + termes de plus haut degré. A la multiplication près 

par ± 1 et à un changement de variables près 77 = xk + termes de plus haut degré. Alors 

.k k t k d't . ' J r, = x es - e ermme. 

Donc r, ~ k 
X ' J $ k $ 6. Cela donne le "pli", le "point-fronce", la "queue d'aronde" 

et le "papillon" . 
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- 2) 11 E 11\(2)3 : 

Il est naturel de regarder P 17 = P(x, y), où P(x, y) est un polynôme homogène 

de degré 3 (puisque /11 = 0). Il se décompose sur <C : 

Il y a alors quatre possibilités : 

- A) Les trois vecteurs (a.,b.) E <C2 sont linéairement indépendants sur <C, 
1 1 

- B) P(x,y) = 4:i1x + b 1y){a2x + b2y)2 où les (ai,bi) sont réels, 

- C) P(x,y) = (ax + by)3 , (a,b) E R 2 , (a,b) /, (o,o), 

- ci P (x,y) = 0. 

Examinons ces cas séparément. 

- Aa.) 

• Cas A : Il se subdivise en deux cas que nous traitons successivement. 

Supposons tous les (a., b.) réels. 
1 1 

On choisit alors a
1
x + b

1
y et ~x + b

2
y comme nouvelles coordonnées locales : 

P(x,y) ,.._ xy(ax + by) où (a, b) /, (0,0). 

Donc P11 = P(x,y),..,, x3 -xy 2 (par un nouveau changement de coordonnées locales) et 

ce dernier germe est 3-déterminé (cf. plus haut). Donc 17 ~ x3 - xy2 • C'est l'ombilic 

elliptique ou "poil". 

- A/3) Si on n'est pas dans le cas A.oi, c'est que deux (ai, bi) sont complexes conju­

gués et l'autre est réel. Alors 

2' 2 P(x,y) ~ (ax + by) (x + y ) 

~ x3 +? 
(par des changements de coordonnées locales faciles à déterminer) et x3 + y3 est aussi 

3-déterminé. Donc 17 r-.1 x3 + y3 • C I est l'ombilic hyperbolique ou "~rêt de vague". 
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Ici la situation se complique car x2y n'est pas à détermination finie (cf. plus 

haut). On sait que 

.3 2 ·.k 
J T/ ~x y et J T/ ~ T/ , V k ~ 6, 

puisque T/ est 6-déterminé donc k-déterminé pour k ~ 6. Donc pour k ~ 6, jkT/ ,f x2y 

( . .k 2 
srnon J r, "' x y ~ r, ce qui est impossible puisque r, est à détermination finie, et 

non x2y). Soit alors k le plus grand possible tel que jkr, ~ x2y (k = 3, 4 ou 5). 

On se ramène à lr, = x2y, par changement de coordonnées locales. Aors 

.k+ 1 2 h( ) , h · J 17 = x y + x, y , ou est un 

polynôme homogène de degré (k+ 1). On fait le changement de coordonnées locales : 

où <P et ,tJ sont des polynômes homogènes de degré k - 1 ~ 2 • Maintenant 

où a et ~ sont des polynômes homogènes de degré (k-1). Donc on peut se ramener 

par un bon choix de i!i à 

.k+l( ) 2 k+1 J 17 o i!i = x y + ay , avec a -/, O 

(sinon jk+ 1 fr, o i!i) = x2y, · · /+ 1 T/ ~ x2y, ce qui est exclu). Par changement de coordon­

nées locales 

.k+1 2 k+1 LO J r, = x y + ay , avec a r . 

On vérifie que x2y + ayk+l est (k+1)-déterminé (par le p_remier théorème de 

Mather) • Donc 

11 ~x2y + ayk+1 ~x2y :!: yk+l. 

Mais si k ~ 4, codim T/ ~ 5 (par le calcul de codim T/ = dimR 11\(2) /6r/ ) . Donc nécessaire ... , 

ment k = J, r, ~ x2y ± y4 , et, à la multiplication près par -1, T/ ~ x2y + y4 • C'est 



7.23 

l' ombiUc parabolique ou "champignon". 

Nous allons maintenant montrer que les cas C et D sont excJus . 

. Cas C : P11 = P(x,y) ~ x3 n'est pas à détermination finie (comme germe 

de deux variables (x,y)). 

l11 = x3 +· h où h est un polynôme homogène de degré 4. On a alors 

codim 17 = dim 'l'h(2) / ~ dim P 1n.(2) / .3 • 
R t:,.1] R J ô.?] 

Or dimR P111(2) = 9, 

di .J di .J 2 h h > 
mR J '\( mR J < x + 1 ' 2 

~ 4 (car h 1 et h
2 

sont de degré ~ 3). 

Il suit codim 17 ~ 5, cas exclu . 

• Cas D : P11 = P(x,y} = o. Aloris r, E m(2)4 , 

/:,.?] C 'îf\(2)3 , 

Codim ,ri= dim m(2); > d·m "m(2) 1 3 5 
'' R !:,. -

1 
· R 11'rl{2) = ' 

1) 

cas exclu. 

Avant de donner une idée de la démonstration du théorème 4 de Mather, nous 

faisons un retour sur 11 introduction, en appliquant les résultats obtenus. 

§ IV. RETOUR SUR L I INTRODUCTION. 

Supposons pour simplifier X== R, c.à.d. 

V:RxU-+R. 

Quitte à changer d'origines, x = 0, u = 0, et 
0 0 

V(O,O) = :~(o,o) = o, 

c. à. d. Vu = V 
O 

E m.( 1 )
2 . Supposons maintenant que 

0 
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iv ~ (o,o) = o, 
èx 2 

ce qui est le cas non trivial (si O V
2 

( 0, O) ~ O, V est quadratique au voisinage de 0 
ÔX U 

pour u "petit") et que codim V ( = dimR 11}( 1) /<V, '> ) = 2. Alors, d'après le 
0 o' 8(1) 

théorème 5 de Thom, V = x 4 dans des coordonnées locales convenables • Le déploie­o 

ment universel de cette singularité est (2, f), où 

Or V est un déploiement de V • On a donc un morphisme 
0 

c. à. d. que : 

où 

f 

V(x, u) = f o 1i(x, u) + a(u) 

4 2 = x - u 1x + u2x + a 

X= X(x,u) avec X(x,0) = x, 

U1 =U/u), 

u2 = Uiu), 

a= O!{u). 

Ainsi ~(x,u) = (4 x3 - 2u1x + u2) ~ (x,u). Comme :(o,o) = 1, :~(x,u) n'est pas 

nul pour (x, u) "voisins" de {0,0). Ainsi 

Suivant la position de (u
1
,u2) (c.à.d. de u) on a (au voisinage de zéro) 

soit 1 point critique triple (en zéro), 

" 1 " " simple, 

li 3 points critiques simples, 

" 2 Il " : 1 simple, 1 double. 
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Sur la figure 1 on a tracé la surface d'équation 

Sur la figure 2 on a tracé la courbe qui correspond à la nullité du discriminant de 

4 x3 - 2 U 1 X + U 2 , et on a représenté 11 allure locale de V suivant la position de 

(u
1
,u

2
) par rapport à cette courbe. On obtient ainsi toutes les "petites" déforma-

tions différentiables possibles de x 4 au voisinage de 11 origine. 

X 

FIGURE 1 FIGURE 2 

§ V. PREUVE DU THEQB,E PRINCIPAL SUR LES DEPLOIEMENTS UNIVERSELS 

(THEOREME 4 DE MATHER). 

Soit rJ une singularité donnée (rJ E 'Yll(n)2) et ( r,f) un déploiement de TJ. 

On note j~ f(x, u) le développement de Taylor à 1' ordre k de f, par rapix:>rt à x f 

au point (x, u), tronqué de son terme d'ordre zéro (f (x, u)), c. à. d. 

j~f(x, u) = le k-jet de 

fP. (y)= f(x+y,u) - f(x,u). x,u 

Ainsi 

J.kf .· Rn+r iq (n); k 1 
o -+ · ""(n) + • • 



7 .2 6 

DEFINITION. Le déploiement f est dit k-transverse si j~f est transverse 

à l'origine ~l'orbite ~ œk(n) d~ ~ , où ~ est le k-jet de r, (4). 
■ 

La démonstration du théorème 4 de Mather établira le résultat supplémentaire: 

THEOREME 6. 11yersel = k transverse si r, est k-déterminée". 

Si rJ est une singularité k-déterminée, ~lors un déploiement de TJ est versel 

ssi y. est k-transverse. • 
Tout reposera alors sur le lemme principal {qui sera le plus long à démontrer) : 

Si r, est k-déterminœ,et si (r,f), (r,g) sont deux déploiements k-transverses 

(= versels) alors (r,f) """(r,g). 
■ 

Nous allons dabord interpréter le concept de k-transversalité en employant 

une formule explicite. Nous pourrons ensuite en déduire le théorème 6 ci-dessus, puis 

le théorème 4 de Mather, à partir du lemme principal. Enfin tout le problème sera de 

démontrer le lemme principal. 
■ 

La condition explicite de k-,transversalité est la suivante : 

PROPOSITION 3. f est un déploiement k-transverse de 17 ssi : 

où 

Cela signifie que 

(D jk f) (0) 1Rn+r + TA r, &. (n) = l'(l\{n) /"M( )'k+ 1 , où (D jkf)(O) désigne la valeur o rJ -k 1,,n o . 

en 0 ( = (0,0)) de la dérivée de {ou application tangente à) j~ f. 

On note ainsi l'e. v. réel engendré par les éléments entre crochets • 
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Idée de la démonstration. On utilise l' égalité algébrique démontrée au lemme 1 , 

§ I : 

Le terme (D / f) (0) JRn+r fait l'objet d'un calcul explicite. 
0 ■ 

COROLLAIRE 1. Si b 1, •.• ,br estunebasedel'e.v. ;réel îtt(n)/(6
17

+1l\(nl+ 1), 

r 
alors r, + I: u. b. est k-transverse. 

j=1 J J -

Idée de la démonstration. On vérifie la condition explicite. 
■ 

Ainsi une singularité r, quelconque admet un déploiement k-transverse, pour 

tout k, puisque 

'l'l'\ (n)/ (61) +'m(n)k+ 1) c 'lll(n)/l'ft\.(n)k+ 1 

et ce dernier espace est de dimension finie sur R. 
■ 

COROLLAIRE 2. Tout déploiement versel est k-transverse, pour tout k. 

Idée de la démonstration. On montre que si (s, g) et (r, f) sont deux déploiements 

de la même singularité 17, si (s, g) est k-transverse, et si 1' on a un morphisme 

(s,g) (cp ,a) > (r,f), 

alors (r,f) est k-transverse (pour cela on utilise la condition explicite). Or il existe 

toujours un déploiement k-transverse. 
■ 

Démon~tration du théorème 6 ("versel = k-transverse si11_ est_ k-déterminée") : 

il reste à montrer : 

k-transverse ~ verse! si 17 est k-déterminée. 

Soit (r, f) k-transverse, et soit (s, g) un déploiement quelconque~ On a le morphisme 

évident (r,f) ~ (s,g) + (r,f), 

donc (s, g) + (r, f) est k-transverse (par ce qu'on vient de voir). Or 
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(s, g) + (r, f) """ (r, f) + un déploiement constant 

(par le lemme principal, qui exige TJ k-déterminée). Et (r, f) + dépl ~ constant ➔ (r, f) 

(par un morphisme évident). Finalement on a le morphisme composé 

·::,. 

(s,g) - (s,g) + (r,f) --+ (r,f) + constant -+(r,f) 

c. à. d. que (r, f) est vers el. 
■ 

COROLLAIRE 3. Si (r, f) est un déploiement. versel _de r,, alors codim TJ ~ r 

( donc r, est ~ détermination finie). De plus 1l)(n)k c li"f), pour k > r. 

est k-transverse, donc 

Par suite 

di~ 'lll(n) /( 
617

+'Vl(n)k+1) ,; dimR Vf,; r. 

En appliquant alors deux fois le lemme de Nakayama, _on obtient 

k 
'Yl\(n) c li?/ pour k > r. 

Ainsi, pour k > r, 

d'où 

di di m(n); 
co m TJ = mR li ~ r. 

î) • 
Moyennant la démonstration du lemme principal, nous sommes maintenant en 

mesure de donner la 

Preuve du théorème 4 de Mather : 

• 1) Si r, admet un déploiement versel, r, est de codimension finie par le 

corollaire 3. Réciproquement si codim r, = k <+oc , r, est (k+2)-déterminée, r, 

admet un déploiement (k+2)-transverse, donc versel. 
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. 2) Si r, admet 2 déploiements versels de même dimension, codim 17 = k < + oo 

(par le 1), 17 est (k+2)-déterminée, les deux déploiements sont (k+2)-transverses 

donc isomorphes par le lemme principal. 

1Y\(n); • 3) Si b1, ... , br E 'Til (n) sont des représentants d'une base de 6 , 
1) 

codim T/ = r < + 00 , donc T/ admet un déploiement versel (par le 1), et par le corollaire 3 

'm.(n) / = 'n\(n) / k+ 1 
b.1/ b.1} +lt\(n) 

pour k assez grand. Alors b 
1 

, ••• , br sont des représentants d' une base de 

'ffi.(n)/(A -tv1,( )k+1), et, parle corollaire 1, r,+ -~ u.b. est k-transverse, doncver-
L.1'17+11r..:n J=1 JJ 

r 
sel, et de paramètre minimum par le corollaire 3. Donc r, + ~ u.b. est universel. 

j=1 J J 

Soit (r, f) ce déploiement • 

. 4) Maintenant si (s,g) est versel, s ~ r puisque (r,f) est universel, et 

(r,f) +constant= (s,f) est versel (on a un morphisme évident (r,f)--+ (s,f) et (r,f) 

est versel = k-transverse). Donc (s, g) "" (s, f) par le lemme principal, soit 

(s, g) "" (r, f) + constant. 
■ 

Nous allons maintenant donner une 

Idée de la preuve du lemme principal. 

Soit r, une singularité k-déterminée et (r,f), (r,g) deux déploiements k-

transverses de T/ • Nous allons montrer que (r, f) = (r, g). Pour cela, on cherche une 

homotopie F t de déploiements k-transverses reliant F 
O 

= f à F 1 = g tels que pour 

tout t 
O 

E [ü, 1 ] , F t """ F t ( au sens des déploiements) pour t voisin de t 
O

• Comme 
0 

[ü, 1 J est connexe compact, cela suffira. 
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• 1ère phase de la démonstration : recherche de 11 homotopie F t de déploiements 

k-transverses. 

Les déploiements à r paramètres de r, sont les germes de la forme r, + ô 

où ô E Til.(r) 8 (n+r). Il est clair que V 'l?+ô = V 
6 

• Donc, par la condition explicite de 

k-transversalité, 

1117+ ô est k-transverse" ~ îC\,(n) = bit/+ V ô 

(puisque 11 est k-déterminée, "fY\. (n)k+ 1 c 'Wt(n) /:;,, c 6.11) 
11 

~ "tv 
6 

est transverse à U = t b.T/ dans 1Tl (n) ~ (n)k+ 1 " • 

On se ramène ainsi à travailler dans un e. v. de dimension finie. 

On introduit alors 11 application 

) ( r 'm(n) 1 ) "R\ (r) 6(n+r --+ Hom R , 1m (n)k+ 1 (noté Hom) 

qui à ô associe 

( .k oô oô ))) 
h ô = ei __. J ( àu. 1 - àu. (O · • 

1 Rnx {O} 1 

Elle est surjective (il suffit de prendre pour ô un polynôme convenable). Et il est clair 

que jk V ô = hô (Rr). 

Soit A= {h E Hom lh(Rr) n'est pas transverse à U}. Alors 

1177+ ô est k-transverse" ~ h
6 

E Hom,A, et l'on vérifie que 

h E A ~ "Un certain nombre (N ~ 1) de déterminants extraits de la matrice 

[ hij] sont nuls" • 

Donc A est une variété de Hom, de codimension N ~ 1. 

Si codim A > 1, Hom, A est connexe. Sinon, codim A= 1, Hom - A a deux 

composantes connexes disjointes : 
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Région 2 : det < 0 

(A correspond à det = 0). 
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Aux déploiements f et g k-transverses sont associés h
6 

et h
5 

dans 
f g 

Hom - A. On peut toujours se ramener au cas où h 
6 

et h ô sont dans la même compo-
f g 

sante connexe de Hom, A (au besoin en remplaçant (r, f) par ( r, f o 'fJ) où cp E œ (r) 

est une transformation qui change 1' orientation ; il est clair que (r, f) ""' (r, f o cp) et 

que hô et h
6 

ne sont pas dans la même composante connexe de Hom ,A). Donc 
f f ocp 

h et h peuvent être joints dans Hom - A par un lacet linéaire par morceaux ; 
ôf ôg 

ô-+ hô étant surjective, ce lacet peut se relever en un lacet linéaire par morceaux 

dans m (r) 8(n+r) et, sans perte de généralité, on peut supposer que ce dernier lacet 

est linéaire. On a alors un lacet linéaire de déploiements k-transverses : 

F t = ( 1-t )f + tg, 0 :5 t ::; 1. 

2ème phase de la démon:3tration. 

Il reste à démontrer que le type d I isomorphisme de F t en tant que déploiement 

est localement constant, c.à.d. 

Ft""' Ft pour t "voisin" de t
0

• 

0 

Sans perte de généralité, on peut supposer que 

puisque cela revient à remplacer F t par un déploiement isomorphe (on a vu que 

(r,f) ""'(r,f + a!) et un déploiement isomorphe à un déploiement k-transverse est 

k-transverse). 



7 .32 

Maintenant la technique employée est tout à fait semblable à celle de la preuve 

du théorème 2 de Mather. En passant sur cette étape technique, disons que l'on se 

ramène à démontrer l'égalité algébrique : 

) oF èF 
a(n+r+ 1 = < è)x. > a(n+r+ 1) + < àu. >a(r+1) + a (r+ 1). 

l J 

Utilisant le fait que F t est k-transverse et la caractérisation explicite des déploie-

ments k-transverses, on obtient par le calcul 

On a donc montré 

èt l'on veut 

en posant 

C = A+ B + 'ln(r+ 1) C, 

C =A+ B, 

C = $(n+r+1) 

A=< oF> 
ox. · a(n+r+ 1) 

l 

oF 
B = < àu .. >a(r+1) + a(r+1). 

J ' 

On peut calculer modulo A, c. à. d. montrer que 

C = B +"1\(r+1)C =, C = B. 

Supposons donc C = B + m (r+ 1 )c . Alors 

C/4 _ B/, c B/, 
'll\ (r+ 1 )c - m (r+ 1 )c m(r+ 1 )B 

( car B c C). Or B est un a(r+ 1 )-module de type fini, engendré par exemple par 

b1, .•• , bs' c.à.d. B = <bi >a(r+ 1) • Par suite~ 8 /'ll\(r+ 1)B est l'e.v. réel engen­

C dré par les projections de b 1 , ••• , b s. Ces projections engendrent donc aussi ~(r+ 1 )C • 

Maintenant C est un a(n+r+ 1)-module de type fini. Soit 
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f: (Rn+r+ 1,o) -+ (Rr+ 1,o), la projection. Elle induit t*: 8(r+1) _... cj(n+r+1), qui est 

en fait 1 'inclusion. Donc C /'m (r+ 1 )C == C / t~1Y(r+ 1 )C est 11 e. v. réel ( de dimension 

finie) engendré par les projections de b
1

, ••• , bs. Par le théorème de préparation de 

Malgrange {b
1

, ••• ,b
5

} engendrent donc C comme a(r+1)-module via t"3\ c.à.d. 

s -)(-
c == {}:; f (e.) b. le. E 8(r+1)} 

(1] 

[4] 

. 
1 

1 1 1 
l== 

s 
= { r. e. b. ! e. E a(r+ 1)} = B. 

. l 1 1 1 l= 
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Exposé n° 8 

APPLICATIONS DU THEOREME DE MALGRANGE 

AUX PROBLEMES DE BIFURCATION MULTI-PARAMETRES 

par 

Bruno SCHEURER 

-:-

§ 1. INTRODUCTION. 

On sait que la méthode de Lyapounov-Schmidt (cf. exposé n° 2) permet 

de ramener l'étude d'un problème de bifurcation à l' étude de 11 application : 

(1) 

dont on cherche la "forme" au voisinage de 11 origine sachant que f( o, o) = o 

[le choix de 11 origine est une convention qui ne restreint pas la généralité] o 

Ici n est la dimension de l'espace des paramètres, m et p sont respecti­

vement la dimension du noyau et du co-noyau d'un certain opérateur Fredholm. 

Le problème de la détermination de C \o) suppose des hypothèses sur f : 

on peut par exemple considérer les coefficients du développement de Taylor, 

jusqti I à un ordre k, de f au voisinage de l'origine. Même dans ce cadre le 
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problème ( 1) est trop général, l' application f pouvant être complètement 

"pathologique". Il faut donc introduire des hypothèses telles que, pour "presque 

toute" application f les vérifiant, le problème ( 1) admette une solution : la 

"forme" de C \o) soit caractérisable. 

Dans cet exposé, nous montrons comment aborder la question dans le cas par-

ticulier où m == p == 1 , ce qui permet de traiter, comme applications certains pro-

blèmes de bifurcation à 1 et surtout 2 paramètres. Nous nous inspirons de [1], 

mais les résultats fondamentaux ainsi que des références supplémentaires peuvent . . 

être trouvés dans Golubitsky-Guillemin [2], Wassermann [3]. 

§2. SINGULARITES DE FONCTIONS ET LEURS DEPLOIEMENTS. 

A) Définitions et rappels. 

Soit g : lRq -+R de classe CC!lfJ et telle que g(o) =·0. (pour simplifier) 

on notera g E c00
(Rq; R). 

Dans le cas où le gradient dg de g en x = o vérifie · dg(o) I= 0 l'étude 

de g - l (0) est résolue complètement par le théorème des fonctions implicites . 

DEFINITION 1 • On appelle singularité ~" g le triplet (R q, x, g) avec 

dg(x) = O. 

pour x E Rq. On dira que g 
1 

et g
2 

sont équivalentes en x à 1' ordre k si, 

en x, leurs dérivées partielles d' ordre · ~ k sont égales • 

DEFINITION 2. Un jet d'ordre k (ou un k-jet) ~st une classe d' équiva-

lençe dans c00
(Rq ; R) pour la relation d'équivalence ci-dessus. On notera --- --- - -



8.3 

Prenant les valeurs des dérivées partielles d'ordre $; k en x. comme les 

coordonnées d'un k-jet, l'espace des k-jets devient un espace vectoriel que 

k . 
l'on notera J (Rq ; R) (x varie dans Rq). 

Soit U un ouvert de Jk(Rq ; R), définissons : 

~U) = {g E c''\Rq ,R) \/g(Rq) c U} 

(d l ' • ' 'd .k .k ( ) t 1· t· d Rq d apres ce qm prece e J g : x -. J g x es une app 1ca 10n e ans 

La preuve du résultat suivant peut être trouvée dans [2 J. 

PROPOSITION. Pour la topologie (dite de Whitney) engendrée par la base 

formée des ensembles Mk(U) pris pour tout k . l'espace C00(Rq; R) 

_est de Baire. 

DEFINITION 3. Une propriété ~ est générique dans C~(Rq ; R) si l'en-

semble des fonctions g de c00
(Rq ; R) satisfaisant ,;f est ouvert et dense 

pour la topologie de Whitney. 

B) Le théorème de Malgrange et le théorème de déploiement. 

THEOREME 1 (Théorème de division de Mather). 

Soit F : RxRn-+ m de classe C
00 

telle que: 

k F(t,o) = g(t)t 

où g(o) ~ 0 et g est une fonction de classe c00 
définie dans un voisinage de 0 

de R. 

Alors pour toute foncti6n G : R xRn-+ R de classe C
00 

définie dans 
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.!:!.!!. voisinage de O de R x Rn, g existe des fonctions q et r de classe C~ 

satisfaisant : 

(i) G(t,x) == q(t,x) F(t,x) + r(t,x) dans un voisinage de o de RxRn. 

k-1 . 
(ii) r(t,x) == C r.(x)t 1 dans un voisinage de o de .R xR 0 (les fonctions 

. 1 
l==O 

r. : Rn -+ R sont de classe cj. 
1 

Remarque L L'hypothèse sur F(t, o) est parfois remplacée par l'hypothèse 

j 
~ F(o,o) = O 
atJ 

équivalente : 0 ~ j :5 k-1 

. et 
ok 
k F(o,o)=/= O • 
ot 

En dépit de la simplicité de l'énoncé du Théorème 1, sa démonstration est longue 

et techniquement difficile. Nous renvoyons à [2]. 

Le théorème de Malgrange est une conséquence du théorème 1 sa démons-

tration directe est également fort complexe cf. [2]. 

THEOREME 2 (Théorème de Préparation de Malgrange). 

Soit F : R xRn -+R de classe C
00 

telle que : 

k F(t,o) == g(t)t 

où g(o) I= O et g est une fonction de classe c 00 
définie dans un voisinage 

de O de R. Alors il existe une fonction q : 1R x1Rn-+ R de classe COQ 

et k fonctions n 
À- :R ~1R 

1 
O s; i ~ k-1 de classe c= toutes définies 

dans un voisinage de l' origine telles que : 

k. k-1 . 
q(t,x) F(t,x) = t + L À-(x)t1 

. 1 
(i) 

l=O 

(ii) q(o,o) I= O. 

Remarque 2. Le théorème de Malgrange dit que l'étude des zéros de F équi­

k-1 
vaut à 11 étude des zéros de la fonction tk + .C À. (x)l. On a "préparé" la fonc­

i=o 1 
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tion F. 

Preuve : Choisissons G(t,x) = tk et appliquons le théorème 1. La conclusion 

(i) s'obtient en prenant \ = ri. Quant à la conclusion (ii) elle résulte de ce 

que: 
k · k k- 1 i 

t = q(t,o) F(t,o) + r(t,o) = q(t,o) t g(t) +I: r.(o) t • 
. 1 
l=O 

On en déduit q(o,o) g(o) = 1 ~ q(o,o) -f. O. 

■ 

Le théorème de Malgrange permet la démonstration du : 

THEOREME 3. Soit f: (x,À) ERxR 0 
- f(x,>J ER de classe C~ telle 

C -/=O. 

Alors la propriété suivante est générique lorsque n ~ k-1 : 

rang (a .. ) = k-1 . lJ 

où la matrice nxk--1 (a .. ) est obtenue par : 
lJ 

:~. (x,o) = >-; ~~j xj +O(Jxlk- 1) 
1 J=O 

1 Sis n. 

De. plus, lorsque f satisfait cette propriété, il existe un changement de varia-

ble régulier (difféomorphisme),· défini au voisinage de 11 origine ·: 

1 Sis n 

tel que dans ces coordonnées f s'écrive sous la forme normalè : 

k-2 . 
- (- -) -k '°"' - -1 f X, À = X + L..t À. 1x • . 1+ 

l=O 

Remarque J. (1) L'hypothèse f(x,o) = Cxk·+ O(\x lk+1) équivaut à 

avec g(o) -f. 0 ou à 1. f(o,o) = 0 
ox3 

. l 0SJ~k-1, -kf(o,o)-/-0~ 
àX 

k f(x,o) = x g(x) 

(2) Le théorème 3, que nous admettrons, comprend, deux parties : 

a) l' énoncé d' une propriété générique. 

b) la mise de f sous une forme "normale" • 
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La partie a) utilise le théorème de transversalité de Thom [2 J. La partie b) 

le Théorème 2. On pourra consulter Schaeffer [5] p. 375 ef suivantes. 

DEFINITION 4. Un déploiement est un couple (f, ep), où f : Rn+q -+ R 

et ep : Rq -+ R avec ep(o) = dep(o) = 0, tel que f \ q = ep. L'entier n est la 
R 

dimension du déploiement. 

Si l'on choisit q = 1, ep(x) = f(x,o), dans l'énoncé du Théorème 3, on obtient 

donc la forme, dans des coordonnées adéquates, du déploiement f de ep, sachant 

. que ep est singulière à l'ordre k. 

. oe 
Remarque 4. On a supposé dans tout ce qui précède que f est de classe C . 

Cela est restrictif dans les applications. Il existe néanmoins une version pour f 

de classe Ck du Théorème de Malgrange o{pour k assez grand). (Lassalle [6 ]) • 

§3. APPLICATION A L'ETUDE DE L'EQUATION DE BIFURCATION. 

Le Théorème J, énoncé au § 2, va permettre l' étude, au voisinage de l'origine, 

de l' équation de bifurcation 

(2) f(x,À)=0 

dans le cas où f : R x Rn -+ R 
. 00 

est de classe C . 

Une telle équation correspond au cas où le nombre de paramètres est n et où 

la dimension du noyau et du co-noyau d I un certain opérateur Fredholm [cf. exposé 

2 sur la méthode de Lyapounov Schmidt] est un. 

Le Théorème 3, permet, si une certaine hypothèse génériqùe est satisfaite, 

d'écrire 11 équation (2) sous là forme d'un polynôme dont les coefficients sont des 

fonctions réelles régulières de la variable À E Rn. Le degré k de ce polynôme 
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est déterminé par l'ordre de dégénérescence de 4?(x)=f(x,,o) et le coefficient 

d'ordre k-1 est nul. 

L'étude de ce polynôme va permettre de compter les solutions de (2) a , 

voisinage del' origine ; en fait le nombre de solutions de (2), localement, ne 

dépendra que des coefficients de la forme normale de f. 

Détaillons sur des exemples (n et k sont les entiers de l'énoncé du Thé-

orème J). 

A) n = 1, k = 1. 

On étudie donc f(x,À) = 0 où x ER ; À ER et pour C =}. 0, 

f(x,o) = Cx + O(lxl 2) ~ :x f(o,o) /= O. 

Dans ce cas le Théorème 3 n'est que le théorème des fonctions implicites 

(le choix n = 1 ne joue aucun rôle) : il existe une fonction x = x(À) telle que 

f(x(À), À) = 0 au voisinage de À = 0. On obtient donc une courbe de solutions de 

(2) paramétrée par À : à chaque valeur de À correspond un x unique tel que 

f(x,À)=0. 

B) n=1,k==2. 

On étudie donc f(x,À) = 0 où x ER, 11..ER et pour CI= 0, 

2 3 o2 
f(x,o) = Cx + 0( \x \ ) <=? - 2 f(o,o) /= O. 

àx 

On a bien n ~ k-1 et 11 hypothèse générique prend la forme simple : 

(3) pour a=}. 0, :À f(x,·o) = a+ 0( lx 1) ~ :À f(o,o) -1= 0. 

Sous l'hypothèse (3), il existe donc, d'après le th~orème 3 un changement de 

variable régulier, défini au voisinage de l'origine : 
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tel que f s'écrive comme : 

Nous pouvons alors compter les zéros de f, suivant les valeurs de À , par 

l ' intermédiaire du coefficient X : 

a) X < 0 ~ il existe deux zéros simples 

!3) X == 0 ~ il existe un zéro double 

y) X >0 => il n'y a pas de zéro. 

Remarque 5. La conclusion obtenue, grâce au théorème 3, est qualitative 

la valeur d' un zéro n'est pas calculable, 11 expression de X, x étant hors 

d I atteinte en pratique. Par contre les quantités i
2 

f(o,o) ,. M (o,o), ~(o) sont 
ox 

calculables, ce qui permet d I obtenir une approxim~tion a11 1er ordre des zéros, 

grâce à la formule de Taylor •. 

C) n > 1, k = 2. 

On étudie donc f(x,À) = O, où x ER, À ERn et pour C /:-O, 

2 
f(x,o) = Cx2 + 0( \x ]3) ~ 0 

2 f(o,o) -:JO. 
oX 

On a bien n ?: k-1 et l'hypothèse générique, si l' oh a : 

:. (x, o) = ai + 0( \ x 1 ) 

1 

prend la forme : 

(4) rang(ai)l<"< = k-1 =.1, c'.est-à-dire: _1_n 

il existe un indice i , 1 :s; i :s; n, et un nombre a. f. 0 
0 0 . 1 

(4 bis) 

0 

i.e 0~. (o,o) ,f o. 
10 

tels que : 
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Sous 1' hypothèse (4 bis), d'après le théorème 3, il existe un changement de 

variables régulier, défini au voisinage de l'origine : 

tel que f s I écrive comme : 

Le nombre de zéros de f, ne dépend donc que de X1 et on a encore : 

a.) x, <0 ~ il existe deux zéros simples ,' 

[3) x, = 0 => il existe un zéro double 

y) X1 >O => il n'y a pas de zéros • 

D) n~2, k=3. 

Les résultats précédents sont en fait classiques .(A) déçoule du Théorème 

des fonctions implicites, B) aurait pu s'obtenir grâce au Lemme de Morse 

cf. exposé 5). On examine d9nc 1' ordre de dégénérescence suivant, ce qui 

nécessite pour obtenir. une situation générique, de considérer un nombre 

de paramètres n ~ k-1 == 2. 

On étudie donc f(x, À) == 0 où, 
n . 

x E JR, À ER , n ~ 2 et pour C :/= 0, 

f(x,o) == cx 3 + 0( lx \4) i.e c3
3 

f(o;o) :/= O. 
èx 

On a évidemment n ~ k-1 • 

L I hypothèse générique, si 1' ori a : 

1:SiSn, 

prend la forme : 

(5) rang (a .. ) 1 .< == 2. · JJ s1_n 
OSjSl 
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Dans le cas où n = 2, cette condition dit simplement que le déter-

minant de la matrice 2X2 (a .. )1<. < 2 est non nul. 
lJ _l_ 

~jS1 
Supposons (5) satisfait ; d'après le théorème 3, il existe un changement 

de variable régulier, défini au voisinage de 11 origine: 

1 S iS n 

tel que f s I écrive comme : 

Nous pouvons alors compter les zéros de f, suivant les valeurs de À, par 

11 intermédiaire des coefficients X
1 

et X
2 

• Introduisons pour cela : 

qui ne sont autres que les fonctions discriminantes pour le polynôme en x (6). 

Nous en déduisons : 

a) y
1 
(À) s O ~ il existe un zéro simple 

y) y
1
(À) >O, y

2
(.À) = 09 ~ il existe un zéro simple et un zéro double 

ô) y
1
(À) ?-: O, YiÀ) < 0 => il existe trois zéros simples 

e:) y 1 (À) = 0, y
2 

(À) = 0 => il exipte un zéro triple. 

Ces résultats sont plus intuitifs si 11 on représ;ente la surface ~ d' équation 
' 

A chaque"poin'I!' (X.
1 
,X

2
) corr~spond une droite parallèle à ·ox .dont chaque point 
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d'intersection avec r: est un zéro. 

x1 

3 
-----~0----~ Ài. 

3 

La courbe Yz = O est la projection sur le plan (X 1, ;5,:
2

) du contour apparent 

de I:. 

Remarque 6. On retrouve ainsi le point cusp tle Whitney cf. [2] pour la défi-

nition et les détails. 

E) n=2,k>J. 

Terminons ce paragraphe par l' étude d'un cas non générique, puisqu'ici 

n ?- k-1 n' est pas satisfait. 

On étudie donc l'équation f(x,>. 1,À 2) = 0 où xER, \ ER i = 1, et: 

(7) f(x,o) = Cxk + 0( lx lk+l) avec C -/,. O , k > 3 • 

Le théorème 3 ne s I applique pas. Il est cependant possible d'obtenir un résul-

tat partiel grâce au théorème des fonctions implicites. 

Considérons le système : 

que 11 on étudie au voisinage de l'origine. 



Cherchons à exprimer 

(9) 
fÀ (o,o,o) 

2 

fÀ (o,o,o) 
1 

À1 et À2 comme fonctions de x ; formons 

fx).
2 

(o,o. ,o) ) 

f , (o,o,o) 
XA1 

jacobien du système (8) par rapport à .>..
1

, À
2

. 
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Supposons que les hypothèses suivantes sur la dépendance de f en À
1 

èt 

À
2 

·sont.satisfaites : 

(10) 

fÀ (o,o,o) /:-0 
2 

f À (o,o,o) /:-O • 
X 1 

fÀ (o,o,o) = 0 
1 

Alors ( on a fait tout ce qu I il fallait pour) le déterminant de ( 9) est non nul, le 

théorème des fonctions implicites s' applique et le système ( 8) admet une solu-

tion unique À
1 

= À 
1 
(x), À

2 
= À

2 
(x) au voisinage ode l'origine. Grâce à ( 10), 

on peut montrer que : 

>..
1 

= c
1
xk- 1 + 0( lx lk) 

À
2 

= c
2

xk + 0( lx lk+1). 

La solution de (8) représente dans le plan (À
1

, À
2

) une courbe paramétrée 

par x et passant par l'origine, qui par construction est le lieu des zéros 

doubles de f. (Ces zéros ne peuvent être triples, à part l'origine car grâce 

verse cette courbe le nombre de zéros de f change. 

§4. EXEMPLES. 

Nous avons jusqu'ici raisonné uniquement sur 11 équation de, bifurcation 

(un problème en dimension finie) que l'on a résolue en faisant certaines hypothèses 
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de non dégénérescence. Il importe, dans les cas pratiques, de savoir comment 

se traduisent ces hypothèses sur le problèm,~ de bifurcation initial (un problème 

en dimension infinie). C'est ce que nous allons étudier sur deux exemples qui 

correspondront respectivement aux cas n = 2, k = 2 et n = 2, k = J (cf. §3). 

Soient X, Y deux espaces de Banach et n un ouvert de X. On considère 

les deux opérateurs (pas nécessairement linéaires)· B et C définis dans n et 

à valeurs dans Y ; on suppose que B et C appartiennent à c00
(0, Y). (Cette 

hypothèse peut être restrictive en pratique ; cf. néanmoins la remarque 4 du §2). 

On considère le problème de bifurcation : 

(1 !) F(x,À,µ) = x - )._B(x) - µC(x) = O, 

au voisinage de (O,À
0
,o), supposant que B(o) = 0 ((0,À,O) est donc solution 

triviale). 

Les hypothèses sur 11 opérateur B sont les sÙivantes : 

(H 1) 

(H 2) 

B(o) = 0 

il existe À 1 0 tel que À - 1 soit valeur propre de B ( o) 
OF O · X 

et x
1 

= Ker(l-À B (o)) = [w J 
0 X 

,!-l 
Y 1 = Im(l-ÀOBX(o)) =. [w ] 

x 1 étant de dimension un, admet un supplémentaire topologique x2 dans X 

et X= x
1 

© x
2

. De même, Y 1 étant de codimension un, admet un supplémen­

taire topologique Y 2 dans Y et Y = Y 1 (E) Y 2:• 

Appliquons la procédure de Lyapounov-Schmidt (cf. exposé n° 2) à 11 équation 

( 11); il vient en désignant par Q la projection sur Y 
1 

et par · K l'inverse (bor­

né) de I - À
0

Bx(o) comme opérateur de x2 sur Y 1 : 



(l-À B (o))x = [-F(x,À,µ) + (l-À B (o))x] 
0 X O X 

soit : 

(I-À B (o))x
2 

= Q[-F(x,À,µ) + (l-À B (o))x] 
0 X · 0 X 

(I-Q) F(x, À,µ) = 0 

ou: 

Par hypothèse, tout élément x
1 

de x
1 

s'écrit sous la forme : 

x - aw 1 - où a.EH. 

8.14 

Appliquant le théorème des fonctions implicites au voisinage de (o,À
0

,o) à 

( 12 a) on en déduit l'existence d'une unique fonction 

telle que x
2

(0,À
0

,0) = o, et solution de (12 a). 

L'équation de bifurcation s 'écrit donc : 

Nous sommes ramenés à une équation du type de celles du §3 avec a jouant 

le rôle de x E lR, que l' on va étudier au voisinage de ( a, À,µ) = ( 0, Ào ,0 ) . 

Pour cela il faut d'abord calculer (on ne considère que les. cas génériques) : 

ok 
kf(a,À,µ)I k:::;3.: 
oa. (O,À

0
,o) 

De l' équation ( 12 a) on déduit par différentiation : 

~ x (a, À,µ) I = KQ [ ~(l-À B (o))(w+ ~- x2) +(l-À. B (o)Xwt-~ x
2

)]=0 
00. 2 (O À O) 0 X 01.k . . O X uv. 

' o' 
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i 
.,..--2 x2 (a,À,µ)I =À KQB (o)(w,w) 
OC: (0 À 0) 0 XX 

' o' 

o3 (3) 3 a2 
- 3 x2 (a.,>.,µ)I = À KQ[B (o)w +3B (o) (w, '.!.,..,2 x2(û,À

0
,0))]. 

00. ( 0 ' ÀO' 0) 0 X XX ov. 

On déduit alors de 11 équation (12 b) toujours par différentiation : 

(14) ~-f(o.,À,µ)I =<w'\(I-À B (o))w>=0 
ou. (0 À 0) O X 

' o' 
(par définition de w➔E-). 

i 
2 f(a,À,µ) I 
oa (û,À.

0
,0) 

(15) = -À <w,\B (o)(w,w)>+À <w,\(1-À B (o)) 
0 XX O O X 

KQB (o)(w,w) > 
XX 

(par définition de K et w ➔E-) . 

03
3 

f(a.,À,µ) I ' = <w➔\-À B(J)(o)w3 -3À 2B (o)(w, c2
2

x
2

)>+ 
00. ( 0, ÀO' 0) 0 X O XX oCl 2 

< w➔E-, À (1-À B (o))KQ[B(J)(o)w 3 +3B (oXw,l...
2

x ) ]> 
0 OX X XX 00.2' 

=-À <w,~B(3\o)w 3+3B (o)(w, /
2

x
2

(0,À ,0)) > 
0 X XX oO. 0 

( 16) 

et rappelons que f(0,À ,o) = O. 
0 

Nous allons distinguer deux cas suivant l'ordre de non-dégénérescence k 

de f(a., À,µ) c'est-à-dire suivant la valeur du plus petit entier k ~ 3 tel que : 

ok 
kf(a,À,µ) I f. o 
oa. (0,À

0
,0) 

(on ne considère pas le cas k = 1 qui relève du théorème des fonctions implicites, 

ni le cas k > 3 non générique pour 2 paramètres, cf. §3). 

A) Cas où k = 2. 

On a vu que d'après (14) : f(a.,À,µ) I = O. On suppose donc que: 
2 a. (o,>.o,o) 

(A 1) l....f(a,À,µ)I f.o i._e <w➔E-,B (o)(w,w)>f,o 
oa.2 (0 À 0) XX 

'o' 
d'après (15). Il résulte alors du théorème 3 §2 (applicable grâce à une hypothèse 
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précisée ci-dessous) que, à un changement de variable régulier près, f(a.,À,,u) 

peut s ' écrire au voisinage de ( 0, Ào, 0) comme un polynôme du second degré 

en a.. Il suffit donc pour étudier l' équation ( 13) au voisinage de ( 0, À
0

, 0) 

de considérer le développement de Taylor de f(a.,À,µ) tronqué à l'ordre 2 

l' étude de ( 13) équivaut à 11 étude de : 

(17) -a2 2 ·a2 c2 of 
èo.--;_f (O, À.0 ,0)a. +(À-À

0
)àa.oÀ f(0, À0 ,0 )a.+µ: oo.oµ f(0, À0 , o )a. +(À.-À 0 ) oÀ (0, À0 , 0) 

èf c2 , 
+ µ àµ, (0,À

0
,0) + (À-À

0
) oÀèµ. f(0,À

0
,0)µ = o. 

· (Rappelons que f(0,À ,o) = O, -::,.0 f(0,À ,0) = o). 
0 oO. 0 

On a vu que: 

(15) 
02 ➔(-

_2f(0,À ,0) = < w ,B (o)(w,w) >. 
oO. 0 XX 

De la même façon, on calcule successivement : 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

-i ( ) ➔(- (')' èa.oÀ f O, À0 , 0 = - < w , B x o w ~ 

-i '" ~ f(û,À ,o) = - <w')',c (o)w > 
oO.oµ 0 X 

:À f(0,À
0

,0) = - <w➔\B(o) > 

! f(0,À ,o) = - < w·\c(o) > oµ O 

c2 ➔!-
OÀ0/1 f(0,À

0
,0) = - < w ,cx(o)w >. 

Nous faisons alors les hypothèses supplémentaires suivantes : 

(A 2) 

(A 3) 

(A 4) 

< w➔\c(o) >-/= 0 i.e. C(o) i Im(l-À B (o)) 
0 X 

< w➔\c (o)w > = 0 i.e. C (0)Ker(l-À B (o)) c Im(I-À B (o)) 
X X O X O X 

Cette hypothèse signifie ( cf • exposé n° 6) que À - 1 , valeur propre de multi-o . 

plicité algébrique 1 d' après (ii), est aussi valeur propre de multiplicité géomé-

trique 1. 
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Compte tenu de (A 2), (A 3), (A 4) et (H 1), il résulte de (15), (18), (22) que 

(17) peut s'écrire : 

(18) ao.2 + (À-À )ba + µc = 0 
0 

où: a=<w➔\B (o)(w,w)>, b=-<w➔\B (o)w>, 
XX X 

-l!- ( ) C = -<W ,CO >. 

L'étude de (18) est maintenant triviale. Supposons; pour fixer les idées a>O, 

alors : 

. si 

• si 

où 

( 18) n' a pas de solutions 

( 18) a une solution double 

(À-À
0

)b 
o.1 = o.2 = - 2a 

( 18) a deux solutions distinctes 

o.1 = -d+~ o.2 == -d+Vd2-e 

Graphiquement, on peut représenter ex, comme fonction de d (au voisinage 

de d = 0, i.e. À = À ) avec e comme paramètre au voisinage de O (i.e. µ 
0 

au voisinage de O) 

____ ___.,..,..--___ d 

e >O e <0 O:.= -d 

Pour e > 0, il y a bifurcation à partir de la courbe des solutions doubles 

o:. = -d. Pour e < 0 , ïl n' y a pas bifurcation. 

Remarque 7. L'hypothèse (A 2) correspond à la propriété générique du théorème 

3, §2 et à 11 hypothèse (4 bis) du §3 .C. Elle permet d 1 appliquer le théorème 3. 
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B) Cas où k == 3. 

On suppose maintenant que : 

a2 -2f(0,À ,0)==0 
oa. o 

i.e ➔E- ( )( ) < w ,B o w, w > == 0 
XX 

(B 1) mais 

i.e ➔E- (3) 3 ·i \_j_ < w ,B (o)w + 3B (o)(w ,- 2x2(0,.À ,O)), rO. 
X XX 0CX. 0 

D'après le théorème 3, §2 (applicable sous des hypothèses précisées ci-dessous) 

f ( o., À,µ.) peut s'écrire au voisinage de ( 0, À , 0), à un changement de variable 
0 

régulier près, comme un polynôme du Je degré en a: dont le coefficient en a.2 

est nul. Il suffit donc pour étudier l' équation : 

(23) f(Cl,),µ)==0 

1 

au voisinage de (0,À
0

,0) de considérer le développement de Taylor de f(o.,À,µ) 

(24) 

Le terme constant et le terme du 1er degré de ce polynôme en a. sont compli--

qués. 

D'après le théorème 3, ces termes correspondent à des changements de vari-

ables réguliers ( difféomorphisme) ; leur comportement ne dépend donc que de la 

première dérivée partielle non nulle. Le polynôme en a., obtenu à partir de 

(24) en conservant seulement la première dérivée partielle non nulle dans cha-

que coefficient, aura les mêmes propriétés qualitatives que le polynôme initial. 

Nous faisons alors les hypothèses supplémentaires suivantes (en plus de 



H 1 et H2) : 

(B 2) 

(B 3) 

(B 4) 

<w➔\c (o)w >= 0 
X 

➔~ ) I <w,B(ow>,=0. 
X 

Il résulte alors de ( 18), (21) que dans (24) : 

a2 . 
oa.o) f(o,À 0 ,o) -1= o. ~(0,À ,0)/=0 oµ O 

et 

L'étude de (24) sera donc qualitativement équivalente à 11 étude de : 

(25) o3 3 o.2 of 
oo? f(O, Ào,O)Cl + (À-Ào) OCl0À f(O, Ào,O)a. + oµ (0, Ào,0)µ =O. 

Il suffit pour cela de vérifier 11 hypothèse dp théorème 3. 

8. 19 

L'étude de f au voisinage de ( 0, )._
0

, 0) équivaut à l I étude de Î au voisi-

nage de (o,o,o). On a 

of af c2 ~ . 2 
oÀ (a.,o,o) = oÀ (o,o,o) + oa.oÀ f (o,o,o)a. + O( \o:.I ) 

of of a2 ,..,,, 2) 
oµ (t1,o,o) = oµ (o,o,o) + oa.o,u f(o,o,o)a. + 0( la.l 

au voisinage de a. = 0 . 

De (20), (2 _1), ( 18), ( 19) on déduit : 

L'hypothèse du théorème 3 sera satisfaite si 

of a2 
oÀ 00.0À Î 

det I= 0. 
~ 2 

ôf _o_r 
oµ oa.oµ 



8.20 

~ 
D'après (H 1), ~~ (o,o,o) = 0; il suffit donc que: 

~ 2 
èf( ) o ~( -lE- () -lE- ) .1 àµ o,o,o àa.èÀ f o,o,o) = < w ,Co > < w ,Bx(o w > r O 

ce qui est satisfait grâce à (B 2) et (B 4) . 

En résumé, l'étude de (23) au voisinage de (0,À
0

,0) équivaut à l'étude au 

voisinage de (o,o,o) de : 

(26) acx? + Tba. + µc = O 

où a=< w➔\B(3\o)w3 + 3B (o) (w, c2
2 

x
2
(o,À ,O)) > 

X Il ~ 0 

b = - <w➔E-,B (o)w > 
X 

-li. ( ) c = - <w ',Co > 

(on a posé À-À = T). 
0 

L'étude de (26) est triviale. Il suffit d'appliquer le §3.D avec 

2 2 3 3 
Y2 = 27 µ, c + 41' b • 

Le nombre de solutions est alors donné par le graphique suivant : 

µ 

La courbe y
2 

= 0 correspond au cas où (26) admet une racine double 

· ( ) \ ~ t . . l 2 . ( ) tTb a.1 = a2 = s1gn µc V 3 e une racine s1mp e a3 = - s1gn µ,c . 3 . 

On peut de même étudier graphiquement les racines a. comme fonction de T 

lorsque µ est donné (cf. §3.D). 

Le problème de bifurcation étudié ci-dessus correspond aux équations de 

Von Karman (cf. [4] et [1 ]). 



[1] 

[2] 

(3] 

[4] 

[5] 

[6 J 
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Exposé n° 9 

BIFURCATION POUR DES OPERATEURS DE FREDHOLM D'INDICE 0 

par 

Bruno SCHEURER 

-.-

9. 1 

Soit Y un espace de Banach sur le corps A des réels ou des complexes 

(A= 1R ou A= cr:), dont on notera Il lly la norme. 

Soit X un sous-espace vectoriel de Y, complet pour la norme Il llx ; 

on suppose que X s'injecte continument dans Y et que la norme de l'injection 

est 1 : 

Il llx ~ Il lly· 

On se propose d'étudier 11 équation : 

Ax - ÀX - g(x,À) = o (1) 

au voisinage de 1' origine, lorsque A est un opérateur de Fredholm d'indice O, 

en particulier de préciser les conditions d I une bifurcation. 

Cét exposé s'inspire largement de Ize [3 J. 
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§ 1. HYPOTHESES 

Dans tout cet exposé, A désignera un opérateur linéaire continu de X 

dans Y et g(x, )J une application c0
, définie dans un voisinage de 11 origine 

de X x A à valeurs dans Y • On suppose que : 

et 

(i) A est un opérateur Fredholm d'indice O : 

dim ker A = dim Y /R(A) = d 

(ü) 0 est une valeur propre de A de multiplicité finie : 

il existe un entier a tel que : 

ker(A Cl) = ker(A Cl+€) 

dim ker(A a.) = m 

[on définit D(A a.)= domaine de A a.= {x EY lx E D(A) = X, Ax EX, ••• ,Aa.- 1x EX}] 

(iii) g : X x A -+ Y est une application continue et : 

g{o,o) = o. 

(iv) l r , À , C constantes positives telles que : 
0 0 . 

V x,x' E Br= {x EX I llxllx ~ r}, r<r 
- 0 

a) Jlg{x,À) - g{x' ,À1 )lly ~ C{M(r).llx-x' llx + IÀ-À1 1} 

b) llg{x,À)lly ~ C {llxll~ + IÀ lp} 

où M: R+ __. R+ est une fonction continµe croissante avec M(o) = o et p 

est un exposant entier dont la valeur sera précisée après • 

Remarque : On aurait pu définir A comme un opérateur fermé sur son domaine 

D{A) c X. En fait D(A), muni de la norme du graphe, est un espace de Banach; 

A est alors continu pour cette norme et D(A) s'injecte continument dans X. 
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§ 2. REDUCTION A UN PROBLEME EN DIMENSION FINIE. 

A) Un lemme de décomposition. 

LEMME 1. Décomposons X= ker Aa. œ x 2 = x
1 

œ x
2 

(dim ker A a.<+ oo) 

alors Y= ker Aa. œ A x
2 

(2) 

~ particulier 11 opérateur A ~ décompose ~ : 

cette application admettant un inverse borné K • 

. J:!:~~~~. Décomposons ker A a. = ker A œ x
3 

; d 1 après (i) et (ii) 

dim ker A= d et dim x
3 

= m-d. 

R(A) est donc engendré par AX
2 

et AX
3

• En fait : 

Il suffit pour cela de vérifier que AX
2 

nAx
3 

= {o} : soit· x
2 

E x
2

, x
3 

E x
3 

avec 

L I application x
3 

--+ A x
3 

est injective (par définition de x 3), donc : 

dim AXJ = dim x
3 

= m-d. 

Mais dim Y /R(A) = d d I après (i), donc grâce à (3) : 

dim Y/AX 2 = m. 

Puisque dim ker A a. = m, il suffit donc pour montrer (2) de vérifier que 

ker A a. n.Ax
2 

= {o}. Soit y E ker Aa. n AX
2 

; alors il existe x:
2 

E x
2 

tel que 

A P d 'f" ·t· d k" Aa. AO+l O d .,. . ' (" ·) Aa. 0 y = x
2 

• ar e 1m 10n e er . , . x
2 

= , one grace a 11 x2 = : 

c' est dire que x
2 

E ker A a. n x
2 
~ x

2 
= O par hypothèse. 
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La deuxième partie de l'énoncé résulte du théorème du graphe fermé 

(A : x
2 

--+ A x
2 

est injective). • 
B) Première réduction. ------------------
Procédons comme dans la méthode de Lyapounov Schmidt. Grâce au lemme 1 

tout élément x de X s' écrit de façon unique : 

Soit Q la projection dans Y sur AX
2 

associée à la décomposition (2). Puisque 

Ax
1 

- Àx
1 

E ker A°', l'équation (1) équivaut à: 

Appliquons K à (4), on en déduit pour À tel que : 

IÀ 1 <- 1- (afin que (l-À KQf 1 existe) 
IIKQII 

(6) x
2 

= (l-ÀKQ)-1KQ g(x
1
+x

2
,À) =F(x 1,x2

,X). 

Résoudre (6), c'est trouver un point fixe de l'application F(x:
1

,., À) soit 

xix
1
, À). Résoudre 11 équation ( 1) équivaudra alors à la résolution de : 

nous allons montrer qu'il existe des constantes 1, R
1

, R
2 

positives convenables 

de sorte que pour chaque À, x 
1 

fixés avec j À 1 $ X, 11x
1

11 $ R 
1 

l' application : 

soit une contraction stricte. 

1) Prenons À tel que IÀI:::; Min( 1 , À
0

) = 'X et x
1

, x
2

, x2 tels que 
2l!KQII 

llx
1
+x

2
ll$r$r

0
, llx

1
+x211~r:::;r

0
; alors, par définition de F :. 
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soit grâce à l'hypothèse (iv, a) sur g : 

IIF(x1,x 2 ,À) - F(x 1,x 2,À)lly s ~ IIKQII c M(r) llx2-x 211x. 

Choisissons r Sr 
O 

tel que ~ IIKQII C M(r) s 1 et définis~ons alors R1 = ~ , 

R2 =3%. (On a bien l!x1+x2 1!sr
0

; llx1+x21!Sr
0

). L'application: 

F(x
1

,. ,À): BR -+ Y 
2 

est une contraction stricte de BR dans Y, pour chaque x
1 

dans BR, et 
2 1 

chaque À tel que IÀ I SÀ. 

2) Pour x
1

,x
2

,À choisis comme ci-dessus et d'après l'hypothèse (iv,b) 

on a, F(x
1

,., À) étant une contraction stricte de rapport 
i 

1 IIF(x1,x 2 ,À)lly s IIF(x1,o,À)lly + 2 llx2 lix 

2 p 1 
s c {llx1llx + IÀ I } + 2 llx2 llx. 

- N Choisissons R
1 

S R1, À s À assez petits de sorte que: 

x 
1 

E BR , 1 À I S À ==> , C { 11x
1

11
2 + 1 À I p} s {r . 

1 · X 

Pour x
2 

dans BR on a alors : 
2 

( ) Jr Jr Jr IIF x1,x 2 ,À lly s 8 + 8 = 4 ~ 

et F(x
1

,., À) est une contraction stricte ·de BR dans BR ~ 
2 2 

Pour chaque x1 dans BR et chaque À vérifiant IÀ ,! s X, l'équation 
1 

(6) admet donc une unique solution xix1'~) dans BR • 
2 

Nous allons montrer que x
2

, comme foriction de x
1 

et À, vérifie 11 ana-

logue de l'hypothèse (iv) pour g 

LEMME 2. Il existe R
0

, µ.
0

, r constantes positives telles que : 



r<R 
- 0 

a) llx2(x 1,.ü - x2(x1,À')llxs r{M(r) llx
1
-x 1Ji + lÀ-À 1 1} 

X 

b) llx2(x1,À)llx s r{llx 111~ + IÀ \P} 

9.6 

où M : R+-+ R+ est une fonction croissante continue avec M(o) = o, p un 

exposant entier et x
2 

(resp. x2) l'unique solution de (6) correspondant à x
1

,À 

\\x2{x1 ,À) - x2(x1, À') \IX = \\F(x 1 ,x 2, À) -F(x 1 ,x2, À') lly 

S 11(1-ÀKQ)-l KQ\l \\g{x
1
+x

2
,À) - g{x1 + x2, À')\\ 

+ II((1-À KQr 
1 

- (1-À' KQr 1) KQ Il Il g{x1 +x 2, À)II. 

Prenons x 1, x 1 dans BR , À, À' avec ] À I s À , 1 À' 1 S X , alors on a vu 
1 .· 

que x
2

, x2 sont dans BR ; nous déduisons donc de l'hypothèse (i v) : 
2 

l!x
2

(x
1

,À)-x 2(x1,À 1 )II s ll(f-ÀKQ)- 1 KQII C{M(dll x
1
+x2-x,-x 2II+ IÀ-À1 1} 

+ ll((l-ÀKQ)- 1-(I-À'KQ)- 1)KQ!I C{llx 1+x2I!2 + [À' IP}. 

Mais ll(I-ÀKQ)- 1-(I-À' KQ)- 1\\ s y[À-À 1 [ y >o, donc: 

llxix 1, À)-xix 1 ,À' )Il s ; IIKQII c M(r) lix2-x 2I1 

+ ; 11 KQII c M(r) llx 1-x 1 Il 

+ ~JJKQIIC [À-À 1
[ 

+ YIIKQ!IC {llx 1+x2II
2 + \À' [P} IÀ,:_À, 1, 

grâce à l ' inégalité du triangle. 

D'après le choix de x1, À', \\x1 +x2n
2 + 1 À' IP Sr~+ À~ ; il suffit alors 
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de prendre r :5 r 
O 

assez petit de sorte que d 11KQ11 C M(r) :5 ~ , pour obtenir 

; llx2(x1,À) - x2(x1,À 1 )JI :5 d lix1-x 111 + [yllKQIIC{r~+À~} +~ IIKQI\C] IÀ-À 1 
\ 

c' est-à-dire a) • 

b) L' application F (x 
1

, . , À) étant une contraction stricte ( on prend tou-

d'où d I après 11 hypothèse (iv, b) et la définition de F : 

soit: 

■ 

C) Deuxième réduction. ------------------
La résolution de 1' équation : 

(1) Ax - ÀX - g(x,À) = 0, 

au voisinage de 1' origine, est ainsi d' après ce qui précède équivalente à la 

résolution de 11 équation : 

a. avec x
1 

E x
1 

= ker A • 

Compte tenu de l'hypothèse (iv) sur g et du lemme 2, Ç(x 1,À) satisfait 

également 11 hypothèse (iv) avec éventuellement des constantes différentes : 

il existe r' , À' , C' constantes positives telles que : 
0 0 



a) IIG(x1 ,À) - G(x1, À' )JI SC' {M(r) lix
1
-x 1 Il + IÀ-À' 1} 

b) IIG(x1, À)JI SC {lix
1
112 + IÀ jP} 

où M : R+ --+ R+ est une fonction continue croissante avec M(o) = o et p 

un exposant entier. 

Précisons la valeur del' exposant p intervenant ci-dessus (ainsi que 

dans le lemme 2 et l' hypothèse i v) • 

L'opérateur A, restreint à ker A a, est nilpotent d'après l'hypothèse 

(ii) : O'. a, 
A x 

1 
= o, \f x 

1 
E ker A • 

Nous pouvons donc choisir une base de ker A a,, soit /3 = { e 
1 

, ••• , em} telle 

que la restriction de A à ker A a, se décompose en d = dim ker A blocs : 

A j = diag(Ak , •.. ,Ak ) 
ker A°' 1 d 

où les Ak. 1 s j s d sont des blocs élémentaire$ de Jordan de taille kj x kj 
J 

correspondant aux éléments de ker A. On a alors : 

max k. = a, 
1SjSd J 

d-
et r k. = dim ker A o. = m. 

j=1 J 

Nous prenons alors, pour tout ce qui suit : 

p = 2o.+ 1. 

Remarque : p = 2o.+ 1 est optimale. Considérons par exemple dans le cas où 

d = 1, m = o., le système en x = (x
1

, •.. ,xm) ERm 

X -ÀX 1 =o m m-

9.8 



9.9 

con·espondant à p = 2a. 

0 ' ·t· 1 ·1 ·' · ·t ' Àm 1 12 . \
1
.\ \

2a, dont 1c·::i S<"U,le solut1·on n vEri 1e qu 1 se cern.n a - x 1 == 1 x 1 i -+ . - -

est x 1 = \ = o. Il n'y 2: pas bifurcation. 

Dans la base B, x 
1 

E ker A a a ainsi pour 11 coordonnées" 

1 d . k. 
x

1 
== (x

1
, ... , x

1
) où x-1

1 
ER J , 1 $ j $ d 

plus précisément : 

k -1 
x 1 == ( s1, s~, ... , s 1 

k -1 
~ ~1 ~ 2 . . . ~ 
-:,2' -:,2' .•• ' -:,2 ' ••• ' ••. ' -:,d' 

k1 

et les d = dim ker A vecteurs dont toutes les composantes sont nulles sauf l'une 

des s 
1

, .•. , sd constituent une base de ker A. 

La restriction de A à ker A a., étant ainsi mise sous la forme canonique 

de Jordan, l'équation (7) consiste donc en d blocs de tailles respectives 

Ecrivons le r bloc : 

(S.) 
J 

1 1 g. -À!;.=G.(x
1

,À) 
J J J 

2 1 2 
!;. - ÀS· =G .(x

1
.,À) 

J J J 

1 kJ. 
où Gj , ••• , Gj sont les composantes de G(x

1
, À.) correspondant au j= bloc 

et satisfont des propriétés du même type que celles de G ; en particulier : 

r< r' 
- 0 

V À avec I À 1 $ À' 
0 



1 s; j s; d, 1 s; i s; k .• 
J 
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Compte tenu des propriétés des G~, en utilisant la forme particulière du r bloc, 
J 

nous allons réduire celui-ci à une seule équation, équivalente mais ne dépendant 

plus que de sj , À et des coordonnees autres que celles du j= bloc (x~ pour 

i f j , 1 s; i s; d) • 

Considérons la première équation du j= bloc. En procédant comme dans 

le B) de ce paragraphe, elle peut être résolue en s~ qui est alors une fonction 
J 

continue en À et toutes les autres coordonnées et vérifie : 

1 s} 1 s: c ( 1 À sj 1 + 11 x 1 11
2 

+ 1 À 1 
2 

ci+ 
1) 

où x
1 

représente x1 moins la composante s} ; cela pour x
1 

et À suffisamment 

petits. 

Grâce à la 1ère équation de (S.) reportons s~ (comme fonction de À, !;J .••• ) 
J J 

dans la 2e équation de (Sj) : 

2 2 . 1 ) 2( ) s. - À s. = À G. (x 
1 

, À + G. x 1, À • J J J . J 

Nous pouvons alors résoudre cette équation en s~, par contraction comme 
J 

en B) ; nous obtenons s~ comme fonction continue de À et de toutes les coordon­
J 

nées sauf s} , sf et de plus : 

1 s~ 1 $ C( 1 À
2s-1 + 11x, 112 + 1 À 1

2
ci+

1
) 

J J 

' ~ 1 2 . ~ ou x
1 

représente x1 moins les composantes sj, s j' cela pour x 1 et À 

suffisamment petits • 

Itérant ce procédé, le j= bloc (S.) se réduit à : 
J 

k. k.-1 l k.-1 k. 
J J J J_ N -À s-=À G.+ •.••••• +ÀG. +G. =-g. 

J J J J J 
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où g. ne dépend que de s., À et des coordonnées des blocs autre que le r. 
J J 

Soit encore 

k. 
À Ji;. - g. = o (8) 

J J 

Effectuons le raisonnement ci-dessus pour les d blocs de taille k
1

, ••• , kd ; 

l'équation (7), dans ker A a., se réduit à un système d'équations dans ker A, la 

contribution de chaque bloc de (7) étant une équation de la forme de (8). Plus pré­

cisément, soit P la projection ( dans ker A a.) sur ker A, pour x 
1 

dans ker .A a. : 

x 1 = Px 1 + (I-P)x 1 = s + 17 

avec s = (s 1, ••. , ~d), où d = dim ker A et 77 = 77(!;,À) 

et (7) équivaut au système : 

k1 N 

À s1 - g 1(s,r,(!;,À), x2(s,À),À) = o 

(9) 

et g = (g
1

, ••• , gd) satisfait pour s, À suffisamment petits : 

llg(s,11,x 2, À )JI ::;:; C(lls+11+x2 11
2 + 1À12a.+1 + 1 À I llx2 11) 

(to) llg(s,r,,x 2 ,À)II::;:; C(IIÀll2 + 1>-12a.+t) 

en utilisant le lemme 2 pour majorer Jlx
2

11 et les estimations des s} ci-dessus. 

Finalement, la résolution d~ 11 équation se ramène à la résolution du système 

(9) de d équations à d+1 inconnues s1,_ •.• , sd, À. 
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§ 3. RESOLUTION DU PROBLEME EN DIMENSION FINIE. 

Nous étudions ici, par des méthodes de topologie algébrique, la résolu-

tion du système (9), au voisinage de 11 origine, c'est-à-dire (en ne notant que 

la dépendance en s pour allèger) : 

k1 N 

À s1 - g 1(s,>J = o 

(9) 

où s = ( s
1

, ••. , sd) E ker A, g = (g1, •.• , gd) satisfait : 

(10) \\g(s,À)\I $ C(lls\12 + \À\2a+l). 

Enfin À est un paramètre réel ou complexe (A = R ou A = t: ) et 11 on peut 

identifier ker A à Ad 

Pour étudier (9), au voisinage de l'origine, il est commode d'introduire 1 1 appli-

cation: 

définie par : 

où 

(!;,À) -➔ F(i;,À) = (r,,r) 
k. 

'n. = À J j:". - g. ( j:"' À)' 
'J ':>J J ':> 

r = lls\12 
- r

2 

(on "mesure" ainsi la distance à l'origine d'une solution de (9)). 

2 

LEMME 3. Soit la boule D= {(g,À) EAdXA\ lls[\2+\À\2 $r 2 +(Mr)a} 

où r $ r 
O 

$ Min (rayons utilisés ci-dessus, M-(2a.+ l)) et M = 2C + 1, C étant 
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la_ constante de l'estimation ( 10). 

Alors l' application F __ définit une application de àD dans 
d (,H-) 

A xR - {o} 

et est homotope ~ : 

~EJ~.YJ_• Rappelons que deux applications f
0

, t
1 

: X--+ Y sont dites homotopes 

s'il existe une famille d' applications intermédiaires ft : X --+ Y continues en 

x EX et en t E [ü, 1], i.e. s'il existe une homotopie H 

H : X X [O, 1 ] --+ Y 

continue et telle que F(x,0)=f
0

(x), F(x,1)=f
1
(x). On notera f

0
-vf

1
. 

a) Montrons que F, définie par ( 11), n' a pas de zéros sur àD ; pour cela 

raisonnons par 11 absurde [le choix du paramètre M va remplacer "l'estimation 

a priori" habituelle, nécessaire dans ce genre de raisonnement]. Si F admet 

un zéro sur àD : 

k. 
{12) 

(13) 

À Ji;. - g.(!;,À) = 0 
J J 

l\sll2 
- r

2 = o et 

De ( 13) , il résulte : 
1 

(14) !À] = (Mr)a 

2 

llsll2 + IÀl2 = r 2 + (Mr)a,. 

donc \À] a,= Mr :5 M M-(2a+l) = M-20. < 1 

De ( 12) et ( 10) il résulte alors : 

(➔1-) On note ainsï (Ad xR) - {o}. 
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k k 
1 1 

a. ( 1 d ) 1 ("" "") ( 2 I 
1
2a.+1) À \\sil :5 li À s,, •.. ,À sd Il= 1! g1,···,gd ll:5C Ils!\ + À 

1 

$ C(r 2 + (Mr)2(Mr)0') 

$ 2C r 2 

en utilisant (14), lls!l2 = r 2 et le choix r :5 M-(20.+l). D'où,comme M = 2C+1 : 

soit IÀ la. llsll < IÀ!a. Ils!\ ce qui est impossible. 

b) La deuxième partie de l' énoncé va être montrée par deux déformations. 

(homotopies) successives de F. 

La première déformation s I écrit : 

Pour t = 1, on retrouve l' application F ; en procédant comme en a) 

(mais en remplaçant g par tg et grâce à lltgll $ llgll si O :5 t :5 1), on montre 

que pour chaque valeur de t · cette déformation définit une application continue 

de èü dans Ad X R - { o}. Cette déformation dépendant continûment de t, F 

est homotope à (faisant t = o) 
2 2 

k1 kd 2 2 - - - 2 
(15) (!;,X)-. (X s 1, •.• , X sd' llsll - r ). A=(l+Ma ra )-1 

~ ~-2 
Passons à la deuxième déformation. Définissons A =(1+Mar0:'. r1 de sorte 

2 2 2 ~ 
que pour (s,À) appartenant à oD (i.e. 11sll +IX\ =r +(Mrf) : 

La deuxième déformation s 'écrit alors : 

k. 

{

rJ· = À J s- 1 :5 j :5 d 
J J 

O:s;t:51 

T = 11~112 [1 - (1-t)A] - \11. \
2 [(1-t)A + t]. 



Pour t = O, on retrouve, en utilisant (16), l'application: 

k1 kd 2 2 
(s,À)-+ (À sl' ••• , À sct' llsll - r ). 

g 1 

En procédant comme en a) (ici \>,_ \ =((r
2
+(Mr~'?t(l-( 1-t)A)) 

2 
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1 

au lieu de !À\= (Mr)êi 

et g = 0). On montre que pour chaque valeur de t cette déformation définit une 

application continue de èD dans Ad x R - { o}. Cette déformation dépendant conti-

nûment de t 11 application (15) est homotope à (faisant t = 1) : 

(17) 
kl kd 2 2 

(s,À)-t (À St1···, À Sd, Ils\\ - \À\) 

d'où le résultat en faisant une homothétie sur ( s, ).) 
~ 1 

de façon à se placer sur la 
2 1 

sphère unité (on remplace s par s(r 2 + (Mr)0
') 

2 
et À par 

- 2 
À(r2 +(Mr) 0

') ), puis-

que (15) est homotope à F. ■ 

Le lemme 3 ramène ainsi 11 étude de (9) à celle de (17) : 

(17) 
k1 kd 2 2 d 

(s,À) ES-+ (À S1,···, À sd, llsll -IÀI) EA XlR- {o} 

dont nous cherchons les zéros dans un voisinage de 11 origine, plus précisément 

dans la boule unité B 
1 

de Ad x J\. ; on notera o 8
1 

= S, dans ce qui suit. 

Introduisons la : 

DEFINITION 1. Une application T : S --+ Ad x:R- {o} est dite essentielle 
-~'------ 0 ------

si et seulement si toute extension continue T : 8
1 

--+ Ad xlR 

zéro i.e. il existe x E 8
1

, T(x) = o. 

de T admet un 
0 

Remarque : Une extension continue de S à 8 1 existe toujours (cf. Dugundjï [1 ]) . 

Le théorème suivant caractérise les applications essentielles : 
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THEOREME 1. Une application T : S __. J\ d xR- {o} est essentielle si 
------- 0 

et seulement si T 
O 

n 1 est pas homotope ~ une application constante de S dans 

Ad xR- {o} i.e. T
0 

est non triviale. 

Preuve. 1) ~ Par 11 absurde. Si T est homotope à une constante, il existe 
------- 0 

H: S X [O, 1]-+ Ad XlR- {o} avec H(x,t) =Cf. o, H(x,t) = T
0

(x). Alors 

T: B
1

-+ J\d x R définie par T(tx) = H(x,t) o ~ t ~ 1, jjxjj = 1 est une exten-

sion de T
0 

sans zéros. 

2) <= Par 11 absurde. Si T 
O 

est inessentiel, il existe une extension 

T : B 
1 

-+ J\ d x R sans zéro. Définissons 11 homotopie H : S x [O, 1 ] -+ J\ d x R 

par H(x,t) = T(tx). On a H(x,t) f. 0 et H(x,o) = T(o) f. O, H(x, 1) = T
0

(x): T
0 

est homotope à une constante. ■ 

Remarque. Pratiquement pour étudier la classe d'homotopie de T , on consi­o 

To d 
dèrera - : S-+ sphère unité de J\ xR. • IITOII 

COROLLAIRE 1. Si J\d x 1\ = Ad xR i.e. si A =R, T est essentiel 
-- 0 

si et seulement si deg(T, B 
1
, o) 1-o , où T est une extension continue de T 

O
• 

Remarque. deg(T, B 
1

, o) ne dépend que du type d'homotopie de T 
O

• ■ 

Le théorème 1, ramène donc 11 étude de ( 17) à la classification de ces types 

d'homotopie. 

Rappelons que : 
d 
l'.: k. = m = dim ker A a. 
1 J 

kl kd 2 2 
THEOREME 2. L'application T

0
: (!;,À)-+ (À s1, .•• ,À sd, Il sil -À) 

possède les propriétés suivantes : 



a) A=R 

. m _est pair deg(T ,B
1 

,o) = o 

où T est une extension continue de T • 
---- - 0 

b) A== (t T est non triviale si et seulement si : 
0 -·- -- -

d = 1 et rn > 0 ou d > 1 et m esL impair. 
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La partie difficile du théorème est le cas b). La preuve sera donnée 

en Appendice. 

Nous déduisons du Théorème 2, la solution du problème (9). 

THEOREME 3. Soit A = R .Q!! <t, ker A identifié à /1. d_ Soit k 
1
, •.. , kd 

des entiers non négatifs avec o. = max k. • 
- - -- 1::5j::5d J 

Considérons le_ système : 

k. 
(9) À Jsj - 'g/s,À) == o 

où s = Cs,, ... , sj) E /1.d et .-g = (g1, .•. ,gd) satisfait : 

llg(s,À)II ::5 C(lls112 + IÀ 12a+l). 

Alors il existe dEfüX constantes positives M et r 
O 

telles que : 

(i) V r <r
0

, le système (9) admet une solution (!;,À) avec llsll <r, 
1 

IÀ I = (Mr)a. 

Cet ensemble de solutions sera appelé l'ensemble des solutions triviales. 

d . 
(ii) Si m = !: k. est impair, le système (9) admet une solution non triviale, 

- 1 J - - - - 1 ----

pour tout r < r 
O 

avec Il sil = r, IÀ 1 < (Mr)a. 

(iii) Si A = (t et d = 1 , pour tout m > 0, la conclusion de (ii) est vraie. 
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1 

J:!:~~~~-(i) Pr•enons À fixé tel que IÀ 1 = (Mr)a, grâce au lemme 3 (cf. démons-

tration), l' application définie 

k1 "' kd ~ 
s-+ (À s 1 - g1(s,À), ••• , À sd-gd(s,À)) 

peut être déformée par homotopie en : 

(18) 
k1 kd 

J' : s -+ (À s1, ••• , À sd). 

La pré-image de zéro par œtte application est 0. ;Le déterminant de son jacobien 

est 
d 

J = II 
j>1 

s=O 

d 
k. rk. 

ÀJ=ÀT J=)!ll. 

étant un point· régulier de ( 18), nous avons alors : 
m 

(Mr)a. si A= Q: 

deg(:F, 11 sll < r, o) = 
m -

(sign À)m(Mr)a. si A =:R, 

d'où le résultat par le corollaire 1, d(.7", 11 si 1 < r, 0) étant· non nul. 

(ii) et (iii) sont une conséquence immédiate du théorème 2. . ■ 

d 
COROLLAIRE 2. Supposons m = r k. pair et qu'il· existe un indice j, 

1 J 

soit j = d pour fixer les idées tel que : 

gd ( s, À) = À h d ( s, À) , où h d est une fonction. continue en ( s, À) telle que 

lhis,À)I sC(llsll 2 + )Àl2a.). Alors il existe deux constantes P<;>sitives M et r
0 

telles que E2!:!E tout r < r
0

, Ie système (9) admette ~solution~ triviale ~ 
1 . 

Il sil = r, IÀ l < (Mr)(l. 

!:'.!'~E.Y~-· On se ramène au cas (ii) du théorème 3 car 
kd , tv kd-1 . 

À l;d-gd = O<=>À sd-hd=o. 

■ 
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§ 4. RESOLUTION DU PROBLEME EN DIMENSION INFINIE. 

Elle est alors immédiate compte tenu de 11 équivalence établie au§ 2. Nous 

avons donc le : 

THEOREME 4. Considérons 11 équation : 

(1) Ax - ÀX = g(x,À) 

où A et g satisfont les hypothèses du § 1 avec p = 2cx.+ 1 et m étant !ê_ dimen­

sion de ker A ex. (multiplicité algébrique). 

Alors il existe deux constantes positives M et :r 
O 

telles que : 
1 

(i) V r <r
0

, (1) a une solution (x,À) avec IIPxll <r, \ÀI = (Mr)o. 

[P est la projection sur ker A cf. § 2 c)] •. Cet ensemble de solutions est 11 ensemble 

des solutions triviales • 

(il) .Si m est impair, (1) 2 ~ solution non triviale (x,À). i.e. 
1 

pour tout r <r
0 

et llPx\l = r, IÀI <(Mr)cx.. 

(ili) Si A = (t ~ dim(t ker A = 1, alors pour tout m, la conclusion 

de (il) est satisfaite. 

--1:!:~~~~. (i), (il), (ili) découle de façon immédiate du théorème 3. ■ 

Nous avons aussi le correspondant du corollaire 2. 

COROLLAIRE 3. Supposons que dans la procédure de réduction de ( 1) 

(cf. § 2 c)) il existe un bloc j, soit j = d pour fixer les idées, tel que: 

kd 
kd > o et Gd (x

1 
,À) est de la formP ~ 



est une fonction continue en (x
1 

; À) telle que 

k 
\hd d (x

1 
,)_ 1 ~ c(llx

1
112 + ]À J2a.). 

d 
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Alors, pour m = ~ k. pair, il existe deux constantes positives M et r telles 
1 J - ----- -· - 0 

V r. < r , ( 1) admet une solution non triviale (x, À) avec 11Px11 = r et 
1 0 

1 À 1 < (Mr )a. 

[1 J 
[2] 

[3] 

[4] 

[5] 

[6] 
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APPENDICE 

A) L'objet de cet appendice est d'indiquer, dans ses grandes lignes, la 

démonstration du Théorème 2 . § 3. Celle-ci nécessite quelques préliminaires 

de théorie de l'homotopie. 

Soit T une application continue de B, boule unité dans Rn, dans Rk. 

Supposons que T 
O 

, restriction de T à S, frontière de B, est une applica­

tion de S dans lR.k - {o}. Rappelons la : 

DEFINITION. T 
O 

est. dite essentielle par rapport à B, si toute 

extension continue T : B-+ Rk de T admet un zéro. 
- 0 -----

Elle est dite inessentielle dans le cas contraire. 

On a vu (cf. § 3, theorème 1) qu' une application T est essentielle si et 
0 

seulement si T 
O 

n'est pas homotope à une application constartte. Dans le cas 

où n < k, toute application T : S -+ lR.k - ;{o} est inessentielle c'est-à-dire 
0 

homotope à une application constante. Dans le cas où n > k, la situation est 

beaucoup plus difficile . 

Nous allons donner un exemple d'application essentielle dans le cas n = 4, 



k = 3, c'est-à-dire correspondant à une application de s 3 dans JR.3 - { o} 

ou de s3 dans s 2 [Sn = sphère unité de JR.n+ 1 dans tout ce qui suit]. 

Considérons s 3 comme la sphère unité de R 4 '::: (C x (C 

On définit alors l'application de tt)pf: 

r,: s3 _,. s2 

par 

A.2 

Cette application est essentielle ; le principe de la démonstration consiste à 

raisonner par l' absurde en supposant 17 homotope à une application constante. 

On exhibe alors une homotopie entre l'application identité de . s2 dans s2 

et une application constante. Cela signifierait que s2 est contractible, d I où 

la contradidion. 

Pour plus de détails on pourra consulter [2 J [ 6 J • 

Définissons maintenant la notion de suspension d'une application. 

Sol·t ,,, ·. Sn-l -+ Sk-l 1· t· t· 0 d'f" ·t l 'r' une app 1ca 10n con mue. · n · e 1m ~ suspen-

sion de 1/), notée 'r. l/J , géométriquement, de la façon sui vante : 

1) on identifie l'équateur de Sn (resp. Sk) avec Sn-l (resp. sk- 1)-

2) El/) : Sn-+ Sk applique le pôle nord (rèsp. sud) de Sn sur le pôle 

k nord (resp. sud) de S et est 11 extension linéaire, sur les grands cercles, 

de ip aux hémisphères. 

Analytiquement, après avoir étendu radialement ljJ : Sn- l -+ Sk- l à 

la boule unité Bn de Rn, on définit : 



A.J 

par: 

Il est important de noter que si deux applications sont homotopes leurs suspen-

sions le seront également ; en particulier si l/) est essentielle, r.lj) est essen-

tielle. 

Remarques: 1. A . un facteur positif près, la suspension El/) de 1/) 

2. Lorsque l/J est une fonction complexe de plusieurs variables 

complexes, la suspension de l/J est définie de façon analogue ; il importe de 

noter qu'identifiant (t à n2 (i.e. z à (Rez, lm z)), la suspension "complexe" 

correspond à deux suspensions "réelles". Sauf indication contraire, t désignera 

la suspension réelle. 

B) Nous abordons maintenant la démonstration du Théorème 2. 

Celle-ci va consister en une série de déformations de T 
O 

• Dans le cas 

où A = R, T 
O 

est une application de Sd dans Sd. On pourra donc conclure 

en utilisant un argument de degré. Dans le cas où A = <t, T 
O 

est une application 

de s 2dt-1 dans s2d ; on ne peut plus utiliser le degré. Par une nouvelle série 

de déformations on montre alors que T ~st homotope à la suspension de 11 appli­o 

cation de Hopf composée avec une certaine autre application. Pour la commo-

dité, nous procédons par une suite d' assertions . 
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k1 kd 2 2 
ASSERTION 1. L'application T O : (!;, À) -+ (À s1, ••• ,À · sd, llsll - \ À 1 ) 

peut être déformée en 11 application : 

d 
où m = J~ 1 kj et !; = ( 1;1, g2 , ••. , gd). 

~.!'JJJJ_: Par abus de notation, on représentera une application par son image. 

On a alors, le signe ~ désignant la relation "être homotope à" : 

k k k 
À 1g À 1g À 1g Àms Àml; 

1 1 1 1 1 
. . s . s2 . . 2 
• (4) '2.) 

. . 
k kd-tkd-1 

(3) . 
À _d-11; "V 

-!;d 
,V 

À sd-1 I\,• •••• "\,; 
d-1 

k kd-tkd-1 
. 

À dl; 
. 

À !;d-1 !;d sd !;d d 

11s11
2

- IÀF llsll
2

- IÀ 1
2 

111;11
2

- IÀF Il 1;11
2
- IÀF 1 s11

2
- IÀl

2 

où • • • • désigne la répétition (d-1 fois) des homotopies (1) et (2) (mais pour 

Précisons les homotopies ( 1), (2), (.3). 

L ' homotopie ( 1) est : 

k • 
À d-21; 

d-2 

11!;11
2

- j)._ 1
2 

k 
( 1-t)À d 
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L'homotopie (2) est : 

osts1 

L'homotopie (3) est : 

o St S 1 

sd 

t I s11
2 

+ (1-t)llsll
2

- IÀ 1
2 

Pour démontrer 11 assertion (1), il faut vérifier que pour chaque valeur de t 

dans [ü, 1] les applications ci-dessus ne s'annulent pas sur la sphère unité 

11 s 11
2 + J À J 

2 = 1 ( ces applications sont trivialement continues en g, À, t) • 

La conclusion en résultera alors en faisant t = o puis t = 1 • Vérifions cela, 

par exemple, pour 11 homotopie ( 1) • ( On raisonne de façon identique pour (2)). 

Procédant par 11 abs4rde, supposons que pour t E [ü, 1,], l' applica­

tion définie par (1) admette un zéro (S,À) tel que llsll2 + IÀl2 = 1. Comme 

lls112 - lÀl2 = o, À est non nul. De Àkisd. = o, 1 s iS d-2 ,'on déduit alors 
1 

si = o, 1 S i s d-2 et de : 



- k 
( 1-t)À d- 1 -t 

k 
(1-t)À d 

A.6 

on déduit sd- l = sd = o (le déterminant de la matrice est non nul) si À -f. o, 

o :::5 t :::5 1). On aurait donc s = o ce qui contredit Il sli2 = 1 À 1
2 -f. o. 

Vérifions la même conclusion pour 11 homotopie (3). Si, pour t E [ o, 1], 

l'application définie par (3) s'annulait sur lls!l2 + IÀl2 = 1, on aurait: 

g. = o 
1 

m 
2 :::5 i :::5 d et À s 1 = o . 

Onne peut avoir simultanément s 1 =À= o, car llsil2 + IÀl
2 

= ls 1 1
2 + IÀ 12 = 1. 

Donc ou bien À= o, ou bien s, = o. Si À= o, comme lls!l
2 

= 1 s, 1
2

: 

tls,l
2

+(1-t)\lsll
2

- IÀl
2

=o ~ ls,l
2

=o; 

donc s =À= o ce qui contredit \ls\12 + IÀl2 = 1. 

Si !; 1 = o, !; = o et : 

tJs 1 J
2

+(1-t) 11s11
2

- IÀl
2

=o ~ IÀl
2

=o; 

donc s =À= o ce qui contredit \ls\1
2 + IÀ 1

2 
= 1. 

L I application (3) ne s'annule pas sur la sphère unité. ■ 

ASSERTION 2. Cas /\ = R. 

Soit T une extension de T 
O 

: S d -+ S d à Bd+ 1 , boule unité de Rd+ 1 • 

d 
Rappelons que m = r: k .• 

- 1 J 

Si m est impair <.=> m = 2n+1, . d+l deg('T ,B ,o) = -2 

Si m est pair <==> m = 2n, d+1 deg(T ,B ,o) = o. 

fE~~~~-= Remarquons tout d I abord que le degré est un invariant de la classe 

d'homotopie de T 
O

, donc ne dépend pas de 1' extension T. 
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D' après l' assertion 1, T 
O 

est homotope à : 

Si m = 2n+ 1, utilisant l' homotopie : 

on a (après avoir vérifié que cette homotopie est admissible) : 

(Àms,,s2,···,Sd, ls,1
2

- \À\
2

),v(Às,, S2,···,Sd, ls11
2

-IÀl
2

). 

La matrice jacobienne de (s,À)-.. (À s1, s2 , •.. , stl, 1s1 12 
- \À 12) 

s'écrit : 

À O ••••••••• 0 

0 1 ' -, ' 
' ,_ 

J= ' 
' 

' 1 

0-----0 '1 0 

21;, 0 ____ - 0 -2À 

C ' est une matrice ( d+ 1) x ( d+ 1) dont le déterminant s' écrit : 

s1 = ± e, s2 = ••• = sd = o, À=± e, on obtient donc : 

. d+1 
deg(T,B ,0)=-2. 

Si m = 2n, utilisant l'homotopie : 

puis l'homotopie : 

qui ( on le vérifie) ne s' annule pas sur la sphère unité, T 
O 

est homotope à 



A.8 

(0, O, ••• , O, -1) dont le degré est O. ■ 

ASSERTION 3. Cas A = (t . 

Soit a. : (µ, u) --+ (µm, u) l'application de s3 dans s 3 et r, l' appli­
-- m 

cation de Hopf de s3 
dans s2 • 

Alors T
0

: s2d+1 --+ s 2d est homotope à id- 2-°mo17, application 

3 2 obtenue en effectuant 2d-2 suspensions de -a.m o TJ: S --+ S • 

Preuve. D' après la définition de a. et TJ ( cf. partie A), -a. o TJ est une appli-------- m . m 

t . d s3 d s2 d'f" . ca 10n e ans , e 1me par : 

0 (i:- À) (Àmi:- \ i:-
1

12 - IÀl 2). -a.m TJ : '='1' --+ '='1' '=' 

D'après la définition analytique de la suspension, 

application de s2d+l dans s 2d définie par : 

id- 2-a. 0 TJ est une 
n 

Il faut vérifier que cette application est homotope à T • Cela s I effectue 
, 0 

par l'intermédiaire des deux homotopies suivantes (dont on vérifie qu 1 elles ne 

s'annulent pas sur s2d+ 1), sachant que : 

Sd-1 

Re sd 

( 1-t)Im sd - t( 1s,12 
- IÀ 12) 

t Im sd + (1-t)( ls112- IÀ 12) 

et 

(1-t)Resd+t(J s, 1
2

- IÀ\2) 

t Re sd-(1-t}( ls, 12- IÀl2 
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En effectuant ces deux homotopies, T 
O 

est déformée en : 

En répétant la même opération d-2 fois, T 
O 

est déformée en : 

ASSERTION 4. t2d- 2- °ni o 77 est non triviale (i.e. n'est pas homotope 

à une constante) si~ seulement si 

d = 1 et m > o 

ou d>1 et m est impair. 

!:'.!'~E.Y~..: Si d = 1, id- 2 - a,m o 17 = -a.m O 17 l'équivalence est immédiate 

car 17, donc -17 est essentielle par construction ainsi que a. (on vérifie , m 

que a.m a pour degré m). 

Si d > 1, tout revient à montrer 11 équivalence dans le cas d = 2 car 

l'opération de suspension conserve l'homotopie. Il suffit donc de montrer que : 

i- - a. 0 rJ ~ ~2 - 11 1- 0 m 

2 r; - a. 0 '17 "-'O m 

si m est impair 

si m est pair. 

Dans le cas où d = 2, k1 + k2 = m, ~2 - a.m o 17 est une application de s5 

dans S 4 définie par : 

alors que: 

Supposons m impair i.e. m = 2n+ 1, alors par une série d'homotopies 
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analogue à celles utilisées pour prouver les assertions 1 et 3 (mais ici avec 

d = 2 et en supposant pour fixer les idées que k
1 
~ k

2
) : 

Àms 
1 

Àms 
1 ÀS1 ÀS1 

2 ls1 !
2

- !À\
2 

½ s2 is 1 1
2

-IÀl
2 2 I: -am o 17 = ,V N = !: -17 

s2 lls11
2

- ~\
2 

lls\1
2
-IÀ\

2 s2 

et 2. !: -r,,/,o résulte de 17 J o. 

Supposons m pair i.e. m = 2n, alors de façon analogue : 

Àms 
1 

Àms 
1 s1 0 

2 
\s1 1

2
- IÀ 1

2 
s2 E -a 017= rv s2 

Al rv 0 ~ 0 m 

s2 Ils 11
2
-IÀ \

2 
Il sll

2 
- \À 12 -1 

ce qui achève la démonstration. ■ 
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