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Sur les théorèmes de Schwarz-Pick et Nevanlinna dans en 

pai, Denise et Eric Amar 

Soit D le disque unité dans <C et soit H
00 

(D) l' algèbre des fonctions 

analytiques bornées dans D. Si { z 1 ... zn} c D et si f € H
00

(D ), 

on pose W. = f(z. ), 
1 1 

i=1, ... n. On a alors [1] : 

lltll $ 1, 
0() 

THEOREME 1 (Schwarz-Pick). La forme quadratique sur {:n définie par 

Q (t) = ~ n .. 
1 J 

est positive 

1 - w.w. 
--

1---"-Jt.1. 
1 - z. z. 1 J 

1 J 

Ce théorème admet la réciproque : 

THEOREME 2. Soient { z 1 ... zn} c D et { w 1 ... w
11

} c D tels que la 

forme quadratique Q sur <Cn soit positive. Alors il existe f € H
00

(D) telle que 
n --

1 ! t ! I $ 1 et f(z.) = w. , i = 1 ••• n. 
00 - 1 1 

Depuis Pick GJ et Nevanlinna 5] ces théorèmes ont été démontrés par un 

grand nombre d'auteurs [4] [5] f.6] G] [8]. 

Peut-on généraliser ces théorèmes dans la boule unité ou le polydisque de <Cn ? 

On utilise les méthodes définies en [6] . 



2. 

2 . Cas de la boule. 

Bn désigne la boule unité de <C
11

• Soient a = { z 1 ••. zk} c Bn et 

lltll ~ 1 • Pour déterminer 11 analogue de la forme Q dans 
w 00 

ce cas, on considère le mesure de Lebesgue sur b B et la représentation 1T n 

[6] i. e. 
'1T (f) g = P 

2 
f g 

H 

où P 2 est la projection orthogonale sur tt 2(B). 
H 

associée 

Comme dans [6], on définit Ea le sous-espace engendré par { kz_, i = 1 .. k} 
1 

où k est le noyau de Cauchy-Szegë associé à z.. Alors Ea est invariant par z. 1 
1 

1T (f) et si 1T a (f) est la restriction de 1T (f) à Ea 

ll1r O (f)II '.S lltll 
00 

'.S lltlloo 
H /la 

où la est l'idéal des fonctions de H
00 

qui s'annulent sur a , d'où : 

0 est-à-dire, que si 
k 

h = :E h. k , . 
1 

1 z. 
l= 1 

0 :s; :E h. ii. ( k , k ) - :E h. ii. f (z.) ( k , k ) 
i j 1 J zi zj i j 1 J 1 zi zj 

1 - w. w. 
- 1 J 0 < :E h. h. 2 ij 1 J(1-(z.,z.)) 

1 J 

sil'onpose w.=f(z.), i=1 .... k. 
1 1 

La forme quadratique Qw a est définie par 
' 

k 
Q (t) = L, t.f. w,a .. 1 1 J 1,J= 

1- W. W. 
1 J 

On obtient donc 11 analogue du théorème de Schwarz-Pick 
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THEOREME 11 • Si f € H
00

(B), llfll s 1, alors la forme quadratique 
00 

Qw 
O 

est positive. 
' 

Remarque. On peut remplacer la mesure de Lebesgue sur b Bn par n'importe 

quelle mesure de probabilité sur §. 

Que peut-on dire de la réciproque ? 

Elle est fausse à cause du contre exemple suivant. 

THEOREME 3. Si D est le disque unité de <C, À la mesure de Lebesgue 

et H2(À) 11 adhérence dans L 2(À) de A(D). Alors il existe une suite 

d'interpolation pour H2(À) qui n 1 est pas d 1 interpolation pour H
00

(D ). 

Ce théorème admet en effet le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 1 . Il existe une suite a c B2 qui est d'interpolation pour 

H2 
(B

2
) et qui n 1 est pas d'interpolation pour H

00 
(B2 ). 

Soit alors a = { zi , iE:N} c B2 une telle suite. Il existe une suite 

f (z.) = w., 1 s i s n, on ait n 1 1 

lim llt Il = 00, n. oo 
n?oo 

Si o est d'interpolation dans H2
(B2 ) de constante C, on a ( l6J Proposition 

p. 26), en notant a ={z., 1<i<n} n 1 - -

Si de plus 

1177 (f )Il $ c2 
llw.11 . a n oo n 

llwll s ~' ce quel' on peut supposer, 
oo c" 
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DI où, pour tout n, Q (n) est une forme quadratique positive sur en. 
w ,an 

3 • Cas du polydisque. 

An désigne le polydisque unité de (tn. On considère la mesure de Lebesgue 

sur le bord distingué Tn de Ah et la représentation fr' associée. On démontre, 

comme dans le cas de la boule Bn' 

si o- = {z 1 ••• zk} c An où zi = (z} ... zf ), 

Qw définie sur <Ck par 
a 

k 1 - w. w. 

1~11 :5 1, 
00 

si f(z.) = w., 
1 1 

( ) - 1 J 
Qw t = :E t. t . --- 1 -=-----~----

a ij=1 1 J (1-z. z1.)(1-z~ z.) ••. (1-z:1 zl:1) 
l J l J l J 

est une forme quadratique positive. 

La réciproque est dans ce cas aussi fausse. Le théorème 3 admet en effet le 

second corollaire suivant : 

COROLLAIRE 2. Il existe une suite a c ~ qui est d'interpolation pour 

H2(~) et qui n'est pas d 1 interpolation pour H
00

(~) dans L 
2

(1:2)). 

Comme dans le cas de la boule on déduit l 1 existence pour tout nE:N d'une 

forme quadratique Q (n) positive sur <Cn telle que si fn E: H
00 

(A:2) 
w ,an 

f (z.) = w., z
1
. E: o-n, w.E:w(n), 

Il l l l 
lim l lfn l l 

00 
::: -i-00 • 

fl➔OO 

Toutefois, on obtient une réciproque 

du théorème de Schwarz-Pick si on considère toutes les mesures de probabilité 

portées respectivement par bBn et Tn, cf [6], chap. I, § 4. 
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4. Démonstrêtion du théorème 3 et de ses corollaires. 

a) À est la mesure planaire sur D, H
2(À) est la fermeture de A(D) 

Pour zE:D, K ( () est le noyau reproduisant au point z dans z 

On note E le vecteur unitaire de H2 (À ) z 

Kz(() 1- lz 12 

Ez(() = Il = (1-z ()2· 
z 

Dans [6] , on montre que la suite (z ) r-1t..r (z ) c D est l'interpolation n nc,,(i'\j n 

I(C) pour si et seulement si l' opérateur S de e, 2 (N) défini par la matrice 

( (Ez , E ) ) k est bicontinu et vérifie : Ils Ils c2
, IJs-1 li s c2

. Une suite 
n zk n, 

d'interpolation de H
00

(D) est une suite d'interpolation pour H2(À) [6]. 

b) Construction d'une suite d'interpolation de H2 (À) qui n I est pas d' interpo-

00 

lation pour H (m). 

Cette suite (a) sera réunion de suites finies Gn de points situés sur un 

même cercle et équiréparties sur ce cercle 

G = {z n k 1 l -g(n) 2k7T 
zk = 1-2 Arg zk = ~ln) 

où g est une fonction strictement croissante. Gn est la nième· génération de la 

suite a au sens de Garnett 

H
00

(D). En effet 

a = U G n'est pas une suite d'interpolation de 
n n 

d'où la suite Li ( 1 - 1 z. 1) est divergente. 
z.€0' l 

l 
2 Par construction, chaque génération est un ensemble d'interpolation de H (À) pour 

une même constante C. On montre qu I on peut choisir une fonction g pour que cr 

soit d'interpolation pour H2 (À ) • 
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Démonstration. Soit S la matpice p ( ( E , E ) ) .. , z.€G , z .€G . 
zi zj lJ 1 p J p 

SP est bicontinue et llspll:::; c2 

11 s ~ 111 :S c2 
. 

n n 
On note T n la matr'ice ( < E , E ) ) .. , z.€ U Gp, z .€ U G . On démontI'e par 

zi zj lJ 1 1 J 1 P 

récurrence que T n est une matrice inversible. Supposons IIT ni 1 :S K~ où c2 
:::; K~ 

T 1 est de la forme n+ 

n 

IIT-1 li :SK
2

. 
n n 

où G est la matrice ( ( E , , E ) , zk€ U G . , z € G 1 ) . zk zp 1 J p n+ 

z €G 
1 p n+ 

d'où 

1 1 

_ ( 1- l zk 1
2 

)( l- 1 zp 1
2

) 

< Ez ' Ez ) - 1 - 12 
k p 1 - zk zp 

4 2-g(j)-g(n+ 1) 

:S ...,,[-1--( 1--2-_-g..,...,.(j-))(-1--2--g_,.(_n+-1 ...... )]...,,.2 

:::; 4 2g(j)-g(n+ 1) 

l<Ez 'Ez) 12 :S 1622g(j)-2g(n+1) 
k p 

~ 1 (E , E )12 :S 16,2Jg(j) - g(n+ 1) 

zk€Gj' zp €Gn+ 1 zk zp 

}:; n 
zk€ U G. , z €G 1 1 J P n+ 

La fonction g sera choisie telle que : 

1 
I; f(n) < :-=-2· 
n 2C 

La norme de Hilbert-Schmidt de la matrice G est inférieure à E(n). 



Si À € e2(2g( 1) + 2g(2) + ... + 2g(n) + 2g(n+ 1 )) alors À = µ + li où 

µ, € e2(2g(1) + ... + 2g(n)), li € e2(29(n)) 

de même 

IIÀ 11
2 

= Ilµ 11
2 

+ llv 11
2 

11Tn+1 Àll
2 

$ (K~JlµII + E(n)llvll/ + (c
2

llvll + E(n}llµll}2 

$ [K2 
+ e(n)] 

2 IIÀ 112 
n 

IITn+ ,(À )11
2 

2: r;2 - E(n)]
2

IIÀ 11
2

. 

n+1 
n 

La matrice T 1 de n+ U G vérifie donc 
1 p 

La matrice T de ~ Gn vérifiera donc 

llsll $ c
2 

+ ~ E(n) $ 2c
2 

n 

lls- 1 Il $ 
1 

1 
$ 2c

2 

2 - ~ E(n} 
C n 

d'où U Gn est une suite d'interpolation pour H
2(À ). 

n 

c) Démonstration du corollaire 1 . 

Si a = { zi, iE:N} c D est d I interpolation pour H
2 

(À ) et n'est pas 

d'interpolation pour H
00 

(D), on définit 

7. 
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o n'est pas d'interpolation pour H
00 

(B2 ) car si g(z, w) € 1-I°
0 
(B2) interpole 

,V 

sur o-, la fonction f définie par f(z) = g(z, 0) interpole 

sur a. 

a est l'interpolation pour H
2

(B2 ). En effet les vecteurs e(z.,O) unitaires 
1 

dans 2 H (B2), homothétiques des noyaux de Cauchy-Szego vérifient 

< e( O) , e( o)> = (E , E ) • z., z., z. z. 
1 J 1 J 

D' où les vecteurs (E ) et (e(z. ,O)) définissent 
zi 1 

la même matrice . 

d) Démonstration du corollaire 2. 

o- étant comme précédemment, on définit ~ = { (zi, zi), i€N} c L'-'2. 

La démonstration est l'analogue de la démonstration du corollaire 1 • 
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