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Exposé de Francis HIRSCH

FAMILLES RESOLVANTES UNIFORMEMENT LIPSCHITZIENNES

Nous rassemblons ici les résultats sur les familles résolvantes non linfaires
qﬁi sont formellement semblables aux résultats pour les familles linéaires. Cette
similitude est parfois masquée par des notations un peu différentes dans les deux
cas. Au début de cet exposé nous employons les notations du cas linéaire, puis nous
donnons les notations habituelles dans le cas non linaire. X désigne un espace
de Banach. Sauf spécification contraire, le mot "opérateur" désigne un opérateur

multivoque.

Définition 1. On appelle famille résolvante une famille (RA)1>0 de fonctions de

¥ dans X telle que

1) 7 k=0 Y X, y& X IRR)\X—XRAy' < k|x-y|

2y Y a0 R, =R, I+(u—X)Rx] .

La famille est dite 3 contraction si k=l .

Proposition 2, Si (R est une famille résolvante, il existe un et un seul

)\))&o =

cpérateur A tel que

R, = (XI+A)-1

R, = OT+8) L g A = R;1 - .

L'unicité est donc évidente.

o

Pour 1'existence, soit A>0 et p>0 ., Tout revient i montrer que

-1 -1
R,” = AL =R’ -yl
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-1
Or [x,y] = R)\ - A1
& R (3Hx) = x

=?x=%bﬂwm4mﬂwmﬂ=%@wﬂe

Donc
-1 -1
Rx - A1 C'Ru ul

et, par symétrie, le résultat est démontré.

Proposition 3. Si A est un opérateur tel que {A()\I+A)_l; A>0} est une famille

. P . . . o -1
de fonctions partout définies et uniformément lipschitziennes, alors ((AI+A) 7)

A>0

est une famille résolvante.

[k,yﬂ € (XI+A)-1 = RX
<> [y,x] e AL + A

&= ye D(A) et xe Ay + Ay

&> vy D(A) et xeuy + Ay + (A-p)y
&> ye D) et x+ (u-A)ye uy + Ay
— ve D(A) et x + (u—X)Rxx e uy + Ay

— y = Rli (x(u—K)Rxx)
Donc R?\C Ru(I@—URX) o

Les deux membres &tant partout définis, on a 1'égalité.

Définition 4. Un opérateur vérifiant les hypothéses de la proposition 3 sera appelé

un générateur. Pour un tel opérateur A , la famille (Rz = (M-PrA)_]'))\>o sera

appelée la famille résolvante engendrée.

o e . P . . . -1 .
Proposition 5. Pour que A soit un générateur, il faut et il suffit que A = soit

un générateur. Si R)\ et S) sont les familles résolvantes engendrées par A et
-1

A s On a

= Lzr L
5 = IR D
X

Supposons que A soit un générateur et posons

R, = (XI+A)_1 .
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[x,5] € (1+a™ )™

= [y,x] < AL + A"1
= [y,x—?\y-_‘i e Aul
& [xAy,y] e A
& Ay € A(x-1y)
& x € (I+AA) (x-Ay)
= X — Ay = Rl %
)

1
&y = (xR

Dans la suite A désigne un générateur et on note

. -1, 1. . 1

R, = (AI+A) = (= (T Sl )
A

- N S L Vo Iy |

SX = (AI+A ) = }\(I Rl )\)
A
Proposition 6. D(A) = Im RX Im(A) = Im SX
Im A = {x; 1lim Aka = 0} D(A) = {x; lim RA)xv= X} .
A0 e

La premiére partie de la proposition est &vidente.

Pour la seconde partie, il suffit de montrer la premidre égalité, la deuxiéme s'en

déduisant par passage de A 3 A'_1 et de Rl 3 SX .
Soit x appartenant &4 Im A . x appartient & Im 81 et il existe donc vy
tel que
XxX=y - Rly

IXRxxi < Xika-Rly] * RiRly!
< Xinx - Rx(y+(>\—1)R1y)] + )\]Rlyl
< (k+1) XiRlyl

oi k est la constante de Lipschitz associée 3 (XRA)X>0

Il en résulte que

lim AR.x
A+o

0 .
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La famille (AR étant uniformément lipschitzienne, la méme propriété a lieu

1)1>o
si

rmemeerear

xe Im A

Réciproquement, soit x tel que

lim ?\R)\x =0,
A0
Alors
lim S, = = x
Ao 1A
A
et donc
xe Im A .
Proposition 7. A>s - 1lim SX .
A0

Supposons que

?\(x—R)\Xx) —> y quand A — ® ,

En particulier
R.Ax —> X quand A —» o ,

Or

(xR, Ax) = (%I + A"l)"lx

soit

X e (I+A-1>\)(I—R>\>\)x = x - R.AX + A_l[l(x—kax)] .

A
C'est-a-dire

Rxlx e A-l[X(x—Rxe)]

ou

[Rxlx, l(x-R)\kx)] € A .
A @étant fermé

[x,y] e A .
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Proposition 8. Y A,u>0 (uI+R )—1 = l(I-R l)
A u ael H
u
-1.-1 _
(uI+R1 )] = R1+U o
En particulier R, est un générateur.
-1
Supposons [x,y] €.(uI+RX)
alors
X = uy + ny
ou
p 1
- = +_R °
TV IRY
Appliquons R aux deux membres et utilisons l'équation résolvante :
As=
b R E:Ry:x—uy
X+% H A
. 1 X,
soit v ==(x-R . =) .
L X+1 u
u
Réciproquement, si 1'égalité précédente est vérifiée
x _1 X _
s " X+1 v
u
Appliquons RR . On obtient
%
Ry =R = = X - Uy
A R+% u

soit
X = Uy + ny o

D'aprés la proposition 5

_1 fl 3 l - - i l =
(uI+Rx )y o= 7 [I (ut “R1+p“)u] R3+u

Corollaire 9. Si A est m-accrétif, il en est de méme de R;l et de §

)\ °

-1 e g . - . 2 .
Pour Rl ceci découle de la deuxiéme &galité de la proposition 8. D'autre

part, d'aprés la premiére égalité appliquée a 8,

-1 _ 1 _ 1 1 _ U 1
(UI+SX) U(I SR+1 u) [ u+1 R ‘u Au+1) u]
H Ap+l
_ 1 H 1
- u [Au+1 + AL+l R AU+l

Autl
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d'oll on deduit que

-1 , e
u(uI+Sx) est une contractieon partout définie.

Autres notations.

A @&tant un opérateur m-accrétif, on note habituellement

A -1 I-
e (I+XA) et AX = T w—

Alors, en reprenant les notations précédentes on a

A 1
Iy =R T et A =8, .
A
En particulier
_ A A-u A
J? Ju<11 * JX)

et

b g
8

A AU<I + (u-X)Ax) .
D'autre part
A, = oA hH

Enfin d'aprés la proposition 8 (deuxiéme &galité) appliquée & la famille résolvante

(A , OnL &

X)X>o

) =A o

A, est m—accrétif et (AX " A+

A
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Exposé de Colette PICARD

FAMILLE D'OPERATEURS ¢-ACCRETIFS ET EQUATIONS D'EVOLUTION.

Nous généralisons a-une famille d'opérateurs ¢-accrétifs d'un espace normé
les principaux résultats de 1'artiele de M.G. CRANDALL et A. PAZY : Nonlinear

evolution equatiens in Banach spaces,*[Z], qui correspond au cas o ¢(x) = ﬂxﬂ

. Préliminaires.

Dans ce paragraphe nous rappelons et compl&tons des noctions introduites dans ESin

1) Opérateurs ¢—accrétifs et preduit (.,.)

8,9

Soit X un espace vectoriel topologique réel et ¢ une application de X
dans {R convexe et continue.
Un opérateur A de X est ¢~accrétif si
y Exi,yi] s 1=1,2) (Y »>0) , ¢(x1—x2 + k(yl—yz)) >—¢(x1—x2 ce qui est Bquivalent 3
(V[Xisyil s 1=1,2) G we aqb(xl—xz)) : (yl—YZ’W)'s,cp > 0
en notant

o L0800 - 600

(Y,X) = sup{(Y,w) ; we 3¢(X)} =1
S5¢ A>0

Remarquons que 1'application (X,Y) =~ (Y,X) est semi~continue supérieure-—
q q p s,

-4

ment et que 1'application Y > (Y,X) est sous linéalre et continue puisque °
»X) puisq
3

¢

[ @0, s Y] supdwll 5 we o)

et que * 3¢ est localement borné.



2) Espaces ¢—~complets.

Etant donnés un espace veetoriel topologique réel X et une application
convexe continue ¢ de X -dans R+ telle que ¢(0) =0 , on dit que X est un

e - ¢~complet si t ite im ¢ - = )
espace - ¢—com si toute suit (xn) de X telle que n1;2w¢(xn xm) 0 converge
b

Lemme 1.1, Soit X un espace normé - ¢—complet. On pose P(x) = ¢(-x) . Alors
1) (xn) converge ssi- -lim ¢(xn—xm) =0
L, m>
-2) 81 ¢(x) = ¢b-x) =-0 ;, alers x =0
3) 8i lim ¢(xn) =-11mn¢(-xn) =0 , alors 1lim x = 0

o n>o N o
4) Soit Bc X . Si ¢(B) et ¢(B) sont bornés, alors B est borné.

Démontrons seulement 4)- - (Pour 1), 2) et 3), cf. [3])
Si B n'étalt pas borné&, il existerait une suite (xn) de B telle que ﬁxnﬂ s

On aurait :

X

1 1
¢ (—2=) < ¢ (x) —= 0O
Ml Ml % e
De méme X
== — 0 .
Y PR
X
Donc Z . —» 0, c'est-a-dire V"x ” —% 0 , ce qui est contradictoire.
| "

3) Domaine généralisé d'un opérateur ¢-accrétif.

Soit X un’espace .normé ¢-complet et A un opérateur ¢—accrédtif de X .

On pose 3¥A) ={x e {_\ R(I+XA) ; sup (¢(Akx) +‘$(Axx)) < & o} .
O<A<A O<A<A :

Lemme 1.2. ’BKA) < D(A) et si de plus ¢ est positivement. homogdne D{A) < ﬁkA) .

En effet, soit XESBTA) » Om.a. AAXX = x -~Uxx . Or d'aprés le lemme 1.1.4),

(AXX) est borné. Donc Uxx —> x et par suite x € D(A) . Si de plus ¢ est posi~
’ A0
tivement homogéne, on a pour ' x & D(A)

X - J,x

¢(AXX) = ¢(———7—é~0v=:%'¢(ﬂk(x+ky) - ka) < ¢(y) , pour tout yelAx .

De -meme :avec 76 . Donc Xe/ﬁ(A) .
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Remarque - Dans le eas of X est un espace de Banach'et ol ¢(x) =[x , D) est

Val
le domaine D(A) introduit par Crandall (cf. [1])0

2. Opérateur ‘associ@ 3 -une famille -d~opérateurs ¢—accrétifs.

Dans -toute la suite, on suppose que "X "est-un espace normé ¢=complet tel que ¢

goit lipschitzienne.

Théoréme 2.1. Soit (A(t)) une famille d’opérateurs-de’ X wvérifiant :

refoT]

Hl.  Vtete [OT] s A(E) est ¢—accrétif

H.2. DCA(L)) =w5--est<indépendant de t

H:3: I existe XO>0~ tel.gque-pour tout t.e [OT]', M R(I+AA(E))=>.D
o<1<10

Heae 11 existe f @ [OT] — X continue et L : [O *w[ — [O=¥w[ croissante

teiles que, pour tout A& ]0 )\o[ , Lyt & [OT}, xe D s

HJA(t)x - 31<T3xn < ME(R) - £ Lo ) .
{Remarquons que cette hypoth&se entraine que

jAZ(t)x” < “AX(T>XH + ﬁf(t) - f(f)" L(o(x)) , donc que B(A(t)) =T est ind&pendant

de t)e
n o =
Alors 1) lim- T jt*s (s+iEEEJx = U{t,s)Xx existe pour x& D et OgsctsT
me 1=l =

2) U{t,s) U(s,r)x = U(t,r)x , pour.tout. xeD , Osrgs<tgT &
3) ¢ {U(t,s)x — U(t,s)y) € ¢{x~y). , pour tout X, yefﬁ , OgsetgT .
4) Soit p(r) = sup{{E(t) - £(r){ ; Ost,tT , . |e-1|<r!

Alors pour tout x & D , 11 existe des constantes K1 et K2 telles que

a) p(U(t,s)x - U(r,8)x) < Kl p(it—r]) » pour Ogsgt,1<T .

b) ¢(U(s+r,8)x - Ulr+¥,r)x) < sz(]s-rl) , pour Ogs,rgs+r , r+rgT .

5) Pour tout xe D , 17application (t,s) #=> Ults)x est continue sur le

triangle {(t,s) ; Os¢s<tgT}
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1/4
n

6) ¢( I J.. (s+i —S)x' - Ult,e)x) < K(t-s) (-1—- + p(i::f-) ) pour x eg , ol
1 t-s n . - n
n

t

K est une constante dépendant de T , Ao , ”x" et M(x)

Démonstration. Appelons c¢ 1la constante de lipsechitz de ¢ et posons

M(x) = sup sup ”Ax(t)xn ; d'aprés H.4, M(x)<+e pour x eD .
[or] o<a<h :

Lemme . Quels 'que soient ' x e.ﬁf, 220 -, OésisT (i=1,...,8) , A e]O%O[ , On a
-
o( T Jx(so)x—x) < c i g ME) .

i=1 ~ *

En effet, soit x «D . On a
2 2

R izlﬂx(si)x—X) = ¢( iElﬁl(si)x -'Ux(s%)x - AAA(SZ)X)

2 ,
$( 1 3, (s)x = J,(s)x) + clﬂAx(sz)x“

<
1=1
£-1
< ¢( T I, (s, )x—x~+ clqu(sz)x“ .
i=1
£ 2
Par conséquent ¢( I SA(Si)X-X) £ cA E NAx(si)x" Lec A M ; et le lemme est
=1 =1
démontré,
~ k
Soient xeD , s GI[OT[ et O<u<i<i . Posons p = I J (s+ik)x et
o A,k =1 A

ak,i = ¢(P);k - pu’ﬁ) ., On a

Te,e ¢<pk,k - Hu(S+kA)pu,2—l * Su(8+kx)pu,2—l B pu,2>

n

= J (s+ki + +kA -
0Cpy p ~ T, (erkiIpy )+ cllg sy o P, .|

”

b Aoy o -
¢(§u(s+kl)(K pl;k—l + = pl,k) ﬂu(s+kk)pu,2_1) + bk,& , en utilisant

1"8quation résolvante.et.en posant

by g = clo (stklp, o ) - pu,zﬂ
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a e LA -
1,8 S OGPy k1l TP T Pue-t) t PiLe

R
% %k-1,0-1 % %,e-1 * Py,g > T ¢ est convexe.

o

M

=
N

Ainsi 3 vérifie la relation de-récurrence 2.17 de [2] et on a les mémes estima-
4

tions :
a € ¢ A2 Mx)- et a g £ c Y & M(X) d'aprés le lemme précédent, et
b b
d'aprés H.4
b o< cn | E(s+kA) —-E(s+am) || Lo (- , )

K,% n,e-17

E

< cu "f(s+kk)-—'f(s+2u)" Lcu(2=1) M¢xy + cllx]) .
‘Par conséquent,; on a

x) a < K{[(nu-mk)2+nu(k—u)]l/2 + [(nu—mk)2+mk(x—u)ll/2 +vnup(|nu—mkl)

m,n
/ 2 1/2}

oo (e + a2 w2ow

oi K dépend-de -T-; Xd , “xn et M(x) .
En changeant ¢ ‘en 3 s on -obtient -la méme majoration pour cb(pu 2 P m) .
. ] ]
Il en résulte-que -pour toute suite (un) de m4 ;s telle que n H tende vers t ,

P, o converge vers: U¢s+t,s)x-s En particulier :
?
n

: n :
. . t—-s
U¢s+t,s)x-= 1lim I JF (s+i —)x .
o t—-s 1
nee (=] ——
n
On en déduit ensuite facilement que-cette-limite existe pour xe D .

~

Les démonstrations de 2); 3) et 4)a) -sont analogues-a celles de [i],

Démentrons-4)b)-: on a

n n n-1 n-1
$CT T, (s+ir)x = T J (r+id)x) < ¢ (I, (s+n)) T I (s+id)x — I, (s+nr) I I (r+ir)x)
Y R A o A Y
i=1 i=1 1=1 i=1
n~1 n-1
+:c“JA(s+nA) Uh(r+ik)x - Hk(r+nk) il ﬂk(r+ik)x"

1=1 i=1
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n n n—1 n-1
0T g (s+ityx = T3 (rhid)®) € $( T J (s+i)x = 1 J (r+il)m) +KA o (|s-x]) ,
i=1 i=1 i=1 i=1

en-utilisant H.4 et le lemme; K &tant une constante-dépendant de--x-. On-en-déduit
n n

gue. ¢ ( I JX(3+iA)x-—ﬂ~H Jx(r+ik)x)'£-K an~p(ls-rl)v, En-prenant A =-
i=1 i=1 :

~-et en

=3

falsant tendre: n- vers l1'infini on obtient 4)b).

Démontrons 5) -: Soient- (sn) ‘une sutite de- [OT} qui -tend vers s et Tn uné

suite positive telle que O$sn+1n<T- et qui tend vers- T . On a
¢(l(U<S“+T ;8-) = Uls+t,8)))
2 " n- n’ ' n ’
< l-¢(U(s +Ty8:)x — U{s +T,8 )x) +»l-¢(U(s"+T s yx-= Uf{s+t,8)x%)
2t n n’'n 'n ’°n 2 X 'n ’°n ) ?
< Rt -t + otls-s]))

et 5) en résulte.

- t- - . X
Démontrons 6) -+ En-prenant A = _EF"‘et W =»tn§-~et"en~farsantvtendre n vers

1'infini -dans (x) on obtient ce résultat.

‘Rémarquess 'St on suppose de plus- ¢ positivement homogéne, les-conclusions de ce

théoréme -sont vraies sur D -et la condition Hs4 -peut -8tre remplacée par :
il-existe £ : [OT] —> X continue-et 3 -variation bornde et il existe

L: Jo +°°[ — [0 -+o[ -croissante telles que pour tout: '7\€]0>§0E sy LT e [OT] s

xeDh,

13, (0)x =3 (Oxf-< AEE)-E¢) s L&) Q + sup o (0)x]) .
A A refor, A

° - o o . fad
Les -conclusions de ce théoréme sont encore vraies si-on-remplace  *D  par :

Dutxe ) D)) ;3 suwp . Gnfllyl; yeA®)x) < +o} .
:te[oTJ ‘te|oT

Ce théordme génératise le théorsme de [4]'quiicorre3pond au cas-particulier-ofi- A(t)

est indépendant-de t .
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Application.

Proposition 2.2, Soit (Ak(t)keiN une-suite d'opérateurs ¢—accrétifs vérifiant H.1,

H.2, H.3 et H.4 avec A, T, £ et L indépendants de k . On note

b = DA(0) et T(r) = (A (e) .

On suppose gque lim Uli(t)x = U;(t)x pour X m Ek s Aé‘:]OAO[ et tc-:f_OT] .
J>o0

kelN
Alors 1lim Uk(t,s)x~=-UO(t,s)x pour X e (ﬁ\ ‘3% s 0ss8<gEsT .

koo kefN

. N . a4
Démonstration. Soit x e (~) D, . On a
______________ k

ke N

3¢(%(U(tsS)X - Uk(tss)x)) < o(u(t,s)x - pz_s(s)x) + ¢(p2_s(s)x - Pt-s (s)x)

oI
n n n

+okr_ (9)x - U)W .
—,n .

n ’

D'une part : Mk(x) < S%P“Ai(o)x” + K' , d'aprés H.4, oi- K' dépend de £, L et x .

Comme A?(O)x -A;(O)x , On a

k>

Mk(x) < sup"A:(O)x” + K" , expression qui est finie car X e 3; .
A
Par conséquent, d'aprés le 6) du théeréme,

d(u(t,s)x - pz_s(s)x) + ¢(p§_s(s)x - Uk(t,s)x) tend vers z&ro quand- n - tend vers

n n

1'infini, uniformément par rapport & k .

D'autre ‘part, i1l résulte de 1'inégalité :

20GEIN (DI ()x - I2(DINTIN) € $(T3 (1 Dx = T (T * (DI (+)x

- s§<r)5§(f')x)

et de 1'hypothé&se, que pour tout n ,

¢(P2_S (s)x - plz_s (s)x) —» O .
-_— —T

n Teee
n n ’
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Ainsi 1im ¢ (U(t,s)x - Uk(t,s)x) =0 .,
keseo

~s

I1 en est de méme avec & . D'od le résultat pour xe [ )} Dk , et ensuite pour

kelN
xe () 3£ \
kelN

3. Equations d‘&velution.

On considére le probléme

‘%%»+ A(t)u = 0
(E)

u(s) = x .

On dit que u - est solution forte de (E) sur [sTﬂ si u e‘@([sf];X) , U est

absolument continue sur tout compact de }ST[ et u est psp. dérivable sur ]sT[ .

Théoréme 3.1. On-suppose que A{t) vérifie H.1, H.2, H.3 et H.4: Soit- xeD .

Alors; si u est solution forte de (E)'sur'"[sT]’, Uft,s)x = u(t) pour tout

t e [8,7] .

Démonstration: I1 suffit de le montrer dans le cas ol -u- est absolument continue sur

Esf} -grace & la continuité:de U et de u , et on-peut supposer s =0 . Pour

tout €>0 , on-définit U, par :

t
4]
I 3 (ie)x , t e [0T]
u () = i=1 °©
X t<0 ,

u(t) ; u(t—e)»»pép,t < T , en prenant u(t) ='x pour £<0 .

Soft gé(t) = ~u'(t) +

il

On a u(t) Us(t)(u(t) -eu'(t)) , p.p.t

Ue(t)(u(t-ED + ege(t)) s P.p.t.

Par conséquent
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bla_(B)-u() = ¢(_([Ele) u_(t-e) - I_(1) (ult-e)+eg_(£))
< 6T _(Du_(t=e) = T_(£) (a(t=e)+eg_(£))) + cfg_([Eledu_(t-e)-T_(t)u_(t-e)]

< ¢(u€(t-a)—u(t—€)—eg;(t)) + cer(t-[E]e) s d'apréé He4'

$ $lu () -ute-s)) + cellg ()] + cero(e=[E]e) .

En intégrant sur [ot} , on obtient :

t t
¢(u€(r-e}*u(T-e)) dr + c‘j "ge(r)"dr +c¢c Kt p(e)
)

t .
: J b (u () -a(1)) dr < E.J

o} (¢}

t
donc lim g.y ¢(u€(T)-U€T))‘dT'= 0o .
eNo- t-¢

€
or ¢§ﬂmmonww@>>=§J s GU(E,0x-u(r)) d1
t-¢€

t t
< %E-J o (U (t,0)x=V(r;0)x) dr + %E"J $W(t,0)x~u_(1) dt
" t_e t-'s
1 (F 1 (¢
+ ZE;J ¢(u€(T)—u<T)) dr + ZE'J ¢ (u(t)~ut)) dr.
* Jt-¢ t-¢

Le seecond membre de cette-inégalité peut-8tre rendu arbitrairement petit pour ¢ = assez
petit, en utilisant les conclusions 4)a) et 6) du théoréme.
1
Done ¢ (7(U(t;0)x-uft))) =0 .
De méme ¢(Z(U(t50)x—u(t)))<= 0 .

Par conséquent U(t,0)x =-u(t) , pour tout 't e:[bf] .

Théoréme 3.2. Soit Aft) -vérifiant'H.}, H.2; H.3 et H.4. Soit t, € [OT] - On suppose

que :

(i) A(to) est fermé

(ii) Quel que soit [xo,yoles A(té) 5 11 existe 6>0 et une-application y de
rto to+§] dans X continae telle que *y(td) =Y, et- [xo,y(t)](z A(t) pour tout

-
te [po,to+8J .

Soit xe& D et s e [Qté[‘, On-suppose que '%E'U(t050)x existe.
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Alors ['U(to,s)x , —'-g—t U(to,s)x} I A(to)

Démonstration. Soilent toe: [OT]: , [xo,yj IS A(to) . D'aprés ii) il existe un &>0
et y <]

. ~
Soit ze€ D . On a

Py k-1 (E% = Py g (E)2
x

& A(to+kx) px’k(tozz
et y(to+kX) € A(to+kk)xo~;’pour: kx<s

Donc, comme A‘(t0+k>\) est- - ¢—accrétif, il existe wedd (xo-pk k(to)z) tel que
: , ‘

Py dewq P
(y(t0+k'l)' - 7‘5"%& 1 = A,k,.,v."_ W) >0

Pie=1" Pak 1
Y ’W') > i(¢(XO_P7\’k) - ‘P(XO,‘PA’k_l))

c'est-3-dire (y(to+k7\),w) » (

t - . .
En prenant: 'k=1,2,mo,[—] , oi t<§ , et en ajoutant, on obtient
t
(5]

A Z (Y(to"'k)\) ’ XO-p?\,k)S,Cb > ¢(X0—p3\- [E]) - (b(XO_Z) .
1 _ YL

Posons f)\(l“) = (y(to+k>\)’xo_p7\,k)s,¢ » POUr T & [kk,(k+1)>\[ .

L'inégalité précédente  s'écrit alors

312
£, (1) dt > ¢(x _-p. ) = o(x ~zp .
Jo >\_ © X,[%] °

Or 111;\1¥(s)up fA(T) < (y(t0+T),xo—'U(to+'c,to)z)S’

¢ "

t
Dornc % JO(Y(tO+T),XO-U(tO+T,tO)Z)S,¢ dt » %[¢(§O-U(to+t,to)Z)—¢(xo-2)]

- + 4
z U(tO t,to)

» = ,W) , ol wed®d (xo—z)

. + .
En faisant tendre t wvers O on obtient :

d+U(t,t )z
(¢}
5> (- ————| _ ) .

dt t=t
(e}

(e )% =2)

9
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° x V2.8 LIPS A SR :
Soient- Xxe D et s e [Oto[ . Prenons z = U(to,O)x . L'inégalité précédente s'écrit

a* U(e, »8)X
(y(t) ’Xo"U(td’S)x)s, - —?i'é—.'—"w)

pour tout wed¢: (xo—z) " et pour tout [x ,yc;l & ‘A--(tb) .

Donc A(t ) U"{[U(t ,8)X, —'——- u(t ,s)x-|} est ¢—accrétif. Comme A(to) “est fermé,

d
on en-dé&duit comme: dans- [21 que: - [U(t $8)X, ~ 3T U(vtb«,s)x] € A(to)
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Exposé de Alain DAMLAMIAN

LE PROBLEME DE STEFAN AVEC CONTRAINTES AU BORD

ET LES INTEGRANDES CONVEXES

I - Le probléme de Stefan.

1°) Position du Probléme.

On considére un corps dans un volume § donné sous une ou plusieurs
phases @éfinies, sous certaines conditions simplificatrices, uniquement: par la
temp&rature, qui vérifie alors une Equation aux dérivées partielles du type &quation

de la chaleur dans chaque phase

o (u) g%-- div (k{u)grad u) = £ (u est la température).

Les fonctions a(u) et k(u) sont des fonctions positives et continues sauf aux
valeurs de changement de phase, ol elles admettent des discontinuit&s de premidre

espéce. Pour simplifier la discussion ultérieure, nous supposerons qu’il y a deux

]

phases seulement et donc une seule temp&rature de changement de phase u =0 .
La condition de transfert sur l'interface S = {u(x,t) = o} séparant les deux
phases s’@crit alors

4

o sur
b cos(n,t) - zz:: [k(u) EETJ _ cos(n,xi) = 0

us
I=1 1 ¢]

o n est la normale 3 la surface S (orientation arbitraire mais fixe) et o b
est une constante positive donnée du probléme.
Les conditions latérales sont du type u(x,t) = g(x,t) sur 80 (i.e. température

imposée au bord), et la condition initiale est aussi donnée u(x,0) = uo(x) sur £ .
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On voit donc qu'il s'agit d'un probléme 3 frontidre libre avec coefficients
réguliers par morceaux sur Q = Q_X:]O,T[:g
L'existence d’une solution forte de ce probléme est une question toujours ouverte.
Nous allons le r&duire 3 une expression affaiblie suivant Ladyszenskaia- Uralceva-
Solonnikov IS] et H. Brezis [3] puls démontrer l’existence d'une solution en ce sens

faible.

2°) Expression affaiblie.
T
Soient h(r) = J k(s) ds et v(x,t) = h(u(x,t))
o

. 1 -1 . -
h est croissante de classe C~ par morceaux donc h aussi (car k est strictement

positive).
du -1, ov 1 v
Comme == (h ") g= = ——— —
F d - F
t t koh l@v t
9 9 Py . oo
et 92 11 82 s les équations vérifiées par v sont donc

m@hul@v 32

- =T Av = f 3 1'intérieur de chaque phase
keh tov °F

vi{x,t) = gi(x,t) sur z = 30 jO,T[;v(x,O) = vo(x) sur & .

1]

L'interface S est définie par v(x,t) =T ou T =h(o) et sur S on a

o+
m ve=T
ov
b cos(n,t) - § T cos(n,xi)] - =0 ,

T i V=1 n

' o h-I
Soit alors vy 1la fonction définie par v(0) =0 et y'(r) = — —) (r) + b 5,
koh '

32

érivé distribution;
L 1
v est donc croissante der R dans' IR de classe C sauf en
r=7T o0 Yy a un saut de valeur b .

L'8quation que satisfait v s'écrit dans Q\S

3 _
3T y{v) - Av = £ .
soit V= {we L2(0,3H.@)) 5 e 1X(Q) ;5 wix,D = 0} .

3t ¢

Multiplions cette &quation pa% we V et intégrons par parties sur Q , on



ITI.3

obtient (en supposant que v est suffisamment réguli&re) :

J Y(V)tw = —'jQY(vo) w(x,0) +'J [y(v) w(x,t)] cos(n,t) -'j Y(V)wt
Q S

S Q

a

ol [Y(v) w(x,t)]S indique le saut de la fonction sur la surface ‘S allant dans le

sens des Vv croissants,

T
-J by w =J grad v grad w - J J [_w(x,t) (grad v.n)]
Q Q S(t)

o S

dfol

J ”Y(V)Wt + grad v.grad w --ng(vo) wix,0) + J {}(v) cos(x,t)-(grad v.n)] slw(x,t)
Q

S
= J fw.
Q

La condition de transfert et la-discontinuité &gale &8 b de Y en v =1,

permettant  de réduire cette-relation 3

(L J --'Y(v)wt + grad v.grad w ~'J Y(v ) w(x,0) = J fow V we V
Q Y ° Q

3 laquelle on ajoute
(2) vix,t) = gl(x,t) sur E (au sens p.p.).

Les équations (1) et (2) sont appelées expression affaiblie du-probléme de Stefan
3 deux phases. Il est clair qu'un probléme & ' n phases se ramenerait de méme 3 une
expression affaiblie du méme  type.

. . -1 . , .
Soit enfin B = ¥ (dans ce cas—ci, B est croissante continue avec un plat

our la valeur prise T) et si on note u = y(v) (ce n'est pas-ici la température
P P P

comme au début de ce paragraphe), u satisfait 1'8guation

B(u(x,t)) = g(x,t) sur ) et Vvev R
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J - uw,_+ grad B(uw -‘f Y(v ) w(x,0) =.J fow .
Q - o ° Q

Cette &quation s'écrit alors dans LZ(O,T;H-I(Q))

du _

5T AB(u) = £ dans H_I(Q) pour presque tout t de (0,T)

g{u) = g sur z

u<x,0§ = Y(vo) .

Le paragraphe suivant a pour but de ramener, par des méthodes d'analyqe convexe,
la résolution du probléme faible i un résultat d'évolution abstrait déji connu
(Watanabe [7] Attouch-Damlamian [i}, [é]). On a donc existence et unicité de la
solution faible.

Le probléme de montrer que 1'ensemble {u(x,t) = T} est une véritable surface de
séparation reste ouvert. En ce sens on n'a donc pas vraiment résolu le probléme 3

frontiére libre.

II - Résolution du probléme faible.

1°) Rappel.

Rappelons le ré&sultat abstrait suivant :
Thé€oréme 1. Soient H un espace de Hilbert réel, et ¢t une famille de fonctions

convexe sci propre de H dans ]-w,+&ﬂ vérifiant

H.1) D(¢(t,.)) =D est indépendant de ¢

H.2) V o0 K| are WI’I(O,T) et Cre—: R+ tels que
xeD, |x| «r, Oss,tsT = [¢(r,x)~¢(s,x)| ¢ (a _(t)-a_(s))(d(t,x)+C) .

Alors Y u e D et fe LZ(O,T;H) il existe u unique solution forte de

§%¢#3¢(t,u(t)) > £(t) , u(0) =u_ . De plus vt %%-e.Lz(O,T;H) et Y £50 , u(t)e D .

. . du 2
Enfin si u € D, T € L7(0,T;H) .
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Nous allons montrer que le Theoréme ci-dessus permet de résoudre le probléme de

du

Stefan faible, en montrant que celui-ci se met sous la forme It

+ 3¢ (t,u(e)) = £(¢) .

2°) Le Théoré&me principal.

Théoréme 2. Soit B un graphe maximal monotone tel que D(B) = R(B) =R , de
primitive j ; € un ouvert borné régulier de BN .

Pour u_e Bl , fe 120,T;H@) et

g e W0, 15°(2)) N L0, TsE (@)
1l existe u unique solution de
% - AB(u) > £ sur § x ]O,T[
B(u)> g p.p. sur 9@ XJO,T[
-1

u(x,0) = uo(x) dans H (@) .

De plus u satisfait

ue BO,T;H @) vE -f-i% e 12(0,T3u7 T (@)

VE Blu(x,t)) e L20,T;HY(Q)) .

En outre pour tout >0 , u(e,t)e:IﬁKQ) et jlul{.,t)) e-Ll(Q) .

3°) Démonstration.

On &crit l'équation sous la forme

%% - A(Bu-g(t,.)) » £ + Ag(t,.) sur Q
B(u) > g sur |

u(0) = u oo

f + Ag appartient bien & LZ(O,T;H_l(Q)) et on est amené 3 considérer la famille de

fonctionnelles suivante sur H—I(Q)

8t () a_j 5 - ge,au  si uwe i@ 0 @) }
Q

_+ ®© -ginon.



I11.6

La famille ¢t vérifie bien les hypoth&ses du Théoréme 1 dé&s que g satisfait aux
hypothéses du Théoréme 2 :
on vérifie aisément que D(cbt) = ug H—lfﬂ) N L}*(Q,
i i e 1@
est indépendant de t , et dense dans H_I(Q) .
D'autre part Mt(u)%s(aﬂs lgCt,x)~g(s,x) | lux)| dx

g i1
< Ia(t)-a(s)'jgfu(x:‘i dx ol ae W * (0,T)

car ge& Wl’l(O,T;Lw(Q)) ; on va volr dans la suite que pour %= max!g(t)i o O 2
L

o o t,
zlu!Ll < u(@)e b .
Par suite [0%u-0%u] « Zla(ry-als)] 6 (u)vc, ui@)) .

I1 nous reste 3 démontrer le théordme suivant :

P . o 1 . . 1
Théoréme 3. Soient ge L (@) N H(Q) et ¢(u) = jlu) = g.ou 81 ue LR
Q
{ *° sinom .

Alors ¢ est convexe sci propre sur H-i(Q) et

@) ={ -~ Aw; wve Him), w+ ge B(u) p.p. sur &} .

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

a) ¢ est convexe sci propre sur H“L(Q) o
¢ est convexe ef propre de maniére &vidente.

Comme j est coercive Y o>0 33 Coc aEQf < Co& £ F(8)
Soient u & L1 N Hul telles que Mun) € i . On en déduit que
a]unl 1S S, u(R) + x- {mg u_ o Soit o = Zigfw on obtient alors

L Ja

%]unl 1 RS Ccz u(fl) + A et par suite j j(un) € 2h * Cc\: w(y .

L Q

(En particulier, on a bien %iui y € C, ¢$(u) pour %-= lg] , ce qui 2 ét& utiliisé

i ao

plus haut).
Comme J g u, — j gu car ge L N Hl et u, —> u dans H_1 on peut concluve
Y] &

grdce au lemme suivant :

Lemme 1 (H. Brezis). Si j est coervice sur R , la fonction
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ue Ll(Q) pomir J j(u) = ¥ (u) est convexe faiblement sci propre et faiblement
Q

inf~compacte.

Démonstration : Il est clair que U est convexe et sci par Fatou, donc faiblement

sci, De plus on peut supposer sans perte de généralité que j est & valeurs positives

ou nulle, car j est coercive. On a alors
a| [ulg¢ C mes B + j(u) € C_ mes B + Y(u) .
B * B *

Faisant successivement B = Q , puis . B quelconque on voit que 1l'ensemble
{uve LI(Q), ¥(u) < A} est borné dans L1 et &quicontinu, donc faiblement

. 1 A .
relativement compact dans L~ par le critére de Dunford et Pettis.

b) Détermination de ¢" :

Quitte 3 rajouter une constante 3 u , on peut supposer que j atteint son
minimum en O et de maniére plus précise j 2> j(0) = 0 . On met en dualité H-l(Q)
et Hi(ﬂ) selon la dualité usuelle (-A @&tant 1‘'application de dualité de Hi sur

Hﬂl) et 1'on détermine la fonction convexe conjuguée de ¢ :

V’E.HI(Q) $¥(v) = sup <&@,V - (j(w)=u-g) dx .
© -1..1 g hat Jo
ueH NL T
iemme 2. 9(2) est dense dans Ll(Q)QW H_I(Q) (muni de la norme - [.I 1 ¥ [.l _1) .

L H
De plus pour u dans LI(Q)(] H_I(Q) on peut trouver une suite uy de 9(Q) telle

que u -+ u dans L1 et presque partout, u —> 1 dans H_l(ﬂ) (faible) et

telle que j(un) converge vers j(u) presque partout ainsi que w(un) converge vers
Ylu) .

Démonstration ¢ Il est connu que D(2) est dense dans Ll(Q) N H_I(Q) pour 039 assez

régulier (propriété du cdne par exemple)., Pour obtenir le 'rTésultat ¢i-dessus on ne

peut opérer directement par carte locale et convolution. On commence par multiplier u
. . 1= . N

par une suite en de fonctions de 4 (Q) & support dans { & valeur dans [O,l] s

croissantes et tendant vers 1 sur Q , choisie en sorte que uen tende vers u dans
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2

Lt , presque partout et que w(uen) tend vers P (u) , j(uen) tend vers j(u) p.p.

Pour aveir la convergence faible de uan vers u on construit la suite en

m-1

par cartes locales. Apré@s localisation on se raméne 3 x = (y,x'")eR -x R
1
et 3 Gn(y,x'> =6{(n,x') ol 6 est du type suivant j//]
0 1

On a alors [grad 6 | = nj6 "(n x*)| .

Puis on vérifie que pour v dans Hé(Q) s Snv converge vers Vv dans Hi . A cet
effet 11 suffit de montrer que Jivograd(l-en)lz dx tend vers zéro. Ceci s'exprime

encore sous la forme suivante que 1°'onmajore comme suit

1/n ) ) Y
jdyJ iv(st')i igrad en(y,x')l dx’ =deJ

n x'
dx’ nzleknx‘)lsz | grad v(y,t)lzdt)2
o 0 o

r (ln 2 2 2
< |dy j dx' n“]6 ' (nx")] xif |grad v(y,t)|“ dt
) o

2

, 1/n 2 2 1/n 2
dy’J dx' n“|6 ' (nx")] xv.} |grad v(y,t)|“ dt
o o

rl 2 1/n ( 2
= | & defe" gy x J dt.de'ngad v(y,t)|° .
JO o

La premiére intégrale en £ est fixe; la seconde intégrale double tend vers zéro
lorsque n tend vers 1'infini car igrad v(y,t)i2 est intégrable en (y,t) .
Grdce a ce résultat on peut supposer que u est dans 'H~1(\ Ll(Q) et nulle
sur un voisinage de 230 . On effectue alors une convolution (globalement) par une
suite régularisante : u # LIS I1 est clair que pour n assez grand, u » P, est
dans D(Q) et converge vers u dans L1 s H—i, et p. partout. Par convexité on a

jlu » on> < j(u) = e, ce qui combiné au fait que j est sci montre que presque

partout
) ¢ lim j(ux p )« Hm jlux p ) < Tim (J(w) » p ) = j(u)

d'oli  j(u) = lim j(u » pn) PeDo
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Quant 3 w(uxvcn) on a par semi continuité inférieure Y(u) < Iim.W(uf'@n) s

ce qui termine la démonstration si Y(u) = +< ., S1 Y{u) < +*° on a par convexité

Tim ¢ {us On) < lim‘jj(u)* pn) = Y(u) d'eld le résultat.
On a alors le corollaire suivant :
»
Corellaire, ${v) = sup <u,v> - P(u) + u.g o
o gt gt Q
uel () o

Démonstration : Evidente car 9(Q) c Lw(9)<: H_i(Q) n LICQ) o

Mais pour u e Lm(ﬂ> on a <u,v> = | u.v done
-1 .1
H ,H@ Q

$¥(v) =  sup Ju(v*g) - )
ueLw(Q) &

et grdce 3 un résultat de R.T. Rockafellar [}} on a le résultat suivant :

Proposition. 6 (v) = J j*(v+g) dx .
Q

¢} Détermination de 3¢ 3

i e i i e o e g it e o ;o T

=
o= |

Comme =-A est l'application de dualité de Hi dans H ° pour la dualité

que nous avons choisie, on a l'8quivalence suivante

-1 1 ; »*
ve H Q) , v e.H©<Q) et -Av e 3¢(u) «=> ¢(u) + ¢ (v) = <u,v> .
c'est 3 dire que pour x1e;Hm1(Q){1 Ll(Q) s, =hv e 9¢(u) si et seulement si

J j<u> *'J j*<v*g> —‘f g-u = <U,V> -1 1 °
Q Q Q H O,H

Soit u la suite définie dans le lemme 2 convergeant vers u , on a
J Jlu) + §¥(veg) - u (v+g) tend vers 0 = J (3 (@) *9™ (vg)-g.u) dx - <u,vi .
£ £

Or 1'intégrande est positif ou nul presque partout donc {(quitte & prendre une

suite) il y a convergence vers zéro presque partout, c'est-d-dire p.p. x

sous~=
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Fu(x)+3* (v (x) +g(x) —u(x) (v(x)+g(x)) = O
car un(x) —= u(x) et j(un(x)) —> j(u(x) p.p. Donc
vix) + g(x)e 3j(u(x) = B(u(x)) p.p. X .

Réciproquement si v(x) + g(x) e B(u(x)) p.p. x , soit we D(¢) . On a p.p.

Jw)) 2 jux)) + (v(x)+g(x)) (wx)-u(x))
c'est-3-dire Jwx)) - (g(x)wWEx)-ux)) > ju(x)) + (v(x)) (wx)-u(x)) .

On en déduit que ¢(w) 2> ¢(u) + <v,w-u> = ¢ (u) + <=Av,w-u>
1 -1 -1 . -1
H_,H H ",H

et que j(u) est intégrable en faisant F = w-u , h = j(w) - g(w-u) dans le lemme

suivant :

(o o

Lemme (cf. H. Brezis [4])e Soient F e H-l 0 Ll(ﬂ) et ve H () et he Ll(Q) .
On suppose que k est mesurable et que p.ps sur £ ona h 2>k > F.V .

Alors k west intégrable et J k dx > <F,v>
Q

H-l,Hl

o)
Démonstration : n si Vzn 1
Soit V_ = { v si Vlsn . On sait que V_ —» V dans H
n . o n fe)

-1 si V&=-n
Vn Vn
Soient hn = h T o kn = k 7o On a donc p.p. X

h  tend vexrs h presque partout, k_~>» k aussi et O < j h -k <« J h -F.V
n n QB n g R n

1.1 BV g

HOLH H LH

comme J F.Vn = <F,Vn> on obtient par le lemme de Fatou que
Q

0 < J h -k g J h - <F,v> ;4 d'ol le résultat.
Q Q H ,H

Ceci achéve la démonstration du théoréme 3 et donc du théoréme 2.
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Exposé de Hedy ATTOUCH

METHODE DU PRODUIT SCALATRE VARIABLE

ET EQUATIONS D'EVOLUTION

Nous nous proposons d'établir un théoréme d'existence et d'unicité pour les
8quations d'évolution de la forme

L(e) + A(5,u(0)) 3 £(8) 5 u(0) = u

o A(t,.) est le sous-différentiel dans un espace de Hilbert H , pour un produit
" scalaire Sese>y (dépendant de t), d'une fonctionnelle ¢(t,.) convexe, semi-continue
inférieurement et propre. Nous donnerons ensuite quelques exemples d'application de
cette méthode.

Les résultats que 1l'on va montrer sont dus 3 H. ATTOUCH et A. DAMLAMIAN ([3]) et
reprenant les techniques développ@es par ces mémes auteurs en collaboration avec
P, BENILAN et C. PICARD dans [2] ;

Dans tout ce qui suit H désigne un espace de Hilbert réel, dont on notera la

norme |.| et le produit scalaire associd <.,.> .

Définition 1. Soit (lolt) une famille de normes hilbertiemnes sur H ; pour

te{C,Tj
une telle famille de normes, on définit les conditions suivantes de dépendance par
rapport & t

(NU) Les normes (i°l)t€[p,f] sont uniformément équivalentes.

(NT) Tl existe b e.Wl’Z(O,T) s, crolssante telle que

V s,te:]__O,Tj s O<sgt<T , VxeH R lx[tz:s !x[i + (b(t)—b(s))lxlz



v.2

(ﬁf} Il existe b e WI’Z(O,T) , telle que

Y s,te [O,T] ’ Vx,ye H !<x,y>t - <x,y>sl < lb(t)—b(s)lqlxlselyls o

On dira que la famille de normes ( oi)tcro f] satisfait & la condition (N) si les
et ]

conditions (NU) et (NT) sont vérifiées, 3 la condition (Ni) sl en outre H est

-~ . I3 o o ,\/ - o L4
séparable, et 4 la condition (N*) si (NU) et (NT) sont vérifiées.

P o t, . o ‘ .
Définition 2. Soit (o )tc[Q i} une famille de fonctionnelles convexes, semi-
]
continue inférieurement (s.c.i.), propres (¢ +°) de H dans ']—m,+§] ; on dira que

(¢

fc Celie w . .
>t€[bsT] satisfait 3 la condition (T) , (resp. (T*)) , si :

(T) 11 existe a croissante, ac WI’Z(O,T) et ¢ ¢, » 0O tels que :

1’ 72

V s,t e.[b,T] s OgsgtgT , 4 xe H ¢(t,x) € ¢(s,x) + (a(t)-a(s))(¢(s,x)+clix!+cz),

(T#*) 11 existe a croissante, ac WI’Z(O,T) et ¢ > 0 tels que :

1’ 2
Vst e [0,1] , OssstsT , ¥ x & By6™(s,%) € 0%(t,%) + (alt)-a(s)) (4% (t,x)+e [x[*e,).

Thécréme 1. Soit H un espace muni d'une famille de normes hilbertiennes réelles

i ]

‘. C . - x . t B
({10 , satisfaisant & la condition (Nl), (resp., (N*}). Seit (¢ )tefp,Tj une

-
te[0,T]
famille de fonctionnelles convexes, s.c.i., propres de H dans,:]—m,+%ﬂ , satisfaisant
3 la condition (T) (resp. (T*), ofi ¢*(t,.) désigne la fonctionnelle conjuguée de

¢$({t,.) pour le produit scalaire <°’°>t> . On désigne par A% le sous~différentiel de

€ . . .
L3 dans H muni du produit scalaire SesoF e

Etant donné ug dans D($(0,.)) et £ dans LZ(O,T;H) il existe u unique

solution de

9 L+ Ale,u(0) 3 £(8) 5 u(0) = u
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telle que /E%%eLz(O,T;H) s de plus Yeso u(t) D(¢t) .

du

2
It e L7(0,T;H) .

St u e D($(0,.)) alors

Remarque. C'est ce Théor&me 1 qui sera utile dans les applications ; en fait nous

allong montrer un théoréme abstrait plus général (mais plus difficilement utilisable

dans les applications) ol les conditions de dépendance des fonctionnelles ¢t(.) par
!2

rapport & t portent sur les d);:(o) = ¢t(.) V%T

(o V désigne 1l'inf.

convolution) ; plus précisément ¢§(x) = ¢t(J;x) + %i-lx-foiz ol J§ = (I+X8¢t)—1 .

-~

On rappelle que ¢;(o) est Fréchet différentiable et que 8¢§(°) = A;(e) ol

e w £ (g3t
Alx =5 (x JAX) .

Théoréme 2. Soit H un espace de Hilbert muni d'une famille de normes hilbertiennes
il i . . 5 oo i
réeiles (| lt)te[O,T] satisfaisant 3 la condition <N1)
Soit (¢t)t€[o T} une famille de fonctionnelles convexes, s.c.i., propres de H
9

dans |—o,+»| vérifiant :

H I1 existe a et b constantes > 0 , telles que, pour presque tout ¢t de

»
Jo,1[

¢(t,.) +al.] +b20.

H2) Pour tout x de H et tout A > 0 , l'application t > ¢§(t,x) est &
P . . . +
variation positive absolument continue, et 1l existe h, ¢ dans L2(O,T;R )
(indépendants de A et =x) tels que, pour presque tout ¢t de ]O,T[ ,

4_

4050 < n(e) A% 2+ lx] Jabxl+ okl lx ve(e)]

Alors les conclusions du Théoréme 1 sont vérifiées.

Démonstration :"'éd L'unicité de la solution du problé&me (I) repose sur le lemme

suivant :
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) . iy . . .
Lemme 1. Soit H un espace muni d'une famille de normes hilbertiennes (<°>t>te[b T]

-~

satisfaisant & la condition (N) ; pour tout u.e;W (0 T;H) , la fonction

2 5 - 0y s .
]u(t)]t est & variation positive absolument continue et

%Edu(t)li - 2<%%3u(t)>t < %%(t)glu(t)lé p.p.t € ]O,T] .

Démonstration : Soit OssstsT

lu(e) 2 = Ju) ]2 = o) |2 = Ju®]? + Jum |2 - Jus)]?
t s t S ] S

(1) lu(t)li - iu(8)l§ < (b(t>-b(8>)lu(t)|§ * <u(t)-u(s),u(t)+u(s)>_

s e[ (e)-b(s)+|u(t)~uls)|]

a

et donc t —>» lu(t)]i est 3 variation positive absolument continue.

Divisant (1) par (t-s) et faisant tendre t vers s :

) Sluw 2« 2 Gu®s, + 0. uw |2 pperelorl .

Reprenons 3 présent la démonstration de l'unicité de la solution de (I)
Soient u et v solutions de (I), on a donc

du
dt

+ A% u(e) = £(o) d"’ + AV w(©) > £(t) 5 u(0) = v(0) = u

P . t .
On en déduit, tenant compte de la monotonie de A~ dans H muni de <s,a>t

<E€(u-v),u-v> € 0 d'ol d'aprés (2)

t

(3) Iu(t) V(t)l Iu(t)*v(t)l p.p.t e;]O,T[
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-

Or si h est une fonction 3 variation positive absolument continue on a

t dn
Y 0<s<t<T h(t) - h(s) ¢ J i dt .
s
Multipliant (3) par e'b(t) on obtient que %E[e_b(t)]u(t)—v(t)hz:] < 0 ; or la

fonction t —> e-b(t)]u(t)—v(t)[i est 3 variation positive absolument continue et
—b(t) 2 o -
donc Y t3xo0 e [u(t)—v(t)[t € 0 ce qui entraine que u(t) = v(t) pour

tout t de [0,T] .

_B_J Pour montrer 1l'existence d'une solution on approche (I) par (I)\)

du)\
(L) g * A (6,4, (8) = £(8) ; 6w () =u_,

1'exsitence de la soelution u, du probléme (I)\) découlant du lemme 2 et de la

remarque 1 :

Lemme 2. Soit (| ] t)t . [O,T:] une famille de normes hilbertiennes réelles sur H. s
uniformément Equivalentes et vérifiant :
1) I1 existe be‘@([o,ﬂ sR) telle que :
2 2 2
YxeH, Vs,te [0,T] [xly = xl] < [oce)-bee)] ][

Soit d'autre part (¢t)tc[0 T] une famille de fonctionnelles convexes, s.c.i. propres
= s

de H dans |-~,+=| et vdrifiant :

(ii) I1 existe c < L2(O',T;XR+) , de Ll(O,T;R+) telles que

p.p.t e |0, T[  o(t,.) + c(t)|.| +d(t) >0 .

(iii) Il existe AO >0 tel que, pour tout x de H, t —>¢ ; X soit &
0

variation positive continue.

-~

Alors ¥xe H , ¥ x>0 , t — Jix appartient 3 LZ(O,T;H} 3 81 de plus ¢ et d

LS + . -
appartiennent 3 L (0,T;R ) t > J;x appartient & Lw(O,T;H) .
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Démonstration du Lemme 2 : Montrons tout d"abord que '¢A vérifie une minoration du

)
miZme type que ¢

@) 8y (6,1 = (8,35 ®) + glx-a) x| >
. |

(o}

1 .t 2 t 1 §2
. Zifqu,*l - c(t){JAogI— d(t) - =—|x!

2X
o o

et donc

B t
(4 bis) IJA xl < gy

- 2
. ,x(t) p.-p-t e;]O,TL? ol g x € L°(0,T) .
) )

Soit X fixé dans H j

t t
inoxi < ‘Jloxo !+ ix—xol

(o}

t
|9, x| < Brx (0 * =]« 1= | -

Or ¢, (&£,x) > ¢(t,J: X) > - c(t)IJ; x| - d(t) et donc
o o o

¢, (6,0 > - e@|x] - e lx |+, (0] - a0 .
o o 0

Il existe ‘donc ¢ € LZ(O,T;R*) . dX e Ll(O,T;R+) tels que
)

o}

(5) p.p.t. e ]0,T[ ¢, (t,0) + ey (B)].] + 4y (&) >0,
o} (o]

&/

Considérons & présent 1'espace b = L2(O,T;H) muni du produit scalaire

T .
<f,g> =J <f(t)sg(t)>t dat .
o

Remarquons que si £ et g sont mesurables, l'application t —= <f(t),g(t)>t
est mesurable puisque <f(t),g(t)>t = %—(if(t)+g(t)L?—'f(t)—g(t)kf) et que 1l'applica-

. 2 . oo .
tion (t,x) > lxlt vérifie les conditions de Caratheodory ; (par la suite on

notera A _ = A).
o

Soit § 1la fonctiommelle sur 3 définie par
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T

J ¢A(t,u(t)) dt si t r— ¢A(t,u(t)) e Ll(o,'l‘)
3, (u) = 0 ‘

+ ailleurs.

Cette fonctionnelle est convexe, s.c.i. d'aprés (5), propre d'aprés 1l'hypothé&se (iii) ;

elle est partout définie :

L.
. Pour tout u mesurable de [C,T] dans H, t — ¢A(t,u(t)) est mesurable.

. Des inégalités
1 2 t t t
5 Ix—y|t > <Ayx-Ayy,x-y> > 9, (t,x) =4, (t,y) - <A\y,x-y> >0

. 1 2 it
on obtient que |¢A(t,u(t))[ <>I¢A(t,xo)l + x[u(t)-xo[t + IAAxol.]u(t)—xof
et tenant compte de (4 bis) on obtient bien que ¢A est partout définie, et donc
continue.

Introduisons d'autre part 1'opérateur'cﬂﬁ dans 3 :

£= Ao pap.te]o, [ £(1) = A (tu() .

L'opérateur ‘ﬁx est évident monotone dans ¥ ; montrons que zﬁx n'est autre que le
sous-différentiel de §X dans 3 .
Si 1'on montre que }ﬁl:a 3§A on en déduira, sachant que 8§A est maximal monotone,

1'égalité A, = 3%, ; soit donc f e 9%,u ; par définition
A A eI
V V E‘ }6 §>\(V) - ix(u) > <f,v_u>gﬁ .

Soit s un point de Lebesgue commun aux applications : 1 —~ ¢A(T,u(1)) ,
T = f(1) , T = If(r)lz et T — <f(‘r),u(1.')>T ; étant donnés- x dans H

et t tel que O0<€s<t<T on pose :

X T €;[$,£]

v(Tt) = .

u(Tt) T ¢ [s,t]

Reportant dans-1l'inégalité précédente et divisant par t-s on obtient
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t -
(6) 1 j [éx(T,x) = ¢, (t,u(D)) - <f(T)sX‘u(T)>TJ at > 0 .

t-s
s

Or T =—» ¢X(T,x) est 3 variation positive continue ; 1l existe donc a continue
croissante telle que V OgsgtgT ¢A(t,x) < ¢A(s,x) + a(t)~a(s) ; 1'application
£ — ¢x(t,x) - a(t) est denc décroissante et remarquant que

¢, (£,x) = [¢§t,x)—a(t)] * a(t) on obtient

1 (F _ 1 (F
g:;‘fs ¢X(T9X) dr < ¢X<S’X) - a(s) + E:;_js act) drt .

D'autre part, tenant compte de 1'hypothése (i)

t t t
- ..LJ <E(T),x>_ dr$ - <-t%§.j f(t) dt,x> 1 J (b(r)w'b<s))ﬁf(t)i§+§xi§]dr
’ S

R S,
t- -S
5 | s s (t-s)

- -

Revenant 3 (6) et faisant tendre 't vers s , on obtient & la limite
$)(5,%) = &, (s,u(s)) ~<£(s),x-u(s)> >0 VYxen;

on a donc f(e). = Ax(t,u(t)) P.p.L GQ]O,T[_ et AX = 8§% H
or §X étant partout définie, B§A est partout définie et done pour tout u dans

ﬁzfo,T;H) 1'application t -— Ax(t,u(t)) appartient 3 LZ(O,T;H) .
Nous avons obtenu que pour wu dans LZ(O,T;H) , £ —> JA {(t,u(t)) appartient 3
o

LQ(O,T;H) ce qui entraine que l'opérateur & = {(u,v) e ¥ 2/pep¢t vit) & Alt,ule))l
qui est évidemment monotone, vérifie R(I+ROB¢) = 3 ; il est donc maximal monotone
et par conséquent, pour tout A strictement positif et tout &lément x de H ,
1%application t - J§x appartient & LZ(O,T;H) . On vérifie d'autre part directe-
ment sur (4) que si ¢, d appartient 3 Lm(O,T;R+) , alors 1l'application £ - Jix—
appartient 3 Lm(O,T;H)

Remarque 1. Si 1'on fait 1°'hypothése H séparable, les conclusions du Lemme 2 sont

vérifiées sous les hypothé&ses plus générales suivantes :
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(1) V xeH, t - Exlt est mesurable
(11) Jee 120,HRYY , a e« 110, TR ¢ pup.t € ]0,T[ g(t,)*e(t) | ]+d(E) » 0

(iii) a YxeH, t — ¢, (t,x) appartient 2 L°(0,T) .
[o]

il suffit de prendre une suite (xn) dense dans H , de passer 3 la limite directe-—
ment dans (6) en prenant x = X et d'utiliser ensuite la centinuité de

X > ¢X(t,x) .

Lemme 3. Sous les hypothéses du Théoréme 2, pour tout u e.Wl’l(O,T;H) et tout

-

A » 0, l'application t -~ ¢l(t,u(t)) est 3 variation positive absolument

continue et vérifie :

d | t du
p.p.t e ]O,T[ Fra qs)\(tsu(t)) < <A;\u(t) gt

+ n(e) [n|ATu(e) |24 ]aSu(e) | Juce) [+]ATu(e) [+fuce) | +]

Démonstration : Soit O¢s<tsT

¢, (t,u(t)) - ¢y (s,uls)) = ¢, (t,ult)) - ¢, (t,uls)) + ¢1(t,U(S>) - ¢XCS,U(S>)

€ <ATu(t),u(t)=u(s)>, + 6, (t,u(s)) = 9, (s,u(s))

or

t
¢, (t,x) - ¢, (s,%) < js %; 9, (v,x) drt

t
$‘j h(r)[XlA§x|2+ixiiA;xi+lA§xl+[xi+c(T)] dt
s

t .
_¢x(t,u(s)) = ¢, (s,u(s)) < J h(T)[liAiu(s)T2+|u(s)l[A;u(s)i+'A§u(s)!%]u(s)i+c(r)] dr

s

or h(T)[AlA;u(s)!2+iu(s)i[A;u(s)]+]A§u(s)i+|u(s)|+c(1)]

RS h(T)[CIIA;XO'Z*CZFA;XO]+C(T)] qui appartient 3 Ll(O,T)
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an

puisque t —a-lA:xoj appartient 3 ﬁw(O,T) ; on en déduit que l'application

t — ¢x(t,u(t)) est 3 variation positive aﬁsolument continue et 1'on a
() 4, (£,u()) = ¢, (s,u(s)) < <Au(),u(e)-u(s)>,
+ th(T)[X'Amu(s)lz*]u(s)I] Tu(s)|+|ATu(s) |+ u(s) | +e(r)] d
R L) A A T

On divise (7) par (t-s) (t>s) et 1l'on fait tendre s vers t ; on remarque que

i |
-I—J BOIRE]* 0 s O [u®] ppe 0T 5 en efter

1 (f T, 12 T 2
i—-t-sj heo) [[aTu(e) | 2] ute) [P ar]
8 .

ot
1 i
< o5 | BTl w2140 | +|x e | +xg @] &
> 1 t
s e sup IMDW@”?;JMﬂdt
Esne|8,t s

quantité qui tend vers z&ro quand s+t , si t est un point de Lebesgue de h .,

. ; 2 = P
La fonetion ¢ - n(r)iA;u(x)i appartenant 3 Ll(O,T) on en déduit donc le
résultat ; on raisonne.de la méme facon pour les autres termes intervenant dans le

second membre de (7) : on obtient finalement

. d N t du
(7bis) i ¢, (tyu(x) < <Aku(t)’af>t

+ B(t) [XIA;u(t)|2+lu(t)l. A';g(c)MA;u(t)§+}u(t)l+c(c)],

Lemme 4. Sous les hypothéses du Thé€oréme 2, on a pour u dans D(%(0,.) ,

1'estimation

idt)\", 2 N C(lu'olsMO,uo)),Vx 0<isl .
L"(0,T;H)
duk
Démonstration : Multipliant (1,) par — on obtient
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2

dux ¢ dux duA _
iEE—I + <Axux(t), EE->t = <f(t), 3¢ et tenant compte de (7 bis)
t
2 ' :
duA duA

w>|aﬁt+%w555a»<<ﬂw,ﬁat

+ 200e) [51a7u, (03124 ]u, (01450, (03 [+]ATw, (0 [+ ], (0) 4ee)]

On remarque que %[Afu(t)li =_¢A(t,ux(t)).—‘¢(t,J;uA(t)),, et en remplagant Afux(t)

par f(t) - e
du, ‘ d
9 gl + g5 0, (6u, () = 2h(e) ¢, (t,u, (1))
t
‘ dux dux : .
s 20(e)|u )] gl + gl [lE [+2n()] + 2n0e)|u, (o)
+ 2h(t) c(t)
- 2h(t) $(t,35u, (6) .
Cr
(10) 3(t,35u, (D) > - alTfu ()] - b
et IJ;uA(t)| < |J§x°| + |x°—ux(t)|

< |J§xo| + (1—A)|x°-J;xo|'+ %, (O] .

Tenant compte du fait que t — J?xo appartient 3 _Lw(O,T;H) on obtient une

majoration du type

(11) IJf\uA(t)'] < C + Iu}\(t)l Y2 ougl et p.P.t e [_O,T] 3

de (10) et (1l1) on tire
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(12) - 806,30y () € ¢y ©] +c, Yo oacl, popite [0,1] .
t K (t)
Posons k(t) = %I h(t) dr et multipliant (9) par e on obtient
o
_ k(t) du 2

13) le 2 =

gl e oy ey ()]

t
; k(t) du - ESEL du .
sm®lu®lle * F +le T FH[lE@® +2ne)]

+ 2n(e) [C]u, (0)[+d(D)] .
k()
On intégre (13) sur [O,To]- ot T, est tel que 2.e 2 ./E;(I |h(t)|2dt)1/2 < 1.
‘ )

Tenant compte des majorations

_15_2(1) T - .15_571) du, 'I_S_é_'?) o B__é_f,_)’duaz 1/2
(14) qu(t)l s.luol te J e 13;-4dr s lul+e .JT;(J le - a;;[dr)
o 0
To To
(15) &, (T »uy (T D) > ¢(T_,J, u, (T )) > - alJ, uA(To)l -8 - “lux(To)l -8,
B-%) To - kér) du, 2 1/2
z-oe ‘/f;(jo ,‘e = -8
on obtient finalement
To - kL) | | k(T) T _ k(t)
“le duy |2 = T 1/2 ffo - 5~du,2
(16) J e 2 E‘clic dt < ¢(0,u ) + 2e * VT_( In(e) | 2ae) (J le 2 -dt—x‘dt)
o . . o o
To - EBay 2 172
+ leJ le * ey + c,

ol C; et C, ne dépendent que des données (|uo|u’ lfILz, |h|L2, |c|L2) ; on a
donc d'aprés le choix de To

o dux 2 1/2
(17) <J gl e s ce ], 4c0,u)) .
, o '
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oo e O oy

passer 3 la limite sur (I,) 1lorsque A tend vers zéro. Soient A,u > 0 , u, et

U, les solutions correspondantes du probléme approché ;

d t t Cenn
<Ef(uk—uu)’uk—uu>t + <Axux(t)—Auuu(t),uX(t) uu(t)>t =0 ,

D'aprés le Lemme 1

1d; 2 _14db 2 £ t t t £ t . o
5 EE'UZ uuit 5 dt‘uk uult + <Axux(t) Auuu<t)’JXuX(t> Juuu<t>+XAxuk<t) uA.uuu(t)»t 0]

b ()

et multipliant par e
d_, -b(t) _ 2 -b(t)
T e (0 (0] + 2e

t t . € e
(18) <Axux(t)~Auuu(t),2Axu}(t)«uAuuu(t)>t £ 0,

- B
2

Intégrant (18) sur [b’Té] on obtient, en notant wx(t) = e Aiux(t)

T
o
jo <Wk(t>_wp(t>’le<t>‘“wﬂ(t>>t dt < 0 .

On se place dans l'espace 36 = Lz(O,TG;H) muni du produit scalaire
T
o

<f,g> = J <f(t},g(t)>t dt , et appliquant un lemme de Crandall-Pazy, (on a ici que
o

u, reste borné dans J6), on cbtient que w, converge dans 6.

Intégrant (18) sur [b,f} (O$t§TO) on obtient d'autre part

ey, (0w @12 < 40 (o, |, ol ) ¥ oocxsr
10,738 F 10,1 3H)

Vee 0,1 ]

et donc u, converge uniformément vers une fonction wu sur {b,TO] ; dfautre part
dux 9 .

T restant borné dans L (O,TO;H) et u, convergeant vers u dans qg(O,TO;H) on
déduit que u appartient 3 WI’ZCO,TO;H) ; d'autre part, remarquant que

ijgux(t)-ul(t)l = llAiuA(t)i on conclut que Jk<°’ukc°>) converge vers u dans
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L‘(OSTO;H) . Or d'aprés le Lemme 2 1'opérateur <+ est maximal monotone dans
L2(O,TO;H) et donc demi~fermé ; puisque Agux(t)fs.At(J§ux(t)) et que Ax(o,ul(,))
converge vers f - g%- dans ¥ d'une part, Jx(n,ux(,)) converge vers u dans 9

d'autre part, on cbtient
du t
£(t) - S0ty e A u(t)  pop.t eJlo,T [,

%

Montrons & présent que 1l'application t — ¢(t,u(t)) est 3 variation positive
absolument continue (ce qui entralne en particulier que u(t)e D(¢t) pour teut t):

d'aprés le Lemme 3 pour tout A>0 , l'application t -—- ¢k(t,u(ﬁ)) est & variation

positive absolument continue et vérifie :

gg ¢, (£,u(e)) < IA§u<t>ii§%i + hct)[xiA§u<t>12+;A§u<t>i.1u<e>i+iA§u<t>§

+lu(e) [+e(t)]
Or

afa(o)] < [act,ue)®] < [£0- 8 < e[+ e

Zlayu(e)[? = 6, (5,00 = o(e,3%(e))

i t a3 te € - 17
$ 0, (tyu(e)) + a“i’ixoi*(l mxo Jlx®i+ixo uw(t)|] + b
€
donc en notant de nouveau k{t) = ZJ h{t) dTv on obtient
)
pop-t d [ k(t>¢ (t u(t))] < g(t) ol g est une fonction intégrable sur Eo,f] .

cette majoration &tant valable quel que soit A , O0<A<l ; on en d&duit que

i’application t - ¢X(t,u(t)) vérifie une majoration du méme type :

Lot = $ [0 Ty (eu(0))]
< 5 Faiey « kr(ey (O, e‘k(t)%(t,u(t))
k() -k (0) T T
ot b, (tru(0)) < e X4 (0,0 ) + J g(£)dt € 4(0,u ) + J g(t)de
o} o}
k(t)

a T Vepy K(E)
75 & (tult)) s e g(t) + [¢(O,uo)+ g(t)de]k'(t) e ; notant q{.) le second

0
membre, qui appartient & Ll(O,TO) on a



V.15

t
19 ¥ ocsctsr ¢ (£,u(8) <« ¢, (s,u(e)) + J a() ar

s

et passant & la limite sur ) , {(A¢0) on obtient le r&sultat annoncé.
Corme u(To) appartient 3 D(¢(To,.)) , on peut réitérer le procé&d& précédent et

1'on obtient finallemnet une solution u , u.e.Wl’z(O T;H) au probléme I, lorsque

-~

la solution initiale appartient & D(¢(0,.))

Montrons 3 présent que u vérifie une estimation du type
T du 2
— < .
JO e 199 ae < cclu |

A cet effet on reprend (13) que 1'on multiplie par ¢t :

k(t) 2
20) /e 2 E"l ) e & [Py (e,u, (2]
- 1~§-££-)du - k) du
<2En@ly @l Ee 2 22+ e ? A DEE® 42/ no)|

+ 2t h(e) [Clu, () |+d ()]

On remarque alors que u, vérifie une estimation du type

A
(21) “uA“w = sup{lux(t)l;t €.[O,T]} £ c(luolH)

En effet soit v 1la solution de (I) associ&e i une donnée initiale vy dans

D(¢(0,.)) ; d'aprés (2)

d“x dv

g - S u (t) v(t)> % E%-.[ul(t)"V(t)ii

N

pPp.t %E lux(t)-v(t)lz

dux

(o2 <f(t)" Et-—, v(t)-uA(t)>t

<Ay ) (8), V(E)u, (8> < 4, (6,v(E)) = ¢, (£, (E))

et donc

(22) lu (©=v(e) |2 -

-
a1m
POt

Ll @=v® 12 < lu, @@ | [lee |+[E1]

+ B(E,V(E)) - 6, (E,u, (D)) .
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D'autre part - ¢A(t3ux(t)) < = ¢(t,JAvux(t)) < - cllul(t)l - Cy d'aprés (12).
Par un argument classique on obtient alors (21).
D'autre part multipliant (22) par e'-k(t> et intégrant sur [O,i] on obtient,

tenant compte de (21)

T
J e—k(t) ¢A(t’uk(t)) dt < C(inIH) .
o .

T du, 2

Intégrant alors (20) sur |0,T] on obtient I t l3331 dt < C(‘uo‘) et donc
o

faisant tendre XA vers zéro

T
du; 2
(23) jo t ]Zﬁ?l dt < c(iuolH> .
Seit & présent U, dans D(4(0,.)) ; on considére une suite u dans

o,n

D($(0,.)} qui converge vers u s et u les solutions correspondantes du probléme

{(I) ; on a d'aprés (3)

{2 tap 2
o e - | I 1
lun(t)-u (t),t £ iuo,n uo,ml + Io dt°lun(t) u (t)lt dt d'el 1'on
déduit que u ~ converge vers une fonction u dans ‘f([Q,T];H) . D'autre part,

d'aprés (23) il existe C20 , indépendant de x tel que
T dun 2
jotla?"l dt € C 3

reprenant un argument d8veloppé précédemment, on obtient que u est solution de (I)

sur tout [S,Ij s (6>0) , que wu(t) appartient 3 D(¢t) pour tout t strictement
positif, et que /E'%% appartient 3 LZ(O,T;H) .

a

Nous allons montrer 3 présent comment le Théoréme 1 se déduit du Théoréme 2 :

Démonstration du Théoréme 1 : On remarque tout d'abord que si (¢t)tc{b T] vérifie
= 9

*

(T) (xesp. (T*)) on peut se ramener au cas ¢t 2 0 (resp. ¢t » 0) ; en effet, dans
- ;. L Y o . i ’

le cas oG (¢ )téib’T] vérifie (T) , il existe o,B > O tels que V t er[b,f] s

VYxe H ¢(t,x) +alx| +820.

Posant §(t,x) = ¢(t,x+x0) + sup ¢(t,xo) ol X, est un glément fixé de
t
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+ sup ¢(t,xo) et done ¥Vt $(t,.)=0;
t
? +t T - Ve
d'autre part (¢ )te[b,T] vérifie encore (T) et le probléme (I) s'écrit

D(¢(0,.)) , on a que $*(t,x) = ¥ (t,x) - <x,xo>t

Iﬁu

(u(t)—xo) + 3$(t,u(t)-x0) > £(t) ; u(0) - X, =u "X ol u, - xoe:D($kO,°})

[=W

t

Dans le cas ol (¢t) - vérifie (T*) , il suffit d'appliquer ce qui précéde en
te[0,T] qui p

t e . . . (T-t)%
remarquant que (¢ vérifie (T%¥) si et seulement si (¢ )

)te[o,ﬂ te[0,T]

vérifie (T) .
Faisons & présent les hypothéses (T) et (N) : Soient OSsstsT , xe H et A>0

fixés ; nous allons majorer la quantité B = ¢x(t,x) - ¢A(s,x)

B = $(t,d)%) = 6(s,35%) + mr [Ix-0x]2 - |x-0%x|%]

[o™ o -a" (IR ~<ayx, -0 ] + b5y -0%(m]

7

1 t
MYy [‘X‘J§X|i'lX'Jixl§+2<x—JAx,J§x-J;x>é]

t
A

N

1 2 2 2
¢t(J§x) - ¢S(J;x) - ix[jx-Jixlt+]x-J;xjt—2<x—J x,x-J;x>t] + %r[[x-J;xit-]x-Jixlij

A

055 = 6°(WSn) + arllx-aPx| - |x-05x| 2],
donc utilisant les hypothéses (NT) et (T)
(26) 6, (6,0 = ,(s,0) < (a(0)=a() [8(s, 7m0 ey [35x] we,] + Fr(o(0)-b(s) [x-35x(
ce qui entralne
0 (6:0) = 0, (5,30 < (a(t)=a(e) [0, (s, 4y T3] ve,] + 3502 -b(s)) |x-3Fx[2 .

Prenant $ = O on obtient que t -= ¢,(t,x) reste borné sur 0,T| ; d'autre part
q A P

2.1

e > ETJx—Jixlz + aIJ;xl + B et done t — Jix reste

0y (£,%) = 0(£, 050 + Frlx-3%%]

-

borné sur [b,Tj 3 par conséquent, l'application t - ¢A(t,x) est 3 variation
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positive absolument continue et notant que

¢(s,fo) < ¢(s,J§’x) + ¢*(s,A§x) = <.J;x,A;x>s\< <x,A}

Sx>
s
on obtient en reprenant (24)
6, (£,%) = by (5,30 € ((a¥b) ()=(a+b) (s)) [|x| | APx| 45| a5x| P+e M A%x] we  Ix|we )

Les conditions du Théoréme 2 sont donc vérifiées.,

Faisons 3 présent les hypoyhéses (T*) et (N¥) ;

‘ 3 * :
en utilisant le fait que ¢, (t,x) = sup {<x,y> - Elyli - ¢t (y)} cette borne

yeH t

P < . t s
supérieure etant atteinte en y = JAx on obtient que

2
8

t

t * t Ayt 2 t At
¢x(t,x) - ¢A(s,x) & <x,A>\x>t -9 (t,AAx) - E[Alx[t - <X’AAX>S + ¢*(s,Axx) + iiAAX!

< (a(t)-a<s>>[¢*(t,A§x>+cllAtx|+c2] + b(t)-—b(s))[’xlslAtx]S-P-%lAtx]i]

' t t t t .t t _
or ¢*(t,AAx) < ¢*(t,Axx) + ¢(t,ka) = <A>\X,J>\x>t < <A>\x,x>t et donc

0, (E,%) = 8,(5,%) < [(a+b) (£)-(avb) ()] [5]aTx| *+2]xl [kl ve, |l 4e,]

Or, en se ramenant au cas précédent, on montre que t =—> Afx reste borné sur
[b,T] s par conséquent l'application t -— ¢A(t,x) est 4 variation positive
absolument continue et l'on vérifie immédiatement que les conditions du Théoréme 1
sont vérifiées.

Nous allons & présent donner quelques applications du Théoréme 1 :

1°) H = H_I(Q) o8 Q est un ouvert borné régulier de RN .

=

a) On considére la famille de formes bilindaires symétriques (aij = aji) sur HO(Q)

N Ju v
a(t,u,v) = I E : aij(x,t) TR dx
N b
ol pour tout (i,j) 1les a,. appartiennent 3 Wl’l(O,T;Lw(Q)) et vérifient la

1]
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condition de coercivité :

N N
' N 2
J 00 VYeelo,r| Yeer S a0t £ g ey I
7=t =1

On considére d'autre part une application j : [O,T:l ¥ R —» R telle que

i) \Il t € [:O,T] r =» y(t,r) convexe, semi-continue inférieurement, propre

de R dans R .

i) Veelod 1im L85 ..,
{r|=>+ Il

iii) J a eW (O T) , croissante, {0 :
Voxsstr VreR 1) ¢ §(s,1) + (a(®)-a(e))[i(s,r)+d] -

On note Bt =8jt .

Proposition. Sous les hypothé&ses précédentes pour u e adh -1 {v e H-l(ﬂ) N Ll(sz),;
_ . H
jo,v) & L.I(Q)} et f dans L2(0,T;H 1(52)) il existe u unique solution de

u - 253— J6E) F- B(e,W) = £G,6)  ppe ax]0,T]
1,3 J

B(t,u(t,x)) 3 0 sur T x ]O,T[

u(0,x) = ti’(’)(x)“'

avec ue (0,738 @) , /E éL 0, TH @) , VT plulx,t) & LZCO,T;Hi(Q)) ,

de plus pour tout 0 , u(t,.) e Ll(Q) et j(t,u(t,.)) eLl(Q)

-

Py . N . s ' . 1
Démonstration : D'aprés le théoréme de Lax-Milgram, & tout u dans Ho(’Q) on

associe un élément Atu dans H—l(ﬂ) tel que Vv € Hcl)(sz) a(t,u,v) = <Atu,v> .

. ] . . e
On a évidemment Atu. = - TR <aij (x,t) g—;-} , l'opérateur At réalisant un
i

1,]
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isomorphisme entre Hz(Q) et H-l(Q) :

S 9 . -1 i : -
on pose “u”i‘= <At u,u>( _1) ‘pour u dans H 1(9) .
H ,H .

' t
<V,A V>

o

Soit u = ASv alors ”u”i 1 -1 a(t,v,v) ; l'application u - Huﬂt

- | (H_,H )
définit donc bien pour tout t une nofme sur H Q) .
Remarquons tout d'abord les inégalités suivantes :

plvl® < ate,v,wy s ¢ Ivl® ot ve H(@

H H
o o

et donc si u e:H_l(Q)
-1 2 2 -1 -1 -1 u2
p"At u”H1 < ﬂu"t = a(t,A "u,A "u) < cll[At uilH1 .
) e}

D'autre part, ﬂu“i - "u”i = a(t,AZlu,Azlu) - a(s,A;Iu,A;Iu)

il

-1 -1 -1 -1
a(s,AS u,At u) - a(s,As u,AS u)

i

-1 -1 -1
a(s,As u,At u—AS u)

A

-1 -1 -1
claz™ull o Jaltu-a""ul
S 1 t s 1
HO HO

-1 -1 -1 -1
3 a(t,At u-AS u,At u AS u)

/A

-1 -1 -1 =1 -1 -1
a(t,At u,At u AS u) a(t,As u,At u—As u)

-1 -1 -1 -1 -1 -1
a(s,As u,A TuAl u) - a(t,As u,A, u—AS u)

/A

7

Ib(e)-b(s) a7 e I 4 Ia7te-a_ b 4 aren

(¢} [o}

olatu-a_tul | < sb<t>-b<s>|uA;1uuH1 et done

H
o o

[sl- 1 s clb-b@ ]l < ¢, Ib(e)-b(s) [llul?

o]

La famille de normes (H "t)be[p,T] vérifie donc bien les hypothé@ses (N) .

On considére alors sur H—I(Q) la fonctionnelle
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$(t,u) = I jlty,u(x)) dx si ue H‘_1 0 Ll et j(t,ul.l) e LI(Q)
Q

+ o ailleurs.

t . -1 e .
On montre que ¢ est convexe, s.c.1. sur H "(R) et que son sous-différentiel

3

]
pour la norme n'est autre que 1l'opérateur - E PP ( — B(t,.)) ; ef.
i

"]t aij %,

4], (5], [61 ; 11 suffit alors pour conclure d'appliquer un théoréme de H. Brezis [5]

b) H = LZ(Q) » S ouvert borné régulier de }ERN .
Posons

<u,v>t = I u(x) vi{x) p(t,x) dx Iu[i = I u(x)2 p(t,x) dx
Q Q

od p: [0,T] x Q& —> R vérifie :
1) Ivew o, : ¥ ossctsT  p(x,t) € plx,8) + (b(£)-b(s)) [px,8)+c]

pp X € Q .

i) J¢,2¢,>0: Veelo,f] ¢, 2px05C ppxen.

La famille de normes ainsi définie satisfait aux conditions (N) ; soit ¢ une

R . 2 .
fonctionnelle convexe s.c.i. propre de L7(Q) dans ]—w,+«] ;3 on a 1'8quivalence

$(v) = ¢{u) 2 <f,v-u>_ (== ¢(v) - ¢(u) > <f.p(.,t),v-u> .
t 7 Lz(g)

On en déduit donc un théoréme d'existence et d'unicité pour le probléme

pCo,t) S2 4+ 36(t,u(®) > £(8)  u(0) = u

of fe Lz([O,T] x Q) et uoeD(¢(0,.)) o
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Exposé de Alain DAMEAMIAN

RESOLUTION D'UNE EQUATION HYPERBOLIQUE

PAR: UNE- METHODE D’EVOLUTION AVEC NORME VARIABLE.

I ~-Un théoréme d'évolution abstrait avec norme varigble :
Soit X un Banach de norme |,I . On' suppose que pour tout t de [O,I] )
X est muni d'une norme &quivalente !'it dont 1'application dualité est notée Ft .
On suppose gque-ces-normes: sont uniformément équivalentes - ( ] k>0, !xité:kixis,
ix[s.kix[t, Ix[ts k|x|) et qu'elles sont toutes: uniformément lisses (i.e. de norme
duale uniformément convexe). On suppose enfin qu'il existe une fonction a crois-

sante de [O;T] ~dans- R-, telle.que .
2 2 A1 2
Y OssétéT.,.v xe X., [x!t~!x[s.é (a(t)va{s))lxls

Les  hypothéses ci—dessus-seront‘appeléeSﬂles—hYpothéseSvHo)e

1°) Préliminaires.

(1.1) Proposition. Sous 1°hypothdse HO) pour- toute u & Wl’l(O,T;H9 , On a
O<sgtgT ,

d?r'
3 ©

t
2O 0|2 « 2 Juie) 2 4 2J 2 (@ r u)y g

S

Démonstration.,

e—a(t)‘iu(t)[tz: - ‘é—a(S)Iu(S)ié = e’_a(t)(Iu(t)li _ ]u(t)lz) + lu<t)li (e-a(t> - e—a(s))

+ e 2 (a2 - Jue)[?) aron
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e—a(t) -a(t)

1.2) e Olu)? - PO lu)|? ¢ lum]? @ @m-ats)) v e

-al(s "l ’
+ 2e ( )(u(t)“u(s)sps\u<s>}k X!

e—a(s) £ 0

. U ~a(t -a(t
Comme - a est croissante- on- en déduit e ( )(a(t)-a(s)) + e (t) _

(1.3) 2O um)? - 2P ue)]? « 2272 (w()u(s),FLuce)

. - -a(t)y: 2 - — - .
Par suite t +* e '(')|u(t)lt est & variation positive absolument continue, et

donc' également & variations bornées. De plus on a pour t»s par Fatou

s h»o

t —a(r ,
e—a(t)lu(t)li - e—a(s)lu(s)[z $J Lim }_1( a(T)+h)‘ (T*’h)‘ e a(i‘)|u(r)lf)

d'ol le résultat par (1.3).

2%) Enoncé- du- théoréme.

Soit (At) . une famille.d'opérateurs -multivoques: satisfaisant &
> 'tefo,T1]

Hi) psp@t'e:[O;ﬁ] ,.At est‘mraccrétif:pour,1a;norme;"l@ltse

HQ) Le: domaine D(At) est essentiellement: indépendant:de 't,e[p,Tj . On le note
3
V >0 3 b = W (0 T) avec xe‘ﬁ s ix]sr sy A>0 = p.p.t s,t & [O,T]

|ATx-a5x| < [b_(£)-b_(s) | (1+{aSx] ) -

Hyy Hyy Hy

toute - f de Wl’l(O,T;X) , 11 exister une- solution forte unique  du- probléme

du- ey Vo e a2
r: + A w2 f, u(0) = u s ¢C est-a~dire

(1.4) Théoréme- 1~ Sous les hypothéses'Hb3- pour- tout u de D et

i) ue.—:w (OTX)ﬂ‘C([OT] X)

-a(s)
- e

)

dz

ra D

H;) Pour tout A>0 , on suppose- que 1'approximation Yosida A; de A% vérifie :



ii) pp.t _%%(t) + Atu(t) ® £(t) (en particulier u(t)e D pp.)

e en 0) = .
111) u(®) U

De plus u -est lipschitzienne sur -{O,T] .
Ce résultat, qui-utilise:-la régulariéation Yosida, généralise celui de T. Kato dans
5]

Remarque. Le cas des At univogue % L'hypothése H3 est alors €quivalente &

|

H«g) -Pour- tout- - r>0-, il existe: b = W}*’l'(O,T) 5y telle-que x& D - -ix'},gr = Pp.

sste O] WSax] o o (0 (o) [ 1) -

. . R A\l s
En effet: H3) = H3) par passage & la limite- JM0-  car dans ece cas ¥ xe D ,
kg

- t + . e
A)\x c—t ACxe pour A —> O (/2 fermeture:des opEratears m-aecrétifs dans un

~Banach untformément lisse). -

E (H:;) @(HB) . Notons J; = (I+;\At)_1 (A>0) - la résolvante de At .

Ji:;

5 est-une- contraction pour la norme i;, It et on a

oS, 7t A5y 155 — 7 (T+aAlY 75« Sy 154 — (T+aAfy 75
: IJxx,Jxxlt < fJA(IH\A) 3ox q)\(IH\A) Jxxlzts [ (T+2a>) Jix = (I+AA) J)\x!t

8

< r [a® 3x - A Jix‘t .

Soit ry IJ;X, , on en déduit

3533l 3 I 0, @] 4467 35l
t

Donc €t b+=—> -JK

- it
x- reste:bornée pour: t'e '[O-,Tzi . Prenons-alors - r ~sup»]J»x| on

obtient

t s .2 s .S
JKXT'J‘)\Xiss A Kk ibr(t)-br_(si)’[ (1+]A Jxx.«ls) .

Mais A°S Jix = A;x- d'ott --lAgx—Aix*Is < k"zlb:r(t)—br(s—)l =(':1+{A§xls) .

]
o

3") Réduction du-probléme aw cas £
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(1.5) Proposition. Si f e;Wl’l(O,T;X) et At satisfait aux hypothé&ses Hl’ HZ’

~
H39 alors 1l'opérateur Xt = At - f(t) satisfait a4 ces mémes hypothéses.

~ . s o . . ~E - ~t
Démonstration. Seule H est non-triviale mais si on note JA la résolvante de A~ ,

_____________ 3
on a
Trx = JLGHM(D)  d'od
’X;‘x - K;x = %—(—J;(XH\f(t)) + J;(x-ﬁ\f(s)) = A;(xﬂ\f(t)) - A)S\(x-i—'z\f(s)) + A(E(s)-E(1)) .

On en déduit

Arx = BC| < A7 GeAE(E))-AT GeAE(s)) || + A (e#AE(8))-A5 (x#AE(s)) | + [£(s)-£() |,

d'ol

pour la norme Ic

> 8o

t . . .
Or A, est lipschitzienne de rapport

A £ ?

7Nt'

Kox-B%%] < (e By [e)-£(s) [ + k[b_(£)-bi(s) | (1+[AS GeraE () | )

Y
D'old le résultat.

4°) Existence de solutions.approchées au.probléme.

Par H3 on peut ré&soudre (théordme de Cauchy Lipschitz sur le convexe fermé D)

du
A, oL ot . o
B e o = = .
% (t) AR ux(t) o , ux(o) u  avec existence et unicité d'une
du

solution de classe C1 (l'égalité Ezﬁ{t) + Aaux(t) = (0 étant vérifiée pour tous

t P
les t avec A~ m—accrétif).

5°) Estimations. uniformes en . A. ..

Soit x wun élément de D.. On a. VX>O

ot S i fey o 148 . P t .
|A % Akxls < !bt(t) br(s)|(1+‘A1xiS) d'ol on déduit que A,x reste essentiellement

borné en t . Cette majoration est uniforme en A car
S " . . . . -
IAXXlt < |a7x]| = inf{|y| , vy e ASx # 9} majoration classique pour les opérateurs

m—accrétifs.
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Par la proposition (1.1) on a alors (on se raméne dorénavant & a(0) = 0)

-a(t): £ _ du
1.6) e §<t)]ux(t)~xli s lu-x? 4 %[o e L F (g, (M) @
du
or -d—% = - A u (1) d'od
- N t —_ P
ey (0x|? ¢ [u x|? - 2)(0 W w (0),F, (g, (10 at

¢ fuxl? -2 2O Wi a
£ Ju -x|0 -2 ) e (A %,F_(u, (T)-%)) d7

DU, t .
par l'accrétivité de Ay , par suite

a(t)
£ - ==z
-a(t 2 2 2
(1.7) e a( )lux(t)—xit Snluo—x|o + 2M Jo e lux(T)—X! de
- 2s)
oi M = ess_ su e 2 iA?xi .
Se[O,Tﬁ) AS
A>0

Par le lemme de Gronwall, (l.7) implique que lul(t)-xlt reste borné indé&pendamment
de A0 et te EO,TJ - Il en est donc de méme de iux(t)] , et soit r;,sup[uk(t)l

(x>0, t € [0,T])

Soit v(t) ux(t+h)—ux(t) . On a alors

(%%, Fov)= - (A§+h u, (£+h) - Ai u, (t+h), F_ v(t)) - (Ai u, (t+h) - A; u, (£, F v(E))
s - A7 (o) - Abu (t+h), F_ v(t))
< IA§+h u)\(t+ﬁ) - A; u./\(t.+h)|t ]V(t)]t

I

V(e | b (e+m)-b ()] (L+[A] u, (e+h) [ ) < [v()], ¢, (8)
On a done¢ d'aprés (1.1)

- t -
e a(t)lv(t)ii < lV(O)[i + ZJ e a(1) ]v(‘r)|T ¢h(T) dt d'ol (Gronwall)
o
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- at) JOR (€
e 2 Iv(t)lt < lV(O)IO + J e 2 ¢h(T) dt . Divisant par h et faisant
o
h — O+ on obtient
_a(t) £t - a(t)
2 T
e @l < lyj©], +L e 144y u, D a0 dr
c'est-d~dire (pp.t)
- al) _ a(m
2 t
(1.8) e {Ax uA(t)lt £ ‘A; uo‘o + J e 2 |b;(T)| (1+|A; uA(T)IT) dr .
o

) - L . .
Comme ug €D, IAA udlo reste borné, et on en déduit qu'il existe €>0 telle que

|A§ uk(t)ltsﬂlo On peut donc choisir C pour que

(1.9) ]u}\(t)lt sC, ]ui(t)!t < C uniformément-en ‘'t et A .

e . +
6°) Passage a la limite pour A —> O .

Soit v o=uy - u (v'(E),F_v(E)) = -(AS u, (©) - AE v, (6,F, v(B)

w(t) = Ji ul(t) - JE uu(t) . On a par l'accrétivité de At et sachant que

19 t .t
A;\XGA ka
' . - t o t o - '
(v (t),Ft v(t)) ¢ (AA uA(t) AU uu(t),Ftvv(t) Ft w(t)) d'ou

(V’(t),Ft v(t)) € 2C lFt v(t) - F, w(t)|: (norme duale) .

Par (1.1) on obtient :

(1.10) e a(t)|V(t)|i < IV(O)I?, * 4CJ © a(T)IFT v(T)-F_ w(r)|_ dr .
)
N .
Mais v(0) = 0 et IFT V(T)—FT w(":)lT reste borné uniformément en” T , A et W

Pour montrer la convergence uniforme de la famille Uy s il suffit donc de montrer que
1'intégrale tend vers O pour presque tout T . Or FT est uniformément continue

sur les bornées de ¥ (norme uniformément lisse), il suffit done de considérer
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MOBIOINE luk(ﬂ:)-uu(‘r) - 35wy (1) + J;f w (O],

X3 XiAi u)\(“f)l,17 + uiAi uu(r)lT € (w+)C .

Soit alors u la limite uniforme des u, . Par (1.9) on voit que u est lipchit-

A
zienne, donc presque partout fortement dérivable puisque X est réflexif.

t P
De plus pour tout t avee A  m-accrétif, on a

J; ux(t) —»-u(t) pour i —= O+ car ]A§ u)\(t)l € C

et donc A; ux(t) e A" JE ux(t) , on en déduit par la demi fermeture de At que

u(t) € D .

On considére maintenant l'espace' 36 =”L2(0,T;X) moni de la norme

T )
ifiH = (J if(t)[i d'E)l/2 » On vérifie aisément que c'est un espace de Banach, de
o
T * 12
norme duale (fgiH, = (J lg(t)ft dt) } uniformément convexe. L'opérateur

& = {[u,vle s vit) e Atu(t) pp-t} est m~accrétif dans <& comme on le vérifie

aisément, donc demi-fermé. Or [JE u}\(t) ,A; u)\(t)] e pour tout A>0 et commne
' du
J; u)\(t) converge uniformément vers u , et que A; ux(t) = - a—tj-)\-‘('tv)- reste borné

dans - Lw(O,T;X) s donc a fortiori dans P , on en déduit alors la convergence dans
du

. oo du _du. -
% faible de Jr vers 3¢ avec T e ¢ku . Par suite pp.t on a

%(t) + At u(t) ® 0 , Ceci achéve la partie existence: du théoréme: (1.4).

7°) Unicité. Elle provient du résultat suivant.

(1.11) Proposition. Si %% + Atu 2 f , u(@) = u, et %% + A’tv 28 5, v(0) = v, o
sont solutions fortes au sens du théoréme (1.4), on a
a(t) a(r)
T2 ] i t - 2 |
e’ lw.:;,(t)—'\r(t:)gt < ]uo-vofo + jo e ]f(’::)-g(‘r);T dr .

Démonstration. En effet on a pp.t (%T:- (u-v),Ft(u-v)) < J£(t)-g(t) [tiu-—v‘t d'ol

par (1.1)
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t
(1.12) e—a(t)iu(t)—v(t)[i < iuo—voii + %j e_a('g)[f(t)—g(r)fT ]u(T)‘V(T)[T dt
o

d'oli (1.11) par le lemme de Gronwall.

§°) Un-résultat de sélection de la dérivée & droite.

(1.13)’ProEositionn Sous les hypothéses du théoréme (1.4) et si 'u est solution

< dur t . o i . .
forte de E—~+ Au>f , en tout point t od lb! ‘est strictement (resp., unifor-

- t : P . s
mément) convexe et A est m-accrétif, u est faiblement (resp. fortement) dérivable
at t
“~ . ) [} a (o] . o
a-droite et l'on a —E%w= (£(t)-A ’u(t))t ol (B)t'vest'liunlque €lément de norme

Igit minimale dans-1'ensemble B ' convexe dans X .

Démonstration. Oh se raméne au cas £ = O - comme précédemment et auw point. 't = 0
. . ’ t

(en: effectuant -un changement-de  variable en. ' t). En effet-si-on suppose que A~ est

mraccrétif, alors -u(t) . est dans D . Donc par l'unicité& de la solution "u on se

raméne a &tudier la.dérivée a.drolte en t = 0 de -u(t) .

Soit v .la'solution forte unique de

dv o
() + A7 v(t) 20, v(0) =u_ .

v - existe et est la limite uniforme de la solution approchée v

A
dvk o
T T A ) =0, v (0) =y

On a alors en comparant les solutions approchées uy et A\

- _ ) t .
o (1.14) e a(t)]ux(t)—vk(t)li < =2 joe a(“)(Ai uA(T)-A; VA(T),FT(UA(T)”VX(T)))dT

t
< -%joe_a(T)(A; u, (D-A] v, (1),F_(u, (0)=v, (D) N dr
t ~a(T) o
* %jo e at? (A; VX(T)—AA~Vx(T),FT(ux(T)-VA(TI»dT

P T - <
Par  1'accrétivité des A, on a donc grice & H

A 3
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t -~
e—a(t)'u}\(t)—v)\(t)i < 2‘( e a(T)]uX(T)"VA(T)'T ibr (T)-b, | (1+]A;v7\(r)lo) dr .
o ]

Dol
a(t) £ - a(t)
e ? lux(t)-vk(t)it<J e % Ib (- @] a+layw (] ) ar

v}

Par (1.9) appliqué i la famille vy, » on a donc
a(t) _a(n)

2 t 2
e iu)\(t)—v}\(t)lt < JO e

(1+C) |by(1)—br(0)| dt

R - o o +
On en déduit passant 3 la limite A —> O

a(t) ¢ -
e ? [u(t)-v(t)itéj e 2 (140) EROENOIRL

o + o g0
On en déduit gque 3u(t)-v(t)it =0(t) pour t —> 0 c'est-d~dire que u et v
sont tangentes en t =0 , Il suffit donc de démontrer le théoréme dans le cas ol

At ne dépend pas de ¢t .

Ce résultat découle d'une démonstration analogue & celle donnée par exemple
dans [6]0 En effet si la norme l°[o est strictement convexe, (resp. uniformément
+
convexe), on vérifie que éa% (t}) est faiblement (resp. fortement) continue en ¢t .
Soit v la solution forte de %%=+ Av 3 0 , v(0) = v e La norme (ici ne dépendant
plus de t) sera notée iai . On sait que v est la limite uniforme des fonctions

vy associées, et est lipschitzienne sur [ng] .

Pour presque tout s e [C,?] , On a g%(s) + Av(s) » 0 , d'oll en prenant

u(t) = v(s) , et pour tout ye Av(s) , on a par (1.11) (ieci simplifiée)

t
(1.15) |v(t) -v(s)| gj |yldr d‘on [j—:[ < | av(s)®|
8

et par suite de la stricte convexité de la norme, comme - %% e Av(s) on a

- %% = (Av(s))o . Par suite

[0}

t
v(t) = udij (Av(s))O ds .
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. o 0d 2. £ 0 - . +
Pour montrer la dérivabilité faible (resp. forte) a droite de v en t =0 , il

s o . : N
suffit de montrer que t r> (Av(t))  est faiblement (resp. fortement) continue i

droite en O .

o . . , . . . +
Comme (Av(s)) reste borné, soit y un point limite faible em t =0 . Par

la demi fermeture de A on a &videmment y'erAuo s donc
(1,16) Iyl = i(Auo)oi .

Par ailleurs la relation (1.8) se réduit dans ce cas a

b

e ) [e}
iAva(t)l &£ IAluoi < i(Auo) i . Comme lelct) ~—> v{(t) pour A —» 0O , et

comme Akvx(t) € Ajkvk(t) s, par la demi fermeture de A on a
i(AV(t))O’ £ i€ﬁ+iAva(t)l 53 i(Auo)oi . Faisant t — O (toujours par la demi
Ao

fermeture de A), on obtient

Tim | av(e))®] < | (au )°®] et donec
t%o °

iyl & i(Auo)ol . En comparant & (1.16) on voit que

) . . - !
t > (Av(t))° est faiblement (resp. fortement) continue dans le cas ol |.| est
strictement (resp. uniformément) convexe.

Ceci achdve la démonstration de la proposition (1.13).

(1.17) Remarque. Comme on le voit sur la démonstration ci-dessus, la condition
. o ~ o < t .
de stricte convexité peut étre omise pour la norme dans le cas oi A~ est univogue

et le résultat de la proposition (1.13) reste valable.

9°) Solutions faibles de %% + Atu(t) > f(r) , u(0) = u -

On définit comme dans le cours de H. Brezis [2] la notion de sclution faible .
Le graphe de 1'opérateur selution faible dans LI(O,T;X)x‘ﬂ([O,f];X) est l'adhérence
de lL'opérateur solution forte. On g existence et unicité de la solution faible pour

toute f de Ll(OgT;X) et toute wu_ de D grice 3 1'estimation (1.11) qui passe
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aux solutions faibles ainsi que (1.12).

10°) Perturbation lipschitzienne.

(1.18) Théoréme. Soit B(t,x) : [O,T]X'E —> X une application vérifiant
I rketlo,m) , Yx,yeD, lB(t,x)-B(t,y)lts R(t) (x-y), et YxeD

£ > B(t,x) e LO(0,T;X) .

du

= AY w(t) + B(t,u(t)) >0 ,

Il existe alors une solutien unique de

u{0) = u0<€ D au sens sulvant ¢

Il existe une unique fonction u de e@([O,T];X) qui soit telle que u est

du

solution faible de e

+ Atu(t) > v, u(0) = u, s avec v(t) = =-B(t,u(t)) .

Démonstration : On utilise une méthode de point fixe (cf. Ph. Benilan thése p.I1.21).

Soit S :q?([0,1ﬂ35§ —+ €(0,T;D) 1'application qui & u associe la solution

faible v = Su de %% + Atv + B(t,u(t)) = 0 , v(0) = u - Cette fonction existe
bien et est unique car B(t,u(t)) est dans LI(O,T;X) (B est de Caratheodory et

, . 1
on a une majoration dans L7 ).

‘D'aprés (1.11), pour u et u dans ¥(0,T;D) on a

_ a(t) c _ a(%)
e 2 iSu(t)—gﬁ(t)it~S.[ K(1) e 2 iu(T)Jﬁ(T)[t dr
)
d'ol par récurrence
_aw CS
e 2 s um)-st W], ¢ Ip (J k(e a0 swp lumm|, .
* Jo telo,t]

On en déduit donc que pour n assez grand s™ est contractante de rapport stricte-

ment inférieur & 1 , donc que S admet un point fixe unique.

{1.19) Théoréme. Soit B(t,x) : [O,T])cﬁ' —> X , une application vérifiant ] K>0
pour presque tout ¢t V X, ¥ € B-, [B(tgx)-B(t,y)it-s Kix-yit et

v xeD, t ~> B(t,x) est dans LI(OST;X) .

On suppose de plus que pour tout >0 , il existe g;ga Wl’l(OT;X) tel que
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V:{e:D , On a
[B(t, 08,01, ¢ (B0 ()] 1+l @00 ) -

Alors, pour tout u de D, la solution faible donnée par le théoréme (1.18) est

une solution forte, c'est-d~dire que u est lipschitzienne et vérifie

§%(t) + A% u(e) + B(t,u(t))® 0 pop.t

u(0) =u_ .

e}

- . . n . . . . e
Démonstration : Soit u = § u (avec la notation de la démonstration du théoréme

(1.18)) . On va montrer par récurrence que u_  est solution forte et que les u

1,

sont bornées dans W (0T;X) . Comme (un) converge, les u sont une fonction

bornée dans 4([0,T],X) .

_ alt)
Seit r un rayon majorant commun. Posons an(t) = ]ﬁ;(t)ite z et
- alt)
bn(t) = iB(t,un_l(t))!t e 2 . Supposens que u est dans Wl’m(O,T;X) (ceci

est vral pour uo)° On a alors
[BCt,u (0))-B(s,u ()] < [B(t,u (£))-B(t,u (s))[_ + [Ble,u ())-Bls,u_(s)],
< Klu_(0)=u ()| + [b_(£)-5 ()] (1+] (A° u_(s)]2])
On en dédult que t b= B(t,un(t)) est absolument continue et que pour presque tout

€y

|25 Bu ()], ¢ Klul)], + (Bl ]a+ et o)) .

Par ailleurs , u est solution forte de

du

EE" + A u {t) ® - B(t, u {t)) un(o) =ug

et donc presque partout en ¢
du

- =2 - B(t,u l(t))eAt u_(£)

done i(At un(t))zlt < lu;(t)lt + lB(t’un-l(t)'t



Par suite presque partout on a

(1.19) 15 BCe,u ()], < Klul], + BLolaram], + B ) .

On en déduit par (1.11), pour u = u et v(t) = un+1(t+h) et passant 3 la

n+l

limite h -— 0 .

a(t) ¢ a(r)

o 2 }u£+1<t)it < iu;+1(0)io + JO e 2 7%? B(«r,un(r))jT dt .

2 § = o - - o
Comme un+1(0) A u * B(O,uo) cte on en déduit

a(t) a(t)
t -
2 ()] < cC +e( &3 @) e 2
+1 [ o r

(1.20) e ‘u& !u;(T)IT dt

t _a(m)
+ J lb;(r)i e 2
o .

iB(T,un_l('c)lT dt .

Par ailleurs par (1.19) on obtient {(cf. (L.1))

a(t) . _a(t)
e 2 [B(t,un(t)i < iB(O,uo)iO + J@ i%; B(r,un(r)iT e 2 4r

st ~ —
(1.21) e [B(e,u ()] < €+ | ®e[BI(TI]) e lup ol ar
Jo
alt)
(t T ~
+ | e ‘b;(T)liB(T,un_l(T))TiT dr .
Jo

D'cli en appliquant des majorations évidentes :

t

() < C + j B(T) (a ()+b (1)) dr
&)
t

b () < C+ jo h() (a,(1)%b (1)) d

an+1
(1.22) }

avec h e Ll(O,T) h positive ou nulle,
t
On en déduit (a ,,(t)+b . (t)) <« 2C + ZJO h(r)(an(T>+bn(f))-dT
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d'oli par récurrence
t
an("f) + bn(t) £ 2C exp(zj h(t) dt) .
)

Done a_ et bn restent bornés indépendamment de n , c'est-d-dire que les (un)

restent bornées dans Wl’w(O,T;X) .
Soit alors U 1la solution (forte!) de

dad t

T A 4 + B(t,u(e)) 20 G() = u, -
Par (1.11) on a
_a(t) ¢ - 2l
e 2 ﬂﬁ(t)—un+1(t)it-$ Jo e 2 Klu(T)—un(T)lT dr .

On en déduit la convergence de u vers 4 dans ‘€(O,T,§b d'oli 1'égalité u =41 ,

n+l

ce qui achéve la démonstration du théoréme (1.19).

Une &quation hyperbelique du second ordre.

9 o - - o n a G
0n considére un ouvert borné régulier % de R et on fait les hypothéses

sulvantes :
H.1. At = :’E : §%~ (aij(t,x) 5%—9 est une famille d'opérateurs différentiels
— i j
153
linéaires symétriques du second ordre, uniformément elliptiques sur L2(Q) s pour
. . P 1,1 1,
£ e,[O,T] . Les coefficients aij vérifient en outre aij(t,x) e W {0, T;W ) .
. . + .,
H.2. La fonction Jj : [O,T]x QxR —» R est telle que j(t,x,0) =0 et

que tr > j(t,x,r) est convexe continue sur R pour (t,x) e.[p,Tﬂx . Il existe

b e,wl’l(O,T) (croissante) et C = Lw(O,T;Li(Q)) tels que

Oss<tsT x e Q , re R =2=J(t,x,r) J(8,x,r) < lb(t)-b(s)lx (3(s,x,r)*c(s,x)) .

-t

On note @{t,x,r) le sous-différentiel par rapport 3 r de j , et ~ 6°(t,x,r)
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a2 . . . o
son élément de module minimal. On suppose enfin que (t,x) = & (t,x,r) est dans

Ll((O,T)x 2) pour tout réel r .

1°) Enoncé du résultat.

(2.1) Théoréme. Sous les hypothéses H.l et H.2, pour tout u, de Hi(Q) tel que

j j(O,x,uo(x)) < 4 , pour tout v de LZ(Q) , et tout £ de Ll(O,T;LZ(Q)) , 11
r

existe deux fonctions u et g satisfaisant :

u e L7, E (@) N WoT0,1L5@) , g e LHO0,1)«2) et

2
E—%’- + Atu + g=Ff au sens 9D'((0,TxQ)
ot
)
u(0,x) = uo(x) s 3% (0,x) = vo(x) p.p.: sur Q

g(t,x)e p(t,u(t(x)) pe.p.: sur (0,T)xQ .

Remargueso

1) Ce théoréme généralise au cas A et B dépendant de t et x un résultat

de H. Brezis ([3] théoréme 33).

2) I1 n'y a pas de résultat d'unicité.

2°) Préliminaires.

(2.2) Proposition (Bénilamn). Sous l'hypothé&se H.2, Yo ,¥YVrer,
(t,x) > Bz(t,x,r) est intégrable.

T
DEmonstration : On a en effet j(t,x,r) = J 6°(t,x,p) dp mesurable 3 r fixé ; ox
o
j’x de j vérifie jx(t,x,r) = inf{j(t,x,p) + E%(r—p)z) et
peQ
est donc mesurable en t et x . Sa dérivée Fréchet BK 1'est donc aussi. De plus

1"approximation Yosida

®. est dominde par (30 d’ol le résultat.
A P

(2.3) Proposition. Sous 1l'hypothése H.2, on a Y t2s , VYV remr , Y a0,

jik(t’x,r) - j’)\(s,x,r) € (b(t)-b(s))(j)\(S,X,I’)"‘C(S,X)) o
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Démonstration (cf. Watanabe [7])0 La variable x Jjoue i1ci un rdle de paramétre et

nous ne la noterons pas dans cette démonstration. Notons J§ = (I+XB(t))_I la

résolvante Yosida de B(t) . On a alors
jk(t,r) 3(e, Iy r) + = 'r ~-J, ri d'ol par un calcul direct
3, (65103, (s,1) € 3(8,350) = §(e,350) « (b(E)-b(s)) (§(s,35x) + C(s)) .

Or j(s,Jsr) & jk(s,r) d'oli le résultat.

ki
(2.4) Proposition. Yue Wl’*(O,T;LQ(Q)) 4 ¢ = W (O Ts L (2)) positive,
Y w0 ’ Tet»s30 5 on a

jwmﬂjﬂnmﬂmﬂ&-j¢®®iﬁ&&daﬁﬁx
£ Q

Ju
S o (1,x) B, (t,x,ult,x)) ==(r,x)dx dr
wfrs’t]xg TA ot
. db . 5¢
*j {J;\ﬁsx,u(ﬁ:,x))[(t(’c,x) = 5 (t,x)]dx dt
[Sst x§ )

*‘J $(Tt,x) c(T,x) =— b dx dt .
"[:sgt} %3

a

Démonstration : Elle est identique & celle de (1.1) et s’'obtient en &crivant les

différences finies (On montre que € =3 J’é(t,x) jk(t,x,u(t,x))dx est absolument
Q

continuej,

3°) Démemstration du Théoréme.

Seit XA>0 et soient u {(resp., v_ .) daus Hi(Q) fi HQ(Q) (resp. Hé(ﬁ))

O5A Ok

1
avec u_ o —3 u_  dans HO(Q) (resp. Vo,4 2

X#o
f ﬁ(O,x,uo X(x))dx < j j(O,x,uo(X))dx lequel est supposé fini (3 cet effet, il
$
Q

JQ

suffit de prendre Uy, k(x) compris entre O et uo(x)) .

e v, dans LZ(Q)) et avee

. . 1 2
Seit £ c:W (0 T:L (Q) avec f% g:;i» f dans L (0, T;L7(Q)) .

On va résoudre le probléme approché& suivant :



Szu ¢
5 (E,x) + A7 uy (£,%) + gy (£,%,u, (£,x)) = £ (£,%)
ot
ux(t,x) =0 sur [« [O,Tﬂ s
311}
uX(O,x) = uo,R 5T {(0,x) = VO,X sur ! de la maniére suivante :
1 2 Uy 0
Soit = H_ () x1L°(Q) , W= ( ) ho=( )
© v f
A A
Le probléme approché s’écrit alors :
u
(2.5) U pf + B% = w(0) =u_ = ( )
dt o A7
O, A
0 -1 6]
on k5= 1 - | ]
A% o B (Eaonuy (840))

. . . . . t .
On munit ¥ du produit scalaire variable suivant rendant A"* monotone (en fait

antisymétrique)
Bul Suz
{<U19V1)’(u23V2)}t = JQ E aij(t,x) 5;2 ° 5;} + V‘1 V2 dx .

1,7

t .
Alors i est maximal monetone car on a

D(JF) = {(u,v) ; ue H?(W Hi(Q) s v e.Hi(Q)} et

(I+Jf)ﬂ,= G sféecrit u~v=1f v+ Atu =g d'olil u + Atu = f+ge L2 .

[3S]

On résoud en u avec ue H N Hi(Q) (grace 3 la régularité des coefficients aij

cf. Hnl) et 1'on en déduit V’G:Hi(ﬂ) 0
Grédce & 1'hypothése H.1l, la norme hilbertienne asscciée vérifie les hypothéses
de dépendance régulidre par rapport & t avec une fonction a(t) e Wl’l(O,T;),(crois—

sante) permettant d'utiliser les résultats du premier paragraphe.

Quant & B , il est clair qu'il est lipschitzien (de constante 1/A).
Le théoréme 1.18 assure donc l'existence d'une solution faible U au probléme

approché (2.5), (u_,v,) avec
ATTA

u, (0) = PR v)\(O) =Vooy uxe‘ﬁ(O,T;Hl(Qﬂ

9

v, e €0,T;12(2)) .
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dd.
Comme les solutions fortes approchant uniformément (ux,vl) vérifient Egl = Q& s
ou, 5 '
on en déduit 5T VRQ:QZ([Q,I],L )
On a par (1.11), (1.12)
1 _-a(t) 2 1 2 (% -a()
e lu(t)it < z!u(O)KO +j e (-B(T)U(t),U(t))_ dr
o T
€ -a(t)
+ J e (h(T),U.(T))T dt
)
ce qui s'écrit
du
1 -a(t)r,,t A 1.0 1 2
e L@ @) v O] T 00 shug 50+ glv 17
L (Q) L7(Q)
du t du
+J c-alr) (f 1), ___de) dr‘—J 2l J’ B)\(t ’X’UX(I’X)) _dT)\(T’ x) dx dr
o) LZ(Q) o} 9/
que 1'on majore par (2.4) avec ¢ = e-a(t) et par les hypothéses sur U,y et Voo
H H]
On obtient
du du
1 -at) t A ; -a(t)
e (%, (0),u,(0)) + 32| ] < Cte +L§ £, (g ES dr
L7(Q) 12 ()
+Qj e-acs)jx(s % ux(s X) dx -.f e a(t>33(t XsUy {t,x)dx
Q Q
-a(1)
Al e g +J 5y (mu(e,n e 2@ - 2 @))ax ar
J[S,tjxﬂ Ls t]xﬂ
+
que 1l'on majore encore en remplacant b' - of par (b'-a') dans la dernidre
intégrale.
Notons z(t) = a“)! 2l?, 4 29 5 xu (0ax -
12 ) Q- :

On cbtient

2G5 (0,0, 0) ¢ () < 24 %o, 10%0,0) * 31 o,xiz?;(sz) ' Jgjx(o’x’“o,k(x))dx
) du t N
+J Talt (f (T ), ) +J b'(t)-a' (1)) Jj)\(T,x,u)\('c,X)) dx
0 0 Q

+ constante.
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t t
Par suite z(t) € C. + z(r)(1+]b'(f)—a'(r)|t) dr car [ £ l reste borné,
1 o) o A LZ(Q)

.. ) . 0
ainsi que (A uo,k’uo,k) qui tend vers (A uo,uo) £ kﬂhoqu(g) s que ivo’lez(Q)
)

qui tend vers iv l et que j, (O,x,u_ . (x))dx qui est majoré par
o LZ(Q) Q A 05X

(.
JQJ (0,x,u0’7\ (x))dx.

On en conclut que z(t) reste uniformément borné, en A et t , d'ol l'existence

d'une constante C telle que Y 2>0 voisin de © s te {0,'1‘] on a

du
A t .
(2.6) i-—-—‘ s (A™u, (t),u, () _ ,J 3y (Eyx,u (t,%x))dx
ot 12@) A A u 1,1—11 Q A A
et qu(t)izl majorés par C .
H_(2)

On va établir une seconde estimation permettant de passer 3 la limite lorsque

A o= O . Soit d'abord 3 cet effet T = (u,v) une solution forte de
2
%% + by = (0,g) . On a alors 848 4 Aty = g dans LZ(Q) d'oti

Btz

2

§-%,u(t)) + (Atu(t),u(t)) = (g(t),u(t)) donc en intégrant par parties sur [0,11
ot

2.7 &), - X Lu0) , —JTQ%Ect>722
L°() L7(Q) o L7(Q)

T
.sJ (g(t),u(t))y , dt.
) L)
L'inégalité (2.7) passe alors aux solutions faibles puisque
au
n

9 . 2 1
ST —— 5%- dans ¢ (0,T;L°(R)) , u —>u ‘dans ‘6(0,T;HO(Q)) et g, tend vers g
dans LI(O,T;LQCQ)) .

Appliquons alors (2.7) 3 la solution wu, , On a

A
f ( (6,3) w, (£,%) AT m) u (,0)
B. (tyx,u, (t,x)) u, (t,x) dx dt + =—(T,x) u, (T,x) dx
J(o,T)xsz A A A JQ 5t A
< | v (®) u_ . (x) dx + ( i?i‘-(c ol Zax at +J £, (t,x) u, (t,x)dx dt
£ o O, A TO,A J[O,T]XQ ot ’ [O,T]XQ A aoe

Grace aux majoratiens 2.6 on voit que
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0= Bk(t,x,uk(t,x)) u%(tgx) dg dt reste borné lorsgue X tend vers O .

j[o,ﬂxg

Seoit Wk<t’x> = (I+R8(t,x))_1 uk(t,x) . On sait qu'alors w, est mesurable et p.p.
on a

Sj\<t9xs'i;\<tsx)) <€ B(ﬁ,X,W;\(t,X)) et
0« Bx(tsx,uk<t,x)) wk(t,x) < Sk(t,x,u%(t,x)) ul(t,x) donc
(2.8) 0 < B, (tex,u, (t,%x)) w, (t,x} dx dt < Cte indépendante de A .
1 A A )\
[0,T)*
Grace & (2.7) on peut extraire une suite Xn — O* telle que

u, = u dans w - ﬁ”(O,T;Hi(Q))

1
gukn du % 2
— —— - T .
3T T dans w - L {(0,T;L7(0))

et quitte 3 extraire une nouvelle socus—suite telle que
Uy (t,x) > u(t,x) p.p. sur [Q,f]x € .
n

Dans ces conditions v, (£,x) —> u(t,x) p.p. sur fO,T]x i et par suite de
n

(2.8) le résultat suivant de Ph. Bénilan permet de conclure {en extrayant encore une

sous-suite) que By (tsx,u% (£,x)) - g(t,x) dans w - 1%(O,T)x ) avec
& n
g(t,x) « B(t,x,u(t,x)) p.p. sur [0,T]x 0 .

Le couple u,g satisfait au théeréme.

(2.9) Proposition (Ph. Bénilan, généralisant Brezis [3] théoréme 18).
Soit H wun Hilbert, § un espace mesﬁré borné.,
$ ¢ GxH — [09*®[ s (Esx) > ¢(t,x) convexe continue en x et telle qu'il
existe v : {0 [O,+w[ — {O,+w{ s v{t,r) croissante en r , intégrable en ¢t
. Oi

avee | (96(t,x)) | < y(t,|x]) p.p.teq, ¥Yxen.

Scient fn et v, mesurables de & dans H telles que fn(t)e:8¢(t,vn(t))

- 1 f
pop.-t de Q , (fn vn> e L°(Q) et JQ(fn,vn> € Cte .
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Alors fn est relativement faiblement compact dans Ll(Q;H) et si v {(t) — v(t)

p.p. te & , £ — f ona

f(t) € 93¢ {t,v(t)) p.p.t e .

Démonstration : 9¢(t,.) &Etant cycliquement monotone on a

(£,(6),v (©)=%) + (8¢(t,%)°,x-0) + (0,0(t)~v_(£)) >0, Y x cH
(p(t) 8®(t)wl(0} non vide) d'od

(£ (£),%) < (£ (£),v () + (30(e,0)%x) VxeH
(£, (£),v (1))
*

fn(t) < + y{t,r) ¥Yr>0.

Intégrant sur A mesurable on a if (t)Kdt < . y{(t,r) .
A" rooJa

On en déduit que fn est equi-intégrable car VY €>0 , 1 y>0, n(A)<

= j Y(t,é9§ dt < €/2 = J lfn(t)ldt < £ . Donc fn est faiblement relativement
A ’ A

compaéf dans LI(Q,H) .
Si vn(t) — v{t) p.p.t de & , et fn —- f dans Ll(Q,H) soit A

mesurable tel que v, —> vV uniformément sur A et u(QNA) < ¢ et que de plus

fvn(t)i £ M sur A . Soit A, c A tel que «v{(t,2M) soit borné sur A, et

1 1
u(A‘\Al) <€ . On a alors ffn(t)i £ 1/2%fn(t)i + sup y(t,2M) , donc fn est borné
A
suy A1 . Consid&rant des suites extraites telles q%e £ — f dans LZ(AI,H) s

on a v —> v dans LQCAI,H) donc f(t) « 3¢ (t,v(t)) par la demi fermeture de

3¢(t,.) , € @&Etant arbitraire, ceci a lieu p.p. sur § .
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