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§ 1 . Variétés abéliennes. 
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Définition 1 .1. On appelle tore réel (resp. complexe) le quotient d'un espace 

vectoriel réel (resp. complexe) par un sous-groupe discret D de rang maximum. 

On a donc une suite exacte de groupes de Lie réels (resp. complexes) 

0 __ ...,,.D --+T 
1( --~x --~o X= T/D 

que l'on peut d'ailleurs reconstituer à partir de X, car T s'interprète 

comme l'espace tangent à l'origine et ~ comme l'application exponentielle. 

On notera que T est également un revêtement Uüiversel de X 1 ce qui identifie 

D au groupe fondament~l de X. Nous utiliserons constamment ces notations 

et nous dispenserons le plus souvent de le rappeler. 

Théorème 1 .2. Soit X= T/D un tore complexe. Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) X est une variété analytique projective. 
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(ii) .il existe une forme hermitienne négative non dégénérée H sur T 

dont la partie imaginaire A est entière sur D ,c D • 

Nous énoncerons plus bas un théorème de Kodaira (2.2) dont nous déduirons 

ensuite (1.2) grâce à quelques résultats sur la cohomologie des tores (3.7). 

En fait, comme nous verrons, il est à peu près trivial que (i) implique (ii) et 

l'implication (ii) > (i) sera démontrée dans l'exposé IV grâce à la théorie 

des fonctions thêta sans recours au théorème de Kodaira. Nous n'utiliserons pas 

(1 .2) avant qu'il ne soit prouvé dans l'exposé IV et 9 jusque là, appellerons 

variété abélienne un tore complexe qui satisfait à la condition (ii). Joint au 

théorème de Chow [1] , [2) 9 le théorème ci-dessus nous enseigne que toute 

variété abélienne X est munie d I une structure de v2,riété algébrique complexe 

caractérisée par la condition que la structure de v~riété analytique complexe 

qui s'en déduit soit celle de X. On obtient ainsi un groupe algébrique corn-

plexe Xal qui est connexe 9 lisse et propre ; c'est ce que l'on appelle un 

C-schéma abélien. Réciproquement nous verrons plus tard que tout C-schéma 
= = 
abélien X est commutatif et projectif ; le groupe analytique X 

an 
qui s'en 

déduit est donc un tore complexe projectif 1 c I est-à---dire une variété abélienne o 

Utilisant à nouveau [2] 9 on en déduit que la catégorie des C-schémas 
= 

abéliens 

est équivalente à celle des variétés abéliennes. 

Terminons cette introduction par quelques commentaires sur la condition 

(1 .2 (ii)) o Notons qu 1 une forme hermitienne h est déterminée par sa partie 

imaginaire a car on a 

bien entendu, a est R-·-b.ilinéaire alternée et si:,tisfai t aux conditions pré ci•~ 

sées par le lemme que voici. 

Lemme 1.3. Soient T un espace vectoriel complexe de dimension finie et a une 
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forme R-bilinéaire alternée à valeurs réelles définie sur T " = Les conditions 

suivantes sont équivalentes 

(i) il existe une forme hermitienne h sur T dont a est la partie 

imaginaire ; 

(ii) pour tout (x,y) Ê T ~T , on a a(ix,iy) = a(x,y). 

Nous dirons qu'une telle forme a est de~ (1,1) nous dirons qu'une 

forme de type (1,1) est négative s'il en est ainsi de la forme hermitienne h 

qu'elle définit et nous dirons qu 1 elle est de~ kahlérien si h est négative 

non dégénérée, ce qui signifie que, pour tout x ET , x 1 0 , on a 

a(ix,x) < 0 ou encore a(x,ix) ~ 0 • 

1.3.1. Notons que la forme k(x,y) = a(x,iy) + ia(x,y) attachée à une forme de 

type (1,1) par [W] p. 15 est C-linéaire par rapport à la seconde variable 
= 

et satisfait à k(x,y) = -h(y,x). 

1.3.2. Soit X= T/D un tore complexe. On appelle forme de Riemann sur X une 

forme R-bilinéaire alternée de type (1,1) sur T qui est négative (éven-
= 

tuellement dégénérée) 

Exprimons maintenant la condition (1.2 (ii)) en termes de ''matrices de 

Riemann". 

Proposition 1.4. Soient g un entier, fi, E Mg,
2

g(S) une matrice dont les vec-

teurs colonnes sont linéairement indépendants sur R et D le 
= 

réseau de Cg engendré par ceux-ci. Pour que le tore complexe X= Cg/D soit 
= 

une variété abélienne, il faut et il suffit qu:il existe une matrice antisymé-

trique de déterminant non nul A é M
2

g(~) telle que 

V 

(1) 0,A Q.1 = O 
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- V 

(2) l. ("\A IÎI t t . / 
~û ~û es une ma rice hermitienne negative non dégénérée. 

V 
Notons que (2) signifie que i.0,A .0,' est une matrice hermitienne positive 

non dégénérée 

La transposée d'une matrice M est notée M' 
' 

l'inverse de celle-ci est 
V 

notée M • Par définition, Cg/D est une variété abélienne, s 1 il existe une 

forme de type Kahlerien a qui est entière sur Do La matrice A de a par 

rapport à la base ~
1

, ••••• ,w
2

g est nécessairement non dégénérée par sui te, 

il suffit de prouver que, pour toute matrice A comme dans l'énoncé, les condi-

tions (1) et (2) expriment que la forme a dont la matrice par rapport à 

(i) 1 ' 0 0 0 0 0 y (ù2g est A est de type Kahlérien. Pour celar désignons par U la 

partie réelle de fi, et posons ~ = U + iV Soit 

la base canonique de Cg" La matrice de a rapportée à la base 
= 

e = (e
1

,o•o,e ,ie
1

,.oo 9 ie) de 
- g . g = 

sur R 
= 

est alors Pour éviter 

-1 
de calculer W Y notons que a est de type kahlérien si et seulement si il 

en est de même de la forme 
V 
a 

V 

dont la matrice rapportée à e est B [considé-

rer l'automorphisme dont la matrice dans la base e est B et remarquer que 

la ma tri ce dans la base e de 1 'homothétie de rapport i est J ~ (~ - ~) ] , 

On a donc 

V 

B = 
V 

WAW1 = (ufu1 

VAU1 

et la condition (1.3 (ii)) s 1 écrit 
y 

JB = c 1 est-à-dire, 

y V y 1/ 

0 = UAV' +VAU'= UAU1 VAV' qui n'est autre que (1). Si cette condition est 

satisfaite, la matrice dans la base e de la forme hermitienne k dont 

V 

V 
a est 

-V 

la partie imaginaire est H = i.c1AU1 d I après ( 1 ) Y on a 2H = i :6. A .0, 1 , d ' où 

la conclusion. On prendra garde que la forme hermitienne attachée à i~A il' 

n'est pas celle définie par a o 

Remarque. Tout tore complexe de dimension 1 est une variété abélienne" En 
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effet, si h est une forme hermitienne négative non dégénérée, et si a est 

sa partie imaginaire, a(u)l ,w2) est non nul dès que le rapport des vecteurs Cùl 

et (i)2 n'est pas réel. En prenant pour eül et w2 une base du réseau, on en 

déduit que h//a(w
1

,w
2
)1 est une forme de Riemann non dégénérée. 
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§ 2. Un théorème de KODAIRAo 

Définition 2.1. Soit X une variété analytique complexe. On appelle structure 

Kahlérienne sur X une forme différentielle fermée à valeurs réelles w sur 

X telle que, pour tout x EX la forme R-bilinéaire alternée w sur 
= X 

l'espace tangent T 
X 

à X au point x soit de type Kahlérien (1 .3). On appelle 

structure de Hodge une structure Kahlérienne w dont la classe w E H2 (X,!~) 

appartient à l"image de 

Malgré les apparences, cette définition est en accord avec celle de [W] 

p. 41, voir (L3o1). 

On appelle variété Kahlérienne (resp. de Hodge) une variété analytique com

plexe munie d'une structure Kahlérienne (resp. de Hodge). Dans cette définition, 

2( ' la classe w E. H X9!!) de la forme différentielle ~ est définie grâce au 

théorème de De Rham qui dit que, sur une variété différentiable paracompacte, 

la cohomologie du faisceau constant R se calcule grâce au complexe des formes 

différentielles extérieures (Godement [3] p. 181). 

2.1.1. Pour éviter les ambiguïtés de signe, gênantes lorsque l'on parle de posi-

n* tivité, précisons que, si ~ù désigne le complexe des faisceaux de formes dif-

férentielles extérieures à valeurs réelles, et ~* le complexe formé par ses 

sections, le morphisme 

( 1 ) 

que nous considérons est celui qu 1 induit un morphisme quelconque i 

o~ r* est une résolution {njective du faisceau cbnstant R. En le multi

pliant par (-l)n(n+l)/ 2, on trouve, d'après ([6] po 92) le morphisme induit 

par le cobord itéré 

( 2) 
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attaché à la suite exacte 

( 3) 0 ---R 
0 

--+ ,0, ---;>- --'? 0 
= 

' r, n 
OU IH -=-r désigne le faisceau des formes différentielles fermées de degré n • 

L'application (2) est calculée explicitement dans [W] pour n = 1 et n = 2 . 

Par suite, la classe que nous attachons à une forme est l'opposée de celle con-

sidérée dans [W] "D'après [4] p. 257, les morphismes (1) transforment le pro-

duit extérieur des formes différentielles en le cup-produit des classes de co-

homologie. 

Théorème 2o2o (Kodaira [5]). Pour qu'une variété analytique complexe compacte 

soit projective?il faut et il suffit qu'elle admette une structure de Hodge" 

Nous nous contenterons de prouver la partie triviale du théorème (la réci-

proque sera prouvée dans l'exposé V)" Il est clair qu'une sous-variété d 1 une 

variété de Hodge en est une autre et il nous suffira donc de munir l'espace pro-

jectif complexe de dimension r d 1 une structure de Hodge" Notons X cet espace 

et considérons la suite exacte de faisceaux sur X 

( 1 ) 0 --o/Z e o* 
> -x ---+Û 

désigne le faisceau des fonctions holomorphes (respo holo

morphes inversibles) sur X et oi1 ~(z) = exp(2TTi z)o Soit k E.H
1

(X,Q;) la 

classe du fibré en droites canoniques QX(l) et soit c sa classe caractéris

tique, c'est-à-dire, par définition 1 l 1 image de k par le composé 

( 2) 

' ou S est le second cobord attaché à la suite exacte (1) et où L est induit 

par l'inclusion Z "-? R" Il nous suffira de trouver une structure Kahlérienne 

de classe c car, par construrtion, ce sera une structure de Hodge. 
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Proposition 203. Soit (x ,x
1
,o •• ,x) 

o r 
un système de coordonnées homogènes de 

l'espace projectif complexe X de dimension r • Il existe une unique forme 

différentielle .0, sur X telle que, pour O $o u -., r on ait 

i 2 
Xu = 2i( d'd"Log( L lxy/xul ) , 

o~v~r 

où {xu = xE_Xf xu(x) t 0} De plus, .0, est fermée, réelle, de type Kahlérien 

et sa classe de cohomologie est c o En particulier, ~ est une structure de 

Hodge sur X o 

On définit dans Xu une forme 'u par 

= Jn d : Log ( L 
O.:,; v~ r 

ce qui a un sens car ~ 1 X /x 1

2 ~ l • 
~ V U 

Dans 

i 
d 1 Log(x /x o:;z-;x) 

27l' uvuv 

X 
UV 

= X /lX 
U V 

on a 

Notons maintenant que si X' est un ouvert simplement connexe contenu dans 

et si f est une détermination de Log(x /x), 
U V 

on a, dans xi 
' 

X 
UV 

car f est antiholomorphe par abus de langage, 

on écrira 

= 2._ d'Log(x /x) 
27( U V 

Donc 11 - 11 est une forme holomorphe, donc d" (17 - 11 ) est nulle dans 
·iv ·iu iv '/,u 

X ce qui, par recollement, prouve l 1 existence d'une forme M, telle que 
UV 

( 1 ) [), 1 xu = -d Il 'r;, u = -d ~ u 

1 
= 2ni dLog(xv/xu)" 

Notons que .D, est évidemment fermée ; elle est réelle, car pour toute forme a , 

on a d!d"a = -d 1 d 11a . Prouvons que la classe de cohomologie de ri, est la 
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classe caractéristique de .Q-X(l)" Rappelons à ce propos que x est une section 
u 

sur X 
u 

selon Bourbaki [9] po 65, formule (4), la classe de coho-

mologie attachée à .2.x(l) est donc celle du cocycle C = X /x 
u,v V U 

est paracompact, il existe un recouvrement X 1 = (X') a E. A - a , , de X 

application f A ---;,-[0,r] telle que X~ C Xf(a) , a E A 
' 

et des 

holomorphes F définies dans xi = x1 n x1 tels que, pour tout 
a,b ab a b 

on ait, dans X! 
ab ' ~(F a,b 

) = xf(b/xf(a) 0 La classe dans H
2

(X,~) 

d = F 
abc be 

F + F 
ac ab 

est donc la classe caractéristique du fibré 0 (1) o 

-X 

Puisque X 

une 

fonctions 

(a,b)E.A;,;A 

du cocycle 

Par ail-

leurs, d'apr~s les formules (1), on a il\X~ = -dlf(a) et 1f(b) - lf(a) = dFa,b , 

d I oü il résulte que la classe de d dans H
2 

(X,~) est celle de la forme ..0, 

(cfo 2.Ll)o 

Il reste à démontrer que [l, est de type Kâhlérieno Soit x E. X et soit 

uE.[ü,r] tel que X (x) -1= Û o 

u 
On a, dans X 

u 

f = x /x , 0 -::::: v ~ r 
V V U 

telles que 

( 2) 

Posons 

mules 

.Q.\x 1 
d"d'Log( 

27ü 
f f) 

V V u 

f f et 
V V 

X = 
u 

= 

1 

. 2 
27( iA 

1 

a = f df - f df 
v,w V W W V 

a 11a ) 
v,w v,w 

des fonctions holomorphes 

on déduit de (2) les for-

Posant B = A(x) et b = a (x) , la formule (3) montre que O(x) est la 
V 1W v,w 

partie imaginaire de la forme hermitienne H sur l'espace tangent T à X 
X 

en x définie par 
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H(t,t') :::: _.::!_2 Lb (t)b (t') • 
47CA v,w v,w v,w 

b Celle-ci est évidemment négative ; elle est non dégénérée, car les formes 
v,w 

engend-rent le dual de l'espace vectoriel complexe T puisque parmi elles se 
X 

trouvent les formes b 
u,v 

df , 0 ~ v -:5:: r ? v -:fa u 
V 

qui forment une base de 

cet espace. 

C.Q.F.D. 

Remarque 2.4. Soient X une variété analytique complexe et L un module in•-

versible sur X. Soient X. , i E. I y des ouverts recouvrant X et 
l 

f.EL(X.),iEI des sections ne s'annulant pas. Le raisonnement fait plus 
l l 

haut montre que, si 1 1 on a une 2-forme réelle ~ sur X et des 1-formes 

1i 
sur X. 

' 
i E. I 

' 
la classe de .a est la classe ce,ractéristique de L dès 

l 

nlx. et 
1 

dLog(f /f) que l'on a = d 1· - ~i = 271'i 
. 

l i J U V 
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§ 3 "Cohomologie des tores. 

Pour tout anneau A , tout A-module M et toute A-algèbre B on note 

Alt;(M,B) l 1 algèbre graduée des formes multilinéaires alternées sur M à va

leurs dans B • Soit T = X/D un tore et soit 7r: T ----r X la projection. 

L'algèbre des formes différentielles réelles sur X s'identifie à celle des 

fonctions de classes c00 
sur X à valeurs dans Alt;(T 1~) lesquelles s 1 inter-

prètent comme des fonctions de classe 00 
C sur T admettant D comme groupe 

de périodes parmi celles-ci, les fonctions constantes correspondent aux formes 

invariantes par translation ; celles-ci sont donc ferméeso En associant à 

l 1 unique forme différentielle F sur X, invariante 

= 
par translation, dont la valeur à l'origine est f , on d~finit donc une 

application 

( 1 ) 

= 
Théorème 3o1c L 9application (1) est un isomorphisme d'algèbreso L 1application 

i : H*(X1 ~) ---+ H*(X,~) est injectivea Pour que 1:image par a d 1 une forme 
- -

soit entière [c 1 est-à-dire appartienne à l 1 image de i ] ' 
il 

= 
faut et il suffit que f soit entière sur Dp. 

On trouvera dans [WJ pu 104 une démonstration fort élégante de ce résul--

tat 1 à ceci près qu 1 elle ne montre pas que i est injective. Il est inutile de 

reproduire cette démonstration ; aussi e~ donnerons-nous une autre (3.5.1) qui 

nous permettra également de calculer la cohomologie de X à 1:aide de celle du 

groupe D " 

Pour to~t faisceau F sur X, on notera n*F son image inverse par la 

projection 7(: T --;,. X et on posera F(T) = 1(*F(T). On fait opérer le groupe 

D sur F(T) par la formule (uf) (z) = f(z+u) , u ED, f e F(T) , z e T , à 
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laquelle on donne un sens en considérant que f est une section de l'espace 

étalé attache , a' =*F. N ' ( ) " ous designerons encore par F T le D-module ainsi 

obtenu. On a des isomorphismes évidents: 

( 1) 

Lemme 3.2. Il existe une unique famille de morphismes de foncteurs 

(2) n EN 
= 

définis sur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X et à valeurs 

dans celle des groupes abéliens telle que 9 

(a) b
0 

soit l'inverse de l'isomorphisme b 

(b) pour tout suite exacte O ~ F ---+- G ~ H --+ 0 de faisceaux de 

groupes abéliens sur X telle que la suite de groupes 

0 --+ F(T) ~ G(T) --+ H(T) --+ 0 soit exacte, les diagrammes ci--dessous soient 

commutatifs 

b 
Hn(D 9H(T)) n Hn(X9F) 

(2) l l n EN 
; 

Hn+l(D
9
F(T1) 

b 
~+l (X,F) 

n 

où les flèches verticales sont les opérateurs cobords. 

De plus 9 pour tout faisceau de groupes abéliens F sur X, il existe une 

suite spectrale 

(3) 

dont les "edge,-homomorphisms II sont les b 
n 

De l'avis du rédacteur 9 la démonstration la plus simple de ce résultat s'ob-

tient en notant que le morphisme 7r ~ T ~ X est couvrant dans le topos des 

espaces étalés au-•dessus de X et en explicitant la suite spectrale qui relie 

la cohomologie de Cech de ce morphisme couvrant à celle du topos (Verdier [7]). 
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Les lecteurs qui ont une raison sérieuse de ne pas partager cette conviction 

connaissent depuis longtemps ce résultat et il est inutile de leur fournir une 

référence. 

Il résulte du lemme que, pour tout faisceau constant P, les b sont 
n 

des isomorphismes. En effet, on a Hq(T,~*F) = O,q > 0, car T est contractile. 

Proposition J.2.1. Soient F un faisceau de groupes abéliens sur X et 

X = (X.) , i E. I 
- l 

X. Soient CE. z1
(c*(!,P)) un recouvrement de un 

1-cocycle de X à valeurs dans F et f E. z1
(D9F(T)) un 1-cocycle du corn-

plexe des cochaines inhomogènes de D à valeurs dans P(T). S'il existe des 

sections 

u! (t+u) = 
l 

u. E F(X.) telles que uJ. - u. = c .. et telles que 
l l l lJ 

-1 
u!(t)+ç(t 9u) 9 tE.71 (X.),ue.D, où u' estlarestrictionde 

l l i 
-1 

à 1C (U.), 
l 

1 1 
alors l'image par b : H (D9F(T)) --;>li (X,F) de la classe de 

J(l 

est l'opposée de celle de c • 

u. 
l 

f 

D'après [6] p. 92, la classe de c est l'opposée de l 1 image de c par le 

premier opérateur cobord attaché à la suite exacte 

F O (X F) z
1 

c* (X F) 0 ou' _g_* (!,F) 0 --;,, ---,,. Q _, ~ - _, ~ 9 désigne le complexe (de 

faisceaux) de Cech attaché au recouvrement X et au faisceau F" Les sections 

u. 
l 

â ' 1 . H* (D, • ) • permettent de calculer ce cobord gr ce a a cohomologie , 

la conclusion. 

J.J. Soit e1,••09eN une base du Z-module D . A tout Il-module M 9 = 
associe le complexe obtenu en munissant Alt;(D,M) de la différentielle 

= 
une forme alternée f de degré p 

' 
associe la forme 8f qui satisfait 

= L 
q+l A 

(-1) (e. -l)f(e. 1 ooo9 e. ,o••,e. 
l l l l 

1~q~p+1 q 1 q p+1 

on 

qui, à 

à 

1 ~ i
1 

< i
2 

00000 < ip+l ~ N. Puisque D est libre, on obtient ainsi un fane-
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teur exact défini sur la catégorie des D-modules à valeurs dans celle des 

complexes de groupes abéliens, d'où, en passant à l 1 homologie, un $-foncteur 

exact sur la catégorie des D-modules , d 1 où un morphisme de b -foncteurs 

( 1 ) n E. N 
= 

= 
caractérisé, d 1 après Grothendieck [4] po 141 et 68, par la condition d 1 induire 

l 1 isomorphisme évident en degré O o Les c sont des isomorphismes ; en effet, 
n 

d 1 après loc. cito, il suffit de prouver que le but des C 
n 

est un b -foncteur 

effaçable, ce qui résulte de [8] Po 187 ou de [6] p. 193. 

3.3.1. En particulier, si D opère trivialement sur Ms la différentielle du 

complexe 

( 2) 

introduit plus haut est nulle et c induit un isomorphisme 
n 

C 
n 

N n ~ 0 • 

= 

Proposition 3.3.2. Soient M un D-module et f : D ~ M un 1-cocycle du 

complexe des cochaines inhomogènes attaché à M. L 1 application linéaire 

F:D~M caractérisée par 

= 

F(e.) = f(e.) 1 1 ~ i .:::.: N ï 
l l 

satisfait à SF = 0 

est l'image par c de celle de f o 
n 

On sait que le complexe simplicial 
n n+1 Q (M) = Appl(D ,M) est une résolu-

tion de M, que est le complexe des cochaines homogènes~ 

isomorphe à celui des cochaines inhomogènes, et que la 1-cochaine inhomogène 

f attachée à une cochaine homogène g est f(u) = g(O,u). Par ailleurs, 

d'après [6] p. 92, la classe de cohomologie attachée à un cocycle homogène 

t ( ' g e. C M) est le 

premier opérateur cobord attaché à la suite exacte de D-modules 

0( . 1 *( . 0 --,,. M --r Q M) ----i> Z Q M) -""? 0 • En calculant ce cobord grâce aux complexes 

Alt;(n, o), on trouve le résultat annoncé. 
= 
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Lemme 3.4g Désignons encore par R le faisceau constant sur X et le D-module 
= 

trivial définis par R. 
= 

Pour tout n E:. ~, les deux composés du diagramme ci-

dessous se déduisent l'un de l 1 autre par multiplication 
n 

(-1) • 

a n 
AltR(T 9 ~ 

n 
Hn(X,~) 

= 

j l î bn 

n rf(n,~) Altz (Dy~) -1 
= C 

n 

Le composé b 
-1 

dépend pas de la base choisie pour définir .c ne C n n n 

Bien entendu 9 j est 1 1 application induite par l 1 inclusion D c T ; c'est 

donc un isomorphismey ce qui prouve que la dernière assertion résulte de la pre-

n( , mière. Prouvons celle-ci. Soit f é AltR Ty~) ; d I après ( 2 • t • t ) 9 

= 
est l'image de la forme différentielle invariante F sur X 

dont la valeur à l'origine est f par le cobord itéré 

( 1 ) t::,. H
0

(X9~) Hn(Xy~) 

attaché à la suite exacte de faisceaux sur X 

( 2) 0 R ûo Q,n-1 Q,n 0 0 0 0 0 o 

f 
0 

= 
Nous devons donc prouver que 

( 3) 

où i(f) est la classe de cohomologie attachée au cocycle j(f). Or 1 1 image ré

ciproque r* sur T de la r,solution (2) est l'analogue relatif à T • Comme 

la cohomologie de T à valer:.rs dans les faisceaux qui composent, r* est tri

viale, les sections de r* forment une suite exacte de D-modules" D1 après 

(3.2 (b)) 9 on peut donc calculer le cobord itéré 6.. grâce à la cohomologie du 

groupe D et l'on calculera celle-ci grâce aux complexes Altz{D 9 • ) • 

= 
Soit la base duale de la base du réseau D et soient 
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x
1 

,ooopXN les formes coordonnées de T correspondantes. Pour prouver (3), on 

peut suppo~er que donc 

Pour trouver l::::.(F)p 

construire deux suites F ~ Altp(Dp.Ün-p) , 0 ~ p ~ n s 
p 

, i O i 
0-!:: p ~ n , ou f:i; = H (T,!br) 1 telles que 

(a) F
0 

= F 

(b) dG = F 
p p 

( c) Sa = F 
1 p p+ 

il suffit de 

où d désigne la différentielle du complexe (2) et S celle du complexe 

On aura alors et sa classe de cohomologie sera 

= = 
t(~). La relation (3) deviendra 

n(n~l)/2 
(d) G = (-1) ç· 11 000/\Ç· P 

n 11 ln 

car n(n+l)/2 + n(n-1)/2 = n (mod~ 2)o Posons 

••• /\J::.· dx. l\o••l\dx. 
'::>1 l l 

p p+l n 

p(p-1)/2t t 
G = ( - 1 ) c; . I\ •• o /\ c,, • x . dx . /1. o • o I'\ dx . 

p 1
1 

l l l l 2 l p p+ p+ n 

On a évidemment (a), (b) et (d) o Il suffit de vérifier que les deux membres de 

(c) prennent la même valeur sur les éléments (e. 9aoo9e. ) 
Jl Jn+l 

(ô G ) ( e . ) 
p J 

Par définition de â 9 on a 

= (-l)p(p-l)/ 2 L (-1)q+l((e. -1)G )(e. yooo,~ ,°"o?e, 

1 ~ q~ p+l Jq p J1 Jq Jp+l 

- (-l)p(p-l)/ 2 AID 

où w = dx. I\. a ol\ dx. et 
l l 

p+2 n 

A= 2: (-l)q+l~i I\ 000/\ çi (e. ,ooo,;, 9 0 .. ,e. ).ç. (e.) • 
1~q~p+1 1 p Jl Jq Jn 

1
p+1 Jq 
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Par ailleurs, où 

Il suffit donc de prouver que B = (-l)PA ; B = dét ç. ( e . ) , 
1

u Jv 
or on sait que 

d 1 oÙ la conclusion en développant ce déterminant par rapport à sa dernière ligneo 

Remarque J.5. Nous retiendrons que la classe de cohomologie attachée par le 
d·e 

théorème dê\!Rham à une n-forme alternée f sur T est égale à celle du co-

cycle obtenu en restreignant (-1)nf à D ~ 

3o5o1o Nous pouvons maintenant déduire le théorème (3al) de ces lemmesa D'après 

(Jo4) 1 a 
n 

est un isomorphisme car il en est ainsi de b 
n 

et C 
n 

C'est un isomorphisme d 1algèbres car le morphisme de de Rham transforme produit 

extérieur en cup-produit (Godement [J] po 181)0 L1 application 

i : H*(Xy~) --;, H*(x~~) 
- -

est injective car les isomorphismes b et c rela-
n n 

tifs aux faisceaux constants Z et R identifient cette application à 
= = 

= = 
l'ensemble des formes alternées sur T qui sont entières sur D " 

Corollaire 3060 Soit F une forme différentielle fermée définie sur X et soit 

HF la moyenne de F pour la mesure invariante sur X de masse totale 1 • 

Les formes F et HF sont cohomologuesa 

Bien entendu, dans cet énoncé, on profite de la structure de groupe de X 

pour identifier les formes différentielles sur X aux fonctions de classe c00 

sur X à valeurs dans l'algèbre des formes différentielles sur l'espace tangent 

à l'origine T a Une forme invariante F s'interprète ainsi comme une fonction 

constante et l 1 on a donc HF= F o D'après le théorème (3o1), pour toute forme 

fermée F il existe une forme invariante F' et une forme F" telles que 
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F = F' + dF" o On a donc HF= F' + HdP" • Or il est facile de vérifier que 

Hd = 0 d'où la conclusiono 

Corollaire J.7" Pour qu'un tore complexe soit une variété de Hodge il faut et 

il suffit qu'il admette une forme de Riemann non dégénérée. 

D'après le théorème (J.1), pour qu'une forme différentielle invariante F 

soit une structure de Hodge il faut et il suffit que sa valeur~ l 1 origine soit 

une forme de Riemann non dégénérée. La condition du corollaire est donc suffi-

santea Elle est nécessaire car si F est une structure Kâhlérienne, il en est 

de même de HF d'après les propriétés bien connues des intégrales et, par 

ailleurs, si F est de classe entière, il en est de même de HF qui lui est 

cohomologue. 

Joint au théorème de Kodaira, le corollaire (3a7) implique le théorème 

( 1 • 2) • 

J.8. Soit X= T/D un tore complexe. Nous allons maintenant calculer la cohomo-

logie du faisceau 0 -x des fonctions holomorphes sur X o Tout d'abord, grâce 

à la formule de Kunneth, on déduit immédiatement du théorème (3.1) que l'on a 

des isomorphismes 

= 
Par ailleurs, si l'on désigne par Altp'q(T,2) le sous-espace vectoriel complexe 

de engendré par les formes u 1 /\ • o o /\ U p /\ V l /\ oooÂV 'j 
q 

où 

= 
sont des formes C-linéaires sur T 9 on a une décompo-

= 
sition en somme directe 

( 1) 
p+q = n 

= = 
d'où une décomposition en somme directe 
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( 2) 

n'est autre que l 1 ensemble des formes 
= 

de type (1 ,1) sur T, (1.3). D'après (301) 9 on a donc la proposition 

suivanteo 

des dont 1 1 image dans 

H
2

(x~s) est de bidegré (1 9 1) est canoniquement isomorphe à l'ensemble des 

formes de type (1 9 1) sur T qui prennent des valeurs entières sur Dx D 0 

Théorème 30100 Le morphisme naturel Hn(XpQ) ~ Hn(X9.Q.X) induit un isomorphisme 

HO'n(X,Q) -----+ Hn(X,OX:) o 

La décomposition (308 (1)) est valable pour tout espace vectoriel complexe 

T 9 en particulier pour les espaces tangents aux points de X. On en déduit, 

pour tout n E ~ 9 une décomposition en somme directe 

(1) r= .n.P9q 
p+q = n 

du faisceau .Q,n des formes différentielles sur X à valeurs complexes 9 et, en 

• /"\n ,...O 9n 
particulier, des projecteurs qn . ~ -~ ~ o L'opérateur d" augmente le 

second degré d 1 une unité et 1 d 1 après le théorème de Dolbeault (cf. [10] p. 184) ~ 

la suite 

( 2) 0 

est une résolution par des faisceaux fins du faisceau OX: des fonctions holo

morphes sur X. De même9 d'après le théorème de de Rham, la suite 

( 3) 0 __ .,,.c d 
--➔) 00.0 

= 

est une résolution par des faisceaux fins du faisceau constant C o Enfin 9 un 
= 

calcul immédiat montre que le morphisme naturel 
l S ___,. .Q.X et les projecteurs 
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qh définissent un morphisme de la suite (3) dans la suite ( 2) 0 Si 1 1 on désigne 

i . ri1i .Qi par n ~t les modules formés par les sections des faisceaux et 

ri,O,i 
- 9 

on en déduit que 1 1 on a un carré commutatif 

i 
Hn(X9~) n n 

H (X9.Q.X) 

(4) î 1 î 1 

Hn ( Q, *) 
qi 

n 

Hn(.a,Os*) 

où i est induit par i C -,1> .2.x et q' par qn 0 Puisqu'une forme in-n = n 

variante F satisfait d"F = 0 9 on déduit de (4) un carré commutatif 

i 
__ n_➔ Hn(X,.Q.X) 

( 5) 1 jn 

= = = 

où la verticale de gauche est 9 comme on a vu 9 un isomorphismeo Il reste à dé-

montrer ·qu 1 il en est de même de celle de droiteo Montrons que j est injectiveu 
n ·-

Soit W une forme différentielle sur X 9 identifiée à une fonction indéfini

ment différentiable sur X à valeurs dans Alt:(T 9S)" Comme plus haut, on 
= 

notera H~ la moyenne de w relativement à la mesure invariante sur X de 

masse totale 1 o Bien entendu, si Jw est bihomogène de bidegré (p,q) 9 il 

en est de même de Hw et 9 par ailleurs 9 il est immédiat que Hdw - 0 9 d 1 où~ 

par homogénéité, Hd"w = 0 o Soit alors w une forme invariante de bidegré 

(O,n)o Si sa classe de cohomologie est nulle, il existe une forme ~ de bi

degré (Oyn-1) telle que w-= d"Ct ~ d 1 oü H(i} = Hd"o: = 0 9 donc w = 0 5• 

donc j est injective. 
n 
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Pour prouver que jn est surjective 9 il suffit de montrer que pour toute 

forme w de type (0 9 n) telle que d"w:::: 0 , il existe une forme o: de 

type ( 0 ,n-1) telle que w = He..> + d"o: , car la classe de Hw appartient à 

l'image de j 0 

Il 
Pour cela, nous choisissons une structure hermitienne sur T , 

ce qui donne naissance à des opérateurs locaux ô et S" homogènes de bidegrés 

0 et (0~-1), tels que ô.= 2(d"8" + 8"d"), [W] p. 41 et 44 "En choi-

sissant une base de D et en développant en série de Fourier les coefficients 

d'une forme f on définit d'après [W] p. 69 , une forme Gf telle que 

f = Hf +~Gf • L'opérateur G est homogène de bidegré O et satisfait 

dG:::: Gd , d 1 où, par homogénéité, d 11G = Gd11
• En particulier, on a 

w = Hw + 2d 11$11Gc.> + 2a 11d 11Gc.> 

or S11d"Gw = $11Gd"w = 0 , d I où la conclusion, en posant Cl'. = 2611Gw " 
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Définition 1 . Soient X une variété analytique complexe et .Q.X le faisceau 

des fonctions holomorphes sur X. On appelle groupe de Picard de X et on note 

Pic(X) l'ensemble des classes à isomorphisme près de modules inversibles sur X 

[ faisceaux de .Q.X-modules localement libres de rang 1 ] . 

D 1 après [ 1 J p. 6 5 , si o* 
-X désigne le faisceau des fonctions holomorphes 

inversibles sur X 1 on définit un isomorphisme 

( 1 ) Pic (X) 

en attachant à un module inversible L , un recouvrement de X par des ouverts 

X., i El, et une famille f. E L(X.) de sectionsne s'annulant pas, la 
l l l 

classe du cocycle de Cech caractérisé par 

(2) f. = f .• c .. 
J l lJ 

P · 11 . X T/D t t 1 1 1 F E z1c*(n,~*(T) ', ar ai eurs, si = es un ore comp exe, un -cocyc e -i 

du complexe des cochaines inhomogènes du D-module ~(T) permet de faire 

opérer D sur le module inversible trivial T x C sur T par 
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(3) (x,a,u) (x,a,u) E TxC xD. 

le quotient T x C/D est alors un module inversible L sur X dont les sec-

tiens sur un ouvert U de X sont les fonctions holomorphes (j : 7î-
1 (U) ~ C 

telles que 

(4) e'(x+u) = ff(x) .F(x,u) xE.T,uED. 

Proposition 2 . Soit l * * FEZ C (D,~(T)), soit L le fibré qui lui est attaché 

par (l (3)), soit c la classe de cohomologie attachée à L par (1 (2)) et 

soit f EH
1

(D,~(T)) la classe de F" L'image de tp par le morphisme 

(1) H
1

(D,.%(T)) --H
1

(X,~) 

de (I 3.2) est l 1 opposée de celle de F. 

On déduit ceci de (I 3.2,1) en considérant un recouvrement de X par des 

ouverts simplements connexes X. 
l 

i E. I et des sections f. E L(X.), qui 
l l 

ne s'annulent pasc On notera que (1) est un isomorphisme car H
1

(T,.%) = 0. 

Proposition 3 , Soit X= T/D un tore complexe" On a une suite exacte 

0 

On considère la suite exacte de faisceaux sur X 

( 1 ) 0 --»Z 
= 

0( . oü ~( z) --- exp(2 'TT iz), Puisque X est compacte, H X,~_) est surjective et 

la suite de cohomologie attachée à ( 1 ) s 1 écrit 

1 ( . 1 . ~ H1 
(X,Q~) ~ H2

(X,~) 
(X_ 2 

( 2) 0 ~ H X,~) --r- H (X,QX) ~ H (X,QX) --:,,. e,e,.., 

On a vu (I 3.8) comment identifier HO'n(X,Q) et 
n 

H (Xy.Q.x), 11 reste donc à 

. t· t H
1

'
1

(X.~) prouver que le noyau de l 1 appl1ca ion Œ es , (cf. I 3c9), Soit 

et soit 
0,2 1,t 2,0 

X = X + X + X la décomposition en éléments homo-

gènes de son image dans 
2 

H (X,Q). Puisque x est réel, on a x=x donc 
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2,0 0,2 
x = x r car le conjugué d'un élément homogène de bidegré (p,q) est ho-

mogène de bidegré (q,p). Pour que a(x) = O il faut et il suffit, d'après 

( I 3 . 11 0) , que . , . , 1,1 
ce qui equivaut a x = x , d 1 oÙ la conclusion. 

On sait que (I 3.10) reste valable pour une variété Kahlérienne compacte 

quelconque ; il en est donc de même de la proposition 2 . 

Corollaire 4 ' Soient X= T/D un tore complexe et soit T l'anti-espace de 

T [obtenu en faisant opérer C sur 
= 

T par (a,x) 
-

~ ax ] . Soit 

" ~-

T = Homc(T,S) et soit D l'ensemble des y ET tels que la partie imaginaire 
= 

de y soit entière sur D , On a une suite exacte 

0 -- r - 1- H
1 

(x o*) ? '-X ---0 

où 1 est l'application qui, à x E. T associe la classe du fibré inversible 

sur X attaché par (1 (3)) au cocycle 

;,. 

){(x): D 
* 1 --~c 

= 
Pour tout (;,x) E. T x T la forme < , > est 

donc C-linéaire par rapport à la première variable et C-anti-linéaire par 

rapport à la seconde_ En identifiant une forme linéaire sur T à la forme dif-

férentielle sur X invariante par translation dont elle est la valeur à l'ori-

gine, on trouve des isomorphismes qui rendent commutatif le diagramrae ci-dessous 

Hl (X
1

~) 
1 ( \ H X .• 2J i> 

l ( . 
H X~QX) 

( 1 ) (î (î (î 
HomR(T?~) 

u 
HomR(T,S) 

V 
Homc(T,S) 

= = = 

où u est induit par l 1 inclusion de R dans C et otr d 1 après (I 3.10), v 
= 

associe à une forme R-linéaire f sa partie C-antilinéaire. On a donc 

( 2) ( vf) ( x) = ½ ( f ( x) + i f ( ix) ) X E. T 
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Il est immédiat que~ composé vu est un isomorphisme, l'isomorphisme inverse 

A A 

étant obtenu en attachant à x ET la forme f : T ------? ~ , f(x) = 2Re <x,x ::> • 

Il en résulte que l'image de H
1

(X,~) 
A A A 

dans T est l 1 ensemble des x ET dont 

la partie réelle est demi-entière sur D • Soit alors 

l'isomorphisme obtenu en multipliant par (1/2i) celui qui figure dans (1). 
A 

par Œ est D et pour prouver la proposition, 

il reste à démontrer que le composé n'est autre que 

Or, dlaprès (I 3.4), l 1 image par Q d 1un élément 
A 

X E. T est la classe du 

cocycle alterné b é. Alt!(D,OT(T)) , b(u) = (-1/2i) < ;,u > , (I )"))" CeLü-ci 

est également un cocycle du complexe des cochaines inhomogènes du D-module 

~(T) et, d'après (I 3.3.2)? sa classe est encore égale à a(;) ; l'image de 

x par le composé ci-dessus est donc la classe du cocycle 1( *("). c E. Z D, OT T) , 

A 

c(u) = exp(-'lt<.XyU ,..) . D'après la proposition 2 

la conclusion. 

Définition 5 . On appelle dual d 1un tore complexe X= T/D le tore complexe 
h ."o. A 

X= T/D" 

D'après ce qui précède, on a un isomorphisme de tores réels 

H
1 

(X 9~)/H
1 

(X 1 ~) 
_,v_-;,X 

- -

de plus, d'après (4 (2)), la structure d'espace vectoriel complexe dont on munit 

1 
H (T,~) ~ HomR(T,!) en transportant celle de T grâce h l'isomorphisme vou 

est telle que 

( 1 ) (if) (x) = f(-ix) X E. T 

Nous allons voir que X est la variété des paramètres d'une famille analy-

tique de modules inversibles sur X, autrement dit, nous allons décrire un mo-

dule inversible P sur Xx X appelé fibré de Poincaré de X. Puisque 
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A 

X~ X = (T x T) / (D x D), on peut construire P à l'aide d I un 1-cocycle c de 

D ~ D à valeurs dans le groupe multiplicatif des fonctions holomorphes inversibles 

sur T x T • On pose 

( 2) 

On notera que la fonction dont c est l'exponentielle est C-linéaire en x 
= 

A 

et x et que, par suite, est une fonction holomorphe. De plus, c est 

bien un cocycle car on a 

A 

et Im ( < ; , u > ) est un entier par définition de D • Désignons donc par P le 

rv 
fibré attaché par (1 (3)) à c . Soient V une variété, V son revêtement uni-

versel, G son groupe fondamental, 
rv F 
V--~TxT 

t L ,. 
V X,. X 

f 

un diagramme commutatif et 

,._ N 

g : G .....,..-➔ D x D un morphisme de groupes tels que F(xu) = F(x) + g(u) , x E. V 

u E G . Le cocycle du fibré f*(P) sera 

c'(u,x) = c(g(u);F(x)) 
N 

X E. V u E. G 

* A A 

En particulier, le cocycle du module inversible e (P) , où e : X ---:> X x X est 

le module inversible * e (R_) 

~~trivial, et même trivialisé" 

,._ ., A 

De même , si x E. T on a un morphisme f : X -:>- X x X induit par 

F : T --+ T 1( T , F(x) = ( ;,x) • Le module inversible f* (P) est donc celui 

attaché au cocycle 

A 

exp7e <X,u > 

sa classe dans où 1 est le morphisme du corollaire. 

4. D'où ce qui suit 

A A 

Proposition 6 . Soit x E. T et soit ç le point correspondant de X. La classe 
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du module inversible induit par P sur la fibre en ~ de la deuxième projection 

" XxX 

Remarque 7 " Il existe sur 

plexe telle que les applications 

H
1

(x,o) -x 

une unique structure de groupe de Lie corn-

soient holomorphes. D'après Grothendieck [2], le groupe de Lie Pic(X) ainsi 

obtenu représente le foncteur qui, à tout espace analytique S, associe l'ensemble 

Pic(S) des classes à isomorphisme près de modules inversibles normalisées sur 

X - S ~ un module inversible normalisé étant un couple (L,r), où L est un 

module inversible sur X x S et r : 0 ~ e*(L) -s un isomorphisme de modules in-

versibles sur S , où e : S ~ X x S est la section nulle du S-groupe X x S , 

.. 
On a vu que le fibré de Poincaré e~t,un module inversible normalisé sur X x X il 

détermine donc un morphisme de variétés analytiques }{; : X --+ Pic (X) qui, 

d'après la proposition 6 n'est autre que le morphisme induit par 

,._ 

Le dual X du tore X se trouve ainsi identifié à la compo-

. ( .) t H
1

'
1 (x.~·) sante neutre~ Pic X, cependan que le groupe , décrit dans (I 3.9) 

est identifié au groupe des composantes connexes de Pic(X), souvent appelé 

groupe de Néron-Severi de X, Notons au passage que~ par définition de X, le 

-· 
fibré de Poincaré est la restriction à X x X du fibré universel porté par 

Remarquons que ce qui précède assure que~ tore complexe attaché au dual 

(au sens de la géométrie algébrique) d 1 un C--schéma abélien Y est Je dual du 

tore complexe attaché à Y 1 car, d:après [GAGA], la catégorie des modules in-

versibles sur Y est équivalente à celle des modules inversibles sur le tore 

complexe correspondant. 
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Proposi tian 8 . (Bidua] i té) . L'isomorphisme naturel k : T ~T 
T 

induit un isomorphisme 
IV , 

D --r D , donc un isomorphisme 

( 1 ) 
N ,. 

~ : X---➔ X . 

, 

Soit p le module inversible sur XxX obtenu en transportant par 1/~ le 

, ' 
fibré de Poincaré de X On a p = s * (!) . où s : X~ X --:>X:< X est la symé--

" 

trie. Soit x ~ T et soit ~ EX son image. Le fjbré inversible sur X attaché 

' A 

est 1 · image inverse de P par le moq)hisme X - X x X induit par 

r. A 

T ---> T X T ' X 1--;,, ( X • X) ' 

La première assertion est évidente. Quant à la seconde. notons que 

caractérisé par la condition 

< X • X > c,:, < kT (X) • X > . X E: T . X E. T 

A 

11 en résulte que le cocycle de P est 

-- exp(n <~,u >+'TT <~~x+u>) 

cependan~ que celui de s*(!) est égal à 

Ces deux cocycles sont égaux. car 

1( < u . n > - TC < u . u > = 2n i lm < u . u > 

A 

d après ( 5 ( 2 ) ) 

est 

et lm < u, ll> est e11lier péLr difinition de D . Donc la clern:i èrP 

' 

assertion en résulte en ap,ll iqnant la proposition 6 à X et X . 

Remarque 9 . 11 est imm~diat qne 
, 
X est fonctoriel en X et ,1ue X :---,'> ~,, 

ù 

un isomorphisme de foncteurs : donc si f: X---,,. Y est un r.iorphisme de tores 

complexes, les isomorphismes et identifient f et f 

Proposition 10 . Soit n un entier et soient X et X les grouJes des points 
Il X 
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d'ordre 
A 

n de X et X Ce sont des groupes finis d'ordre 
2g 

n , où 

g = dim X. Soit n~ le groupe des racines n-ièmes de l'unité. On a une forme 

bilinéaire non dégénérée 

XK X--➔ IJ. 
n n nr 

A A 

induite par l'application {x~ i)j---J exp( 2ni n lm < ~ ,x > ) , x E. T , X ET • 

La première assertion est immédiate ; de fait, le groupe des points d'ordre 

fini de X est canoniquement isomorphe à D®z2/D, lui-même isomorphe à 
= 

où g est la dimension complexe de X. La seconde assertion résulte 

A A 

du fait que lé, forme Im <-X,X> induit une dualité entre D et D car c'est 

une forme R-bilinéaire non dégénérée. 

Proposition 11 • Soient L un module inversible sur X et soit H la forme 

hermitienne dont la partie imaginaire A est la classe caractéristique de L 

A 

Soit FH: T--+ T le morphisme défini par FH(x)(y) = H(x,y) et soit 

A 

~H : X --1- X le morphisme qu'il induit~ Pour tout o: E. X , on a 

!O (Q'.) = - Cl(L -L) TH a: 

où L = t; (L), et to: : X --+ X la translation ta(x) = x+œ 

Soit a E. T et soit a E. X son image. Par définition, ~ H(cx) est la classe 

du fibré L attaché par (1 (3)) au cocycle 1 * ce. Z (D,~(T)), 

c ( (u,x) = exp('TT' <FH(a) ,u >) = exp(11H(a,u)). Pour pouvoir utiliser le complexe 

des cochaines alternées (I 3.3) nous choisirons une base e 1 , • • • , e 2g 

D'après (1.2) et (I 3.3.2), ~H(~) est également la classe du cocycle 

c'(x,e.) 
l 

Il reste 

= 
c' (x,u) = exp(-~H(a,u)). En effet, on a 

-1 
=c(x,e.) ,1.:::;i~ 

l 
2g. 

à trouver un cocycle f e. Alt~(D,~(T)) dont la classe est 

= 

de D C 

L et qui 

satisfait à f(x+a,u)/f(x,u) = exp(7ïH(a,u)), ce qui résulte du lemme que voici. 



II.9 

Lemme 11.1. Soit L un module inversible sur X et soit H la forme hermitienne 

dont la partie imaginaire A est la classe caractéristique de L. Il existe 

A A 

x E. T tel que la fonction f'(x,u) = exp(7t (H(x,u) + <. ;,u >)) , x E. T , u €. D 

1 * 1 ( * soit un cocycle f e. Z (D,.Q,_i,(T)) dont la classe tp EH X,OX) est celle de L. 

A A 

Pour tout x E. T , on a f = exp(2n i g), où 

A 

g(x,u) = (1/2i) (H(x,u)+< x,u >). On a évidemment 

g(x+u,v) - g(x,v) - g(x+v,u) + g(x,u) = A(u,v), (u,v) E. D x D • 

Prenant pour (u,v) un couple (e.,e.), 1 ~ i < j ~ 2g, on en déduit que f 
l J 

est un cocycle et que l'image de sa classe par le premier cobord 

H
1

(D,~(T)) --,.H
2

(D,~) est A. Soit L' un module inversible ayant même 

classe que f . 
' 

la classe caractéristique de 1 1 -L est nulle ; d'après le.corol-

A A 

laire 4 , il existe donc x' ET tel que la classe de L'-L soit celle du co-

cycle exp(7C <:.;', u >), d' Otl la conclusion. 

Corollaire 12 . Pour tout module inversible L sur X, on a un morphisme de 

groupes de Lie complexes ~L : X ~x, ~L(a) = Cl(La-L). 

Remarque 13 • Pour que ~L soit surjective, il faut et il suffit que la forme 

hermitienne H dont la partie imaginaire est la classe caractéristique de L 

-~ 
soit non dégénérée. Puisque X et X ont même dimension, le noyau de ~L est 

alors un groupe fini dont l'ordre est appelé~ degré de L. (N.B. un morphisme 

de tores surjectif à noyau fini est appelé une isogénie). On démontrera dans 

l'exposé IV que si H est une forme de Riemann non dégénérée, on a 

On observera que la première égalité garde un sens en géométrie algébrique ; 

c 1 est la forme que prend le Théorème de Riemann-Roch pour les variétés abéliennes. 
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Remarque 14 • D'après la propriété universelle de 
,. 
X (cf. 7), le morphisme ~L 

est caractérisé par le module inversible normalisé sur 

X X X • On vérifie aisément que où 

Proposition 15 • Soit L un module inversible sur X. Les conditions suivantes 

sont équivalentes 

(i) fL = 0 

( i i) R ( L) = o:X ~ x 

(iii) la classe caractéristique de L est nulle. 

On peut aisément démontrer que la condition (ii) est équivalente aux autres 

,._ 

sans utiliser la propriété universelle de X. 

16 • Soient X= T/D et X' = T'/D' des tores complexes ; le groupe abélien 

H(X,X1 ) des morphismes de X dans X' est isomorphe à un sous-groupe de 

= 

E (X) est une 
0 

c'est donc un Z-module 
= 

libre de rang fini. Nous poserons 

Q•-algèbre de rang inférieur~ égal à 
2 

4g. 

on voit donc que 

Pour ce qui suit, 

il sera utile d'avoir remarqué que la catégorie des tores complexes est une sous-

catégorie de celle qui a les mêmes objets et dont les morphismes de source X 

et de but X1 sont les éléments de H (X,X1 ). Les isogénies apparaissent ainsi 
0 . 

comme les morphismes de tores complexes qui admettent un inverse dans cette nou-

velle catégorie, appelée catégorie des variétés abéliennes à isogénie près. 

Proposition 17 • (Théorème de complète réductibilité de Poincaré). Soient X une 

variété abélienne et X' un sous•-tore-complexe de X . Les tores X' et X/X' 

sont des variétés abéliennes et X est isogène au produit X'~ (X/X'). 



II .11 

En effet, si A est une forme de Riemann sur X et si H est la forme 

hermitienne correspondante, l'orthogonal relativement à A du réseau D' dans 

le réseau D est un réseau de l 1 orthogonal relativement à H de l'espace tan-

gent T1 dans l'espace tangent T , car H(x,y) = A(ix,y) + iA(x,y) , 

18 • Soit X= T/D un tore complexe et soit cr- un endomorphisme de X. Notons 

PO- le polynôme caractéristique de l'endomorphisme crD de D induit par cr. 

C'est un polynôme à coefficients entiers : 

( 1 ) P = x2g + 'h(o-)x2g-1 + ••• + v(o-) 
a-

Les entiers Tr~) et Y(<rJ s'appellent la trace et le degré de a-. Puisque 

v(o-) = détp-D), ce nombre est l'ordre du conoyau de cr-D, du moins si celui-ci 

est fini ; dans ce cas, c 1 est donc également l'ordre du noyau~ 0-• Soit H 

une forme de Riemann non dégénérée sur X· 
' 

le morphisme ~H: X ~x est une 

isogénie, il admet donc un inverse dans la catégorie introduite plus haut et dé

finit une.application cr~cr- 1 
-1 .... 

~ cr-' = ~H cr~H ' de l'anneau E (X) 
0 

dans lui-

mêmeo Par construction, ltendomorphisme cr:' de T induit par cr' est l 1 adjoint 
T 

relativement à H de 1' endomorphisme cr T induit par cr-. On a donc 

en disant que a-,~ o- 1 est une involution de l'algèbre E
0

(X). 

Théorème 19. Soient X une variété abélienne et H une forme de Riemann non 

dégénérée. Pour tout cr E E (X) , cr -/=- 0 , on a Tr (cr-cr-1 ) > 0, où cr-' est 
0 

1 1 image de o- par l'involution attachée à H • 

Notons d 1 abord que l'inclusion de D dans T induit un isomorphisme 

= 
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endomorphismes de D et T induits par un endomorphisme cr de X • On a donc 

Tr(cr-cr-') = 2 Re Tr(crT<r,_i,), d'où la conclusion, puisque <rT est l'adjoint de 

0-T relativement à la forme hermitienne positive non dégénérée -H. 

Théorème 20 • Soit X une variété abélienne. L'anneau E (X) est semi-simple. 
0 

Soit o-i--+cr' l'involution de E (X) induite par une forme de Riemann non 
0 

dégénérée sur X et soit K le centre d'une composante simple de 

K
0 

= {x E.K lx':::; xJ. 

(1) K est un corps de nombres totalement réels 
0 

E (X) • 
0 

(2) si K ~ K 
0 

le corps K est une extension quadratique totalement 

imaginaire de K 
0 

Soit 

Si X et Y sont des variétés abéliennes simples, tout morphisme non nul 

f : X ~y est une isogénie, car autrement le noyau de f serait une sous-

variété abélienne non triviale de X. En particulier, E (X) 
0 

est un corps 

(voir 16). Par ailleurs, pour toute variété abélienne X, il existe, d'après 

le théorème de complète réductibilité de Poincaré, des variétés abéliennes deux 

' deux non isomorphes X. 1 ~ i ~ a 
' l 

Il. 

isogène à TT x_i 
l l 

des M (E (X.)), 
Il. 0 l 

l 

Il en résulte 

ce qui prouve que 

r et des entiers n. tels que X soit 
l 

que E (X) est 
0 

isomorphe au composé direct 

E (X) 
0 

est semi-simple. D'aucuns auraient 

dit que la catégorie des variétés abéliennes à isogénie près est abélienne, 

semi-simple et artinienne. 

Notons maintenant que l'involution respecte chaque composante M (E (X.)) 
n. 0 l 

l 

de E (X) donc aussi son centre, qui est celui de E (X.) 
0 l 

et qui est un corps; 
0 

notons-le K • La représentation cr-~o-D de K dans D
O 

= D®z2 est un 
0 = 
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multiple de l'unique représentation simple de K sa trace est donc un mul-

tiple de la trace de l'extension K/Q ; si l'on note tr cette dernière, on 

~ura donc, pour tout x E K, tr(xx 1 ) / 0 o Pour prouver (1) 1 considérons les 

différents plongements 

soit pas réel. L'image de f
1 

2 

K 
0 

dans C et supposons que 

est alors dense dans C et il existe donc 
= 

ne 

x E.K tel que Re(J:) < -1. 
0 

D1 après le lemme d'approximation, pour tout 

nombre réel Ê > 0 et 

if. (y)J < E, 
l 

2.:;; i~ n. On en déduit que 

est négatif dès que E est assez petit, ce qui est une contradiction car 

2 
yy' = y • Pour prouver (2), on note que si K est différent de K 

0 
on a 

[K: K J ~ 2 . Il existe alors 
0 

x e. K tel que K = K (x) , x' = -x et il 
0 

faut prouver que, pour 1 ~ i ~ n ( 
2. 

on a f. x ) < 0 • D I E!,près le lemme 
l 

d'approxim~tion, pour tout nombre réel E > 0 et tout entier i 

il existe y E. K 
0 

tel que if.(y)I > 1 
l 

et If. (y) 1 < é. ,· j f.: 
J 

i o De plus 1 

2 2 
xy(xy)' = -x y 

le même signe que 

( 
2 2. 

donc tr x y ) < 0 • Si é est assez petit, 

donc le même signe que d'où la con-

clusion. Notons pour terminer que, pour tout plongement g de K d~ns C et 
-

tout x E K, g(x') est le conjugué de g(x). 
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DIVISEURS SUR LES TORES COMPLEXES 

par Mo Demazure 

Cet exposé n 1 est qu 1 un démarquage du chapitre VI des "variétés kahlériennes" 

Ao WeiL 

On considère un tore complexe X de dimension n, on note T son algèbre 

de Lie, p : T ·~ X 1 1 application exponentielle et f le noyau de p ; p 

induit donc un isomorphisme de variétés analytiques complexes T/f ~ X o 

1 o Description des faisceaux inversibles~~ tore complexe a 

1 o1 Rappelons (II,1) l'existence d 1 un isomorphisme canonique 

1( 0( *·) () H f ,H T ,.2ir) -➔ Pic X 

que l 1 on peut décrire comme suito Si u f-----7 F(z 7 u) est un 1-cocycle de D 

dans c I est•-à-dire si, pour z E. T et u E. r ' on a 

on lui associe le .2ir-module inversible LF sur X 

ouvert U de X , on ait 

tel que, pour tout 
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les sections méromorphes de LF sur U s'identifient alors aux fonctions mé-

romorphes ,8 

définio 

sur -·1 ( ) p .u telle que 0(z+u) = 8(z)F(z,u) lorsque e(z) 

L2 Rappelons également (1?3) 1 1 existence d 1 un isomorphisme canonique 

que 1 1 on peut décrire ainsi pour i=2 ; si ( u 1 u 1 ) 1-➔ ex ( Uy u 1 ) est un 

2-cocycle de f dans ~, c 1est-~-dire si 

est 

alors (uyu 1 ) i---+ Q(u,.u 1 ) - Gt(u1 ,uj est bilinéaire alternée 

dans Alt
2 (f 1 ~) de la classe de a par l'isomorphisme donnéo 

c 1 est l'image 

1o3 On consid~re alors la suite exacte 

où ~(f) 
21t:if 

= e et l 1 opérateur bord corres-

pondanto On notera 

1 1 application composé de -d et des deux isomorphismes précédentso Si L est 

un 0 --module -x inversible, on notera aussi _!(LJ l'image par A de la classe 

de L dans Pic(X)o Rappelons (11?2) que si on identifie Alt
2 (f,~) ~ 

H
2

(X.Z) 1 _!(L) est la classe caractéristique de Lo 



III.3 

Propositiono- Soient H une forme hermitienne sur T 1 A sa partie imaginaire, 

et soit a ~ f -~ U ~ applicationo 

FH (z~ uJ 
~a 

1 (f O ( * ' appartie11tle à Z :,H . T ,,~))? il faut et il suffit ~ g u 

ait A(u,u 1 ) E Z et 

Posons On a aussitôt pour u :, U
1 E. r 

on 

Il est clair que les conditions proposées sont suffisanteso Inversement, si. F 

est un cocycle? alors a(u+u 1
) = a(u)a(u 1

) ~(½ A(u 9 u 1
))~ ce qui entraîne que 

1 ( o' j_ ( ) cela donne 2 A u:u·) = - 2 A u?u 1 modulo 1 

ce qui entraine les conditions donnéeso 

1o4 Lorsque H et a satisfont aux conditions de (a)? on note 

inversible assoc1é à F a 
H:,a 

On a donc pour tout ouvert 
u 

u 

nH( z+2c,U) 
= a(u)S(z)e . - J a 

On a et 

Théor~meo- Tout module inversible L sur X est isomorphe à un module 

unique on a !(L) = -J(H)o 

Remarquons d I abord que !JLH~a) = --.'.J (H) o En effet, on peut écrire 

FH (z.u) = e(G(z,u)) où ~a - - , 

1 u 
-= 

2
i H(z + 

2 
:,u) + ~(uJ 

le 

de X 
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avec ~(~(u)) = a(u)o Alors le bord de la classe de F est la classe du 

cocycle 

a(u,u') = G(z+u,u') - G(z~u+u 1 ) + G(z,u) = 

L'image canonique de ce dernier dans Alt
2 (f,~) est 

ce qu 1 il fallait démontrer. 

Remarquons ensuite que implique H = H 1 ,a=a I 
o En effet, 

alors 10 1 -1 ~ ~X ,a a 

donc u ~ a 1 (u)/a(u) t b d t ·1 . t f H0 (T o*·) es un co or 1 e 1 ex.1.s ,e e: '-=-T telle que 

a 1 (u)/a(u) = f(z+u)/f(z) , mai.s cela donne lf(z+u) j =Jf(z) 1 1 donc f est 

bornée, donc constante et a 1 = a • 

Soit L un OX-module inversible et soit A = ~- !_(L). Posons 

où B est une forme 

Z--bilinéaire sur f à valeurs dans Z 

Alors les conditions a) et bj de 1.3 sont satisfaites et !(~ a) = ~-A = A(L)o 

' 
Pour démontrer que L est i.somorphe à un OX-module de la forme 

~,a ' 
on peut donc supposer !_ (LJ = 0 0 D'après IL4, L est alors associé à un 

cocycle de la forme u ~ ~(f(u) j où f : T ---,,- C est une forme antilinéaire. 

Comme z ~ ~(f(z},) est holomorphe 1 et que son bord est 

le cocycle donné est cohomologue à u 1-? ~(2 (R f(u)) = a(u) qui est de module 1 

donc de la forme voulue. 
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Si L est un module inversible sur X 7 on notera .!!_(L) et ~(L) les 

objets définis par L ~ L.!!_(L) ,~(L)o On a donc 

.!_(L) = - j .!!_(L) 

lo5 Corollaireo- Pour tout diviseur D sur X il existe une fonction méro-

morphe non nulle 6 sur T déterminée à un scalaire inversible près, telle 

*. ' 
:::c p (DJ 

et 

6(z+u) :::. 0(z)a(uJ e1tH(z+u/ 2 ~u) 

où H et a satisfont aux conditions de 1u3 o 

En effet Î il existe une fonction méromorphe non nulle ~ sur T , te He 

que Pour chaque u e f ~ on a donc où 

( ' * ( . 1. 0( * ., F z,u) E. C o On a aussit6t F z,u) E. Z lf,H T,Q T)) il existe donc 

tel que (z,u)f(z+u)f(z)-
1

• a , Alors 
-1 

0(z) = ~(z)f(z) 

répond à l'a questiono De plusJ si 6 1 est une autre solution du problème, cor-

r~spondant au cocycle FHï ai ? 
-1 0 * on a e1 e E. H (T,~))' de sorte que 

F 
H .. a 

et sont cohomologues:• donc égaux, On a alors 

(e 1/e)(z), de sorte que B'/0 = f op où f E H
0

(X1 0;) = c* 1 ce qui achève 

la démonstrationu 

Une démonstration plus savante consiste à remarquer que le faisceau 

est isomorphe à un unique faisceau donc que D est le diviseur d 7 une 

section méromorphe de L déterminée à un facteur constant près" 
H"a 

Une fonction e méromorphe/:. 0 sur T satisfaisant à une équation fonc-

tionnelle du type précédent est appelée fonction thêta, On pose 
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H = .!!,(0) , a= ~(e) et on note divX(e) le diviseur D sur X tel que 

p*(D) = divT(e)" Tout diviseur D sur X est donc le diviseur d 1 une fonction 

théta 0 déterminée à un scalaire inversible pr~s, et on pose .!!_(D) = .!!_(6) 

L6 Corollaireo- Soit X E X soit t " X ~ X + X la translation 
0 X 0 

0 

respondante dans X ., et soit z Ê T tel~ p(z) = X ,, Soient L --- 0 0 0 

inversible 7 A= !(LJ 

a(t* (L)) (u) - a(u)e(A(u,z ) J. 

et a= a(L) ., Alors A(t* (L)) = A 

- X - O 
0 

En effet 7 si H cc- .!!_(L) , L est isomorphe à 

défini par le cocycle Mais 

FH (z+z ,uJ = FH ,(z 7 ujf(z+u)f(z)-
1 

,a o )a· 

' ou a 1 ( u) = a(u)e(A(u .. z )) 
- , 0 

et 

- X 
0 

donc t * (L) 
X 

0 

cor-

un 

est 

De plus:, la démonstration prouve que si 6(z) est une fonction théta et 

si A = ,_ J.!!_(9) et a = .§;_( 6J; alors 

0 ( Z) 
z 

0 

e , ) -xH(z~z 0 J 
=- l z+z e 

. 0 

est une fonction théta de diviseur t: (divX(6)J telle que 
0 

H(0 ' z 
::: _Hi8).a(0 )(u) = a(u;e(A(u,z )) 

. Z - 0 
0 0 

1.7 Corollaire.- Soient L inversible.· H = .!!_(LJ 

Le groupe des x E X _!e 1 s gye 

neutre est l'image dans X de 

t.*(L) ~ L 
X 

est fermé dans X. 

H( z ., T) = 0 J 

et A = !(L) • 

et sa composante 
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Le groupe cherché est p(Ni) où c'est 

l'intersection des noyaux des caractères de X· 
' 

il est donc fermé dans X Sa composante neutre est p(N), où N est le plus 

grand sous-espace vectoriel réel de N' donc est l 1 ensemble des z e T tels 

ioe H(z,T) = 0 " 

On dit que L est non dégénéré si N = 0 c 1 est-~-dire si A (resp. H) 

est non dégénéréf'o Si ldet(A)j désigne la valeur absolue du déterminant de la 

forme alternée A cal culée par rapport à une base quelconque de f, on a 

aussitôt 

Dans le cas général p(N) est un sous-groupe fermé de X, et le quotient 

X/p(N) est un tore complexe. isomorphe à (T/N) / (f /N n f) o Pour que L soit 

isomorphe à 1 1 i_mage réciproque d 1un module inversible sur X/p(N) 1 il faut et 

il suffit que ai:u; = 1 pour u E.f n N • 

2o Existence de diviseurs. théorème de Riemann-Roch. 

2o1 Proposition.- a) Soit L 1::!:!!. .QX-module inversible tel~ H
0

(XJL) J {o]. 
Alors H = _!!(L) est ,eosit!vea De _Elus ~J_ N = {x ET H(z~T) = oJ , L ~

vient~ image rédprogue dtun module inversible~~ tore X/p(N). 

bJ ~ e est unS:. fonction-théta holomorphe, alors H = _!!(e) 

est positive • De .I?1. us éi 1 N = {z e T } H(z,T) = oJ ~ chaque z E N est une 

période de 0 a 

Il suffi.t évidemment de démontrer bJo Soit H-=- !!_(8) _,a= .~J0). On a 

nH'.z+u z+u1 
\ e -

( ' u 
1e.H z; 2-J((RH(z+-uJ ' ' 2 

= \ e \ e 

1 
1tH ( z 1 I 

1

2 
= e · · , 1 FH ( z . uJ 

}a 



III.8 

I , lt I e ( z) 121 e -7CH ( z' z) 1 1 en resu e que est périodique, donc bornée il existe 

donc C > 0 telle que 

1 
. I C ttH(z,zJ e ( Z) ~ e . i z Ë T • 

Si C< e.T et si H(o:;<x) < 0 :• H(z+i\o:,z+ÀC(J tend vers -m lorsque 1 À I aug-

mente indéfiniment, donc 0(z+;l.o:) est une fonction holomorphe de À e. C qui 

tend vers O à l'infini, donc est identiquement nulle, ce qui est exclus. 

Si H(o:,ct:)=O on a pour z E. T , ). e. C , 

ce qui implique H( z ,ex.) = 0 j donc Q: EN :, pu1 s 

l e(z+:>.o:) 1 ~ c 

~ i--+ 0(z+110:) est donc constante et e(z+a) = e(z). 

2.2 On appelle formes ,2;_~ Riemann les formes !-bilinéaires alternées A sur 
ent.ières 

T x T~ x f, telles que A( ix; iy) = A(xJy) et A( ix:,x) ~ 0 pour x~y E: T 

c'est-à-dire telles qu 1 il existe une forme hermitienne positive H telle que 

A=•-· :/H • D'après 2.1, A(L) est une forme de Riemann si H
0

(X:,L) -/:. 0 • 

Si A est une forme de Riemann, et s 1 A = - JH on note 

Ker A = {z E T A(z:,T) = oJ = {z E. T H(z.T) = oJ 
= { z ET H(z,z) = ü} u 

Si A et A1 sont deux formes de Riemann,, A+A' en est aussi uner et 

Ker (A+A') = Ker A () Ker A 1 • Il ex i.ste donc un solJS • espace vectoriel T de 
0 

T 

et une forme de Riemann A telle que Ker A = T et Ker A :::, T pour toute 
0 0 0 0 

forme de Riemann A <. D'après le rai.sonnement fait plus haut, p(T) est 
0 
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fermé dans X ,, Notons X b -" X/p(T ) cc (T/T
0
J/ (f / f n T ) • CI est ~ plus 

a o o 

grand tore quotient de X possédant une forme de Riemann non dégénérée. Notons 

q : X~ Xab la projection canonjque 0 

On déduit aussit6t de ce qui précède 

Proposition,.,- a) Tout, .2x-module inversible L sur X possédant une section 

méromorphe non nulle est de~ forme q*(L') et H
0

{X,L) 0!. H
0

(Xab'L). 

b) Tou!_ divis~ D sur X est de la forme q*(D 1 ), 

En effet~ d 1 après L7 et 2.1) tout diviseur positif provient de Xab , 

donc aussi tout diviseur d;où b) et a)o Si ~ est une fonction méromorphe sur 

X, il existe des fonctions th&ta holomorphes e 

div(e+) = divffJ+ 

2,, 1 b). 

On dit que X 

don(' ~ 

est une variété abélienne s1 

+ 

--

existe une forme de Riemann non dégénérée sur T. 

et e telle que 

a ~.t v 
0 

On applique alors 

X=- X , 
ab 

c est-à-dire s 1 il 

2o3 Théorèmec. Soit, L un Q_X modu~ inversible tel ~ l!_(L) soit positive 

~ que ~(LJ (u) -= t s, u a:ppar+ 1 ent au noyau de H(LJ o Alors H
0 

(X~L) cf O o 

On peut passer au quotient par Ker L et on est ramené au Qas où H est 

non dégénérée. L'énoncé résulte alors de 

Théorème de Riemann-Roch,,- Soil L 

soit positive non ~jnérée. Ai ors 

d1m H
0

(X Li
2 

donc ( 1 o 9) 

un O -module -x---

! det _!\LJ 1 

inversible tpj que l!_(L) 
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2a3 Posons H = ~(L) 1 A= - !(L) a -= ~(L) ; A est une forme Z-bilinéaire 
= 

alternée non dégénérée sur .f x f , On peut donc décomposer f en somme directe 

r 1 œ r 2 où r1 et .f 2 sont de rang n sur z et où A est nulle sur 
= 

r )( r et f X f On notera T1 (respo T2) le ~-espace vectoriel engen-1 1 2 2 

dré par r1 (respo f2) '. et p. 
l 

. T--7T, y 1. = 1 ... 2 la projection cano-
l 

niqueo Il est clair que T1 ®a C e:!.T ; en effetJ il suffit de prouver qu'une 
= =-

base x
1 

, o o (., X de T1 est un système libre sur C 0 Or si n = 

i2= Â. X. = L /li X ;\ . J µ.i e.. IR ? on a H(L "· X. L'Âi X.) = 
1. l i l = l l l 

A(L i Â. X. y 
.l l z= X ) ~-

l l 

et Â = 0 
l 

=-A(C Â. L fli X. ~ 
l l 

donc aussi ~- ~ 0 o 
l 

X.) = 0 donc 
l 

Tout élément z E. T s 1 écrit donc a+ib avec a E. T
1 

b E. T
1 

o On posera 

a= /l{z 7 b = jz z = a-ib a La forme 

(z,z·) >--+ H(z .. z:) 

est C--bilinéaire symétrique comme A est nul sur T
1 

x T
1 

H est réelle 

et symétrique sur T
1

l( T
1 

~ et on a aussit6t 

Soit L une forme G::-linéaire sur T o Nous devons chercher la dimension 

de l'espace vectoriel des fonctions holomorphes 6 sur T telles que 

e( e(
. (. rcH(z+u/2,uJ 

.z+u) = z)a u)e z E. T u Ë r o 

L'application 
-1 H(z:zJ+L(zJ 

e(zj 1--~ e(z)e induit un isomorphisme de cet 

espace vectoriel sur l'espace vectoriel des fonctions holomorphes ip sur T 

telles que 
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' ou 

2.5 Mais F est C-linéaire en z et nulle sur T " T
1 

" Il existe une 

application IR-linéaire v : T -~ Home (T :,~) nulle sur T
1 

et telle que 

= 

F(z 1 ,,z) 

remplaçant z par p
1 

(z) , on obtient 

{

A(z~z•) = A(p
1

(z):z 1
) + A(p

2
(z):z') = A(p

1
(z).~z 1

) - A(z' sP2 (z)) 

(3) 

_cc A(p
1

(z)'lz 1 J - A(p
1

(z 1 J,z) = < v(z·) ,p
1

(zb-<v(z)?p
1

(z 1 )> 

Il en résulte que la différence F(z zi) - <v(zt),p
1

(z):;::, est symétrique~ et 

s 1 annule pour z 

forme R-bilinéaire symétrique sur T
2 

, on a donc 

Si z , z 1 E T
2 1 cela donne ~(z z 1

) = F(z z·) = - H(z,1z 1 ) ~ d 1 où 

1~(z,z 1 ) - H(1 z:,Jz'), d 1 oÙ enfin J~(z,z) = H(; z,]z) o Si z f 0 alors 

z f T
1 

, donc 1z f O. donc J0(z:z) < 0 o La forme quadratique ~~(zyz) 

est donc négative non dégénérée. 
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2.6 D1autre part, on a a(u) a(u 1 ) = a(u+u 1 ) (-1).A.(uJu') mais d'après (3), 

t ~ a(u) - ( 1· < \-(u) 9 P1(u)> () cela en ralne que - - ) a.u ~ où ex est un caractère de 

f . L'équation fonctionnelle (1) s 1 écrit donc d'après (2) et (4) 

(5) ,p(z+u) -- lf(z) ~(u)~(< v(u) ?z > + ½ ~(p
2

(u) 1 p
2

(u))), 

où (:3(u) = cx(u)eL(f) ,. 

Choisissant convenablement L :, on peut imposer que l 7homomorphisme 

s'annule sur f
1 

• L'équation précédente devient alors 

La première condition équivaut au fait que o/ se développe en série de 

Fourier partout convergente 

lj!(z} :=. /~ ,:;()J~(<Â :'Z >} , 

ÎI E_" 

où "= {?i e.HomC(T 1 ~) 9 ;\(f 1 ) E. ~1 ~ Hom~(f 1 ,~) o 

= 
La seconde s 1 écrtt ; 

c I est-à-dire 

ljl(z .. u, 2= c())~(< Â 9 Z >)~(-<Â,U>} 
Â E (\ 

= L -~ c(A )~(< Â ,z >) ~(u)-
1
~(.-• < v(u) ~z >)~(½~(uyu)) 

Îi E {\ 

- L c(i\+v(u)Jf(uJ•-l~(½ ~(u:,uJ)~(<11,z>) _9 

/1 E. /\ 

Soit ~ E.f\. Considérons la série 

lp(z) = l_-= ~(u)t(- <ÎisU > ·-· ½ ~(u,,uJ)~(<Â+v(u),z>) 

À 1, E.f 2 



Elle est normalement convergente sur tout compact 

terme général est 

III.13 

En effet, le module de son 

mais la forme quadratique ~3~(z~z) est négative non dégénérée sur T
2 

; pour 

tout compact K de T :· et tout E ;:,, 0 il existe A tel que l'expression 

précédente soit majorée pour z E. K par qui est le terme 

général d'une série théta convergente" 

2.7 Soient alors Â
1
.,.o. ÀN un système de représentants de A/v(f

2
). Les 

identités (6) sont alors équivalentes h 

N 
ip(z) ·= L c(?t .)lf (z) 

. 1 1. Ît .· 
.1.= 1. 

de sorte que la dimension cherchée est N = Card(t\/v(f 
2

)) qui n'est autre que 

la valeur absolue du déterminant de v : f 
2 
~ Homz(f 11 ~) , ou encore de la 

forme Z-bilinéaire f x J --+ Z définie par v • 
2 1 = 

Mais d·après (3), la forme 

Z-bilinéaire alternée 

\(det(v)i
2 

= \det(A)I :• 

A SUT f'x f n 1 est autre que ( Q V) 
-v O ~ 

de sorte que 

ce qui achève la démonstration. 

2.8 Corollaire.- Soit L un O module -x---

où m = r---dim Ker _!!(L) ~! la dimension du plus grand quotient de X dont ..P.!:2..-

vient L c 

En effet, on peut supposer _!!(L) non dégénérée (2.2)o Alors 
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Soit X = T/r un tore compleJce O Rappelons q1.l.e X est une variété abélienne 

s 1 il existe une forme d8 Riemann non dégénérée sur r x r (III 2.2). Le but . . 

de cet exposé est la démonstrah '•TI du +.hé•'rèm<? suivant : 

Thér;rème. Soit X un .!:2E~ r..omplexe. 1§.§. condi tians sui·vantes son!_ équivalentes 

(ii) X possèdE. lill. di,riss1..._r p::isitif D Q.QQ_ dégénéré (c·est-à-dire tel que 

lx E xlt*(D) = Dl SOl~ fin1. 
X 

(iii) Tout OX-m.:-d1Jl~ in'.u.;rs1 b}e sur X possède une section méromorphe 

non nulle (i.e. est déL.n.1 par un diviseur). 

(iv) Le corps des focct.ions méromorphes .ê.:dL. X est_ de degré de transcen-· 

dance dim X o 

( v) La variété analyhqu<? X est isomorphe à une sous-variété fermée ---

d'un espace pro,jectif c0mplexe. 

(vi) Il exist.e une (C-variété 
N 

algébrique prn7ective et lisse X et ]dll__ 

isomorphisme ~.922:~ CO '. X ➔ x(ir,\ 



IV.2 

Nous allons dœmer de ce théorème une démonstration indépendante des théorèmes 

de Kodaira et de Chow rappelés dans l 1 exposé I et tirés des "Variétés 

Kalhériennes" de An WeiL 

1. Fonctions méromorphes sur:_ ].Q_ _!2.,re crlmplexe. 

1.1 Remarq_uons d 1 abord q_u1 il résuli-;e de III, 2.2 q_ue toute fonction méromorphe 

sur X provient par .image récipr0q_ue de la plus grande variété abélienne q_uo

tient X 
ab 

de X n Si ç_ (x) désigne le corps des fonc+.ions méromorphes sur 

X on a donc c(x) = s(xab). 

1 • 2 Lemme • On ~ de g t r C S (X) ~ dim X ab • 

On peut en effet supposer X= X • 
ab 

Soit n = dim X 
ab 

r
1

i••· f ( c(x) 
n+1 = · - il exis~e des diviseurs positifs D. 

1. 

sur X tels q_uc; 

Si r ( }J on a 
.l. = 

:r 

TI f 
1. 

r. 
Mais il (r+n+~ . ·, 

TT 
,-. ., . tandis III:2.8 y a m:::rJ·~meè q_ue par 

n+1 

dim o( 0r 
H X1 L ) = dr 

m 
:ù 9 d = dim H

1
(X'..L) et m ~· n 0 Dès 

et soient 

i = o, ... ~n+1 

q_ue r est, 

assez grand 0n a 
r_ 

(r+~+ 1l :> drm et il y a d0n:- une relatinn .Linéaire entré-! 
n+1) 

don· une rela+icn polynomiale entre les f ce q_ui entraîne 

l 1 inégalité cherchée. 

dim X < dim Xab 9 donc X = X • ab 

~ 

deg tr Œ(X) = dim X 
(C 

D1 autre part, on a 

on a 

effet dans la s1tuati0n de (.,ri), cp induit une inJechnn du corps des fc,nc-• 

tions rationnelles r(v) de V dans c(x). Or a d:r0 . 
-= 



dim X - d1m V= deg trC C(V) ~ deg trC c(x) ~ dim X 

d I où (iv). 

IV.3 

Comme (i)( )(.ii)< ;>(iü) d 1 aprè,s III,2.2 et 2.3, 8t comrn8 (vi) >(v) 

trivialement et (1r) >(1) d'après l'exposé I, il ne nous reste plus à démon-

trer que (i) / (vi). 

~ _.!:cute la suite de l'exposé, or.. supposera donc-; que X es!_™ variété 

abél1enrn=, 0 

L un 0 -module -x inversible sur X et soit V un sous•-•espace 

vectoriel de H
0

(x 1 1). On sa.i + associer à V une application analytique d 1un 

* ouvert de X dans l 7 espace projerti.f P(V ). En termes de fonctions-thêta~ 

cette appl1cat1cn se décrit a1ns1 

ces fonctions et de la cnnstan~e o'. P~ur z r T 0 H 0(v) est UD8 fnrms 

linéaire sur Hc(x,1). qu1 1YJJ 1_n •, 1rn"' form 0 linéaire cp sur V 
z 

on a donc 

une applicatinn analy\iqu~ 

Comme le2 fon~+.i 1 ,n3 de V sent; +-J.+,e=:, dé" mëms type, J.es points rp(z+yî 

complém~nta1re de 

~ 
u 

p 

l 
X :=i p(U) 
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et f * p(U) --> ~(V ) est l'applicatirin analytique cherchée. 

2.2 Nous allons appliquer cette const.ruction au cas suivant. On prend un Q -
X 

module irnrersi ble L
0 

tel que A(L
0

) soit une forme de Riemann QQQ_ dégéné-

rée, on prend et on choisit pour l'espace vecto-

riel formé des fonctions 

e(z) = e0<z+a)ec(z+s)e◊/z+y) 

où o:+S+y = o ? e+. où e est un élément convenable de H
0 (x., L ) • Pour 

o · o· 

choisir e nous utiliserons Je lemme suivant 
C 

2. 3 Lemme ;, Soi i. L
0 

un .QX-module inversible ~ dégénéré et tel que 

( :i • e. tel que soi+, une forme de Riemann non dégénéré1=::). 

l.l existe lfil diviseur p-::si tif D de classe L 
0 

(i.e. une fonction-thêta 

holomorphe e de cl9,sse L.) aue::: D -= div ( e)) tel que 
" J 

a) Tou+;es l"'" ~v -:cm.12.0 san +es de D sont. sim12les 

Il suffit di:,, prrwrer : 

0:) 
,. 

(XèL ) rJ.w(e) a) L'ensemble des 8 E H :.e.i que satisfasse à est ciuver+; 

et. dense 

~) L'ensemble des e ( H (x.,1 ) ,t,e1 que div(e) satisfasse à b) est denseo 

Prouvons o:). Si D es;. un d1 viss,ir pos1 ri f de classe 1 1 ensemble 

Je 

X = 1x (X. t (D) = D1 
D ! . y . . i i:,,s+ f rn 1 pui squ 0 

A(L )(u.v) f Z pour u E r - o· . . = 

L 
0 

est non dégénéré : de plus 

r = lv ( TIA(L l(Tiv) C zl 
0 , ,- I' = .11 en résulte que es+; un sous-groupe du 

groupe f.in:l_ p(r) ; l 7 en:::.0 mb1s des 
1 

X 
D 

pass1bJes est donc fini. D'autre 
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L' de cet X' est telle que ~(L') 1 r = a(L
0

) i A(L') 1 r x r = A(L
0

) pour 

chaque l'ensemble; des possibles est donc fini. Enfin, si et 

L' sont fixés 1 et s1- ~ -/:- /o l , on a 

L'ensemble des e E H
0

(X:L) telles que div(e) ne satisfasse pas à a) est 

donc la réunion d'un nombre fini de sous-espaces vectoriels de 

codimension > 0 9 ce qui démont.v:e a). 

de 

Prouvons S)o Soit D = div(e) un diviseur positif de classe L 
0 

Décomposons 

1) en composantes irréductibles 

n 
1) = L= 

i=1 

Soient z. ( T l 
lJ 

m D. 
l l 

-· 1 1 " •• n 

D; =I: 
i?j 

div( 01 ) D. = e = 
l 

Î j = 1 7 0 n 0 

* t ( D ) 
X ... :1· 

:LJ 

n m. 

m' 
l 

div ( 8 1 ) 

m. 
II e. 

l 

l 

posons 

ei(z) = TT L ( ) 1T e. ,z+z. • • O 

l. .1. ·~ 
:i.=1 ,J =1 , 

0 

X. = p( t .. ) 
ij lJ 

Il s I agi+; de prouver qu 1 :i.l existe des z. . aussi près de O qu I on le veut 
q 

* tels que les tx _(Di) so~ent. deux à deux distincts. 
JJ 

Pour chaque i sci t. X;, le sous---gY ~upe fermé de X , distinct de X ? 
J..J. 

formé des x ( X tel que 
* t (D.) =D.; 
X :1 1 

1 1 ensemble X .. 
l,J 

des x ( X tels 

* que t (D.) = D. est v.ide ou est un? classe suivant X. • Pour que les 
X l J l 

* t (D.) soient dist.incts r i.l suffit; que 
X. l 

J 

i z. - Zkn l P·-·1 (xi. k) 
1.J t:. 

Or ce système a évidemment des s0lutinns aussi près de O qu'on le veut 

(dans 
'm· TL J_ l 1 ensemble des solu+icns est le c>ornp1émeY1taire de la réœîic,n 
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d'un nombre fini de translatés d'3 sous•-espaces vectoriels de codimension > o). 

2.4 L'assertion (i) ,>-(·:·:i) résultera du théorème suivant. ; 

Théorème. ~oi!. L 
0 

11,n 0 -module -x--- Soit 

D = div(e ) un ~2:~.!Q'.. positif de classe L satisfaisant aux conditions 
0 G 0 

a) et b) g~ 2.3. ~:2L.:. V c H
0

(x"1® 3 ) l 1 espace vectoriel engendré J2.ê:.I. les ' . () . 

fonction,s 8 R (z) = ejz+a)e~!.z+~)e (z+y) où div(e) = D et a+B+y = 0 
0'.9f-/9y ' •. 0 . 0 G 

(i.e.: 1 1 espaëe- vectorü,l tel que P(V) corresponde à l'ensemble des di viseurs 

* * * de la forme \(D) + \(D) + t/D) ,,ù x v, z r X i x+y+z -= OJ. Alors 1 1 a_E-

plication f définie ~ 2.1 1ndu1 t, un isomorphisme analytique de X sur 

l'ensemble v(c) des poiots complexes d'une sous-variété fermée lisse de 

* P(V ). De plus l 1 applic-ation ccrrespcmdante ç__(v) ..... ~(-x) est bi,ject.ive. 
·- -

Cornllaire. ~l L ss t li!l. _QX-modu~is :Q;Qf. dégénéré tl tel ~ 

est ample e+ 1~ 3 est. ..:..l±.ê. am]le. 

H
0
(x?LJ / o ? 

alors L 
0 

Corollaire. ~l e 
0 

•,._; 

satis-• 

fasse .§:UX rond1hcms a) et b) .s!-s 2.3 +out~ foncti.JD méromorphe sur X est 

une "fraction rati,~nnelle 12.ê:L. .Ifil'.?]Qrt à de~ translatées rie e 
C 

3. Démonst,raticn d.u théorème de ~-ngemenr .• 

f 
I. 
(_ l o 8 ci p( U) = X) , 

prouver que pour tou+: z r T . 11 f"Xjs+;e a y, T a1TSC a+B+y = 0 

et e (z) f o • Et en effe•. 
a? B 1 y · 

il 8xiste ex tel que e ( z+a) :/:. O et; 
0 ' 

tel que 0 (z+sle (z .. cx-•Bl .JO • 
C ~ -

B 

3.2 L'application f esi rn
1
7echve " Soient; U:,'r ET rels que p(i_J / p(v). 



e (u) = o ? 
cxiB,y 

0 (V) 
o::B?y· · 

:} 0 o Comme p(u-v) t 0 on a 

di.;;. ë ( z+v--u) -1. o· r di.;;. ë ( z) 
Î; .. 

(condition b) de 2.3) comme ces deux diviseu.rs 

n'ont pas de composant:es multiples 1 il existe 6 ( T av1:,c 0 (o) = 0 
C, . 

0
0 

(6+v~-u) f O o Posons a = o-u i et; choisissons B tel que 

3. 3 L'application f est de I§Q& maximum il s 1 agit de prouver que pour 

tout z ( T 
() 

fi à f 
X 

est injec-

tive O Or? si on 1dentif.i e 1 1 espace tangent à X en .Y. à T un vecteur 

V ( T est dans le noyau de 

tel que 

f1 
X 

si et seulement s 1 il existe un scala1.re 

pour tout e ( V o Not:cns ti l 1 opération de dérivation logarithmique par 
v~z 

rapport à v au point x: 

La éon di hr:n pré céden t,e s1gn i fie donc que est indépendant: da 

Or s1 .,n a auss:.- t,: 0
• +; 

La fonction méromC'rphE 1JI est d~n-:: t'?lle que, 

soit indépendant de a et B • Cela entraine que 'f esr. idenhquemen+; nul 

(dériver par rapport à a par Axemple) •· d.onc que 
00 ( z+hv ) -· e(' ( z) 

lim --~-----~- -=- O 
h 

h·➔ O 

pour tout z O La f::,nct1on h t-> 0 ( z +h v ) est donc constante. et t.Jut mul-
(',. . 

tiple de v est une péricde de 8 ce qui contred1 t, le fai l que 

est non dégénéré. 



N 

où X est ™ sous--variété algébrique lisse de 1 1 es-

pace pro,jectif P(v) (on a P(v)(g) = !:(V*)). 
- -

L'application f induit un isomorphisme analytique de X sur une sous-

var.iété analytique compacte xi * N 

de P(V ) • Soit X le plus petit sous•-

schéma fermé Y du f.i.bré pr'Jje-:-t;if ,t(V) tel que y(c) :::> X1 c'est l 1 en-

semble des zéros de 1:idéal homogène p de s(v) formé des éléments qui 

considérés comme f '.):::_r.tions holomorphes sur T sont ident.iquement nuls : 

N 

l'idéal p es+: donc. premisr e+. X in+;ègre. Comme * f c(x) - c(x) est 
:= ::=. 

injectif~ on a d 1 après 1 0 2 

dim X -:= deg rr ç_(x) ~ deg tr ç_(x) ~ dim X = dim X 1 
o 

- -· 

~ N 

Soit X 1 1 ouvert; de X fermé des points lisses ; on sait que 
reg 

X . ( C) 
reg·= 

est une sous-var:é+.é anaJyti que connexe de P(V *) de dimension dim(X) et 

que c 1 est un OUV!?rt dense de xlc): (critère jacobien). Alors x1 nx (c) 
reg= 

est un ouvert. dense de X 1 et; '?st. fermé dans X r.c) puisque X 1 est 
reg= 

compact. C0mm,:, 

d rn X' ~ dim X = d1m X ( C) ~ reg ::c. 

il s I ensui+. que Comme xi 

est al::-irs densP dans x'.ç) et qD 1 .iJ. est compact. :;n a x(c) = X'. L'espace 
-

x( rî 
,, 

analytique e.s+ dnr:'.." 112s~. .:.1.. en résul t,9 qùe X est lisse '· si X . - . 

est un point rat1onnej de ï'anneau est le complété de l'anneau 

local de x ( X(C) sur la variété analyt.i.que X(C) donc est un anneau de 
= 

séries formelles e~ es+ réguL.er. 

3.5 r* .induit; .1±:t ~c+.i~Q. ~(.x) 4 Q(X). C ·mm2 
- -

deg Lr C (XÎ - dim X= dim i(c) = dim Xi deg tr C(X) 
= 



l'extension Q(X)(r*(Q(i))) 
- -

est algébrique. Soit u ( c(x) : 
= 

il existe donc 

un entier m > O et des éléments a 
.l 

sm(_v) non t0us nuls tels que 

n n-1 
au +au + •.• + a = 0. 

o 1 n 

La fonction est; dcnc entière sur 1 1 anneau des fonctions holomorphes 

sur T comme celui--ci est intégralement clos ( ses localisés sont facto--

riels, d'après Weierstrass) 1 la fons+18~ au est holomorphe: d 1 autre :part 
0 

c'est une fonction-thêta de type L~ 3m = (L~ m)3 • Appliquant ce qui :pré-

cède au 0 ·-•modul8 -x 
®m 

L 
', 

on en déduit qui ü exis+;e une variété algébrique 

N ~ 
:proJec+.ive et l.i sse X' c,t uri isomorphisme analyt.i que f 1 ; X ➔ X1 (Q) tel 

* N * que f 1 (Q(X1 )) nn+ienne f (c(x)î et u • Mais l 1 a:p:plication 

+ "' ) est t.el1e que g r_Q(.xî I c ~(X1 )o Elle es+ de-ne de la forme r(c " IJÙ 
- -

~ "' r ; X1 --+ X est un morphisme de 'ranétés algébriques ; comme r es+; bijec-

il:- -,JJ N 

tif~ il est birati:-nneL de sor+,e qu.c, g (c(_xî) = c(x 1 )~ ce qui signifie 

que u f ce qu I il fallait 
= 

démontrer. 
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SEMINAIRE DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE 
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LA THEORIE DE KODAIRA 

riar P. De 1 igne 

-:-:-:-:-:-

n21 . La cla:sse de cohomologie associée è, u~1 fibré de rang 1 

Soit JJ un fibré co::1~1lexe de rang 1 sur lEJ.e variété c00 
V • On a prouvé 

( I 2 .4) que la classe de corwr·.ologie associée à of dans H
2 

(V,~) pouvait 

s'obte~ir com□e suit. 

Soie~1.t riL = (U.) . I un reco1'.vre;:;ent ouvert de V , 
l l E.. 

j: Slèl' 

alors, 

u. ' l 
et une 1-forme 

1 
d Log 

21(i 
( "_".'-1_,, ) = 

.a..... - • 

l J 

1,lu. =d'7l. 
l l 

1 = - cl (i) 

sur U .• 
l 

Si 

et 

f. une section de 
l 

( 1 . 1 ) . 

Soit f une co~,nection linéaire sur le fibré .i . La courbure R <le f 

est 1tne 2-:orme à valeur dans les alg~bres de Lie des groupes d'autoraorphismes 

des fibres de .i i.e. une 2-forme à valeur dans l'alg~bre de Lie de c* 
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identifiée à C • Désignons par V la dérivation covariante associée à r. 
Avec les notations précédentes, on a 

-1 -lr1 
cl(.i') = -. d (f. v f.) • 

27(1 l l 

On peut encore écrire, utilisant l'identité de Ricci, 

-1 
d(f. 'vf.) = 

l l 

d'où enfin 

-2 D n -1 
f. vf."vf. + f. VVf. = 

l l l l l 

1 
cl(i') = - R 

27ii 

-1 
0 + f. 

l 

d'où 

R f. = R 
l 

( 1 . 2) 0 

Supposons maintenant que V soit une variété analytique complexe et que 

J; soit un fibré holomorphe, de sorte que si les f. sont des sections ·holo-
1 

morphes de ;f , 
-1 

C •. = f. f. 
lJ l J 

le cocycle soit holomorphe. 

Introduisons sur J! une structure hermitienne positive. On aura 

-1 
d Log f. f. 

l J 

de sorte que 

1 2 
cl()') = - - d" d' Log If. l 

27ii l 
(1,3), 

En d'autres termes. la 2-forme fermée d"d' lfl
2 

ne dépend que de la 

structure hermitienne positive i□posée à ~, et non de la section holomorphe 

f , et sa classe de cohomologie coïncide avec la classe de cohornologie de :f: 

au facteur -1/2ni pr~s. 

On désignera par $.t la forme herrütienne vérifiant 

d II d' Log I f 1 
2 

= + 2i ~ ~ ~ 

pour toute section locale holomorphe inversible f de j]. 

( 1 '4) 0 

Définition 1.5: (1) On dit que ;f, muni de sa structure hermitienne (oositive), 

est positif si la forme hermitienne ~.;6' est définie positive. 
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(2) On dit qu'un fibré holomorphe inversible ,;t est positif, et on écrit 

;t >Û , s'il admet une structure hermitienne positive pour laquelle il soit 

positif. 

En vertu de la proposition suivante, il en est ainsi dès que la classe de 

cohomologie de o/: peut être représentée par une 2-forme qui soit la partie 

imaginaire d I une structure hermitienne définie < O • 

Proposition 1 .6: Si V est une variété kahlérienne, toute 2-forme réelle 

fermée de type (1,1) dont la classe de cohomologie est celle de .î est dé-

duite d'une structure hermitienne sur j! par ( 1 . 3) • 

On se ramène aisé□ent à prouver que si ~ est une 2-forme réelle de type 

(1,1) homologue à zéro, il existe une fonction réelle f- telle que 

1 = i d"d' f • 

Par hypothèse, on a 1 = d <x , et on peut supposer Cl'. réelle ; soit p 

sa composante de type (1,0) de sorte que d '(:3 = 0 et 1 = d"f-> + d"f3 • 

En vertu de Weil [3] II.6 th. 2 et IV.1 th. 1, on a 

oh Hp est la composante harmonique de P· Dès lors, posant g - 28 1Gp, on 

trouve que 

1/, = d"d'g + d"d'g = d"d'g + d'd"g = d"d' (g-g) = id"d' (g-g) 
i 

ce qui achève la démonstration. 

n22 . L'identité de Kodaira 

Soit V une variété hermitienne, i.e. une variété différentiable dont le 

fibré tangent est muni d'une structure hermitienne. Cette structure induit sur 

V une structure de variété riemannienne, à laquelle est associée une connection 
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(R)-linéaire sur le fibré tangent, de dérivée covariante V. Désignons par 

F la 2-forme partie imaginaire du produit scalaire hermitien ~ • 

Rappelons qu'on dit que V est une variété kahlérienne si les conditions 

équivalentes suivantes sont vérifiées. 

(1) La connection riemannienne de V est une connection hermitienne 

i.e. 

(2) V est une variété analytique complexe, et dF = 0 • 

Soit R la courbure de la connection riemannienne d'une variété kahlérienne 

V de dimension n . 
' 

c'est une 2--forme de type ( 1 , 1 ) à valeur dans les 

algèbres de Lie des groupes unitaires des espaces tangents. La connection her-

mitienne de V induit une connection hermitienne sur le fibré de rang 1 des 

n-vecteurs de V; la courbure de cette connection est la 2-forme de type 

(1,1) Tr(R), image de R par la différentielle de l 1 application déterminant, 

du groupe unitaire dans c*, Cette 2-forme est purement imaginaire, et 

1 
cl(~)= -

2
. Tr(R) 

- 1l'l 

où Sl, désigne le fibré des n-formes différentielles holomorphes, en vertu de 

(1.2). A un facteur constant près, -
1
- Tr(R) est ce qu 1 on appelle la cour-

27t'i 

bure de Ricci de V. 

Soit ~ un fibré vectoriel holomorphe de rang 1 sur une variété analytique 

complexe V. Désignons par le faisceau des q-formes c00 
de type 

(O,q) à valeur dans J?, Le fibré J?, étant holomorphe, on di~pose de 

de sorte que les .o,O,q(of) forment une résolution de ëf (théorème de Dolbault) 

qui est un com,lexe elliptique. 
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Supposons donné sur le fibré tangent et sur ;t une structure hermitienne, 

ce qui définit un élément de volume et, en chaque point, une structure hermi

tienne sur l'espace des q-formes à valeur dans .,t. Pour deux champs de 

q-formes à valeur dans Jl . Pour deux champs de q-formes ex et r, on pose 

Relativement à ce produit scalaire, l'opérateur d" a un transposé 811 

vérifiant 

lorsque a ou p est à support compact. On pose comme d'habitude 

1:::. = d" 611 + $"d" • 

Si V est compacte, la formule 

montre qu'une forme a est harmonique (àa = 0) si et seulement si elle est 

fermée (d"<X :c- 0) et cofermée (S"<Y = 0) d'autre part, il résulte de la 

théorie des complexes elliptiques que l'application évidente induit un isomor

phisme.entre l'espace des formes harmoniques et les espaces de cohomologie 

Lorsque V est une variété kahlérienne, on dispose, en outre de l 1 opéra-

teur d" 
' 

d'un opérateur I}" 

= 
oh T'' désigne l'antidual du fibré tangent. Cet opérateur est défini par les 

conditions d'être de nature locale et de coîncider avec la partie antilinéaire 

de 

= 
lorsque ;f, est isomorphe à 6 • 
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On vérifie que d 11 est le composé de V" et de l'application évidente 

= 
Lorsque ;/} est muni d'une structure hermitienne positive, on ~ispose sur 

V de la structure kahlérienne, de la structure hermitienne ~.,i' 

enfin de la structure hermitienne $Jl, définie par 

Tr R = - 2i J ~.Q, 

(1.4) et 

(2,2) 

On sait que -1/1( J ~.;t' (respo -1/1( j $,a) définit la classe de cohomologie de 

;i (resp. du faisceau inversible ~= 
n 
/\ T' 2.1)) ce qui justifie l'harmonie 

des notations, 

Chaque fois que sur un vectoriel hermitien T , de structure hermitienne 

on se donne une nouvelle structure hermitienne on en déduit 

diverses structures sur les i T" 
A ' et notamment la structure hermitienne sur 

~ T' donnée par 

(2,3) 

formule dans laquelle on fait voler les indices de haut en bas grâce à g • 

On dispose maintenant de tous les ingrédients de l'identité de Kodaira [1]. 

Théor~me 2.4 (Kodaira) Soient V une variété kahlérienne et ~ un faisceau 

holomorphe inversible sur V muni d 1 une structure hermitienne positive. On a 

alors, pour 01., p e..O,Oyq(i') et a:. ou f3 étant à supriort propre 

( 2. 5) 

011 g désigne la structure 1m~llérienne. 

De cette formule résulte aussi tôt le 11Vanishü1g Theo rem" [ 1 J : 

Corollaire 2.6 : (Kodaira) Si la variété kahlérienne V est compacte, et si le 

J) ®-1 
faisceau holomorphe inversible oU ® ,Çl, est positif (ce gui s'écrit 

les groupes de cohomologie 
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Hq(V,~) t 1 0 ~ son nus pour q > • 

En effet, en vertu de la proposition 1.5 on pourra trouver sur ;f une 

structure hermitienne positive telle que ~.i' - ~.o, soit défini positif. 

Faisant alors dans ( 2. 5) a = p, on voit que pour q ;;;i. 1 , t:,. o. = 0 implique 

Je n'ai pas envie d'écrire la démonstration de ( 2.5). 

Soit X un tore complexe de dimension n, d'algèbre de Lie T et 

identifions Hq(X,C) au vectoriel des q-formes R-linéaires sur T à valeur 

dans C . Pour tout fibré vectoriel holomorphe inversible ;/] sur X dési-

gnons encore par $.t' la 1orme hermitienne sur T telle que 

Théorème 2.7 (Mumford) Soit .1: un fibré holomorphe inversible sur un tore corn-

plexe X Si J] est non dégénérée, i.e. si ~ est non dégénérée, et si q 

moins 
est le nombre de signes-vëfe $.i' i alors 

Hp(X1~) = 0 pour p ~ q 

Le théorème de Riemann-Roch donne alors 

= Pf ( cl (.i')) ( 2. 8) 

o~ Pf désigne un pfaffien. 

Notons tout d'abord que toute forme hermitienne définie positive sur T 

détermine sur X une structure kahlérienne invariante par translation dont le 

tenseur de courbure est nul. Relativement à une telle structure hermitienne, 

on a 

(2.9) 

avec Hi' hermitien. De plus, on peut choisir la structure hermitienne sur T 

de sorte que la somme des q valeurs propres négatives de H.i' soit plus 
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petite, en valeur absolue, que toute valeur propre positive de H.,t. 

De même, pour les p-formes antilinéaires à valeur dans ;;f, (muni d'une 

structure hermitienne induisant $.i) on aura en tout point 

(C(,~)th. = (er:,HJ~) 
't',;e,g 

(2.10) 

et on vérifie aisément que les valeurs propres de sont les sommes de p 

valeurs propres distinctes de L'opérateur hermitien HP est donc dé-
;[ 

fini positif lorsque p > q et on en déduit comme en 2.6 que 

p, JJ' 
H (X 1oe,) :...: 0 pour p > q . 

Si on applique le même raisonnement au dual de i;, on trouve que 

pour p > n-q 

donc, par dualité de Serre, 

0 pour p < q 

ce qui achève la démonstration. 

nQJ • Le critère d:amplitude de Kodaira 

Théorème ).1 (Kodaira [2]) Pour qu'un fibré holomorphe inversible ~ sur une 

variété analytique complexe compacte V soit ample, il faut et il suffit qu'il 

soit positif. 

Rappelons qu'on dit que ~ est ample si un de ses multiples est très 

ample, i.e. définit un plongement de V dans un espace projectiL Si sur V 

existe un fibré ample, ou un fibré positif, V sera une variété :~ahlérienne 

on suppose donc V :,;alllérienne de dimension n :;;,, 0 . On E;ait déjà. (I 2.3) 

qu'un fibré très ample est positif ; un fibré ample l'est aussi d 1 après (1 .6). 

On dira qn 1 une 2-forme 'T/, de type (1 1 1) est positive s'il existe une 

forme hermitienne dé~'inie positive $ telle que 1 = - J ( ~). Le théorème 

résultera de l'énoncé plus précis : 
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Lemme 3.2 : Il existe sur V une 2-forme réelle de type (1,1) ~o , telle 

que tout fibré ~ vérifiant cl(~)> ~o soit très ample, l 1 assertion 

cl(;i)::, ~o signi1~iant qu 1 il existe une 2-forme fermée rri, dans cl(,;i) telle 

~ 11/, - 1 0 > 0 

Si P est un point de V on désignera par Vp la variété déduite de 

V en faisant éclater p et par f la projection de vP sur V . L'icage 

réciproque de p est un diviseur sur vP désigné par p on sait que 

11(-P) est très ample relativement à f 

Lemme 3.3 : La classe de cohomologie de e'(-P) peut se représenter par une 

2~forme réelle de type (t,1) 1 nulle en dehors d'un petit voisinage de P 

définie ~ 0 dans w1 voisinage plus petit et dont la restriction à P est> 0 

Soit x. un système de coordonnées locales près de P 
J. 

les x. s 1 an-
l 

null ant en P on définit une structure her~itienne sur 0(-P) en posant 

où f est une quelconque fonction nulle seulement en 

pour x ~2Ë et égale à l'identité pour X~é. 

On aura alors, po,;r to~1te section locale f de 0'(-P), 

dx "dx 
j i 

Prenant sur V les coordonnées locales 
p 

2 
on peut encore écrire pour ~ I x. 1 ,,;; E : 

/___; 1 

0 ' constante 

\. t = \. . 
- 1 i 1 

d"d 1 Logllfll
2 

,= (l+LI\ i
2

)-
2{L, dt_,,..dt. + L (t dt.-t.dt.l11(t.dt.-t dt.îJ 

1. l lJ J l lJ J l 
i<j 

ce qui vérifie 3.3. 
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Notons la formule 

n-1 
d.xt'"" 0 oAd.xn c-;:; xl dx1"dt2"• ...... dtn (3.5) 

Elle signifie que 

0.6) 

Les calculs faits en (3.3) sont "uniformes en PH• Le lemme suivant est 

dès lors conséquence immédiate de (3.3) et (3.6) : 

Lemme 3.7 g Il existe sur V une 2~forme réelle de type (1 9 1) 1lx:, telle 

gue tout fibré ~ vérifiant cl(i) > "lo vérifie aussi : 

(1) Pour tout point P de V on a 

et 

(2) Quels gue soient les points P et Q de V désignant par VPQ la 

variété déduite de V en faisant éclater P et Q on a 

On peut en effet réécrire ces formules sous les formes 

* ®--·1 ·-· 
f (~ ®'IJ'y ) (--n PJ > 0 

f*(.i®~;--· 1
) (--(n+l)P) > o 

Avec les notations de (3.7) ~ si un fibré ;t sur V vérifie cl(;C) >1/, , 
0 

il résulte du '\Vanishing Theorem 1r que 

* -f ~(---2 P) - 0 

Considérons sur Vp ou VPQ les suites exactes de faisceaux 



o ~ f*.t(-P) ___,, f*.;t ~ f*.i/ f*.i'(-P) ~ o 

o ~ f*.t(-2P) -y f*:t (-P) ~ f*.t(-P)/ fÎ(- 2P) ~ o 

o ~ f*..t'(-P-Q) --')- f*;t __, f:t/ fÎ(-P-Q) -? o · 

Les suites exactes de cohomologie définies par ces suites exactes montrent, 

compte tenu de (3.8) et (3.9), les surjectivités 

Ho (Vp,f*.i) --;> H
0 

(Vp,f*.i / f:Ï(-P)) ~ 0 

Ho (V p,f*.i' (.-P)) ~ H0 
(V p,f*..f(-P) / f*cf(-

2
P)) ~ 0 

H
0 

(V P' Q, f :CJ --,'> H
0 

(V P, Q, f*.i' / f* .t'(-P-Q) ) -+ 0 • 

Notons que 

(3.10) 

(3.11) 

( 3. 12) 

(3.13) 

c 1 est trivial pour n-=- 1 , et résulte d'un argument de "profondeur" si 

n :> 1 on a alors (théorème d'Hartogs) 

Désignons par ..tp la fibre (i; a:) de J; en P • On a 

et 

où T désigne l'espace tangent de V en P, de sorte que (3.10) j (3.11) 
p 

et (3.12) se réécrivent 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 



Rappelons que ces flèches sont surjectives quels que soient P et Q dans 

V, pourvu que (3.7). 

La formule (3.14) signifie que .:8 est engendré par ses sections, la for

mule (3.15) signifie que l'application de V dans un espace projectif, associée 

à ;C, est une immersion, la formule (3.16) signifie que cette application est 

injective, donc un plongement. Ceci prouve (3.2), et achève la démonstration de 

(3.1). 

Corollaire 3.17 ~ Pour qu'une variété analytique complexe compacte soit sous-

jacente à une variété algébrique projective, il faut et il suffit qu'elle ad-

mette une structure kahléri.enne dont la 2-forme fondamentale appartienne à 

une classe de cohomologie rationnelle. 

Cela résulte de (3.1) et du fait que sur une variété analytique complexe 

admettant une structure kahlérienne 1 toute classe de cohomologie entière de 

type (1 ,1) provient d'un fibré holomorphe de rang 1 • 

, , , h0,2 -- 0 Corollaire 3.18 : Toute variete kahlerienne compacte telle que est 

une variété projective. 
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Définition 1.1. On appelle variété abélienne sur un corps k, un k-groupe 

algébrique A lisse propre et connexe. 

Nous montrerons dans un instant qu 1une variété abélienne A est un groupe 

algébrique commutatif et nous verrons dans l'exposé VIII, que A est une variété 

projective, Il en résulte que lorsque k est le corps des complexes, la dé-

finition ci-dessus est en accord avec la définition d'une variété abélienne 

donnée dans I § 1 . 

Définition 1.2. Soit S un schéma. Un S•-schéma abélien A est un S-schéma 

en groupes, lisse et propre sur S , à fibres connexes. 

Si S 1 --i>-S est, un morphisme de schémas, le S'-schéma en groupes 

Asv = AxsS' est un S'-•schéma abélien. En particulier, si s E. S , la fibre 

A de A au-dessus de s est une variété abélienne sur le corps résiduel 
s 
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k(s) de s o Intuitivement, un S-schéma abélien est donc une (jolie) famil-

le algébrique de variétés abéliennes paramétrée par S . 

Exercice (sans intér@t) montrer qu 1un S-schéma en groupes G, plat et 

localement de présentation finie sur S dont les fibres sont des variétés 

abéliennes et un S-schéma abélLeno 

Proposition 1 o3o Soit S un schéma limite projective filtrante d 1une famille 

S. i i E. I , de schémas affines et soit A un S-schéma abélien. Alors il 
l 

existe i E. I un S -schéma 
i 

abélien A. 
l 

et un S-isomorphisme de schémas 

en groupes A~ (Ai)x
8

_s (autrement dit A provient d'un schéma abélien 
1. 

sur S. pour i assez grand)o 
1. 

Démonstr2,tiono Le schéma A est de présentation finie sur S • En effet, il 

est propre sur S donc séparé et de type fini et il est lisse sur S , donc 

localement de présentation finieo Il résulte alors de la théorie générale du 

passage à la limite projective que A provient pour i assez grand d 1un 

schéma A. , 
l 

supposer que 

de présentation finie sur 

A 
i_ 

est lisse et propre sur 

S. 
1 

S. 
l 

(EGA IV 8.8.2). On peut de plus 

(EGA IV 17.708 et 8.1005) et 

que la structure de schéma en groupes sur A provient d 1 une structure de 

schéma en groupes sur A. (SGA 3 VIB 1001) o Les fibres de A étant géomé-

triquement connexes. on peut supposer qu 1 il en est de m@me des fibres de 

(cfo EGA IV 9o7o7J ; mais alors A. 
l 

est un S.-schéma abélien. 
l 

A. 
l 

Comme tout schéma affine S est limite projective filtrante de schémas 

affines de type fLni sur Z . la proposition 1 o3 permet~ dans une certaine 

mesure. de ramener l 1 étude locale des schémas ~béliens au cas où la base est 

noethérienne et m~me excellenteo Pour cette raison, sauf mention expresse du 
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contraire, les schémas considérés dans~ suite seront supposés localement 

noethérienso 

Proposition 1o4o Soit f : X~ S un morphisme propre et plat tel que pour 

tout s e. S on ait f(Xs, OX ) = k( s) ( ce sera le cas si les fibres de f 
s 

sont géométriquement int~gres ou plus généralement si les fibres de f sont 

séparables et géométriquement connexes)o Alors on a f*(OX) = OS universelle

mento Cela signifie que le morphisme canonique OS ~ f* (OX) est un isomor

phisme et que la formation de f*(OX) commute aux changements de base. Autre

ment dit, pour tout diagramme cartésien 

X~- X' 

r l l f1 

S<....!_ S 1 

Démonstrationo La proposition résulte de EGA III 7.8.6 et 7.8.80 

Corollaire 1.5. Si A est un S-schéma abélieny et si f est son morphisme 

structural, on a f*(OA) = OS universellement. 

Les démonstrations qu1 suivent sont extraites de [1] chap. 6 § 1. 

Proposition 1.6. Soit 

s 

un diagramme commutatif de schémas. On suppose 

a) S est connexe. 

c) il existe s ES tel que f (X ) 
s s 

soit (ensemblistement) un point de 
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y 
s 

Alors f est un S-morphisme constant (i.e. il existe une section 

lfl_ ~ S ~ Y de Y au--dessus de S telle que f = "l o p) dans chacun des 

trois cas suivants 

1) f(X) est contenu dans un ouvert de Y affine sur S (ce sera en 

particulier le cas si S Œt artinien). 

2) Le morphisme p est à la fois ouvert et fermé p possède une 

S-section E. : S _,.. X et ou bien Y est séparé sur S , ou bien p est 

à fibres connexes). 

3) Le morphisme p est propre et plat sur S • 

Démonstration. 1 ) On peut supposer y affine sur s 
' 

auquel cas f se fac-

torise à travers Spec f*(OX) qui est égal à s d'après b), d 1 où 1) 0 

2) Le morphisme t= f 0 E. définit une section de y au-dessus 

de s 0 Pour voir 

ciproque z de la 

que f =-

diagonale 

1L 0 p il 

de y X y 
s 

X --?ÎX y s 

nous suffit de 

par le morphisme 

X ~ (f(X) 1l, o p(x)) 

montrer que l'image ré-

est égale à X. Soit E la partie de S formée des points t de S tels 

que Zt ait même espace sous-jacent que Xt • 

i) ! est ouvert dans S et s1 E désigne le sous-schéma ouvert de S 

ayant même espace sous-jacent que E on a ZE = ~ Pour établir ce 

point, on peut supposer S affine. Soit t E!, de sorte que y= t(t) 

est égal ensemblistement à f t, (Xt). Soit V un ouvert affine de Y contenant 

y. Comme p est fermé, p(X-f-
1

(V)) est un fermé de S , qui évidemment 
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ne contient pas t a Il existe donc un ouvert S 1 de S , contenant t 

tel que f-
1

(V) ::,X 81 • Quitte à faire le changement de base S 1 --,. S on 

peut supposer que f se factorise à travers un ouvert de Y 9 affine sur S 

mais alors Z = X d 1 après 1). 

ii) Montrons que S--E est ouvert dans S Y ce qui achévera la démons

tration de 2)~ compte tenu de a) etc) et de i)o 

1er cas · Y est séparé sur s 0 Le sous-schéma Z est alors ferméo Comme 

S-E = p(X-,Z) 7 S-·E est ouvert puisque p est ouvert o 

2ème cas ; Les fibres de p sont connexes" Comme S est localement noethé-

rien, le morphisme 1: S -➔ I est quasi-compact et par suite 1 ne facto-

rise en S ~>- S '----+ Y où S est un sous-schéma fermé de Y et 'l une 

immersion ouverte (EGA I 9.5.10) 0 Il est clair alors que pour tout t E. s 
' 

t( t) est une partie à la fois ouverte et fermée de (s)t 0 Soit z = f- 1 (s) o 

Comme p est ouvert p(X-Z) est un ouvert de s 
' 

disjoint de E . Il nous 

suffit donc de montrer que ! = S-p(X-Z)o Or, si t E S-p(X-Z) ,ft Xt ~yt 

se factorise ensemblistement à travers (SJt Par suite Zt = f;
1 

[1(t)J est 

une partie à la fois ouverte et fermée de Xt 9 non vide (elle contient E(t)). 

Le schéma Xt étant connexe~ Zt a donc même espace sous-jacent que Xt 

c 1 est dire que t E E a 

3) L'hypothèse p*(OX) = OS entraine que f(X) contient les point ma-

ximaux de S Comme f est fermé, f est donc surjectif et par suite fidè-

lement plat. S 1 il existe une section '7,: S --i- Y telle que f = "l o p , 

est nécessairement unique et il en est de même après tout changement de base 

T--,. S • D!après la théorie de la descente fpqc (SGA 1 VIII) il suffit de 

prouver l 1 existence de t apr~s avoir fait le changement de base fidèlement 

plat quasi-compact X ~ S " Notons que les hypothèses a), b) et c) sont 
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conservées (cfo EGA III 4o3o1) et que p
1 

: XxSX ~X possède une section 

sur X~ la section diagonaleo Le morphisme p
1 

étant propre et plat, il est 

fermé et ouvert (EGA IV 20406) et ses fibres sont connexes d'après le théo-

rème de connexion de Zariski (EGA III 4.3.1). On est donc ramené au cas 2). 

Exerciceo Montrer que dans 3) on peut remplacer la condition "p est plat" 

par "p est universellement ouvert". 

Corollaire 1o7o Soient S un schéma connexe, p: X ---,.S un morphisme propre 

et plat tel que p*(OX) = OS , G un S-schéma en groupes, (f,g) : X ~G 

deux S-morphismes. Supposons qutil existe s ~ S tel que fs = gs il 

existe alors une S-section 11, S --?- G telle que f = (1, o p) .g (où ie point 

désigne le produit dans le groupe G(X) )o 

Démonstrationo On applique 106 au morphisme 
-1 

f.g • 

Corollaire 1080 Considérons un diagramme cartésien de schémas 

On suppose 

b) y est connexe et possède une section 

Soit d 1 autre part w: XxSY --G un S-morphisme de 

ê 
2 

Xx Y s dans un S-schéma 

en groupes G o Alors i 1 existe des S-morphismes u : X --+ G et v : Y --r G 
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Démonstrationo On applique 106 en prenant pour f le Y-morphisme 

XxY-+GxY s s 

(x 1y) i----,,- [f (x,y)f(x, e
2

(y) )-
1 

,Y J 

Corollaire 1o9o Soient A un S-schéma abélien et G un S-schéma en 

groupeso Alors tout S-morphisme f : A --rG qui envoie la section unité de 

A sur la section unité de G est un morphisme de groupes. 

Démonstrationo On applique 108 en prenant pour w le morphisme 

f o fL : A x
8

A ~ G 

plication (a,a' 1 ) 1----;)- (aa 1 )o 

où /L : A x
8
A _.,. A est le morphisme de mul ti-

Corollaire lolOo Un S-schéma abélien A est un schéma en groupes commutatif. 

Démonstrationo On note que d 1 après 1o9 le morphisme de passage à 1 1 inverse 

-1 
a 1----+ a est un morphisme de groupes. 

Corollaire 1 o 11 a Soit X un S-schéma muni d I une S-section ê : S ---+ X • 

Alors il existe au plus une structure de S-schéma abélien sur X pour la-

quelle E. est la section unitéo 

Démonstrationo D'après 1o9 l 1 application identique de X est nécessairement 

un morphisme de groupeso 

§ 2. Le foncteur de Picard. 

2olo Nous aurons besoin de résultats élémentaires sur la théorie des faisceaux 

et les topologies de Grothendieck pour lesquels nous renvoyons le lecteur à 

SGA 3 IV et SGA 4o En dehors de la topologie de Zariski (citée Zar s'il y a 
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lieu), nous utiliserons les topologies suivantes 

i) la topologie étale (citée et) 

ii) la topologie fidèlement plate localement de présentation finie (fppf). 

iii) la topologie fidèlement plate quasi-compacte (fpqc). 

Rappelons que la catégorie Sch/S des schémas sur S est une sous

catégorie pleine de la catégorie des faisceaux sur Sch/S pour chacune des 

topologies précédentes et nous identifions un schéma au faisceau qu'il repré-

senteo Soit u: F -+ G un morphisme de foncteurs contravariants sur Sch/S 

à valeurs dans Ens et (P) une propriété de morphismes de schémas, stable 

par changement de baseo On dit que u vérifie (P) si la condition suivante 

est satisfaite : pour tout diagramme cartésien de foncteurs 

dans _lequel T est un schéma et v un S-morphisme, alors TxGF est un 

schéma et le morphisme uT vérifie (P)o 

2o2o Rappelons que le groupe multiplicatif g_ est le foncteur en groupes 

commutatif Sch/Z --+ Gr 

T 1---;,- f(T ~o;) 
Il est représentable par Spec z[x,x- 1

] a Pour tout schéma T ~ j:!(T) est le 

groupe des automorphismes du OT-module OT • 1 ( - 1 ( *) Par suite H X,~) = H X,OX, zar -

est canoniquement isomorphe au groupe des classes, à un isomorphisme près, de 

faisceaux inversibles sur X, c'est-à-dire au groupe de Picard Pic(X) de 

X o Compte tenu de la descente fpqc des faisceaux quasi-cohérents (SGA 3 VIII), 
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, , 1 ( . 
un element de Hf X 1~) 

pqc définit un faisceau quasi-cohérent L sur X, qui 

localement pour la topologie fpqc est isomorphe à OX, par suite L est 

aussi un faisceau inversible. D1 où la proposition suivante : 

Proposition 2.3. Les monomorphismes canoniques 

sont des isomorphismes. Dans la suite, la valeur commune de ces groupes sera 

désignée par Le groupe est canoniquement isomorphe au 

groupe Pic (X) des classes de fa.i sceaux inversibles sur X • 

2.4. Soit maintenant f : X---+ S un S-schéma. On se propose d 1 étudier les 

faisceaux inversibles sur X, relativement à S. Pour cela introtluisons le 

foncteur contravariant suivant 

Sch/S ---?Groupes commutatifs 

où = Xx T s 

Lorsque T parcourt les ouverts de S . le préfaisceau T ~ Pic(XT) n 1 est 

pa~ en général un faisceau pour la topologie de Zariski (en effet~ un élément 

de Pic(X) qui provient d 1 un élément de Pic(S) est localement nul sur S 

mais n'est pas nécessairement nul) ; à fortiori T ~ Pic(XT) n'est pas un 

faisceau pour chacune des topologies plus fines considérées plus haut, donc 

n'est pas en général représentable" Par passage au faisceau associé, pour une 

topologie convenable 1 on se ramène à considérer un foncteur qui est un faisceau. 

Pour des raisons techniques on choisit la topologie i.E.Pf, d'où la définition 

suivante 
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Définition 2.50 Soit f : X---+ S un S-schéma. On appelle foncteur de Picard 

relatif de X au-dessus de S et on note Pic
5

(X) le faisceau fppf sur 

Sch/S , associé au préfaisceau T ........,.._>Pic(~). On note PicS(X) le groupe 

Pic
5

(X)(S) des points de Pic
3

(X) à valeurs dans S. 

Notons que la formation du foncteur Pic
5

(X) est compatible avec tout 

changement de base S 1 -➔ S et que le groupe Pics (X) se calcule à l'aide 

du "petit site fppf" sur S o On sait que le faisceau fppf associé au pré

faisceau T t-----'~H
1

(XT.~) est le faisceau image directe supérieure 

1 
R f* fppf(f-) d'où la proposition suivante : 

Proposition 2.6. Avec les notations de 2.5, on a 

2.6. Rigidifications. 

Définition 2.7. Soient f ; X -~S un S-schéma, e : S --;-X une section 

de f et L un fals~eau inversible sur X. Une rigidification de L le 

long de e est la donnée d 1 un isomorphisme a. : OS ...!::!,_> e * (L). Si (L ,a:) 

et (M
7
p) sont deux faisceaux inversibles sur X, rigidifiés le long de e , 

un isomorphisme u(L,o:.) ~ (M,p) est la donnée d'un isomorphisme 

u : L ~>M tel que e * ( u) o:. = (3 • On note Pic (X) le groupe des classes, à 
e 

un isomorphisme près. de faisceaux inversibles sur X, rigidifiés le long 

de e V On a alors un morphisme canonique Pic (X) ---+ Pic (X) 
e 

(ou oublie la 

rigidificrtion) qui est visiblement injectif, et dont l'image est formée des 

classes de faisce2ux inversibles L sur X tels que 

La terminologie précédente est justifiée par la 

* e (L) ~ 0 s 
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Proposition 2080 Gardons les notations de 2.7 et supposons de plus que 

Alors le seul automorphisme d'un faisceau inversible rigidifié 

En effet, un automorphisme du faisceau inversible L est une homothétie 

définie par un élément b e. f(x,o;) o L 1hypothèse f*(OX) = OS entraîne que 

*( . b = f a}, où La condition * e (o:) = ex. implique que 

Proposition 2o9o Soit f ~ X ---+S un morphisme quasi-compact et quasi-séparé 

1) On a une suite exacte 

0 ~ Pic (S) ---+Pic (X) -,;,- Pics (X) 

2) Si f possède une section e : S --+X 1 on a la suite exacte 

0 -➔ Pic (S) - Pic (X) -➔ Pics (X) - 0 

De plus le morphisme composé 

est un isomorphisme. de sorte que le choix de e définit canoniquement un 

scindage de (..,_) o 

Démonstr2,tion. Notons que 1 1hypothèse f*(OX) = 0
8 

est conservée après tout 

changement de base pl~t s· --;,- S (EGA IV 107,21), de sorte que si on travail-

le avec le petit site fppf sur S 

Lere.y fournit alors la suite exacte 

Soit en explicitant les premiers termes 

0 ~ Pic (S) -~ Pi_c (X) --+- Pic (X) s 

Ceci prouve 1) o Si de plus f possède une section e , le morphisme 

possède une rétraction, donc est injectif, d 1 oÙ la pre-
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mière partie de 2). Il est clair d'après 1) que le morphisme canonique 

Pic (X} ~ Pic (X) -----r Pic (X) 
e S est injectif, mais il est aussi surjectif car 

on vient de voir que Pic (X} - Pic (X) s 
. "bl X L ""f*e*(L- 1) ceau 1nvers1 e sur , ~ 

est surjectif et si L est un fais

est rigidifié le long de e et a même 

image que L dans Pics (X) . 

Corollaire 2010. Soit f : X - S un morphisme quasi-compact et quasi-séparé 

possédant une section e et tel que f*(OX) = OS universellemento Alors, pour 

tout S-schéma T , on a 

( où 1 1 image directe supérieure est relative à la topologie de Zariski). 

Cela résulte immédiatement de la comparaison de la suite exacte (**) (où 

l'on a remplacé S par T) et de la suite exacte analogue obtenue en utilisant 

la topologie de Zariski. 

2.11. Etude infinitésimale du foncteur de Picard. 

Proposition 2012. Soient S un schéma, S un sous-schéma fermé de S défini 
0 

par un idéal de carré nul I f : X ~ S un morphisme quasi-compact et 

quasi-séparé 1 possédant une section et tel que f*(OX) = OS universellement. 

Posons X •-cc Xx S • 
0 S 0 

Alors 

i) Ker Pic
8

(X; --? Pic (X ) est canoniquement isomorphe à 
S 0 

0 

H
0

(s,R
1

fx-(IOX)} (et pr.r suite est isomorphe à H
0

(X,IOX) si S est affine. 

ii} Supposons que H
1

(s,R
1

f*(IOX)) = 0 (par exemple S affine), alors 

pour qu'un élément a E. P~c ( X ) 
0 S . 0 

0 

faut et il suffit que l 1 image de a 
0 

se relève en un élément de PicS(X) 

dans soit nulle. 

il 
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Démonstration. Compte tenu de 2.10 nous pouvons travailler avec la topologie de 

Zariski. Considérons les deux suites exactes : 

0 ---+ IOX ~ OX --+ OX -- 0 
0 

* * 0 -.,- K ~ OX --+ OX --+ 0 
0 

Comme IOX est un idéal de carré nul 1 l'application 

a f--;,- 1 +a 

est un isomorphisme de groupes commuta,tifs, d'où la sui tè exacte : 

f*(o;)-(f
0

)*(o; )----?R
1
f*(IOX)-?'R

1
f*(O;)~R

1
(f

0
)*(0; )~R

2
f*(IOX) 

0 0 

Vu l'hypothèse f*(OX) ~ OS universellement 1 le morphisme f*(o;)--(f
0

)*(oi) 

s'identifie~ l'épimorphisme o* -7 o* s s 
0 

• On en déduit les suites exactes : 
0 

O --+H
0

(s?R
1
f*(IOX)J ~PicS(XJ --+-Pics (X) 

0 

(cf. 2.10) d'où l'assertion i). Pour établir a), notons que l'on déduit de(~ 

les deux suites exactes. 

(***) 0 ~R
1
f*(o;)/R

1
f*(IOX) --,-R

1
(f)*(o;) --,>R

2
f*(IOX) 

0 

exactes 
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d'où l'assertion ii). 

Exercice. Montrer que pour établir l'assertion i) il est inutile de supposer que 

f : X ----,- S possède une section, En est-il de même pour l'assertion ii) ? 

Rappelons (cf. SGA 3 II) q_ue siQ. est un pré faisceau en groupes sur Sch/S , 

on définit le foncteur Lie Q.: Sch/S ----:i>groupes par la formule : 

Lie Q.(T) = Ker Q.(TE.) --? Q.(T) où T est un S-schéma et TE. le schéma 

des nombres duaux sur T • 

Corollaire 2.13. Soit f : X~ S un morphisme propre et plat (possédant une 

section), tel que f*(OX) = OS universellement. Alors Lie Pic
5

(x) est repré

sentable par un fibré vectoriel de présentation finie sur S . 

Il résulte de 2.12 i) que l'on a un isomorphisme canonique. 

[Lie PicsPO](S) - Ker Pics (XE) -Pics(X) !!L H
0

(s,R
1

f*(Ox)) 
E 

où S
6 

est le schéma des nombres duaux sur S et Xé = Xx
8

Sé . D'autre part, 

d'après EGA III 7,,8,,9. il existe un OS-module cohérent Q et un isomorphisme 

factoriel par rapport au 0 -module s 

d'où H
0

(s,R
1

fi((f~)) -~·7"Hom
0 

(Q,.lt). 
s 

quasi-cohérent M: 

Le OS-module Q est défini à isomorphisme unique près et sa formation commute 

à tout changement de base T-.-+ S , D'où un isomorphisme fonctoriel en T 
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On en déduit que Lie Pic (X) 
---'-6 est isomorphe au fibré vectoriel. 

2.14. Représentabilité de Pic
8

(X). 

Théorème 2.15 (Grothendieck). Soit f: X --;,S un morphisme projectif plat et 

intègre sur S (i.e. les fibres de f sont géométriquement intègres). Alors 

Pic
8

(X) est un schéma en groupes 1 localement de type fini sur S, réunion 

d 1une suite croissante d'ouverts quasi-projectifs sur S, En particulier 

Pic
8

(X) est séparé sur S. 

Nous admettrons ce théorème fondamental dont la démonstration délicate 

repose sur la théorie des schémas de Hilbert et la technique de passage au quo-

tient par une relation d'équivalence propre et plate (TDTE V 1961/62 nQ 232) 

Corollaire 2.160 Soit A un S-schéma abélien projectif sur S . Alors 

Pic
8

(s) est un S-schéma en groupes, localement de type fini sur S, réu

nion d''une suite croissante d'ouverts quasi-projectifs sur S c 

Remarque 2.17. Nous verrons plus loin que s1 A est un S-schéma abélien, 

alors Pic (sj -s est représentable, bien que 

tif, ni même localement projectif sur S , 

A ne soit pas en général projec-
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Définition 1o2o Une rigidification d'un faisceau inversible L sur 

X = .lf
1 

X. 
.: E. .l 

relativement aux sections e. ~ i € I, est la donnée pour 
l 

tout partie I de E, If E, d 1un isomorphisme oc.
1 

isomorphismes étant compatibles dans le sens suivant~ Si 

on a 

* OX ~ s 1(L), ces 
I 

Jc.IcE, I;tEÎ 

On note Pic . E(X) le sous-groupe de Pic(X) formé des classes de 
e.,1.E. 

] 

fa.:_sceaux inversibles sur X rigidifiables relativement aux sections ei , 

Exerc~-::e ;; Soient L un faisceau inversible sur X, OC. et p deux rigidl·-

ù:ations de L relativement aux sections e,o Construire un isomorphisme 
l 

can')nique entre les faisceaux rigidifiés (L1<L) et (1;(3) o 

Pro:édant comme dans la démonstration de VI 2o8l on montre que si 

'f,J*(OX_) -= OS universellement~ alors tout automorphisme d 1un faisceau inver-
1 

slble rigidifié (L,fr) sur X est 1 1 identité. 

Pour tout faisceau inversible L sur X et toute partie I de E, 

* . -1 
posons (1-p

1
) ,L; = L®p

1
(L ) o 

ox 
I 

iJJ Si I et J sont des parties de E. on a, avec des notations 

En part i_cu1ier, 

Démonstration immédiateo 

1-p 0 

I 

Cec étant, désignons par r le composé des foncteurs (1-p
1

) pour I 

parcourant les parties de E ayant card(E)-1 = n-1 éléments, 



Proposition 1o4o Soit L un faisceau inversible sur X. 
_ ,.,. * (-l)n-card(l) 

1) On a r(L) - I~E p1 (L ) et r(L) est canoniquement rigi-

difié relativemant aux sections e. , i € E • 
l 

2) Le foncteur r est un projecteur (i.e. r or= r) et si L est ri-

gidifiable relativement aux sections e. , on a r(L) ~ L. 
l 

Démonstration.- L1 expression de r(L) donnée dans 1J résulte facilement du fait 

que toute partie F de E est 1:intersection de n-card(F) parties de E 

ayant n--1 éléments. Montrons que r (L) est canoniquement rigidifié relati-

vement aux sections e. 9 i E. E • Soit J une partie de E ayant au plus 
l 

n,-1 éléments, de sorte que J est contenue dans une partie I de E ayant 

n-1 éléments. On a alors : 

r(L) -· ( 1,-p ) TT ( 1 •-·P ) L -· (1-,p
1

)N 
I KCE K 

card(Kj=n-1 
~I 

* . I. * * d 1 où sJ r(L) = (sJJ SI (1-p
1

)N 

I * (cf 1.3 i) J \ ox ·- \ s J/ 
I 

= ox 
J 

Comme les foncteurs (1-p
1

) sont des projecteurs qui commutent deux à deux 

(1.3 ii)) ~ r est un projecteur. Enfin la dernière assertion de 2) résulte de 

l 1 expression de r(L) donnée dans 1). 

Corollaire 1.5. Pour qu 1 un faisceau inversible L sur X soit rigidifiable, 

relativement aux: sestions e. " i E. I 1 il faut et il suffit que pour toute 
l . 

* partie I de E , de cardinal n-1 1 on ait s
1

(L) ~ OX • 
I 

Nous allons étudier le sous-groupe Pice .. iEE(Xj (1.2) suivant les va-
1· 

leurs de n = card E. Pour mémoire, rappelons que si n=1 , et si 



f*(OX) = OS universellement, alors Pic (X) 
e 

est isomorphe à PicS(X) 

VII.4 

(VI 2.9). 

Dans le paregraphe suivant, nous étudions le cas n=2 ce qui nous amène à par-

1er des correspondances divisorielles. Enfin, nous verrons que pour n ~ 3 , 

on a Pic . (X) = 0 
e.,1E.E ' 

du moins si l'on fait des hypothèses convenables de 
l 

platitude et de propreté sur les morphismes 

§ 2. Correspondances divisorielles. 

f.' 
l 

Dans ce paragraphe, nous conservons les notations introduites dans 1 ,1 et 

nous supposons que I = {1,2J Pour tout S-schéma T , on a alors un ho-

momorphisme canonique, fonctoriel en T : 

Par passage aux faisceaux fppf associés 9 on en déduit un homomorphisme cano-

rnque : Pic (X ) x Pic (X ) ---1' Pic (X :.. X ) -s 1 s-s 2 --'--S 1S 2 

Définition 2.1, Soient x
1 

et x
2 

deux S-schémas" On appelle foncteur des 

correspondances divisorielles sur X
1

x
8 

X
2 9 relativement à S et on note 

Cor½(X
1 

,X
2

) 1 le faisceau fppf associé au préfaisceau 

On pose Corr (X ,X) = Corr (X ,X) (SJ. 
S 1 2 --s 1 · 2 

Vu la définition de 

de faisceaux fppf : 

Pic (X), -s il est clair que l 1 on a une suite exacte 

(. ·,;: ) Pi r • ( X ) Il Pi c ( X ) c a 
1
~ Pi c ( X :.. X ) C ( X X ) 0 -'s 1 S -s 2 -s 1 S "2 --> orr S 1' 2 --? 
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Pro;eosition 2.2~ Soient s un schéma, f. . X. ~s i = 1,2 d~ux . 
' ' J. J. 

S-schémas, e . . s~x. une section de f. et supposons que (fi)* (ox.) = . 
1 1 1 

·1 

universellement, Alors 

injective. 

2) Les homomorphismes canoniques : 

sont des isomorphismes. 

lJ On a des isomorphismes canoni~ues 

[où Home
1 

(X
1 

,Pic
8

(X
2

J) Jésiine le groupe des morphismes du faisceau x
1 

dans 

le faisceau Pic
8 

(X
2

) qui envoient la section e
1 

sur la section uni té. On 

a une définition analogue yiour Hom e
2 

(X
2 

,Pic
5 

(X
1

)) ] , 

o,_ 

Démonstration.- L:assertion 1) et le fait que u soit un isomorphisme résul~ent 

imm~diatement des définitions et de VI 2.9. Par ailleurs, Hom(X
1

,Pic 8 (X2)) 

est le groupe Pic
6

(x
2

)(X
1

) dèà points de Pic
8

(X
2

) à valeurs dans X
1 

. 

D1après VI 2,_9 ce groupe est auesi égal aux classes de faisceaux inve1·;~1.oles 

Pour que L définisse un élément de 

Hom
81 

(X
1 

~Pic
5

(X
2

)), il f~et de plus que Compts tenu de 1 .5, on 

en déduit que le morphisme canoni~ue 
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est un isomorphisme. Cet isomorphisme est compatible avec les changements de 

base T -~ S , d I où le fait que le foncteur T ~ Pic ( ( ) ( ) ) (X1 r S X
2

) T 
e1 T' e2 T 

est isomorphe au faisceau fppf T ~Hom(e
1

)T ((X
1

)T, PicT(X
2

)T). Il en ré-

sulte bien que v est un isomorphisme, donc aussi w
1 

; en échangeant les 

rôles de x
1 

et x
2 

, on voit de même que w
2 

est un isomorphisme. 

Théorème 2o3o Soient f. : X. ~S deux S-schémas propres et plats, tels 
1. 1. 

que (fi)*(OX_) = OS universellement. Alors, CorrS(X
1
,x

2
) est un S-schéma 

1. 

en groupes, localement de~ fini, net (ioeo non ramifié) et séparé sur S • 

"Démonstration"•·-· Dans [ 3] on prouve que sous les conditions énoncées, le fonc-

teur CorrS(X
1
~x

2
) satisfait au critère valuatif de séparation. Le théorème 

résulte alors de ([1] théorème 4). Notons que la démonstration utilise les cri-

tères délicats de représentabilité des foncteurs nets et séparéso Dans la 

sui.te~ ce théorème ne sera pas utilisé dans l 1 étude élémentaire des schémas 

abéliens. 

Remarque 2.4. Sous les conditions du théorème 2.3, supposons de plus que S 

soit le spectre d 1 un corps k • On peut alors montrer que 
. i 

P1.e (X ) 
-k 

et 

Pick(X
1
l(k X

2
) sont des schémas en groupes localement de type fini [2]. Le 

fait que Corrk(X
1
,x

2
) soit net sur k équivaut alors à dire que la compo-

sante neutre est le produit des composantes neutres Pick
0 

(X.), 
-- 1. 

§ 3. Le théorème du cube. 

Théorème 3.1 (théorème du cube). Soit E un ensemble finir avec card(E) ~ 3 

et soient f. : X. ---'r S • i E. E , des morphismes propres plats tels que 
l 1 ' 

(fiJ*(OX ) -,- os universellement et soit e. 
' 

i E. E une section de f, 0 

.1. 1. 
i 

TT X Alors tout fEisceau inversible L sur X= ' 
qui est rigidifié rela-

i €E i 
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tivement aux sections e. , i E. E 
l 

est trivial. Autrement dit 

Pic . E (X) = 0 • e., l E , 
l 

Remarque 3.2. Reprenons les notations de 1.1 et pour tout partie I de E no-

tons le foncteur de rigidification sur x
1 

relatif aux sections e. , 
l 

i E I (cf 1.4) et soit Pice
1 

(X
1

) le sous groupe de Pic(X
1

) formé des 

classes de faisceaux inversibles rigidifiables relativement aux sections 

i € I. On vérifie formellement que le morphisme canonique : 

est un isomorphisme, l 1 isomorphisme inverse envoyant un élément M de 

Pic (X
1

) 
el 

sur Si on suppose de plus que les morphismes f. ' l . 

e. , 
l 

i E E, sont propres, plats et tels que (fi)*(OX_) = OS universellement, il 
l 

résulte de 3.1 que l 1 on a Pic (X
1

) = 0 pour card(I) ?:- 3 , et il résulte 
el 

i .;:. j ' 

d'où le fait que l 1 on a un isomorphisme canonique 

Pic(X) Pic(S)\lJE PicS(Xi)x(i1;;)cE Corr 8 (XixS X} 

i./:-j 

Démonstration de 3a1. Quitte à remplacer S par le produit de card(E)-3 des 

Xi . on voit facilement qu'il suffit de prouver le théorème lorsque E = {1,2,~ 

Li hypothèse (f y· (0 ) - 0 universellement entraîne que les fibres de 3 ->t X - S 
3 

sont connexes. Le théorème du cube va donc résulter de 2a3 et du lemme suivant: 

Lemme 3a3. Soient f. : X. "-7S, 
l l 

i = 1,2,3, trois S-schémas et soit e. 
l 

une section de f. pour i = 1 ,2,3. On suppose de plus 
l 
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1) Les fibres de f
3 

sont connexes. 

= 0
8 

universellement pour i 1 , 2 • 2) (fi)*(OX) 
i 

3) La section unité de Corr
8

(x
1

,x
2

) est une immersion à la fois ouverte 

et fermée. 

Alors, tout faisceau inversible sur 

relativement aux sections e. , i = 1,2,3 
1 

X=Xx Xx X 
1 S 2 S 3 

est trivial. 

qui est rigidifié 

Soit donc L un faisceau inversible sur X, rigidifié relativement aux 

sections e
1 

et montrons que L~OX. Le faisceau L définit un S-morphisme 

u x
3 
~ Corr (X .X ) • Soit Z le sous-schéma à la fois ouvert et fermé de --s· 1' 2 

x
3 

égal à 1 1 image réciproque par u de la section unité de Corr
8

(x
1

,x
2

). 

* Comme L est rigidifié on a s1 2(L)!!'.'Ox 7' X 
donc z majore e

3
(s). Mais 

' 1 S 2 
les fibres de f3 sont connexes, donc z = z3 et L définit la correspondance 

* divisorielle nulle sur x1~s X 
' 

relativement à x3 0 Comme s13 (L)..ni OX x 
x3 2 

* 
1 S 

et s23 (L) !::!... OX 
x3 21-S 

. on déduit de 2.2 que L ~ OX. 

Pour démontrer le théorème du cube? il nous suffit donc de savoir que la 

sechon uni.té de Corr
8

(X
1 

,X
2

) est une immersion à la fois ouverte et fermée. 

C'est là un résultat plus fBible que 2.3 que nous allons démontrer directement, 

du moins dans le cas o~ les fibres de f. , i = 1 .2 . sont géométriquement in
.1 . 

tègres, ce qui nous suffira dans la suite du séminaire. 

Proposition 3o4o Soient x
1 

et x
2 

deux S-schémas propres, plats et intègres 

sur S (lae. les fibres sont géométriquement intègres). Alors la section unité 

de Corr
8

(x
1 

,X
2

) est une immersion à la fois ouverte et fermée. 

Etablissons d=abord quelques lemmes. 

Lemme 3.5. Soient f. , X. -i>S (i = 1,2) deux S-morphismes plats, quasi-
1 l 

compacts (et qu2si-séparés), tels que (fi)* (OX_) 
l 

OS universellement et soit 
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net sur S (EGA IV 17.1.1). 

Comme les hypothèses faites sont stables par changement de base, il nous 

suffit de montrer que si S est affine et si S est un fermé de S défini 

par un idéal de carré nul I alors l'application 

est injective (on note Xi= XixS §). Considérons le carré cartésien 

LV hypothèse (f
1

) * (OX ) = OS universellement entraîne que 
1 

-=- r ox
2

• La suite spectrale de Leray relative au faisceau 

morphisme h = f
2 

g
2 

donne la suite exacte 

et au 

0 -"7 R 
1 

( f 
2

) * (I OX j --, R 
1 

h ( I O ) ---> ( f ) R 
1 

( g ) ( I O X J 
* X1xS X · 2 * 2 * X~ 2 2 1 S 2 

Compte tenu de EGA IV 1 .7.21 et du fait que (f
2

)*(0x/ ==- OS universellementi 

le dernier terme s'identifie k R
1(f 1)*(I OX ). On en déduit que le morphisme 

1 
canonique 

est un isomorphisme" 1 1 application réciproque étant définie par les sections 

e .• Comme S est affine, 1 1 application 
1 
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est aussi un isomorphisme. D1 après VI 2.12 les classes de faisceaux inversibles 

L ·-· -sur x1~S x2 qui relèvent le faisceau trivial sur X
1
tS x

2 
correspondent 

aux éléments u de Le faisceau L est rigidifiable 

relativement aux sections e
2 

si et seulement si les images réciproques 

de u dans 
1 

H (X. ,I 
.1 

équivaut à dire que 

Lemme 3.6. Soit s 

OX) sont nulles pour i = 1,2. Vu ce qui précède, cela 
i 

u est nul. Le lemme 3.5 est alors conséquence de 2.2 2). 

le spectre d 1un anneau de valuation discrète, 1 son point 

générique, s son point fermé et soit X un S-schéma plat et localement de 

type fini sur s dont la fibre X est 
s 

intègre. Alors tout faisceau inver-

s.ible L sur dont la fibre générique Ll est triviale, est trivial. 

En effet, soit t le point générique de X et lf une uniformisante de 

f (S) 0 L•hypothèse X 
s 

s 

intègre entraîne que 1T engendre 1:idéal maximal de 

1 1 anneau de dimension 1 OX t , donc OX t est un anneau de valuation dis-
' y 

crète admettant ïT pour uniformisante. Soit alors a une section rationnelle 

de L qui engendre L Quitte à multiplier a par une puissance convenable 

de V, on peut supposer que a engendre L au point t • Mais alors a 

engendre L aux points de X de profondeur~ 1 (EGA IV 6.3.1), donc engendre 

L (cf. EGA IV 2L 1.8) o 

Prouvons maintenant la proposition 3.4. Vu la descente fpqc des sous-

schémas (SGA 1 VIII) i l 7 assertion à démontrer est locale pour la topologie 

fppf. ce qui nous permet de supposer que f. 
l 

possède une section e. 
l 

Les hypothèses faites étant stables par changement de base, nous sommes ramenés, 

compte tenu de 2.2. à prouver 1 1assertion suivante 

Soit L un faisceau inversible sur x
1

x
3 

x
2 

. rigidifié relativement à 

le
1 

e
2

J et soit Z le sous-foncteur de S défini comme suit 
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Z(T) = { 1J 

Z(T) =- ~ sinon 

est trivial J 
T ~ Sch/S 

Alors Z est un sous-schéma à la fois ouvert et fermé de S. 

A) Z ~S est une immersion ouverte. Soit donc s E. s tel que L 
s 

soit 

trivial et montrons que L est trivial au-dessus d 1 un ouvert U de S conte

nant s. Par passage à la limite, il suffit de montrer que L est trivial au

dessus de Spec(OS ) ce qui nous ramène au cas où S est local de point fer-
yS 

mé So Par descente fpqc, on peut supposer que A = 0 
S9S 

est complet pour la 

topologie définie par son idéal maximal m (rappelons que S est noethérien). 

Pour tout entier n ~O posons 
n+1 

S = Spec(A/m ) , 
n 

Comme 

x
1 

11.S x
2 

est propre sur S , il résulte facilement de EGA III 5 .1 .6 que L 

est trivial si et seulement si L est trivial pour tout n 
n 

Or L = L 
0 S 

est trivial par hypothèse et CorrS(X 19X
2

) est formellement net sur S (3.5), 

donc L est trivial pour tout n. 
n 

B) Z ~ S est une immersion fermée. Sachant que Z est un sous-schéma 

ouvert de S , pour voi.r que Z est fermé, il suffit de voir que Z est 

stable par spécialisations. Une technique standard (EGA II 7,1.9) nous ramène 

alors au cas où S est le spectre d 1 un anneau de valuation discrète 1 auquel 

cas on applique 3.6. 
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§ 1. Les homomorphismes ~L. 

1.1. Soit A un S-schéma abélien. On désigne par p : A_,. S son morphisme 

stru~tural, par e : S _,. A la section unité, par pi : AxSA _,. A (i = 1 ,2) 

la projection sur le ième facteur, par s : AxSA _,. A le morphisme d'addition 

((a,a') ,_,. a+a'), par o : A~ AxSA le morphisme diagonal. Pour tout entier 

n on note ou simplement n le morphisme d'élévation à la puissance 

n dans A· 
' 

son noyau est désigné par A 
n 

par a est le S-morphisme T 
a 

b ,-..,. a+b 

Si L est un faisceau inversible sur A 

Soit 

on pose 

un diviseur sur A , on pose de même * D = (T ) (L). 
a a 

sur A , on pose de même 
-X 

D = (T) D 
a a 

On a donc 

a E A(s) : la translation 

L = (T )*(1). 
a a 

Si D est 

Si D est un diviseur 

T (D ) = D . 
a a 

Par passage 
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au faisceau fppf associé, l'application 

(a,L) ~ L 
a 

définit une opération de A sur Pi,% (A). 

1.2. Commençons par une proposition qui est un cas particulier de VI 1o9 

lorsqu'on suppose PicS(B) représentable. 

Proposition 1o3. Soient A et B deux S-schémas abéliens" Alors tout mor-

phisme (de foncteurs) 

la section unité de 

u A - Pic (B) qui en'1oie la section uni té de =-s . . 

Pic
8

(B) ; est un morphisme de groupes. 

Démonstrat1ono Nous devons montrer que le morphisme 

v : Ax A - Pic (B) s =-s· 

( a , a: ) 1➔ u ( a +a ' ) - u ( a) - u ( a ' ) 

A sur 

est nul. Or v est défini par un faisceau inversible L sur Axs AxSB que 

l'on peut supposer rigidifié relativement à la section unité de B 1:hypo-

thèse u(ü) = O , entraîne que la restriction de ,1 à Ax(o) e+ (ü)xA est 

nulle, donc la restriction de L à Ax(O)xB e+ (ü)xAxB est nulle. Bref L 

est rigidifiable relativement aux sections unités des trois facteurs et par 

sui te est trivial (VII 3o 1) ; à forhon. ,1 es+. nuL 

Corollaire 1.4. Soient A et B deux S-schémas abéliens" Alors on a des 

isomorphismes canoniques : 

Pic( ) (Ax B) - Corr (A, B) 
e,e S S 
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Démonstration. Compte tenu de 1.3, ce n'est autre que VII 2.2. 

Proposition 1.5. Soit A un S-schéma abélien et notons ~A (ou simplement 

~) l'homomorphisme canonique 

* 1 ➔ s (1) 

Soit 1 un faisceau inversible sur A Alors :. 

1) Si on identifie Corr (A.A) s ' à Pic ( ) (Ax A). e.e S , on a 

(où p
12 

désigne le morphisme structural de .Axl). En particulier, si 1 

est rigidifié relativement à e , on a 

2) Si l'on identifie Corr
8

(.A,.A) 

s 1 identifie à 1:homomorphisme 

à Hom (.A.Pic (.A) 
Gr· ·--s 

A ➔ Pic (A) 
~ -

a1➔ d(L ®L- 1) . a . 

cp ( 1) 

Démonstration. 1) résulte de la description du foncteur de rigidification 

( VII 1. 4). Prouvons que 1 ) ~ 2), Le morph1 sme cp '. A ➔ Pic (A) 
1 ~' 

est le 

point de Pics (A) à valeur dans A déf rni par le faisceau inversible 

M = / (1) Q9 (p
1 
)* (1- 1) ® (p

2 
)* (1-·1 ) sur Ax

8
.A " Soit alors u : T _, A un 

S-morphisme et considérons le diagramme cartésien 
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AT 
V p2 

-AxA -A s 

PT l l p1 l p 

T 
u 

A --➔ S - p 

L'élément cp
1

(u) de PicT(AT) est défini par le faisceau inversible 

donc aussi par l'élément (LT\ (8) 1;1 
cqfd" 

Remarque 1.6. Comme A est commutatif. l 1 image de cp est formée de corres-

pondances divisorielles symétriques (i.e. invariantes par la symétrie de Ax
3
A 

qui échange les deux facteurs). Nous verrons plus loin que 1:image de cp se 

compose exactement des correspondances divisorielles symétriques" 

Définitions 1.7. i) On note A le sous faisceau en groupes de PicA/S égal 

à Ker( cp) 

ii) Le faisceau fppf quotient 

Néron-Séveri de A relativement à S et se note NS (~ î ==s --/0 

11.~~}.N(s ).On a donc un monomorphisme canonique 

cp NS (A) - Corr (A.Ai ==s -'--8' ' 

est le foncteur de 

On pose 

iii) Le sous groupe A de Pi'.: (A) 
-s 

définit une relation d·é-

quivalence sur Pic (A). 
-s 

Plus précisément. si L et 

inversibles sur A , on écrit L _ M s1 l 1 image de 

M sr,nt deux faisceaux 

L (8) M- 1 a.ans Pic (A) s ' 

est un élément de A(s), ou ce qui revieEt au même. s1 cp
1 

= cpM. 

Proposition 1.8. Soit L un faisceau inversible sur ~ Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 



1) L .- OA 

2) cp = 0 
L 

3) s*(L) ® (p
1

)*(1- 1) ® (p
2

)*(1- 1 ) ® (p
12

)*(1) ~ 0 
AxsA 
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4) L'image de L dans Pic
8

(A) est invariante par translations. 

5) Pour tout S-schéma T et pour tout a C A(T), il existe un faisceau 

inversible M sur T et un isomorphisme 

Démonstration. 1) < > 3) résulte de 1 "5 1 io 

1) ( >2) < >4) résulte de 1.5 2) et 1 asserticn 5) ne fait qu:explici-

ter 4). 

Proposition 1o9. Soit A un S-schéma abélleno 

1) A est un sous-groupe à la fois ouvert et fermé de Pic
8

(A). 

2) Si LE Pic(A) le morphisme cp : A -> Pic (p.) 
L --S . se factorise à travers 

A 

A o 

Démonstrationo 1) résulte du fait que la section unité de Corr
8

(A9 A) est 

une immersion à la fois ouverte et fermée (vn 3o4Î" 2) résulte immédiatement 

de 1). 

Remarque 1.100 Un des buts de la théorie élémentaire des schémas abéliens est 
A 

est de montrer que A est un schéma abélien, que l'on appelle le schéma 

abélien dual de A O Dans les chapitres IX, X et XI on montrera que A est 

une variété abélienne si A est une variété abélienneo 

Proposition 1.11. Soient A et B deux S-schémas abéliens et u A-> B 

un homomorphisme. Alors on a un diagramme commutatif 
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Pics(B) 
Pic(u) 
--- Pics(A) 

cpB l 
Corrs(B,B) Corr(u) Co!r:~A,A), 

Par suite, Pic(u) induit un homomorphisme u B - A et définit par 

passage au quotient un homomorphisme NS(u) : llli.s(B) - llli.s(A). 

Démonstration. Cela résulte de la définition de cp et du diagramme commu-

tatif 

uxu 
BxsB 

l SB 

A --➔ B 
u 

En explicitant 1.11 en terme des on trouve le corollaire fondamen-

tal suivant : 

Corollaire 1.12. Sous les hypothèses de 1.11, on a pour tout faisceau inver-

sible L sur B le diagramme commutatif 

cpL 
B----

A 

B 

A 

Théorème 1.13. Soient A et B deux S-schérnas abéliens, u et v deux 

homomorphismes de A dans B, ---alors u+v -= u+v (autrement dit A~ A est 

un foncteur additif). En particulier, poc1.r tout entier n i n - n" A - ~A 

Démonstration. Considérons le diagramme 



On a alors 

u = p
1 

o (uxv) o é 

V = P2 0 ( uxv) 0 é 

u+v = s o ( uxv) o é 

VIII. 7 

Soit 1 un faisceau inversible sur B, rigidifié relativement à la section 

unité et soit M = s*(1) ® (p
1

)*(1- 1) ® (p
2

)*(1- 1). On a donc 

(u+v)*(1) (3) u*(1- 1
) ® v*(1- 1

) = o*(mv)*(M). Or si L =OB, M est trivial 

( 1. 5 1)) d'où * * * (u+v) (1) ~ u (1) ® v (L) et par sui te u+v = û+v ô 

Corollaire 1.14. Soient A un S-schéma abélien et n un entier. Alors 

* ® 2 
(nA) (1)=1 n 1 ) Si 1 est un faisceau inversible sur A ·' 

on a 

* (-1) (1) =1. . A. . . (autrement dit 2 
cp1), En particulier 

cp(nA)*(1) = n on a 

2) 1 1 application * 11➔ (n) 1 .k dans Pic (A) --s induit 1 1 élévation à la puis-

sance n sur A et définit par passage au quotient. l 1 élévation à la puis-

2 
sance n sur ~(A). 

Démonstration. 2) résulte trivialement de 1) et de 1.13. Pour établir 1) on 

note que compte tenu de 1.12 et L13 on a le diagramme commutatif 

A 
cpL 

-----,> A 

A----> A 
cp(nA )*1 

Remarque 1. 15. Le corollaire 1. 14 montre que A 1➔ Pi c
5 

(A) n'est pas un fonc

leur additif, mais plutôt un foncteur "quadratique''. Ce point sera précisé 

plus loin. 

Proposition 1.16. Soient A et B deux S-schémas abéliens et u, v, w 

trois homomorphismes de A dans B Alors, pour tout faisceau inversible 1 
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sur B on a 

(u+v+w) * (1)®( v+w) * (L- 1 )®(w+u) * (1- 1 )@(u+v) * (L- 1 )®u* (1)®: (1)®; (1)®0* (L- 1 ) = 0 A • 

Démonstration. Soit s
3 

: B ®s B @
8 

B __, B le morphisme d'addition 

(b ,b ,b) ~ b +b +b . Il est immédiat que le faisceau inversible sur A qui 
1 2 3 1 2 3 

figure au premier membre de 1 1 égalité ci--dessus n'est autre que 1 1 image réci-

proque par le morphisme A--> Bx
8 

Bx
3

B (a,_,. [u(a),v(a).w(a)]) du rigidifié de 

* (s
3

) (L) relativement aux sections unité des trc·is facteurs, d,:;nc est trivial 

di après le théorème du cube (VII 3" 1) .. 

Remarque 1.17. Pour tout couple d'homomorphismes u,v A~ B et tout fais-

ceau inversible L sur B posons 

La propositiori 1.16 signifie alors que 1 appllca+icm 

Hom(A.B) x Hom(A B) - PicfA) 

est une application bi-additive. 

Terminons ce paragraphe par une propriété de Pic
3

(A) qui aurait pu être 

signalée dès le chapitre VL 

Définition 1.18. Soient S un s~héma (localement noethérien) et 

F : (Sch/s)
0 ➔ Ens un foncteuro On dit que F 2atisfait au critèl"e val1atif 

de propreté si pour tout S-schéma T qui es+ le spectre d 1un anneau de valua-

tion discrète, de point générique t . 1 appllcah.on de restric+ir•n 

F(T)--> F(t) est un isomorphisme. Rappelcns que si F est un S-schéma de 
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type fini (resp. localement de type fini) alors F satisfait au critère valua

tif de propreté si et seulement si F est propre (resp. essentiellement 

propre) sur S (EGA II 7.3.8 et EGA IV 18.10.20). 

Proposition 1.19. Soit f : X~ S un morphisme propre, lisse, tel que 

f*(oX) = OS (par exemple A est un S-schéma abélien). Alors Pic
8

(x) sa

tisfait au critère valuatif de propreté. 

On peut supposer que S est le spectre d 1 un anneau de valuation discrète. 

Comme Pic (x) est un faisceau f. p. p. f. il Pst l0isi ble de prouver 1 1 asser
--'--8 

tion après avoir fait un changement de base fidèlement plat s 1 
- S On peut 

donc de plus supposer que f possède une sectir::'.1. S01 t t le point générique 

de S . Un point de Pic/xt) est alors déf1n:è par un faisceau inversible 

Lt sur Xt (VI 2. 9 L Comme X est 1 i ss"è sur S qui e2t régulier, X est. 

régulier, donc à ses anneaux locaux factorisls" Par suite Lt se prolonge en 

un faisceau inversible L sur X et L est unique à isomorphisme près 

d 1 après (VII 10), d:où la propositi0n L19. 

Exercice 1.20. Montrer que dans L19 l 1hypot.hèse f/ox) =Os est inutile. 

§ 2. Faisceaux amples ~ les variétés abéliennes. 

2.1. Soient A un S-schéma abélien, D un diviseur sur A , 

le faisceau inversible défini par D • Vh,,momorph1sme cp
1 

A ➔ A sera aussi 

noté On désigne par le support de D. 

Théorème 2.2 (Weil). Soit A une variété abélienne sur un corps k. 

1) Pour qu'un diviseur positif D sur A soit ample, il faut et il suf

fit que Ker cpD(k) soit un groupe fini (N.B. k désigne une clôture algé

brique de k). 

2) Il existe sur A un faisceau ample, a~trement dit A est un schéma 

projectif sur k. 
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Lemme 2.3. Soit A une variété abélienne sur un corps k algébriquement clos 

et soit D un diviseur sur A. 

1) Pour a, b E A(k), on a D b + D + Db ~ 3D a+ a 
(où désigne 1 1 é-

quivalence linéaire). 

2) Si x et a E A(k), il existe un ouvert non vide V de A tel que 

3) Supposons D irréductible et soient a et tels D ,I= D ~ 
a-b 

alors il existe c E A(k) tel que a E jncl et b 1 jncj. 

Démonstration. 1) résulte du fait que cpD est, un homomorphisme. 

2) On a x E j D b j ( ) Y F -b + j D j < > b ( -x + J D [ = 
a+ a a 

b E ID J. On peut donc prendre pour V 1:ouvert n9n vide A - jD. j-jD j. 
a+x a+x x 

3) Comme D est irréductible Da-t-/: D(==;)- !D
2

[-/: lnbj. Par 

suite il existe C' ( A(k) tel que '· ( ID 1 = ·-a + jDI et. \ I !Dbl = -·b + JDI a 

d'où a E ID 1 et b I j D [ 0 

C C 

Lemme 2. 4- Soient A une variété abélienne sur un corp:=: k algébriquement 

clos, D. i ( I une fam1.lle fime de diviseurs positif::: irréductibles sur 
i 

A . D =L'. D. . E le sous-groupe de A (k) form~ des points a tels que 
HI 

l 

(D) = D. Vi E i . Alors Sl 
.1 a l 

a et b 1 A(k) S·') nt. tels qui? a-b l E 

il existe un diviseur positif 6 .:: 3D qui sépare a e( b ( l. e,, a E 1 tj 

et b I 16 1 L 

En effet, il résulte de la définition de E et de 2.3 3)' qu il existe 

i E I et u. E A(k) tel que a ( ID 1 
et b I jD1 lu. 0 D'après 2.3 2); 

1 · 1·u. 
l 1 

il existe V .. tel que b I 1 n 1 +v. U j Dl j u et pour tout J C I j .-1= l 
1. 1 . Li. 

l l 1 

il existe U. et. V. dans A(kî tels que b l ! D) u +v U ID J I u U j D J j v 
J J 

J J J J 
Le diviseur .;, 0 ' 

t:, =I=: (D ) + ( D. ) t- (D ) est alors li:r1éaire-
i u.+v .l u .1 \1 

HI l l 
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ment équivalent à 3D (2.3 1)) et par construction, on a b / ltl et a t ltl 

Prouvons maintenant l'assertion 2) de 2.2. En fait on a le résultat plus 

précis suivant (cf. [1]) 

Proposition 2.5. Soient A une variété abélienne sur un corps k, V un 

ouvert affine non vide de A , D un diviseur positif ayant A-V comme sup

port (N.B comme A-V est purement de codimension 1 dans A (EG.~. IV 2L12,7), 

et comme les anneaux locaux de A sont factoriels. un tel diviseur D existe) 

Alors D est ample sur A. 

En effet, dt après 2. 3 2) et 1), \/ x E A(k), ~ a et b E A(k), tels que 

et 6 = D +Da+ Dh est un diviseur~ O 
a+b u 

linéaire-

ment équivalent à 3D. On a évidemment A - l tl = v~ b n V n vb qui est un 
· a+ a 

ouvert affine puisque V est affine et A séparé, Il résulte alors de EGA 

II 4.5.2 a') que D est ample sur A, 

Corollaire 2.6. Si A est une variété abélienne sur un corps k, le foncteur 

de Picard, PJCk(A) est un schéma en groupes localement de type fini et ll en 

est de même de A .. 

Le fait que Pick(A) so.1 t un schéma en groupes localement de type fini 

résulte de 2.5 et de VI 2.14, L'assertion portant sur a résulte alors de 1 .9 

Pour établir l 1 assertion 1) de 2,2, en peut supposer k algébriquement 

clos, 

i) Soit D r= D un diviseur SUT A ' les D. sont pos1 tifs JY-= ' ou 
i EI 

l 1 

réductibles, tel que Ker cpD(k) soit finL :Montrons que D esi ampl'.': sur fL 

Appliqurrns le lemme 2. 4 à D. Le groupe E est évidemment cent.en•"' dans 

Ker cpD (k), donc est fim. D I après 2. 4, le système linéaire associe à 3D per-

met de définir un k-morphisme h A ➔ Proj(W) (où w = r(A,o_/3D))), qui 
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sépare les orbites de E dans A(k). Comme E est fini et A propre, h 

est fini (EGA III 4.4.2). L'image réciproque par h du faisceau ample cano

nique sur Proj(W), qui est isomorphe à OA(3D) est donc ample sur A; à 

fortiori D est ample sur A. 

ii) Soit D un diviseur ample positif sur A. Montrons que Ker ~D 

(qui est un sous-schéma en groupes de A d I après 2. 6) est finL Cela va ré-

sulter du lemme suivant 

Lemme 2o7. Soient A une variété abélienne sur un corps k algébriquement 

clos, D un diviseur positif sur A B la sous-variété abélienne de A 

égale à la composante neutre réduite de Ker ~D. Alors : 

1) Le diviseur D est invariant par les translations par le sous groupe 

2) Le diviseur D est l'image réciprcque d'un diviseur 6 sur C = A/B 

et 6 est ample sur C. 

Démonstration. 1) --) 2). En effe puisque D est invariant par B , il ré

sulte de la théorie de la desce:1te fpqc que D provient d'un diviseur 6 sur 

C. Vu la définition de B, le groupe Ker(~c)
6 

est fini 1 donc d'après i) 

ci-dessus 1 6 est ample sur C. 

Prouvons 1). Soit W le k-espace vectoriel de dimension finie égal au 

dual de r(A,OA(D)). Le foncteur 

Tt-> (Diviseurs po2itifs relatifs sur A'I; qui.. localement sur T sont 

linéairement équivalents à DT) 

est représenté par le fibré pr~Jertif P déf1n1 pa~ W. C~mme, B e~t con-

tenu dans Ker ~D. B opère sur P par 

de B dans PGL(W). Mais on a r(B) = k alc\rs que PGL(W) est affine , 
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donc B opère trivialement et par suite D est fixe sous les opérations de 

B • 

Corollaire 2.8. Si A est une variété abélienne sur k, on a 

dim (A) ~ dim(A). En effet si D est un diviseur ample sur A , Ker cpD est 

un groupe fini (2.2), donc l'image de A dans A a même dimension 

q_ue A. 

Corollaire 2.9. Si A est une variété abélienne et si n est un entier non 

nul, Ker n est un groupe fini. 
A 

On peut supposer n > 0. Soit D un diviseur ample, positif sur A. 

Alors nD est ample positif, donc Ker cp nD 
est fini (2,2). Mais 

donc à fortiori: A est fini. 
r1 

Remarque 2.10. Lorsq_ue n est premier à la caractsristiq_ue de k, il est 

clair à priori q_ue A 
n 

est fini, en effet est alors un morphisme étale. 
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1 o Un iemme sur les algèbres de Ho_pfo 

1967-1968 

1o1 Soit k un anneau.o Une algèb!'."e graduée anticommutative est un k-module H 

muni d'une gradua+ion 
.n 
(H )n ;;i,- 0 et d'une structure d 1algèbre ,:ompati.ble avec 

sa structure de module et telle que s1 
r 

a €. H et 
s 

b e. H " on ait 

. rs 
et ba =- ( · 1 J ab • 

Le _EEoduit tensoriel (gauchej H® H' 
g 

des algèbres graduées anticommuta-

ti,~c.s H et H' est le k-module H«> 
k 

H• muni_ d1c la gra,dua ti.on produit ten-

s0rLei et de la stru~+ure d 1 algèbre telle que pour a e H . 
r 

a' E. H 
s 

b E. H , 

on ait 

momnrphtsme d 1 ~lgèbres graduées (coproduit 1 

et ~érif:ant les axiomes suivants. 



a) La multiplication de H est associative et possède un élément uni.té~ 

noté 1 tel que À~ il o 1 soit un isomorphisme de k sur H
0 

o 

bj Si 
n 

a e. H 1 on a 

n-•1 
ôa -· 1œa ... ae1 e.2-·• 

--' 
i :cc 1 

Hie~ .. j o 

La condition b) signifie que la projection e 0 H ___ .,. H ~ k est une coüni té 

1o3 Soit V un k--modu1eo Il existe sur l'algèbre graduée anticommutative /\V 

une struc-i,ure d 1 algèbre de Hopf unique telle q-1.e /::.v 1 ~ v + v ~ 1 pour v e. V 

En effet 1uappLc-ation diagonale de V dans V.,_ V induit un hom-::morphisme d'al-

gètre /\V--·> l\(V-,.Vj _0:!...->-f\V® /\V qui répond à la quest.iono 
g 

Soit H une algètre de H9pf. D·après 1 o2 b; tout 
, ..., , .L 

e.temen ,, 

est ..EE_;_miLf. crest-à-dire teJ que 6a .=.· 1 ®a+ aé1o 

de 

S. 
2 2,2 2 2 

0n a (a+bJ - a +o +ab+ba ~ a +b c Il s 1ensuit que 1 en•-

semb1e V des a e. H 1 tels 
2 

que a - 0 est un sous-module de H
1 

o L:injec-

+ .. , ion de V dans H 
1 

se prolnnge en un h-:;momoT.ph isme d:algèbres graduées 

qui est ~omp~tib]e avec les coprodu:ts. 

n :;,, d o Alors ~ur tou+_ "' €. Spec k , on a [H
1

(2J 'FL3J] ~ d 0 

d ~ tout élément de Hl es+ de 

K .est un. cor,12s •· ou s_· le k--modul e H ~ 9-:.~ ~ ! ir.J... ce+ homomo· _211. sme est 

bijedif et tout é.lément J?,ri.mi.tif de H es~ i~- 9:egré 1o 

LrJ.rsque k est un corps, ced "."ésui.te d.u théorème de He,pf-Bc::'0l(Ao BOREL: 
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groupes de Lie compacts 1 Ann. of Maths, 57 1 1953 1 p. 138). La démonstration qui 

suit n'utilise pas ce théorème. Prouvons d'abord 

1. 5 Lemme.--· Soient H ~ algèbre de Hopf v un sous-module de tel 

1 1 1 
que H /V soit plat et V la sous-algèbre de H engendrée par V. Si 

b,ce.V, et si b t 0 alors ab+c-/= O. 

On peut supposer b homogène de degré n c homogène de degré n+1. Si 

n-= 0 , 1 1assertion est triviale : supposons donc n::,. O. Comme 

Ô U = 1 GD U + U ®1 
1 

pour u e. H , on a aussi.td À V c. V ev 

ave: b 1 

l 

Il-· 1 
bb -· 1®b + b e1 + z== b? Qll b 11 

i=1 
.l n-1 

Il 

be = 1 @ C + C @1 + z~ c 1 e c:' 

i = 1 
i n+l-1 

C 1 " ,. ·_1 "" V n Hi V t - , S . b+ , , = car es graduee. 1 u = a c 5 
l 

(1~a + a~1) ô.b + Âc 

Le terme de bidegré (1~n) du membre de droite est 

a ® b -· b ' e ab 1~ + c I e> c :·. s i n ::,. 1 y 
1 n-1 1 n 

on a 

Si. 
1 1 1 

H --·-?HIV est la pr·:j~d-i~n canon:qu, 0 ~ 1'1 image de c0 terme par 

o/ @ Id est f(a) ® b 0 Si u -:: 0 ? alorë' 11>:a)flb := 0 ce qui imp] ique 
Rn ' 

~(a) = 0 ou b = 0 puisque H/V
1 

est plat or cela est exclus. donc u /:- o. 



1.6 Lemmeo•- Soient H ~ algèbre de Hopf telle que ~ k--module H1 soit 

libre y et soit (a1,ooo a ) une partie d'une base de H
1 

o --- m --- Si n est un 

entier ~ 0 tel~ 
Il t 0 

Il t 0 a1 ' 
alors a1 a2ooo a 0 

m 

Raisonnons par récurrence sur m ~ 1 , 1 1 assertion étant triviale pour 

m = 1. Soit V
1 

= k + + k C H
1 

a 1 • • • am--· l • 

a
2 

•• o a 
1 

;1 
ffi·-

C = Û entraîne que 

Le lemme 1.5 appl~qué à 

s.: 

1.7 Démontron~ maintenant la proposition. Soit s E Spec k et soit (a
1

;•••,am) 

un système libre d 1 éléments de a ••• a /:- 0 , 
Il m 

donc 

m . L 
H ( .éi J .' 0 . donc m ~ d ; cela entraine [H

1
·s) '. u(s,J .,s; d et démcntre la 

première assertion de 1.4a Pour démontrer 1e reste de la proposition, on peut 

3UppOS':'I 1 :bre de rang d 

2 
a. a o a 

! 

soit 
1 

H o On a 

don,:: 
2 

a. -:: 0 pour i = 1 ••• ,d d 1 après 1.6o Tout élément de H
1 

est donc de 

ca:rré nui :_C'f. 1a3,. Soit f /\ H
1 

----? H l 1homomorphisme d algèbres graduées 

.nduisanthdentit-é sur H
1

• Prouvons~ f est J;nJect:f_. So~i. n le plus 

pet:·, entier s 1 il existe tel que ne soit pas injectif .... so 1" 

un sous-module de engendré par une partie de la base tel que 

f 1 "n v
1 

soit inJe,t fr et maximal pour cea propriétés. Soit a 1 1un des a. 
1. 

n'appartenant pas i.l existe 
n 1 

u E /\ ,V +k a 1 tel que 

f (_ u) =- 0 o Ma i. s u s 1 é cr i t a " b + c . 

donc a f(b) + f(c) - f(u) o. D'après 1 0 5 ,, cela i.mpl i.que 

b =- 0 donc u = C ma1s cela. est con trad i.cto i 1 e --ar f 1 

u t 0 et 

Il 1 
ce/\ Ve 

f(bJ : 0 

Ï1 

1 1 \ 
v·1 esi: 

On a 

donc 

injectif, 

Enfin, supp1;;ons que k so 1 t un corps. ou que H S".:l. t un k -module de 

type fini . et prouvons que f est bijectifo D1 après Nakayama? on peut supposer 



que k est un corpso L'image de f contient H
0 

et soit n le plus 

petit enti.erv s'il existe,tel que f(t..,U H
1

) 1-Hno Notons I l 1 idéal de H 

engendré par H
1 

on voit aussitôt que c 1 est le sous-module gradué de H tel 

En particulier 

m 

I O Hm - L ru../ H1
) ~-i, m ~ 0 • 

i==-1 

Il . 1 
I () Hn - L f(f'/ H) rcr,n•i H1) = f(J\n H1) -j Hno 

i=1 
d 1 

et soit b E. /\ H J b /._ 0 o On a 

6. a = a® 1 + 1 ® a modo I @H 1 

Soit 

d'où 6,(af(b))=1®af(b)+aaPf(b) modcl®Ho Mais af(b)EHd+ 1
=0s 

donc· a ®f(b) E. I œH , 8e qm contredit _;e fait que a f=.. I et f(b1 /---0 o 

Il ne nous reste plus qu'à prouver que tout élément primitif de l 1 algèbre 

de H·Jpf /\ H
1 

est de degré 1 c: est un résul téa,-i: bi.en connu, donnons une dé-

monstration pour être complet◊ Raisonnons par récurrence sur le rang d de H
1

, 

l 1assertion étant triviale pour d c= 1" S; d;;:. 1 , ér:r~vr_n:1s H1 = V 1+Tî ë où 

y: est li.brs de rang 1 et V" libre de rang d-1 o Si u E 
{\ L 1 

H i ~ 1 '! on 

peut, é'.'r ire 'j_ =- a ,1\ b -l- - ave·_ a e:. yv b E /\ i -1V.'. i 
C E./\ 1

V;'c Le cal ( ul 

fait a11 cours de la démonstrBtion de 1.5 prau~e que la composante d~ bidegré 

( 1 , i - 1 J de 

u est primitif Jn a den: a= 0 ou t , 0 Ll ·- C ·' = 0 

d 1 après l 1hypothbse de ré:urren ~. 



2a Lissité de Ao 

2a1 Nous nous proposons de démontrer le théorème suivant 

Théorème o·-· §oient S ~ schéma P A un S-schéma abélien et f A ---+ S le 

morphisme structuralo 

a) Le foncteur A (VIII lo 7) est formellement lisse sur Sa 

b~ _Les _Q
8

-modules (Rif* t.Q.A) sont localement libres de rang fini et leur 

format,ion commute à l'extension de la base (pour tout S 1 ---? S 1 notons 

A 1 = A 1t S I f 7 = f II S 1 " alors s ' s ' 

c) Toute section de IR
1

f + (,Q.A) sur un ouvert de 

L'homomorphisme _d I algèbres canonig~ 

est ~!_l.; isomorphismea 

dJ Spit s e. s 

ll 
i~O 

et soit ·---

dLm (. ,. A! si -= d 
H Sj 

Alors 

i ;;?- 0 0 

S est de _cup-carré nulo 

C0mm~ d 8habitude, on peut supposer S affine soit S = Spec k et A 

de dimension relative constante~ soit d. La démonstration se fera en plusieur 

temps. 

4': 

2o2 _Stru:ture d 1 algèbre de Hopf sur H (A,QA)o 

Pour le C'Up-produi-1. H* (A:,.Q.Aj =- li Hn(A,.,Q.A) 
n~O 

duée anti-~ommutat ive o Les deux: proJ e t ions u.non iques 

est, une k-alg 0b>:?- gra-

A"" A -➔ A i.nduisen+ s 
* * 

des homomorphismes d 1algèbres graduées H (A, 0 J -- -~ H (A li, A 
· ·-A · S 

par cup-produit un homomorphisme 



Celu: -•ci est un isomorphisme d I après la formule de Kunneth (EGA III ) 0 

La multiplication m,. Ax A ----~A s induit un homomorphisme d 1algèbres graduées 

d'où par composition avec f 
-1 

un homomor•-· 

phisme 

.. 
~., H ;A,_Q.A) 

+: 

11 est clan que l:::. munit H (A Q.A) d 1 une structure d 1 algèbre de Hopfo Remar-

n. , 
quom que H \Â QA) =- 0 pour n ;::,, d o 

Supposons que k ·+ 30 1 l' un ~orps. D·après VIII A des 

modules inversibles L n:rn dégénerés ~ est-à-dire tels que l 1homomorphisme 

:ancnique ait un noyau frni : ':'Il parti.-::ulier 

D 9 aut.::i:, part ·YI 2.11~ l·algèl:>r'é' de L:E- du k-groupe algébrique ~A/S 

est 

Enfin_, d 1après 1.4 on a 

Comparant cec, tro:2 inégalités .. on \oi-+ que ce sont Je.,, égalité:s. Ceia 

ent.ra1ne l égalité d1m R.2.-A/S ,_ d d aprè:3 ,..J. la L:c:~iié de Pic AIS d 1 après 

\*_,Jet i'égalité [H
1

(A,QA) kJ =- d d'après IH-<)o Api,liquant alors 1.4: on 



en déduit les assertions b), c) d) du théorème. 

et la restriction à de l 1homomorphisme 

* * * ~ = m •- pr 1 - pr 2 

est~ monomorphisme. 

On se réduit comme d 1habitude au cas où S est noethérien. D1 après ce qu: 

précède, on a 

ï{( s)] = d 

pour tout s e. S donc (R
1

f*(_qA) est localement libre de rang d • Appli.-

quant 1a4, on en déduit des isomorphismes. 

i.,. 0 

don,_ les (R f* (_Q_A) sont localement libres. Enfinv le noyau de f est le fais

ceau des élémentE, primitifs de ff*(QA), donc est ffi
1

f*(.Q_A) d 1 après 1.4. 

2.5 Démonstration de a).- Il faui:, prouver que pour tout S-schéma affine 

et tout sous-schéma fermé S 1 de S' défini par un idéal nilpotent, 1 1homomor
o 

phisme canonique est surjectifo Comme d 1habitude~ on peut 

remplacer s par A par et supposer que l'idéal I de k dé-

finissant S = S 1 est de carré nul et annul~ par le nilradical N de k on 

pose s = 

0 0 

s . red · 
A 

0 
=A"' S 

$ 0 
A-·= A.,,, S s 0 

Comme est 11n sc•L,:-' -foncteur 

ouvert de PicA/S (VIII, 1a9), il suffit de prouver que tout élément de 

A(S) _ A
0

(S
0

) est 1 1 image d 1un élément de PicA/S(S) = Pic(A/SJ. 



Changeant provisoirement de notations 9 soit T un S-schéma quelconque 

(possédant une section) et soit f ~ T ~ S le morphisme structural ; notons 

T = T ~ S 
0 S 0 

et On a introduit en VI 2o11 une suite exacte 

S:i T 1 est un second S-schéma (possédant une section) et si g 

est un S-morphisme 1 on a un diagramme commutatif 

0ù g est induit par g de façon évidente. Cela s 1applique en particulier au 

cas où T = A Ti = A "s A , et où g est 1 · un des trois morphismes m· s pr 
1 

pr
2 

• D 1 autre part, comme A est plat sur S J on a 

les th:'...( {OA) sont plats l2o4), on a des isomorphismes 

I O ~ 1œ_ 0- ; comme 
-A S A · 

~
2

f (I O )~ ~
2

f (O-)®-
* -A * -A S 

L ' 1 1 · ' • A e mëme ra.1 sonnement s app 1.que a f'_ xS __ • On en déduit dons un diagramme 

commutat,if :. 

Pic(A/SJ -----► Pic (A /S j 
0 0 

l o/ l f 0 

PidA i< A/S) -~ Pi.c(A A /S) ? 
o xs ~ . s 0 0 

0 

lé * * * où <p C m pr1 pr2 fo 
-:: m 

0 

Si Œ E Pi~(A /s) et Sl 
0 0 0 

Q 
0 

or 

puisque la source et le but de 

* pr1 * - - -* -* p~ 2) 0 pr et f ·- f(S,m pr1 2 

- 0 alors 
fo 

( O'.. ) = 0 ? donc 
0 

f est injectif (2.4) donc ftU3S j f ~s 
sont plats (2.4) ; on a donc d<x =- 0 9 

0 

I 

ce 



qui prouve que 

montrera 

0:. 
0 

provient d 1un élément de 

IXo 10 

Pic(A/S), ce qu 1 il fallait dé-

206 Fin de la démonstrationo•- Compte-tenu de ce qui précède et de 1 o4s il suffit 

de prouver que 6{
1
f*(.Q.A) est localement libre et que sa formation commute à 

1:extension de la baseo Or cela résulte de 

Lemmeo- Soit f : X--·-? S ~ morphisme propre !Œ:_ plat tel que f*(.Q.X) = ,2-s 

universellement et g_ue PicX/S soit formellement lisse k long de la section 

unitéo Alors est localement libre de rang fini et sa fc,rmation commut 

à !!extension de la baseo 

D après YL 2013., il existe un O -module quasi--cohérent Q et un isomor-··s 
phisme de foncteurs en S 1 ~ Sch/S loù x: = Xi s: et f 1 = fx s:, s . s . 

Ho I S 1 1 (. . (.Q 0 
. (R f ! QX: ) J ~ Hom S 1 . ~S S 1 

. -S : ) o 

Il suffit de prouver que Q est localement libre de rang fini 1 c·~st-à-dire 

que le foncteur F ~el q~e 

est formellement ltsseo Soii donc T un S-schéma affine, T un sous-schéma 

fe1mé de T défini par un idéal nilpotent, 

0 

i : T --..;,- T 1; immersion -:ano
o 

ni.que; il nous faut prouver que F(i) est surjectifo Or si € est une variabl 

de carré nul .. on a une sui te exacte se indée (YI 2" 11) ô 

d 1 où une décomposition X(T(E)) = X(T)œF(T) ; de même X\'I (é)) = X(T J@F(T) 
0 0 0 

et X(i(é;) = Xti) e,F(i)o Comme X(i(e)) est surjectif, F(i) 1 1 est aussi ce 



IXo 11 

qu'il fallait démontrera 

2o7 Propositiono- Si A est un S--schéma abélien,~ morphisme canonique 

Il suffit de prouver que si S est affine, et si s 
0 

est un sous-schéma 

fermé de S défini par un idéal I annulé par le nilr2dica'. de f(S,.2.s) r la 

condition suivante est vérifiée ~ si a. € Pic (A /S ) et B E Corr
8

(A 9A) sont, 
o o o r 

teJs que 

Comme 

CO ( ex. ) ~- R 
lo o ro 

il ex.iste À e. Pic (A/SJ tel que ;i. = 0:. 
0 0 

est formellement- net (VII, 3o5), la condition 

et 

À = <X. en-
0 

traine ( fiÂJ) 
0 

= f
0 

(CX.
0

) = ~o ~ donc f(Â) = (3 o Il suffit donc de prouver que 

s 1 Ot ~ P: c(A /S ) et si ID (<X. ) E. Corr ( A ,A ) ~ PIC 1 (A 'If A /S J pro-· 
o o o T o o S o · o .. e 2 e J o o 0 

0 

vient d:lln éiément de Pic(A xA/SJ, alors Q provient d 1 un élément de 
0 

Pi.dAIS) o Mais cela résulte aufsi tôt du diagramme commutat i.f de 2o5 et du fait 

que f ®J est lDJect-ifo 



l•' !\ '. 'lT L'I'],; m::; : :r:1 1,;rwi,;s DE 
T,'1:i'l,Vl•:u::l'I'],; Ill•: rnrn:i 

SEMINAIRE DE r,1,;mm'l'RIE ALGETlfUQ,UE 

..... -----..... 

COFJPARAISON DE A 

par n. Raynaud 

..... ------. .. .. ~ . 

0 1. Snus-0Tou-pes algébriques en°;endrés par des cour1)es. 

1%7-1%8 

Propos1 t:i nn 1. 1. Soient k un corps, G un k-groupe al1:;ébr1que. C une 

CCl1,be 31J.r· k , r;-cfométriquemi:;n L intègre, u : C -, G un k-morphisme d,rnt. 

l 1 in1a~e pst de dlmension 1 et contient l 1 origine de G. Pour tout entier 

Alor:; 

w 
r 

1 ) On :1 

w -- l,f .. 
r· 

(c , ... ,c) f-> u(c ) ..• u(c) 
1 r 1 r 

1'jrna,,_:e schématique de 

\'T C W 
r ri 1 

u 
r 

Alors 

r 
0 

le plus grand entier r pour lequel on a 

r 
0 

pour r 1-r , 
0 

et 

r 
(' 

w 
r 

0 

d1m \·[ ~ r 
r 



X.2 

)) Pour tout entier r ( r 
' 0 

le morphisme u : ex ... x c - w , 
r k k r 

est un 

morphi nme dominant, (surjectif si C est propre), et ~én6riquement fini. 

D6monstra tion. 1) et 3) sont évidents. Prouvons 2). Vu la définition de r 
0 

on a dim W ~ dim W D'autre part, 
r +1 r w est intègre et con-tient 

0 0 
r +1 

0 

donc W = W . De proche en proche on 
r +1 r 

en déduit 
0 C 

Comm0 le morphisme 

a pour image schématique, 

W X W _.. G 
r k r 

0 0 

(w,w') H w w' 

i:T2r 
0 

=W r 
0 

on voit que 

que 'il = w pour 
r r 

0 

est stable par la 

multiplication dans G • Considérons alors 1 1 isomorphisme ,r 

r 

w 
r 

:;, 

Vu ce qui précède, V induit un morphisme w w X W 
k r 

-----> W X \Il 
r · k r 

qui est. 

RVidemment. une irnmerr-;i.on fermPe, Comme W X 
r k 

0 iJ 

(l () 0 

est intègre, w 

sairement un isomorphisme. L'isomorphisme réc.iproq'.Je est la restriction à 

W X W 
r k r 

du morphisme 
0 0 

{~Toup0 al,o;6l,rique de G . 

lisse et ronnexe. 

d'où ie fait que w 
r 

Comme W est géométriquement intègre 1 r 
0 

est un sous 

W est 
Y' 

() 

0 

r 

Jl 0,Jt clair que tout sous-groupe algébriq_ue de G , qui cont..ient 1 1 1mag:. 

schc5ma Li qw" d·~ u , contient W On dit que 
r 

0 

u (cf SGA 3 VIB 7). 

w 
r 

0 

Exercù;e. Mëmes hypothèses que dans 101, mis à part que 1 1 on ne suppose plus 

qu0 u ( r,) contient l'origine do G . Montrer quo w 
r 

0 

est alors un e □ pac0 



·pr·1· 1·1.e. t p:11 '1(lIT o,;:,n~ 1 'b · • 1 1 , ,<. ,_· :3ou~; un ,;0u::-1;roup0, a r.;r, rique E G i 1 i ,;se et connexe, 

W 8s 1. crm t:enu dan:: }(, normalisaf;eur de H dans G ,, 
r 

(, 

(;(I rri lla 1 f'E\ L 2. !:ioi L A une varit~i.r~ ab6lienne non nullr; dr'\f1r1 i 0 sur un corps 

k a],"(~brtqucment. f'.]o:;. Alor~ 11 exLste une courbe infrgre C propre et lisse 

D,',monslrat.ton. Il suffit de prendre pour C le norrnali::A d 1un sous-schôma 

l;orc 1 lla1rF: L3. Soi.t k un corps algébriquement rlos et. fi_ une k-vanété 

ahr~l1enne s1rnple (i.e A est. une varjr:ii:.é abélienne non nulle qu::. ne c:,,ntient, 

par: de Dons-variétés o.liél ienne::, autres que ~ et. 0), Llor,3 A est engendréP 

par une courbe int~gre C , propre et lisse sur k. dont l'irna~e c0nt1ent 

l: ori,rri nP. dP. A. 

non nulle, d,~-

finie sur un corp~ k alp·ébriquernen t C 

propre et J i,:'.,::;P., cnnienant l'n-;--ifine, qui engendre JL 

briPvern0.nl. 10 1n-in1mum vit.al sur l'image directe d 1 un diviseur. 

'.],nP.n 1 ; X P.t Y deux sc.h6rnas intègres, K et L leurs cnrps de fnnc-

l;1on:1 raLtonnc,llc'.3, f: X-, Y un morphisme propre surjec 1_;if. S1 [K: LJ es+, 

f'ini_ ~ f' es! ,cr1'-ttr)riquernent fini et n = [K : L] s'appelle le degn~ .2.::.. 

Suppo,;011:; ·!,~ plu:..: que les anneaux locaux de Y soient fact.r,y, <:.::, .. Dan3 res 

cond1tir-:ns, on va définir un homom,::,rphisme canonique sur les groupe3 de div-.i2P~1.' 

f! Div(x) - Dtv(Y) 



X.4 

~;o i 1. V lR pluri r;rand ouvr;rt de Y au-dessus duquAl f 0st fi ni et plat a Il 

ri~au1 +.0, des hypothèses fai Le:; que V r,ontient le:c; points de Y de codimension 

Soienl. D un diviseur sur X, DU sa restriction à 

U ¾ "·" Normu/v(DU) qm est un diviseur sur V (EGA IV ?.1.5. 5L Comme les 

anneaux locaux de Y sont factoriels, ¾ s1=; prolong1=; de manière unique en un 

diviseur 6 sur Y. Par d~finition, on pose f! (D) = 6. Il est clair ~1e 

f' esL un homomorph·isme. De plus on a la proposition suivante 

Propnsi bon ;,.1. Gardons les hypothèses prc:Scod8ntes et soient y un point de 

Y de codimension 1 , X. 
l 

i = 1, ••• ~r les points de f-
1

(x). Alors, si D 

e,: 1. un d.111iseur sur X , de mul t.ipllCl té 

de f'(D) au point y es+ 

r 
"'-·-; 
/__,, 
ic::1 

n 
] 

n. 
l 

au point X. 
l 

C0la r,~sulle de la descrip+:ion de f' et de EGA 1V :-.:1,10.17. 

Cornl]aTre D un div:i S8ur s1ir y ' alors on a 

·'le 

r·r f (DÎ = nD (où ri_ est le degd de :e). 

la mul tiplici iA 

Jernen 1 dP !;_','1)8 r.uü sur k) .. J\.l':rs G possède un plus peb t sous-,n;ro11pe ou-

(} 

ve d, ,:a enrnp,.J;;an 1.e neutre G qu.i est un groupe algébrique 6 éomcit n quement 

:ir-r-,~ducl,ihl0 (sr,.A "3 VI!-, 2.4). Si G est commutatif, on peut C'.}nsidérer po1Jr 

Lou!; c:nl.tc:r· n ' l'homomorphisme n 
G 

-1 r O) 
n \G , G . , pcn.1r n > 1 • 

n 

Le groupe 

n~c:iprnq,ir,, par la projection canonique G -, G/G
0

, du sow:;--,0 :r-ou.pe dr lr.r·r;:inn 



X.5 

r:eci r~tant, soit k un corp,;, X un k-sch(Srna propr8 P,t admettons que 

Pick(x) est un groupR localernr;r1i, alg()brique, ce qui n-;sulte de [2] dans le 

cas ,o;,~r1(~ral et de VI 2.15 dans le cas où X est int:i':,gre et projectif sur k. 

On peut donc d(~finir les deux sous-groupes ouvert:-; Pic~(x) et Pic~(x) de 

Pic\_ (X). A ces sou:3-groupes sont associés des relations d 7 équivalence sur les 

faisceaux inversibles sur X. Plus précisément : 

D(~fjnition 3.2" Soient k un corps et X un k-schéma propre. On dit que 

doux fcusceaux inversibles L et L' sur X sor,t algébriquement équivalents 

Pt on écrit 
C, L N 1 1 si , 1'0 1- 1 

définit un poin~ de 

Si r(x.oX) = k et si X poss~de un point rationnel. il résulte de 

VT 2. 9, que 1 ion a 1 ~ L' si et seulement si il existe un k-schéma Y son-

nexe, un fa1sceau inversible M sur X~/, deux points :r et y 7 de Y(k) 

el; de[o isomorphismes 

Pour qu'ur1 f':üsceau inversible 1 sur X défir.isse un point de PicT(X/k 

il raut el d. snffît qu:il existe un entier n > 1 . tel que l 9 
r, soi+. al-

EXF:_!!_lJJle "5.3. ~oit k un corps, A une k-var:i.été abélienne, 

Par suite L~OA .>LsOA. 

':l) :;ni i, L un faisceau invcrsi ble sur A et a r: A ( k l. 

1 ;;; L . 
él. 

J1:r1 0-ffet, comme A est connexe, 1 1 homomorphisme rp_ 
1, 



x.,6 

§ 4. Application~ variétr~:, élbéliennes simples. 

Le théorèm8 suivant ef1t u11 résul Lat provisoire qui sera amélioré dans 
1 

l'cxpli,;c~ 11. Sa démonstration est directement extraite de [1] 1V § 2. 

'J'héorème 4. 1 (1·leil). :';01· ent l r , c. un corps, A une k-variétr5 abélienne qui est 

nnr~rrndrée (au sens du § 1) par une courbe C géométriquement intègre, propre 

et lissn. 

Alors il exi:-;te un entier n > O , tel que nA soit contenu dans Pic~ (A 

t1 [ort\ori, A est contenu dan::,; 

Pour 1~tabljr le théorPme, on peut supposer k algébriquement clos et 

cornptn tenu de 3.3 il suffit de prouver la proposition suivante: 

Proposition 4.2. Soient k un corps algébriquement clos, une k-varj_été 

ab(~J.j 0.nnf1 de dimeirnion r >,, 1 , C une courbe intèg-re, propre et li::i2e s1;_r k 

u 

cl 
r 

C -> .11 un morphisme qui engendre A 

18 de,c:rr~ du morphisme 
r 

u : C ->A 
r 

et 

Reprenons les notations de 1.1. Soit 

d 
r-1 

celui du rnorplnsme 

r 1 
u C ~ ;.[ = i·T c A 

r-î ' · · r-1 

Enfin soit D un diviseur sur A tel que D = 0 . !,lors il existe 

tel qu8 l'on ait : 

( -X ) 

No ton:, d'abord q11e W est un sous-schéma intèc;re de A . de codimension 

clan::.: A_ , clone est un di viseur puisque les anneaux locaux de A sont régu-

J1 crs, donc Cact,or:i.els, ce qui donne un sens à (*). D'autre part, quitte à 

rr,mplacer D par 1m diviseur linéairement énuivalent, on peut supposer qu.e 

'I 

u .. (D) n;;i; di~ fîn:i. 

Nous allnns calculer de de11x façons diff~rentes le diviseur 



X. 7 

y 

( u ) ! ( u ) ( D ) cc- d D 
r r r 

r 
l(: morphisme d' adrl_i i::ior; ( ,. a ) • ,, + +a ,d.1•···, r - u. ••• 1 r 

p. ' 
1 

( :i_ - 1 , ••• , r) la pro;ject:ion de Ar 
_ emr; 

sur ln .L f'{1cteur. Le morpld sm 

r s 
Cr u /\ r r A 

~-- ~ -

L 1 :1ornornorpl0 i sme 

,:c1rn111r:-d8,i J;cimornorphirnnes p. 
l 

l -- 1 , • •• , Y' 

donc. cranrr:::; VID 1.13, que 1:or, a 
r 

(s)*(DJ :: I:= (pi /\D) 
. -i ::-::1 . 

n. (i = 1 , ••• r) la projection de 
l 

On ~J alors 18 diagrarnme cornmu t.a tif 

r 
C 

!Li j 
C 

·X· 

(u ) (D) . r . 

-)(-

(u )!(u) (D) 
r· r 

r 
u r 

----,. A - . 

1 
p. 

1. 

u _ __,_ A 

D:où 

r 
._-, ( )* * ~L TI. u (D) 

1 l 
·j =1 

r 
C 

D=O 

sur le 

s est la 
y 

~)o.i_i, o une perrnu!at:i_on de l1, ... ,rl et cr l'rrutomorphisme cc;rru:po'1d0nL 

Conm10 1~. est commutatif~ on a le diagramme commui;aL-ir 



X.8 

A 

( 
\ / \ 3/· ( ) 

alors u )! \n.) L est :r . l . 

i 11cL~1•c:11d:rnt de :i. On :.'. rlnnc 

·'✓• 

(u ) 1 (u ) (r,1 
r r 1 

,V r ( u ) ! ( n / u,: ( I• ) ) • 
r r 

Tl 11ov,: re;;te: ~1 cn..Lculer (;on1r:1e 

,;,1r u: 1 c,,rp,; .~l.J.,,;i~1lr·i.quc!1CJ1t clos, le diviseur u (D) c::t. de lu ICJJ'rnP 
Il 

J 1 

li'. ( [' _ ) , 

.i ,) 
OlI les P, 1 j =1 , ., •• n 

:1 

i: C; t 1 C ;~ Hl . 
;J 

,~onL clef: entier;;, rar ;;nite, (n: ) 
y 

Q, ::c: u(P.), on a, en,,crr'.::Jl:i.stement, 
J ,7 . 

( , ( r- î ) 
u )! C >< P. 

r k J 

vp 
J 

ri 
p 

est 6gale au clegr~ 

r-1 suie)< P 
r k j 

C 
r-1 

u j r-î 

T 
C). 

jH 
H J ___ ,,_ 

j 

cl r 
j 

r-1 C V 
"1-

"' 

..., 

\•J (-0.j ) 

d 
r-1 

1/ ,- ) - , . .. , ·q 
--) ':J C • 

dans f._ 

P, 
J 

V 
D 
i . 

J 

de u 
r--1 

·X· 

(u )!(u) (D) .'.: r 
n ( ) 

d (°"-, m '.1 -C).j ) . 
r r r-1 ~ j 

c) 1:,,111;,r: .. 11L (1) et (1~) on trouve 



(r) dD:::r 
r 

rn. 1:/(-Qj)) 
,J 

î,r: 111JiT1t ::u:i.vant v:1 CCJJ1:·i:;Lr:r :i. H1ontrcr riuc: 1 1 on :i . 

. V. 

111c:tI1, dl 1. u· (D) edJ un di_v:i:;r•11r· :;nr 

cub0 (VTTT 1o5), 

n 
Üll l 'Ql] a pos0 a - L 

j=1 
Ou cJ,~dui t alor~; dr; ( 1) 

d D - r 
r d 

-m Q. 
j J 

qne J.1 on 

n 

r-1 ;J :c; 

a 

li\. j ·, 
<) 

la relation 

r ~ r d ( 
r-1 · 

,T) - _; . 

~ia ù~ on a D = 0 
n 

par hypoth~se et d'apr~s 3.3, on a auss~ 

:C:•.l 6 = rd ()·-, rn. )w 
r-1 ~_. J 

J=1 
1.:;u -/\ 0,:;t un divü:cur ~- 0 , püsque ':T e,~t > 0 

X.9 

r1 

(autre-

rJr: ,;ortc ou0 l'on a 

et par c;u1 te On dP.duit alors de (s) la 

rela 1 i n 1 1 
7 7 _, 

:'r1(;Y'C(!t'P, 

_ _, __ _ 

On dr~duit facilemenl, de la dPmonstrct'.ior, de!)..,,, 1ue V of! r:c,i; 

alors la restriction de 

(' /1. • 

X est nn k:-sclH~rna 
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et seulement si ;/J définit un point de Pic-i;(X/k). 

Bi blior,raphie 

EGA ·-· SGA cf. Exposé VI 

[1] LANG (s.).- Abelian varieties.- Interscience New-York. 

[2] MURRE (J.P.).- On contravariant functors ••• I.H.E.S. Publication Math" 
N° 230 
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BIDUALITE DE;:i ;lCHEJ'vlAS ABELIEES 

par J\L Demazur<'; 

Cnmme annoncé dans l 1 expos~ V11 0n suppnse que S 

1967--1968 

est un schéma locale-

Nous dirons simplement S-faiscea~ pour fa1sreau (fpp() sur S. 

1 o 1 ~)o .i t; la catégnrie ab~1iennc des '?11 groupes c-ommutahf::: 

Si G , H }e groupe ( Lf.ê p. 

T 

== I1Tom (G -H Î 
Ab , 'l' 'T 0 

==T -

RappeJr;l!:] qun s.1 G e:3t; un S-schéma fi.!];2._ et _frn.:::_ ( = fini et l0calemen+ 

1 i bre), 
, î D(G, e,3t un S-schéma fini et plat: et l 1l1r:m0mr::rp111sme canonique de 

b·idua11t6 G--> D(D(G)) est un I.êomo_r:mis!!!=. (von par exemple [1 ]. II, §1, 



1.2 On 1i:,t.0 
l 

Ex 1. 

En par1: ':'7-(lier: 

( l 1.,' ·, J) 
. - '. ,, 

1' 
Ex'· ) 

classes ,J 1 exi'?ns1cnsde G par H 

XL2 

( resp. 

La sui+;e 

s 1 id~n~1fle naturPl]ement au eroupe des 

0->:ï-,E ➔ G ➔ O 

~st une ex+0ns1·r de G par 1 Je; m,:-rplnsm<; E ➔ G .est aff rne ( resp. p1a + 

lisse, I-I aff me pl a 1 • 1 1 s se O O o Î " En part ~ 1~,1 -

~ t S.l H ':'St Uri E 

est aussi l:=, 

EY1
1

(lioll J =Ü o 
---- , . •-'.'"l ,, 
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( r: ) ,. 0 -) 11., _, E ··> G ·-> () 
'j 

Ull8 oxten ~] i rm dr:) r, par Jd,. ,, 

que n .:: 0 
(~ 0 

0 ...... 
1
_ J..1-, ➔ E _, G _. 0 
1 ,) n 

est alcrr:; exacte? puê·_;que r.ldc, ss'". un ép1m0Yprnsme (d1agramme du serpent) 
. ,) 

on no 1,e II lP n0ya,:. 'le H 
n n 

H ➔ H pour tout S-fonrteuY en groupes 

1;ornmutahf HJ,. Comm,:, G e 1 11 snnt des s-schémas finis et plats. il 
•T'"',3 

811 est de même dP E et par dual 1 té nn obtient une su.i te exacte 
n 

0 ➔ D(G) -> D( EÎ ➔ (zjnz\, ·➔ 0. 
n -= = 1.) 

il ?Xist:e famine ( fppf )-crmvran te 

{S _ -• S l et pour rl:Jaqu8 ., un éléme 11+; Y.. d'? D( E) (S.) qU1 se proje+;te 
l 'n . 1 

sur 1 C (~/n~\(s) ::-·.mme 1.~ x -= 0 la sui i-.s 

o-➔ D(G\: _, D1nE\
1 

-➔ (~/n~\ -➔ 0 

se sc.i nd8. de mêm8 que la sui +e dv,üs: et; il exis 7 e une sect.i1n 0. 
1 

cE r, 
,) _ 

est rlonc t.r1vialen 

G 

p 
0 ·-····> J..!c:,. .. ~. -~ E -···->-G -·-> 0 

,_, 
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u11e cxt.ensinn d<:! G par 1!,., • 10 (}-schéma E e~_;+; muni naturellement d'une 
>J 

rnodul 0 inversibl0 I, qu0 .l ' rd 1 p!?ut décrire an,::;i : pGur tout, ouvert U de 

G , 1(u) est 1:ensemble de~, fonc-+.ir:-ns e r ~(p- 1 (u)) tt?lle,o que 

e(x+i(>-J) = Ae(x) pour :x: r p-
1

ruHTÎ, À c Q(TL T ( Ob ~~~/s O Alors 

P.y.(Q.E) s 1 ident.ifie à l'algèbre 1:rad,..1ée .il l 9
n 1a gradua+.ion étant as-

sur le 

Noi.oni: d(' plus que L es+ muyü d 1une rigidif1ca+1::n can0nique relat.iirement à 

P, .. V es+. un ouvert. de c• 
>..J s 1 1dentifie à l!ensernble des 

f one t.1ons cp C 

naturellement a 

t.eHPs qu'? cp( \x) = \cp(x). ensemble qui s: identifie 

(par 1ma,<,;e réciproque par la section unité de J¼)o 

L 1 applica+ion c cherchée assJc1e à la c1asse de (~) la classe de L danJ 
G 

Pic (G) c P1~(G)o 
p· 

Vénf ier que 
G 

dans Pic ( G Î s . 

s::.:+. T " A-> A la +rans
a 

la+i,n b 1-> b+a , et s01 i 1 
a 

- 1 ( \ Tl .U+a, --

s~ U es+ un ~uver+ de G 

e+: la traw: lat. 1 nn y i-> y+x d,~ ~ i nit un iscmc-rph ismP. 

cp(Y\ · 1 ➔ 1 
a 

on a 

Il ,:;'ensuit. que la classe de L dans PidG) est. ilwarian+e par iransla+.i--: 11 

par le,:; r.-;lr~Jl\eni3 de p(E(sî) C G(sL C0mme p est un ép.unorplnsrne Pt c,;)l]ITtf' 

. ( î Pr r:. ---c:• 
>) 

0::' le fa1:.:;:-Pau a'.:-~:,'. 1<', a.u préfaic,e:eau T __ , p;,(crnî, 
l 



crJmmn Lat. 1 f' 

cp(vî ( î n cp(y) 
p :x, 

S-schéma en QQ'.:l.P,Q.'.=2, rommut.at.if 

Il 
rp( \') / ) 

p, X. ( ) ----·-·-·····--.> .1 ( ) ( ) p.y p y 

et à fibres r"nnexes. -----

XI.5 

o~t a un diagramme 

Po,rnns G = Ker f , e+. soi;: cp : Ex G ➔ G l"' morph1sm'? défini ensem-• s 
blistemrmi. par 

-1 = XGX 

on tf'"W"' ,;(f(x))u(1î = 1 

G es· r0mmi1•.a+if. rn a 

A ➔ G et G ➔ G t s l s que 

Faisant g ::: 1 

r:~me G es• central. 

w :~e r·arior1,;,, par un mnrphism 0 , W AxA ·➔ E : cshn·-,.1 pr':''1'1 ses va)':)urs 

clan:, G pnt ·quP A ",Ji; c0mmu+a'iL Appliquant de 1v-11p1:;au VI. LB, on en dédui' 

Rais0l1na1H r·,mmr ci-dessus, 01, r 1• dôduit. que E <"St ccmn;uta•.:f" 



(. 

D'aprèr: LB: il se factonc:•. par A(;::,) et défin·iL rlor.c un hC)mr:morphisme 9 noté 

p 
0 --··>-H"' -·➔ E ········>-A -·~·->-0 es+ u,..ie extension telle que 

,) 

nn a car est injectif ô Il en 

résul +e que le A-,-i-;c-rseur E est t n "iaJ: d,-;nc qu 1 11 existe une section 

s : A -> E de p O On peut supvser que s( 0) = 0 ; alors s •3st un homn

morphisme de gr:-iupes d:aprèG VI L9 e+. ~,::Î est tr1 1ri-9Jt?" Pour prouver que 

yA eE:,t. 1ny"ct1f. 1i su~f1+ d.r- rle con2tn..1.ire une application 

.0: ~(sî -> Ex+ 1(A g...,Î L?Jl:c qk v ~ f: =Ida 
ù ·A 

P-r:ur r:0la L inversible et consi-

d~rons le 3-faisrea~ E r;_·· ( Ob S:-)1 , 
====/S 

E\TI = Ua.cpîla 

L La 1 ~i 

un ~-l'atYeau Pn groupes et q111 r:•n a une suite exac+,9 

oü p(a,.rn! cc a e1 Jll i(z.Î = (o,'.7.·
1L Lorsque 1 = 0 . p 0 s+ un 0p1raor-. 
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Dfmon Lrons que une rigidification 

-( ) -1 ( ) ( ) u.a~~ = a u ( 1 s.o . 
a~ rp · a · -s L'ap--

plicat,i0n u h u étant fonr+,rri':"lle en r• 
,.) définit un homomorphisme de L 

dan::: le A-module inversible défini par 1iextensF•n (_E.) 

un 1somorphisme. ce qui entraine que yA ( ( ,::) ) " 1 . 

celui-ci est don~ 

2o3 ]~mar:_g~5;.. Le fait que 1:extensi:"n (E.) soit commutative se traduit. par le 

résultat suivant.. Si L 5 0 : s1 a,b f A(s) et si ~ et ~ sont des iso-

morphisme cp : L ~), L 
a 

Pour tout hoiw;rnor,Qlnsme f ; A - B 

1 ( ) -1 ,-
î' ·1· · - r1 t..., · J,x. f . 11. - -v . [ .. vB • -- · S ·A · 

abc~liPn A et f a Ex t. 
1 

( f " fl ) 
--- . ---'.:'1 

,) 

lirms f A -• B • 

alors 18 diagramme suivant 0 st commut.ah 

·~ A o 

de s~hémas abéliens nn a -- ----- -----·-· 

pour tout hom,-m:-rp!1·1sme de S-schéma;-; abé-
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A 

3o1 Un br1m:1morphisme f .·. G ➔ H de Ab 
==S 

plat fd. f'rni,, c 1 est.-à-dire s1 c 1 es 1. un épim,TphismP de noyau un S-sc.héma plat 

et; fini (''d0scente des morphismes fidèlement pla+s et f rnild 0 

est une iso~én1e de --·- --- -=·-·--- -

f B -, A es!_ une isog~nie ~! Ker f est cancniguement 1Somorphe ~ D(Ker f l" 

La suite exa~te de Ab 
=S 

donne la sui~e exac+e des Exi 

n.-.•.A--A 
A 

est un --- ---

On p:1u1- s1.1.1Jp~ser que 

renc0 ,]ur la dimension de A 

S-srbéma abélien. -----

es+ à fibre' 

,,::;t le spectre d 1 un C"rps" Ra12~nnons par récur-

supposée~ 0" S1 A possède une sous-varié 1-E 

abr~lie1in0, B / 0-A • en a un::: ::ou1te exa-:-te 
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Par 1 1 hypoi.br,~Je d0 rr:curn3no,. C et B son 1. C'0DH:Y..8:; ; rl<o plus d 7 après IX, 

I. 

2.1 dim A= dim A= dim B + rl1m C = dim B + d'.m S dons .1 est surjectif 

el; A Pst: connexf•. ::-31 A F:st ~.l.'.!!121::., il existe d 1après X 4.1 un entier nt- ( 

. 0 
n A c P1'.:' / • ---A S 

s 

En effet, 

3.5 Corollaire. Si A 

Mais 

A 

Pi,:.' A - A = 
---;1 

,) 

est un S-schéma ----

on a 

. 0 
AC PicA/s et 

En eifeL A 2:=.,t llsss (rx. 2.1! prnpre (vru 1.18J. et à fibres cmmex, 

es+. unR sni_1r, 0 xacie de ':VhP-mas abPliens et s.1 A B --- --- -·--·-·- -·-·--·-- -- -·---·--- --·-·---- -- --

e;;t a11c;c,1 <ë'Y.a•~., -:. -- ----- - -- --- -

En erret 1 exarti 1.ude à ,',-ai1·he résulte de la smt:e exa,te àes Ext. : 

cela 28 v6r1fis 3Ur les f ibrcr 
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des isomorphismes fonctcrielc en A e 1. B 

r. 

Hcm(B~A) c~rr)A:BI O H0m(A9BL 
,:, 

Supp'.)sons qu<? A soit. un schéma prenan+; B = A l 1 application identique 

de A donne par les iscmorphismes préééden+.s i.;.n n:crp:·1::sm8 dit canonique 

Par fonctorialité en B ., il en résul +.e que 1 1 isomcrpr:isme précédent trans-

forme 

donc 

( 1 ) 

et en 

f " B --> A en f 0 

f ·- (f 

particulier_ s-::. A 

" -

KA A -> B 

K 1 I~ -A· 

e •. A c• - n + 

,1\ 

KA -. K· = 
A 

0 Si 

A 

KA 
·Î 

des 

Id· 
A 

B est ,~galemen-1: un sch,{ma, 

,. ,. 
{ 0 ~ 

s-hé'Ilas 

On p1J,_1,+ su-pposer q11e S est un ,,îrps,. Alors d~rr A= d:m A= dim A 

on a 

D' 3.près (_2 Î K sst un monomcrpr,1sme 9 dor.c un 1s·:-,m::.rr,!üsrne 
A 

l'\ 
nou'J8au. KA est. èï.D 1s,,m0rph1c:rne et. il suff1 t de prou-rer 

A -• B est un homomoryhisme de var1étés a½,~l1er:nes su:r tir'. 

B --> A es+, l!.!l i s:'morphisme, aJ:::_,r:Q. f est un isornorpi1sm8. 

Cîke- f . On a une suite exar 1 e de var1ét~s 
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cl'oü (3.6) une sui 1.e exa~,i;(-· 

Cornme f B -+ C -+ A es+: un 1 somr,rphisme ~ B _,, C est un monomorphisme, donr 

D = 0 ~ don~ dim D = dim D = O et D =- O • Il en résulte que f est un 

Ppimorphisme 9 comme dim A= clim A= dim B = dim B f est une isogénie. 

Mais Ker f "D(Ker fÎ = O d 1 après 3.1 e+: f est un monomorphisme 1 donc un 

isomorphismeo 

/\ ,. 
4.4 Scholie. D1 après la formule (1) 1 si A et A snnt, des schémas on peut 

identifier A à A de manière fonctori81le en A-: l 1 isomorphisme 

[, 

w,m(B,Al O Homl,A9 B) 

est alors simplement f ~ f. 

[ 1] M. DET~AZURE et P. GABRIEL.·-· ~p 2 s al_gfbr.::.,9ues, North Rolland Pub. Aj 
à pa Y a î -t r ::-~ • 
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