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PONCTIONS DB HERMI'l'I-WBER. 

APPLICATION A LA. TRANSPORMATION DE 10URIER SUR L2 (Rn). 

§ 1o Polyn8mes. Formule de Tay;loro 

On d4aigne par S' l'eapaoe veotorial del! polyn8mès ~ n ind4termin6ea èur fJ J 

par S, d le sous espace des polyn6ines homog~nes et de degré do 

. . (i) (n+d .. 1) Proposition 1o dim ~d = • 
n - 1 

Démonstration. Une base ~ 
n 
L 6

1 
= de ( On d4signera . par b 

i=1 
n 

I:610 
i=1 

' ~1 62 SJ>d se compose des mon8més x = x1 ~ o. o 

le multiindice (b1, o2, oo•, 6n), par 1{1 la somme 

Posons d)t = 6
1 

+ ooo 6k + ko On ,tablit ainsi une bijection entre les n-uples d'en­

tiers positifs ou nuls de sormne d et les suites strictement croissantes de n-1 entiers 

strictement positifs, inférieurs ou égaux li. n + d - _1 J le nômbre de ces suites est 

n + d - 1 ) _ (n-+d-1) 1 
~videmment ( n _ 1 = (n-,)fdt 

Définition. P et Q étant des éléments de 9! on pose (P,Q) · = (P( èx)Q(x))lC=O 

où P("'fi) désigne l'opérateur de dérivation associé au polyn8me Po 

Plus généralement, S 6tant une série formelle s(:~)P(x) eet un polyn8me. Dans 

ce cas, noua poserons encore (8 P P) = (S( :,/P(X))X:=Oo 

Proposition 2. L'application (P,Q)----+ <~) est une forme hermitienne positive, 

qui d6finit ~r 9' une structure d 8espace préhilbertien dpar,o 

Démonstration abr~g,e. Il est trivial que si À E C < À P9Q) = À< P,Q> J que 

- Cl s ' & (P,~Q)= À(P,Q) o (.x , .x) o O si Cil p., J ( x , x )= 61 en posant 

, 1 = & r 6
2
1 o. o 6 1 • 

1 n 



& 
Si P(x) = L a.6 x où les a

6 
sauf un nombre fini sont nuls, on a. 

(P , P) = ~ 1 a, 1 2 , 1. On pose ll(P) m ( P , P> , viÏ(i} 4'tinit une norme inw IJ , 

!J> = EB 5> o Si d' I, d" les sous espaces fd, et fPdi, sont orthogonauxo Il en 
deN d 

résulte que si Bd est une base orthogonale de s>d, B = (U Bd) d sN est une base orthogo-

nale de 0, o Soit f un polyn&neo Sa composante suivant g>d ("partie homogène de degré d") 

est f d = L < f , P) N(;)' qui ne d~pend pas de la base orthogonale choisie J 
PeBd 

p 
f =-L fd ou encore f = L (f, P)N{PJ• 

P eB 

Plus généralement, soit g une série formelleo Sa. partie homogène de degré d est 

la m@me que celle d'un polyn8me de degré assez grand I gd = L < g 9 P) N(;) 8 la famille 
l' EBd 

p 
de polyn8mes (( g, P)iîPJ')P E B est sommable dans l'ensemble des séries formelles, 

p 
et l'on a I g = L ( g , P) N(P r 

PeB · 
A 

Remarque. Soit !P l9espace de Hilbert complété de !P. C'est la somme hilbertienne 

des espaces g>dP qui s 1identifie à 11ensemble des séries formelles 

telles que la famille (1 a 6 1
2 

61) i E N11 soit sommable dans Ro 
.,._ 

B est une base hilbertienne ·de S', 

membre étant une série sormnable dans 

... . s 
f(x) = L a

6 
x 

le second 

Proposition l (formule de Taylor). Soit f une série formelle. Alors 

f(~ + y) =-L {P<fx)t(x)} :~~~ o 

p € B 
~ P(y) 

Démonstration. On a f(X+y) =P'-;:B (f, P) YN(P) 

<t, P) = (P(+)t(x+ ·y)) .tt-1\ a P( !-)f( ~g d 9où l'égalité. 
Y vY J--v a-~ 

Proposition 3 lli• Si h est une fonction entière, 

oo P( ) 
h(x + y) a L L P(-/i)h(x) N(;)v 

d=o P € Bd 

Démonstration. On a entre séries formelles l'égalité 



1) P( ) ) ~ "1 - "b ) )P(x) 
hf~ + y) = P~B P( ax}h(x)N(~) qui peut s•~crire h(x+y = ~ L..J P(a h(x N(PJO 

sa d:::0 P ti Bd X 

Nous avons vu que la somme L ,{..L)f(x)~ . ne d6pend pas de Bd J elle apparait 
p 6 B ê)x l'l\r/ 

d 
comme le d6veloppement ta.ylorien d9ordre d si on prend Bd= {1°', lotl = d) 

a, Jell, ) 1'11:.,( ) Cl 

<h(x+y)pyor) _Y __ (o .f(x+y) r1 - ~ 1 x Y v_ it' é 1 d ~ - --- -:;To MIi, propos 1.on r su te donc e ce 
N(y°I) ay al y:0 Cl I bxo\ QI 1 

que toute -fonction enti~re est ana.lytiqueo En particulier, la convergence est uniforme et 

absolue sur tout compact de rfl x r/1, et on peut écrire B 

. ) ~ - b ) ( )P(y) 
h(x-+y ::: P7'B P( a X h X N(P) -

Exemple. Soientp en dimension 2p Z(x) c x, + ix2o B m { z1t oZeh_,t 
8 

N 

est une base orthogonaleo 

N(z1t) = (~ + i ...!..)k(x -ix )k 
c)x1 ~x2 1 a 

_k) è> "li )k-1 )k-1 c..k-t 
N(z-- = 2k(~x1 + i bx2 (x1-ix2 = 2k.N(z-- ). 

On a N(7f) = N(f) = 2k oki J 

N(7fze> = 2k+ek, er. 

La formule de Taylor devient g 

On pose l 1;;~) 'b 1 (l) 
- m - ~{~ f - ::: ._ Z --- , 
~z 2 ox ai 2 ?lx 

Il vient alors 

§,2. Transformation de Hermiteo 

~finition. On appelle polyn6me de Hermite associ, au polyn6me P (à n ind~termin~es 

aur C) le polyn6me BP d,tini par la relation 
n 

- 2 j BP(x) c Tt exp(-y
2 )P(x + iy)(\y9 

RD 



0 1 o4 0 

Proposition 1 o L'application P -i> HP est linéaire, et transforme tout polyn&ne 

réel en polyn6me réel I c 9 est un wtomorphiame cle f o 

Démonstrationo la première partie de l'énoncé est triviale, la seconde résultera 

du lell'Œlle 

~ 1 • Si P e. fd, alors HP - P e O>d-2 + f
4
-4 +o. o • ln effet, d' aprb la formule 

deTaylor, P(x + iy) = P(x) + L (kir)k p(k) (x) • 
.k ~d 

k ~ d signifiant Vi, 1. ~ i , n, k
1 

~di. 

(k) 
P est homogène et de degré d - lklo Si lkl est impair, l'un eu moins des ki 

k 
Pest, et l'intégrale J exp(-y2)(;f) P(k)(x)dyp produit d9intégt'&les simples 11 est 

Rn 
nulle. La démonstration du lemme s 9aohève si on remarque que 

n r 2 2 J exp(-y )dy m 1t o 

Rn 

Soit B une base de 9> formée de polyn8mes homogènes. La famille (HP)p i&B est alors 

libre a sinon les parties homo~nes de plus haut ~egré des HP seraient dépendantes. 
d 

Quel que soit d, B induit sur le sous espace de dimension finie EB f6 une 
6zl> 

application linéaire injectin, donc un automorphisme. Il en résulte que c'est un automor-

phisme de f. 

Proposition 2. V P 6 5J 

JMmontrons d'abord le lemme a 

H(x1 P(x)) = xi BP(x) - ; * HP(x). 
2 1 

On écrit B(x1 P(x)) = J e-y (x
1 

+ iy1)P(x + iy)dy. 
Rn 

2 
H(x

1
P(x)) = xi BP(x) + i r e-y P(x + iy)y

1
, dy. 

Jin 
Il suffit de démontrer la relation pour une be.se de !P g donc quand S' est un mon8me. 

On int~gre alors le 2atme terme par parties par rapport à. la Ume variable, en remarquant 

qua B commute e.vec ?Bs d~riva.iions. 



Démonstration de la proposition. De m@me, on se ram~ne par linéarité au cas des mGD8mes. 

-DJ 2 
Proc.Sdons par dcurrence o La rel1,tion est vra.ie en degd dro puisque B [ 1) = n 2 e -Y dy c 

1. Montrons que si elle est naie pour un polyn8me P, elle l'est aussi pour x. P(x) 1 
l. 

- ! _j_ ,P(- ~)exp -x
2 =[-! J..m>cxJexp ·-x

2 + x P(- L)exp - x
2 

2 ê)x1 2oit 2 oxi j i 2~x 

- ! 4- P(- --L)exp -x
2 

= (x BP(x)-! .1... BP(x))exp -x2 
2 ax

1 
'5i"""" i 2 ë)x

1 
2 

= H(x
1 

P(x)) exp -x. 

2 Ce résultat permet une généralisation dés polyn3mes de Hermite. Soit x-, r (x) 

une fonne que.dra.tiquè réelle , (x , y) --+ r(x , y) sa forme polaire. 

2 l!dfinitiqa 0 On appelle tM11sformation de Hermite associée à la forme quadratique r 

la transfonnation qui à tout polyn8me P fait correspondre HP défini par 

2 1 ~ 2 HP(x) ... exp r (x)P(- 2 Tx) exp- r (x). 

Proposition l (formule génératrice). 

exp(-r2(x) + 2r(x,y)) = ~ N~) P(x) fflyî, oh p = d"P. 
PeB . 

Démonstration. r2(x + y) a r 2(x) + 2r(x,y) + r 2(y). D'autre part, la proposition 3 

du § 1 (formule de Taylor) donne t 

2 
P(x)P(i)exp(-r 2(y)) 

exp(-r (x-ey)) a Y: ~y 
fT'B <P , P) 

2 2 p P(x)HP(y) 
exp(-r (x-+y)) = . L exp(-r (y) H- 2) """"N(.....,P).---

p EB 
soit 

exp(-r
2

(x) - 2r(x,y)) = L (-2)p ~~p~HP{yî • 
P 6B 

Pour P homogbne de degr~ p, P(-x) ci (-1 )PP(x) o D'où en substitue.nt -Y à y dans 

la relation pr~c~dente R 

2 ) )) . " _,, P(x) il1fy)' eç(-r (x + 2r(x,y = L..JJ ~ N(P} • 
P e B 

Â 
2 . 

la forme quadratique r on a.ssoc ie 1' application qui n'est e.utre 

que le laplacien lorsque r
2

(x) = x
2 

o Si d < 2, il ( fd) = 0 J pour d >, 2, /j applique 



~ dans fd_2, et l'on a le 

~• Pour d ~ 2, Bd ,ta.nt le noyau de l'application Â I fd --. s> d-
2 

on a 1 

.Pd = Hd 6h2 .fd-20 

Démonstration. Puisque Bd= Ker(.Pd--+ ~-
2

) 

d'autre pe.rt t (P , r
2
Q) = (r

2
Q,P) = (Q(-Pzl<+x,)P(x))x::::() 

(P P r
2
Q) = (Q(I)AP(x)) ~ = (Q, AP) =(àP,Q). De l'égalité bx xaa:v 

2 
(P , r Q) = (à P,Q) 

résulte que Hd et r
2 .P d-2 sont orthogonaux, donc que ciim ~ ~ dim Bd + dim r

2 !J d- 2• 

. n-4-d.-1) (n+d-3) De ce lennne résulte que si d ~ 2, dim Hd = ( n- 1 - n-, • 
Considérons une seconde appiication associée~ r qui h P fait correspondre son 

* adjoint P défini par 
~ 'li 

P (y)= (P( ~x)exp r(x,y))x::0• 

Il est clair que exp r(x,y) = L P(:~~v> J que si r
2

(x) = x~, 

Proposition 4o Si P 6 5'd, p* - HP E ~d-2 ❖ ~-4 +.o. on a 

* p = P. 

* HP= p si et ·seule-

ment ·si ~ P = O. (.Autrement dit lorsque r2(x) = x2 les polyn8mes homog~nes invariants 

par H sont les polyn8mes h&rmoniquès)o 

Démonstration. Pour t réel non nul, exp(-t
2
r
2

(x} + 2r(x,y)) = )" zP :~;~tp HP(t-
1
y) 

PeB 
0 

où p = d P. 

Pour t , = -1 9 en vertu de 19unioité du développement Taylorien 1 il vient 

HP(-y) = (-1)PHP(y) (cela résulte aussi dè la formule de dMinition). Sur tout compact 

de tn x ~n, la fonction holomorphe (x1y) ~ exp(-t 2r2(x) + 2r(x,y)) converge uniformé-

• _1> P(x) ~ 
ment vers (x,y) --t exp(2r(x,y)) quand t ~ O. Puuque exp 2r(x,y) = L}r pp P (y) , 
on a lim tp HP(t-1y) = p*(y)o p* et HP ont donc m6me partie homogène de degré p9 

t ➔ 0 
d'autre part p*(-y) = (-1)P F"(y)o 

Démontrons la deuxi~me pe.rtie de 11énonc6 a 

On a (~ - exp - r2(x)) exp 2r(x,y) = L 2P P(x) p*(y) - HP(y) 
PEB (P,P) 



e j oÎ o 

Il en r6sulte que 

p*(y) - HP(y) = 2·P < (1 - exp r 2(x})exp 2r(x,y),P(x)). 

-A m @ - A ~ ( )n-1 A. n Introduisons l' a.pplication 1 - e de tJ dans g a 1 - e = i...J -1 ni" 

( - â) ' On voit que 1 - e P = 0 équivaut u. à P = 0 1 on a a 

~(y) - HP(y) m 2-p (exp 2r(x,y) , (1-e-
6 )P(x)) 

= L 2q-p ~~~~ <Q(x), (1-e - à)P(x)> o 

Q eB 

n=1 

Si âP = o, on a bien p* = HP B d8a.utre part, si Y'" = HP, < 9 0 (1-ë-A )P) est nul 

-A) quel que soit Q e B, donc (1 - e P • 0 d9où â .p = o. 

§ 3. Ponctions .de Hermite-Weber. 

2 2 
Nous supposerons désormais que r (x) = x. 

Définitiona On appelle fonction de Hermite-Véber associée au polyn8me P la fonction g 

2 
x ---, DP(x) = exp - x

2 
HP(x) o 

U est clair que DP 6 Lp(Rn) quel que soit p tel que 1. ~ p < +oo., 

Th~or~me. Lee DP constituent une famille totale dans LP pour 1 ~ p < +œ. 

Nous utiliserons .2 leDDDes s 

~ L Si f E Lp(Rn) p soit fx la fonction y ~ f(x + y), u.,f la fonction 

>; ~ llfx - fi~• Alors u>f est •contirme (si 1 ~ p < +oo ). 

Démonstration. L9ensemble des applications f ~ f de Lp dans Lp est équicontinu 
X 

pour x e; Rn, puisque 'if,g e. Lp Il f . - Il 11 = ht - slh d'autre part 
X -X p 

1 ~(x) - W/x' )1 ~ Il fx - fx 9 Il p = W/x - xO) o Le lemme résulte donc de ce que, sur 

11 ensemble dense dans Lp ( 1 ~ . p < +œ ) des fonctions contimies à support compact, w/x) 

tend vers zéro quand x tend vers zéroo 

~ 2o Soit k & t 1
, telle que J. k(x)dx = 1 8 soit k ~ (x) = 'J\-n k(l)o 

Rn 
A.lors 



• t .8 0 

lim llk A~ t - fll = 0 
).~0 . p 

b) si g a L ~ alors k )\ * g ~ g presque partout• 

(Rappèlons que ~P, 1 -' p ~ +m , L 1 ~ Lp c; Lp) o 

Démonstration B 

a) On écrit nJk~ (x-y)f(y)dy - f(x)llp= li J kA (x-y)(f(y)-f(x))dyj~ 

11 k ~ * t - tUP = 1j (f(x-y) - f(x) )k,. (y)dyll p soit 

llk A* f;_flip , J lt(x-y) - f(x)ll,xlk ~ (y))I dy 

où lk" * f - fi~ ~ J u, iY)lk" (y)(,d1• Soit E > Oo Il ·existe 5 > 0 tel que 

IYI < o ==, c.of (y) < E • ll1t A* t - tll ~ e llk,\ 111 + 2llfll J ~-njk(f) ciyf soit 
P p IYl>Ô /\ 

1\ * t - tllP ~ e. + 2 Rr U P J. · 6.'k(y}lc1y, 

IYI > " co~inu~ 
Démonstration du théorème, Il ~ffit de montrer que toute forme linéaire mille sur les 

DP est la forme nulle, donc que si g e Lp' (- + -, = 1) et si g(x)DP(x)dx = 0 1 1 j 
p p 

alors g = O. 
~ 2 

Posons k(x) = (2ut) 
2exp-; . Soit GO ,x) = (kA * g){x). G(A O x) est une 

fonction holomorphe de (A , x) dans le domaine Re A.> 0 de R Jt Rn. Ses dérivées en 
2 

(1 , 0) s'expriment sous la forme.d'intégrales f exp(- 1r) g(y)g(y)dy, où g est un 

polyn8me. D'après le§ 2, Q est combinaison linéaire de polyn8mes HP, donc si 

Jg(y)DP(y)dy = 0 pour tout P, G(~, x) s 9amrule en (1, 0) ainsi que toutes ses 

d,riv6eso 

Il en résulte que G(A , x) = 0 daru, le domaine le~ > Oo ln particulier, pour 

A) O, k ~ * g = ·0 donc g = 0 d9apr~s le lemme 2. 

2 
Thtforème 2.- Soit, pour Re~ < 1 p le noyau 

- !! 2 
K ,(x,y) = (1t(1-i)) 2 exp(- (1+~ ) (x2+y2) + 2A xy)o 

A 2(1-Jt
2) 1-t 

Pour P E ~ , on a 



».imonstration .. Il revient au m3me de démontrer l'égalit, 

- ? J .... ~(y- A1t)
3 

r 
[1t(1- .\2~ 3 e 1-A• BP(y)dy = 'A° BP(x) 

2 
n y soit 

[1t(l- A2)}- i J .-l-7'' llf(y+.b)d,y • >.6 llfÎx), 

L0 ~ge.li M est vraie si .Z 6 = 0 a B [ 1] = 1 , et 

n -~ 
( rt ( 1-f ))- I Je 1

-A dy = 1 o Si elle est vraie en degré 5' -1, les dérivées premi~res 

des 2 membres par rapport aux x1 sont épleso Il suffit donc de montrer l'égalité dea 

a membres pour r-:() 0 c'est à dire t 
a 

Jl -y . 

[11(1-A2)f 'l J .r.:xi llf(y)d,y = l llf(O). 

Procédons à nouveau par récurrence, et montrons que si la relation est 11?'19.ie jusqu'au degré 

5 0 elle est vraie pour les polyn8mes x
1 

P(x), avec d
0
P = & • R&ppelons (§ · 2) que 

B(x1P(x)) = x1 HP(x) - ½ k BP(x). 
2 l 2 

-y -y 

J 1-AA ( ( )) . J 1-A" ) ~ ~ )) e H y i P y dy = e (y i BP(y - 2 ai"" HP(y dy 

2 . 2 i 
-y 2 -y 

f 1-]\' c > ,_ ,. r r-p ~p < > 
1er terme a e yi HP y~ s-,-- Je H a~i Y dy .. 

On a donc 2 -y 

Je~Hlv~ = (1-'f ) ~&-1H(~)(O) - ! ).6-1 ( '&P) 
'i 2 vxi 2 B txi 0 

. 6+1 ':t.HP C <Cl 

= .... & ~(O) = "A0 "°' ll(x
1
P)(O)o 

2 ax1 

Proposition 1 o- Si I ~ 1 < 1 ~ KA E Lp(Rn II Rn) o 

· 1+ À~ 
En effet 0 Re --,- est alors strictement positifo 

2(1-i) 

Il en résulte que pour . 1 "1 < ~, ICA d~finit un op,re.teur linéaire symétrique de t 2 

de.ns L2
o Puisque les DP constituent une famille totalep les DP pour P homopne sont 

les fonctions propres de KA f ses valeurs propres sont .A • On peut donc appliquer le 

théor~me de Mercer·, et 19 on a 8 



• 1010 0 

K À (x , y) = L -,..6 DP(x)DP(y) 
PaB 

si O ( ~ < 1 ·• si 1B est une be.se de polyn8mes homog~nH tels que IIDP~ f 1, 
L 

Si P et Q sont homogènes et de degr,s dift,rents, DP et Dg, fonctions propres asso-

ciées à des ve.leurs propres difftfrentes d9un o~rateur sym,trique lt A ( 1 A 1 < 1) IJODt 

orlhogonalee 1 (DP , ll!I) L
2 
~ Je ..,,,_

2 
lll'(x) li!!(x)clx ~ o. 

Plus généralement, on a le n 
@1 ~ < ') -6 2 Théorème lo- Si P e sJ O ,, t} a J' p IIP , Dg 

2 
= 2 W (P , Q )f o 

L 

Démonstration. Il suffit de vérifier la relation pour g homog~ne I si g e ~cf' , 

b 9 ~ S, alors (DP , Dg) = 0 J (P v 2) = o. Soit Q e 90 o 

(DP , .Dg) = exp(-x )HP(x)HQ(x)<bt J 
2 C, 

Hg - 2 est de degré inférieur ou égal à 

donc orthogonal à HP. 

<DP , DQ) = i exp -x2 
HP(x)Q(x)dx 

J 1 c, · 2-
<DP , DQ) = P(- lTx)exp(-x )Q(x) dx 

= J exp(- xÎ.P(
2
ix)Q(x)dx en intégrant par parties. 

(DP , DQ) = 2 exp (-x K P , 9) dx = K :(, 2 < P , g > o 
-~ J z.. ~ -6 . 

Corollaire o. Soit B une base alg,fürique de !J' fornuie de polyn6mes homog~nes. 

Alors {DP, P è B} est une base orthogonale de t 2
(Rn). 

Application à la transformation de Pouriero 

1 
Rappelons que si t a L P on appelle transformé ·e de Pourier de la fonction :f f 

définie par s 

(2,r rn/ 2 Î(y) a :Ji" f(y) = (21t r-n/2 L. exp(ixy)f(x)dx 

R 

ff peut ne pas 3tre définie sous cette forme pour un élément de L
2 

a prenons pour n = 1 

t { 
00 

k } la fonction f(x) = x + 
1 

L (-1) X((k n p (k+1 )n() (x) où X( I ) désigne la fonction 

. . . k=o i. 2 f 
caractéristique de 19 interva.lle I. · t ;t · J t e L et Ja exp(ixy)f(x)dx n°est pas 

dlfinie, 



D'autre pe.rt 9 le théorème 2p appliqu, pour )\ = i 11 donne s ~ DP = ipDP si 

( DP Q: L 1 O L 
2

) o Las DP forma.nt une base orthogonale dans L 
2
\ on a le 

Théorème 4o- Il existe une application linéaire continue et une seule de 

Pe fP 
p 

dans t 2
(Rn) telle que tDP = 1PnP pour "2 E 5' p" f et i coincident sur t 1 n L2

p 

1 A 

puisque les DP forment aussi une famille totale dans L et que lt(y)f , llf~,, 

On notera encore tF la traDSformation ainsi dlfinie sur L2
o 

Théor~me de Plancherel,, Si f 6 x?, U f f Il 
2 

m !tff
2

o 

~monstration,, Il suffit de lenrifier pour une base orthogonale DP, les polynomes 

P étant homog~neso 51J'f = 1P DP si p m d
0
P donc D ,DP O 

2 
ci IIDP~o 

Théorèmeo Les valeurs propres de 5 sont 1, -tp 111 -i J les fonctions propres 

les fonctions DP pour P homo~neo 

- -~j 1 - 3 Si f1 f(y) = (a w) éxp(ixy}f(x)dx pour f EL , , se d'i'init sur L de la 

Rn 
m@me 
manUre I lelll!llé fF°DP = (~i)PDP9 on a n f 1im i1 =/l I 

T!ufor~meo 4 :J = lo 

ln effet, 9ï4 DP = 14PDP a DPe 
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DISTRIBUTIOMI CONDITIO~ POSJ'fIVBS 

Notation. On notera f et ff les transfo~es de Pourier de t d'finies respec~ive-

ment pa.r a î(y) ca J ,1x.yf(x)dx lt m 
1 /a t. 

(2" )n 

§ 1. Rappels sur l'espace 

On appelle '9 l'ensemble des fonctions ind4finiment d6rivables f telles que 

1 f(at)p I soit born6 'v le polyn8me P et l'indice de dtfrivation a. o C'est l 9espace des 

fonctions de classe i 00 
à d,croissance rapide ainsi que leurs d,riv4ea. On munit -S 

d'une topolGfJ!~ d6finie par les normes a 

w <10 = aup r: 1/«)c~)l(1+1:.c,~>. 
lltll X f.Rn tan ' m 

Donc une suite 'tj e '9 tend vets O dans 'f si, "fJ les polyn8mes P et Q, on a 

P(x).Q( :x) 't>j tend vers o. 

'9 est ainsi mwrl d'une famille d6nombrable de normes (de vraies normes et non de semi­

normes). C'est un espace localement convexe,~ base d4nombrable de voisinages, donc métrisa­

ble et complet. C'est un espace de Montel I il y a identit6 entre ensembles born6s et ~nsem­

bles relativement compactso 

On a 6videnunent 8) C. '-9 , mais la topologie de IJ est strictement plus fine que 

la topologie induite par -:/ a l& convergence de fonctions de IJ dans '$ n'entraine pas 

leur convergence dans 9' • 

Maie llJ , muni de la topologie induite pe.r '4 9 est dense darui '.l o 

Distributions temp,r6es. 

On note 'i' le dual topologique de 1 ° espace 'J o Un 4lément de '8' d4fini t une 

forme · lin~aii'e sur 1J P continue pour la topologie induite par '-8 sur I) , donc à 

fortiori pour la topologie de 3J o 

Donc tout 6lément de -;je d4finit une diotribution Te 3) • P avec laquelle on le 

confondra dlsormais. 



Une telle distribution est dite distribution tempér,eo 

Transformation de Pouriero 

Lemme. La transformation de Pourier induit un isomorphisme de '9 sur 'S o 

/',.. 
Oela r~sulte du fait que P(

1 
:, )f(~) = P(x)f(x) et 

~ 
P(-/i)f(x) = P(-i ~ )f( ~ ) , et 

la définition de l'espace '9 • 

Cons~uenoe. Il est d~s lors fe.cile de a,tinir la transformation de Pourier dans -$1 • 

A 

Si T est une distribution temp~r,e, T sera bien d6finie et de ma.ni~re unique pa.r la 

formules 
rfT= 1 Jrt J (2rc)n 

On note formellement T( \) = J e-i~•;(x). 

En particulier si T est une fonction f de L2, dont on a défini précédemment la trans-
A À 

form4e de Poùrier 9 alors Ta f(-,)o la transformation de Pourier est donc un isomorphisme 

de "91 dans 'S' • 
Remarque. On n'a manifestement aucune inclusion entre l'espace ,e, des mesures de 

Radon et Pespace "i'. On démontre les deux r,sultats suivants s 

a) Pour qu9une mesure de Radon µ, soit dans ~', il suffit qu'elle soit à croissance 

lente dans ,e, p c 9est à dire qu9il existe un entier e tel que J Id~~ ( 00 • 

(1+r ) 

b) Pour qu 9une mesure de Ra.don positive ~ soit dans '9•, il est nécessaire qu'elle 

soit à croissance lente dans -e' • 

§ 2. Introduction. 

A 

Considérons un semi-groupe de probabilit~s t\• et posons ft = t-Lt• fonction qui 

existe car J d .._t = 1 • La. relation i't * Jl-
6 

= ~s+t donne 'f 
9 

'ft = 'f s+t, c 9 est à dire 

) -t, qu'il existe une fonction 'f'(x telle que 'ft = e o 

Donc 
d 1- 'f t 1\,-6 

'V = - iii ftl t=O = U.m --r- • Ceci peut encore s 9 tforire - 'fi = lim 1-ro 
t ➔ O 
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~t-6 
Les --:r- sont des mesures positives sauf à 19originep donc •W est la transformée 

de Pourier d'une mesure positive se.uf à 19ori«in;o On est ainsi amen4 à 4tudier la 

structure de telles mesures, ou plue g,néralement de telles distributions, ainsi que 1elle 

de leurs transformées de Pourier. 

Distributions positiveso 

Une distribution 'i' 6 3J O est dite positive si, V la fonction f positive de IJ, 

J rr ~ o. Donc T distribution positive ~ jfT ~ 0 "Ife ,1+ o Or il est facile de 

montrer que les distributions positives ne sont rien d9autre que. les mesures de Radon 

poeitives 9 si bien que cette notion ne dépasse pa.e le cadre des mesures. 

Distributions conditionnellement poeitiveso Une distribution T sera dite condition­

nellement positive (en abrég' CP) si j ff )1 0 't/ la fonction f positive de ,l) (~ ) 

en posant a! = Rn - l o}. Il est équivalent de définir une distri.bution CP comme une 

distribution dont la restriction à a! est positive, donc mesure positive. 

llemarquons qu 9une fonction de ,1J (ll:) est nulle non seulement au point O mais da.ne tout 

un voisinage de 0., Par conséquent, V le polyn8me P, la distribution P(+x)6 est 

CP car· J P{fx) O'f = 0 si .f 'f e ~ (R:). 
-.i 

Considérons la fonction e~ o Elle définit une distribution positive sur R*, maia 

n'est pas la restriction d'une distribution sur R J ce n9est pas une distribution CP. 

1 Par contre, 2 qui définit une distribution sur R* peut se prolonger en un élément 
X 

de ~,+, par exemple en définissant ce prolongement T par 

j 'f T = J [ 'f(x) - ( Cf {O)~ 'f' (O)u(x))~ où u est une fonction de l) dont le dévelop-
x 2 

~me~t de Taylor à l'origine commence par 1 + a.x o 

Donc ~ est, par a.bus de langage, une distribution CPo 
X 

Distributions N-conditionnellement positiveeo Une distribution sera dite N-condition-

nellemen-t positive (en e.brég.S 1-CP) si J1gf2.r ~ O· ~ g (é &-N, en appelant I l'idéal 

de ! fonmf des fonctions qui s9annulent ainsi que leurs dérivées d'ordre < N à l 1origine, 



Remarques. a) Il est bien mdent que Y positive ~T 0-conditionnellement pQsith1· 

ln effetp la racine carr4e d9une fonction positin de cil n'est J)6S n,cessairement .dus 

t) , mais peut @tre approchée par des fonctions de JJ. 

b) Pour qu9une distribution 'f soit CP, il fa.ut et il suffit qu'il existe 

Gn H tel que T soit N-CPo 

Pour préciser la structure des distributions N-CP, nous allons préciser deux notionso 

Polyn6me fortement positif. On dit qu1un polyname T2N de degré 2N est fortement 

positif si V le polyname P de degr, N11 T2N( bbx)IP(x)l
2 

') Oo Par exemplép toute combi­

naison linéaire à coefficients positifs de carrés de mon8mes de degré N est fortement 

positive, et è'est peut-3tre d'ailleurs là une condition nécessaire. 

En tout cas, une somme de carr,s de polyn8mes n'est pas toujours fortement positive a 

4 2 2 -4 2 22 2 2 par exemple, x
1 

- x
1 

x
2 

+ x
2 

= (x
1 

- x
2
) + (x

1
x

2
) appliqué à (x

1
x
2

) donne -4. 

Partie finie. On rappelle que 1°ordre d9une distribution à l'origine est la borne 

inférieure de ses ordres dans les voisinages compacts .de l'origine. L'ordre étant un entier, 

cette borne est dVailleurs atteinte pour uii compact. Dès lors 9 si T 6 d) 1 et si S 6 J) ; 

let sa restriction à 1:, 1vapplication T ~ S n'est ni injective ni sùrjective. 

S étant donné, on dit que Y est une partie finie de S., et on note T = PfS, si 

l • ordre de T ~ l'origine est 'minimal parmi ceux des prolongements de S. Il convient 
i 
:1 

de noter que, S étant donn,e, . PfS n9existe pas toujours (exemple de èx qui, comme on 

l'a vu, n'est pas prolongeable) 9 et, si elle existe, elle n'est pas unique. Plus précis,ment 

~o Si T
1 

et T
2 

sont deux prolongements de S E JJ ! et si M est le plus 

R1'and des deux ordres, alors T - 'f = P(...!..) 6 où P est un polyn8me de degré N-1 
1 2 ax 

6U pluso 

Il suffit en effet de remarquer que J f(T
1 

- T
2

) = 0 
N Vt E e: , ce qui exige 

0 
avec d P < H. 

Constiquenceo Soit 8 donnd comme 4llment de c@l et N l'ordre minimal des prolonge-
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mente de s, s 1il en existeo Alors Pf S n9eet d,terminée qu'à un polynSme de dérivation 

à. l'origine de degré < M, près o 

Expression de Pt So Soit u e.f> tel que son d.Sveloppement de Taylor li. l'origine 

commence par 1 +termes de degr4 M. Alors, si 'f e I) et si 'fN-
1 

est son d'Télop­

pement de Taylor it. l'ordre H-1 ~ l'origine, toutes les expre&Bions de Pf S sont 

données part 
j 'VPf 8 m J ('f-,H-1u)S + P(fx) f (O) . 

P étant un polyn8me arbitraire de degr.S .( Ho 

Th,forème. Les trois énonde suivants sont équiwJ.ents s 

i) T est une distribution R-eo~itionnellement -positiva 

ii) 8Pt2.r est une distribution positive '4 · P 6 !1 N" 

iii) T = T2N( /x.)6 + tJ( :x)~ + Pf dtA,, oti 'i'2H e. f 25 est fortement positif, U 

un polyn8me de degd < 2M, et d~ ·une mesure de Badon positive définie sur a: et telle 

que J. lxl2Nd'°"'(x) <ex>o -,x, ·< 1 

Il suffit de montrer les trois implications successives i ~ ii .. En effet, 

v, s .Il et P 6 S' 11, Of P&/, donc, c.- Y est li-CP, 0~ j I P -,12, = J 1'f12 
IPIZr, 

ce .qui montre que IPI~ est une .mesure positiveo 

N 2 
ii ~ iii. Posons Q(x) m ?=; x1N a on sait qu'il existe une constante C positive 

telle que Ptl2N ~ C Q(x) Vx el.no ~è lors 9 considlfrons d~ = QT a c'est par hypothhe 

une mesure positive sur if, dom d~ as d; - eai une mesure positive sur a!, vérifiànt 

l I x 12N d 14-(. c 
IXI 4, 1 

Pfdta, d I ordre ~ 2N o 

r dl> ( ao o Par suite d~ 
IXI ~ ~ 

T étant .déjà un prolongementœ 

est prolongeable en une distribution 

~ 0 Y - Pf d"' est portée par 

l•origine, donc c'est un polyn&ne de dérivation en 6 qu9on peut décomposer en trois 

P&rties a 
T - Pf d~ ~ U(-l;_)& + !%!,(fx)& + I.::;u VK(-fx)o 

") dl,P 

0
~ U est de degré <D, t 3 homopne et de degré 2N0 et Vk boinogbé et de ~'.~:.~~~ 
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Soit P€ g>2N9 et multiplions les deux membres par IPl2
• D'apr~s la d~finitioga de 

Pf dti O on a IPl2 Pf dfl • IPl2dt4-P dono 1 

IP1
2
T ... IPl

2
d.-, = IPl

2 'ai :x)& + L 1Pl
2 

V,iTi)6 • 
k >2N 

Hais IPl4î et IPl2d14- cotncident sur le compUmentaire de l'originep df&- ne charge 

Pas l'origine, et par hypothèse IPl2.xi est une mesure positiveo Donc IPIZr - IPl2d14-

est une mesure positive port6e. par l 9originep donc de b, forme A6 où A est une consta.n-

-te positive. 

iii ~i. 

N 
Cette implication est 6vidente car 0 si g s &-= , on a a 

ju( 1,\)6 o lgl2 
= 0 puisque U est de degr6 < 2N. 

j lfJ 12 
Pf dt4-~ 0 car df', est une mesure positive. 

l T2N( 'â"'ax)6 l 812 ~ 0 car T2N est fortement positifp et g peut Atre approcMe par 

des polyn8mes de !J>N au voisinage de l'origine. 

f ), Nous allons maintenant voir ce que deviennent ces propri,t6s par transformation de 

Pourier o Pour cela, on remarque que 19 id6al / P traner'orm~ par Pourier, se compose de 

fonctions de f I pour raisonner sur les distributions, nous allons donc prendre l'inter-
,,,.. 

section de 3J et du transformtf de Fourier de J' o Posons donc Jf = id4'al de convolution 

fonnf des fonctions -, s.f> telles que J x°' 'f (x)dx = 0 V le multi-indice 01. tel 

que IOll < No 

AN 
Le th~orème suivant va pr6ciser la structure des fonctions de e:. 

A 

'fMor~meo Pour que f 6,/, il faut et il suffit qu•elle s'exprime sous la forme 

f • L g(Ot) où les . g sont des fonctions de JJ o 

lel.1 =N 0\ ot 
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..A 

Donc les fonctions de ®'N sont exactement formées des so11DDes finies de dérivées d'ol!"dre H 

de fonctions de JE> • 

Pour N = 1, le théorème dit que les fonctions de J9 d'intégrale nulle sont les 

divergences des fonctions de J!) J sous cette forme, il avait déjà été démontré par Poinca.ré. 

La. condition suffisante est triviale t toute somme finie de dérivées d'ordre N de fonc­

tions de &> est dans ~ et a ses moments < N nuls. Reste & montrer la condition 
/11. 

n~cessaireo Soit donc f e ON v la difficulté vient du fait qu'on exige que les g 6 .IJ p 
01 

car sinon la démonstration est faèileo Nous allons faire une récurrence sur 1 'entier n+No 
A 

On suppose l',fo.onc4' vrai pour les couples (m,M) où m + M < n ❖ N·. A -f & Jl(~) on 

associe 
/ (x

1
,, .x ,._/ = [ t (",,,. ,x .,_1 , t )dt, 

On a par construction dme t"" s &N (a:0-1 ) d' oùp d 9 après 19 }zypoth~èe de récurrence B 

t* _ '°""· g•(ot) - n-1) - .L...i. où g ol_ e i! (R o 

10\1:N ot 

Ot a() 
n 

Donnons-nous alors u G.J)(R) et vérifiant ju(t) dt= 1 et Jtju(t)dt = 0 pour 

1,j,Np et consid,frons gOL (x
1

oooXn) cr«: (x
1 

••• xn-1)u(xn)o 

Posons 'f = f - L g(Ol)., 
1011:::N Cil 

Cl ::0 
lll 

X 

v(x1 .... xn) = 1.: c,<x,o .. Xn-1't)dt La fonction est dans ~ o En effet, d.h que x n 

est aup~rieur k la borne sup~rieure .des projections sur le dernier avec des supports de f 

car l'inUgaJe ti.t=1 ,~{t) est tm:it,. 
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Donc pour xn usez grand, ~ est identiquement nulle o :»e mime si xn est inférieure aux 

projections sur le dernhr a.xG dos supports da f et cl00 g01 , on a encore l m Oo Donc 

l est à support compact, et dans IJ o D'autre part 'V a ses moments dtordre <.M-1 

nuls, car ceux de f sont nuls et, pour t KI < 8-1 1 

On peut donc ,crire 

Bn utilisant à nouveau l 9bypoth~se de r~ourrencep on peut ,crire 8 

Remarque. On pouvait donner une d,monstration plus rapide en remarquant que toute 

fonction h entHire de 5}, ayant ses dérivles d 9 ordre < N milles h l'origine, peut 

h (p) (0) 
s'écrire h = L ~ f x, a L x01 kcii(x), les kOl étant des fonctions entières .. 

IJl)}N IClll=B 
.Geai A à 

Si on pose k
01 

= 1 gd et h = f, on obtient la relation du théorème. 

Ponction dlfinie positiveo On dit qu 9une fonction contimie g est d6finie positive, 

. Il 
OU de type positif, si V les nombres complexes c1, cj et les points xi, xj de R, 

alors L g{x
1 

- xj)c/j ~O. On en d,duit facilement que g{O) est réel _positif, que 
i,j 

g = g en posant ~(x) = g(-x), et enfin que "lx 6 ln, lg(x)I $g(O), donc g est bornée. 

Si t,A. est la mesure discrète formée des masses c
1 

aux poinis xi, l'inégalité de 

d~finition s' é.cri t J g(x - ~)dv- (x)dji: ( l) ~ O. Or les mesures discrètês s_ont -vaguement 

denses dans l'ensemble des mesures l support compact, et en particulier da.ns l'ensemble 

des mesures de la forme 'f (x)cbt o~ 'f € t9 o Par suite on devra a.voir, V If a S> 9 

J a(x~ ~) <f (x) f(~)dx dl; ~ O; •• qui • '4crit. j g(x+ ~ ) 'r (x) 'f ( t)dx d § ~ o. 
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Rn notations de convolutions 0 Jg.( 1 * 'f) ~ 0 OUp si on appelle trace dtune fonctioJ\ 

V 
sa valeur ~ l'origine a Tr g * 'f * If >.1 Oo 

Ainsi présentée, la définition s'étend aux distributions. 

Distributions de tw positif. Une distribution T serà dite de type positif siQ 

V,el), JT .. (f* i) = Tr T * f *~ ~O. 
y 

On peut dire aussi a f est de type positif si toutes ses birégularisées T * ~ * (f 

pour i eaS sont de type positif o 

Nous allons maintenant définir une nouvelle notion. 

Distributions N-conditionnellement de tYpe positif. On dira qu'une distribution T 
I\ 

est ~ondiiionnellement de type po;;; itif (en e.bdgé N-CTP) si, Vg e / 1 

,,,... 
Colllllle &

0 = J), on retrouve la définition précédente pour N = O. 

Une propriété très importante est le thtforème suive.nt. 

Théorème. Si S est une distribution ~, alors 

L• idée repose sur le fe.i t que, "f/ et et p E ,/J : 

2N 
S(x) = &(lxl )o 

'li V V' -t V ., V ., 

4{o. .. ~) Cl (d+~)' *(Cl+~)= (01-p) *(oi-p) -0-i(a1+ip) * (Ol-i,) -i(oi-ip)*(a(+ip)o 

Dlls lors comme S est N-CTP, pour toute 1 • ~, la fonction 8 * g * g est dtifinie posi-

tive, donc en particulier boméeo 

L'identi t4 pdcédente montre alors que 
I\ 
N 

Vg et h ee:, S * g * h est bornée, car 

'tf V V -, "il 
1 .o,. h9 g - h, g + ih, g - ih appartient ~ fi' o 

Soient alors P E. S'N, 

On a manifestement P(a~x)f 

Or (S * p2(Ti)f) ~ g = 

V g e. ~, donc V f e. J) et 

et deux fonctions 

" et P(Ti,)s ed', par définition m8me de 

S * P( ,,.a )f * P(~}g, donc est born,eo Ceci est vrai .,x Tx 

P E :J> H' S * -t(ii,)f = i,2( :x)S.f est bornéeo Ceci entraine 

que toutes les dérines d'ordre 2N de 8 • t sont bornées, et par suite 

B * f(x} = 9(1xl2N)o Une telle relation valable 'f/f el) '4uive.ut par définition~ 

8(1) = t<1 x 13 ), 
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Remarques. a) Il résulte du théor~me précédent que toute distribution N-CTP est tempérée. 

"-telle que 'f @ @ 

Définitiono Une distribution T ser& dite conditionnellement de type positif, ou 

en abrég' CTP, s9.il existe. un H -tel que 'f soit N-CTP. 

Théor,me. Les trois ,nonds suivants sont ~uivalents pour N-/: O. 

i) S est une distribution N-conditionnellement de type positif. 

ii) S = (-1)N T2N(x)dx + M o~ T2N e 8'2N est fortement positif et où M est 

CTP et vérifie M(x) = o(tx12N)o 
... 

iii) 8 = T où f est une distribution N-CP à croissance lente. 

i) =>iii). S est N-Cff, donc, . comme on l 9&vu 0 à croissance lente, donc il existe 

une di~ribution 'l' à croissa.ilce lente telle que 8 = T. 'L9hypothhe j S.(~ Q 'f) ~ 0 

V N j '"'2 J 2 ~ E ~ donm~,d'apr~s la ;:ema.rque, To l f 1 ~ O. Donc If I T ~ 0 pour toute fonction 

f de / telle que f a fi, donc pour· toute f de &N telle que f e ~ Or 

V g E &N, sa transformée de Fourier est dans ";f puisque / c cS C ~" Par sui te, 

comme J) est dense dans '3 u on a JI g 12-r ~ 0 V g e &'N, ce qui exprime bien que T 

est N-CP. 

A 

iii) ~i). Supposons 8 a T oh f est H-CP à croissance lente. 

j1r12T ~ 0 'ig s f', donc J 8( If • 'f) ~ 0 Vif telle que f s/, donc 

V~ e / telle que f e. ,IJ o Comme JJ est dense dans '! 9 111n,galiU est ici encore 

N 
'9\la.ble \J'f e e: 0 et ceci exprime que B est N-CTP. 

,A 

iii) ==t ii)o Supposons S = T ob T est N-CP à croissance lente. 

On peut 6crire T = T
21

(,/x)& + U(-/x)S +.Pf d.,._ avec les notations déj~ expliquées. 

Bi on tra.nsf orme par Pourier en fa.iatmt entrer le polyn8me U dans Pf di-'-, on trouve 1 
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N. ~ 
S = (-1) T2N(x)dx + M avec M = Pf d.f,.-. 

Mais on sait que I tx 12Ndl'-(x) < œ P . et pa.r suite; V te I> g on peut écrire k un 
IXI '1 

polyn~me de degré · < 2N près t 

~ J "' M * f(~) = Pf(f d~) = {e(t .x) - e2N( t ox)jt(x) d..,(x) 

en posant e( ~ .x) = ei' .x et e
2
N( i .x) le polyn8me dé Taylor à. l'ordre 2N-1 de 

e ( i .x) à .11 origine. Ceci d.éf ini t en effet unè Pf de d~ 

Nous allons utiliser les deux majorations suiva.ntes a. 

le ( ~ .. x) - eoc < l ox}j ~ .Jr. 1 ,.x I K ( formule .de Taylor avec reste) 

le(\ .x) - eK <, .x~, K(1+ l~•xl~-1
) (pa.r exemple par récurrence). 

Soit alors un nombre 6 que nous ferons varier en fonction de 1 • On peut écrire 

M * f(\) ~ mm 1 ,,2N J I f(xl1 lxl2Nd11(x) + 2N ( 1 f(x)I dl'(x) + 
1 x 1 < 6 ~X 1 >, g 

. 1 12N-1 J "' ( ) 1 . 2N-1 ( ) + 2N i l f x fxl dp. x • 
!Xl)6 

Or f f. j , donc J1x12Nlf(x)I dtLût) < oo • 

S:.l. d ~ 09 

M~f(t) = l\t2No(1) + &(6-~) + 1~12N-i &(6'- 1)e 

11 suffit .alors de prendre pa.r exemple 6 :a: _j__, qui tend bien vers O quand ~ -t o6 , 

Viii 
et il reste s 

D•a.utre part T2N(x)dx est évideimnent CTP J et S aussi puisqu'on a vu que iii) était 

,f<tui valent à i) 9 donc M est CTP o 

ii) ==$li). Supposons S = (-~)NT2N(x)d.x + M où T2NE 6>
2
N' est fortement positif 

•t k est CTP avec M(x) = cY(I x 12N) è. 1 •infini. 

Par d~finition, 3 K tel que M soit 1( - C'l'P. 

AN1 ~N2 
Mais & c. e si N1 ~ N2, donc N2 - C'i'P a::+ N1 - CTP. 

Par suite, si "',$N, M ·est N-CTP, donc S aussi puisque T2N 1°est, et le résultat 

lit d~montd. 
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Si 1( > M 9 on pose i< = N + N', et on va montrer que N est ~lors non seulement 

N + N' - CTP, mais mtme N-CTP o Xl suffit, pour cela do montrer que si M est N + 1 "ii' C'fP 

. 2M 
et M = o{I XI ), alors M est ~o 

,,;.. 

Soit donc une fonction f ~ / 0 et posons h1(x) = f(x) - f(x-+y), On a,,,. 

Jx (l f(x-+y)dx = j(x-y)° f(x)dx 111: J xoi f(x)dx pour I ot 1 ~ Bo Par suite \r 6 J1+"1
, et on g 

., 
ainsi M ~ h * h (0) ~ O. Puisque y y 

V V V 
h * h (x) m 2i' ~ t(x) - 2f * t(x-oy) y y 

il en r4stilte que 
V ~ 1 · V 

M ~ f ~ f(O) .... M * f ~ f(y) = 2 N ~ hy * hy(O) ~ O. 

"B 
Or, d'apr~s le th4or~me donna.nt la structure des fonctions de & p on peut 4crire 

f • [: g~r,.) et par BUite 

\Clll =B Y (111 ❖ 6) lV -t 

M * f .. f = L k où k os~: (-1 ) M * g at * g Il' 
1 Ol l::: ,,,mM 0!6) 

2N 
Par bypoth~sep kas~ (x) = 8(1 xi ). Rous allons d,montrer que 

~ k(Cll+l')(O) - ~ k(ol ♦-)(y) ~ 0 pour chaque y 
L-4 tlfl i....A Ol/3 ~ 

~·~ . entraine L k
0

~ (0) .~ O, d~où l'énonc,. Le raisonnement est assez simple mais difficile 

à lcrire. Bn cas de dimension 1 on a 

k(2N)(O) - k(2M)(y) ~Oo 

~ne r. \k(21!\o) - k(2ll)(y)}(x-y)2K- 1~/(28-1)1 ) 0 

tais cette intlgrale vaut 

k(2M){O)x21/(2N)I - \k(x) - k21(x)) 

car ( k(m)(y)(x-y),._ 1~/(m-1)1 a k(x) - k,._
1

(x), 

0 (2H) 21 
Uors k (0) - (21)1 {k(x) - k2H-1 (x)}/x ~ 0 

Baia k(x) • O(x
21

) et k.2N~f) est un polyneme de degr4 2N-1. IJi faisant x tendre 

rers a, on obtient k (2N) (0) ~ o. Pour le oas de plusieurs variables on coilsidbe 



l(Cl) = ( [:{k~m+I) (0) - k:+t) (y)j (x"'(Y)21- 1 dy/(:Z~1) 1 
J0$y "X J fi 

i of i 

ob ~ a (N, N, ... oH) • On trouve que 

I k(r) (y)(x-y)2~-1 dy/(»-1 )r Cl f lk(y)~(t-1y)j (x-y)2-1-f-1c1y/(2~1-1}1 

0$yi,xi 

ob k(T)(y) a L k(œ)(O)yGl/ctl et oa I J TIUt dire œ1 , ft• ici 1, ••• n. 
ca,y 

lntin on voit que 

I(x) al:: k~s+,a)(O) '1(--,/('J.'i)i ""L J {k.,.eCy) - kat (c,..,_.1)(y)j(x-y) 3
~~

1c1y/ 
8 o,,.i ~xi - (~~it 

81 l'on pose x = (l, •• Jt) alors 

I(x) œ '°' k («+O) (0) x31'11/('llfl )n - tt(x31'11) o '--' Of,. 

Ainsi li* f * f(O) 111 [: lt~:->co) a lim (211)~ I(x) ~o. 
s..+oo 

Pour N m O il faut remple.cG!' M(x) r!I 8(1) par M(x) ~ 0 en liilOyenne presque-p4riodique. 



CHAPI'J.'RB Ill 

PONUTIOMB DBPINIJil ~o SIMI~ DB MBSORISo 

JMfinitiono Une !onction continue 1l 1 'If'~ C est dite deffinie ûgative si 

a) 'I (-«) Cl 1îil 

b) -'P est 1-conditionnellement de type positifo 

la fonction , est dite normalis,e si f(O) œ O. 

b) tSQ.uivaut· ~ c) a Vm e N 

Montrons que (a) et (c) ~ (d) 

(d) 1 Vm 61' Vx09 000 9 xœ a 'i" la matrice { ,<x 1 )+ lq(xj) - lp(x1-xj )j i=o, .. m 
J=o, .. m 

m -
est hermitienne positive, ieeo Vo

0
,uo 9cm ~ C i~j~ ('l'(xi)+ V(xj )- ,(x 1-xj ~~j ~ O. 

(a) et (c) ~ (d). Prenons dans (c) x = 0 
0 

le. conclusion r6sulte de ce qus 

(d) ~ (e.)o Prenons d&nS (d) il mr 1 X • x 
0 

m 

C m-L C. 
0 . 1 1 l= 

on obtient tp(x) + 'V' (x-ty) - If (-y) = tU (x,ey)+ î{iî - f (y) et T (-y) 111 i"@ o 

Prenons m = 0 x = 0 on obtient 11'Uî 111 ,co) &J;o 
0 

m 
(d) a=> (c) en effet si ~ c1 = C 

Prenons dans (d) m = 1 cli) = 1 x
0 

= x c
1 

= -1 X., = o 
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on obtient Be ,ex) ~ 7(0) 

v(x) - V(O) 19est aussi ainsi que 
... 

y(x) + k k e 1 

- si f est définie positive 'f{O) - ,(x) = y(x) est définie négative nortnaliséeo 

En effet V est contimie et hermitienile puisque cp l'est, ,Co) = o. 41 ait 

.1-c~nditionnellemerit de type positif, donc - l est conditionnellement de type positif o 

Proposition. Si 1U ~rifie (d) et est continue au point O elle est continue partou-t 

Il suffit de faire la démonstration pour 1f(O) = 0 car \f - '1(0) Ttirifie (d) o 

Prenons m = 1 x
0 

::r x x
1 

=-y 9 le déterminant de la matrice est positif t 

si '1----i'O 

,!xemples. -Une constante réellê posi~ive est une fonction définie négative. 

'4 } - Si L est une forme linéaire purement imaginaire sur R I L(x est une fonc-

tion définie négative 

n - Si O est une forme quadratique réelle positive sur R c'est une fonction 

définie négative. 

Boit 'f la forme polaire de Q cj c «: cj = uj + i v;f 

t: <a<xi>..g<x;1>--Q<xcxj))c1ëj =.ï: 2 -,cx1,xj>c1ëj 
1,j i,j 

[:
1

. ,cxi,xj>c;c;1 =2<I::u 1x1> +o(r:
1
· vixi)+i'f'(Ev 1x1,Eu;1xj>- 1 1<ï::U1x1 , Evjxj> 

,J 1 

= Q(L uixi) + Q(I: v1x1) ~ O. 
i 

2 
i 

Ainsi la fonction x --.fK:I est définie négative. 

n 
R --+ R. 

Rappels sur les formes hermitiennes, 

Lemme 1.- Une matrice hermitienne positive poss~de une racine ca.rr,e hermitienne positi 

Bi A est hermitienne positive ses 'V'B.leurs propres ).
1

• o. À m sont réelles ) o, 

A est diagonalisable au moyen d'une matrice unitaire V 1 ! = u* (:
1
·• .. ~,i ) U 1' ·. '\ 0 0 'I\ - m 
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~{-6, 0) La matrice B = U ·•... U 
0 ··vr:. m 

répond à la question. 

LeDDne 2o- Soient (A1j) et 

La matrice (c1j) 

(B1j) des matrices hermitiennes positives Cij = '\jBif 

est hermitienne positiveo 

Ç = ~ ¾ = AjiBji = Cji o 

(Bij) possMe une raci11e carrée hennitienne (bij) s Bij = ~ bik bjk 

E Cij ui uj = {j Aij(~ bik bjk)ui~ \ 11j(biku 1)(bjkujl] :. O, 

Corollaireo Si (Aij) est hermitienne positive (eÂi.j) l'est aussio 

Tlufor~me· (Schl>nberg).- Pour que e-t tf(x), ( 'f(O) a :a+), soit une fonction définie 

+ Positive pour chaque t s R il faut et suffit que i, soit dtSfinie négative. 

a) la condition est n,cessaire 

e-t f(x) étant une fonction continue de x, y est continue. 

e't,(x) est une fonction définie positive et e-t'V(O), 1 oa _ e-t f (x) est définie donc , 

1 -t r(x) ~-e-t ,<x) 
bégative donc aussi -

8 
t or lim t = ,<x) 

( ) t ➔ O 
t .. e-t " X 

t vérifiant (d) il en est de m8me de , • 

b) La condition est suffisante 

1' est définie négative 1'(0) E m+, soient x
1

, ... ,xm e Œf on doit 

Dontrer que la matrice {e-t 'f'(Xi,-Xj)j est hennitienne positive. 

-t ,<xcxj) t [9(x1)+ ,cxj) - V(x1-xj)) -t( fl(xi)+ 'l(xj)> 
= e e • 

La conclusion résulte du corollaire du lemme 2. 
~ . 

!héor~me. Soit DL une mesure positive telle que l, 
1
~ dt'- (t) < oo 

!
CD tu 

P(u) = 
0 

(1-e - )d~ (t) 

Si 'i est d6finie n6gative P( , ) . 19 est aussi. 
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~ {\Cx1 )❖ ,t·(x
3
) - l't(x1-xj)jo 1~j ),0 pu inUgretion on obtient la mhle buige.titd po1U' 

1( ') 0 

Reste ~ montrer que P( V ) est continue, montrons que ; est conti1D1e o 

Soient u,v s C Beu ~ 0 Rev ~ 0 lev ~ Beu 

1 P(u) - P(v)I _, r+œ (e-tv - e ""tu)df(t)I f (-kl> I1-e -t(v-u)I dt4(t) 0 

Jo ♦ CIi! -tu Jo 
Il suffit de montrer que lim. J h - e ldJL (t) = 0 

U --90 0 

Re u•O 

1 - e -m = s(1 + Cil (a)) cru. Ol est une fonction continue de z Cll(O) = 0 

j+oo tu 
soit t,

0
) 0 

0 

f1 - ,- 14..-(t) =r 

t d14(1y 

1
-+œ :t 

1 ° 11-e ... t,ulCo- 11-e""tul~(t) ~ lu 1j O 11+ at(tu)I tdf&!. 
o to o +oo 

+ 2 1 d11A-(t 

La fonction continue (tpu)~ t1+ct(tu)I est born4e sur le compact 
0 

{lul '1, Be U ~Oj X {0$t,t
0
jo 

Bi tut .( 1 leu~ 0 il existe A(t ) ~ 0 tel que Vt a ~ , t] j1 + «(tu)j , A(t ) o 
+GD O t 0~ 0 

Alors si tu 1 4' 1 J
0 

11◄ -tuldJà(t) ( A(t
0
)Iul J O 

t dV,(t) + 2 J d'°" (t). 
+CID O +œ 1 

Boit 1) 0 il existe t
0 

tel que li dia(t) 4' \ car J
1 

dl'-(t) <a,, prenons t
0 

0 ainsio 

a j+œ tu 
ilors I u 1 ~ inf(1 p t ) ~ l 1-e - 1 ~(t) ~ e. o 

2A(\) JO tdt4(t) 0 
0 

lemargue. La fonction W Ht ind4finiment d4ri vable pour u 6 Re u > 0 et l'on a 

(Zt) (21-1) 
P(u) ~ 0 po (u) ~ 0 P"(u) '0 ooo 1 (u) -' O, P (u) ~ Oooo• 

Une telle fonction est dite compUtement monotoneo Un probUme se pose _à leur sujet g. 

-k1o +œ ) 
"11Tent-.. lles se mettre sous la forme 1. ( 1-e --tu )d I'-( t) I'-~ 0 L ~ t < "' 1 

Mponse .8 oui. Voir Go Choquet, Theory of capacities, Annales de l'Institut Pourier 5 

(~953) po 131-295, surtout§ 43o2 (NoBo Traduire "compl~tement monotone" ici par"alternating 

if order oo " et non pa.r "completely monotone" comme l'emploie Choquet. 

Exemples.- Soit dt,L( t) = t ➔-1 
dt p Ili IR 
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J~ 1!.i dl'(t) < m si et seulement si O < fJ < 1, Là fonction correspondante est 

~ +a, 
P(u) = J (1-e -tu)t--- 1 dt = ui, j (1 - e-x)x-P-- 1 dx. Par suite si y est défi!lie 

0 0, 2~ 
négative et si O < p ,$ 1 la est d'finie n,gati ve o Ainsi I x 1 0 < ~ ,t 1 est 

définie négative, si $ > 1 

6(1xl
2

) si lxl-++ oo. 

1 li: 1
2 r, n'est -pas d'finie négatiTe car I x .2 ~ n ' ·est pas 

-t 
Prenons d~(t) = et dt j+ooo t j+oo -t î+t d~( t) = 

0 

; +t dt < oo 

+oo -t 
P(u) = j (1-e-tu) 8 t dt si Be u ) 0 11 (u) = 

1
!u P(o1 = 0 donc P(u) = Log(1+u) o 

0 

La fonction Log(1+u) opère donc sur les fonctions d6finies négativeso 

Ponctions définies négatives et semi-groupes de mesureso 

Soit 'I' uns fonction d•Hini~ négative, si t ) iO ~-t, est une fonction définie 

positive 9 c9est la transformée de Pourier d9une mesure positive g 

ce.r 

On a 

la famille ( ~ t) t > 0 forme un semi-groupe de mesures o 

Soit f & C jr(x)dt\ (x) = j f(~)e-t'f'(~) d~ ~ j f(~)d~ si t ~ 0 
0 

cf(O) 
Par suite IA-t --> 5 vaguement si t ~ Oo 

Mciproquement soit (1\)t > 0 un semi groupe de mesures tel que Vt ~ 0 Vs ~ 0 

llt+s = t'-t * o,e-
8 

Yi, )> 0 i df\ '1 si t ---+ 0 ~t ---i, Î vaguement .. 

A,- Il, A,() ~ 
On e. JA-t JA-s = r:t+s et t\ x -+ 1 si t --+ 0 car f-A-t ~ o vaguement si 

.,.. ( . ) -t 11' (x} è. t--+ O. On en d,duit que .-,t x a e e-t l' est définie négative d'apr s un 

théorème pdcédento 

Il y a donc correspondance biunivoque entre les fonctions définies n,gatives et les 

semi-groupes de mesures de masse , , o 

Il y a correspondance biunivoque entre les fonctions définies négatives nonna.lisées et 

les semi-groupes de probabilitése 
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Théorème de .convergence de mesures.- Soit {~Jne!N une suite de mesures bornéee ~O 

A, 

f = 1A: est une fonction d~finie poaitive pour chaque no 
D n 

Théorème.- Si 'f x lim 'tn (x) m -,(x) et si la convergence est unifonne sur un 
n ➔ oo 

voisinage de O il existe une mesure positive t'- telle que t': ---i, .t4-vaguement. 
n 

Si Vn ~ est une probabilit,, ~ est une probabilité. 

Il résulte des hypothèses que , est continue dans un voisinage de l'origine 

f (0) - f (x) vérifient la condition (d) il en est de mime de ,(o) ~ ~(x) qui est donc n n 1 

une fonction définie n~gative et ,(x) est d,tinie positive. Il existe donc une mesure r 
,lia 

positive borntie telle .que ~ o Cf et 'f/.f e IJ on a 

J f(x)d~n (x) = J f(t)'fn (')d' --t J f(~)cp(,)d ~ = J f(x)c1t4-(x) si n --, +œ 

cela résulte du théor~me de la convergence dominée car 

{, n ( 0) J n GIN \ISt bornée car elle est convergence. i étant dense dans l'ensemble C 
0 

des fonctions continues nulles à !~infini muni de la topologie de la convergence uniforme 

le théorème r~sul te du 1 

~•- Soient t-'-P (t,Ln)n&N des mesures positives telles que u.,._11,M Vn llt1nll ~l 

et telles que lim j f dt,t n ~ J f dtL pour toute fonction f a cÔ smis ensemble dense 
D --, 00 

da.na C
O 

pour la topologie de la convergence uniforme, alors f-n --+ tJI. vaguement o 

Soit f e C 
0 

A 

soit f GJO lim Of -fU=O 
p p--s,oo p 

J f dt4-- J f dts,D = J (f-tp)(cJt1-dt4-n) + J f p {d\l-dt-'n) 

qfdj1--Jta11,),a11llt-fpl1+ lbdjl-jv11-nl• A 

Etant donn, ! ). 0 3 p 2M Il f - f PH t I choisissons p ainsi comme f E ,» 

1 J f p dl'-~ 1 f p dli,n 1 ~ 0 si n ---, +ao donc 3 N V n ~ N I j f p ~ - J f p df1n f f i 
alors I ! f dfL ... J f d~n 1 , l 

comme ,n(O) -+ CV(O) 

Si Yn tA-n est une probabilit4p t4- eat une probabilit,o 



L'hypothèse a.ssurant la. continuité de f est nécessaire comme le montre l 'exeJlllll• 

suivant s 

1 (n 
prenons t'-n ainsi Jl.n (f) • 2n J_nf(x)dxo 

n 
On a 'f <•> • ..!.. J 9iJxdx = sin ni 

n 2n -n n~ 

lim 'f n ( l) • 0 si • ~ 0 oependa.nt tl-n ~ 0 vaguement. 
n ➔ +oo 1 si , • O. 

LAPLACIENS GENERALISES 

Définition. On dit qu'une distribution D est un laplacien généralisé si Jt» "0 

pour toute fonction f E. IJ a.tteigna.nt son maximum en o. 

D est uiti !a.ple.cien généralisé<=+ D * f (x) , 0 Vf e 8J t maxilmlm en x. 

Exemples.- D = a! 6 P A (laplacien ordinaire) • 
i 

formule de Le;vy-lhintchine.- Soit , une fonction définie négative, elle peut se 

rnettre sous la. forme l(J) = a(•> - iLU (') + p + J { 1-i' x u(x) - /, XJd~x) 

où Q est un polyn&te homogène du second degré fortement positif, "' ,,t ~ tA• 

linéaire réelle, u une fonction réelle de .& telle que u(O) = 1 1 J!(o) = 0 . ox
1 

P une constante positive et 14- une mesure positive sur R! telle que 

j I xt 
2
df&, < oo ) J dtl(x) < oo 

1 XI ~ 1 !XI > 1 
A 

la fonction - 'f est 1-conditionnellement de type positif donc -'! • D 

où D est une distribution 1-conditionnellement positive, par suite 

n = Q(~)f + L(t)S - p5 + Pf'(dfA,) 

où O est un polyn&me homogène du second degr4 fortement positif 

L est une forme lin,aire 

p une constante 

d.., une mesure positive sur a: telle que J i:it12dfi(x) < oo 
oxt ,$1 



D peut se mett,re B°';1S le. forme D 1e n
1 

+ aµ 
2 

où n
1 

es.:t à support compact voisinage 

n A ,-. .-
de o, dfl 2 eet uns mesure posi'.tiTO ~ «upport dans R* D • - , = »1 + r,

2 

" D1 étant à BUpport compact, »
1 

est une fonction contimle donc r'2 est une fonction 

continue donc dJL2 est une mesure born6e ot j dJL(x) < +oo o 

IXl>,1 
On peut écrire 

f t D = !l(~)f(O) + L/~)f(O) - pf(O) + j{r(x) - f(O) - t; x,. f~}O)u(x)jdr(x) 

où le facteur de convergence u est choisi ainsi g u G. IJ u(O) = ~ 'dQI.. au(O) = Oo 
axa(. 

La quantiM sous le signe J est O(txt2) si ~x,--,0 donc l'intégrale converge. La. 

forme Lu d6pend du facteur de corrV'ergenee u. On a 'f(~) = Q(~) - iLu (~) +p+ f <1-i ~ x u{x) 

-e i~x)<¾4(x) 

y possédant le symétrie hermitienne 9 tu est une forme linéaire réelle~ u(x) est une 

fonction réel.leo '!'(0) = p donc p ~ O. 

Montrons que D est un laplacien gifoél'a.lia6 o 

Soit f e J) une fonction atteignant son maximum en O. Toutes ses dériv~es premières 

eont nulles à l'origine, toutes see dérivées secondes sont négatives, car f est concave 

dans un voisinage de l'origine, de plue f(O) >., O. Tous les termes de Jr D sont négatifs 

donc Jr D ~ o. 
Réciproquement tout laplacien généralieé eet de cette formee 

Soit J) un laplacien généralisé. 

+ Soit P un polynbme homogène du premier degré. g e ,1J 

son maximum en O donc J-IPl2
g D ~ 0 et le. distribution ! Pl2n est positive, D est 

d~nc 1-conditionnellement positive et l'on peut écrire 
n 

J.r D = Q(¾lt(O) + t(¾)r(o) - p r(o) + J {t(x) - f(O)v(x) - ~ "'a r; (O)u(x)}l'(x) 

où v et u sont des facteurs de coIIVergenco appropriés (u(O) = v(O) = 1 u,v réels 

~u civ · 
ÎX(O) = ~(O} = O)o 

« OI 

Soit fôe J)+ telle que O ,Ç t (x) ~ f (0) = 1 
0 0 

~upp f C { 1 X t ) , J Cl a 8Up f(x) 



J(m f
0 

+ f)D -'O ce.r m f
0 

+ f atteint son maximwn à l'origine et Jr dtl-= Jm 4..-jîid'
0
D 

Par cons'4uent ~({1x1 ~ 1}) '- - Jf
0 

D et le facteur de convergence V est inutileo 

Si 1 ° on e.pproche 1 par des fonctions de J) atteignant leur maximum au point 0 

on obtient p ~ Oo 

Si l'on prend pour f une fonction r,ellep on voit que la forme L doit @tre r,elleo 

Ainsi leli fonctions d'finies n4ga.tives et les laplaciens g,n,ralis4's se correspondent 

bi'jectivemento . 

A -t, 
Si lf est difinie n~ga.th-,tp. {i\}t ~O àvec Pt = e · est un semi-groupe sous-

. .-\ Pt- 1 dlP. tD 
ifa$oyien e; ~ = - lp = lim -i- D = dt t I pn a t~rmellement Pt = e 

t-.o t=o 

D est le g,n,ràteur infini t,simal du semi-groupe Pt o 

Bltemple .- Prenons pour D 

tA 
e 

en effet 

Prenons en dimension 1 
d 

D =­cbt 

le laplacien ordinaire 

x2 

e- 4Ï c1x 

On obtient le semi....groupq, doa translations à droite o 
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01,ICATIONSo-Soit 'IU une fonction définie négative réelle. On a vu que 'Q(O) ~ 0 

•t 'P (x) ~) Y xoln &ppliqua.nt la formula de t4vy,,4hintchine r,duite lt. sa partie r1faUe, 

on trouve t 

où Q est un polyn8me quadra.tiquep p 
, 2 

j I xi • ) 
--- - -_

2 
dy.(x < OOv c 9est à dire que 

1+1x! 
d\l(x) au voisinage de 19 infini o 

une constante positive, et }A, une mesure vérifiant 

txl2d~(x) est sommable au voisinage de O et 

Choisissons les coordonn6es de mani~re que Q(!) • L c! t!• On peut alors écrire, f 

'tàrii donn~e 

j1h1)12 
•<~)d~ - 1 L le,. , .. f<tll

2
d~ + pJJfct)l2

d~ + 2J1fcç) sin l;i2 clfl(x)d~ 

en remplaçant 1 ... cos ~x par 2sin 2 ~x., 
i~ /'-. 2 

Mais f(') e = f(y - i>, donc, si l'on pose foi= ?,f.. la formule de Plancherel 
. ~~~ 

appliquée aux trois termes du second membre donne , 

;:ln J I fc ~ li 2 
,c~)d§ ;. ~ J I c,/(x)I 2

c1x + p j lt(x)I 
2 

dx + ~ J Jf (y + i> ..; f (y - i>I 2 
dJL(x)dy. 

1 A 1 
Si cette expression est finie et si , est inMgra.ble, alors f e L càr, d9apr~s la 

formule de Sclniart•, ( j I Î(g)I d~)
2 "-JI Î(§)I 

2 
lf(§)d, J 9(~ • 

Remarquons d'ailleurs que si n ) 1, ce r6sultat n9a aucun int,fr3t car ~ n9 est jamais 

2 
sommable, puisque \f = 9( 1 x 1 ) o Mais 19.expression, mise sous cette forme P a un autre 

ava.nt&(te Belle se pr@te à 1°&pplicatiôn des contractions norma.leso On s&it que g est 

dite contraction normale de t &ig Vx0y on a 

lg(x)I ' lt(x)I et lg(x)-g(y)I ' l~(x)-f(y) L, 

Par condquent ai j1t\ 1pd' est finie, j1;\idl l'est aussi pour toute contraction 

normale de f. Beurling a ainsi montrl que si t 2(,) est 1°ensèmble des fonciions h telles 

que j thl2 'fdx ( oo, les contractions normales op4raient sur g L2(1.1) .• 
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Introduction. Soient deux espaces a et ! tels que 

'\1t ~-9) C IJ
1 

et ,IJ C Q. C -6 
C 

Ill appelant 'nt l 'espaoe des mesures li. suppoTt compacto 
C 

Eta.nt données une distribution 'f 6 S3 ~ support dans un compact Ip et une fonction 

ftQ. nulle sur Kp on cherche si Jn = Oo Si i' est positive, c'est une mesure à 

~port dans I et on a bien j tf • Oo Le probUme revient donc à chercher si 93+ (K) 

ttt total dans .1(1), en note.nt ~(llt) lîensemble des tSléments de ! à support dans Ko 

Soient donc a. un espace hilbertien, 93 ·son dual o On a les deux isomorphismes 

B l !~ Q, 

DI a- 93 

tel que 

tel que 

(S,'i') = j{if)S 

(f ,g) = - J f Dg 

D e9a.ppelle le laplacien de f ~ I'!' s'appelle le potentiel de T. 

Bala.yageo L'ensemble ~(I) a {'f-E .13 a Sup}1r C 1:J, pour I compact, est un sous-espace 

~~ d'un Hilbert J on sait qu9on a dans ces conditions une projection sur œ(K). 

La projection ·'lx de 'l' sur 93(1) s 9appelle bal~é de T. 

Th~orème. Si le balayé d'une mesure positive est encore positif, alors il y a synthèse 

i'ctrale. 

En effet 9 soit 8 ~ 93(1) tel qu& (S p g) = 0 ~Q e $+(i[), Il faut en déduire que 

• Op ce qui montrera bien que ~+(1) est total da.na °'3(K). 

n..:.. "' '8+ ~+_l'lv) "- ~ vr vT E JJ ~ 'l'H E .;o "" puisque par hypothuse le hala.yu d'une me.sure positive est 

llitif. Donc VT e !\ (8 , !k) • O. Mais par définition mime du balayé, 

8, TK) =(8 , T) car 8 e ! (K). Donc; 't/T e. i+, <s , T) = o. Mais 

"l dans l'espace entier 9 donc S c o. c.g.F.D. 

:+ 
~ est 

On a donc ici une condition suffisante pour que la synth~se spectrale soit possible .. 

~ut alors cherche dans quelles eypoth~ses cette condition est r,aliséeo Noue allons pour 



cela introduire une nouvelle notiono 

Définitiono Un éUment f G (1 sen. dit surharmonique si son image Df dans ~ eat 

une distribution négative. 

Hypoth~ee H. Nous allons supposer maintenant que la borne inf4rieure de deux '1Uients 

eurh&rmoniques est encore surharmoniqueo Alors a 

Théor~me. Moyemiant 11hypoth,se 111 le bal"4 d'une mesure positive est encore une 

lllesure positive. -

Donc 11hypoth~se B entrainera la synth~se spectraleo 

Pour la d4monstration, nous allons supposer de plus que ~ eBt dense dans a et que 

les éUmerits de ~ sont des . multiplicateurs pour a.. 

Notons 9 pour f ~ !+ 8 

TK = projection de T sur !(~) 

f: a projection de T sur !+(~). 

* * La d~monatràtion va consister à montrer que TK =~V comme TK est positive, ceci 

~ontrera bien que le bala~ ! d1une mesure positive T. est encore positif. 

Nous allons montrer cela en trois étapeso 

* ,) Le potentiel de T~ est partout inf,rieur ~ celui de T11 et il y a égalité sur K. 

~marquons d'abord que DoB a -id, donc le potentiel d'une mesure positive a un 

laplacien ~gal ~ 1°opposé de cette mesure, et par suite ce potentiel est surharmonique. 

* Posons alors u = inf(fi , ETl(). D1 apr~s Pbypotb~se H, u est surharmonique I il 

+ ~ * eXiste U e ~ tel que u :s m. Or ~g e 93 (J()p (T , Q)~ ('tK O Q} par la proprUt4 

* * fondamentale de la projection, donc B'r "JffK sur K. Par suite, :m , EfK partout, 

* * et :m • 1T sur Ko Sur le support de 'f~, on a 8l = ETK puisque, toujours d'aprh les 

* * * * ProprUt~s de la projection, (T O 'i'k) m (Tl'. P r,), et Er , ~K sur Io 

* * Dès lors < U , V),$ (lJ , TK) car lil1 ~ nK 

('r; 9 T~) tll (V O T;) aa.r m ia Il m Il~ wr le support do 

* 
'"" 
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* ,t> ô * * Donc (U -TK II U- ït\)= (U9'0) +(YK~'t~ - 2(U~f~),o; donc= 0 11 et par suite 

* * 
U = Tk' d8où il rfsulte bien . l'fK' l'fo 

* n• autre . part on a w que SJ = If sur 1, donc Br lir BfGt sur Ko 

b) Nous allons montrer à présent que si t e a est nulle sur un voisinage de K et 

B € [P.,(K), alors Jrs = O. 

Or J) est dense dans a., donc 3 une sui te f n el) qui tend vers f dans a o Soit 

une fonction If de I) , égale à 1 sur un voisinage de K et nulle aux pointe où f est 

I o , 'f existe car f est mille sur un voisinage de Ko La. sui te lO - rit u, 
Tn v 1 n 

converge vers f car les éléments de J> sont des multiplicateurs pour Q.. 

car les 'fn(1 - 'I') sont rruls dans un voisinage du support de So 

On fait alors tendre n vers lDinfini, et à la limite on a bien 

c} Soit alors une suite décroissante de voisinages compacts K de K tels que K soit · n n .. 
Voisinage de Xn+1g et posons Tn m T~o D'après une propriété des projections sur une suit 1 

d~croissante de fermés d O intersection non vide, If , projection de 'l' sur I!,+ (K ) , tend 
n n 

Vers ,:, projeétion de 'l' sur ~l(x.) = n ,tex ). Or on a bien sttr m = ET sur ][ , 
n n n n 

d•après la premH,re partie. Si 8 e 93(1.),n <S , T-T) = f <m - m' )S = 0 puisque 
n n 

fr - È1' est nul sur XC voisinag~ de llt a il suffit d'appliquer le résultat de la seconde n . D 

Partie dé la démonstrationo 

Donc Vs e !(K), 

(S P T) a ( 8 , T;) • 

(8 9 'i') = (S, 'i' ), donc~ la limite Vse i(K), n 

Ceci est une propriété caractéristique de la projection sur le sous-espace 93(K)o 

* Par suite T~ = fK9 et le balay-é !~ de la mesure positive T est positif. 

~C.l!ION, Soit 'Il ,me fonction difllll.e négative delle telle que J 'l'~j < oo. 

On pose 



~ rt \Y 6 ciPI 

a.GJ{ts<BI 

Ce sont bien des espaces de Hilbert enchalitlo 

A A A 

On a Df • -f rt , donc D m - , 

.A 1 4 

I'? ar - To 

' On montre que cl) est dense dans Q. et est mul tiplicàteuro v,rifi .or,:, t 1bypoth~se Bo 

8oi t le semi-groupe sous-markovien Pt = e tD. On va montrer que 

f sur harmonique~ Vxp f(x)~ Jt(x-y)Pt(y)o 

L'bypoth~se B se d,duira alors de la relation ,vidente 8 

int(j nt, J g Pt,)~ J (inf f ,g)Pt • 

Posons donc ft (x) = J f(x-y)Pt (y) o On a 

d d tD J dt ft (x) = dt e f • D ft = (Dt)I\ , 0 car f est surharmoniqueo 

Donc on a bien ft (x) "- f 
O 

(x) 0 soit 

f(x)~ J t(x-y)Pt(y). 

~ciproquement, supposons 
tD . . 

f .. e f ~ o. Il suffit de diviser par t et dé taire tendre t 

Yera 09 d'où -Df ~ 0 et f est surharmoniqueo On a donc bien le. synth~se spectrale. 

f = 0 sur le support de T ~ J T(x-y)f(y)dy = O. 

liot.Oll8 que 11b;ypc,tlwae f î ( a, 4tait fondaœntale, oar sinon ! ne contient plus le• 

P.eeures t.. support compact et J+(I() peut Gtre vide, par exemple si K est r~duit À un 

Point. 



CHAPITRE IV 

DISTRIBDTIONS XNVARIANi'ES P.AB IM71'.M'I~ 

support compact et indéfiniment dérivables dans ]o , +oo[ posséda.nt en outre une infinité 

de dcfrivées "à droite" en O , définie par f --. J f co
8 

0 -$ s < a> 

w
8 

est la. mesure uniforme de masse tota.le 1 sur la sphère de rayon ..fï;o 

Théorème 1.- L9a.pplica.tion f --, j f w
0 

est une surjection continue de ~ (IRn) · sur 

D(i~)o 

Démonstra.tiono Si 'f s ~ (IR+) on pose f'(x) = f (½ flxlf) a.lors J f '°s = Cf(s) 

avec f & J) (flln) o La contim1it6 se déduit du fait que l'on int~gre sur un •compa.ct. 

Remarque .... La construction explicite d'une f dont If est 11 image prouve m~me 

. + n 
qu 1 .Hant donné un compact I de IR il lui correspond un compe.ct K' de IR tel que 

l'application f ~ Jrws soit une surjection de S,
1

,(Rn) sur J)K·(IR+). Se souvenant 

alors de ce que la topologie de J)(!Rn) est la topologie limite inductive des topologies 

des J
1

, (!Rn) et de mime pour I (la+) • on en déduit qu:e 11 application f ~ J f u,
8 

est 

~1v:erte. 

fin de la démonstration. Pour prouver la continuité de l'application f --t qi ( s) = J f w s 

noue allons montrer que les dérivées d'ordre inférieur ou égal à N de f(s) ~ont 

dominées par les bornes des dérivées d'ordre inférieur ou éga.1 à 2N de f. 

On se donne 'f e. J) (~ +) identique à 1 dans un voisinage de l'origine J et on pose 

2N 
f = f 2N 'f + g où g e & et f 2N est le début du développement de Taylor de f 

d
d f g w = J 

2
1 (Hg) CA> où H = t:., xi "JA 7; 0 F)l effet li x 1r = 2s et 

n s J s s s i=~ vx1 
~ x

1 
dxi = ds et · 'te x

1 
= rae Donc les dériffes d'ordre -inf~rieur ou ~gal à N de 

1=1 
J g u, s sont nulles à 11 originee 

Jf2N1i'• u,
8 

= P(s)o l(e) ob P est un polyn8me de degr, inférieur à N en so Les 

o~rations t-, t2H ,p et f2N 'lp -+ P(s) 1f(s) sont contimes J d'où les dérivées 
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d'ordre inférieur QU égal Q 2N de f dominent donc les déri~ea d'ordre inftirieur ou 

'gal à N de P(a), ,(e)o Xl en est de lil8me pour g at e& trensfoffleo 

Ainsi IJ (lRn) -+ ,D(Jf) / 
1 

~ · p JJ (R+) passant aux distributions 1 
rt- (0) 

9 + -A:, [ -1 ,J. IJ (1 ) -ti J'î · (O)j o Mous sommes amentis Il. rechercher le noyau de cette transformation 

1tat--pJtw
8

• 

Pr,uminaire v ltude pour n = ~. 

(
21 

d9 
f---. J f(V2s , 8) fit 

o e 
on pourrait songer à poser f =:: où g = L t(/h , 9)d8 mais il n'est pas vrai en 

gén~ral que g provienne d9une fonction de (x
1 

P x
2
)o Supposons que t e rt-

1 (0) a 

2tt 

l f(x 1cos 9 + x2sin e, -x1sin ~ + x2cos 8)d8 = 0 
o QXU = V2s e 

P<isons g*(x,8) = L .f(x,cosit~ 2ainc,, -x 1silif~ 2cos'f' )d'f 

.e -1 -1 · ( ) ) PGsons x = e .x (9 rotation d'&ngle -9. 

. & b * ~ j2
1f ~ ot dœ 11 

f(x ) = 'l1 g (x , e) = -si 
O 

« (x , e-c,.)2" = ii g(x , 8). 

Donc si j fC.U 
8 

= 0 il existe g e .»(82
) tel que t = i = x1:!

2 
- x2 ::, o 

Remarqueo-On utilise surtout le fait que le cercle est un grolipe possédant une mesure 

invariante pa.r translation. 

Généralisation 8 

Nous remplacerons le cercle (groupe des comple:xes de module 1) par le groupe SO(n) 

des matrices orthogonales de déterminant +1 o Rappelons que toute matrice de SO(n) 

&aaez proche de l'unit~ est une e
8 

où 8 est antisymétriqueo On le retrouve en partant 

P9ut tforire 8 sous la forme e !lr I + ·S 

1 

-A12 
1 

' ' ' ' 1 

' ' ' 
-~1n 

T 
d9 + (dO) = 0 et on 



Donc si f e 1î -t (0), f(x
9

) en tant que fonction des 1' est .-d'intégrale nulle, donc 

c'est une divergence 

Mais 

car 
e 

x
1 

= x
1 

- ~~ 2 x
2 

00000 

e 
x

2 
= .:\12:xl + x

2 
00000 

Donc si f vérifie J f c.o
8 

= 0 alors f . est une divergence 9 et nous conduit à énoncer 

le théorème suive.nt a 

Théorème 2o- Une condition nécessaire et suffisante pour que f appartenant à J)(!Rn) 

~~rifie f f cos s O est que f si exprime sous la forme 

où g. . appartient à S, (!Rn). 
lJ 

Ave.nt de démontrer ce théor~me donnons-en deux corollaires t 

Corollaire 1o- Le noyaù de f--, J f w
8 

est l'ensemble des divergences généralisées. 

Corollaire 2o- T ---, co oT est un isomorphisme de IJ' (R+) sur l 9ensemble 
S 

{se J)'(of) 1 LiJ8 = 0 ~1,i<j~n}o 

in effet J (Lil) 08 = 0 = - J g(L1l) = O. 

Démonstration du théor~me 2o Nous allons rappeler le 

il faut et il suffit que J i'(x)dx = Oo 

. i i 
Corollaire.- Si D est un pavé D = { x V I x - x

0
1 < t 1 et supp f C. D alors on 

peut choisir les gi tels que supp gi CDo 
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Si f dépend c00 de certains paramètres alors on peut choisir des gi fonctions o'!O 

de ces param~ires. 

Théorème B.- Soit G une ve.riéM c00 connexe ?:!. m dimQnsionsp soit X un espace 

localement compact Cep J on note J> A k (G P X) les fonnes différentiélles de degré k 

sur G dont les coefficients sont des éléments de A)(G >e X). Pour que v ec&>A m(Q , X) 

s'exprime conune v = dv, 
m-l 

v e JJO (G p X) il faut et suffit que 

Par exeinple G = SO(n) X = Rn, si e e SO(n) -1 . 
8 .de est une forme différentielle 

qui se décompose sur la base (e-1d&)ij (i < j) de formes différentielles. 

Démonstration du théorème Bo- Soit '6 l'ensemble des ouverts connexes U de G où 

19 énonc~ est valable pour tout Y dont le support est contenu de.ns U o Chaque recte.ngle 

appartient à ~ d9aprèe le théorème A. D'autre part "6 est inductif, les ouverts U 

,ta.nt rangés par inclusion. Donc d9après Zorn -g possède des éléments maximaux• Soit B 

un Oément maximal de '-6, nous allons montrer qu'il est fermé non vide. 

Supposons H non fermé, il existe alors D rectangle tel que D ,CH et 

D n H /; ~ J soit v e SJ·.Om(G P X}i, supp v c D U B et l«t = o. On introduit alors 

Ife JiJ (D) 'V= ~ au voisinage de supp w n :0 n (H et z ~ IJO m(D) J z = 1. 

On introduit aussi ,v 6 .lJ (X) à. support compact et ,V = 1 sur le support de Y dans Xo 

0n pose v1 = cvw - V 1cr>m 
v2 = (1 - Cf)" - v<J (1- 'f}w)z 

v~ a son sup:port da.na D et J; v1 = 0 

'2 dens H !H "2 = 0 D 
par hypothèse v

1 
= dvi et Y= dvo 

Théorème C.,- On suppose de plus que G est un groupe de Lie.. Soit A
1 

ooe Am une 

base pour les générateurs infinitési~aux ~ gauche de Go Alors une condition nécessaire 

et suffisante pour que f c; J,) (0 ~ X) s 9exprime sous la forme f = [: .Att. .. go( est que 

If\ (de) 0 0 oil ' ••t l• ,,...,.,, de llo&r ilmlrianh A puche sur G, 



Démonstrationo· On applique le th,iora B ~ w m f o , alors w = dv et on poa; 

g
1 

= v( J\ 
2 

• o o Am) 

g
2 

= -v(A
1 

A
3 

o oo A œ) 

lRemarqueo L'existence d~un champ de vecteurs non mile sur .un groupe de Lie est 

essentielo 

Théorème D.- Soit O un groupe de Lie compact qui opère c00 
sur un espace c00 

loca--

lement compact Xo Soit L~ ~•o Lm les opérateurs de dérivation sur X induits par 

A
1 

.. o Amo Pour que f e cl(X) s 0exprime soue la forme f = Dai Bos où g°" e J9 (X) 

U fMat et U 1uffit que .L f(x8) 't(dtl) a O pour t11Ut x li X, 

Définition de l'opérateur induit 1 

1,°'f(x) = Aalf(x
8)I 0 

Wd 

Exemple ê s SO(n) 

~monetrationo On applique le théorème Co 

On pose fll'(9 0 x) = f(x 6
) 

où chaque g
01 

e 3J ( 0 ,,. X) 

aoji i 1 3=1 1=a 
-01 jc2 i=1 ' 

~812 sinon 

fi'( o,x) a J/~"( If -\1,x op. ) "l ( d 'f ) avec jG 1 ( d'f ) = 1 en effet 

•• a J fi'( 1(1 ,(x
9

)' )'\ (d V) ota ya e-1, et fi'(,,-! ,(x9)1f ) a t (x9), 
G . 1 

On a aussi utilid 11 invariance par tra.nslation de la mesure "l (de- If ) = 1l (d' ) pour 
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-1 ) 
f*(8 ,x) = f L À (ip e g <, -\} 9 X If )l(dcp) 

JG °" ot 

Bais A°' est un opérateur invariant par translation à gauche soit 

f*(8 px)= r L A(e) g c,-1e 9 xlf),(dlf)o J0 or « 
Co111me l'int~gration est prise sur un compact on ~cha.nge les sommations 



CHAPITRE V 

Transformation de Bank.el 

f 1, Intégrale de Rierna.nn-Liouvilleo 

Définition. q étant un entier positif ou nulj 6(q) désigne la dérivée q-ième de la 

Ile sure de Dirac à. l9 origine o Pour q rée 1 et différent de tout entier positif ou nul 9 

on définit la distribution &<4) de o1' ol) pa.r la relation 

ds 
r {-q) 

~r exemple, est la distribution de Heaviside définie pars Jfc{-1) :a: foo ( ) 
o Jn.. f s ds o 

Lenmei, V q 6 R !.. ~(q) m ~(q+i) 
0 ds 

Démonstration. Il suffit de "°'rifier 

a) que cette relation est vraie qUJl.nd q et q+1 ne sont pas des entiers positifs i 

+œ 1 f f. s(q) = - J f 1(s) &(q) = - t f. (t(e) - f0<-1 (s)] • ..q-l r i:ii . 
rliit en intégrant par parties 

Jf .! 6(q) C 

de 

ds 
r (-q-1) 

b) que f 6(-1) = ~ o 

8 -o-œ 
Or jr d~ ,(-l) = -j f' 6(-1) = - J. f'(e)de = f(O), 

Théorème 1o L'application q--+ &(q) est dériva.blee 

Démonstration. D'après le théorème de Bs.nach-Steinhausp il suffit de montrer que 
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Vf e .:f (Il) la fonction mun~rique q ~ j f 6(q) est dérivableo 

a) Si q n'est pu un entier positif, on peut d,rivar (I) sous le signe somme 

b) D6rivabilit, de 6(q) en q = N9 N entier positif. 

Soit Y une fonction à variation bomée sur [o v -+œ [ telle que w(O) = 1" 

1

1

1(1 - v(s)I ~ <: + oo J Jiv(s)I ~ < + m. 
o S i 8 ~ 

De ces hypothèses résulte que 19 intégrale J log s dw(s) existe. 

J
~ 0 (N+) 

Posons c(v) = 
0 

log s dv(s). On définit 6 e -8' (R+) par la. relation 

(-1)NJ f &(R+) = c(v),{N)(O) - J)111 [t(e) - tll-
1

(s))- ,{N)(o)lv(e)}s"'ll- 1 ds, 
Une intéff8,t!on par parties montre que 6(N❖) ne dépend pas du choix de la fonction 

satisfaisant aux hypothèses ci-dessuso Nous choisirons désormais la fonction w définie 

51? v(s) = 1 ei 

Lennne 2o { !. 
- dq 

s, 1 J v(s) = 0 si 

6(q)Jq:::N = O(N+) o 

8 > 10 

Quand q tend vers N v r(-q) tend vers l'infini. D'après la formule des compléments 

d'où 
1 N+1 2 

r(-N- E) = (-1) NIE + 0( ~ ) 

o• ½ u f & (ll+t) - J f & (Il) l est donc 6quivalent h 

-î f(ll)(O) - J: Nl{r<•> - fwhl}•~-1c1e 

fll' e tendant vers z~ro par valeurs positiveso 

On a donc 

(-~)N{Jr r(N+E) - J f { Ol)l ... _ f(N)(O) lco1 8-E-1ds - r1 1 t ( ) ( )1l -N-e-1 
._ o o ) .... J/ f s - fN s J a ds 

- jJ1'1 [r( s) - tll- 1 ( • l]- P\ o )s NJ• ~\. 

second membre est bien ~gal à 

- f.{Nt fr(s) - fll-l(s)] - ,(N)(O) eNv(s)v•ll-l-!de 



J(s) étant la fonction choisie précédemment. On a donc bien 

.1::: 0 ½ij f '(NH) -lf ' (N)) = J th {Nt-) • 

t > o r c(N+) 
Dn Mmontre de m~me qu 9 il y a une dérivée à gauche égale à J f o 9 pa.r un calcul ana.logu1 

/N) (0) (N) j1 -t-1 
lin remplaçant l par r ( 0) s ds., 

+œ 0 

Lenme ), l. .-h ,<4\s) a ~q pour Re A > 0, (détermination réelle pour ). réel) 

Démonstrationo C'est évident pour q < 0 d~apr~s la définition de la fonction r J la 

propriété pour q ~ 0 en résulte pa.r intégration pe.r parties en appliquant le lemme 1 o 

Définitiono Pour q réel , on pose 

(- a) 4f(e) = J f(s+t) ~(qlct) 

(. ~)q est une a.RiÜication du ';Î(R+) dans lui~3meo 

Théorème. 'fq9 (- a)4 définit un automorphisme de '$(&+) 

V qpr (- c) )q(- () )1" = (- 'b)q+r. 

Démonstrationo a) Pour N entier positif, on a 

N N 
(- ~) f(s) = (-1) f(N)(s) a (- a)N est bien continue. D'autre part 

~Ur q < 09 

c~ntinùe de 

+œ ( )-q-1 
(- a)4 f(s) = l . f(t) i{-qJ dt ,ce qui définit encore woe application 

;j(R+) dans lui~Gmeo D8après le lemme i, pour N entier positif, q quelcon-

~e (- a)4 = (- 'a )N(- 3 )q-?\ ce qui montre que (- a)4 est 'f/ q une e.pplica:tion continue 

~ ~(R+) dans lui-m~meo 

b) Démonstration de l'identité (- a)4(- a)r = (-~) 4-+r, ces applications étant conti:m.J.es 

d'après a), il suffit de vérifier leur éga.li té sur une famille totale de fonctions de 1 (R +). 

-~s 
Lemme 4o Les fonctions e avec Re " ) 0 constituent une famille totale dans -

~(R+) e 

Dmonetration,du lemns, Soit T" -8'(R+) telle que Je- AeT(a) = 0 V>. tel que 

/Il ci ~ + i 1l 9 ~ > Oo On a e.lors 

Je-ilse-S 8T(s) =0 Vtt soit :Ji(e-~ 8T(s)) =0 

~oh e- ~8T(a) = 0 et enfin 'f = O 
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(autrement dit, la transforniation de La.place dans ~'(R+) est injective)o 

q ... As q -"s )q r - ~s )q+r -ia in vertu du lemme~, (- ~) e a ~ e donc (- ~ (-b) e m (- ~ e m 

Aq+r e-i\s et d'a.pr~s le lemme 3 (-<1)4(-l)r = (-~)q+ro 

s 
En particulier (- a )4( ... ) )"'~ = ( ... ~) = id, ce qui achève le. démonstrationo 

Définitiono On appelle 'aq 19a.pplication de ~• (R+) dans -5, (R+) transposée de 

(- 'b)4 Vf e "S , r e 1, J (-a)4t T = Jt a«Lro 

Si q est un entier positif, Vf 6 'S t on & 8 (- ~qf ds = a4 (r ds)o 

Corollaireo ?,q est un automorphisme de '"5 t { R~ J \tq,r -r,q+r = f- 'ar o 

.__a dS 
Applicationo Cherchons les distributions S e. o1' que de = 'r(T e '59 ) o Elles sont 

d -1 onnées par B = ë) T + c dso 



§ 2. La. fonction de Besselo 

Pour ~ et t complexes, prOTisoirement Re~) -1, on posa 
c+ico /; A(t)=..!.j ~ -tA\-~-,d" 

" ~ 2ti e e " " 9 
c-ioo 

C) Oo 

Cette somme converge, absolument pour Re ~ > 09 et donne une fonction entière en t qui, 

ei Re\l > o, est bornée et tend vers O lorsque t ---t> +œ par valeurs delleso On voit 

aisément que 

linsi la fonnule 

Permet un prolongement de â ,,( t) en fonction entière de ~ o On obtient la série 

00 

âit) = L (-1 )k tk/k.l (v + k)i 
k=0 

'4 fonction que l'on appelle d1habitude "fonction de Bessel" ou "fonction cylindrique" est 

J-.,(x) = A~(~ x
2)(½:xt, mais celle-ci est moins commode dans presque toutes les applications 

Un changement de variables dans 1 t intégrale dHinisse.nt /J. 'i donne 
c+ioo 1 

A ( t) \1 == J:_ J As -t,A -~-1 d" 
u 'il s a 2Ri . e e A " 

c-100 

4Ui n'est autre chose que 1°inversion de la transformée de Laplace 

Il convient alors d'introduire le noyau-distribution 

H"(s i t} = A"(st)s" da 

lui est en la variable s une distribution dans ,&• (R+) o 

l,B. Ne pas confondre K_,{ s J t) avec la notation conventionnelle B J..x) pour la fonction 

de Bankelo 

f lo Prolongement du noyau de Hankel, 

Grlce à 1°unicit6 de la transform6e de Laplace on peut d~finir le noyau de Hankel 

i~(s f t) quel que soit 'io 



Thtior~me 2o Pour chaque ~ complexe et chaque t ~O il existe une distribution 

B-,(o J t) s '89 (R+) telle que r •-h Bt(• 1 t) = 111'-1 

~: R~(s J t) = Bi-q(s 8 t)o 

-t/A e , Re A> Oo 

On a de plus, 

Remarque. L'énoncé reste va.lable pour chaque t complexe à provision d'écrire 

+ H_,(o J t) e l>'(R )o 

D,monstrationo Si Re~> 0 alors il n9y a rien à prouver. Or, pour chaque qp 

a4 s ,&t(R+)-+ -8'{R+)o La formule a; B.,<s s t) es H~-q(s J t) est consiste.nie si 

Re~ > o, Re 'i1 - q ) Oo Elle sert a.lors pour prolonger H "i en Re~,( 0 et on a, comme 

toujours, 

Lorsque Re i > -1, q < 0 la formule ~: H.,(s J t) = H+-q (s J t) peut sVexprimer sous 

la forme 

§ 4o L'opérateur D~. 

Posons 
-~ d ~+1 d d

2 
d 

D -1 = s - s - = s - + ( ~ +1) - o 
ds ds di ds 

Si Re~ > -1 et D ~ f = g alors 

8 00 ( ) -~, r ( ) ~ -~-1 l ) ~ ft s = s Jo g t t dt = -s 
8 

g(t t dt. 

Ainsi une majôration l»..,t(s)I °' o s-« entraine li'' {s)I -' c' s-k d'où on voit 

Lemme 5. La. topologie de .f0 (R~ tiquivaut à celle donn,e par la famille des normes 

llt8j ,k = supl l ~ f(s)I • 

Or, 1°int,r8t a.pportti ici par Poptirateur D~ revient du 
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~ 6 • J { Dl(s)j H.,(s f t) = -t J f(s)Bis , ,t) 

D~(t) J f(e}B"(s V t) = -J f(s)s B/s B t) o 

Démonstrationo On a 

= - S - e - â,.')( st )ds j -i+1 df d 
ds ds .,, 

~ t j •Hl *A~+1(et)de = t J f'(e)H~+l(e I t), 

D9autre part, selon le théorème 2, d~ H~+
1

(s J t) = H~(s J t) et donc encore une intégration 

par parties établit la première formuleo La deuxième se déduit d'une façon analogueo 

§ 5o Tra.nsfonn~e de Hankel dtun élément de -8 (B+). 

P0ur f 6 'if (R+) on pose :f,,r(t) = J f(s) H/s J t) e On a la 

Proposition 1 o Pour chaque v, f ---+ 1C.,, f donne lieu è. une application continue 

de tf(R~') dans ':f(R+) o 

Démonstration. D'après la définition de Il~ p il est évident que Av est une fonc­

tion à croissance lente pour Re~ suffisamment grande et par suite pour ~ quelconque .. 

Doncp pour Be~> -1 P on a 
m 

ilif(t) == J
0 

f(s) A/st)ld.s 

et par conséquent 11'.,r(t)I ' b(1 + tm) si lf(s)I ~ c(1 + s r\ b, c, m et n étant 

des constantes convenables dépende.nt de ~o Il résulte alors du lennne 6 que 

jt.k »'!at"f(t)I $. a lorsque sup l 1(1+s)n ~ sj i'(s)I 9 1(1+s)~-fm sjf(s)IJ ~ t ca/b. 

Ainsi 1 9 énoncé se déduit du lemme 5 dans le ce.a Re '1 > -1. Pour tra.i ter le ca.s Re~~ -1 · 

on revient au tMorème 2. La formule ~: H~-+q(s i t) 2 Bi (s J t) donne J~f rs hf_,+q(-a)4f~ 

ce qui nous permet de passer toujours au cas Re ~ ) -1. 

f 6. Théor~me de Tricomio 

L'application :JC~ a 'if(R+) ~ 'i:f(R+) induit Papplice.tion due.le fJ t 

~'(R+) ~ -;/•(Jt), à smvoir 
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Pourtant il faut remarquer que la formule 

i/J ï'(s) m J Hi(e J t)'r(t) 

est purement formelle puisque B./s J t) nVapp&rtient pas à ëf(Ît) en te.nt que fonction de 

et bien qu'il soit élément de '59 (R +) suivant le. variable s o 

Il y a une caractérisation très simple de 1°application ilo On ~onste.te d'abord que 

l ) -As 
es fonctions eÀ ( s = e pour Re). > 0 constituent une famille fondamentale dans 

CO 

èf(R~ o Pour Te '8°(R+) on pose T(Jt) = J eA'l = J
0 

e-At T(t), la transformée de Laplace. 

Théorème 3 (de Tricomi)o Soient S, 'J! e --81 (R+)o Pour que S = i~ T il faut et il 

N( ) \-Y-1 N -1) suffit que S A = A T(A o 

Démonstration. Selon le théorème 2v (~~e~)(t) = A-~-1 
e~_1(t)o Donc 

j eA f~T = J (fie)i )T = )-"-1 T(>.-1)" L'~foonc~ s 9en déduit grAce à l'unicité de la trans­

formée de Lapla.ce ( a.utrement dit, que les e A constituent une famille fondamentale} • 

17. La, transformation de Hankelo 

Comme corollaire immédiat du théorème de Tricomi on & 

Théorème 4. La transformation de Hankel le~ a 'ëf(R+) ---, '8(R+) est un isomorphisme 

lel que fg; = identiMo 

Démonstrationo Il suffit de démontrer que afJ 8 ~ 1 (R
4

") ~ -81 (R+) est un isomorphis­

me, mais le fait que fv 2 = identité est évident suivant le théorème de Tricomio 

" 
Posons Y~ :a 6 (-~-1) o Les transformations 'Z-1 et f J sont liées par la 

Proposition.2. Si f s ~(R+) alors 1'~lf Y~}= (f~f)I~v 

Démonstrationo Cette fornrule équiVB,Ut au fait que B/s J t)I,1(t) est, comme élément 

symétrique dans ses e.rgumentso Pour le voir on considère la transformée 

de La.place 



Sa transfonnée de Laplace éte.nt symétrique, la distribution de d~part l'est égalemento 

Or il est commode d'introduire l&. notation suivante a si Cf est une fonction d.,tinh r.•.1r 

a+ telle que Cf I-, donne lieu à. une distribution dans -8' (R+) et si la distribution 

f; ( Cf' Y_,) peut s 9 exprimer sous la forme r, Y,> a.lors on écrira. 'f = fi C// ( dans cette 

circonstance l9éga.lité n'a. llll sens que presque p&,rtout, au moins pour Re~>-1)o 

Pour 'i) -1 on note t! 19eepace hilbertien des fonctions-classes 'f définies sur R 

2 ('' :2 Pour lesquelles l<J> D = Jo I f(s)I Y.,Cs) < oo o Lt. proposition 2 et le théor~me 4 nous con-

luisent au 

Théorème 5 o Pour "J ) -=1 11 application c.f --t> f~ Cf est un isomorphisme uni te.ire 

,t symétrique de L~. 

Démonstra.tiono Si f e -.f (R+) et T e ..t(R+) alors J f T = J (f,/f)(;IJ T)o 

Ünsi, pour g a 'ïf(R+) et ~ réel, si Pon pose f = g Y-1 on obtient 

J f g I~ = l cre~r)(1("g)Y-, 1 

autrement dit ( f , g) • <3(1f , f-,g) o Cette formule, ve.lable pour 
+ f,geèf(R) 

7 bis. Forme Ha.nkelienne de la transformation de Hankel. Notre présentation de la trans-

1orma.tion de Hankel suit IVexpoeé de N. Soninep Recherches sur les fonctions cylindriques 

.!tl,le développement des fonctions continues en e,riesp Math. Anno 16 (1880) ppo 1-80. 

~Pa.ravant cette transforma.tion fut étudiée par Bo Hankel, Die Fourierschen Reihen und 

~tegra.len :ffir Çylinderfunctionen 9 Matho Anno 8 (1875) 'PPo 471-494. L'oeuvre de Hankel da.te de 

1869, celle de Sonine de 18791 et le fleuve, d'études posMrieures a apporté des reculs impor­

tants o 

Le théorème de Hankel est essentiellement le 

Théorème 5 bis o Pour -1 ) -1 19 application 

P-> r J ,,(xy) Vxy P(~)dx 

donne lieu à. un isomorphisme unitaire et symétrique de t20 
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Démonstrationo Soit U~ u L
2 ~ t! l'application donnée pa.r If= U\l F où 

(f(s) = P(ffs)s-~/ 2(2s)- 1/ 4 
e On voit aisément que tJ ~ est une équiva.lence unite.ire œt 

l'a.pplication de l'énoncé du théor~me n'est autre que 'P --f> ur: '/t~U iP. 

A prime abord la présentation hank.elienne semble avantagf!use à cause dé l'a.nalogie 

évidente avec la transformée de Fourier et on a m~me 

J1 (xy) Vr, 1t1 ~ cos xy i, J+½ (xy) \/xy = ~ sin xy,. 

Mais alore cette appe.rence est illusoire et lg forme hankelienne ne convient pas aux distri 

butions. 



§ 80 Produit de composition BSsocié à la transformation de Hankelo 

Le théorème 4 dit que la transformation de Bank.el donne lieu~ un isomorphisme de 

l'espace vectoriel .f(R~), mais cet espace, muni de l'opération de multiplication de 

fonctions, est une algèbreo Donc, si f 9g e 'if(R+) alors il existe h e i:f(R+) telle que 

°Je., h = ('JC,/H,C..,g)o Les fonctions f et g déterminent la fonction hp et nous pouvons 

écrire h = f /1 go L'opifra.tion # est bilinéaire, a.ssociative, et commu.tativeo Ainsi 

:f (R+), muni de l9 op6ration #, est une algèbre. Remarquons que 

dépend du choix de ~ o 

duit de composition de fonctions positives est une fonction posiiiveo 

Examinons 19 énoncé o Nous savons que 19 opération /1 s'exprime moyenne.nt un noyau-dis­

tribution 

f -1/. g(t) = J f(r )g(s) r /rps B t) 

où r~ est une distribution en :r et s et fonction en t. La. proposition ) dit que potii 

~ ~ -t et t ~ O, le. distribution r\l (o,o B t) E. ,J9(R+ }( R+) est positive, ce qui équi­

vaut à r ~(. '° ; t) est une mesure positive. Nous la démontrons au § 9o 

Nous a.vons besoin du 

At (t) est bornée dans t )) O. (On a mime 

Démonstrationo Vu le calcul fait après le théorème 2 on a 

-½--1 ( ) ) as H-¼ e J t = H/s J t et pour s = 1 cela va.ut 

t\t(t) n 1: t\➔(rt)r-½(1-r)~--½dr/r (t+i), 

Donc si lâ -½(t)I , '1_½(0) alors on a.ure. lâit)I , 6./0) pour chaque ~ ~ ➔• 

D'autre pa.rt 9 IJ. _½(t) = lî'-½cos 2'/ï comme on peut voir, par exemple, en utilise.nt la 

oo k -2k 
série A.,(t) = L (-t) /kl(k-+i)I et le fait que kl(k-½)I =2 \/ii:(2k)I o 

k.=o 



On verra plus ta.rd une iiutre démonstration du lennne 6 s ell'e est moins élémentai:re_1 mais 

elle n'exige aucun calcul& 

Théorème 6. Le produit de composition H s9étend à. Li(R
4°) pour ~ ~ --te On obtient 

ainsi une algèbre de Ba.na.ch semi-simple et régulière dont 1vespaee structurel s 9identifie 

è. R+ et dont la transformation de Gelfa.nd coîncide avec l~o 

Démonstrationo Soit f ~ ~+(B+)o Pour sa norme dans Li(a+) nous avons 

li f Q = ~tJ f Y~ = J/f(O) o 

Il résulte de la proposition l que, si f 9g e 'tf+(R~) alors 

U f Hg U = ( i~ f#g)(o) = i~r(o) o ,e~g(O) = ~f U b g Il o 

Soient maintene.nt f et g des fonctions r,elles da.ne j (R+) o Eta.nt donmS E.) 0 

on peut 4forire 

où 

On en déduit que II f H g li ~ Il f I! Il g Il en passe.nt par 19 inégalité 

et le fait que II fi H gj Il " Il fi U U gj Il o Pour le passage aux fonctions à. va.leurs comple­

xes on n'obtient que II f /1 g Il " 4 Il f Il Il g Il mais peu importe. Puisque i(R +) est dense 

dans L~(R+)v l'opération H se prolonge d'une façon unique à un produit de composition 

pour t!(R+). On obtient une algèbre de Ba.ne.ch et après un changement de norme en norme 

équivalente on aura II f N g Il ~ Il f Il U g Il J en fa.it cette inégaliU est valable pour la 

norme donnéeo D'après le lemme 6 la convergence dans L~ entraine la convergence uniforme 

des transformées de Ha.nkelo Donc fy applique homomorphiquement L~(R+) sur une algèbre 

de fonctions continues sur R+o Cette application est un isomorphisme ca.r la transformée de 

Hank.el est biunivoqueo Le reste de 1°,noncé est une conséquence abstraite de ce que nous 

8.Vons déjà dit# voir le suppl,ment th. 1 avec a= l~Li, X= 1+, et 9) = ;f(R+)o 



1 n) Remarque o Las m@mes idées s 9 appliquent pour démontrer que L (R muni de la c011volu-

tion comme produit de composition est UDe ùpbre de Banach semi-simple et r6guli~re d,ont 

n . 
l'espace structurel s'identifie à I et dont la transformation de Gelfand corncide avec 

la transformation de Pouriero 

§ 9o Le noyau pour le produit dièzeo 

L1opére.tion # s'exprime sous l& forme 

t H g(t) :s I f(r)g(s) r ~(rps J t) 

et pour démontrer la proposition 3 il suffit d'établir la 

Proposition 4o Le noyau du produit dièze, dans le cas ~ > -½, possède la forme 

r -~ 
~(rps J t) = Ç~(r,s,t)t dr ds où C~(rps,t) est une fonction positive qui est symétri-

que en ses trois arguments. lkplieiiement on a 

~-½ ~ O_,(r,s,t) = w /4 '(if r('I + ½) si v ) 09 = 0 sinon 

où v = 2rs + 2st + 2tr - r
2 

- ,l• - t 2 
• 

Remargueso 

11) Le cas ~ =-½ de la proposition l s 9ensuit par pa..qsage à la limiteo 

2ft) Dans la pratique, le noyau explicite C ~ est trop compliqué et donc il nt a pas 

un grand intér3t. Cependant, nous ne savons pe.s prouver la proposition J sans calculer c., 

' une constante près. 

Nous donnerons deux d6monstrations essentiellement différentes de la proposition 4. 

Premihe démonstration (ba8'e sur le ce.lcul fonctionne 1) o Soit D ~ l'opérateur du § 4o 

lAl lemme 5 dit que 

i~»~:s-M #,j 

où (Mf)(s) = + sf(s)o Si ~ est une fonction c00 
à croissance lente sur [o 9 +a{ 

alors If (M) opère sur :/ (R +), à savoir 9 tp (M) f (a) = 'V ( s) f ( s) o Il en r~sulte que 

f (-D~} applique ::f(R+} dans lui-mfmeo L9op6rateur q>(-D~) a un noyau f(-D~)(s J t) 9 

fonction en t et distribution en s où l'on pose 
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cp (-D-,)f(t) = J f(s) (f (-D~)(s J t). 

( ) -is 
pnur le cas particulier f s = e , Re~ ) 0 nous avons 

~ 7a e+tD~(8 J t) = 't-~- 1 e-(s+t)/t 6~(-'t- 2st)s~ ds o 

tD" 
~monstra.tiono Nous allons calculer e f pour une famille totale dans i (IR+) 9 les 

) - At 
:: \, Re~ > 0 où e ~ ( t = e o On a 

+tD~ 
e e). = 1e~ \ e-tu JC~ e1Ju)} 

"' { -tu ,.-~-1 ~l'>-j = 6'1i e " e = 

= (1 + ]\ t )-'1- 1 e~ 

ci,= A/(9 ,Ar ~ 't) o Autr11,11Jf.nt dit 
tD 

Je-~ 8 e t(s J t) = (1 + l'tf-l- 1exp{-At/(1+Àt)}• 

cette fo:rnrule est une transformée de La.place (on considère ~ et t comme des paramètres). 

t. ) -~-1 -(s+t,)/t A ( -2 ) i 
d1après la. formule de base du ~ 2p la distribution ( en s 't e u'9 -'t st s ds 

possède la m3me transformée de Laplace. L'énoncé résulte du fait que deux éléments de 

f'(R+) avec la m,me transformée de Laplace sont identiqueso 

L'utilité du lemme 7 est une conséquence du suivant. 

~ 8. r,.lr9B J t) = /1 ~ (-r D~)(s,t)r ~ dro 

n,monstrationa Etant donné f 9g G 'if (a'0') on a pour 

h(t) = JJ f(r)g(s)A \l'(-r »,,Hs,t)r ~ dr 

la. re la.tion 

l~h(u) = Jr(r)ll.,(ru)r<l dr l-1g(u)o 

>-la. équivaut 1~ h = Ct-1f)o(3'~g), et donc h = f 1/ g. 

Or, pour achever la d,monetration de la proposition 4 il ne reste qu'~ calculer 



D'après les lemmes 7 et 8 on trouve donc 

a'f) 1 lc+im ~ A( +t) 2 
(st) C\J(rpB ; t) = ~ e e-

8 
A,,(. l'\ et)dA o 

c-ioo 

) -i -i où x = (r - s - t s t • 1œ. formule de la démonstration du lemme 6, à savoir 

4Jv) = J: 114 (uv)u4 (1-u)qclu/r (,>f½) 

devient, en écrivant v = y
2

, u = ½x2, 

2 11 2 ~ t ½ 4-i(y ) = 0 cos xy (1 - ½x ) - dx/n r(i+½)o 

Celle-ci est l'inversion de Fourier de 11intégrale pour (st}½ 0Jr,s 9t). Donc 

C11(r,s,t} = (st)~-½(1 - tx2t·~f(,g+ ½) pour IXi < 1, dioù l'énoncé de le. proposition 4o 

Seconde démonstration de la proposition 4 (basée sur la transformation de Laplace par 

rapport à un c8ne da.ne 13). Considérons la tra.nsfonnée de Laplace en trois ve.riaoles 

P\1(p 9 11'9 t) = Jexp(-pr -a-s - tt)f ,,(r,s;t)t~ dt o 

Par définition, J exp(- pr- o-s) r 9(r,s,t) = ef Ile q- (t) 9 et comme on voit aisément 

~+1 
ef 1/etf= (p +f') 

Il s'ensuit que 

J.. -1 -1 -1 
vu \A- = r -o-a- o 

1/p ,a-, t) = Je-'tt!P +crf1+1etl-(t)t~ dt 

= ~, (t+tA,)-t1-1(p + 0")'11+~ 

= il (pcr+crt+tp)--i- 1• 

14 proposition 4 équivaut alors à. la formule 

illexp(-pr - ... - tt},,9 ... (r,a,t)dr da dt/1tr(H+1) a (pu-+ O't+tp)_,_, 

pour f) -1o 
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Définissons une distribution Â(q} e if'(R1) par 

J exp(- pr - q-e - tt)A (q) (r 9spt} = (pv + O'"t + tp) 4
o 

L9existènce de A(q) pour chaque q est assuré par inversion de la transformation de 

Laplaceo Nous allons arranger les variables d'une manière commode. Posons 

2s -r+s+t p +cr 

Y= 

-r+s+t 2t -P 
des matrices 2 ~ 2 symétriqueso la formule ci-dessus devient 

Jexp {-t tr(.OW)}A(q)(W) = (det ,n) 4 • 

- p 

LV intégrale a un sens pour Re .0, > 0 d\s que Y $1' 0 où lf ); 0 dénote l'assertion que 

la matrice Y est définie-positive. Pour les distributions A(q) on voit que 

A (1) = ( f + _j__ + .l__) 6 
hls islt ~tar 

A (p) * A (q) = A (p+q) o 

Si q est assez négatif alors A (q) e.st une fonction A (q) (li) = t (W)<W où dW désigne 
q 

la mesure de Haar sur a3 invariante par trBnslationo Soit U une matrice inversible i 

alors V ~UV U' est un automorphisme de l'espace des ma.trices définies positives et one 

~o d(U V Ut) = (det U)
3 

d.Vo 

Démonstrationo La mesure d(UW'9 ) comme mesure sur a3 (1 'espace des matrices 2 X 2 

symétriques) est également invariante par translationo D'après 19unicité de la me-sure de 

Haar 

d(tJWi) = f(U)dW. 

La. fonction f est définie sur GL(2 9 R)9 le groupe des matrices 2 x 2 inversibles. 

On voit ais~ment que f ~ 0 et f(U V)= f(U) t(V)o 11 en r4sulte que f(U) a jdet Ulp 

pour un p convenable o Soit lJ = or X 9 l = 1 t identi U. Alors W ~ UW' est la tra.nsf or-

2 mat ion r --, ex r, etc., o 



6 
Donc d(tMJ') = et dY et il s 11ensuit que p i:r 3lo 

Or, q étant suffise.mment n!Sgatif et 0, > 0 on a. 

(det t0 )4 = J e~p(-i trAV) cf,
4 

(Y)dW 

= J expj-l trtl,i VA½} f q (Y)dll 

= J exp{-½ tr v} tq (n,-1 YA-i)d(D, -i V.O -l-) 

= (det .Q)-l/ 2 J exp(-t tr Y) f q (0-1' lf 0-1-)d.Yo 

On dérive la forme t (W) = k (det V)-q_-l/~ o~ k est une constante telle que 
q q q 

k J exp(-½ tr l'Y)(det V)-q-J/ 2 dV = 1 o 
q ' 

Cette somme est convergente pour ~-J/2 > -1; ioeo q ( .... ½• De.ne ce ce.sil est évident 

que k > O. Par comparaison des transformées de Laplace on obtient la proposition 4 
q 

soue la forme 

Cirvs,t) = k (det V)-q-J/ 2 si Y >-o, = 0 sinon 
q 

avec q = - \l -1 J il faut remarquer que v = det lY o 

§ 10. Tra.nsformation de Pourier et tre.n.sforme.tion de Hankel. 

~: (Rn) désigne 19espace des distributions tempérées sur Rn invariantes par 
lrtV 

rotationo Rappelons que pour que Ta ';f9 (tf) appartienne à .f1nv(lf) il faut et il suffit 

que Lij T = 09 1 -$ i ( j , n ob. 

Lij = x1 'b/a xj - xj 7J/?Jxi. 

Du fait que !FLij = Lij il en résulte que pour la transforma.tian de Pourier 9i on a. 

1 .J}v n -19 n 
!, s cJ. (R ) -:::!.+ tJi (R ) • 

lIIV DV 

Soit Q) la. mesure uniforme de masse totale 1 sur la sph~re de rayon ~ centrée 
8 

à 1 'origine de Rn o On a vu que 

F ----, J P(x) QJ 
8 

(x) 



d~finit une surjection 

dont l'application duale donne lieu à un isomorphisme 

1 
Théor~me 7. 1œ die.gramme ci-dessous est commutatif où ~ = ~ n - 1 

~~nv(Rn) ; , Gf~nv(Rn) 

0° tN A't~ 
n n 

Démonstration. Soit 

s 'r .. 

Autrement dit 9 à partir d'une S & 'if'(R+) donmSe nous avons une unique 'l' e '!'(Rn) 

-1 .., ~ n 
dUinie par T = ,0,' f .o,t So U faut prouver f = dl!.>~ S.. Or, pour toute F e cJ (R ) 

n n v 

ifs:P(y)W
8

(y)S(s) = J!JiF(y)U(y) = jP(x)V(x) 

= JJ P(x) a,t(x)T(t). 

) t i. 21 > -n12 l j_ _, 2} Prenons F(x = exp - 11 A lxl ,, Re 1' :> O. A.lors Si F(y = A exp - 1r À I yl et 
~-1 

donc j }\-~-i e- 8 S(s) = j e-j(t 'r(t) où ~ = ½ n - 1 o 09est exactement le théorème 

de 'i'ricomio 

Lemme 9 .. ll,~ {q,(x) Y/x)j = 19(½1x12
)dx/(21Ôn/

2
,. 

Démonstration. En effet A~ Y~= dx/(2ff)n/
2 

car 

j '~ = dx/(2tt)n/ 2 .. 

w p + p n 
Corollaire. Pour chaque p, 1 <S p , œ p on a .O,n LJI (R ) = Linv(R ) o Autrement 

dit 9 chaque F ,a LP
1 

(Rn) s 8exprime sous la forme P(x) = Cf (i1x12
) où 'f a L°;(R+) 

DV + 
et 9 invereementp si Cf a L~(B ) alors 1 e LiDV(lf) • 
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Nous aurons besoin des deux lemmes qui suivento 

~ 100 Soit P un polyn8me harmonique homogène de degr.S k et g un polynome 

de degré < ko Alors J P(x)Q(x) (0 
8 

(x) = Oo 

Démonstra.tiono On peut supposer Q homogène de degré j < ko Alors Q s 9 exprime 

sous la forme g = L et
1 

BQ. où les g
1 

sont des polyn8mes homoglmes de degré f j o 

1 

On a donc 
2 

Je-lxl HP(x)HQi (x)dx = o; 'tgip degré 

ce qui entraine 
2 Je-txl HP(x)Q(x)dx = Oo 

D'autre part, HP(x) = P(x) et donc 

2 
je-lXI P(x)Q(x)dx = 0 

d'où l'énoncé parce que, l'intégrale le long d 9un rayon étant strictement positive, cette 

dernière intégrale est un multiple positif de la s0DD11e cherchéeo En effet, 

J ,-lxl
2 

P(x)li(x)dx = J •-2• ~-lk s{j-lk)/ 2da J P(x)i!(x) W
8

(x) 

= c J P(x)i!(x) 111
1 
(x), 

l:!!!!!!!!! 11 • Si P est un polyn6me ha.rmonique homogène de degré k alors 

l?~ 9 & (j) = P(x) w (x) ~(j) (x) = 0 pour chaque j < k. 
D 8 

Démonstrationo Boit $ une base orthogonale pour les polyn8mes et f e -;/(Rn) o On a 

et donc f m ~- 1 + g oh 

f(x) N g~ a(-fx)r(O)Q(x) 

fk,-1(x) = L g(-/x)t(O)Q(x) 
)

0Q<k 

et chaque dérivée de g d'ordre < k est m1lle à l9 origine o Calculons 

Jf pa,
0 

b(j) = Jr(x)P(x) eu (x) '(j)(s) 
n s (j) J (j) 

= J 1,,..1 (x)P(x) QI• (x) & (a) + g(x)P(x) a,• (x) ' (a)• 
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La première somme est nulle car J 'it-, {x)P{x) W
8
{x) = 0 suivant le lemme précédento ~ 

seconde est éplem0nt nulle parce que J g(x)P(x) <Os (x) ms ®(w"') et j &(sk) ~ (j) {s) m: 0 

pour j < ko 

Nous avons maintenant la 

Proposition 5 o Boit P UD polyn8me harmonique homopne de degr4 ko il ors 

19 application A 9 p a "99 (1' +) -,p ,09 (if) d'finie par 
n, 

est univoque. 
k-1 ( ) 

Démonstration. La distribution B(s) = s-«s(s) est définie à L œ , j pr~s. 
j=o j 

1 t 9 
On e. .!), _S = Pil, R et suivant le lemme9 JPiQ, R est indépendante du choix de Ro 

n,P- n n 

Or, si U = .0,: 8 15 'if~(if) le. distribution (t1x12)~(x)U(x) est bien détermi­

néeo De plus, nous avons le 

Théor~me 7 J?!!o Soit P un polyn8me harmonique homo~ne de degr6 ko Si 

U = A' S ca ,f (Rn) &lors 
D lDV 

t'l(tlxl 2
)--k P(x)U(x)} = (tl112

)-« P(iy)V(y) 

où V = l'h 
9 

T e i: (Rn) et 
n lDV 

Démonstration. Il e9agit de démontrer que 

sont les ~mes applications d'un espace vectoriel topologique dans un autre. Tous les 

deux êta.nt continus, il suffit de vérifier leur égalité sur une famille totale,~ savoir 

les 8 de la forme 

Avec la notation de l'énoncé on m 
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et donc 

2~ 2 ~ 
( tl xi ) P(x)U(x) = exp(- t AI xi )P(x)dx. \71/(2 rt) (" + k) 1 

dont la transformée de Pourier est 
n k 

).-2 - 2 exp(- ½ly/fXï2)P(iy/(X")dy. Y t/(2 Jt)n/ 2(~ + k)t 

n 

= À - 2 - k exp(- t >.-11 yt 2)P(iy)dy. vt/(2 n )n/ 2(~ + k) t 

/ 
-1 

= iki!l, 
1 

T où T = "A.-n 2-4t e-X t t~+kdt/(-1 +k)I 
n,P 

qui est égale h i;+ks d9e.près le théorème de Tricomi. 

Corollaire. Si P G t
2(Rn) possède la forme P(x) = f(i1x12).P(x) où P eet un 

polynBme harmonique homogène de degr, k alors f e. t!-+k ei 1P = g(tlyl 2
).P(iy) 

où g = 3€ 't'-+kf. 

k (-il + k)i 
On pose S = s f(s)I~(s) = ~f f(s) Y~-+k(s) d'où 

ce qui démontre le. deuxième partie. 

Enfin 

J
oo 2 

= k 
O 

lf(s)I Y~fk(a) 
n 

\7 = - - ,. 
2 

§ 12. Application 1 Calcul de certaines transformées de Pouriero 

a) U:::-âb V=lyt
2 c1y/(2,r)n/2 

peut-on définir (-ll) 4 h de telle aorle que (- à)4 ~ * (-!ilb = (- A)Mb. 

On pose par définition 

(-A) 4b = transformée pa.r /J
9 

de (lyl 2
)4 dy/(2rt)n/

2 
o 

Posons e.loro A(q) = l1 c ~(q) d'après le lemme du paragraphe pdcédent 
n 



n 

A(q) = ~((:!~ (¼lxl2)-q-a dx/(aN.)n/a 

D9apr~e le théor~me de fricomi 

donc 

= - 2 ~~~~~) (½1:rl
2

)
4+

1
«Jy/(2tr)n/

2 

n 

a - 2 (; + q) r(n/2) (il:rl2)q+1 dy/(2rr)2 

rct4+1) 
="" (n + 2q)o fl J\.(q+i) o 

Soit 
li A (q) ci -(n + 2.q) A(q+1) 

.Ao -- l 0 060 

Soit ma.intenant i une solution 6lémentaire de 
n 

sauf pour n = 2o Dans ce cas 

pour Ne IN. 

lq) - A(- 1) (q+1) 
â( 2 + 2q ) = - 1V. qui tend vers - ~ pour q --,.-1. 

Dono E2 = lim 
q ~ -1 

A(q) ... .A. (-1) 

2 + 2q 

/ 
ts 

12 = - Loglxldx 2 Jt + C odx o 

b) Calcul de [P' P(x) Wi (x) da.ns Rn o 

P polyn8me homog~ne harmonique de degr, k 

P(x) w i(x) = a--«(il:112)-k P(x) "'t(x) 

os:r w l d~sips 19' m,111EJ aitnme m1r la l!ilph,rt uniti • 



Prenons 

ff.P g (. ~-+k 
at1 ~-fk o t rc A ~-fk (i t)t dt 

a ~ î A '1-fk(½ t)tk Y0(t) 

puis 
-« 1 2 1 2 k n/2 

V = 2. ~ 1 â i'·4«_(4IYI H2IYI ) dy/(21t) 

et a 1 n iy) 1 2 n/2 !J P(x)Cùt(x) = r( 2}P(2 A\l-fk(411I )dy/(21î) • 

c) En deux dimensions lee polyn8mes harmoniques sont les polyn6mes (X.
1 

:!: 1X
2

)k 

lP(X) a (~ + u:
2

)k = 1 Xlk eike 

r2)t ixy ike d9 i k. ik, 1 2 Jn e e 2if = (21YI) e ~ 1/ 4tYI ) 
0 ik 

d O apr~s la formule précédente et 7 = I YI e , • 

1 2 1 k 
Noue sa:vons que Jk ( r) = d k ( 4 r )( 2 r) 

2![ J
O 

•b::, •ildl ~ • ik Jk(I Yll•"'"t 

2~ 2~ 

j 8 ixy 8 ik(@-1) ~ = j 8 il;rlcos 68 ik9 ~ = 1k J (lyl) 
2Jt 2lî k 

0 D 

- (JO 

. ityacos8 
développement en sér.ie de Pourier de a o 

d) Comportement asymptotique des fonctions de Besselo 

Rappel a b-q '~ = 3'~ 'aq = '~-tq 
d'où r,, l<1-s)P--

1
/r(p)}= a..,-tp(t) 

"- 1l<1-s)P'-
1/r(p)} =AM(t) 

2 

(1-s)P- 1 
=O pour s ') 1 

passons~ la transformée de Fourier en une dimension 



Ap--1(1 y
2 

Ill j eilrJ,(1 - x
2

}P-1dx/ r (½) r(p) pour Be p) Oo 
IXI ( i 

Donc pour p ) 0 '\,_,i.(~ y
2

) est d6finie positive et par conséquent 

Enfin 8 

1 aJ s) I ( Il/ O) si v ~ - t o 

~ 1 ~ ) ----i c-.---
âis) •_!__cos(~ - ;~+ Î)os 

2 + &(s 
2 4

) 
m 

pour s -t oo , ~ ~ - l 

1 2 j1 
ixy 2 p-1 

6P - l (4 y ) - 2 Be O e (1 - X ) d:I./fii r(p) 

J.2 m - J.1 - Je, 
J est pttrement imaginaireo 

c1 

Z D 1 + iU 

y 

--------t---- ... x c, 1 0 

1 2 Jm, iy -uy 2 p-1 4 p _ ½(4 y ) a .. 2 Be i 
O 

e e (u - 2iu) du/{i. r (p) 

et si y --t +oo 

( )p-1 (X) 

A (1 2) 2 Re iy i -2i j -tJY. p-1 du 
.u M :. Y "' - e fi r(P> o e u 

A (1 a, 'iP n- i(y-p[) 
"p-i 4 Y "-' .swe d!i o ~, 



Supplément e.u chapitre V 

Espace structurelo Considérons une alg~bre cotmm1ta.tive a, sur un corps C (qui sera 

en général le corps des complexea)o On sait que si 'nt est un idéal maximal de Q.., alors le 

quotient a./'m. est une al~bre sans idéaux propres 9 et réeiproquement. Or une alg~bre sans 

idéaux propres est soit un coeys, soit une zéro--e.lg~bre - algébre où le produit de deux 

~léments quelconques est nulo 

Si le quotient est un corps9 on dit que l'idéal ma.xi.mal 11l., est régulier. Pour celap 

il fe.ut et il suffit que Cl poss~de une unité modulo 17t, c'est à dire un élément j tel 

que Vfe a. p jf - f e mo La classe de j est alors 19unité de Q/l1Lo Par conséquent 

un idéal maximal régulier de Cl est le noyau d •un homomorphisme de a, dans un corps o 

Soit alors X l'ensemble des idéaux maximaux réguliers de O.o Si x e X et f e a,,, 

on note f(x) l'image de f dans 1ihomomorphisme de noyau Xo f(x) est donc élément d'un 

corps qui dépend précisément de Xe 

On va définir une topologie sur :lo Si f e Q, , 1 V ensemble des idéaux maximaux régu­

iiers ne contenant pas f sera ouvert. Une base d'ouverts pour la topologie sera alors 

formée des intersections finies de tels ensembleso Donc la topologie de X sera définie 

de la mani~re suiva.nte a une base d9ouverts est formée des ensembles Of f ={x J 
1 ° • • n 

f/x) ~ 0 Via 1 000 nJ d!Hinis par un nombre fini fi 000 fD d'~ltiments de a. 
On appelle espace structural de a 1 iespace topologique X ainsi obtenuo 

CV est un espace de Kolmogoroff 8 V x
0 

et x
1 

e X, il existe un voisinage de x
1 

ne contenant pas x
0 

et un voisinage de x
0 

ne contenant pas x1• En effetp comme x
0 

1 x1, 

soit f e a, un élément appartenant à 19 idéal x 
O 

mais pas à 19 idéal x
1 

o On a donc 

f[x
0

) = 0 et f(x
1

) ~ Op et iG t = { x f f(x) ~ 0} est un voisinage de x1 ne contenant 

pas X" 
0 



Mais X n'est p~s nécessairement séparée Dire que X est sépa.ré signifie qu9il eniste 

g eâ a tel que x
0 

e '°'«9 x1 '/ .O,g11 et At n Ag= ,P, donc qu'il existe g e a tel 

que g(x
0

) ~ o, g(x1) = 0 et f g a O a ceci n'est ,videDBnent pas toujours possibleo 

Exempleso a) Prenou (l 1:1 Z et C = Z (ce n9est qu'un dom&ine d9 intégrité et 110n 

un corps, mais ce qu'on a dit reste valable) • 

.Alors X est l'ensemble des nombres premiers, et on vérifie aisément que les fermés 

sont les parties finies de X et X lui-m~meo La topologie n'est donc pas ici séparéeo 

b) Prenons pour a les fonctions complexes continuement dérivables sur [op 1] et 

s9e.nnulant en Oo On montre que X= ]o p 1] muni de la topologie habituelle, donc ici 

séparéeo L'idéal 'ill,: {f B f 1 (0) = oJ donne un exemple d'idéal maximal non réguliero 

Algèbre semi-simpleo L9algèbre Cl est dite semi-simple si f(x) m O Vx e X entraine 

f = O, c~est à dire si l'intersection des idéaux maximaux réguliers est réduite à Oo D'une 

manière générale, si U est un ouvert de X, on pose Q.(U) = \ f ~ a. J t = 0 dans ( uJ o 

Dire que a, est semi-simple équivaut donc à Q(~) == 0 o 

Nous supposerons désormais constanunent que 0, est semi-simple. 

Radical. Il est bien 'vident que les a(U) sont des id~aux de l'algèbre 0.o Soit 

inaintenant un id,al 3 de a o lPour qutun ouvert U soit tel que lf C 0.(U) p il faut et 

li suffit que [u soit contenu dans l'ensemble des x e X tels que t{x) = 0 9't sa. 

Bi donc nous posons 

U ={x g ]f sa tel que f(x) /: ojP 
U est le plus petit ouvert de X tel que 6 C Q.(U)o L':Ld..Sal O.(U) ainsi défini s'appel­

le le radical de U o 

Proposition 1 o Si Q.(11) est le radice.l de 1' idée.l 11, al.ore l 9 espace structural de 

l'algèbre il s'identifie ~ Ue 

En effet, si I est l'espaee structurel de lJp on va définir une application naturelle 



P l U ~ Y. Soit x e Uo Il y correspond une surjection 'f x de a sur un corps Ko 

L'image de 3 dans cette surjection eat un idéal de Ko Mais diaprès la définition de Up 

cet idéal n9est pas rtiduit ho { o}, donc c'est I tout entier et Cf x(b") = K. ~ noyau de 

cet épimorphisme est par suite un idéal maximal régulier de N, qu 9on note justement P(x) 9 

Hément de Yo 

L'application P est évidemment continueo Montrons qu'elle est surjective. Soit donc 

1lt un idéal ma.ximal régulier de :i§ corresponde.nt ~ y e Y o Il existe alors j E '1111 
y y 

tel que j(y) = 11 l'unité du corps, Soit J l'ensemble des idéaux de a, contenant 

1ll., mais non j o Ordonné par inclusionp J est inductif• Soit m, un tUémeni 1118Jtimal 
y 

de J o On voit aisément que 11l, = l1l, , un idéal ma.ximal de Q. o Montrons que 
X 

y = P(x). On a 'llt c O (\ '17t p &î o Puisque 17b est maxiaml dans S , 'lll, = Ü (\ 1lb 
y X Y' Y X 

ce qui entraine x GU et y= P(x). 

1 est donc surjective et on montre aisément que c 9est un homéomorphisme. CoQoP,Do 

On en déduit facilement que Q(U n V)• Q.(U) n Q,(v)I) mais il n'y a rien d'analogue 

en ce qui concerne la réunion. 

Proposition 2o Soit 8 un idéal de a, et B l'ensemble des x e. X tels que 

f(x) = 0 Vf a 3o Alors 19espa.ce structurel de l'algèbre a/u s'identifie à E .. 

Ceci signifie que les idéaux maximaux réguliers de 0,/1 s'identifient homéomorphique­

ment à ceux de O. qui contiennent No Soit en effet q, 1 Q ~ 9) la. surjection canoni­

que de a, sur 93 = 0./IJ o Bi 'l est ~pimorphisme de !B sur un corps K, a.lors. 

If>= W o 4> est un ,pimorphisme de a sur I, ce qui définit une application G de Y 

da.ne X en appela.nt Y 11espe.ce structurel de 330 Les images par G de tous les 

él~ments de I sont des x ex tels que f(x) = 0 Vf e 3, donc G(Y) cE .. 

G est manifestement continue et ouverte .. Il reste à montrer que G(Y) a E. Soit donc 

l e E J posons ~ = lt 6 a. , f(x) = oJ et nx = ~(ffix), qui est donc un idéal de ~ 0 



Donnons-nous k ~ Cl tel que k(x) = 19 et soit j = f (k). Il existe un idéal maximal 

* 7t de 
X 

* :a qui contient n et tel qufl jh - h s Tl 
X X 

d"1appliquer l'axiome de Zorn .. On a donc un épimorphisme 

.. 
avec j r/, 'n, x 1 il suffi 

* sur le corps .13 J'D, 
X 

avec 1(j) = t. Si on pose Cf =, o ci, on a Cf {f) = f(x) Vf e O. p donc x e O(Y) 

et par suite G applique homéomorphiquement Y sur lo 

Lemme 1o Si a, poss~de une identitép a.lors son espace structurel est quasi-compact. 

Soit en effet. { Uœ} un recouvrement ouvert de X. Tout x e X est contemi dans un 

ouvert némentaire contenu dans un UCll(x)' c'est ~ dire qu'il existe fx 6 Cl tel que 

f x (x) ~ 0 et { y e X I tx(y) -, 0 J c U«(x)., Soit 3 l'idéal engendré pa.r les fx" fJ n'es 

contenu dans aucun idéal maximalo Comme O. est u.nitaire 9 ceci exige 3 = O. f en particulie 

l'unité 1 e 3, donc il existe un nombre fini 

•• g éléments de O. ou du corps de be.se C tels que 
n 

d'éléments de X et des 

Il en résulte que X = U ( ) U eo o U U ( ) t donc on a bien pu extraire un recouVTement fin 
et x1 <lxn 

et I est quasi-compact .. Si X est séparé, il est alors compacto 

Proposition ). Si k est un ~lément donné de a., alors l'ensemble K = \ x e X J k(x)= 

est un fenné quasi-compa.ct de X. 

Posons 1 = f f - fk pour f E a J I c 9est un idéal, et K est 1 'ensemble des x e. X 

te 1 s que g(x) = 0 V g e l1, donc c ~ est un fermé o Mais dans l'application canonique de 

sur a /3, IV image de k est une uni té pour 0./fJ o D9 après le lermne 1 , il en résulte 

iue l'espace structurel de 0./9 est quasi-compact, mais la proposition 2 montre que cet 

espace structurel n'est autre que Ko OoQ.P.Do 

Exe'!!Ples. a.) frenons C = Z et O.= l'anneau des entiers pairs. 

Alors I est l'ensemble des nombres premiers impairs et les fermés sont X lui-m~me 

et ees sous-ensembles finieo loi, X est quasi-compa.ct bien que 0, ne soit pas unitaireo 
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b) Soit O. l'algèbre des fonctions holomorphes dans le disque unité et continues 

sur le bord. L'espace structurel X est qua.si-compact mais non dpa.réo Si J m {f E. (l. 8 

f(6} = o} alors l'espace structurel de ~ est X - t:t, ouvert quasi-compact de X. 

Nous allons d~sormais faire une hypothèse supplémentaire sur Q.. 

Définition. L'algèbre Q. est di te synthétique si V x e X et f e a. avec f (x) 1-0, 

il existe g s a. tel que fg = 1 sur un voisinage de x. 

Proposition 4. L9algèbre a, étant synthétique, 19espace structurel X est localement 

compact séparé. 

De plus, pour tout idéal 3 de a. et tout compact K de X tels que V x € K, 

lf e li avec f(x) # Op on peut trouver un k 6 li vérifiant k = 1 sur Ko 

Soit x
0 

et x
1 

deux éléments de X. On sait qu'il existe toujours f et h eQ, avec 

f(x
0

) = h(x
1

) = 0 et f(x
1

) = h(x
0

) = 1., Puisque Cl est synthétiquep )g ~ a, tel que 

fg = ~ sur un voisinage v
1 

de x
1 

o Xl suffit alors de poser î
0 

= { x f h - fg h(x) f:. oJ. 
Y

0 
est un voisinage ouvert de x

0 
et V

0 
n v

1 
= JI, donc X est sépe.ré. 

Soient 3 un idéal de a, et I un compact de X disjoint de 1vensemble des zéros 

communs aux lléments de l1 s V X e. K, J f E U avec f (x) ~ O. a étant synthétique P 
X X 

on peut en multipliant au besoin f pa.r un élément de O., supposer f = 1 sur un 
X X 

~oisinage U de x. Dès lors~ les ouverts U recouvrent K compe.ct, donc on peut en 
X X 

extra.ire un recouvrement fini, c 9est à dire qu 9il existe t
1

, ooo fn& l1 tels que Vx e. K, 
n 

] un indice i{x) e.vec fi(x) (x) = 1 o Da.na ces conditions, si on pose k = 1 - n (1 - f.) 
i:1 l 

il est évident que k e l'! et k = 1 sur Ko 

Le support d9un él~ment fe a. est l'adhérence de.na X de 1vensemble des x tels que 

f(x) /: Oo 

Si U est un ouvert de X, on note a (U) l'idéal form, des éUments f li Cl k 
K 



support compact dans Uo Cet idéal peut 8tre trivialo Il est bien évident qu'on a toujours 

°x(U) C Q.(U) o 

Proposition 5. Si a, est une alg~bre synthétique et li un idéal de O., alora une 

condition nécessaire et suffisante pour que le radical de U soit Q.(U) est que 

Par conséquentp le plus petit idéal associé à l'ouvert U est O][(U). 

Supposons en effet que le radical de 3 soit a(U)o On sait que :J C. O(U) et, 

par définition, V x s U, 3 f E. IJ avec f(x) ~ Oo Me.ie d'après la proposition 49 V le 

compact K C U 9 3 k e l1 tel que k = i sur Ko Ceci montre que aK (U) C 6 P puisque 

si g e ~(U) a comme support K~ l ~élément g k ~ tJ vérifie gk(x) = g(x) V x 6 X, 

donc gk = g d9après la semi=simplicité de l'alg~bre, et par suite g e 3o 

Soit maintenant x € Uo a. étant syntMtique, il existe f , Q.(U) telle que f = ~ 

sur un ouvert contenant xi on peut supposer que c'est un ouvert élémentaire .0, P donc 
g 

]g e a. tel que g(x) I= 0 et que f=1 sur l'ensemble des y où g(y) /= Oo Donc le 

support de g est contenu da.na le compact { m J f(z) = 1 j 11 lui-m@me contenu dans Uo 

Donc Vx 6 U, 3 g e Ox(U) tel que g(x) ; O. Ceci prouve que Q.(U) est le radical 

de °x(U). 

Rema.rgueso a) Si (l est synthétiquep son espace structurel X est régulier, c'est 

à. dire que V le ferm~ F et le compact I tel que 1 Il 1 = /JP alors 3 deux ouverts 

lJ et V tels que U;) F0 V:, K et U n V= lo En effetp d'après les propositions 4 et ,P 

il existe f 6 a
1

( (P) tel que f = 1 sur Ko Si E est le support de f, il suffit 

de poser U = [E et V={ x ; f(x) -/; oj. 
b) Supposons que le corps de base C est le corps des complexes. Alors il peut a priori 

exister des ~pimorphismes de 11e.lg~bre a sur un corps strictement plus grand que C. 

Il peut, aussi exister des ~pimorphismes non continus de O. sur c, si 1 'algèbre est 



topologiqueo Un théorème d~ à Gelfe.nd montre que de telles difficultés ne se présentent 

pas dans le cas d9une alg~bre de Banacho 

Lemme 2 (Gelfe.nd) o Si O. est une algèbre de Ba.na.ch sur C e:t 'f un épimorphisme 

de 01. sur un corps Kp a.lors K = C et (fi est continue o 

Soit 1Yt. = ~1 
(0) le noyau s montrons que 'm. est fermé o Si f f 'ltt p Cf (f) -/: Op 

et ]g et j avec fg = j et f(j) = ~o Prenons h e a. tel que 11h11 ( llgf 1 
o 

00 

Comme Il hgll < 1 p le. série L (hg )n converge, et on a l 'ége.li té 
0 

OJ 

(f + h)g L (-hg)n = j .. 
Q_ 

Pa.r sui te q> (f + h) -/:. o, donc si tf est non nulle pour f 9 'f est non nulle sur un 

voisinage de f, ce qui montre que 71l, est fermé o Dès lors U/111. = K est un corps normé 

contenant C J on va. montrer que dans ces conditions 1 = Co Supposons en effet qu'il 

existe k. e I et k ; Co Alors, V 1' e C0 (k - ~) est inversible 9 et pour toute fonction­

nelle linéaire P sur K on voit facilement que P[(k - ~)- 1] est uner fonction a.na.lytique 

de ). qui tend vers O quand ~ ~ oo , donc qui est nulle d 9 e.prh le théorème de Liou­

ville o Par sui te pour tout }\ 6 C et toute fonctionnelle linéaire P, on a. P [ (k - À )-
1
] :::0. 

-1 
VPp ce qui exige k = Op d'où une contradiction, et one. 

bien t = Co 

Probl~meo Soit ,-C (X) l'algèbre des fonctions complexes contimies s'annula.nt à l'infini 
0 

sur 19 espace localement compa.ct séparé X. a étant une sous-algèbre de 'f: (X) , on cher­
o 

N 

che à sa.voir si X s 9 identifie avec l9 espace structurel X de Ol,. • 

Proposition 6. Si (l sépare les points de X, c~est à dire si V x
0 

/: x
1 

e X il 

existe f e a telle que f(x
0

) = 0 et f(x
1

) = 1, alors il y a une injection continue 

~ ~ 

laturelle P de X dans X, donc 19image est dense dans Xo 

Si x e. X, f -, f (x) est un epimorphisme <l.e Q. sur C qui définit donc un élément 

P(x) 
~ ~ 

de Xo L'application l est manifestement injective. Or les fermés de X sont les 

ensembles { i , f(i) = oJ, f êta.nt un élément de Q.. Mais f est continue, donc l'ensemble 



x J f(x) = o} est ferm~, et par suite l'image r,ciproque par F d'un fermé est fem~e a 

"" P est continue o Reste à.. montrer que F(X) est dense dans X. Sinon, il existerait WJ 

ouvert éléments.ire .0, -/: Ji disjoint de P(X), donc un g 6 Q. tel que 
g 

lx J g(x) ~ oj n P(X) =/, 08 qui exige g(x) = 0 Vx a x, donc g = 0 et 

contradiction o 

Cette proposition est d'ailleurs moins forte qutelle nten a l'air car la topologie de 
,.. 
X est a priori très faible a les éléments de a eux-mimes n9ont aucune raison d93tre 

,.. 
continus en tant que fonctions sur Xo 

Théorème 1o Soit O. une algèbre de Banach sous-algèbre de e (X), où X est un 
0 

espace loca.l~nt compact séparée Soit SJ une sous-algèbre dense dans Q. et stable pour 

i'application des fonctions entières, c9est ~ dire que si f et g E JJ et si 4> est 

~1 
une fonction entièrep alors f f(g} e JJ o Supposons de plus que a si f 6 3J 

f 
lt(x)I , c < 1, alors 

1 
_ f e Cl ,li si x

0 
E. X et si U est un voisinage de 

existe f & J) telle que f ~ O, t(x) = 1, et f = 0 hors de Uo 
0 

et 

X t il 
0 

Alors X s 9identifie avec 19espa.c~ structurel de a, 9 et a, est une algèbre 

synthétique. 

(Remarquons d'ailleurs que si JJ = ŒP les fonctions entières opèrent toujours 

puisque O. est alghbre de Be.na.ch) o 

~ Soit X l'espace structurel de Oo Les épimorphismes f --,f(x) de 0. sur C 

sont nécessairement continus en f comme on 19a vup maie f(i) n 1est pas toujours fonction 

continue de l Q 

,., .... 
On sait que cette fonction de x 1 définie sur Xp s'appelle transformée de Gelfand 

de f, et que sa norme uniforme s'appelle norme spectrale de fo On démontre sur cette 

norme spectrale une égalité connue sous le nom de formule de rayon spectral a 

OoDDDe f -=~fil 
1 -f L...J 

"">, .. 

Sup I f(i)I = lim Il 11111/n o .., ... 
xGX n ➔ oo 

la condition Suplf(tjl ~ c < 1 est bien nécessaire et suffisante 
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pour que 1 ~ f' comme fonction de i, existe. Il nous fe.ut démontrer qu'il y a correspon-

~ ~ 

dance biunivoque entre X et Xo On e dlffini une applica.tion p.a.turelle F de X d11.us X 

continue et injectivepuisqu 9ici JJ p doue Q.11 s~pa.re les points de X. De plusp i' est 

ouverte t en effe1>9 si U est un ouvert de X et lt e U, on a suppos~ qu'il existe f e. O.. 
0 

avec f(x
0

) = 1 et f = 0 hors de U J mais alors V= {i J f{x) p oj est un voisipage de 
,., 

P(x ) dans X compris de.ns ll'(U). 
0 ... 

Pour montrer l'homéomorphisme entre X et Xp il reste donc simplement à prouver que 

P est surjective. Supposons donc qu 9il n 9en soit pas ainsi, c 9est à dire qu'il existe un 

épimorphisme If de O. sur C ne e 9exprima.nt pas sous la forme f(f) = f{x) pour un 

:<. 6 x. 

Soient x ~ X et k e~ avec k(x) t O et If {k) = 1., Il existe h 6 cfJ vérifia.nt 

h(x) = 0 et f (h) -/: o, car sinon on aurait f (f) = f(x) V f ~ .B , donc V f e Q. v ce 

qui est contraire à 19hypothèseo Posons alors gl" = ,(h)k - h et gx = f<x)· Cet élément 

g e. J) vérifie 'f' (gx) = 0 et g {x) =to 
X X 

Donc à tout k6~ et x ex tels que If (k) = 1 et k(x) -/: 0 on a associé g e JJ 
X 

tel que 'f'(gx) = 0 et ~(x) = 1. L9ensemble K = { x € X J I k(x) 1 ~ ~} est un compact. 

V X 6 K, ] f aJ) e.vec f (x) = 1, 1 ) 0 et 
X X X 

f (y) = 0 si Re g (y), ! a il suffit 
X X .s. 

d'appliquer la seconde hypothèse sur lJ en remarquant que l y i Re gx (y) ~ ½} est un 

"Voisinage de Xo Si on pose a.lors h -= f g , on u Re h ~ O, et les ensembles 
X X X X 

\={y 6 X J Re hx(y) > 11 forment, quand x varie 9 un recouvrement ouvert du compact Ko 

On en extra.i t un recouvrement fini V V W U a. o U W • Si on pose a.lors h = f
1
g

1 
+ •• 

Or V).> o, 

vérifie Re h > ½ 
-~h 

u=ke e.JJ 

x1 x2 xn 

sur lî et 'f (h) = 0 puisque 

puisque SJ est stable pour l'application des fonctions 

enti~reso Mais pour ~ assez gre.nd, on e.ura I u(x)I ~ 1 V x EX I alors v = 
1 
~ u ei a. 

) ) - Ah) ~ (-i)n ) n ) 
par hypothèse et if (u = 1f(k (f(e = L-A tif"( 'f (h ) = t car <f(h = 0 et 

0 

f(k) = 1o On a alors une contra.diction manifeste puisque u - v + uv = 0 donne 
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Donc P est bien surjective, et X s'identifie à Xo Montrons m~intenant la seconde 

partie de 19~nonc,, c'est~ dire que O.. est synthétique. ltappeions que cela signifie que 

si f(x ) = 1, 
0 

alors il existe g s 0. avec fg = 1 sur un voisinage de X • 
0 

Soit donc 

l'ensemble des x où lf(x)I ~ ½• Posons ~= Q/0.( (K). Comme l'idéal Q.{ (K) est 

fermé, ~ est une algèbre de Ba.ne.cho Si I esi l 9espace structurel de !B, on a vu une 

application naturelle G de 'I dans X11 car tout épimorphisme '? a ~ ~ C induit un 

épimorphisme l9 g a ~ C en composa.nt e.vec 1 V injection caMnique de a dans PJ 0 

Montrons que G(Y) C Ko En effetp si xe [K, il existe, ci9a,près les hypothèses du 

théorème, f ~ a tel que f.(x) = ~ et f c: 0 sur K, donc f E. O. ((K), et il est bien 

~vident qu'aucun épimorphisme de :P.> dans C défini par Xo 

D1a.utre part G est injectivep et G v Y ~K est biunivoque. On voit aisément que 
,,,,, 

0 est un homéomorphisme, donc I est compacte Soit f 1vimage de f dans 930 On a 

N i N 

1 f 1 ~ 2 sur Y, donc f est un élément inversible de œ, donc ] g e Q., avec fg = -1 

mod 0.((K) 11 ce qui signifie fg = i sur Ko CoQ.FoDo 

On rappelle qu'une alg~bre topologique remplit la condition de Wiener si O = UK, en 

note.ni 0
1 

= 0
1

(X) 1vidêal formé des éléments de Q. à support compact. On a alors le 

résultat z 

Corollaireo Si X est une va.riété c00 
et Q. une sous-algèbre de '-6 (X) qui est 

0 

complétion de l)(X) pour une norme domina.nt la norme uniforme, a.lors X est 19espace 

structurel de a et 0, est une algèbre synthétique aatisfa.ise.nt la. condition de Wiener. 

On retombe en effet sur les hypothèses du théorème précédent en prenant ~ = ~ (X) • 

Exemples o e.) Si X = Rn et Q = ~ L 
1 

muni de la norme transportée de le. norme de L 
1 ~ 

les hypothèses du corollaire sont bien remplies et les conclusions sVappliquent. 

De mime si 0.= ;Je t 1• Dans ces deux cas, les idéa.ux maximaux réguliers sont donc 
V V 

exactement donnés par les points de Rno 

b) Prenons X= Rn et pour 0, l'algèbre des fonctions tre.nsformées de Pourier des 



mesures bornées, c'est à dire des fonctions de la forme f(x) = f ei~ 
0xdft.(5), avec la 

norme II fll = f I d.\1-ie Q. poss~de bien entendu une i~e~tiM, transfonnée de Pourier de 6 , 
J lCl 

N N 

donc son espace structurel X est compacto Par suite, X et X sont différents, mais on 
6',J 

sait que l'injection naturelle F de X dans X donne une image dense 0 D'autre part, un 

résultat classique dit qu'il existe f e a, non inversible dans O. et vérifiant f ~ 1 

... 
sur X J par conséquent f s 1amrule e.u moins en un point i de X, puisqu 9elle n 9est pas 

,V 

inversible, et pourtant f est supérieure à 1 sur un sous-ensemble dense de X, à savoir 

"" l'image de X. Ceci montre que f n9est pas une fonction continue sur X. 

~ 'V 

Ceci montre bien qu'il ne fa.ut pas confondre les deux topologies de X K celle de X en 

tant qu'espace structurel, et la. topologie la moins fine rendant continus les éléments de a., 

cette dern.Ure ~tant la topologie employtSe dans la th~orie de Gelfand• DVautre pn.rt, dans 

cet exemple, O. n'est pas stable pour la. conjugaison complexeo Il existe en effet f e O.. 

""' "' -et x eX tels que, si on considère 116l~ment g de O. d~fini par g(x) = f(x), on ait 

g(;) = 0 alors f(~) = ~o 



CHAPITRE VI 

Formule sommatoire de Poisson 

r/1 désigne l'ensemble des points de Rn à coordonnées entièreeo 

;( ~) = J e- 2hl x f(x) dx si f e '4(Rn}. 

L'application f __,. L f(x) de -&(Rn) dans C est une distribution tempérée _L, 
X S ,f1 

elle est évidemment linéaire, il fa.ut montrer qu0elle est continue: soit M(f) = supn{lx~6c~ 

&lors I Jf L 1 ~ lf(O)I + 1.:} M~ ~I Jr L 1 , supnlf(x)I + k M(f), k :: :épendant 
X 6 rf1 !xi :it6R 

pas de f o 

Nous nous proposons d'établir la formule de Poisson a si f e "':J(Rn) on a 
A A 

[: f(x) = L f( ~) o Ceci ~uivaut à L = L• 
t..si1 ~6z11 

Démonstration. rf' = Rn /i\ 

Soit t 6 rf', prenons un représentent x de to L9expression L f(x + z) est 

indépendante du représentent choisi, on a donc défini par ce procédé ~~onction numérique 

f sur rf' Cf(t) = L f(x + z) où x et 

Z 6 ,t1 
Calculons les coefficients de 1ourier de If) 1 

en définitive 

A 

appartenant à ~(Rn) la famille {f(k1k e 'If- est sommable, il en résulte que la série 

. 2iJrkt A 2iTikt 
le Pourier L Ck e est normalement convergente et If( t) = :[: f(k)e o 

k ezn z ezn 

par définition de c.p nous avons ' ( 0) = L f ( z) d 9 où la formule o 

n 
zaZ 
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Exemple. n = 1 ,' 
2 

8(l\) o .L e-n~x 

f(x) = exp(-1tA x
2) o On sait que 

on en d'4duit e(À) c A-¼ e( A""1), 

A ) -½ ( -1 2) f(\ = ]\ exp -n~ \ o Si on pose 

formule donn~e par Poisson (C~iere 

xeZ 
de l'Ecole Polytechnique 1823)0 Ce cas spécial équivaut à la formule générale parce q~e 

Le. --5' (Rn) est une distribution paire dans chacun de ses arguments. Donc il suffit de 
.A A 

calculer L par L g = L g où les fonctions tests g constituent un ensemble total 

parmi les fonctions paires dans chacun de ses arguments. Les g de la forme g(x1, x2,o•o 
2 2 2 

X ) = e
- n).,xi - rt"nXn ooo -fi' ~n y_ .1. é 

~ • Q --n ont cette propri~t o Alors 
n 

'\'"'"" -½ -1) -½ ( -1) L..J ! = A
1 

e(,\
1 

ooo )\n 9 ~n et donc 

Lot~ e(~1) oo• e(~n) = I: g 
A 

ce qui entraine L = L• 
Equation fonctionnelle de la fonction t;,. Soit la fonction de Riemann. 

Puisque 1 
00 

-vt7\k
2 

2{e(A) - 1} = E e on obtient 
k=1 r ½{e(A) - 1} is-l dA = 

l'intégration terme par terme étant lt~gitime si Re s > 1 o Nous écrivons 

Joo 1 { ( ) J ½s-1 ) ) -i -1 

0 
2 e A - 1 ~ dA = A(s + B(s - a - (1-s) 

où A.(s) = r !{e(A) - 1j A¼s-l dA et B(s) = I: î{&(A) - é}• is-l dA. 

L~intégrale pour A(s) est absolument convergente quel que soit a car 8(~) - 1 --,O 

plus vite que n'importe quelle puissance de ~ lorsque ~ ~ oo o Donc A(s) est une 

-1 fonction entièreo D'autre pa.rtp en changeant ~ en ~ dans 19intégrale, nous avons 

1 
A.(s) = J. t!e (À-l) - 1} ).--!s-l dÀ 

et suivant la formule de Poisson 9 t(i"1
) = ~i 9(À), ce qui donne 

1 
A.(e) • J. ¼{&(A) - l-¼Jf i-• ~ 1dA = B(1 - a). 

Or, nous venons de démontrer que 
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TT ➔19r(½s) ~ (s) = A(s) + A(1-s) - s-
1 

- (1-s)-
1 

où A est une fonction entUtre o En particulier P ft' ..g r ( ½s) t; { e) reste incha.ng4e ai 1' on 

remplace s par 1-so 

Application à la transformation de Hankel. 

Considérons 1' application -$ (R +) ~ -S (Rn) 

q, ----t Cf (½1x1
2

). 

Soit ~ la transformée de L par l'application duale a 

9n za L rn(t) ~tt 
t G I+ 

où r (t) est le nombre des 
n x 6 i1 tels que I x 1

2 = 'to Le f~it que entraine 

que J g = 0 
~ n ""Il 

n "= 2 - 1o 

Posons R (T) = L r (t) c9est le nombre de points du réseau situés de.na la boule 
n tolS'l' n 

fermée de centre O et de rayon To 

Estimation de R (p)o 
n 

L'ensemble des pavés dtar3tes 1 centrés en chacun des points à coordonnées entières 

de la boule de centre O de rayon p est recouvert par la boule de rayon p +; fn et 

recouvre la boule de rayon I - ½ \/iio Par suite si Vn (p) d4signe le volume de la boule 

de rayon p noua avons 

Rn (p) - Vn (p) = e(pn-1) lorsque p ~ + œ 0 

D'une façon plus générale nous allons étudier le nombre des points de rfJ' situés dans 

n 
un ouvert B born, de R o 

A (x) disigne le nombre des points de t1 n (B - x) o 

Si ~ est la fonction ca.ra.ct.Sristique de B nous avons .A.(x) = L A (x + y) 
y • 'z11 

î désigne le volume de Bo 



Théorème de Minkwskio Soit B un corps coD:Vexe sym~trique par rapport à Oo On a 

Posons 

q>((B) = {o} en effet f(x)-/= 0-=+ (]y) (2x + 2y s l8 et 2y e. B) d8où x 6 B 
IV 

) n -~ lf)(x = 2 V ;..1/2 * À1;Jx) où A1/ 2 est la fonction ca.r&etéristique de B/2 et 

"' -f(x) = f(-x) 

~ ( t) = 2n v-1 1 \;2( ~)12 
,,,. A. 

A
1
/
2

(~) =2-nA(\/2) dvoù 

Soit Pm E. ,$ (Rn) une suite r~gule.risante a Pm~ 0 

supp p C B(O ~ !)o m m 

On peut imposer b. Pm les conditions VI e. t1 

.Appliqua.nt la formule de Poisson à , * Pm nous obtenons a 

L 't>* rm(x) == L ~(k) Pm(k) ;= ff 1 
~- 1i<1 k)l

2 
Pm(k) d'où 

..n k 6 zn k'ët1 
X6:G 

La somme du premier membre ne comprenant qu9un nombre fini de termes on obt .... ient en 

faisant tendre m vers +œ L 'f (x} ~ 2-ny > 1 
Xe '7!" 

9 

par conséquent L f(x) > 0 ce 
X E rf' 

qui prouve qu9existe dans B un point distinct de 0 appa.rlenant & rf1 o 

Rema.rgue. Le résultat obtenu est le meilleur possible. comme le montre l 9exemple suivant t 

./\.(0) = 1o 

Corollaireo Soient Â = (a1j} une matrice (n, n) réelle régulière et a
1

, 

n nombres réels positifs. Si a1 a2 ••• an~ ldet Al le système di inéquations t 

o" L aij xj ( a1 

![: aij xjl < a1 1 < i °' n 

possède une ~olution non triTiale en nombres entierso 

o••, a n 
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Soit e. ") 0 l(.A.x) 
1
1 < a

1 
+ t et i(Ax) il ~ a1 

~" ~bt un corps conveu symétrique par rapport à. O, aon volume est 

n ) I 1-1 n 2 ( e.
1 

+ f. a
2 

a
3 

o. o an det A ) 2 o 

Donc il existe un point de r:1 - {o} dans B6 comme il n1y a qu~un nombre fini de 

points du réseau dans chaque 

de r1-{o} dans fl Be, 
f.) 0 

BE et que les Bi sont filtrants () il existe un point 

n B 6 étant symtHrique, il y a. bien un x e zil ~Jffrifiant 
E:> 0 

le syst~meo 

Soit f e .8 (Rn) telle que J f(x)dx = 1 f(x) ~ 0 et telle que (suPpf - suppf) n z1l ={0} 

.A~ f(x) = L ~* f(x + y)o 
ya'i1 

Appliquons la formule de Poisson à la fonction y~A* f(x + y) 

car V~ 

J•-ailt \ y À* f(X + y)dJ' = e2i tt ~X).(~ ).f( ~) 

Â* f(x) = L ~(;)of(~ )e2in ~ X 

~ a:zn 
"- A 

~(O) = V f{O) c 1 posa.nt d (.x.) = A(x) - V on obtient a 

A A A A 

lt* a<x>I~ L 1~<\>llr<~>I + I:: IÀ(\>llf<~>I 
1,1~1-'r l~l.>r 

1 r: 1 ~( ~ H + [ ~..n 1re s>l2]
1[I: (~< t >J

2
]
1 

161ll,r ~AZ l~l)r 

i Î( ~ )1 ~ J f(x)dx = 1 en dMinitive • 

If* â(x)I ~ L '" (,)1 + llfU2 [L I ic ~ )12]10 
1tl\1$r ll;I> r 

Prenant pour B la bouleBrrn.:.~rayon p on obtient 
1-:-- n n+1 

llp(x)o 

'l'héor~meo l l!p(x) 1 ~ en p 
n+1 

D~monstra.tion i I i
1 

( i )1 < a I ~ 1-2 
où a ne d6pend que de n 

n-t n+1 
A 

1 ip(~>I 

n-1 n-1 n-,;1 

lt * âp(x)I ~ a' p2 
r2 + a" llfH2 p2 

T -T 
~ap l;I 
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Prenons pour f une fonction dont le support est dans la boule de centre O de rft3'0n h9 

on a 

Par suite 

Posons h = p°' 

m@me ordre 8 

On obtient 

Si n = 2 

n:l 

r = p8 et d6terminons ~ et ~ pour que les 3 termes aient le 

n-1 n-1 n n-1 1 
n- 1 +OI. 0 T+T~ =-10t +7-2'3 

n-1 
~ = .. 01 = n+1 ° 

lâ(x)I 1:1 8( p (n-i )~ ) lorsque p --t + oo o 

là(x)I = @(p213) (Sierpinski 1906) 

l A(x)I = e(p312) .. 
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