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CHARTIRE X
FONCTIONS DE HERMITE-VEBER.

APPLICATION A LA TRANSFORMATION DE FOURIER SUR Lz(Rn).

§ 1. Polmﬁmes. FPormule de Taylor.
On désigne par 5’ 1'espace veetoriel des polynbmes & n indéterminées sur € ;

par {Pd le sous espace des polynémes homogdnes et de degré d.

Proposition 1, dim 331 = (n ¥4 = 1) o
n-1
§ & 6, &,
Démonstration. Une base de S’d se compose des monfmes X = J’t1 xz cee xn ol

i 61 = do (On désignera.par § 1le mltiindice (&a, 52, PR 6n), par |§| la somme
1:1
Bl

Posons dll = 61 4+ 000 S'k 4+ ko On établit ainsi une bijection entre les n-uples d'en—
tiers positifs ou nuls de somme d et les suites strictement croissantes de n-i entiers

strictement positifs, inférieurs ou égeux & n +d - 1 § le nombre de ces suites est

n+d-1) =(n+d-1)l
n=-1 n-1)idl

évidemment (

Définition. P et @ étent des 6léments de J) on pose {P,0) = (P(%)ﬁ(x))w
ol P(_g'i) désigne 1'opérateur de dérivation associé au polynSme P.

Plus généralement, 8 {tant une série formelle S(-;—-k)’f’(x) est un polyn8me. Dans
ce cas, nous poserons encore <8 , P) = (s(%-t)?(x))me

Proposition 2. L'application (P,Q) —> <{BQ)> est une forme hernitienne positive,
qui définit sur $ une structure d'espace préhilbertien séparé.

Démonstration abrégée. I1 est trivial que si A €C <APQ>= ALP,QD>} que
(P,AQ)--X(P,Q) o <x°‘, .xB) =0 sl &fpy< x8 " xs)a §1 en posant
§1 = 81l 62! . Sn!o
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8i P(x) = E B X ol les 35 seuf un nombre fini sont nuls, on &

P,P) = |a8\2 b1, On pose N(P) = <P , P> 3 VN(P) définit une norme sur & .

@ 3) Si d' £ d" 1les sous espaces 3:1, et 5’ 4 sont orthogonaux. Il en
deN

résulte que si Bd est une base orthogonale de '?d’ B= (U Bd) 4 eN est une base orthogo-
nale de &, Soit £ un polynfme. Sa composante suivant ff’d ("partie homogene de degré 4d")

est fd = <t ,P) ﬁ'(%’ qui ne dépend pas de la base orthogonale choisie }
PeBd

P
1’=Zfd ou encore f = E <f°P>W°
PeB
Plus généralement, soit g une série formelle. Sa partie homogine de degré d est

1a méme que celle d'un polynfme de degré asses grand § Z <8 5 P>ﬂ27 ; la famille
PGB

de polynbmes (< g , P) ﬁ'(_)')P & B est sommable dans 1'ensemble des séries formelles,
et 1'on a g--Z: (g,P)—(—;o
PeB e

A

Remarque. Soit P 1'espace de Hilbert complété de J09 C'est la somme hilbertienne

({4 L ' i 2 J
des espaces gy Qui s identifie & l'ensemble des séries formelles f£(x) = Z &5‘ x
2
tel 1 °
elles que la famille (Iasl 6!)5 eHn soit sommable dans R
) 4
B est une base hilbertienne de J’, et l'onat £= 2 (t, P>Tf7 le second
A Peld

membre étant une série sommable dans & .

Proposition 3 (formule de Ta.ylor). Soit f wune série formelle. Alors

f(x+ 9 = T (o) T -

. _ P(y)
Démonstration. On a f£(X+Y) _Pze::n(f ; P) y FTP)

<fyP> —(P( )f(x+y)) =?( 2)2(d, arod 1'égalité.

Proposition 3 bis. Si h est une fonction entidre,

h(x + y) =f 2 P(-——)h( )1-’%?-}
d=o PE€ B

d
Démonstration. On a entre séries formelles 1'égalité
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®
x4 y) = 37 BRInRE) qut peut s'éerire hlxy) =33 K2 IhIES).
X +y Z 6] peut s'écrire h(x g;:ﬁn % xﬁ'(ﬂ

d
Nous avons vu que la somme ) | ?{-—:;)f(x)% ne dépend pas de B, j elle apparait
Pe Bd
comme le développement taylorien d%ordre d si on prend Bd = {y“, el = d)
o 19 | a
o Y éfw) y_3"'Hx) y .
(h(x+y) ,y*> N(y“) )y-O =T = ——;;—— =T 1a proposition résulte donc de ce

que toute. fonction entibre est analytique. En particulier;, la convergence est uniforme et

absolue sur tout compact de " x C'n, et on peut écrire 3

h(xty) = B2 )n(x)EY)
* PZe:B X UNCE)

=P
Bxemplos Sofont, en dimension 3, Z(x) = %, + ix,0 B =2’ b b en

est une base orthogonale.

[} ? \k k
N(zk) = (E +1 s—x;) (31 - ixa)
9 L IRY: |

0 a N(Z®) = N(F) = i
N(Zkio) - &by Ri.

x,i-ixa)‘“ﬂ = 2N,

la formle de Taylor devient 3

)
£(x +y) = g {Zk(%)ze(%)f(x)}-m——f((y: (g:

On pose 2 1 d ? ?
—s; = 3 z("rx) ] ;;— Z( ))

11 vient alors

&+ =P
ey =72 f‘:’ ey

§ 2, Transformation de Hermite,

Définition. On appelle polynéme de Hermite associé au polynSme P (A n indéterminées

@ur ¢) 1le polynfme HP défini par la relation
n

RP(x) =W 2 j exp(-yz)P(x + iy)dy.
gh
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Proposition 1. L'application P — HP est linéaire, et transforme tout polynéme

réel en polynSme réel j c'est un gutomorphisme de .

Démonstration. La premidre partie de 1'énoncé est triviele, la seconde résultera

du lemme
Lemme 1. Si pe@ alors HP - re.? g oo o En effet, d'aprds la formule
deTaylor, P(x + iy) = P(x) + Z: -(—i-)l:)—- (k)( )o
k ¢d signifiant Vi, 1 s};idn, k, $d,.
P(k) est homogtne et de degré d - Ikl 8i |k| est impair, 1'un au moins des ki
1'est, et 1'intégrale J exp(=y )(iy) P(k)(x-)dyp produit d’intégrales simples, est

n
R
nulle. La démonstration du lemme s'achdve si on remarque que

n

S exp(-ya)dy -x? 5
g

Soit B une base de J° formée de polyndmes homogdnes. La famille (HP) est alors

P&B
libre s sinon les parties homogdnes de plus haut degré des HP seraient dépendantes.

d
Quel que soit d, H induit sur le sous espace de dimension finie @ 5’ une
application linéaire injective, donc un automorphisme. I1 en résulte que c'est un automor-
phisme de -fpo
s ZP -3 2
Proposition 2. vp Gm HP(x) = exp x (EE)GXP =X o
Démontrons d°abord le lemme

H(x, P(x)) = x, EP(x) - % ﬁ: P(x).
2

On éerit H(xi P(x)) = j 0y (xi + lyi)P(x + iy)dy.
Rn
2
H(xiP(x)) =X, HP(x) + 1 J e’ P(x + iy)yi, dy
Bn

I1 suffit de démontrer la relation pour une base de P o donc quand 9 est un mondme.

On intdgre alors le 2dme terme par parties par rapport b la idme variable, en remarquant

Que H commte avec s dérivations.
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Démonstration de la proposition. De méme, on se ramdne par linéarité au cas des mon8mes.

-8 2
Procédons par récurrence. La reletion est vraie en degré zéro puisque H[1) =R 2 Ie’y dy =

1. Montrons que si elle est vraie pour un polynéme P, elle 1%est aussi pour X, P(x) 3

= -l- 5%,1’(- ﬁ%-)exp =-x2 =[ rﬂP(x}exp =X *+ X P( )exp

- % P(- El—)exp =< = (x HP(x)-- %, HP(x) Jexp =

= H(x1 P(x)) exp -xzo
Ce résultat permet une généralisation des polynSmes de Hermite. Soit x —p rz(x)
une forme quadratique réelle 3 (x , y) —»r(x , y) sa forme polaire.
Péfinition, On appelle transformation de Hermite associée & la forme quadratique r2

la transformation qui ¥ tout polynSme P fait correspondre HP défini par
HP(x) = exp r 2(x)P(- 1 'Sx) exp- r2(x)s

Proposition 3 (formule génératrice).

(r2(x) + 2(xy) = § o B(x) HETFT, ot p = a%.
exp(-r (x r{X,y Pgnm X ou p

Démonstration. r2(x +y) = rz(x) + 2r(x,y) +r (y)o D'autre part, la proposition 3

du § 1 (formule de Taylor) donme ¢

e Px)B(-L)exp(+(7))
- +y £
SR 12;3 <P, Py

soit exp(- 2‘( +y)) = xp (=~ 2( )) (= 2)1’ P(x)HP(y

exp(-r?(x) - 2r(x,y)) = T (<2) ,W,-——P""W .
T (X I y P?;;B

Pour P homogdne de degré p; P(~x) = (-1)PP(x). D'ot en substituent -y & y dans

la relation précédente 1

axpl-rilx) + 20(x,y)) = 57 2P ?&i—} 50

PeB

A la forme quadratique > on essocie l'application A 3§ P —r (—---)P9 qui n'est autre

2 P
que le laplacien lorsque r (x) =xo Si d <2, A(ﬂ"d) =03 pour d) 2, A applique
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5:1 dans 9«1—2’ et 1'on a le
Lemme. Pour 4 ) 2, Hd étant le noysu de l'application A& s 9& —— 5’(1 g GR B3
® - 2
§y =8, 05,
, . . - o N b .
Démonstration. Puisque H, Ker(J i 5:1_2) din J ¢ dim H, + dim 5:1_2. On a

d'autre part ¢ <P, r0> = <r2Q,P) = (Q('%a;)’z(fi')?(“))x 2
<P, er> = (Q({;)Sﬁx)),‘:o =<0 ,AP) =(OP,0% . De 1'égalité <P, er) = (O P,0)

+ dim r2 9

résulte que H., et rz.g’ a2°

4 -2 sont orthogonaux, donc que dim 3; ) dim H

De ce lemme résulte que si d )2, dim H - (n+d-1) _ (n:?).

d

Considérons une seconde spplication associée & r qui & P fait correspondre son

adjoint P* défini par
3 " (y) = (P( sgexp r(x,y))

: — P(x)P¥(y) 2,y _ 2
I1 est clair que exp r(x,y) = Z : W que 81 r'(x) = xy P =P
3#
Proposition 4. Si P € 9 -HP € Jd__2 9:1_4 +.00 ona HP =P gi et seule=

ment si AP = 0. (Autrement dit lorsque r (x) =x* los polynSmes homogines invariants

per H sont les polynfmes harmoniques).

Démonstration. Pour ¢ réel non mul, exp(-tzrz(x) + 2r(x,y)) = 2 %l;tp H_P(t-iy)

Pe

Oﬁ P = dopo
Pour t = -1, en vertu de l'unicité du développement Taylorien, il vient
HP(-y) = (-1 )pHP(y‘) (cela résulte aussi de la formule de définition). Sur tout compact
de € x @n, la fonction holomorphe (x,y) — exp(-tzrz(x) + 2r(x,y)) converge uniformé-
P
ment vers (x,y) —» exp(2r(x,y)) quand + —3p 0. Puisque exp 2r(x,y) = Z:Zp (x) P (y)
& &
onea lim t° HP(% 1y) 5 P (y)o P et HP ont donc méme partie homogine de degré Py
t -0
d'autre part P (-y) = (-1)? P*(y).

Démontrons la deuxidme partie de 1'énoncé 3

0n a (1 - exp - r¥(x)) exp 2r(x,y) npgnzp P(x) P:(P),-P};P(y)
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I1 en résulte que

P'(y) - HP(y) = 2P <y - exp rz(x))exp 2r(x,y) ,P(x)>.

" "‘A 0D ® - A X p=1 An
Introduisons 1'application 1 - e de J' dans § s 1 -e =-E (-1) aTe

=1
-4 o
On voit que (1 =-e )P=0 équiveut &4 AP =0 j ona

P(y) - BP(y) = 27F Cexp 2r(x,y) 4 (1-9'6)?(:1))

22 2 0w, e et
Q eB

Si AP=0, onabien P =HP § d%autre part, si P* =HP, <@, (1'-é-A)P) est mul

4

quel que soit Q €B, donc (¥ -e¢ )P=0 d'od AP=0,

§ 3. Fonctions de Hermite-Weber.

Nous supposerons désormais que rz(x) = xzo

Définition. On appelle fonction de Hermite-Weber associée au polynéme P 1la fonction 3

2
x — DP(x) = exp - %— HP(x).

Il est clair que DP ¢ LP(R") quel que soit p tel que 1 & p <+00.
Théordme. Les DP constituent une famille totale dans LY pour I < p <+o0.

Nous utiliserons .2 lemmes 3

Lemme 1. Si f € Lp(Bn)g soit fx la fonction y —» £(x + y), W, la fonction

x—ylIf, - fll - Alors w, est contime (si 1¢p <+w).

Démonstration. Lfensemble des applications £ ——afx de 1P dans LP est équicontim
pour x €R', puisque V{f,g el | £~ %"p = [|£ - gy a‘autre part
|(of(x) wf(x N £ -f, il » f(:lt x'). Le lemme résulte donc de ce que, sur
1'ensemble dense dans LY (1gp <+o) des fonctions contimues & support compact, wf(x)
tend vers zéro quand x tend vers zéro.

Lemme 2. Soit k 6 L‘, telle que j kix)dx = 1 3 soit k A(x) = X% k(’i)0
n

R
Alors
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) si £elf, avec 1¢ p< 4w im ||k

s f=2l =0
A—=0 P

A

b) si g G'L“; alors k 5 % 8 —> g Ppresque partout.
(Rappelons que Vp, 1& p L+, L1 s 1P Clap).

Démonstration 8

) on dertt [k, cpleray - 2] = [ [, e (etr)-sxDas],
My s 2=t = Jetey) - 2D Al sott
I ye 2l € [etas) - et Jx, Dl ay
o i, w £ - fl, € jw {V)E, )|dy. Soit €> 0 Ilexiste §>0 tel que

I¥i<§ = w,(y) <e. [ N fllp\( el iy + 2|Ifllp y () dy| soit
y1>6
l&

\* f-—f]lp\< e+2 l]fan: §.uk(y)layt,
>y

' \ contloes
Démonstration du théordme. I1 suffit de montrer que toute forme linéairelnulle sur les

v
IP est la forme mulle, donc que si g eLf (% + %, =1) et s Jg(x)m’(x)dx =0 VYp,

alors g = 0. A
n
=

Posons k(x) = (2 K)-ﬁexp 5 o Soit G ,x) = (k}\ # g)(x)e G(A, x) est une
fonction holomorphe de (A , x) dans le domaine ReA D> O de¢ R x R'. Ses dérivées en
(1, 0) stexpriment sous la forme.d'intégrales I exp(- -3-"-:-) g(y)a(y)dy, ot Q est un
PolynSme. D'aprés le § 2, Q est combinaison linéaire de polynfmes HP, donc si
Jg(y)m’(y)dy = 0 pour tout P, G(A ) x) s'anmule en (1 , 0) ainsi que toutes ses
dérivées.

I1 en résulte que @G(A , x) = O dans le domaine ReA > O, En particulier, pour

Ad o, k} #g=0 donc g=0 d’aprds le lemme 2.

Théortme 2.- Soit, pour ReAz <1, 1le noyau
n

- = 2
K (x,y) = @(1=X)) 2 exp(~ (142 ) (x2+y2) MELL N
A T ) jugt

Pour Peﬁ}, on a

[,z me(s1e9 X De(x).
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Démonstration. Il revient au méme de démontrer 1°'égalité

-2 0 = mqly-ax)?
[x(1- 2% 3]’» =3 (y)y = X EP(x)
soit n y2

[x(1- Az)]— z Je_ =N HP(y+Ax)dy = As BP(x).
L'¢galité est vraie si, § =03 H[i] =1, et
(n(i-)?))-; Ie _ﬁl dy = 1. 81 elle est vraie en degré § =i, les dérivées premidres
des @ membres par rapport eux x

N sont égales. Il suffit donc de montrer 1'égalité des

2 membres pour x=0, cfest & dire ¢

n =y
v A% §
frte- 3] 2 [T migley = X ).
Procédons & nouveau par récurrence, et montrons que si la relation est vraie jusqu'au degré
§ ; elle est vraie pour les polynbmes X P{x), avec dP=§ , Rappelons (§ 2) que

B(xP(x)) = x, ER(x) - 1.2 w(x).

2 bxi
2 2
|02 00a = [o Ey (ry B(5) - 3 g2 Ty
=, 2 E4
fer terme s Ie 1-A A HP(y)dy = 1:—;— jew H %—:—(y)dyo
On a done a _yz
- 2
[r(1- 23] 2 Se'_:i‘zn(gﬁyw = BX ) H(E—)(O) -3 543(5—“3)0
X
i
541 1

:za% -5-—(0) = A # H(Xip)(O)o

Proposition .- Si [A) < 1, KA € Lp(an 9 R,

1+ Az
2(1-2)
11 en résulte que pour Al <1, K A définit un opérateur linéeire symétrique de Lz

En effet, Re

est alors strictement positif.

dans Lzo Puisque les DP constituent une famille totale, les DP pour P homogine sont

les fonctions propres de K A § ses valeurs propres sont A s« On peut donc appliquer le

théordme de Mercer, et 1%on a ¢
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£, , 9 =37 0 )
PaeB

si 0gA <1 si (B est une base de polynfmes homogdnes tels que “ DP-H g 1.
L
8i P et Q sont homognes et de degrés différents, DP et D, fonctions propres esso—

cides b des valeurs propres différentes d'un opérateur symétrique K. (|A} ¢ 1) sgont

A
2
orthogonales 3 <IP , D) 2™ Je-x HP(x) HQ(x)dx = 0,
L

Plus généralement, on a le

[[STR=

Théortme 3.- Si PE{PS, Q@ﬁ)g (HP,DQ>2=2’5W <P,Q>90
L

Démonstration, 11 suffit de vérifier la relation pour {} homogine j; si @ & 5’6, 9
548, alors <IP,D0) =03 <P,Q> =0. Soit ge Ps.
{DP , DY) = S exp(—x2 JHP(x JHQ(x )dx HQ) - 0 est de degré inférieur ou égal & § = 2,
donc orthogonal & HP,
<P, B9y = [ exp —x° EP(x)§(x)ix

<pP ,; DO

2= }Dexp(x*(x) ax

= u exp (- xﬁl’(%{)ﬁ(x)dx en intégrent par parties.
<P , Q) = 2-8 Jexp(-xz)(l’ p Q) dx = ng 2—5 <P, Q.
Corollaire. Soit B une base algébrique de P formée de polynfmes homogdnes.
Alors {DP , Pe B} est une base orthogonale de Lz(Rn)o

Application & la trensformatiom de Fourier.

Rappelons que si £ ealﬁ9 on appelle transformée de Fourier de la fonction J £

définie par s

)™ Eg) w Fet) = @0 ™2 [ emametade

R

F peut ne pas &tre définie sous cette forme pour un élément de L2 § prenons pour n = {
00

la fonction £(x) = ;—-_—1—? {Z: (~1 )k X([kn, (ke )n[) (x)} ot X(I ) désigne la fonction
k=0

caractéristique de 1'intervalle X. f ¢ Lﬂ 3 2 eLz et j exp(ixy)f(x)ix n’est pas
R
définiec
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D'autre part, le théortme 2, appliqué pour A =i, donne 3 FIP = i’P si Pe n?P

(DP e i n Lz)o Les DP formsnt une base orthogonale dans Lz, ona le

Théordme 4.~ 11 existe une application linéeaire contimie et une seule de Lz(Bn)
dans Lz(Rn) telle que $DP = 1Ppp pour P € 9Po F et & coincident sur Lﬁ ﬂLap
puisque les DP forment aussi une famille totale dans e que lg(y” < Ilf“‘o

On notera encore & la trensformstion ainsi définie sur Laa

Théordme de Plancherel. 81 ¢ 611;2, N Fe II2 = []f[]z.

Démonstration. I1 suffit de le vérifier pour une base orthogonale DP, les polynomes

P étant homogdnes, FIP = PP g1 p=a’® done []51)1’[]2 o lIDPﬂze

Théordme. Les valeurs propres de F  sont i, =1y, 4, =1 § les fonctions propres

les fonctions DP pour P homogdneo
-2

si F2(y) = (aw) zj exp(ixy)£(x)dx pour emﬁ, F oo définit sur L de la
n

uéme - . S
manidre j leme & DP = (-1)pD?9 mes FF= FF wﬁ& I

Théordme. G = I,

En effet, < IP = i‘Pyp = 1P,




CHAPITRE II

DISTRIBUTIONS CONDITIONNELLEMENY POSITIVES

Notation. On notera f et %f les transformées de Fourier de f définies respective-

ment par 3 §(y) = Iéix'yf(x)dx FP = (—1)-175 3
2n

§ 1. Rappels sur 1'espace $ °

On appelle ‘3 1'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables £ telles que
|f(a)P| soit borné Y 1le polynfme P et l'indice de dérivation ei. C'est 1l'espace des
fonctions de classe ©F A déeroissance rapide ainsi que leurs dérivées. On munit 4§

d'une topoqutq définie par les normes 8

()) = Bup, ) 3 If(a)(mbl(ﬁﬂulm).
XER ftab ¢ m

Donc une suite \936'3 tend vers O dans ¢ si, ¥V les polynSmes P et Q, ona

N 4,
P(x)Q(5) ¢, tend vers 0.
¥ ost ainsi mni d'une famille dénombrable de normes (de vraies mormes et non de semi-
normes). C'est un espace locelement convexe, d base dénombrable de voisinages, donc métrisa~
ble et complet. C'est un espace de Montel ¢ il y a identité entre ensembles bornés et ‘ensem=
bles relativement compacts.
On a évidemment & C 3 , mais le topologie de & est strictement plus fine que
la topologie induite par Lt les convergence de fonctions de o dans ¥ n'entraine pas
leur convergence dens & .

¥ais &, muni de la topologie induite per ‘39 est dense dans .

Distributions tempérées.

On note J' 1le dual topologique de 1%espace J. Un éiément de §' définit une
forme lindaire sur & o contimue pour la topologie induite par ¥ sur §, donc &
fortiori pour 1la topologie de & .

Donc tout élément de J¢ définit une distribution TE D', avec laguelle on le

confondra désormais.
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Une telle distribution est dite distribution tempérée.

Transformation de Fourier.
Lemme. La transformation de Fourier induit un isomorphisme de 3 sur 3.
Gele résulte du fait que P(r> )8(E) =I’(<Rt) et Pm) =P(-i€)E(E), et
q 1oe ox )
la définition de 1l'espace s.
Conséquence. Il est dds lors facile de définir la trensformation de Pourier dans J°'.

81 T est une distribution tempérée, T sers blen définie et de manidre unique par la

formule s

for = I? 1 Ve e .

(2n)"
On note formellement i'( E) = Je-ie"x't(x).
En particulier si T est une fonction £ de Lz, dont on a défini précédemment la trans—
formée de Fourier, alors 'E' o ?(-g)o L2 transformation de Fourier est donc un isomorphisme
de “§* dans g

Remarque. On n'a manifestement aucune inclusion emtre l'espace ‘@' des mesures de
Radon et 1'espace ', On démontre les deux résultats suivants s

a) Pour qu’une mesure de Radon W soit dans :?‘, i1 suffit qu'elle soit & croissance

lente dans €°, c'est & dire qu*il existe un entier  ter que j-—M-L'- { 00,

b) Pour qu'une mesure de Radon positive p soit dans ‘3', il est nécessaire qu'elle

soit & croissance lente dans €'.

§ 2. Introduction.
Congidérons un semi-groupe de probabilités Py s et posons 9, = ﬁt' fonction qui

exigste car [d Py = 1+ la relation By = N T donne 9 ‘ft = P c'est & dire
qu'il existe une fonction \y(x) telle que L{lt = e-twc

- -5
Done Y=~ a ¥ = 1lim .1;_.:.?3 o Ceci peut encore s'éerire -y = lim Fe—
dt Tt|t=0 4 — 0 t t
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T sont des mesures positives sauf ¥ l'origine; donc =Y est la transformée

Les

de Pourier d'une mesure positive sauf & 1l%originc. On est ainsi amend d étudier la

structure de telles mesures, ou plus généralement de telles distributions, ainsi que gelle

de leurs transformées de Fourier.

Distributions positives.

Une distribution Te H® est dite positive si, V la fonction f positive de D,
If’l‘ %0. Donc T distribution positive ¢ Sﬂ‘ %0 VYeed'. oOril est facile de
montrer que les distributions positives ne sont rien d'autre que les mesures de Radon
positives, si bien que cette notion ne dépasse pas le cadre des mesures.

Distributions cqnditionnellement positives. Une distribution T sera dite condition—

nellement positive (en abrégé CP) si jﬂ' %0 ¥ 1la fonction £ positive de (B )
en posant Ry = R - {0}, Il est équivelent de définir une distribution CP comme une
distribution dont la restriction 3 R: est positive, donc mesure positive.

Remarquons qu'une fonction de @(R:-) est nulle non seulement au point O mais dans tout
un voisinage de O. Par conséquent, ¥ 1le polynSme P, 1la distribution P(—,g—i)s est
CP car j'P(_aP-,.‘)&q =0 i Yed(R).

)
Considérons la fonction e o Elle définit une distribution positive sur R,, mais

U RES

n'est pas la restriction d'une distribution sur R j ce n'est pas une distribution CP.

Par contre, % qui définit une distribution sur R, peut se prolonger en un élément
X

de ¢ﬂ°+, par exemple en définissant ce prolongement T par

X‘M‘ =! [cg(x) - (9(0)4=x ?'(O)u(x')]i-g od u est une fonction de & dont le dévelop-

Pement de Taylor & 1'origine commence par 1 + &xze

Done —2 est, par abus de langage, une distribution CP.
x

Distributions N—conditionnellement positives. Une distribution sers dite N-condition-
| 2. o ¥ & 113
tellement positive (en abrégé B-CP) si ||g| Py 0 ¥g &€ &, en appelant 1'idéal

de D formé des fonctions qui s®anmulent ainsi que leurs dérivées d'ordre <N & 1l'origine,
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Remarquess &) Il est bien évident que T positive &5T O-conditionnellement pasitive
En effet, la racine cerrée d'une fonction positive de & ntest pes nécesseirement dams

D, mais peut 8tre approchée par des fonctions de D.

b) Pour qu'une distribution T soit CP, 1l faut et il suffit qu'il existe

in N tel que T soit NLP,

Pour préciser la structure des distributions N-CP, nous allons préciser deux notions.

Polynfme fortement positif. On dit qu'un polynfme TZN de degré 2N est fortement
positif si ¥V le polynSme P de degré N, '1'21\1(-3%)[1’(:«)]2 % 0. Par exemple, toute combi-
naison linéaire b coefficients positifs de carrés de mondmes de degré N est fortement

positive, et ¢'est peut—8tre dtailleurs 1& une condition nécessaire,

En tout cas, une somme de carrés de polynSmes n'est pas toujours fortement positive s

4 2 2 4 2 2,2 2 2
bar exemple, X, - X, X, + X, = (x‘E - xz) & (xixz) eppliqué & (xixz) donne -4,

Partie finie. On rappelle que l%ordre d'ume distribution & 1'origine est la borme
inférieure de ses ordres dans les voisinages compacts de 1'origine. Liordre étant un entier,
cette borne est d'ailleurs atteinte pour un compact. Ds lors, si Te D' et si Sed !
%t sa restriction & R:, 1%application T —5 8 n'est ni injective ni sirjective.

8 étant donné; on dit que ¥ eet une partie finie de 8; et on note T = P£S, si
l'ordre de T & l'origine est minimal parmi ceux des prolongements de S. Il convient
de noter que, 8 étant donnée, P8 nfexiste pas toujours (exemple de e’-‘I qui, comme on
'a vu, n'est pas prolongeable), et, si elle existe, elle n'est pas unique. Plus précisément

Lemme. 8i T1 et Tz sont deux prolongements de 8 & .9 4 ot si N est le plus

grand des deux ordres, alors '1'1 - Tg = P(—a?;)ﬁ ol P est un polyndme de degré N-i

& plus,

I1 suffit en effet de remarquer que f f('l.‘1 - Tz) =0 Y2 e QN, ce qui exige
Y -1 =P(-L $
1~ L P( ‘ax)s avec d P < No

Conséquence. Soit 8 domnd comme élément de D} et K 1'ordre minimsl des prolonge-
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ments de 8, s'il en existe. Alors Pf § n'est déterminée qu'd un polynéme de dérivetion

& 1'origine de degré < N, prés.

Expression de Pf 8. Soit u @® +tel que som développement de Teylor & l'origine

commence par 1 +termes de degré N. Alors, si ¢ ed etsl WIM est son dévélop—

pement de Teylor & 1'ordre N-{ & 1%origine, Youtes les expressions de P£ 8 saont

données par ¢ 3
[ere 8= [(g-gy w+ (L) ¢(0)
P étant un polynfme arbitraire de degré < N.

Théordme. Les trois énonecés suivents sont équivelents s
i) T est une distribution M-conditiomnellement positive

ii) mz‘r est une distribution positive YV Peg .‘PN.

i1i = L 2 ‘ b
iii) T = 'rm(-ﬁ)ﬁ + U( M)S +PPdp, od TZN € “Pzn est fortement positif, U
un polynSme de degré <2N, et dji une mesure de Radon positive définie sur B: et telle

que I lxlmdy.(x) TR
ix1 <9

I1 suffit de montrer les trois implicetions successives i ==pii. En effet,
Vyed ot Pe .‘PN, \pPG@', donc, comme T est K-CP, °*<j' P\glz‘r = JI\?IZIPIZT,

te qui montre que ﬂPIzT est une .mesure positive.

ii =) iii. Posons Q(x) = g 1 t on sait qu'il existe une constante C positive

telle que umm ¢ Q(x) Vx eB’. Ds lors, considérons dv = QT : c'est par hypothdse

Une mesure positive sur Bn, dong dp = i’-’- egt une mesure positive sur R

vérifiant
Q

1 Ix{ dp £C .[ dv € . Par suite dp est prolongeable en une distribution
Ixt g1 iIxy &1
Mip d'ordre { 2N, T étant déjd un prolongementds dp , T -Pf dp est portée par

Vorigine, donc c¢'est un polynfme de dérivation en § quion peut décomposer en trois

parties ¢
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Soit P& QZN’ et multiplions les deux membres par lP'zo D'aprds la définitiop de

PPdp, ona 1212 pe dp = !?Izdp p donc 3
2 2 2 2 2 )
IPI°? ~ |P1%p = |P| TZN('_b'i>8 +3 4Pl v“(.ﬁ)é .
R>2N
Maisg |P|2'i‘ et lP!z'dgL cofncident sur le complémentaire de 1'origine, dg ne charge

pas 1'origine, et par hypothdse lPIzT est une mesure positive. Done IPIzT - lPlzd'A.

est une mesure positive portée par l'origine, donc de la forme A§ od A est une constan-

4e positive.

IPIZ’I (-5—)8 + E V (—)5 = Af§ , ou encore i

K> 2N
{ (T)IPl }8+K§;2N(-1) V(-—-)IPI .5 = A5, ceci VP eﬂ’ Tm(-%nmz:u,o,
i =i,

Cette implication est évidente car, si gg G*N, on e ¢

U(%‘)S a|g|2 =0 puisque U est de degré <2N.

[

j|g§2 P dp ) 0 car dp est une mesure positive.

2 a 2
‘ Tm(-ﬁ)s lg} »0 car TZN est fortement positif, et g peut &tre approchée par

des polynfmes de g’N au voisinage de 1l'origine.

§ 3. Nous allons maintenant voir ce que deviennent ces propriétés par transformation de
Yurier. Pour cela, on remarque que 1%*idéal @’ o transformé par Pourier, se compose de

fonctions de :f § pour raisonner sur les distributions, nous allons donc prendre 1l'inter-
A

tection de ) et du transformé de Pourier de 9“ o Posons done é‘ = 1déal de convolution

formé des fonctions ¥ 6D telles que jx“ q(x)dx =0 Y le multi-indice o tel
e jal < No

AN
Le théordme suivant va préciser la structure des fonctions de 0 0

Théordme. Pour que f € 9” il faut et i1 suffit qutelle s'exprime sous la forme
@)
8(

e od les g o sont des fonctions de o,
je) =N



o 2o7 &
A

Donc les fonctions de & sont exactement formées des sommes finies de dérivées d'oydre N
de fonctions de .

Pour N =1, le théortme dit que les fonctions de & d'intégrale nulle sont les
divergences des fonctions de ®D ; sous cette forme, il avait déjd été démontré par Poincaré.
La condition suffisante est triviale 3 toute somme finie de dérivées d'ordre N de fonc-
tions de & est dans ] it a ses moments <N nmuls. Reste & montrer la condition
nécessaire, Soit donc f e 0N ¢ la difficulté vient du fait qu'on exige que les 8y € D,
car sinon la démonstration est facile. Nous allons faire ume récurrence sur lz‘entier n+N.

On suppose 1'énoncé vrai pour les couples (m,H) ol m+M<n<+N A fe€ GN(RD) on

associe % 00
e (x‘oooxn-1)' = f f.(xﬂyooexn_i ’t)dtc
0D

%
On a par construction méme f & O'N(B'n-i) d'od, d'aprés 1'hypothdse de récurrence ¢

3 #(ot) N1
? = g o g edDR )
pRELs «
o =0
n

Donnons-nous alors u &P (R) et vérifiant J u(t) dt = 1 et jtju(t)dt =0 pour

1€J¢N, et considérons 8, (xﬂoo.xn) = g’; (s:i.,..xn__1 )u(xn)_o

« (@)
Posons ¢=¢f - Z: 8y °
toti=
a;ox
: n .
La fonction V(x,‘...xn) = j-m V(x1...xn~ﬁ,t)dt est dans . En effet, dds que X

est supérieur & la bornme supérieure des projections sur le dernier avec des supports de f

et de u, ona

xn o ) *( ) #( o)
j f(x1 X nxn-1 ,t)dt = J f(x1 ooxxpn1 ,t d‘t = £ x‘ ooxn“1 = gﬁ
=00 =00 |q|qél

a =0
n

- J“ 5 gga)(x1acexn_1)ll(t)dt

car 1'intégrale de u(t) est unité.
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Denc pour X essez grand, vy est identiquement mulle. Do méme si x est infériewre eux
projections sur le dernier axe des supports de £ ét des g,y on & encore Y = 0. Donc
¥y est & support compact, et dans Ho Diautre part ¢y & ses moments dfordre < N-i
muls, car ceux de f sont nuls et; pour {K| < H-1 3
* @ %
jz x"g (a) JE Xy oeeX -1 ( )(x 00X )Jx " a(x ) = 0.
=i n=1 n n
toti =N ieti=N
a =0 ¢ =0
n n

On peut donc éerire

(o) , 3 g1 gt
? = 4+ == ob e (R).
lg;N Su axn ° ¥

a =0
n @
En utilisant & nouveau 1°'hypothdse de réourrence, on peut écrire s

Y= TR h(:) aveo hse Do

Le théordme est alors démontré.

Remarque. On pouvait domner une démonstration plus rapide en remarquant que toute

fonction h entidre de \‘Fﬁ, ayant ses dérivées d'ordre <N mlles A 1'origine, peut

()
8'écrire h = p(O) zf = Z <%k (R) les k, 6tant des fonctions entidres.
BTSN T
ol A

8 on pose ka = i g, et h= f, on obtient la relation du théordme.

Ponction définie positive. On dit qu'une fonction continmue g est définie positive,
ou de type positif, si ¥ les nombres complexes c.o cj et les points Xy xj de Rn,
alors E g(x:l - xj)ciq % 0. On en déduit facilement que g(0) est réel positif, que
i
g=g en posant 'E(x) = g(-x), et enfin que Wx eﬂn, jg(x)l £g(0), donc g est bornée.

8i | est la mesure discréte formée des masses ¢ § 8ux points %y 1'inégalité de
définition s'éerit Jg(x - E)dp (x)dp (§) 20. Or les mesures discrdtes sont- vaguement
denses dans 1'ensemble des mesures b support compact, et en particulier dans 1'ensemble

des mesures de la forme \g(x)dx od ¢ €. Par suite on devrs aveir, V¢ ed,

ja(x-ﬁ) $(x) ﬂg)dx dg %0, oo qui a'borit Jg(x-i-g) 9 (x) ;(g)dx dg 3 0.
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b notations de convolutions, Jg.(q # é) %0 ou, si on appelle trace d'une fonction
% valeur & l'origine s+ Tr g # &fbfé % 0.

Ainsi présentée, la définition s’étend aux distributions.

Distributions de type positif. Une distritution T sera dite de type positif si,
Yye d JT.(%@}') =TrTa@ug 20

On peut dire aussi ¢ T est de type positif si toutes ses birégularisées T # ¢ # fé
pur @ed sont de type positif.

Nous allons maintenant définir une nouvelle notion.

Distributions N—conditionnellement de type positif. On dira qu'une distribution T

A

st N-conditionnellement de type positif (en abrégé N-CTP) si, Yg €6 s

jgm gy x - ) 30,
A
Corme ©° = D, on retrouve la définition précédente pour N =0.
Une propriété trés importante est le théordéme suivant.

Théordme. Si S est une distribution N-CTP, elors S(x) = G(.X'ZN)o
I'idée repose sur le fait que, Vo et ped :

¥ v v ¥ b4 « v v

Hoaup) m (a+f) s (a+p) = (a=p) 2(ct-p) + 4(a+i) 4 (a=ip) - 1(ct =i p)a(c+ip).
Rs lors conme 8 egt N-CTP, pour toute g € &, la fonction 8 # g « &' est définie posi-

tive, done en particulier bornée.
A

W'identité précédente montre alors que V¥Yg et h GGH, 8%+ g#h est bornée, car
v v v v @
8+hy g~-h; g+ ih, g-4ih appartient 2 .
Soient alors P e '9}{’ et deux fonctions £ et ged.

A A
% & manifestement P(-s%)f et P(—:—x)g € & ; par définition méme de & o

o (8 & Pz(-.;%-‘)f) #g= 8 » P(-_-aﬁ;)f # P(-%)g, donc est bornée. Ceci est vrai

Vged, donc Veed ot PeP., 8« Pz(-g-)f = Pz(—a—)S*f est bornée. Ceci entraine
N X o0x

Qe toutes les dérivées d'ordre ZN de 8 # £ sont bornées, et par suite

¥ £(x) = O(lxlm)o Une telle relation valable VYfed équiveut par définition d
e) = o(1x /™).
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Remarques. a) I1 résulte du théordme précédent que toute distribution N-CIP est tempérée.
. A
b) 8 8 et T sont tempérées et 8 =T, alors VY ed telle que 6@@
v A 2 S A
. ] v A
on a 1%égalité IS(Q *§) = j 19l ".T. En effet, $ =y, donc
v A v a R ’ ~A ~ 2
S(¢ » ¢) = jT(\f 8 @)= jio(q q) = JT°(? ) = ijl ‘
Définition. Une distribution ¥ sera dite conditionnellement de type positif, ou

en abrégé CTP, s'il existe un N -tel que T soit N-CTP.

Théordme. Les trois énoncés suivants sont équivelents pour N # 0.
i) 8 est une distribution M—conditionnellement de type positif.
N .
1) 8 = (~1) TzN(R)dx +M od Ty © ‘TZN est fortement positif et od M est

(TP ot vérifie M(x) = O(IXIZN)o

iii) 8 = T od T est une distribution N~CP & croissance lente.

i) ==»iii)s 8 est N-CTP, donc, comme on l'a wu, & croissance lente, donc il existe

A v
tne distribution T & croissance lente telle que 8 = T. "L'hypothdse js.(q 2¢) %0
A

le € G'N donne,d'aprés la remarque, JT.WIZ > 0. Donc jl “2,1, » 0 pour toute fonction
A -~ N Pl
f de QN telle que f s GN ; donc pour toute f de & telleque fe@ Or

Vg € G'N, sa transformée de Fourier est dans J puisque GN c dHcY. Par suite,

torme o est dense dans 3’ p Ona jggﬁr >0 Vg eG'N, ce qui exprime bien que T
est N-'CPo

A
1ii) ==1i). Supposons 8 =T od T est N-CP & croissance lente.
}lglz'l‘),d) Ye a@N, done J‘B(if # @)),o Y¢ telle que q; SON, done
A
Vo e GH telle que ti;e,Qo Comme o est dense dans ¥ ; 1'inégalité est ici encore

alable V\p eON, et cecl exprime que 8 est N<CIP,

A
iii) == 1i1). Supposons 8 =T od T est N-CP & croissance lente.

On i 1 = LB ; i °
peut écrire T TZN(-.E)S + U(%)S 4+ Pf djp evec les notations déjd expliquées

% on trensforme par Fourier en faisant entrer le polynSme U dans Pf dy, on trouve t
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S = (~1 )NTZN(x)dx +M avec M= ﬁp.

Mais on sait que f lxlmdp.(x) < 0, et par suite, Yfed, on peut écrire & un
PIER!

polynéme de degré < 2N prés @

AN .
Mw 2(k) = PE(E ) =j{e(g.x) - (& R 2(x) dplx)

en posant e(§ .x) = (aiE T et eZN( g .x) 1le polynSme de Taylor & lfordre 2N-1 de

o(§ .x) & l'origine. Ceci définit en effet une PP de djte

Nous allons utiliser les deux majorations suivantes s
'e(g ox) - e, (B ox)| & %- |g.x|“ (formule de Taylor avec reste)
le( oX) = e, (g x) & K(1+ [Eox |“-1) (paxr exemple par récurrence).
Soit alors un nombre § que nous ferons varier en fonction de & . On peut écrire

My 2(8) g ! | QZN j 1£(x)) IxIZNd (x) + 2Nl li'(x)ldp(x) +
" [k Ixi<$ i xiy &

+ Zl?llglm"i j\ 131 1P au(x).
Ix1»8

Or 2’53 , done leam]f’(x)l dp(x) < @«
8i § —»0,
Mx2(g) = 1g1> o(1) + o) + 1517 o5 7).

Il suffit alors de prendre par exemple § = --i-, qui tend bien vers 0 quand E —> o0,

Vigl
% il reste 3

2N e 12N
Yied , M*2(E) =o(lE1"), done M=o(lEl").
Vautre part TZN(x)dx est évidemment CTP ; et S aussi puisqu'on a vu que iii) était

buivalent & i), donc M est CIP.

ii) ==v1i). Supposons 8 = (-1 )NTm(x)d.x +M ol T € J’ZN' est fortement positif

% M est CIP avec M(x) = o’(lxlzN) a 1tinfini,

Par définition, JK  tel que M soit k= CTP.
N

e
c® " si N1)N2' done N2~C'1‘P===)N1-CTP.

Par suite, si W (N, M est N-CIP, donc 8 aussi puisque TZN 1'est, et le résultat

A
Mais ©

Bt démontré.
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8i Kkp»N;, onpose ¥ =N+ N, et on va montrer que ¥ est glors non seulement
N+ N' - CTP, mais méme N-CTP, Il suffit pour cels do montrer que s4 M est N + 1 < CTP
et M= ‘cr(lxlm), alors M est N-GTP
Soit donc une fonction f @ éq , et posons h #(x) = £(x) = f(x4y). Ona
Jx £(x4y)dx = j(x—y) f(x)dx = Jx f(x)ax pour e &N. Par suite hy € 0N+ et on @
ainsi M 4 hy # hy(O) Y 0. Puisque
v \4 v
b # hy(x) = 2f & £(x) = 22 » £(x<y)

il en résilte que

v v 1 v
Hafso 20 =Mz f(y) =gHa hy»»hy(o) > 0.
A
Or, d'apres le théordme donnant la structure des fonctions de ON, on peut écrire

@
faz: gi) ot par suite
o) =¥ k(awb)

¢p

v
Mefaf=
Iul=lp!=N

Par hypothdse, kg 8 (x) = °(|I.|m)o Nous. allons démontrer que

kid:p)(o) Z k(M'p)(y) y 0 pour chaque y

. ,
od kaﬁ=('1) Magysn éﬁ.

entraine J kﬁ“;”)(ov) % 0, d%d 1'énoncé. Lo raisonnement est asses simple mais difficile
b bcrire. En cas de dimension 1 on &
@ (g) - 1@y 5 0.
e [ (@0 -k i) vz 50
0

%ais cette intégrale vaut
@ (o) ”‘/(mn - [i(x) - Ryylx)

r K™ () (0)™ e/ (0e1)1 = Blx) = k().
Llors k(m)(O) (28)1 {k(x) - 21&-1 (x))/x >0
mig k(x) = O(x ) et kmg:) est un polynfme de degré 2N-1. En faisant x tendre

'ers @ on obtient k(zm(O) % 0c Pour le cas de plusieurs varisbles on considdre
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I(s) = “ {k(u“)(o) x W) (Y))(X*’W)Z’ ay/(2a1)1
0¢ Yy €%

od V= (N, N,oooN)s On trouve que

S K ) g g/ @301 = [{rt) ) o)™ e (@501
0¢ Yi€%y
ot k (y) = Z k( )(O)y“/d' et d¢g V veut dire i é )‘i, i 1,00 ollo
Y =&
Enfin on voit que
(a+8), v -0~
1x) = Tk P (0) 7/ (2)1 - (y) - (7)) ) g/
x Z.ng zjg‘yi\‘xi{ LY p(aq.p.a) } ( a3l

81 1'0on pose x = (X;0..X) ealors
1) = 37 kS0 (0) P/ (am)® - o).

Mosi Mty £(0) =3 ki";”(o) = Um (2022 1(x) % 0.
Ry 00

Pour N =0 41 feut remplecor M(x) = &1) par M(x) — O on moyenne presque-périodique.
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FONCTIONS DEFINIES NEGATIVES. SEMI-GROUPES DE MESURES.

Définition. Une fonction contime 43 B® —p C est dite définde négative si
&

a) y(=x) = ylx] y(0) ¢ B

b) -9 est i—conditionnellement de type positif.

la fonction Yy est dite normalisée si §(0) = 0.

b) équivauth 0) 8 YmeN ongoooy xm G.Bn Vcog 0009 cm &8 C tels que
m

gciao
§§ v(x =x)cc £0,

Hontrons que (a) et (¢) &= (d)

)}1=o,eom

=000l

(d) + Ymae¥ V¥x o °°°9 X a®® 1a matrice { (x )+_(_JT (x -X

est hermitienne positive, i.eo VYo ITLILE -3 Z [\y(x ¥{x ) (x-:lgcij % 0.

ipj=0
m
(a) et (¢) = (d). Prenons dans (c) X, =0 ¢ ‘“"Z o,
i=i

i_i q(xl-x)cc =Eg(v(x =) - 9(x,)- —(—)')c 3 !p(o)lz; | g

190 70 =
la conclusion résulte de ce qus  (0) &R,

(d) = (a)o Prenons dens (d) = = 1 x, =X X, =X +y

1

on obtient Y(x) + GEH) - Y(-y) = Qxey)* 9x) - §y) et pl-y) = g{yve
Prenons m = 0 x = 0 on obtient y(0) = w(0) GB+9

(d) == (c¢) en effet si § c, =0

m
0 711% [?("1‘""‘; )= y(x,)- W]"ic Bi% y(x Ry )

Prenons dans (d) m =9 c°=ﬂ Ry = X c?u-'i

% =0
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on obtient Re y(x) » y(0)
- 8i y est définie négative y(x) = Y(0) 1%est aussi ainsi que Y(x) +k ke '
- si ¢ est définie positive (0) = @(x) = P(x) est définie négative normalisée.
En effet y est contime et hermitienne puisque P l'est, (0) = 0. ¢ agt
l-conditionnellement de type positify donc ~ ¥ est conditionnellement de type positif.
Proposition. 8i Yy vérifie (d) et est continue au point 0 elle est contime partout
Il suffit de faire la démonstration pour ¢(0) =0 car y- y(0) vérifie (d).

Prenons m = § X, =% X =-Yp le déterminant de la matrice est positif

4 Re y(x) Re y(y) 3 |v(x) + %(y) - '45?(x-".>')|2
si y—0  yly) —0 et glxty) - y(x) —> 0.

Exemples. -Une constante réelle positive est une fonction définie négative.

- 81 L est une forme linéaire purement imaginaire sur Bn ¢ L(x) est une fonc-

tion définie négative

- 8i Q@ est une forme quadratique réelle positive sur R" cYest une fonction
définie négative.

Boit ¢ 1la forme polaire de cj el ci = uJ + 1 vj

L, (x, )+Q(x 0z =, )ec =_): 2 g% ) c

1y 1,J ] J

o 1”‘j)°1-°-3 = Q(Zi:7 uixi) + Q(; vixi)ﬂq(z vixi,Z'uij) i?(Zu X, Zv x,)
= Q(Zi: uixi) + Q(; vixi) Y 0.

Ainsi la fonction X wix|® est définie négative.

1

Cde

Rn —’ Ro
Rappels sur les formes hermitiennes.
Lozme 1.~ Une matrice hermitienne positive possdde une racine carrée hermitienne positi

8i A est hermitienne positive ses valeurs propres A .o.?\m sont réelles 30,

1
« /M. 09
A est diagonalisable au moyen dune matrice unitaire Us A =0 (?\\o )U

Owm 0 'Am
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# (YA
la matrice B=U ( 1 ¢ )U répond & la question.
s

Lemme 2.~ Soient (A1 ) et (Bij) des matrices hermitiennes positives cii = AijBiJ"

La matrice (cij) est hermitienne positive.

a— = = A B =C °
1= by By = by ji ji
(B..) possdde une racine carrée hermitienne (b B, E bi.k ik

ij
g TR “Z: j(Z: bik % (b, u, )(bjkuj)] > 0,
Corollaire. 8i (Aij) est hermitieme positive (eA‘ij) 1%est aussi.

‘Théordms (Schbnberg) .~ Pour que ot W(x), (v(0) e E+), soit une fonction définie

Jositive pour chague t € B+ 11 feut et suffit que W soit définie négative.

a) La condition est nécessaire

e-t q}(x) étant une fonction contimue de x, y est contimue.

-t ¢ (x) est définie

by (x) est une fonction définie positive et e.t ¥(0) €1 donc -6

- e_t p(x) 1-6_*" y(x)

Y¥gative donc aussi —— T i —— = w(x)

ot 9(x) e
—— vérifiant (d) i1 en est de méme de .

b) La condition est suffisante
y est définie négative w(0) € E!+, soient xi,.n,xme ®" on doit

lontrer que la matrice {e-t V(xi-xj )} est hermitienne positive.
-t q(xi-xj t [?(xi)-O- thji ‘?(x j)] ~t( ?(x )+ ¥lx ))
=e

la conclusgion résulte du corollaire du lemme 2.
o g

Théordme. S8oit | wune mesure positive telle que L s dp (t) ¢®

= tu
ueC  Flu) =j (1-e " Dap (¢)
Rev ) 0 o
Bi § est définie négative P(p). 1%est aussi.

vt 21 - @-tv est définie néga.tiw done inpooopxm @mn voipOonpcm et
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m o
E{ {?t(x )+ qt(x q)t(xi-x 3 )}0133 Y0 par intégration on obtient la méme inégatitd pour
¥)o

Reste & montrer que ¥( 17) est contimue, montrons que P est contime.

Soient u;ve@ € Reu %0 Rev )0 Rev »Reu
+o0 +
|P(u) - 2(v)| =|5 (@ = e Map(t)| € j ==t 4 4),
0

0
1l suffit de montrer que lim, I'a -8 |d,¢ (t) = 0
U =-=p 0 0
Re u»0

-0 =g+ a(s)) oﬁ o est une fonction contime de z a(0) =0
e ~tu 4 —t

ot 4> 0 j [t = e |ap(t) = j - “l J [1=e™""| au(t) mu\J [+ a(tu)] tay
0 ) +00

+2L aplt

o

la fonction contime (t,‘u)w{‘l-o’ﬁ(tu)l est bornée sur le compact
{lul ¢1, Bou 0} x {064t )
Mojul g1 Reu) 0 il existe A(t)) %0 tel que V¥ia [0, to] |1 +a(tu)| ¢ A(to).

+c0 4 to 40
lors si |u} ¢1 J 1= |dj(t) § A(to)lul J t dp(t) + 2 j dp (t).
(] - o 1
it §90 4l existe t, tel que L au(t) ¢ % car L dp (t) <@, prenons t,

ai‘nﬂ i, Y

& +00
lors  fu| ¢ inf(1 , : ) = J |1=e Idp(t)
(Y o
2A(¢ ) j tdp ()
' [
Remarque. la fonction ¥ est indéfiniment dérivable pour u &Reu > 0 et 1l'on a

pr.iid -
P(“) ), 0 Y (u) b 0 W(U) \( 0 coo p( )(u) s 0, F(x 1)(\1) >/ Ocooo
Une telle fonction est dite compldtement monotone. Un probldme se pose .3 leur sujet s
o ™ tau(t)

Peuvent—elles se mettre sous la forme jo (1me )dp(t) K0 Jo T (™ ?

Réponse 8 oui. Voir G. Choquet, Theory of capacities, Annales de 1°'Institut Fourier 3
(1933) p. 131293, surtout § 43.2 (N.B, Traduire "compldtement monotone™ ici par"alternating
'f order ©® " et non par "completely monotone™ comme 1°emploie Choquet.

Exomples. 8oit dp(t) = 4+P7at  pe@
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+00

j 1—% dp,(t) < o sl et seulement si 0 <f <1, La fonction correspondante est
0

00 400
Pu) = J’ (e~ ™)t 0t < ub j (1 - e Nx P lax. Par suite st ¥ est définie

o 0.
négative et si 0 < B 1 195 est définie négative. Ainsi 'x’zﬂ 0<pgt est
définie négative, si B> 1 '”2# n'est pes définie négative car |:!n2'S n'est pas
81x1%) st 1xl—s+ 0.

e—t +00 4 +60 e—t
Prenons dp(t) = dt L P du(t) = Jo i dt <

WO ta & 1
Fu) = S (1 ) 2 I si Reud>0 Fi(u) = T F(0) =0 donc P(u) = Log(i+u).
0

la fonction Log(i+u) opdre donc sur les fonctions définies négatives.

Fonctions définies négatives et semi-groupes de mesures.

Soit y une fonction d4finie négative, si > 0 e—t? est une fonction définie

Positive, c'est la transformée de Fourier d'une mesure positive

.:t == e-t‘? Jdp.t = e_t V(O)\< 1 car V(O) > 0,
RS el —(‘H'S)W ~
T o B * W™ P P™° = Pris

la famille (p t) 45 0 forme un semi-groupe de mesures.

- a _t?(g) J A .
Boit £ &C_ Jf(x)dp,ﬂ(x) jf(E)e dg —> f(g)di(gi t—0
Par suite By — vaguement si t+ — 0,

Réciproquement soit (pt) g0 W semi groupe de mesures tel que Vt %0 Vs » 0

utﬂ =Py * By ¥¢ »0 sdp% 1 st t+t —0 |.0.t — & vaguement .
A » & A .
On a By B = g et p%(x) —p1 8l ¢t —»0 car W, — § vaguement si
A =ty (x) . . nd
t —3 0. On en déduit que pt(x) =0 et 1y est définie négative d'aprds un

théordme précédent.
I1 y & donc correspondance biunivoque entre les fonctions définies négatives et les
semi-groupes de mesures de mease .

11 y a correspondance biunivoque entre les fonctions définies négatives normalisées et

les semi-groupes de probsbilités.
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Théordme de convergence de mesures.~ Soit {F'n}netN une suite de mesures bornées %0

?n = ﬁn est une fonction définie positive pour cheque n.

Théordme.~ 8i ¥x 1lim (fn(x) = §(x) et si la convergence est uniforme sur un
n = oo

voisinage de 0 11 existe une mesure positive p telle que F'n ~—p p+ vaguement.

8i Vn i, est une probabilité, W est une probabilité.

I1 résulte des hypothdses que ¢ est contime dens un voisinage de l'origine
‘fn(O) - lpn(x) vérifiant la condition (d) il en est de méme de ¢(0) = §(x) qui est dome
une fonction définie négative et ¢(x) est définie positive. Il existe donc une mesure p
positive bornée telle que Itn ¢ et V£ e§ on a8
sf(x)dp.n(x) = I?(g)yﬂ(g)d; —-y}?(g)?(g)dgr- jf(x)dp.(x) si 0 —p 400
cela résulte du théordme de la convergence dominée car Mn(g)‘s?n(o) et la suite
{@n(o)}n «N ust bornée car elle est convergence. ﬁ étant dense dans 1'ensemble Co
des fonctions continues mulles & 1%infini muni de la topologie de la convergence uniforme

le théordme résulte du &

Lomme.~ Soient (Pn)n oy des mesures positives telles que g VYol il 1
A
et telles que lim jf dP’n — jf dan. pour toute fonction ? &€ § sous ensemble dense

n — 00
dens Co pour la topologie de la convergence uniforme, alors B, —H® vaguement o

A
Boit feC goit £ ed lim [z -2fl=0
P P —p @

If dp - Jf . = ﬁ(f‘fp”“&"d*‘n) + jfp(d‘m-dph)
l!f dp - jf dp.nl 4muf-fpu+ |[fpdia-jfpdp.n|o A
Btant domné €%0 3p Mz~ pr S% choisissons p ainsi comme £ € P
» &
|prd|l.—-9 jfp dpnl —>0 si n~—p+c0o done 3N V¥n )N ljfpdp—jfpdpnlg =
alors lgf ap = jf dgl.nl £¢e
coume t?n(O) —p ¢(0) iim |l Iy = I il

n =p 400
81 Va l, ©stune probabilité, |  est une probabilité.
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L'hypothtse assurant la contimité de ¢ est nécessaire comme le momtre 1'exemple

Suivant

n
prenons . ainsi p.n(f) S%i,,( £(x)ax.
-n

n ) )
oma ¢ (5)= %] e$%ix = ""‘;;5
-J
lim (;) = 0 si E#£0 cependant b —> 0 vaguement.
n-p-&oo 1t si g=0

LAPLACTENS GENERALISES
Définition. On dit qu'une distribution D est un laplacien généralisé si J fD O
pour toute fonction £ &P o,ttaignant. son maximum en O.
D est up laplacien généralisé =D » £(x) € 0 Vfed £ maximm en x.

Exemples.~ D = -a-:#— ) , A (laplacién ordinaire).
=, |

ggrrmle de Levy-Khintchine.- Soit 1y une fonction définie négative, elle peut se
nettre sous la forme Y(§) = Q(k) -:iLu(E) +7p +I {1-3.‘;:: u(;) - eigx}dp(x)
ot @ est un polynSme homogéne du sécond degré fortement positif, l\' eat une farme
linéaire réelle, u une fonction réelle de & telle que u(0) =1, 5-:-‘-‘:(0) =0
P une constante poéitivve et | une mesure positive sur R: telle que

J |x|2dy. <o dp(x) < oo

Ix g1 / juxl 1
la fonction = Y est 1-condiﬁonnellement de type positif done =~y = D

® D est une distribution 1-conditiomellement positive, par suite
b= Q(&-)S + L(:)8 - p6 + Pe(dp)
% @ est un polyn8me homogine du second degré fortement positif

L est une forme lindairs

P une coxistan‘be

dj une mesure positive sur Rﬁ telle que j Gx[adp(x) < o
1xy &1
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D peut se mettre sous la forme D= D‘ + dpa ol 1)1

A
de O, dpz est uns mesure positive & support dans R::‘ Dxwy = 51 + Fz

est & support compact vaisinage

A
D1 étent b support compact, D1 est une fonction contimue done ﬁz est une fonction

continmue done dp.z est une mesure bornée ot J dp.(x) < 400,

ixty
On peut éerire

ff D= Q(%)f(o) + Lu(s?i).f(o) - p£(0) + J{f(x) ~ £(0) - Z:: X, f;a(O)u(x)}dP(x)

ol 1e facteur de convergence u est choisi ainsi & u G@m- u(0) =1 Ya ab_;\_l(o) = 0,

la quantité sous le sigme J est 0(|x02) si 1xt—>0 done 1tintégrale converg:‘..laa

forme Lu dépend du facteur de convergence u. On a Y(E) = (%) - iL“(E) -Pp+f(1-igx u(x)
-eigx)dy(x)

¥ possédant le symétrie hermitienne, ]Lu est une forme lindaire rdelle. u(x) est une

fonetion réelle. (0) =p doms p »0.

Montrons que D est un laplacien généralisé.

Soit fed une fonction atteignant son maximum en 0. Toutes ses dérivées premidres
tont mulles & 1'origine, toutes ses dérivées secondes son‘t‘ négatives, car f est concave
dans un voisinage de 1l'origine, de plus £{0) % 0. Tous les termes de Jf D sont négatifs
done jf D 0.

Béciproquement tout leplacien généraliséd est de cette forme.

Soit D wun laplacien généralisé.

Boit P wun polyndme ﬁomogéne du premier degré. g G.9+ -OPlzg cd et atteint
son maximum en O donc jwll’!ag D L0 et la distribution BPlZD est positive, D est
sne  f-conditionnellement positive et 1'on peut écrire
j'f D= Q(%)f(o) + L(%)f(o) ~-p £(0) + I{i’(x) - 2(0)v(x) - 2? X, f;(— (O)u(x)}dy.(x)

" v et u sont des facteurs de convergence appropriés (u(O-)T =v(0) =1 u,v réels
=00 - =) = 0). +

Soit foe aD+ telle que 0 \\'fo(x) < fo(O) =1 wsupp £, c {le 'S 1} fed

npp £ € ixt > 1)@= sup £(x)
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J(m fo +£)D 0 car m fo 4+ £ atteint son maximum d 1'origine et J-f dp= Jﬂ) < »-jmf D
par conséquent }L({lxa > 1}) $ = Sfo D et le fecteur de convergence V est imutils.
8i 1%on approche 1 par des fonctions de P atteignant leur maximum au point O
on obtient p 3 0.
Si 1'on prend pour £ une fonction réelle, on voit que la forme L doit &tre réelle.
Ainsi les fonctions définies négatives et les laplaciens généralisés se correspondent

bijectivement.

A -
8i gy est définie négatlvg,, { }t %0 avec P, =@ il est un semi-groupe sous-

v
Moylen e; 3) =-9= lim im D= -iP pon a formellement P, = ew
t dt t
t—0 t=0
D est le générateur infinitésimel du semi-groupe Pto
Exemple .~ Prenons pour D 1le laplacien ordinaire
_x
etA = L e # ax
(2t )
2
-5
en effet V(x) = |xnz et 9-'4( -t(x) ) = : 5 © #
(2nt'")
Prenons en dimension 1 D = -‘1
d d

& ax, | -~ ¢
P, =e jfl’t-—-re f(x)ix=0=§T=f(t)o

n obtient le semi-groupe des translations d droite.
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APPLICATIONS.- Soit 1w une fonction définie négative réelle. Ona vu que (0) » 0

it w(x) »0) ¥=x.En appliquant ls formule de Lévy-Ehintchine réduite & se partie réelle,
m trouve 3
¥(g)=0(E) +p+ j (1 = cos & x)ap(x)
W 0 est un polynfme quadratique, p une constante positive, et } une mesure vérifiant
r 2
Ix|

— du(x) < 0, c'est & dire que axlzdp.(x) est sommable au voisinage de 0 et
14 x|

%(x) eu voisinage de 1°infini.

Choisissons les coordonnées de manidre que 0(8) = Z ci gio On peut alors écrire, £

#ant donnée
j|3<;>|2 w(pag = J 5 |c,,-§,,?(;)|*ag+pjﬁ(e)l“wajui’(g) sin B2 ap(x)ag

tn remplagant § - cos §x par 2sin2 %er
Mais £(E) e "= 2(y - "')y donc, si 1%on pose 2% 02 BB la formule de Plancherel
a

ippliquée aux trois termes du second membre donne :

= [ 1B s - 77 (1o “ax + 5[ 12l e + 3 2ty + ) - 265 - ) ey
) a

% cette expression est finie et si est intégrable, alors ; e I.1 car, d%aprés la

L.
2 ! 2 d
A. a " b
tormle de Schwarts, (J;f(g)ldg) \<J|f(-§)| y(E)a g jﬂé
kemarquons d'silleurs que si n » 1, c¢e résultat n'a aucun intérét car % n'est jamais
tormable, puisque Y= 9“3('2)0 Mais 1%expression, mise sous cette forme, a un autre
tvantege 8 elle se préte & l'application des contractions normales. On sait que g est

tite contraction normale de £ siy Vx,y ona

la(x)l ¢ |2(z)] et |g(x)-g(y)] € {&(x)-£(y)l.
hr conséquent si jlf\ Ydg est finie, jlglty dE 1%est eussi pour toute contraction
tormale de f. Beurling a einsi montré que si Lz(\'}) est 1'ensemble des fonctions h telles

Que thl2 ydx <o, les contractions normales opéraient sur & La(v).
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{¥IHESE SPECTRALE.
Introduction. Soient deux espaces (O et B tels que
'mcq-%c@" ot dcact
R appelant ’mé 1*espace des mesures & support compect.
Etant données une distribution T € B b support dans un compact K, et une fonction
QL  mille sur K, on cherche si jfT =0, 81 T est positive, c'est une mesure &

Rpport dans K et on a bien Jf? = 0, Le probldme revient donc & chercher si B &)

% total dans B(K), en notant R(K) 1'ensemble des éléments de B u support dans K.

Soient donc (L un espace hilbertien, B son dual. On a les deux isomorphismes

E: 3— Q tel que <8,7) = I(E_l’)s
D: A— B tel que {f,g> = -Jf Dg
R s'appelle le laplacien de f£; ET stappelle le potentiel de T,
Balayage. L'ensemble B(K) = {T*eﬁ 3§ Supypf C Kj, pour K compact, est un sous-espace
Tmé d'un Hilbert 3 on sait quon a dans ces conditions une projection sur B(X).

la projection T de T sur B(K) s*appelle balayé de T.

Théordme. Si le balayé d’une mesure positive est encore positif, alors il y & synthise
fretrale

En effet, soit S8€ B(E) telque <8 ,Q) =0 VY0e £+(K). I1 faut en déduire que
*0, ce qui montrers bien que $+(K) est total dans B(K).
or ¥Te .‘B+, T, € $+0K) puisque par hypothdse le balayé d'une mesure positive est
Ritit, Done VTe $+, <8, T = 0. Mais par définition méme du balayé,
ByTK) =8 ;, T) car Be B(K)» Donc, VYTe £+, {8 ,T) =0, Mais B est
%4l dans 1'espace entier, done § =0, OC.Q.F.D.
On & donc ici une condition suffisante pour que la synthdse spectrale soit possible.

kut elors cherche dens quelles hypothdses cette condition est réalisée. Nous allons pour
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tela introduire une nouvelle notion.

Définition. Un élément f ¢ (L sere dit surharmonique si son image Df dans B est

tne distribution négative.

Hypothbse H. Nous allons supposer maintenant que la borne inférieure de deux éléments

fturharmoniques est encore surharmonique. Alors 8

Théordme. Moyennant 1'hypothdse H, le balayé d*une mesure positive est encore une
%sure positive.-
Donc 1*hypothdse H entresinera le synthdse spectrale.
Pour la démonstration, nous allons supposer de plus que & est dense dans (L et que
les é1éments de o sont des .multiplicateurs pour CL.
Notons, pour T € 8%,
T, = projection de T sur B(K)
T; = projection de T sur 3+(K).
La démonstration ve consister & montrer que .= T: § comme T: est positive, ceci

tntrera bien que le balayé ¥ d%une mesure positive T est encore positif.

Nous allons montrer cela en trois étapes.

\) Le potentiel de 1‘: est partout inférieur b celui de T, et il y a égalité sur K.
kmarquons d'abord que DoE = -id;, donc le potentiel d'une mesure positive & un
laplacien égal 2 1%opposé de cette mesure, et par suité ce potentiel est surharmonique.
Posons alors u = inf(EF , E’l‘;). D%aprds 1'hypothdse H, u est surharmonique s il
niste U € B tel que u=kKl., Or ¥YQe .'B+(k)9 T , 0> (T; o 0 par la propriété
# _

3
fondamentale de la projection, donc EF § E‘TK sur K. Par suite, BU SET, partout,

# 1
% B0 = Ef sur K. Sur le support de Tw on g ET = M‘K puisque, toujours d'aprds les

# % @ #

iopriétés de la projection, T , 7)) = STy s Tk ot EL G Ef, sur K.
# %

®s lors (U,U)\<<U,TK) cer BU Ry

1
(‘i';g T;) a {U, 'i';) cer B0 = Ff w @‘K gur le support de

T*
K°
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* 2 8 & 3 )
Donc €U - TK y U = ?%) = {U,0) 4--(?%,'?@ -2 (U,T%) £0; donc = 0, et par suite
#* %
U= Tyer dod 11 résulte bien HK{ BT

%
D'autre part on & vu que BJ = Ef sur K, donc KT = BT, sur K.

b) Nous allons montrer & présent que si f € @ est mulle sur un voisinage de K et
8 e B(K), alors st = 0.

Or o est dense dans Cl, donc 3 une suite ?nsq@ qui tend vers f dans @. Soit
une fonction y§ de D, égale & 1 sur un voisinage de K et mlle aux points od £ est
£0 ¢ existe car f est mulle sur un voisinage de K. Ia suite '«?n -9 9

tonverge vers f car les éléments de d sont des multiplicateurs pour QL.

Hais an(ﬂ - §)S =0 car les ?n“ -~ Y) sont muls dans un voisinage du support de §.

tn fait alors tendre n vers 1%infini, et & le limite on a bien S‘fs = 0,

t) Soit alors une suite déeroissante de voisinages compacts Kn de K tels que Kn goit
Yoisinage de K 1 et posons 'En @ T;:no D'aprds une propriété des projections sur une suit:
lécroissante de fermés d'intersection non vids, T s projection de T sur 33+(Kn), tend
vers T;, projection de T sur (k) = N §3+(Kn). Or on a bien sr El'n =El sur K,
{'aprés la premidre partie. Si S e ﬂ(K),n <8, T—Tn) = I(E‘i‘ - ETn)B =0 puisque
0. E’I‘n est mul sur Kn voisinage de K 3 il suffit d'appliquer le résultat de la seconde
fartie de la démonstration.

Donc V8e B(K), ¢8,%) = (8,1T), donchlalinite YSe B(x),
(8,1) =<8, 1.

Ceci est une propriété caractéristique de la projection sur le sous—espace B(k).

%
ar suite TK = TK’ et le balayé ?b( de la mesure positive T est positif.

BPLICATION. Soit vy une fonction définie négative réelle telle que Jﬁ% ¢ %0,

& pose



o 3.14,
A
$=freoll [°Z <o
a g
Q={2a€]| Jﬁflqdn < @)
le sont bien des espaces de Hilbert endislitéd.
A a A
e Df=-fy, donc D=y
A

El =~ T,
Y

On montre que § est dense dens Ol et est multiplicateur. Vérifior: 1'hypothdse H.

bit le semi-groupe sous-markovien Pt = Owe On va montrer que

£ sur harmonique ¢=p ¥x, £(x)) j'f(x-'y)Pt(y)o
Uhypothtse B se déduira alors de la relation évidente s
inf(J f?t,jg P)y J (inf £,g)P, 0
Posons done ft(x) = I f(x—y)Pt(y)o On &

d d <D ;
T ft(x) =g ° f=D ft = J(M)Pt § 0 car £ est surharmonique.

%ac on & bien ft(x) < fo(x), soit

£(x)) jf(x-y')l’t(y)-
¥eiproguement, supposons f = ewf » 0, Il suffit de diviser par + et de faire tendre +
vrs 0, d'od ~Df ) 0 et £ est surharmonique. On & donc bien la synthdse spectrale.

a a
£ =0 pur le support de T == jT(x—y)f(y)dy =0,

lotons que 1*hypothdse f % { o éteit fondamentale, car sinonm B ne contient plus les

tsures A support compact et 87 peut &ire vide, par exemple 51 K est réduit & un

int,



CHAPITRE IV

DISTRIBUTIONS INVARIANTES PAR ROTATION

Considérons 1'application
Q(Rn) — eD(R+) o B = [0 g +oo[ et 9(R+) = espace des fonctions &

support compact et indéfiniment dérivables dans ]0 ’ +oo[ j possédant en outre une infinité
de dérivées " droite” en 0 3 définie par £ —p jf @ 0g§s <o
w, est la mesure uniforme de masse totale { sur la sphire de rayon Vas.

Théoréme 1.- Lapplication £ —p Jf w ~est une surjection continue de DR sur
().

Démonstration. 81 @& d (ER+) on pose f(x) = ?(‘% llxllz) alors ‘(f w = ¢(s)
avee £ e H®"). la contimité se déduit du fait que 1l'on intdgre sur un-compact.

Remarque.~ La construction explicite d'une f dont ¢ est 1'image prouve méme
qu'étant donné un compact K de B+ il lui correspond un compact K' de Rn tel que
l'application £ — Jf w_ soit une surjection de ch,(Rn) sur QX(R"'). Se souvenant

alors de ce que la topologie de @(Bn) est la topologle limite inductive des topologies

des 'DK' ®") et de méme pour ,D(B+) . on en déduit que 1'application £ —b J fw est
ouverte.
fin de la démonstration. Pour prouver la continuité de l'application ¢£ ——Mq(s) = Jf W,
nous allons montrer que les dérivées d'ordre inférieur ou égal 8 N de tf(s) sont
dominées par les bornes des dérivées d'ordre inférieur ou égal & 2N de f,

On se donne VY & 9 (R+) identique & {1 dans un voisinage de l'origine ; et on pose

£ = fZN\p +g ol ge GzN et fZN est le début du développement de Faylor de £

n

d {1 _ 2
. E'Ejg‘”s“jié'(ng)“’a - B‘E o
2 x, dx, =ds et = %, = b, Donc les dérivées d'ordre inférieur ou égal & N de
- i i 98 1 28

. En effet leli2 =28 et

Jg Wy sont milles & 1'origine.
Ifmv. w, = P(s)o y(s) od P est un polynbme de degré inférieur & N en s, Les

opérations £ — £V et fmv — P(8) y(s) sont contimes j d'ol les dérivées



o 462 o
d'ordre inférieur qu égal & 2N do £ dominent donc les dériwées d'ordre inférieur ou

égal 3 N de P(s) Y(s)o X1 en est de mbme pour g ot so transformbe.

Mnsi H@®) - DE®)/
"7 (o)

' o 4
d (&+) —_— [n '1(0)] o Nous sommes amenés & rechercher le noysu de cette transformation

2, 9(®") passent sux distributions

Ns P —) If wso
Préliminaire s Etude pour mn = 2,

2K 0
f—-»j ¢V, 0 o

)
9
on pourrait songer & poser £ = %g ol g= j 2(V2s ; ©)d0 mais il n'est pas vrei en
0
fénéral que g provienne d'une fonction de (x,‘ " xz). Supposons que f e ! (0) s
2R
l f(x cos ® + x_sin 8, -x_sin @ + x_cos 8)d@ = 0
2 1 2
o §xi =V2s a
# _
Posons 8 (x,e) = jo ,f(xicos?uzainq, -x1sin0f+xzcos|f )dlf
8 -1 -1 .
soms x =8 .x (8 rotation d'angle (-8).)
] * d da
£(x") =T§53 (x 4 8) =-5%j g (x*%, 0-«)5;(=3%s(x » 8o
o
: =0 il exi 2 =38 _x 38 _ 38
Donc si “fws =0 il existe ge HM@") tel que £ = % = x‘!bxz x, ax‘o

Remarque.- On utilise surtout le feit que le cercle est un groupe possédant une mesure
lavariante par translation.

@Généralisation 8

Nous remplacerons le cercle (groupe des complexes de module 1) par le groupe SO(n)
les matrices orthogonsles de déterminant <41, Rappelons que toute matrice de 80(n)
Usez proche de l'unité est une 98 ol 8 est antisymétrique. On le retrouve en partant
b 0,70 =, d0.70 +©.4°0 =0 soit © &tant prochede I d0+ (d0) =0 et on

Wut écrire O sous la forme O > I 4+ 8

1 A‘z 060060000 x1n

!
---....-_.>I
[ V)
4
D

i
>
8
»

in n-1,n
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Donc 8i £ ex (0), f£(x ) en tant que fonction des A est ‘d'intégrale nulle, donc

c'est une divergence f = Waij gijo

1¢€i,j¢n
8
dx dx
ais O8(x0)| =08 | 4% 2 L. et
%0 ox 0% o6l . a"zﬁeax
o,
b 3g o8 o8
-—-—g:E_, = R, s oen X s—
A bTi'J' 1%, ~ 7§ bx,

= - h 000so0
S PR

car x9
1
8 _ |
xz = A12](1 + X2 Y XXX

Donc si £ wérifie jfws =0 alors f est une divergence, et nous conduit & énoncer
le théoréme suivant 3
Théordme 2.- Une condition nécessaire et suffisante pour que £ appartenant & H@E")

vérifie If @, = 0 est que f s'exprime sous la forme

P =

L. .g

$n

o g appartient 2 HE").
Avant de démontrer ce théordme donnons-en deux corollaires ¢
Corollaire 1.~ Le noyau de £ —s J £ W est 1'ensemble des divergences généralisées.
Corollaire 2.= T —p msoT est un isomorphisme de 9 (R+) sur 1'ensemble
{s e '®") s L,8=0 V1\<1<j<<n}.,
En effet J(Lijg),s =0= -Jg(LijS) =0,
Démonstration du théoréme 2. Nous allons rappeler le
Théordme A.- Pour que f& D (R") s'exprime sous la forme £ = F:.‘ ;—:—i— ol g ed @®")
i1 faut et il suffit que .[ £(x)dx = 0. i
Corollaire.~ 8 D est un pavé D = ix g I:ti - xil < &i et supp £ CD alors on

peut choisir les 8y Yels que  supp 8 €D
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Si f dépend ¢® de certains paramétres alors on peut choisir des 8, fonctions 0F
de ces paramdtres.
Théordme B.- Soit G une variété C™ comnexe & m dimensions, soit X un espace
localement compact qu; on note o@&k((} o X) les formes différentiélles de degré k
sur G dont les coefficients sont des éléments de H(@ x X). Pour que vedHO m(G o X)

8'exprime comme w=dv, v e.p@m-‘n (6 y X) il faut et suffit que j.w =0,
G

Par exemple @ = S0(n) X = Bn, si 8 80(n) 8-1 «d® est une forme différentielle
qui se décompose sur la base (9""1(16)iJ (L < j) de formes différentielles.

Démonstration du théordme Bo— Soit ‘€ 1'ensemble des ouverts connexes U de G od
1'énoncé est valable pour tout w dont le support est contenu dans U. Chaque rectangle
appartient 3 ‘& d'aprés le théordme A. D'autre part & est inductif, les ouverts U
étant rangés par inclusion. Donc d'aprds Zorn ¢ possdde des éléments meximauxe Soit H
un élément maximal de ‘ﬁ, nous allons montrer qu'il est fermé non vide.

Supposons H non fermé, il existe alors D rectangle tel que D £H et
DNH£P 5 soit w e,fg.n,m(ﬂ s X);, suppw €D UH et j w = 0, On introduit alors
yea H(D) Y=1 au voisinage de suppw ND N [:K et ze,gp,m(l)) jz:h
On introduit aussi Y& D (X) A support compact et Y =1 sur le support de w dans X.
On pose v, = gv -y (jtgw)z

vy = (=g - "‘f (1- @)w)s
¥, @ son support dans D et j;) V1 =0
¥ dens H in v, = 0
par hypothése v, = dv:l et w=adv,

Théoréme Co.— On suppose de plus que G est un groupe de Lie. Soit A1ooo Am une
base pour les générateurs infinitésimaux 3 gauche de G. Alors une condition nécessaire

et suffisante pour que £ & & (G x X) s'exprime sous la forme ¢ = Z ‘Ad 8y ©5t que

J?il (d8) = 0 oh 'il est lo mesure de Eaar invariente 3 geuche sur @G.
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Démonstration. On applique le théordme Bd w = f. | alorsa v = dv et on posg
g‘ SV(Az 800 Am)

82 = —V(A1 A} oocﬁm)

==(-1) v(ﬁ. oo ﬁ.)

a-1 d+1 eee

Remarque. L'existence d%un champ de vecteurs non muls sur un groupe dg Lie est
essentiel.

Théortme Do~ Soit @ un groupe de Lie compact qui opére ¢® sur un espace ¢® loce
lement compact X. Soit 'L1 000 Lm les opérateurs de dérivation sur X indunits par
fla o.ehmo Pour que fe H(X) sYexprime sous la forme £ = ELO‘ 8x O gq € B (X)
i1 fuat et §} puffit que j@ f(xe) 'il(d@) =0 pour tout x g X.

Définition de 1%opérateur induit s

Lo 2(x) = A 2"

Exemple & & 80(n)

“31 B{v j=t {=2
? e LI R
Ayp = %, b 1torigine 08, , 0 sinon
f(e'l) }: ") af
...-_ X) =
69 _W_ leta
of of
ag f(@ )ﬂx‘ig-—ngx—o

12 2
Démonstration. On applique le théordme C.

1

On pose £#(@ , x) = f(xe) Jf*(@,x)‘ll(de) =0 donc £#(8,x) =) A, g o8r%)
od chaque Ea e H (G xX)
£4(0,x) = J f‘*(qJO,x‘?’)‘r‘(dq) avec j ql(dq) =1 en effet
| G G
o s jG f*(q-1,(x@)v')wl(dv) od \gn@bﬂq et f"‘(vmn,(xe)'P ) éf (xe)-
On & aussi utilisé 1'invariance par translation de la mesure 11((19-% ) = 'r((d? ) pour

8 fixeo Domc f£#(8,x) = Jﬁf*(q"@, x?)q((dq)
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-
(8 ,x) = LZ A(z 8 8, (¢ o, x¥)q(ay)
A(@"G)
o

tais Au est un opérateur invariant par translation & gauche - J\(:) sodt

Mo, x) = sz A(:) g (¢, Mm@y

lomme 1fintégration est prise sur un compact on échange les sommations

e ,x) =) Aff) je g, (¢ e, ) mag) =37 Aie)g’; (8 , x)
‘Nsons 8, (x) = o (Ideyx) on e g‘& (8, %) =gg (x®) ce qui est légitime car
R‘('f_ie 9 %) = g*(® ;, x). Donc f(xg) =E Aff) 8 (xe) et

£(z) =3 A(:)g“ () =) L, gy (x)e

8=Id



CHAPITRE V

Transformation de Hankel

i1, Intégrale de Riemann-Liouville.

Définition. q étant un entier positif ou mul, 5(q) désigne la dérivée ¢-idme de la

esure de Dirac & l'origine. Pour g 1réel et différent de tout entier positif ou mul,
m définit la distribution 6(‘1) de §' (R") par la relation
(q) ® —q-1 ds
® Jeut = | e - g0 g
W 1'on & posé, pour £ € ‘;f(R+) 3

Q = partie entidre de q 3

f(s)=29:f(k)(o) s 88 0»0; £ =0 si Q<O
9 oy il 2
[ve)

est la distribution de Heaviside définie par s Jfé("” = j £(s)ds.
Q

Ar exemple, O (1)

Lomme§, Yq & R a% 5(q) = 8(q+1)°
Démonstration. I1 suffit de wérifier

8) que cette relation est vraie quand q et gq+i ne sont pas des entiers positifs i

a ((q) Y I -1 ds
Ifa—ssq =‘-Jf (8)6q =—jo —[f(s) (S)]S-q mo

hit en intégrant par parties

a (a) (™ a(s™?
wfa_88q= ; [f(s)-f ]-W-

3

U 2 4
f-d?sq = [‘f(S)-fQ‘Pu(B)]s-q T(—_::_"-’

b) que ad; 6(-1) = 8.

<+®
Or Jf ad; §(=1) =-J go 1) =-I £'(s)ds = £(0).

]

Théoréme 1. L'application q — 8(‘1) est dérivable.

Démonstration. D'eprds le théordme de Banach-Steinhaus, il suffit de montrer que



te S (R+) la fonction rumérique q — Jf 6(q) est dérivable.
8) B4 q n'est pas un entier positif, on peut dériver (I) sous le signe somme
b) Dérivabilité de 6(q) en ¢ =N, N entier positif,
Soit w une fonction & variation bornée sur [0 m{ telle que w(0) =1,
‘ |(1 -w(s)l-— <+ o} j |w(s)|— L4 o
<+
De ces hypothdses résulte que 1°intégrale j log 8 dw(s) existe.
400
° 6(N+) c

Posons e¢{vw) = J log s dv(s). On définit
0

3 '(R+) par la relation

0 8™ L oe™o) - J (o) - 2,61 - P00} ™ 0

0
Une intégyation par parties monfre que 6(}”)

ne dépend pas du choix de la fonction
satisfaisant aux hypothdtses ci-dessus. Nous choisirons désormais la fonction w définie
B ow(s) =1 sf s g1 wise) =0 si s>1.
d (q)} (8+)
Lemme 2, { =~ § =8,
{dq Q=N

Quand q tend vers N, T['(=q) tend vers 1'infini. D'aprds la formule des compléments

on & 8

rx)r@ -x) =

[(% €) =(—;})T +0(1)

'I'x

d'ol 1 = (-‘3)1‘M Nie 4+ of ez)
T ¢)

ﬂ)N % {j f 6(N+€) —J f 6(N)} eat donec équivalent b

- f(N)(O) j:m{f(s) - fm,(s)}a-M-vda

& ¢ tendant vers zéro par valeurs positives.

On a, done

(-1) “f e _ J”(m}"' +®0) j 1

-c-id - XNl{f(s) - f (s)} N_€-1

1
©

N} ~N-
- L{N! [f(s) - fN—‘i(s)]- 1‘“’(0)3 }s e:““ds

tecond membre est bien égal 3
- J {91 (0) = £ (o] - £F0) oo o) -8
0
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Ws) étant 1la fonction choisie précédemment. On a donc bien

1im l(Jf 6(N+E) _3f 5(N))= st(m-)c

t—0 ¢
e >0

b démontre de méme qu'il y a une dérivée & gauche égale & Ef 5(N+), par un calcul analogu:

(N) 1
W remplacant ———g——f © par f(N)(O)j 46,

+00 ]

Lemme 3. S e“As S(Q)(s) = A% pour ReA > 0. (détermination réelle pour ) réel)
0

Démonstration. C'est évident pour q < O d%aprds la définition de la fonction [ ; le

Ropriété pour q Y% O en résulte par intégration par parties en appliquant le lemme §.
Définition. Pour q réel , on pose
- 0)%(e) = [ £(ow) 50 ca)
)Y ost une application de ﬂ(R.o') dans lui-méme.
Théordme. ¥q, (- b)q définit un antomorphisme de '3(R+) 3
a,r (- )%= 37 = (- YT,
Démonstration. a) Pour N entier positif, on a

(- B)Nf(s) = (-1 )N f(N)(s) 8 (= B)N est bien contimie. D'autre part

q O (4-s) ey
Mroq< 0, (-3)*£(s)= ‘I . £(%) m)-—éce qui définit encore une application

Cutimie de 5(R+) dans lui-m8me. DPaprés le lemme ¥, pour N entier positif, q quelcon-
Ro(-3)% = (- B)N(- a)q-’N, ce qui montre que (- 3)% est ¥q une application continue
] 3(R+) dans lui-méme.

b) Démonstration de 1'identité (= 3)%(- 3)T = (-B)QH, ces applications étant continues
d'grds a), 11 suffit de vérifier leur égalité sur une famille totale de fonctions de :?(n*’).

Lemme 4. Les fonctions e‘-AE avec Re A > 0 constituent une famille totale dans
"),

Démonstration.du lemme. Soit T e ‘3'(R+) telle que Je_ks'r(s) =0 YA tel que

Aok + iny, &>0. Onaalors
J o-i“lse.gs'f(s) =0 Vr{ soit F (e EsjT(s)) =0

h e"E"T(s) =0 et enfin F=0
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(autrement dit, la transformation de Laplace dans g (R+) est injective),

En vertu du lemme 2, (- b)qfks a A% e-ks done (- 3)%(-3)Te” LI (= 3)‘1%:';2‘g =
A eﬂks et d'aprés le lemme 3 (- 3)3(=?)F = (- )7,

En particulier (= 3)¥(=3)%= (- 3)s= id, ce qui achdve la démonstration.

Définition. On appelle s 1%application de <§! (R+) dans "S'(B+) transposée de
(- veed 5 TS j(-b)qf T = jf o

8i q estun entier positi?, Yfe¥ , onas (- ds = 2%(f ds).

Corollaire. 3% st un sutomorphisme de 3 ¥( R+) s Yq,r aqﬂ = 3.

Application. Cherchons les distributions S € 3¢ que g—: =PT €§*). Elles sont

lonnées par 8 = 3-1 T4+c dse
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2. 1a fonction de Bessel.

Pour v et ¢ complexes, provisoirement Re9v > =1, on pose

c+ioo

1 e R

Av(t)a-——zu J e e A da, ¢ > 0,
c-ioo

lette somme converge, absolument pour Rev > 0, et donne une fonction entidre en + qui,

6  Rev » 0, est bornée et tend vers O lorsque t ——p +o par valeurs réelles. On voit
tisément que

d

g hye) = =n_ (8) ) 4 ,(0) = v

linsi la formule
4
B, ,(4) =1/F () - j a fe)ds

0
jermet un prolongement de A V(t) en fonction entitre de y. On obtient la série

(0.3)

Ayt) = T (05 ¢t (9 + w1

k=0

la fonction que 1'on eppelle d®habitude "fonction de Bessel™ ou "fonction cylindrique" est
\4
I,(x) = Av(% xz)(%x) , mais celle—ci est moins commode dans presque toutes les applications

Un changement de varisbles dans 1'intégrale définissant A, donne

c+ioo

1 is =t/A 91

A (st)s’ = — j e e A dAa
v 2w c~ioo

i n'est autre chose que 1'inversion de la transformée de laplace

o
j e-As 4 v,(st)sqtlta = e—t/x h-ﬁ-ﬂ 0
0

11 convient slors d*introduire le noyau-distribution
B (sjt) = A,(st)e’ ds
4 A4
Wi est en le variable = wune distribution dans < '(R+).

LB, Ne pas confondre H 9(5 3 4) avec la notation conventionnelle Hx) pour la fonction

de Bankelo

i3, Prolongement du noysu de Hankel.

Gréce & 1'unicité do la transformés de laplace on peut définir le noysu de Hankel

i,z(ls §} t) quel que soit V.
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Théordme 2. Pour cheque ¥ oomplexe et chaque % >0 1l existe une distribution

Bylo 3 ) & $'(R") telle que

00
j e-’“ H,,(s j t) = X-"?-“ e-t/'\, ReA > 0.
0

q
On a de plus, 38 Ev(s $ t) = Hw?-q(s §t)e
Remarque. L'énoncé reste valable pour chaque t complexe & provision d'écrire
. 1 1) e &'(RY.
Démonstration. 81 Re? > 0 alors i1 n'y & rien A prouver. Or, pour chaque gq;
q r(p? s (nt q
33 S (R) — J'(R'). la formle Ch Hys 5 t) = Hg_q(s j t) est consistante si

Rev> 0, Re?~gq> 0. Blle sert slors pour prolonger H, en Revg0 et on a, comme

© ©
L ) H?_q(s R wJ

v

©
= kqj o e Hv(s g t) = )\-ﬂq—i e-t/A .
)

toujours, ®
a-M a:' H‘?(s 5 1) =J {(-D)qe'AB}H‘,@ ;b)

o

Lorsque Rev> =1, q < 0 la formule a: Hv(s 5 ) =HH(8 3 t) peut s'exprimer sous
la forme

° X 3
L 8 ,(rt)r’(e - 1) ax/r (<) = AH(st)s .

§ 40 Liopérateur D,.

Posons 2
-7 d Y41 4 d d
R~ — —— = — 9 —— o
D, =38 T°* n-° d52 + (2 +1) T

8i Rev>~1 et D,f =g alors

8 co
#(s) = g j g(t)tat = ! j g(t)t"d-t.
0 8

Ainsi une majoration |D9f(a)| K smk entraine |£9(s)] ¢ c's-k d'ol on voit
Lemme 5. La topologie de Jo (R‘% équivaut & celle donnée par la famille des normes

“f“j,k = suplsk D'l £(s)] .

Or, 1'intérét apporté ici par 1%opérateur Dy revient du
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Lemne 6 - [{o,rto) myte s 20 = =t [etoimyts 1.0
Dy(4) [ £(eMmy(o 3 4) = - [tere 2o 1 0.

Démonstration. On a

J‘%D?f(a)}ﬂg(a pt) = J-d- sqﬂ g)A‘?(st)dsx

ds ds

v+l df  a
= —Js E ® -d—s Av(st)ds

= tJa‘?H %Aqﬂ(st)ds = tjf'(s)ﬂvﬂ(s $ t)o

D'autre part, selon le théordme 2, (s 5 t) = Hf(s } t) et donc encore une intégration

d
ds H9+‘v

par parties établit la premit¢re formule. la deuxidme se déduit d'une fagon analogue.

§ 5. Transformée de Hankel d®un §1ément de z?(R+)o

Pour fe :f(R+) on pose ﬂfi’(t) = ff(s) EV(S } t)e Ona la
Proposition 1. Pour chaque v, f —p %,,f domne lieu & une application continue
de f (Bf) dans :f(R+)o

Démonstration. D'aprés la définition de A g o 11 est évident que A, est une fonc-

tion & croissance lente pour Rev suffisamment grande et par suite pour + quelcongue.

Donc, pour Rev> -1, ona o

£, 2(¢) = j f(s)Ap(st)s’?ds

o

et par conséquent H{’f(t)l < b(1 + ") st 12(s)] g c(1 + 8 )-n, by ¢, m et n étant
des constantes convenables dépendant de ¥. Il résulte alors du lemme & que
k +m
It D‘}J@Pf(t)l & 8 lorsque sup {'(’Hs)n Dl; o 2(s)| I(1+s)nDl; sjf(s)l} € % ca/b,
linsi 1'énoncé se déduit du lemme 5 dans le cas Rev ) =i, Pour traiter le cas Rev( =i

q q
 revient au théordme 2. la formule &_ H“q(s jt) =H,(s j t) domne 2,2 = wm(-a) £,

te qui nous permet de passer toujours au cas Re ¥ » -i.

} 6. Théordme de Tricomi.,

Lapplicstion ¥, 1 J(') — S(&") induit 1'application duale X 1

1R — 'J'(B+), d savoir
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jf(% 0= J (#,2)T. Pourtent il feut remarquer que la formule
£y 26) = [B,fe 1 H1208)
gt purement formelle puisque H 9(3 3 t) n'appartient pas & 5 (.R+) en tant que fonction de
et bBien qu'il soit élément de -§9(R) suivant la variable s.
Il y a une caractérisation trds simple de 1'application £'a On constate d'abord que
les Ponctions ea(s) = e-'}\s pour ReA> 0 constituent une famille fondamentale dans

%)
1?(3_4) . Pour Te J (R+) on pose T(A) = JOAT =j e—)‘t T(t), 1la transformée de laplace.
0

Théortme 3 (de Tricomi)o Soient 8, Te $*(B'). Pour que S= LLT 1l faut et il

N Y -
wePit que S(A) = A V-1

T,
, -y-{
Démonstration. Selon le théordme 2, (ﬁvek)(t) = A e
A
w-V-f ~, o
Iek %;T = J(g?el)'f = A ! (2 ‘V)g L*énoncé s'en déduit gréce & l'unicité de la trans-

_1('0)0 Donc

tormée de Laplace (autrement dit, que les e A constituent une famille fondamentale).

7. La transformation de Hankel.

Comme corollaire immédiat du théordme de Tricomi on &
Théordme 4. La transformation de Hankel %9 g 'f(R+) —_— "f(R'o') est un isomorphisme
kel que Jef = identité.

Démonstration. I1 suffit de démontrer que ﬁg ¢ '8'(R+) — 4 '(R+) est un isomorphis—

me¢, mais le fait que &2 = identité est évident suivant le théortme de Tricomi.

~v-1)

Posons Y?’ 5( o Les transformations ﬁ‘, et %; sont lides par la

Proposition.2. Si £ & J(R') alors #ift T} = (K01,

Démonstration. Cette formule équivaut au fait que H V(s 3 t)Y‘,(t) est, comme élément

de f ’(R+ X R+), gymétrique dans ses arguments. Pour le voir on considire la transformée

de Laplace -1
ﬂ ohH g S8 1 b)Y S = Y- Ja"‘ topt 1,(t)

s AT ) e (™
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$a transformée de Laplace étant symétrique, la distribution de départ 1'est également.

Or i1 est commode d'introduire la notation suivente s si ¢ est une fonction détinie rur
U telle que @Y, donne lieu & une distribution dans -8'(3*) et si la distribution
&"(?YV) peut s'exprimer sous la forme yY¥, alors on écrira y= kaf (dans cette
tirconstance 17égalité n'a un sens que presque partout, au moins pour Rev ) -1).

Pour V) -1 on note Li 1%espace hilbertien des fonctions-classes ¢ définies sur R
Jour lesquelles g(? []2 = Jmltf(s)lz Yv(s) € o ILa proposition 2 et le théordme 4 nous con~
higent au ’

Théortme 5. Pour ¥> =i 1'application ¢ —b ﬁw est un isomorphisme unitaire

% symétrique de Lﬁ.

Démonstration. 81 fe .“f(l!-") et Te {'(R‘F) alors Jf T = J(ﬂ,f)(aﬁ; e

linsi, pour gs‘{(f) et ¥ réel, si 1'onpose T =g ¥, on obtient
Jf gy, = j(?f,f)(it’,,g)% ;

+
sutrement dit <f , g) a(?é’vf ? £98>o Cette formule, valable pour f,ge J(R)

Yétend aux f£,g @ L:a

7 bis. Forme Hankelienne de la transformation de Hankel. Notre présentation de la trans—

“rmation de Hankel suit 1'exposé de N. Sonine, Recherches sur les fonctions cylindrigques

el le développement des fonctions contimies en séries, Math. Ann. 16 (1880) pp. 1-80.

paravant cette transformation fut étudiée par H. Hankel, Die Fourierschen Reihen und

ategralen Mir Cylinderfunctionen, Math. Ann. 8 (1875) pp. 471-494. L'oeuvre de Hankel date de

869, celle de Sonine de 1879, et le fleuve d'études postérieures a apporté des reculs impor—

tunts,
Le théordme de Hankel est essentiellement le

Théordme 5 bis. Pour ¥ % -1 17application

o
F— ‘[ J\?(xy) Vxy F(x)dx
)

done lieu & un isomorphisme unitaire et symétrique de 12,
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Démonstration. Soit U, @ Lz —_— 'Li 1%application donnée par @ =TU,F ol

q(s) = F(m)s-a/z(as)-1/4. On voit eisément que U, est une équivalence unitaire ot
1'application de 1'énoncé du théordme n'est autre que F -—-90’;1%0!191’.
A prime abord la présentation hankelienne semble avantagpuse & cause de l'analogie
évidente avec la transformée de Pourier et on & méme
J_’% (xy) Vxy = chos Xy J+§ (xy)Vxy = Esin XY o
Mais alors cette apparence est illusoire et la forme hankelienne ne convient pas aux distri

butions.
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§ 8. Produit de composition associé & la transformation de Hankel.

le théordme 4 dit que le transformation de Bankel donne lieu & un isomorphisme de
1'espace vectoriel 3(R4"), mais cet espace, muni de 1'opération de multiplication de
fonctions, est une algdbre. Donc, si f£,5 e ‘;f(B+) alors il existe h e :f(R+) telie que
%‘,h = (ygff)(%v,g). Les fonctions £ et g déterminent la fonction h, et nous pouvons
écrire h =f & g. L'opération A4 est bilindaire, associative, et commtative. Ainsi
:Y(R+), mmni de 1'opération 4} est une algdbre. Remarquons que

theg=0k, {(%ef)(%,ag)}

dépend du choix de V.

Proposition 3. Pour ¥ %-% ona :ﬂ’+(R+) H :f+(R+) cd 4'(RJJ-) 3 autrement dit, le pro-
duit de composition de fonctions positives est une fonction positive.

Examinons 1°'énoncé. Nous savons que l'opération # s'exprime moyennant un noyau-dis-

tribution
2 4 g(t) = f £(r)g(s) T (x5 3 t)

ol K"‘, est une distribution en r et s ot fonction en t. La proposition 3 dit que pous
Vy-% et t»0, ladistribution [y (oo 5 t) e " (R 2 R') est positive, ce qui équi~
vaut & T y(ey0 ; t) est une mesure positive. Nous la démontrons au § 9.
Nous avons besoin du
Lemme 6 . Pour v 3-%, A? {t) est bornée dans t » 0. (On a méme
laft) ¢ ay0)).

Démonstration. Vu le calcul fait aprds le théortme 2 on a

8 ey 0) )
as _%sgt uHQ(s;'o et pour 8 =1 cela vaut

]
A‘,(t) = Jo A_%(rt)r-é('i-r)q— dr/T ("+).

Done si lﬂ_%(t)l < A_%(O) alors on aurs lAv(t)l Y AV(O) pour chaque V3 ~%.

D'autre part, A_%(t) = R-%cos 2V% comme on peut voir, par exemple, en utilisant la
0

série A(t) = }: (-t)k/ld(k+9)r et le fait que ki(k—%)1 P Vi) .
k=0
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On verra plus tard une autre démonstration du lemme 6 ; elle est moins élémentaize mais
elle n'exige aucun calcul.
Théortme 6. Le produit de composition A s%étend A LL(R‘Q‘) pour 9 3 —4. On obtient
ainsi une algdbre de Banach semi-simple et régulidre dont 1'espace structurel s*identifie
1 R+ et dont la transformation de Gelfand coincide avec %;,

Démonstration. Soit £ & :f+(8+). Pour sa norme dans L:,(R+) nous avons

e =9'.jf ¥, = £,2(0),

I1 résulte de la proposition 3 que, si f,8 @ ‘3+(R+) alors
bz 4l = (Ko2h)(0) = &,200). Kpg(0) = el ball
Soient maintenant £ et g des fonctions réelles dans DD (R+). Etent donné € > 0

on peut écrire

AR 2
fnf1-f2 ] 8=gﬁ-g2 od f19f29gﬁigzai(n) et

e« B8 < el +& ,  lgl + Deyh < lal + ¢,

On en déduit que JI2 A gli € £l gl en passant par 1'inégalité
WeAe Il ¢ e, Ha il + itghgll + N, Hell + g, A eyl

et le fait que || f:l # gj gl fig lg 3 I o Pour le passage sux fonctions & valeurs comple-
xes on n'obtient que £ A4 gl « 4iif) g}l mais peu importe. Puisque :f(R+) est dense
dans L1(R+), 1'opération 4 se prolonge dfune fagon unique & un produit de composition
pour L;(B+). On obtient une algdbre de Banach et apréds un changement de norme en norme
fquivalente on aura Y2 A gll « U2 gl 3 en fait cette inégalité est valable pour la
norme donnée, D'apres le lemme 6 la convergence dans L‘i, entraine la convergence uniforme
des transformées de Hankel. Donc Jé", applique homomorphiquement Ll(R+) sur une algebre
de fonctions contimues sur B+o Cette application est un isomorphisme car la transformée de
Hankel est biunivoque. Le reste de 1%énoncé est une conséquence abstraite de ce que nous

wons déjd dit, voir le supplément the 1 avee (L = %91‘39 X= R+, ot D= F&Y.
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Remarque. Les mémes idées s'eppliquent pour démontrer que L1 (Rn) mmni de la convolu-
tion comme produit de composition est une elgdbre de Banach semi-simple et régulidre dont
l'espace structurel s'identifie & B et dont le trensformation de Gelfand cofncide avec

la transformation de Pouriers

§ 9. Le noyau pour le produit didze.

Liopération # s'exprime sous la forme
£ Hglt) = If(r)g(S)FQ(rys 3 t)

et pour démontrer la proposition 3 il suffit d'établir la

Proposition 4. Le noyau du produit didze, dans le cas 9 > -}, possdde la forme

v
F\g(rus j 1) = fylr,s,t)t drds od Cy(rys,t) est une fonction positive qui est symétri-
que en ses trois arguments, Explicitement om a
G, (ry8,t) ’““}/49{“["(9 +4) st 0, =0 si
gT98yY) =¥ X 8l w0, = sinon

ol w=2rs+28t+2tr-r2-82—t2.

Remarques.

12) Le cas ¥ = -4 de la proposition 3 s'ensuit par passage d la limite.

22) Dans la pratique, le noysu explicite C, est trop compliqué et donc il n'a pas
un grand intér8t. Cependant, nous me savons pas prouver la proposition 3 sans calculer C,
i une constante prds.

Nous donnerons deux démonstrations essentiellement différentes de la proposition 4.

Premidre démonstration (bmsée sur le calcul fonctionnel). Soit D, 1'opérateur du § 4.

le lemme 5 dit que
Hq0p=-H £,
o (M£)(s) =+ sf(s). 8i § est une fonction ¢® & croissance lente sur [0 9 +oo[
slors W(M) opdre sur Zf(R+), b savoir, @(M)f(s) = ¢(s) £(s)s Il en résulte que
?(-D,) applique Zf(l!+) dans lui-méme. L'opérateur qD(—D»,) & un noyau tp(-De)(s 3 1),

fonction en ¢ et distribution en s ol 1%on pose
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P (-Dp)e(4) = J £(s) g(=D,)(s 5 t).

-t
pur le ces particulier ?(s) = e g, Ret > 0 nous avons

+tD
Lemme T. e (8 3 t) = ‘k-9-1 e-.(a%)/t
tD

Démonstration. Nous ellons calculer e Y pour une femille totale dens 3(&!*), les

ReA> 0 ol Ox(t)=0-kto On a

AO(= T.—zst)sq ds .

s ex,

+tD

) ve =& i-m Y A(u)}

| G | -..u/A _9.-1
=Zyfe A £;e
{ } 7 e

= (1 + At) 9-1 p,

W= A0 & At)e Antrement dit
%D
J A eyt = (1) {- At/ (14 At)}.
cette formule est une transformée de Laplace (on considire <% et +t comme des paramdtres).

—~1 e-(sr#‘t)/'t Av(_t-zst)59 ds

daprds 1a formale de base du § 2, la distribution (em s8) ¢
posséde la méme transformée de Laplace. L¥énoncé résulte du fait que deux éléments de
3‘(R+) avec la méme transformée de Laplace sont identiques.
L'utilité du lemme 7 est une conséquence du suivent.
Lemme 8. Pv(r,,a jt) = Av(—r DV)(s,t)rq dro

Démonstration. Etant domné f£,g e :?(R+) on a pour

h(t) = ﬂ £(r)g(s)B y(-r D)(s,t)r" ar

larelation

#,nlu) = ff(r)bv(ru)rq ar £,g(u)
s équivaut &, h= (%vf)o(xvg)’ et donc h =74 g
Or, pour achever la démonstration de la proposition 4 il ne reste qu'd calculer

Aq(-rbv)(s,t)rqdr. D'aprds la définition de le fonction de Bessel

g ctiom -91
8f-rD e’ "mj oxp br & 5710, X

c-ic0
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D'aprds les lemmes T et 8 on trouve done

i lc-#im o I\raa A(s+t)
c~-100

<9 3
(st) Cy(rys 3 3) = T 8 4(- Rst)an .

q(yzst)dy

00
1 i(r-s~t)y
= 5w j e A
-0

(¢ 4]
- )t L J o' 5,5y
~-00

o x=(r-8- t)s-% t—%, Ia formule de la démonstration du lemme 6, & savoir

A
AP(V) = J B4 (mr)u-&(‘i-u)o- du/P (V+4)

0
devient, en écrivant v = y2, u= %sz

A‘,(yz) = f

0

cos xy (1 = 32) ~%ax/n §r(9+%)o

Celle—ci est l'inversion de Fourier de 1'intégrale pour (st)% C (rys,t). Donc
Ve A
Colrys,t) = (st) %(1 - }xa) %ﬁr(% $) pour ixi <1, d'ol 1'énoncé de la proposition 4.

Seconde démonstration de la proposition 4 (basée sur la transformation de laplace par

rapport & un cfne dans 33). Considérons la transformée de Laplace en trois varianles

Flp,0, t) =jexp(- pr ~ s - ‘t*t.)l“‘,(ar,,as;t)t‘7 at .

Par définition, jexp(- pr—¢'s) [ o(rynst) = e Heg(t); et come on voit aisément

V41 -1 ~3 -1
eP#een(p-c-G’) @ O B o=p 46 o

Il s'ensuit que
-t v 41 0]
Ppsoy t) = j.e (p +0) o (t)t dt

= vl (‘t+p,)"9"1(§> + o‘)"'MJ
= 91 (pr+ 6t +19)'9'1,
la proposition 4 équiveaut alors & 1la formule
JJJexp(- pr - g8 = zt)w”f’(r,agt)dr ds dt/RT(2V41) = (p + a’t+:9)“"“

pur V) =t
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Définissons une distribution A(‘*) € 3"(19) per

Iexp(-— pr -8 - tt)A(q)(r,s,t) = (p7 + o + 2p) .
(q)

L'existénce de A pour chaque q est assuré par inversion de la transformation de

Laplace. Nous allons arranger les variables d'une manidre commode. Posons
28 ~r+s+t p+o -p
¥= 0 =
—rtstt 2% -p p+x

des matrices 2 A 2 symétriques. La formule ci-dessus devient

Jexp {-% tr(ﬂW)}A(q)(W) = (det 0)%.
L'intégrale a un sens pour Re & » O ddsque W & 0 od W » O dénote 1'assertion que
la matrice W est définie-positive. Pour les distributions A(q) on voit que

A(0) 2%

W _ & L # P
A= s * e e 0

A2, (@) _ (e

S1 q est assez négatif alors A(q)

est une fonction A(q)(W) = @q(w)&w od d¥ désigne
la mesure de Haar sur 33 invariante par translation. Soit U une matrice inversible j
alors ¥ —3 U W U' est un automorphisme de 1'espace des matrices définies positives et on ¢

Lemme. 4(U ¥ U*) = (det '0)33 av.

Démonstration. La mesure d(UWU?) comme mesure sur 83 (1'espace des matrices 2 ® 2

symétriques) est également invariante par trenslation. D'apreés 1funicité de la mesure de

Haar

d(0v07) = £(U)av.
la fonction f est définie sur GL(2 , R), 1le groupe des matrices 2 x 2 inversibles.
On voit eisément que £3 0 ot £(UV) = £(U) £(V). Il en résuite que £(U) = |det u?
pour un p convenable. S8olt U= &I, I = 1l'identité. Alors W —p UWU' est la transfor-

mation r —sp ctzr, etc..
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Done 4(OWU') = a6 d¥ et 11 s%ensuit que p = 3.

Or, q étant suffisemment négetif et £ > 0 on &
(det 0)Y = Iex_p(-—% trQ¥) ¢ (V)aw
- I axp{-a srof vm*} b (V)av
= I exp{-§ tr W} @qm"’* va e vo
- (aet )™/? Iexp(«% tr ¥) §q(n"‘} v o) av.
On dérive la forme qaq(w) = kq(det w32 k, est une constante telle que
3 jexpM tr ¥)(det w)'q'w 240 =1,

Cette somme est convergente pour =q=3/2 > =1; 1.eo q € = %. Dans ce cas il est évident
que kq > 0. Par comparaison des transformées de Laplace on obtient la proposition 4

sous la forme

Cylrymyt) =k (dst W2 o yr0, =0 sinon

avec q =-V~i ; i1 faut remarquer que v = det V.

§ 10, Transformation de Pourier et transformation de Hankel,

?
3im(n“) désigne l'espace des distributions tempérées sur B" inveriantes par
rotation. Rappelons que pour que T a Jf* (R®) appartienne 3 ';fim(lln) il faut et il suffit

que Li'l'zo, 1gicjgn ob

b
L:lj =X, ?/3 X, = % blaxi,

Du fait que 51.1 = Li J 11 en résulte que pour la trensformation de Fourier & on &

J
' s 8@ = 6",

Soit a)s le mesure uniforme de masse totale 1 sur la sphdre de rayon \fz? centrée

4 1'origine de R. Onawu que

F— jF(x) ws(x)
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définit une surjection
+
8 IR — 3@
dont l'application duale donne lieu & un isomorphisme
Voot n
t
alt J@) — *Jim(z Yo

Théordme 7. Le diagramme ci-dessous est commutatif od ¢ =-1§ n -1

, By
Démonstration. Soit U Y
7 P
%] ["’n
] T .

%+
Autrement dit, b partir d'une 8@ J'(R') donnée nous avons une unique T g J t(R%)

définie par T = Ql'l_1ﬂ7[}:l 8. Il faut prouver T = %:’ 8. Ory; pour toute F e :f(Rn)

[[srr a8 = 061 = frms
= ﬂ B(x) @, (x)7(¢).
Prenons P(x) = exp |~ %Mxlz}, Re A > 0. Alors §F(y) = J\"“/zexp{- $27n % et
done J)C"M o 8(s) = je-m () od 9=4n-1. Clest exactement le théordme
de Tricomi.
Lemne 9. 0! {q(x) Yv(x)} = w(%lxlz)dx/(m“/z.

Démonstration. En effet fb° I, = d:t:/(?.’tt)n/2 car Y, = §¢ ) & b=5%, et
n Vv \{ v o ! n ¢

51 = ax/(20™2,
. ¥ ot P (o0
Corollaire. Pour cheque p, 1§ p¢ @, ona &n Ly (R) = Linv(a )s Autrement

dit, chaque F e wa(kn) glexprime sous la forme F(x) = ?(‘hxlz) o ¢ e Lf(R+)
Piat P
ot, inversement, si ¢ & LQ(B ) alors Pe Lim(En)o
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§ 11, Généralisstion du précédent.

Nous aurons besoin des deux lemmes qui suivent.

Lemme 10. 80oit P un polyn8me harmonique homogdne de degré k et Q un polynome
de degré < k. Alors IP(x)ﬁ(x) ws(x) = 0,

Démonstration. On peut supposer ) homogene de degré j < k. Alors Q s'exprime

sous la forme Q = Z o, BQ ol les Qi sont des polynSmes homogénes de degré & j.
i

On a done 2
J‘e-»m m(x)ﬁb’i(x)dx -0} Vgi, degré Q, <k

ce qui entraine

SN
il HP(x)0(x)dx = 0.

D'autre part, HP(x) = P(x) et donc

[ =R}

P(x)0(x)dx = 0
L
d'od 1'énoncé parce que, l'intégrale le long d'un rayon étant strictement positive, cette

demiére intégrale est un multiple positif de la somme cherchée. En effet,
J 4 e )i(x)ax = Je ~28 itk (346)/2 sjP(x)Q(x) @ (x)
o [Pt @0,

Lemme 11, 8i P est un polynfme harmonique homogine de degré k alors
Pﬁ; 6(3) = P(x) ws(x) 5(3)(1:) =0 pour chaque J < k.

Démonstration. Soit B une base orthogonale pour les polyndmes et £ € J(R"). On a

£(x) ~ Q(-£-)£(0)0(=x)
X Q% -g; X

et donc f = zk-i +g ot
£ &) =2 Q(-:;x)f(o)ﬁ(x)
<k
et chaque dérivée de g d'ordre <k est mlle & 1'origine. Calculons
J’ rea) o9 - [t0p) w0 6‘”(s) "
J
jfb-*i(x)r(x)"’(") 3 (s) + Jg(X)P(x)w (x) §'(s).



- 5:20 =
La premidre somme est mulle car j fk—‘i (x)P(x) wﬂ(x) =0 suivant le lemme précédent. La
geconde est également mulle parce que Jg(z)?(x) ws(x) = @(Bk) ) J@(sk) 8(3)(9) =0
pour J <k
Nous avons maintenant la
Proposition 5. 8oit P wun polynfme harmonique homogdne de degré k. Alors

l'application @7 p ¢ J(B) — $(B®) définte per

8 — (%&xia)'kP(X) ws(x)s(s)

est univoque.
=W
Démonstration. La distribution R(s) = s-ks(s) est définie & Z o 3 8 prés.
j=o

! ' ?
On e ﬂn PB = P&nﬁ et suivent le lemme, P@nR est indépendante du choix de R.
?

9 2
Or,si U= 86 :ﬁm(nz") la distribution (iqxnz)‘kw(x)u(x) est bien détermi~
née. De plus, nous avons le

Théortme 7 bis. Soit P un polynfme harmonique homogine de degré k. 8i

U= ﬂ:‘ 8 e ﬁ;m(Rn) alors
§'| (1> peUE) = GinY)™ 2iyvy)
o V= .o,; Te .:f;m(an) ot

\4
F = %Ms , V=n/2-1.

Démonstration. Il s'agit de démontrer que

0, S = e el g S — S

sont les mémes applications d’un espace vectoriel topologique dans un eutre. Tous les
deux étent contimus, il suffit de vérifier leur égalité sur une famille totale, 3 savoir
les 8 de le forme

wAs VK
@ <]

8= ds/(Y + k)1 , BeA> 0.

Avec la notetion de 1%énoncé on &

U= oxpl= 21212 )ollin D™ ax. 9/@20)Y2(0 + )1
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et donc
('hxlz)_k P(x)U(x) = exp{~ ﬂ-klxla)P(x)dx. vi/(2xn )n/z( v+ k)I

dont la transPormée de Fourier est
k

2 (= Hy/T PIRUy AT daye 21/ 0200 + 101
-k

S =

A

s

I

exp(- % A-1|y92)P(iy)dy. vi/(2n )n/ 2(9 + k) i

-1
)\—n/z-k e-h 1t t\’+k

t
=1k.n» T o T= at/(¥ + k)1

n,P

q
qui est égale & %‘7 +k8 d'aprds le théordme de Tricomi.

Corollaire. Si FGLQ(Rn) possdde le forme F(x) =f(~l}x52).1’(x) od P estun

polynéme harmonique homogine de degré k alors f e Lj e o FP= g(v}lylz).l’(iy)

O'tl B = ng.’kfo
On pose 8 = sk f(s)Iq(s) = Li;-rli)-!- £(s) I\?-i-k(s) a'ol

AL R SO RO RY AT

ce qui démontre la deuxidme partie.

®
Enfin JIF(x)Izdx =J lf’(xs)l2 'P(x)lzwa(x)dx ds
0
00
=k j lf(s)lzxq-ﬂ{(s) \7'-':92-—11'
0

§ 12, Application i Calcul de certaines transformées de Pourier.

n/2

a) TeoAb v =1y1° ay/(2n)
peut—-on définir (-A)qi) de telle sorte que (- N (-A)P5 = (- A)ms .

On pose par définition

(-A)q& = transformée par {J'f° de (iylz)q d;,'/(Z!t)n/2 o

0
Posons alors A(q) = .Qn S(Q‘) d’aprés le lemme du paragraphe précédent

n

-3

A = ax/(2 n)“/ 2 ot
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n
-q-
Al %(_'(‘%, @e® 2ax/@R)? Beqco.
D'aprés le théordme de Tricomi

20 _ gla-1)
(<~ 3)
dome F°* A(q) = J\-q 2
(- 3)
Fs 4 A(q) ==-ly|2.l\-q 2 (y)

[*(n/2) 2,q41 n/2
== 2 ey (vl W ag/(2n)

n

am2 Geq) D02 g2 402
T (z4q#1)

e o+ 20), & A1),

Soit

° AA'(Q) = =(n + 2q) A(‘l'”)

Ao = Seoo

A-(N) = _[Ln/_Z_)_ (= %A)No S pour Ne N,
re +n)
2
Soit maintenant En une solution é1lémentaire de
1 (=1)
A =- o B = ] A

sauf pour n = 2, Dans ce cas

(@) _ A(=1)

q

A(A' TV )a-l\(qﬁ) qui tend vers -S) pour q —p=i,

Aa) _ =)
Dong E, = 1im
2 q—> =1 2+ 2q
1, . 2\g-1
] e ix [G®T) T = T(«)
27 ey T T+q

E, = - Logix|dx/2r + Pz .

b) Caleul de &F* P(x) wg(x) dans RB.
P polynfme homogdne harmonique de degré k
P(x)wy(x) = 275 (Hx1%) ™ p(x) 0 4(x)

oar wé désigno le masso uniferme sur la sphdre unité,
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Prenons U= Z‘km 4 8= Z-k b

b

o dy= 0yt 8™ e

= V0, (F 8" T ()

pis ¥=2%918, GyP)EinD* a/ (202

ot F Ry x) = TEREDA G/ @™ .

¢) En deux dimensions les polyn8mes harmoniques sont les polynémes (Ki + :11(2)k

P(X) = (X, +1x ) =1z o*®

£ o oM 2 = G, qin?)

d'aprés la formule précédente et ¥ = |y} eik?l o
1 2,,1 k
Nous savons que Jk(r) = Ak(z r )(2 r)

2%
J oY M0 2 = M 3 (y1)e™ N
1]

2 2
iy ik(8-%) a8 - ijylcos @ 1k0 40 _ .k
Jo ] ] il -37(- J ] @ TR i Jk(lyl)

[+]
ilylcos 8 % x ~1k9
) "Z i Jk(lyﬂ)e

-

développement en série de Fourier de GiOyacos Go

d) Comportement asymptotique des fonctions de Bessel.

Roped 1 98y By R X,

o Ky{(1-0"/ P ()= 8
4 ¥=-f X JG-aP/r ) =4 (8
e 8 - %{ p } P4

(1-s)p"1 = pour s>

passons & la transformée de Fourier en une dimension

2
by = J..i Wu-_ 1 4x/VET [(p)
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8 (4= (1 - 2P ax/ T (3) T (p) Be p 3 O,
p-% 4 jlxl <9 ¥ P ?

Donec pour p » 0 A (‘i yz) est définie positive et par conséquent
i A

le(s)l (AQ(O) gl Vy=%.

Enfin 3 3
"3

[F1 R

1
"3

Nl

1 Ry, ¥ B
cos( \2s - §9+ z).s
Yan

A 8) = ¢0(s— )

pour 8 —po, V) -4

1
8y 4G =28 | ST il T)

y
J eizy“ - zz)ridz = 0
[

L]
¢ ¢ c

2 1 3

est purement imegineire.
1

sur c3 £=1 41 i

¢

L 4
3
»

o
by gGy m-2met [ V- R )
]

et i y —P 400

1 2 iy 1(=2)2 (® g pet
A?_%(EY)N - 2Re o WL e ‘u du

L g) ~ —-——2P Re ei(y -Pg) .
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Supplément au chapitre V

Algtbres

Espace structurel. Considérons une algdbre commtative (3, sur un corps C (qui sers

en général le corps des complexes). On sait que si 7 est un idéal maximal de @, alors le
quotient (/M est une algdbre sans idéeux propres, et réciproquement. Or une algdbre sans
idéaux propres est soit un corps, soit une zéro-algdbre - algébre ol le produit de deux
é1éments quelconques est nule

8i le quotient est un corps, on dit que 1'idéel maximal T est régulier. Pour cels,
il faut et il suffit que Ol possdde une unité modulo T, c'est & dire un élément j tel
e Yfed , j£-felo laclasse de j est alors l1'unité de (/M. Par conséquent
un idéal maximal régulier de (L est le noyau d*un homomorphisme de (I dans un corps.

8oit alors X 1'ensemble des idéaux maximaux réguliers de (L. 8i xeX et fe Q,
on note f£(x) 1'image de £ dans 1%homomorphisme de noyau x. f£(x) est donc élément d°un
torps qui dépend précisément de =x.

On va définir une topologie sur X. 8i fe O, 1'ensemble des idéeux maximaux régu-
liers ne contenant pas f sera ouvert., Une base d'ouverts pour la topologie sera alors
formée des intersections finies de tels ensembles. Donc la topologie de X sera définie
ie la manidre suivante i une base d'ouverts est formée des ensembles & ={x ]

fi OOOfn

fi(x) £0 VYi=1t coo n} définis par un nombre fini £, ... fn d'é1éments de Q.

)
On appelle espace structural de (L 1l'espace topologique X ainsi obtemu.

C'est un espace de Kolmogoroff ¢ on ot x, @ X, 11 existe un voisinage de =x

L 1

» Bn effet, come x £x

ne contenant pas X, et un voisinage de X, De contenant pas x1 97
goit feQ un élément appartenant & 1'idéal X mais pas A 1%idéal Xyo On a donc
f[xo) =0 et f(x1) £0, et @f = {x ; £(x) # 0} est un voisinage de X, De contenant

pas xo °
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Mais X n'est pas nécessairement séparé. Dire que X est séparé signifie qu®il existe
ge (A tel que % e &g’ X g @8, et &f n 'Qg = ¢, donc qu'il existe g& A tel

que g(xo) £0, g(x1) =0 et £ g=0 23 ceci n'est évidemment pas toujours possible.

Exemples. a) Prenons L =% et C =2 (ce n'est qu'un domaine d%intégrité et non
un corps, mais ce qu'on a dit reste valable).

Alors X est 1'ensemble des nombres premiers, et on vérifie aisément que les fermés
sont les parties finies de X et X Ilui-méme. La topologie n'est donc pas ici séparée.

b) Prenons pour (L les fonctions complexes contimuement dérivebles sur [0 ? 1] et
s'anmulant en 0, On montre que X = ]0 v 1] mni de la topologie habituelle, donc ici

séparée. Liidéal M= {f 3 £9(0) = 0} donne un exemple d'idéal maximal non régulier.

Algtbre semj-simple. L'algdbre (L est dite semi-simple si f£(x) =0 VYx @ X entraine

f=0, cvest & dire si 1'intersection des idéaux maximaux réguliers est réduite & 0, Diume
tanidre générale, si U est un ouvert de X, on pose Q(U) = {fs QG 3 £=0 dans (U}.
Dire que O est semi~simple équivaut donc & QU(@) = 0.

Nous supposerons désormais constamment que (L est semi-simple.

Radical. XI1 est bien évident que les (QL.(U) sont des idéaux de l'algtbre Cl. Soit
wintenant un idéal § de (L. Pour qutun ouvert U soit tel que J ¢ Q(U), il faut et
{1 suffit que [,U goit contem dans 1'ensemble des x € X tels que f(x) =0 VYeed,

% donc nous posons

1] m{x § 326 T tel que £(x) £ 0},
U est le plus petit ouvert de X +tel que & ¢ CG(U). L'idéal O U) ainsi défini s'appel-
le le radical de J.
Proposition 1. 81 OL(U) est lo radicel de 1'idéal §, alors l'espace structural de
l'algtbre & s'identifie & U.

En effet, si Y est 1'espace structurel de &, on ve définir une application naturelle
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FitU-—sY, Soit x€ Us Il y correspond une surjection P de @Q sur un corps K,
L'image de J dans cette surjection est un idéal de K. Mais d'apris la définition de U,
cet idéal n'est pas réduit & {0}, done c'est K tout entier et ?x(ﬁ' ) =K. Le noyau de
cet épimorphisme est par suite un idéal maximal régulier de ¥; qu'on note justement PF(x),

é1ément de Y.

Liapplication F est évidenment contimue. Montrons qu'elle est surjective. Soit done
m’y un idéal maximal régulier de g correspondant & y € Y, Il existe alors je m,y
tel que J(y) =1, 1'unité du corps. Soit J 1'ensemble des idéaux de @ contenant
m’y mais non j. Ordomné par inclusion; J est inductif. Soit Tb un é1ément maximal
de J. On voit aisément que M= m»x, un idéal maximal de @ . Montrons que

y=PFx). Ons 'ﬂLy cs nm’x #8 . Puisque 'm)y est maxiaml dans & , my =§ﬂ'ﬂbx

ce qui entraine x €U et y= P(x)e

F est donc surjective et on montre sisément que c’est un homéomorphisme. C.Q.F.D,

On en déduit facilement que QL (U N V) = Q(U) N G(V), mais il n'y a rien d'analogue
en ce qui concerne la réunion.

Proposition 2. Boit J un idéal de QL et E 1l'ensemble des x € X tels que

£(x) =0 VYfe d. Alors l'espace structurel de 1'algibre Q/§ s'identifie 2 E.

Coci signifie que les idéaux maximsux réguliers de CL/J s'identifient homéomorphique—
ment A ceux de (L qui contiennent J. Soit en effet & 3 Ol — B 1la surjection canoni-
uede O sur P=0/. BLi § est épimorphisme de B sur un corps K, alors.

P= Yo ¢ est un épimorphisme de O sur K, ce qui définit une application G de Y
dans X en appelent Y 1'espace structurel de Bo Les images par @ de tous les
€1éments de Y sont des x € X tels que f£(x) =0 VY?2eJ, donec G(Y) CE.

¢ est manifestement contimue et ouverte. Il reste & montrer que @(Y) = E. Soit dome

x ¢ E j posons mx = {f €A § 2(x) = 0} ot nx = @(Wg‘), qui est donc un idésl de B,
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Donnons-nous k€ (L tel que k(x) =1, et soit j = ®(k). Il existe un idéal maximal
# 8
R: de P qui contient nx et tel que jh-he ﬂ'x Yhed , avec j ¢'n'x v i1 suffd
*
d'appliquer 1'axiome de Zorn. On a donc un épimorphisme ¥ de B sur le corps B/ 'ﬂ;x
avec Y(j) =1. Sionpse 9=yod, ona ¢(f) =£(x) VPeQd , donc x e G(Y)

et par suite @ applique homéomorphiquement ¥ sur K.
Lemme 1. 81 (L possdde une identité; alors son espace structurel est quasi~compact.

Soit en effet {U“} un recouvrement ouvert de X. Tout x eX est contemu dans un
ouvert élémentaire contemu dans un Ua(x)’ c'est d dire qu'il existe fxe Q. tel que
. 24 '
t (x) 0 ot {y eX 2 (y) 4 o} € Uy(ye Soit J 1%idésl engendré par les £ . J n'es
tontenu dans aucun idéal maximal. Comme (| est unitaire, ceci exige J = G } en particulie
l'unité 1 e J, donc il existe un nombre fini Xgy ooy X d'éléments de X et des AR

vo g éléments de CL ou du corps de base C telsque 1 =g, £ 4+ ceot+g £
n 1 X nox

I = 000 i i
1 en résulte que X Ua(x1) U (VR d(xn), donc on a bien pu extraire un recouvrement fin

¢t X est quasi-compact. S X est sépard, il est alors compact.

Proposition 3. Si k est un élément donné de (QL; alors l'ensemble K = {x €X j k(x)=
est un fermé quasi-compact de X,

Posons J = {f ~fk pour f & a} j cest un idéal; et X est l'ensemble des x € X
tels que g{x) =0 VYge I, donc c'est un fermé. Mais dans 1l'application canonique de
wr Q/F, 1'image de k est une unité pour (L/F. D'aprds le lemme i, il en résulte
e l'espace structurel de Q/J est quasi-compact, mais la proposition 2 montre que cet
tspace structurel n'est autre que K. C.Q.F.D.

Exemples. a) Prenocns € =Z et (L= 1'anneau des entiers pairs.

Alors X est l'ensemble des nombres premiers impairs et les fermés sont X lui-méme

¢t ses sous—ensembles finis. Iel, X est quasi-compact bien que (. ne soit pas unitaire.
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b) Soit QL 1'algdbre des fonctions holomorphes dans le disque unité et continugs
sur le bord. L'espace structurel X est quasi-compact mais non séparé. Si 3= {f e Qs
£(6) = 0} alors l'espace structurel de B est Xx- 0, ouvert quasi-compact de X.
Nous allons désormais faire une hypothese supplémentaire sur Q.
Définition. L'algtbre (L est dite synthétique si Yx e X et fe avec f(x) #0,

il existe ge (A tel que fg =1 sur un voisinage de x.

Proposition 4. L'algibre (O, étant synthétique, l'espace structurel X est localement
compact séparé.
De plus, pour tout idéal J de (L et tout compact K de X tels que Vx €K,

it e T avec f(x) £0, on peut trouver un ke § vérifiant k=1 sur K.

Soit x, et X deux éléments de X. On seit qufil existe toujours f et hed avee

f(xo) = h(xi) =0 et f(x,a) = h(xo) = 1. Puisque (L est synthétique, 3Jge QL tel que
fg =1 sur un voisinage V, de x.. Il suffit alors de poser V = {x $ h ~ £g h(x) # 0}.
Vo est un voisinage ouvert de X ot Vo n V1 =ﬂ, donc X est séparé.

Soient J un idéal de (I et K un compact de X disjoint de 1'ensemble des zéros
communs aux éléments de T3 Vx ek, 3fx € J avec fx(x) #£0, O étant synthétique,
on peut en multipliant au besoin fx par un é1lément de (L, supposer fx =1 sur un
voisinage Ux de x. D&s lors, les ouverts Ux recouvrent K compact; donc on peut en
extrdire un recouvrement fini, c’est & dire qu'il existe f1, eoe fnG J tels que ¥YxsKkK,
3 un indice i(x) avec fi(x)(x) = {, Dans ces conditions, si on pose k =1 - IBT (1 - fi)

i=t
{1 est évident que ke J ot k=1 sur K.

Le support d'un élément f & (L est 1'adhérence dans X de 1'ensemble des x tels que

t(x) # 0.

81 U ost un ouvert de X, om note (L (U) 17'idéal formé des éléments £ G CL &
K
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support compact dans U, Cet idéal peut 8tre trivial. Il est bien évident qu'on & toujours

a (W c am).

Proposition 5. 81 (L est une algdbre synthétique et § wun idéal de (L, alora une
condition nécessaire et suffisante pour que le radical de ¥ soit (L(U) est que
QK(U) c J ¢ ou).

Par conséquent, le plus petit idéal essocié & 1'ouvert U est GK(U)e

Supposons en effet que le radicel de J soit Q(U). On sait que T C QA(U) et,
per définition, Yx aU, 3J2 &8 avec £(x) =f 0, Mais d'aprds la proposition 4, ¥ le
compact X €U, Jke § tel que k=9 sur K. Ceci montre que aK(U) C 3, puisque
si ge G,X(U) a comme support K, 1%lément gk € § vérifie gk(x) =g(x) ¥xeX,
done gk = g d'aprés la semi=simplicité de 1'algibre, et par suite ge J.

Soit maintenant x € U, QL étant synthétique, i1 existe £ ¢ QL(U) telle que £ =1
sur un ouvert contenant x § on peut supposer que c'est un ouvert élémentaire 'n'g’ done
Jge@ telque g(x) #0 et que #£=1 sur l'ensemble des y ot g(y) # 0. Donc le
support de g est contemu dens le compact {8 j £(8) = 1}, lui-méme contemu dans U,

Done V¥xeU, 3Jge G.K(U) tel que g(x) # 0. Ceci prouve que (L(U) est le radical
de a»K(U)o

Remarques. a) 81 O est synthétique, son espace structurel X est régulier, c'est
ddireque Y le fermé P ot lo compact K tel que FNEK = ﬁ, alors 3 deux ouverts
U et V telsque UDPF, VOK et UNV =ﬁo Bn effet, d'aprds les propositions 4 et 3,
i1 existe f & G,K( (:P) telque f=1 sur K., 8i F est le support de £, il suffit
de poser U = [E et V={x g £(x) ;40}.

b) Supposons que le corps de base C est le corps des complexes. Alors il peut a priori
exister des épimorphismes de 1%algdbre (L sur un corps strictement plus grand que C.

I1 pout sussi exister des épimorphismes non contimus de Q. sur C, si 1'algdbre est
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topologique. Un théordme dd 3 Gelfand montre que de telles difficultés ne se présentent

pas dans le cas d'une algdbre de Banach,

Lemme 2 (Gelfand). 8i (L est une algibre de Banach sur C et ¢ un épimorphisme
de QL sur un corps K, alors K=C et ¢ est contimue.

Soit M =:f‘i (0) 1le noyau s montrons que M est fermé. 8i £f¢M, ¢(£) £0,
et 3g et §J avec fg=J et ?(j) =1. Prenons he @ tel que |jhj (.'8"_10

0
Comme flhgll < 1, 1a série z: (hg)‘t1 converge, et on a 1'égalité
) © i
(£ +1n)g) . (-hg) = s
a

Par suite @(£+h) £0, donc si ¢ est non mulle pour £, § est non nulle sur un
voisinage de £, ce qui montre que M est fermé, D¥s lors Q/M =K est un corps normé
contenant C j on ve montrer que dans ces conditions K = C. Supposons en effet qu'il
existe keK et k ¢C. Alors, YA €C; (k ~A) est inversible, et pour toute fonction-
nelle linéaire ¥ sur K on voit facilement que F[(k - 7&)-1] est une’ fonction analytique
de A qui tend vers O quand A ——5 60, donc qui est mulle d'aprdés le théordme de Liou-
ville. Par suite pour tout A 6 C et toute fonctionnelle linéaire F, ona F [(x - A)—1] =0,
En particulier, P(k—ﬂ) =0 VP, ce qui exige K = 0, d’od une contradiction, et on a
biem K = C,

Probldme. Soit ‘@O(X) l%algtbre des fonctions complexes contimues s'annulant & 1'infini
sur 1'espace localement compact séparé X. (L étant une sous-algébre de ‘@o(X), on cher—

the & savoir si X s'identifie avec l'espace structurel X de QL.

Proposition 6. 81 (L sépare les points de X, c'est & dire si Y X # x, e X il
ixiste £ € A telle que f(xo) =90 et f(x%) =1, alors il y a une injection continue
turelle F de X dans i, donc 1'image est dense dans io

Bi xeX, £ — £(x) est un epimorphisme de (4 sur C qui définit donc un élément

o~ ~
{x) de X. Ltapplication F est manifestement injective. Or les fermés de X sont les

mgembles {fi $ £(X) = 0}, £ étant un é1ément de (L. Mais f est contimue, donc 1'ensemble
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xy £(x) = 0} est fermé, et par suite 1'image réciproque par F d'un fermé est fermée 8
? est continue. Reste & montrer que F(X) est dense danms io 8inon, il existereit un
nvert élémentaire 'Q'g # ﬁ disjoint de P(X), donc un g e (L tel que
li j g(x) # 0} nF(X) =f, oo qui exige g(x) =0 VYxeX, donc g=0 et ng =g, diod
contradiction.

Cette proposition est d’ailleurs moins forte qutelle n'en a l'air car la topologie de
i est a priori trds faible 3 les éléments de (L eux-mémes n*ont aucune raison d’étre

~
contimis en tant que fonctions sur X.

Théoréme 1. Soit (L wune algébre de Banach sous-algdbre de 60(1), ot X est un
espace localefnt compact séparé. Soit & une sous—algibre dense dans (L et stable pt;ur
"application des fonctions entidres, c'est & dire que si f et ged et si P est
une fonction entidre, alors £ $(g)e D » Supposons de plus que s‘wsi fed et
[t(x)] € ¢ <1, alors T—f—?ea,ﬂsi x, € X et si U est un voisinage de x s 1l
existe fed telle que £ O, f(xo) =1, et £=0 hors de U,

Alors X s'identifie avec 1%espacq structurel de QL , et (L est une algébre
synthétique,

(Remarquons dfailleurs que si & = (O, les fonctions entidres opdrent toujours
puisque (L est algibre de Banach).

Soit X 1'espace structurel de (L. Les épimorphismes £ — £(X) de G sur C
sont nécessairement contimus en £ comme on 1°a vu, mais £(X) n'est pas toujours fonction
contimie de X.

On sait que cette fonction de X, définie sur i, stappelle transformée de Gelfand

de f, et que sa norme uniforme s‘appelle norme spectrale de f. On démontre sur cette

norme spectrale une égalité conmue sous le nom de formule de rayon spectral 3
~ i/n
sup 12D = um [ £)V/2,
xsX n —3 60

lomme

b4
77" ;LZ»;’ f0  1a condition Suplf(x)| ¢ ¢ < 1 est bien nécessaire et suffisante
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comme fonction de ;, existe. I1 nous faut démontrer qu'il y & correspon-

f
pour que i--_? 9

dance biunivoque entre X et io On @ défini une application paturelle P de X deus i
continue et injective puisqutici 49, douc (R, sépare les points de X. De plus, ¥ est
ouverte : en effet; 81 U est un ouvert de X et x e U, on a supposé qu®il existe P e QU
avec f(xo) = et £=0 hors de U j mais alors V = {;; 3 £(x) # 0} est un voisipage de
F(xo) dans i compris dans F(U).

Pour montrer 1'homéomorphisme entre X et i, il reste donc simplement & prouver que
P est surjective. Supposons donc qu'il n'en soit pas ainsi, c'est & dire qu'il existe un
épimorphisme ¢ de (. sur C ne s’exprimant pas sous la forme ¢(£) = £(x) pour un
x 6 X

Soient x €X et ked aveec k(x) £0 et ?(k) =1%o Il existe h e vérifiant
hix) =0 et ¢ (h) #£ 0, car sinon on aurait cp(f) =P(x) ¥Yfed , donc Vfe@ ; ce
qui est contraire & 1'hypothdse. Posons elors g* = «g(h)k -h et g, = é-f—;;)-. Cet é1ément
gx eD vérifie ¢ (gx) =0 et gx(x) =%

Done & tout ked et xe€X telsque Y(k) =1 et k(x) #0 on a associé g, ed
tel que tp(gx) =0 et gx(x) = 1, L'ensemble K ={x €X kx> ;} est un compacte
Yz ek, foe,@ avec fx(x) =1, £ %0 et fx(y) =0 si Re gx(y)s % 3 11 suffit
d'appliquer la seconde hypothdse sur £ en remarquant que iy 3 Re gx(y‘) 3 %} est un
voisinage de x. S1i on pose alors hx = fx gy ON & Re hxb 0, et les ensembles
Wx = {y €X j Re hx(y) > 1} forment; quand x varie, un recouvrement ouvert du compact K.

2

On en extrait un recouvrement fini ¥ U VW U ..o U Wx « Si on pose alors h = f1g1 4o

x x
1 2 n
o 1 . B
wfg, b ed vérifie Re h > 3 our E et ¢(h) =0 puisque ?(gx) =0 Vx.
or YA> 0, u=k e-kh €D puisque P est stable pour 1'application des fonctions
entidres. Mais pour A assez grand, on sura |u(x) & % Vx €X § alors v =3 1-1.‘1 e A
® _y°

par hypothdse et (u) = (f(k) q(e_ Ah) =E -—n,—(kf(h))n =4 car q(h) =0 et
o

Cp(k) = 1o On a alors une contradiction manifeste puisque u - v + uv = 0 donne

P=q(v) +¢(v) = 0.
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Donc ¥ est bien surjective, et X s'identifie A ,in Montrons meintenant la seconde
partie de 1%énoncé, c’est d dire que QO est synthétigque. Rappelons que cela signifie que
si f(xo) =1, alors il existe ge (O avee fg =1 sur un voisinage de X Soit done
1'ensemble des x ob If{x)l 2 -15, Posons B = Q/G( [K)o Comme 1'idéal QL( (:K) est
fermé, B est une algtbre de Banacho Si Y est 1'espace structurel de 53, on & Wu une
application naturelle G de Y dans X, car tout épimorphisme LR B —¢ induit un
épimorphisme (3 Q — ¢ en composant avec l'injection canonique de (L dans R

Montrons que G(Y) ¢ Ko En effet, si xe ('K, i1 existe, d'eprés les hypothdses du
théordme, £€ O telque 2£(x) =1 et £=0 sur K, donc fe OL((:K), et il est bien
évident qu'aucun épimorphisme de J9 dans C défini par x.

D'autre part G est injective, et G 3 Y —» K est biunivoque. On voit aisément que
@ est un homéomorphisme, donc ¥ est compact. Soit F 1%image de 1 dans B. Ona
17 p) %— sur Y, donc ? est un lément inversible de B, donc dge(@ avee f£g =-1
mod QL([K), ce qui signifie fg=1 sur K. C.0.F.D.

On rappelle qu'une algdbre topologique remplit la condition de Wiemer si (= O.K, en
notant O.K = OLK(X) 1'idéal formé des éléments de (I & support compact. On a alors le
résultat s

Corollaire. 81 X est une variété C* et (Ll une sous-algibre de ﬁo(X) qui est
complétion de D (X) pour une norme dominant 1a norme uniforme, alors X est 1'espace
structurel de Q. et (I est une algdbre synthétique satisfaisent la condition de Wiener.

On retombe en effet sur les hypothdses du théordme précédent en prenant 0D = D(X).

Exemples. a) 81 X = Rn et Q= .‘FL“ mini de la norme transportée de la norme de L19
les hypothéses du corollaire sont biem remplies et les conclusions s’appliquent.

De méme si (L= ggv Ll. Dans ces deux cas, les idéaux maximaux réguliers sont donc
exactement donnés par les points de 1

b) Prenons X = R® et pour (I 1talgdbre des fonctions transformées de Fourier des
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mesures bornées, c'est d dire des fonctions de la forme £(x) ==feig °xd\u,(§), avec la
norme | £ll = jld}&i. (. possdde bien entendu une identité, transformée de Pourier de 6,
donc son espace structurel i est compact. Par sui’i‘:;1 X et X sont différents, meis on
sait que 1'injection naturelle ¥ de X dans ‘i donne une image denses D'autre part, un
résultat classique dit qu'il existe fe (L non inversible dans (L et vérifiant £ 1
sur X j par conséquent f s‘anmule au moins en un point X de i, puisquielle n'est pas
inversible, et pourtant £ est supérieure & 1 sur un sous—ensemble dense de AX’,, A savoir

~/
Ceci montre que £ n'est pas une fonction contimue sur X,

1'image de X,
Ceci montre bien qu?il ne faut pas confondre les deux topologies de X t celle de X en

tant qu'espace structurel, et la topologie la moins fine rendant continus les éléments de a,

cette dernidre étant la topologie employée dans la théorie de Gelfande D'autre part, dans

cet exemple, O n'est pas stable pour la conjugaison complexe. Il existe en effet fe QL

ot X @X tels que, si on considdre 1'6lément g de (. défini par g(x) = #(x), on ait

g(;) =0 alors £(X) = 1.



CHAPITRE VI

Pormule sommatoire de Poisson

S ——ar e

7" désigne 1'ensemble des points de R" A coordonnées entidres.
A
£(E) = ‘Ie'?‘““ f(x) &x si £ e &Y.

L'application £ —¢ Z £(x) doe -8(R") dens C est une distribution tempérée Z,

xel

elle est évidemment linéaire, il faut montrer quielle est continue : soit M(£) = sup {lxzﬂf(xﬁ}

t M(f) x@E
alors lJf El < l20) + Y. =§ij 2.1« sup_ |2(x)| + k M(£), k ne dépendant
el lx§ xeR"

pas de £,

Nous nous proposons d'établir la formule de Poisson s si fe JE") ona

a AN
Z £(x) = E £(E)o Ceci équivaut & Z: = Z.
xeZ" gez“

Démonstration. T = Rn/Zn °

Soit ¢ & Tn, prenons un représentant x de %. L*expression E f(x + z) est
é
{ndépendante du représentant choisi, on a donc défini par ce procédé gnez;onction numérique

¢ sur ™ y?:'l‘n-—-yﬁ (Q(t)::r z: P(x +2) o xet tpei)(l’n).
26l

Calculons les coefficients de Fourier de P

e an Ck = j ne-ziukt lf(t)dt = J n?-zmkt E £(x 4 z)dt = E : J 2:]'Wk;xf(:ft-#z)dx
iy T 2 xi 0 <x. < 1}
zZ & z g Z

en définitive

¢ = J AT by dx = £(k)
k Rn

LY
sppartenant & ‘J(Rn) la famille {f(k)}k e 70 est sommable, il en résulte que la série

. 2inrkt 4 2ivkt
le Fourier Z Ck e est normalement convergente et if(t) = z:n f(k)e o
kez® z el
par définition de ¢ nous avons (9(0) = 2 £(z) d‘olt la formule.

n
zaeZ
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Exemple. n = 1, f£(x) = exp(~rA xz)o On saeit que £(%) exp(-n )\.1 gz)o 5i on pose

2
0(A) = Z o~ "AF on en ddduit @A) = A_& 9(7\4), formule donnée par Poisson (Cphiers

xe Z
de 1'Ecole Polytechnique 1823), Ce cas spécial équivaut & la formule générale parce que

: e (Rn) est une distribution paire dans chacun de ses arguments. Donc il suffit de

calculer {j’ par i g = ZE ol les fonctions tests g constituent un ensemble total
parmi les fonctions paires dans chacun de ses arguments. Les g de la forme g(x1, Xgpoee
xn) _ e—nk,xf - nka,xi oo =W A xﬁ

o= oo ot el et dome
Toa=00) ccc8a ) =3¢

ont cette propriété. Alors

A
ce qui entraine z: = E.

®
Equation fonctionnelle de la fonction & . Soit §(s) = Z K~ 1la fonction de Riemann.,
k=1
2

. 1 2 -k .
Puisque -Z-{O(A) - 1} =) e on obtient
k=1

Jm How) - 1} ¥ ax - 0 (48) §(s),
(]

1'intégration terme par terme étant 1égitime si Re s > 1, Nous écrivons

(s:4]
J %{o(A) - 1) 371 4a = A(s) + B(s) - o~ = (1)

[}
4]

1
ob A(s):S o) - 1 M4 e Bl = J ;{e(x)-ﬂ}v 2 a

1

L'intégrale pour A(s) est absolument convergente quel que soit s car O(A) < 1 —p 0
plus vite que nfimporte quelle puissance de A lorsque A ——» c0. Donc A(s) est une

fonction entidre. D'autre part, en changeant A en A-ﬂ dans 1'intégrale, nous avons
1
-1 -1
A(s) = I %{9 (A7) - 1} {%"’ da
o

et suivant la formule de Poisson, G(A_n) = ;\% 8()), ce qui donne
'“ Ayt -
s = [ o) - VT " Tarntr - o).
o

Or, nous venons de démontrer que
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ﬂ%g['(%S) t(s) = A(s) 4 A(1-s5) - o = (1-8)""
ol A est une fonction entidre. En particulier, K [(4s) & (s) reste inchangée si i'on

remplace s par {1-8,

Applicetion & la transformation de Hankel.

Considérons 1'application J(R') —s J(BY)
@ — ¢ (3ixi?).

Soit Qn la transformée de E par l'application duasle ¢

Q e $'@" Jgn? = 3 q(%mz)
xelZ

0 = 2. T8y
VeB,

2 . .
ol rn(t) est le nombre des x aZn tels que |x] =1, Le fait que E = E : entraine
_ n
que 3'59 Qn = Qn V=x

2—1.

Posons Rn(T) = Z rn(t) c’est le nombre de points du réseau situés dans la boule
tsT

fermée de centre O et de rayon ¥,

Estimation de Rn(P)e

L'ensemble des pavés d%ar8tes 1 centrés en chacun des points A& coordonnées entidres
de la boule de centre O de rayon p est recouvert par la boule de rayon P"'jz' \Jl_l et
recouvre la boule de rayon @ - %V—l;o Par suite si Vn(P) désigne le volume de la boule
de rayon p mnous avons

R (P) -V (P) = e(p”"‘) lorsque p —p 4+ @ o
n n

D'une fagon plus générale nous ellons étudier le nombre des points de 2" situés dans
un ouvert B borné de R,

A(x) @ésigne le nombre des points de Z N (B - x).

81 A est la fonction caractéristique de B nous avons A(x) = Z: Alx ¢ y)

Ye
T désigne le volume de B.
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Théordme de Minkowski. 8oit B wun corps convexe symétrique par rapport & 0., On e

A0 § si V2%

Posons W(x) u Zn V-‘a Jl(zx + Zy) X(Zy)&v
‘f(O) =
Q(tB):{O} en effet (9(3:);40@%(3}') (Zx +2yeB et 2y e B) d'od xe B

n _~1 by
= # A
pix) =2V 7%1/2 1/41) od Aﬂ/?.; est la fonction caeractéristique de B/2 et
;(x) = £{=x)

dgy=2 v A (0P
120 8) =27 ME/2) wa §(8) =2 R(E/2)12

>

>

Soit P € D (Rn) une suite régularisante ¢ P >0 Ipm dx = 1
supp Pm C B(O 9 %)o

On peut imposer b Py les conditions VYE € 7 $m( E)»0

Appliquant la formule de Poisson & "R Pm nous obtenons 3

vy p (x) = T 8) P (x) = B AW w2 P aod
xgnv L) kze;:zn Fa k%| 2 Fa

E 29 * Pm(x) 27y,

X € "t
La somme du premier membre ne comprenant qu‘un nombre fini de termes on obt.ient en

faisent tendre m vers +m :zn g(x) > >2 %> 1 par conséquent Z ¢(x) > 0 ce
xe X e

qui prouve qu'existe dans B un point distinct de O appartenant b 7,
Remarque. Le résultat obtemm est le meilleur possible comme le montre 1'exemple suivant §
B=1]-1,1[" v=2"  A0)=1.
Corollaire. Soient A = (aij) une matrice (n , n} réelle régulidre et Byy oeep B

n nombres réels positifs. Si By Bpeee 8 ) |det Al 1le systdme dfinéquations 3

O«Eaij %, § 8
IZainJI\’ai 1<ign

posaéde une solution non triviale en nombres entiers.
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Soit € 0 Be={xlxe3n l(Ax)|<a1+£ et l(‘Ax)i|<ai 1¢isn}

EE, @sv un corps convexe symétrique par rapport & O, son volume est
e o9 0 -. °
2" (a + )a,2 8y anldet Al 2°

Donc il existe un point de Z - {0} dans B, comme il n'y & quun nombre fini de
points du réseau dans chaque B, et que les B ¢ sont filtrants () il existe un point
de 2" - {0} dans By, N B étant symétrique, il y a bienun x @ Zn-{o}vérifiant

£>0 £>0
le systdme.

Soit fe H(R") telle que j f(x)dx =1 £(x) » 0 et telle que (suppf - suppf)nz“={o}
Ao £(x) = Zzn A P(x +y)e

v e
Appliquons la formule de Poisson & la fonction y~wwAx £(x + y)

Je’”"” Aox 2lx + y)ay = o2 SFA(E)2( k)

Av 2(x) = 7 ACE)2(g)e SN 5%
gez

;\(0) =V ;(0) =1 posant A (x) = A(x) - V on obtient s

B s 2(x) = E;n i(g).;( g)e " EX

EG.
lex Al Y7 IR+ 37 TACEII2(E)]
1SIEl g lElo>r
< !+ [ e el
1;2@,!":1' gZ:Zn ] [|%|:> r ]
car Vg lf(g)ls jf(x =1 en définitive
e als 3T IO +la, [ RS

1Tl ¢ r ET> r
Prenant pour B la bouleB rayon on obtient A (x)o
P prw\ yon  p

Théordme . IA?(XN £ C 3 PM”ﬁ

n+i
Démonstration 3 U;\I(E)l < & | 2 ol a ne dépend que de n
n-1 _ 9-_#-1
ASE) = F MpE) A 8 ¢ T

21 nt i

|2 » Ao(x) ¢ o7 p 2 2 yan ey, p 2

L]
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Prenons pour £ une fonction dont le support est dans la boule de centre O de rayon h,

on a
e-h(x)‘f*A (x)sAPﬁ( x)e
Par suite n-t -1 n n_"i 4
A =op™"n) +0(p® r?)setm 2p% 1),
Posons h = p“ r= PB et déterminons @ et p pour que les 3 termes aient le
méme ordre ¢
n-1+a =P-;l+n;15 =-§a -o-n-;--%p
p=-d=in,
On obtient n
AR = e(p (n-")n_ﬁ ) lorsque p —o+ .
8i n=2 Az = e(pz/ 3) (8terpinski 1906)

ne3 10 =¥,
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