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AVANT-PROPOS 

Ce livre continue la série sur les Fonctions Résurgentes - un domaine dont 

nous avons inauguré l'étude il y a dix ans exactement. L'ampleur du sujet nous 

a toutefois conduit à revoir le plan initial. Ce qui était annoncé pour le tome 3 

a dû être réparti en deux volumes (tomes 3 et 4). Et d'autres tomes suivront, 

qui n'étaient pas prévus à l'origine (*) 

Le présent tome 3 couvre la classification analytique des objets locaux, 

c'est-à-dire tous les champs de vecteurs et tous les difféomorphismes locaux de 

If'" \1,., , à quoi nous avons ajouté, pour faire bonne mesure, les équations diffé-

rentielles locales ainsi que les équations aux différences à coefficients méromor

phes à l'infini. On dégage la notion d'invariant holomorphe et l'on construit, 

dans chaque cas, un système complet de tels invariants. Tout repose sur les 

fonctions résurgentes et le calcul étranger. 

A quelques exceptions près, connue le bref chapitre 9, les résultats 

présentés ici sont inédits. Une version manuscrite abrégée fut cependant achevée 

en 1983 et diffusée en quelques exemplaires sous le titre "Sept problèmes de 

classification analytique". Quelques aspects particuliers ont également été exposés 

en séminaires et regroupés dans "Cinq applications des fonctions résurgentes" 

(Prépub. Orsay, 1984). 

Ce nous est une joie de remercier ici M. Bernard MALGRANGE, qui l'un des 

premiers s'est intéressé à notre travail sur la résurgence et n'a pas peu contribué 

à le faire connaître. Ce livre lui est dédié. Notre reconnaissance va aussi à 

Jean MARTINET et à Jean-Pierre RAMIS, dont les travaux géométriques nous ont 

(*) En particulier: 

Tome 4 La synthèse des objets locaux 

Tome 5 Introduction à la résurgence quantique 

Tome 6 Représentations étrangères des algèbres et groupes de Lie. 
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ramené à l'étude des objets locaux à une époque où nous nous orientions vers 

d'autres questions. Merci aussi à I. KUPKA, N. KUIPER, D. RUELLE, J.-P. KAHANE, 

F. PHAM, A. DOUADY, R. THIBAULT, R. MOUSSU, J.-P. ECK.MANN, A. VOROS qui nous ont 

invité à parler en séminaire ou en colloque, ou qui ont eux-mêmesprésenté tel ou 

tel de nos résultats. Merci enfin à ceux qui ont relu certains passages du manuscrit, 

notannnent G.K. IMMINK1 que n'a pas rebutée le premier jet, combien imparfait, du 

chapitre 3 sur les équations aux différences. 

Orsay, juin 1985 

ADDITION (novembre 1985) 

Depuis l'achèvement du manuscrit, nous avons constaté chez certains de la 

réticence à admettre que les méthodes de ce livre s'appliquent à tous les cas, y 

compris aux problèmes à plusieurs niveaux et à plusieurs générations. Bien que ces 

questions soient déjà traitées aux chapitres 2,4 et 10, nous avons rédigé deux 

Appendices qui les reprennent par le menu et qui donnent, pour ies invariants holo

morphes fAw, des formules totalement explicites et garanties convergentes. Ces 

deux Appendices ont été regroupés dans une brochure annexée à ce livre (pp 586-630). 

Répétons avec force que le calcul étranger permet de calculer effectivement TOUS 

les invariants holomorphes de TOUS les objets locaux, linéaires ou non linéaires, 

en toute dimension, sans exception ni restriction aucune. 
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FOREWORD 

1. Classification of local objects 

2. The formal integral 

3. The bridge equation 

4. Actual computation of the invariants 

5. Advice to the reader 

6. Reflecting on resurgence 

The present volume continues our ser1.es on resurgentfunctions and alien 

calculus, but no thorough acquaintancewith volumes 1 or 2 is required. Indeed, the 

sections 1.3 and 1.4 of the introductory chapter provide a vade-mecum of alien 

calculus and go some way towards making the present volume 3 self-contained. 

1. Classification of local objects. -
As its title says, this book sets itself the task of analytically classi

fying all local abjects, in any finite dimension )/ • By local abjects we 

originally meant local analytic vector fields or diffeomorphisms of 
(C \I 

, but 

we later found it convenient to include local differential or difference equations 

with meromorphic coefficients. Though written last of all, the chapters dealing 

with such equations were consigned to the beginning of the book, where they logic

ally belong. This resulted in the overall articulation and symmetries depicted 

on page 9 • 

With a deliberate constructive bias, we set out to ciassify the abjects 

under review by means of systems of scalar invariants (with respect to analytic 

changes of coordinates). A preliminary investigation reveals these invariants to 

fall into three classes (formal, holomorphie, metaholomorphic) and traces their 

origin to no more than three possible causes (resonance, quasiresonance, nihilence). 



11 

Formal invariants may either take a discrete range of values or depend 

rationally (or algebraically) on finitely many coeffients of the abject. Holomor

phie invariants are holomorphie functions of the object, viz. its Taylor coeffi

cients. Since they are assumed to be non formal, they must effectively depend on 

infinitely many coefficients : hence their fascination. Lastly, those invariants 

that are neither formal nor holomorphie and cannot be derived from either, are 

lumped together into the pariah class of metaholomorphic invariants. 

Now, to the causes of invariance. Local objects picked at random won't/ 

of course, exhibit any invariants other than their multipliers, i.e. the eigen

values of their linear part. When, however, those eigenvalues· satisfy resonance 

relations (additive or multiplicative depending on whether one has to do with 

vector fields or diffeomorphisms), not only does the number of formal invariants 

increase dramatically, but there also appear enumerably many holomorphie invariants. 

Observe that, in the case of diffeomorphisms, resonance includes tangency to 

identity: it is therefore a fairly counnon occurence, Metaholomorphic invariants, 

on the other band, occur only exceptionally, in cases of quasiresonance or nihilence. 

Quasiresonance, predictably, means that the multipliers "very nearly resonate", 

i.e. fulfil certain exceedingly stringent Liouvillian conditions. Nihilence is 

an equally strong, but less unnatural requirement, since it is often met by hamil

tonians or volume-preserving abjects and a few others besicles. 

In a nutshell, these three causes operate as follows : resonance creates 

vanishing denominators. Nihilence gives rise to small denominators, like those 

haunting classical mechanics. Quasiresonance induces so~called tiny denominators, 

which have precious little to do with the small denominators, apart from their 

common nuisance value. 

Metaholomorphic invariants cannot, by definition, be expanded in power 

series of the object's coefficients. In fact, they are markedly freakish and 

certainly non-constructible, at any rate in scalar form. So all one can dois 

register their existence, accurately describe under which conditions they occur, 
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and ... forget about them. This is all the more legitimate as, with the notable 

exception of hamiltonian systems, there is not the slightest risk of their occuring 

in any natural context. 

The formal invariants, at the other end of the spectrum, are faily ele

mentary. They have no subtlety, no mystery about them. They hardly deserve to be 

studied for their own sake, yet they have an oblique use : that of paving the way 

for the computation of holomorphie invariants. Even so, it turns out that not all 

formal invariants are required for that purpose, but only a handful of them: 

namely the discrete invariants along with very few, elementary algebraic invariants. 

Still, even the other (useless) formal invariants will materialize along the road, 

as a by-product of our study of formal integrals (see below). 

Thus, what really matters are the holomorphie invariants. But why restrict 

oneself to the complex field? The answer is, first, that resultson t easily 

particularize to results on R and, second, that no such problems arise on p-adic 

fields : local abjects on those fields possess no holomorphie invariants. Asto 

the strategy of giving priority to classification over collateral questions, its 

rationale is simply that, whatever the local abject at hand, classification is 

by far the most fundamental and comprehensive problem, the one that holds the 

key to most other questions, such as : existence of invariant manifolds, of ana

lytic orbits, of fractional or continuous iterates of diffeomorphisms, etc ... 

J;. The formal integral. 

The way to compute the holomorphie invariants of a local abject is by 

forming its formal integral :t { ô I M.) . If the local abject under investigation 
,J 

is a vector field X - L X~ (x) l or a local diffeomorphism - l=-1 êt:r~ 
g x. 1-7 î. (:f.) the formal integral is nothing but a resurgent, parameter-

< 

saturated solution of the dynamical system 

(1) 
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or of the system of difference equations 

(2) 'X, ('~ + i -' ,U.. À, :: d. (X 1 {~/M),,,. '/ XV ( },- (.(.)) 

. 
Let us elaborate a little. The letter .M... stands for v-1 parameters 

-ll~ , dependence upon which bas to be entire. The formal integral is either resurgent 

in the variable O itself (basic complex time) or in a variable 

time) simply related to } : 

~ (parallel 
Op 

(3) 

Actually, one doesn't attempt to solve either (1) or (2) directly in the algebra 

of resurgent functions in ~ (or 'bp ), for generally speaking that 

impossible, but in extensions of that algebra by elementary blocs 

would be 
("'"] 

(1 which, 

as their name suggests, are fairly sL,1ple functions : usually exponentials in ~ 

or 'V . p 

We thus get formal integrals of the shape 

(4) 

or 

L M. 

(4bis) X {} ,v..) - ...(..t_ 

p 
IAé )[' 

with '>'l. ranging over a subset }f of 
V•I th~ 

Z and with components T resurgent 

in ';J or 'zJp . Needless to say, one doesn't go over from (4) to (4bis) by 

crudely effecting the change of variables (3), but by a more intricate procedure. 
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3. The bridge equation. -
At this point we are helped out by two finiteness theorems. The one asserts 

that for each parallel time /4-; there exist (upto elementary rescaling) only 
Up 

finitely many â -resurgent solutions to the equations (1) or (2). The other says 
p 

that there are only finitely many critical times 1Jp , that is to say, parallel 

times such that the corresponding formal integrals possess at least some 

non-vanishing alien derivatives (with respect to 2) ). 
p 

To comfort the reader, we may remark that in most problems one encounters 

only one critical time, namely ~ itself. Very often, too, there exists only one 

formal integral • So one should not be put off by the apparent 

intricacy of the times ~p in (3). Their use is restricted to situations of 

unusual complexity, such as abjects with several levels or generations. 

Now, and that's the beauty, all holomorphie invariants of a local abject 

can be read from its formal integral(s) with the help of alien calculus. Where 

there is more than one such integral, the invariants contributed by 

are said to be of order P . But no matter what the number of integrals, each 

of them satisfies the so-called bridge equation, which reads : 

• 
(5) Il x(~1.t1.) - A =r ( à / ~) (,J t.., 

or, if there are several critical times 

• 
(5bis) 6(.J X.(~ 1u.) - A z lt ,, ~) (J 

p p 

• 
Here, i14J denotes the alien derivation operator with respect to ~ 

or ~p and the index w ranges over an enumerable set JL or _fl_p , generated 

by the object's multipliers, of first or P-th order. As for the symbols ,Aw 
appearing on the right-hand side, they denote ordinary differential operators in 

"25 and the -«.L • Equation (5) or (5bis) thus casts a bridge between alien and 



classical calculus 
(*) 

hence its name 
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The operators Jiw are subject to a number of easily describable constraints, 

such as commuting with ?/a~ (if they stem from a vector field X ) or with the 

translation e.,x:_{'-d/8,r (if they stem from a diffeomorphism 1 ) . Furthermore, 

these /j\ have the essential property of being holomorphie invariants. Taken 
w 

together, they even constitute a complete set of holomorphie invariants for the 

object under study. 

4. Actual computation of the invariants. -
We may account ourselves lucky, for rarely in mathematics does so vast 

a problem admits of such a short, tidy answer. We are in fact trebly fortunate: 

(i) in having a uniform solution, neatly encapsulated in the bridge equation 

(ii) in being able of actually computîng the !A by means of the same equation 
41 

(iii) in having the option, if we so desire, of using explicit formulae for the ,4141 

Let us make our meaning clear. Everything in the procedure leading up to 

the invariants is constructive from startto finish, and sois the end product: 

the bridge equation fully determines the operators /.4 . In fact, it overdetermines w 

them, enabling one to cross-check the numerical results. 

Now, this procedure via the bridge equation is the most economical method 

for computing the invariants of~ given local object. If, on the other hand, 

one wishes for explicit solutions, i.e. closed formulae giving the tflle., directly 

in terms of the local object's Taylor coefficients, one may have that too : when 

properly exploited, the above construction yields the required formulae. These 

exhibit many interesting features, such as a perturbation-coperturbation involution. 

(*) A less flippant justification, along with some insight into the larger back

ground of general resurgence, may be found in§ 11.10.c. 
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As might be expected, the explicit formulae aren't too simple. All the 

same, they are manageable and an appropriate combinatorics (relying on the so-called 

moulds) makes it possible to handle them effectively. Besides, the mere existence 

of such formulae is gratifying, in view of the innumerable mathematical situations 

(think of the problem of computingthe conformal invariants of a disk with several 

holes in it) where they are lacking. 

5. Advice to the reader. -
As pointed out, the book was originally intended to cover only local 

vector fields and diffeomorphisms, both in the unitemporal (one critical time ip 
only) and pluritemporal case (many O ). We later included two chapters on diffe

P 

rential and difference equations, covering in particular the vexed question of 

many-levelled equations, that is to say, equations whose Newton polygon has more 

than one slope. In other words, this book, from its own vantage point, deals with 

the worst singularities that differential or difference equations over the 

complex field may present. The corresponding developments, however, are long-winded 

and conceptually trickier than most of the subsequent chapters. So, to avoid 

getting bogged down in technicalities ahead of time, the reader is advised to 

proceed as follows : peruse carefully the introductory chapter; then have a look 

at the easier parts of chapter 2 (upto § 2.5) and chapter3 (upto § 3.4); then go 

through the central part of the book (chapters 4 to 9), which deals with unitemporal 

fields and diffeos; then revert to the skipped-over sections of chapter 2 and 3 

to get acquainted with concrete instances of multitemporal objects; then turn to 

chapter 10, which deals with multitemporality in the most general setting; and 

wind up with chapter 11, which opens further vistas (on abject synthesis and related 

tapies). 

This recommended reading sequence is summarized by the arrows on page 9 

Of course, the reader interested only in differential equations and vector fields 

should confine himself to the left~hand side on page 9 
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6. Reflecting on resurgence. -
Modern mathematics is becoming so distressingly complex and labyrinthine 

that one should think twice before encumbering it with new concepts. Alien calculus, 

however, can bulster its claim to admission into this overcrowded world by pointing 

to the fact that, quite apart from breaking considerable new ground, it also simpli

fies and orders everything it touchés. It is definitely not a chaos increasing factor 

it does away with more cobwebs than it introduces! Indeed, its efficiency, as 

measured hy the ratio of returns (in tangible results) ta investment (in new appa

ratus) is staggering. 

The present book deals with o~ly one application of alien calculus. There 

are scores of others, to which further volumes will be,devoted. 

Volume 4 will deal with the synthesis (canonical or otherwise) of local 

abjects, i.e. their reconstitution from the invariants #f.t.s. This fascinating 

subject, which throws up two new types of resurgence (synthesis res. and collateral 

res.) has been practically left out of the present book, but sections§ 11.1 to 

§ 11.4 give a foretaste of its difficulties. 

Volume 5 will attempt to give an overview of so-called quantum resurgence. 

Research along these lines was initiated by BLOCH, BALIAN and VOROS in the semi

classical treatment of the one-dimensional Schrodinger equation, but the notion of 

"planckian parameter" and of rigid resurgence (in that same parameter) was later 

found to transcend the framework of quantum mechanics. These tapies are fleetingly 

touched upon in section§ 11.9 of the concluding chapter of this book. 

Volume 6 will attempta systematic exposition of the so-called alien 

representations of Lie algebras or groups. A few cursory indications may be found 

in section§ 11.9 at the end of this book. 

This list doesn't come anywhere near to exhausting the possihilities of 

resurgence theory. Each year brings its new spate of mathematical and physical 

applications. One of the latest and most momentous breakthroughs might well be the 
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discovery by J.-P. ECKMMm, P. WITTWER and K. GAW~DZKI of the part played by 

resurgence in renormalisation theory. Within mathematics itself, mould theory, so 

intimately connected with alien calculus, seems to hold great promises. All these 

developments must eventually find their way into systematic books but it would be 

premature at this stage to commit oneself to anything too definite. 

So much about the uses of resurgence theory. But even if we mentally 

~ivest that theory of all its applications and retain only its bare essence, it 

still stands before us as a self-effulgent little gem of enthralling harmony, well 

worth a single-minded study. The. crux of the mat ter is that the algebras of alien 

derivations have the distinction of being the only natural incarnation of infinite

dimensional, free Lie algebras. By way of consequence, resurgent functions and 

their alien derivatives take us right to the heart of total non-cammutativity. 

Here, rather than in any particular application, lies probably the ultimate reason 

behind their importance and fecundity. 

There is also the (not unrelated) fact that alien analysis caps complex 

analysis, in the sense that nearly all natural problems with analytic data but 

without analytic solutions lead to formal power series which turn out to be resurgent 

in some appropriate variable. Viewed from that angle, the world of resurgent 

functions is almost coextensive with the world of divergent expansions. 

Lastly, alien derivatives, being totally irreducible to ordinary derivatives, 

can lead to the construction of "alien manifolds". On top of their finite number 

of ordinary (real or complex) dimensions, such manifolds possess an infinite number 

of "off-tangent" dimensions, each locally geared to a give~ 6 . Although time 
e., 

only can show what such speculations are worth, they already suggest tantalizing 

alternatives to the on-going quest for "curled-up" dimensions as possible adjuncts 

to space-time. (see § 11.11). 

May the books of this series, for all their imperfections and provisional 

character, evoke the reader's interest and guide his first steps in the wonderland 

of resurgence. 

Orsay, June 1985 
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THE NEED FOR MATHEMATICAL MANDALAS 

1. Is prose fully adequate to mathematics? 

2. What mathematical mandalas should look like. 

3. What mathematical mandalas might achieve. 

4. Some practical suggestions. 

The vastness of the area covered in this book induced us to pay greater 

attention to the clarity of the exposition than to the completeness of the proofs, 

which are often sketchy, especially when they merely develop or modify earlier 

arguments. No wonder, then, if the present volume reads in places more like a digest 

of commented results than a regular mathematical treatise. This terseness is 

deliberate and need not be apologised for. Nor does it undermine reliability, as all 

the gaps can easily be filled by the conscientious reader. 

But the book has a more serious flaw, about which we feel deeply unhappy: 

its perceived failure to convey the utter simplicity and transparency of the under

lying ideas. At the beginning, we undertook to tell how a baffling vatiety of local 

objects could be classified by means of a single equation the size of a postage 

stamp. But, try as we may, there was no short way to tell the story ! Instead of 

a postage stamp we ended up with an unwieldy, circumvoluted book running into the 

600 typewritten pages. And we noticed with dismay how the beauty inherent in the 

subject now lay buried under a forbidding rubble-work. A galling defeat, no doubt, 

and yet one that seems almost inescapable as long as one sticks to classical modes 

of exposition. 

Is there a way out of this predicament? Couldn't we devise a more direct 

means of communicating mathematics, an alternative language that would distort to 

a lesser degree the simple ideas which are the life-blood of any theory? We feel 

certain the solution exists and must be sought in the form of large mathematical 

posters, or mandalas as we prefer to call them, which would present the gist of 

a theory in a graphie, compellingly attractivemanner. To test the idea, we shall 

attempt forthwith to compress the whole of resurgence theory with its main applica

tions into a single, oversized mandala, designed to serve as a companion to this 

book. But we would like a few fellow mathematicians to join in this venture and come 

up with some mandalas of their own. To convince them, let us press here, very 

briefly, our case for mathematical mandalas. 

1. Is prose fully adequate to mathematics? -
"Proseu here refers to the usual linear, discursive way of expounding mathe

matical facts -- the familiar blend of plain text (definitions, arguments, state-
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ments) and symbolic accompaniment (formulae, equations, elementary diagrams) with 

its heavy emphasis on logical consistency and scant regard for readability. Those 

who resort to "prose" -- you and me -- are of course well aware that, when 

communicating mathematics, they ought ta be communicating "understanding". In-depth 

understanding, however, is a hard-won attainment, something that cornes from living 

for months or years with a problem. In the nature of things, it cannot be passed on 

like that, on command. So, with this impossibility in mind, we resign ourselves 

to writing formal papers and still more formal books. The result tends to be both 

uninspiring to the reader and disappointing ta the author. The hapless reader finds 

himself grappling with a dull, soulless concatenation of definitions and statements, 

all of which appear to be of equal significance or insignificance. The author, for 

his part, realizes with dispair that the elation which initially gripped him, 

sustained him during his research and impelled him to write, has all but subsided, 

or at any rate has left no perceptible trace in the end product. No matter how hard 

he strove to make his subject came to life, to put across his motivations, to explain 

the why and wherefore of everything, he finds at the end of the day that the 

compulsions of the genre "prose" have got the better of him. 

We usually seek solace in the thought that the reader, after duly wading 

through the morass, will. somehow pick up the nuggets of living truth which are all 

that matters. That he will eventually get the "feel" of the subject and develop 

his own intuitive grasp of it. As for the toil involved (on both sides !) in this 

dreary process, we regard it as an inevitable price to pay, a necessary tribute 

to the nature-given barriers on instant connnunicability. And we shrug off the notion 

that there might exista more ductile medium for ideas than squalid "prosen, a 

means, as it were, of translating each flash of creative mathematical vision into 

a pregnant pattern of mind-stirring symbols capable of kindling in the beholder a 

commensurate flash of recognition. The question is : are we right? 

We might well be labouring under a false conception of what mathematics 

really 1s about. Currently, we prize theorems and their proofs above all else. The 

while, we tend to forget that the hall-mark of great mathematical ideas is their 

compelling simplicity or self-proving beauty together with their capacity to inter

act with a host of other ideas. We blind ourselves to the fact that (in Atiyah's 

words) "theorems are no more than signposts" in the mathematical landscape, and 

proofs simply "a check on our understanding" or the flights of our imagination. 

Indispensable though they be, they shouldn't be mistaken for the essence of mathe-
. (*) 

maties • 

(*) Illuminating proofs should be valued more as illuminating than as proofs -
indeed, they ought to be regarded as being part and parcel of those ideas which they 
prove. On the other hand, bard theorems of which there exist only technical, unillumi
nating proofs are likely to be either prestigious dead-ends, or else deep results 
still awaiting a good proof. 
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Now, if mathematics is three quarters about meaning, harmony and inter

relations, and only one quarter about mere truth, then it stands to reason that 

two-dimensional "pictures" must be a more adequate medium for it than "prose". Hence 

the idea of expressing the gist of mathematical theories through large-size drawings 

of mandalas, which would harness all the resources of an artful typography to bring 

out the essence and life of mathematical ideas -- thus bypassing the doubly waste

ful process of translating live meaning first into the drudgery of formal prose, and 

then back into meaning, or some semblance of it. 

2. What mathematical mandalas should look like. -
Mathematical mandalas should be compact of truth, beauty and power. Each one 

should carry its main ideas, enthroned in glory at the centre and radiating their 

light into the outer circles. Consequences and applications should be seen gravi

tating at varying distances, in the proper arrangement, and each presented in such 

a way as to attract an amount of attention proportionate toits importance. Fonnulae 

and basic statements (definitions and theorems) should hold sway but, whenever 

feasible, the main links in the proofs should be indicated in small print. References 

to other mandalas and to mathematical literature in "prose" should also be mentioned 

in minute, unobtrusive print. 

The optimal size and internal arrangement of mandalas will have to evolve 

through trial and error, but we visualize them as having the size of large posters, 

say 200 cm x 150 cm. Asto shape, most would tend to be rectangular, but some might 

be oval or circular (in keeping with the etymological meaning of mandala - see 

below). Clearly, each theory, with its own synnnetries, would call for a specific 

ordering pattern. Internal boundaries and sub-boundaries would enhance clarity, while 

a system of arrows would indicate the circulation of ideas and instil life into the 

whole structure. Through the use .of background colours, each linked by convention 

to a definite area of mathematics, one could make plain in which of these areas 

each theorem or proof is grounded. Printing types of various sizes and thickness 

would reveal what is important and what is less so; bring out clearly the function 

of each item; and help the trained eye find its way through the maze of displayed 

information. 

3. What mathematical mandalas might achieve. -
They would not aim at displacing conventional textbooks or articles, which 

will always remain the ultimate reference and must go on functioning as guarantors 

of mathematical truth, but rather at complementing them within an optimal sym

biosis, by conscientiously acting out their part, which is to bring tangible order 

into the mathematical jungle and to flash out essential meaning at the onlooker. 
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Each mandala could encompass a huge amount of selected, graded, predigested, 

easily graspable mathematical information. Like geographical maps, they might vary 

in size and scale. They might overlap, too. A dozen or so large-scale mandala might 

suffice to caver the whole of elementary mathematics. Then anything between 50 or 

150 small-scale mandalas could deal with most of classical mathematics (over 15 or 

20 years old). Lastly, an unspecified number of provisional mandalas, subject to 

frequent revision, would take care of more recent advances, including theories still 

in the making. 

Mandalas would render an invaluable service to the mathematical connnunity. 

They would boost general mathematical culture, help create an overview, foster a 

sense of interrelatedness, mitigate the feeling of helplessness which is engulfing 

most of us before the flood of current mathematical production. They would reveal 

really seminal ideas, chart out the front of mathematical research, highlight 

conjectures worth attacking in priority. 

Indeed, the chances are that mandalas would promote a new, healthier outlook 

on mathematics. They would impress on all and sundry the need for synthesis and 

counteract the desiccating effects of overspecialisation. They could also channel 

the current publish-or-perish pressures on postgraduates into more meaningful 

avenues than the mass-production of trash. And there is little danger that the idea 

might be perverted or that it might, in unscrupulous hands, degenerate into cheap 

promotional ginnnicks. Quite the opposite : under this new mode of presentation, lack 

of substance could not be concealed and gratuitous theories would stand exposed. 

Mandalas would be far easier to write and bring up to date than conventional 

books. Far cheaper, too. Comparison of mandalas of different vintage (available on 

demand in library archives) would, like nothing else, allow an insight into the 

genesis and growth of theories. Mandalas would also take specialists out of their 

isolation and help new theories receive their due of attention. Students who want 

to choose their future speciality knowingly, and not at haphazard as is often the 

case, would find apt guidance in them. So would mature mathematicians wishing to 

switch specialities, or simply to have a go at something else once in a while. 

4. Sorne practical suggestions. -
Mathematical mandalas would be stored in department libraries, folded up 

map-wise or in scrolls. They could also be pasted all over the walls of the corridors 

and lecture halls, where people would study them at leisure, Indeed, the total wall 

surface of even the smallest mathematical department would be enough to accommodate 

a complete collection of them, providing what would amount to a mural encyclopedia 

of mathematics. If designed artfully, mandalas would also be a feast to the eye, 

besides being a precious prop to memory. 
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But for the idea to catch on, ten enterprising mathematicians should take 

the lead and go about mandalizing those theories of which they have an intimate 

knowledgl'. The next step would be to approach a publisher and coax him into 

attempting the venture. 

Once the idea is afloat, it will be carried by its own momentum. Standards 

will improve with time, the art will be perfected, definite rules and conventions 

will crystallize. 

Ph.D. students should also be encouraged to mandalize their results. Or, 

as doctoral theses seldom have enough substance in them to fill a mandala, they 

ought to mandalize those larger theories into which their own contribution fits. 

If successful, their work ought to be published and circulated. 

The new genre ought to gain academic recognition. Mandalas ought to be 

refereed and reviewed, on a par with conventional papers or books. 

Here, we feel, is a promising field for collective endeavour, a scheme apt 

to humanize mathematics and bring mathematicians closer to one another. The idea 

certainly deserves a trial. Let us translate it into reality ! 

About the word "mandala", To designate the objects we have just described, there were three possible words to choose from : 

poster, map, mandala. Poster and map we dismissed as being insufficiently evocative. Mi~~ala (stressfirst syllable) sirnply 

rneans "circ le" in sanskrit, but the word acquired a highly specific meaning in latér Buddhism and Tant rie Hinduism, where 

it came to designate elaborate symbolic diagrams that were used as a support for meditation. "A mandala is a representation 

of the universe, a consecrated area that serves as a receptacle for the gods and a collection point of universal forces. 

The meditator, by mentally entering the mandala and proceeding towards its centre, identifies with the forces depicted 

thorcin ,rnd is by analogy guided through the cosmic power processes of disintegration and reintegration" (Encycl. Brit.) 

"Mandalas help the meditator create a significant and valid inner cosmos and become one with it ( ..• ) everything that has 

coagulated in bis psychc is liquified and integrated into one great up,urging experience" (Anagarika Govinda). Though rather 

prct0ntious, the word mandala conveys an exact id~a of what we would like to introduce into mathematics : powerful diagrams 

loadcd with m~aning and sorving the purpose of mental integration, 
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CHAPITRE I. INTRODUCTION RESONANCE, RESURGENCE, INVARIANCE. 

SECTION 1.1. LES TROIS TYPES D'INVARIANTS FORMELS, HOLOMORPHES, METAHOLOMORPHES . ....... 

1.1.a.Typolo~ie des invariants. 

Ce livre se propose de classer une très large gamme d'objets locaux (champs, 

difféos .•. ) au moyen d'invariants scalaires, autrement dit de fonctions 1-::. 1 (D~} 

à valeurs dans <C , calculables à partir des coefficients de Taylor { ll~::: a...~
11

.,.,,11.1,1} 

de l'objet ()t , et invariantes par rapport aux changements de coordonnées locales. 

Qui souhaite mettre de l'ordre dans la masse des invariants 1 a le choix 

entre deux points de vue 

(i) il peut regarder par rapport à quels changements de variables (formels, analy-

tiques, Gevrey etc .•. ) les I sont invariants. 

(ii) il peut aussi regarder la nature de leur dépendance (discrète ou continue, 

rationnelle ou algébrique, holomorphe ... ) par rapport à l'objet C).t , c'est-à-dire 

à ses coefficients a__~ . 

La typologie que nous adopterons s'inspire des deux points de vue à la fois. 

Elle distingue trois types principaux d'invariants: formels, holomorphes, métaholo

morphes. 

1.1.b. Invariants formels. 

Ce sont les I = I ( of].) qui sont invariants relativement à tout change-

ment de variables formel. On est conduit à envisager deux sortes d'invariants formels 

les invariants discrets (tels la dimension V , le nombre de générations, les 

degrés de résonance t!, , les ni.veaux f- etc ••• ) et les invariants continus, qui 

peuvent être pris algébriques ou même rationnels. Les invariants algébriques ou 

rationnels ne sont définis (ou plus exactement ne jouissent de leur propriété 

d'invariance) que sur chaque classe discrète (c'est-à-dire sur chaque domaine de 
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de constance des invariants discrets) et leur forme dépend évidemment de la classe 

discrète envisagée. 

Pour naturel qu'il paraisse, le partage en invariants discrets et en invariants 

rationnels ne va pas entièrement de soi. Comment en effet écarter les invariants 

discrets indésirables, par exemple de la forme T ( O@) ~ 0 I (DB) 1) ; 
où 1 est un invariant rationnel, l I I sa valeur absolue, et Gy\_ (1 Il) la 

partie entière de celle-ci? Inversement, comment justifier la rétention, parmi les 

invariants discrets, des degrés de résonance r (voir ci-après) alors que la donnée 

des multiplicateurs À~ (qui sont des invariants algébriques) ou de leurs fonctions 

symétriques (qui sont des invariants rationnels) détermine entièrement l'entier t 

La notion qui permet de s'y retrouver et d'effectuer le bon partage est celle 

de domaine de rationalité. On appelle ainsi tout ensemble JJ d'objets 

(i) qui est globalement invariant par changement de variables formel 

(ii) qui est défini par une condition de la forme 

(1.1. 1) 
~(D&) _ 0 

Qi (_06-) =f 0 au.. 

pt. [00) ~ ô 

Q1-(OB-) i o 

pour une collection finie ou dénombrable de fonctions 

miales en l'objet, i.e. en ses coefficients de Taylor. 

p 
• 

au... 

~(~)= 0 ... 

Q
3 

( œ) :; o ... 

et Q.. qui sont polyno-

(iii)qui possède un système complet d'invariants rationnels, c'est-à-dire un système 

~ composé d'invariants 1::. 1(.Dt) rationnels en l'objet et tel que, pour toute 

paire D61-1 06-%.. d'objets ~e :l) , l'identité I ( oe.l) = I ( 061...) pour tout 

lé~ entraîne la conjugabilité formelle de ~ et 082. . 

? 

Cette définition acquise, on réserve le nom d'invariants discrets aux invariants 

formels qui sont constants sur tout domaine de rationalité. Inversement, les domaines 

de constance des invariants discrets sont dits classes discrètes (*). 

Fixons une classe discrète Y} et considérons les objets 0-6,. qu'elle contient. 

Les coefficients de Taylor qui peuvent variPr arbitrairement sans ~ue Of,. sorte rle 

("<) Ce sont en quelque sorte les domaines de rationalité maximaux. Voir § 1.1. f, 
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Y; sont dits coefficients secondaires. Les autres sont dits coefficients primaires. 

Ces derniers sont en nombre fini (*j et sont astreints, dans leur ensemble, à un 

certains nombre d'égalités ou d'inégalités 

Les invariants formels rationnels (ou algébriques) qui ne dépendent que des 

coefficients primaires sont dits invariants primaires. Les autres sont dits 

invariants secondaires. 

Dans ce livre, nous ne nous intéresserons à la classification formelle qu'acces

soirement, comme préalable au calcul des invariants holomorphes. En fait d'invariants 

formels, nous aurons surtout besoin des invariants discrets (la dimensÏon V , le 

nombre de générations, les niveaux i les degrés de résonance f:: , etc ..• ) et des 

invariants algébriques primaires (essentiellement, les multiplicateurs les 

directeurs 1. , etc •.. , qui engendrent les réseaux de résurgence). Quant aux 

invariants algébriques secondaires, ils n'ont aucune incidence sur le calcul des 

invariants holomorphes et ils ne nous retiendront guère. Nous obtiendrons toutefois, 

comne sous-produit de notre recherche des invariants holomorphes, le moyen de les 

calculer tous. 

1.1.c. Invariants holomorphes. 

Ce sont les I = I(œ) qui non seulement sont invariants relativement 

à tout changement de variables analytique, mais encore dépendent holomorphiquement 

de l'objet. 

Précisons un peu. On pourrait imposer aux invariants holomorphes d'être définis 

holomorphes sur l'ensemble de tous les objets d'une catégorie et d'une dimension 

données, mais ce serait une exigence exorbitante, puisque même les invariants formels 

rationnels ne la satisfont pas. Inversement, les invariants holomorphes étant destinés 

à affiner la classification formelle, on pourrait leur demander simplement de dépendre 

holomorphiquement de 1 'objet Ct.r sur telle ou telle classe formelle. Mais cette 

(*) Sauf sur les classes discrètes nihilentes (Voir chapitre 8). 
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définition, du coup, serait beaucoup trop lâche. La bonne notion se situe à mi-chemin: 

Définition 1.1.1. (Notion d'invariant holomorphe). 

Une fonction de l'objet analytique local Qe, est di te 

invariant holomorphe si elle est définie holomorphe sur une classe discrète (domaine 

de constance des invariants discrets), si elle est invariante relativement aux 

changements de variables analytiques et si elle est indépendante des invariants 

forrmels. 

Cette dernière clause signifie simplement que I ne doit pas être constant 

sur les classes formelles d'objets analytiques. Elle vise à exclure de la famille 

des invariants holomorphes les invariants rationnels ou algébriques et tout ceux qu'on 

pourrait en déduire. 

La définition ci-dessus montre que la recherche des invariants holomorphes est 

largement indépendante de la classification formelle : son seul préalable est la clas-

sification discrète. 

Notons aussi qu'avec notre définition les invariants holomorphes 

apparaissent comme fonctions entières de l'infinité des coefficients secondaires de 

Oe. (que 1 'on désigne par le symbole 08- ) et comme fonctions analytiques de la 

famille finie des invariants primaires (que l'on désigne par le symbole Q! ). On 

n'a donc nullement besoin, pour définir la notion d'invariant holomorphe, d'entrer 

dans la délicate théorie des fonctions analytiques d'une infinité de variables. Tout 

invariant holomorphe peut s'écrire : 

(1.1.2) I (OB) 
~ Il 

')\ ,/ .. '/ 1'l 

avec une somme étendue à tous les multientiers 

correspondent des coefficients secondaires ll ,L-4 
1t <) 

( Mi,6 ~) rt ,1 • 1 ?t.V auxquels 

de Q6. et avec des scalaires 

qui sont fonction analytique de la famille finie des coeffi-

cients primaires de O& . Le second membre de (1.1.2) doit converger dès que l'objet 
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Q{J. est analytique, c'est-à-dire dès que 

(1.1.3) 

ce qui implique: 

(1.1.4) 

Nous observerons d 1 ailleurs (*) un phénomène très remarquable: pour tout classe 

discrète l(; , les invariants holomorphes fondamentaux #14.1 que nous obtiendrons et 

qui a priori sont définis sur le domaine caractérisé par (1.1.3), se prolongent ana-

lytiquement à un domaine 'es c. ~ beaucoup plus vaste, caractérisé par: 

(1. 1. 5) 
I . 1/(11'-II la,~/ 

Autrement dit, nos invariants holomorphes fondamentaux /,tl,., s'étendront à des objets 

de classe de Gevrey 1+0 , pour un réel positif 9- qui ne dépend que de YJ , c'est

à-dire des invariants discrets (en l'occurence: le ou les niveaux } ). De plus, 

les /Ar» conserveront leurs propriétés d'invariance quand on soumettra 1 'objet à des 

changements de variables de classe de Gevrey 1+8. Ceci montre que les invariants 

holomorphes ne sont pas propres aux seuls objets analytiques. 

Introduisons une dernière distinction utile. A côté des invariants holomorphes 

au sens strict, qui sont invariants pour tous les changements de variables analytiques, 

on a des invariants holomorphes au sens large, qui ne sont invariants que pour les 

changements de variables analytiques suffisamment tangents à l'identité. En 

pratique, il suffit que les changements de variables soient tangents d'ordre ;:> ~ 

à l'identité, où ~ désigne le sup des degrés llttl/ des invariants primaires 

Les invariants holomorphes au sens large sont en un sens plus naturels et plus fonda-

(*)Voir§ 10.6. 
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mentaux que les invariants holomorphes au sens strict , qui d'ailleurs s'en déduisent 

très facilement. 

Dans ce livre, nous construirons, pour tous les objets envisagés, notamment 

pour tous les champs de vecteurs et difféos locaux, des systèmes complets (cf. §1.1.e) 

d'invariants holomorphes. De plus, sauf dans des cas particulièrement complexes, 

nous établirons la liberté (cf. §1.1.e) des systèmes ainsi construits, ou, ce qui 

revient au même, nous construirons des systèmes complets dont nous décrirons explicite

ment les contraintes. 

1.1.d. Invariants métaholomorphes. 

Ce sont tous les invariants analytiques qui ne sont ni holomorphes ni formels 

et qui ne sont pas déduisibles des invariants holomorphes ou formels. Plus précisé

ment, un invariant analytique I est dit métaholomorphe s'il existe au moins une 

paire d'objets Dei et tels que mais que 

:T(Oet l = T( ~1.) pour tout invariant formel ou holomorphe J. 

1.1.e, Systèmes d'invariants. Complétude et liberté. 

Nous venons de ranger les invariants analytiques en trois types exclusifs 

formels, holomorphes, métaholomorphes. Il faut avoir cette partition présente à 

l'esprit quand on définit la liberté et surtout la complétude des systèmes d'invariants. 

Un système ~ d'invariants formels (resp. analytiques) est dit complet s'il 

contient assez d'invariants pour énoncer des conditions nécessaires et suffisantes 

de conjugabilité formelle (resp. analytique) : 

Un système O d'invariants holomorphes est dit complet si, pour toute paire 

pour tout 

holomorphe 

d'objets formellement conjugués, l'identité 

entraîne l'identité 

I lôe:i) ~ I ( 08-~ 
J(08i.) =J(û&y pour tout invariant 
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Un système 1J d ' i 11 va r i an t s m é t a ho 1 om or ph e s e s t d i t c om p 1 e t s 1 , e 11 1 u i a j ou t an t 

tous les invariants formels et tous les invariants holomorphes, on obtient un système 

complet d'invariants analytiques. 

Enfin, un"système ~ d'invariants (de quelque type que ce soit)est dit libre 

s'il ne contient pas un seul invariant superflu. D'une façon précise, cela veut dire 

que pour tout r f:. JJ il doit exister au moins une paire oe, 
1 

{)4.1... telle que 

I(Dei) t== rcœ0 mais pour tout "JE~1T=1I 

Notons que la liberté d'un système a d'invariants s'oppose à l'existence 

d'identités du type 

(1.1.6) E 0 

où E est une fonction entière d'un nombre fini ou dénombrable d'invariants 

mais qu'elle n'exclue nullement les contraintes de croissance, par exemple du type 

(1. 1. 7) l 1

1 /trt..(I) 
I (Dt) <(oD 

pour une application convenable de !J dans JN 

Il est a peu près évident que pour des objets de dimension V finie (champs 

"' ou difféos locaux de CL , etc •.• ) les systèmes libres d'invariants rationnels sont 

nécessairement dénombrables.Nous verrons qu'il en va toujours de même pour les 

systèmes libres d'invariants holomorphes. 

1.1.f. Complément sur les invariants formels discrets.· 

Donnons pour terminer quelques exemples de classes discrètes. 

Premier exemple difféos locaux de (C . L'ensemble des difféos locaux de (C 

(1.1.8) ~ -+-

admet la partition suivante en classes discrètes 

(1.1.9) 
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e* désigne 1 'ensemble des 8 de multiplicateur e non racine de l'unité. ~'t:".,f-1 

désigne l'ensemble des d de torsion t' et de niveau , ce qui 

signifie que e est racine t'-ème de l'unité et que l' itérée "t"-èrne de J s'écrit 

(1.1.10) ) + ... 

r~. ~~ 
Deuxième exemple champs locaux de IL L'ensemble des champs locaux de \L,. : ------------------------
(1.1.11) X -- + 

admet la partition suivante en classes discrètes 

(1.1.12) 
\ , ll.o..~ .. t ; ;.. ~et 

l o.c;,-'. I ; 1 .'-. l'-"t)C) 
avec définis respectivement par les conditions suivantes, 

portant sur les multiplicateurs À· de X 1. 

(1.1.13) 

(1.1.14) Â 
1 

.=: °À1.. 4 D ; partie linéaire de X diagonalisable 

(1.1.15) Â, = À,. ~ 0 partie linéaire de X non diagonalisable. 

et avec t:; 
1 
,;-. défini par : 

(1.1.16) Â.jÂ,. _ - , et X de niveau t 

Enfin, la parenthèse à droite de la formule (l.1.12) regroupe plusieurs classes 

discrètes correspondant à et à diverses valeurs des directeurs 

'k, (***) 

(*) pour une bonne indexation des multiplicateurs 

(**) test l'entier ~ oD figurant dans la forme normale (6,2.5). 

(***) voir §4.1. 
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SECTION 1.2. LES TROIS SOURCES D'INVARIANTS RESONANCE, QUASIRESONANCE, NIHILENCE. 

1.2.a. Notion de multiplicateur. 

(1.2.1) 

" Prenons pour objet 06-un champ local de { : 

X -- ,t~~J ~v 

ou un difféo local de (LV 

(1.2.2) 

Les valeurs propres À-1, .. . 
1 

Av de la matrice [ O(iJ} 
plicateurs (de première génération) du champ X . 

sont dites multi-

Les scalaires Âi : t(ti 
1 

••• / Àv ::-e,e,,. définis modulo 1-rri. à partir des 

valeurs propres e-i / ... / ly de la matrice L ~,J J sont dits multiplicateurs 

(de première génération) du difféo g (*). On leur adjoint d'office le multiplicateur 

imaginaire 

Quand les multiplicateurs } i. ne vérifient "aucune relation particulière" :t 

ils sont les seuls invariants formels de l'objet Dt et même ses seuls invariants 

analytiques(**). Pour qu'apparaissent d'autres invariants, il faut qu'opère l'une 

au moins des trois causes suivantes : résonance, quasirésonance, nihilence. 

1.2.b. La résonance et les diviseurs nuls. 

v 
Désignons par ~ le sous-espace de <Q engendré par les résonateurs, c'est-à-

dire les multientiers de signes quelconques 

tels que 

(*) Etant un difféo, g est inversible par définition et ( :f:: ô. 

(**) Voir chapitre 9. 
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(1.2.3) 

(1.2.4) i 

-Ô ( ~ UA;. <-~ri X) 

( rfW\ AMI. ckf!~ J) 
Désignons de même par 

résonateurs positifs (de coordonnées 

le sous-espace de engendré par les 

11L~ 4-0 ) . Enfin posons : 

(l.2.5') 

L'entier ~ (resp. f!.+ ou f_ ) est dit degré de résonance (resp. degré de 

résonance positive ou virtuelle). On place le signe+ en position supérieure et le 

signe - en position inférieure pour bien souligner la dissymétrie profonde entre 

résonance positive et résonance virtuelle. 

Quand on cherche à conjuguer deux objets Ô(i-1 et oei. de coefficients 

et e.~ par un changement de variables : 

(1.2.6) (*) 

il est naturel de connnencer par jordaniser les parties 

{ 

'X.. lft. 

tl'I; ;y-i 
1tj ~D ~ J -i::1-

linéaires de 06--i et OB,_ 
Le calcul des .ci (par récurrence sur 1111.II ) conduit alors à diviser à chaque 

étape par les expressions <( 1k
1 
À) ou L,gl'fl -i} . 

En cas de résonance positive Ce+ ~i) ces expressions peuvent s'annuler. 

Ce sont les DIVISEURS NULS. Nous verrons que les diviseurs nuls engendrent des 

invariants holomorphes (une infinité dénombrable d'invariants indépendants) et qu'ils 

-t 
suscitent aussi de nouveaux invariants formels (en nombre fini si l!, :- i , en 

nombre infini si et ~2._). 

A elle seule, la résonance virtuelle ( t'-> 1) n'engendre ni invariants 

(*) C'est pour des raisons d'homogénéité qu'on place X~ devant le ~. Cela 

ne signifie pas que Rit~} soit divisible par XL 
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holomorphes ni invariants formels rationnels. Elle engendre tout au plus des invariants 

formels discrets en cas de résonance semi-positive (c'est-à-dire à coefficients 

tous ~O sauf un qui vaut -1 ). En revanche, en conjonction avec la résonance posi

tive, la résonance virtuelle modifie sensiblement l'aspect des invariants, tant 

formels qu'holomorphes (sans toutefois en augmenter le "nombre"). C'est pourquoi il 

faut inclure e- parmi les invariants formels discrets. 

Notons dès à présent une chose essentielle : lorsqu'on a plus d'un degré de 

résonance positive on est conduit à adjoindre aux multiplicateurs 

de première génération une nouvelle série de multiplicateurs , dits de seconde 

génération (aussi appelés directeurs). Les r~ peuvent à leur tour résonner et, si 

1 d , d , . . µ-t eur egre e resonance positive -t:, est ~2. , on est conduit à introduire des 

multiplicateurs Î.: de troisième génération ainsi qu'un degré Ji.+ de résonance 

positive de troisième génération. Le processus s'arrête nécessairement à la V -ème 

gér · on (et en pratique beaucoup plus tôt). 

1.2.c. La quasirésonance et les tout petits diviseurs. 

11. 
Les expressions <(,11.1 À) ou cl-i) ne peuvent pas seulement s'annuler; 

il arrive parfois qu'elles frôlent Ô d'anormalement près. Pour mesurer cette vitesse 

d'approche, on introduit une indicatrice de quasirésonance r;;r (ft) . Pour tout ,ft. e-fl,;1 

r;;r(l) est égal au minimum des réels non nuls de la forme 

~ 

Pour plus de détails, voir le chapitre 9. Conme on exclue les ( 1\ 1 ) ) et les {t-i) 

nuls, la suite décroissante ra-(_~ n'atteint jamais la valeur· Ô , même en cas de 

résonance. 

On dit qu'on a quasirésonance faible (resp. forte) de première génération si 

l'indicatrice w(l) fabriquée avec les multiplicateurs de première génération 

vér:fie la condition Q R* (resp. Qf\.,._) introduite par A.D. BRJUNO et 

Il .1 : ·i 
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(::,D 

(QR*) ~ 1 

~ 
1 --

l:, l2. udt) 

(QR*) em..~r i_ ¾ ,( ------~-
l &. "GJ"[l) 

- c,û 

On parle de même de quasirésonance (faible ou forte) de~ -ème génération 

lorsque 1' indicatrice tir( Î) fabriquée avec les multiplicateurs de ~ -ème génération 

vérifie QR* 
-J, 

ou QR . 

Quand on a quasirésonance, la recherche de changements de variables conjugants 

conduit à diviser par des expressions <'l\1À) ou ct~1) si petites que même 

I ). f1/u11.11 l e''l-111./l11t.ll les racines <'li; ) ou approchent 0 (en cas de quasiréso-

nance forte) ou du moins ne s'en écartent pas assez vite (quasirésonance faible) 

pour assurer la conjugaison analytique. 

C'est ce que nous appellerons les TOUT PETITS DIVISEURS. Nous verrons qu'ils 

n'engendrent que des invariants métaholomorphes. 

1.2.d. La nihilence et les petits diviseurs. 

La notion générale de nihilence (de ~-ème génération) ne sera définie propre

ment qu'au chapitre 8, mais nous pouvons dès maintenant définir la nihilence de 

première génération. Celle-ci équivaut à l'existence, pour un champ X , d'au moins 

une intégrale première formelle 

(1.2.7) 0 

et, pour un difféo s d'une série formelle invariante 

(1.2.8) Cf CSlx_)) - f lx.) ( <ft,t) E { [[:t:1.r••,1:Xv]J) 

On vérifie tout de suite que la nihilence présuppose la 
, 

et que c'est resonance 

une condition très forte, portant sur une infinité de coefficients de l'objet: elle 

implique l'existence d'une infinité de coefficients primaires a..~ (voir §1.1.b). 

teci reste d'ailleurs vrai pour la nihilence générale de l-ième génération). 
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L'existence d'un infinité de coefficients primaires est même une propriété caracté-

ristique des objets nihilents. 

L'importance de la nihilence vient de ce que les champs et difféos hamiltoniens 

(ou isochores, ou plus généralement tous ceux qui sont stables pour une forme différen

tielle donnée)sont automatiquement nihilents. 

En cas de nihilence active (ou non compensée voir chapitre 8) la recherche 

de changements de variables conjugants conduit à diviser par des expressions <_1\1)) 

I',\_ 

ou le_ -1) qui approchent O. Ce sont les PETITS DIVISEURS. Ils ne sont pas "spéciale-

ment" petits,mais comme ils interviennent par leur puissances (*); ils font généralement 

obstacle à la conjugaison analytique. 

Bien qu'on assimile souvent les deux choses, les petits diviseurs n'ont 

absolument rien à voir avec les tout petits diviseurs. Nous verrons cependant (chapitre 8) 

que la nihilence, tout comme la quasirésonance, ne peut engendrer que des invariants 

métaholomrphes. 

1.2.e. Correspondance entre sources et invariants. Importance comparée des sources. 

Résumons sur un schéma les correspondances que nous venons de signaler 

(source) 

résonance 

quasirésonance 

nihilence 

) 
) 
) 

(obstruction) 

diviseurs nuls e-r--,) 
tout petits diviseurs~ 

petits diviseurs ~ • 

(invariants) 

formels 

holomorphes 

métaholomorphes 

Un mot maintenant sur l'importance comparée des trois "sources". Les multi-

plicateurs ).1., ... / )V résonnants ou quasirésonnants ne forment qu'une partie 

l' V 
de mesure nulle de Il.., • Il n'empêche que la résonance est un phénomène important, 

très fréquent dans les applications. Pour s'en persuader, il suffit de se rappeler 

(i,) plus exactement, si '>t = ( 'n;,) 
du coefficient .t.~,.. tl"" 

1·",) . .. ,, -i""" 
division par <tri./;,)°t • 

est un mul tientier et 4 un entier, le calcul 

de la conjugante formelle { peut nécessiter une 
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que la résonance couvre en particulier, pour les difféos, la tangence à l'identité. 
\/ 

Ainsi les difféos locaux de { tangents à l'identité 

(1.2.9) 

sont-ils résonnants d'après nos définitions. Nous verrons d'ailleurs qu'ils possèdent 

une infinité d'invariants holomorphes, que nous calculerons. 

La quasirésonance, au contraire, est une condition très forte et pour ainsi 

dire jamais réalisée. Elle n'est en particulier jamais réalisée pour les objets dont 

les premiers coefficients, et par suite les multiplicateurs (de toute génération), 

sont algébriques. En fait, on a du mal à imaginer un problème naturel pouvant livrer 

un objet quasirésonnant. Seule l'étude d'une famille complète d'objets peut conduire 

à de la quasirésonance. 

La nihilence aussi est une condition très forte en soi, plus forte en un sens 

que la quasirésonance, puisqu'elle porte sur une infinité de coefficients de l'objet. 

Toutefois, la nihilence est une propriété nettement moins pathologique que la 

quasir~sonance, moins exceptionnelle aussi, puisqu'on la rencontre chez les objets 

hamiltoniens, ou isochores, ou préservant une forme différentielle donnée. De là 

sa grande importance pratique, en mécanique notannnent. 

Il est clair d'après nos définitions que les trois causes d'invariance 

(résonance, quasirésonance, nihilence) peuvent se superposer. Nous verrons qu'alors 

elles n'interfèrent pas et que chacune continue à produire, séparément, ses effets 

ordinaires : la première, des invariants formels et holomorphes; la seconde et la 

troisième, des invariants métaholomorphes. Le cas de superposition le plus important, 

en pratique, est celui des champs hamiltoniens avec résonance extrinsèque. Il est 

étudié en détail au §8.4. 

Les invariants métaholomorphes, heureusement exceptionnels, sont essentiellement 

non constructibles (Voir§ 9.2). Nous devons en faire notre deuil. Les invariants 

formels (discrets ou rationnels) sont sonnne toute élémentaires. Nous les calculerons 

tous au fur et à mesure de nos besoins, mais sans jamais leur donner la priorité. 
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Nous concentrerons toute notre attention sur les invariants les plus intéressants à 

tous égards : les invariants holomorphes. Nous verrons que ces invariants sont tous 

"portés" par des fonctions résurgenœs fabriquées à partir des objets analysés e~ 

qu'on les obtient d'une manière étonnamment simple, en considérant les équations de 

résurgence vérifiées par les dites fonctions. 

Mais avant d'esquisser la rr~thode, il nous faut intercaler un bref rappel 

sur les fonctions résurgentes et sur le calcul étranger, qui donnent la clef de tout. 

SECTION 1.3. CALCUL DIFFERENTIEL ETRANGER. RAPPEL SUR LES FONCTIONS RESURGENTES. 

Plan : 1. 3. a.L'algèbre 6t, des fonctions résurgentes. Modèle convolutif --
1.3.b.Transformations de Borel-Laplace. Modèle formel et modèles sectioriels 

1. 3. c. L'algèbre /'1. des dérivations étrangères 

t>..I 
1. 3. d. L'algèbre ID. des pseudovariables 

1.3.e.Les principales sous-algèbres de résurgence -
1.3.f.La suralgèbre des fonctions résurgentes monogènes 

1.3.g.La suralgèbre des fonctions résurgentes stellaires 

1.3.h,Les principales sources de résurgence 

1.3.i.Fonctions résurgentes et microfonctions 

1.3.j.La bonne définition de la transformation de Borel. 

1.3.a. L'algèbre 6l des ~onctions résurgentes. 

la surface de Riemann de ~ S et soit la projection Soit f_,c,0 

naturelle de ([_oO sur (C, • On fixe sur {c,t> une détermination cohérente des fonctions 

et possède une multiplication naturelle : 

Elle ne possède pas d'addition naturelle. Toutefois, lorsque S~ et 5~ sont dans 
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un même secteur , on note 

souvent 

Définition 1.3.1 (Surfaces sans coupures). 

Une surface de Riemann tJ étalée sur lL est dite sans coupure si à tout 

point ~ de :j' , de projection 3 = w sur ( , est associée une partie fermée 

discrète de ll: notée sing Cs) et possédant les trois propriétés suivantes 

(i) Tout segment f.w c..../J de (L qui ne rencontre pas sing Cs) 
homéomorphiquement sur lj en un segment r partant de ~ 

, se relève 

(l.· 1.·) Tout segment ['·· '··J d ,r · d · ...., ...., e u.. qui rencontre es points <.J11 L.Jz. 1 ••• , / CJA. de 

sing (~), peut être inscrit dans un petit rectangle ouvert W tel que chacun des 

2.n. ouverts 1 obtenus en échancrant latéralement W en w, 1 w,_ 
1 

••• / "'-'1t. 

(voir figure 1.3.1) se relève homéomorphiquement sur ~ en un ouvert '1l7 contenant~ 

(iii) Si on ôte de sing (~) ne fût-ce qu'un point, les propriétés (i)-(ii) ne sont 

plus vérifiées. 

figure 1.3.1 

L'ensemble sing (~) est parfaitement déterminé par les conditions (i), 

(ii), (iii). On dit que les points de sing (1) sont les obstacles vus ou entrevus 

depuis 's (*) On peut donc proposer des surfaces sans coupure cette seconde 

définition, plus concise et plus parlante 

Définition 1.3.1 bis (Surfaces sans coupures) 

Une surface de Riemann lJ étalée sur ( est dite sans coupure si, pour 

tout point ~ de '::f , 1 'ensemble sing (~) des obstacles vus ou entrevus depuis 

',- (>~*) 
/ est fermée discret 

(*) On dit qu'un obstacle Ct,
1 

est vu (resp. entrevu) depuis S si le segment 

Sir12(~J ne rencontre aucun autre point de sing (s) (resp. s'il en rencontre). 

(>'<*) Autrement dit, tout disque de {. ne porte qu'un nombre fini de points de siogC?). 
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A vrai dire, pour rendre cette seconde définition complètement indépendante 

de la première, il faudrait préciser ce qu'on entend par "obstacle vu ou entrevu 

depuis ? "dans le cas d'une surface de Riem.1nn quelconque (ét:ilée sur If. ). 

Intuitivement, cela ne pose pas de problème. Si on veut une définition en forme, 

on peut adopter celle-ci : un point w., E. (. est un obstacle ~ ou ~ depuis 

un point '$ e:,> (de projection G., = '3 sur 4::. ) s'il existe sur Cf un fermé 

simplement connexe K qui contient ~ et dont la proje<:tion K sur ( ne contient , 
pas w , mais intersecte tout petit disque centré sur (w w 1] selon un ensemble 

non vide et simplement <:onnexe (donc tv' est adhérent à K ). 

Définition 1.3.1 ter (Espace vectoriel des fonctions anal tiques sans cou ures) . _ _._ ________ ....;:,::... ____________ ""'- _ _._ _______ ..._ __ 
On appelle fonction analytique sans coupure tout germe analytique 

défini au voisinage de l'origine O de (,oô et engendrant une surface de Riemann 

~(♦) sans coupure. 

Si deux germes et possèdent cette propriété, leur somme i + ;t. 
la possède aussi. Par suite, et bien qu'elles possèdent des surfaces de Riemann 

différentes, les fonctions analytiques sans coupure n'en forment pas moins un 

espace vectoriel, que 1 'on note· 1> (de l'initiale du mot "prolongeable"). 

Remarque 1 ( Comportement de ♦ près de O ) 

Chaque germe est défini analytiquement sur un voisinage 'l.r du 

point de ramification () de (ob (surface de e.a '!> ) , c'est-à-dire sur un ensemble 

V- u U( 11. / E,,,_) 
,n E~ 

avec 

LJ(tt. / f.'l\.) - { '; 0 < 1 il< E""- 2.TC'1t. < ~ $ " 2 rr (tr.. + l) - / ) 

et avec des É'h. qui peuvent tendre vers 0 ("voisinage en colimaçon1t). 

En fait, il suffirait de supposer f défini sur~ voisinage sectoriel 

11(11.✓~ .. ) , car 1 'hypothèse "sans <:oupure" entraîne autOlll4tiquement que ♦ s~ 

prolonge à un voisinage en colimacon de 0 

On peut d'ailleurs, par extènsion, parler de l'ensemble sing(O) des 

obstacles~ ou entrevus d<!puis O . Toutefois, comme () es.t en général un point 

de ramification de 4> (et non un point de sa surface de Riemann lf~)), l'ensemble 

sing(O) est une partie de c_ et non de C . Comme partie de c.., , sing (0) 

est discret, l!l.1Îs sa projection sur C peut ne pas l'être. 

_A fortiori, l'ensemble de~ les singularités de ♦ peut se projeter 

sur une partie non discrète de C , voire partout dense (et cela arrive même 

assez souvent!). 

J 
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Remarque 2 (Culs-de-sac interditset culs-de-sac permis) 

On notera que notre définition des surfaces "sans coupure" interdit les 

culs-de-sac rectilignes (figure a) mais qu'elle autorise les culs-de-sac curvilignes 

(figure b). 

fig.a • :> 
G.J, 

") -;> "-'a h t..Jr 
~ r ~;, • .... (,J "-'2. 41+. ~ 4)"° 

t.v, 
~ 

fig.b 

Pour que le cul-de-sac de la figure b soit possible, il faut et il suffit que l'arc 

r;; ~ ne se termine pas par un segment de droite. 

Remarque 3 (Caractère minimal de l'hypothèse "sans coupure 11
) 

A l'origine, nous avions donné des surfaces "sans coupures" plusieurs 

définitions différentes. F. PHAM, que nous remerçions, nous a fait remarquer que 

ces définitions n'étaient ni équivalentes, ni tout à fait adéquates, et il en a 

proposé une nouvelle (surface "sans fin") qui n'équivalait à aucune des précédentes. 

Devant cette profusion de variantes non équivalentes et toutes entachées d'un 

certain arbitraire, nous avens pensé que le mieux était d'adopter les hypothèses 

minimales, à savoir celles qui interdisent les culs-de-sac linéaires et eux-seuls. 

Ces hypothèses sont en effet les seules que nous requerrons plus tard pour définir 

les dérivées étrangères (premières, secondes, etc.) des fonctions résurgentes. 

Elles ont en outre l'avantage de conduire à un énoncé simple et parlant : la défi

nition 1.3.l bis ci-dessus. 

Cela dit, les fonctions résurgentes qu'on rencontre en pratique sont 

souvent beaucoup plus régulières que ne le comportent ces hypothèses minimales. 

Ainsi, la plupart des fonctions résurgentes usuelles n'admettent-elles jamais de 

cul-de-sac analytique: on peut les prolonger latéralement le long de toute courbe 

analytique de C , en contournant au besoin un ensemble discret d'obstacles 

(chacun d'eux pouvant être contourné dans le sens qu'on veut). Souvent, les 
(01 

fonctions résurgentes ne possèdent même pas de culs-de-sac l, : on peut les prolonger 

latéralement le long de toute courbe <e' de (L . 
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Définition 1.3.2. Convergence séquentielle sur l'espace1>. 

Convergence forte. On dit qu'une suite'~ E. f converge fortement vers une limite 

♦ E f s'il existe une surface de Riemann $ sur (L00 : 

(i) qui soit sans coupures (*) 

(ii) telle que ♦ soit holomorphe sur S (**) 

(iii) telle que pour tout domaine borné D C S intérieur à S (***) et tout arc 

analytique OC S joignant O à ]) , les fonctions t. sont, à partir d'un 

certain IYl == 1)\.. (_ D1 i) , définies holomorphes sur O et } et qu'elles convergent 

uniformément vers f sur D (****). 

Convergence faible: On dit qu'une suite t.E'P converge 

limite et> E 1) s'il existe sur <(oO un voisinage fixe J) 

convergent vers f uniformément sur tout compact de D 

faiblement vers une 

de <Û tel que les t 

Il existe une topologie surf sous-jacente à cette notion de convergence 

séquentielle forte (resp. faible). Nous l'appellerons topologie forte (resp. faible). 

Proposition 1.3.1. (L'algèbre dt des fonctions résurgentes) 

On note OI, le quotient de 1 'espace f des fonctions analytiques sans coupures 

par le sous-espace t,.. formé 

la classe de 4> modulo 1!~ 
des fonctions régulières 

~ 

est notée ' . 

en ([) (*****). Si 

(ic) Cela veut dire que $ est la surface de Riemann d'une certaine VE f'. 
("c*) S est donc soit la surface de Riemann scct) de et , soit une surface de 

de Riemann définie sur S (cf)) et plus ramifiée qu'elle. 

(***) Cela veut dire qu'aucun des points de ramification de S (en particulier 

l'origine 0) n'est adhérent à D 
(''c*;b'c) Mais pas nécessairement sur J . 
(-Jo'cic**) Ce sont les ~ qui, au voisinage de ([1 

' 
s'écrivent 

te$) 
oC> (. )~ ,c-·-····· 

- 2--~ a.11. $, 
'~1.::::0 . / 
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Pour tous et pour tout suffisannnent voisin de 

0, la convolution tronquée : 

(1. 3.1) 

s-.u. f t CS,) t (S-S,) d_s, 
..u. 

c~ ~1.3.3) 

définit, par prolongation analytique en ~ , un élément et *c... t de ~ dont 
~ 

la. classe t >tu. et ne dépend pas de M. . Cette classe ne dépend J.!.s ~ plus 

du choix des représentants f-:L / t mais uniquement de leurs classes t 
I 
t . 

La convolution tronquée induit donc une loi de composition sur dt : 
(1.3.2) 

Cette loi est connnutative et associative. Elle est aussi bicontinue, tant pour la 

topologie forte que pour la topologie faible (induites sur (R, par celles de,, ). 

Elle fait de dt une algèbre connnutative, dite algèbre des fonctions résurgentes. 

~ 
l) { 

/ 
/ 

/ 
/ fig. 1.3.3 • 

• ~ol) Définition 1.3.3. (Algèbre polaire U., 

l l_Lj,j) 

Les relations : 

0 
. - (.1 /2.ni. s)/,J 
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(l.3.3bis) 
. -- > 11.+)i) ~ /c2.rr i, ::, 

définissent des éléments de {il, qui vérifient 

,,,.._. • $ * 
cp -

'(im.) ~ ♦ ( 'd111. •r lY~ E ffv) - dS~ 

r-1 * 1r~-) ,~+"'-) lV-/fk/~ t JN) 
b est l'unité de 1 'algèbre dl, . Les éléments s /'// '" engendrent une sous----

algèbre de dl, notée lt~ et dite algèbre polaire. 

Définition 1.3.4 (Qualifiés et qualifiants) 

Pour tout ♦ E. dt = f / ,,. , la relation : 

{ 

~ S - ~ S / = 2.1tl 

s d:---51 ~ cf..oO v- t/'1Sl.ow.6 d...A. 0 
(1.3.4) 

définit une fonction analytique sans coupure Cf E f qui est indépendante du choix 

du représentant f de '. On peut donc noter : 

(1.3.5) (*) 

,"'-> 

'f est dit mineur de f . L'application cp ➔f est surjective de (il dans j) 
mais non injective(**). 

~ 

Connue la manipulation des classes f est assez malconnnode (***) et que le mineur 

f contient à lui seul presque toute l'information, on assimilera souvent les fonctions 

résurgents à des fonctions analytiques sans coupures qualifiées chacune par une 

(*) R désigne la rotation de +2..'Tf (Bien sûr 

Tout fé f est le mineur d'une infinité de f E. 4l qui diffèrent par des 
. ,....,,. . ,,.._ ~ t l"'-) 

( ~ et, = ,r,u,n4ft ) ~ t - t-z. = L ai)\. o 
(**) 

séries de Laurent en 0 

(***) du fait surtout de l'information surabondante que comporte la donnée des m~jeurs ♦ 
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fonction cf) vérifiant (1.3.4) et définie modulo une fonction régulièreà l'origine. 

En résumé 

f est ~ qualifié (ou~ mineur) 

,,, est un qualifiant (ou ~. majeur) 

cf est la (classe) qualifiante 

La plupart des fonctions résurgentes qu'on rencontre en pratique ont une 

partie polaire analysable(*). On peut donc sans inconvénient les représenter sous 

la forme 

f + 

Proposition 1.3.2. (Interprétation de la convolution) 

Soit un majeur donc~ majeur) vérifie: 

(1. 3. 7) S-? 0 

Â\ (iUt) , 
alors la classe T est dite intégrable. Les classes intégrables 

donnée de leur mineur f . Si f, 1 ( ment déterminées par la 

sont complète

sont intégrables, . ,. ~ 
alors Ti = T, * Ti_ est elle aussi intégrable et on a au niveau des mineurs 

~ = '1 *'f:. pour la convolution complète (i.e. non tronquée) : 

~ Cs') (1. 3. 8) -- r '((~.) t ('3-3,) d\ 

Remarque. Même si les majeurs t et ♦L sont eux-mêmes intégrables on n'a pas 

(même modulo 1 ~ ) 

,1 ~ ti (convolution complète) 

(*) Cela veut dire que les majeurs ♦(~) se décomposent d'une manière naturelle 

et unique en une partie polaire :2:" o{"'- 5-1\ et un germe "sans pôles à 1 1 origine;,. 

C'est le cas en particulier pour toutes les sous-algèbres de résurgence examinées à 

l'alinéa 1.3.e. 

(**) c'est justifié car le mineur 
segment issu de l'origine([) 

est alors intégrable sur tout petit 
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mais on a 

-- (modulo f~ ) 
où *.«. désigne la. convolution tronquée (I. 3.1) de pa.ramètre A fixe (si bien qu'on 

ne peut pas faire tendre .«. vers () à S fixé). 

Proposition 1. 3. 3. (Eléments exponentiables et éléments inversibles de l 'a'11ifèbre 6Z) 

Un élément est dit exponentiable si les sonnnes partielles de la 

série exponentielle 

(1.3.9) s + 1 

,.._. 
convergent fortement vers un élément de dt , que l'on note alors e.;<.r-* f . Les 

éléments exponentiables forment un sous-espace, noté «.,ur et caractérisé par: 

(1.3.10) 

Les éléments de (Jt ne sont pas tous inversibles (*). Ceux qui le sont engendrent 
JD~ 

un groupe multiplicatif(*) que l'on note V,.. ~ et l'application exponentielle 

(l.3.11) 

réalise un isomorphisme 

le groupe multiplicatif 

du groupe additif (quotienté par l 1espace 2.ni ~ 2 ) ,._~ 
Proposition 1. 3.4. <Automorphismes de 1 1 algèbre dt ) 

L'algèbre tlt possède trois sortes d'automorphismes 

(i) la conjugaison complexe 
I""---' 

(l. 3.12) .... ---~ 'f 
(*) pour le produit de convolution. 

dans 



(ii) les similitudes sa.. de rapport a.. 
,,......,. /'-i ,,,..,..._, 

(1.3.13) cf> ~ .s:. ' = 'r 
(iii) les compositions par des éléments 

(1.3.14) 

où 3 désigne la dérivation naturelle: 

,,..._, 

(1.3.15) a cp 
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~ 

--

avec 

- â. ♦Cs/,,_) (tt-~,,.;..;. .t.. ~ 
VEil~,. 

Toute automorphisme continu (pour la topologie faible ou forte) de l'algèbre 

(R,s'écrit d'une façon unique comme produit d'une composition et d'une similitude, 

suivies éventuellement de la conjugaison complexe. 

Remarque 1 : La composition O induit sur 1 'ensemble 

groupe non commutatif. 

I ,nQJ(.r-
b +,n,,. une structure de 

Remarque 2 : Si on n'imposait pas aux fonctions résurgentes d'être prolongeables 

partout sans coupure, leur algèbre possèderait d'avantage d'automorphismes. 

Remarque 3 : On verra (alinéa l. 3. b) qu'il existe sur a des dérivations ti. très 

nombreuses qui ne sont pas de la forme 'a ( ,~fl a-:: dérivation naturelle). 

Pour une telle dérivation "étrangère 11 ~ et un élément fixe Y l::: (il,, , 1 'application 

(1.3.14) + 

est formellement un automorphisme, mais elle n'est pas définie sur<lt tout entier. 

1.3.b. Transformations de Laplacè~Borel. Modèle formel et modèles sectoriels. 

Avant de définir la transformation de Laplace sur l'algèbre~, il faut 

commencer par la définir sur la sous-algèbre (}t des constantes de résurgence : 
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Définition 1.3.5. (L'algèbre convolutive (il et l'algèbre multiplicative~) 

On note dl. l'espace des fonctions résurgentes t f.. ô<.v dont le mineur f(s) 
est holomorphe sur ([:c,0 tout entier et de croissance (au plus) exponentielle à 

l'infini(*) : 

(1.3.15) 

(Ït est une sous-algèbre de t1l,. (pour le produit de convolution). On note de même lÎl 

l'algèbre multiplicative des germes l(~) définis holomorphes au voisinage de l'infini 

et de croissance sous-exponentielle 

(1.3.16) - ô 

Proposition 1. 3.5. (Transformations de Laplace-Borel) 

A tout élément 

(1.3,17) { 
de mineur f, la transformation de Laplace 

( ~ 1 = ~(,~*) 

J.~ 
,,._, 

associe un élément r t:: ~ qui ne dépend pas du choix du majeur ♦ € t (pourvu qu'on 

l'ait choisi exponentiel à l'infini, ce qui est toujours possible), 

De même, à tout germe <f {;; t , la transformation de Borel 

(*) Auquel cas on montre qu'il existe toujours un majeur 'P possédant les mêmes 

propriétés. 

(,~*)Les notations &:i:G et D:9 signifientquel'onintègresur l_t:,11> lelongd 1une 

chemin partant de cO ou de O (ou y aboutissant) selon la direction radiale d'angle 8 . 
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el-
(1.3.18) 

1 
2:rrt 

/)..1' 

associe un élément f ~ {R., qui ne dépend pas du choix du point .u.. (voisin de t:,,O -
sur (ol) ) . 

Les applications L et rJ3 sont inverses l'une de l'autre et réalisent des 

isomorphismes de l'algèbre convolutive dl. sur l'algèbre multiplicative K . En 

résumé: 

(1.3.19) 

~-~ 

~ ( f, ~ '.) 
ifJ:J(~. () 

Remarque 1 : Si on veut éviter de 

~V do,_~ 

~!.{ ~ ~ -c.t f.). ~ i) 
(~~)*(03~) 

chercher dans la classe fun majeur t 
tiel à l'infini, on peut remplacer l'intégrale (1.3.17) par: 

(1.3. 20) 

exponen-

f = '/11.l,>l f , .,,_ 6 !.,. , e, .u.. - ~ ,._' = 2.ni 

Remarque 2 

,...., 
Si cfJ est "sans pôles", autrement dit si un (et donc tout) majeur f 

vérifie : 

(1.3.21) s fés) --? () 1~"- s ~ 0 

"' = 
. f est intégrable en O : alors le mineur l1r\-llYl 

(1. 3. 22) ~ l t'(s)/ Js <oô (*) 

(*) pour tout rayon fini I issu de O et assez petit. 
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et • T est déterminée par son mineur 'f' . La tranformation de Laplace peut 

s'écrire 

(1. 3. 23) 

Remarque 3 
,"\.., 

,,...__, 

Si lf E (À et ~r =f , le mineur f = 1'lltM.. f est donné par 

(1.3.24) fts) 1 j"°:-G+ir +lsiY 
fft?) J'r; {~s =+B) - l!_. 

'2..-rri. 
cJ>i - 9 -rr 

Définition 1.3.6 (Modèle formel Ol) 
On note (Ï\, l'espace formé par les séries 

(1.3. 25) 
11'\.::D 

dont la transformée de Borel : 

(1. 3. 26) 

converge faiblement vers un élément (*).Sion identifie les élements de 

{it dont les transformées de Borel coïncident, on obtient une algèbre multiplicative 

(Î( isomorphe à l'algèbre convolutive _, . 

I"\...., 

Üt, est le module formel de l'algèbre des fonctions résurgentes. Tout cp6 «.. 
peut s'écrire comme somme d'une série faiblement convergente: 

,,,.._,,, 0.0 ........ 

(1.3.27) q, - L t ( t 
IK_":,Ô 

et la transformée de Laplace de f: 
(*) Cela veut dire qu'on peut trouver des majeurs ♦6♦ et 

et un voisinage J) de () 

vers f uniformément sur 

sur 

tout 

~c,0 tels que les sommes 

compact K C ]) . 

ê (A.) 
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(1. 3. 28) 

est dite modèle formel 

Proposition 1.3.6. (Dérivation naturelle et automorphismes de Û() 

La transformation de Laplace L transmute la dérivation naturelle a de 

Dt, en la dérivation ordinaire 

Elle ne change pas la forme de la conjugaison complexe 

(1.3.29) 

Elle transmute les similitudes SIX en 50( 

(1.3. 30) 

Enfin elle transmute la composition O en la composition O ordinaire 

(produit de substitution formel) : 

(1.3.31) r D. ci + r) ~ y, c ~ + t) 
où <f t: V\ et 

~ l::_ (l ll.Xf-::;: ~ Il, ll.xf' 

t,O r+ z= ~ 
l)t.=/ 11t! 

ri)D.X)'
• Cet espace .V\., des éléments 

exponentiables peut s 'interprêter symboliquement connue l'ensemble des 'f fa.. tels 

que: 

(1. 3. 32) <et~) l"à 0 

et le groupe de composition 

l'ensemble des 
1 + cz. ... i.. = .ter+«."") 

tels que 

peut s'tnterprêter connue 

(1.3.33) 1 

(*) Ce ne sont bien sûr que des écritures symboliques car en général~L f{~)ni ~{~) 

ne sont des fonctions numériques de V' . 
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avec pour produit 

(1.3.34) 

Dans la plupart des applications, on a affaire à des élements r de <flv 
qui peuvent s'écrire comme séries (faiblement convergentes) de monômes logarithmiques 

(1. 3. 35) { 
/ 

-.°'o,., .. '/c~JL) Les transformées de Borel de ces monômes logarithmiques ont des mineurs \1 ~ 

qui, pour 5 ➔ O, sont équivalentes à 

(1. 3. 36) 

On peut même souvent se contenter des monômes simples 

(1. 3. 37) 

dont les transfonnées de Borel sont données par 

modèle formel modèle convolutif 

mineur maieur canonique 
_c( 

0_~l~?:) 5
ct-, :s~-, è:noc al-1 

(1.3.38) 

~ -=-:=_ f(-i-~ s 
î°'(OI.) rrol) (-t-e.-tnt) f1lt. 

(1.3.39) 
-'IL 

("" 6 IN~) s"A.-, hl '5~-t 
1 (!\-1)' 

. 
f.îft ~-1), 

1'. 

( 'k ~IN) 1\. 
'>t ! ithJ (1. 3.40) ) 0 0L ~ -. -

'L-rr~ <,~4:1 



.) l 

Notons 6l 1a sous-algèbre (car c'en est une) de 6l formée des 1 dont 

le mineur Cf' est à croissance exponentielle: cela veut dire que pour tout L = ± 

et tout ê on peut trouver un chemin a~ 
.,t 

qui part de 1 'origine Û , qui 

longe l'axe tout en contournant les éventuelles singularités dans 

le sens positif (resp. négatif) si l = - (resp. +) et sur lequel : 

(1. 3. 41) l 'ftsJ l 

Dans ce cas il existe toujours dans la classe t des majeurs f qui sont 

eux aussi à croissance exponentielle et on peut sans difficulté définir la trans-

formée de Laplace sectorielle de direction 8\: au moyen des intégrales 

(1. 3.41) = 

(1. 3. 42) 

Ici désigne le chemin qui part de t,O selon 1 1 axe d'angle 

' 
contourne l'origine et repart vers 0.0 selon l'axe d'angle ot 

Au contraire t(8,,t.) désigne un chemin joignant un point .1.)... (d'argument 8 
et proche de «) ) au point M: qui s'en déduit par une rotation de un tour dans 

le sens négatif et suffisamment proche de {) 

pour n'enlacer aucune singularité de joint 

le point .u.. 

• Enfin le chemin <e(d.,t.} 
~t 

à oO en longeant 1 'axe d'angle U 

dt 
Bien entendu le germe analytique <f (~) , fruit de ces intégrations, 

est défini dans un secteur de bissectrice 'a-~ et ·d'ouverture :ÇP. f.11 

(ou ;:> !Tt lorsqu'on peut faire pi voter 1 'axe d'intégration sans rencontrer de 

singularités). Comme on a pris soin de contourner toutes les singularités de 

dans le même sens (positif si 

de Laplace 6(. 
d'axe {notée 

t-:: - , négatif si Î ::: + ), 
.,,,t ) 

f/(J transmute la convolution 

la transformation 

en 
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En fait il est commode (cela simplifie maints énoncés) de définir les 
et At 

transformées de Laplace :l non seulement sur 1 1 algèbre ~ des fonctions résur-

gentes à croissance exponentielle, mais sur l'algèbre dl, t=e entière. Pour cela, 

on exprime (c'est toujours possible) les f de A comme séries fortement conver

gentes d'éléments t de dl, : -
(1. 3. 43) -- + ... 

et on convient de dire que la série 

(1. 3. 44) . -
C: 

est la transformée de Laplace (d'axe ê 
,,..._,. 

) de~ . Bien entendu, on identifie 

les séries (1.3.44) qui proviennent de décompositions (1.3.43) distinctes. Il est ,,....._,, 

clair que lorsque f n'est pas à croissance exponentielle, sa transformée de Borel 

n'a pas d'interprétation simple, car alors la série de germes en 1 

(1.3.45) t-

ne converge pas vers un germe en 1J' . Mais cette extension de la transformation de 

Laplace sectorielle à toute l'algèbre til, permet de définir un modèle sectoriel 
e~ l!1 
~ qui est en bijection avec Il\,. 

On a ainsi pour l'algèbre des fonctions résurgentes trois modèles concurrents, 

en bijection deux à deux: 

Modèle fonnel > Modèle convolutif 



& 't 
La flèche allant de (}:, à v( 

développement asymptotique 

"le développement Î{~) 
radial pour 

e+ 
admet Î 

demi-plan de bissectrice -8 11 
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doit se lire " comme 

'2.. ➔ oô Il 

0 9-
et r 

et la flèche inverse doit se lire 

pour sommes naturelles dans le 

On appelle parfois modèle sectoriel (tout court) l'ensemble de tous les 

modèles sectoriels pour et pour tous les 

Les formules permettant de passer d'un modèle sectoriel à un autre seront 

données là où nous en aurons besoin, c'est-à-dire lorsque nous étudierons les 

contraintes de croissance sur les invariants holomorphes (§ 10.5). 

Un mot, pour finir, sur les mérites de chaque modèle 

Le modèle convolutif dl est fondamental pour la définition des fonctions 

résurgentes et des dérivations étrangères et c'est presque toujours lui qu'on utilise 

pour les démonstrations. 

Le modèle formel ul est le plus commode dans les énoncés, d'autant plus qu'on 

travaille presque toujours dans des "domaines d'unicité" de (Î..., , c'est-à-dire 

des sous-algèbres de (R_ dont tous les éléments r se décomposent d'une manière 

unique et naturelle en sommes(l.3.25), avec des '(li} qui sont généralement 

des monômes logarithmiques du type (1.3.35). 

9t. 
Les modèles sectoriels (/{ sont cruciaux pour l'interprétation géomé-

trique des résultats et ont aussi, du point de vue heuristique, le mérite de 

suggérer diverses propriétés des fonctions résurgentes. 

Remarque: Pour certaines sous-algèbres de résurgence, on dispose d'autres modèles 

que ces trois modèles fondamentaux. Ainsi définit-on un modèle de Poincaré pour les 

algèbres de résurgence dont les éléments, dans le modèle convolutif, ont toutes leurs 

singularités au-dessus d'un réseau discret de C . Voir [El] §3.C. 
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1.3.c. L'algèbre~ des dérivations étrangères. 

Défi nit ion 1. 3. 9. (Les opérateurs t t,J ) 

A tout c..., E (( on fait correspondre un opérateur linéaire 
c,O 

(1. 3. 50) 

en posant 

(1.3.51) 

où t est la fonction analytique sans coupure entièrement définie par la condition 

(1.3.52) t (S) 
!,/S''l./'"''i.Jt.,=±. u -t A +-f\l 

(l'i l'i /-

pou~ S proche de O et sur 1 'arc ~ S:::: ~w . Ici, 'f désigne le mineur 

de t et 
1fC3+-w) désigne la détermination de ~s t-c...,) 

tion analytique de f{'~) à partir de Ô , en suivant le rayon ~ S :: J 4IJ 

obtenue par prolonga-

(sans jamais revenir en arrière) et en contournant les singularités intermédiaires 

wi. dans le sens positif ou négatif selon que ~ ~ ::: -½- dù... _ (la dernière 

singularité, W!\.::::: Lv .,1 est toujours contournée dans le sens positif). L'entier fr. 
(resp. a ) est égal au nombre de signes+ (resp. - ) dans la suite t 'i e 

11 1 / '1.,; •• •,; Z.11.-1 

Bien sûr 

Figure l.3.4. 
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Notons que la définition ci-dessus est cohérente en ce sens que le résultat 

ne change pas si l'on ajoute des singularités fictives 4J._ sur le rayon [ O /w J . 
Cela tient à la nature de la somme pondérée (1.3.52). 

Notons aussi que le mineur est donné par 

(1.3.53) ~('~) L ;-'i ! 1~ 1. 

[ )°cs+w) tf(Hw~ 
!Il• .. / ~.11•1 ': ± (}t +f/1)! 

pour 5 proche de 0 et sur l'axe ~ \ = 6'4J . Ici t'f c ~+t.u) est 

défini 

larité 

comme en (1.3.52), c'est-à-dire en contournant positivement la dernière singu
'i.-lt

, tandis que '{ts +Lu) correspond au choix opposé ( w 

contourné négativement). 

Proposition 1.3.9. (Dérivations étrangères) 

Pour tout t.., E. (ob 1 'opérateur ÎJ.eu est une dérivation de 1 1 algèbre tR, 

(1.3.54) + 

Les dérivations /J sont dites dérivations étrangères ()'c). Elles ne vérifient aucune 
w 

relation a priori : l'algèbre associative~ qu'elles engendrent est libre(**). 

Avec la dérivation naturelle a , au contraire, les _L\ interagissent comme suit w 

(1.3. 55) 

Il faut toujours avoir présentes à 1 'esprit deux propriétés essentielles des 

dérivations étrangères. La première, c'est que les /:iw suffisent à décrire toutes 
,,..,_., 

les ramifications des fonctions résurgentes. Plus précisément/si cpé:-4iL et si 

, on peut reconstituer, par combinaisons entières simples, la 

(*) par opposition à la dérivation naturelle a introduite en (1.3.15) 

(**) c'est sans doute l'exemple le plus intéressant 

concrète d'une algèbre de Lie de dimension infinie. 

sinon le seul - de réalisation 
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fonction f sur tous ses feuillets, s1 1 1 on connaît " et ses dérivées étrangères l*:,...} 

successives A t/J {j /\ 'f Ww, l" / r..,~ Ll.w
1 

I ... sur leur feuillet principal (c'est-à-dire 

sur leur étoile d'holomorphie de centre d) ). 

La seconde propriété, c'est que les dérivations étrangères 64> sont des 

opérateurs continus pour la topologie forte de (iL, mais pas pour la topologie 

faible. C'est d'ailleurs ce qui permet de représenter tout f Efl comme somme 
~ 

faible d'éléments t E. ~ dont les dérivées étrangères sont nulles. (*) 
~ 

Proposition 1.3.10. (Les dérivations étran ères et les automorphismes de ) 

de A: 
Voic,,i. connnent les ~GJ interagissent avec les différents automorphismes 

a) Conjugaison complexe ~J: 
(1.3.56) ~-

ô b.4J ::. 6&; ln.j ( z:; ~e._..,~1.,.,.,-i.,,) 
b) similitude Sc( 

(1. 3.57) 64, s: - t b. (,.,/ K,.., ,i:' E ie..,) wtJ..·' 

c) Composition par 

(1. 3.58) 

Proposition 1.3.11. (Modèle formel et dérivatioœétrangères pointées) 

La transformation de Laplace transmute les dérivations étrangères Ôt.J 
de 6'., en dérivations de V( que l'on 

à craindre. Dans le modèle formel ûl 
s'écrivent : 

note encore /1 , car aucune confusion n'est 
'(,J 

les propriétés des dérivations étrangères 
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(l.3.59) 6 C tf. ~) = l◊" f). tt' + 1f.@.,~) CYt 1 t=~) f.u 

(1.3.60) !J g = l_d - ~) LlGJ (? =-d/~~) û 

6 ltf O J J e..-,:,CJ-}) (A., <fJ / é'e/=1/) (1.3.61) 0 ~ -t- lf o~ .Qt w 

Si on introduit les dérivations étrangères pointées 

• 
(1.3.62) 

les deux dernières relations se simplifient 

• 
(1.3.63) 6 

w () = 3/Îb) 

(1.3.64) 
• I • 

~J) 0 l + r:t oJ) 0.,J) 
Remarque: CoIIllile le monôme Ç ne vérifie pas (1.3.32), il n'appartient pas à 

1 'espace dce..xf- des éléments exponentiables de {J.. . Les i:~ ~ ne sont donc 

pas des éléments de ~(fonctions résurgentes) mais de purs symboles. Les dérivations 

étrangères pointées font donc sortir de l'algèbre~ • Ce sont en fait des dériva-

tions de l'algèbre engendrée par les sommes finies de la forme 

Mais comme les dérivations étrangères pointées sont plus simples à manier, on les 

utilise souvent dans les énoncés. 

I 
1.3.d. L'algèbre Ji des pseudovariables. 

L'algèbre~ des fonctions résurgentes possède un nombre énorme de 

dérivations. Cela suggère l'existence de "variables cachées" (cryptovariables) ou 

plutôt de "fausses variables" (pseudovariables). Pour mettre cette intuition en 

forme, il faut envisager l'algèbre associative ~ engendrée par tous les 6,'-' 
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(pour w E d:.
00 

) • Les relations 

(1.3.65) r--- + 

induisent sur~ un coproduit commutatif 

(1.3.66) lb. ... ") 

qui. munit 1/J. d'une structure de cogèbre. Cette cogèbre admet pour duale une 

algèbre commutative ~/ engendrée par des pseudovariables 

(1.3.67) 

qui sont duales des éléments 

table de multiplication suivante 

(l.3.68) --

(1.3.68bis) 

et plus généralement: 

(1.3.69) --
1 t ~.,w Ceu 

de /1:J. et qui vérifient la 

Ici sont des multiindices (suites finies d'éléments 4J;_ é<f.,o) et la 

notation ~•✓ t .• }· C W (1' shuffle" ou "battage") signifie que le multiindice (j.,J 

' . . b . 1 d 1 1 1 '. d' '_-i '-s obtient en im riquant es uns ans es autres es mu t11n 1ces ....., et t,., tout 

en préservant l'ordre interne de chacun. 

D'autre part A est une algèbre associative (non connnutative) et cette 

structure supplémentaire induit par dualité une action de l'algèbre!),. des dériva
/ 

tions étrangères dans l'algèbre b des pseudovariables. Cette action est ainsi 

définie : 
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(1. 3. 70) 

et on vérifie à partir de la table de multiplication (1.3.69) que l'on a bien 

(1.3. 71) 

pour tout indice (,Jo et pour tous multiindices lu 
1 t. 

et w . 

Les pseudovariables servent entre autres à construire les formes déployées 

et restreintes, dont voici la définition (relativement au modèle formel (ft) : 

Propostion 1.3.12. (Forme déployée) 

L'application: 

oO 

cr ,r----"!I~ J.rJ N J = r -1-~ ?;_ ft. ....... LL. r) z"" .. , ... 
' 00 

(1.3.72) 

définit un ho:nomorphisme dpl (nforme déployée") de l'algèbre ~ dans l'algèbre -
(1.3. 73) 

La forme restreinte n'est définie que sur certaines sous-algèbres de ~ 
dont la principale est l'algèbre rJZ,+ . 

Définition 1. 3.10. (Algèbre 0\:) 
On note Ol+ la sous-algèbre de Ol forœe des fonctions 

~ 

pôles simples. Ce sont les f dont les majeurs ♦ vérifient : 

(1.3.74) 

résurgentes à 

et dont le mineur Cf a au voisinage de chaque singularité 5
0 

le comportement suivant: 
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(1.3. 75) 

L'algèbre ~+ est stable pour les dérivations étrangères et, si 1 'on pose : 

(1.3.76) rC♦) ~ 3 ♦l3) 0!_t E'f) 
S ➔ O 

l'application cr : fR.+ ~ (L est un homomorphisme d'algèbres : 

,.,_ 

~t) 
~ 

r (t) (1.3.77) ~ ( et, - 0- (et,) 

Pour définir la forme restreinte, nous utiliserons le m:Jdèle formel {](+ 

de l'algèbre O\:" . 

Proposition 1.3.13. (Forme restreinte) 

L'application 

(1.3.78) . - (./) ~ L_ (>- A (t)' zw,, .. '/W1t. 

\ + f;;-~i ~(toO q-- (J"ll ••• D", {) 

. + 
définit un homomorphisme rst ("forme restreinte") de 1 'algèbre (j( dans 1 'algèbre 

~/ des pseudovariables -
(I. 3. 79) 

Proposition 1.3.14. (Propriétés des formes déployée et restreinte) 

Les homomorphismes dpl et rst commutent avec la composition O , la 

dérivation naturelle d et les dérivations étrangères /J.w. 

Cet énoncé suppose évidemment qu'on ait convenablement défini l'action 

de ~ et O sur les pseudovariables : 

(I. 3. 80) 

(1. 3. 81) 
ZGJ,,, ... ,,w,., (*1 

• I 
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Si, parallèlement aux dérivationsétrangères pointées 

des pseudovariables pointées 

(1.3.82) 0 

• 
e,-w 7J /Jt.J ,on introduit 

celles-ci auront l'avantage d'être "inertes" à l'égard de d et 0 

(1.3.83) 
;J . Z ",, ... ,, CJJ). _ 

{) 

• 

(1.3.84) 
z L,,, .. 

• 

Pour les détails, voir [E.l] chaptitre 4. Pour les applications, voir ci-après, 

§10-7. 

1.3.e. Les principales sous~àlgèbres de résurgence. 

On appelle algèbre de résurgence les sous-algèbres 

stables pour la dérivation étrangère. 

(1.3. 85) C. fi: 

lt de~ qui sont 

On a déjà vu (définition 1.3.10) l'algèbre (A_,T' des fonctions résurgentes 

dites "à pôles simples" (dans le modèle convolutif) et 1 'algèbre ~ des fonctions 

résurgentes à croissance exponentielle (encore dans le modèle convolutif). Voyons 

d'autres exemples utiles. 

On note {ile,/!> ou CJlf" (pour f ~ /N ) 1 1 algèbre des fon~tions résurgentes 

f qui, dans le modèle formel, peuvent s'écrire, respectivement: 

(1. 3. 86) 

(1. 3. 86bis) 
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et dont toutes les dérivées étrangères 6~ lf peuvent aussi s'écrire sous cette 

fonne. Bien entendu, 1 1 appartenance de <f à Û{_ impose aux coefficients .<Il( 

certaines contraintes de croissance. On a en particulier 

(1.3.87) 

(1. 3. 88) 

On a également les sous-algèbres 

(1. 3. 89) 

(1.3. 90) 

. 
.) 

. 
,I 

0 

. --

Les algèbres ~i et ô{i sont particulièrement importantes et possèdent 

une interprétation remarquable dans le modèle convolutif : les éléments ♦ de ( (:.;dl~ 
ont des mineurs 'tli) ne possédant que des poles simples et des singularités 

logarithmiques (resp. des pales d'ordre quelconque et des singularités logarithmi-

ques). Autrement dit, au voisinage des singularités 5o , on a respectivement: 

'(1.3.91) 'tes) - \(H.) 1" 
,( Ao -f tf l'~-,.) e, ls-s.) - - + 'l.tti. ~-1. 'lnt 

(1. 3. 92) 

avec ½ et ! fonctions régulières de ?-J. • Appliquer une dérivation 

étrangère Ô.,._, à un élément (par exemple) revient à prendre une 

combinaison linéaire d'un nombre fini de 'fo (pour des singularités $~ au-dessus 

de (,J ) et à ajouter un dirac A ,c~) dont l.e coefficient A est lui-même 

combinaison linéaire finie de résidus A. . 
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Les algèbres de résurgence énumérées ci-dessus sont les plus importantes. 

Certaines applications conduisent bien à en considérer d'autres, mais jusqu'à 

présent toutes les sous-algèbres Jt de (fZ issues de problèmes naturels se 

sont avéré posséder deux propriétés remarquables - la représentabilité et la 

restrictibilité - qui en facilitent beaucoup l'étude. 

La représentabilité signifie qu'il existe dans ~ (voir § 13b) une famille 

{ J'°'} de fonctions résurgentes telles que tout élément r de JI: admette 

(dans le modèle formel) un développement unique du type 

(1.3. 93) 
0( 

En pratique, la famille r -,-« 2 'l v J en question est toujours une famille 

l J " ,.. "'•;"-,, ... ,, "' (\) = ,J ('\) } de monômes logarithmiques du type {1.3.35) avec des 

multiindices 0{ de longueur r fixée. 

La restrictibilité signifie qu'on peut définir sur Jf:. une forme restreinte. 

C'est le cas chaque fois que l'on a 

(1.3. 94) JI: C 

et qu'il existe une fonction résurgente exponentiable 

que de Jè et telle que 

(l.3.95) C. 

ne dépendant 

On peut alors définir sur Jl: une forme restreinte au moyen de la formule: 

(1.3.96) 11.Wr-('f} 

(*) On n'a donc pas toujours • Ce n'est donc pas fic elle-même 

qui est une algèbre de résurgence, mais JI: enrichie par les exponentielle5de K 



64 

et avec le même homomorphisme tr de {Ï(+ dans { qu'en (1.3. 76). On dispose 

donc d'un homomorphisme A4-t"' de l'algèbre Jt / 
dans 1 'algèbre /J. des pseudo-

variables. Cette "forme restreinte" est analogue à celle de la proposition 1. 3.13 

et rend les mêmes services (cf. § 10.7). 

1.3.f. Les suralgèbres de fonctions résurgentes monogènes 

On a parfois, quoique rarement, à considérer une extension des fonctions 

résurgentes qui revient à admettre, dans le modèle convolutif (variable S) des 

singularités partout denses (non plus seulement en projection sur tC. , mais sur 

chaque feuillet). Les fonctions (de '3) en question sont analpgues aux fonctions 

monogènes introduites par Emile Borel [Bo] mais avec cette différence qu'elles 

sont multiformes (ramifiées) alors que les fonctions monogènes de Borel étaient 

uniformes (*) 

Esquissons seulement une construction(**) de l'algèbre des fonctions 

résurgentes monogènes (dans le modèle convolutif). Les majeurs fl1) sont des 

fonctions de $ définies sur tout chemin r C. If°"" qui part de l'origine O et 

évite un certain ensemble 'T( = Je ( 'l) de mesure nulle, stable par rotation 

d'un tour. Ces majeurs vérifient la propriété de monogénéité de.Borel (voir [Bo], 

page 134) qui garantit l'existence des dérivées 

(1. 3. 97) -- (**) 

(*) Voici deux exemples typiques de fonctions monogènes, respectivement uniforme 

et multiforme : 

(**) Tout comme 

-M, -t 11\"-t 1', + 1l,. 
;s : e.-e. 
"Ill:, 1ti 6 1W" 

pour les,fonction monogènes 

~ {? - ~ - !! i) -d' "'' 11,.. 
(uniformes) de Borel, on a le choix 

entre plusieurs constructions, dont chacune couvre tous les cas pratiques, mais 

dont aucune ne semble pouvoir englober toutes les autres. 

(***) c'est-à-dire sur presque tout les rayons q-Ll-,o) - ê. 
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et ils vérifient une condition de "multiformité tempérée" qui dit grosso modo 

qu'en notant 1J 

en 5.., , on a 

les divers chemins de issus de {) et aboutissant 

(1. 3. 98) 0 

où t'l ('3•) désigne bien sûr la valeur en $0 du prolongement "monogène" de 

~~) selon le chemin Q 

Le mineur 'f est bien entendu défini par 

(1. 3. 99) 

où ~ / se déduit de 'J par rotation de - 2tt autour de 0 

Un majeur ♦ est dit régulier en 0 si son mineur f est nul. On note 

l'espace de tous les majeurs quotienté par l'espace des majeurs réguliers 

en O . Les éléments de 
.~i,y.o • 
V'\,, sont notés T . Il y a quelque difficulté 

à définir sur 
ll~MO (*) 

une convolution et des dérivations étrangères. Le .~o 
plus simple est de considérer l'espace K. comme le complété de l'espace lt, -
par une infini té de semi-normes qui mesurent la "taille" des f et de leur 

dérivées étrangères 

et ramifiés au-dessus 

sur certains ensembles parfaits 

Nous n'avons heureusement pas à entrer dans les détails de cette construction, 

car les fonctions résurgentes monogènes que nous aurons à envisager seront d'un 

type particulièrement simple. Elles seront toutes de la forme: 

(*) En considérant des limites d'intégrales du type (El)~bl3} on peut sans mal ,.._ ,..._ 
définir la valeur du mineur de t. * tt. en des points S radialement acces-

sibles à partir de l'origine, mais le difficile est de montrer la prolongeabilité 

monogène non radiale. 
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(1.3.100) 

avec des coefficients e w,,·· ·1""11. 
scalaires et des monômes de résurgence 

wt.lu(; 5«.J\ de définition relativement élémentaire. Comme ces monôrœsvérifient 

une table de multiplication simple (voir§ 1.4) et que leurs dérivées étrangères 

sont faciles à calculer, on peut aisément manipuler les 'f de la forme (1.3.100). 

~ ... w,, • • · I W1t. 
Comme d'autre part les W sont aisément majorables (dans le modèle 

convolutif) et leurs coefficients explicitement donnés, on 

parvient dans chaque cas à vérifier que le second membre de (1.3.100), prolongé 

dans le plan des 5 à partir de O le long de n'importe quel chemin évitant un 

ensemble K = K lff) de mesure nulle, converge effectivement (voir §6. 2). 

1.3.g. Les suralgèbres de fonctions résurgentes stellaires. 

Les fonctions résurgentes monogènes ne sont pas la seule extension utile 

des fonctions résurgentes ordinaires. Certains problèmes(*) obligent à considérer 

l'algèbre des fonctions résurgentes dont les majeurs f{~) ne 

sont définis que dans un secteur 

toujours supérieure à Tr ) 

el < "-"1-5 < &1. 
• Les éléments de ff.(&,,B~J 

(d'ouverture & ... - bi • sont les classes T 

modulo les germes réguliers en Ô . 

La convolution sur l ( 9, 
1 
&,. ) 

On pose 

est définie de la manière suivante. 

(1. 3. 101) -- --
avec défini par l'intégrale (1.3.1) et 

défini par l'intégrale suivante: 

(*) tels l'inversion des fonctions résurgentes (voir ci-après) ou le changement 

de variable 1, ➔} ':: ltl) dans les fonctions résurgentes ou encore la résolution 

des équations différentielles à plusieurs niveaux et non "unilatérales" (voir 

§2.4 et suivants). 
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(1.3.102) 

-
Figure 1.5 

Pour les points S situés dans le 

prend comme représentant de la classe 

défini à partir d'un point M. d'argument 

dans le demi-plan 

à partir d'un point "'-

< ~ ~ <&'\..-t-lî 
d'argtnnent 0~ +Tr 

demi-plan 
r;.-

* ,,. 
9'1, -'fl 

on prend 

(*) 

e,. -n < d s < e ,_ on 

le majeur ♦. ~~ f,._ (') 
Pour les points 5 situés 

défini 

. Pour les autres points '; 

(il y en a lorsque & ... -91. ;:> 2.,r ) on peut prendre indifféremment ♦. ~ ... ♦,_ 
ou ~ it"" ♦1. pour des .(.(. bien choisis. On peut ainsi fixer un nombre fini de 

points ..U.. tels que les demi-plans correspondants, de la forme O(~± l/c.i. (nit./ Il.Leau.

~~~ ~ ~t. ~- Or on vérifie que les f ~ ♦. et les 
• ...... 1 .u. ,. 
T, * T"- , sur leurs secteurs communs de définition, ne diffèrent que par des 

fonctions régulières en tD . 

Remarque 1: On ne peut pas définir la convolution* quand le secteur de base 

(pour les majeurs) est d'ouverture • Quand il est exactement 

d'ouverture 11 , on peut la définir, mais à condition d'imposer aux majeurs une 

condition d'intégrabilité sur les bords du secteur. 

Remarque 2 : Lorsque le secteur de base est d'ouverture 8 .... --9, , 2.n , la 

formule (1.3.4) permet d'associer aux classes des mineurs 'f définis sur le 

secteur 

(*) Notons que l'intégrale (l.J.1O2) est précédée du signe - alors que l'intégrale 

(1.3.1) est précédée du signe +. 
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Remarque 3 : Toujours dans le cas 81.-t\ ? 2n , on n'a aucun mal à 

définir les dérivées étrangères 

que 

A ,_ "' ,a Llt.v f des éléments T de flft.(t},.) pourvu 

• On impose à ces dérivées d'appartenir encore à 01 + t n < ~ c.... < 9,. 
lA..( 8,,, 9,_) si bien qu'on a pour les mineurs f des domaines de définition 

du type suivant 

Figure 1.6. Cas 

Figure 1.7. Cas 

Figure 1.8. Cas 
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Sur chacune des trois figures, les flèches indiquent les limites 

radiales du secteur de définition du mineur r C 3) = 111.tM. rc1 
la première singularité de 'fl ';) sur l'axe ! s = e . 

et t..J désigne 

Remarque 4: Lorsque l'ouverture du secteur de base est -<. 2.. TT , les dérivées 

étrangères sont plus délicates à définir. Comme nous n'aurons à utiliser cette 

construction qu'une seule fois, aux§§ 3/6 et 3.7, c'est là que nous la ferons. 

Remarque 5 : Les cas les plus simples de coupuresstellaires sont fournis par 

l'inversion de certaines fonctions résurgentes. Fixons par exemple V nombres 

non nuls tels que: 

(1. 3.103) 

et considérons l'équation différentielle 

" 
(1.3.104) TT ( &J;, 2.. ) tt (~) 

_, 
t- ::::. ~ ,·:d 'd'}i 

ainsi que l'équation 

.., 
TT (w:. t- 2. 'A,!_ ) ti.* l~) 

-1/t. 
(1.3.105) = j)t-h:.-i ~~ 'â► ~ 

qui s'en déduit par le changement de variables 

(1. 3. 106) 

L'équation (1.3.104) possède une seule solution résurgente en 'â-. 
Celle-ci s'obtient dans le modèle formel en prorésolvant l'équation (1.3.104), 

c 'E>st-à-dire en formant son unique solution en puissances décroissantes de ~ 

dans le modèle convolutif en posant 

.., 
(1. 3.107) TT 1 
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et dans les modèles sectoriels en soumettant à la transfonnation de 

Laplace d'axe G (ou d'axe s'il y a des singularités sur le trajet). Pour & 
compris entre 8. = Ar"· t ~ 

et cette transformée de 
é 

Lap I tl ce iQ. ( 1) est un genne analytique à l'infini, admettant 

développement asymptotique dans le secteur: 

-11. 
t.. < + !1 

?. 

et de croissance exponentielle dans toutes les autres directions. 

pour 

L'équation (1.3.105) au contraire possède une infinité de solutions résur-

gentes en Î,r- , qui ne diffèrent entre elles que par des combinaisons linéaires 

d'exponentielles 
- "1t 4. l/z.. e. ·11,.. . On obtient ces solutions dans le modèle 

fonnel en retrorésolvant 

puissances positives de 

c'est-à-dire en formant ces solutions en (1.3.105), 

1/t. 

~~ (avec un premier terme exceptionnel ) ; 

dans le modèle convolutif en soumettant les solutions formelles (ou plus exacte

ment, les solutions dans le modèle formel) à la transformation de Borel;et dans 

les modèles sectoriels, à partir des modèles sectoriels des solutions de (1.3.104), 

par simple changement de variable (1.3.106) suivi de l'addition de combinaisons 

~

1/t., 
-Cw• 

o(. e. . • 
' 

exponentielles 

Cherchons maintenant à inverser (au sens de,la multiplication d'algèbre) 

les fonctions résurgentes obtenues. Pour 11 , pas de difficulté: l'inverse 

existe, est unique et facile à construire dans chacun des trois modèles. Dans le 

modèle formel, par exemple, on a: 

(1. 3.108) 

Il n'en va plus de même pour '[Q~ . Bien qu'appartenant à l'algèbre ~ 
(et même à R1 ) la fonction résurgente 'f.R..* ne possède pas d'inverse dans f<., , 
mais seulement dans les algèbres stellaires: 
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(1.3.109) 

Dans le modèle sectoriel (*) l'inverse de w.'Jf-s'obtient par simple changement 

Aft (*) 
de variable à partir de 1' inverse de. U. . Dans le modèle ~.?nvolutif , 1 1 inverse 

de 1t~ a un majeur 'IAJ; qui s'obtient au moyen des intégrales 

"w:l'$J 
f °"' ()* ~ i 1.,. • J.1;. - e.. - -1.~ g. 

(1.3. llO) --<A,.. «. (~,\-) f ~,e 1 ~1.s.,. d.1) 'l.. - -- ,e_ - -1.n.i:. 
{J_&l1J) 4 

& & 
où f et fl it" désignent les modèles sectoriels des solutions de nos équations 

différentielles. Ce majeur~ est bien défini dans le secteur : 

(1.3.lll) Sn 
t. 

et on montre qu'il possède, sur les deux axes limitant le secteur (1.3.111), des 

coupures stellaires, c'est-à-dire des coupures: 

(i) qui commencent en 4) et se poursuivent sans intèrruption sur toute la 

longueur des axes en question. 

(ii) qui sont totalement infranchissables (même au sens du prolongement analytique 

monogène). 

C'est de là que les algèbres de résurgence stellaires tirent leur nom. ,,.._ 
Notons que, dans cet exemple très simple, la fonction résurgente stellaire~ 

a toutes ses dérivées étrangères nulles. 

Remarque 6. Pour les algèbres de résurgence stellaires on définit facilement un 
(~) 

modèle fonnel au moyen de séries faiblement convergentes du type (1.3.27) mais 

(*) de ces algèbres stellaires. 

(**) dans le secteur stellaire du plan des ~ . 
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il importe de noter qu'ici le modèle formel n'est pratiquement d'aucun secours, 

car il n'a pas d'interprétation simple: en effet, si une fonctions résurgente est 

strictement stellaire (i.e. si el le n'appartient pas à V0 ) , on ne peut en général 

pas la développer en une série de puissances de } ni même de monôm~logarith

miques du type (1.3.35). C'est en particulier le cas de la fonction 1(' construite 

à la remarque 5, qui n'admet aucun modèle formel simple. 

§1.3.h. Les principales sources de résurgence. Equations de résurgence et résurgence 

équationnelle. 

Bien que la définition des fonctions résurgentes ne co_mporte aucune hypo

thèse sur la nature des dérivées étrangères, toutes les fonctions résurgentes qu'on 

rencontre en pratique se trouvent vérifier des équations de résurgence: cela v~ut 

dire que les dérivées étrangères À,.,., 'f sont liées à la fonctions d'origine 

par des relations implicites ou explicites: 

- D - ou 

Interprétée dans le modèle convolutif, la deuxième équation (par exemple) 

signifie qu'en ses singularités le mineur 'tll) a un comportement qui reproduit(*) 

ou qui rappelle celui de ft~J à l'origine. D'une façon imagée, on peut dire 

que la fonction originelle "ressuscite" en ses singularités - telle quelle(*) 

ou plus ou moins altérée selon la complexité des équations de résurgence. D'où 

le nom de fonctions résurgentes donné à ces fonctions et étendu, par commodité, 

à tous les éléments de 1 'algèbre ~ (:,t~) . 

La nature concrète des équations de résurgence dépend beaucoup de l'origine 

des fonctons considérées. On trouvera décrits au §11.9 les principaux types de 

résurgence connus jusqu'à ce jour: 

<*) si Fe.. l'e)= A,.,, ff ~~) re ~,~ l'°"° .llArv2. ~ r ~~ MM. 

~~ """-iJS(""'-+. ~~v-u..u I IV<. ,c,~.44.s1. ("4A ~~l-é) d fe.x~&vu. 

dJl.~~~ ~~c~~w-) ~~~~~,.~~. 
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(i) résurgence équationnelle 

(ii) résurgence de synthèse 

(iii) résurgence paramétrique 

(iiii) résurgence quantique 

(iiiii) résurgence collatérale 

(iiiiii) résurgence artificielle 

La résurgence que nous rencontrerons dans ce livre sera du type équationnel. 

Ce type regroupe toutes les fonctions résurgentes: 

(i) qui sont solutions locales (dans le modèle formel) d'équations ou de systèmes 

(différentiels ou aux différences, fonctionnels, mixtes, etc~: 

à coefficients analytiques 

(ii) telles que la variable ~ (modèle formel) par rapport à laquelle il y a 

résurgence soit la variable même de l'équation CE) ou bien lui soit liée simplement. 

Il existe dans ce cas des règles fort simples permettant de déduire de 

E l 'f) = D des équations de résurgence E<u ( tf I Â"' <() = Ô d'une forme 

bien particulière (notamment linéaires homogènes en Â"" 'f . Voir §11.8. 

En fait, les problèmes de classement d'objets que nous traiterons nous 

conduirons à un sous-cas très spécial de résurgence équationnelle (en effet, les 

équations seront soit purement différentielles soit purement aux 

différences) et à des équationa de résurgence elles aussi d'un· type très spécial 

(ce sera l'équation du pont). 

1.3.i. Fonctions résurgentes et microfonctions 

~ 

Dans le modèle convolutif, les fonctions résurgentes f(~) peuvent 

être envisagées de deux points de vue: 
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(i) comme des hyperfonctions en d) dont les mineurs 

(*) 
être prolongeables partout sans coupure 

se trouvent 

(ii) comme des fonctions analytiques sans coupures qui se trouvent posséder un 

point particulier (l'origine() ) et être définies modulo les fonctions régulières 

en (() . 

Ces deux présentations sont logiquement équivalentes. La première nous 

, , . 1 ' B M 1 ( i,*) . 1 ' ' d a ete signa ee par • a grange , qui a exposee ans [Mt.2] . Elle est 

intéressante et permet de faire l'économie de quelques petites démonstrations 

(associativité de la convolution, etc.). Elle a toutefois, à nos yeux, l'inconvénient 
l'V 

de privilégier l'aspect local de Cl>[;) , alors que c'est l'aspect global qui 

prime et sur quoi tout repose, à commencer par l'opération de dérivation étrangère, 

qui n'est pas une opération locale. De 

appel qu'à 1 1 algèbre {A_+ C Ol 
plus, de nombreuses applications ne font 

r.,- -
,h Al+ , . , (*,'<*) 

Or les éléments T 6 l'i- sont determines 

par leurs mineurs 

disparaît complètement. 

si bien que pour eux l'aspect "hyperfonction" 

De toute façon, l'intersection entre le microcalcul (théorie des hyperfonctions 

et microfonctions)et le calcul étranger (théorie des fonctions résurgentes) est 

extrêmement mince et nulle connaissance du premier n'est requise pour l'étude 

du second. 

(*) B. Malgrange nous a signalé la notation "\nlJ\.ép 
par P. Deli.gne pour désigner les mineurs. 

-(variation de et) utilisée 

(**) Quand nous avons introduit dans [El] les fonctions résurgentes à l'aide de la 

notion de "germe qualifié", nous ignorions la théorie des hyper- et microfonctions, 

dont les "germes qualifiés" sont un cas particulier. 

(***) au dirac près. 
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1.3.1·. La bonne définition des transformations de Laplace-Borel 
t 

Il existe plusieurs variantes de la transformation de Laplace. Les deux 

plus courantes associent aux Cf Cs) intégrables en ~ :. 0 les Cf (,) 
suivants : 

Elles admettent pour inverses les transformations de Borel ainsi définies 

(1.3.113) 

ft.,c> 

(1.3.113bis)C('l~) C 6 f ~~•rt,) i; 
... 1. .. 

Ces transformations possèdent les propriétés suivantes 

(1.3.114) '((~) t--, '(le~; (l.3.114bis) 'f ( ~) ~ Cf' ( $) 

(1.3 .115) 
-oc t/.-1 -« soc. /rc«+r) &_11. ,~) ~ ~ ~ ( flot) (l.3.115bis) 

~ 
, 

(1.3.116) t (li) r-:> ~ 'f cr·~) (I.3.116bis) <t'Dl h) , ?> f'C ;r' ~) Q~CJ 

(1.3.117) !. f()) .--, -~ 'ft3) 
l 

( 1.3 .117bis) \ 'f(-J ~ , -I ~" d. 'f{r.J ,, 
(1.3.118) Î{}+Â)~ e-) 1ft~ ( 1.3 .118bis) 1°{1+A) 1 ' t e.-Îll,.tft?,) 

Ces formules sont toutes simples, sauf (l .3.117bis) et (1.3 .118bis). 

Or on est constannnent amené, dans le modèle formel, à dériver ou à translater en 

1, ne serait-ce que dans l'étude des fonctions résurgentes solutions d'équations 

ou de systèmes différentiels ou aux différences. Ceci impose le choix de la colonne 

de gauche et conduit à définir les transformations de Laplace-Borel par (1.3.112) 

et (1.3.113) pour l'algèbre V\.,+ et plus généralement par (1.3.17) et (1.3.18)~ Ci<... 
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SECTION 1.4: CALCUL INTEGRAL ETRANGER. RAPPEL SUR LES MOULES. 

Plan. 1.4.a Les deux faces du calcul étranger ----
1.4.b Monômes de résurgence et représentations des pseudovariables 

1. 4.c L'algèbre des moules 

1. 4.d Les représentations canoniques 1J_ et 'Ü"" 

1.4.e Propriétés des moules hyperlogarithmiques 

1.4.f Représentations générales. Représentations ll.-canoniques 

1. 4. g Les moules universels (·) d (• J. 

1. 4.h Quelques autres moules importants. 

1.4a Les deux faces du calcul étranger -
Le calcul étranger a deux faces 

(i) le calcul différentiel étranger, qui est un calcul d'analyse: étudier des 

fonctions résurgentes données, trouver les équations de résurgence qu'elles 

vérifient, décrire les idéaux de dérivations étrangères qui les annulent, etc. 

Ce calcul, dont les principes sont résumés à la section précédente, repose tout 

entier sur les dérivations étrangères Ât..J et leur mode d'emploi, ainsi que sur 

les pseudovariables. 

(ii) le calcul intégral étranger, qui est un calcul de synthèse: résoudre une 

équation ou un système d'équations de résurgence, discuter la régularité des 

solutions, en rechercher qui soient particulièrement simples ou "canoniques", 

etc. Ce calcul, dont la présente section donnera un aperçu, repose essentiellement 

sur les monômes de résurgence et la notion dè représentation des pseudovariables. 

Dans ce livre, c'est surtout. le calcul différentiel étranger qui nous 

servira. Nous verrons qu'il suffit à la construction des invariants holomorphes 

#} des objets locaux. Le calcul intégral étranger nous servira surtout à établir 
w 

les formules explicites donnant. les Hl'-' . Il se révèle également indispensable 

dans les problèmes de synthèse (étant donné une classe analytique d'objet locaux, 
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définie par une famille d'invariants d\
41

, construire un représentant, si possible 

canonique, de cette classe) mais ceux-ci ne sont pas du ressort de ce livre(*) 

Nous en dirons toutefois un mot à la fin de ce livre (§§11.2 et 11.3) 

1.4.b. Monômes de résurgence et représentations des pseudovariables 

Les monômes (ordinaires) sont très faciles à dériver (au sens ordinaire) 

et permettent de développer en séries les fonctions analytiques (ordinaires). Par 

analogie, nous nous proposons ici de construire des monômes de résurgence, c'est

à-dire des fonctions résurgentes élémentaires qui permettent d'approximer toutes 

les autres et qui soient faciles à dériver étrangèrement. 

D'une façon générale, appelons représentation des pseudovariables tout 

homomorphisme 

(1 .. 4.1) . . ( Ct.Jl_, • • ,_,lJ,._ ~ ~00) 
/A./ . f ' 1A . , (**) de l'algèbre ID des pseudovariables dans 1 algebre 9\, des fonctions resurgentes • 

Se donner une représentation { revient donc à se donner des 1A7'"' ( 4J multiindices) 

qu'on nomme monômes de résurgence et qui doivent vérifier la même table de multi

plication que les pseudovariables(**) : 

(1.4.2) --

En fait, les représentations intéressantes sont 

(i) les représentations Ô.-stables qui commutent avec les dérivations étrangères, 

soit ou encore : 

(*) Nous comptons leur consacrer un jour un volume à part dans cette série. 

(**) Comme tous les m:mômes de résurgence que nous utilisons sont en fait à valeur 

dans l'algèbre (R! , nous les représentons (dans le modèle convolutif) par leur 

mineur W'"'. 
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6.w 
w'-'• , ... ,, w, { 

1J.T W2.,., .•. ., wll. 
À),(. l.J0 ;:::: Wt, 

(1.4.3) ::: 
0 

('.) ~ Wo -:f:. ùJ'L 

(ii) Les représentations d -stables qui "connnutent presque" avec la dérivation 

naturelle ~ = ~/é)} (modèle formel). En effet, la commutation rigoureuse 

Î o d ::: ~ o R. conduirait aux équations : 

(1.4.4) 

(1.4.4bis) ( l{ wtl - ~ ) 

qui n'ont pas de solutions (autres que triviales) dans l'algèbre des fonctions 

résurgentes. On impose donc une forme affaiblie de (1.4.4) 

AI t "• ,. .. ., 414" 1 n /) 41
1t. 

le quelque chose de simple étant ert général de la forme -w ·d'C. avec 

n n "I\. <*) des d{.. qui sont des constantes de résurgence · • 

En pratique, on commence par les représentations ~-stables, faciles à 

construire, puis on en déduit. les représentations Â-stables, plus directement 

utiles. Nous ferons. la construction dans le cas de l'algèbre de résurgence rJ?.t(celle 

dont les éléments sont stables par rotation d'un tour, dans le plan des '} ou 

celui de1, S ) . ce qui permettra de prendre les indices ~ non plus dans ((DO mais 

dans tf.., . 

Mais il faut au préalable introduire la notion de moule, qui simplifie 

considérablement tous les calculs relatifs aux monômes de résurgence. 

(*) Voir §1.3.b. 
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1.4.~ L'algèbre des moules 

Un moule A' :::: {A"'; w =(w,r•·,,lcJ )Jà valeurs dans une algèbre 

Ll"' /l.r..,1~··'/wlt. , 
commutative est une famille d'éléments rJ = rr appartenant a cette 

algèbre et multiindex~s sur {. {~)Autrement dit les '-', parcourent <'.( et /t. 

parcourt fN . 

On a trois opérations sur les moules 

(i) l'addition 

(1. 4. 6) 

(ii) la multiplication 

(1.4. 7) --

La somme ~ est étendue à toutes les factorisations du multiindice 4J en produit 

de deux multiindices w1 

Autrement dit : 

(iii) la composition 

(1.4.8) 

Soit plus explicitement 

(1.4.Sbis) 

et w,. ( qui peuvent être le multiindice vide lp ) . 

La compostion à gauche par c· n'est définie que Sl. C. 'f =- O . 

(*) Ou plus généralement sur un semi-groupe abélien quelconque. On rencontrera au 

§1.4.c des moules indexés sur le semi-groupe multiplicatif des constantes de résurgence. 
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Les trois opérations (+,)(,0) sur les moules possèdent exactement les 

mêmes propriétés (pas une de plus, pas une de moins) que les opérations correspon

dantes sur les séries formelles (à une indéterminée et à coefficients non commutatifs). 

Par exemple : 

(1.4.9) -- + 

(1.4.10) 

Ces moules forment donc une algèbre de compostion. 

La multiplication des moules possède un élément neutre, noté 1" et dit 

moule unité 

(1.4.11) 

La composition des moules possède un élément neutre, noté 1• et dit 

moule identité : 

(1.4.12) () 

• 
Un moule A possède un inverse multiplicatif, noté 

Il possède un inverse de composition, encore noté 
A.-1 , 

pour tout indice simple "-', • Comme ces deux cas sont mutuellement exclusifs, 

l'uniformité de la notation ne peut pas prêter à confusion. 

Un moule A• est dit symétral si, pour toute paire 

non-vides, on a: 

(1.4.13) 

C f t. c.., ~,.w 

w' wt. 

A A 

de multiindices 
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et il est dit alternai(*) Arp= D -t w1.. s l. et s l. pour tous w et : 

(1.4.14) 
A lJJ - 0 

On a plusieurs relations de stabilité, dont les plus utiles sont les 

suivantes : 

( 1. 4. 15) ( A. I B . ~é bM1,.V. /( ) ~ (_A·xs· ~;~/14.e_) 

(1.4.16) (_P/ I 
B6 

°'-~ ) ~ 0· 0 g· o..~ ... e. ) 

(1.4.17) CA. ~~Q_ ) ) ( A··' ... I' X A • .. lk....t )(**) 

(1.4.18) ( A. o..~t-.L ) --=) C ~xr A. ~;/.M-e) (***) 

Les moules symétraux tels que Arp :p D forment un groupe (non commutatif) 

pour la multiplication X Les moules alternaux tels que 

I..Ji indice simple) forment un groupe pour la composition 0 

1.4.d Les représentations canoniques 11. et 1.J-. 

(1.4.19) 

D'après ce qui précède, se donner une représentation 

• . .. 

A"' -::/: D (pour tout 

des pseudovariables de l'algèbre de résurgence {Kt revient à se donner un moule 

(*) Un moule symétral (resp. alternal) n'est évidennnent pas symétrique (resp. alterné) 

au sens ordinaire, c'est-à-dire relativement aux permutations des indices GJ: dans 

Aw,, ... ~ wl\. 
. C'est pour éviter toute confusion que nous parlons ici de symétra-

lité (d'alternalité) au lieu de symétrie (alternance) connne dans [El]. 

(**) A.-1 
désigne ici l'inverse multiplicatif du moule A• . 

(***) Il s'agit évidennnent de l'exponentielle des moules : 

.e.xr-A· = -1..·1-1r -t 't! A'x A'+ i! A'.,,.A'xlf + ... 
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symétral 'UJ • à valeurs dans 1 {l._i . Dans toute la suite, les moules à valeurs 

fonctionnelles seront désignés par des majuscules cursives Jt •/ rJ.:i'/ ~• .. , et les 

A .. s· . 
moules à valeurs scalaires par des majuscules droites 1 ,,, C ... 

Proposition 1. 4.1 (Représentations canoniques) 

Il existe une unique représentation d-stable et une unique 

A zl.J .__ ,1,w 
représentation u-stable ~ , UL , caractérisées dans le modèle convolutif 

par: 
w 

tk -tr(5) Ul~) -:,D '}va--J. S 1------7 oO ( t/-,,_,) 
(1.4.20) 

11"' l~) »- 1t"c~) u~/f"-k...r~r:IJL~.a.c.~O C +f,., :1: ti) 
et dans les modèles sectoriels par 

1t c., ( '?) .tl,- tr,.,(~) - tr(f"j ~ ~--, 0 [ Vw1 r) -
(1.4.21) 

'LQ.. (M( ~) 
'4, 

~ ~ ~ °'° C ~ &. ,OIU)..,_ dr&A) 4)-- 0- {~ ~o 

Ces deux représentations 11.. et 1J' sont dites canoniques. Elles présentent 

une propriété d'homogénéité 

(1.4.22) 

--

Proposition 1. 4.2. (Représentation canonique 9 -stable) 

Les monômes d -stables canoniques 1J-w se calculent par récurrence au 

moyen des formules : 

(1.4.23) 
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17'Pls) - le$) (~ ~~kJ) 
(l.4.23bis) 

1r1,, ... , {;) '3 
1 -1 I 1r•·, ·· -,"'ê;,) J.?, (,t) -- tni. s -('-',-t••·<.J11.) 0 

et il existe un moule scalaire alternal V
. 

, parfaitement déterminé par les 

équations de résurgences suivantes 

(1.4.24) --

Proposition 1.4. 3 (Représentation canonique Â-stable) 

Si l'on note U' le moule (scalaire) alternal inverse de composition du 

moule scalaire alternal v•: 
( 1. 4. 25) u· "v· - v· ou· 1· -
et si on note 

11_· 
le moule (fonctionnel) symétral donné explicitement par 

(1.4.26) 11.: - 'l]"' 0 u· -
ou implicitement par la relation équivalente 

(1.4.27) --
4t -111" Z ~ U.. qui se trouve être la représentation 

,111 " -on définit là une représentation 

canonique !:>.-stable. Les monômes Ul appartiennent à tr: et vérifient : 

(1.4.28) 

(*) La formule vaut pour S petit. Pour les autres S , on prolonge analytiquement 

à partir de(). 
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l (1.4.29) 
t1 /J '4.1 --lleul/ tt 1 

'ln.i i 

~ t. ?.: •=,., iR_"' U ., {'w"'1l& ~) 

1.4.e Propriétés des moules hyperlogarithmiques u· et V". 
• • 

Les moules alternés U et V sont d'un emploi constant en calcul 

étranger(*). Ils permettent aussi d'exprimer certaines constantes transcendantes 

intervenant dans diverses théories mathématiques. Ces deux moules sont dit 

hyperlogarithmiques, car leur dépendance par rapport aux indices est bien de ce 

type, comme le montrent les relations différentielles 

(1.4.30) 1 
lltu'II 

w' "''t u u 

(1.4.31) 
1 v"'· .... ·~1.14,, ... ,,t.J~ j_ v"·,·-.,,,+"",.,, .. ',//JII. 

4J. W• 
J d 

. . (**) qu'ils vérifient sur chacun de. leurs domaines d'holomorphie • tr et v· possèdent 

en fait de nombreuses propriétés remarquables, par exemple une propriété de facto

risation : 

(1.4.32) -- X 

( 1.4.33) -- X 

Expliquons ces deux formules. désigne le moule rotationnel d'indice 

C'est par définition le moule (scalaire) alternal dont l'exponentielle 

(1.4.34) + 1 
1! 

+ ► •• 

6 f tR/tn. 

(*) Cela tient à ce qu'ils condensent toute l'irrationnalité des monômes de résur

gence de (/{ i . Voir alinéa 1. 4. f. 

(*,'<) Voir [El], §7. b. 
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est le moule symétral E; défini par 

E
w,, .. . ,,,t..111. -1 

(1.4.36) J :. ---
h.,t ... n l . ... 

et si la suite fois sa "plus petite" valeur, lt2, fois la 

valeur nsuivante", etc.-. Le moule désigne l'inverse de 

Enfin les moules u,; et V~ 
composition de 

• - t 

U9 ainsi que leurs inverses multiplicatifs ... , . 
et V9 sont des moules symétraux (contrairement à LJ et v· ) mais de 

U• et V' type hyperlogarithmique (tout conme ). Voir à ce sujet [El], (6d67) 

et (6d68). 

Ul,J vw 
Les transformées de Fourier des et des ont aussi des expressions 

remarquables, Voir [El], §7.c. Chose plus curieuse encore, le comportement différentiel 

est, en un sens précis. exactement analogue au comportement de 

en ses singularités et vice versa. Voir dans !El] la proposi-

tion 7b2 et son corollaire. Il existe d'ailleurs une très profonde dualité entre 

les moules 1.1: 1 u• et les moules 1.7• .1 v • . 
Signalons pour terminer que dans les modèles sectoriels d'axe ou 

le moule canonique d -stable 1J' admet une factorisation unique du type 

• • • C ST X Lôb x E'NT et le moule canonique Â-stab le 11' admet une factori-

sation unique du type Lo G • XC ST' X E NT' · c.sr· , où les notations 

désignent des moules symétraux à valeurs scalaires, LOG' des moules symétraux 

à valeurs dans 1' espace des polynomes en ~ ~ sans tenne constant, et ENT• des 

moules symétraux à valeur dans 1 1 espace des fonctions entières de t nulles à 

(*) cette chaine d'inégalités est abusive, car elle porte sur des éléments de {R/t"Tl 

mais sa signification n'est pas ambiguë. 
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l'origine. Pour plus de détails, vo1.r [El], formules (6d51) et (6d52). Ces facto-

risations revêtent une très grande importance pratique, ne serait-ce que parce 

qu'elles précisent le comportement asymptotique, au voisinage de ~ ::::-Ô , des 

'(l '\~) et 'lrl9a) ( J.w..v; & ~& l~) monômes canoniques 

1. 4. f. Représentations généralès. Représentations ll..-canoniques. 

Proposition 1.4.4. (Représentations ô_-stables générales) 

Toute représentation ~-stable z"' t---=!> 11.Ju se déduit de la représentation 

À-stable canonique par la formule: 

(1.4.37) X. J1Jr 

où M• désigne n!importe quel moule symétral à valeur dans l'algèbre des constantes 

, ( *) 
de resurgence 

En fait, à chaque représentation Ll.-stable fait pendant une représentation 

~ -stable duale. Pour présenter connnodément la question, on doit introduire deux 

dérivations A et O sur 1' algèbre des moules à valeurs dans 1' algèbre des 

monômes de résurgence 

(1.4.38) --
(1.4.39) □ = 

et on doit utiliser le lemme suivant 

(*) Autrement dit /J.&, Jill" _ 0 pour tout l,J0 simple et tout w multiple. Si on 
0 + w 

se restreint à l'algèbre (j{_i , cela veut dire que JU l\) est une série entière 

en ~-I 
I 

convergente à 1' infini (modèle formel) et que Jll.r»C3) est une fonction 

entière de $ (modèle convolutif). 
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Lemme 1.4.1. 

Soient A. et 
, 

B deux moules alternaux et soit J..e.ri.. une dérivation de 

l'algèbre des moules. L'équation 

(1.4.40) 

admet pour solution un moule syrnétral H' = M;
1
g avec 

MÂs n~ c_ 
• 

( 1. 4. 41) X - n A-c. 
' 

., I 

Proposition 1. 4 .5. (Représentations â-stab les et ~ -stables générales) 

A tout moule alternal à valeurs dans l'algèbre des constantes de 

' (i,) . ' d ' . d 1 ' . resurgence se trouvent associees eux representations ua es : une representation 

A A~• 
,U-stable ·ix~ et une représentation ~ -stable v-; qui satisfont aux relations 

(1.4.42) X 

( 1. 4 .43) --
avec des formules de passage: 

(1.4.44) 0 

( 1. 4. 45) 0 

où figurent deux moules alternaux scalaires u· 
~ 

et ~-
~ 

qui sont inverses 

de composition: 

(1.4.46) u· 
1Jl 

0 v· 
~ - v.· oe 0 u· 

~ - 1· 

(*) autrement dit 
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On passe du quadruplet canonique au quadruplet général 

formules : 

(1.4.47) X. 
JU,. 

(1.4.48) 

et 

Le passage inverse fait intervenir des moules olJ • (symetral fonctionnel) 

D' (alternal scalaire) qui sont liés à ~• et C • par des formules en tout 

point analogues à (1.4.25), (1.4.26) et (1.4.27) : 

(1.4.49) ) --
(1.4.50) 0 

0 c_. 

On calcule simultanément <(:' et C: à partir de 1Je• au moyen de: 

( 1. 4.51) 

?\' r,/ 
et on calcule simultanément O(J et r/ à partir de TJe. • au moyen de 

(1.4.52) □ J)• : J)' x(IJe'o D:) - ~-1. I • xJ:/ 

nn• 
Enfin on calcule simultanément dUl 

( 1.4.53) 

et u~ à partir de r;e• au moyen de 

Dans. le cas particulier très important 

moules sont notés 

dits moules n -canoniques. Les formules ci-dessus se simplifient et deviennent 
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□ V-~ -· ,a· X r• (1.4.54) - ~ - Il 

(1.4.55) 0 ~· = ~-•-h. ~•X 1 • - ~-• c • X ~ • 

(1.4.56) orlJ· .1-ll cD'x]t ~-• r• X~• - ~ -
□ JlA.,. ..,-~ At'xV~ -1 LJ' X JU• (1. 4. 57) = ~ ~ 

Explicitant ces formules, on s'aperçoit qu'on passe des représentations 

canoniques ( A-= O) aux représentations n. -canoniques ou aux représentations 

générales (d'indice')e) par des transformations qui ne font intervenir, aux facteurs 

2.:nt près, que des moules qui sont rationnels ou entiers (en leurs indices 

c-.1, ••• ,, "'"' ) • Toutes. les données irrationnelles sont donc contenues dans les 

quatre moules hyperlogarithmiques 

importance. 

U •, 'lf 
I 

V • ., v-• et ceci explique leur 

D'ailleurs, en plus de leurs propriétés de uminimalitélf (voir (1.4.20) et 

(l.4.21)) et d'homogénéité (voir (1.4.22)) les moules hyperlogaritbmiques sont 

les seuls à avoir un comportement différentiel simple par rapport à leurs indices 

AJ; (voir (1.4.30) et (1.4.31)) et surtout à avoir un comportement "dual" en 

leurs singularités (voir [El], §7b). 

1.4.g. Les moules universels ..(. • ),- et <. • :, 

Nous allons introduire deux moules symétraux --( • )-- et (. •.) qui 

suffisent à l'analyse de~ les objets locaux, d'où leur nom de moules universels. 

Le moule ..:_ •),, sert pour les équations différentielles et les champs de vecteurs 

locaux (colonne de gauche de la page 9.) tandis que le moule C•:J sert pour les 

équations aux différences et les difféos locaux (colonne de droite de la page 9). 

Contrairement aux moules introduits précédennnent, ils ne sont pas indexés sur le 

grou!)è additif (L. , mais sur le semi-groupe multiplicatif des constantes de résur

gence, et ils prennent leur$ valeurs dans l'algèbre des monômes de résurgence. 
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L'algèbre (fZ des fonctions résurgentes et la sous-algèbre {il des 

constantes de résurgence ont été introduites en §1.3.a et §1.3.b respectivement. 

Rappelons que dans le modèle sectoriel les éléments de ol._ sont des germes 'f(1f) 
de fonctions définies holomorphes sur (CC>ô au voisinage de ôD et de croissance 

sous-exponentielle. Dans le modèle convolutif, au contraire, les éléments de ~ 
ont des mineurs 'fcs) holomorphes sur foe tout entier et de croissance au plus 

exponentielle à l'infini. 

Cela étant, introduisons maintenant le semi-groupe multiplicatif 

(resp. 'i t ) dont les éléments @{~) se présentent, dans 

des produits d'un monôme exponentiel par un élément de. ~ 

respectivement : 

le modèle formel, comme 

(resp. 

(1.4.58) 

(1.4.59) 

Ces deux semi-groupes sont évidemment gradués par les fréquences 

leurs éléments .fr . 

). Soit 

Notons 'd:::: Î/'11" la dérivation naturelle et D l'opérateur de 

différence finie: 

(1.4. 60) 

Le moule -( • ',- et le moule C • )-t , qui nous servira à fabriquer le 

1 r -. d 'f. . (*) ' . moue '- • J , sont e.1n1s par recurrence au moyen des relations : 

(*) Voir toutefois (1.4.69) et après. 

de 
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. 
.) 

(1.4.61) 

(1.4.62) D . C. ~"-, .. . 
1 

8-, ::,+ = 8-1t.. . C. 611.., 
1 

• .. ,, e, :,+ 

~ B:. é: e(ùd, ~ ~ C. 6"'1··•.-, 8-, :,-t é J:_w,-t, .. GJ")~ ~ 

Ils peuvent donc se noter symboliquement : 

(1. 4. 63) = 

(1. 4. 64) --
Observons que si on introduit les éléments <fit et ~Il. de {il en posant 

(1. 4. 65) lf h. == 
e.. -(u, + .,. AJ11.) ~ 

-< 8JL.>. "/ e. ~ 

(1. 4. 66) 'f~ -(c..,, + · .. C.,11,) j 
C. 61\.J .. ·~ 8, >-t - e.. 

~ 

et si on note et ~ (~) les éléments (majeurs) correspondant de 

~, les relations de récurrence (1.4.61) et (1.4.62) s'écrivent respectivement 

(1.4.67) 

Ces relations déterminent sans ambiguité --w , sauf si : 
Îl'l-1 

(*) Bien distinguer v( et U{. , -

t-l ls) 

-
et~ à partir de et 



92 

(1.4.69) 0 

r--,,' ,,......_,., 

auquel cas ♦~ et~ ne sont déterminés que modulo un dirac (dans le modèle 

convolutif fit, ) ou une constante (dans les modèles formel et sectoriel fÎ<., ) • 

Heureusement, dans tous les cas pratiques, les éléments de~ auxquels on a 

affaire sont analysables à l'origine (en séries de puissances ou apparentées) ce 

qui permet de choisir la solution de (1.4.67) ou (1.4.68) qui est sans dirac. 

Le moule { • ), est symétral. Ainsi : 

< e,~,,. -< &, >-= ,<er1.1 &, ::,.. +-< e,1 e,. >-
(1. 4. 70) -< B!> )- -< et.,, e, >-= .._ B-,,, e'" 1 a.,;..+-<. e.,., B-31 B,.,.. +-< e't.,, B-, / 8-3 ,. 

eh ... 

Le moule C. • _:,+ vérifie des relations moins simples. Ainsi : 

(14. 71) 

ce. ... )+ 4::: 8-, -,+ == c... 8-,.I fi., :,.,. + (: 8," 8-1.:>-t + C. 81. 8-, ::,-+ 

c.s,>+cs,.,,e.,)+ = cB3/B,.
1
B-,lt+c.e,,e.>,e,>+ + cit,,e,.1B3 -,+ 

+ cB,6 ... /8, ::,+ + <B.,_.18,81 :,+. ele ... 

+ 
On peut toutefois tirer de €. • :, un moule symétral C.. • > au moyen des 

formules réciproques 

(1. 4. 72) 

(1. 4. 73) c_. :, 0 L 

qui font intervenir le moule exponentiel E
• • 

et le moule logarithmique L ainsi 

d 'f' . (*) e 1n1.s : 

(*) Ils sont mutuellement inverses pour la composition des moules 

-- tS'U- e.....un..e. 1 • + I • 



(1. 4. 74) 1. 
·" 

(1.4. 75) 0 
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E &, ., ... ,/ .git::-:.::; l 

rd 

)
IL+t 

(-1 

Il 

Ces deux fonnules s'explicitent selon: 

(1.4.76) 

(1. 4. 77) 

Pour tout 

c 6t, e, J _ c 8t,, e, J+ + ~ < e.\ er, )T 

C831 t,., i,1 = c.e.},e1.,e, )+ -t- î (B/Jt,,e, )++ ½ (BJ/e.t e.J~ 
6
' 1:-e361.e;I 

<le. ... 

Ce, J+-
1 

cBi. 
1 

g, )+ - <. e'l..,,e,) - -½. c. &~ e, :) 
ce

31 
t,., e, .,t - c: 83 .,8t.,8, > _1 t_eJ e,.,, e, )_1 le,,,si ") + .!. c.e181 8,) 

L t. 3 

ek ... 

t.v é:. <Lc,o il existe des scalaires C.· :,-t-
ÛJ 

parfaitement détenninés et tels que 

• J\. 

(1.4. 78) b,, -< e/1. , ... / e.. > - L <ell., ... /e. '> -< B,, ... .,,e, t C!) w - b: I ltl 

• /\ 

(1.4. 79) 
~(..) C 6-1\.1 .. '" 8-, .:, - L ( &11. /" .. ,, B,t, ) ( & i / ... / B., ) "' (*) 

t= 1 

• f\.. 

l") (1. 4. 80) bw C&ri.,"·.;l,)+ = z= L 811. I,., /ei+I J-f-(&( I • .. ,,8, .:,4J+ 
t ::::/ 

Les scalaires ,/O e~ Ce 8-.. 
~ OIi. I " 'I 1 "iu / Il. ✓"' / 1 ~ et (. 8-11, 

1 
•• • ., &, :J + ne peuvent 

lu 

être =:f::.D que si : 

(1.4.81) 
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Les "... • }:, vérifient les relations d' alternalité 

0 

(1.4.81) 

Les (. • ) vérifient les mêmes relations et les C..• )t-
~ w 

des relations modifiées, 

faciles à obtenir : 

(1.4.83) 

Remarque 1 : Lorsque les 

non plus 

(1. 4.84) 

CL mais 
oO 

On définit de même 

6-.: sont dans i ~ 1 C t f!::_ , 

::: (C.* . On peut donc 1 'omettre et 

D . - .,, 

1' indice w parcourt 

poser: 

et on obtient ainsi deux moules scalaires alternaux 

Remarque 2 Dans le cas particulier très important où les ,e.~ sont monomiaux 

(1. 4. 85) --
on pose (en inversant l'ordre des indices!) 

(1. 4. 86) 

(1.4.87) 

--

,n-. et V' . on retrouve les moules canoniques V 
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D'ailleurs, à condition de pennuter conjointement (lors du battage C ) les indices 

supérieurs et inférieurs, les fonctions résurgentes 1.JrrfAJ et les scalaires vff"e.., 

vérifient exactement les mêmes relations, de symétralité et d'alternalité respec

tivement, que v"' et V"'. Ainsi : 

(1. 4. 88) 

(1. 4. 89) 

Moyennant certaines précautions (*) tout ceci s'étend d'ailleurs à des indices tJï 

complexes quelconques. 

Comme d'habitude . Ces majorations s'établissent 

par récurrence sur Il , à partir des relations : 

(1.4.89"') --
~-llwll 

Des majorations tout à fait analogues valent pour le cas llfU + t t 1 ~O (très 

rare en pratique, car en général les sont <-·O. 

(*) pour définir l'intégration (en i )" sans tenne constant" lors du calcul par 
, ,n•w 

recurrence des Vg- . Notons que dans la plupart des cas on a affaire à des multi-

indices (~) licites (voir note au bas de la page 335) pour lesquels aucune 
ambiguité ne se presente. 
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1.4.h. Quelques autres moules importants 

Les moules sont d'un usage constant en calcul étranger, mais ils devraient 

aussi trouver des applications dans d'autres branches des mathématiques. On s'habitue 

très vite à leur maniement. C'est un monde foisonnant (rien que dans cette série 

[El,2,3 ••.. ] nous usons d'une cinquantaine de moules) mais aussi très fortement 

structuré. Par la nature des services qu'ils rendent, les moules s'apparentent aux 

matrices. Ils permettent de condenser des formules, des calculs et des raisonnements 

qui, sans eux, seraient d'une longueur redhibitoire.. Gageons qu'ils ont un bel 

avenir devant eux. 

En plus des moules introduits ci-avant, signalons; 

(i) les moules rotationnels, dont nous avons vu un exemple en 1.4.e et dont d'autres 

variantes interviennent dans les formules de passage d'un modèle sectoriel à un 

autre (voir §10.5). 

(ii) les moules zetaiques; qui généralisent la fonction zêta de Riemann et 

servent notamment à exprimer les invariants holomorphes des difféos locaux·et des 

équations aux différences. Voir [El] (4c31) et [E2] § 12c. 

(iii) les huit mo.ules élémentaires qui constituent 1' oc tut le fondamental, aux 

symétdes merveilleuses (voir [El], §4c). Ces moules figurent dans les transformées 

de Fourier des moules hyperlogarithmiques u• et v• (voir [El], §7c)· mais 

apparaissent aussi dans d'autres contextes. 

Signalons pour finir qu'on a souvent à contracter les moules avec des 

algèbres de Lie~ Plus précisément, on est amené à envisager des sommes de la forme 

(1.4. 90) = 
où n• désigne un moule, IL. une algèbre de Lie et 
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(1. 4. 91.) d . 

une application de {. dans ll... d'images dt..J nulles sauf tout au plus pour un 

nombre dénombrable de W . 

Lorsque M• est un moule symétral (resp. alternal) la série (1.4.67) définit, 

sous réserve de convergence, un automorphisme formel (resp. une dérivation formelle). 

Autrement dit, si ~ agit sur une algèbre "1 , on a identiquement, pour tous 0.1 e, é. ,41: 

(1.4.92) --
respectivement 

(1.4.93) 

SECTION 1.5. LA CLASSIFICATION ANALYTIQUE DES OBJETS LOCAUX INTEGRALES FORMEL1ES 

ET EQUATION DU PONT. 

1.5.a. Invariants formels et invariants métaholomorphes, 

Nous construirons pas à pas, au fur et à mesure de nos besoins, tous les 

invariants formels discrets des obj_ets locaux ainsi que leurs invariants formels 

primaires. Les invariants formels secondaires ne nous retiendront guère mais 

nous indiquerons quand même (au §10.4) comment les construire à partir de l'inté

grale formelle (voir ci-après). Pour les objets les plus simples (objets à une ou 

deux générations) 1a construction sera explicitée. 

A l'opposé, en quelque sorte, des invariants formels se situent les inva

riants métaholomorphes. On ne peut guère qu'enregistrer leur existence et cerner 

au plus près les conditions, heureusement très exceptionnelles, où ils se manifestent. 

La vraie tâche est donc le calcul des invariants holomorphes. 
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1.5.b. Intégrales formelles. 
zrm~; 

La méthode consiste à associer à l'objet considéré une ou plusieurs 

intégrales formelles ~c ~1-v.J qui sont fonction du temps complexe } et de 

paramètres M.: (A,,~,.,·•· ) , puis à constater que cette intégrale formelle 

"contient" de la résurgence et enfin à analyser cette résurgence. 

Pour un système d'équations différentielles ou aux différences, une intégrale 

formelle est tout simplement une solution du système qui contient le maximum de 

paramètres indépendants (constantes d'intégration). Pour un champ .., 
X=- L X.{x.) 2. , c'est une solution 

' 'dX~ 
"saturée" en paramètres (i.e. à 

paramètres ~; ) du système dynamique: 

( 1.5.1) -- x. 
' 

Pour un difféo local de (LV/ c'est une solution, également "saturée" en paramètres 

.tt,, du système d'équations aux différences 

(1.5.2) 

On pose dans tous les cas: 

(1.5.3) --
et l'idée est de développer forll:iellement en i , au voisinage de 1' infini, de 

"toutes les manières possibles 11
• 

Les intégrales formelles sont toujours en nombre fini, à un reparamétrage 

élémentaire près. Elles s'écrivent 

(1.5..4) 

(i) avec une sommation étendue 

(ii) 
1\ 

avec des monômes M. --
à une 

lk, 

1\ 
M.. . 

partie )( 

'>lv., 
.M.• ... A/.. v-, 

de 
;;zV•I 
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t"-J 
(iii) avec des blocs élémentai:s i 
(iiii) avec des composantes 'ft [~) qui sont des fonctions résurgentes soit en 

1J lui-même (c'est le cas le plus fréquent) soit en une variable ~P 

dite temps parallèle (critique). 

liée à ?) et 

Sans anticiper sur les énoncés détaillés du §10.4, précisons un peu la nature 

des composantes et des blocs élémentaires. 

Les composantes sont des fonctions résurgentes de âp (par 

exemple de ~ ). Elles se présentent, selon le cas, comme des séries infinies de 

, "' ( . . ) (*) puissances negatives de qp séries dites progrades ou de·puissances mixtes, 

négatives ou positives (séries dites bigrades). Il existe dans chaque cas un algo

rithme simple pour calculer les coefficients des séries (/'~ { ~) en fonction 

des coefficients de Taylor de l'objet dont on part. 

bl ~I:it1.l d f . 'l' . Les ocs O sont es onctions e ementaires 

monomiales (produit d'exponentielles, de puissances, de 

de t , la plupart du temps 

logarithmes simples ou 

itérés) fabriquées avec les seuls invariants formels discrets et primaires de 

l'objet. On sait soumettre ces blocs aux trois opérations suivantes : 

t-.i) [>11.' J C.'111.+ ,ti.'J { ~~ r-&~1 (i) multiplication ) ~ - ~ -
? t~J C"'-J 

{ ,,__;JÙ.f. ~,b_ 1 (ii) dérivation 
~ - ~ ~1 -

C"'-J t•:l { Ul.t1t ~._&_\ (iii) translation (_~ -ti) = ~ 
c~J 

Puisque l'on sait multiplier, dériver et translater les blocs i et bien sûr 

les composantes q>~ { 1) , on peut effectivement porter les X, (~ 1 -u.) dans 

les systèmes (1.5.1) ou (1.5.2). Cela a donc un sens de dire que ?C. (~
1
..(A) est 

solution de ces systèmes. 

(*) c'est le cas en particulier quand 
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On peut d'ailleurs considérer les blocs élémentaires 
('tl.J 

) connne de purs 

symboles, soumis aux seules règles (i) + (ii) + (iii)~et dire que l'on résout le 

système (1.5.1) ou (1.5.2) non pas directement dans l'algèbre des fonctions résur-

gentes (en ~ ou en îJ ) , ce qui serait impossible en général, mais dans une 
P . c~J 

extension de cette algèbre, obtenue en lui adjoignant les symboles } . Dans 

ces extensions la résolution est toujours possible et ce d'un nombre fini de manière. 

A des reparamétrages élémentaires près, chacune des solutions est parfaitement 

déterminée, car fonctions résurgentes et blocs élémentaires "ne se mélangent pas". 

~ Equation du pont. 

Non seulement les intégrales formelles sont résurgentes en "1 ou en 'bp 
(ou plutôt possèdent des composantes qui le sont) mais, connne toutes les 

fonctions résurgentes issues de problèmes naturels, elles se trouvent vérifier 

des équations de résurgence remarquables. Il s'agit en l 1occurence de l'équation 

du pont : 

(1.5.5) 1A w 

• 
/J." désigne ici la dérivation étrangère (pointée) par rapport à '} ou '°bp 

et /A" dénote un opérateur différentiel ordinaire en '?J et A , soumis à divers 

contraintes a priori, dont les principales sont la commutation avec ~/,! (si 

l'objet analysé est un champ de vecteur X ) ou la commutation avec la translation 

en ~ _de pas 1 (si l'objet analysé est un difféo f ). Soit respectivement : 

(1.5.6) :J 
/ ~ J 

(lS. 6bis) [ Ji!,., / tl<f'-~ 1 
0 (*) 

-- 0 (*) 

• La La condition ( 1.5 .6) impose aux coefficients de IR,._, d I être constants en r 
condition (l.5.6bis) permet un facteur périodique en i de période 1. Quant à 

(*) Même quand x.( ~/ <A-) est résurgente en ~p , 1' opérateur h.q.;.,, corrnnute avec 

ou .t.xr, ! 
q'\-

et non 'do ou .(l)c/,.,_ ' 
~ ,-r~ 

p Op 
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l'indice , il parcourt un ensemble discret Jl. , dit réseau de résurgence et 

engendré par les multiplicateurs (de première génération ou d'une génération 

ultérieure) attachés à l'objet analysé. 

L'équation (1.5.5) est dite équation du pont car elle exprime que l'appli-

cation à ::t. ( ~, AA.} d'une dérivation étrangère équivaut à l'application d'un 

opérateur différentiel ordinaire. En d'autres termes, elle jette un pont entre le 

calcul étranger et le calcul différentiel ordinaire. 

Bien entendu, l'équation (1.5.5) est écrite sous une forme très compacte et 

condense une quantité énorme d'information. Elle implique en effet une équation 

de résurgence différente pour chacune des composantes f~l~) coefficients des 
')\. 

monômes »... et ces équations de résurgence, interprétées dans le modèle convo-

lutif (variable S ) décrivent complètement le comportement des fonctions ,~l~) 
sur leurs différents feuillets de Riemann. 

l.là· Calcul des invariants holomorphes. Méthodes constructives et méthodes explicites. 

Il se trouve que les opérateurs Hlt., sont des invariants de l'objet consi

déré; que ce sont des invariants non seulement analytiques mais aussi holomorphes; 

et que si on les rassemble tous, c'est-à-dire si on considère tous les Jlw (w ~Jl) 
relatifs aux .N intégrales formelles et aux divers temps parallèles critiques 

(toujours en nombre fini) on obtient un système complet d'invariants holomorphes de 

l'objet. 

La définition des intégrales formelles et celle des dérivations étrangères 

étant entièrement constructives et l'équation du pont (1.5.5) déterminant complète

ment l'opérateur ft!lw, il est clair qu'on tient là un procédé effectif de calcul 

des invariants holomorphes. Mais on peut faire mieux et établir des formules complète-

. d. bl 1· . (*) f . 1 ' dl ment et in 1scuta ement exp 1c1tes ournissant es operateurs //1""' • 

(*) En un sens on pourrait soutenir que le premier procédé est déjà quasiment 
explicite, puisqu'on pourrait indiquer des formules donnant, à partir des coefficients 

de Taylor de l'objet, ceux des composantes cp;(l) de ses intégrales formelles.,et 
que tout se déduit de là. De toute façon, dans la graduation: 

"non constructif"- nconstructif non explicite" - "constructif explicite" 

la seconde frontière est beaucoup plus floue que la première. 
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Nous donnerons ces formules dans le cas des champs de vecteur X . Ils 

utilisent les symboles ( • ) 

involution non linéaire 

,....,,. 
(LS..7) X X 

introduits en §1.4.g et font intervenir une 

(relativement à X ) 
,,,,...._,. 

entre le champ de vecteur donné X et un cochamp X . Cette involution est 

définie relativement à une partie principale 
0X de X (et aussi de X ) . 

Lorsque le champ X est hamiltonien, le cochamp ~ ne l'est pas en général, mais 

il subsiste quand même une involution au niveau des hamiltoniens : 

(1.5 .8) 

__,. 
-----"':, n.o <. dt. 

Des formules analogues existent pour les difféos f 
(relativement à 

0Df) 

et les équations aux différences. 

On dispose donc. avec l'équation du pont, d'un procédé constructif et 

remarquablement uniforme (compte tenu de l'ampleur du problème) pour calculer tous 

les invariants holomorphes de~ les objets locaux et on a en sus des formules 

explicites développant ces mêmes invariants en fonction des coefficients de Taylor 

de l'objet. 
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CHAPITRE 2 CLASSIFICATION DES EQUATIONS ET SYSTEMES DIFFERENTIELS. 

SECTION 2.1: INTRODUCTION. NOTION DE NIVEAU. SOLUTION FORMELLE ET INTEGRALE FORMELLE. 

Les équations différentielles les plus générales se ramènent évidemment à 

des systèmes différentiels d'ordre 1, qui peuvent eux-mêmes être mis en correspondance 

avec.des champs de vecteurs d'une nature assez particulière. Or l'étude des champs 

de vecteurs sera menée d'une manière systématique dans la suite de l'ouvrage {aux 

chapitres 4,6,8,9). On pourrait donc se dispenser complètement de traîter les équa

tions et systèmes différentiels, mais ce serait maladroit, car ces objets comptent 

parmi les sources de résurgence les plus simples qui:soient et ils constituent la 

meilleure introduction possible à l'étude des problèmes de classification analytique. 

Considérons par exemple les équations différentielles analytiques de la forme: 

(2. 1. 1) +x 

Elles sont formellement (mais en général pas analytiquement) conjuguées à une équation 

parfaitement élémentaire, dite équation d'Euler : 

(2. 1. 2) 0 

L'équation (2.1.1) possède une solution formelle unique 

(2.1.3) 

' (*) qui est presque toujours divergente en .,c- , mais qui est toujours résurgente 

en la variable ~· (**) ~ = k et qui livre la totalité des invariants holomorphes 

qui caractérisent la classe analytique de (2.1.1). 

-1 
Ayant une solution formelle résurgente en .,,. :k- , l'équation (2.1.1) --------

(*) même lonsque le second membre de (2.1.1) est simple; même lorsqu'il est polyno-
,_ L ) ' mial; même lorsqu'il vaut .l-- +,cl:.. • ). 

(**) sauf cas exceptionnels: voir proposition 2.2.1 ci-après. 
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est dite de niveau 1. Plus généralement, une équation ou système différentiel est 

dite de niveau f, si sa solution formelle est résurgente en ~: f 1'-. Et le niveau 

f en question est dit unique si la résurgence correspondante livre tous les inva

riants holomorphes. Ce n'est pas toujours le cas : il arrive qu'il faille, pour 

obtenir tous les invariants holomorphes, envisager plusieurs types de solutions, 

résurgentes par rapport à des variables distinctes, de la forme cl'-1); = .ç 
~ 

sont dites temps parallèles. 

résurgence pluritemporelle. 

On parle alors de problèmes à plusieurs niveaux 

, qui 

et de 

Nous suivrons dans ce chaptitre le plan suivant. Nous commencerons par la 

résurgence unitemporelle, c'est-à-dire par les équations différentielles (d'ordre 

quelconque) et les systèmes différentiels (d'ordre 1) à niveau unique (d'abord ft,=1 

puis f'-quelconque). Nous préciserons à ce propos la notion de solution formelle 

(série formelle d'une seule variable) et la notion voisine d'intégrale for-

(série formelle d'une variable 1{ et de Y paramètres 
.. 

ou "constante d'intégration" IJ.;. ) • L'intégrale formelle contient évidemment la 

solution formelle puisque_ X.(~_,o) = %{~) . En fait, nous verrons que la 

solution formelle porte en général toute l'information invariante, mais qu'il est 

quand-même préférable de considérer l'intégrale formelle avec tous ses paramètres, 

et ceci pour trois raisons : 

(i) parce que l'intégrale formelle porte toujours (au lieu de presque toujours 

pour la solution formelle) la totalité de l'information invariante. 

(ii) parce que, même lorsque la solution formelle suffit, l'information invariante 

est plus facile à extraire de 1' intégrale formelle. 

(iii) parce que, paradoxalement, la résurgence de l'intégrale formelle est plus 

facile à décrire globalement que celle de la seule solution formelle, qu'elle contient 

pourtant. 

Après cette initiation à la résurgence unitemporelle, nous préciserons la 

notion de niveau multiple et aborderons de plein pied les problèmes pluritemporels. 



105 

Pour changer, nous connnencerons cette fois-ci par les systèmes différentiels 

(d'ordre 1) qui couvrent automatiquement les équations différentielles (d'ordre 

quelconque). Toutefois, vu l'importance des équations différentielles, nous indique-

rons aussi comment les traiter directement, sans passer par les systèmes. 

A chaque fois nous consacrerons quelques lignes au cas linéaire et nous 

verrons quelle forme revêtent alors les énoncés généraux. Le lecteur est cependant 

convié à ne voir en ces problèmes linéaires qu'une illustration ou récréation et à 

se souvenir que le calcul étranger est une méthode adaptée d'emblée aux situations 

non-linéaires et que c'est là surtout qu'il se révêle indispensable. 

SECTION 2.1 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES A NIVEAU UNIQUE. 

C 'd' 1 , . d'ff' . 11 1 1 (*) 1 . d ons1 erons es equat1ons 1 erentie es oca es ana ytiques et e 

degré Y 

(2.2.1) (Y)) Ô 
'/ X. = ( 

(l} J.' ) 
% ::. X.(k),, X ::. 'lf t. X 

avec tJ.. (01 ... ,, o) = 0 et O. ( 1:-., 1.1 .Z:1 ... 
1 
x'")) é:. (L { ..!-, x, a~ .. . 

1
X.CvJ]• L'équation (2. 2 .1) 

_, 
est dite de niveau 1 si le changement de variable 1, = ,t- la met sous. la forme : 

(2.2.2) 

avec 

(2.2.2bis) 

Il est commode d'isoler les termes linéaire en%. 

la forme suivante, dite forme préparée 

v 

(2.2.3) ~ ) (i) ':- lotl + µ, ~-· X 
t-= 0 

--
avec un g.. privé de sa partie linéaire f/r... 'Z 

(2.2.3bis) 

et avec 

_, 
et ~ et d'écrire (2.2.2) sous 

(*) aussi appellées germes d'équations différentielles. 
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et ave.c 

(2.2.3ter) {)(. D =f-Ô ,' fXy -:/: 0 I 

Les conditions o/0 i= 0 et ~yiO découlent simplement de(2.2.2bis). La condition 

de préparation proprement dite, c'est l'absence de termes en 3,-' dans e.l~,.o) 
Quitte à faire un changement d'inconnue de la forme l'..('~) ~ X{'~) + ol ~-' , on peut 

toujours la supposer réalisée. 

Enonçons d'un seul coup les principales propriétés des équations différen

tielles de niveau 1. De brèves indications sur les démonstrations seront données en 

fin de section. 

Proposition 2.2.1 (Résurgence de 2:(,) ) 

(*) 
L'équation (2.2.3) admet une unique solution formelle du type 

(2. 2. 4) --
Celle-ci est généralement divergente à l'infini~• mais sa transformée de Borel 

(2.2.5) 

est toujours convergente à l'origine et le germe analytique qu 1 elle y définit est 

prolongeable "partout sans coupures". La solution formelle -a(~) est donc une 

fonction résurgente. 

Proposition 2.2.2 (Singularités de ,C(~)) 

La fonction S ( ~) a toutes ses éventuelles singularités au-dessus de 

l'ensemble : 

(2.2.6) 

(*) Cette solution peut parfaitement être_ 0. Elle l'est très exactement quand 
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où les complexes À \. \ sont les zéros du polynôme 
1 I /\ "- I • • 'I t\ll 

V 

(2.2.7) z 
Puisque o(

6 
* D 

I 
o<., :/-0 , les · À, sont tous =/:-ô et ::p(:ll::> • Supposons en outre 

qu'ils soient sans résonance, c'est-à-dire rationnelement indépendants; sans quasi

résonance, c'est-à-dire diophantiens dans leur ensemble (cf. §1.2). 

Proposition 2.2.3 (Réseau de résurgence) 

La fonction résurgente ~(\) 

j}_ formé des points /,,J de la forme : 

admet pour réseau de résurgence l'ensemble 

(2.2.8) 

ou de la forme 

(2.2.Sbis) =- + L. 
D'une façon plus précise 

o<.) Les seules dérivations étrangères susceptibles d'agir sur X. (sous entendu 

sans l'annuler) sont 

~) Bien qu'en général non commutatives, les dérivations ~-).1. connnutent quand on 

les applique à :i:. • Pour tous entiers 11t, 
1 

••• / ~V et pour toute permutation 

Q"' des nombres -11 •• ·~ V on peut donc écrire 

(2.2.9) 

sans se soucier de l'ordre des opérations. 

~) Les seules dérivations étrangères /1f.tJ susceptibles d'agir sur la fonction 

résurgente Xlu correspondent à des indices GJ de la forme : 
0 
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(2.2.10) w 0-.V4C. 

et avec au plus un indice 1t. égal à -1. 

Introduisons maintenant V paramètres ..tt11 • •• / Av 

tout W de fl: 
et posons, pour 

(2.2.11) 
"ll(w) 

i.L . . . 
Désignons par fl ( .JJ} l'algèbre de Lie libre engendrée par les dérivations étran

gères /J,.,w indexées sur le réseau de résurgence .fL et appelons idéal annulateur de 

'X-(,) le plus grand idéal de fl(..fl..) qui annule :X(~) 

Proposition 2.2.4 (Idéal annulateur et algèbre agissante) 

Lorsqu'aucun des opérateurs 6_).
1 

1 
••• / Ô_)v 

existe une famille d'opérateurs différentiels de la forme 

(2.2.12) -- JJ... 
t 

n'annule ' il 

unique modulo une dilatàtion 

contraintes(**) 

des paramètres(*), soumise aux 

(2.2.13) - () 

(*) pour des constantes t., 
1 

•• ,/1v indépendantes de a.,~ 

(**) ces contraintes font que, pour W de la forme (2.2.8bis), on a 

si bien qu'aucune puissance négative de JJ.i ne figure jamais dans les coefficients 

de /A . Cette absence nécessaire de puissances négatives est d'ailleurs mnémo-
~ ' . 

techniquement, le meilleur moyen pour retenir la forme des contraintes (2.2.13). 
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et telle que l'homomorphisme 

(2.2.14) 

de l'algèbre de Lie libre dans 1 'algèbre de Lie fAJtl: ( .U. 1 ✓ •• • ~ JJ...,) 

formée des opérateurs en L J ••• ,1 ~ au., '7.U.y 
a' coeff1.' c1.'ents dans ( [ •• 1, ] ~11·•·~-1 , 

ait exactement pour noyau l'idéal annulateur de . La solution 

formelle 2.(~) de l'équation (2.2.3) admet donc une algèbre agissante a 
(2.2.15) OL -- /11(JL) / ai (.!L) 

qui est isomorphe à l'algèbre de Cartan ~ ( JJ.,rH1.1J.v) • 

Proposition 2.2.5. (Invariants holomorphes) 

Les opérateurs /AW , considérés comme définis modulo les dilations 

, sont invariants relativement à tout changement analytique 

(d'inconnue ou de variable) effectué dans l'équation (2.2.3). L'ensemble des ,.?\w 
pour 4J parcourant fL, constitue un système complet et libre d'invariants holo

morphes de l'équation (2.2.3). 

Comme, en l'absence de quasirésonance entre les À , il n'y a pas d.' inva

riants métaholomoq,hes, deux équations du type (2.2.3) sont analytiquement conjuguées 

dès lors qu'elles le sont formellement et que leurs invariants holomorphes tz:lw 
coïncident. 

Rappelons que le procédé ci-dessus de calcul des invariants holomorphes ne 

s'applique tel quel que lorsque /J,,_).t 'l(}) :t=, 0 pour tout .i. , autrement dit 

lorsque les V opérateurs /Jl_À, sont -:/:, 0 . Ces opérateurs sont dits cruciaux. 

' 
D'après (2.2.12) ils sont de la forme 

!A_À, 
lk{-~:) 

~ A ~ {A_); E ~) (2.2.16) .JJ.. h;. -~- - -)i -• OU; • 

et ceci explique pourquoi les !J commutent modulo a1 (Jl) -~. 
' 
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Lorsque certains des invariants cruciaux sont nuls, soit 

(2.2.17) 0 

On a automatiquement 

(2.2.18) 

pour tout w dont l'expression fait intervenir l'un des 

( W1 t.u11 .• "/ WIL t 5L) 
Ài critiques («:fl) 

ceci quels que soient w,1 ... ,,.w,._ . Mais il n'en résulte nullement qulil faille 

associer à /1
41 

un opérateur Jl
41 

nul. On peut en effet trouver une équation très 

voisine de (2. 2. 3), possédant même réseau de rtésurgence Jl., mais dont la solution 

des invariants cruciaux Jl_)~ t ~ Ûi_~i 
même pour les 

possède 

. 
,.(. critiques 

non nuls, 

(). é 1) . On peut donc, par le procédé de la propo-

sion 2.2.4, définir des invariants ;\'4.1 + ~ Jt.., associés à 

Et bien que par hypothèse 

(2.2.19) 0 

il n'y a aucune raison pour que les parties finies Ji"'-' des autres invariants 

et 

soient nulles, même pour les Cu dont l'expression fait intervenir 

critiques ( .i. E 1) . On voit donc que les invariants cruciaux, lorsqu'ils 

viennent à s'annuler, occultent une très riche information invariante, qu'on récupère 

en considérant des équations infiniment voisines. D'une façon précise: 

Proposition 2.2.6 (Calcul des invariants holomorphes dans le cas général première 

méthode) 

Soit une équation (2.2.3) de solution formelle X-{'a) . Si on considère 

toutes les équations voisines dont les solutions X(1) + ~Xfl) possèdent même 

réseau de résurgence fl, alors la borne inférieure des idéaux annulateurs 

(2.2.20) 
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existe et définit un idéal 'JJ: ( JL} qui est le noyau d'un endomorphisme du 

type (2.2.14). Les opérateurs#{ ainsi définis constituent un système complet et 
(,J 

libre d'invariants holomorphes de l'équation (2.2.3). 

La non continuité en ::t. de l'idéal Q},c. ( Jl.) rend donc nécessaire le 

recouri aux équations "infiniment voisine". Le procédé reste constructif, car on 

n'a pas en fait à considérer toutes les équations voisines: il suffit de prendre 

une famille (bien choisie à un paramètre, par exemple la famille des équations 

déduites de (2.2.3) par adjonction du terme 
-'l ~?, ( z petit) au second membre. Mais 

il ne vaut pas la peine de s'attarder à cette méthode, car il en existe une autre, 

plus explicitement constructive et ayant l'avantage de s'en tenir à l'équation 

donnée. Cette seconde méthode, très préférable, consiste à envisager non la simple 

solution formelle x(~) de (2.2.3), mais l'intégrale formelle 

de 'V paramètres Mi., • 

Proposition 2.2.7 (Intégrale formelle) 

X ( '?i 1 .u.'J , fonction 

L'équation différentielle (2.2.3) possède une intégrale formelle %.(~✓ .u.) 

du type 

(2.2.21) 

avec des composantes et avec des blocs élémentaires: 

C ""•i ···, "'llv J 
V ( e. ,,.,)\, 'â ~:Tt) (2.2.22) TT ~ - '= • 

Les /\. 
( sont définis comme ci-avant et les t': L valent 

(2.2.23) 

avec 

/ 

(*) Notons que P (A .. )-::. O puisqu'on a supposé les À,. non résonnants, donc 

distincts. 
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(2. 2. 24) el-

(i() 
Cette intégrale est unique et ses composantes f( 1) sont explicitement 

calculables grâce à une récurrence de la forme 

V 

(2.2.25) z- J.1 

¾" 
avec fJ1 (1) = t(\ t @\ ~I - :~lt) 
membre K"'l,) ne faisant intervenir 

V 
(pour l'ordre naturel de /N ). 

Proposition 2.2.8 (Equation du pont) 

et"'/'J(t'il)/rt1;,),,..->·l'l1)) et avec 

que les composantes 4''"' d'indice 

un second 

Les composantes lfl)l{"z,) de l'intégrale formelle sont résurgentes en ~ 
et possèdent toutes le même réseau de résurgence que la solution formelle ;t.(~). 

De plus, elles vérifient des équations de résurgence qui peuvent s'écrire sous forme 

compacte 

(2.2.26) 

avec (dérivation pointée) et avec pour Jllw des opéra-

teurs différentiels ordinaires de la forme (2.2.12). 

Proposition 2.2.9 (Calcul des invariants holomorphes : deuxième méthode) 

Les opérateurs J'.\W qui interviennent dans (2.2.26) coïncident avec ceux 

de la proposition 2.2.6. L'équation du pont livre donc explicitement et dans tous 

les cas (mê1ne quand les invariants cruciaux sont nuls) un systàme complet et libre 

d'invariants holomorphes. 

L'équation du poit a aussi l'avantage de permettre le calcul des dérivées 
V 

étrangères (premières et successives) de chaque composante. Ainsi pour f.AJ = ~ 1\; ~c'. 
1:J 

on aura: 

(*) à une dilatation près des paramètres 
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(2.2.27) 

On peut aussi itérer, en prenant bien garde à l'inversion des facteurs 

• • • 

Bien entendu, lorsque les invariants cruciaux sont tous f= 0 , chacune des compo

santes tp~{i) de l'intégrale formelle (et en particulier, comme on l'a déjà vu, la 

première : 'J>°l~) :. x(~,..o) 

invariante, puisqu'alors les 

et que les coefficients A~ 

== :X.(}) ) 

P[ 1) possèdent toutes le même idéal annulateur "J}(R) 
porte à elle seule toute l'information 

des opérateurs i,nvariants t?ic.., peuvent se calculer 

comme "constantes de structure" de cet idéal aJ(ll). 

Equations de niveau unique f--. 
On dit que l'équation différentielle (2.2.1) est de niveau f- si, faisant 

~ ; .-FÎ" , on peut la mettre sous la forme : 

(2.2.29) 

avec 8 {oJ>,,o) : 0 / t e(o,'l;O) :t O / t,v) e (1:)1!:J,, o)jO, On peut alors, comme 

en niveau 1, se ramener à une forme préparée: 

V 

(2.2.30) :z: 
et tous les résultats précédents restent en vigueur, à ceci près qu'il faut remplacer 

le réseau n. par son relevé n,.. sur cr-(surface de Riemann de i'//'-) et qu'il 

faut remplacer les blocs (2.2.22) par les blocs: 

(2.2.31) 
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Schéma pour la déJnonstration des principaux résultats de cette section. 

On connnence par modifier l'équation (2.2.3) en affectant le second membre, 

et aussi chaque 0~ du premier membre, d'un facteur t. petit. Puis on développe 

en puissances de z; les composantes 
q,'A 

de l'intégrale formelle : 

(2.2.32) 

,'Î'\ 1t, I"" 
Les 't' vérifient une récurrence de la fonne 

(2.2.33) 

avec un second membre fonction des seuls 

Passant aux transformées de Borel on trouve 

(2.2.34) 

Il apparaît donc à chaque fois des poles simples aux points -~,.. -À1.., ... ,., -~.,. 
. K'>'o/J\ .ilà'lko,11-\ 

Mais . est tln polynôme de convolution en les T avec 1K4 <'"'-. 
Ces convolutions successives font apparaître des singularités logarithmiques 

au-dessus de l'ensemble: 

s 
On vérifie ensuite sans difficulté que, pour tout t. et en particulier pour î. = 1 

les séries 

(2.2.35) 

,,,,,,,........ 
convergent uniformément sur tout compact de (L- .S (recouvrement universel de 

<t-S). Il ne reste plus qu'à appliquer les techniques du calcul étranger pour 

déterminer successivement 

(i) la forme du réseau de résurgence (on trouve l'ensemble Jl de la proposition 
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2.2.3, qui ne coïncide pas avec le lieu S des singularités). 

ii) la forme exacte des singularités (logarithmiques si tous les t sont nuls; 

puissances complexes sinon) 

(iii) la forme des 
• 

équations de résurgence (par des arguments purement formels on 

aboutit à 6 
4, 

.Z 

(iiii) et enfin à vérifier (par des arguments perturbatifs et une amorce de synthèse 

constructive : voir §§2.12 et 11.1) l'absence de contrainte à priori sur les 

(autres que les contraintes universelles de croissance : voir§ §10.5). 

SECTION 2.3 : SYSTEMES DIFFERENTIELS A NIVEAU UNIQUE. 

Etudions maintenant les systèmes différentiels locaux de niveau 1, c'est

à-dire les systèmes du type : 

(2.3.1) + 

avec tl.., lO,, o) ::::. 0 

_o 

et avec une matrice 

( i~U,v ; 6.1(.k,1-) e <f: {k,,,.,,, .. ,x,J) 
[ C<'i i 1 -= L f :x/x; ( D,,o) ] de 

spectre {À,, ... 1 1iv] 
, (t,) 

non resonnant . Le système (2.3) est formellement conjugable 

à un système élémentaire du type: 

(2.3.2) ô 

mais les transformations conjugantes 

(2.3.3) 

sont généralement divergentes en l:- . Transportons-nous à l'infini, connue à la 

,- 1 
section précédente. Relativement à la variable ~ = IC" 

(2.3.3) s'écrivent: 

{'") ce qui implique que les Â; sont tous distincts. 

les systèmes (2.3.2) et 
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(2.3.4) 

(2.3.5) 

- (), -t ¼ {) X; + (j.d;J,'Â) Il 
Ù,: T 'Î f ) ~; I{ 

La série n'a bien sûr ni terme constant, n1 terme en 'X, n1 terme en 
_, 
~ l:; . Au prix d'un 

supprimer le terme en 

avec : 

(2.3.4bis) 

changement d'inconnue Z, ,-..., Z, t-(fi ~ _, 

)-t. On obtient alors la forme préparée de 

on peut aussi 

l'équation (2.3.4) 

Ce que nous venons d'apprendre des équations différentielles nous incite 

à rechercher non pas la solution formelle 2. {';) = { Z; {~)) 

mais directement son intégrale formelle ;:t ( '31 .cA.) = (:X,(';,.,«)) 

Proposition 2.3.1 (Intégrale formelle) 

du système (2.3.4), 

Le système (2.3.4) possède une intégrale formelle X.(~, . .( .. ) du type 

(2.3.6) --
avec 

1)\ 

4, (,) € (. [[ f'JJ et 

formelle est unique modulo une dilatation des paramètres. 

L'intégrale formelle s'obtient innnédiatement à partir de la transformation 

( ) 1=..,__-' conjugante 2.3.3 en posant ""t" 
0 

et en substituant à t. 
' Il·~ 'l.".· 

hi. e. 'o ~ i du système élémentaire (2.3.5). 

Proposition 2.3.2 (Réseau de résurgence) 

la solution 

Les composantes de l'intégrale formelle sont toutes résur-

gentes en } :t possèdent un même réseau de résurgence J1 formé des complexes de la 

forme 4J :. ~ 11, (} c.' avec des 11c: entiers tous 4 ô sauf au plus un qui peut 
Pli 

valoir -! 
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Proposition 2.3.3 (Equation du pont) 

Pour tout w f= j}_ on a l'équation de résurgence 

• 
(2.3.7) 6 l:.(~1 .u.) - J\ Z(~,M-) 

to w 

pour des opérateurs différentiels ,fL de la forme 

v 

L (2.3.8) ..U · L 
i.: 1 

'Vl{w) 111 11v 
avec ,.{L = ..U1 ••• J.A.V si et avec 

(2.3.8bis) ô 'Ylc - - t 
0 

Proposition 2.3.4 (Invariants holomorphes) 

Les opérateurs fltv sont entièrement déterminés (et même surdéterminés) 

par l'équation (2.3.8). Ce sont des invariants holomorphes du système (2.3.4). 

Ensemble, ils constituent un système complet et libre d'invariants holomorphes du 

système différentiel (2.3.4). 

Si les Ài ne sont pas quasi-résonnants (i.e. si .fl n'est pas Liouvillien) 

il n'existe pas d'invariants métaholomorphes et deux systèmes (2.3.4) sont analyti-

quement conjugués s'ils possèdent mêmes invariants formels 

invariants holomorphes /A . ,.., 

Proposition 2.3.5 (Invariants cruciaux) 

Lorsque les V invariants cruciaux, qui s'écrivent : 

11_), Ac: ~ ( è: :l/ ... .,.v) : --~-' ' ôc.t. 
' 

et 'l• • 

sont tous ':f:.ô ' 
chacune des composantes cp; de l'intégrale formelle 

et mêmes 

X(~/""-) 

porte à elle seule toute l'information invariante. Dans ce cas, en effet, l'idéal 

étranger ~ (.fL) qui annule t: ne dépend pas de 1t ni de L et c'est le 
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• 
1 noyau d'un homomorphisme /1w t,-;. fl4J caractérisé par des opérateurs A<.., qui ne 

}ont autres que les invariants holomorphes du système (2.3.4). 

Passage d'un système à l'autre. 

Toutes les fonctions divergentes qu'on peut fabriquer "naturellement" à 

partir d'un ou plusieurs systèmes (2.3.2) sont résurgentes et vérifient des équations 

de résurgence facilement explicitables à partir de l'équation du pont. Justifions 

ces assertions dans quelques cas simples. Supposons 

transformations formelles 

't"", = D et considérons les 

(2.3.9) { 
qui font passer du système (2.3.2) au système élémentaire (2.3.4). Notons A~ , 
comme en (2.3.8), les coefficients des opérateurs invariants Ji.Cu du système (2.3.2). 

Fixons dans Jl. un w = ~ l)td \j . A partir de 1 'équation du pont on trouve 

facilement 

(2. 3. 10) 6 ~1 c~,oi "'(w) ± ~ l C .. , .. , n "') - ~ '=IA.1,~. dM) ~ = d ~i' -t.., 

~ 

(2.3.11) IJ l,J {~ (~1~) A~ ~. <~, ,._) 
~ tk.(w) (j"t"~ TT(') l~,") 

J 

On a donc deux types de résurgence bien différents: le second membre de (2.3,10) 

est linéaire, mais fait intervenir les dérivées dei ; tandis que le second membre 

de (2.3.11) est rationnel en -P<_ , mais non linéaire. 

,A.,, 

Soit maintenant un autre système de la forme (2.3.2), d'inconnues X;. 
~ 

et d'invariants Jl . Lui aussi peut être conjugué au système élémentaire (2.3.4) w 
""'-' 

i :· ""' Ri l "a, ~) 6 <! cc i-·,, ~ ,, .. '/ ~ J7 -; Â'1: -
(2.3.12) ' " t (".),~) ~ (L [C f ~ ;; I .. ""' ]] ::t i 1--) ~-- . ,, 2v 

C. 
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et, par composition, au premier de nos systèmes (2.3.2) 

-
(2. 3.13) :X;~ i', =- e~(~;:x.) - ((7,~('j1x)J ~<'.[[[?)~"l:,,,. .. ,,=tv]] 

Ici encore, &t,o f,(~
1
%) vérifient des équations de résurgence facilement explici

table : 

(2.3.14) 

Systè~es de niveau unique t-. 
On peut se les donner directement sous forme préparée 

(2 .3.15) 

Tous les résultats précédents restent en vigueur à ceci près qu'il faut remplacer 

le réseau n par son relevé JLr sur (~ et qu'on doit définir les blocs ~t-l 
connne en (2.2.31) et non plus comme en (2.2.22). 

Cas exceptionnels 

Quand on a des À: résonnants et en particulier des ~C: multiples, de 

légères modifications sont requises. Voir à ce sujet la fin du §2.7 • 

Principe des démonstrations : 

C'est le même exactement que pour les équations différentielles de la section 

précédente. On prend les systèmes différentiels sous forme préparée, puis on isole 

la partie principale j'! ?r; ,. i\1 ,r1 en affectant tous les autres termes d'un 

petit facteur î . Après quoi on développe tout en séries de r et on ràisonne 

comme au §2.2. 
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SECTION 2.4: APPLICATION AU CAS LINEAIRE. 

Illustrons nos résultats sur le cas linéaire. Considérons donc une équation 

linéaire de niveau 1: 

V 

(2.4.1) L 

avec 

')~ 
d~ {~) _ X("4) d-a; 
~ (C { ~-t î el:-·. 

-- 0 

(2.4.lbis) = o( i. + @: i-' + {')-('f 1
) ( K6 =p D,,, olv :#, o) 

les multiplicateurs Â, désignant contne d'habitude les zéros du po lynome ~ o/41t S 'tl\ 

et les ~ étant calculables à partir des @:. selon la formule (2.2.27). 

considérons parallèlement un système linéaire préparé 

(2.4.2) !.. ~l"') 
'"b .. 0 

avec tl,tJ (~) G. C { i·' 5 
(2. 4. 2bis) 

et 

I 

S'agissant de problèmes linéaires, il n'est plus nécessaire de postuler la 

non-résonance des À, . Il suffit de supposer les différences Â, -J.J toutes 

distinctes: 

(2.4.3) 

L'intégrale formelle (scalaire pour l'équation et vectorielle pour le 

système) est ici linéaire en /A • Elle s'écrit: 

V 

f'~}) -x Cl,~) L <:,) 
(2.4.4) - JJ· 7) - ' i-: I 

avec et avec 
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(2.4.5) 

Les seules dérivations étrangères !:J.4.J susceptibles d'agir sur 

pondent (toujours à cause de la linéarité) à des indices de la forme 

Elles donnent lieu aux équations de résurgence habituelles: 

corres-

(2.4.6) 

mais (encore à cause de la linéarité) avec des opérateurs A homogènes en ..u.. de 
{,&.J 

degré O, c'est-à-dire de la forme: 

/A'-' - ..ü, & 
• ô~J 

(2.4.7) 
41 

4J 

Passant des /j
41 

aux /:J."-' et traduisant (2.4.6) composante par composante on obtient 

(2.4.8) --
Les équations linéaires non homogènes se traitent de la même manière. 

Simplement, on doit ajouter à 1 'intégrale formelle un terme constant en J.,I.. et, à 

la collection des dérivations étrangères agissantes,on doit adjoindre les /i, -,,;, ( i, i. '") et leur faire corespondre des opérateurs : 

(2.4.7bis) -- -dll' • 

Lorsque les multiplicateurs demeurent distincts, mais que certaines 

des différences 

de la forme : 

viennent à coïncider, on est conduit à des opérateurs 

Il r A {t!Jc)) 
Q C l' 11 ~ce) (2.4.9) ,U.. 

41 ' -) __ )· -:w ôU· 
' c) i 

Lorsqu'enfin les 1). 
t 

eux-mêmes cessent d'être tous distincts, on se tl'.louve 

en général en présence de problèmes~plusieurs niveaux (cf. §§2.8 et 2.11). 



122 

Remarque : Le lecteur rapprochera les résultats de cette section des travaux 

d'OKUBO('Jl(:,,~k.tj, de SIBUYA~,.g, de MALGRANGE\J-1f'.l]et d'une façon générale de l'immense 

littérature sur la monodromie. De fait, dans le cas linéaire, les phénomènes de 

résurgence peuvent s'interprêter dans le langage plus familier de la monodromie. 

Signalons d'ailleurs que les constantes de monodromie peuvent se calculer explitement 

grâce aux moules hyperlogarithmiques (Voir §§2.12, 10.2, 10.3). Signalons enfin que 

l'équation de Schrodinger 

(2.4.10) 
d.' - r t"' df --

avec un potentiel Y(~) polynomial de degré V (ou plus généralement méromorphe 

à l'infini avec un pole d'ordre V) possède une intégrale formelle résurgente en 

l+t 
~ = ~ ~ et que les coefficients de Stokes s ~ interprêtent et se calculent 

aisément grâce à cette résurgence et aux invariants holomorphes. Voir à ce sujet 

SECTION 2.5 : INTRODUCTION AUX SYSTEMES A PLUSIEURS NIVEAUX. MULTIPLICATEURS ET 

TEMPS PARALLELES. 

L'exemple le plus simple de problème de niveau f-. est fourni par les 

équations différentielles du premier ordre : 

(2.5.1) )- If/' d ):. + tt(k.,~) 0 
r- r1r 

avec 0..(010) = D et avec un multiplicateur À non nul 

(2.5.2) Â =t:-o 

Gardant cet exemple présent à l'esprit, nous allons introduire une notion commode 

de système différentiel à plusieurs niveaux. La première chose est d'étendre la 

condition (2.5.2) aux systèmes. Pour cela, on a besoin des déterminants de niveâu p. 

(*) Pour une étude détaillée de ces équations, voir ls....'., t),('lo,i].,(\J•· 11 ~-~}, [t.SJ. 
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Définition 2.5.1 (Systèmes différentiels à_ plusieurs niveaux. Déterminants de niveau p) 

Un système différentiel analytique de niveaux 

(2.9.3) 

d , f ' ,. . ' de 1 a f (i~) est par e 1m1t1on un systeme orme 

(2.5.4) -1 1
1+r, ri. 2'· +- a., (1 1 x) =:-0 - dl-p; ' 

avec a., (ô 1 o) =: Ô et avec 

(2.5.5) 

où d(f'-} est le déterminant de niveau f ainsi défini 

(2.5.6) ~Cf) - :::: 

Pour chaque niveau ft. , on note 0 (r-) la multiplicité de f et le nombre.: 

des niveaux supérieurs (inférieurs) comptés avec leur multiplicité 

(2.5.7) 

A vrai dire, les relations (2.5.5) n'étendent que la condition "multipli

cateur non nul". Pour étendre la définition (2.5.2) des multiplicateurs, il faut 

introduire les matrices carrées M (M et I (r-) d, ordre e {t~) + 0 +(r) 

(*) En fait, les systèmes (2.5.4) ne sont pas stables pour tous les changements de 

variables inversibles tî ~ ~i :. ( ( J; x.) . On rétablirait facilement cette 

stabilité en envisageant des systèmes un peu plus généraux, de 1~ forme: 

(2. 5. 4bis) 

Mais le gain serait mince on y gagnerait surtout des complications d'écriture. 

De toute façon, les systèmes (2.5.4bis) sont, à d'infimes modifications près, justi

ciables des mêmes méthodes que les systèmes (2.5.4). 
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(2.5.8) 

(2.5.9) 

Définition 2.5.2 (Multiplicateurs de niveau p) 

si, u.J =0 ~ i. :r-J° 

s4: (}) = 0 no: r ,· >r 
s,~ a-J = 1 ~ r~ = t--

Les multiplicateurs de niveau p sont par définition les 9[r) zéros du 

polynome 

(2.5.10) --
Ces zéros sont notés A, . 

avec un indice ,,1. parcourant le segment entier 

J ~-tlM I e+(r) + &(r}] . Par suite 

(2.5.11) ~ (À) = tl) Oo,J . / , - 0- li, ) 
tr=t 

c2.5.12) TT J.., 
L g lr-) I ~l 1 + ,,_ J 

~,=f 
Les mul11:ip.licateurs Ât ne sont donc jamais nuls. Lorsque le niveau fi. 

est simple, son unique multiplicateur ), est immédiat à calculer, puisqu'alors : 

(2.5.12) 

Définition 2.5.3 (Systèmes non résonnants) 

Le système différentiel "(2.5.4) est dit non résonnant si ses multiplicateurs 

de même niveau sont rationnellement indépendants 

(2.5.13) A.. l - o ~n.. c. -

Nous allons commencer par l'étude des systèmes non résonnants. 
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Lennne 2.5.1 (Forme préparée) 

Si le système (2.5.4) est non résonnant, il peut, au prix d'une transfor

mation analytique ou même polynomiale, se mettre sous la forme suivante, dite forme 

préparée 

-1 
it/t, J 

+ l'.~ ~ il) L ,,c IJt 
(2.5.14) - k - X. + xi Ai t.f) X =D 

/.: Jx 
t 

ll'Mll~-1 

avec des polynômes ~u-) de degré ~ "~ et avec : 

(2.5.15) A~ l-k) = c- {.k~') M /114.l/=zD O"lA- i 

Les polynômes BcA} sont des invariants formels du système. Leurs termes constants 

ne sont autres que les multiplicateurs 

(2.5.16) (pour une indexation cohérente) 

Explications : Les multiindices 1\.-:. ('t'tt) ont leurs coordonnées lh~ toutes ::J,-0 

sauf au plus une qui peut valoir -1. On a bien sûr: 

lt ~" = 
La condition (2.5.15) ne porte que sur les termes affines en X. . La nots.tion 

' 4l 1)\. . %.'t C.... 4, (l-) X. ne signifie aucunement que cette expression soit divisible par X, , 

car elle peut comporter, et comporte en général, des termes de la forme : 

(2.5.17) 

La forme préparée n'est évidemment pas unique et les polynômes "f?l,t) ne sont pas 

les seuls invariants formels du système: 

Lemma 2.5.2 (Forme normale) 

Tout système (2.5.4) rton résonnant est formellement conjugablé à un système 
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(2 . .5.18) 

avec les mêmes que précédemment et avec 

'P;.'klJ' . . ,, ~., ( k) - 0 ~ L /1tj I :f=O 
(2.5.19) l'i +fi 

~'1l11 ·~•,.'>'v (l-) 
== r+~e. dJI-~ ~ r~ ,,o.;. L (1'i/::.D 

N?Jt~ 
La forme (2.5.18) est déterminée à une dilatàtion près sur les ::li . Elle est dite 

"' forme normale. Les polynômes f~ (A:) constituent un système complet d'invariants 

formels du système (2.5.4). 

Notons que dans la forme normale le Z est étendu aux ?t de somme //11.l/ ~ 1 

(donc pas de partie affine en dehors des X;. 'fl {k) ) tandis que dans la forme 

préparée le 4 est étendu à tous les 1t , y compris ceux dont la somme il ?t 1/ vaut 

-1 (termes constants en~ ) ou O (termes linéaires en X ) • 

Il est exceptionnel que le système (2.5.4) soit analytiquement conjugué 

à sa forme normale. Il possède donc des invariants analytiques non triviaux, qulil 

s'agit de calculer. Pour ce faire, on commence par mettre le système (2.5.4) sous 

forme préparée (2.5.14) + (2.5.15). Puis on en cherche des intégrales formelles du 

type : 

(2.5.20) 

et avec ~~ solution du système élémentaire 

(2. 5. 21) - 0 

obtenu en ne retenant que le début de la forme normale, On se laisse ensuite guider 

par l'analogie avec l'équation (2.5.1) de niveau jt-. Puisque celle-ci admet des 

solutions résurgentes par rapport au "temps" i = A:,-}- , on est conduit, dans le 

cas des systèmes à plusieurs niveaux, à introduire des temps parallèles et 
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des dérivations g}'-

(2.5.22) d -= çr-
,- ~r- Q. 

.,, :::. --
ô~ 

I'-
avec les formules de passage : 

(2.5.23) Il._ = (~ ,~11 
or --t 1 dr-

q l - .f_ 
9, (}) tt / - r- 1 

Relativement aux temps ~ le 
o~" 

système élémentaire s'écrit: 

(2.5.24) 

avec 

(2.5.25) 

D'où la solution 

(2.5.26) 

De même le système initial (1.5.14) s'écrit : 

(2.5.27) 

Supposons provisoirement que : 

(2.5.28) ek- li 1Jc. lt -=-o 

~ /)\ /)\ 
Connne on 1' a vu, cela revient à supposer que la série li ~ di X. ne comporte 

pas de tenues affines en 'X , mais n I implique aucunement sa divisibilité par Z, . 

Pour tout multiindice 11.. = ["'-,, ... ,1 ?ty) posons 

(2.5.29) 
lL thi 't", r:) ( r-

- ),.. 
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V ·r r -\ 1h i. 
/ 1 ( ~ \ 

i.::: 1 ' - ; ) 

Portant (2.5.20) dans (2.5.27) on trouve que le coefficient 

melle (2.5.20) vérifie l'équation différentielle 

R.~ de 1' intégrale for
L 

(2.5.31) 

1\ 

avec des Ki. 
venir que les 

ne faisant inter-

111"1/ ~ lllJ'<I/ . 

qui sont des expressions "homogènes" de degré /[1t// 

lJ'trl d'indice lllfkil < l11tl/ et les #..; d'indice 

~ [t-1\JJ on aboutit Rapportant tout à un même variable ~ et isolant le facteur 

I'-
à un système plus commode 

r 

D"' ( cc1' 11 t) L(1>JJ K.lk d 11t.· (2.5.32) fl -â . - ~, - l ----I'- d~ 
d.\~. (}, I ) lf,-r li r- I'-

avec 

~ 
:; ; I'- ~ et avec 

,.. Il\, V ,.. 
?r ~ 'ni ~ <J7 (~ ) .Df - +-

(2.5.33) , =-1 ri 
V ft,-1 Us q-f)lr-

d;- ?= L ~~fi°tlt) At' - t-
~ c. :1 1= 1 if 

Par analogie avec les problèmes à un seul niveau, on peut espérer trouver les 

invariants analytiques 

si faire se peut, des 

du système (2.5.14) en construisant pour 

('\~,.) qui soient à la fois résurgentes 

chaque niveau f, 
en ~ et solutions .,.. 

du système (2.5.32). C'est effectivement possible mais il faut, pour s'en convaincre, 
'K 

étudier de plus près les opérateurs J>,.. 

SECTION 2.6 : PROSOLUTIONS ET RETROSOLUTIONS. 

Posons 

(2.6.1) 
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, (*) et cherchons les solutions resurgentes de l'équation 

(2.6.2) D 'f 

d '. <./) d d b IJ,/ ' ' , 1(*) inconnue l et e secon mem re I resurgent genera . 

Lennne 3.6.1 (Equation D f = f) 

Si «1 )Ô l'équation (3.6.2) possède une unique solution résurgente 

(2. 6. 3) 

avec 

(2. 6. 3bis) 

--
Si ~,:::: 0 l'équation (3.6.2) possède une unique solution résurgente 

(2.6.4) 

avec 

(2.6.4.bis) 

Si D( ,<o 

tr' 0 r 

l'équation (3.6.2) possède une infinité de solutions résurgentes 

qui sont toutes de la forme : 

(2.6.5) 
-1 

.D_ 't' + 

avec et avec 

(*) Voir §1.3 pour les généralités sur les fonctions résurgentes. 

(1d{) On peut généralement définir une rétrosolution "sans terme constant 11
, 

dite rétrosolution absolue (naïvement : c0 = 0 ) et diverses rétrosolutions 

polarisées (pour des valeurs remarquables de ~~ ). Voir Appendice 1, p.586, 
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-i 
Q ;r' r 1 -r ~ w, /' et z-1 

L l=I O s 
(2.6.Sbis) ~ V ~ 

;r' L tt)m ( ~ wi ()(, ~-•) 
'>t-=-0 ,-:1. a 

Interprétation : Ici <f et r désignent des fonctions résurgentes du type le plus 

général, sans impliq~er: l'existence d'un modèle fonnel sini.ple.(séries de Taylor ou 

apparentées). Le ~odèie:fo~ei fA.. de~ fo~~ti~n~- rés~rgentes (voir 
+ 

donc ici qu'une simple commodité de notation et les opérateurs g-
§1.3.b) n'est _, 

et CJ +wo) 
doivent s'interpréter dans le modèle convolutif IJt , où ils équivalent à la multi-

(- '>)±1 plication par > 

Le seul point un peu délicat est la convergence de l'opérateur (3.6.Sbis) 

appliqué à un r quelconque. Cette convergence peut s'établir soit par un calcul 
_, _, "\_, U/ 

direct soit, sans calculs, en observant que ~ f = H CJ H 1 avec 

e-t que H {l) est résurgente en } puisque 1 t«i (1. 

Restreignons-nous maintenant au modèle formel. Prenons des rx. toujours 

soumis aux inégalités o(1.) mais supposons-les rationnels 

(2.6.6) 

Lenune 2.6.2 (Prosolutions et rétrosolutions) 

Si la fonction résurgente 'f possède un modèle formel du type 

(2.6.7) 

alors l'équation .D lf:. 'f' possède une unique solution résurgente qui soit de la 

même forme 

(2.6.8) 
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(2.6.9) 

avec 

(2.6.9bis) 

et lorsque 

(2.6.10) 
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d . .._ D cette solution est donnée par v'19 

_ prosolution 

o(
1 

<O elle est donnée par 

_ -t 

f = 1?id~ f :: rétrosolution 

o-' - d_, 
lle.l-Ao 

(2.6.lübis) 

= 
d_, 

Il faut donc tantôt prorésoudre, tantôt rétrorésoudre l'équation (2.6.2) 

pour obtenir les solutions résurgentes. On adopte cette terminologie parce que, 

pour un r "polynomial"' C'est-à-dire avec un nombre fini de coefficients O(lf" non 

nuls, la prosolution admet un développement prograde ( {l(!" nul pour V- négatif et 

grand) tandis que la rétrosolution admet un développement rétrograde ( tnul pour 

C,- positif et grand). Bien entendu, lorsque lf' est bigrade, chaque @cr, s'exprime 

connne sonnne infinie de coefficients ()(V- mais les lerrnnes 3.1 et 3.2 nous garantis

sent que ces sonnnes convergent toujours. 

Lemme 2.6.3. (Dérivation étrangère et échange pro-rétro) 

Soit w dans ([oD (surface de Riemann de ~ ~ • 
) et w sa projection 

sur (C • On a alors 

(2.6.11) D 

Il en résulte en particulier, dans le cas 0) o(
1 
> ... o<..v)-1 et en se plaçant 

dans le modèle formel : 

(*) C'est la rétrosolution absolue. Voir Appendice 1, p.586. 
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(2.6.12) L 
G..J 

(2.6.13) 

pour une constante C0 bien déterminée. 

Il faut bien saisir ce que signifient ces relations, surtout la dernière. 

Prenons par exemple l{' telle que : 

(2.6.14) (modèle additif ) 'f' := ~WA) 

Alors r est prograde et son unique dérivée étrangère, qui vaut 

(2.6.15) 
(. - tni\1; ) r 

C = \e. -1 1 (-f"1 (modèle formel) 

est également prograde. La prosolution lf de l'équation 

(2.6.16) 

est elle aussi prograde et résurgente d'après le lemme 2.6.2. Toutefois la formule 

(2.6.13) nous dit que la dérivée étrangère 6"'1 f est rétrograde. Autrement dit, 

du prograde pur peut déboucher sur du rétrograde. Cette remarque donne la clef de 

tous les problèmes à plusieurs niveaux. 

SECTION 2.7 : SYSTEMES DIFFERENTIELS A PLUSIEURS NIVEAUX. INTEGRALE FORMELLE DE 

NIVEAU p ET INVARIANTS HOLOMORPHES. 

Tout au long de cette section nous considérerons des.systèmes différentiels 

analytiques à plusieurs niveaux. Nous les supposerons à multiplicateurs Â, non 

résonnants (hypothèse (2.5.13)\ ce qui permet de se les donner sous forme préparée 

(2.5.14). Nous supposerons également les "ti rationnellement indépendants 

(2.7.1) 
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et nous ajouterons l'hypothèse (2.5.28) sur les termes affines. Ces trois hypothèses 

simplificatrices, de nature et d'importance très inégales, seront levées à la fin 

de cette section. 

Proposition 2.7.1 (Existence et unicité de l'intégrale formelle de niveau p) 

A tout niveau f- effectivement atteint par le système (2.5.14) correspond 

une intégrale formelle résurgente en -:2,, et du type · 
0~ . 

(2.7.2) 
Ill [11.J ff) ~ 

J.J.. ~ T~ (}) ,. ; 

, avec 
l:"'-] ~r comme en (2.5.30) et avec des composantes 

et développables sous la forme 

--
Cette intégrale formelle de niveau f est unique modulo une dilatàtion .u,. ~ J!, u.• 

t ~ L 

des paramètres et elle est donnée par la formule: 

1',, ... ,1lt1 · .. ,'kv 

~ C)) -,.. 
(2. 7. 4) 

1)\. 

où les t., se calculent par récurrence sur 111)1.11 en prorésolvant l'équation (2.5.32) 

s1. :Z::, jtn,J 'f:. 0 et en la rétrosolvant si 
~-~r- == 0 . Autrement dit 

on prend tantôt : 

rc~:tJ Il\ 

D-1 ( tC"kJî. iM 

~') ( lâ î (2.7.5) ~,,. - Ki (1) ,.. ~ ~t- r d. di 
et tantôt 

,. 
't,[.l\\ 1] Il\ D-' / CC•1l K"' ~-) t (~) (2.7.6) 

~t lte!A4 \ 1 i l"o î ;- t I' 
avec bien sûr D = D;. ,.. 

Remarque 

ment que 

: Dire que l' intér:le formelle %.. ( 1Jt" 1u..) est résurgente signifie simple

ses composantes 'f (~) le sont chacune séparément. Quant aux blocs 
t-
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élémentaires , leur expression (2.5.30) montre qu'ils sont résurgents en 

i si et seulement si 

I'-
L t11.d = o 
r~),,r-

Définition 2.7.1 (Réseau de niveau p) 

Le "réseau" de niveau fi-est par définition l'ensemble se formé des 

complexes 4) de la forme: 

(2. 7. 7) 

ou de la forme 

(2.7.7bis) 

On désigne comme d'habitude par _fL~ 
la projection naturelle de _rt,. sur ff. 

le relevé de ff sur (li'- et par 

Proposition 2.7.2 (Equations de résurgence) 

Les seules dérivations étrangères susceptibles d'agir sur X(i,..,v..) sont 

de la forme /1(,,J avec w 6'.-~- Si on introduit les dérivations étrangères pointées 

• • 
(2.7.8) b,.,._, -'4.7t; /1~ - e. ,,. 

on a les équations de résurgence 

• 
(2.7.9) 6.(A, 2:.(~ ,u..) = A(u x.ci,.Lc..J 

r 1" 
où /J,,<.., est un opérateur différentiel ordinaire de la forme : 

(2.7.10) 

avec 

(2.7.lübis) 

--
ffL{w) 

.AL 

(__\I w E J2~ ) 
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et avec 

(2.7.lüter) 

• 
Si 4.1 est de la forme (2. 7. 7), les coefficients A~(u..} ne sont soumis à aucune 

contrainte a 
. . (*) • 

pr1.or1 • Si au contraire w est de la forme (2. 7. 7bis) on a : 

(2.7.11) 

Pour ces W (**) très particulièrs seul demeure le coefficient 

d'ailleurs être quelconque. 

Notons dans (2.7.10) la présence côte à côte des 
.G 

.U.. (pour L:. ~ r-) 
l dl.A.~ , .. 

et des ~«; (pour ri. <t-) . Notons aussi que les seuls .I.J.i. figurant dans le 

facteur ,v!!l"') correspondent à f'"i. = /'- tandis que les seuls :.U, figurant dans les 

coefficients Ai(1,1.} correspondent à f-t ::::.r-(et ceci indépendamment de l'indice 

J ). Par suite, si ~ est le plus bas niveau du système, les coefficients Ai 
sont de simples scalaires. 

Proposition 2.7.3 (Invariants holomorphes de niveau p) 

A (***) Les opérateurs w ci-dessus sont des invariants analytiques et 

(****) 
holomorphes • Ils sont dits invariants de niveau ~ • En réunissant les inva-

riants relatifs aux différents niveaux, on obtient un système complet et libre 

d'invariants holomorphes du système différentiel (2.5.14). 

(*) En dehors évidennnent des "contraintes universelles de croissance". Voir à ce 

sujet §10.5. 

(**) Les opérateurs Alv • avec w de la forme (2.7.7bis) jouent un rôle à part. On 

les nomme invariants cruciaux. 

(***) Ce sont des invariants relati~ernent à la conjugaison analytique. 

(****) Ils sont fonction holomorphe de l'objet, en l'occurence le système (2.5.14) 

et ses coefficients de Taylor. 
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En général, les multiplicateurs À.~ de même niveau ne sont pas quasi-réson

nants : les combinaisons entières L 1'~f., approchent O à la vitesse "normale" ou 

"diophantiannen. Les systèmes (2.5.14) ne possèdent alors aucun invariant métaholo

morphe. Deux tels systèmes sont donc analytiquement conjuguables dès lors qu'ils le 

sont fonnellement et qu'ils possèdent un même système d'invariants holomorphes A,,.,. 

Remarque 1 : (Mutuëlle irréductibilité des intégrales formelles) 

Les intégrales relatives aux différents niveaux sont irréductibles les unes 

aux autres. Il est clair en particulier que l'on ne passe pas de l'intégrale de 

niveau p à l'intégrale de niveau q en faisant 

lorsque tous les invariants analytiques sont nuls, 

N4 i::; ~ l - sauf 

t" 1 ' car alors le systeme 

bien sûr 

(2.5.14) 

est analytiquement conjugué au système élémentaire (2.5.21), lequel système élémen-

taire a des intégrales formelles 

selon le changement de variable 

Remarque 2: (Profacteur et rétrofacteur) 

qui s'équivalent toujours 

Pour tout niveau p on peut "factoriser" l'intégrale formelle 

➔ 4:.--

(2.7.12) X.. (); ,.u..) 
,.➔ 

t ( ~ J t ( 1 I M-)) 
t- ,,. 

et un rétrofacteur Î (bigrade en ~ ) . avec un profacteur { (prograde en ~ ) 
01'-➔ )'-

Le profacteur [ porte à lui seul toute l'information invariante. Toutefois, lors-

qu'on écrit les équations de résurgence qu'il vérifie, on trouve au second membre 

des termes qui proviennent du rétrofacteur Î . Le rétrofacteur est donc indisso

lublement lié au problème. Ceci tient en fin de compte à la relation (2.6.13). 

Calculons le profacteur et le rétrofacteur de niveau p pour un système 

différentiel donné sous forme préparée (2.5,27) et vérifiant l'hypothèse (2.5.28) 

sur les termes affines. Il existe un changement d'inconnues formel unique(*), résur

gent en 1,; , purement prograde, de la forme ,.,. _____ _ 
(*) à une dilatation près des inconnues. 
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41 "-"' "'"' "'-" 
)'.. 

l 
::t. 

f. + l'i 2 = t (~t J î) ?-=S.{~; f <i1 6: c cc 0~'
1
" JJ (2.7.13) r r~,.) 0 ~ ~ l1tJl=O -

fj'~·f-
et qui conjugue le système initial (2.5.27) à un système intermédiaire, lui aussi 

(*) unique , d'inconnues , encore du type (2.5.27), mais avec des coefficients 
I"' 
a_~ ( 1 ) généralement divergents (quoique progrades) et de la forme 

t-
(2.7.14) li 
On peut enfin conjuguer ce système intermédiaire au système élém~ntaire (2.5.24) 

h d '. f 1 . (*) par un c angement inconnues orme unique . 

(2.7.15) 

à coefficients 

Le premier changement de variable livre directement le profacteur 

➔ 

~i ( ~ I ,V.li ••. , M,) '= g l'i. J ;.,,, •• '/~V) (2.7.16) 

t ~ r 
et le rétrofacteur se calcule à partir du second par la formule 

'=-

(2.7.17) t ( }~ J J.t, I • "1 My) ---
où les ~, sont les fonctions de },.. (via les i ) qui sont données en (2.5.26). 

1i. 
Dans le cas particulier important où le système différentiel (2.5.27) 

est factorisable (cela veut dire que sa i-ème équation a un second membre effective-

ment divisible par ':l.;_ , autrement dit que si ?li. : -1 ) f et} ont 

une interprétation très simple. En effet, si on note 

(*) à une dilatation près des inconnues. 
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(2.7.18) 

le changement d'inconnues résurgent de niveau p qui conjugue directement (2.5.27) 

au système élémentaire (2.5.24), on a 

(2.7.19) 

Le lecteur est invité à calculer les dérivées étrangères du 

pour des systèmes factorisables, puis quelconques) et à vérifier qu'elles ne sont 
~ 

généralement pas progrades, bien que R, par construction, le soit toujours. 

Remarque 3 : (Intégrale de plus bas niveau) 

Parmi toutes les intégrales formelles relatives aux différents niveaux, 

seule l'intégrale de nivea~fv (le plus bas) est prograde. Pour ce dernier niveau, 

en effet, le rétrofacteur t se réduit à l'identité. Mais il se trouve que dans ce 

cas les opérateurs A ont des coefficients Ai. 
4J '-' 

qui sont de simples scalaires. 

On voit donc qu'à vouloir se limiter à la seule intégrale prograde, on n'obtiendrait 

qu'une partie infime de l'information invariante. 

Remarque 4 : (Intégrale de plus haut niveau) 

Soit un niveau p et soit q le niveau immédiatement supérieur à p. A 

moins que tous les invariants de niveau q 

niveau p a des composantes ~; l! ) dont ,.. 
une croissance d'allure : 

(2.7.20) 

ne soient nuls, l'intégrale formelle de 

""' les transformées de Borel 't\ ( 3f-) ont 

Par suite seule l I intégrale de plus haut niveau c~ :-r,) a des composantes qui sont 

toujours de croissance exponentfelle. Elle seule possède des modèles sectoriels 

(transformées de Laplace; voir §1.3) et elle seule fournit des solutions sectorielles 
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du système (2.5.]4). Mais cette intégrale de plus haut niveau se trouve être 
Il Il 

aussi celle qui a la plus forte partie rétrograde : elle possède le plus gros 

~. rétrofacteur JI.. • Les solutions sectorielles qu'elle fournit sont donc fortement 

irrégulières pour k-7 0 . Ceci ne les empêche pas d'exister et d'être calcu

lables par le procédé indiqué. 

Remarque 5 : (Systèmes à niveaux tous distincts) 

Les résultats revêtent une forme particulièrement simple pour les systèmes 

à niveaux f~ tous distincts, vu qu'alors les multiplicateurs Àl sont explicite-

ment données par (2.5.12bis) et que chaque réseau 

de l'ensemble 

(2.7.21) 

Remarque 6: (Systèmes à niveau unique) 

Jl.. s'identifie à r, . f l copies 

Dans le cas opposé où tous les niveaux {: sont égaux, il n'y a qu'une 

seule intégrale formelle et celle-ci est prograde. Son réseau de résurgence est 

très riche, mais chaque opérateur #f w, ayant ses coefficients A~ constàùts, 

ne porte que 'I invariants scalaires : le réseau s'est enrichi, mais les opéra

teurs se sont appauvris. 

Remarque 7 : (La quantité d'invariants fonction "continue" des niveaux) 

En fin de compte, les invariants holomorphes d'un système différentiel 

à plusieurs niveaux forment une famille de scalaires naturellement indexée sur 

un ensemble du type 
.., 

(2.7.22) u 

Le lecteur est invité à écrire cet ensemble Jf d'abord pour un système à niveaux 

l . l . ' (*) ' . d. . . . ' d mu tip es, puis pour un systeme a niveaux tous istincts, mais voisins es 

( *) de même dimension "I évidermnent. 
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\\ (*) 
précédents : il vérifiera que vJ varie peu et que par suite la quantité 

d'invariants reste à peu près constante. 

Remarque 8 (Cardinalité fine) 

Certes, les ensembles Jf ont toujours la même puissance : celle du 

dénombrable. Il n'empêche - ceux qui ont une prédilection pour les mathématiques 

constructives le savent bien - qu'il y a "dénombrable et dénombrable". Ainsi les 

suites complexes indexées sur N ne sont pour ainsi dire jamais en bijection 

naturelle avec les suites indexées sur Z et encore moins avec celles qui sont 

indexées sur lN t. ou 'Z..'L . Cela tient évidemment à ce que chacun de ces ensembles 

possède son ordre interne propre. Ces ordres n'étant pas totaux, on ne peut pas 

recourir aux nombres ordinaux pour les distinguer. Peut-être vaudrait-il la peine 

de développer une notion de "cardinalité fine" qui permettrait de les mesurer? 

En tout cas, à assimiler purement et simplement les différents J sous prétexte 

que tous sont dénombrables, on passerait à côté du remarquable phénomène de la 

continuité de la "quantité d'invariance" par rapport aux niveaux. 

Pour compléter cette section, il nous reste à lever une à une les trois 

hypothèses restrictives que nous avons faites 

(*,'1') ,:2 Systèmes à partie affine quelconque. 

Si on lève l'hypothèse (2.5.28), autrement dit si on admet dans le système 

(2.5.14) des termes 
1\ ?\.. 

Cti Xt X constants en X. (pour l{ 1tl( .:::. -1 ) 

If.,.._ li = ô ) , les ,; ne vérifient plus de système 

récurrent de la forme (2.5,32). A côté des termes {tk. avec [l"m(/ < l/'itl/ 
ou linéaires en :X: (pour 

K1\. d D lt\. 
le second membre i. fait maintenant intervenir des termes l\ avec lf -m. lf = Il"!'\ li 

d 
(s'il y a des tenues linéaires) ou même [(-ml{ = 1 t-11-k[I (s'il y a des 

tenues constants). 

(*) en particulier on a toujours 

(**) Ce cas est repris plus en détail à la fin du livre. Voir Appendice 1, p.586. 
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Pour rétablir la récurrence, il faut remplacer le système donné (2.5.14) par un 

système épsilonnisé, obtenu en affectant d'un petit facteur î chacun des termes 

~ ~ ~ a.. Xi ~ qui font difficulté (à savoir les V termes constants et les V 
• 

termes linéaires). On développe ensuite en puissances de ~ 

"h,, ... ,..1'ly o,O f .; 'A,, ... , '"( ~ ) R. ("},) L 1'to 
(2.7.23) - 2. 

1\ ·~ ,.. 
'lt. = 0 t R ., 

Cette fois-ci les t vérifient une véritable récurrence 

D~ ( Ct""ll R~-;~ ) -t'- ôl'- t 

(2.7.24) 

K~•ï"' 
t J~ck cl.eo ~f.o 

(*) 
que l'on prorésout quand L l 1'J l) 0 et que l'on rétrorésout quand 

~J""t 
• On obtient ainsi, via L 111·1 = 0 

N~Jo. J 
la formule (2.7.4), une intégrale formelle 

epsilonnisée sous 

(2.7.25) 

forme d'une série en 'i. 
t>l:> 

L --
série dont chaque coefficient X. ( },.. j ,lA.. i ')\,\.) est résurgent en i/'
des équations de résurgence qu'on peut écrire sous forme compacte 

• 
(2.7.26) ~(AJ :t[i 1-'>-) - A X.(~ 1-l).) -,.. 4., ,.. 

avec des opérateurs épisilonnisés : 
o,D 

IA&.J L Jt,.'hl. 
l)'l,t_ 

(2.7.27) t 
~:O ✓ 

Bien entendu (2.7.26) ne signifie rien d'autre que 

(2.7.28) 

et vérifie 

et ne préjuge aucunement de la sommabilité en î de (2.7.25) ou (2.7.27). On vérifie 

(*) Mais en prenant cette fois-ci des rétrosolutions polarisées. Pour les 

détails, voir l'Appendice 1, p.586. 
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e~) 
toutefois sans trop de peine que le second membre de (2.7.27) converge et livre, 

pour î;; { , des opérateurs Î\ GJ qui épuisent bien les invariants holomorphes du 

système différentiel considéré. 

Aucune difficulté sérieuse, donc, pour les invariants holomorphes. Il en 

va autrement de la résolution numérique du système différentiel ou, si l'on préfère, 

de la construction de ses solutions sectorielles fondamentales au voisinage de la 

singularité. Cette question s'écartant de l'objet principal du présent ouvrage, 

nous nous bornons à quelques indications succintes. 

D'après la remarque 4 ci-dessus, seule l'intégrale formelle de plus haut 

niveau, ayant sa transformée de Borel de croissance toujours exponentielle, peut 

livrer les solutions sectorielles que nous cherchons. L'ennui est que, pour tout 

niveau p supérieur au plus bas niveau et donc a fortiori pour le plus haut niveau, 

l'intégrale formelle epsilonnisée (2.7.25) n'est généralement pas sonnnable en € 

directement dans l'espace des fonctions résurgentes en +,. Pour 

sommabilité, il faut se placer dans un espace un peu plus vaste: 

rétablir la 

celui des fonctions 

résurgentes stellaires , dont la construction est esquissée en §1.3.g. 

Pour mieux cerner ce phénomène, examinons lè cas le plus simple où il 
("!.*) 

puisse se rencontrer. Ce cas, c'est celui d'un système à deux niveaux, linéaire par 

rapport à la variable de niveau supérieur 

J. = ~,l1 
r_ ô. 1. ( 

11,. a.., 
(1) t:. if r'J x, + l',_ 

~ '11.1,::.0 -t,1''\. 1) .. 1,11.,. 

(2.7.29) ~I 

&>O 

J. À,. z" + L ?.. lt111. a. 1. 
6 lfr'J 'Xi. - ô..Ol't\t. ("i)) li. ()) 

t.t1,, 
. o, 1',. 

,,,. = - 1 

(Ici, bien sûr, r,, r't et ~ =ii ) 

h 
Considérons en même temps le système élémentaire auquel (2.7.29) est 

formellement conjugué 

(*) La méthode consiste à prendre des rétrosolutions polarisées. Elle est exposée 

à la fin du livre (Voir Appendice 1, p.586). (**) Pour un exposé détaillé et totale

ment explicite du cas général, voir l'Appendice 1, p.586. 
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(2. 7 .30) 

--
ainsi que le système intermédiaire 

(2.7.31) 

d ,,..,,. 
), """ r-, '.ll - :X. 1 ,, 

o,,O 

J. A,. 

À1. ~ L t ""-" l-t -?l't. 

z"t. - + a {)) .:t1. - - o, ')\'\. 

d.'~"' 
'11.:::-1 

Pour le niveau 1',1. (niveau inférieur) il n'y a aucune difficulté. L'inté-

grale formelle X ("b 
I 
M-) est prograde en i , avec un réseau de résurgence r~ ~,. 

(2.7.32) Jl_ = .{-À,.,) ... , t.">.,., '3À1, ... 1 
et, pour tout 4., t ..fL;~ , elle vérifie l'équation du pont avec des opérateurs 

invariants 

(2.7.33) 

qui contiennent toute l'information invariante de niveau 

Pour le niveau fi (niveau supérieur) c'est différent. D'après la théorie 

générale, toute l'infonnation invariante de niveau f 1 est contenue dans des opé

rateurs invariants qui ici, du fait de la linéarité en ?C du système, revêtent 

nécessairement la forme 

(2.7.34) A 
l.u 

avec un indice G., qui parcourt 1•ensemble des fi points de tL;t qui sont situés 

au-dessus de - ~i . 

Nous reviendrons un peu plus loins sur le mode de calcul des Hi de niveau 
(., 
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f 1. Occupons-nous pour 11 instant des solutions fondamentales du système: (2. 7. 29). 

On construit celles-ci en cinq étapes : 

(i) On conjuge le système donné (2.7.29) au système intermédiaire (2.7.31) par 

;-

(2.7.35) -:X,_ 

résurgente et prograde en ~ • 

~' 
(ii) On conjugue le système intermédiaire (2.7.31) au système élémentaire (2.7.30) 

par 
,,,._ 
'X-1 -

~i 
(2.7.36) 

"'- 't ( ~ I ~ \ 
l"- -

f-i. '1. 

avec résurgente et prograde en ~ • 

~'t. 

(iii) recourant au procédé (1.3.110) on fabrique à partir de ~(~ 
1 

c.f \ 
LV (*) f... d,. ) 

fonction -, ( 1. 
1 

--i \ résurgente stellaire en ~ • 
o► , et,.. J . t, 

une 

(iiii) on calcule l'intégrale formelle (résurgente sectoriale) de niveau f-, en 

posant 

(2.7.37) 

(iiiii) on obtient enfin ce que l'on cherche, à savoir les solutions fondamentales 

du système donné (2.7.29), en prenant les modèles sectoriels de l'intégrale formelle 

stellaire de ni veau f 1.. • 

(1<) Voir §1.3. 
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On saisit bien sur ce cas combien la construction des invariants holomorphes 

de niveau fi est plus simple que celle des solutions fondamentales. On peut certes 

calculer les invariants holomorphes en appliquant l'équation du pont à l'intégrale 

formelle sectoriale que nous venons de construire. Mais on a aussi le choix entre 

les deux procédés suivants, qui court-circuitent la construction de l'intégrale 

sectoriale. 

(i) Il y a d'abord la méthode indiquée plus haut, qui consiste à construire l'inté

grale formelle epsilonnisée (2.7.25) de niveau f 1 , à calculer les opérateurs 

épsilonnisés correspondants /A/,J à partir de (2. 7. 26), puis à faire <i = 1 . 

(ii) Et il y a la méthode, encore plus directe, qui consiste à calculer le profac-

teur r de niveau +1 à partir de (2.7.35) 

➔ 

Ri l 1 ' M,; ..«,. ) - -l( 'i + <-f c1 ,M,) 
(2. 7. 38) r, r• 

~ 

t .. ( ~ I ,l,t. 1 ; -LJ. 'I..) - M'1. ~. 
Ce prof acteur est une banale fonction de Ô , prograde et résurgente. Elle vérifie 

~i. 
des équations de résurgence 

(2.7.39) 

désignent les même séries formelles d'une variable que celles 

qui figurent au second membre de (2.7.34). Elles sont déterminées par (2.7.39) et 

portent toute l'information invariante. Quant à ~.: 0('~ 1 X:-,.) , c'est le 
1. ,., 

changement d'inconnue (résurgent et bigrade en 4i.. ) qui fait passer de la deuxième ,, . 

équation du système élémentaire (2.7.30) à la deuxième équation du système inter-

médiaire (2.7.31). 

On note d'ailleurs que, bien que le changement d'inconnue 0 inverse le 

changement d'inconnue r, qui est résurgent stellaire en 
I ff lui-même est 

une banale fonction résurgente (bigrade) en ~ . Cela tient à ce que, contrairement 
(1 ,, 

à Î, U est solution d'un système linéaire. Il ne pouvait d'ailleurs pas en être 
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autrement : la dérivation étrangère d'une fonction résurgente ordinaire telle que 

r C't I M,_) ne saurait livrer qu'une fonction résurgente ordinaire (encore qu'on 

~' puisse, comme ici, passer du prograde au bigrade) et en aucun cas une fonction résur-

gente stellaire au sens strict. 

Débarassons-nous maintemant des deux dernières hypothèses restrictives que 

nous avons faites au début de cette section. 

b) Cas de 1:'~ quelconques. -
Si on lève l'hypothèse (2.7.1) sur l'incommensurabilité des 1:", , on 

s'expose, lorsqu'on rétrorésout, à voir apparaître des termes logarithmiques dans 

les composantes q>'t\ des intégrales formelles. Il faut aussi prendre certaines 

précautions pour distinguer, dans 1' intégrale formelle de. niveau p , les composantes 
f'h'II. (hfl

1 
I 

'1' et I dont les indices ?t et 1\.. coïncident jusqu'au niveau p (autrement 

dit pour ~' ~ f- ) . A ceci près, rien ne change . 

~ Cas de multiplicateurs résonnants. 

Si enfin on lève l'hypothèse (2.5.13) sur l'indépendance des multiplicateurs 

'"\ d - . (*) 'l f 1 . ' h . A, e meme niveau , i aut mettre en oeuvre, re ativement ac aque niveau p 

de multiplicateurs À, résonnants, les techniques élaborées aus §§6.5, 6.6, 6. 7 

(**) pour les systèmes dynamiques à plusieurs degrés de résonance • 

En présence de résonance virtuelle(***) l'intégrale formelle de niveau p 

reste unique et seule change (fort peu d'ailleurs) la dépendance en A des opéra-

(*) L'éventuelle résonance de multiplicateurs de,1niveaux distincts est sans aucune 

importance. 

(**) Il faut prendre garde en effet que le degré de résonance augmente d'une unité 

quand on traduit un système différentiel en un système dynamique. Voir à ce suj,et 

l'alinéa g du §2.13. 

(,1<1<*) CI est-à-dire quand L -11 i ~ i = 0 
de signes mixtes. 

n'est possible que pour des entiers 
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111 (*) 
teurs lnw . En présence de résonance positive les changements sont plus sérieux 

pour chaque niveau p résonnant il faut, à l'intégrale formelle de la proposition 

2 7 1 d .. d d 11 . , 1 Ci•*) 11 . d' d . , . . . , a Join re e nouve es integra es mutue ement in epen antes mais veri-

fiant toutes l'équation du point et livrant chacune son cortège d'invariants holo

morphes. Le procédé reste entièrement constructif. 

SECTION 2.8: APPLICATION AU CAS LINEAIRE. 

Illustrons les résultats généraux sur le cas d'un système linéaire homogène 

donné sous forme préparée 

Hr, J " 
~ (.k) X;. L (liJ (~) :;l • ( 1S:i.~v) 

{ fi 
l- - ;ti. 1- + - 0 

dt' J-=1 J 
(2.8.1) 

a.,J (Â-) rr (.kr) * ~ (k) À ~i (\,IX.C, - - t + ... 't';, } 

Supposons pour connnencer que les multiplicateurs À., de même niveau soient distincts 

deux à deux et que les -t'i de tous les niveaux soient eux aussi distincts et non 

. (***) 
entiers . Le système (2.8.1) est formellement conjugué à sa forme normale 

(2.8.2) + _o 

Introduisons comme en (2.5.25). Relativement aux temps parallèles (2.5.22) les 

systèmes (2.8.1) et (2.8.2) s'écrivent 

(2.8.3) A .. Z· 
'd d 

(2.8.4) 

(*) c' est-à-,.dire quand on a ~ '>t ~ À t -:: D pour des entiers '>t1 tous ~D. 

(i 0 '<) autant exactement qu'il existe de couples "graduation, rayon propre". Voir à 

ce sujet le §6.5. 

(~b'<*) Grâce à la linéarit~ ce n'est plus l'indépendance entière des À.: ou des 1:'i 

qui compte mais le fait qu'ils soient distincts. 
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Fixons un niveau p et inroduisons l'intégrale formelle ::t('b, 
1
a) correspondante. 

,.. 
Manifestement : 

(2.8.5) 

avec 

(2.8.Sbis) 

(8.8.Ster) 

Chaque composante 

tP 

(2.8.6) -- L 
avec 

(2. 8. 7) 

(2.8.8) 

pour des opérateurs valant : 

(2.8.9) 

tian (quand i = j) 

(2.8.10) 
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(2.8.12) 

La récurrence, on le voit, entremêle prosolutions et rétrosolutions. 

If' •/~ Soit comme d'habitude '1./'-la surface de Riemann de c) et, pour tout 

t.v (;;; ('-'t soiènt ltci)1.,, [wJ, _ _,, .... 1.wJft-_
1
,[w]t-les p points de (l,f'- situés au-dessus 

de W. D'après (2.8.11) et (2.8.12) les seules dérivations étrangères /1w suscep-

tibles d'agir sur l'intégrale sont de la forme: 

(2.8.13) 

ou encore (quand il existe des niveaux autres que p) de la forme 

(2.8.14) (rU.. 

On a bien entendu les équations de résurgence 

fjw ,: (~ ,a) 
,,.. 

(2.8.15) 

mais ici les opérateurs /4.,., doivent être homogènes de degré O en u pour pouvoir 

préserver la linéarité en u de l'intégrale 

et (2.7.11) cela donne 

A0 , -).i], - A~ u, ¾,_ 
A = 2":. A!. ~l ~ 

t'~. 1, l'-.i < Jl. t ~ d 1u . 

A [-)·] = ~ A{d û.r Lb 

• Compte tenu de (2.7.10) 

( f, = ~J :: r-) 

<J-= r,) 
Cr-== 1J) 

~ ' ;,<N 7!u6 
avec q parcourant f 1/ 2./ ... ,, t J et avec des scalaires complexes A,} a 

priori quelconques. Les coefficients des #Î,., sont notés uniformément AiJ dans 

les trois cas, mais comme le signe de ~,· -;..J est différent (nul, positif, négatif) 

dans chaque cas, aucune confusion n'est à craindre. Il n'est pas non plus nécessaire 

d'indiquer de quel niveau provient l'invariant car ce niveau vaut nécessaire-

ment f :: ~ (f,ifJ) . En fin de compte et quelle que soit la configuration des 

(*) Les rétrosolutions étant ici polarisées. Voir à la fin du livre l'Appendice 1, p.586. 
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niveaux f, , les invariants• analytiques du système linéaire (2.8.1) sont entière

ment contenus dans le tableau scalaire 

(2.8.17) 
I 

On voit donc qu'un système de niveau !~ unique (et grand)possède à peu près la 
i 

même quantité d'invariants analytiques qu'un système de niveaux r, voisins de j't

mais tous distincts. 

Remarque sur les systèmes affines : 

Si au lieu du système linéaire homogène (2.8.1) on considère un système 

affine 

V 

(2.8.18) + B (A:) :x.i. + Z a,j (J:.) x, = a. U-) 
j-::: 1 Il 

les résultats présédents restent en vigueur à condition d I ajouter à chaque intégrale 

formelle 'X. ( ~ , ,t,..) un terme constant en u et de compléter certains des opé-
f' 

rateurs Ji~ par des termes homogènes de degré -1 en u. D'une façon précise on 

doit remplacer (2.8.16) par 

(2.8.19) 

On voit 

Ici non 

A [).-),1 
l J \ 

= 0 

A 
[ )..]'\ 0 

A A: ~ 
f-\1 1 - d ~J 

U·,=i-s =~) 
(l = f't) 

donc qu'au tableau des { A 'J' J vient s 'aj1outer le tableau des [ A; ~ 
plus, on n'a pas besoin de spécifier le niveau dont provient l'invariant 

puisque ce niveau est automatiquement p .• 
J 

Remarque sur la nature des solutions : 

Même dans le cas affine (i.e. linéaire non homogène) les intégrales formelles 
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t d t 
. , (*) d. . . . on es composan es qui sont resurgentes au sens or inaire et Jamais au sens 

stellaire strict, connne on pourrait le craindre d'après l'alinéa(a) à la fin du 

§2.7 (**). C'est là une simplification notable, propre d'ailleurs à tous les problè

. , . (***) mes lineaires . 

SECTION 2.9 : OPERATEURS DIFFERENTIELS A PLUSIEURS NIVEAUX. OPERATEURS DIVISEURS 

ET OPERATEURS DIVIDENDES. 

Bien que les équations différentielles d'ordre quelconque se ramènent à des 

systèmes différentiels d'ordre 1, elles méritent une étude directe, à quoi sont con

sacrées cette section et les deux suivantes. Dans (!tt..1JRAMIS a,· par des méthodes 

géométriques et cohomologiques, étudié les équations différentielles linéaires 

et notamment le type Gevrey de leurs solutions. Nous traitons ici, par la méthode 

des fonctions résurgentes, la classification analytique des équations différentielles 

à plusieurs niveaux .La présente section dégage quelques généralités utiles sur les 

opérateurs différentiels analytiques, la suivante traite des équations différentielles 

non linéaires les plus générales, et celle d'après particularise au cas linéaire. 

Plaçons-nous d'emblée au voisinage de l'infini et considérons l'opérateur 

différentiel analytique .D le plus général. Pour des raisons d'homogénéité, il est 

commode de l'écrire : 

(2.9.1) D 

avec des 1"" germes de fonctions méromorphes à l'infini, de valuation V{1k.) 

(2. 9. lbis) 'f'nl. ( ~) ~ a. -1'1. ('ljt,,._) '= ~ Uf oo\ i a.,., .. IM)+ o) - ~ l)l ~ 'Ir l ,,,._ 
'"'-,"-

(*) progradespour le plus bas niveau; bigrade5pour les autres niveaux. 

(**) depuis (2.7.23) jusqu'à (2.7.39) 

(***) Ainsi la fonction 9 de la formule (2. 7. 39) était-elle résurgente (bigrade) 

au sens ordinaire, bien qu'inverse d'une fonction o/ .Stellaire stricte. 
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Définition 2.9.1 (Polygône de Newton et niveaux) 

Notons ~\ (D) la partie de fR. + X IR 
tels que et notons 

demi-plans d'équation 

~r-~ CD) 
(r,fQ,-,, 

La frontière l)\_f.uJ' ( D) de 4<-<-.fLf-

formée des points (-•tn. ✓ -·i,) 

l'intersection de tous les 

9 E QÎ 
J 

( D) est 

qui contiennent 

une ligne polygonale, 

(>'<) 1, Î di te p o 1 ygône de Newton . On no te ')'Leu.r1- l D la partie du polygône qui est de 
/ 

pente p . Le rationnel non-négatif p est dit niveau de D . Sa multiplicité 6 (f'-) 
1tt.ur 1t CD) . est par définition l'entier qui mesure la projection horizontale de 

+ 
Comme en (2. 5. 7) on note 9-(t-,) le nombre des niveaux strictement supérieurs 

(inférieurs) comptés avec leur multiplicité 

/ 

Il est conrrnode de noter les niveaux 

(2.9.2) ... 

en commençant par les plus élévés et en comptant chacun autant de fois que le 

réclame sa multiplicité 

Définition 2. 9. 2 (Multiplicateurs 

A tout niveau f ) 0 effectivement atteint on associe l'ln pchlynôme fr, 
de degré 9(~) 

(2.9.3) L 
{1tl., ,,._) 

où (!lt/ll) parcourt l'arête 'h.ti..1/ (D) du polygône de Newton. 

De même, si le niveau O est atteint, on lui associe le polygône de degré B(q: 

U<) on la su,pose complétée, à droite, par la verticale ( tnl.:::. V I l)t ~ 'tr(V)) 
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(2. 9. 3bis) 

parcourt l'arête 1ttuJ
0 (:D) . 

Les 6 (.f,-) zéros du polynôme ~ ( À) sont notés À i avec un indice entier 1. 

parcourant le segment ] B1"(r,) 
1 

9-t-(~) + 6 (~) J Moyennant cette indexation on a 

(2.9.4) 

Lemme 2.9.1 (Solutions formelles et amorces de solutions) 

Si les multiplicateurs de même niveau sont tous distincts, l'équation 'Dl(' -::0 

possède, pour chaque i, une unique solution formelle du type : 

(2.9.5) 

avec 

(2.9.6) 

(2.9.7) --
Le facteur est dit amorce de la solution formelle. 

Remarque sur le niveau nul 

Lorsque f, = 0 il faut évidemment prendre et poser 

(2.9.6bis) 
~. 

~. là) ' - ~ 
~ 

(2.9.7bis) ~. l~) - '1 
-" 

Pour le niveau nul, les scalaires 

- b 

~ - .ii. " - A, 

ils servent d'exposants à } et comme les 

't".· ~ 

ont un double caractère: comme les¼, 

ils provoquent, en cas de résonance, 
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(*) les phénomènes propres à la r:ésonanee des multiplicateurs . 

Définition 2.9.3 (Opérateur diviseur et opérateur dividende) 

Tout opérateur D de la forme (2.9.1) s'écrit d'une façon unique 

(2.9.8) )) 0( (D + .D) - t:. } 

avec 

e E (* 
/ ol. EZ 

M 
"J~ (2.9.9) D - L &lm Ce~ € (. / 8-n = 1) 

/Jt\-:0 

D - ± .c,_, l ~) ?""' (c~{~) i lt\f'\, ~ (DP)=o) 
lllt::1 

L'opérateur D est un polynôme monique en d , de valuation 8 (o) et de degré 

• Ses coefficients sont constants en } • Il est dit opérateur divi-

(**) 1) seur • Le polynôme à coefficients variables fait figure de perturbation. Il = 
est dit opérateur dividende. 

Pour tout multiindice entier l)l = (lhlJ ... ~ l'lty) 
~ 

notons D l'opérateur 

conjugué de D par 

V 

(2.9.10) TT 
,:d, 

et introduisons les temps parallèles : 

(2.9.11) 

(*) On verra en fin de section que le résonance (quasirésonance) des Âi engendre 

de nouveaux invariants holomorphes (quasiholomorphes) tandis que la résonance des 

't"i est un phénomène tout à fait anodin, ne néc~ssitant qu'une légère retouche des 

résultats. 

(**) On l'appelle ainsi parce que c'est par lui qu'il faudra diviser pour obtenir 

les solutions résurgentes. 
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'"- 1\. 
ainsi que les opérateurs q,_ et Dr-déduits J) et J) par le changement de 

variables 

(2.9.12) 

Nous avons encore des décompositions de type (7.8) : 

(2.9.13) ~ .c.r-
D(,.. 

(~ +1) Il,\ é <f. ¼1-- ~ .c.,.. I ,Cf 

'"-]11. 1)\ o(r- ( Dl)\ -+- D ,,_ ) il\ i. ~ (2. 9.14) - ~['- } (X~ I o/.f ~ ~ -=t r-
et nous avons besoin pour la suite de connaître les o~érateurs diviseurs ~ et 

D,,._ 
.,,. 

Lemme 2.9.2 (Opérateurs diviseurs; suite) 

Dans le cas particulier très important des multiindices t.,i.) 

nulles sauf une : 

(2. 9. 15) 

on obtient 

Lennne 2.9.2bis (Opérateurs diviseurs; fin) 

"-
D<à) 

(}r-J (I') TT ( ?f -1:) = 
t•=r-

D <J > 
('d~ + 1j) TT ~ - Â, -t Ji) ~ ~-=r-

n<à) 
~ - 'J~ 

1x 2: l 1t, \ = o 
ri)f 

~ L° (1t,• l = 1 ,..,,,.. 

~ ~ l1td >-t ~,>r-
à coordonnées toutes 

/l,(. fJ (. r 
~ l'i= r-
M fi)/-
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SECTION 2 .10 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES A PLUSIEURS NIVEAUX. 

Plaçons-nous ici encore au voisinage de l'infini et considérons l'équation 

différentielle la plus générale : 

(2.10.1) 

avec fr analytique en 

0 ( ?. = X / ~) / X/ -: J :t{} ) . .. ) 
db 

et la condition 6.(ol>1 0/ ... 1 ô)=o 

qui exprime la localité. L'équation (2.10.l) peut toujours se mettre sous la forme 

(2.10.2) D. z 

avec un opérateur J) de la fonne (2. 9.1) et avec un second membre g. nul en 

et sans termes linéaires en :X:. : 

(2.10.3) 

Nous dirons qu'une équation différentielle (2.10.2) est sous forme préparée si on a 

(2.10.3) et si, pour toute solution formelle 

(2. 10. 4) --
de l'équation on a pour 

(2.10.5) 

comme à la section précédente. On pourrait d'ailleurs remplacer 

uniformément j. 
Tv.-.+1 

• La condition (2.10.5) nous assure 

que]) constitue vraiment la "partie principale 11 de l'équation (2.10.2). En fait, 

par un changement élémentaire d'inconnue 

"'i 
(2.10.6) ~ ;c +- L 

on peut toujours se ramener à une forme préparée. 

Supposons provisoirement que X(~) = 0 soit solution formelle de l'équation 

(2.10.2). Cela équivaut à: 
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(2.10.7) 0 

et cela assure automatiquement la condition (2.10.5) de préparation. Faisons aussi, 

jusqu'à spécification du contraire, l'hypothèse (2.5.13) sur la non-résonance des 

'\ ( *) 
~~ de même niveau et l'hypothèse (2.7.1) sur l'incommensurabilité de tous les 7t. 

Reprenons les notations ~- et ~- du lennne 2.9.1 et posons pour tout multiindice 

' ' = entier ')t = (1\, ,, .. '/ 1t,,) : 
v ,.,,. 

['tl.1 1)1_ 'h. !1 ( ~. ( 1,'I~) 1Yt)). (2.10.8) 
)~ - t if -

m t.-=1 _t ~ 

tt"'-l1 /)\ 
V r (2.10.9) 

P,,_ - d - TT c~~ ( ~'~) . 
t=I 

Intorduisons aussi les opérateurs 

(2.10.10) --
voisins et possèdent en particulier mêmes 

opérateurs diviseurs 

(2.10.11) -- + 

De plus, d'après les formules du lennne (2.9.2bis) on a dans tous les cas 

(2.10.12) 1 0 

Propositions 2.10. l (Intégrale formelle de niveau p) 

Pour chaque niveau ~ )C effectivement atteint, l'équation (2.10.2) 

possède une intégrale formelle X. ()t _, ..v..) 
est unique modulo une dilatàtion des AJ..4 et s'écrit : 

résurgente en ~ = i ,.. 
• Celle-ci 

(*) Cette hypothèse implique que les niveaux p sont tous entiers (Voir §2.10.c: 

résonance intrinsèque). Elle sera levée à la fin de cette section, ainsi que les deux 

autres hypothèses simplificatrices que nous faisons ici pour alléger l'exposé. 



avec , avec 
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,h~ ,.. 
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1)\ 

Â,L 

comme en (2.10.8) et avec 

Les composantes 'f ( ~ ) se calculent de la manière suivante. Pour la partie 
I"' 

linéaire en .U. , c'est-à-dire pour I{ 1\ Il = 1 , on prend : 

(2.10.14) t,. L -ŒtJ' ~(<i>)f. 1 

avec les mêmes notations qu'en (2.10.11) et avec l'opérateur diviseur 

explicité au lemme 2.9.2. (*) 

Pour Il 1'1! > 1 on utilise la récurrence 

(2.10.15) cp,_ l'~ ) ::: 
r 

"' K[\) 
'k 

D<4, 
2 

avec au second membre un 1-( fonction des seuls ~trk d' irldice Il ~li <fht./1 et 

avec 

(2.10.lSbis) --
pour les mêmes notations qu'en (2.9.14) et pour les opérateurs diviseurs 

explicités au lennne 2.9.2. (~) 

Proposition 2.10.2 (Equation du pont) 

L'intégrale formelle de niveau f )Ô vérifie des équations de résurgence 

• 
(2.10.16) /1 

4, 

, Q"\ !'-
pour un reseau ~ t.:. défini comme 

de la forme (2.7.10) +(2.7.11). 

#16, ~l) ,,~) 
t-

en (2.7.7) + (2.7.7bis) et pour des opérateurs #J 
4J 

(*) Il est parfois nécessaire de prendre des rétrosolutions polarisées, même sous 

l'hypothèse (2.10.7). Les ACtJ sont alors eux-mêmes polarisés. Pour les formules 

de passage d'une polarisation à l'autre, voir l'Appendice 1, p.586. 
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Proposition 2.10.3 (Invariants holomorphes) 

Les opérateurs //fw constituent un système complet et libre d'invariants 

holomorphes de l'équation (2.10.2). En l'absence de quasi-résonance entre les 

(c'est b.ien sûr le cas générique) ils constituent même un système complet et libre 

d'invariants analytiques. 

Ainsi donc bien que les équations différentielles équivalent à des systèmes 

différentiels d'ordre 1 d'un type très particulier (elles possèdent" V fois moins" 

de coefficients que les systèmes!), leurs invariants holomorphes ~ sont aussi 
f.J 

nombreux et d'une forme aussi générale que ceux des systèmes différentiels. 

Notons aussi que, contrairement aux niveaux positifs, le niveau nul, même 

lorsqu'il est effectivement atteint (i.e. 0co) > o ) ne livre aucun invariant 

holomorphe, à moins que ses multiplicateurs Â, 
' ( r, - o) ne soient en 

résonance (voir ci-après). 

Pour compléter cette section il nous reste à lever une à une les trois 

hypothèses restrictives que nous avons faites 

a) te cas où -
Si on lève l'hypothèse (2.10. 7), la série nulle ;t. (?;,) = O n'est plus 

solution de l'équation (2.10.2) et les intégrales formelles X..{"i,_i.u..J (l() comportent 

des termes constants en u. Il faut alors procéder exactement comme à l'alinéa a 

vers la fin du §2.7. Voir aussi l'Appendice 1, p.586. 

Le calcul des invariants holomorphes ne présente pas de difficultés parti-

culières : on affecte d'un petit facteur t les termes du second membre de l'équa-

tian (2.10.2) qui sont constants en X... ; on calcule l'intégrale formelle épsilon-

nisée sous forme (2.7.25); grâce aux équations de résurgence (2.7.28) on en tire les 

invariants épsilonnisés (2.7.27); puis on fait t = 1 dans ( 2. 7 • 2 7) • 

(*) Relativement à des rétrosolutions polarisées. Voir Appendice 1, p.586. 
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Si au contraire on s'intéresse aux solutions fondamentales de l'équation 

(2.10.2), il faut calculer l'intégrale formelle résurgente stellaire de plus haut 

· 'd t en §2 6 (Pour un traitement détaillé et totalement niveau en proce an: connne .. a. 

explicite, voir l'Appendice 1, en fin de livre, p.586). 

~ Le cas de 't; quelconques. 

La levée de 1 'hypothèse ( 2. 7 .1) sur l' incorrnnensurabili té des 't":' entraîne 
C. 

les mêmes conséquences exactement qu'en §2.7.b, c'est-à-dire essentiellement 

l'apparition de termes logarithmiques dans les composantes des intégrales formelles. 

A ceci près, rien ne change. 

c) Cas de multiplicateurs Â. résonnants. - ------------ ' 
La situation est ici un peu plus compliquée que pour les systèmes différen

tiels résonnants à niveaux entiers (cf. §2.7.c) car les équations différentielles 

possèdent souvent des niveaux fractionnaires, lesquels induisent automatiquement une 

résonance de type spécial. Commençons par bien dégager ce fait nouveau. 

c-a) Niveaux entiers résonance virtuelle et résonance positive. 
- ___________________________ ,.. ___ _ 

A toute arête de pente entière p du polygône de Newton correspondent des 

multiplicateurs À~ qui n'ont aucune raison particulière de résonner. Et quand 

d'aventure ils résonnent, leur résonance peut être de deux sortes: 

(i) positive, si on a des relations L ')\l ''\. =. 0 

(ii) virtuelle, si on a des relations L 1t.: ').,... = O 

avec des 

avec des 

tous positifs. 

de signes 

mixtes et si ces relations ne sont pas engendrables à partir des relations de 

résonance positive. 

~ Niveaux fractionnaires : résonance intrinsèque et résonance extrinsèque. 

Supposons, comme il arrive souvent, que le polygône de Newton possède une 

arête de pente fractionnaire t-= ~1 
/ ;..t' avec }-

1
/ f II irréductible. Les 
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multiplicateurs de niveau ~ 

(2.9.3) est en réalité un polynôme en 

sont racines du polynôme qui d'après 

. Il s'ensuit que tout multiplicateur 

À• de niveau p est 

~ t n. dt;;-11 

automatiquement en résonance avec les multiplicateurs 

I\. e. 
J 

(2.10.17) 

pour ~ = 1,/l...,. "'ï('(1 

'Lnl R...1 r-11 

e.. 0 

1 ' ' 1 d. ' k. 111 et pus genera ement, pour tout iviseur ( 

t.n,· l ;-"' / I'-u 

. On a en effet 

de f 11 

(2.10.18) e. - 0 

Les multiplicateurs Âj d'un niveau fractionnaire peuvent donc présenter deux sortes 

de résonance 

(i) intrinsèque, c'est-à-dire du type (2.10.17) ou (2.10.18) ou déduisible de ces 

relations. 

(ii) extrinsèque, c'est-à-dire indépendante des relations (2.10.17) et (2.10.18). 

La résonance intrinsèque est évidemment générique et la résonance extrin

sèque, exceptionnelle. Quant à la résonance virtuelle, elle est exclue ici : en 

effet, toute relation de résonance 21li 1, = 0 avec des 'lt; de signes 

mixtes peut, après addition d'un nombre suffisant de relations intrinsèques (2.10.17), 

se mettre sous la forme =0 avec des tous positifs. 

Ainsi donc, la dichotomie "résonance positive, résonance virtuelle" fâit place ici 

à une dichotomie "résonance intrinsèque, résonance extrinsèque 11
• Nous retrouverons 

une situation analogue beaucoup plus loin, au chapitre 8, lorsque nous classerons 

les objets (champs de vecteurs et difféos) isochores ou hamiltoniens. 

~ Intégrale formelle de niveau P· 

Ecrivons les différents niveaux de l'équation (2.10.2) sous forme de fractions 

irréductibles et notons le plus petit conunun multiples des 
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d ' · A/1 
F · · · 1 · ÂA -- A,._ 

1/-" 
11 

• L' 1.· nte' -enominateurs V i • 1.xons ensuite un niveau parti.eu 1.er ·,- ,- 1_ 

grale formelle X(}. ,,a) de niveau j- est encore définissable et calculable 
,... 

comme à la proposition 2.10.l. Elle est encore résurgente en 'â et bigrade (ou 
r- rb-n 

prograde si f
appartiennent à 

est le plus bas niveau). Mais cette fois-ci ses composantes '1 

(±) 

et non plus à 

(f) 

c-d) Amorces de solutions formelles et réseau de niveau p -
On introduit comme au lennne 2.9.1 les amorces de solutions formelles, mais 

avec des notations légèrement différentes. 

(2.10.19) ( L 
0( 1 ~~~ 
~ E0fr/"J IN 

Proposition 2.10.4 (réseau de résurgence) 

Dans le cas le plus général, le réseau de résurgence ~ de niveau p 

est l'ensemble des tv de (C.f-qui peuvent s'écrire sous la forme : 

v 
(2.10.20) w L 

l = 1 

avec des entiers tous positifs ou nuls (sauf au plus un, qui peut valoir -1) 

et orthogonaux aux 

(2. 10. 'Zl) 0 

À. antérieurs .,, 
" L 

c-e) Equation du pont et invariants holomorphes. -

Î
Proposition 2.10.5 (Equation du pont et invariants holomorphes). 

L'intégrale formelle de niveau p vérifie les équations de résurgence 
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• 
(2.10.22) Alv ;t_lâ1~) 

pour tout W appartenant à l'ensemble 

(surface de Riemann de J/1/'-'ft~) . Les 

<Jl~ ~ ~ 
~ lf/'-lt qui relève le réseau fl sur fi'-/'-~ 

#1 sont des opérateurs différentiels en 
4., 

les ...u.t . Ensemble, ils constituent un système complet d'invariants holomorphes 

de niveau p . Ils sont de la forme 

V A4 (2.10. 23) A 11.{w) L ? - ,/J.,. (..U) 
'1 <'= -1 

(;,J ou~ 

avec un facteur 
lfl{w) 

..u.. qui ne fait intervenir que les paramètres de niveau p 

(2.10.23bis) TT w -
~ 

et avec des coefficients A: [ .u.) qui sont des éléments de ne 

comportant que des termes "p-homogènes de degré w 11
• Cela veut dire que chacun de 

ces coefficients est de la forme : 

(2.l0.23ter) 

avec 

L_ ,n. Î\,r- - w 
~ 

tsl 

(2.10.23quarto) 

Â t,1.1 2: 'tl • - 0 .t.k. 1 >~ • ~,d 1 

Le lecteur vérifiera, compte tenu de (2.10.23, bis-quarto), que les opéra

teurs invariants (2.10.23) revêtent bien la forme usuelle (2.7.10) lorsque les 

multiplicateurs ne sont pas résonnants • 

.;;.!2 Etoile j( et contraintes a priori. 

Ici apparaît une nouveauté supplémentaire : l'existence, induite par la 

résonance intrinsèque, de contraintes a priori sur les invariants h61omorphes. Pour 

exprimer commodément ces contraintes, il est connnode d'introduire une "étoile" ~ 
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et de la faire opérer sur les intégrales formelles 

(2.10. 24) 

ainsi que sur les opérateurs invariants 

(2.10.25) 

o...w.c. { 
Or l'équation (2.10.2) ne comporte dans ses coefficients que des puissances entières 

de ~~I • On en tire aussitôt. 

(2.10.26) 

Par suite 

(2.10.27) 

Se reportant au mode de construction (par récurrence sur l!ir1.IJ ) des composantes 

de l'intégrale formelle, on voit que la relation de stabilité (2.10.27) s'étend à 

toute entière et, ipso facto, aux invariants /,Aw qu'elle détermine. 

On peut donc énoncer : 

Proposition 2.10.6 (Contraintes a priori) 

L'étoile )1- laisse inchangés les intégrales formelles et les invariants 

holomorphes : 

(2.10.28) 
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1(2.10. 29) 

Avec les relations d'homogénéité (2.10.23ter+quarto) et les contraintes universelles 

de croissance (cf. §9.6) les relations (2.10.29) sont les seules contraintes a 

priori auxquelles soient asujettis les invariants holomorphes. 

Corollaire de la proposition 2.10.6 (Continuité de la quantité d'information inva-

ante par rapport aux niveaux). 

Les contraintes a priori font qu'il suffit de connaître les#} pour 
&.., 

indice 6.J parcourant Jt'~ , cet 

"tranche" de Jt~~ contenue dans 
~ 

Oï1' ✓• ,. ensemble .JLr- des1gnant n importe quelle 

d l 1 /jTfl.._ (*) un secteur ange ~ r-

un 

Ainsi donc, pour tout niveau p, même fractionnaire, il suffit de faire 

parcourir à w un ensemble JI.!/'-qui est exactement "p fois plus gros" que ~ 
(ce qui a un sens, compte tenu des symétries radiales que la résonance intrinsèque 

impose à !}_!t ) . 

Ceci apporte une confirmation éclatante au principe de continuité de la 

quantité d'information invariante par rapport aux niveaux. Soit par exemple un 

opérateur différentiel D , du type (2.9.1), dont le polygône de Newton possède une 

arête unique, de pente p entière. Si cette arête est trèslongue (i.e. si la 

multiplicité 8[r,-) du niveau p est très grande) on peut toujours trouver un opéra-
I 

teur D , voisin de .P , mais dont le polygône de Newton possède, au lieu de 

l'arête de pente entière p, deux arêtes de pentes f--~ et Ai ri. très voisines 

de p ( t• ( f-t...f,_ ) mais aussi "très fractionnaires", autrement dit de la 

forme 

(*) C'est-à-dire dans un secteur de la forme 

< 00 + ln r-J 
Rappelons que si tué sur (f~f Y , surface de Riemann de 
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(2.10.30) 

d d , . À,. /,11/· et ,l,. l'i.'/ avec es enominateurs ,- -
1
- possédant un plus petit eonomrn multiple f~ 

énorme. En l'absence de relations a priori, les invariants holomorphes 

l'équation différentielle générale (2.10. 2) de "partie-principale" D1 seraient 

indexées sur les réseaux très riches JI.~' ~,r* et . Ils seraient donc 

incomparablement plus nombreux que les invariants de l'équation différentielle 

(2.10. 2) de "partie principale" D , lesquels sont indexés sur le réseau -~ 

Mais les contraintes a priori (2.10.29) empêchent une telle discontinuité : le 

passage de D à D1 
ne s'accompagne que d'une infime modification de la masse 

invariante totale. 

Nous rencontrerons un phénomène analogue (à savoir des contraintes a priori, 

facilement descriptibles au moyen d'une étoile )if, ) au chapitre 7, lorsque nous 

classerons les difféos à torsion de (V (voir §7.5). 

c-g)Aperçu sur l'arborescence. Polygône de Newton principal et pol~iônes de Newton 

parasites. 

Si un multiplicateur :( (de niveau f~ ) est multiple de multiplicité 

Tt, on est en présence de résonance virthlelle. Au multiplicateur Ât correspondent 

alors /t. amorces 

entre elles que par 

lennna 2.9.1) qui ne diffèrent ~; dé solutions formelles (cf. 

les Âl,1 de niveau inférieur ( ) . 

ces il faut construire le polygône de Newton de l'opérateur 

Ce polygône est en quelque sorte un polygône de Newton secondaire, ou parasite, 

directement attaché au multiplicateur multiple • S Hl existe de nouveaux 

multiplicateurs multiples de niveau inférieur, eux aussi possèdent "leurs" polygônes 

de Newton parasites, et ainsi de suite. ON A DONC UNE ARBORESCENCE DE POLYGONES DE 

NEWTON. Toutefois, appliquant les règles(2.10.20) et (2.10.21) de formation du réseau 

J1! de niveau p, le lecteur vérifiera que LES POLYGONES PARASITES JOUENT UN RÔLE 

TRES DlFFERENT DU POLYGONE PRINCIPAL et qu' ILS CONTRIBUENT BEAUCOUP MOrtiS QUE LUI 

i\llX Rf'. I:•:AU.X -~ • La seule exception est LE CAS DES EQUATIONS LINEAIRES HOMOGENES 
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pour celles-ci, LES POLYGONES DE NEWTON SONT TOUS SUR LE MEME PLAN. 

Illustrons cela sur un exemple simple. Considérons l'équation différentielle 

générale (2.10.2) avec au premier membre un opérateur]) de la forme : 

(2.10.31) 

pour un polynôme QU)) de degré 4 ne s'annulent ni en A, ni en À 1 • Fixons des 

déterminations de \fQ-c~:1 et \[Q(½ et posons : 

(2. 10. 32) - t. 

Si Â 
1 
':f o

1 
~'\. ,t:ô , le polygône de Newton principal n'a qu'une seule arête, de 

pente ~::: -1. . A chacun des multiplicateurs doubles ~ 1 et )1. est attaché un poly-

gône parasite, de pente 1 et 1/2. On a les amorces de solutions formelles : 

't': 
(2.10. 33) 

~1. 
= i~ e.xr- é Ji,.1 1 + 1,,, Vt 1/) ( A-' =-l,'l,. 3,, <,,.) 

avec 

111 = 1'1 / 11,,t/t = ')/ , 1. 

Â.,_,'1 = Â-1 . Âi, 1/t ;::: - 1; 
(2.10.34) 

.I 

1-s,1 = ?.1- . 1,, 1/t. = 1: I 

1~,1 = 11. . Â 3,.1/'f.. -Â: ) -

Compte tenu de la règle (2.10.20) + (2.10.21) les seules susceptibles d'agir sur 

l'intégrale formelle de niveau 1 sont de la forme 

et les seules Llw susceptibles d'agir sur l'intégrale formelle de niveau 1/2 sont 

de la forme: 
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(2.10.36) (,.) - Co 

Les deux polygônes parasites (attachés à A,1 et Â1.. ) sont donc chacun sur le même 

plan, mais leur importance est bien moindre que celui du polygône principal. 

Si maintenant ~ 1. ,:/: 0 , le polygône de Newton principal a deux arêtes, 

de pentes 1 et 1/2, et au multiplicateur double Ai. est attaché un polygône de 

Newton parasite, dont les pentes sont aussi 1 et 1/2, mais qui va jouer un rôle 

très différent du polygône principal. 

Les amorces de solutions formelles sont toujours données par les formules 

(2.10.33) et (2.10.34) mais avec maintenant J., = 0 . Compte tenu de la règle 

(2.10.20) + (2.10.21), les seules /14J susceptibles d'agir sur l'intégrale formelle 

de niveau 1 sont de la forme 

(2. 10. 37) tlv&:.. 

et les seules 6w susceptibles d'agir sur 1 'intégrale formelle de niveau 1/2 sont 

de la forme : 

~ 

On voit donc que le polygône parasite joue un rôle bien moindre que le polygône 

principal Î~ le multiplicateur A~ (de 
(f) 1/t. 

ne contribue au réseau _jL (de niveau 

niveau 1/2) associé au polygône parasite 

1/2) que par ses multiples 2.. '):2. et -2. )~ 

I\~ tandis que le multiplicateur A. (de niveau 1/2) associé au polygône principal, 

y contribue par tous ses multiples entiers 

Si toutefois on considère l'équation linéaire homogène 

on doit appliquer la règle (2:.<10.20) + (2.10.21) avec des ?l~ 

D.-:t. =-o, 
" tels que L. '>'li'. : 0 • 
1'::I 

Cela veut dire que les~~ sont tous nuls, sauf un qui vaut 1 et un autre qui vaut 

-1 Il en résulte que les seules /J. susceptibles d'agir sur l'intégrale formelle 
IA.J 

de niveau 1/2 correspondent à des indices ru de la forme (2.10.36) et ceci non 
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seulement dans le cas Â, :/:0 

dans le cas Â1 .:: D / À 2. * fJ 

, ce qui était déjà vrai, mais aussi 

ce qui est nouveau. 

On voit donc que dans le cas d'équations linéaires homogènes, et dans ce 

cas seul, les divers polygônes de Newton sont d'égale importance. Pour les équations 

générales il existe un polygône principal, qui prime t@us les autres. 

c-h) Cas de niveau nul résonnant. -
Rappelons que, paradoxalement, les multiplicateurs de niveau nul 

( f. = 0 ) coïncident avec les 't"t de même indice. Lorsque ces multiplicateurs 

résonnent (entre eux ou avec le n<ïliilbre 1) on dit qu'on est en présence de résonance 

de niveau nul. L'équation (2.10.2) possède alors une intégrale formelle de niveau 0~ 

de la forme : 

(2.10.38) 

et cette intégrale 

les Âi de niveau 

est résurgentten ~ avec un réseau de résurgence engendré par 
OJI 

O. L'exemple le plus simple est fourni par l'équation (2~L0.2) 

avec au premier membre un opérateur de la forme 

(2.10.39) D=o~'t-d 

On calcule alors les invariants holomorphes de niveau O à partir de l'équation du 

pont appliquée à l'intégrale formelle de niveau O. On peut aussi préférer la 

méthode qui consiste à transformer l'équation différentielle de degré Y en un 

système dynamique à Vt-i inconnues (cf. §2.13 et chapitre 6) 

SECTION 2.11 : APPLICATION AU CAS LINEAIRE. 

Illustrons nos résultats sur le cas linéaire. Considérons donc les équa

tions linéaires homogène et non-homogène de degré V 

(2.11.1) D . x.t~) 0 
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(2.11. 2) 

pour l'opérateur différentiel le plus général à coefficients méromorphes à l'infini, 

c'est-à-dire avec D comme en (2.9.1). Supposons d'abord les distincts 

et irrationnels. Supposons aussi les différences toutes distinctes 

Proposition 2.11.1 (Intégrale formelle) 

Pour tout niveau f-) 0 effectivement atteint, l'équation homogène 

(2.11.1) possède une unique intégrale formelle résurgente en 4, 
r-

(2.11. 3) 

avec 

(2.11. 4) 

et avec 

(2.11.5) z.. 

avec 

(2. 11. 6) 

avec 

(2.11. 7) 

(~ 1-tt.) 
r-

V 

L. ÀJ.. 
' 

connne en (2.10.14). Pareillelffient, l'équation inhomogène 

intégrale formelle de niveau p : 

V 

cp {)) L.. ,U,l, 
~i:) f (i{â } - t- ~~ t':.., ,.. 

et 
~<l> 

comme précédemment et avec ~ donné par 

--

les notations étant bien sûr les mêmes qu'en (2.9.13). 

Comme d'habitude, quand on dit que llintégrale formelle est résurgente, 

on entend par là que chacune de ses composantes 1 'est séparément, sans préjuger de 
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la nature des blocs élémentaires 
t·~ J 

1J. . Ici. les formules (2.11.4) montrent que 

. t (*) 
les blocs ne sont resurgents que pour f, <r- Les équations (2. 11.1) 

et (2.11.2) possèdent donc chacune exactement 

soient résurgentes en ;) :::; 'J,t . 
solutions indépendantes qui 

(r- u 

Proposition 2.11.2 (Equation du pont) 

Les seules dérivations étrangères ~ susceptibles d'agir sur l'intégrale 
4J 

formelle de l'équation linéaire (homogène ou inhomogène) sont de la 

forme 

(2. 11. 8) fJ [ ).1, 
&\),_ 6 [-).: 1, (* ) 

ou de la forme 

(2.11. 9) j 
[ ~~ J, 6'14 6 [- ~1] 1 

et on a les équations de résurgence 

(2.11. 10) 

pour des opérateurs invariants Ji"' de la forme (2, 8 .16) dans 1.le cas homogène et de 

la forme (2,8.19) dans le cas inhornogène (affine). 

Composante par composante, cela donne 

• 1<'c~) A.: 
c:p <J) 

6.o, -\J, 
lJ >; (.•' > 

(}_i = >J =}-) - (]) 
I'- 'd I'- 1Jr ~ 

• <:t> A:. /Jr~-1 cp (~) L 1<$) ~ <pl (\> - ld li,.) r ~r (2. 11. 11) 
~ , t'- ~dl~i =r-

llt-•iJ~ 
~<.:> [ A~. tp<~~i,J }/i> I 71,<l ') ~ h (. h =)i. (~,..) ~b 

~6'\A, 

o( 
0 

(*) En effet la fonction 1 l 1t>) = e. ?> (modèle formel) n'est résurgente en ~ 

SI. o( < 1. 

(ic*) on reprend les notations '[w]~ 1 •. • i t<.1Jr
points de ({:~ qui sont au-dessus de w 

du §2.8 pour désigner les p 

que 
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avec en plus, dans le cas inhomogène (affine) : 

• 
<P{â ) { A: cf> <i) ~ (J) / tJ'? 

.~ ~J· =t 
(2.11. 12) 6' () {~,.} r ~, -t-1-1 -d , . t 0 ~()V,. 

\ 

Comme les invariants holomorphes de l'équation homogène sont évidemment 

ceux de 1 'opérateur J) lui-même, on peut énoncer: 

Proposition 2.11.3 (Invariants analytiques des opérateurs différentiels) 

Le tableau { A ;i) donné en (2.8.17) constitue un système complet et 

libre d'invariants holomorphes (et analytiques) de 1 'opérateur différentiel J) à 

plusieurs niveaux. 

Il ne reste plus qu'à lever les deux hypothèses restrictives que nous 

avons faites au dé~ut de cette section: 

a) Lorsque les 'lt ou leurs différences ne sont plus tous irrationnels, 

il faut prendre certaines précautions pour distinguer les composantes des intégrales 

formelles. 

b) Lorsque les ), de niveau ou leurs différences ne sont plus tous 

distincts, ii faut appliquer la méthode du §2.10.c mais avec des simplifications 

considérables tenant au faut que la règle (2.10.20) + (2.10.21) de formation du 

réseau .fl_f de niveau p ne met plus en oeuvre que des 'il. tous nuls, sauf deux 

qui valent 1 et -1. Rappelons aussi (cf. §2.10. c) qu'en présence de multiplicateurs 

multiples À, .::. Âitt ::: ... 1.,.11.~, il faut envisager plusieurs polygônes de 

Newton et que ceux-ci (c'est exceptionnel et cela tient à la linéaiité) sont tous 

sur le même plan. 

SECTION 2.12 CALCUL EXPLICITE DES INVARIANTS HOLOMORPHES. NOTION DE REPRESENTANT 

CANONIQUE. 

Raisonnons sur le cas le plus simple, celui des systèmes différentiels 
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analytiques de niveau 1 et à multiplicateurs 

système donné sous forme préparée 

non résonnants. Soit un tel 

d ~ lÂL -t Î"; S') 2----B; ci) 
/)t ( B; 1~) "'iK?) (2.12.1) - J. ~- + ~i 1.. 

d} 
L L 

("'·· ~-1 1 
11~ ~o / 

et soit le système élémentaire auquel il est formellement conjugué 

(2.12.2) d 
~- l1l + -ri it) J. dJ -

L L 

Posons 

. B L,?k 
(2.12.3) B: (~) L -111. ( 8~1)\ G l) - ~ 'ln~o 

')\ 

et notons comme d'habitude ..fl le réseau de résurgence du système (2.12.1) engendré 

par les multiplicateurs 

aussi l'application 

selon les formules (2.2.8) et (2.2.8bis). Considérons 

(2.12. 4) q-" : Jl ➔ ( / 

A tout w de Jl et à tout complexe 0- de la forme Cï(w)-"l'J\. (1'l~IN} associons 

l'opérateur : 

" w :: ~ 11· ). L L 

~cr ~ L B L/f>t 
'd 2' 't'· ). (2.12.5) - ...u. 1)1. M; i;;r- - -m. w - ~ L 

i.:.1 ôu; 1t. ,1\. TT ..(..(_ ~ ..(.{: L 

Puis introduisons les opérateurs formels 

8 -1 
f:.. -1 "L /·+ ... .,,1i v:"'., ... , ... 

' V7t 
fB cr, () (2.12.6) - + /l. -1 t ) ..n q'°I I .. •.., q'°I\. B~ ... - C Co, G 

A ~ 
!Jî• ~ IT(w~)-/N 

z 0-1 L e.lf.J,+ .. ·"'• )'3 ¼",,···,"'-~ ~ (*) (2.12.7) - 1 + lBW ... IB4) 
l'I.= -1 G ,.,, ,! n ., ... , ... 1 Il. 

ir. é r.rtw,• ) - IN 

(*) Attention à l'ordre des facteurs 
H3 cr't 

W• 
' 
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fabriqués avec les moules des formules (t.~ .8i) ef (r,«,.I~. Ce sont des automorphismes 

formels, formellement inverses l'un de l'autre : 

(2.12.8) 

Ils vont d'abord nous servir à calculer explicitement l'intégrale formelle du 

système (2.12.1): 

Proposition 2.12.1 (Intégrale formelle) 

L ~intégrale formelle 

(2.12.9) 

du système (2.12.1) s'exprime à partir de l l.intégrale formelle 

(2.12.10) .::::: 

du système élémentaire (2.12.2) au moyen des formules 

(2. 12.11) 

_, 
G) 

La formule (2.12.11) ne présente aucune difficulté d'interprétation ou 

-'ni. 
de convergence, vu que pour tout ~ , seuls un nombre fini de termes contri-

buent au monômes f "tn • Voir à ce sujet les formules (l. <t.lb). Les opérateurs GiJ 
l":\-1 

et \!Y permettent aussi d'exprimer les invariantes holomorphes du système (2.12.1) 

ainsi que les changements d'inconnues (direct et inverse) qui font passer de 

(2.12.1) à (2.12.2) : 

Proposition 2.12.2 (Changements d'inconnues normalisant) 

Les changementsd'inconnues formels 
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(2.12.13) { t;\) ~ c[ [[r11) 
/ 

qui font passer de (2.12.1) à (2.12.2) sont donnés par les formules 

(2.12.14) 

~ 

R~ l)) c«!JP-·~e,.J-~ 
Il,\ 

~ (G-'. \ 
- M,•..u.. A.J.L Î 

' 

(2.12.15) f~ (~) - ~id..~--k 
~ 

)A;_,l(. ~ CfJ. ~.-) 

Proposition 2.12.3 (Invariants holomorphes) 

Les invariants holomorphes : 

(2.12.16) 

du système (2.12.1) s'expriment à partir des opérateurs qui regroupent les 

coefficients de ce système, au moyen des formules équnvalentes 

oO vw11·· ·.14JII. 
(2.12.17) A - L L ff5~ ... B.~ 

w Il.-= 1 { "', t .. ,.,Il. = c., 
~, .. ·; g-A. 1 w1t. 

If.. E 'T{t.J.)-IN 
oD > ~ vw,, ... 1W11. [f 18 v; 16" J . . . rB,''"-J (2.12.17bis) !A -=- L -1 - ~ I "'I (J'JI. 4J Il.= -f lt l w, + ... 41"='"' - t.l, I /JJ1. ~Il. 

IJ', i- ftw. )-itJ 

Examinons de plus près le cas particulièrement simple tous . 
nuls et où chaque série 8: lâ) se réduit à un seul monôme 

pour une puissance - ( 4 +1.) indépendante de 1'l et .-<. • Le système (2.12.1) 

s'écrit alors : 

J 1. X· 
-,-, L Bi ~ ( B: 6.C) (2.12. 18) 'X· - +- ~ 2'.· 1\. ::t. 

tl~ 
L L ~ 

' li-ni/ ?,-1 

et on peut omettre l'indice supérieur r dans les opérateurs IB<r 
(,J 

\J 

[fsw 
/)\ L. B( ( 'li -Tr l>\i w:: Z-11~ ~t) (2.12.19) u... M. - u. ~ ')l ' i = 1 
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Les opérateurs ~) et s'obtiennent alors par simple sommation en les 

(2.12.20) 

(2.12.21) 1+ 
~ L i:wi+ ... w11.) ?" 1J"',,· .. ,w11. 

n..-::.-1 c..,i. E .il ' 
IBl.J 

1 

Il ï" 
avec les moules q-canoniques U 

1 
des formules ( l. Li·. 54-) et ( L 't. )1·). Pareillement, 

les invariants holomorphes Ji du système (2.12.18) sont donnés par les formules 
4J 

(2.12.22) Jl.:1 w1+ ... &J11:W 
lB~ ... ŒL 

1 A. 

rP 

~i: 2:= V;., ... ,.,, [Us., , ~ J .. . H3~ J 
,,+ ... w".:w • " .11, 

qui s'inversent formellement selon 

Bw - 2 / UC.,.,1r. y W.11. 

~(v ... !Pr 
I\:: 1 

, l,J"-
(2.12.23) t.u,+ ... W,._::c.u ' 

cP 

2 = Uw,,. ·,"'"[v,Aw , Ill., 1 ... rPr 1 L 1 - -ll:1 Il.. 
' ' t "'11. lu.+ ... """·:=-tu 

désignent les moules scalaires alternaux q-canoniques des formules 

Comparant (2.12.16) à (2.12.19) et (2.12.22) à (2.12.23) on est frappé par 

la parfaite symétrie formelle entre la famille (indexée sur.fl.) des opérateurs /A4J 

qui sont de véritables invariants holomorphes et la fami~le (également indexée sur 

.fl.) des opérateurs fB~ , qui regroupent les coefficients du système différentiel 

q-canonique (2.12.18) et qu'on qualifie de coinvariants parce qu'ils ne sont que 

"localement invariants", c'est-à-dire invariants seulement par rapport à des trans-

formations analytiques proches de l'identité. 

Cette symétrie remarquable entre les /AGJ et les ft) 
~ 

suggère de rechercher, 
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dans chaque classe analytique de systèmes différentiels (2.12.1), des représentants 

q-canoniques de la forme (2.12.18) et en particulier des représentants a-canoniques. 

C'est le problème de la synthèse canonique, qui sort du cadre de cet ouvrage, mais 

qui sera examiné brièvement aux §§11.2 et 11.3, On sera conduit à distinguer le 

cas sesquilatéral (invariants cruciaux ,41_). non nuls) et le cas unilatéral 

). On verra en gros que, pour q-fixé, une classe sesquilatérale 

possède une infinité de représentants 1-canoniques. Une classe sesquilatérale au 

contraire, ne possède presque jamais de représentant q-canonique analytique, mais 

elle a toujours un représentant q-canonique "formel" ou 11extérieur 11 aux propriétés 

de résurgence extraordinairement intéressantes. 

Pour finir, nous allons concrétiser les énoncés de cette section dans deux 

cas particuliers remarquables 

(pour Y quelconque). 

le cas à une dimension ( V= 1 ) et le cas linéaire 

Le cas à une dimension (non linéaire) 

Il n'y a alors qu'une seule inconnue , un seul paramètre 

,(,(
1 
= M. , un seul multiplicateur 11 = ) et un seul 1"; ::: 't"' • Supposons pour 

fixer les idées que Â-= 1 et et considérons l'équation 

(2.12.24) cl - X.. = X. 

d.~ 

Le réseau de résurgence est de la forme 

(2.12.25) Jl 

et on a une famille d'opérateurs coinvariants 

(2.12. 26) { = 

à laquelle correspond une famille d'opérateurs invariants 

(2.12.27) 
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selon la formule (2.12.22), qui se traduit ici par des relations scalaires 

(2.12.28) .t 
Il 

avec 

(2.12.29) 

On note que le second membre de (2.12.28) comporte un nombre infini (resp. fini) 

de termes si le coinvariant "crucial" S est .J.. 0 (resp. = 0 ) . Bien sûr, -1 -e-

1 'application B"' ~ A11 
s'inverse formellement en permutant les A~ et les 

B111. dans (2.12. 28) et en y remplaçant le moule v; par le moule inverse u; 
Pour l'inversion effective, et non plus formelle, de (2.12.28), voir les §§lL2 

et 11.3· 

Le cas linéaire (pour une dimension V quelconque). 

Soit le système linéaire 

v 
(2.12.30) J ). . '). )'.. + 

_, _, z ~-.B . . 
~ 

l :::::. \ .. ô '- ~· ,(, J'fi. 

On a un seul niveau f =1 

de la forme: 

et un réseau de résurgence .Jl réduit aux points w 

(2.12.31) G.J 

A la famille des opérateurs coinvariants 

(2.12.32) 

correspond une famille d'opérateurs invariants 

(1.12.33) 

selon la formule (2.12.22) qui se traduit ici par les relations scalaires 
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(2.12.34) 

On note que la somme de (2.12. 34) est finie si la matrice [ 8 .. 1 
t,,d J est 

triangulaire. Bien snr, l'application s'inverse formellement 

en permutant les A, · et les 
l'd 

V• u· '\ par le moule inverse 1 . 

8 .. 
t,-à 

Pour l'inversion effective, et non plus formelle, 

dans (2.12.34) et en y remplaçant le moule 

de (2.12.34), voir les §§11.2 et 11.3. 

Le lecteur est également invité à jeter un coup d'oeil au §11.5 où l'on 

étudie les déformations isorésurgentes, c'est-à-dire les déformations qui changent 

le réseau de résurgence sans changer les invariants holomorphes. Il constatera 

alors que les classiques équations aux dérivées partielles vérifiées par les B, · t.,,ù 
(considérées connne fonction des ). ~ et des Ai;.,J ) se généralisent à _t_o_u_t_e_s_l_e_s 

transformations isorésurgentes, y compris celles qui affectent des objets non liné-

aires. 

Répétons, pour conclure, que le recours aux formules explicites de cette 

section (et à celles qui les généralisent) ne s'impose que lorsqu'on veut soit 

calculer d'un seul coup les invariants holomorphes d'un grand nombre d'objets (de 

même type) soit étudier en détail la nature de leur dépendance par rapport à l'objet. 

Lorsqu'il s'agit simplement de calculer les invariants holomorphes d'un objet 

donné, le plus simple, et de loin, est d'appliquer l'équation du pont. Celle-ci 

détermine complètement les invariants holomorphes et même les surdétermine, ce qui 

permet de vérifier les résultats numériques obtenus. Pour faire la vérification en 
( ~~) 

question, on écrit l'équation du pont dans le modèle convolutif 

(2.12. 35) 

et on prend plusieurs valeurs distinctes de 

(*) Cela veut dire qu'on soumet à la transformation 

de l'intégrale formelle, mais bien sûr pas les blocs 

comme de purs symboles. 

de Borel 
\'I\J 
~ ' 

les composantes 

qu'on doit traiter 
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SECTION 2.13 : RECAPITULATION. RAPPORTS ENTRE EQUATIONS DIFFERENTIELLES, SYSTEMES 

DIFFERENTIELS, SYSTEMES DYNAMIQUES, CHAMPS DE VECTEURS. 

Nous avons vu que les équations ou systèmes différentiels possédaient des 

intégrales formelles (uniques et progrades pour les problèmes à niveau unique, mul-

tiples et bigrades pour les problèmes à plusieurs niveaux) qui sont résurgentes, 

vérifient l'équation du pont et livrent, constructivement et explicitement, la tota-

lité des invariants holomorphes. Il nous reste, en guise de conclusion, à préciser 

les relations entre les équations ou systèmes différentiels, objets de ce chapitre, 

et les systèmes dynamiques ou champs de vecteurs, objets des chapitres 4 et 6(*). 

Rappelons d'abord comment on passe de chacune de ces catégories à la sui

vante, en nous limitant, pour plus de clarté, à des objets de niveau umique p = 1. 

L'équation différentielle générale de niveau 1, donnée sous forme préparée(**) 

(2.13.1) 
V 

~ Il ') (""l ~ c~'b\ + {''~ f :i. (i) 

avec ol0 :pô et , peut facilement se mettre sous la forme : 

avec un second membre ne dépendant pas explicitement de x.Y') . Un changement d' in-

connues 

(2.13.3) 

(,~**) 
transforme alors l'équation (2.13.2) en un système différentiel de niveau 1, 

mais d'une forme très particulière: 

(*) Pour les relations entre équations différentielles et équations aux différences, 

voir §3. 11. 

(***) D'ordre 1. Cela est toujours sous-entendu quand on parle de systèmes différentiels. 
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(2.13.4) 
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rit -rB~rl 
fX-1 +P,., 'f' 

Enfin, un changement d'inconnues linéaire 

(2.13.5) 

met ce système sous une forme préparée 

/V 

& (~ /2:I/ •• '/ 'lv) 

du type 

(2.13.6) ib t == Cl + "t-1 f) i + QJ~, :t., ... , 2,) 
qui est elle aussi très particulière puisque les Ql sont tous déduisibles les 

uns des autres. Ainsi, lorsque les ~ sont tous nuls, on doit effectuer le 

changement d'inconnue: 

(2.13.7) 

et on aboutit au système préparé 

A; 

(2.13.8) d 
d· - 1, l ;- o. f,. {) / .t,..,. . . ,.. l'v) 

~ cl..., t ~ t 

avec r = TT c1; -Âi 'F' 
Jitt \ 

Considérons maintenant le système différentiel de niveau 1 le plus général, 

toujours sous forme préparée 

(2.13.9) 

Un changement de variable X - '2. ... I 
hl Ô 

le transforme en système dynamique à 

Y+i dimensions 

(,~) Les '\. et t";_ sont définis comme én §2.2. 
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(2.13. 10) { 
Enfin, la donnée du système dynamique local le plus général 

(2.13.11) 

équivaut à la donnée du champ de vecteurs local 

V 

(2.13.12) X - L xt (:t} 
r; -

i. -=-1 ?~: 

Enumérons maintenant les principales analogies et différences entre ces 

quatre catégories d'objets. 

a) L'équation différentielle (2.13.1), ~ équation différentielle, possède un -
nombre énorme d'invariants formels. Toutefois, le système correspondant (2.13.4), 

comme système différentiel, n'en possède qu'un nombre fini, à savoir les 

les 't1 

b) Cette disparité s'efface quand on passe aux invariants holomorphes. En effet, -
l'équation différentielle (2.13.1) possède, relativement aux changements d'inconnue 

analytiques: 

exactement autant d'invariants holomorphes #,1
41 

que le système différentiel corres

pondant (2.13.9) relativement aux changements d'inconnues analytiques infiniment 

plus nombreux 

auquel on peut le soumettre. 

c) De plus, bien que le système différentiel général (2.13.9) possède" V fois -
plus" de coefficients (cardinalité fine!) que le système (2.13.4) issu d'une équation 
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différentielle, les invariants holomorphes Jit.i d'une équation différentielle ne 

sont astreints à aucune contrainte supplémentaire. Il en résulte que dans chaque 

classe analytique de systèmes différentiels généraux (2.13.6) on peut trouver un 

représentant qui soit de la forme (2.13.8) ou, si l'on préfère, de la forme (2.13.4) 

et qui, par conséquent, représente une équation différentielle. 

c,,,) 
d) Des considérations immédiates de "cardinalité fine" interdisent de chercher, -
dans une classe analytique d'équations différentielles (2.13.1), des représentants 

q-canoniques de la forme: 
V E (!~+@~f) 

('ni.) 
_,_, 

L 81\. ~ 
11. 

! ~ 1l 
(2.13.13) 

B"" 6 cf.. / } " = ~t· l'Jf'' (J, V!.:•v 1l,,_, 

analogues aux représentants q-canoniques 

+ 
(2.13.14) 

des systèmes différentiels. Dans le cas des équations différentielles il faut, pour 

disposer d'un nombre suffissant de paramètres, envisager les représentants (lr· :,1v )

canoniques de la forme: 
V 

2: (ol'W' +~ •I) l'k4-) 
tb\:O " '1l\ Ô ~ 

(2.13.15) 

--
. 

I 

Comparons maintenant, an anticipant quelque peu sur la suite de l'ouvrage, 

les systèmes différentiels aux systèmes dynamiques. 

e) Une première différence tient en ceci -
différentiels ont des composantes 

(*) cf. §2.7, remarque 8. 

les intégrales formelles des systèmes 

qui sont des séries entières en ~ - 1 
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(ou en 
-'Ir-? pour les problèmes 'de niveau p , avec éventuellement une partie 

retrograde s'il y a plusie_urs niveaux) tandis que les intégrales formelles des 

systèmes dynamiques ont 

-'/r-
des composantes f{~) qui sont des séries entières en 

(ou en é' pour les problèmes de niveau p, avec éventuellement une partie 

~ (*) retrograde s'il y a plusieurs niveaux) pour un temps perturbé & équivalent à if 

f) Les intégrales formelles ~(~ 1 ,ù.) des systèmes différentiels de dimension V 

dépendent de V paramètres , mais leurs opérateurs invariants /fi_ ne com
v 

portent pas de terme en 

dynamiques de dimension 

. Au contraire, les intégrales formelles des systèmes 

ne dépendent que de cy ... ,) 

opérateurs invariants Of<u comportent un terme en ~ 
~) 

est dit invariant précaire, vu qu'il n'est invariant 

paramètres u.. 
L , mais leurs 

, terme dont le coefficient 

que pour les changements 

de variables analytiques, mais pas pour la multiplication des xt l~J par un même 

facteur. 

g) Avec les notions de résonance que nous avons introduites, il faut prendre garde -
qu'à un système différentiel (2.13.9) non résonnant correspond un système dynamique 

(2.13.10) à un degré de résonance, puisqu'on a la relation de résonance non trivialè 

Âv+t = 0 . Plus généralement, le passage de (2.13.9) à (2.13.10) s'accompagne 

d'un saut d'une unité dans le degré de résonance. C'est bien sûr une simple affaire 

de définition. 

h) Le phénomène de la quasirésonance peut se produire à propos de n'importe quel -
problème (équation différentielle, système différentiel, système dynamique) Il suffit 

peur cela que les multiplicateurs Àt soient Liouvilliens dans leur ènsemble. Au 

contraire, le phénomène de la nihilence est propre aux systèmes (différentiels 

ou dynamiques) et n'affecte jamais les équations différentielles. Soit en effet 

(*) C'est-à-dire ~ N} pour 

est lié à ~ par ~ ::. ~ 

'b--grand. Dans les problèmes 

't f ~ ~ pour un certain 

à niveau unique, 

j E (C_ . 
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une équation différentielle (2.13.1) de multiplicateurs résonnants. Il lui 

correspond un système différentiel (2.13.6), qui lui même peut s'écrire comme 

système dynamique (2.13.10) ou comme champ de vecteurs (2.13.12). Or on vérifie que 

le champ de vecteurs X ainsi construit ne possède jamais d'intégrale première 

entière il n'existe pas de telle que 

G'est ici (pour la première fois!) que se fait sentir la forme très particulière 

des systèmes (2.13.6) qui sont issus d'équations différentielles. 
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CHAPITRE 3 CLASSIFICATION DES EQUATIONS ET SYSTEMES AUX DIFFERENCES(*) 

SECTION 3.1 : LIMITES DE L'ANALOGIE ENTRE EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET EQUATIONS. 

+ AUX DIFFERENCES. LE NIVEAU 1 ET LE DOUBLE POLYGONE DE NEWTON. 

Les équations aux différences ont été intensément étudiées vers le début 

du siècle. NORLUND leur consacra un ouvrage [No}demeuré classique. Aujourd'hui, 

après une longue éclipse, le sujet semble connaître un regain d'intérêt, comme en 

témoignent les thèses de G.K. IMMINK [,Im.l], C. PRAAGMAN [Pr] et de récents articles 
('i<>'c) 

de J.~ RAMIS [Ra.1], B.L. BRAAKSMA [Br] etc ... 

Nous allons quant à nous aborder la question du point de vue de la résurgence. 

Il se trouve en effet que les équations aux différences sont, à l'égal des équations 

différentielles, une mine inépuisable de résurgence, sur laquelle il y aurait énorme

ment à dire. Toutefois, dans l'optique particulière de cet ouvrage, les équations aux 

différences constituent moins un objet d'étude autonome qu'une introduction à l'étude 

des difféomorphismes locaux, de même que les équations différentielles, objet du 

précédent chapitre, nous intéressaient surtout comme préparation à l'étude des champs 

de vecteurs locaux. Le présent chapitre ne sera donc pas entièrement systématique 

et les démonstrations y seront plus schématiques que dans la suite de l'ouvrage. 

Un coup d'oeil sur le tableau de la page 9 montre que, dans la symétrie 

générale de ce livre, les équations aux différences font pendant aux équations dif

férentielles. La symétrie est cependant loin d'être complète. Des disparités sensibles 

existent, qui se préciseront tout au long de ce chapitre et seront reprises dans la 

section finale. Mais parmi ces disparités, il en est cinq, essentielles, qu'il faut 

(*) Ce chapitre ne figurait pas dans notre texte provisoire sur les "Sept Problèmes". 

Une première version du chapitre 3, achevée en 1984, bénéficia d'une lecture atten

tive et de plusieurs corrections de G.K. IMMINK. Les§§ 3.5, 3,6, 3.7 ont été 

refondus et sensiblement étoffés. 

(**) Pour une bibliographie récente voir [Ra.~], [Im.l] et surtout [Pr]. 
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tout de suite signaler. Elles ont trait au niveau 1+ , au multiplicateur imaginaire, 

au double polygône de Newton, aux changements de variables et aux changements 

d'inconnues. Expliquons de quoi il s'agit, en commençant par les deux derniers points. 

~ Changement d'inconnue et notion d'invariant. 

Un changement d'inconnue X~ d inversible formel 

(3. 1. 1) X. = ~ l "à I J ) = ~ + . ., f»>t,t_ f_ l 111) E (L [[ ~', d' ]] 

transforme l'équation différentielle (du premier ordre et de niveau 1) la plus 

générale : 

(3.1.2) 

{ 

0..(1,-x.) {;; <L { ~-•, 2:.1 
A.u-t.c.. 

a. (_o,CJ,., o) =o., a. ( ~1 -x.) = À x+,-:,\/o 
en l'équation 

(3. 1.4) i1l'l!) - g ('!l I il))) = ( 11-l~,8.) - J,/) le;/) 
avec &(~,1) € ([[['b~~J] / e (r,1>/0) = 0 I 8-(~1 ~) =À~ f ... 

A l'analyticité près, (3.1.4) est de la même forme que (3.1.2). Au contraire, ce 

même changement d'inconnue (3.1.1), appliqué à l'équation aux différences (du 

premier ordre et de niveau 1) la plus générale 

(3.1.5) t 
Il{~, x.) € (C ~>r'., ~i 

()..~_ 

O..(bf),D)=D / d.(~ 1 X):ex+ ... }/o 
la transforme dans un premier temps en une équation: 
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(3. 1. 6 ) t ( ~ + \ / J L â +I)) A. l ~ / R_ ( 1 ,, d ( ~)) 

qui en diffère profondément, n'étant plus affine en JCî+1) 
est de la forme : 

(3.l.6bis) == lt~/~) 

~=~l)) ,t:~l\t') 1 jl~,1,) E <r.rc~-~1,JJ Javec 

. En fait (3.1.6) 

Il existe donc une unique ' ( ~ 1 ~
1

) 6 <C [[ 2)-i, ~
1 
JJ telle que : 

(3. 1. 7) 
~l : ô' ( '7J I ~ ( 1> I ~' )) 

Portant (3.l.6bis) dans le second membre de (3.1.7) on trouve 

(3.1.8) 

c'est-à-dire finalement 

(3. 1. 9) 

A l'analyticité près, (3.1.9) est de la même forme que (3.1.5). De plus le second 

membre a (i 1 ~) appartient manifestement à <( ! "f 1

1 ~ î si et seulement 

si Rt~,~) y appartient. On a donc pour les équations aux différences une notion 

de changement d'inconnue (formel ou analytique) analogue à ,celle qu'on avait pour 

les équations différentielles, mais un peu moins naturelle . 

.!!2 Changement de variable et notion d'équation différentielle d'ordre infini. 

Alors qu'un changement de variable 

(3.1.10) 

transforme l'équation différentielle (3.1.2) en une équation de mê,-me forme, ce même 
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changement de variable bouleverse profondément l'équation aux différences (3.1.5), 

la changeant d'un seul coup en ce qu'on peut appeler une équation différentielle 

d'ordre infini. Bien qu'elles s'écartent sensiblement du sujet de ce livre, les 

équations différentielles d'ordre infini et notamment les cas particuliers des 

équations aux translations et des équations aux composées (qui généralisent directe-

ment les équations aux différences) seront examinées au §3.9. Nous verrons qu'elles 

donnent lieu au même type de résurgence que les équations différentielles ou aux 

différences, bien que leu~s intégrales formelles comportent en général une infinité 

de paramètres ..lt. i • 

c) Le double polygône de Newton. 

Considérons l'opérateur aux différences (d'ordre Y et de coefficients 

méromorphes à l'infini) le plus général: 

(3.1.11) D 

avec 

(3 .1. 12) 

Puisque ~ désigne la dérivation 

rateur translation de pas l'tk. 

(3.1.13) 

~3 
, il est naturel de noter e. l'opé-

D se présente alors sous forme d'un opérateur différentiel d'ordre infini 

(3.1.14) D --
analogue aux opérateurs (2.9.1). On va voir cependant qu'il faut associer aux 

opérateurs aux différences non pas un, mais deux polygônes de Newton principaux 

(sans compter la série des polygônes parasites). 
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Définition 3.1.l : {Le grand polygone de Newton et les étages 1,). 

Soit SOPP l D) ., 
r 0•1 

., 1..,. la partie de l v X fR faite des points ( '»l/1< .. ') 
I 

-·-·• ' et soit SUPP (DJ l'intersection des demi-plans 

fermés qui contiennent SùPP(D) et qui sont de la forme 'l'L :?,, 1)L q_ t- C\ I 

avec On appelle grand polygone de Newton, et on note NEW (D) 

la ligne polygonale frontière de SUPP(D) . Par construction, ~EW L D) a 

pour pentes des rationnels positifs ou négatifs , , qui sont dits étages de D u~) 

L'arête de pente 4 est notée 

jection horizontale est notée @ (q) 

. La longueur de sa pro

c'est par définition la multiplicité de 

l'étage ~ . On numérote les étages 1 en commençant par le plus grand et en 

comptant chacun avec sa multiplicité. On a ainsi : 

(3. 1. 15) 

avec 

(3.1.16) 

Développons maintenant D en puissances de d , en isolant, pour des 

raisons d'homogénéité, les blocs ~ ';)""'-
~ 

oC> 
1'k. ;>'tl\ D - ~ <fl)tl. ( ']) 'i) 

1 
6.~ 11. 

~{:, 
'h\.:O I 

(3.1.17) 

cp'bl (~) L lt'lk-1L 1-1t I .1.. 'l'll, ,o-{ ')Il.} ::/: D 
1L)1r{'tll.) 

I 

et introduisons un "petit polygone" de Newton, analogue au polygône 'h-etü ( D) 
que nous avons associé aux opérateurs différentiels d'ordre V (cf. §2. 9) : 

TDéfinition 3,1.2 (Le petit polygone de N:wton et les niveaux f, ) 
1 Soit ~ l D) la partie de {R X fR faite des points (_tr,..

1 
IJL) . tels que 

(*) Ne pas confondre les étages,. 
C. 

avec les ni veaux f. 
1. 

, introduits ci-après. 
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ll""' ~ =f:. 0 
J 

et soit ~ ( D) 1' intersection des demi-plans fermés 

qui contiennent .buf--r ( D) et qui sont de la forme 1L ~ ?7t.. r-+ I'-/ avec r-~ <Q T 

et r,1 E Q . On appelle petit polygône de Newton et on note 'h.ew--[D J la ligne 
I 

polygonale frontière de /)<A.f1'-(D) . Les pentes de /)lluJ" (D) sont dit niveaux 

de D . Par construction, ce sont des rationnels }'-J, 0 mais aussi ~ 1. (puisque 

'd D est un polynome en e ) . 

L'arête de pente f- est notée 1t.eur1'-( D) . Si f--< i , cette 

arête est finie et ~a longueur de sa projection horizontale, notée 6(r-) , est 

dite multiplicité du niveau f- . 

L'arête 11.ew-
1 (D} de pente 1 est toujours de longueur infinie, mais il 

est commode d'attribuer au niveau 1 une multiplicité 6(i) finie, de manière à avoir 

(3. 1. 18) 0c1) + Z A(f'-) 
O~ft-(1 

Enfin, s'il existe d'autres étages que l'étage nul, on introduit un niveau 

supplémentaire, le niveau {t , auquel on attribue la multiplicité 0(1+) 
par définition à la multiplicité totale des étages non nuls : 

(3.1.19) 

égale 

On numérote les niveaux de 1 à V en commençant par le plus grand (c'est

à-dire le niveau 1+ s'il est atteint, ou le niveau 1 sinon) et en comptant chaque 

niveau avec sa multiplicité. On a ainsi 

(3.1.20) 

avec 

o.1.2u elM = L 1. 
______ ,;=/t- / e+lr-J =: L 1 

~i)f-
,) 

(*) cela a un sens car L. 9tr) ~ 0 co) 
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d) Les multiplicateurs - ÀJ . Le multiplicateur imaginaire 

Définition 3. 1. 3. (I,es polynômes Q 
1 

( R-) et ~.(À) ) . 

A tout étage 1 on associe le polynôme Q ~ [ e) de degré @ [ q) 

O, ce.) 
- G:f{q) 

(3.1.22) e. 'Wl q /J 1rl 
e. c.. 

I 

avec une somme étendue à tous les ~;1lj de 1 'arête N EWq (D) du grand poly

gône de Newton. 

De même, à tout ni.veau r-E. ] 0, 1 [ 

de degré B (f-) : 
on associe le polynome ~ (À) 

(3.1.23) 

avec une somme étendue à tous les 0'k,itLJ 
de Newton. 

de l'arête in.ew-1'-(D) du petit polygône 

Enfin, pour le niveau 0, on pose 

(3. 1.24) 

avec une somme étendue à tous les (_'Yfl.1 1t J 
polygône de Newton. 

Définition 3.1.4 (Multiplicateurs) 

de 1' arête '>ttc.ü 
O (1)) 

Les @ (~) zéros du polynôme Q
1 

(l) sont notés f;. 
si bien que l'on a 

(3.1.25) 

du petit 

(avec q. :: 1 ) 
l 
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o() Multiplicateurs de niveau 1+. 

Ce sont par définition les ét8ges 4 non nuls. 

0) Multiplicateurs de niveau 1. 

scalaires 

Les multiplicateurs principaux de niveau 1 sont par définition les 0{i) 
\_ -lm t ,\ - ~d 1. 

(on fixe une détermination quelconque) pour 1. = 0 
l 

On leur adjoint les multiplicateurs secondaires de niveau 1, qui sont les 

e L -tt) scalaires (on fixe une détermination quelconque) pour 

q_ 4-0 . 
l 

On leur adjoint enfin le multiplicateur imaginaire, qui vaut par définition 

~) Multiplicateurs de niveau 

Ce sont par définition les zéros du polynôme l't'-().) . Ils sont notés 

(avec rt :=~) si bien que l'on a 

(3.1.26) -PfL l~) 

Les multiplicateurs de niveau O sont notés indifféremment ou < pour f t = O ) . 

Il peut. sembler bizarre de définir les multiplicateurs de niveau 1+ comme 

étant égaux aux étages 9 non nuls. Quant aux scalaires Ài = ~ ei.. (pour ~i 4: o) 
il serait tentant de les considérer comme multiplicateurs de niveau 1+ , plutôt 

que d'y voir des multiplicateurs secondaires de niveau 1, comme nous avons fait. 

Mais ce serait une erreur. En réalité, les choix de la définition 3.l.4 nous sont 

imposés par la considération suivante: on appelle systématiquement multiplicateurs 

de niveau f- les scalaires qui engendrent le réseau de résurgence ~ de niveau /t . 
1+ 

Or nous verrons que le réseau de résurgence JL de niveau 1T (relatif au temps 

bel et bien engendré par les étages q et non pas par les 

q_ =f ô . Ces Àc: , comme nous verrons, contribuent, encore 
1. 
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i 
que d'une façon accessoire, au réseau de résurgence JL de niveau 1 (relatif au 

temps ), d'où leur nom de multiplicateurs secondaires de niveau 1. 

Nous verrons aussi que le réseau de niveau 1 est toujours périodique de 

période !,ri . D'où la nécessité d'introduire, à ce niveau, un multiplicateur 

imaginaire )
0 

==-2.Tit . 

e) Le niveau 1+. -
C'est peut-être la nouveauté la plus remarquable et la plus inattendue. Nous 

n'avons eu jusqu'ici à envisager que des temps parallèles du type t,r-= ?J/L 
Il va maintenant falloir, pour les équations aux différences, introduire un 

logarithmique Ô,tt = 1) ¾ (J 
distingue des autres à trois égards 

. On verra que la résurgence en ~ 
U1-t 

(*) 

temps 

se 

(i) l'intégrale formelle de niveau 1+ est, comme fonction résurgente, en général 

de type strictement stellaire. 
1+ 

(ii) le réseau de résurgence .fl de niveau est rigide en ce sens qu'il est 

toujours engendré par un nombre fini de rationnels (les étages~)._ 
. 

(iii) les opérateurs invariants //\AJ de ni veau Ac. 

ont pour coefficients w des 

fonctions entières périodiques en 'âi = ~ . 

On a donc au niveau it un réseau de résurgence pauvre et rigide mais des 

invariants très riches. 

Nous allons maintenant, en cette fin de section, regrouper quelques défini

tions et lermnes qui nous serviront tout au long du chapitre. 

---------------·-
(;',) o, à la rigueur 'à =Pra. '2...- pour les équations différentielles dont le 'niveau O 

0,1 '-"'<} 0 
est résonnant (cf. §2.10, alinéa c.h). 
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f) Résonance. ------
Définition 3.1. 5 (Opérateurs aux différences "non résonnants"). 

Un opérateur aux différences de la forme (3.1.11) est dit "non-résonnant" 

0(.) s'il ne présente pas de résonance de niveau 1, ce qui d'une façon précise signifie 

pour l'étage nul: 

(3.1. 27) ( IT0 

e~i 1 / 
1'. E°d) ===j) ('>li - o) t l 

et pour chaque étage 1 non nul 

-(3.1.28) ( ei I eJ (, I e, ; 1. ;; t :: , ::; , = ~) ~ ( ;._ _..(_( j =: J/) 
J l J tl t - ,/ 

~) s'il ne présente pas non plus de résonance extrinsèque de ni.veau f- E. J o,, 1 [ 

autrement dit si toute relation de la forme L 'h~ ~,: ::; D ('Ili. é ;z,) _est engendrable 
~--r- ) 

à partir des relations de résonance intrinsèq~;s (2.10.17) ou (2.10.18). 

Q) si enfin il ne présente pas de résonance de niveau O, c'est à dire si les )i ='C::'i 

(pour ri::: 0 ) sont irrationnels et indépendants sur °2 . 

...t+ Remarque: On ne pouvait pas imposer la non-résonance de niveau ~l puisque les 

multiplicateurs de niveau 1+ , étant tous rationnels (ce sont les étage~ résonnent 

automatiquement dès qu'ils sont plus d'un. On ne pouvait pas davantage imposer la 

non résonance complète pour les niveaux intermédiaires entre O et 1 car ces niveaux, 

étant fractionnaires, présentent toujours de la résonance intrinsèque. 

g) Solutions élémentaires et blocs élémentaires. -
Lemme 3.1.1 (Solutions élémentaires des opérateurs aux différences non résonnants) 

Soit D un opérateur aux différences non résonnant. L'équation homogène 

D .î;, ( ?,) : 0 possède V solutions formelles 'T.i.(] J qui se factorisent selon : 

(3.1.29) 
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Plus précisément, à chaque niveau r· correspondent 9(~) solutions formelles 'X;_(~) 

et l'on a: 

oO si ~ i. = 1 + 

(3. 1. 30) 

(3.1.31) 

(3. 1. 32) 

S) si 

(3. 1. 33) 

Les sont dits amorces de solutions élémentaires. On s'en sert pour fabriquer ---------------
les blocs élémentaires 

r ~ 1 /)'l. 

~ ._ ~ 
(3.1.34) --
qui figurent dans les intégrales formelles de tout niveau. 

Remarque : pour f .. = l , la solution formelle X;_(~) semble dépendre de la 

détermination de ~( et pour lti: 1+ elle semble en outre dépendre de la déter

mination de ¾i. Mais c'est illusoire: le choix des déterminations n'influe pas 

sur le facteur X ('~) . 
Le lemme 3.1.1 reste valable pour les opérateurs aux différences résonnants, 

sauf lorsque ceux-ci possèdent des multiplicateurs multiples (de quelque niveau que 
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ce soit). Pour couvrir ce cas, il est commode de modifier légèrement les notations 

des blocs Ô· . On aboutit alors à l'énoncé 
'-

suivant : 

Lennne 3.1.2 (Solutions élémentaires des opérateurs aux différences les plus généraux) 

Dans le cas le plus général (y compris en présence de multiplicateurs mul-

tiples) l'équation D :r(~) = 0 possède Y solutions formelles du type : 

(3.1.35) 

avec et avec 

(3.1.36) 

l!2,. Polygones de Newton parasites. Arborescence. 

Les coefficients À .. ,.f'- du lennne 3.1.2, qui sont des espèces de "multipli-

cateurs subdominants" et qui vont d'ailleurs contribuer aux réseaux de résurgence 

J'l: (voir ci-dessous), se calculent à partir de polygones de Newton parasites, 

attachés aux multiplicateurs multiples. 

Ces polygones parasites sont apparentés non pas au grand, mais au petit 

polygone de Newton. Ils ne sont autres, en fait, que les petits polygones de Newton 

des opérateurs d~1 D ~- où J. désigne un ~.: tronqué. Ainsi, à tout multi-

'\i = n~ /jt -L plicateur /\ t. Q c. multiple de niveau 1, correspond le polygone parasite 

CD) -1teurt, Ri 
' 

(3.1.37) 

Si 1lM,L,e~ CJ)) possède lui-même un (ou plusieurs) multiplicateurs multiples 

/lit de niveau fi.< 1 , il faut envisager un (ou plusieurs) polygones parasites 

"accrochés" à 1t..~-,e~ (.D) 
• 

et de la forme: 

(3. 1. 38) 
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On peut ainsi, dans certains cas, obtenir toute une arborescence de polygones 

parasites : 

(3. 1. 39) 

Une telle arborescence est évidemment un phénomène très rare et exceptionnel: elle 

suppose, chez les multiplicateurs, de la multiplicité à répétition et en cascade. 

L'applicabilité à ce cas de l'équation du pont (voir la fin du §3.7) n'en est que 

plus remarquable. 

1J Réseaux de résurgence. 

Fixons un opérateur aux différences D de la forme (3.1.11) et associons-

. . Ji (f)r- . ~ 
lui, pour chaque niveau _

1
_ , un ensemble .JL destine à jouer le rôle de "réseau" 

de résurgence. 

Définition 3.1.6 (Réseaux de résurgence: le cas non résonnant). 

Si l'opérateur D 
la partie de (C-lt" contenant 

(*) V)~ 
est "non résonnant" , l'ensernble...ll 

les tJ de la forme 

(3.1.40) 

ou de la forme 

(3. 1. 40bis) w - q. 
t 

+ 
les sommes étant étendue aux étages , 

r) si ~ :: 1. : 

(3. 1. 41) w 

(*) voir la définition 3.1.5 ci-dessus. 

est par définition 



avec 

avec sous le premier L des 

avec sous le second Z des 

f- E J u/ ~ [ 

(3.1.42) w 2~· 
f,=r-
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'}t. 
( tous ~ 0 sauf au plus un qui 

?li: é î-i1 01 -f. 3 et vérifiant ~: 
\=q 

avec des 'Yli tous ~0 s;uf au plus un qui peut valoir -1 

~) 81. ~-== 0 

(3. 1.42) W - 1t0 + L 1ti )i 
/t ;-:: 0 

Définition 3.1. 7 (Réseaux de résurgence : le cas général) 

peut valoir -1 ; 

'hi: ;:;;0 f:-V· -:# 0 \ ', 1 / •.. J 

Pour l'opérateur P le plus général (possédant éventuellement des multipli-
1+ c:T)i 

cateurs multiples) les ensembles Jt et ~L sont définis comme précédemment 

et, pour (l-~ 1 , l'ensemble Jt est par définition la partie de (L* contenant 

les W de la forme : 

(3.1.43) w 

avec des 'Î'lt tous ~ 0 , sauf au plus un qui peut valcilir - i , et avec 

~ tt:-. l1 .1t.t' = ô. 
t.:f \ 

(3.1.44) ~ l_~i 
1 1 (. = 1. 

')li. À,,1 =: o 
i.::1 

± 
Notons que l'ensemble des relations (3.1.43) et (3.1.44) équivaut à l'unique 

relation 

(3.1.l+.'J) 

Notons aussi que la définition 3.1. 7 contient la définition 3.1.6. Notons enfin que 
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dlf1-
parasites contribuent "beaucoup moinsu à ..J l que 

attachés au "petit polygone". On retrouve ici la disparité (déjà 

observée au §2.10, alinéa c.g) entre polygones parasites et polygone principal. 

Cette disparité ne s'efface que dans les problèmes linéaires (voir §3.8). 

SECTION 3.2 : EQUATIONS ET SYSTEMES AUX DIFFERENCES DE NIVEAU 1. 

Pour aller plus vite, travaillons directement sur les formes préparées. 

Autrement dit, considérons des équations de la forme: 

(3.2.1) 

avec 

et avec 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

(3.2.4) 

Î..:: 0 

X -== z li) 

ri. o. il: ((. \ I l:;), 

I 

=/: ô / o(I/ °#-0 

I!;_ (L, { ~
1
1 ;l / ::t(,) I '' ') ~(V) J 

et considérons parallèlement des systèmes de la forme 

(3.2.s) -ri l) + i) = et + '½ 1_,) ~i (~) + d.: (~1 z, {; J,1 ·. ·/ ":t:11/âJ} 

avec e; E <C"", -r, ~ f.. ; li.;('), 2.,. ·y 'l",) 6 ([ { l~ ?'.:,, ..• ., :i:, J 
et avec 

(3.2.6) 
,I 



201 

Supposons aussi (tant pour les équations que pour les systèmes) que les !L ne 

présentent pas de résonance multiplicative : 

(3.2.7) crr 
ce qui implique évidemment qu'ils sont distincts et qu'aucun d'eux n'est racine de 

l'unité, 

Proposition 3.2.1 (Intégrale formelle: allure et résurgence) 

L'équation (3.2.1) et le système (3.2.5) possèdent une intégrale formelle 

(*) 
du type suivant 

'l:(~1.u.) (3.2.8) 
l)l. 

1k. 1t, l)tv 
avec À1.. ::- lt 1 • • • .J..i..V et avec: 

(3.2.9) e_x)'-( 7) 41ti ~' ) 

(3.2.10) (!} 

Cette intégrale formelle, essentiellement indépendante du choix des déterminations 

\., est unique modulo une dilatation 
' 

est résurgente en b. 
li.;, ~ e, Â.tt des paramètres et elle 

Cela signifie que chaque composante c'p'IL est résurgente, et en particulier 

la première, 4'0 

, qui n'est autre que l'unique solution dans ~ [[~']J du système 

(resp. de l'équation). 

Î
Proposition 3.2.2 (Equation du pont et invariants holomorphes). 

L'intégrale formelle l:.(~
1
..(.l) a pour réseau de résurgence l'ensemble.fl_ 

(*) Dans le cas du système (3.2.5) l'intégrale X.(':)1 -lt.} 
sont bien sûr des vecteurs : X.(~1.u.) :('X.,(~1a)1, .. /îvf~u.J) et 

c-l(~)ou. c''t:ci')1 d..QMo e,...C4.0 Jr'-'M. ~e_. 
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formé des W de la forme 

(3.2.11) 

ou de la forme 

et elle vérifie les équations de résurgence 

• 
(3.2.13) 

pour des opérateurs différentiels fft, de la forme : 

(3.2 .14) JJ... 
C. 

avec et avec : 

Quand w est de la forme (3.2.11), les composantes Ai 
w ne sont soumises à aucune 

contrainte. Quand lù est de la forme (3.2.12), elles sont toutes nulles sauf pour 

i ;::::-i.
0 

• Les opérateurs J'.\", pris tous ensemble, constituent un système complet 

et libre d'invariants holomorphes de l'équation (3.2.1) ou du système (3.2.5). 

Ils constituent même un système complet et libre d'invariants analytiques 

dans le cas (évidemment générique) où les R_~ 

multiplicative, c'est-à-dire quand les monômes 

trop vite le nombre 1. 

Cas exceptionnels. 

quasi-résonance 

n'approchent pas 

Lorsque les y. 
C. 

ne sont plus rationnellement indépendants, les modifications 

à apporter sont minimes : elles ne touchent qu'à la forme des composantes cp'k. de 
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l'intégrale formelle, où peuvent apparaître des termes logarithmiques. Lorsque les 

ei sont en résonance, les modifications sont plus profondes. On peut tomber dans un 

cas à plusieurs niveaux, si par exemple certains des ei sont multiples. Ces problèmes 

à plusieurs niveaux sont traités aux sections 4 et 7. Mais on peut aussi avoir l'un 

(un seul) des ei égal à 1 sans que le problème cesse d'être de niveau unique 1. 

Il faut alors changer quelque peu la forme de l'intégrale formelle et introduire 

un paramètre .J/...1 dans les coefficients A~ des invariants formels. On trouvera un 

exemple traité à la section 3.9, équations (3.9.28) et (3.9.3~.0n peut, de toute 

façon, appliquer les énoncés de la section 3.7, qui couvrent tous les cas sans 

exception. 

Principes des démonstrations. 

C'est le même que pour les équations différentielles de niveau 1. On prend 

le second membre de l'équation (3.2.1), on affecte tous ses termes (à l'exception, 

i;i l'on veut, ,des termes constants en%. ) d'un coefficient f , puis on développe 

formellement en ~ les composantes r de l'intégrale formelle : 

<P'"' ( ~) 
i:,D 

<f'•,è ~) (3.2.15) - L t Ill., ~ t- ~l) - l'},..a=I 

tout comme en (2.2.33). On calcule alors les 
ip ,)lo/k 

par la récurrence 

(3.2.16) D f·,•c~) K11,"'\1J 

qui est analogue à (2.2.34) à ceci près que D est ici un opérateur aux différences 

(3.2.17) ]) + 
D'où, après transformation de Borel 

(3.2.18) D 

avec pour K 11 opérateur "primitive".: 



204 

(3.2.19) t-

Divisant par D on s'explique la forme (3.2.11) + (3.2.12) du réseau de 

résurgence et la présence du multiplicateur imaginaire • On établit 

enfin, sans plus de peine que pour les équations différentielles, la possibilité de 

resommer en '2. = I (avec croissance exponentielle en 5) ainsi que na forme précise 

des équations de résurgence. 

SECTION 3.3: APPLICATION AU CAS LINEAIRE., 

Illustrons nos résultats généraux en les appliquant aux problèmes aux dif-

férences linéaires. Considérons donc une équation linéaire préparée 

" 
(3.3.1) ~ D 

i.:: 0 

avec 

(3.3.lbis) d., ll) - «· - 1. + @i ~-· + 0-{~-1) ~ (L r 1-' r 
et avec les t / t:"i définis à partir des O(i 1 ~~ comme en (3.2.3) et (3.2.4). 

Considérons parallèlement un système linéaire préparé 

(3.3.2) --
avec 

(3.3.2bis) 

S'agissant de problèmes linéaires, il n'est plus nécessaire de postuler la: 

non-résonance des e~ . Il suffit de supposer leurs rapports tous distincts. Autre

ment dit on remplace l'hypothèse (3.2.7) par l'hypothèse affaiblie: 

(3.3. 3) 

Pareillement, il suffit de supposer les différences 't; -1:j· irrationnelles. 
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L'intégrale formelle (scalaire pour l'équation et vectorielle pour le 

système) est ici linéaire en A . Elle s'écrit: 

(3.3.4) 

avec cp(l'<i) É (l [[ ~~I ]] (>t) et avec 

<i> 
(3.3.5) ô -- . ~t ( ); ?f) 

Les seules dérivations étrangères /J.w susceptibles d'agir sur X.( ~1a) corres

pondent ici (toujours à cause de la linéarité) à des indices t.u de la forme: 

(3.3.6) W ~ 1to Âo + ÀL -Àj 

avec comme d'habitude Â
0 

= 2.rri 

Les équations de résurgence s'écrivent encore: 

(3.3. 7) 

mais pour des opérateurs~ homogènes de degré O en).)..., c'est-à-dire de la forme: 

" 
(3.3.8) IAW = e~11Joi A /41.~ ~ JJ;. (ÀJ - 1t À +~, -À· (A., ~l) 

w ou.• - o o , a 
• ô 

Passant des D" aux /1 et traduisant (3.3.7) composante par composante, on obtient 
(.,J 

cp<-8-> 6 &.. =# (. ( '1)) =-o JJ,.: 
l}\o 1o+ )i: -)J 

(3.3.9) 

6..,,,>..+t-\ cp<(\) ~-T• A d " 
== b 1to \,-+ ). -::\i qi<J~~) 

Que se passe-t-il maintenant quand les e~ restent distincts, mais pas les 

rapports ( / eJ° ? 1 1 intégrale formelle 

les opérateurs #t
61 

, au lieu de se réduire 

s'écrivent maintenant 

(3.3.10) 

garde sa forme (3.3.4) mais 

à un seul terme comme en (3.3.8), 
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si bien que les équations (3.3.9) peuvent comporter plusieurs termes au second 

membre. 

Equations linéaires non homogènes. 

Si on ajoute des termes constants en X au second membre de l'équation 

(3.3.1) ou du système (3.3.2), les résultats précédents restent en vigueur à condition 

de compléter l'intégrale formelle par un terme constant en M.. et d'adjoindre aux 

opérateurs (3.3.8) ou (3.3.10) des opérateurs de la forme : 

(3.3.11) /A6J At.., d 
~ w - '>to À0 -~J - ~- -

d e. ou plus généralement, lorsque les ne sont pas tous distincts, de la forme .. 

(3.3.12) 

Cas exceptionnels: 

Lorsque les ou leurs différences ne sont plus tous irrationnels, les 

modifications à apporter sont minimes et elles ne touchent qu'à la forme des compo-

sautes de l'intégrale formelle. En revanche, lorsque certains des e~ sont 

multiples, il leur correspond des polygones de Newton parasites et des niveaux /t ( 1. 

On tombe alors dans le cas de la section 3.5 ci-après. 

Interprétation des invariants A. w 

Dans le cas linéaire les invariants s'interprètent d'une manière remarqua-

blement simple au moyen des matrices de connection c..'J{~) • Soi~nt en effet : 
1 

p+<.t>(1) X+('~,"'-) L ..û.. 
(t> 

~ ~ 

l-:;;i 
(3.3.13) ., cp<l> 

X ci.,A) :c ~,;> 

- ()) - M.· 1J - L:t 
.. 

les solutions sectorielles fondamentales du système (3.3.2). Ce sont des 

solutions définies dans des domaines s+ et S_ de la forme : 
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(3. 3 .14) s:t =- 1 l 1~ ~ l > R, 3 u { :t Re ~ > R1. } 

et possédant dans toute direction (autre que la direction ~i:·1:J) = 1f parallèle 

à la frontière du domaine) une croissance subexponentielle en 'J . Ces 

solutions sectorielles remarquables s'obtiennent par transformation de Laplace à 

"'<l>(>-) partir des transformées de Borel T ~ des composantes de l'intégrale formelle: 

(3.3.15) t:'> ( i) J±oO - ~1, t<L> (~) ci~ (*) - e. 
() 

et elles s'expriment linéairement l'une à partir de l'autre: 

~(,) 
V 

C iJ (1) 
<J> 

( !110.} 1 > R,) (3.3.16) L 1\ Cl) - ( 1,) . 
J=I 

.. 
lk~()R, avec des fonctions C"a lâ) définies holomorphes dans et 

périodiques de période 1 
. 

--
1to~o i ( l11v,~ ;, R, C~d Â0 ~ 2tti) e._ . 

'1lo ., 
(3.3.17) .. 

-11.Ào~ c_ 'J 0--) <-R, ; Ào-::. 2.1Ti.) -'llo 
e. 

c.:i Les scalaires ~ sont évidennnent des invariants du problème. Tout comme les 
•• 0 

scalaires A~I = A11 À tÀ· -À• , ils constituent un système complet et libre 
o • • , • J C'J 

d'invariants holomorphes du problème(**. On peut d'ailleurs exprimer les ~. en 

A
,, 

fonction des •• (et réciproquement) selon des formules polynomiales à coefficients 

rationnels (*:f.,Y. 

(*) Si d'aventure l'axe réel porte des singularités, on les contourne toutes dans 

le même sens (positif, par exemple). (**) C'est-à-dire de l'équation (3.3.1) ou du 

système (3.3.2). (***) G.K. IMMINK a effectué le détail des calculs dans [Im.2]. 

A'a r q Les et les 1..-~o ~o 
sont exprimables en fonction des moules ( • )+ apparentés 

au moule zêta. Voir les §§1.4 et 3.10. Notons que si l'on prend l'intégrale de 

Laplace le long de demi-axes 

tions sectorielles 

et des formules de passage des 
A iJ 

'l'lo 
scalaires 

avec a =1= o 
différentes, des scalaires 

Ci.J A'J 'no aux 1110 

, on obtient des solu-

c 'd '11.o différents 

Les elles-aussi différentes. 

t•J 
1)\0 

sont donc plus fondamentaux (intrinsèques) que les 



208 

SECTION 3. 4 : EQUATIONS AUX DIFFERENCES DE NIVEAU{~ 1 . 

Raisonnons sur une équation aux différences d'ordre V , directement donnée 

sous forme préparée 

(3.4.1) { 

avec un opérateur linéaire D= 
V 

(3.4.2) D: X(1J) ,.._ D X(1,) = ~o a.,,._ t~) :X.(~-t'»<-J ., ô.."' ( )) € l.f f} 
n'atteignant pas le niveau 1t 

(3. 4.3) 

et avec un second membre sans te~mes linéaires en X. 

(3.4.4) 
• • • ~(V) - Q 

et enfin avec la condition de préparation proprement dite: 

(3.4.5) 

où t(~) désigne la solution formelle de (3.4.1) et où 1r(~) 1 f.,,.. sont définis 

commeau ~3.1. La condition de préparation est l'analogue de la condition (2.10.5) 

(*) Notons au passage une légère différence entre cette forme préparée et la forme 

préparée (3.2.1) utilisée à la section 3.2. Ici, tous les termes linéaires en :::t. 

figurent au premier membre. A la section 3.2, au contraire, on ne gardait au premier 

membre que la partie principale de la partie linéaire et on rejettait au second membre 

les termes en O(f•) . C'est simple affaire de convention: ici, pour les problèmes 

à plusieurs niveaux, la partie principale de l'opérateur D (celle qui détermine la 
<.> 

forme des blocs 'b' ) serait plus difficile à isoler que dans les problèmes à un 

seul niveau. Aussi est-il plus simple de mettre tous les termes linéaires au premier 

membre. 
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déjà rencontrée à propos des équations différentielles. Quitte à faire un changement 

d'inconnues du type (2.10.6), on peut toujours la supposer réalisée. 

Définissons les comme au §3.1 et faisons provisoirement 

les trois hypothèses simplificatrices auxquelles nous sommes déjà habitués : 

(i) Non résonance des multiplicateurs de même niveau. 

Pour le niveau 1 cela veut dire: 

{U 
Ill . 

E °Z. J (3.4.6) e. l _ 1 . ,.,. 
~ l - / ' 

et pour tout niveau ~t '-. 1 cela veut dire qu'il n'y a pas de résonance extrin-

sèque (cf. définition 3.1.15). Autrement dit, que toutes les relations de résonance 

Z:- 'nt À.: = 0 sont engendrables à partir des relations de résonance intrinsèque 
~; :r t'-
( 2. 10. l 7) ou (2.10.18). 

(ii) Incommensurabilité des "t'i de tous les niveaux. 

Autrement dit 

(3.4.8) 

(iii) Absence de termes constants dans l'équation aux différences. 

Autrement dit : 

(3.4.9) 0 

Proposition 3. 4.1 (Intégrale formelle de niveaut, Allure et résurgence). 

t;·· If Ecrivons sous forme de fractions irréductibles ~t = fl, /'-t les niveaux 

effectivement atteints par .D et notons f.,,_ le plus petit commun multiple des 

h~:r . i dénominateurs 1.... • Introduisons comme d'habitude les temps parallèles "b-1'-= Ï)' ... 

Alors pour tout niveau ~)D, l'équation (3.4.1) possède une intégrale formelle 

X. (1J, 1 .u..) résurgente en ~ 
j\ 'l'-

(c'est-à-dire de composantes résurgentes en Î ) et ,,.. 
unique modulo une dilatàtion des paramètres. Cette intégrale formelle s'écrit : 
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~ c 1 I u.-J L m. 'C"'-J tp "'c~,) (3.4.10) - )).. . 'h ,,. .,,. .(J. 

avec des composantes q> qui sont des séries bigrades en '71.o/l'Jt~ 

cf" l'â) 
~ [[ _,,,..~. JJ I'-

(3.4.11) ~ @ (( t:C d' I ,..;.~ J] 
~ ~ l'-

Principe de la démonstration. 

Pour les multiindices 11. de somme fl'7l l\ - 1. 

les 'fi. de la forme: 

, c'est-à-dire pour 

(3. 4. 12) 

"i> 
on calcule q:> connne en (2.10.14) avec des définis comme en (2.10.10) 

puis décomposés connne en (2.10.11) en somme d'un opérateur diviseur et d'un opérateur 

dividende. Pour les multiindices 11.. de sonnne l/ 11. li > 1. , on calcule par la 

même récurrence qu'en (2.10.15) et (2.10.15bis) avec des D1\. ·f définis comme en 

(2.9.10) et (2.9.12) et décomposés comme en (2.9.14) (*). 

Proposition 3.4.2 (Equation du pont et invariants holomorphes). 

Considérons les mêmes ensembles ff qu'à la définition 3.1.6. Alors, pour 

tout niveau f'- effectivement atteint, l'intégrale formelle de niveau ft- admet pour 

réseau de résurgence l'ensemble ft/'-f* qui relève 1t' sur <C~,_,. et elle 

vérifie des équations de résurgence 

(3.4.13) --
Pour le niveau 1 on a: 

(3.4.14) 

. 
avec A~ (;,) t <(_ [C u Ji rt i11 et avec 

(*) Il faut en général prendre des rétrosolutions polarisées. Voir Appendice l,p.S86. 
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Pour tout niveau 

(3.4.15) Il\ 
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1)1.(w) 
..u... 

~ é::]o/1[ on a 

'/ . . 

1l· 
ll• l 

t. 

L A~ (.u) d 
t: 1 dU: 

avec des coefficients qui sont chacun 'yr.-homogènes de degré W " 

(le sens de cette expression est le même qu'à la proposition 2.10.5). 

Mais ici, puisque les niveaux autres que 1 sont automatiquement fraction

naires, les invariants jl"-' correspondants sont asujettis à des contraintes a priori. 

Pour exprimer ces contraintes, il est commode d'introduire une "étoile"~ qu'on 

fait agir sur 1 'intégrale formelle ~(')f'-,a) comme en (2.10.24) et sur les opé-

rateurs comme en (2.10.25). On montre alors, en raisonnant connue au §2.10 

(alinéa s) 

Proposition 3.4.3 : (Contraintes a priori) 

L'étoile ~ laisse invariante l'intégrale formelle et les opérateurs Alu : 

(3.4.16) 

(3.4.17) 

Avec les relations d'homogénéité (2.l0.23bis) et les contraintes universelles de 

croissance (voir §J0.5), les relations (3.4.7) sont les seules contraintes a priori 

auxquelles soient soumis les invariants Al,. 
Comme au §2.10 c.f., on s'aperçoit ici que les contraintes a priori "divisent 

par~~ 11 la quantité irréductible d'inf6rmation invariante, si bien qu'il suffit de 

connaître les /Aw pour w parcourant non pas j1_~,t~ tout entier, mais n'importe 

quelle "tranche"~ d'angle .l:rrra-(voir le corollaire de la proposition 2.10.6). 

Donc, ici encore, la "masse invariante totale" varie continument en fonction des 

niveaux. 
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Il ne reste plus qu'à lever les trois hypothèses restrictives (i), (ii), 

(iii) faites au début de cette section. 

La présence de résonance extrinsèque force à prendre les réseaux 

la définition (3.1.6) et à envisager, à chaque niveau Jt , des opérateurs invariants 

At.J qui sont ~ -homogènes de degré lu 

lt\ 
doit comporter que des termes en A.(. 

Cela signifie que la composante 

avec 

(3. 4.18) ~ 
('11.J 

/) (.i;> - ex,-l lu "o~ -t- ô-(7/)) 

Ceci couvre en particulier le cas de e. 
' 

ou ~-C. 
multiples, cas où sur-

gissent des polygones de Newton parasites (3.1.37) ou (3.1.38) voire même une arbo

rescence (3.1.39) de type essentiellement dissymétrique, puisqu'elle possède un 

axe ou "tronc" privilégié. 

Quant à la commensurabilité des 't't elle ne peut, au pire, qu'introduire 

des logarithmes dans les composantes <Flll[ "h; ) . 
l" 

ne 

Enfin, la présence dans l'équation aux différences (3.4.1) de termes constants 

en a exactement les mêmes conséquences que pour les équa-

tions différentielles : elle peut susciter chez les transformées de Borel 

des coupures stellaires (à moins que f ne soit le plus bas niveau) mais ne complique 

pas sensiblement le calcul des invariants holomorphes /leu car ceux-ci peuvent se 

lire sur une intégrale epsilonnisée du type (2.7.25) dont les composantes sont, elles, 

résurgentes au sens ordinaire (sans coupures stellaires). Voir Appendice 1, p.586. 

SECTION 3. 5 APPLICATION AU CAS LINEAIRE. 

Illustrons nos résultats généraux sur le cas linéaire. Considérons donc 

une équation linéaire homogène : 

(3. 5. 1) 
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avec pour D un opérateur aux différences n'atteignant pas le niveau 1t , c'est-à-

dire de la forme (3.4.2). 

S'agissant d'une équation linéaire, les hypothèses du début de la section 

3.4 se simplifient. Il suffit de postuler que les rapports des ei de niveau 1 

ainsi que les différences des À, de niveaux ~ f sont distincts : 

{ 
(!;teJ == (,1er*-1.,, r,=h=r.,=~,,~:1.) ~ c.c:=1";J-=r·) 

(3.5.2) 

(),-ÀJ: \,-ÀJ,=zto,., ri=~s=rl,·=-Jt"-1) =9 ~=i.1., J =r) 
et que les 'r~ sont irrationnels et de différences irrationnelles. 

Pour tout niveau r-= ;-'//'-'1 l'intégrale formelle de (3.5.1) est évidennnent 

linéaire en ,O. • Elle s'écrit : 

V 

(3.5.3) L J.J_. ,. 

avec rit' comme à la section précédente et avec : 

(3. 5. 4) ~ ( ~r, À,,,. ~f-) 
Au niveau f =.{ , les seuls /1,,,,, susceptibles d'agir sur ,:(,,a) correspondent 

à des indices tu de la forme : 

(3.5.5) 4J: [1t0 À., + ÀL-~dJ, ('loé7L,., i.:i:J1r,-~j:l_..lS\'-r~) 

(3. 5. 5bis) ,., "' l'llo ?.. + ~. 1, ou. ,., .,, ["-• i. -1,], ( ... f. 7t; r' = /'-, 1 ~, ~ I'~) 
et on a les équations de résurgence 

(3.5.6) --
avec, dans les cas (3.5.5) et (3.5.Sbis) respectivement 

(3.5.7) !A(» 

(3.5. 7bis)/Alu 
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A chaque niveau r- é JO/ 1 [ 

'X. ( "b~ ,.A.&.) correspondent à des indices W 

les seules /J susceptibles d'agir sur w 
de la forme: 

(3.5.8) w c:1.u-e.c. 

ou(s' il existe d I autres ni veaux < f'-) de la forme 

(3.5.9) 

On a encore l'équation de résurgence (3.5.6) mais avec cette fois-ci des opérateurs 

de la forme 

A A~. ~ ( r, =~, =t) JJ.· -[À- -~-1 'A ' ' ~ , Ôl.t• 

(3. 5. 10) An, 1, L 
, d 

Ù.• Q A .. (} = ~i) t -rA<~~ 'd ou· 
' A C-).,1, = L A~. Ù..• 

q et-=r,) -~;<N 'A ' ot.t· 
â 

Pas plus qu'au §2.8, l'emploi dans ces trois cas A~-d'une même notation ne prête 
'b 

à confusion, puisque le signe de rl-r.-· diffère à chaque fois. 

Bien entendu, pour tout niveau, les invariants /Rlv sont soumis aux contraintes 

a priori 

(3.5.11) 

qui "divisent par r.._." la quantité totale d'information invariante (et qui ici, dans 

le cas linéaire, sont très simples à interprêter). 

Levons pour finir les deux hypothèses restrictives du début. 

La rationnalité éventuelle de certains "tî èu de certains 't; - t'-, d 

au pire, qu'introduire des ~d dans les composantes 1(~,) 
(*) Comme d'habitude, on note Ll)t;~ot À;-\'J les points situés au-dessus 

avec un indice , pour désigner le feuillet. , 

ne peut, 
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L'égalité éventuelle de certains rapports t; e. 
~ J (au niveau 1) ou de 

certaines différences (aux niveaux r-C. 1 ) conduit à remplacer l'identité 

(3.5. 7) par 

_1to/\o 71 ~ 
e.. L-1 (3. 5. 12) M• L 

~ :::110~ +)--" • 
0 ' 1\ cl 

et à remplacer la première des identités (3.5.10) par 

(3.5.13) JJ.. 
1. 

Enfin l'éventuelle multiplicité de certains au niveau 1 ou de certains 

À. au niveaux inférieurs provoque, connue à la section précédente, une arborescence, 
' 

mais avec cette différence (tenant à la linéarité) que tous les multiplicateurs 

multiples (nuls ou non nuls) et les polygones de Newton (principal ou parasites) qui 

leur sont attachés (voir §3.lh) jouent maintenant des rôles symétriques, si bien 

qu'il n'y a plus dans l'arborescence, d'axe ou de "tronc" privilégié" (voir aussi 

la fin de §2.11). 

SECTION 3.6:INTRODUCTION AU NIVEAU 

1+ ' 
Le niveau , c'est la grande nouveauté par rapport aux équations diffé-

rend.elles. Jusqu'à présent, le parallélisme avec le chapitre 2 était à peu près 

parfait : il suffisait de transposer démonstrations et énoncés. Maintenant, il va 

falloir innover et entrer dans les détails. Nous allons, dans cette section, nous 

familiariser avec le niveau 1+, en étudiant la plus simple de toutes les équations 

qui le manifeste. Il s'agit de l'équation affine 

(3.6.1) 

avec 

(3. 6. lbis) 
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L'opérateur aux différences est ici : 

D 1 &c~) 
d 

(3.6.2) - e.. 

avec une série ec~) qu'il est commode d'écrire sous la forme 

(3.6.3) 

pour un scalaire À défini modulo ~ 0 = 2. n C:. 

Nous allons voir que 1 'équation (3. 6. 1) possède deux niveaux. Le plus bas 

des deux est le niveau 1. Bien qu'il présente un intérêt moindre, c'est par lui 

qu'il faut commencer. L'intégrale formelle qui lui correspond est facile à construire: 

Lemme 3.6.1 (Intégrale formelle de niveau 1) 

Soit ~

1 

=~ le temps de niveau 1. L'équation (3.6.1) possède une unique 

intégrale formelle de niveau 1. Elle est prograde et de la forme 

(3.6.4) X('1 1 a) cpol)) -t A. 
(1> ~· t~,) ~ 1 1 

avec ~o('~ J / q,•{1) €. {. t:C ~-, JJ et avec 

' I 1 

(3.6.5) 
<1> 

1 = 
e. ~1-~., "a -r ( -e-= -¼ -P,) 

Elle est résurgente, avec pour réseau l'ensemble 

(3.6.6) 

et pour tout 4J €:Q elle vérifie les équations de résurgence 

(3.6.7) 

Soit, composante par composante 

(3. 6. 7bis) 0 
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Lemme 3.6.2 (Transformées de Borel et solutions sectorielles) 

~) La composante cp• (~,J possède une transformée 

croissance exponentielle dans toute direction(*) 

de Borel f(~,) 
Soumettant cp• à 

mation de Laplace, on obtient deux fonctions 

définies respectivement sur des domaines t 
tf>;l'à,) et cp_•(~,) 

et j_ de la forme 

(3.6.8) 

qui est de 

la transfor-

qui sont 

et qui livre nt deux so 1 ut ions "èJ (I> c/J; ( !, ) de 1 'équation sans second membre 

associée à (3.6.1). Chacune des fonctions ~i l~,) possède, à l'infini sur son 

th' ( ) domaine de définition, un même développement asymptotique, qui est '1' ), . Sur 

chacune des deux parties connexes de t n ~- (domaine commun de définition) on 

a les formules de connexion: 

(3.6.8bis) f l1,) = <f>:.\),) ~r Ci; Ainu,. e._tn111<,) 
oO 

m1 &" ( L A e.+t-,tilJk},) 
T_ l ), ) -=: T-t-l}) ~ ,=1 -'btî'Ml 

(3.6. Ster) 

@) La composante cj> o ('~
1

) possède une transformée de Bore 1 f (~1 ) qui est une 

fonction entière de ~ • Cette fonction entière est de croissance exponentielle 
1 

(et même bornée) sur toute direction . Au contraire, sur 

toute direction l A~~.)[< 1112. en général de croissance supra-expo-

nentielle. D'une façon précise on a la majoration suivante (**) · 

(3.6. 9) 

(*) Sauf évidemment sur l'axe imaginaire, puisque celui-ci porte le réseau de résurgence 

.fl'. Mais t' est de croissance exponentielle sur toute parallèle à l'axe imaginaire 

et la fonction t_g..J'-t) t'(l,) qui est définie et localement bornée sur l'axe ima

ginaire "approché par h droite" ainsi que sur l'axe imaginaire "approché par la 

gauche", y est de croissance exponentielle. 

(**) elle peut encore être affinée mais suffira à nos besoins. 
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Soumettant ♦
0 

à la transformation de Laplace (avec un axe d'intégration dans le 

demi-plan droit) on obtient une fonction 1>; ( ~,) définie sur un domaine :e. 
de la forme (3.6.8). Cette fonction cr: (~,) est solution de l'équation (3.6.1) 

et admet à 1' infini le développement asymptotique ~
0

('~,) • On peut aussi la calculer 

comme somme de la série 

(3.6.11) 

()0 

= d.(~.) ;--~ e(~.) B{V'let~tiJ ... 8(~.t11-~~c~.-+~) 

Schéma des démonstrations. 

La composante cj>' (''),) satisfait l'équation: 

(3. 6 .12) 
<•) 

) cp' (1,) 8 C::1) 
l\) l~-tl) t't~,+ 1) 

D'où 

(3. 6.13) ¾, cp'(~.) - ~ f c~.+IJ - Sc'3,J 
avec, compte tenu de (3.6.3) et (3.6.5) : 

= ¾ C e.71. (), +1) 8 (~.) U + f) \,+'<' 

(3.6.14) 
- - 1 + ¾ c 1 + 1 p,. () + (!_-tv~J ~ (1 rr 'J 

oD 

= ~ ~~ ~:"' é <( { "):' ! 
D'où, pour tout 4> de la forme 2.,rt 1\. les équations de résurgence 

(3. 6.15) G.k 

avec 

(3.6.16) 
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Passons maintenant à la composante q>•(~,) . C'est l'unique série 

entière en ~
1 

qui vérifie (3. 6.1). Formellement, Cf0q),) est donnée par la série 

figurant au second membre de (3.6.11). D'où, après transformation de Borel 

--
(3.6.17) 

A partir de là on montre facilement que est de croissance exponentielle 

dans le demi-plan droit, mais pas dans le demi-plan gauche, où l'on n'a que la 

majoration (3.6.9). Grâce à la croissance exponentielle dans le demi-plan droit 

(ou, plus simplement, grâce à la sommabilité de la série (3.6.ll))on peut construire 

la solution sectorielle ~: {~,) , mais la question des invariants n'en est 

pas pour autant résolue. En effet, les Jt livrés par l'équation (3.6.7) permettent 
41 

uniquement de discuter l'analycité de q>' et de classer analytiquement les équations 

homogènes : 

(3.6.18) - 0 

mais ils ne pennettent ni de discuter l'analycité de (f)
0 

ni de classer analytiquement 

les équations inhomogènes (3.6.1). Ces équations possèdent donc d'autres invariants 

analytiques que les lfl"' portés par la résurgence de niveau 1. D'où deux questions 

du plus vif intérêt 

(i) ces invariants analytiques supplémentaires sont-ils holomorphes? 

(ii) si oui, sont-ils portés par une résurgence relative à un temps parallèle à ~I ? 

et lequel ? 

Il se trouve que la réponse aux deux questions est oui et que le temps 

parallèle en question est le temps de niveau 1t 
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(3.6.19) 

si bien que les invariants supplémentaires que nous cherchons sont des invariants 

. 1-r de niveau . 

L'existence d'une résurgence de niveau --(t' demandera évidemment à être 

démontrée, mais il y a déjà un indice qui incite à chercher dans cette direction: 

, , • ~,1) . 1 . 'â C'est la forme du bloc elementaire qui, re ativement au temps 
1+ 

, s'écrit 

(3.6.20) 

t"'1 
Jusqu'à présent, chaque fois que nous avi6ns des blocs ~ de la fonne 

~X~ [ L('I\) { +tT{,t)) pour i, grand et l.ù{'l4.) 4 ô , nous avions de la résurgence 

en \ = )"° . Or le terme dominant dans le bloc (3.6.20) est justement ~r puisque 

~. IV ~li" /¾dit • Plus précisément : 

(3.6.21) 
~1 - t(~lt) = 

avec 

(3.6.22) 

D'une façon plus précise encore 

(3.6.23) 

(*) Dans des problèmes plus complexes, par exemple dans l'étude de certains systèmes 

aux différences à inconnues nombreuse,,, on est conduit à introduire des temps parallèles 

~ •• ; •.,i., ... ,... = ôc1. L~·l' ~&n l ''\ .. ~ ··· e, ~ t'" 
Avec ces notations on a bien sûr ~ + = 'b,., . Toutefois, comme les temps parallèles 

généraux ~ n'interviennenl jama"is dans les équations aux différences (même 
ffrJ..•tJ. , ... 1111, 

non linéaires; ~ême d'ordre élévé) nous préférons user ici de la notation d, 
1+ 
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Ceci suggère d'examiner si, par hasard, on n'aurait pas résurgence en ~ • 
Oit-

Pour plus de clarté, nous commencerons par donner d'un seul coup tous les énoncés 

relatifs au niveau 1t. Les démonstrations suivent, dans un ordre légèrement différent. 

Une remarque préliminaire, relative aux notations : jusqu'ici nous avions 

l'habitude de noter uniformément les composantes des intégrales formelles 

des différents niveaux ~ • Ici, toutefois, il faudra examiner de très près les 

rapports entre les composantes de niveaux 1 et 1t- . Nous les noterons donc respec-

tivement <p'" et $~ 
( 1)\: 01 1) pour éviter toute confusion. Nous aurons ainsi 

pour l'intégrale de niveau 1r une expression 

(3. 6. 24) 

avec 
t1) 
~ comme en (3. 6. 20) • 

Lemme 3. 6. 3 (Intégrale de niveau 1+-: modèles formel et sectoriel) 

o(,) Seule la composante ~o possède un modèle formel simple(*). Il est prograde 

et, au changement de variable près, coincide avec celui de 'P0

: 

oD -"' l- </Jê1.) = .,5; e1 .. f) (3.6.25) f c~ftl L a. t (}1+Î '"" 'll=O 

r) ~~ et ~ f possèdent toutes deux des modèles sectoriels de niveau 1 +-• Eux 

aussi se déduisent des modèles sectoriels de niveau 1 (décrits au lemme 3.6.2) par 

simple changement de variable. Ainsi, pour toute détermination de la fonction 

~l~,) == ~. ~ }, , la composante possède un modèle sectoriel : 

(3.6.26) f C),. J 
et la composante~• possède deux modèles sectoriels 

(*) Cela tient en définitive à ce que ' contrairement à te~, ... ) , ne 

possède pas de coupures stellaires issues de l'origine. Voir le lemme 3.6.4 ci-après. 
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(3.6. 27) r~ ( ~1+) - r; (~J +-

(3.6.28) f~ ( ~ i4) - f (~.} 
avec, sur les domaines , les formules de connexion 

transposées de (3.6.8bis) et (3.6.8ter). 

Bien entendu, la seule information nouvelle qu'apporte ce lemme, c'est 

l'existence pour 11> d'un modèle formel simple (et de caractère prograde). Pour 

le reste (modèles sectoriels) ce lemme ne fait que reprendre le lennne 3.6.2 avec 

la ·variable -;, • Mais les modèles sectoriels de niveau --f+ vont nous aider 
U-1¾- rb ! 

(surtout pour la composante ':f- ) à construire les transformées de Borel de niveau 

1+ qui, elles, nt ont plus aucun rapport avec les transformées de Borel de niveau 1. 

Lemme 3.6.4 (Intégrale de niveau 1+ : modèle convolutif) 

Dans le modèle convolutif, l'intégrale de niveau 1~ est résurgente 

stellaire (*). Cela veut dire que les composantes t 0 

( ~ ) et 1t {"' ) 
t O,t+ ât <11+ 

possèdent des transformées de Borel 
0

( 3 .(-t) et ~ ( ~-t+} qui peuvent 

(**) 
présenter des coupures, mais uniquement de type stellaire • Ces transformées 

(,h'c*) 
de Borel sont des germes de fonctions analytiques ramifiéesà l'origine, donc 

définies soit au-dessus de (ot> 

dessus de secteurs de (Cot> . De plus 

(surface de Riemann de soit au-

o() La composante f 4 (~i+) est définie analytique dans tout feuillet de tCc,,0 
situé au-dessus de l lle. 3

1
.., ';> D l ou de { tR.e. '$1-t ( 0 ~ . Elle présente 

(*) Voir §1.3. 

(**) Rappelons que les coupures stellaires sont rectilignes; qu'elles commencent 

soit à l'origine, soit au-dessus d'un point w du réseau de résurgence de la 

fonction; et enfin qu'elles 

(***) On note ti (~1+) 
ne s I interrompent pas. 

le mineur et t, {~,f +) 
"transformée de Borel 11 (sans plus) on a en vue le mineur. 

le majeur. Quand on dit 
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en général des coupures stellaires, nécessairement situées au-dessus de l'axe 

imaginaire (Voir figures 1,2,3,4). 

Au-dessus du demi-plan droit on a: 

(3.6.29) 

et au-dessus du demi-plan gauche on a 

(3. 6. 30) 

pour un chemin infini ~ 
respectivement. 

~) La composante 

(3.6.31) 

bl h . . (*) d convena ement c 01s1 ans 

est définie par la série 

--
111.::0 

au voisinage de l'origine. Elle se prolonge analytiquement le long de tout chemin 

de (Lob qui ne rencontre pas l'origine et ne passe pas au-dessus de l'axe vertical 

d'abscisse -i . Elle possède en général des singularités au-dessus du point -1. 

et des coupures stellaires au-dessus de la verticale d'abcisse -1 • Ces dernières 

peuvent être visibles de l'origine (figure 5) ou seulement après un tour de ± 11T /e. 

autour de - i (figure 6) ou encore après un tour de ± S TI / 1... (figure 7). 

Elles peuvent aussi faire totalement défaut (figure 8). Ce sont là les seuls cas 

possibles. 

(*) Dans (3. 6. 29) (resp. 3. 6. 30) on prend le chemin { ~J-t ; Re. ('1.,t S
1
.,.')' ;:::. Il.\ 

pour n.. réel grand, puis on l'infléchit vers la gauche (resp. vers la droite) à 

ses deux extrémités, mais sans sortir de ~Lf+ J (resp. ~(f .. )). 
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Figure 1 Figure 2 

Figure 3 Figure 4 

1 

Figure 5 Figure 6 
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0 0 

Figure 7 Figure 8 

(Les figures 1,2,3,4 sont relatives à Î 1 
et les figures 5.6.7,8 sont relatives 

à $0 

• Les traits doubles représentent des coupures stellaires). 

Remarque 1 : Au-dessus du demi-plan droit, peut aussi être défini 

au moyen d'une intégrale analogue à (3.6.29) 

(3.6.32) 

Remarque 2: Comme toujours quand on parle de fonctions résurgentes, le germe 

t"' {s.,...) est qualifié par un genne antécédent, ou majeur, no:é t "'(~.11.) 

qui est défini modulo un genne régulier à l'origine. Le majeur f est lié au 

mineur t~ par: 

(3. 6. 33) 

Ici, la composante est intégrable à l'origine et son antécédent 

f ° C >ti-} est l'antécédent canonique (voir §1. 3.i). La composante ;'(s-1.1) 
en revanche n'est généralement pas intégrable à l'origine et il importe de connaître 
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explicitement son antécédent ,• (St+) . On l'obtient à partir des modèles 
th 1 (b. I 

sectoriels ::F± (~-t+l = 1:t (~) au moyen d'une intégrale de type (1.3.18) dont 

la borne initiale A (proche de O) est sans importance puisque l'antécédent 

n'est défini que modulo un germe régulier à l'origine. Quand les mineurs présentent 

des coupures stellaires, les majeurs en présentent aussi, mais ils sont définis 

dans des secteurs plus grands (d'ouverture supérieure de ln aux précédents). 

Lemme 3.6.5 (Intégrale de niveau 1+ 
: équation du pont) 

Les seules dérivations 6w susceptibles d'agir sur l'intégrale formelle 

À+ 
de ni.veau ï correspondent à des indices'-., de f.l)O (surfac·e de Riemann de 

qui sont au-dessus du point -1. (donc 4, =-1). Ces dérivations 

donnent li.eu aux équations de résurgence 

• 
(3. 6. 34) ;fi 

lu 

avec 

(3.6.35) !A A., Cj,) ~ c~~) -w dM. 

(3. 6. 36) A 
-tOO A~ in t -11. ~ 

C~) :L - e. . ' -w 
'Il =-oO 

G., 

Composante par composante cela donne 

6 f (~1.) Ji A,..l}.) 
i 

't' ~ (~1.) (3.6.37) - di (*) 

" 
(3.6.38) 6 f (~1.) 0 w 

Pour l'interprétation de (3.6.36) et (3.6.37) voir (3.6.S)et (3.6.Sbis). 

Pour le calcul effectif de #it.u et des A: voir §3.6. f et §3.10. 

(*) Bien distinguer et ::: 
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1+ 
Lemme 3.6.6 (Invariants holomorphes de niveau et contraintes a priori) 

Les opérateurs ff(., (et donc les scalaires 
"' Ac., qui les définissent) 

sont des invariants analytiques et holomorphes de l'équation (3.6.1). Ils sont 

dits invariants de niveau -f . ils ne sont toutefois pas indépendants. Si en effet 

on note t le point de (LoO obtenu en appliquant à 4J une rotation de Il... tours, 

autrement dit : 

(3.6.39) 

0 
alors les invariants d'indices w et 4.J sont liés par 

(3. 6. 40) -- !fi 
G., 

ce qui, pour leurs coefficients de Fourier, se traduit par 

(3.6.41) 

On voit que si on note 

le Tl. -ème feuillet de {oO, l'opérateur 

le point qui relève 

e.-11t Ut~! If} 
--t: A 

-1 sur 

et ses 

coefficients de Fourier A 
fl.+Jl 

seront indépendants de Il.. • Il suffit donc de -i t J\. 

connaître /(, pour un seul point w 

- i sur le feui,llet principal de (L"° 

, par exemple le point -1 : 0 qui relève 

(avec coupure sur l'axe réel positif). Pour 

simplifier, on note ce r:elevé privilégié de -1 et on dit que l'on 

n'a essentiellement qu'ùne seule équation de résurgence de niveau 1+, à savoir 

• 
(3.6.42) 

Conjecture 1. (Croissance des invariants de niveau 1+) 

Il y a des indices (cf. §3.10) qui suggèrent que la série de Fourier formelle 

(3.6.36) converge pour tout et que sa somme est sous-exponentielle 

en • Soit : 



(3.6.43) 

Relativement aux coefficients 

(3.6.44) 

Corollaire de la conjecture 1 
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~ l Awl).)! 
0 

l~.l l~ ~. l 

A"'· 
cette conjecture s'écrit w 

oO 

Si (3.6.43) est réalisée, le cas de figure 5 n'est pas possible. Les seules 

coupures stellaires que $0

(~ 1~) puisse posséder sont celles des figures 6 

ou 7. Elle peut aussi ne pas en posséder (figure 8). 

Conjecture 2. (Liberté des invariants de niveau 1+ ) 

Les invariants /A
41 

de niveau 'f+ ne sont soumis à: aucune autre contrainte 

a priori que (3.6.41) et (3.6.44) et fonnent, avec les invariants de niveau 1, un 

système complet d'invariant.s a11alytiques de l'équation (3.6.1). 

Indiquons succintement les démonstrations. 

I 
3. 6, a. La composante ~ et sa transfonnée de Borel. Coupures stellaires. 

Les définitions (3. 6. 29) et (3. 6. 30) sont conformes aux règles générales 

de la section 1. 3. b. La possibilité de coupures ;Stellaires verticales tient aux 

fonnules de connexion (3.6.Sbis)et (3.6.Ster) qui font obstacle au pivotage indéfini 

du chemin d'intégration ~ . La présence effective, dans la majorité des cas, de 

telles coupures s'établit par un raisonnement plus poussé. Notons toutefois que 

. 1 . . /l d . 1 (*) 1 . 1 '· 1 . f si es invariants flû e niveau sont tous nus ou simp ement s 1 s satis ont 

aux conditions : 

(*) Voir lennne 3.6.1. 
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(3. 6. 45) A . 
1.tlt.111.. 

(3. 6. 46) 

alors on n'a pas de coupures stellaires et le germe $' ( )i-t-) est défini holomorphe 

sur {cl> tout entier (figure 4). Lorsqu'enfin seule (3.6.45) (resp. 3.6.46)) est 

réalisée, seules subsistent les coupures stellaires situées au-dessus du demi-axe 

vertical supérieur (resp. inférieur) et on est dans le cas de la figure 2 

(resp. 3). 

3.6.b. La composante ~o et sa transformée de Borel. 

admet le développement prograde (3.6.25). Par suite, si le 

second membre de (3.6.31) converge au voisinage de l'origine, sa somme ne peut 

que coïncider (pour ~e. "3-t+ > O ) avec les intégrales (3. 6. 32). Reste à montrer 

cette convergence. 

Une première méthode consiste à travailler non pas avec la variable 

par : 

(3.6.49) ~ 

On pose alors 

mais avec une variable ~ équivalente, définie implicitement 

• 

- ·a~ I ~ dx- ( ~~ - }
1

+ ~i } -=, eP) 
la trans-i' C-à)"' p·ci,,t~~ ) et on note '·cq 

formée de Borel (*) de ~
0 

{~) • Comme ~ d ~ "'- quand à' -";!, c,,0 , 

(bO ,_ ,3i- O',tt- 0 

la résurgence en )
1
, de ;.. (~

1
, l. équivau~ la résurgence en â.,_ de $ (~,.) 

et les transformées de Borel f ( )1t) et ,.;;p ° C ~.) , quoique d'expressions 

(*) ou, plus exactement, le mineur de cette transfonnée de Borel. Cela suffit ici 

car, io [ ~~) étant prograde en ~ 
caractérisée par son mineur. ~ 

, sa transformée de Borel est entièrement 
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fort différentes, ont exactement la même surface de Riemann(*) 

On part alors du développement 

(3. 6 .50) 

et de la majoration 

(3.6.31) 

que l'on déduit de l'inégalité (3.69) relative à la transformée de Borel ♦(~) dO.ivuu 1. 
(**) On utilise ensuite les expressions (exactes) des transformées de-Borel des 

monômes &,... Ill. ~ • Il vient : 
. 3 0~ 

(3.6.52) 

Ici, 5* désigne la variable conjuguée de ~ et O la fonction entière 

inverse de la fonction gamma classique: 

(3.6.53) ô{.D) 1 l"') ,litt. -f 

0 -- - -fl.4) I d.l'' rl-4) 

Si 1\1 + .... ,,. =!),\. et 4\ '- 11A l ' '>'\. , on a, pour -t. 
J:, pris sur le cercle de centre 1\. et de rayon 1ty , la majoration: 

t olA) l K~ 
/Jltl 1 (3.6.54) < C\ 

11\1 

' 
(*) cf. §1.3a. 

(**) Il s'agit ici encore des mineurs: 

- 1 - -'2:nc'.. 
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D'où, par la formule de Cauchy 

c "',) l 'h3 1 J 
(3.6.55) lo < K) C3 "'1 . ('Yt) 

/)t 1"I ~ -i7 
~ /)t't 

Prenant 11.c,. ::: ~ ! ~-l\- on trouve, si 'l'l1, "> 1'11-/ ¾'k 

l o (1)1,) 1 < K'! 
cl)\ 'l'l f 

l'Yl} 11 
11 IJ\3 '1l 'k 

l " . 
< K11 Clll 'h! -1 

'?) --(3.6.56) 11 ""3 ,il 'Ile, 11. 'M.3 \ ,, 
(~ /"'- ~M) < K3 K't 

~ 

(E~C't) 

""- è;)°' < "~ \('t t<s t, Cct es ) 

et si 4', ~ ~'t = 1K 1~~ on trouve 

{ J o{lk,)('k) t c~ -""I¾"'-< K~ l""-- ~) ) 

(3.6. 57) ~~ 
.... "' 1 < K?. e?> Kg c"' 

11"" 

Dans l'un et l'autre cas on a 

(3.6.58) 

Combinant (3.6.52) et (3.6.58) on trouve 

1 t {~ .. ) 
00 

Il\. /lo\.. 

(3.6.59) l < L. t(:> K, K',. (fo c, c'L J 15 .. ¾ ~..I lk-::1 

avec des constantes C· 4 et K~ > ô 

Ceci montre que f l5.,.) et par suite aussi t C~-1+) sont bien' 

lL00 • (Mais pas en définies holomorphes sur un voisinage complet de () sur 

CD 1 ui -même) . 
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Une deuxième méthode (qui ne fait que généraliser la première) consiste 

à invoquer le lennne suivant: 

Lemme 3.6.7. (Passage à un niveau supérieur) 

Soit Î { 1) définie holomorphe sur <Le,,:, pour ~ grand,· réelle pour 

~ ~ ~ Ô , de croissance suffisamment régulière et telle que l(~) / ~ ➔ O 

.quand (T --:;, ,c,D 

à~ '7,-1 i{;) 

Y'(~) 

• Soit 

. Si 

l'application inverse de 

et si la transformée de Borel (i.e. son mineur) vérifie 

< c. 

alors la série 'f o t ( ~) possède une transformée de Borel : 

( Cf O fo) a._ (rJ"c ~) 
qui conver·ge pour 5 petit ( s é cC (/Q I s i 0) • 

Une troisième méthode, beaucoup plus précise, consiste à remarquer que 

~o est solution de l'équation: 

(3.6.60) 

avec 

ec t ( ~11-)) -1-Â ~ ~1+ + o-C l c ~ 1.,.)) (*) (3.6.61) - e -
~1r 

(3.6.62) 
~( ~1~ 1 l c ~+ tc11,)J ·;\,. + e, j1;W ( i ~J c~~) 

(*) Rappelons que et que 
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On en tire le développement prograde: 

(3.6.63) 

dont la transformée de Borel est facile à estimer terme à tenue. Pour simplifier, 

faisons les calculs pour l'équation: 

(3.6.64) 

qui est très voisine de (3.6.60). Par un calcul élémentaire on.vérifie que la 

transformation de Borel transmute l'opérateur: 

(3.6.65) s 
en un opérateur 

(3.6.66) s 
avec 

(3.6.67) = 

L'opérateur S peut aussi s'écrire sous la fonne suivante, qui fait mieux 

ressortir ses propriétés de prolongeabilité analytique (*) 

(3 • 6 • 6 7b i s) 

Par suite Borel transforme la solution prograde 

(*) à savoir que s Cf ( s) est holomorifie sur tout (CoD lorsque 'f'(~) l'est. 
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(3.6.68) 

de l'équation (3.6.64) en la série 

(3.6.69) - oc c S)-r 1-( l5-3JA_ .. l},-s,)'\5,-s:f°'u,) d.3, ,n, ... J..?~ 
fl=I) f(H?n.) rc-1+?2.) rc-1-t·?,) 

0<,~1<s''L~ ... :?A(? 

dont on établit sans peine qu'elle converge lorsque . Or 

l'équation (3.6.63) donne lieu exactement au même type de majorations que l'équation 

(3.6.64). 

0 

3.6.c Prolongeabilité de et équations de résurgence. 

Nous venons de voir que t• { ?1+) 
{l<e. 311-> -1 J à tout le domaine 

était analytiquement prolongeable 

• Il n'empêche que les seules 

dérivations étrangères 4t.., (relativement à la variable ~ ) susceptibles d'agir 
01+-

sur 
fhO 
'j'., correspondent à des indices w situés au-dessus du point -1 En effet, 

en appliquant l1 aux deux membres de (3.6.60) on trouve, compte tenu de la règle 
t.v 

(1.3.58) : 

(3.6.70) 

avec l comme en (3.6.21) et } comme en (3.6.62). Or cette équation n'a 

de solution formelle que du type ~ 

avec . Or Borel ne peut faire carres-

pondre un élément de 

périodique de période l en } 
Al -t 
V'\, non nul au second membre de (3.6.71) que si : 

(*) bien distinguer et 
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(3.6.72) • 
4-J + -1 0 

3,6.d. Contraintes a priori sur les invariants holomorphes de niveau 1r . 

La relation (3.6.25) peui s'écrire 

(3.6. 73) 

Elle exprime que, dans le modèle formel, est une série entière 

en -1 / ! ( ~-tt-) . Or / ( 5 ,.,. ) est multiforme. On pourrait donc craindre, que 

les invariants /\., de niveau 11- associés aux divers points 4:J de projection 

• 4l :::: -1 ne soient complètement indépendants. Heureusement, il n'en est rien(*) 

effet que ~ n'est que "faiblement multiforme". Nous entendons Il se trouve en 

par là que si 
0 

~ désigne le point déduit de 
01t-

par une rotation positive de 

n tours, autrement dit si : 

(3.6. 74) 

alors la fonction R 

(3.6.75) 

avec 

(3.6.76) 

-- 2.n t Jt. 

vérifie, pour â grand, l'identité 
1+-

- 2ni 11.. 

ainsi qu'on le vérifie immédiatement à partir de la définition (3.6.21) de !.... 

On a donc : 

(*) Heureusement, car l'indépendance des Ql41 remettrait en cause le principe de 

continuité de la quantité d'invariance par rapport aux niveaux. Voir §3,6,h ci-après. 
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(3.6.77) 

Le fait essentiel est que ~{1.. '\ /~ ----;, -i quand \ -·-;;>,cw~,. On sait en 
c • 0-t+-; 0,t+- v t+-

effet (;'() que la composition à droite par une telle J? préserve la résurgence et 

le réseau de résurgence. Appliquant la règle (1.3.58) de dérivation étrangère des 

produits de composition, on trouve 

(3.6. 78) 

Il est clair d'autre part que si l'on désigne par C:., le poin~ de (Lob déduit de 

{,,) par une rotation positive de TL tours, soit 

(3.6.79) ¾ i - 2:ru. l'L + ~w -
et par R- l'opérateur défini par . . 

(3.6.80) 

on aura, d'après (1.3.57) et (1.3.58) 

Il,:, ~r{t.J = (Ir"~ .. R" ~D) (;Ji•) 

(3.6.81) 
= (8.·" t)Jf. j')) { ~1T) 

-1 

_ r{"~ f).J e, - ~ ( ! ( "j t-t) - Ô 1+) 

=: (tl .. :t. ){ ~i.) . e. - ,.; { ~J• - it),.)) 
Or d'après (3.6.76) et pui:;que ~ -:::::-1 1 on a : 

(3.6.82) --
(*) voir §1.3.a et §1.3.c. 
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Compte tenu de (3.6. 71) et de la périodicité de 

cela entraine l'identité 

(3.6.83) 

en 

(*) 
D'où s'ensuivent toutes les relations a priori du lemme 3.6.6 

.-1+ . 3.6.e. Interprétation des é3uations de résur 9ence de niveau ~, 

Partons de At...(~
1

} et de son développement (3.6.36) en série de Fourier 

fonnelle. Les transfonnées de Borel de r et e 

(3.6.84) 
/ 

demandent à être interprétées correctement. 

Les majeurs V CS 1,..) et ® (?.,+) de ces transfonnées peuvent 

toujours être définies, modulo un genne régulier en O, par les fonnules suivantes 

(3.6.85) Yc?,1-) .i ~ A' r"tn.. ... t11,. î l1,. \. )" 
- tv e. e.. o( >-tr 

1,i 
1)\-: - oO -4 

,t\ 

-rtP A:): 211, ... t,1,.l <t (':!,. ~ •• )' ®c?, ... ) - 1 L (3.6.85bis) ( ~ ) e. d. 5 .,,. - -1.1\4 1)\.:: -r;P> :.(.t._ 1+ 

Quand les intégrales doivent 

être prises entre des bornes JJ..._ et t>D d'arguments égaux à O (resp. TT ) 

mod 2.1T . Plus précisément, elles doivent être prises sur des segments [..tt.,.. / c,O] 
inscrits sur lL.cP et situés au-dessus du demi-axe réel positif (resp. négatif). 

A""' 
Quelle que soit la croissance (en?\) des 

41 
, on peut toujours choisir des ..(.(~ 

(*) Pour une confinnation de (3.6.83) voir les fonnules explicites de la section 3.10. 
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qui s'éloignent assez vite de V pour assurer la convergence de (3.6.85) et 

(3.6.85bis) uniformément compact de ( n { Re. i1t () 
7 ou de sur tout -< 'r ✓pr::, 

j 

(Ll)C> n { Re ~1t > 0} 
En général, les majeurs Ve )11-) et ®c )1+) ainsi définis pré-

/ 
sentent des coupures stellaires au-dessus de l'axe imaginaire. Ils sont donc 

définis dans des secteurs d'ouverture 1T et ne possèdent pas de mineur. On est 

alors dans le cas de la figure 5 et l'équation de résurgence (3.6.37) s'interprète 

(,~) 
de la manière suivante 

(3. 6. 86) 

désigne une fonction analytique régulière en 

et la notation légèrement impropre 

Au contraire, lorsque les coefficients 

(3.6.44) qui assure d'un seul coup 

(i) leur forte décroissance 

(ii) la sommabilité de la série (3.6.36) 

(iii) la croissance infraexponentielle de 

s'interprète sans ambiguité. 

vérifient la conjecture 

ne présentent pas de coupures stellaires 

alors les majeurs 

ils sont définis sur tout 

{ob et possèdent des mineurs 't' (3 1.,.. J définis eux aussi sur tout {:oO Quant 

aux majeurs (i) ( 5-t+) ils ne présentent pas de coupures stellaires, mais 

à condition que les invariants A tni 'hl.. de niveau 1 soient à croissance 

modérée, i.e. satisfassent à (3.6.45) et (3.6.46). Dans le cas contraire, les 

majeurs G) ( >-t+) peuvent présenter des coupures stellaires au-dessus de l'axe 

imaginaire; mais ils n'en sont pas moins définis holomorphes dans des secteurs 

d'ouverture 3rr (auquel cas le mineur 

la figure 1) ou dans des secteurs d'ouverture 

(*) elle couvre d'ailleurs tous les cas . 

présente les coupures de 

(auquel cas le mineur 8(~1't} 
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présente les coupures des figures 2 ou 3). 

Connue d'après (3.6.86), ce sont les coupures stellaires (au-dessus de 

Re. ~i+ = o) 
• 

de Re. S,t+ -

du majeur Ei) qui fournissent les coupures stellaires (au-dessus 

-1) du mineur f O 

, on voit que ces dernières peuvent provenir 

soit de la croissance trop l~nt~ des invariants de niveau 1 (figure 5) soit de 

la croissance trop rapide des invariants de niveau 1+ (figures 6 et 7). Bien entendu, 

les coupures "issues du niveau 1+" lorsqu'elles existent, occultent les coupures 

"issues du niveau i ". Toutefois, si la conjecture (3.6.44) est vraie, cela 

n'arrive jamais. 

3.6.f. Calcul pratique des invariants holomorphes. 

Le calcul des invariants de niveau 1 ne présente aucune difficulté. 

Au niveau 1~ , les logarithmes compliquent la situation, mais les invariants 

Ji-de niveau ~ n'en sont pas moins parfaitement constructibles. Il existe même des 

formules explicites les exprimant, comme nous le verrons au §3.10. Nous indiquons 

ici une méthode de calcul moins avantageuse, mais qui colle de plus près aux 

définitions. 

Définissons comme en (3.6.84) et notons majeur 

et le mineur de sa transformée de Borel 

(3.6.87) 

Le majeur el )-t+) est toujours accessible (modulo un germe régulier en O ) 

par la formule (3.6.37). Lorsqu'en outre les inégalités (3.6.43) sont vérifiées 

(elles le sont toujours si la conjecture 1 est vraie) on est dàns le cas des 

figures 6,7 ou 8 : le mineur 

rence des valeurs de f 0 

en deux points 

(3. 6. 88) 

existe et s'obtient directement par diffé-
• 

o.. et f5. situées au-desus de ~
1
.,.-:f : 
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avec O.. et e- comme sur la figure 9 

- -t---
4., 

Figure 9 

Dans un cas comme dans l'autre, que l'on travaille sur le majeur@ ou 

le mineur 9 , on peut lui appliquer l'opérateur~« transmuté par Borel de 

1' opérateur .-l:::.ec , lui-même transmuté par le changement de variable : 

. . 
de l'opérateur L« de translation de pas « , comme l'indique le diagramme 

commutatif: 

'f l ")) Le(. r t1i +ol) > 
' 

l l Sf l 1 ,i ') : f o l l ~~+) 

r <~1+) 
,t_o( 

) Î •t(}1.) t,. c1,.) = ~( t.-t t l ltt )) 

{ 11..,{,-t c..,.....,._ ..... 

t3..,.1,) e.-4-(i.C.t1) 

( fc~i+\, fc?1+) J . ' -t.. ::, ( !f o ( l3,.), f •°( Ci'tt )) 
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Il ne reste plus qu'à calculer les intégrales suivantes 

1-tti!o 

(3.6.89) ). l-1:." 0) l 51, ) J o( - Ao 
G.J 

ol.o 

(3.6.90) f~L~ t) (~if") cl o(. 
Aô 

"' of. 

dont la somme ne comporte plus (aux seconds membres) 
,,h 1. /1 t) • 

de ~ affectée du seul coefficient scalaire ~ w 

f 1c5~) 
I 

(-nt~UAA) 

t 1 

(11~) ~w.tMA) 

que la transformée de Borel 

On en déduit les autres 

scalaires A: grâce aux contraintes a priori (3.6.41). On pourrait d'ailleurs 

A"' calculer directement en convolant les intégrandes de (3.6~89) ou (3.6,90) 
w e.-'tnt111,.A.c~,(t-) 

avec la transformée de Borel de , ce qui ferait apparaître 

A~ A" aux seconds membres w à la place de e., et permettrait une vérification des 

contraintes (3.6.41). Rappelons que, de toute façon, le procédé qu'on vient d'indi

quer n'est pas le plus commode. Pour la meilleure méthode, voir §3.10. 

3.6.g. Absence probable d'interprétation géométrique 

Il est sans doute très difficile et peut-être impossible de 1tlire 11 les 

invariants de niveau 1+ directement sur le comportement asymptotique de la 

solution sector:ielle cr;c ~i) '= $: l~-tt') de l'équation (3.6.1). Cela tient 

à ce que les singularités 4J de t; (31.+) qui "portent" ces invariants 

sont situées au-dessus de -1.. . Or t: ( s1.,.) n'est peut-être pas prolon

geable aux domaines l Re 31..,. < -1 ) et, même si elle l'est (en cas de vérité 

de la conjecture i ) , elle n'y est probablement pas de croissance exponentielle. 

Par suite, dans le passage de t:c~i't) à ~{(~) par Laplace, on ne peut pas 

faire basculer le demi-axe d'intégration jusqu'à lui 

faire frôler les points 4/ de manière à "manifester" les invariants. Les invariants 

holomorphes de niveau 1+ semblent donc inaccessibles à la géométrie, même dans les 

problèmes linéaires comme (3.6.1) et à plus fortes raisons dans les problèmes 

non linéaires généraux dont traitera la section 3.7. 
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3.6.h. E uations d'éta e ue (nul ou non). Continuité de la uantité 

d'invariance. 

(3.6.91) 

avec ll{1,) et tf.{1) méromorphes à l'infini et avec 

(3.6.92) Cl~) -1 -Â-1 
~J. A, ô e. ?) ..,.Ob 

Les intégrales formelles s'écrivent toujours 

<P 0( "),) 
<. ➔ :> 1. 

(3.6.93) z (~ / ,(.(_) - + ~ tp l 1
1 
J -

i 

(3.6.94) 1. ( 1 l',l,l) $o·c~iT) + 
(.1 ::> 

f(}1.) - ~ 1+ 

<.-t> 
mais avec un bloc élémentaire '?J de la forme 

(3.6.95) 

Lorsque 14-D on a toujours au niveau 1 l'infinité d'équations de résurgence 

(3.6.96) tit..J <po - 0 At.> € <C 

(3.6.97) Il~ q>' - A~ et> 1 Vw € 2.,r~ ~ 

tandis qu'au niveau 1.,.. on a essentiellement une unique équation de résurgence 

non triviale: 

(3.6.98) = I ~ A: e. t1ti'll ~.) e.?'1, $ i 
~ih:-QO ' 

(3.6.99) 
4\ 

o ( "-v.11..C. A-_1 f. l ) 

où 1' indice -, désigne bien sûr le relevé de -, sur le feuillet principale de d?o,0. 
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Au contraire, lorsque l'étage 1 est nul, on n'a plus que du niveau 1. 

L'unique équation (3.6.87) de niveau ~T , qui portait à elle seule une infinité 

dénombrable d'invariants scalaires A~ , est alors remplacée par une infinité 

dénombrable d'équations de niveau l 

(3. 6. 100) 

mais qui portent chacune un seul invariant scalaire. Il en résulte que la "quantité 

(*) .At-
totale" d'information invariante ne change pas quand on passe du niveau -' au 

niveau 1, autrement dit quand on fait ~ = 0 dans l'équation (3.6.81). 

3.6.i Pour uoi les blocs sont référables aux blocs 

Soit l'équation linéaire homogène d'étage ~ 

(3.6.101) 

avec B.{~) méromorphe à l'infini et . Il est d'usage 

de représenter les solutions de (3.6.101) sous la forme : 

(3.6.102) 

avec pour r la fonction gamma classique. Nous avons choisi au contraire de 

représenter les solutions sous la forme 

(3.6.103) 

On passe très facilement d'une représentation à l'autre grâce à la formule de 

Stirling 

Il'\ 

(*) Si la conjecture 1 est vraie, les invariants A_, de niveau 1+ sont soumis 

aux contraintes de croissance (3.6.44) plus draconiennes que les contraintes 

~,.,../k.l.~ l A~-t'ln..---. l~\\ <. oO imposées aux invariants A: de niveau 1 qu'ils rem-

_placent • Mais ceci ne change rien à la constance de la "masse invariante". 
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(3. 6. 104) 

avec une fonction O {~) qui est résurgente de réseau 5J:L - 2.îti. 2 et 

qui vérifie les équations de résurgence 

(3.6.105) 

que l'on déduit immédiatement des relations : 

~ ~ t ~) ~ a tâ + v = s t i) - - 1 +-~ t l ) ~ c 11-·f ï 
(3.6.106) Sc s) = {il-t :f) e.-1 + s - i.) / 2. s .,_ 

R.~d..u.. ~ 1nt ""'-cl..A. ( $ (~) (-1.-e-'\r') = -1/ '!ni~ 

Apparemment la représentation (3.6.102) vaut la représentation (3.6.103). 

Elle est moins élémentaire mais elle a l'avantage de mettre en évidence l'uniformité 

à l'infini (et partout ailleurs) de 

15'" · e:-~ i 11

'l '6l1) 
r('â) J tandis que l'uniformité du produit 

est cachée: elle résulte des équations de résurgence 

(3.6.105) qui impliquent, pour les modèles sectoriels 

et 

(3.6.107) 

(3.6.108) 

Re â < o) : 

1.rtÀ ÎJ 
1 - e. 

D'où il s'ensuit qu'une rotation d'un tour au voisinage de l'infini multiplie O+ll) 
-1~ 1r 'b 

et (Î _ ('\) par un même facteur - e tandis qu'elle multiplie Ô e.-l- f'l'l. 
iru-.,,... 

par le facteur inverse -e. O , ce qui compense exactement et rétablit 

l'uniformité. 
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On peut donc, dans les problèmes linéaires homogènes, user indifféremment 

de la représentation gammaïque (3.6.102) ou de la représentation élémentaire (3.6.103). 

Les blocs r{, \) présentent toutefois trois inconvénients qui en interdisent 

l'emploi dans les problèmes plus compliqués, notamment non linéaires. 

D'abord, à cause du facteur résurgent oti) dans la formule de Stirling 

(3.6 .104), les déd.vations étrangères ne "passent pas à travers" r/1 ~) comme 

elles "passent à travers" les blocs élémentaires 

du pont composante par composante on peut écrire 

(109) 

mais on ne pourrait pas écrire 

(3. 6. 110) --
Ensuite les blocs élémentaires 

. Traduisant l'équation 

sont immédiats à 

multiplier et à dériver (pour la dérivation naturelle) alors que ce n'est pas le 

cas des blocs gammaïques. On a par exemple: 

(3.6. 111) r t,t. ~) = 
avec un facteur correctif 8 {,,,,,~; 1) qui n'est nullement élémentaire, 

mais résurgent en ?[ . Ceci rendrait extrèmement lourd 1 1 emploi des blocs f?~ ~) 
dans les problèmes non linéaires. 

Enfin le passage des intégrales formelles de niveau i à celles de niveau 1+ 

serait très malcommode avec les blocs rr~~) alors que, relativement aux blocs 

élémentaires, il s'effectue le plus naturellement du monde. 

Une dernière remarque : la fonction résurgente iti) qui intervient d~ns 

la formule de Stirling (3.6.103) possède évidemment un modèle sectoriel : 



246 

(3.6.112) 

Cette fonction est méromorphe sur (foO et possède une infinité de pôles 

simples au-dessus des entiers négatifs. Au contraire, son inverse est 

holomorphe sur (tot> et de croissance exponentielle. Il en résulte, au niveau fr 
que la fonction 

(3. 6. 113) 

( ) 
(*) 

possède une transformée de Borel J S1+ qui présente des coupures stellaires 

(situées au-dessus de l'axe imaginaire) tandis que la fonction inverse -1/'.g:. (}
1
,.) 

a une transformée de Borel qui ne présente pas de coupures stellaires. 

On voit par là que dans les problèmes à étage 1 négatif, le passage de 

la représentation gammaique (3.6.102) à la représentation élémentaire (3.6.103) 

est régulière, en ce sens qu'elle n'introdUit pas de coupures stellaires nouvelles. 

Dans les problèmes à étage 1 positif, au contraire, c'est le passage inverse qui 

est régulier. Ce détail est d'ailleurs sans grande importance, car on sait manipuler 

les coupures stellaires. 

SECTION 3,7 : EQUATIONS AUX DIFFERENCES DE NIVEAU 

Maintenant que nous nous sommes familiarisés avec le niveau. 1+ dans la 

situation la plus simple qui soit , il ne nous reste plus qu'à faire tourner la 

machine résurgente et à traiter, à grands coups de calcul étranger, les équations 

aux différences les plus générales. Ces équations, rappelons-le, atteignent toujours 

le niveau 1 , souvent le niveau 1 + et parfois des niveaux fractionnaires <'. 1 . 

Comme nous sommes en terrain de connaissance, nous allons limiter les explications 

au strict minimum. 

(*) qu'il s'agisse de son mineur ou de ses majeurs. 
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Considérons donc la même équation qu'à la section 3.4 

(3.7.1) D . X{~) 

mais avec cette fois-ci un opérateur D de la forme générale (3.1.11), c'est-à-dire 

un opérateur aux différences de coefficients méromorphes à l'infini mais de niveaux 

f ;_ et d'étages q_ 
L 

absolument quelconques. 

Supposons réalisée la condition de préparation (3.4.4) ou, si elle ne l'est 

pas, effectuons un changement d'inconnue polynomial pour nous y ramener. Faisons 

aussi, provisoirement, les trois hypothèses simplificatrices dont nous avons l'habi-

tude, c'est-à-dire : 

(i) les hypothèses de la définition 3.1.5 sur la non résonance des multiplicateurs 

de même niveau (pour les niveaux fractionnaires, s'il y en a, cela veut dire : pas 

de résonance extrinsèque) 

(ii) l'hypothèse (3.4.8) sur l'incommensurabilité des T. de tous les niveaux. 

(iii) l'hypothèses (3.4.9) sur l'absence de termes constants en ::c dans l'équation 

aux différences (i.e. 0..(~
1

01 .. -,,o);:;;. D ). 

Porposition 3.7.1 (Intégrales formelles allure et résurgence) 

P · k 1 . 1 ' .A+ our tout niveau ,- non nu, y compris e niveau L lorsqu'il est 

atteint, l'équation (3.7.1) possède une intégrale résurgente en 

(3.7.2) 

...,, 

avec 1't. parcourant lN et avec des blocs élémentaires définis comme en 

(3.1.34). Cette intégrale est unique modulo une dilatation des JJ.~ De plus 

1'l 1/r-r->Jt 
ri..) Pour ô(f-~1 les composantes (f) {~), sont bÎgrades en 

' I'-
1)\. 

(3.7.3) r.p(~) ~ c[ cc )-11;;~ JJ (t) ([ rc } 11; ,.,, Jl 
fl- ,.. ,.. 
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et on a résurgence au sens ordinaire les transformées de Borel f (\) ne présentent 

pas de coupures stellaires. 

r) Pour (*) , les composantes ne possèdent pas toutes de modèle formel 

• (1n~) 
simple et la nature de leurs modèles sectoriels, en particulier l'ouverture 

(*,~*) 
de leurs secteurs de régularité, varie beaucoup d'un cas à l'autre . Mais 

l'étude dans le modèle convolutif est plus simple: les transformées de Borel des 

composantes cp""-ne peuvent pas présenter de coupure stellaire ailleurs qu'au-dessus 

o,-i+- (****). 
des axes verticaux d I abscisse ~ lf:: ..JL 

Plus précisément, les mineurs 

stellaires d'ouverture (*****) 
1T et 

,,.,,. ( S1'r) sont définis 

les majeurs t~Cs1+) 
dans des secteurs 

le sont dans des 

secteurs stellaires d'ouverture 3,r . Quant aux autres coupures stellaires, deux 

cas sont à envisager : 

(i) ou bien les invariants holomorphes Jt de niveau 1t (1(*****) ne sont pas de 

croissance subexponentielle en -2. et alors les coupures stellaires ne passant 
01+-

pas par l'origine sont visibles de l'origine (voir figure 1) et les deux coupures 

qui sont les plus voisines de l'origine (à droite et à gauche) occultent toutes les 

(*******) autres 

(*) Que nous avons 

notons simplement 

11. 

notées ~ { ~ \ à la section précédente mais qu'ici nous 
"" U1+ q, ("à,.+) pour alléger et aussi pour nous conformer à nos 

conventions générales. 

(**) à cause de la stellarité: Voir§ 1.3. 

(***) Ou trouvera dans G.K. IMMINK ['t-m.1] des énoncés relatifs aux problèmes linéaires. 
,t+· 

(****) avec .JI:. (T') 1+ 
..J L est contenu comme à la définition 3, 1.6: Rappelons que 

dans (f/t,J Z désigne le plus petit commun multiple des numérateurs 

des étages 1, = 
L 

(*****) à savoir 

(******) voir proposition 3.7.2 ci-après. 

(*******) lesquelles n'en sont pas moins réelles : voir remarque 2 ci-après. 
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(ii) ou bien les invariants holomorphes /fit.., de niveau 1-t-sont de croissance 

subexponentielle en ':l,, et alors les coupures stellaires ne passant pas par l'ori-
0,tt 

gine ne sont pas visibles de l'origine : pour les rencontrer, il faut tourner de 

±3n-/2. 

figure 1 

figure 2. 

Il ;, 
Il 
Il 

11 
11 
Il 

', ,, 
1, ,. 
', 
1, 

autour d'un point situé au-dessus de (voir figure 2) 

0 

N.B. Les traits doubles figurent des coupures stellaires (occultées si les traits 

sont en pointillé). 
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Proposition 3.7.2 (Equation du pont et invariants holomorphes) 

Pour chaque niveau f- >D effectivement atteint, l'intégrale de niveau 

f- vérifie les équations de résurgence 

(3.7.5) 
w 

qui détenninent les opérateurs différentiels J!ft..,, lesquels épuisent tous les 

invariants holomorphes de niveau f- . D'une façon plus précise: 

()() Si O< ,ft.(1 , les opérateurs invariants /Alv sont de la forme (3.4.15) et 

G.J parcourt le réseau 11!;/"~ qui relève sur {,~f-.3;- le réseau ff décrit à 

la définition 3.1.6. Toutefois, on a encore les relations de stabilité (3.4.16) et 

(3.4.17). Il suffit donc de faire parcourir à w un ensemble Jl~ qui est exactement 

" t fois plus gros" que Jl..f'-et " f~ fois plus petit" que ~f~ . 

I} 171 ! -- (7) 1. \.) Si t = 1 , on a le réseau de résurgence ... SL.. Jl décrit à la définition 

(3. 1.6) et les opérateurs invariants sont de la forme 

(3.7.6) Ji 
liJ 

avec W de la forme 

avec TT --
~-=1 

avec At Av 
w l 4) I •.. / w l M} 

et avec cormne seules contraintes a priori les contraintes universelles de croissan~e(*) 

et celles qui stipulent que : 

(3.7.7) _D 

(*) Voir §10.5. 
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--1+ 
D ) Si t = i+-, il faut prendre le réseau SL décrit à la définition 3 .1. 6. 

Rappelons qu'il est contenu dans U/4:,.J d. et par suite dans ~ . Le réseau 

de niveau est donc rigide et particulièrement pauvre. En revanche (et ceci 

va compenser cela) les invariants .A de niveau 
w 

1 
.... 

sont les seuls qui dépendent 

effectivement du temps 
u~) 

et non pas uniquement des paramètres 

,t r 

En principe, il faudrait faire parcourir à 6-J 1 1 ensemble SL qui relève 
c,O 

sur f,cô , mais les invariants 

de même projection sur {. 

(3.7.8) w . ~ 
f.,,J 

sont liés par des relations a priori 

(3.7.9) 

qui correspondent à des indices 

2rri. n.. 

parfaitement analogues à (3.6.42). On peut donc se contenter de faire parcourir 
-,+ 

à f.v une seule "feuille" (n'importe laquelle) de 1 1 ensemble .JI"'° . Une fois fixée, 

cette "feuille" 
(J') -1 +-

se trouve en bijection naturelle avec ._J( • On peut sans inconvénient 

l'identifier à 
~tf- ff-

jL et, pour tout w dans ...fL 

l'opérateur invariant revêt la forme : 

(3.7.10) 

avec des composantes 

(3.7.11) 

g 

dll · l 

de la forme 

(c'est-à-dire dans cette "feuille"), 

i. . 'nt 

pour des coefficients A: {"b,) qui sont eux-mêmes des séries de Fourier 

(*) Les /Ar..i de niveau 1 dépendent eux aussi du temps, mais· ttiviàlèrilènt, par le 

biais du facteur ex~ (-11.0 Â0 ~ j qui, étant entièrement déterminé par lt.J , ne 
1 

livre aucune information invariante supplémentaire. 
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formelles, périodiques de période 1 en )
1 

(3.7.12) 

Quant à la convention qui règle la sommation 

au second membre de (3.7.11), elle ne fait qu'exprimer la 1r -homogénéité de 

degré 4J de 1 1 opérateur ~tv • Autrement dit, si on attribue à chaque 

l'homogénéité q, et à chaque 
d 

?/8tJ.
o 

l'homogénéité , l'opérateur 

se trouve être homogène de degré " w . 

Remarque 1: Tout connne dans les cas élémentaires traités en§ 3.6, il y a des 

indices qilî poussent à conjecturer que les invariants fi de niveau 1 t- sont des 
t..J 

fonctions entières de ~i , de croissance subexponentielle en 

Cette conjecture équivaut à la décroissance rapide des coefficients de Fourier 

(3. 7 .13) ----:7 o,,O 

Remarque 2: Si toutefois cette conjecture n'est pas vraie, les coupures stellaires 

les plus voisines de l'origine (qui coupent l'axe réel en lv+ et 4.1_ ) peuvent 

occulter les coupures suivantes : celJes-ci ne sont plus accessibles par prolonge

ment analytique des ♦"'(31+) 111. à partir de l'origine (cf. figure 1 ci-dessus). 

Mais en prolongeant le mineur ♦ jusqu'au voisinage de (li+ et lu_ et en 

retranchant le majeur de /141 f (lequel peut se construire à partir de l'équa-
:t 

tion du pcnt, car les opérateurs !/J,t.J± correspondants sont calculables!) on rétablit 

la prolongeabilité analytique au-delà de 1' intervalle [ 41_ ,, GJ-+ ] et on peut 
·f" 

ainsi atteindre, de proche en proche, toutes les singularités w ~ n et y 

"lire" les invariants #14.J qui leur sont attachés. 

Remarque 3 : Pour chaque composante l'équation du pont de niveau se 

traduit par : 



253 

(3. 7 .14) 

avec une sonnne Z finie, des fonctions résurgentes connues, et des 

séries de Fourier formelles que l'on calcule selon la '~éthode de 

séparation des composantes 11 indiquée à la fin de la section 7.8 (voir formule 

(3.8.18)). 

Il nous reste à démontrer succintement les proposition 3.7.1 ·e:t 3.8.2. 

Pour O < f- ~ -1 on procède comme à la proposition 3.4 .1. 

Pour 1-= 1+ , on se place dans le modèle convolutif et on calcule les 

composantes 
q> 1\ 

par récurrence sur li 1t }J • On commence par la partie linéaire 

( ll')\11 = -1) c'est-à-dire par les V composantes (j) <•> qui accompagnent 

les V paramètres ,U.i • Indiquons trois méthodes différentes (3.7.a, 3.7.b, 3.7.c) 

dont seules les. deux dernières s'appliquent à tous les cas. 

3. 7 .a. Le cas à un seul étage ~ ;=; O , 

Supposons que l'opérateur]) n'ait qu'un seul étage , • Cet étage 

unique doit être supposé ::/= 0 , car sinon le niveau 1-+ ne serait pas atteint 

et on retomberait dans le cas du§ 3.4. 

l't) <~> 
Les composantes 'f de la partie linéaire de l'intégrale formelle 

possèdent des transformées de Borel ♦<•>{?1 ) de niveau 1 qui ont leurs singu-

larités au-dessus d'un ensemble .Jl~IN stable par translation de pas Â0 = 2rri. 

et de projection finie sur [R . De plus les sont de croissance 

exponentielle en Il en résulte des modèles sectoriels qui sont 

des germes analytiques définieset de croissance au plus exponentielle en dans 

des domaines comme en 
(*) 

(3.6.8) • Les cr;l) {~) sont donc de croissance 

subexponentielle en et des intégrales du type (3.6.29) et (3.6.30) ou 

respectivement, dans le modèle convolutif de niveau (1.3.18) fournissent 

.<:i) / ?1+) un mineur T t ) _ 

1+ 

(*) Dans des secteurs 

et un majeur f ''h,,) qui sont holomorphes sur { .. 

plus réduits, ils possèdent des développements asymptotiques. 
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au-dessus des demi-plans droit et gauche mais possèdent en général des coupures 

stellaires au-dessus de l'axe imaginaire. 

3.7.b. Le cas à plusieurs étages 1 . Méthode directe. 

<. i.;> 
La méthode précédente peut s'étendre aux composantes (/) d'étage q, 

~ 

extrémal(*) et à d'autres cas encore, mais autant donner tout de suite une méthode 

s'appliquant indistinctement à toutes les situations. 

Pour l'opérateur aux différences général D introduisons une décomposition 

(3.7.15) J) ,c C D + Q) 

analogue à la décomposition (2.9.8) des opérateurs différentiels, mais avec cette 

fois : 

(3.7,16) 

M 
'M.. 3 

(3.7.16bis) D ~ 8-'"- (_ 8~ ~ d:) - e. 
1tl:-o 

V-1 
1ll..d 

(3. 7.16ter) D ~ c~ l1)) l~~ l'b) ~ ~-1 (L { ~·1) - e... 
ltl\: 0 

Ici encore, Q est dit opérateur diviseur et ,!2. opérateur dividende. Pour 

introduisons les opérateurs conjugués 

(3.7.17) D 

et décomposons-les eux aussi en un diviseur et un dividende 

(3.7.18) + 

On aura en particulier, pour 

(*) autrement dit ou 
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(3.7.19) 

avec 

(3.7.19bis) 

La composante admet donc le développement formel : 

c:,O 

(3. 7. 20) _ 1 + L 
11.=i 

Par rapport à la variable ~ = ?J les opérateurs 

(3. 7.21) 

(3.7.22) 

Par rapport à la variable ~ - "- Pîr'A 'Z.,.. 
(/1-+ - 0 -ô O 

(3. 7. 23) 

(3.7.24) = 

avec bien sûr r == f () K et 

cela devient 

On estime les "parties principales 11 des opérateurs 

au moyen des opérateurs 

(3. 7 .25) 

que Borel transmute en S~'t" 
; 

(3.7.26) 

D
<.i.) 

s'écrivent 
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Supposons pour fixer les idées que 

1t(3. 7. 20) dans le modèle convolutif de niveau 

d 
e 

(variable 

. On transpose alors 

) en prenant, 

selon que l'on travaille au-dessus du demi-plan gauche ou droite : 

(3.7.27) C! (,;, t 1 

,,t î s* +- s~ 
+ s~ + i,o 2., 0 ~--0 

... 

(3.7.28) (!0>)-' s* - Si S.:,.. 
-1,0 - 'Z.,ô - 3,,o 

-lE-

s1'11. " pour des opérateurs s'Yt\ 0 de partie principale . Dans la somme 
I I 

(3.7.29) 

ainsi obtenue, grâce au même type exactement de majorations qu'en (3.6.69), des 

coupures stellaires d'abscisse 1· -,. -=,. 0 . L'essentiel est de voir qu'il n'y 
ô • 

aura pas de difficulté de convergence au voisinage (droit et gauche) de l'origine. 

Les sommes (3,7.27) et (3.7.28), avec les intégrations répétées (3.7.26) qu'elles 

comportent, semblent devoir en créer, mais on les surmonte facilement en travaillant 

non sur les mineurs, mais sur les majeurs, ce qui évite d'intégrer sur des chemins 

partant de l'origine. 

Mais il n'est pas nécessaire d'entrer dans les détails, car nous allons 

indiquer une autre méthode, qui donne le résultat presque sans calculs. 

3.7.c. Le cas à plusieurs étages : Méthode indirecte (mais sans calculs). 

Cette méthode est indirecte en ce sens .qu'elle consiste à considérer(*) 

1h (C:> 
de préférence à l'equation homogène (3.8.1) dont les solutions 'f n'ont pas 

de modèle formel simple de niveau 1+ , l'équation homogène (3.8.2) de second 

membre arbitraire (mais non nul), dont la solution particulière t/'0 

présente elle 

l'énorme avantage de posséder un modèle formel simple (et même prograde) de niveau ~ 

(*) En anticipant sur le§ 3.8, mais sans cercle vicieux 

particulariser le§ 3.8). 

(Le§ 3.7 ne fait que 
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Plus précisément, prenons \ réel, différent des 4. et considérons 

' 
l'équation affine : 

(3.7.30) 
-qo ~ D 

O' -
t} cp (~) h - o( {)) (_«ci) €: (L fi··~) 

de second membre o<. {'~) arbitraire. (3.7.31) possède une unique solution formelle 

4' 0 ['.~) en puissances(réelles) décroissantes de '2,,.. • Passant à la variable ~ 
0 0,1+ 

puis à la variable ~~t (modèle convolutif de niveau 1~ ) on montre sans peine, 

en démarquant presque mot pour mot les trois méthodes de §3.6.b (et surtout la 

dernière) que le mineur t (51+) de la transformée de Borel de rJ} {â-1.+ }= f o ~{~-tt) 

converge au voisinage de l'origine O de ((o,0 et se prolonge sur toute une région 

de (LcO située au-dessus d'une bande verticale (*) limitée par : 

(3.7.31) el- Q > ~ ,, 1 
\e >i+ - 1

0 
- ~ 

où et a Il , 
l sont les deux etages qui encadrent l:I • Et au voisinage de -1., 

de (LoO situé au-dessus de ~ -~' 
0 

ou de 1,, -1 If la partie tout point w 

irrégulière de 'o (~-t-t -w) est nécessairement égale à une combinaison linéaire, 

à coefficients périodiques en ',a;> (s,t+) • Plus précisé-

ment, la partie irrégulière de 

transformée de Borel de niveau 1+ de : 

est égale au majeur de la 

(3.7.32) B ~ l ~J "à"> "i)-t 'lr t ">( ~1' ) (**) 

avec des facteurs élémentaires ~-'-1( ~ et des facteurs 

périodiques en )i. de période 1 • 

En prenant q
0 

réel à droite puis à gauche de q,: 
jl<:t> F\ 

les majeurs :C sont holomorphes au voisinage de l.l./ 

, on prouve déjà que 

dans les secteurs : 

(*) ou d'un demi-plan vertical si tous les 

(**) somme étendue aux seuls 
. 
l tels que 

~- sont d'un même côté de 
\. 

1, =:: 1/ (resp. 1'' ) . 
' . 

4 . 
0 
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(3. 7. 33) 

Puis, en réduisant ' (*) a son seul terme constant au moyen 

d'une intégration de la forme (3.6.89), on montre aussitôt que le majeur 

est en fait holomorphe au voisinage de O dans les secteurs : 

(3. 7. 34) 

Enfin, prenant q complexe et le faisant varier au-dessus d'une même 

o tc0 
verticale, on montre 1 'holomorphie des majeurs [ 5

1
+) au voisinage de (/) 

dans des secteurs 

(3. 7. 35) 

D'où l'holomorphie des mineurs au voisinage de l'origine 

dans les secteurs (3.7.33). 

Les deux seules suppositions tacites que nous ayons faites sont 

(i) la possibilité d'isoler les composantes q ('.,•-,(b'l-t-) de (3. 7. 32) 

(ii) l'existence, pour chaque 

que la solution (mineure) 

au moins un point w (**) 

A. d'un second membre o<(~) de (3.7.30) tel 

"manifeste" effectivement f (l\~1+) 

Le premier point découle de la méthode de séparation des composantes, 

indiqué à la fin du§ 3.8 (Voir formule (3.8.18)). 

. 

en 

Le deuxième point est à peu près évident, par symétrie en ~ dès lors 

qu'il existe, connue on sait que c'est le cas, des second membres ~(i)) tels 

que la solution qo {~) ne soit pas analytique 
~ <t>. 

--'-'m_a_n_if_e_s_t_e_"..;;;;a;;u;;;;m;;o;;i;;n;;s:..l_'_u_n_e_d_e_s __ % (s 1+) , 

et tels, par suite, que 

( ) . {)~ ,. 'l.ni"'~ * ou, si celui-ci est nul, à l'un quelconque de ses termes non nuls D_-. a 
(**) autrement dit, tel que les B~ {~,) de (3. 7. 32) ne soient pas tous S ô . 
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Figure 1 

Figure 2 

Figure 3 

Il'\. 

3. 7 .d. Composante ~ pour 

--JJ 
Quand on tient les ,.,.:;,{7 ) .,. )1.,. 

~"'-> 
on en tïre les .,.. {?

1
.,.) d'indice 11')\.ll > 1 

en utilisant la récurrence 

(3.7.36) 

"'- Â'rtt. 
(i) avec un K polynome de convolution en les ,- d'indices 1/ 'lrt 11 < li "' Il 

IWI.. 

(ii) avec un opérateur 'D défini comme en (3.7.18). 
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~ t>.. 

(iii) avec ..fJ' déduit de J) par passage de 

(iiii) avec ~"'- transmuté de Jf ""'-par Borel 

(iiiii) avec un développement prograde de 

formule (2.10.15bis). 

identique à celui de la 

La convergence du second membre de (3.7.36) s'établit au choix, par la 

méthode du§ 3.7.b ou du§ 3.7.c. La seule différence est qu'il faut maintenant 

travailler systématiquement sur les majeurs, vu que les ne sont 

pas en général dans 

3.7.e. Remarque sur la quantité d'information invariante. 

Interprétant la proposition 3.7.2, on observe que, pour les équations 

aux différences, le niveau 1 et (lorsqu'il est atteint) le niveau ,t+ portent 

chacun beaucoup plus d'information invariante que les autres niveaux, et cecipour 

trois raisons 

(i) d'abord parce que les Af.u de niveau 1 et -1+ font intervenir dans leurs 

coéfficients davantage de paramètres -Mt que les t1/ des niveaux inférieurs. 
4J 

(ii) ensuite parce que le réseau de résurgence de niveau i se trouve automatiquement 

enrichi par le multiplicateur imaginaire Â0 = litL 

(iii) enfin parce que les 

ques de période 1 en 
~ 

/A.w de niveau 

(*) 

1+ dépendent de IJ... 
d~ 

ils sont périodi-

Le point (i) est somme toute banal : on sait en effet que, d'une façon 

générale, l'information invariante augmente avec le niveau. Les points (ii) et (iii) 

sont beaucoup plus remarquables. D'autant que, comme on l'a déjà observé à la 

section précédente, 1 1 enrichissement (ii) et l'enrichissement (iii) sont exactement 

complémentaires: l'un et l'autre ont pour effet de multiplier par Z. l'ensemble 

(*)les Diu de niveau 1 aussi, mais par le biais du facteur trivial 

qui ne porte aucune information invariante. 
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Jr (voir (2.7.22)) qui indexe naturellement les invariants holomorphes scalaires 

1 À .,.. 
de niveau et ï . D'où cette conséquence très satisfaisante pour l'esprit : si 

on perturbe les coefficients d'une équation aux différences de façon à modifier 

les multiplicités ê(1) et 0{1j des niveaux 1 et 1r tout en respectant la 

somme &[-t) +-G (_ 1,+) , on ne change pas la quantité globale d'information invariante. 

3.7.f. Equations aux différences les plus générales. 

Il ne reste plus qu'à lever les trois hypothèses restrictives (i), (ii), 

(iii) faites en début de section. On procède exactement comme à la fin de la section 

3.4 mais avec cette différence que l'on peut maintenant voir se superposer deux 

types de coupures stellaires : celles qui sont propres au niveau (voir propo-

sition 3.7.2 ci-avant) et celles qui proviennent de l'introduction dans l'équation 

(3.7.1) de termes constants en X.. , quand on lève l'hypothèse 

Ces deux sortes de coupures stellaires sont de nature et surtout d'origine sensible-

ment différentes, mais elles n'interfèrent ni les unes ni les autres avec le 

calcul des invariants holomorphes (*). 

SECTION 3.8 : APPLICATION AU CAS LINEAIRE. 

Prenons ici encore un opérateur D de la forme le plus générale (3.1.11) 

c'est-à-dire un opérateur aux différences de coefficients méromorphes à l'infini, 

mais d'ordre V quelconque, de ni veaux ft • quelconques et d'étages t 
1. 

Envisageons simultanément l'équation linéaire homogène 

(3.8.1) D 

et l'équation linéaire inhomogène 

(3. 8 .2.) 

quelconques. 

(*) En dehors des cas "unilatéraux stricts" toutes les rétrosolutions envisagées 

dans les sections §§3.4 à 3.8 sont polarisées. Par suite les invariants IAw le 

sont aussi. Pour les formules de passage d'une polarisation à une autre, voir 

1 'Appendice 1. 
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Pour chaque niveau Jt. effectivement atteint ces équations admettent 

des intégrales qui sont respectivement de la forme: 

V 

(3.8.3) X(} i~) L O:> q'"\\) - M· ~ ' ,.. i.: 1 

(3.8.4) Îo{) J " 
'L l ?! I A).) ~ 

(.,, t ,.{~ ) - + l(' ~ l ,., ,.. ... , ,.. 

avec des blocs élémentaires de la forme: 

(3.8.5) 

où les e;rdoivent s'entendre relativement à une détermination de À,: &~_t, choisie 

une fois pour toutes (si (. :: 1 , on prend Â, -=-0 ) • 

Invariants de niveau ft·. 

Au niveau 1+ 1' équation du pont fait intervenir des invariants Ji
41 

qui 

s'écrivent dans le cas homogène 

(3.8.6) L 
1· - Q,,:: 4.J 

• 1~ 

et dans le cas inhomogène: 

(3.8. 7) /A 
lu 

avec des coefficients 

L 
-~. ::41 

L 

A~ c~
1

) et qui sont des fonctions entières 

de ~ , périodiques de période 1 et de croissance infraexponentielle. On voit 
l 

par là qu'une équation aux différences linéaire homogène (ou, ce qui revient au 

même, un opérateur aux différences linéaire homogène ne présente d'invariants holomor

phes de niveau f+ que si elle (il) possède au moins deux étages Î distincts. 
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Invariants de niveau 1. 

Ces invariants, eux, existent toujours. Ils s'écrivent dans le cas homogène 

(3.8.8) 

et dans le cas inhomogène 

(3.8.9) IR w 

/ 
avec des~ étendus à tous les ~d tels que 

(3.8.10) r-J ::: 1 el-- 1'., Âo - ?.,j =c.u (1-o f 2) 
Il 

avec des ~ étendus à tous les ' tels que t./d 

(3.8.11) cr, ... ~i,., 111. tt 3, _-;ii =",)""' cr,=' >rj /11.;i.+Â, ""') °""(t-J =•>r,,•.\-~==7 
/// 

et avec des ~ étendus à tous les tels que 

Comme toujours , Âo désigne le multiplicateur imaginaire 2:rr' L • 

Invariants de ni veau }'- é J O / l [ • 

Les formules sont exactement les mêmes qu'à la section 3.5. 

Remarque: Méthode de séparation des composantes. 

Appliquée à la composante cpo de l'intégrale formelle (3.8.4) de 

l'équation inhomogène (3.8.2), l'équation du pont de niveau 1+ fournit 

(3.8.13) --



C'est une relation du type 

(3.8.14) 

avec des fonctions K 
formelles en 

(3.8.15) 

et t\ · 
J 
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/? \ l ; 
'H ' 

résurgentes en 7) et des séries de Fourier 
C 1+ 

( >'<) 
qu'on veut isoler pour pouvoir ensuite les analyser et obtenir ainsi les inva-

riants holomorphes de niveau 1. 

J.., ( *>'<) 
Reprenons les opérateurs 'L~ de la section 3.6.g , ainsi définis 

(3.8.16) 

Comme les A~ l~.) sont périodiquesen ~ de période 1, on a aussi 
1 

(3.8.17) 
{_ 'hl. fl ~ ( )1-r) 

A partir de là on vérifie facilement la formule 

(3.8;18) (modèle formel) 

où :}) désigne le déterminant IL xf?. dont la j-ème ligne vaut 

(3.8.18bis) ) ... 

et où tZJ( désigne le déterminant déduit de (/j en remplaçant lai-ème ligne par 

(*)parle procédé (3.6.89) et (3.6.90) par exemple. 

(**) Voir (3.6.89) et (3.6.90). 
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(3.8.18ter) 

. 
Pour calculer concrètement 

avec 

A: {~i) 
les opérateurs ~· transmutés des 

on opère dans le modèle convolutif de niveau lr 

-t._1"1.. par Borel (~. 

SECTION 3.9. EQUATIONS AUX TRANSLATIONS OU AUX COMPOSEES. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

D'ORDRE INFINI. 

Nous avons déjà noté(*) qu'on avait sur les équations aux différences une 

notion naturelle de changement d'inconnue analytique: 

(3.9.1) 

mais pas de notion de changement de variable analytique: 

(3.9.2) 

car un tel changement de variable (quand il ne se réduit pas à une simple similitude 

sur i) mue toute équation aux différences d'ordre fini Y en une équation diffé

rentielle d'ordre infini. Et l'équation obtenue, pour peu qu'on la perturbe d'une 

manière arbitraire, cesse. 'd'équivaloir à une équation aux différences. 

C'est également à des équations différentielles infinies qu'on aboutit si 

on perturbe directement (c'est-à-dire antérieurement à tout changement de variables) 

des équations aux différences, même très simples. Si par exemple au premier membre 

de l'équation aux différences : 

(3.9.3) 

on ajoute un terme aussi anodin que ~ , on bouleverse complètement la 

(**) . 
nature de l'équation , qui ne peut plus se traiter que dans le cadre des équa-

(*) Voir §3. 1. 

(**) On provoque en particulier un accroissement vertigineux du nombre des invariants 

holomorphes. Voir ci-après les équations (3.9.28), (3.9.29), (3.9.30). 

(!) Ces opérateurs -1:.~ ont pour "partie principale" s"n\,.i . Voir (3.7.26). 
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tions différentielles d'ordre infini. 

Heureusement, le calcul étranger continue de s'appliquer à ces équations. 

Nous allons illustrer la méthode sur quatre exemples particulièrement importants 

d'équations différentielles d'ordre infini. Ce sont : les équations aux translations, 

les équations aux composées, les équations différentielles-et-aux-translations et 

les équations différentielles-et-aux-composées. L'importance de ces équations vient 

de ce qu'elles présentent encore un certain caractère fini : elles ne font inter

venir l'inconnue X(~) que par le biais d'un nombre fini de "transformées élémen-

taires" de 

D'une façon précise, ces équations sont toutes de la forme 

(3.9.4) = 0 

avec 

(3.9.5) 

et avec 

(i) pour l'équation aux translations 

(ii) pour l'équation aux composées X,(') _ X { i. ('~)) 
" 

(iii) pour l'équation différentielle-et-aux-translations 
~· 

'Xt(,i) = ~:, :i:{~tK:) 

(iiii) pour l'équation différentielle-et-aux-composées '2i(~î= ~- :t(~<,)) 
'-

ou bien sûr et 

oO a 7Jl~\ ~ 

l l~ l !:: 1s +K: + & Ki,"' ~-11.<f ~ +d:'{ ~-' 1 
L'équation différentielle-et-aux-composées est évidemment la plus générale 

elle coiffe toutes les autres. Mettons ces équations sous forme préparée en isolant 

leur partie principale. (3.9.4) s'écrit alors : 

(3.9.6) --
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avec O.. ( ~I 'X.11 ••• 1 
Xy) E. {. { ~:l:,1 •7 Xv f et avec un opérateur linéaire D ainsi 

défini 

- pour l'équation aux translations : 

V 

~ (i, -t 0t ~-'+ ... ) 
l:I 

(3.9.7) 

- pour l'équation aux composées 

~ V 

(3.9.8) -- ~ ~; t-0; {+ .. ·) 'l'..(Î; l1J) = ~;-<!,+~,{~·-· ):t/~tK,ttf·;) 

- pour l'équation différentielle-et-aux-translations 

V 

(3.9.9) ~ &!_, +@; ~-·+ ... J 
- pour l'équation différentielle-et-aux-composées : 

V IJII; t/ 1fi 

(3. 9.10) D. l{1) = ~~L-t-~; f'+••·) 1-... X l f. <1)' = ~~ +l(~·-·)? ._.z(1+K',+x.f!··) "=' ~ c1 l l ,; , ~, d Îi , ' 
On ajoute une condi tio.n de préparation proprement di te, copiée sur (3. 4. 5) 

et garantissant que 1 'opérateur D décrit vraiment la "partie principale" de 

l'équation. Quand cette condition n'est pas réalisée, on peut toujours s'y ramener. 

Ce n'est donc pas une restriction. 

Associons à l'opérateur D un polynôme exponentiel F}~) ainsi défini 

- pour les équations aux translations ou aux composées 

(3.9.11) 

- pour les équations différentielles-et-aux-translations ou différentielles-et-aux 

composées : 
.., 

(3.9.12) z 
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Notons '\ '\ '\. 1' infinité des zéros de ÎJ'(À) , les z.éros multiples étant 11,, ,.,./ "s..1 ·.. 'J 

comptés plusieurs fois. Supposons pour commencer que les coefficients «, des 

polynômes -P soient tous différents de zéro : 

(3. 9. 13) 

et que l'infinité des zéros À, soit sans résonance 

ce qui implique en particulier qu 1 aucun zéro n'est multiple. C'est évidennnent le 

cas générique. On est alors en présence d'un problème à un seul niveau, ce niveau 

valant i L'équation homogène 

(3. 9.16) 0 

possède dans ce cas une infinité de solutions formelles du type 

(3.9.17) 

avec des exposants 1J bien déterminés(*) et on a les énoncés suivants, qui donnent 

la classification. analytique des équations considérées. 

Proposition 3.9.1. (Allure de l'intégrale formelle) 

Dans le cas générique, c'est-à-dire sous les hypothèses (3.9.13) et (3.9.14), 

l'équation (3.9.6) admet une intégrale formelle du type: 

(3.9.18) 

qui est fonction d'une infinité de paramètres ..ù.~ , mais qui est unique modulo 

les. dilations JJ.., t--, ,C.t ..u, • Le multiindice 1l parcourt 1 'ensemble Jf = /N ~ 
formé des suites entières ('k,/ll.1., .. ) qui sont nulles à partir d'un certain rang. 

On a bien sûr : 

(*) ils sont calculables à partir des ~, et des seuls coefficients oli/@:/1:,~ /;t, . 
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(3.9.19) 

(3.9.20) 

(3.9.21) 

Proposition 3.9.2 (Résurgence de l'intégrale formelle) 

L'intégrale formelle X..{)
1

.tA.) est résurgente en '?J" , autrement dit 

chacune de ses composantes cf>~(,) l'est. Son réseau de résurgence est l'ensemble 

constitué par les 4J de la forme 

(3.9.22) 

ou de la fonne 

(3.9.23) lu 

Proposition 3. 9. 3 (Equation du pont et inva·riants holomorphes). 

L'intégrale formelle vérifie les équations de résurgence 

(3.9.24) 

pour des opérateurs invariants A de la forme 
w 

(3.9.25) 

avec 

Les seules contraintes a priori sur les /Aw sont celles-ci 

(somme finie}. 

(3. 9. 26) pour W de la forme (3. 9. 23) et t' =/:; l
0 

Remarque: Nous venons de qualifier les /,4A> d'invariants. Invariants par rapport 

à quoi? Cela dépend du point de vue qu'on adopte. Si on veut préserver le caractère 
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"fini" de l'équat,ion (3.9.4), on ne peut la soumettre qu'aux changements d'inconnue 

analytiques du type (3.9.1). Mais si on ne craint pas de plonger (3.9.4) dans la 

catégorie générale des équations différentielles d'ordre infini, on peut aussi la 

soumettre aux changements de variable analytiques du type (3.9.2). Les opérateurs 

/A~sont invariants par rapport à ces deux types de changement. On peut aussi, 

oubliant l'invariance des #f w , ne voir en leurs coefficients If~ que des "constantes 

importantes" attachées à l'équation (3.9.4). 

Bien entendu, quand on lève les hypothèses (3.9.13) et (3.9.14), l'équation 

(3.9.6) peut présenter d'autres niveaux que le niveau 1. Chaque niveau possède alors 

ses invariants holomorphes, qu'on calcule par le procédé habituel. Plutôt que 

d'entrer dans les détails, bornons-nous à dire quelques mots des trois grandes 

nouveautés que présente l'étude des équations (3.9.6) les plus générales et qui sont 

l'apparition, à tous les niveaux, d'une infinité de paramètres M.4 

la disparition, au niveau 1, du multiplicateur imaginaire ). 0 

- apparition, au niveau 1~, d'étages q, qui ne sont plus nécessairement rationnels. 
L 

~ _P_r_e_m_i_è_r_e_n_o_u_v_e_a_u_t_e_, __ 1_' _i_n_f_i_n_i_t_é_d_e_s ..... 1;.a_r_am_è_t_r_e_s_._.u....ai-• ... 

C'est peut-être la différence la plus frappante. Ainsi, même en cas de 
' 

niveau unique, chaque opérateur (3.9.25) comporte une, infinité de composantes A 4 

' l,J 

contre un nombre fini dans (3.2.14). Cette infinité ne pose toutefois aucune diffi-

culté (d'interprétation ou de convergence) quand on applique les opérateurs 

l'intégrale formelle ou quand on prend leur crochet de Lie. Ainsi: 

(3. 9. 27) --
avec un L infini, mais des qui sont chacun des sonnnes finies, bilinéaires 

en les et les 
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b) Deuxième nouveauté la disparition du multiplicateur imaginaire au niveau 1. - ---------------------------------------
Les invariants #te.., de ni veau 1 des équations aux différences comportaient 

-110 Ào "2,
un facteur e. fabriqué avec le multiplicateur imaginaire 

et un entier 11.0 fonction de W . Quand on s'écarte tant soit peu de la catégorie 

des équations aux différences, ce facteur disparaît. Il disparaît même pour les 

équations différentielles-et-aux-différences, c'est-à-dire les équations (3.9.6) + 

(3.9.10) avec des pas de translation Ki tous entiers, bien qu'alors 

un polynôme en À et 2' ). 
et parfois en e.. 

PC:~) soit 

seul. 

Illustrons ce fait inattendu sur le cas de trois équations en apparence 

très voisines, la première étant une équation aux différences ordinaire et les deux 

dernières des équations différentielles-et-aux-différences. 

(3.9.28) 

(3. 9.29) 

(3. 9. 30) 

avec 1)( ;pO , 
-::r (*) 

et sans termes linéaires en 

Les polynômes exponentiels 'P(À) valent respectivement 

)i 
e. -1 

e..)i - t 

-t'il~) - 2-1 + KÀ 
et leurs zéros À t engendrent le réseau de résurgence n. 

Dans le cas de l'équation (3.9.30) le polynôme exponentiel ~ (À) possède 

(*) Pour fixer les idées, on peut prendre : 

1 )s -r + 1J-t 2 3 + y ~-, 2 2. 
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une infinité de zéros ). . 
l qui (pour presque toute valeur de o() sont distincts 

et rationnellement indépendants. Le réseau Jl.. est donc très riche; l'intégrale 

formelle -x..(~1 a) dépend d'une infinité de paramètres AJ.:. ; et les invariants 

#1 ont la forme (3.9.25). 
~ 

Les équations (3.9.28) et (3.9.29), au contraire, possède un même polynôme 

exponentiel ~ ( li) =~(À} dont les zéros, de la forme 

o.9.31) Àn. ~ 2.rrè. /'t. ( n. t:: Z) 
sont tous connnensurables et engendrent un même réseau de résurgence 

Mais bien que l'équation (3.9.29) paraisse - et soit - bien plus voisine de (3.9.28) 

que ne l'était (3.9.30), il existe encore un abîme entre (3.9.29) et (3.9.28). 

En effet, dans le cas de la véritable équation aux différences (3.9.28) 

on doit, d'après la théorie générale, envisager une intégrale formelle : 

(3. 9. 32) 

qui ne comporte qu'un seul paramètre et dont les blocs valent ici 

Quant aux opérateurs invariants, ils sont de la forme 

(3. 9. 33) 

avec à chaque fois un seul coefficient 

Au contraire, dans le cas de l'équation différentielle-et-aux-différences 

(3.9.29), et bien que le réseau de résurgence soit toujours _fl_ -=-2.nC: 2 
il faut envisager une intégrale formelle 

(3. 9. 34) l:.(~;t-4-) ~ l'i,\ t1'1 (f'c1) ,Ù_ i /)'l 

U~) Dans ce cas précis, il est plus naturel d'indexer les Àlt. sur? que sur fN . 
(i 0 '~) pour un scalaire 1:" fonction des premiers coefficients de tl.(~

1
x). 
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qui comporte une infinité de paramètres 

(3. 9. 35) 

et des blocs de la forme 

(3. 9. 36) /A).H-e_ 111\ ll 

Et cette fois on obtient des opérateurs invariants de la forme 

L ' 

(3.9.37) 1-14.} - At 
(..u.) "d ( V,., é _n : 2v, 2) 

&J ?u.i. ~:-.00 

appartenant à l'algèbre (Co [Cu.. JJ engendrée avec des composantes 

par tous les monômes TT~ ,t\• ..u.... t 
t 

(produits finis). 

Il apparaît donc que la famille des invariants holomorphes scalaires de 

l'équation a1JX différences (3.9.28) est naturellement indexée sur l'ensemble : 

(3.9.38) Jr 

tandis que celle de l'équation différentielle-et-aux-différences (3.9.29) est 

indexée sur : 

(3. 9. 39) 

où 'J0 Cl} désigne l'ensemble des parties finies de 2 

L'ensemble J reste dénombrable, mais sa "cardinalité fine" augmente 

prodigieusement. Pourquoi cette différence? Parce que les composantes {f'tl.. de 

l'intégrale formelle (3.9.34) sont 

IJJ 111' 1/ 
fi. ➔O , vers des limites l 

que de la somme l[1t. Il = L * ')i i 

distinctes pour mais tendent, lorsque 

qui (à un facteur scalaire près) ne dépendent 

du multiindice 1\. • A la limite, c'est-à-dire 

pour Cl-= 0 , il devient impossible de distinguer entre 
rh"'- th"-

1 
• 

't' et T si /11t<lf-= ll,v.' /} • 
Les paramètres M;. se fondent tous en un seul paramètre (que nous avons appelé ..«.i) 
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et l'on passe des invariants "riches" de la formule (3. 9. 37) aux invariants "pauvres" 

de la formule (3.9.33). 

Notons toutefois que ce fantastique appauvrissement n'infirme aucunement 

le pn.ncipe de continuité de la quantité d'invariance en fonction des niveaux. Ce 

principe, que nous avons déjà maintes fois vérifié, vaut à ordre V constant. Or 

ici ce n'est pas le niveau f- qui change ( f reste égal à i ) mais 1 'ordre. 

L'équation (3.9.29) doit en effet être assimilée à une équation différentielle 

d'ordre Y::: oP tandis que l'équation (3. 9. 28) rentre dans la catégorie des équa

tions aux différences d'ordre 1. 

~ Troisième nouveauté : apparition d'étages q. irrationnels au niveau 1 +. 
'-

Soit par exemple l'équation aux translations (3.9.6) + (3.9.7) avec un 

premier membre de la forme 

V 

(3. 9. 40) L 

Elle possède en général plusieurs étages 1. qui sont tout aussi incommensurables 

' 
1 K D' ' d bl 'l' . ~~l;> . que es l . ou es ocs e ementaires O qui 

~,~ . . 1 
~ 0 a priori que conques. Or 

p licateurs de niveau -1+ : ils 

commenceront par des termes 

les étages, on s'en souvient, font figure de multi-
(T) 1+ rn 1+-

engendrent le réseau Jl . Ce réseau ..JL , qui 

pour les équations aux différences était pauvre et rigide, peut donc, pour les 

équations aux translations (ou apparentées) être aussi riche et variable que les 

, cnl'- . 
reseaux JL des autres niveaux. 
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SECTION 3.10. CALCUL EXPLICITE DES INVARIANTS HOLOMORPHES. 

3.10.a. Equations non linéaires unilatérales du premier ordre. 

Considérons les équations aux différences holomorphes à l'infini 

(3.10. l) 

formellement conjuguées (*) à l'équation élémentaire 

(3.10. 2) 

(**) Jl et unilatérales • Notons comme d'habitude le réseau de résurgence, ici 

formé des (,J de la forme : 

(3.10.3) 

Introduisons la série 

(3.10.4) 

ainsi que des opérateurs B et 

de la variable 4. ou ~ 

P qui agissent respectivement sur les séries 

(3.10.5) 

(3.10.6) 

(*) par une transformation formelle du. type (3. 1. 1) suivie d'une transformation 

formelle du type (3.1.7). 

(**) puisque le L. du second membre de(3.10.l) n'est étendu qu'aux 1t~1. . Le 

cas sesquilatéral sera examiné à l'alinea suivant. 
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Notons Q connne en§ 1.4.g l'inverse principal de P et introduisons 1
1 

opéra

teur formel 

(3 .10. 7) G 1 - Q B li + Q B QB \\ qBQ6QB /) t ... 

ainsi que son inverse formel 
Ô-l r.:\ 1 
\.Y . On s'assure aisément que ~ et (S)-

sont des automorphismes formels, vérifiant (2.12.8) et aussi : 

(3.10.8) PG G)p 

(3.10.9) 

Proposition 3.10.l (Intégrale formelle) 

L'intégrale formelle 

(3.10.10) 

de l'équation (3.10.1) s'exprime à partir de l'intégrale formelle 

(3.10.11) 

de l'équation élémentaire (3.10.2) au moyen de la formule 

(3.10.12) --

(*) Les doubles traits verticaux indiquent qu'on ne doit pas étendre l'action des Q 
à ce qui se trouve à droite. Ainsi : 

e,C> 
-=:::--·•·· .• 

2 .... 
'll= 1 

°"' 
et non pas -z 

Il\:: 1 



277 

Notons que, développée, cette formule fait intervenir les symboles de 

(1.4.g ) et qu'elle ne comporte aucune difficulté d'interprétation ou de convergence 

vu que, pour tout entier 1'h. , seul un nombre fini de termes en 

au monôme 

Pour tout multiindice 1'l := (_1J·t,, ... / 1Ln.} posons 
/ 

(3.10.13) 

et pour tout opérateur différentiel J) en A.J.. posons 

(3.10.14) 

Autrement dit 

(3.10.15) 

1. 'L 
et pour tous multiindices 1'L 1 1\.. ; 

Proposition 3.10.2 (Invariants holomorphes) 

Les invariants holomorphes 

(3 .10.17) 

on a: 

'Ju.. 

de l'équation (3.10.1) s'expriment, au choix, au moyen de la formule 

(3.10. 18) 

ou de la formule 

contribuent 
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(3.10.19) ,4i 
4.J 

avec bien s~r 

Notons que la formule (3.10.18) fait intervenir le moule pseudoalternal 

( • ) ~ tandis que la formule (3 .10 .19) comporte le vrai moule al ternal #( • t 
La démonstration se fait à partir de (3.10.8), (3.10.9), (3.10.12) en raisonnant 

comme pour la proposition 6.2.6. On notera aussi le parallélisme avec les résultats 

de la section 2.12. Malgré ce parallélisme, il n'existe pas, pour les classes 

analytiques d'équations aux différences, de notion naturelle de représentant 

canonique. 

§ 3.10,b, Equations non linéaires sesquilatérales du premier ordre. 

Si au second membre de (3.10.1) on étend la somme aux ?LJ,-1 (et non ~ 1 ) 

on obtient l'équation sesquilatérale du premier ordre la plus générale. Les 

résultats ne changent pas, à ceci près que le réseau Jl. s'enrichit un peu, puisque 

dans (3. 10. 3) '11... peut prendre la valeur -1 . D'autre part, on a maintenant deux 

coefficients B et B
0 

d'indices ~ 0 , ce qui fait que, pour tout 10 donné, 
-1 

le second membre de (3.10.18) ou (3.10.19) se présente maintenant comme une somme 

infinie, sans d'ailleurs que cela entraine la moindre difficulté de convergence. 

§ 3.10.c. Le cas e =: 1. 

Lorsqu'on considère l'équation (3.10.1) pour e-:::: 1 , on a un réseau de 

résurgence plus pauvre, puisqu'il ne possède plus qu'un seul générateur 

(à savoir ) mais des invariants #i plus riches, puisque ceux-ci w 

ne sont plus des monômes en .AA.. comme en (3.10.17} mais des séries entières 

Jl 
-.::;::· ". A~ lll·H / f'- f..) (3.10. 20) ;, 

)._L, ? i 1- ~ ,c;,__,,- l (.() 
(d ao ... \. .. 'w / , 

avec une somme étendue aux entiers 'i\ ~ 1 (resp. ,?,--· 1 ) dans le cas unilatéral 
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(resp. sesquilatéral). Quant aux formules (3.7.18) et (3.7·.19), elles restent en 

'1 .4 
vigueur, mais à condition de sommer par rapport à tous les multiindices 1\./ .. . /1'1. 

sans la restriction 

(3.10. 21) ... - 1l 

Notons que lorsque f = i et qu • en outre 't"":: 0 , les moules scalaires 

( • ) + et ( • ) peuvent s'exprimer à partir du moule zêta. Voir § 1. 4. g. Lorsque 
.., tu 

t-::{ mais 't'-4,D , la relation avec le moule zêta est moins simple. Lorsqu'enfin 

n (.~ t. :# i , les moules ; 
4, 

et ( • ) ne sont plus zêt~ïques purs, mais 
~ 

hyperlogarithmico-zêtaiques. Voir§ 1.4.g. 

§ 3.10.d. Le cas de systèmes de niveau 1. 

Si au lieu de l'unique équation (3.10.1) on considère un système 

(3.10.22) 

avec des coefficients , les résultats précédents demeurent, 

mais pour un réseau de résurgence enrichi (ses générateurs sont Â0 = 2-rri 

les Â:. = ¾ e~) et pour un opérat~ur B défini non plus comme en (3. 10.5) 

mais connne ceci: 

(3.10.23) 

avec 

(3.10.24) 

et 

Les opérateurs invariants #l'4J sont monomiaux en ,li... lorsque les e ne présentent 

pas de résonance multiplicative. Sinon, en cas de résonance de degré /.!.+ , les tf(lv 

se présentent comme des séries entières de (:+ blocs indépendants de variables ..«, . 
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§ 3.10.e. Equations affines de niveau 1 et 

Après avoir indiqué les formules relatives aux équations et systèmes de 

niveau unique (forcément égal à 1) les plus généraux, tournons-nous vers les équa

tions à plusieurs niveaux. Le cas des équations aux différences dont tous les 

niveaux sont ~ 1. ne mérite pas qu'on s'y arrête, car il donne lieu au même genre 

de formules (et de moules) que les équations différentielles à plusieurs niveaux. 

La situation intéressante et vraiment nouvelle est celle où le niveau est 

atteint. Traitons-la dans le cas le plus simple, qui est le cas affine. 

Reprenons donc l'équation déjà envisagée à la section 3.6 

(3.10.25) -X.. {"oJ el~) X(}t-1) - {l_li>) 

avec a. l ')) 1 el)) 6. ( f }-' J et 

-1 - ') °"° 
(3.10.26) g( }) 

_, c1 +?; P~ )-~) (À/ ~ .. ~([_) - e. ~ -
Pour éviter toute confusion, notons respectivement b.w et~ les dérivations 

étrangères par rapport aux variables 1\ =~ 
et 

~~ - Ô-~?r et distinguons 

soigneusement les intégrales formelles en ~ et 
~11" 

Cf 
0

(} J 
<1> 1 

(3.10.27) :X. l }1 / M) - + ...ll ~ cp (),) 
i 

(3.10.28) ')(_ l} / CA.) $~ (}) (.1) 

':P'c3,.) + .-u.. l if' J 

avec comme bloc élémentaire 

(3.10.29) 

Les invariants de niveau 1 se calculent sans difficulté (voir lemme 3.6.1) et il 

ne vaut pas la peine de s'y arrêter. Les invariants de niveau 1-r 
sont déterminés 

(voir lemme 3.6.5) par les équations de résurgence : 
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(3.10. 30) (*) 

avec une série de Fourier 

(3.10.31) 

dont il s'agit de déterminer les coefficients. Grâce aux contraintes a priori 

(3.5.43) il suffit en fait de calculer le terme constant A0 

pour tous les W 
(u 

de (oD situés au-dessus de -1 . 

Puisque l'on a ts.iN 
cp~ 

- 0 , si l'on pose: 

(3.10.32) cp (~) $ (~i• J 
_)t -1:' 

f{~) / cp(}) - e_ 1b 

l'équation (3.10.30) se simplifie 

(3.10.33) A" l}) 
et si l'on introduit l'application ,; ~ l l ~ Î 

(/,tt- A. d 'f.+-
définie par 

(3.10.34) ~ +&.) ~~+~) 
on tire de (3.10.33) : 

(3.10.35) 

• 
Or w - -i Il vient donc, en considérant 7!r connue fonction de ~+ : 

(3.10.36) 

Par suite, si l'on fixe un réel positif o( assez grand et s1 l'on pose 

(*) bien distinguer ~ 

1 
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(3.10.37) 

on aura 

(3. 10.38) 

0 ~ c.:, :f - l 

Cela veut dire que, pour tout ô(_ fixé, la transformée de Borel Scs.ft/o<.) 
de la fonction '2- -résurgente 8 ( ~ .1 o<.) est une fonction de 31+ définie 

t11+ 1+ 

méromorphe sur C
00 

et que ses seules singularités, en dehors de l'origine O , 

sont des pôles simples, tous situés au-dessus de -1 . Plus précisément, en chaque 

point w de {Lc.1> tel que présente un résidu égal 

Ao 
,,.,, 

Reste à calculer s . Soit r un chemin d'intégration dans le plan de " 

qui ait la forme indiquée ci-dessous 

> 

Figure 1 

et soit .f le chemin correspondant sur la surface des â . Pour 
1t-

1
·1. . (*) vient successivement 

\ :5(1, 1 c,(_) d1-. 
Jr '1+- , ot,. 

1 

(*) Dans toute la suite 4+ c~) et t {~ff,
1 désignent le modèle sectoriel 

(régulier à droite) des fonctions résurgentes introduites en (3.10.32). cp+ {~) 
est régulière dans tout un domaine du type ' ç ~ -, r 

1_ [\(.)')KI J {' 1 1 i'o-l ,>Kt\ 
,I 
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(3 .10. 40) 

Or le bloc 

par partie fera donc intervenir le bloc : 

(3.10.41) 

et il vient finalement : 

2 Trè l~+ %1+ ) ! (51+ / o<.) 
(3.10.42) 

l (~+?'(+)~~"b {th -(}+Dl.)~~+o<) rh -{~+oLt1)~(~tot+1)7 
e. i+ l~+o<.)e. - ~(~+oi+0e f dJ 

r 
Ici, chaque membre est une fonction de 31 + holomorphe sur (' 06 et généralement 

• 
non nulle pour 5 -----1 . Si donc on pose · r:r = ~ 51r et : 1-r - 0 

(3.10.43) lTTi. l 1 + e.. 'T) 

l'expression Jt (q-/ ~ est, pour tout ~ fixé, une fonction entière de rr . 

Pour t;r fixé, /t {_'if"/0'-) dépend effectivement de IX. , sauf lorsque 

(3.10.44) 

Pour ces dernières valeurs de V"" , Jt fournit précisément ce qu'on cherche, à 

À.+-savoir les invariants holomorphes de niveau ' 1 

(3.10.45) 
<') ·++· , c_ \ 

Li {_ , (_ W ~ W / CX. ) 
I 
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Remarque 1 : Quand on prend 5-1+-au-dessus du point -1 , on trouve pour second 

membre de (3.10.42) l'expression 

qui semble devoir être nulle. En fait, elle ne l'est pas, cas ces là sont 

en dehors du domaine où converge l'intégrale du second membre 

de (3.10.42). 

Remarque 2 : Calcul pratique de et de 

On fixera o< réel positif assez grand et on partira de 1 1 expression : 

(3.10.46) 

qui est une fonction entière de <r : 

o,O 

(3.10. 47) L 
'>'L=-0 

dont les coefficients J-'1l. ( c<.} peuvent se calculer numériquement à partir de 

(3.10.46) en y faisant 

(3. 10. 48) 

Quant à la fonction 1+ ( ~) on la définit comme en (3, 10. 32) mais à partir des 

modèles sectoriels réguliers à droite. Autrement dit 

(3.10.49) 

avec_ 

(3.10.50) { {~) 
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cP 

(3 .10. 51) TT 

pour @l~) arns 1 défini 

(3.10.52) 

Remarque 3 : Sans doute vaudrait-il la peine, pour tester la conjecture (3.6.44), 

de calculer numériquement les invariants A~ par la méthode ci-dessus, par exemple 

pour : 

(3.10.53) 

Le seul ingrédient irrationnel du calcul consisterait en les intégrales : 

(3.10.54) 

qui sont fonction de deux indices entiers mais qu'on peut facilement, par intégra

tion par partie, ramener à une famille à un seul indice. L'invariance en o< du 

second membre de (3.10.45) permettrait en outre de vérifier le résultat et dis

penserait quasiment de toute évaluation d'erreur. 

SECTION 3.11. RAPPORTS ENTRE EQUATIONS AUX DIFFERENCES, SYSTEMES AUX DIFFERENCES, 

DIFFEOS ET ENDIFFEOS. 

Il n'y a pas lieu de revenir ici sur 1~ parallélisme - imparfait - entre 

problèmes différentiels et problèmes aux différences (voir à ce sujet la section 

3.1) non plus que sur la place très particulière qu'occupent les problèmes aux 

différences parmi les problèiœs aux translations et les problèmes différentiels 

d'ordre infini (voir à ce sujet la section 3.9). Mais il reste à préciser très 

brièvement les rapports qui existent entre les quatre catégories suivantes : 
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(i) équations aux différences (analytiques locales) (-J<) 

(ii) systèmes aux différences (analytiques locaux) ( >'< ,'<) 

(iii) difféos (analytiques locaux) (-Jti\i") 

(iii) endifféos (analytiques locaux) ( ;"icic) 

Ces rapports sont analogues, en un peu plus compliqué, à ceux que nous avons déjà 

observés à la section 2.13 entre les : 

(i) 

(ii) 

équations différentielles (analytiques locales) 

systèmes différentiels (analytiques locaux) 

(iii) systèmes dynamiques et champs de vecteurs (analy. locaux) 

(*) 

(**) 

Toute équation aux différences (d'ordre quelconque) équivaut à un système 

aux différences (d'ordre 1). Bien que l'inverse ne soit pas vrai, les invariants 

holomorphes #tw attachés aux équations sont d'une forme aussi générale que ceux 

qui.sont attachés aux systèmes. (On avait observé la même chose pour ies problèmes 

différentiels; voir§ 2.13). 

A tout difféo ou tout endifféo g est associé un système aux différences 

(voir (1.5.2)) à coefficients constants. Les invariants holomorphes #J attachés 
w 

aux systèmes aux différences ne comportent jamais de terme en 'J/fJ"l1 
les fflw des difféos et endifféos en comportent en général. 

tandis que 

Enfin, tout système aux différences à V inconnues et à coefficients 

fonctionsde t , peut être mis en correspondance avec un endifféo local (exception
,(' V+f 

nellement un difféo) de (!.... • Ainsi l'équation(= système à une inconnue) qui 

suit : 

(>'<) d'ordre quelconque 

(*>'<) d'ordre 1 
V 

(***) un difféo (resp. endifféo) local est une application de <L/o dans lui-même 

qui est (localement) inversible (resp. qui ne l'est pas forcément). 
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(3.11.1) 

t 
peut-être mise en correspondance avec l'endifféo local (non inversible) de <L : 

(3.11.2) { 
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CHAPITRE 4 CLASSIFICATION DES CHAMPS DE VECTEURS SANS PARTIE LINEAIRE. 

SECTION 4.1 : RAYONS PROPRES ET DIRECTEURS. 

Soit X un champ de vecteurs analytique local, sans partie constante 

ni linéaire : 

(4.1.1) 

Soit ~ le niveau (principal) du champ, c'est-à-dire l'entier ~1 

tel que l'on ait : 

(4. 1.1 bis) X, (1.) = Qt {;r_) +. t r1.,,..c ~ ~+t.1 ( 6.6 Q, ,. r-+ j 
pour des polynômes o~ (-x.) homogènes de degré }+I et non tous nuls. 

Définition 4.1.1 (application directrice, rayons propres, directeurs) 

L'application rationnelle 

~ éô,' ... ,., o, ) . 
de l'espace projectif ~

1 
( () dans lui-même est dite 

directrice de X . Ses points fixes Q = ( ~) 

X ,,,,,.,......._ 1 V 
rayons propres de Les O =-ll'> .. ',I o,) tels que 

application 

sont dits 

. . . 

sont dits rayons dégénérés. Pour chaque point fixe O de ;2 on note 

1-J;1 {o) / 1-~'"(~)) ... 1 1-)~-,co) 
les V-t valeurs propres de la jacobienne de J., en Les scalaires 

sont dits directeurs du rayon Q . On leur adjoint le directeur 

- -1 - . 
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Remarque : si on pose Q.· = !. Q. si on prend un représen-
'<l °d:l · ~ 

tant ( l," ... 1 Ôv) du rayon propre O et sf on note Q ( i, 1 •• • .., lv) le rapport 

commun: 

Q lt.-···, tv) Q, Cr··, f,) - ... -- Q v lo, , ... ,. 't v) 
tfv 

alors la matrice [ Q.:J(f,, ... , l,) / Q ('{,r· ·1 o)] est homogène de degré O en 

les lt et elle admet pour 

1- ~Il 1-}ii., •• • / i-ly. 1 

valeurs propres, outre l'entier r,+1 , les complexes 

. Bien noter que la valeur propre initiale h t1 , 
1 

qui provient de l'homogénéité des Qi. , n'est pas de la forme 1-10 puisque 

par définition. 

Représentants privilégiés des rayons propres. 

Dans toute la suite on notera les rayons propres sous la forme 

~ :: ( ~., •. · 1 o,) où ( (,) désigne le représentant privilégié tel que : 

(4. 1. 2) Q, lo,,· .. .1~,) 
Le représentant privilégié est bien sûr défini modulo une rotation rt ~ 1 0, 
avec pour E n'importe quelle racine p-ième de l'unité, mais c'est sans impor-

tance, car les ~
" 

sont destinés à servir de facteur à 

Proposition 4.1.1 (relation a priori entre les directeurs). 

Si l'application directrice j_ a tous ses points fixes O distincts 

et par suite en nombre fini, alors les directeurs correspondants satisfont 

à la relation 

(4.1.3) 
1 

=i 

et c'est là la seule relation a priori qui les lie. 

Preuve. Dans le cas V:2. , on établit (4.1.3) par un calcul émémentaire de 

résidus de fonctions rationnelles. Dans le cas général {V//1) on utilise une 
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"formule de Lefschetz holomorphe" due à M.F. Atiyah et R. Bott 
U<) 

affirme que qui 

L (~) L V ( f ✓• t) 
0 avec 
v 

Lt§) - L t1)' T/1.a..ce. Cf l H1(:(o)) 
t=D 

1 _ / 3(i,, ... .,~~) 
ck} (1 -~ f )~) d ( l, 1 ... 1 ¾.) 

où ! est une variété analytique complexe compacte où 1 est une application 

holomorphe de 

de ~ . Pour 

L (~) = 1 

j dans elle-même, et 

j = f.,_, ( {) on a 

et (4.1.3) en résulte. 

où O parcourt l'ensemble des points fixes 

H,(1✓ o) =o quand 1~ 0 . Par suite 

On remarque que les directeurs ~i. sont des fonctions algébriques, 

mais généralement non rationnelles, des coefficients des formes homogènes Qt 
car leur calcul nécessite la résolution préalable du système algébrique (4.1.2). 

Il y a toutefois une exception très importante. C'est le cas où Jt-=-i et où 

les Qi. sont chacun divisible par autrement dit le cas où 

V 

(4.1.4) :r· 1, ~ (1) - L ô.,J X· 
J•I J 

Faisons le calcul en dimension (**) en supposant , ce qui est 

( *1<*) 
loisible , que "'" =- -i u., .. - • 

(*) Voir par exemple : "A Lefschetz fixed point formula for holomorphie mappings", 

par H.F. Atiyah, Comptes Rendus du Congrès International de 1965 (Erevan) sur 

les fonctions analytiques, pp 28-32, Edit. Nauka, Moscou 1966). 

(**) En dimension V: 2. on peut se ramener à la forme (4.1.4) par un changement 

de variables linéaire, mais en dimension supérieure c'est généralement impossible. 

(***) Moyennant des dilatations 
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Dimension V::-2_ : 

On a trois rayons propres 

. 
I 

auquels correspondent les directeurs suivants 

rayons propre directeur 

0 = C -t / o) ~i = 1 + a.,., 

'€ = (ô., 1) ~i-= 1 + ll.1,1.. 

'iS = ( 1 +a..,. 1 1 +l,.,) 
~1. = - Ci_+-'-,\.) (-1 + ll."',l 

(j - t.l,1. Il,., ) 

On vérifie que i 

Dimension V = .3 : 

On a sept rayons propres : 

auxquels correspondent les directeurs suivants : 
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rayon propre directeur 

r= (1,o,.o) ~. -::. 1 + ctt., .1 x'--=--t + 0..,1 

0=(0,1,0) ~. = 1-t-0.,2. ) à',..': 1 + o..,'L 

0=(0,,0.,1) 7il: 1f4.t~ ) 'Xt. = 1 + ct ... 3 

O = (-tt4.,i, 1+l"' 1 o) } _ Ù+tl11.)(l+Ai1) l, _ ~& _ 
,-- ) t.-

1 - 4.,,. cl,., 1- o.,,. 41.1 

o-=-c o, "'t,\.?., 1 + .. ,,.) ~ _ C\+'1.t.) ( ltd.11.l ~ _. ~. 
,-- J 1.-

. .-f - O.\.\ 41,. -1-a., .. , a., ... 

~ = ( 1tt 1\, 01 1 +a.,,) A=-(1+41t) (1+0.iJ 
I ~1.= ~,_ -

-t- ,,, a.., ,-t ... a.,, ... , 

0= ( &t / ~1.1 ~I) à, ;-À",.-= i-i,-i'\,-- s, A s si · el- , )t.-= - 1 
" > dek-[a,j] i: . l'6)" 

avec 

. 

~1. -::. 1 + A,t. + 411 + d.l\ dit. +. 0..,1.. 0..1.1 - a.1., llu .. 

$t. = 1 + ll.1.~ + t11 + ll.,., tlt3 + d1.3 lli, - tt,, d.,3 

ô, = 1 + a,, + d.11. + l 3t. li., + ~,. et,,.. - o.,,. 4,., 

Ici encore en vérifie que 

1 
- 1 

(On peut connnencer par le cas où 
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L'importance du cas (4.1.4) tient non seulement à ce qu'il permet des 

calculs rationnels, mais surtout à ce qu'il se rencontre lors de la classification 

des champs résonnants (cf. sections 6.5 et 6.6.). 

SECTION 4.2 INVARIANTS FORMELS. 

a) Cas de directeurs non résonnants 

-----------------------------
Soit X un champ local sans partie linéaire et de niveau f , donc 

du type (4 .1.1) + (4.1.l bis). Supposons que X possède au moins un rayon propre 0 
à directeurs ~ ~ A--llo I I\ 1 , • • • / llv-1 non résonnants, c 'e·st-à-dire rationnelle-

ment indépendants. Cela implique en particulier que les sont tous différents, 

non nuls et irrationnels (sauf t = -1 ) . Par une substitution linéaire : 

(4.2.0) 

éventuellement suivie d'une transvection 

(4.2.0 bis) { t 1---7 ~o 

~Î 1-----? iJ + J.J { ( 1 ~j,v-1 / ~ é:~) 
on peut toujours mettre le champ X sous la forme 

V-1 ~I 

(4.2.1) Y=-f lq)1t-{t, { +~ ~-1i,.~ z +i R,(11)? 
,- do O "to J-1 6 "o, ) J=O O Q Cl~. 

'D )',H. d 
où les compléments "a (3) ne contiennent pas de terme en (joJ (si ~ ~ ô ) 

et pas non plus de termes en il. ~Jr, (pou~ tous l.t; J ) . 

La forme (4.2.1) est dite adaptée au rayon propre O. Elle n'est 

évidemment pas unique, mais conduit à une "forme élémentaire", qui l'est : 

Proposition 4.2.1 (forme élémentaire et résidu itératif) 

Moyennant un "éclatement": 
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1b - êo [1+eo(l:)] 

~ = èo [a,+( (l) I 
1 ..... 

(4.2.2) ou. .... • • 

~V-1 - io [ i'-'•l + ~v., (,JJ 
on peut passer de la forme adaptée (4.2.1) à la forme dite élémentaire 

.,_, 
f3o).,,_ { 1 (4.2.3) z 1 L J. 1-· ~ d.~-,) -- - -r- '1t f l~,)~ J-=0 d ~ d~· 

d 

qui, elle, est unique. Le scalaire f - !('6) est d" , ·J .t-(*) 1.t res1. 1h de X 
relativement au rayon propre 0 . Les résidt! l ~ f associés aux différents 

rayons propres sont des invariants formels de X , tout comme les directeurs 

)id (mais, contrairement aux directeurs, aucune relation a priori ne les lie). 

Bien entendu, directeurs et résidd~~; n'épuisent pas les invariants 

formels de X, car l'éclatement (4.2.2) n'est pas un changement de variable 

licite (il n'est pas inversible). 

Proposition 4.2.2 (forme normale et invariants formels). 

Parmi les formes adaptées (4.2.1), il en existe une, unique modulo 

un changement de variables 

(4.2.4) . 
,/ 

et telle que l'éclatement (4.2.2) qui la transforme en le champ élémentaire 

soit défini par des 

(4.2.5) 

de la forme 

l. ~0 / '1, 1 ·• "" '>tv. 1 

t. 

(>'<) Contraction de "résidu itératif". Les rési;i,J,'f'..r apparaissent dans l'étude 

de quasiment tous les objets locaux. 
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avec 

(4.2.5 bis) 

Cette forme adaptée particulière est dite normale. Elle s'écrit : 

v .. , 

(4.2. 6) t ♦ (1 + f ~~). y== r ~l'l q~+•+ Ro(tt)] ! + ~ ~i -l) ~~ o.. + Ri (3)] Ô'J? 
e l d6 lJ Ô~

11 
1.-:\ ~ o d,. . . 

~ 

avec des séries complémentaires 'R.l~) 1 Rl {~) 1 •• • 
1 
'R, .. 1 (J) ne comportant que 

des termes de degré total ~ J'-t 1 t1'\. ~ 
1 
~ 

1
, •• 

1 
<l et de degré partiel 

o , (/v .. , u~) -o u~"~) 
~ ~-l en ~o . Les coefficients des f'-t (~) constituent un système 

complet et libre d'invariants formels du champ X . 

La vérification des deux propositions précédentes est élémentaire. On 

montre l'existence de changements de variables formels conduisant aux formes 

désirées en déterminant par récurrence les coefficients de Taylor de ces change

ments de variables. On doit à chaque étape diviser par l'expression : 

-- . , , 
qui ne s'annule jamais pour des directeurs non résonnants. 

b) Cas de directeurs en résonance virtuelle - ---------------------
Si le champ X possède ne serait-ce qu'un seul rayon isolé à direc-

teurs sans résonance positive (Ji_+= 0 ) , autrement dit : 

tL ~· ~. 
4. " 

=ô e.{- "h\i 4' 0 \ 
mais à résonance virtuelle (JL = o) c'est-à-dire donnant lieu à des rela-

tions Z': 1'\i ~.: =O pour des 'Mi de signes mixtes, alors on peut encore 

calculer les invariants formels par la méthode ci-dessus, avec toutefois de très 

(*) Il faut bien sûr considérer ces coefficients comme définis modula la trans

formation induite par (4.2.4). 

(,':*) Conjointement à ~ 1 f et aux 7it 
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légères modifications lorsque ll > 0 , c'est-à-dire lorsqu'il existe des 
C:.o 

relations avec m.: ~ 0 

.:;J_ Cas de directeurs en résonance positive(f+ ) 0) 
Lorsque tous les rayons propres du champ X sont en résonance positive 

(et éventuellement en résonance virtuelle, mais cela importe peu), le calcul 

des invariants formels s'en trouve sensiblement compliqué. On trouvera quelques 

indications à la section 10.4- indications succintes il est vrai, car notre objet 

est le calcul des invariants analytiques et non le calcul, somme toute élémen

taire, des invariants formels. 

SECTION 4.3 INVARIANTS HOLOMORPHES. 

Nous supposons d'abord (dans les trois premiers cas) qu'il n'y a ni 

dégénerescence ni quasirésonance, ce qui écarte les invariants métaholomorphes. 

,J.) Premier cas: le champ X n'a que des rayons isolés et à directeurs sans 

résonance positive (j_,-t-::: ~ 
/ 

Il n'y a alors pas d'invariants holomorphes : deux champs X et X 
de ce type sont conjugués analytiquement dès lors qu'ils le sont formellement. 

Ainsi donc, dans le cas générique (pas· de résonance pas iti ve) les champs à 

partie linéaire nulle n'ont pas d'invariants holomorphes. 

La démonstration est analogue à celle du théorème de Siegel (voir 

§6.1 et §9.1) sur la linéarisation des champs de vecteurs avec partie linéaire 

non résonnante et non quasi-résonnante. Les directeurs X; jouent ici le même 

rôle que les multiplicateurs /), dans le théorème de Siegel. 

!) Deuxième cas : le chamg X n'a que des rayons isolés mais l'un d'eux (au 

moins) a ses directeurs en résonance gositive 
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A chaque rayon O à directeurs en résonance positive correspond une 

famille Jt.
0 

d'invariants holomorphes. Pour les calct!ler, on connnence par mettre 

le champ X sous une forme/ adaptée au rayon Û (voir (4.2.1)), puis on 

effectue un éclatement élémentaire: 

(4.3.1) t = Co êo 

qui transforme Y en un champ analytique z de la forme: 

v'-f 

(4.3.2) LZofr-z ~ {\ 'A +(de.rfJ.t)~ 
d 

~ob«kf i.Ùv = -j•O ~'i.â ,,...,, 
y ,V 

Partant d'une autre forme adaptée relative à des variables ~. , puis 
ô 

effectuant un éclatement élémentaire 

on aboutirait de même à un champ z de la forme 

(4.3.2 bis) 

avec 

(4.3.3) 

où les sont des séries convergentes en (sans termes 

finéaires si J -:p-0). 

On voit donc que les champs analytiques ~.rf z et 

sont à partie linéaire résonnante, c'est-à-dire exactement du type (6.5.1) 

étudié au chapitre 6 (mais avec les directeurs X01 ~t 1 •• • 
1 
~ ... , à la place 

des multiplicateurs ) 1 1 
Àt 1 ••• 

1 
Àv ) et qu'ils se correspondent dans 

un changement de variables analytique inversible (4.3.3) suivi de la multipli-

cation par un facteur analytique inversible (__~0 /i 0 yf: (!_1 ~0 (i))-['-
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Au chapitre 6 nous construisons les invariants holomorphes des champs 

analytiques à partie linéaire résonnante. En calculant ici ces invariants pour 

le champ (J,o}~ Z puis en otant la petite famille des invariants dits 

précaires (c'est-à-dire des invariants qui ne sont pas conservés par la multipli-

cation du champ par un facteur inversible) on obtient une famille d'invariants 

non seulement de ~ 0f l'-Z mais de X lui-même. On obtient en fait, de cette 

manière, tous les invariants holomorphes de X relatifs au rayon O , moins la 

petite famille des invariants précaires, qui ne sont pas très importants et 

qu'on peut de toute façon, si on le désire, récupérer au moyen du procédé uni

versel du chapitre 10 (méthode de l'arborescence). En répétant ces constructions 

pour chacun des rayons propres à directeurs en résonnance positive, on 

obtient un système complet d'invariants holomorphe du champ X. 

c) Troisième cas le champ X possède des rayons dégénérés ou non isolés. -
Rappelons qu'un rayon est.. dégénéré si l'on 

a 

(cf. (4.1.1 bis)) 

Ce cas, évidennnent exceptionnel, se subdivise lui-même en plusieurs 

sous-cas, qui peuvent conduire à des niveaux multiples (voir§ JD.1) mais qui 

tombent tous sous le coup des méthodes universelles du chapitre 10. 

d) Incidence de la _ nihilence et de la quasi-résonance. --------------------------------
nihilenc.e 

Sur chacun des trois premiers cas peuvent venir se greffer de la 

(génératrice de petits diviseurs' et d'invariants métaholomorphes) 

ou de la quasi-résonance (génératrice de tout-petits diviseurs et d'invariants 

métaholomorphes) mais en général sans détruire la résurgence et sans interférer 

avec le calcul des invariants holomorphes. Voi à ce sujet les sections 8-1 et 

9.5. 
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CHAPITRE 5 CLASSIFICATION DES DIFFEOS TANGENTS A L'IDENTITE. 

SECTION 5.1 LE CAS DE DIMENSION 1. 

Soit à classer les difféomorphismes locaux de œ de la forme : 

(5. 1. 1) 

relativement aux changements de variable analytiques. Ces difféos sont étudiés 

en long et en large au tome II. Nous nous contentons ici de rappeler quelques 

résultats-clef, en leur donnant la forme qui, se prête le mieux à la générali

sation en dimension quelconque. 

S ne possède que deux invariants formels. Ce sont le ni veau f-
( indice du premier coefficient non nul) et le résiduit / ("résidu itératif"), 

lequel est défini par 

(5. 1.2) ) 
... ( 

avec R = résidu en ~=D de (_J(~} -x 

On vérifie en effet que tout j de niveau f et de résiduit J est 

formellement conjugable au difféo analytique 

(5.1.3) a ~ 

g n'a pas d' inva:riants métaholomorphes, mais il possède une infini té 

dénombrable d'invariants holomorphes que l'on obtient connne suit. 

On commence par calculer l "~intégrale formelle" de j , c'est-à-dire 

par résoudre l'équation: 

(5. 1.4) 

Si f :0 , cette équation admet une solution formelle du type 
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(5.1.5) 'X. ( â) :::. L & -'Vr-
'k)I "' ~ 

Si f :f: 0 , elle admet une solution formelle du type: 

(5.1.6) :t(~) = z: &ft 11\ f'I~ . c â-• ti ~r 
{ 1\~I ' 

'M)O 

Dans chaque cas, la solution est unique à une translation près sur}. A cet 

égard, il faut noter que la parenthèse au second membre de (5. 1.6) est un élément 

et pas seulement de 

Ce détail a son importance, car c'est seulement dans la première algèbre qu'on 

a expression unique. Dans la seconde, on a évidennnent des relations du type : 

--
En réalité, lès coefficients 

en effet on désigne par 

X Ji-·-.....:;a~ 

de (5 .1 •. 6) ne sont pas indépendants. Si 

le changement de variable formel qui conjugue le difféo X ~ ftx} au difféo 

d i---:) ôl~) de (5.1.3), on aura une formule 

(5.1.7) = 

identique à la formule (5. 1. 5) au remplacement près de 1J' par Î . Ici, 'l 
est une variable liée à i par : 

(5. 1.8) 

ou si 1 'on préfère : 

_(5.1.9) 

Cette variable } n'est en somme qu'un temps ~ légèrement perturbé. Nous la 
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retrouverons dans presque tous les problèmes de classement d'objets locaux. 

D'ailleurs, (5~1.9) s'inverse d'une façon unique sous la forme : 

(5.1.10) 

avec l:
110 

-::. O et C•,,• -::.. -f . Toutefois, cette expression compliquée 

ne sert guère: les formules (5.1.8) et (5.1.9) suffisent à presque tous les 

besoins pratiques. 

(5.1.11) 

Définissons une série :t par 
A.JI 

--
En général, le troisième membre de (5 .1. 11) di verge aussi grand que soit 1J . 
Toutefois, la transformation de Borel rétablit la convergence et fournit un 

germe prolongeable partout sans coupure, et aux singularités (A) toutes situées 

au-dessus du réseau ..Jl = 2.tti. Z . Ainsi, z est une fonction résurgente 

et, pour tout 4J au-dessus de J2. , on montre qu'elle vérifie l'équation de 

résurgence: 

(5. 1. 12) 

où les 1 sont des scalaires bien déterminés et où J., désigne la dérivation 

étrangère par rapport à t Mais d'après (5. 1.8) et (5. 1. 11)' on a 

(5.1.13) li+ f /t; y·' d 
~ l}) - J :l-('b) d) - -ot1, 

Désignant maintenant par Âw la dérivation étrangère par rapport à t, on 

peut calculer j'-' l:.(1,) à partir de (5. 1. 12) en appliquant la formule (1. 3. 61) 

de dérivation étrangère d'un produit de composition. On trouve: 

{5.1.14) --
Cette formule est plus simple que (5.1.12) et nettement plus maniable, surtout 

pour le calcul des dérivations étrangères itérées : 
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C'est donc elle que nous utiliserons. D'une façon générale, ici comme dans 

toute la suite, on fera les calculs pratiques par rapport à la variable "@ 
(temps perturbé), qui permet de manier des séries entières d'une seule variable, 

mais on écrira systématiquement les résultats en fonction de la variable 1J' 
(temps non perturbé), qui donne des équations de résurgence plus simples. Ce 

n'est d'ailleurs pas un simple artifice d'écriture : on pourrait très bien 

calculer la transformée de Borel Z(~) de 

{i:.t)(l.c.~et vérifier ainsi directement que 

vérifie les équations (5.1.14). 

X(l) grâce à (5 .1.6) 

Z('b) est résurgente 

et à la formule 

en 7J et 

En résumé, s~ on désigne par !J.w les dérivations étrangères par 

rapport à i et par 6GJ les dérivations étrangères pointées : 

on est conduit à l'énoncé: 

Proposition 5.1.l (résurgence de l'intégrale formelle) 

Tout difféo analytique k de niveau Jt- et de résiduit J possède 

une intégrale formelle :::t.(1,) 

unique à une translation près sur~ et s'exprimant connne série entière de 

-'lr-1) , où ~ est le temps perturbé 

~ ~+f~l 
De plus, cette intégrale formelle :t. (1}) est une fonction résurgente (en ~ 

connue en 1) et admet pour réseau de résurgence l'ensemble jl_~ qui relève sur 

r ~ LI'- (surface de Riemann de S ,-) l'ensemble 

_fL ~ )ifl 2: -= 2..ni 2: (t~) 

(*) )>
0 

est le multiplicateur imaginaire. Il jouera un rôle essentiel au chapitre 7. 
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Enfin, il existe des scalaires complexes A tels 
(J 

que 

(5. 1.15) /1w :t.('~) A d 
:t (~) Cf w t:: Jlr-) - w ô?, 

ce qui peut s'écrire 

• 

(5.1.16) 6w l:(.~ - Aw X(~) Cf"' t j/_,..) -
• 

où 6" est la dérivation étrangère pointée et où /AW est un opérateur diffé-

rentiel ordinaire 

(5.1.17) 

• 
Puisque les /1., , à la différence des /J.., , commutent avec f'?f , on obtient 

en itérant (5.1.16) 

(5.1.18) 

ce qui donne : 

(5.1.19) 

En particulier on a: 

(5.1.20) 

ce qui donne 

(5.1.21) 

Les équations (5.1.19) décrivent complètement la résurgence de ':t ('à)• De 

plus : 

Proposition 5.1.2 (Invariants holomorphes de 8) 
La famille des opérateurs { fP.,., i t., € J/.l'-\ , considérée colfl1le 

définie à une translation près, constitue un système compleS 
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let libre d'invariants holomorphes de 

Cela revient à dire que des scalaires Aw (eué JL) , considérée 

comme définie à une transformation A" 1-7 I( t.XJ" (-"1 près, constitue un 

système complet et libre d'invariants holomorphes. 

SECTION 5.2. LE CAS GENERAL - I~1VARIANTS FORMELS. 

Plaçons-nous maintenant en dimension Y quelconque. 

L'application définit une cor.respondance biuni-

voque entre les champs locaux formels, de niveau f 41 , donc sans partie 

linéaire et de la forme : 

(5.2.1) X -- . ... 
et les difféomorphismes formels de niveau ~ ~1 , donc tangents à l'identité 

et de la forme 

(5.2.2) • • --
Les polynômes homogènes Qt sont d'ailleurs les mêmes dans (5.2.1) et (5.2.2) 

bien qu'évidennnent les termes de degré supérieur diffèrent(*). 

Ceci permet de t·ransposer aux difféos toutes les notions introduites 

au chapitre précédent application directrice ~ , rayons O propres ou 

dégénérés, résiduit J , directeurs ~ 0/ Îî11 , •• J ~V-t • Ceci permet aussi 

d'appliquer telle quel le la construction des "invariants formels faite au 

chapitre précédent. 

U~) à partir du degré 2_ t,..-41. 
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SECTION 5.3. LE CAS GENERAL. INVARIANTS HOLOMORPHES. 

Ici encore, on se laisse guider par l'analogie avec les champs de 

vecteurs. On a toujours les différents cas envisagés à la section 4.3, mais 

avec une différence essentielle: alors que dans le cas générique où Ji-t-=0 
(directeurs sans rJsonance positive) les champs analytiques ne possèdent pas 

d'invariants holomorphes, les difféos analytiques, eux, en possède toujours 

une infinité dénombrable. Recherchons ces invariants en commençant, comme tou

jours, par le calcul de l'intégrale formelle. 

Fixons donc un difféo local î de la fonne (5.1.1) et notons F.;.. 
son générateur infinitésimal formel 

y 

(5.3.1) ~ - L J. (.:r.) 
;) - L=I -il 1. dX~ 

Ce champ formel ~ est caractérisé par 

" 
(5.3.2) to~ ~ !l ~ l' e.t" -

dl· ;i 1. 

Bien que les coefficients de Taylor des 

des et que, par hypothèse, les composantes 

se déduisent facilement de ceux 

St de J soient analytiques 

en X.11 ••• ,
1
::ty, ce n'est généralement plus vrai des composantes §-¾«~ de ~ • 

Celles-ci divergent presque toujours. Plus précisément, elles "contiennent de 

la résurgence" et cette résurgence "manifeste" les invariants holomorphes de 

g. Toutefois, pour mettre en évidence résurgence et invariants, il faut passer 

des variables données à de nouvelles variables. Ceci peut se faire de bien 

des manières, mais le choix le plus corrnnode (celui qui simplifie au maximum 

les équations de résurgence) consiste à introduire le temps complexe i , rela-

t ivement à qui le difféo revêt la forme i >--7 
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Proposition 5.3.1 (Existence et allure de l'intégrale formelle) 

Soit j un difféo local de niveau f.- . · À tout rayon propre 

0 = Co/· .. 1ov) de résiduit j et de directeurs ~01~11 ... ·1lv., 
nants, correspond une intégrale formelle 'X. ( ~ ; .(.L.) solution de 

(5.3.3) x 6 (~ + 1 ; -ù.) = l (:t. (~; a)) 
, 'f' 1 d' ' ... 1 (*) et ver1. 1.ant es con 1.t1.ons 1.n 1t1a es 

(5.3.4) 

Cette intégrale formelle est unique modulo un reparamétrage 

(5.3.5) 

et elle est de la forme 

(5.3.6) --
soit plus explicitement 

(5.3.6 bis) 

non réson-

où le multiindice n parcourt l'ensemble où les blocs 

par: 

C1t.J 
~ sont défini'. 

(5.3.7) 

ou en abrégé avec le temps perturbé ") 

(5.3.8) 

(*) Ici(o
1

, ... .,1fv) désigne le représentant privilégié de O, c'est-à-dire 

celui qui vérifie (4.1.2). 
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où Emfin les composantes sont d]s séries enti~res en 

(5. 3. 9) 

Preuve Résoudre (5.3.3) revient a r,Ssoudre : 

(5.3.10) 

Or la solution de (5.3.10) associée au rayon Q s'obtient en composant 

(i) le changement de variable inversible Xi H U donné en (4.2.0) et 
U,~1 

(4.2.0 bis) et qui met ~ sous la forme adaptée Y donnée en (4.2.1) 

(ii) par l'éclatement 1. t-7 -i• 1,. 
qui met Y sous la forme élémentaire Z 

1, 

(':f.o)fl 
1/-l 

(5.3.11) z - ., { 2 ~-~- ~ ~ Q . .. -1) " " ~t fl 1 +-ffso)t-, t,::::O 

(iii) et par la substitution: 

(5.3.12) 

Ecrivons maintenant, sous formn condensée, les équations de résurgence 

vérifiées par les 1: . Comme toujours. n .... est le relevé sur lr- (surface 
'li 11) ,- • • 

de Riemann de S ft-) du réseau .JL et les 6 lresp. les f:::.:,, ::: e.-"'h /:J ) sont 
. ~ ~ ~ ~ 

les dérivations étrangères par rapport au temps _npn perturbé ~ (resp. les 

dérivations pointées correspondantes). 

Tr,~position 5.3.2. (Résurgence de l'intt;grale formelle) 

L'intégrale formelle est une fonction résurgente 

(d,:: 1,-comme de 1" ) et e Ue admet pour réseau de résurgence l'ensemble : 

( ~o::. multiplicateur imaginaire ) 
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~ 

Plus précisément, chaque composante cpi admet une transformée de Borel 

(en '7J comme en\ ) qui converge à l'origine, se prolonge partout sans coupure 

et a toutes ses singularités en des points de la forme 2.n t. 1H ( 1tt. t:. 2) 

Ecrivons maintenant, sous forme condensée, les équations de résurgence 

m,,,: JL ,{) vérifiées par les T~ . Comme toujours, l'- est le relevé sur (l..(L (surface 

de Riemann de ·i/r-) du réseau jL et les 6.,, (resp. ~ 6 -::. e-t"l; b ) sont 
.., (J w 

les dérivations étrangères par rapport nu temps non perturbé 1J (resp. les 

dérivations pointées correspondantes). 

Proposition 5.3.3 (Equations de résurgence) 

Les vérifient des équations de résurgence qui sont 

Si on introduit les dérivations étrangères pointées et les opérateurs différen

tiels ordinaires 

(5.3.14) 

les équations de résurgence s'écrivent 

(5.3.15) 

• 

Les 61'.J ont 

puisque les 

1' avantage de commuter avec ;
11 

et bien entendu avec les fu.; 
Qi sont de simples paramètres. On peut donc itérer (5.3.15) et 

écrire, en prenant garde à l'inversion des facteurs : 

est la projection naturelle .JL,.. ~ Jl 
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Cette équation décrit complètement la résurgence de ~ ( 'ti u). 

Interprétation des équations de résurgence. 

(5.3.13) et plus encore (5.3.15) sont des équations condensées, qui 

doivent s'interpréter par rapport à chacune des composantes 4>~ de 1' intégrale 

formelle. Si nous posons (pour des raisons d'homogénéité) : 

(5.3.17) 

M, -,..v-1 

u. · · · Ctv., 

'lt, 'llv-1 
.Ut • •. llv.c 

~j~o) 
( 'tt:, 4-•l i 'Ai 4-Ô ~ i :{:-j) 

alors (5.3.13) fournira pour chaque composante : 

(5.3.18) 

avec 
v-1 

(5.3.18 bis)~; l) = ~ 1t(~i: 
'=If 

ek-

Les sigmas aux seconds membres de (5.3.18) sont finis puisqu'ils s'étendent à 

toutes les décompositions de ?l= ('n.t) en sonnnes 1\. 
1 + '>\.

11 
=:. l l)t~ +1t. 1

( ) 

Schéma de la démonstration des propositions 5.3.2. et 5.3.3. 

Pour montrer la résurgence de l'intégrale formelle X.(t)) o.) , on 

se reporte à l'équation (5.3.3) et on en tire pour chaque composante f>~: 

(5.3.19) 

où le premier reste est de la forme : 

(5.3.20) 
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~ ro~ 
les autres restes Ri. s'expriment simplement à partir des Jà et de et où 

leurs dérivées, seuls intervenant les multiindices 1'i'\. strictement inférieurs 

NV-1 
à ~ (pour 11 ordre naturel sur / ) • Les équations aux différences (5. 3 .19) 

sont du type étudié au chapitre 3. On peut donc affirmer que les composantes 

Cf~ sont résurgentes en V' avec pour réseau de résurgence _fL-::. l tt'i. Z- • 

Pour déterminer la forme exacte des équations de résurgence, on se 

reporte de nouveau à l'équation (5.3.3) et on lui applique la dérivation étran

gère ordinaire L1w pour un indice donné w 6. Jt . La dérivation 64.J ne commute 

pas avec ~/û"r mais elle commute avec la translation de pas 1. On obtient donc 

(5.3.21) --
avec 

(5.3.22) s .. (1) -.. , e)-

Or toute solution formelle de (5.3.21) peut s'écrire: 

[Ao ~ Ar:?- v-1 a 
]· X, (~i LL) (5.3.23) ~-(~) - + t .... A -

d~ dt.t, OUy.1 1. 

pour des coefficients A' appartenant à (L[e_ u., J ••• ,, t.e.v .. , JI mais constants 

en 4,- . On aboutit donc bien aux équations de résurgence (5.1.15). 

Proposition 5.3.4 (Invariants holomorphes) 

Les opérateurs Jiw, considérés comme définis modulo un changement de 

variable élémentaire (le même pour tous les w ) de la forme : 

(5.3.24) 

sont des invariants holomorphes du difféomorphisme local 8 
Proposition 5.3.5 (Système complet et libre d'invariants holomorphes) 

Si on est dans le cas générique, autrement dit si le difféo 8 n'a 
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que des rayons propres isolés O à directeurs non-résonnants, on obtient un 

système complet et libre d'invariants holomorphes en regroupant les opérateurs 

/Aw l G.., é:.. ~) relatifs à l'un quelconque des N rayons propres. 

Schéma des démonstrations. 

L'invariance des /l.., est immédiate à vérifier. Soit en effet un 

changement de variables analytique . Soient X.{~; u) 
et :x.{ ~ i u.) les intégrales formelles associées à un même rayon propre et soient 

,n ;;r les opérateurs correspondants. Ces opérateurs sont caractérisés rn,., , 1n1., 
par 

, 

(5.3.25) 61J 2 C~iLA-) tR4J X.(~}IA) 

• 
(5.3.26) ~6, 

I"\.) -(} i t4) IA~ X:l);'4) 'X. --
Mais par unicité de l'intégrale formelle on a 

(5.3.27) 

• 
D'où en appliquant 64> et compte tenu de (5.3.25) : 

• V • 

(s .3.28) D.., i-; c v·J = ~ ~ti t"(ï,"-)) L\. ~ c~, .. ) 
V 

~ e:i {.tl1Y .. V 1t .t1(>1'9 
Soit finalement : 

(5.3.29) 

Comparant (5.3.29) et (5.3.26) on voit que 

Le fait que les invariants /AtV constituent un système libre (pas 

de r,~ lat ion a priori entre les ff(., associés à un même rayon propre (Voir toutefois la 

section 3.6)se voit par la méthode des perturbations infinitésimales. On calcule 

les invariants /At..J + S /A,,., associés à un difféo j-t-Sj. Il est d'ailleurs 

---------------------
U~) "libre" ne signifie évidemment pas ,1ue ·1es coèfficients A~ ( ..i.) sont 

des séries formelles quelconques en u.. . Ils sont soumis aux "contraintes en u. " 

Voir §5.6. 
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commode de perturber un difféo i de la forme e.xr X (pour un champ de 

vecteurs analytique X) car cela assure Diw :::: D . Les $/A"' se calculent 

alors facilement en fonction de rJï) 0 J et du moule zêta (voir section 

1.4) et l'impossibilité d'identitéshomogènes (de degré 1,2,3, ... ) entre les 

. 1· 11 • 'b'l' 'd 1 . 1 . . . 1 . . (*) 1mp ique 1mposs1 i ite e re ations ana ytiques a priori entre es invariants • 

Enfin, la complétude du système d'invariants holomorphes consitué par 

les {A
41 

se montre en distinguant deux cas. 

Dans le cas générique ( !t non quasi-résonnants) on montre que les 

transformées de Borel sont analytique en .u. , ce qui permet de 

resommer par Laplace dans les plans et Re.($) < ô . On prend 

et alors deux dif féos J et } formellement conjugués ( l c _R, = Î o~) 
possédant mêmes invariants §lw , puis on montre 1 'analyticité de -R_ en raisonnant 

sur différentes cartes qui décrivent des voisinages 

partiels des différents rayons propres O et qu'on recolle ensuite. (-i,.:,,.) 

Dans le cas exceptionnel ( Xt quasirésonnants) on n'a plus analyticité 

en A , à cause des tout petits diviseurs mais on montre que 

ces tout petits diviseurs ne font qu'introduire des invariants métaholomorphes 

(non constructibles) qui viennent s'ajouter aux invariants holomorphes !/i4J 
(Voir section lô,4-). 

_!>roposition 5.3.6. (Critères d'itérabilité fractionnaire) 

Supposons que le difféo f ait ses rayons propres isolés et ses 

directeurs ~~ sans résonance ni quasi-résonance. Alors J est l'exponentielle 

d'un champ de vecteurs analytique X· si et seulement si tous les Hi sont 
4.J 

(*) Les fAw sont bien soumis à des contraintes a priori de croissance (voir §10.5) 

mais c I est autre chose. Il y a aussi les "_contraintes en ,(,l " qui précisent la 

dépendance en ,A;_ de chaque /Aw et qui relient entre elles les familles de /.Alv 
attachées aux divers rayons propres. Voir §5.6. La démonstration détaillée de la 

complétude et de la liberté figurera dans [E.4], où nous en aurons besoin, mais 

on en donne le principe en § 11. 1. l"' ~) 011. ,U.b.~" <:J~ &,nt ~,i,J 21?/.J FJ:t,;.;_{/4 
JE }.11.C G:'v?ie»..C,\/!.;._(-é 1.Ù.;; f v-c.fl..Cv'-0 ._.l,,no..~~'U t:6 ds._ r~eW1./i 1/1.v"J.¼l'~l 
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nuls. De même, j- possède une racine m-ième d'itération (c'est-ii-dire un i 
analytique tel que f ::: J ) si et seulement si les fflw sont nuls chaque fois 

que 1 1 entier fu /"- ît ê. est divisible par 11L • 

La démonstration est en gros la même qu'en dimension 1 (Voir tome II). 

SECTION 5.4 INVARIANTS HOLOMORPHES ET TRAJECTOIRES ENTIERES. 

De même que, sur l'infinité des invariants formels, il en existe un 

nombre fini (à savoir et les At ) qui sont cruciaux en ce sens qu'ils 

SE~ répercutent directement sur la forme de 'X. [~;te.) et notamment des blocs 

?JC"'-J , de même, sur l'infinité des invariants holomorphes, nous allons dégager 

une petite famille, qui mérite elle aussi l'épithète cruciale, car elle influence 

d'une façon décisive la nature de la résurgence. Commencons par une définition 

commode. 

Définition 5.4.1 (Polynômes de résurgence et fonctions finiment résurgentes) 

On appelle polynôme de résurgence toute fonction résurgente qui 

s'annule dès qu'on lui applique un nombre suffisant de dérivations étrangères(*). 

On appel le fonction finiment résurgente toute fonction résurgente '( telle que 

tP (*** \. et toutes ses dérivées étrangères, premières et successives ) , s'expriment 

au moyen d'un nombre fini d'entre elles(***). 

(*) Tout polynôme de résurgence peut s'écrire comme somme finie : 

'2: "' 
t:.'-' (~) 1..t ti) ( tu =- Cw,;•''l 4.111.)) " 

avec des Cc.., C-12,) analytiques ("constantes de résurgence") et avec pour 11 l-;) 
1,is monômes de résurgence introduits à la section 1.4. 

("=10) Autrement dit, toutes les /J"• Î 
/Jc..,

3 
ir.., ... 6w, Cf , etc •.. 

, toutes les tJw,. /J'->, ce , toutes les 

u,.,~;q et au besoin d'autant de germes analytiques ("constantes de résurgence'; que 

l 1on veut. Une définition plus précise consisterait à dire : ~ est finiment résur-

gente si l'algèbre de résurgence qu'elle engendre à une dimension finie sur 

l'algèbre des germes analytiques (ou "constantes de résurgence 11
). 
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Les polynômes de résurgence sont bien sûr finiment résurgents, rn:11 :; 

l'inverse n'est pas vrai. De fait, les fonctions finiment résurgentes sont aux 

polynômes de résurgence à peu près ce que les fonctions algébriques sont aux 

polynômes. 

Revenons à nos moutons. Soit j un difféo local tangent à l'identité 

et soit Û l'un de ses rayons propres, supposé à directeurs non résonnants 

(cela implique que Ô est isolé). Relativement à ce rayon, J admet des 

invariants holomorphes de la forme 

(5.4.1) --
et une intégrale formelle 

<s.4.2) :i: l,; ") = ~ 
aux composantes ~"t\. ordonnées par l'ordre naturel de 

v-1 
fN . 

Définition 5.4.2 (Invariants holomorphes cruciaux). 

On qualifie de cruciaux les tenues constants 
• 

Il
i v-, 
w t t) 1 .. • ., A" ( o) 

des séries A:(~ coefficients de l'opérateur invariant A\., . Bien noter 

l'exclusion du premier terme A: (o) 

Proposition 5.4.2 (Différents types de résurgence) 

1 "/•I 

c<.) lorsque les invariants cruciaux ne sont pas tous 

nuls (c'est le 

Ac..,lo) 1 ... J Aw (ô) 
cas générique) les composantes gi1\. de 1 'intégrale formelle sont 

des fonctions infiniment résurgentes. 

s'expriment en fonction des <p'M. pour 

mais aussi des V-l composantes q~ 

if-,'k. 
Les dérivées étrangères d'ordre 1 de l"" 

lesquelles ~ ~')\. (111.antérieur à ?'l ) 

pour lesquelles 1>'t est immédiatement 

postérieur à 1t . Dans ce cas, chacune des ~~ recèle à el le seule toute 1 'in-

formation invariante (attachée au rayon O ). 
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P> lorsque les invariants cruciaux sont nuls pour tout 4J 

(5.4.3) . . . :::: 0 

alors les composantes ~1'. sont finiment résurgentes. Chacune d'elles a ses 

dérivées étrangères du premier ordre exprimables en fonction de la famille finie 

des ~ 'h\. d I indice 'ni.. ~ 1\. • Il faut alors considérer 1 1 infinité des 4?"'-pour 

récupérer toute l'information invariante (attachée au rayon O) 
~) Lorsque, outre (5.4.3), on a pour tout G.J : 

(5.4.4) 
~ Ai d 
- " {o) = . ~ . -
Ô'«i ôtt, 

alors les composantes «p'n. sont des polynômes de résurgence. Chacune d'elles a 

ses dérivées étrangères (de tout ordre) exprimables en fonction de la famille 

finie des P'M. avec 111. (1)\ (strictement). Ici encore, il faut envisager la tota
.if\~ 

lité des '! pour obtenir toute l'information invariante. 

Preuve: Il suffit d'appliquer la formule (5.3.18) et d'observer qu'avec les 

notations homogènes (5. 3.17) les invariants cruciaux 

les co~fficients AJ 

w li 1'., • • • , ""v-, d'homogénéité 

(5.4.3) sont précisément 

~ 1ld = - f (car tous les 

-l\d sont nuls 1sauf un qui vaut -1 ) et les invariants 

Al 
"semi-cruciaux" (5.4.4) 

d'homogénéité ~"'à :ô sont précisément les coéfficients 
I» Il~., .•• I ~V-t 

Les invariants cruciaux permettent aussi de discuter l'analycité des 

trajectoires entières. Définissons d'abord celles-ci. 

Définition 5.4.3 (Trajectoires entières) 

Supposons qu'existent V4 i. séries fonnelles d'une seule variable 

I 

sans termes constants et telles que ou plus explicitement 
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(5.4.5) J_ (W.l\)~ ... / ~{J)) 
' 

On appelle alors trajectoire entière (formelle) de. •f la donnée de telles ~ 

et d 'une telle ~,+, de'f1'n1'es a' d un changement de paramétrage près 

(5.4.6) . 
,/ 

. 
,/ 

Une trajectoire entière est dite analytique si les 1.ü~ (~) peuvent être 

choisissimultanément analytiques. 

Proposition 5.4.3 (Critère d'existence et d'analycité des trajectoires entières) 

possède 

Tout rayon prrropre Q = [ O, 1 ... 1 Ôt) à directeurs· 

une trajectoire entière r qui lui est tangente et 

équivaut à la nullité des invariants cruciaux: 

(5.4.7) ••• 

Remarque 1 : (Paramétrages canoniques de r ) 

non résonnants 

1 1 analycité de Î 

L'application Î) t--, ::t. ( ~; ~ constitue un paramétrage canonique 

mais non entier de la trajectoire entière r« . En revanche, l'application: 

conduit à un paramétrage canonique et entier de 

~-rt = ~ . Toutefois, même lorsque 

(~ ~: ~ + ! ¾~) 
f' . Il suffit pour cela de 

r est analytique, ce paramé-poser 

trage canonique entier de f1 n'est généralement pas analytique. 

~ 
Remarque 2 : (Invariants du difféo induit J · ) 

Lorsque r est analytique, le difféo à une variable 

est analytique (pour un bon choix de 3 ) et à ce titre il possède, d'après la 

section 5.1, une infinité d'invariants holomorphes Hi: qui sont ipso facto des 

invariants holomorphes de f (cf. proposition 5.1.1). Ces scalaires invariants 
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=(t=-
à f ne sont d'ailleurs autres que les scalaires invariants 

i=tP 
A: attachés 

attachés à 3 . Ou si 1 'on préfère : les opérateurs invariants IF/tu attachés à r s'obtiennent en "annulant A Il dans les opérateurs invariants !Rt.., attachés 

Remarque 3 : (Trajectoires entières non analytiques) 

Lorsqu'au contraire r n'est pas analytique, tous les "bons" paramé-

~ (notamment ceux pour qui ,W-i (\) 'S ! pour l'un des 
. 

) rendent trages L 

la fonction ~ +(\) résurgente par rapport à ?) -=-!-r-. Si en outre les 

invariants semi-cruciaux (5.4.4) ne sont pas nuls, cette unique fonction résur-

gente recèle à elle seule toute l'information invariante (attachée au rayon O ). 

Preuve de la proposition 5.4.3 : 

Au prix d'un changement de variables linéaire on peut toujours faire 

en sorte que le rayon propre ô = (o, J •• • I Ov) ait ses coordonnées toutes 

:f::D. Désignons par ~("<,it.t.) = LU.'l'I. ,i"'~f'h. l'intégrale formelle relative à O 
et pour toute paire i.,J définissons une série formelle i. • par : ,.,, 

(5.4.8) = ~ 6 <f œi~ 
D'après les théorèmes sur la composition des fonctio~s résurgentes, tà (i) 

' ~-r-S. l' d' . A 1 d' . . ' ' est resurgente en "ô-:::. ~ . i on esigne par L.l'-' a erivation etrangere 

pointée par rapport à i , on aura en application de la règle ( 1. 3. 61) 

(5.4.9) tiw ~; = (liw [tJ)o(~
0

) + (;/;){1i) .(6Jfl 
Or des équations 

(5.4.10) 

' M"' OU 11.. désigne le multiindice (0 1 .. ,
1

D,,,l
1
01' .. ,,o) dont la k-ième composante 

vaut 1 et toutes les autres O. Compte tenu de la relation (5.4.10) et de celle 
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qu'on en déduit en 
. 

(5.4.9) s'écrit remplaçant .,_ par d "ft..k ,,._l 
• • V-1 ~ q>. 1 

(J tj).@),d)o(Pi) ëwiz A"(o) c1ék- " d 
(5.4.11) -- !~~ Jf. â . t::1 

~ C. ~ d 
0 

On remarque que le terme Aw (o) ne figure pas dans (5.4.11). Puisque 

R,i. c 1 l = J l'analycité de la trajectoire îtière r tangente à O entraine 

1 'analycité des k,J donc la nu{lité des A
41 

(o) . au second membre de (5. 4 .11). 

Inversement, la nul lité des A._,(~ montre que les fonctions /~à / qui sont 

a priori résurgentes en (f , sont en fait analytiques en ! = 1:,-'l1'- . D'où, 

pour tout t 0 fixé, l'existence pour la trajectoire f" du paramétrage entier 

et analytique --

SECTION 5.5 : CAS DE DIRECTEURS RESONNANTS. CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES. DIFFEOS 

A PARTIE LINEAIRE NILPOTENTE. 

Aux sections précédents nous avons réglé le cas générique, c'est-à-dire 

celui où f n'avait que des rayons propres isolés (donc en nombre fini N ) et 

aux directeurs non résonnants (Ji_=") . Examinons maintenant les cas exceptionnels, 

dans le même ordre exactement qu'à la section 4.3 (consacré aux champs de vec

teurs) pour bien faire ressortir les différences entre champs et difféos. Tout 

comme à la section 4.3 on commence par supposer (dans les trois premiers cas) 

qu'il n'a a ni quasi-résonance ni nibilence , ce qui écarte les invariants 

métaholomorphes. 

!) Premier cas : le difféo S n'a que des rayons isolés et à directeurs sans 

résonance positive (~+ = o) 
On admet ici de la résonance virtuelle entre directeurs (~. ~o) mais 

cela ne change rien les propositions de la section 5.3 restent en vigueur et 

contiennent de livrer des systèmes complets et libres d'invariants holomorphes. 
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J!2. Deuxième cas : le difféo j n'a que des rayons isolés mais l'un d'eux (au 

moins)a ses directeurs en résonance positive 

On voit alors apparaître un phénomène nouveau: celui des générations 
'"-

multiples. Les composantes ~ ( 'à)_ 
0

~e 1 'intégrale formelle ne sont plus des séries 

entières de la seule variable l fl -'l,r-
~ mais d'une variable additionnelle 

(et exceptionnellement de 1·t 
L 

parallèles introduits aux§§ 9.2 et 

logarithme itéré de O : 

-'l1t. / } --- eh . . . ) où 
J 

9.4. Lei-ème temps 

(5.5.1) ~ - ¾ e, ···ti'b ( ,ê.. rJ 
"' 

les 7; 

"" 

' sont les temps 

est grosso modo un 

A chaque .i. correspondent de la résurgence en() et des invariants holomorphes 

"de i-ième génération" qui sont constructibles grâce au calcul étranger. Pour 

les énoncés précis, voir les §§10.3 et 10.4. 

Notons qu'à la différence des champs de vecteurs, où l'introduction 

du temps parallèle ~ était facultative (dans le cas de deux générations : 

1 
voir§ 4.3.b) celle-ci devient absolument indispensable dans le cas des difféos. 

c) Troisième cas : le difféo J possède des rayons dégénérés ou non isolés. 

Ce cas exceptionnel se subdivise en plusieurs sous-cas (niveaux mul-

tiples, générations multiples, ou les deux à la fois) qui tombent tous sous le 

coup des méthodes universelles du chapitre 9. 

d) Incidence de la nihilence et de la quasi-résonance. -
11i hi I et1c. e. 

Sur chacun des trois premiers cas peuvent venir se greffer de la 

(génératrice de petits diviseurs et d'invariants métaholomorphes) 

ou de la quasi-résonance (génératrice de tout petits diviseurs et d'invariants 

métaholomorphes) mais en général sans détruire la résurgence et sans interférer 

avec le calcul des invariants holomorphes. Voir à ce sujet la section 10.4. 
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SECTION 5.6. CONTRAINTES A PRIORI ENTRE INVARIANTS HOLOMORPHES. 

"' On a vu que les difféos locaux de d: tangents à l'identité avaient des 

invariants holomorphes Jlw dont les coefficients se présentaient comme séries for

melles de y ... f paramètres .,u_ t ,) dits "de seconde génération". Ces séries entières, 

bien que généralement divergentes, ne sont évidemment pas quelconques et il 

s'agit de décrire précisément leur forme. On a aussi noté que l'ensemble des /1.w 
attachés à l'~ quelconque des N intégrales formelles constituait un système 

complet d'invariants holomorpbes de ! . Les J'.lw relatifs aux autres intégrales 

formelles s'en déduisent donc et il s'agit dè montrer comment. 

La réponse aux deux problèmes est apportée par les "contraintes en A". 

Les At\
61 

se trouvent en effet être résurgents en les .(.(t , ou plus exactement 

en des paramètres k~ élémentairement liés à ces AJ., , et vérifier des équations 

de résurgence remarquables, de type rigide (cf. §11.10) qui les relient tantôt 

à eux-mêmes (c'est la réponse au premier problème) et tantôt entre eux (c'est la 

réponse au second problème). 

La résurgence en question est très spécifique. On l'appelle résurgence 

collatérale (voir §11.9). Comme elle intéresse surtout la synthèse des objets 

locaux, c'est dans [E4] que nous l'étudierons en détail. Mais on peut aussi très 

facilement s'en faire une idée sur le cas des champs locaux à plusieurs degrés 

de résonance. Voir §6.9. Le lecteur qui veut s'initier au phénomène directement 

sur les difféo tangents à l'identité, peut raisonner sur des difféos ! de la 

forme: 

(5.6.1) • . l ' 1--7 ·s. l X) T 't ~ lx) 
' 

où 'j est l'exponentielle d'un champ de vecteurs élémentaire: 

(5. 6.2) ox == 

avec des ~ (X) analytiques et commençant par des termes de degré ;> 2.r-et 

avec î pris infinitésimal d'abord, fini ensuite. 
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Le cas V= 1 (Pas de paramètre U.: ) 

En l'absence de il n'y a évidemment rien à dire 

Le cas V:: '2. (Un seul paramètre .« i. ) 

de directeur Pour chaque rayon propre· O 
~l = k-'t et on montre que les /Ar..J 

équations du type (6.9.37). 

sont résurgents en J: et vérifient des 

Le cas V~~ (Plusieurs parà.rilètres -tl..i, ) 

Chaque 

alors, au choix, 

At est accompagné d'un 

-l· 
faire -"î H ..U., t ' ou 

directeur 1 l = l.: (o) . On peut 

J:-Îl 
.û., ~ l et on a résurgence en A-

ou kt . Voir §6.9. 
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CHAPITRE 6 CLASSIFICATION DES CHAMPS DE VECTEURS A PARTIE LINEAIRE RESONNANTE. 

'SECTION 6.1. LE CAS DE MULTIPLICATEURS NON RESONNANTS. THEOREME DE SIEGEL-BRJUNO. 

Nous allons dans ce chapitre étudier les champs de vecteurs analytiques 

{locaux, singuliers) les plus généraux: 

(6.1.1) X --
V 

~ 
X;, lo) = o 
X, (x.) :: ~ o(c:J :tJ + l·. ·) 

xi. (~ ~ C { 2, I ••• ., :lv 1 
Tout tourne autour des multiplicateurs de X , qui sont les valeurs propres 

,'>s,1 •• • 
1 

),V de la matrice [ c(tJ] fabriquée avec la partie linéaire de X 
Plus précisément, tout dépend despropriétés de résonance (f) ou de quasi-résonance(*) 

des Àt . On sait en effet depuis longtemps que : 

Proposition 6.1.1. (Linéarisation des champs de vecteurs; Siegel, 1941; Brjuno, 1971). 

Tout champ analytique local aux multiplicateurs sans résonance positive 

( ~+ = 0) ni quasi-résonance positive -- est analytiquement 

1. ' . bl (**) 1.near1.sa e- . 

Cela veut dire qu'il existe un changement de variables analytique inversible 

qui met X sous la forme canonique de Jordan 

V 

(6.1.2) y = ~ 

Pour la démonstration, voir [Sg.2] et [Br.1]. Les champs de ce type ne possèdent donc que 

leurs multiplicateurs À, 
1, (plus les correctifs) pour invariants formels et 

ils ne possèdent aucun invariant analytique. Nous pouvons donc les oublier. Restent 

les champs dont les multiplicateurs présentent de la résonance positive (e-t-') o) 
d 1 · ' pos1.·t1.·ve ( v+ ....._ ov ou e a quas1.-resonance C.. / 

\CAA64 
• Or, a elle seule, la quasi-

(*) Voir les définitions exactes en§ 1.2. 

(**) Pour les contributions respectives de Siegel et Brjuno, voir Chapitre 9. 
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résonance positive n'engendre que des invariants métaholomorphes, qui ne sont pas 

constructibles (voir§ 9.5). Ceci ne nous laisse donc que la résonance positive. 

Nous commencerons(§ 6.2) par le cas d'un seul degré de résonance positive 

qui est le plus simple, puis nous verrons (§ 6.3) ce qui se passe en présence de 

résonance virtuelle lf+::. ~ / e-) 0) , et enfin nous traiterons (§§ 6.4,6.5,6.6) 

le cas général ( (:"l'-, e- quelç.onques). Nous examinerons aussi (§ 6. 7) les divers cas 

exceptionnels, ceux notamment où de la quasi-résonance ou de la nihilence 

vient s'ajouter à la résonance. 

SECTION 6.2. LE CAS A UN DEGRE DE RESONANCE. INVARIANTS HOLOMORPHES. 

(*) 

+ 
Commençons donc par étudier le cas è, =-\ 

1 
/:.. = 0 , car c'est le plus 

simple des cas intéressants. Les multiplicateurs À'- du champ analytique X véri

fient alors une seule relation de résonance qui, pour une indexation convenable, 

peut s'écrire : 

,. • .... { O < K ~ V d- d4 'MC: t.c..kCll-6 ;:> O 
(6. 2 .1) 1)11 À2 +-,,. ht. + ... 'blK ÀK = O .,._......... 

eJ:-~ ~ .. eu.~ • 

Comme en outre e_ = D , les multiplicateurs Àt.., -;:,,., .. 'l~l<,ÀK+IJ ... 1 Àv sont 

rationnellement indépendants et on suppose aussi qu'ils sont sans quasi-résonance 

positive ce;~ = 0) . 
Proposition 6.2.1. (F11rme prénormale; A.D. Brjuno). 

Il existe des changements de variables formels l:;, H ~:. (il en existe 

beaucoup, mais en général aucun n'est analytique) qui mettent le champ X sans 

forme dite prénormale : 

(6.2.2) 

(*) Contrairement à la quasi-résonance, la nihilence 

positive des multiplicateurs. 

suppose la résonance 
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avec bien sûr 

(6.2.3) 

où les sont les coefficients de résonance (6.2.1). 

La démonstration est élémentaire : on identifie terme à terme des coeffi-

cients de séries formelles. Signalons que A.D. Brjuno qualifie la forme (6.2.2) de 

normale bien qu'elle ne soit pas unique. Ici, au contraire, nous réservons systé

matiquement ce qualificatif de normal aux formes (toujours en nombre fini) dont les 

coefficients sont des invariants formels. Heureusement, on passe facilement des 

formes prénormales aux formes normales : 

Proposition 6.2.2. (Forme normale) 

Parmi les formes prénormales (6.2.2) il est existe une et une seule qui 

s'écrive 

" l'-
y 1 L l )iL L ~'"') ? (6.2.4) +- Bt,1 6 ~--

-1 +f~~,,.,._ t.=I t=l L dt 
avec 

( K 

(6.2.5) L.. 'lk, @~,,-=- 4 f 'l'>'li P,,.1 
0 ~ 1 ~,_ 

Ï.-= 1 r-
Cette forme est dite normale et ses coefficients (en nombre fini si Y'-<o-e) sont les 

seuls invariants formels du champ. L'entier fi-est dit niveau du champ et le 

complexe f (défini si ~<c.D) est dit résiduit du champ. 

Là encore, la démonstration est élémentaire : on montre qu'il existe des 

coefficients C .. ,.\ tels que le changement de variables formel 

(6.2.6) 

fasse passer de la forme prénormale à la forme normale. Cette dernière va directement 

nous donner l'intégrale formelle. Mais auparavant, introduisons quelques notations 

commodes qui serviront dans toute la suite. 
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in111o.\:-C n C.. fl o~ ) 
Définition 6.2.1. (Réseaux -lL ..lL -1L 

Avec les multiplicateurs Â: du champ X on fabrique trois :éseaux": 

V 

J1.. _ f 4, · '4J = 2:: ')t. ~- O'U. -À· +L 1l· ~- twtc 'll·"" O 1 ("réseauN) w.r 1 ' J=-• d ~ t j;t ~ ~ • // J 
(T)" '\ --;,, + À '7/ ("réseau intérieur") ..ll = 111 a.. .... ka. 

(f\~~ \ 7 ,, \ 7L + \ '7, (iéseau extérieur") .J.L = A 1 a.. + .... /\1< • . . lly U-
, .. (17~ 

Bien qu'on parle abusivement de réseaux, Jl._ 
1 

JL et ..J L peuvent 

très bien être denses dans ( . De plus (sauf si K = V ) le réseau Jl n'est ni 
w.l-- e.xt-

un groupe ni un semi-groupe. En fait n (resp. _f[ ) est le plus grand sous-

groupe de j'l (resp. son plus petit sur-groupe) 

Fixons une base du réseau J2. , par exemple en posant 

f 
À~ -= À, 1lt 

.!k. ,f ~ i<.K C. 
'l'l, 1l,_ • . • 1\.K 

(6.2. 7) 

)t - Àt+r ,4).ê. K-'-i..<V .. 

les premiers À~ 
1. peuvent ne pas appartenir à .ft mais tout élément de Jl s'écrit 

d'une manière unique : 

V-t 

(6.2.8) lu - L 
i..-:: l 

Appelons }(' la partie de 

court .!)_. On a donc une 

(6.2.9) 1l ) 

et une bijection inverse 

(6.2.10) 

que parcourt 1\. = ( 1\ 1 J •• • 11lv.1 lorsque lu 

bijection de J{' sur j1_ 

Définition 6.2.2. (relation d'antécédence<< sur.N') 

Pour w 
1 

~/ IË_ J'l. on écrit G., «(, 1 
( 4J antécédent à 4., 

1 
) lorsque 

w~w E Jl . Par bijection cette relation s'étend à .t{': 

par-
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(6.2.11) 

\r <*) 
l'antécédence sur J~ n'est pas un ordre et elle n'a rien à voir avec l'ordre 

\(' 7)/-1 .• 
naturel sur J~ induit par a... 

Définition 6.2.3. (forme 0- ) 

Reprenons les scalaires invariants O.~ des formules (6.2.4) + (6.2.5) 
f' ""• 

et posons, pour tout élément 1t 

(6.2.12) 

Ici "sup réel" signifie "celui des nombres complexes qui a la 

plus grande partie réelle". A cause de (6.2.1) et (6.2.5) ce nombre existe et est 

fini. 

Lemma 6.2.1. (Suradditivité de (f" ) 

La forme C, est additive en 1L 

'l'i. 
1 

Il'\ / t: .)(' on a : 

modulo 1/(t-. Plus précisément, pour 

tous 

(6.2.13) 

Cela résulte directement de (6.2.1) et (6.2.5). 

Proposition 6.2.3. (Allure et unicité de l'intégrale•formelle) 

Soit X un champ analytique à un degré de résonnance Ct+: 1 / e. = 1 
Soir t son niveau ( r,<..oD) et f sont résiduit. Définissons cr comme en 

(6.2.12) et introduisons le temps perturbé /4< 
(!} 

(6.2.14) 
t • 

(*) Car J{ n'est pas un semi-groupe. 
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Alors X possède une intégrale fonnelle du type : 

(6.2.15) 

soit plus explicitement 

(6.2.15bis) :X..["-,.• u., u. ) 
t. O' , •.. , V-1 

avec des blocs élémentaires 

[tt.) 
(6.2.16) 7) 

et avec des composantes qui sont des séries formelles en 

(6.2.17) 

Cette intégrale formelle est unique modulo un reparamétrage élémentaire 

(6.2.18) 

Preuve Par rapport aux coordonnées normales (6.2.4) le système dynamique s'écrit 

(6.2.18) 

Compte tenu de (6.2.5) cela donne 

(6.2.19) --
D'où l'intégrale 

(6.2.20) 

Portant (6.2.20) dans (6.2.18) on obtient par simple quadrature 
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(6.2.21) 

avec 

=-~ 0,~r-, et en particulier 

Si maintenant X 4 = t (~.' .. '' 1.) désigne le changement de variables formel qui 

fait passer des coordonnées initiales 

(6.2.23) X 
i. ... ' 

aux coordonnées normales (6.2.4), l'intégrale formelle 'X.( ')i ,u..} , solution de 

(6.2.24) 

s'écrit 

(6.2.25) 

et elle est manifestement du type (6.2.13) + (6.2.16) + (6.2.17) avec des coeffi

cients tt,,1 facilement déduisibles des À;..,'\ . 

Abordons maintenant la construction des invariants holomorphes et commençons 
w.l- ~ 

par le cas où le réseau intérieur .f'L est discret. Notons que Jt est toujours 

discret lorsque 

lorsque K-: 3 . 

la dimension V 

K:::d (alors \:o ) ou K::2 et qu'il l'est généralement 
w 

Notons aussi que la discrétude de Jr. ne restreint aucunement 

du champ, dimension qui peut être aussi grande que l'on veut. 

~ 
Proposition 6.2.4. (Le cas J1: discret. Résurgence de l'intégrale formelle) 

Les composantes <{>l'à) de l'intégrale formelle X(~i~) sont résur

gentes en ~ . Leur réseau de résurgence est Jlfl . Pour tout tu t Jll'-(relevé de 

_ft sur {~) elles vérifient les équations de résurgence 

(6.2.26) 
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soit sous forme condensée 

(6.2.27) 

avec les dérivations étrangères pointées 

ordinaires : 

(6.2.28) 

• x ( °il ; .. ) (J w ~ SLI'-) 
!iw et les opérateurs différentiels 

Pour la. démonstration, voir après la proposition 6.2.5. Rappelons que les dériva

tions étrangères sont prises par rapport au temps ordinaire '?[ bien que l'inté

grale formelle s'exprime plus directement en fonction du temps pèrturbé l . Bien 

entendu, les équations de résurgence ci-dessus sont des écritures condensées qui 

doivent s'interprêter composante par composante. Voyons donc l'effet de 

jh'l'l . 
la composante 't' L'équation (6.2.26) fournit 

(6.2.29) 

L:l{,tJ sur 
0 

et "fi.
11 

image de 4'0 dans J{) et avec : 

;'a', ~r~•
1={~) (~ ~ { 1

) ~ t 1-fllf ~(1-*)+i: f r.V"'J~~Q"t'1Jfj 
On ferait 1 1 économie du facteur l "0

/' en dérivant étrangement par rapport à Î 
effet d'après la formule (1.3.61) au 1 ieu de 15 . En 

'&6 
4)0 --

D'où 

(6.2.30) 

que la formule se simplifie au maximum. 

Elle devient : 

~ j et }f6',.. désignent 
(.}// ""o 

bien sûr les dérivations étrangères par rapport 

aux variables J et i 
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(6.2.31) 

Remarque sur la disposition des singularités. 

L'intégrale formelle 

dont les singularités ( fM.. S) 
a une transformée de Borel 

se projettent sur le réseau extérieur 

entier. On s'aperçoit en effet en itérant la formule (6.2.29) que les opérateurs 
ih"(I. 

étrangers susceptibles d'agir (avec un résultat non nul) sur la composante 't sont 

de la forme 

= 61A) ... ~ b 
Il. tu,. w, 

avec des inégalités 

... 
où << désigne la relation d'antécédence dans 5fL (voir définition Il en 

résulte facilement que les singularités de la transformée de Borel se 

~ 
contenu dans sr et coincidant avec la totalité projettent sur un ensemble 

(resp. une partie) de l'ensemble si les invariants cruciaux 

(6.2.72) introduits ci-après sont tous non nuls (resp. si certains d'entre eux 
(i) .e.d-

sont nuls). Mais dans tous les cas on a U .J L ('l\) = J[ . Ceci conduit à distin
,i € >f 

guer trois cas : 

O"'\u~) 
(i) j)_ est discret (mais pas forcément .J L. 

Alors chaque composante t "'es) a des singularités qui se projettent 

sur une partie discrète de lC, . 
~t-

(ii) Jl n'est pas discret, mais _jL l'est. 

Alors chaque composante f"-(3) a des singularités qui se projettent sur 

une partie non discrète de f. . Cette partie peut très bien être dense dans <C, 

tout entier, mais ceci ne contredit pas la propriété de "prolongeabilité sans cou

pure" des fonctions résurgentes : en effet, sur chaque feuillet de t(s) , on a 
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une répartition discrète des singularités. Ce n'est qu'en totalisant les feuillets 

et en projettant qu'on trouve une répartition dense. 

"""~ (iii) __!c n'est pas discret. 

C'est un cas que nous avons pour l'instant écarté et qui sera examiné un 

&,.,-:,) peu plus loin. On verra que les Y L? ont des singularités denses sur tous les 

feuillets. Ce ne sont plus des fonctions analytiques au sens ordinaire (Weierstrass) 

mais au sens "monogène" de Borel. On parle alors de résurgence généralisée. La 

forme des équations de résurgence reste inchangée (Voir ci-après). 

~ 
Proposition 6.2.5. (Le cas !r discret. Invariants holomorphes) 

Les opérateurs différentiels /Aw sont entièrement caractérisés par 

(6.2.27) et calculables à partir de (6.2.27). Ce sont des invariants holomorphes. 

Ensemble, ils constituent un système complet et libre d'invariants holomorphes 

du champ X. 

Schéma de démonstration des proposition 6.2.4 et 6.2.5. 

Les composantesde l'intégrale formelle vérifient 1c1 des équations de la 

forme 

1 t 

[ 
~ 1- r .... l ~ J in 1k. { m ,.__ m 'k 

(6.2.32) abl.-~~ J +~ '! = r, r, 

~ ~-t1 = 0 +fi\ y' (wc~i + t,t.~ l"') '7) ~-, + n .. 1 iï') 
1tf 

et avec un second membre { 4> 
1 

, •. } qui est fonction des seules composantes 

... } 
avec 

d'indice antécédent à ?l Malheureusement chaque 'k E. J{ a une infinité d' antécé-

(*) t..r' 
dents et de toute façon l'antécédence ~ n'est pas une relation d'ordre sur .)'( • 

Par suite, et bien que la résurgence du second membre de (6.2.32) entraîne celle 

de <p'lt, on ne peut pas tirer de (6.2.32) une démonstration par récurrence complète-

ment analogue à celle des démonstrations 5.3.2 et 5.3.3. On tourne la difficulté 

en soumettant le champ X à un changement de variables analytique qui le rende 

(*) sauf si ~ = i car alors 
...1:-

JL = { 0) 
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"proche" de la forme normale (6.2.4), autrement dit qui lui donne la forme dite 

"préparée" : 

(6.2.33) 

X 
ox 
\D 

avec des scalaires P~, vérifiant (6.2.5). C'est possible. En effet, bien que X 
"X ne soit généralement pas analytiquement conjugable à sa forme nonnale , un 

changement de variable analytique (et même polynomial si l'on veut) permet toujours 

de le mettre sous la forme 
0X + t1) , avec JD nul jusqu'à un ordre donné mais 

arbitraire (il suffit pour nos besoins que JD soit nul d'ordre (l'n'lf:::'71l1,t ... 'MK) 

On plonge ensuite le champ X dans une famille de champ 

(6.2.34) ox + ~ ID 

et on développe en puissance de f.. l'intégrale formelle Îx_ du champ 'îx 
oO 

{ 1~(1,;o.) - L t n. 
Z (~j.L& l{ll) 

Jt: 1 
(6.2.35) cf' ( 1a) 

o,I) 
~'k(II\. z: A. - 'i.. 

( ~ ') "'111\. - 1\,,: 1 

Portant ceci dans (6.2.32) on obtient une récurrence véritable sur les ~ 
on montre sans peine la résurgence en '?) de X (~ j u/l,Y· Plus précisément, on 

montre que: 

tGJ,,_ f1w, X. ( ~ i u. U n..) = 0 

et 

et qu'il existe des opérateurs ,+, différentiels #l<uftlt de la forme (6.2.28) et tels 

que l'on ait modulo t 

(6.2.36) 

et ceci pour tout w €:: 5Jl et tout, t IN . Passant ensuite aux transformées de 
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c,;D 

Borel (en~ ) on vérifie que pour tout 'h. ~ Jf la série L n. 
t 

converge uniformément en S sur tout compact d'une surface de Riemann fixe. On 

vérifie de même que pour toute paire (_w1 t) , la série d'opérateurs L, il\ Hlt.tttl\ 
11.ql 

converge vers une limite 1,?t., . On montre alors l'invariance de cette limite 

Z//ifJ en employant l'argument standard. Voir par exemple la démonstration de la 

proposition 5.3.4. Enfin, pour prouver que les /At..J constituent un système complet 

d'invariants holomorphes, on montre, à partir de la non quasi-résonance des /.)i , 
que l'intégrale formelle est analytique en .U.. , puis on recourt à un autre argu-

ment standard, déjà rencontré lors de la démonstration de la proposition 5.3.5. 

Le procédé de calcul des invariants holomorphes qu'on vient d'indiquer est 

constructif, puisque (6.2.27) détermine complètement l'opérateur /A,'4J et même le 

différents <prn. dans la formule (6.2.29). surdétermine, comme on le voit en prenant 

Mais on peut encore faire mieux : on peut donner explicitement les /A.., en fonction 

des coefficients de Taylor du champ X. Ce calcul'mérite d'être fait, parce qu'il ... 
est instructif en soi et aussi parce qu'il prépare à l'étude du cas ~ dense. 

Pour fixer les idées, raisonnons sur le cas-type, C
I est-à-dire le cas (J-, r) :. ( 1, o). 

La forme préparée (6.2.23) du champ X est alors particulièrement simple: 

X. - DX + ID -
(6.2.37) o'f.,. - ± ( À, + 'tt - ,., 

\t) - E (U~R~I -
\:\ 

et avec des complexes A,/'tt vérifiant 

(6.2.38) -- ô 

(6.2.39) L 

L'intégrale formelle 
0a{"ë)i 1 du champ 'X est immédiate à calculer 
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(6.2.40) ox. 
' 

avec 

I< 

(6.2.41) TT 

Si on effectue le changement de variables (-x,, ... 
1 
.:tv) ~ (~1u.11 •• • /tv-i) on aura 

bien sûr : 

(6.2.42) 
ox d - ---

d~ 
mais aussi 

ID L "'~ L q- ID.q-
(6.2.43) - e.. 7J 4,~_jl "' 

<S'" ~ '"(<w»-lN 
avec 

ID q-- '"-lw) Da-;o ':;) 
Y•I . Da-; t 

(6.2.43 bis) { L 'd ~ - ..u. ··t' A,--(,,J "" - w ou: ''b i.,:I 

T\ f'"; i.. 
où les J/c., sont des scalaires et où bien sûr (f' {(w)) = q-(1>-(w)) on profite 

de la bijection w t-) ~ (w) entre 11. et J'f pour considérer la forme Q" (lh.} 
indiféremment comme fonction sur J{' ou sur n. On aura ainsi pour tout w ~.n 
(6.2.44) " AA-,-Ai.Le ,, Il e. Il ( ) c~J cr ((w)) - (ll/"C) - '°""-r 11.l,. Il. T. + ... A. v 't v 

(11.,~') ="" Il, À, + .. .llv ~• = w 

Passons maintenant du champ ID à un champ Q3 au moyen des formules involutives 

(6.2.45) i 1D _ - (1 + iB.~f'. tB 

Tout comme le champ (D , le champ lB s'écrit 

(6.2.46) E L ""~ L q- fB: - e.. 'b -
t,.,fjl <ré Q'°d_',..,))-~ 

avec 

(*) pour des n.. 
" tous entiers 4 0 (sauf au plus un qui peut être :-i) 
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( 6. 2. 46b is) 

où les 
B'f"; i. 

t.., 
sont des scalaires. 

La suite des calculs utilise les monômes de résurgence 

et les scalaires qui ont été définis et étudiés à la section 1.4,S· 

Avec les on fabrique l'opérateur formel: 

(6.2.47) (0 

où lJ, parcourt . Comme ID et par suite 1B 
ne contient que des termes de degré )11""11 en :X.. 

1 
on vérifie que (6. 2 .47) ne fait 

intervenir que des multiindices (;) = (w,, .. · .1 4111.) licites(*) On vérifie aussi 
«r. ., ... ) Q""II. 

que, comme série formelle en ?)_, et en les L(.:_ , @ ne présente aucune diffi-

culté d'interprétation : pour tout entier 1 et tout 4, dans .!Il_ , seul un nombre 

fini de termes contribuent au monôme M-~Cw) e.w1f ~<f'{(w))-C\ • On vérifie enfin, 

à partir de la table de multiplication (1.4.2) des monômes de résurgence, que 0 
est un automorphisme formel. Autrement dit, pour toute paire f, 

1 
<f1. dans ( t ~1 ~ 

ou dans ()ff (L ~ ~ 1 i on a : 

(6.2.48) G ( f, . fJ: (§) r,). ( G () elc GJ'(f. 'f,_) :@f. ). ( GJ't) 
D'autre part, à l'aide des formules (1.4.86) on montre que : 

(6.2.49) 
g Q G) ci - --'d~ 

(6.2.50) ';} G:f' G5'. (~ - -
d'?J 

De même, utilisant la règle ( 1. 4. 3 ) on montre que pour tout w E:. ...!l 
(*) Cela veut dire que pour aucun ~ ~ il. on ne peut avoir simultanément w,+ ... t.J_.: 0 

et u-, + ,,, ~ ~ 8lw,/ .. '/"'4) :=.O où e ( w,, ... I W-4) est égal au nombre de zéros 

w,,, w,+w7.
1 

.•• .,loi,+-··· W.4 . Le fait que les multiindices soient 

licites ôte toute ambiguité dans la définition par récurrence des '1J;' 



(6 .. 2 .51) 

(6.2.52) 

pour des opfrateurs différentiels 

(6.2.53) 

et définis par 

(6.2.54) 

1\.(w) 
.u... 
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--
• 

- [GT', ~ld] 
lfi,,, de la forme 

C) 
sous réserve de convergence du second membre. Notons que, du fait des relations 

d 'alternalib,~ ( 1. 4. 89~ cette formule équivaut à la suivante : 

,,0 ~ V "·, .. '/ "~ [ Q';- ~ Q°n,J (~/ ~ 2 x v: ff" .. [lB , lB ] ... ] IB" 
fl-::: 1 f'..i,+, .. 61"-:i.l, 1 I "'I"~ '1, '11, A. 

(6.2.55) 

{ 'Tt é q""{{w_ ))-1\J 

Reprenons maintenant l'intégrale 0 l'...("è);~ du champ 
0X, donnée en (6.2.41), 

et posons pour ;_ = l_, 'l 1 • •• _, V 

(6.2.56) 

I 1 vient alors : 

(6.2.57) 

--

_, 
= .2. G . .,x. c,,_ i t.t.) 

Ô~ l · 1) 

0"'.~ -tID).\l~;~) 

_ ~f. X, (0
1 C"<)i u. )) 

- x~ (-:r.c"ô; r.c.)) 

(*) On observe que dans (6.2.54) et (6.2.55) l'ordre des 

de ce qu'il était dans (6.2.47). 

( J ~~&, (§_. 2. 5~)) 

0! Id.~~ (( ?_. i;D)) 

~ I t-~ ~- tJl d-t-2.» 

0!_ Id.~~ (J. 2. \8)) 
ID<f: 

facteurs [D • est inverse 

"'· 
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Soit finalement 

(6.2.58) 

ce qui montre que le :r (~iLl.) défini par la formule (6.2.49) est bien égal, sous 

réserve de convergence, à l'intégrale formelle du champ X. Appliquons maintenant 

les dérivations étrangères pointées (en~). Il vient 

• • _, 

6w '1,('?J;u.) - 6w G. "xic~itA) ~
1
""~~ (f_. 2.sr;J) -

(6.2.59) IAW 0' · "id~; IA.) G'~r-i~ (G_. 2. Si)) 

- /Aw · l:, (~i u.) G! Id-~~ (f t~ s)) 
Soit finalement 

• 
(6.2.60) 6~ ~ (~; l.\.) - f, 41 • X ( ~; u.) [jwEJL) -
Se reportant à la propos1.t1.on 6.2.4, formule (6.2.27), on voit que les opérateurs 

différentiels /fJ..{,,J définis (sous réserve de convergence) par les formules (6.2.54) 

ou (6.2.55) sont bien les invariants holomorphes du champ X. Il ne reste plus 

qu'à établir la convergence des seconds membres dans les formules (6.2.47,54,55,56). 

Cela se fait sans peine grâce aux majorations (1. 4-. %111
) des scalaires 

I 
et aux majorations (\.~.8~) des transformées de Borel des monômes de résurgence 

• Nous pouvons donc énoncer.: 

Proposition 6.2.6 : (Calcul explicite des invariants holomorphes). 

Pour tout champ X analytique à un degré de résonance ( e1':: l _., ~- : 0) 
les invariants holomorphes #l~ sont explicitement donnés par les formules équiva-

lentes (6.2.54) ou (6.2.55) en fonction des vw,, ... / '->11. 
coordonnées de Taylor du champ et 

des coefficients universels q; I • • • / 'f'I\. 

Remarque l: Nous avons omis la clause "lorsque 
""'E-..J[_ est discret" car nous 

verrons plus loin qu'elle n'est pas essentielle. 
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Remarque 2 : Nous avons également omis la clause (~if)::::: (11 0) car des formules 

presque identiques à (6.2.54,55) couvrent le cas où r ✓P sont quelconques. 
' 

Remarque 3 : Nous avons le droit de dire "en fonction des coefficients de Taylor 
Il"'. a:;,0-

du champ" car les opérateurs ID et, partant, les opérateurs iD des formules 
w ~ 

(6.2.54,55) s'expriment élémentairement en fonction de ces coefficients de Taylor 

qu'ils ne font, en somme>que regrouper sous une forme plus maniable. 

Remarque 4 : La formule (6.2.55) présente sur la formule (6.2.54) un triple avan

tage : elle montrent d'abord que les opérateurs /A sont bien différentiels d'ordre 
w 

un, alors que dans (6.2.54) ils semblent différentiels d'ordre infini; 

ensuite que les /Aw ne peuvent être différents de O que pour GJ ~ Jl 
elle montre 

alors que 

dans (6.2.54) ils semblent pourvoir l'être pour tout Cu ~ _Qui:- enfin elle 

comporte en son second membre moins de termes distincts, du fait des relations 

a priori entre multicrochets de Lie. 

Abordons maintenant le cas où 

parfois pour K :3 et toujours pour K ~ 't. 

n'est pas discret, ce qui arrive 

ÏM.r 
Proposition 6.2.7. (Le cas Jf. non discret. Résurgence généralisée de l'inté-

grale formelle). 

Soit X un champ analytique a un degré de résonance (t = 11 1::-= o) et 

, . , . 0"\ '111,.~ ' • Lorsque le reseau 1nter1eur .J L n est sans quasi-résonance (t~ = ~ 

1 d . (*) 1 1 • , 1 f 11 pus iscret integra e orme e est encore résurgente, mais au 

, ' 1· ,(**) 11 . d ' 'f' d ' . d ' sens genera 1se I et e e continue e veri 1er es equations e resurgence 

(6.2.61) 

~~ 
(*) L'adhérence de Jr est donc soit Q:: tout entier soit un réseau de droites 

parallèles. 

(**} Pour la définition des fonctions résurgentes généralisées ou "monogènes", 

voir la section 1.3.h, 
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}vec des opérateurs différent ~el s /A,., de la forme ( 6. 2 . 28) . 

m--l-
Proposition 6.2.8. (Le cas .JL non discret. Invariants holomorphes). 

Les opérateurs différentiels /ilJ son~ parfaitement déterminés par les 

équations (6.2.61). Ensemble, ils constituent un système complet et libre d'inva

riants holomorphes de X . Pour calculer ces /Riw, on a le choix entre trois 

procédés : 

(i) appliquer la formule (6.2.55) dans le cas l.!f ✓f) ==-(11 ':J 
qui la remplace dans le cas ~

1
/ quelconques. 

ou la formule 

(ii) appliquer la méthode du "paramétrage désingularisant", qui est expliquée 

ci-après. 

(iii) appliquer les règles de dérivation étrangère des fonctions résurgentes géné-

1 . , (*) '' ' '' ra isees . ou monogenes . 

Schéma des démonstrations des propositions 6.2.7. et 6.2.8. 

~ 
Comme dans le cas où Jl: est discret, on commence par mettre le champ 

X sous forme préparée (6.2.33) et à le plonger dans la famille (6.2.34) de champs 

!X . La première partie de la 

m '"'"IL 
avec des composantes 'f (,) 

démonstration reste inchangée. On a encore (6.2.35) 

et qui sont résurgentes en ~ 

(au sens ordinaire) et qui vérifient (6.2.36) pour des opérateurs iflwti.11.. de 

la forme (6.2.28). La difficulté est de resommer en t . Plaçons-nous pour fixer 

les idées dans le cas-type (f-if) ::. (j,, D) et introduisons 1 'opérateur G) comme 

" V~ en (6.2.47). On peut alors, à l'aide des majorations (l.t.&3) des scalaires ~ 

montrer la convergence de la série (6.2.54) qui donne explicitement /A<.v. Cela 

tient à ce que, pour w fixé dans 5L, on ne peut avoir une décomposition 

(6.2.62) 4., = w 1 + w,_ + . . . . w 1\.. 

(*) Les méthodes (i) et (ii) sont beaucoup plus directes que (iii). 
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avec des sommes partielles ~t + ... t t.vd) ou (w
1 
+ .. . +w0 très petites sans 

avoir en même temps une somme <r((w,))+ .... + 't"((w11.)) de partie réelle négative 

et très grande. Se reportant à (6.2.54) et tenant compte du caractère diophantien 
i.,.t" 

de jt (puisque les ~i ne sont pas en quasi-résonance) on voit apparaître 

dans ( 1. ct-.i{) des termes l f"( ... ) } très grands en dénominateur qui compensent 

largement les grands ~(w) + ijCw} qui peuvent figurer en numérateur. A partir des 

majorat ions 

séries ~ 

I 
( 1. <t-.~~) des monômes de résurgence on montre de même la convergence des 
,t."'-lllt. 
T C~) vers une limite qui est encore résurgente, mais au 

sens généralisé (ou "monogène") qui a été défini à la fin de la section 1.3. Quant 

à l'invariance des [Aw et à la complétude du système qu'ils forment, on les établit 
iM.1:--

en gros comme dans le cas où JL. est discret. 

~}
Remarque 1 : (la diophantianité de Jf_ suffit) 

' I: 
La démonstration utilise le caractère diophantien de ~ (non quasi

{7'\ûf:-
résonance de À,, ... ,)K) mais pas celui de -lL (non quasi-résonance de À,1 ... 1 ~v)· 

Remarque 2: (la méthode du paramétrage désingularisant) 

La formule (6.2.54) a son équivalent dans le cas lf 1f) quelconque et 

permet donc le calcul des invariants /At.û (en fonction d'une généralisation adé-
t., 

quate des Vv-). Mais il existe un autre procédé de calcul qui évite de recourir 

aux v; ou à leur généralisation et qui est particulièrement avantageux quand on 

s'intéresse à un champ X fixé. C'est la méthode du paramétrage désingularisant(*) 

qui consiste à plonger le champ X dans la famille rx construite en (6 .2. 34) ou 

- ( **) . ' d' 1 1' ' ' 1 f 11 dans une famille du meme genre puis a eve opper integra e orme e en 

(*) ainsi nommée parce qu'elle permet de se ramener à des fonctions résurgentes 

ordinaires et qu'elle dispense de manipuler des singularités partout denses. 

n'a pas besoin d'être linéaire en t . L'essentiel est que f.x 
, que 

0X coïncide avec la forme normale de X , et enfin que 

ne contienne que des termes de degré assez élevé. 

coincide 

!X- 0X 
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rh"'-(l~) selon la formule (6.3.35) avec des 't 
0 

qui sont toujours de bonnes fonctions 

résurgentes (au sens ordinaire). On détermine alors sans peine, par récurrence sur 

/t , les opérateurs différentiels JitullJL qui donnent lieu à l'identité (6.2.36) 

à tout ordre en f . Quelque paramétrage en t que 1 'on ait choisi, on est assuré 

que la série '? :, ,ft_.,
11

.1\. converge vers l'opérateur invariant /Ab> . 
n.:1 

Proposition 6.2.9. (Invariants précaires). 

Les opérateurs invariants /Ji,.,, sont somme de deux blocs 

(6.2.67) 

Le second bloc t. J est invariant non seulement par rapport aux changements de 

variables analytiques mais encore par rapport à la multiplication à gauche du 

champ X 
(6.2.68) X 
par un facteur analytique lf (x.) t. f. { ;x:11 ••• 1 

Xy 1 avec terme constant 

( ~( o) =/: ~ • Au contraire, le bloc [ A0
w '/'1,] n'est invariant que par rapport 

aux changements de variables analytiques. Pour cette raison, on le qualifie d'in

variant précaire. 

Preuve : Plaçons-nous d'abord dans le cas-type (r, f) : {11 o) et considérons 

la formule (6.2.55) qui exprime les invariants tf/w en fonction des opérateurs 

rB:, eux-mêmes fonction des opérateurs JD:: qui regroupent les coefficients de 

Taylor du champ X . Tous ces opérateurs différentiels sont d.u type : 

- g. 
lH = (.. ·) -

')~ 
IH = :IH+M-t 

Avec ces notations la première des formules (6.2.45) s'écrit : 

(6.2.69) 
,J 
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Comme d'autre part les opérateurs {B: commutent tous avec 
? 

on tire de (6.2.55): 
êi 

(6.2.70) 

Comme enfin 

cute de la manière suivante sur· les blocs 

(6.2.71) 

1+ ID.71 
ID 
= !D 

1B 

fB 

) 

t 

= lB 

[[~,f(']. .. B~~] 
, la transformation (6.2.68) se réper-

Ainsi les blocs lB et par suite les blocs i: restent inchangés. Les blocs o=t 
= 

qui d'après (6.2.70) dépendent des seuls (Bi , sont donc invariants par rapport 

aux transformations (6.2.68). Ce sont des invariants forts, au contraire des blocs 

précaires dl~ qu'on peut toujours annuler au prix d'une transformation (6.2.68) 

bien choisie. La démonstration s'étend au cas (j-1 /) quelconque puisque les for

mules (6.2.55) et (6.2.70) elles-mêmes s'étendent à ce cas moyennant une redéfini

tion des scalaires v;. 
Proposition 6.2.10. (Invariants cruciaux) 

Les 'V-K opérateurs invariants 

(6.2.72) 
/ fl 

-Àv 
(*) 

(*) Rappelons que les multiplicateurs sont ceux qui ne sont pas 

impliqués dans la relation de résonance. Les -/\t correspondants sont les seuls 

éléments de 1L qui n'ont pas d'àntécédents. 
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sont dits cruciaux car ils jouent un rôle très particulier. En effet, lorsqu'ils 
,hifl 

sont tous =/= 0 , chacune des composantes 't' de 1' intégrale formelle porte à elle 

seule toute l'information invariante. Au contraire, lorsqu'une partie (resp. la 

totalité) des invariants cruciaux sont nuls, il faut considérer une partie infinie 

(resp. la totalité) des <p'I\. pour obtenir toute l'information invariante. 

Preuve : Fixons 11. = ('l\
11 

~ •• /llv_,) dans }(' . A l'aide des équation de résurgence 

(6.2.29) on vérifie que, pour tout élément t:.J
0 

:: ~ tÀt den, l'application 
rh"-

à la composante 't' de l'opérateur étranger 

{ 6. 
11., +Jl.· > q ' ' . 1. 

donne a priori un résultat non nul, qui "manifeste" l'invariant 

calcul. 

SECTION 6.3 : INFLUENCE DE LA RESONANCE VIRTUELLE. 

/R6J et permet son 
0 

A el le seule, la résonance virtuel le ( e-)~ n'engendre pas d'invariants 

holomorphes. Au contraire, en présence de résonance positive (J!,.+ >ô) , elle modifie 

sensiblement la forme des équations de résurgence et des opérateurs invariants. Le 

cas général (~+4, i ~-~o) sera étudié aux sections 6.5,6.6,6.7. Le cas 

(t+=,;~_=o) vient d'être examiné. Occupons-nous ici du cas Ce;.= 1 i e-~')· 

Dans ce cas, les multiplicateurs )~ vérifient une seule relation de 

résonance positive 

(6.3.1) 

et ~- relations indépendante.5 de résonance virtuelle 

(6.3.2) 

Notons que chacune des relations de résonance virtuelle implique au moins deux mul

tiplicateurs \d d f indice a >K car sinon on en déduirait' par combinaison linéaire 

avec (6.3.1), de nouvelles relations de résonance positive. 
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Comme à la section précédente, on introduit le réseau .JL qui regroupe 

tous les W de la forme 

(6.3.3) 

ainsi que le sous-groupe On a ici 

(6.3.4) 

Comme d'habitude on fixe une base de fl ◊es )~ peuvent 

partie )fa de /N-;(: être dans jl) et on met jl en bijection avec une 

(6.3.5) 

ne pas 

Proposition 6.3.1 : (Allure et unicité de l'intégrale formelle. Paramètres de 

première et seconde génération. 

Tout champ analytique local X de niveau f- fini(*) et présentant .!:!!!. 

degré de résonance positive (~+=0 avec un ou plusieurs degrés de résonance vir

tuelle ( f-'q 0 possède une intégrale formelle du type : 

(6.3.6) 

c'est-à-dire 

(6. 3 .6 bis) 

- où le multiindice /)l. parcourt (f) xt. avec 

(6.3.7) )f c_ 2 v-1 .N',. c.. IN f.'-

- où les composantes ~111. sont des séries entières de 

(6.3.8) 

(*) pour le cas ~-:::: of) (champs nihilents) voir la section 6.lOet le chapitre 8. 
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- où les blocs élémentaires sont de 

(6.3.9) 

avec pour If'{~) la forme sous-additive définie en (6.2.12) et avec 
..,.., 

1t~ Â,~«\ (6.3.10) wr11 (1t) L 
t-: l 

(6.3.11) Ât;. =: ~~ (~~~) ~ '-!:-'X_ eJ- 1:~r =D M. l ;,X 
Cette intégrale formelle x.(~iu) est unique à un reparamétrage élémentaire près 

(6.3.12) 

Les x_ premiers paramètres U., sont associés à la dimension du réseau n et ils 

sont dits paramètres de première génération. 

Les ~- derniers paramètres lt, sont associés à la résonance virtuelle et ils sont 

dits paramètres de seconde génération. 

('tlJ 
Dans le cas f: 1 les blocs iJ se simplifient 

') TT'") (6.3.13) --
lv(-1\J. i 

Mais même dans le cas f. )1 le facteur initial e. et le facteur final 

) 11"(~) di f f ère~t des facteurs intermédiaires e IJ,'tl"'), 4& 'Vt,. • En effet : 

(i) La forme <r(,')\J est sous-additive en /)1\_ , tandis que les formes et 

lù,/r-(~) sont additives. Il en résulte que pour 

(6.3.14) 

( i i) La forme W ( "'-) ne dépend effectivement que de 1\
11 

.. • ,, "k'X- alors que les 

formes W'ttr-('k.) et (J""(l)I.) dépendent en général de tous les 'hc: . Autrement dit, 

le facteur e..x~ ( w{"') ·)) n I accompagne que les paramètres ..«; de première généra-

~()'""(~ / C\/") tian, tandis que les facteurs & et €.X~l l.AJ,tr,6\).) accompagnent tous 

les paramètres Âl~, de première comme de seconde génération. La différence est 
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est essentielle. Elle explique pourquoi ces deux générations de paramètres vont 

jouer un rôle si dissymétrique dans l'expression des opérateur.s invariants 

Proposition 6.3.2. (Résurgence de l'intégrale formelle) 

u~> L'intégrale formelle est résurgente en {! et vérifie les équations de 

résurgence 

• 
(6.3.15) ~ Z.(~;u) IAW l.( "<)) u.) 4J 

pour des opérateurs différentiels /R<.u de la forme 

(6.3.16) 

avec 

'h.(w} "'• t~> 
(6.3.17) M. = u., ... 

(6.3.18) 

Ces formules font bien ressortir la dissymétrie entre les deux groupes de paramètres 

(i) 'k(w) 
les .u.. .. de première génération figurent seuls dans le facteur ~ et 

interviennent sous forme d'opérateurs différentiels 

de degré o. 

qui sont homogènes 

. 
(ii) les .lt~ de deuxième génération figurent seuls dans les séries A~ (JA} et 

interviennent sous forme d'opérateurs différentiels qui sont homogènes de 

degré -1 . 

Proposition 6.3.3. (Invariants holomorphes) 

Les opérateurs /Rw sont entièrement déterminés par les équations (6.3.15). 

Ce sont des invariants holomorphes. Tous ensemble, ils constituent un système 

'tM\-
(*) au sens ordinaire si J'L est discret et au sens généralisé ("monogènen) sinon. 
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J:omplet et libre d'invariants holomorphes de X . 

Démonstration des propositions 6.3.1, 6.3.2, 6.3.3 

La seule différence avec le cas 

A() f\"1-1 
11 des opérateurs invariants 

W I '. '/ 41 

tient à ce que les coefficients 

ne sont plus des scalaires, mais 

des séries entières en les paramètres ..lli de seconde génération. Voici l'explica-

tian de cette différence. Se reportant à la forme des blocs on voit que 

(modulo un facteur 
_,,..._ 

4;,,. ,- ) chaque 
(!) 

U.• 
1. de première génération est accompagné par 

un facteur de la forme 

(6.3.19) 

tandis que chaque ..U.i de seconde génération est accompagné par un facteur de la 

forme: 

(6.3.20) 

Si maintenant on traduit composante par composante l'équation de résurgente (6.3.15) 

on obtient une équation analogue à (6.2.29) avec non plus ~. composante , mais 

plusieurs (en nombre finie), affectées chacune d'un produit de facteurs (6.3.20). 

L'équation ainsi obtenue a un sens et elle est juste. Elle a un sens, parce qu'une 

fonction résurgente multipliée par un facteur ex;-~ll} reste résurgente. Elle 

est juste, parce qu'on s'assure par le procédé standard (perturbation infinitésimale, 

etc) que tous les termes susceptibles d'intervenir dans l'expression de 6 cplk 
Wo 

y interviennent effectivement. En revanche une fonction résurgente multipliée par 

un facteu: ~xr E)l1) n'est plus résurgente. Cela explique pourquoi les coeffi

cients Aw des /Aw ne contiennent aucun. paramètre ...U.., de première génération. 

Ceci explique aussi pourquoi ces mêmes A~ sont automatiquement scalaires quand l;.:: 0 

A ce point près, les propositions 6.3.1, 6.3.2, 6.3.3 (cas i 4'D ) se démon

trent exactement comme les propositions 6.2.3, 6.2.4, 6.2.5 (cas f- =-O ). 
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SECTION 6.4 : LE CAS DE DI}IBNSION 2. LIEN AVEC LES TRAVAUX DE MARTINET-RAMIS. 

Dans\t'R:!J et[MR.'!JJ. Martinent et J .-P. Ramis ont, par ·des méthodes géomé

triques, classé les formes analytiques du type 

(6.4.1) 

ou du type 

(6.4.2) 

Plus précisément, ils ont mis les classes analytiques des formes (6.4.2) ~esp. 

(6.4.1)) en correspondance biunivoque avec les classes analytiques de difféos 

locaux de([. tangents à l'identité : 

(6.4.3) J . -
4:-esp. avec des classes analytiques particulières de tels difféo9. Interprétons 

ces résultats du point de vue du calcul étranger. Classer les formes (6.4.1) ou 

(6.4.2) revient à classer les champs de vecteurs locaux de tf..2.. qui ont pour multi

plicateurs À~ (et pour réseaux JL ) respectivement : 

(6.4.4) lD,1 ~) .IL - JN 

(6.4.5) l'L-Z 

On n'a ici qu'un seul paramètre .U.
1
=U. et l'intégrale formelle du champ s'écrit : 

(6.4.6) 

Si les champs sont de niveau t .(oO 

par les familles d'opérateurs Jl<.c., avec 

leurs classes analytiques sont paramétrées 

1A Il'\. (A: 'd A1 ,._ ~) (eu€~,~='"-) (6.4.7) - .u.. - + w dl GJ dû. 

[ t-\. ;~] [A~ Al 1 Le bloc est "précaire" mais le bloc est fortement 
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nvariant, c'est-à-dire invariant tant pour les changements de variables analytiques 

que pour la multiplication à gauche par un facteur analytique (avec terme constant). 

Relativement à cette notion d'invariance forte qu'adoptent Martinet-Ramis, on 

trouve donc des classes analytiques caractérisées chacune par une famille d'invariants 

(6.4.8) 
I 

lu f Jl.t1- . 
w 

Or d'après la section 5.1, les classes de difféos (6.4.3) sont de leur côté carac-

térisées chacune par une famille d'invariants 

(6.4.9) 

avec exactement les mêmes conditions de croissance en (6.4.8) et en (6.4.9). Voir 

à ce sujet les critères universaux de la sections 10.5. 

Si donc on fait le changement de variable on obtient une 

correspondance bijective entre les classes analytiques (fortes) des champs (6.4.5) 

ou des formes (6.4.2) et les classes analytiques de difféos (6.4.3), avec pour 

règle de correspondance 

(6.4.10) 'l. ni. 

Quant aux classes analytiques (fortes) des champs (6.4.4) ou des formes 

(6.4.1), elles se trouvent en correspondance bijective non pas avec toutes les 

classes analytiques de difféos (6.4.3), mais avec des classes analytiques particu

lières, dites sesquilatérales, et qui sont caractérisées par 

(6.4.11) 

Autrement dit, d'un côté les A sont quelconques et de l'autre côté ils sont tous w 
nuls sauf le premier. D'où le vocable "sesquilatéral". Du point de vue de la géomé-

trie, l'intervention des classes sesqui latérales dans le classement des champs 

(6.4.4) paraît assez mystérieuse. Du point de vue du calcul étranger, elle résulte 
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simplement de la règle (6.3.3) de formation du réseau de résurgence. De toute façon, 

les classes sesquilatérales sont importantes en elles-mêmes. Elles se distinguent 

des classes générales à plusieurs égards et notamment en ceci qu'elles possèdent 

des représentants canoniques (non uniques) relativement simples. 

Remarque 1 : Difféos de retour. 

On peut expliciter la correspondance qui aux équations différentielles 

(6.4.1) ou (6.4.2) associe un "difféo de retour" (6.4.3) possédant mêmes invariants 

analytiques. Voir à ce sujet (11.2.25) et (11.2.26). 

Remarque 2 : Correspondances entre catégories. 

La correspondance, observée par MARTINET et RAMIS entre les classes ana

lytiques d'équations différentielles (6.4.1-2) et les difféos (6.4.3) est un cas 

particulier d'un phénomène fort général et qui ne semble pas toujours susceptible 

de recevoir une interprétation géométrique simple. Disons en deux mots de quoi 

il s'agit. On peut mettre en correspondance les sous-classes analytiques de deux 

classes formelles Y. et 'J\ d'objets locaux (pouvant être de nature très diffé

rente) si et seulement si les réseaux de résurgence Jl 1 et ntcorrespondants 

sont semblables 

(6.4.12) -- 0( _fL,,_ 0( 

et si les invariants /Aw ont même forme dans les deux cas. Notons que la simple 

équidimensionalité des réseaux de résurgence 

(6.4.13) 

ne suffirait pas, car les contraintes universelles de croissance auxquelles 

sont soumis les //iw font fortement intervenir la métrique de Jl (voir §10.5). 
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SECTION 6.5. LE CAS A PLUSIEURS DEGRES DE RESONANCE. GRADUATIONS ET RAYONS PROPRES. 

INVARIANTS FORMELS. 

Dans toute la suite de ce chapitre nous allons envisager les champs réson-

nants généraux ( ~\ p_ quelconques). Pour bien sérier les difficultés, nous sup-

poserons d J abord qu I il n I Y a pas de résonance virtuelle le_ :o) et que la partie 

linéaire est diagonalisable. Nous verrons ensuite qu'il n'y a presque rien à changer 

lorsqu' i 1 y a de la résonance virtuel le ( ~ _ ) o/ ou une partie linéaire nilpotente. 

Plaçons-nous donc pour 1 'instant dans le cas ft ~l et t = 0 . Les 

multiplicateurs Ài 
l( 

+ vérifient alors e relations de résonance positive : 

(6.5.1) ~ 
r=-' 

et toute autre relation de résonance, positive ou non, est engendrée par les (6.5.1). 

Bien noter que certains des peuvent être nuls. Ils peuvent même l'être tous, 

auquel cas on a 

rn ~t .- (f) C (i) ~t-) 
Définition 6.5.1 Q,es réseaux JL ..__ _jL ..JL 

1l = { uJ; w 4-t ~ ~dvnl.t L"'d \ O'IA.-~, -t-11td \ t)..Vf,C. ~ ~ 0 1 
~ 0 1 l.-~ f 

JI = plus grand sous-groupe de Jl. 
"fJ<t""" If) 

-ll ~ plus petit sur-groupe de ..JL 

On pose: 

Bien entendu: 

(6.5.2) 

(6.5.3) 

("réseau 11
) 

("réseau intérieur") 

("réseau extérieur 11
) 

où '\ 1 Â1., .. . 
1 
~K sont les multiplicateurs effectivement impliqués dans (au moins) 
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une relation de résonance (6.5.1). Moyennant une réindexation, on peut toujours 

supposer que ce sont les K premiers. 

Proposition 6.5.1 (Forme prénormale A.D. Brjuno) 

Par un changement de variables formel 'Xi 

X la forme : 

(6.5.4) y -

on peut donner au champ 

(*) Cette forme est dite _prénormale parce qu'elle ne contient que des monômes réson-

nants 

(6.5.5) 

La forme prénormale n'est pas unique et diverge en général. 

Démonstration par simple identification de coefficients. 

Lemme 6.5.1 (Algèbre réduite et champ réduit) 

L'algèbre formée par les séries formelles ne comportant que des monômes 
4'\.. 

résonnants d ne dépend pas du choix des coordonnées et elle est invariante 

pour l'action du champ. Elle est dite algèbre réduite. La restriction du champ à 

cette algèbre est dite champ réduit. L'action du champ réduit est donnée par 

(6.5.6) 

avec 

(6.5.7) 

Les scalaires sont dits coordonnées du champ réduit. 

(*) A.D. Brjuno qualifie cette forme de normale. Nous préférons réserver ce nom à 

la forme construite à la proposition 6.5.3 ci-après. 
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Relativement aux ~- le système dynamique du champ s'écrit 
. ~ 

(6.5.8) + 

Définition 6.5.2 (Système dynamique réduit) 

On appelle ainsi l'ensemble des équations 

(6.5.9) 

que,,l'on déduit du système dynamique complet (6.5.8) pour chaque résonateur -m.. 

'Pl 
Manifestement, si l'on connaît la solution générale i (~i u) du système 

dynamique réduit, on obtiendra par simple quadrature la solution générale ~t(1;~) 
du système dynamique complet. C'est donc par le système réduit qu'il faut commencer. 

+ Puisqu'il comporte e équations indépendantes (autant que de résonateurs '1n, indé-

pendants) on doit chercher sa solution générale 

'>'ri. 
(6.5.10) d' ( 0 / ÂJ. I I ... I (,t.e-t: - 1 ) 

comme 

entre 

fonction du temps ~ et de 

le système dynamique féduit 

tt-, paramètre/)., • De plus, l'analogie formelle 

(6.5.9) et les systèmes dynamiques associés aux 

champs de vecteurs à partie linéaire nulle (voir chapitre 4 et 5) nous incite à 

chercher les solutions des (6.5.9) sous la forme 

(6.5.11) E. 

avec 

(6.5.12) 

où t serait une espèce de niveau, l une espèce de temps perturbé, et les ~L 

des espèces de directeur. Quant à l'application 1M, 1--? Û'f'A à valeurs dans <(/elle 

est nécessairement additive 

(6.5.13) 
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et elle rappelle les rayons propres du chapitre 4. La seule nouveauté par rapport 

aux champs de vecteurs à partie linéaire nulle, c'est l'application 'n'\. t-7 <3'i('h\.) 
1 

qui prend ses valeurs dans IN:y., qui doit elle-aussi être additive 

(6.5.14) 

et qu'il est naturel d!appeler une graduation. On doit logiquement s'attendre à 

ce qu'une solution (formelle) unique du système dynamique restreint (6.5.8) corres

ponde à tout couple : 

et c'est effectivement ce que nous allons vérifier. 

Ces quelques remarques heuristiques nous ayant donné une idée du but à 

atteindre, nous pouvons procéder à une construction en règle. 

Définition 6.5.3. (Graduation \3i et ni veau r,-) 

Soit X un champ de résonance 
-t- !'7. e ~ 1 et f_ :.0 . Notons ~ l'ensemble 

de tous les résonateurs . . 'f (*) ' d' . sem1-pos1t1 s et es1gnons par 

a °",. 
"'-2.o le sous-ensemble formé par tous les résonateurs effectifs, c'est-à-dire par 

tous ceux qui figurent effectivement dans le champ réduit(**). 

(,'<) Cela veut dire que L t>l.t À,:= D et que tous les entiers 'n;:. 

au plus un qui peut valoir -1 
/y~~ 

(**) D'une façon précise 1"l est dans ~ si et seulement si 

pour un certain 1n et relativement à une certaine forme résonannte 

sont 

on a 
y 

~o sauf 

e. t'lt\;'M.J 
::/:. D 

• En fait, 

ÎÙ -~~ • f · 1 ' ' d ' . 11 f , V\./!/; se construit. ac1 ement a partir e n,1mporte que e orme resonnante 

et on a l'inclusion: 

~ ~~ C l ~R✓./ ) + (_~ .. ~(Y) ) 

ou (Rei,+ désigne l'ensemble de tous les résonateurs positifs ( 11.t >t,o) et fu ~Y} 
l'ensemble de tous les résonnateurs effectifs relativement à Y . En fait, les 

deux membres de l'inclusion ne diffèrent que par un nombre fini d'éléments. 
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On appelle graduation du champ X toute application additive '3-f de 

fi "f'Jile ,·N* . . d. . 'bl (,'<) • • • • Àt_ • l/\é'I,) dans qui est in ivisi e et qui atteint son minimum ,- pour au moins 

ti" résonateurs indépendants. Autrement dit 

(6.5.15) 

avec 

(6.5.16) ( ')t~ I • 

Ce minimum "ft est dit niveau de la graduation di 
l'entier ~(1l) est dit grade de ')t. • 

{ 
1 'l. rt.7 :-f-

J) .. Q/\1\J 1\.. I ')\_ I • • "/ ?\. ! : e 
• Pour tout résonateur 1t.. 

Si par linéarité on prolonge '3-\ à l'espace ~ de tous les résonateurs 

(à composantes de signe quelconque) on voit que 

/J ""~ une face de l'enveloppe convexe de~ dans 

1 'équation Ô1 ('k..) = f'- définit 

(f(e,o . Un champ résonnant X 
admet donc en général plusieurs graduations. Inversement, toute graduation ~ 

t 1. Il 
atteint son minimum pour des résonateurs 1\. 

1 
')L,, •• . 

1
1\ qui sont nécessairement 

(**) /,J ~~ 
des éléments minimaux de f/\.eô . Comme ces derniers sont en nombre fini, 

n'admet qu'un nombre fini de graduations. Les résonateurs 1\.i. qui rendent ~ 

minimale sont dits résonateurs de base de <3-( 

Nous allons maintenant définir rayons propres et directeurs et, pour ce 

faire, introduire deux espaces commodes. 

Définition 6.5.4. (Espace tf:di) 

On note 

Soit une graduation ~ 

IE.3; la surface de (['Il 

l '\. 1\. 
avec ses n. résonateurs de base ')\ 

1 
')\ 

1 
•• • 

1
1'I. • 

( 
1-l' 11. 1. ')\J\.) 

formée par les suites O 1 ~ 1 ••• 1 Q qui 

sont additivej en 1\. , c'est-à-dire qui vérifient : 

dès que 

(,h~) pour l'ordre naturel 
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(6.5.17) 

pour toute relation entière 

(6.5 .18} 

entre les résonateurs de base(*! 

Définition 6.5.5. (Espace Œ:a-t,o) 
,. "),.j .,_, 'Il .. ) (E 

Pour toute graduation \JI et tout point O = Co , ... 10 de .a-t 
vec-on note E..31,r 1 'espace tangent à EJ1 en a . Il s I identifie_ au sous-espace 

11.IJ ~· 'kft. ('+I 
toriel de { formé de toutes les suites ~ : ( S 

1 
••• 

1 
è ) telles que O {O.._ 

soit additif en itl . Autrement dit, pour toute relation (6 .. 'Ll8) qui n'implique 
A\ 

pas de_ Û nuls, on doit avoir 

(6.5.19) L 1/k 
81)\ L '/. s,,. - -ltl. t' ')\. "" 0 

Comme on cherche la solution du système dynamique 

forme 

(6.5.20) 

il est naturel de poser 

Définition 6.5.6. (Rayons propres et rayons dégénérés) 

On appelle rayon propre de X relativement à di 
de IEJi de coordonnées non toutes nulles et vérifiant 

(6.5.21) 

c'est-à-dire 

réduit (6.5.9) sous la 

tout point O = q} 

(*) de telles relations n'existent évidemment que si n.;,e+. 
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(6.5.22) 

~ 
IJ)\. 

0 

{ 0 
kJ- -1 L e. ['tll-,,-J 'tl. - ô di(~)-= r-

Si 0+o et Sl 

(6.5.23) ~ e["","'1 111. 0 . o ô~ 
Jtt"J~r 

' Q est dit rayon dégénéré. 

Définition 6.5.7. (Directeurs) 

Soit une graduation (.3( de niveau f'- et un rayon propre O relatif à 

<31 . Alors l'endomorphisme linéaire: 

(6.5.24) 

de l'espace lEJt,o admet f:T valeurs propres dont l'une est toujours égale à -2. 

et dont les autres sont notées 

(6.5.25) -1 

Les scalaires ~i ainsi définis sont dits directeurs du rayon O . On leur adjoint 

le directeur trivial t, ::.-1 

Remarque 1 : On vérifie que (6.5.24) est bien un endomorphisme de EJt,r , autrement 

dit qu'il préserve les relations (6.5.19). Cela tient à la linéarité en '1t1.. des 
0 ('Mj'I\J 

coefficients Cr- • En fait, cet endomorphisme possède deux espaces propres 

très différents 

lE 
;31 --~ 

E/ 
a-t,r EB IE°II 

.3-t,, r 
/ t s'\ ~ o 1k #-ô J (Eq 

{ S.,._; F"'-t _ o ~ IEc.3-i, o . -./ ôf,~ -
avec pour endomorphismes induits : 

(6.5.26) 1-1----""l') - ~~ + 
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(6.5.27) 
Il 

4WI. lE.3t,r 
I 

r{ = ~ EE.~, 0 Si 
Il 1 • rc // 

et Tt = c:llM'\ u::.~ 
1 0 

on aura donc n..1 directeurs ~c'. de la 

forme 

(6.5.28) {. ~ -t i }-1 i ·.· .1 ~li! -l} = l 4e~ k. (S.~- '2.C) 1 
et f\.11 directeurs ~, de la forme : 

(6.5.29) 

Remarque 2 : Dans le cas où tous les multiplicateurs sont nuls 

Àt = 11,. = . . . llv = 0 

on retombe(*) sur les champs X à partie linéaire nulle, objets du chaptitre 4. 

Toute suite entière positive ou semi-positive 'l't = (1A,r .. .,11v) est alors un résona

teur et on vérifie que pour la graduation canonique 

les notions de rayons propre, de niveau et de directeur qu'on vient de définir pour 

les champs résonnants généraux redonnent bien celles qui furent introduites au 

chapitre 4. 

Lemme 6.5.2. (Relations a priori entre directeurs) 

Soit un champ résonnant X et '3-1 1 1 une de ses graduations. Alors. gêné-

riquement, (3-f ne possède que des rayons propres isolés (nécessairement en nombre 

fini) et pas de rayon dégénéré. Dans ce cas générique on a toujours : 

(6.5.30) 1. 

(*) puisqu'on a provisoirement supposé diagonalisable la partie linéaire du champ. 
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!la somme étant étendue à tous les rayons propres D relatifs à '3-t 

La démonstration est analogue à celle de la proposition 4.1.4. On note 

l'absence dans (6.5.30) du directeur trivial et du niveau 1',- . C'est 

précisément pour ne pas avoir f- dans les relations a priori qu I on 1 1 introduit 

dans la définition des directeurs. On note également l'absence de toute relation 

a priori entre directeurs relatifs à des graduations différentes. 

Proposition 6.5.2. (Forme élémentaire) 

Soit X un champ aux multiplicateurs À. présentant f_+ degrés de réso

nance positive. Soit \3-i une graduation de niveau -ft-et soi~ Q ::('6'11.) un rayon 

propre relatif à cette graduation. Alors, si les directeurs là ne sont pas en 

' (aJ O>) d l' 1 'b 'd . (*) ff h resonance Jt.= / on peut ans age re re uite e ectuer un c angement de 

variables(**) : 

(6.5.31) 
'hl. 

a l-

111. 

R (~o,ë,, ... ,,~é"-t) 

tel que 
1)( -t 'm. 'I. 

(6.5.32) 

~ 'hlt. 

[ {~). t (~) - ~ ( 1:) l 'tf rr.:, ,,._ ~ .i. 'I. ) -
(6.5.33) 

~ 1ll G{ ('YI'-) tJ-l(irt1-} ~ (~0 1 01 ... 1 0) - 0 . ~-) + e,- (l't.) ) -
et tel que relativement aux variables ~-,le champ réduit revête la 

J a 

(6 • .5.34) z -1 ~.)~ z: ~- iJ 
~ -- -l'- -{ + f l.!ot o~i<t d Ôê· 

d 

(*) Rappelons que c'est l'algèbre invariante engendrée par les monômes 

nant (voir lemme 6.5.1) 

forme 

(À0 =-1) 

réson-

(**) Ce changement de variables est du type "éclatement" en ce sens qu'il n'est gêné-

ralement pas inversible. Dans le 

gèbre réduite (engendrée par les 

tions de cette algèbre. 

cas général, en effet, èJ 
- q,""- . . . f ) monomes O sem1-pos1t1 s 

n'appartient pas à l'al

mais au corps des frac-
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lrésiduit (résidu 
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dit forme élémentaire du champ réduit. Le scalaire f 
itératif). 

1tt. 

est dit 

La vérification est élémentaire. Bien entendu, Q n'est au départ défini 

que pour les résonateurs de base ~ (""'-) = r-,) mais on l'étend par 1)\.. -additivité 

à tous les résonateurs. 

Relativement aux variables ê• les système dynamique réduit s'écrit: 
) 

(6.5.35) = ~I !d (.!.--r. r. ,t + / (~_/ r' 
et le système dynamique complet s'écrit 

(6. 5. 36) 

est la série entière des ëb obtenue en portant (6.1.31) dans (6.5.8). 

Nous allons voir qu'on peut en fait choisir les 

dans chaque série ( (1:) qu'un terme en 'J0)f'-
avec 1 ~ , <. Jt- . 

Proposition 6.5.3. (Forme normale) 

variables 

et que des 

~- de manière à n'avoir . 

t:rmes en ~.,, TT ~i) 
'l J~I 

Pour chaque graduation '3-\ et chaque rayon propre Q à directeurs non 

résonnants il existe une forme prénormale (6.5.4) privilégiée pour laquelle les 

systèmes dynamiques réduit et complet s'écrivent respectivement 

(6.5.37) ~ ëa - -
0~ 

(6.5.38) d 
1. "î~ -

1, 

avec 

(6.5,39) 

Cette forme (6.5.4) privilégiée est dite normale. Elle est unique modulo une dila

tation élémentaire des variables. 
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En général, les formes normales 

différent entre elles. Toutefois : 

Proposition 6.5.4. (Invariants formels) 

y associées a.ux divers couples 

Pour tout couple ( JI i O) les coefficients de la forme normale corres-

pondante constituent un système complet et libre d'invariants formels du champ. On 

obtiendrait un système équivalent en prenant les coefficients des séries 

de (6.5.38), ces séries étant bien sûr considérées comme définies modulo une dila

tation élémentaire des variables. 

Ce procédé de calcul des invariants formels n'est en défaut que lorsque 

chacun des rayons Ô relatifs à chacune des graduations Ji a ses directeurs en 

résonance (i ')D) ou plus exactement en résonance positive (Jt) 0) . On recourt 

dans ce cas à la méthode de l'arborescence, qui est expliquée aux sections 10.3 et 

10.4. 

Revenons au cas générique (directeurs non résonnants). Pour le calcul des 

invariants formels, nous venons de le voir, un seul couple (_Jiio) suffit. Au 

contraire, pour obtenir l'ensemble des invariants holomorphes, il nous faudra envi

sager. non pas un, mais tous les couples (~i ~) . Cela dit, la proposition 6.5.3 

conduit tout droit aux intégrales formelles z( ôi u.J du champ X et par là-même 

prépare aux trois quarts le terrain pour la construction des invariants holomorphes. 

Mais avant d'aborder cette construction, il semble à propos de donner quelques 

précisions sur la notion de graduation, qui constitue la principale nouveauté par 

rapport aux champs à partie linéaire nulle, et de signaler le très curieux phénomène 

de la résonance héréditaire. 
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SECTION 6.6 COMPLEMENTS SUR LES GRADUATIONS. LE PHENOMENE DE LA RESONANCE HEREDITAIRE. 

La présente section éclaire et justifie certains développements ultérieurs, 

mais elle n'est pas indispensable à la compréhension logique de la suite de l'ouvrage. 

Le lecteur pressé peut donc la négliger. 

Corrnnençons par passer en revue plusieurs types de résonance, en privilégiant 

à chaque fois le cas générique, c'est-à-dire le cas où les formes (6.2.2) comportent 

effectivement tous les monômes résonnants 
'n,. d' qu'elles sont susceptibles de compor-

ter. Autrement dit 

Cas où tous les À~ sont nuls. 

Il revient au même de dire que + f!_ :V (degré de résonance = dimension). 

En l'absence de partie linéaire nilpotente, cela conduit à des champs X à partie 

linéaire nulle. D'où deux manières de définir les rayons propres et les directeurs 

celle de la section 4.1 et celle de la section précédente. Comme nous l'avons sig

nalé, elle$coïncident pour la graduation canonique 31. (~)-::. 1(1'\t(:. L 11)1.l 

Cas où chaque Ài n'est impliqué que dans une seule relation de résonance positive 

(au plus). 

Cela veut dire que 1 'on a une partition ~ 0 U ~ 1 Ù ... ~e+ de l'ensemble 

l-t,2., ... .,v1 et{' relations indivisibles de résonance positive: 

L 
à ~!>t 

(6.6.1) o..vec. 'm.~ '1k.~ , .. , ?)\.J ;,.e-:.w, tAJite. âl.1( 
1 t.. Jl, 

Relativement aux coordonnées résonnantes ~-

t e.... 1. 

(6.6.2) Yu.w.1: L [L 
Il • - i.-::1 j:t 

le champ réduit s'écrira: 

avec bien sûr 

1)\._i. 
;_ 

TT 
'»L. 

(6.6.3) .u.. = d - (_rj.) d ~ -
jft d 
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On voit donc que, dans ce cas bien particulier, le champ réduit s'identifie à un 

champ à partie linéaire nulle et à hyperplans invariants. Ce cas a été édudié à la 

fin de. la section 4 .1 et nous avons vu qu' i 1 conduisait à des calculs particulière

ment simples (rationnels). 

Quand V est pair, quand J0 = { ~ 1, ~i. = { À.1 .l-t! \ et quand les rela

tions (6. 6. 1) revêtent la forme )i + ~i.-t t =0 , on a une situation qui évoque 
L 

les champs hamiltoniens. Toutefois, les champs hamiltoniens sans résonance extrin-

sèque(*) ont toujours un champ réduit qui est nul, ce qui rend vaine toute recherche 

de graduations ou de rayon propres (Voir chapitre 8). 

Cas où la résonance positive est maximale lf,+ = V-l} 
Bien qu'on puisse avoir 1t= 1/ 0orsque À,=~"= ... /1, = o) , ce cas est 

si spécial qu I on réserve le nom de résonance maximale au cas f!_t = v-1 . La résonance 

maximale implique la commensurabilité de tous les ~, • Donnons une idée de la 

diversité des graduations qu'on peut alors rencontrer, en nous limitant aux cas 

les plus simples, à savoir l~+, v) = (2_,3) ou (314) et sous l'hypothèse de généricité 
/î) ,,,. 11·•~ 
IJ'\..f,,a = Vl~ , hypothèse qui semble bien impliquer que les graduations sont 

.J (**) toutes de niveau r: -L 

Exemple 1. ( À, 1 ~1., À1 ) = ( 2. x t 1 5 ,t i9 
1 

- ~ ,c 13) 

Il existe dans le cas générique trois résonateurs minimaux<ib'<*) et tous positifs 

'hli. (3~l~,, ô I t- ) 
,ni_'t. - (_ 0 11tl~.,19 ) , 
'n\-1 ( 3 2. / t ) - ...L 

I \'3, 

(*) i.e. pour lesquels ),,)1., ... .,\* sont rationnellement indépendants. 

(**) Ce fait, qui se vérifie sur tous nos exemples, est facile à prouver pour '\1:-.3 

mais il serait intéressant de l'établir en toute généralité. 

(i<**) minimaux relativement à l'ordre naturel ~ ~ lh\.1 ) ê 
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et deux graduations Ji, et 0'f~ caractérisées par: 

1 

J-l1. l~ 1.) : Jti. l"'--1
) = 

Exemple 2 : l\ 1 Ài., À3 J 
1 'milio '31,. (~1

) = l2. 
= (3/t/-1) 

Ici encore il existe dans le cas générique trois résonateurs minimaux, mais deux 

d'entre eux sont semi-positifs 

,m1 = ( - 1 , 1 5 / 1- ) 

IY)L'l ( 13 , -1 1 5 ) 
'»t.1 

(_ -t , -1 1 1 ) = ti_ ( ~ + ~ ... ) 
et il existe deux graduations :3,, et sl1,. caractérisées par -

3\ 1 L 1K'.) :: 3-1\ L ~l) 1 

3\i-("" ~) =- a-i. (11l3) .. 1 
Exemp le 3 : (_À 1 1 

Il 1. 
1 

À .3 ) 

'lnAt4 dil (~t.) = 11 

(S[l. (11l'} = 11 

Il existe ici dans le cas générique un résonateur minimal semi-positif et deux 

résonateurs minimaux positifs 

'hl' - ( - l I 't, I '2..) 
'llt- l-t 1 0 1 <t) 
~ :::: (_ 0 / 'l. / ~) = Yi. ( 1k' T 1". 1) 

et une seule graduation~ caractérisée par 

-t 
Cet exemple montre qu 1 il peut très bien exister plus de e_ résonateurs donnant 

à <..'.31 sont minimum . 

Exemple 4 

Il existe ici dans le cas générique trois résonateurs minimaux, dont deux semi-

positifs 

'm.' = l -1 

'hl t = l '2.. 

'n\.1 ::::. l 1 
et une seule 

I 

I 1 
-1 

J t) 
/ 1) 

I O I 3 ) - 1J,\.I + 1t\. 1. 

graduation .3i caractérisée par 



= .Ji { ?)t'L) = 1 

Exemple 5. c>i I I ~ 1. I À l / À t) 
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0i ( '»'-3) := 2 . 

(3,'t-,5,.-1) 

Ici encore il existe dans le cas générique une graduation unique~ qui atteint 

son minimum pour les trois résonateurs semi-positifs suivants : 

( -l I l / D / t) 
l O 1 -1 , 1 1 l) 

l 2. 1 0 ,-t I t ) 
Il existe bien ici des résonateurs minimaux positifs 11L , mais pour chacun d'eux 

IJ"°"_IJ~ Les exemples 4 et 5 montrent que, même dans le cas générique 11\e.o V\.t.o 

une graduation peut très bien n'atteindre son minimum que pour des générateurs 

semi-positifs. En fait cette conjoncture, lorsqu'elle se produit, présente des par

ticularités si notables qu'il faut l'étudier à part. 

Supposons donc qu'une graduation J-t ait une base (purement) semi-positive, 

c'est-à-dire qu'elle atteigne son minimum ~ pour exactement e-t-résonateurs -nt' 

semi-positifs. Quitte à changer l'indexation, on peut toujours supposer que le 

résonateur 1tl.1. ait précisément sa i-ème coordonnée égale à -1 . La graduation 3-f 
1- 'L ,,,... 

a donc pour base ?'k.. 
1 

'nl. 
1 

••• 
1 

1'>'\. avec 

Soient 1,,· .. 1 ~V les coordonnées résonnantes (6.2.2). Le système dynamique complet 

s'écrit 

(6.6.5) 

et le système dynamique 

({) (6.6.6) ~ -
ù~ 

. 
'Dl." 'Dt' 

8, ~ -1-(~t4 ,b.F>r)] 
C ~t-, dJ. ~)")] 

réduit s'écrit . 
'1tL" [±. '))\.J 

'lit~ Bd + ( ~) ~)] - d' j=I 

(_!_, i~:~t) 

(i"<i.~\/) 

c,~1.~ej 
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avec bien sûr 

1r\,.l '7ll 1. 
11L~ 1 

(6. 6. 7) 

d d, tv 
Pour mieux faire ressortir la particularité de ce cas, examinons le cas exactement 

:2.1 \ 'L t 
opposé, celui oÙ'V\ possède une base purement positive 1)\. 1 111.,. • .,-m. 

(6.6.8) 

Les systèmes complet et réduit s'écrivent alors respectivement : 

(6.6.9) 

(6.6.10) 

Ainsi donc, pour une graduation à base (purement) positive, le système réduit fait 

intervenir 

(6.6.11) 

(au grade J1,-) les 

t ('tl\.t,11\_l J = 

du champ réduit et présente exactement 

coordonnées 

( t,J ~e+) 
d ' d 1 · b ' ff • f ( *) egres e 1 erte e ecti s • 

C'est suffisant pour permettre aux directeurs relatifs à de telles graduations de 

prendre des valeurs arbitraires. Au contraire, pour une_graduation à base (purement) 

semi-positive, le système réduit (6,6.6) ne fait intervenir que les 

(6.6.12) 

o~.i· + 
1:)". • En fait même ces Il degrés 

l C, • 
'11\.' 

~. ~ t, ~. peut rendre les 6"' 
(. à', 

[t 11t' .. V,, ,,..î 
r=• d a 

de liberté s'avèrent illusoires car une di lat ion 

égaux à 1, auquel cas le système réduit s'écrit : 

u+ , C.. parametres 

On a donc une situation complètement rigide: au grade f-, qui seul importe pour 

la recherche des rayons propres et des directeurs, seules interviennent les coordon-

(*) En effet, quitte à dilater les coordonnées u, H ~~ ~ 
nt:'1\\.t,1'11.tJ O o.. . d;. 

s'arranger pour que o- = f\A.-1 pour chaque 1. 

, on peut toujours 
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"""l• 
nées "'"o des résonateurs de base, qui sont entières et complètement déterminées 

par les multiplicateurs du champ. Mais il y a plus : la rigidité de la situation 

force une partie des directeurs (la moitié environ) à être rationnels et, partant, 

en résonance mutuelle: 

Proposition 6.6. l. (Graduations à base semi-positive et rationnalité des directeurs) 

Soit un champ résonnant X et une graduation~ à base semi-positive : 

(6.6.13) . . . 

. . ' e+ 
(6. 6 .14) 'm.... = C!>t~ , ... /1>\.~ ) ; ~ l 1\4!, .. . /bt l =e ... i · 1)\;. '°~ -~1-t.k~ 

.. 
( 

~' 11l1 1ne 
Alors les rayons propres O :: O. 1 ~ 1 

•• • 1 ~ ) ne dépendent que des entiers 

1>lJ et on\ leurs coordonnées O'nl.c. soit nulles, soit rationnelles. r;+ existe en 

général c~ rayons possédant 1 coordonnées nulles, soit en tout 2. -( rayons 

u~) ~ ~ 
propres . Quant aux directeurs f\

1 1 
••. 

1 
/lt-r associés aux rayons propres, 

ils ne dépendent eux aussi que des entiers 1JLJ. De plus, les rayons qui ont 1 
coordonnées nulles possèdent au moins , directeurs rationnels. 

Ajoutons que, pour tout rayon, la somme des directeurs non triviaux est 

toujours rationnelle et qu'on a donc toujours au moins un degré de résonance impli

quant le directeur trivial 

Preuve : Les directeurs de (6.6.12) se calculent comme les directeurs de (4.1.4). 

~ 
Il suffit de ~eJI. ef -:; X t ,, 1>'\.~ ::: A.\J et d'appliquer la méthode indiquée à la fin 

de la section 4.1. 

Cette tendance à la rationnalité que présentent les directeurs des champs 

résonnants est lourde de conséquences. En effet : 
____________ ,_ ?k,~ 

('~) car une coordonnée (J au moins doit être =/= 0 . 
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Proposition 6.6.2. (Résonance héréditaire) 

Il existe effectivement des cha~ps à multiplicate~rs À 
11 

• •• / ~V en 

1P ·=fil.""'~ qui, dans le cas générique V\..eO V\f!/J , possé-résonance positive 

dent une graduation <,-1 à base semi-positive et qui, de ce fait, induise.nt automa-

tiquement de la résonance l~>o) chez les directeurs correspondants. Cette résonance 

des directeurs peut elle aussi être positive LJf.+>D) et peut, dans certains cas, 

se transmettre automatiquement aux directeurs ~t de seconde génération, voire 

même aux directeurs 't 1 'l .. . de troisième, quatrième ••• génération. On parle 

alors de résonance hériditaire sur deux, trois, quatre, cinq ••• générations. 

Notons qu'on s'arrête forcément au bout de(Y_-9 génération (ou avant) car 

le degré de résonance baisse d'au moins une unité à chaque génération: 

(6.6.14) 

Démonstration: Les exemples 4 et 5 ci-dessus montrent l'existence de champs réson

nants qui possèdent une graduation à base semi-positive. L'existence de résonance 

héréditaire sur 'lL génération ( 1t imposé) est plus difficile à établir. Contentons

nous ici de donner un exemple de résonance héréditaire sur trois générations. 

Reprenons pour cela l'exemple 5. On avait 

( ). 1 I À 1. / À3 / ~ t- ) = ( 3 / 't I ) I' - l) 
et, dans le cas générique, il existait une graduation '3i unique, de niveau p-'; 1 

et de base semi-positive ,:, 

A l'ordre t , le système dynamique réduit s'écrit donc : 

et on trouve : 



369 

rayons propres directeurs 

1'\1 'ni, 1. ~l) o=lo10,o = (1,0,0) t =001 ~Il )1.) - (-1, 11 3) 

- ( o / 1 1 o) -:=. (-1, 1, t") 

- (0,0,-1) (-1,t,2.) -
=~11,0) - (-l 1 -1 1 S) 

=~,111) - (-1, ... 1, 3) -
=. <i I Ô /3) - (-t,-'!>1 't-} -
;.~ ,,'r,15) ~- .:-1, ~+~1.= 131 t, ~i= C,o 

Regardons quels triplets ~ = ( l
01 

A1 1 
)i.) sont susceptibles d'induire de la 

, ' 1 . ' , , . (i<) resonance a a troiseme generat1on 

Le dernier triplet, qui correspond à l'unique rayon propre à coordonnées 

toutes y=ô1 ne le peut pas, car les directeurs ne vérifient qu'une seule relation 

de résonance: 

Le triplet ) = (-\
1 

\
1 

~) ne le peut pas non plus, car son unique graduatio 

atteint son minimum pour deux résonateurs semi-positifs et un résonateur 

positif : 

{ 

~(%1) - ~(~~) = ~ (.~) -= -1 

~ = (2.,-l, ') , 1ttt = (o 1 ~-,-,) , ~ == l2t 11 o) - t ~ +~; 
Même chose pour le triplet ~ = (-l 1 -'2.1 S) . Son unique graduation 

atteint son minimum pour trois résonateurs dont le dernier est positif: 

(*) c'est-à-dire de produire des~ (directeurs de seconde génération ou si l'on 

préfère multiplicateurs de troisième génération) qui soient en résonance. 



370 

{
M (,1,t:) = .J1' ( 'Jt:,.) 

~ = (-l 1 31 l) 1 ~ = (.1".,-t,t) ,~ =(l 1 t 1 t) =t~'+{:~t 
Même chose pour le triplet X ::;::. (-11 -1..1 3) , lui aussi à graduation unique 

{ 
>t c~·, = ~ l!M.''-J =- s,r c~~ 

~ = c-,,1,-v /~'L= c_s,,-~-3) .,,~'3 = (1,1, t) = f-4K.' +{ ~,_ 
Le triplet t = (-11 -3,,. <t-) non plus ne peut pas induire de résonance 

générique car il possède trois résonateurs minimaux: 

;'m: : ( -11 3 _, 2.) 1 CY-k:1..: L 9,,. -t,, t) I :,.:
3 = ( 11 t.,, 1) = ~ ~ + ~ !Wt'l. 

S'il existait une graduation c3t à base semi-positive on aurait : 

Ce qui est impossible. 

Il ne reste plus que le triplet J '= (-t
1 

t, 'L) relatif au rayon (0,1,0) 

et aussi au rayon (0,0,1) • Ce triplet i admet, lui, une graduation unique ~ 

à base semi-positive: 

A cette graduation¾ de seconde génération correspondent trois rayons j de 

seconde génération et à chacun de ces f se trouve associé un couple 1 =fo/.1111,) 
de directeurs de seconde génération. Le calcul donne : 

rayons propres directeurs 

1 t. 1 = ( ~ .. ~,) = i ;: ~ ,ri. / î~ } = U, o) ( -l 1 3) 

= (E,t) - (-t, 1.) 
:::: ~ .. 3) - (--11 c) 

Chacun des trois couples~ présente un degré de résonance positive ci+=1) 
On a donc là un exemple de champ de dimension 4 avec, génériquement, de la réso

nance positive étagée sur trois générations: 

I 
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Nous retiendrons de tout ceci que les directeurs, même s'ils ne résonnent 

que rarement, résonnent tout de même plus souvent que presque jamais. Ce phénomène 

de la résonance héréditaire montre que la technique de l'arborescence et des temps 

parallèles~qui est développée au chapitre 10, répond à un besoin très réel et que les 

étonnantes structures qui s'y rattachent possèdent un solide fondement dans la 

nature des choses. 

SECTION 6.7. LE CAS A PLUSIEURS DEGRES DE RESONANCE (SUITE). INVARIANTS HOLOMORPHES. 

Abordons maintenant les champs X à multiplicateurs en résonance multiple. 

Pour ne pas mélanger les difficultés, écartons provisoirement la résonance virtuelle 

( e. = ~ et supposons provisoirement que la partie linéaire du champ soit diago-

(*) \ 
nalisable • Avec les multiplicateurs ~t on construit les trois réseaux 

O'I iM.(-c d"\ - ITT ._~\. 
..ll ~L '-- ..lL comme à la définition (6.5.1) puis on fixe une base 

À: 1 À: I ... I tÀ. den, ce qui. permet de mettre ce réseau en bijection avec 

une partie }f. de zx.. 
}(', ~n * • 

(6.7.1) 1t = ('"-,) t--?w - 11, ), + ... ?lx. XX 

Proposition 6,7.1. (Le cas • Allure de l'intégrale formelle. Para-

mètres de première et seconde générations) 

Soit X un champ à multiplicateurs ~i présentant l:!.,-t degrés de résonance 

une graduation de X et soit un rayon propre O de niveau positive. Soit J-1 
f- , de résiduit J et de directeurs }. 

d non résonnants. Alors au couple 

est associée une intégrale formelle qui est fonction : 

- du temps 1)' 

(*) Donc pas de termes de Jordan nilpotents dans la partie linéaire. 
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- de f- paramètres AA11 U.1.. 
1 

••• 1 ,l,J...X. qui sont associés à la dimension 

du réseau Jl et qui sont dits paramètres de première génération ~n abrégé 

qui sont associés à la résonance positive 

et qui 

paramètres a I A.Y J ••. 1 uv., x•' l\.tt 

sont dits paramètres de seconde génaration (:n abrégé 

L'intégrale formelle s'écrit 

(6.7.2) 

- avec un réservoir d'indices .}f = $, @ )l''l.. 

- avec des composantes 1((1) E. /Cf ,-'11'-Jl 
(')\.] 

- et avec des blocs élémentaires {) de la forme 

+. .. , 1/r-
U-{~) t.J(1l) ~ TT '"'11r(1l) l 

""' .e e 
(.y 1=• 

(6.7.3) 

' - ou est l'isomorphisme de j'f. sur fL qui inverse (6.7.1) 

' - ou est la forme additive définie en (6.7.11) ci-dessous 

- où 1t r-'? cr(in.) est la forme suradditive définie en (6.7.12) ci-dessous 

Cette intégrale formelle relative à @, 0) est unique modulo une translation 

11 (*) d'l . 'l' . d ~ (**) tempore e et une i atation e ementaire es parametres • 

Preuve : On prend les variables normales de la proposition 6.5.3. puis on 

intègre le système dynamique réduit (6.5.37) et on trouve 

(6.7.4) 
/ 

(*) une translation sur(} et non sur ~ 
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On intégre ensuite le système dynamique complet (6.5.38) et on trouve : 

(6.7.5) 

avec 

(6.7.6) 

(6.7.7) 

(6.7.8) 

Ri ll) 

St cl j - 0 

d s. ( '?. ,· .V.. ù. / .. ·; IL ) dl L \.. (!) J._+1 I i+i v-, 

De (6.7.7) et (6.7.8) on tire 

(6.7.9) 

Portant (6.7.9) dans les relations (6.7.5) puis portant (6.7.5) dans les relations 

(6.7.10) 

qui font passer des variables normales ~~ aux variables données Xt , on trouve 

bien une intégrale formelle du type (6. 7 .2) avec des formes additives tv11"'-(~) 

définies par : 

V 

(6.7.11) L 
et une -forme suradditive '-i(IY\} définie par 

(6.7.12) crcl)\) - ~ (,.._) + IJ'"',._ l,...) 

1/ 

(6.7.13) 
Il /&..'' z (Ji ( -h) - ~f rte. fl."[. 

• 1. 

V ,X. _,,. ;:=• 
L Tl~ Ili-= L l)\i A . . 
,. ::1 î-::: 1 

(6.7.14) ~ (---·) - z: 'Il it . ( 1 +- ;) \~.: 't'-t -t-1. 
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On note qu'en fait la forme U7 (t~) ne dépend que de la projection de 1t sur X. 
(indices de première :génération) et qu'elle est additive, tandis que la forme <J;.(111.} 

ne dépend que de la projection de 1\.. sur J{t. (indices de seconde génération) et 

qu'elle est suradditive : 

(6.7.15) o..ve.c. 

Ce dernier point découle de l'implication: 

qui vérifient automatiquement les constantes T~ de la forme normale (6.5.38). 

Proposition 6.7.2. (Le cas 

L'intégrale formelle 

réseau de résurgence le relevé 

équations de résurgence 

(6.7.17) 

Résurgence de l'intégrale formelle) 

, (*) 
X ( ~ i u.J est resurgente en 7f . Elle a pour 

.flf de 'J1.. sur ([r- (**) et elle vérifie les 

-- !A 
c., 

pour des opérateurs différentiels de la forme 

avec 

(6.7.19) 

et avec des coefficients A~ ('j qui sont fonction des seuls paramètres M; 

de seconde génération: 

(*) Au sens ordinaire 

h-J 
lorsque le réseau intérieur .f[ est discret, et au sens 

"monogène" lorsqu'il ne l'est pas. Voir à ce sujet les sections 6.2 et 1.3. 

(*,~) et même surdéterminés, ce qui permet des vérifications dans les calculs. 
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(6.7.20) 

Les opérateurs différentiels F-. sont entièrement w d , . , (*) (6 7 17) etermines par . . et 

ce sont des invariants holomorphes du champ X. 

Bien noter la juxtaposition dans (6.7.18) des opérateurs pour 

et des opérateurs pour 

Proposition 6.7.3 (Le cas . Invariants holomorphes) 

Soient J-1 ,,, J-t2. 
1 

•. '/(3-ih. les graduations du champ X . Elles sont en 

nombre fini et, dans le cas générique, elles possèdent respectivement 

N'l.l , NJi 1 ... 1 ~ '-", 'L A. 
rayons propres et les directeurs de ces rayons sont non-

(~11) 
résonnants. On obtient alors un système complet et libre d'invariants holomorphes 

de X en rassemblant tous les opérateurs J=lw relatifs à chacun des N couples 

N -- Nôi + N~ + ... 
1 Vl:a.. 

Schéma des démonstrations des propositions 6.7.2 et 6.7.3. 

On montre la résurgence de l'intégrale formelle en procédant cormne à la 

section 6.2. On plonge le champ X dans une famille 
1X du type (6.2.34), ce qui 

fh"-lln. 
permet de calculer par récurrence les '! définis cormne en (6.2.35) et d'éta-

blir leur résurgence. 

Pour trouver la forme précise des équations de résurgence de la proposi-

tians 6.7.2, 
• 

teur /j_ 
w à 

on montre par le raisonnement standard que l'application de l'opéra-

ordinaire /Ptw et que 

doit équivaloir à l'application d'un opérateur différentiel 

les coefficients At de cet opérateur ne peuvent contenir 
t..J 

que des paramètres de seconde génération (après factorisation du terme 

(*) et même surdéterminés, ce qui permet des vérifications dans les éalculs. 

(*,'<) aux "contraintes en ,u. "près. Voir §6.9. 
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regroupe les paramètres de première génération). Ceci tient, comme à la section 

6.3, à ce que les ..llt de seconde (resp. première) génération sont accompagnés 

d'un facteur e.x~&(,) du type (6.3.20) (resp. d'un facteur ~tÔêl) du type 

(6.3.19)) et qu'il est permis (resp. interdit) de multiplier une fonction résurgente 

par un tel facteur. 

On montre la liberté du système des /A (c'est-à-dire l'absence de rela
"' 

tions analytiques a priori) en calculant les invariants /AGJ + ~ /At., d'un champ 

X +~X voisin d'un champ X dont tous les invariants sont connus, puis en montrant 

que les ~~~ ne sont astreints à aucun contrainte analytique a priori. Il est 

commode de perturber un champ analytique X directement donné sous forme prénormale 

(6.5.1) car les invariants /Aw d'un tel champ sont automatiquement nuls. Voir à 

ce sujet la proposition 6.7.6 ci-après. Bien entendu la perturbation $X ne doit 

pas être prise sous forme prénormale car alors les seraient nuls. 

Pour montrer enfin la complétude du système des Jiw on prend deux champs 

analytiques X et X formellement conjugués par un changement de variable 

et on montre l'analycité de en raisonnant sur différentes cartes 

qui couvrent des voisinages partiels des différents rayons 

propres et qu'il s'agit ensuite de recoller. 

Pour en finir avec le cas générique (directeurs non résonnants) il nous 

reste à nous affranchir des deux hypothèses restrictives que nous avons faites au 

début de cette section, à savoir 

(i) diagonalisabilité de la partie linéaire du champ (i.e. pas de partie linéaire 

nilpotente) 

(ii) absence de résonance virtuelle entre multiplicateurs ( e. : O) 

La présence d'une partie linéaire nilpotente 

( 6. 7. 26) X 

(*) Autres que celles qui découlent des "contraintes en .U. ". Voir §6. 9. 
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ne change presque rien: il suffit de modifier légèrement la forme des blocs 

élémentaires 
c~1 

(} en ajoutant un terme correctif aux formes additives f.J11r(ltl.} 
et à la forme suradditive 

Au contraire, la présence de résonance virtuelle entre les multiplicateurs 

modifie sensiblement le paramétrage de l'intégrale formelle, en provoquant un 

clivage parmi les paramètres de deuxième génération: elle ajoute en effet aux et-! 

paramètres U.· .. de seconde génération, qui s'introduisent lors de l'intégration du 

système dynamique réduit (6.5.37), un nouveau groupe de ~- paramètres u. . .. de 

seconde génération, qui s' introduisent (au côté des X. paramètres .U,: de première 

génération) lors de l'intégration du système dynamique complet (6.5.38). 

:t 
Proposition 6.7.4. (Le cas ~ et f;. quelconques. Intégrale formelle et invariants 

holomorphes) 

L'intégrale fonnelle associée à chaque couple @l;o) 
résonnants est du type : 

(6. 7.27) 

avec un réservoir d' indicesJ'(' de la forme 

(6. 7.28) 

Cette intégrale est fonction du temps tJ 
dans trois classes bien distinctes 

et de V-1 paramètres 

à directeurs non 

,«. • .. qui rentrent 

(i) les X paramètres .U, de première génération, qm. sont liés à la dimension 

X du réseau (en abrégé ) 

+ 
(ii) les e -1 paramètres de deuxième génération qm. sont liés à la résonance positive 

+ 
(en abrégé ~f/T\ tt.: ::-..2 ) 

(iii) les r- paramètres de deuxième génération qui sont liés à la résonance virtuelle 

( en abrégé ieti\ .à.t:. f. ) 
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, (*) .fl Cette intégrale formelle est r,esurgente , de réseau r-, et elle 

vérifie les équations de résurgence 

• 
(6. 7.29) 6 x(~;l,t.) - fl X(~ /o.) Cf_" d2,._) w w 

pour des opérateurs différentiels A~ du type 

(6.7.30) 

(6.7,31) 

(6.7.32) 

Les opérateurs différentiels Ji sont déterminés par (7.2.29) et ce sont 
41 

des invariants holomorphes. Dans le cas générique, où chacun des N couples ~;r) 
est à directeurs non résonnants Cf._=~ on obtient un système complet d'invariants 

holomorphes du champ X en rassemblant tous les .Jl.., relatifs à chacun de ces 

couples l (3{ i O) . 
La démonstration s'articule exactement comme celle des propositions 6.7.2. 

et 6.7.3. 

Apparemment, les deux sortes de paramètres .lli. de seconde génération 

jouent un rôle assez semblable, puisque 

(i) ils interviennent par leur puissancelentièrespositive, (contrairement aux M; 

de première génération qui interviennent par leurs puissances entières quelconques). 

(ii) ils figurent dans des opérateurs différentiels 

pour les paramètres de première génération) 

• !-
( *) au sens ordinaire lorsque le réseau intérieur JlM est discret et au sens 

généralisé lorsqu'il ne l'est pas. Voir à ce sujet les sections 6.2 et 1.3. 

(**) bien entendu signifie soit 
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(iii) ils figurent seuls dans les séries 

servent de coefficients à l'opérateur invariant /fi . 
w 

(iiii) ils ne figurent ni les uns ni les autres dans le facteur 

qui 

Mais ces analogies ne doivent pas masquer l'origine très différente des 

deux sortes de paramètres de seconde génération. En effet : 

(i) + 
les e-1 paramètres U.t liés à la résonance positive surgissent lors de 

l'intégration du système réduit (6.5.37) tandis que les f;_ paramètres Ui liés à 

la résonance virtuelle surgissent lors de l'intégration du système complet (6.5.38), 

ce qui les rapprocherait plutôt des paramètres de première génération, qui s'intro

duisent eux aussi lors de l'intégration du système complet. 

sortes de paramètres de seconde génération correspondent, dans les (ii) aux deux 
[,i.) 

blocs '?J , des facteurs 
~'/fl t 1 6,l'r-+I 

) et ) qui sont d'une nature foncièrement 

différente. En effet : 

1',,-1 

( 6. 7. 33) TT 
1=( 

avec une forme sous-additive '[(4,) qui se décompose selon 

(6.7..34) + 

avec ~('"-} défini comme en (6.7.13) et avec 

(6.7.35) 

(6,7.36) L 111i:+e•-••• . ( 1 -r ~) 

Les "directeurs virtuels" Ô~ qui figurent dans l'expression de 0-,,(~) diffèrent 

complètement des vrais directeurs ~t qui figurent dans l'expression de 

puisqu'ils n'en possèdent ni les propriétés (relation a priori t ~€{~))\::: 1 

ni l'importance (lorsque les directeurs :Xi résonnent ou quasi-résonnent, cela 

change tout, tandis que lorsque les directeurs virtuels Si résonne~t ou quasi-
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résonnent - entre eux ou avec les Ji - cela ne change rien). 

Retournons aux opérateurs invariants 
l1l ->i.(w) 
lTlw . Au facteur .U. près, ces 

opérateurs sont manifestement somme de trois blocs bien distincts : 

(i) le bloc précaire ( A: (u.) ~] dont le nom va bi~ntôt être justifié 

(ii) le bloc de première génération r ~ A: (A) ..u.-. ~ ] 
L ~"""-14,=1 . ?ui, 

(iii) le bloc de seconde génération l-:>:=::. A~ t~) 1 1 qui lui-même se scinde 
i""-tl.~:'1. tlA., 

en deux blocs 

L~=~· 
. 

tJ [ ~.L- A~ H ] A: l~) e)-- ~ -1u.. 
Les propositions qui suivent éclairent la nature de ces différents blocs et la 

signification qui s'attache à leur éventuelle nullité. 

Proposition 6.7.5. (Invariants précaires) 

Les blocs de première et de seconde génération sont invariants tant pour 

leschangementsde variables analytiques que pour la multiplication du champ X par 

un facteur 'f analytique inversible 

(6. 7.37) X .,t,...-____...., \f . X 

[A:. Au contraire le bloc précaire ..., 

changements de variables analytiques. 

~ 
( .u.) ?'à' 

r (o) ,t::. 0 e.,!-r (x.) ~ {, ft,, .. ~lv 1 
] n'est invariant que pour les 

Démonstration analogue à celle de la proposition 6.2.9. 

Proposition 6.7.6. (Critère d'analycité des formes résonnantes) 

Pour qu'existe un changement de variable analytique ::tt ~ ~;, qui mette 

le champ X sous forme prénormale (6 .5. 4) i 1 faut et il suffit que tous les inva-

riants A sont nuls. 
c., 
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Schéma de la démonstration: 

La nécessité du critère est à peu près immédiate, puisque l'existence d'un 

changement de variables analytique mettant X sous forme prénormale entraîne l'ana

lyticité de cette dernière, puis la convergence des composantes cp;J) de l '·intégrale 

formelle du système dynamique réduit (6.5.9) d'abord et du système dynamique 

complet (6.5.8) ensuite. 

La suffisance du critère se voit comme suit. Quand les /Aw sont tous nuls, 

les composantes {J)~ convergent toutes. En reprenant la démonstration des propositions 

6.7.2 et 6.7.3 ("complétude") on voit alors tout de suite qu'on peut, par changements 

de variables analytiques, conjuguerX non seulement à des formes prénormales 

analytiques (6.5.4) mais même, plus précisément, à chacune des N formes normales 

caractérisées à la proposition 6.5.3 et associées à chacun des N couples (3-l✓ o)· 

Rappelons que, comme tous les résultats de cette section, la proposition 

6.7.6 suppose l'absence de nihilence et de quasirésonance, tant pour les directeurs 

que pour les multiplicateurs. 

Définition 6.7.1 (Analycité du champ réduit) 

L h 'd . (,'() . , ' X . . e camp re uit associe a est dit analytique si ses coordonnées 
D[-M/"-] 
Cr , relativement à un bon choix de variables résonnantes ~ , satisfont à 

O;, 
la condition de croissance : 

Lemme 6.7.1. (Analycité de l'algèbre réduite) 

L'analycité du champ réduit équivaut à l'analycité de l'algèbre réduite(**) 

invariante par le champ X, c'est-à-dire à l'existence de séries analytiques : 

(*) Voir (6.5.6). 

(,b~) Voir lemme 6. 5. 1. 
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engendrant cette algèbre. 

D'après la proposition 6.7.6, le changement de variables ~t t"-7 ~- (7.) 

ne saurait être analytique, sauf si tous les jl~ sont nuls. Toutefois les c~nditions 

d'analycité du "changement de variables réduit" 

moins draconiennes. En effet : 

sont beaucoup 

Proposition 6.7.7. (Critère d'analycité du champ réduit) 

Le champ réduit associé à X est analytique si et seulement si tous les 

blocs précaires et tous les blocs de seconde génération positive sont nuls 

(6.7.39) LA~ ('<) 
~ ] 

[ ~=~+ 
A2 c«) ~J = o ~ t12r-) - -

d?f 

SECTION 6.8. CALCUL EXPLICITE DES INVARIANTS HOLOMORPHES. L'INVOLUTION PERTURBATION 

COPERTURBATION. 

L'équation du pont permet le calcul direct des invariants holomorphes 

mais elle conduit aussi à des formules explicites pour les t?tw. Nous avons déjà 

établi ces formules pour les champs à un degré de résonance (§6.2). Donnons-les 

maintenant pour les champs généraux ( e\ ~-quelconque~. La méthode consiste 

encore à décomposer le champ X selon 

(6.8.1) X ox + lD 

(i) où 
0X est une partie principale élémentaire (on peut la choisir polynomiale) 

dont les invariants formels discrets et algébriques primaires (cf. §1.1) coïncident 
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avec cemc de X mais dont les invariants holomorphes sont tous nuls. 

(ii) où la partie secondaire [) fait figure de perturbation "finie" (c'est-à-dire 

non infinitésimale). 

On calcule ensuite 1' intégrale formelle c,:t. ( '2)/ ~ 
D'après (i) on a 

relative à ox . 

(6.8.2) 6w "-x.(~,.,u.) 0 l\fw 6 JL) 
Par suite, ô 'X. ( â I u.) ne contient que des développement convergents en 1J' • On 

effectue alors dans (6.8.1) le changement de variable : 

(6.8.3) 

puis on associe à la perturbation ll) une copertùrbation Œ3 par la correspondance 

suivante, dite involution vectorielle 

(6.8.4) lB -- . 
,I --

On sépare ensuite les variables ~ et ..U: dans {B en posant 

(6.8.5) lB 

avec une somme étendue à un réservoir d'indices S approprié; avec des opérateurs 

différentiels lB.i. 
t). fonctions de 

"' 
w(l). Autrement 

(6.8.6) 

avec 

à coefficients constants en. (/; et avec des facteurs scalaires 

1J seul et comportant une partie exponentielle de fréquence 

dit : 

w(.i.) 15 
e. 

et ~' ( 'b) défini pour 15 grand (sur <(o0 ) et de croissance 

subexponentielle à l'infini. Les formules cherchées s'écrivent alors, pour tout 

4J € JL : 
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o,D 

= -~ ~ ~ -<bi , ... 1 h. ,t. ~ [[IB.: ... [lB..: ,IB. JJ L_ IL ~ • IL -<.2. 1., r 1\. " ..c., 
(6.8. 7) !A 

Cv 
n_: l ~t.,)+•••Ca.l{l~)=W 

avec les scalaires alternaux ~ • >, 
4J 

définis en §1.4.g et élémentairement calcu-

lables à partir des 

SECTION 6.9. CONTRAINTES A PRIORI ENTRE INVARIANTS HOLOMORPHES. 

§6.9a. Le problème des contraintes en .A.L • 

On a vu que les champs locaux à plus d'un degré de résonance positive 

possédaient non pas une, mais N intégrales formelles 

fonctions chacune du temps complexe ~ , de V- ~-t paramètres IJ., de première 

génération et de paramètres lt • C. 
de seconde génération. On a vu aussi que, 

pour ces champs, les opérateurs invariants /ACtJ avaient pour coefficients des 

séries formelles en les e~-l paramètres d d 
, , . (*) . e secon e generation • Bien que géné-

ralement divergents ces séries formelles, on s'en doute, ne sauraient être complète

ment quelconques. Il s'agit donc de décrire leur forme. D'autre part, on se souvient 

que l'ensemble des //14' attachés à 1 'une quelconque des N intégrales formelles 

constitue un système complet d'invariants holomorphes. On doit -donc pouvoir en 

déduire les /A~ attachés aux autres intégrales formelles et il s'agit de montrer 

comment. 

La réponse à ces deux problèmes est fournie par les "contraintes en u" 

(sous-entendu: de seconde génération). On va voir en effet que les dJ sont des 
6J 

fonctions résurgentes des ...U.i de seconde génération, ou plus exactement de varia-

bles } ou J:. 
C. 

simplement liées à ces , et qu'elles vérifient des équations 

de résurgence remarquables, de type rigide (cf. §11.10) qui les relient les unes 

(**) aux autres. C'est la "résurgence collatérale" 

(*) Les /A,._, dépendent aussi des M.: de premiere génération, mais trivialement, 
. . , . "-lw) . , d, . , par le biais d un facteur monomial A__ entierement etermine par 41 . 

(**) Voir en §11.9 la classification provisoire des principaux types de résurgence 

actuellement connus. 



384 (II) 

Comme le sujet est vaste et qu'il intéresse plus spécialement la synthèse 

des objets locaux (tome 4), nous nous contenterons ici d'esquisser les résultats, 

en commençant par un cas élémentaire mais typique, puis en nous élévant, par exten

sions successives, jusqu'au cas général. 

§6.9b. Cas élémentaire mais tipigue. 

Supposons f::,1--:: '2, et p_ = 0 (deux degré de résonance positive et 

pas de résonance virtuelle) si bien qu'il n'y a qu'un seul paramètre de seconde 

génération, que l'on note ",, ..,,..v-1 Supposons les relations de résonance de la 

forme : 

(6.9.1) 

.., 
et envisageons les champs X =LX, (:r.) 'd 

t=, ax ~ 
de système dynamique: 

(6.9.2) ~ X, --~} ' 
+ Q~ (X-,. 1 IX-,) 

avec Â,... .. '/ Âv-2. rationnellement indépendants et avec 

(6. 9. 2bis) E 

pour des Qt sans termes constants ni linéaires. On suppose en outre que les deux 

derniers, à savoir Q \l•I 

en 

et Qv , ne comportent que des termes quadratiques 

Le champ X ne possède (génériquement) qu'une seule graduation 

( Ji (Xv.1) = 3i {x.,) = 1) et son système dynamique réduit s'écrit : 

{ 
d 2..,_, - Q..,_, ( ,.,..,_, ' "x. -1) ( Q •. , l>-) e~ Q,l>-1) 0~ (6.9.3) 
'a "X.., - Qv l'Zv., 1 'Xv) ,~~¼ - -o} 

Supposons distincts (c'est encore générique) les trois rayons propres 0. 1 0,_ I Q
3 

Al / 1, / il de (6.9.3). Les directeurs correspondants sont alors i=,O 

et vérifient la relation a priori : 
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(6.9.4) + + 1 

Supposons dans un premier temps les ~h.. tous irrationnels et de partie réelle 

positive : 

(6.9.4bis) 
/ 

A chaque rayon propre QI\. correspond une intégrale formelle X (} /M.} du système 

(6.9.2), qui s'écrit : 

{ 'X; l â I A.l) 
(6.9.5) 

X~ (~,-«) --
avec 

(6.9.6) 

(6.9.6bis) 

cp~ ( ~ ., -«y.,) + .A.{, 
e. À'l (..:.-== 1, . .. .,v-2.) 

lf.i ( ~ I .U Y-1 ) (1 == 

E 

6 

{. [ C ·f' J] ® <f { ./J.v_, l'" f 

f' q hy_, ~ ~~ I 

Y-1 /V) 

Pour chaque rayon propre ~~ , on prend la détermination standard du paramètre 

..U.y_1 • Cette détermination présuppose le choix d'un ordre circulaire sur les 

trois rayons propres 

fixée par la condition 

(6.9.7) 

(6.9.8) 

(il y a deux choix possibles) et elle est 

-1 
- .-t (*) 

d'indice sont les six 

0 e..l:.- 0 

(*) Ici ..U..y.1 désigne le paramètre figurant dans l'intégrale formelle relative 

au rayon Ûll. . Quant au paramètre l, ,' 1 ': dit paramètre commun, vu son rôle symé

trique. 
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et solutions du système dynamique "symétrique" 

(6.9.9) 

+ les équations permutées circulaires. 

lequel est, d'une manière unique, linéairement équivalent au système (6.9.3) 

(6.9.10) 

Compte tenu de la forme très spéciale du champ X étudié, les seules dérivations 

étrangères Ôc,., susceptibles d'agir sur l'intégrale formelle x.(7,1 ~) du système 

(6.9.2) ont pour indices 

(6.9.11) 

et il leur correspond des invariants holomorphes de la fonne : 

. 
(6.9.12) ( A!.,\ € 1C cc .l.lv., JJ) 
qui, dans ce cas très élémentaire, sont directement données par 

. 
(6.9.13) A\i (-«v.,) = ~ . ~k J.e.1 Cs, u,.,) &. '$ "' - ~i) 

où ~ désigne le mineur de la transformée de Borel (en ~ ) de ~ 

Travaillant toujours sur 1' intégrale formelle :t(~.,1 relative au rayon 

, introduisant le paramètre commun k défini en (6. 9. 7) et posant pour 

(6.9.14) 

on trouve 
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(6.9.15) 

avec 

(6.9.lSbis) 

désigne le polynâne regroupant les termes homogènes de degré 1'1\.+1 de 

Q, 
d 

. Soumettons maintenant les 

en ~ et en ,t- . Plus précisément, 

et ~,-w.. 
A /\ 

notons 'f' 
à une double transformation de Borel, 

les fonctions obtenues en prenant 

le mineur de la transformée de Borel en 

(6.9.16) 

5-«-1 
A i r-7 r(-0t) 

~'IS 

~ 

et notons \f les fonctions obtenues en prenant le mineur de la transformée de 

Borel en 1J et le majeur canonique de la transformation de Borel en .k : 
/\ lt r c ~ I -t) ~ 'I' c 3,, G) 

(6.9.17) 

. 
) k 

On a évidemment 

A A 

(6.9.18) 'l'ls/Q) 

-Tîic< e. 
2.nt 

-1ni. /' 
où e, désigne l'élément du groupe multiplicatif '½,o dont le logarithme vaut 

- 2.ni. 

(6.9.19) 

De plus, à partir de (6.9.15bis) et (6.9.17) on vérifie facilement que 

\ 
'2.ni. 

où lf.. 'Wl désigne la fonction initiale (antérieurement au double Borel) et 
~' 

I'll\. 
où f 

désigne l'opérateur de convolution par ( 'n\. intégrations successives 

en 8 sans termes constants). On voit ainsi que, les variables i et 

figurant dans (JI 
ljt'~-

avec des puissances opposées, la double transformation de 
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Borel a pour effet, grosso modo, d'échanger les deux variables. 

Introduisons maintenant quelques notations commodes. Posons 

(6.9.20) 
~ - r( 2ni /'k,) r ( ?.nt / 11.) r( tn.: / 'l1) 

'2:ni. 

(6.9.21) 
~1. 

= - ~ - (1 -
e, 2.nL /?.!) 

J?~ 1., 

(6.9.22) 

(6.9.23) 
~3, =-~ (1 2.ttl / },. ) 

~~ ~ - e. ,3 

et notons Jl: l'idéal de l'anneau 

(6.9.24) z [ '1.ni/~, 2.ni I ;¼i. tm:/ ~3 J e. I <'.:. I e... 

qui est engendré par les 9 nombres 

(6.9.25) 

Posons enfin 

(6.9.26) ;::::: fi. . 
~* C. éC 

(6.9.27) v1Jl.~ - ?/l4 + lA ( l ' Jt,, ~ ~ 3) 
On vérifie que 

~'L + ~'ll + ~li - 0 c~ ~) 
Reprenons maintenant les trois intégrales formelles 

du système réduit (6.9.3), relatives aux trois rayons propres 

regardons-les comme 
o. J 01. / ~ 

fonctions du temps complexe tf et du paràmètre commun ,k-

et 

défini en (6.9.27). 
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Lemme 6.9.1. (Prolongeabilité en ~ de Xv., ~ Xv) 

Pour k fixé, chacune des trois intégrales ::tl/
0~ est indéfiniment 

prolongeables en 'b (elle n'a que des singularités isolées) et l'on passe de 

X. 11~11. à 7<-If 64 par des "translations" en ~ de pas ~- ,.f--avec : 

(6.9.28) 

Bien entendu, JAn...l) est dans (L mais, pour un point ~. k- fixé, seuls quelques 

uns des nombreux chemins (de la surface de Riemann en i ) partant de O et 

aboutissant au-dessus de ~ ,,t- , conduisent effectivement à des singularités de 

?C. nt~. 
A partir du lemme ci-dessus, de la décomposition (6.9.15) et surtout de la 

relation (6.9.19), on vérifie sans peine que si on prend le mineur 

de la transformée de Borel en 1 de on obtient une fonction résurgente 

de ,t et que celle-ci vérifie des équations de résurgence 

(6.9.29) 

pour certains 

(6.9.30) 

Ici, ~ GJ' 

i /\ ~ lA A t~ o/. (5,,k-) - ~ (3,, -&) 7J d 

indices r;r é= ([ (>O!) de projection 

• 6 -~ • ~Il.() ~ 

désigne bien sûr la dérivation étrangère en k-
A 

et les ~ 
d 

des 

premier et second membres de (6.9.29) sont respectivement relatifs aux rayons 

propres o~ et o~ . Rapprochant (6.9.29) de (6.9.13), on voit que les invariants 

holomorphes Aw = a'i_~
4 

relatifs aux différents rayons propres 0/\. sont 

eux-mêmes des fonctions résurgentes du paramètre commun k- et qu'ils vérifient 

des équations de résurgence 

(6.9.31) t !A Il 0~ - !A Il~. 
w w f.J 

pour (u - - ?. . et pour certains indices ~ E l(ot> de projection 
a 
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• 
(6.9.32) E - G..J 

Pour ~;#. ~ , l'équation (6.9.29) échange les invariants holomorphes 

attachés aux différents rayons propres. Pour ~=A , elle fournit, les contraintes, 

dites contraintes en .(,(... , auxquelles est soumis, séparément, chaque /A. . o~ vérifie 
4J 

d'ailleurs que, jointes à la croissance exponentielle en O des transformées de 

Borel en J:- , ces contraintes sont les seules à peser sur '11 W . 

Il nous reste à examiner très brièvement ce que deviennent les "contraintes 

en .,ù. " pour les champs X multirésonnants généraux. 

§6.9.c. Première extension. 

Gardons Â, , .... 
1 

~V-l.. rationnellement indépendants et ?..V-I I ÂV 
nuls, mais remplaçons le système (6.9.2) par le système analytique local 

(6.9.33) 'd l'. x. (~) 
ô'?, ' - L 

le plus général qui soit formellement conjugué à 

~ 2'· = Â. 'l'. -ô'b 
~ t L 

(6.9.34) 

--
Ce système possède encore trois intégrales formelles, mais ses invariants holomor

phes sont maintenant de la forme générale 

(6. 9. 35) 

avec des indices lv eux-aussi généraux 

(6.9.36) 

Les invariants !f+w l[
0~ 

le paramètre commun -t" 

relatifs aux rayons lA sont encore résurgents en 

- l / )A. -llv_, et ils vérifient des équations de résurgence 
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(6.9.37) ... 

qui continuent d'échanger les /At.J attachés aux différents rayons. Il y a toutefois 

deux différences : on peut d'une part avoir (6.9.37) pour certains riJ" de projection 

• (6.9.38) m-

mais sans avoir nécessairement et d'autre part (même lorsque ,,./ =w) 
de (6.9.37) ne se réduit plus, en général, au seul le second membre Î,,. ~ 

terme linéaire #\"-' IJ .6 

différents Jl6J, \\~A 
mais peut aussi comporter des crochets de Lie des 

pour Lu.Ji - W • Voir [E4]. 
1. 

§6.9.d. Deuxième extension. 

La relation a priori (6.9.4) fait qu'au moins un des trois directeurs 1~ 
a sa partie réelle positive. Mais l'un des autres 14 , ou même les 

être de partie réelle négative. Lorsque c'est le cas, les invariants 

deux, peuvent 

Jt, uo~ 
correspondants se présentent comme des séries de puissances "positives" de k et 

leurs transformées de Borel se présentent comme séries de puissances "négatives" 

de 8 , qu'il faut alors sonnner au voisinage de , puis prolonger en 

prenant certaines précautions. Et quand 

précautions ! 

§6.9.e. Troisième extension. 

Si maintenant les séries Q v-, 

, il faut redoubler de 

et QV de (6.9.34) comportent, outre 

leurs premiers termes quadratiques, des termes de degré supérieur 

(6.9.39) 

alors on n'aura plus (6.9.6bis) mais 

(6.9.40) -- ~ ~,,. é: t"'·•ce { c31~f 1 
et ceci pour tous les . Cependant. fait crucial. les ~ ... l ~,t) ll 0~ 
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relatives à un même rayon propre Q , ont toutes mêmes singularités en i et 

les "translatées" en 11 de lf J,1tn ~~,+ J 11
6 

il. ont des singularités qui redonnent 

~14'\ <~1b) lf5~ pour la même paire ~ I ')'t\ Ceci permet d'étendre le raisonnement 

du §6.9.b et d'aboutir aux mêmes résultats. 

§6.9.f. Quatrième extension. 

Si Q_,_
1 

{x.) et 

on a génériquement t+ 2 

commencent non pas par du degré 2, mais ft1 

rayons propres '(A. et autant d'intégrales formelles. 

Il faut donc introduire des ensembles à la fois plus nombreux et plus 

riches, mais c'est la seule différence. 

§6.9.g. Cinquième extension. 

Si maintenant on considère encore deux degrés de résonance positive 

( et ='2..) , mais du type général : 

(6.9.41) . 
/ 

et non plus du type , on peut, pour certains résonnateurs 

"m., et "fr,../ , avoir génériquement plusieurs graduations J-f (voir §6.5) et, pour 

chacune d'elles, plusieurs rayons propres (voir §.5). Mais, à même graduation, 

on aura toujours les équations de résurgence (6.9.37) qui lient les invariants 

#1
61 
ll~ attachés aux différents rayons. 

§6.9.h. Sixième et dernière extension. 

Si maintenant on considère un degré de résonance positive et )--3 et 

un degré de résonance virtuelle r_ quelconque, on aura, pour toute paire (3/ 1 O) 
des invariants holomorphes Aw dont les coefficients se présenteront comme des 

séries formelles de paramètres de seconde génération et à chacun de 

ces paramètres Âlï, sera attaché un directeur 

choix entre : 

1, _ ;ti Co) . On aura alors le 
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(i) faire 
-1• 

Ali 1--7 Ail t .. puis effectuer la transformation de Borel en A:-

(ii) faire M· - L.- 1t 
\ - ~~ puis effectuer la transformation de Borel séparément 

en chacun des k-. 
~ 

La première méthode se recommande dans le cas où tous les sont 

> Ô ; la seconde est préférable dans le cas contraire. Mais dans tous les cas, on 

a des équations de résurgence (en 

tent 

~ ou ) analogues à (6.9.37) et qui permet-

(i) de décrire les "contraintes en ..U " auxquelles sont soumis les invariants Jlf.J 
(ii) de déduire les unes des autres les familles d'invariants .11

41 
attachées aux 

N intégrales formelles. 

SECTION 6.10: DIRECTEURS RESONNANTS ET AUTRES CAS EXCEPTIONNELS. 

Aux sections précédentes nous avons réglé le cas générique, c'est-à-dire 

celui où le champ X ne possède, relativement à chaque graduation~ , que des 

rayons propres O isolés (donc en nombre fini) et à directeurs non résonnants 

(.[ =O) . Passons en revue les cas exceptionnels. 

a) Premier cas : pour chaque graduation, le champ X ne possède ,que des rayons -
isolés et à directeurs sans résonance positive ()1,,.+ _ 0) . 

On accepte ici de la résonance virtuelle entre directeurs l(,_ ~O) mais 

cela ne change rien la proposition 6.7.4 reste en vigueur et continue de livrer 

un système complet et libre d'invariants holomorphes. 
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.!!,) Deuxième cas : pour chaque graduation, le champ X a ses rayons isolés, mais 

il existe (au moins) un couple @/o) dont les directeurs sont en résonance 

positive ( tt-== 0). 
Apparaît alors le phénomène des générations multiples. Les composantes 

<fê~) de l'intégrale formelle ne sont plus des séries entières de la seule variable 

mais d'une ou de plusieurs variables supplémentaires @ - '/.r!-~-'If\ 

etc .•. , où les ~ sont 
è. 

les temps (perturbés) de i-ème génération.' Le 

i-ème temps est grosso modo un logarithme itéré de 

1 A/ 

L 
A chaque ..c. correspondent de la résurgence en} 

\ 

et des invariants holomorphes 

"dei-ème génération" qui sont constructibles grâce au calcul étranger. Pour les 

énoncés précis, voir les sections 

_;J Troisième cas : le champ X possède des rayons dégénérés ou non isolés. 

Ce cas exceptionnel se scinde en plusieurs sous-cas (niveaux multiples, 

générations multiples, ou les deux à la fois) qui tombent tous sous le coup des 

méthodes universelles du chapitre 10. 

~ Incidence de la nihilence et de la quasi-résonance. 

Sur chacun des trois premiers cas peuvent venir se greffer de la 

(génératrice de petits diviseurs et d'invariants métaholomorphes) ou de 

la quasi-résonance(*) (génératrice de tout petits diviseurs et d'invariants méta

holomorphes) mais en général sans détruire la résurgence et sans interférer avec 

le calcul des invariants holomorphes. Voir à ce sujet la section 9.5. 

(*) La quasi-résonance peut affecter les multiplicateurs 

ou même, dans le deuxième cas ci-dessus, les directeurs 

deuxième, troisème ••• génération. 

ou les directeurs ~, 

I ~i. I • • • ' de 
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Remarque : caractère optimal des formules explicites livrant les /A,-., . 
Puisque les aléas de la pagination nous laissent une page blanche à remplir, 

profitons-en pour insérer une remarque sur la nature des formules qui expriment les 

/Aw(*). Ces formules donnent les invariants holomorphes en fonction: 

(i) des coefficients de Taylor 
. 

ta.~ = a.;IJ ... ,'r\.y } de l'objet, regroupés dans 

des opérateurs élémentaires 

(ii) de constantes universelles, issues de moules alternaux, élémentaires à calculer, 

et régies par une combinatoire très riche . 

Dans les séries convergentes (1.1.2) ainsi obtenues, les coefficients r::: 

sont des données brutes, irréductibles. Chacun d'eux se présente comme un polynome, 

à coefficients rationnels, en un nombre fini de constantes universelles, issues de 

moules. A condition de travailler avec des moules particuliers, dits moules scalaires, 

qui sont attachés aux algèbres de résurgence solaires (c'est-à-dire dont l'algèbre 

agissante étrangère est à la Cartan : voir §11.10.b) on obtient même chaque I 
... ... 

directement, i.e. en fonction d'une seule constante universelle (pour un exemple, 

voir [E.2], chapitre 10). De telles formules sont évidemment optimales et les amé

liorations ne peuvent plus porter que sur les procédés numériques (ils sont nombreux) 

()°<i~) 
de calcul des moules 

(*) Pour les champs à un degré de résonance, voir (6.2.55). Pour les champs à 

plusieurs degrés de résonance, voir (6.8.7). Pour les champs hamiltoniens à résonance 

extrinsèque, voir (~.4.54) et (8.4.55). Pour les difféos locaux à une dimension, voir 

[E.2] §12.e. Pour les difféos locaux à plusieurs dimensions, voir [E.4]. Pour les 

systèmes différentiels, voir (2.12.22). Pour les systèmes aux différences, voir 

(3.10.18) et (3.10.19). Pour les objets à plusieurs niveaux ou à plusieurs générations, 

voir Appendices 1 et 2 annexés à ce livre. 

()°<*) Répétons que lorsqu'on veut calculer les invariants d'un objet local donné, 

le plus simple est de passer par l'équation du pont. Le recours aux formules (1.1.2) 

ne se justifie que si on veut couvrir toute une classe discrète (voir §1.1) d'objets 

locaux. 
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CHAPITRE 7 CLASSIFICATION DES DIFFEOS A PARTIE LINEAIRE RESONNANTE. 

SECTION 7.1. DIFFEOS NON RESONNANTS. THEOREME DE SIEGEL -RÜSSMANN. 

Nous allons dans ce chapitre classer les difféos analytiques locaux les 

plus généraux 

(7.1.1) 

avec 

~ i ... ----:> 1. ( %-) 
L 

ô 1-1-_..,, ô 
I 

(7.1.1 bis) l.l"-) E<C.{x,,. .. 1 :tv} i 
~ 

Notons e. 1 •• • 1 ~ V les valeurs propres (toutes 'f 0) de la matrice (4.iJ J fabriquée 

avec la partie linéaire de } • Tout tourne autour de leurs propriétés de résonance 

multiplicative. Plus précisément, tout dépend de l'existence de multiindices entiers 

'm.. tels que les monômes : 

(7 .1.2) --
(*) valent 1 (auquel cas on parle de résonance positive) on approchent 1 anormalement 

vite (auquel cas on parle de quasi-résonance positive). 

Proposition 7.1.1 : (Linéarisation des difféos non résonnants; Siegel, 1942; Rüssmann, 

1977). 
Tout difféo analytique local à partie linéaire sans résonance ni quasi-

résonance positives est analytiquement linéarisable. 

Cela veut dire qu'il existe un changement de variables 

tique inversible qui met ~ sous la forme canonique de Jordan 

(7.1.3) 
-1--➔ e~ t.i _ + î, Y_ 

d~ d',_, 

(*) Pour les critères précis, voir la section 1.2 

analy-

(**) Pour les contributions respectives de Siegel et Rüssmann, voir Chapitre 9. 
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Pour la démonstration, voir [St~t] e~[R~.tl]. Les difféos de ce type ne possèdent donc 

que les (avec les ~t correctifs) pour invariants formels et ils ne possèdent 

aucun invariant analytique (en dehors des invariants formels). 

Restent les champs dont les multiplicateurs présentent de la résonance 

positive ( e i- ;>o) ou de la quasi-résonance positive lt:~ ) 0) . Il se 

trouve qu'à elle seule, la quasi-résonance positive n'engendre que des invariants 

métaholomorphes, lesquels ne sont pas constructibles (voir §9.5). Ceci ne nous 

donne, comme cas intéressant, que la résonance positive ( e+ ;>o) , éventuellement 

compliquée de résonance virtuelle , de torsion {:!:>I) ou de nihilence 

trois "complications" apparaissent bel et bien comme des phénomènes 

secondaires puisque la n.ihilercce suppose la résonance positive et que la 

résonance virtuelle ainsi que la torsion ne deviennent opératives (i.e. n'influent 

sur la classification analytique) qu'en présence de résonance positive. Le plan de 

ce chapitre est donc tout tracé. Il nous faut d'abord (§7.2) introduire la notion 

de torsion, qui constitue la principale nouveauté par rapport aux champs de vecteurs. 

Puis il nous faut étudier les difféos sans torsion d'abord (§7.3) les difféos 

à un degré de résonance positive le+= l / t'-=o) qui sont les plus simples de 

tous, puis (§7.4) les difféos à résonance quelconque (_e+~t
1

e_ 1'o) . Il nous 

faut ensuite (§7.5) examiner les modifications qu'apporte la torsion et terminer 

(§7.6) par les divers cas exceptionnels, ceux notamment où de la quasi-résonance 

ou de la nihilence viennent se greffer sur la résonance positive. 

SECTION 7.2. RAPPORTS ET DIFFERENCES ENTRE CHAMPS ET DIFFEOS RESONNANTS. TORSION 

ET MULTIPLICATEUR IMAGINAIRE. 

Tout difféo formel , qu'il soit résonnant ou non, peut s'écrire comme 

exponentielle d'un champ formel X ( f = 'LX}' X) 
simal formel X n'est pas unique et ce n'est qu'exceptionnellement qu'il existe 

. Mais ce générateur infinité-
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• • • , .,(>'<) p 
un choix pr1v1leg1e • En outre (f peut très bien être analytique sans qu'aucun 

de ses générateurs formels ne le soit. On ne doit donc pas s'attendre à une analogie 

complète avec les champs de vecteurs. De fait, nous allons voir que, du point de 

vue de la classification analytique, les difféos résonnants diffèrent des champs 

résonnants à six égards : 

((1)) par le multiplicateur imaginaire, qui enrichit le réseau de résurgence, 

((2)) par la torsion, qui complique la notion de résonance, 

((3)) par les intégrales formelles, qui se trouvent définies modulo des transfor-

formations élémentaires plus nombreuses, 

((4)) par la présence, dans les opérateurs invariants A"-', d'un facteur fonction 

du temps, 

((5)) par la plus grande abondance des invariants holomorphes, 

((6)) par l'expression analytique des invariants holomorphes, laquelle repose non 

plus sur les moules de type hyperlogarithmique pur, mais sur des moules de type 

mixte hyperlogarithmique-zêtaïque. 

Expliquons-nous plus en détail sur ces différences. Fixons donc un difféo 

analytique y 
(7.2.1) r 
dont la partie linéaire (mise sous forme de Jordan) présente f: = tt tt_ relations 

indépendantes de résonance multiplicative : 
"{ 

(7.2.2) J.. e.. TT 

(*) Essentiellement, un choix privilégié n'est possible que pour les g tangents 

à l'identité. On se souvient (§5.2) que ces g possèdent un unique générateur 

formel X sans partie linéaire. 
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Première différence Le multiplicateur imaginaire À 9 7 2n-t. :.., 

On verra que les intégrales formelles du difféo J admettent pour réseau 

de résurgence l'ensemble .ft constitué par tous les complexes (,v de la forme: 

V 

(7.2.3) G.J 'Z 

ou de la forme 

(7.2.4) 

avec 

(7.2.5) e.t (peu imp·orte la détermination) 

Le réseau de résurgence est donc plus riche que celui des champs, puisqu'il contient 

d'office le générateur Â
0 

= 2. TT;_ , dit multiplicateur imaginaire (à bien 

distinguer du directeur trivial =x., = - i , qui lui n'est pas propre aux difféos). 

A ceci près, on définit les réseaux intérieurs et extérieurs comme pour 

les champs 

(7.2.6) 

et on note : 

(7.2.8) 

Deuxième différence : la torsion "C'. 

On a manifestement : 
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(7.2.9) 
/ JL ~-X~ î n ( 2. TfL Q\ -1 2.-rc-;. 7 ( <0= U'/"' J.,, oJ;.. .. 1 t i ) - <.<:..--~ ,, I \_ ~ / / 

pour un certain entier positif 't:' ---"t'fjl qui est dit torsion de * Lorsque ~. / 
I 

't' ✓,:,2. on dit que J est un difféo à torsion. Lorsque ~= i , on dit (un peu 

improprement) que J est un difféo sans torsion. 

On vérifie facilement les équivalences suivantes (i)~(ii)~(iii) . 

(i) est sans torsion 

(ii) possède un générateur formel X . 
V 

~ C_Àl x. + ... ) 
t.=I 

U<) 
présentant exactement le même degré de résonance que lui 

(iii) on peut choisir des déterminations À, = e,., ( cohérentes, c'est-à-dire 

telles que toute relation de résonance multiplicative se traduise en une relation 

de résonance additive : 

(7.2.10) ~ 

A chaque détermination cohérente des 

position des réseaux 

_fL - on (±) ~ -
(7.2.11) .rr~ :n. ® ~IM-l-

== 

_n_~~ Jl Œ) 
1-JL e..x~ 

on associe une décom-

en sonnne directe d'une composante fixe n = -~t 2{ = 2:n~ ~ et de composantes 

qui dépendent de la détermination cohérente : 

(>'<) Pour un difféo ~ à torsion on a toujours ~ (X) 
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( 7 . 2. 12) 

On peut toujours se ramener à l'étude d'un difféo sans torsion car 

- d'une part, si } 

torsion. 

est de torsion '1:::' , son itéré 't"'-ième J= r est sans 

- d'autre part, on a ce principe général qui dit qu'on obtient tous les invariants 

(formels, holomorphes, métaholomorphes) d'un difféo à torsion en prenant les 

invariants (formels, holomorphes, métaholomorphes) de S= r et en leur adjoignant 

les valeurs propres !_g,J .. . 
1 

eV) de la partie linéaire de / (avec les ît 

correctifs de Jordan). 

Troisième différence allure de l'intégrale formelle. 

Si J est sans torsion, il possède, ainsi qu'il a été dit, un générateur 

infinitésimal X de même degré de résonance que lui, mais il y a quand-même une 

infinité dénombrable de choix possibles pour X autant exactement qu'il y a 

de déterminations cohérentes (voir ci-dessus) des Or on passe 

d'une détermination cohérente à une autre par 

(7.2.13) ÀJ ~ + 2.-n {. 

où Vt: [~,r. •,1 ~v) est n'importe quel multiindice orthogonal à tous les réso-

nateurs 

(7. 2. 14) 

Il en résulte que chacune des 1'J intégrales formelles z. = l:.( ~;u.) d'un difféo 

sans torsion présente le même aspect que celle d'un champ, mais qu'elle se trouve 

définie non pas modulo une translation-dilation élémentaire : 
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(7. 2 .15) 

mais modulo des transformations élémentaires plus nombreuses : 

1-----7 ~ t- ~ 0 

(7.2.16) u., 1----7 ~.e.x; (Zm:. R; d} uJ 

où les rationnels sont déterminés par la transformation 

(7.2.17) + 

induite par (7.2.13) sur les bases t 
J 

Si au contraire d' est un difféo à torsion 

N intégrales formelles de s-: I 
construit les 

et on s'aperçoit (§7.5) que, d'une façon 

générale, { permute ces N intégrales selon une loi précise, d'où s'ensuivent 

des contraintes bien déterminées pour les invariants. 

Quatrième différence présence dans les opérateurs invariants d'un facteur fonction 

du temps. 

Nous verrons que les opérateurs invariants des difféos s'écrivent : 

où w parcourt nr-(relevé de n sur ~) et 

canonique de .fLr-sur JL , de composantes 0
c., 

t1l f) orn * 
(7.2.18) ~Lr-~_JL = .J.L ®Il 

0 

• où '-' désigne la projection 
0 

V) et -ff'<r) et ..,.CcJ selon ...ll... ...JL 

A ce facteur temporel e.- G.,~ près, les opérateurs invariants ont la même 

forme pour les difféos et pour les champs. 
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Cinquième différence : plus grande abondance des invariants holomorphes. 

Puisque les difféos donnent lieu à des réseaux de résurgence enrichis 

d'un générateur supplémentaire (le multiplicateur imaginaire ))0 ), il est clair 

que leurs invariants, qui sont indexés sur ces réseaux enrichis et ne sont astreints 

à aucune contrainte a priori (tout au moins en l'absence de torsion), seront "plus 

nombreux" que ceux des champs. C'était d'ailleurs prévisible, puisque tout champ 

analytique X a pour exponentielle un difféo analytique J, mais que l'inverse 

n'est pas vrai. 

Sixième différence expression analytique des invariants. 

Les invariants holomorphes d'un champ X sont exprimables en fonction 

coefficients de Taylor de X et de coefficients universels qui sont des moules 

des 

hyperlogarithmiques (voir sections 1.4 et 6.2). Au contraire, les invariants holo-

morphes d'un difféo g sont exprimables en fonction des coefficients de Taylor de 

j et de coefficients qui sont : 

- des moules zêtaîques purs (voir§ 1.4.g) dans le cas de difféos tangents à l'iden-

tité (ou à partie linéaire unipotente). 

- des moules de type mixte (hyperlogarithmique-zêtaîque, voir§ 1.4.g) dans le cas 

de difféos résonnants. 

En bref, les champs font intervenir le moule et les difféos le moule 

SECTION 7 .3 DIFFEOS SANS TORSION. CAS A UN DEGRE DE RESONANCE. INVARIANTS HOLOMORPHES. 

Fixons un difféo analytique g sans torsion (t: :1) 
( ~:: o) , avec un seul degré de résonance positive (e_+ = t) 
virtuelle Soit : 

ni nihilence 

et pas de résonance 

(7.3.1) 

le_ =o) 
r e )1'll, 
\__I C 1" < ~ fN; 'tll., .. , 711, F"" M, "'-.Il) 

l'unique relation de résonance vérifiée par les valeurs propres e. 
t. de la partie 

linéaire de N. Soit 

cateurs et soit : 

une détermination cohérente des multipli-
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(7.3.2) ll ("..fi_ = )~ ~ = 2nl °2:) 
la décomposition correspondante du réseau attaché à a . On vérifie aisément que 

formel X de multiplicateurs :\ . D'après la a possède un unique générateur 

section 6.2, ce champ formel X possède une intégrale formelle -x.(~;u.) qui est 

ipso facto intégrale formelle de J · 
(7.3.3) [ ;'h 2, l";);"-)"' X(x.(~"-))] -'9 [-i:,{~+I;"-) = f. (-.:(~;o.J)] 

On dit que X.(~; o.) est 1 'intégrale formelle de J relativement à la détermina

tion cohérente (~t) . Elle a exactement la même forme (6.2.15) que celle d'un 

champ analytique (pour un niveau } et un résiduit J d'ailleurs indépendants du 

choix de la détermination cohérente) mais avec des propriétés de résurgence sensi-

blement différentes : 

Proposition 7. 3 .1 (Le cas t( = l / /;. = Ô . Invariants holomorphes) 

Relativement à toute détermination cohérente des multiplicateurs Ài , 
le difféo analytique g possède une intégrale formelle du type : 

_ ~ m. t"-1 
'l:..(IJ..iu.) - L- Â.l.. ~ . 

0 i,,..GJ,f 0 

avec un réservoir d 'indic~s }{ isomorphe à *f)_ , avec des blocs 

(7.3.4) 

élémentaires 

1~1 définis comme en (6.2.16) et avec des composantes q>"" qui sont des séries 

formelles du temps perturbé : 

(7.3.5) E 
/ 

, (*) 
Cette intégrale formelle est resurgente en 1J , avec pour réseau de résurgence 

ftf-relevant _fL sur cf'-, et elle vérifie les 

l 
l'ensemble 

(7 .3.6) 

équations de résurgence 

Cu 

pour des opérateurs différentiels de la forme 
ë,,..l-

( *) au sens ordinaire si j't est discret et au sens généralisé ("monogène") sinon. 



(7.3.7) 

avec 

(7.3.8) 

(7.3.9) 

(7.3.10) 

Les opérateurs 

constituent un 
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A
v-1 

"/ w EL 

ft, sont des invariants holomorphes de S et, tous ensemble, ils 
(*) 

système complet et libre d'invariants holomorphes, 

Remarque 1 : C'est bien le temps 1f et non le temps perturbé t qui figure dans 

le facteur temporel €.><fi-( - 0

w ~) des opérateurs invariants. 

Remarque 2 Bien prendre garde à la disparité des facteurs temporels aux deux 

membres de l'équation de résurgence (7.3.6). Au premier membre, la dérivation 

étrangère pointée comporte un facteur e;<.f' (-C:,, "!J) puisqu'elle vaut par définition 

(7.3.11) 

tandis qu'au second membre l'opérateur invariant A4.I comporte un facteur 

qui diffère en général du premier puisque 

• (7.,,.12) lu 

Ceci ne doit pas surprendre. Si en effet on traduit l'équation de résurgence (7.3.6) 

composante par composante, on trouve, compte tenu des termes exponentiels que corn-

portent les blocs élémentaires 

(7.3.13) 

(i,) Aux "contraintes en ...U. n près. Voir §6.9. 
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disparité des facteurs temporels aux deux membres de (7.3.6) qui assure l'élimina

tion (indispensable) de ces mêmes facteurs aux deux membres de (7.3.13). 

Remarque 3 : Si 

invariants /A ~ l.l 

X.( "';);11) et i:' (':)i IJ..} sont deux intégrales formelles, d'opérateurs 

et Îfc.., respectivement, et relatives à deux déterminations cohérentes 

(_ »,) et ()i) des multiplicateurs de } , il est clair que la même formule 

à X. l?/)1 et celui des i{fù aux /Hw (7. 2 .16) régit le passage de 'X..(~;~ 

Il suffit donc de calculer les .iieu relativement à une détermination cohérente. 

D'autre part, les qui figurent dans la formule de passage (7.2.16) ne sont pas 

toujours entiers, mais ils sont rationnels et les produits scalaires : 

v-1 
(7.3.14) °L 

è.-::-1 

sont toujours entiers. Le changement (7.2.16) préserve donc la propriété essentielle 

du facteur temporel qui est d'être périodique en t de période 1 : 

Schéma de la démonstration: 

La démarche est rigoureusement parallèle à celle qu'on a utilisée pour 

les champs résonnants (§6.2, pp 331-337). On commence par mettre le difféo g sous 

une forme préparée et épsilonnisée : 

(7.3.15) 

définie comme en (6.2.33), avec une partie principale 
0g qui est l'exponentielle 

d'un champ élémentaire 
0X de la forme (6.2.33) et une partie secondaire f qui 

fait figure de perturbation finie et dont chaque composante commence par des termes 

de degré global supérieur à 11 'l'Yl_ li . On développe ensuite en puissances de ~ 

l'intégrale formelle 

A l'enrichissement près du réseau 

du difféo f. g ainsi que ses invariants /AfJJ 
de résurgence, les formules (6.2.35) et (6.2.36) 

restent valables et la resommation en f = t ne pose, ici encore, aucun problème, 

même quand est dense (et diophantien). 
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Calcul explicite des invariants holomorphes. 

La proposition (7.3.1) donne un procédé effectif de calcul des invariants 

holomorphes, puisque 1 'équation (7. 3. 6) détermine entièrement 1 'opérateur /Jiw . 
Mais on peut aussi, comme dans le cas des champs, écrire une formule qui donne 

explicitement les ,Aw en fonction des coefficients de Taylor de J Cette formule 

ressemble fort à la formule (6.2.54) valable pour les champs, mais les opérateurs 
<r r 

différentiels (Bw et {Dw doivent y être remplacés par des opérateurs plus géné-

raux, tandis que les coefficients \ 1; (de type hyperlogarithmique) doivent être 

remplacés par des coefficients de type mixte (hyperlogarithmique-zêtaique). Cette 

formule figurera au tome 4 , consacré à la synthèse des objets locaux, car c'est 

là surtout qu'elle se revêle indispensable. Contentons-nous ici de calculer ses 

premiers termes, en nous plaçant, pour fixer les idées, dans le cas-type ~=I et 

Il s'agit donc de calculer à l'ordre ~ les invariants holomorphes du 

f. \> 
diHéo d de la formule (7.3.15). L'intégrale formelle 1 .x.(~;o-) de j est du 

type (6.2.25)et ses termes en f vérifient les équations fonctionnelles (exactes) 

(7.3.25) 

0 
avec X. comme en (6.2.40) et avec 

Puisque 

-r· _ _t._ 

l-t-~ 

< ,m., l<l~) > -
on tire de là 

Puis par soustraction de (7.3.25) : 

(7.3.27) [K/~+1)t'r~<'F)\1Kl~+1;>]-[K~c,;)+TJ<111.,K(~)s = I qe.x) +t"h(111.,,Dt'~J)] 

Par linéarité, on peut se limiter à des perturbations DL monomiales : 

(7.3.28) 
I?.. 

.:X.. 
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. o""' Substituant A-

o.3.29) D ("-x..) 
d 

avec ?l 
1 

~w / .. déterminés par 

(7 .3. 30) 

(7.3.31) 

(7. 3. 32) 

Le système (7.3.25) admet alors pour solution 

(7.3.33) K /)L *w ~ q-" 

il~)=A.L e. i HJC~J 
avec Hd (1:)J E <L {ç ~ 1 j] et les équations (7.3.26) - (7.3.27) deviennent 

~ ~• r 
(7.3.34) e.. ~+1") <.l)k.1 H(,+1J> -~ <.~1 H(~))=<1>1. 1o(>(~,+~) 

(7. 3 .35) I"' [ H/~t1)-tij ("'-,Ht'ltlJ)J-[~11)-tTd<,,,,, ltt1) J = ['.1, Tt, (111,">] f 
I\ 

Après transformation de Borel HJ { ')) ~ H~ (~) cela donne : 

c1 .3. 36) l!:-• .. -3 _ 1 )f;) <'bl, H(~J > = z 1m
1 

oc ) l s_,;r .. 
2 

+ ~ -<r-, J 
let.~ r(-cr-1) rl-<r} 

~ 

(7 .3.37) ~ 1.,-~- ➔) L 11/ ~) -t"t:1 <"", li ( ~) > 1 = b t -r~ <"",o1 > 1-L r:;, 1 
/\ 

Les seules singularités des HA (~} sont donc aux points W de la forme 

(7. 3. 38) 

et on a les équations de résurgence 

(7.3.39) 
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(7. 3. 40) 

avec 

(7.3.41) 

A partir de là on constate facilement qu'on a bien l'équation de résurgence 

• 
(7.3.42) 6 ! 'i!A 'ix..c ê)i ()..) X. ( ~; u..) -w (,.J 

avec un opérateur différentiel 

(7. 3. 43) 

aux coefficients parfaitement déterminés par 

(7 .3.44) <-»L/ ~) ( 1 - ~) 

et par le système (pour J° = 11 2. ,1 •• '/ V ) : 

\/-1 R 
(7.3.45) L. 11. k A 

l-=, d w 
- Ccu). h +<"",">) +-('lll,oe> )J (1 - ~) J 

où les 'Ylàk sont les composantes de Àj selon la base ); 

(7.3.46) ( JI~ M-~o-..) - TT ~R. ,')\lA_) 
l::, J 

Bien que (7.3.45) soit un système de V équations à (Y__-t) inconnues, il possède 

toujours une solution (unique) du fait des relations 

Ces calculs s'étendent par linéarité à des perturbations ~ (1) quelconques. 

1' ordre L \ r.3., .. . puis à à calculer iJA à 
f.J 

Le lecteur est d'ailleurs invité 

établir la formule générale pour le terme en t.11\.. 
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SECTION 7.4: DIFFEOS SANS TORSION. CAS A PLUSIEURS DEGRES DE RESONANCE. INVARIANTS 

HOLOMORPHES. 

Considérons maintenant un difféo analytique î toujours sans torsion 

( 't' = t) ni nihi lence 

Soit /1 J =-¾ l d 

(è -:::=o) mais de résonance arbitraire (tti e_ quelconques). 

une détermination cohérente des multiplicateurs et soit 

comme d'habitude 

(7.4.1) .,,.., 12. " \ 2 e!-J2.. c. §; Q; 2) 
la décomposition correspondante du réseau attaché à j . On vérifie sans peine 

que ~ possède un unique générateur formel X de multiplicat.eurs Âc: . Tout comme 

les champs analytiques étudiés au chapitre 6, ce champ formel possède des graduations 

~ , des rayons propres O et des directeurs ~J . Il y a toutefois deux points 

à bien noter : 

(i) Graduations, rayons et directeurs ne dépendent pas du choix de la détermination 

cohérente : ils sont attachés en propre au difféo S . Ces trois notions, en effet, 

se définissent à partir de l'algèbre réduite, qui ne dépend pas de la détermination. 

Pour un champ X, l'algèbre réduite a été introduite au lennne 6.5.1. Ici, pour 

un difféo ~ , 

à partir de S 
invariante par 

cohérente des 

on peut la définir à partir des générateurs X de 3 , ou directement 

, comme plus grande sous-algèbre (stricte) de ([, ~ x,
1 

••• _, ):\>' Jj 
S , ce qui montre bien qu'elle ne dépend pas de la détermination 

À;. . 

(ii) Comme pour les champs, il faut ici adjoindre aux directeurs ?;"j le directeur 

trivial Ji0 =.-1 . La dichotomie entre chanmps et difféos, qui se manifeste èe 

façon si frappante au niveau des multiplicateurs par la présence du multiplicateur 

imaginaire À0 -:. 2.,r~ , disparaît donc au niveau des directeurs. 

Proposition 7.4.1 (Le cas ~+,f;. quelconques. Invariants holomorphes) 

Relativement à toute détermination cohérente des multiplicateurs 

difféo analytique ~ possède une intégrale formelle: 

, le 
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1t 
(7.4.2) À1.... • 

qui est exactement du même type que pour les champs, avec un réservoir d'indices 

t1\.J 
avec des blocs élémentaires ?) définis comme en (6.7.3) et avec des composantes 

q?')\. qui sont des séries formelles du temps perturbé : 

(7.4.4) . 
,/ 

Cette intégrale 

l'ensemble Jlr, 
• 

(7.4.5) 6., 

formelle est 

relevant 1)_ 

, (*) 
resurgente 

sur (L~ , et 

en 'tJ , avec pour réseau de résurgence 

elle vérifie les équations de résurgence 

pour des opérateurs différentiels de la forme : 

(7.4.6) /A w 

avec 

(7.4.7) J\ 
(7.4.8) I( ( .U.) / f( l ""-) 1 •. "/ Hf ( .... ) ~ i:C t -4; j 1e..u., = 2. ]1 

(7.4.9) 

Les opérateurs 

constituent un 

,A(.I sont des invariants holomorphes de i , et, tous 

' 1 . b (:) ' ' . h 1 h systeme complet et 1re d invariants o omorp es. 

ensemble, ils 

w.1-
(*) au sens ordinaire si _rr est discret et au sens généralisé ("monogène") sinon. 

(*·~) Modulo les "contraintes en .u., ". Voir § 6. 9. 
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SECTION 7.5. DIFFEOS A TORSION.ECHANGE, DENIVELLATION, HOMOGENISATION. 

En un sens, le problème des difféos à torsion est déjà réglé, puisque si 

pour torsion 't' , son itérée g = à est sans torsion et livre tous les 

invariants de (\. (*). Mai·s i·1 1 0 O se trouve que es d de la forme 
"?: 
~ , avec 

ont leurs invariants asujettis à certaines contraintes a priori, contraintes qu'il 

faut décrire si l'on veut présenter des résultats vraiment complets : 

Définition 7.5.1 (Difféos à torsion. Intégrale formelle) 

Pour un difféo ~ de torsion 1::' : 

(7.5.1) 

on appelle intégrale formelle de toute solution 

(7.5.2) 

Le difféo } possède donc N intégrales formelles 

que de couples : 

= (graduation; rayon propre) 

relatifs à 

du système : 

Proposition 7.5.1 (Difféos à torsion. Echange des intégrales formelles) 

Le difféo i échange ses N intégrales formelles 
U) 
:X.. ~ 

(N) 
. / :X.. 

(7.5.3) 

st!lon une loi 

, autant 

(*) avec la petite réserve qu'on a dite : il faut ajouter aux invariants de f les 

valeurs propres de la partie linéaire de ~ , autrement dit fixer des racines 

't'-ièmes des valeurs propres de la partie linéaire de i . 
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(7.5.4) 

ainsi définie 

(7.5.5) 

0. 5 • 6) ..u. =(JJ...11···1u.v-,) 1--7 ~a= lot.u.11···1o<v_1u.,,_,) C~ o(i.~<f*) 
1(.4) 

(7.5.7) '} ~ ~'?5-= !.. rri..f,(.o) + R .1 (o..v-ee'l-') Ed') 
où R désigne la rotation d'un tour dans le sens positif. Cette dernière relation 

équivaut d'ailleurs à une rotation simple du temps perturbé ~ : 

(7 .5. 7bis) @ R1l4) 

~ 

Explications : 

L' application JJ ~-"'" J est une permutation, a priori quelconque, 

mais parfaitement déterminée par la donnée de~ , de l'ensemble {11 2.
1 

.. . /N1. 
L'étoile 'A- transforme donc l'intégrale formelle 

en l'intégrale formelle 

L.lf.b) 
J:.. ( .J\C. ~ ; -"' ,().) "::-

,1\ Î"'-] 
Les blocs ~..u..) ~~J 

I)\_ 

..u.... 

scalaires et les composantes sont transformées selon la loi: 
~~ ~ ~aj ~. 

( 'i'"( ~ ) :0 6 a.~ j"'4t•? ~ (!"'c~~) = ~ 

que par des facteurs 

-""-lrt.o) _ ..... ) 
a.~ 2' 2. 

avec r. = QJ<f" ( ?..n l V'°)( ,r,J . Le niveau f(ti) et le nombre de rotations ~(~) 
restent bien entendu constants sur chaque orbite de ~ 

(7.5.8) 



405 

Notons que la dilatation (7.5.6) sur les paramètres n'a pas grande importance, 

pL1isquc chaque intégrale formelle est précisément définie modulo une telle dilata

tion. La dilatation (7.5.6) est toutefois nécessaire pour assurer l'égalité dans 

(7.5.3) lorsque l'orbite de J , c'est-à-dire l'ensemble {..ô; }lf--,6 / ;Jllf-
2

~;•••} 

comprend moins de '?:' éléments ( 't"' = torsion de tf ) . Lorsqu'au contraire elle 
V 

contient '?r éléments, on peut toujours choisir, dans chacune des intégrales formel-

les : 

un paramétrage en .U... pour lequel la dilatation (7.5.6) se réduise à l'identité. 

Preuve de la proposition 1.5.1. 

une intégrale formel le de } • Par définition, elle 

vérifie 

(7.5.9) 

Posons, d ( X ( '?J Î o.)) ::. ~ ( ~ + l 1 ..U.) . Comme commutent, on a 

(7.5.10) i (i:(};u.y =: d' 03(:t.(â-l;u.J)= efcx:.(~-l+t;u-)-= ~(?)-t-7:';M-) 

Comparant les termes extrêmes de (7.5.10) et se reportant à la définition 1, on 

-voit que 2:.. ( '?)Ï v.) est aussi une intégrale formelle de ~ Le difféo } échange, . 

donc ses intégrales formelles (au sens large, évidemment, car il peut très bien se 

-faire que !t. ::.:t. ). Le reste de la proposition 7.5.1 en découle moyennant la 

proposition 7.4.1 qui précise l'allure des intégrales formelles des difféos 

sans torsion (faire J == i ) . 
Proposition 7.5.2 (Difféo à torsion. Résurgence d& l'intégrale formelle) 

Chaque intégrale formelle :t.( 1z,; u.J du difféo à torsion ~ est résurgente 

en 'b , de réseau _fLf'-, et vérifie les équations de résurgence : 
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(7.5.11) 

pour des opérateurs différentiels /Pt de la forme (7.4.6). Ces opérateurs constituent 
l,J 

1 un système complet (mais non libre) d'invariants holomorphes de 
!. 'J . 

..i.-

Bien entendu, j),._..r-est le relevé sur (('- du réseau JL::::. jl_l~) associé 

avec les logarithmes ~;. des valeurs propres e~ et ce réseau est fabriqué 

de la partie linéaire de d , exactement comme pour les difféos sans torsion 

(7.5.12) Jll~) := { wi ~ w ~IM.e ~ CJ. Z.. 3) av. (-=!-. 'l.~-)} 
Le seul point à établir touche précisément à la forme de ce réseau. D'après la 

définition 7.5.1, chaque intégrale formelle Z("i);u.) de â 
gr ale formelle î l '2>; .Al-) de a= ~ selon la formule 

se déduit d'une inté-

(7.5.13) 

Puisque la partie linéaire de J "t" 
admet pour valeurs propres les ced) , d'après 

la proposition 7.4.1 l'intégrale formelle Î ( 'â;u.J admet un réseau de résurgence 

JL (8) de la forme 

v 

(7. 5.14) !Les) : { w ; Cv :1'lo~o +-c_Z,)t)~ 6'1.L '>'o \, +-r "\-"'rL"1)1i. j 1to f L, 1t,,.-:/"·vé IN l 
c.~t } 

D'après (7.5.13) l'intégrale ,c.(~iGL) a pour réseau de résurgence "t..-'..JL{J) et 

1 'on vérifie bien que -c-' JLcv .= _fl_(~) à partir de la définition (7. 2. 9) de 

la torsion 1:" . 

Voyons 
(.1) 

invariants /A w 

maintenant à quelles "contraintes d'échange" sont assujettis les 
t1) Œ) . ~) l.t) LN) 

1 
/Aw 

1 
_ . . 

1 
1f\u attachés aux intégrales formelles ;t.

1 
x_

1 
... 

1 
;t_. 

Proposition 7.5.3 (Difféos à torsion. Contraintes sur les invariants holomorphes) 

Si on définit une action de l'étoile }if- sur les opérateurs invariants 

au moyen de la formule 



407 

(7.5.15) 

avec »li/ "1-1>,,,• ~lt. définis connne 3 la proposition 7.5.1 et avec 

(7.5.16) (n.qb_~ c&--·-'\ ~ J_~ J)_t) 
I 

alors les opérateurs invariants vérifient 

(7.5.17) 

• • • (-,'<) • 
et ce sont là les seules contraintes a priori auxquels ils soient soumis. 

Remarque : On rapprochera les contraintes (7.5.17) des contraintes (2.10.29) 

(resp. (3.4.17)) qui pèsent sur les équations différentielles (resp. aux différences) 

à niveaux fractionnaires. Voir les propositions 2.10.6 et 3.4.3. Toutes ces contraintes 

"induites" sont conceptuellement très voisines; d'où l'emploi uniforme d'une étoile 

'7r pour les dénoter. 

Preuve: Fixons G.J 

vient 

dans ILr-et appliquons premier membre de (7.5.3). Il 

V • 

- ~(!
4 
ic:i:c}"J) L\ x/v«) 

== t:c~ ~c~(,,.ic.c.)) A ::t:\l~ic.c.) r=1 dl.J d~ ù 1/ G, o 

- A,., J; c-:,_ c ~i ,,_» 

- IAW l~ xi c~+t;u.J) 

l cL 
1
6-jA~ li. ç. cy) 

~lR{tj ~uu.~~) 

Ceci peut s'écrire sous forme compacte : 
• 

(7.5.18) 

Appliquons au second membre de (7.5.3). On trouve : 

(*) en dehors évidemment des contraintes universelles de croissance et des contraintes 

en ,U, (Voir §10.5). 
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(7.5.19) 

Cela tient essentiellement à la commutation de la translation avec 

l'étoile j f-7 4'<j et à la règle : 

(7.5.20) 6,., ('f (rq)) (6.,,1_-I <f) ( I{;}) 
qui indique comment dériver étrangèrement une fonction 11dilatée", la "dilatation" en 

,c.•J 
question pouvant revêtir la forme d'une rotation de plusieurs tours (ici ~~ ~ }) 

Si maintenant on égale les seconds membres de (7.5.18) et (7.5.19) on 

obtient identiquement en ~ et ).J.. 

(7 .5.21) l ~ A,._,) ( )$.. X. l?J +1 i "-)) = (!t,., )-( 11/,..x.(~ tl i 1 
et cela n'est possible que si ~ JiW - tf1w 

Illustrons les résultats ci-dessus à l'aide de plusieurs exemples. 

Exemple 1 : 

Plaçons-nous en dimension V= i et considérons le difféo 

(7.5.22) 

avec 

(7.5.23) 

Le difféo ~ est de torsion "'t' et son itérée J:; s'écrit 

(7.5.24) 

Le difféo ~ a un niveau t--qui est nécessairement un multiple de "'t' (d'où une 

dénivellation f) r, 1 si f1-1 
n'est pas multiple de ~ ) mais son résiduit J est 

libre de toute contrainte. Le difféo ef admet une intégrale formelle du type : 
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(7.5.25) = 
et 1 'on a 

(7 .5 .26) 'l 2.l))) - )f.x.(~+1) 

avec 
p,O 

'1t. - 'k./r-
~ X ( "<>) ;t. ( "''1) L (7.5.27) o(~ t ~ -

1l-:1 

Ce qui correspond pour ~ et'@ à une rotation positive de 1 tours 

(7 .5.28) )if/,. : 

avec 

L'intégrale formelle 

est bien entier puisque "t" divise toujours f1-) 
est résurgente, de réseau J2_f'-(relevé sur ce,.. de 

JL = 2.-në. L. ) et vérifie les équations de résurgence 

• 
o .5.29) ~GJ ;t.(}J = A" :x.c~) 

avec comme seule contrainte : 

(7.5.30) --
où .\< se déduit de 4, par une rotation négative de ~ tours 

(7.3.31) ~ . . 

Des contraintes (7.5.30) découle un résultat intéressant, dont la démonstration 

est laissée en exercice au lecteur : 

Lemme 7.5.1 (homogénisation des difféos à torsion) 

Tout difféo du type 

(7.5.32) ,c. 

est analytiquement conjugué à un difféo du type 
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17.5.33) 
o,D 

L 

Exemple 2 : 

Plaçons-nous en dimension Y quelconque et considérons un difféo } de 

torsion 1:'" q-2.. et à un seul degré de résonance ( e+:: 1 ) f:-= o) . Au prix 

d'un changement de variable linéaire on peut donner à ~ la forme 

(7.5.34) 

avec des valeurs propres ( qui peuvent s'écrire 

(7. 5. 35) e. 
t -- À· e.. . 

pour des racines 1:' -ièmes de 1 'unité et des multiplicateurs ~, vérifiant 

une unique relation de résonance 

On a nécessairement 

(7.5.37) 

Relativement à des variables normales ~ on a des difféomorphismes réduits : 
et: 

(>O ~'lftr+I • t'"' ~"(ri. L l 6.t' # C) (7 .5 .38) } . 
d 1---7 + Â" . 

'Il:( 

~ = I 1k 0.0 

8~ ((t' (jr :t-o) ... :z: (7.5.39) . 
6 1-----7 ~ + . 

111.:f'-

$ a un difféo réduit de niveau t toujours multiple de 't;° (d'où une dénivellation 

~ ~ ~I si ~/ n'est pas multiple de 't'" ) mais son résiduit J est libre de 

toute contrainte. Quant au difféo } il admet une intégrale formelle du type 

(7.5.40) ~(~ )AA) = ~ ,ù.. 'M. 17.,.[14-
1 4:>Î») 

41-6]{ (} 

qui vérifie ~(;(.l~iu.)) Jf...x.('a+l;u.) 

A.~ )f C ~v-d-PJ
11
(5) Ef{t,S~~ 

>- ( ~ ~ .,., ; ... ~) 
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avec )#,,-~ comme en (7. 5. 28) et :af..tt. comme en (7. 5. 6) pour des scalaires par-

/ 
faitement déterminables à partir de 't /7:" et des constantes qui entrent dans la 

définition des blocs . (Voir définition 6.2.3). L'intégrale formelle 

vérifie les équations de résurgence : 

(7.5.41) --
avec des opérateurs invariants de la forme (7.3.7) et assujettis aux contraintes 

(7.5.42) --
lesquelles contraintes permettent d'établir le résultat suivant 

Lemme 7.5.2 (homogénisation des difféos à torsion) 

Tout difféo du type (7.5.34) est analytiquement conjugué à un difféo du 

type: 
_, 

(7 • 5 .-43) t o ~ o t 
où ne figurent que des monômes "torsion-homogènes". 

Exemple 3: 

Examinons maintenant divers exemples où la résonance positive est totale 

(e+ -:::'v) . Pour simplifier plaçons-nous en dimension V ::.2_ et supposons les 

parties linéaires diagonalisables. Cela revient à étudier des difféos ef de la 

forme·: 

(7 .5.44) 

et leurs itérées 

(7.5.45) 
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avec (~ )'1: = C~t.) =-1 et avec pour Q11 Q'L (resp. R,/ Kt.) des polynômes 

homogènes de ckgré ~
1 + i ( resp. f'-t 1 ) et non tous deux nuls. Notons que les 

Ri. sont nécessairement assujettis aux contraintes 

(7.5.46) 

6i_ ~ r/==r--qu1. viennent de ce que (! corrnnute avec O . De plus, lorsque , on a 

obligatoirement 

(7 .5.47) 

Exemple 3a : 

La tors ion vaut t" = 2. . On a génériquement f-::-f' 1 
et les polynômes 

Rt peuvent s'écrire 

R l'- 3 ~-1. s JI.~, 

{ 

l (_:X, 12.t.) :, t>(I ::t, 'Xt. f- O('\ ;:tl .2,_ +-o($ :%, _;r,. + • • • 

R (} >-"' f.l t. ~... /) ~ ;.-3 
,_ {r., Il,.) = l~, %,_ ;- Pi ~, a,. t- ~$' 2, %i, + ... 

Lorsque ,ft. est impair on a un rayon propre trivial Q:: ( (/o) et (}--t t)/2. 
paires de rayons propres de la forme O = (+} / 1) avec ~ solution non 

triviale de 

(7. 5. 48) 

Lorsque t- est pair, on a deux rayons propres triviaux~ 0) et lO., 1) et f-/'L 
paires de rayons propres de la forme 0 = ( ± ~ / 1) avec 1 solution non triviale 

de (7.5.48). Dans un cas connne dans l'autre, le difféo (1 laisse invariant chaque 

rayon propre trivial mais il échange les rayons de chaque pairè non triviale. A 

chaque rayon propre est attachée une intégrale formelle ::t:.('à;u..) du type (5.3.6) 

et des opérateurs invariants Jlt.J du type (5.3.14). Les opérateurs tf/&.J attachés 

aux rayons propres triviaux ne sont assujettis à aucune contrainte a priori. Les 

autres sont assujettis à une condition d'échange (7.5.17) pour une étoile )} invo

lutive. 
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Exemple 3b 

La torsion vaut 'l:'":2. comme à l'exemple précédent mais cette fois-ci on 

observe un phénomène de dénivellation. On a effet génériquement : 

(7.5.49) t ::. f-1 
t l ,I 

En tout état de cause, le niveau 1'-est ici multiple de la torsion "t"' et les 

polynômes R, 
1 

R1. ne sont astreints à aucune contrainte a priori (sinon d'être 

de degré impair43 ). Les rayons propres sont eux-aussi a priori quelconques et 

le difféo '} laisse chacun d'eux invariants. Les contraintes sur les invariants 

sont comme toujours de la forme (7.5.17). Elles ne sont pas triviales, mais elles 

s'exercent à l'intérieur de chaque famille d'invariants (associée à un rayon propre 

donné) puisqu'ici l'application (7.5.5) est l'identité. 

Exemple 3c. ~ 11 ti) = (J I l) avec J ::: e.xr, ( !ni / 3) 
La torsion vaut ici "t':. ~ . On a ici en général t'-,-= ;./ (pas de dénivel

lation générique). En revanche, pour certaines valeurs de f--, on voit génériquement 

apparaître des rayons dégénérés(*). En effet 

(i) lorsque f:-:. 1 

deux rayons triviaux 

(mod 3) les contraintes (7.5.46) entrainent l'existence de 

- le rayon trivial L0
1 
1) qui est a priori normal (c'est-à-dire à directeurs 

~1> / ~ 1 non nécessairement résonnants) 

- le rayon trivial (t 1 0) qui est dégénéré et double, si bien que les invariants 

holomorphes relatifs à ce rayon ne peuvent se calculer qu'en appliquant les méthodes 

universelles du chapitre 10 .En plus de ces rayons triviaux, il existe (}-1) /3 
triplets de rayons non triviaux qui sont du type (}

1 
t),(jtt),1~'l!.,,1) et que 

le difféo d' permute circulairement. D'où, sur les invariants #lt.J attachés à 

(*) Voir définition 4.1.1. 
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ces rayons, des contraintes (7 .5 .17) avec une étoile 'f- qui permute circulairement 

les éléments des triplets. 

(ii) lorsque t :2. (mod 3) les contraintes (7 .5.46) entrainent 1 'existence d'un 

rayon trivial (1
1
0) qui est a priori nonnal (c'est-à-dire à directeurs non néces-

sairement résonnants) et de (}+1) / 3 triplets de rayons propres du type 

(~/'1)✓(dtt),(f"!1 j qui sont permutés par le difféo d. D'où des contraintes 

d'échange (5.7.17). 

(iii) lorsque ~=3 (mod 3) les contraintes (7 .5. 46) entrainent l'existence de 

deux rayons triviaux (10) et (Q/1) qui sont a priori normaux, ainsi que de 

triplets de rayons propres du type Ct. 1) / (J j,, l) / {J 'l t,, ') 
par le difféo d. D'où des contraintes d'échange (5.7.17). 

Exemple 3d. --

qui sont permutés 

Comme précédemment on a 't'" ::: 3 et f =r' (pas de dénivellation générique) 

mais cette fois-ci c'est pour Jl-::: 2. (mod 3) qu'on a un rayon trivial double et 

dégénéré. Lorsque }', : ô ou 1 (mod 3) on n'a que des rayons a priori normaux. 

Ceux d'entre eux qui sont triviaux, c'est-à-dire de la forme (1,D) ou (!2,,1) , 

sont invariants par~. Les autres vont par triplets et son permutés par j. 

Exemple 3e,~ 

La torsion vaut 'r:~ mais on a dénivellation générique conune à l'exemple 3b. 

Le niveau t- est génériquement donné par : 

Les polynômes R, 1 R,. ne sont astreints à aucune contrainte (sinon d'être de degré 

1-t 311. ) . Les rayons sont a priori quelconques et normaux et le difféo laisse 

invariant chacun d'entre eux. Les contraintes (7.5.17) sur les invariants ne sont 

pas triviales (elles divisent par 3 la quantité d'information invariante) mais 

elles s'exercent à l'intérieur de chaque famille d'invariants (associée à un rayon 

propre donné) puisqu'ici l'application (7.5,5) est l'identité. 
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Pour tous ces exemples, les lemmes 7.5.1 et 7.5.2 ont leur équivalent, 

mais pour éviter les reditesnous renvoyons à la proposition 7.5.4. ci-dessous. 

Exemple 4 : .. ( t!_-t-1 e- quelconques) 

Examinons pour terminer le cas d'un difféo à torsion 't' ;, 2.. et à plusieurs 

degrés de résonance positive l e-t 4-2 / f_ ),0) 
partie linéaire de ~ peuvent alors s'écrire 

(7.5.51) 
I 

Les valeurs propres (de la 

avec les multiplicateurs 

positive: 

vérifiant e+ relations indépendantes de résonance 

(7. 5. 52) 

La décomposition (7.5.51) n'est pas unique, mais supposons-la fixée. Cherchons les 

intégrales formelles de i • A la dilatation ~ ~ ~ /"t"' près, ce sont les 

intégrales formelles de ~=à . Il faut donc commencer par construire les gradua-

1 
"'?:" 

tions de s • Or le fait pour d'être de la forme 1 avec "t'(~) -=~ restreint 

en général le nombre des graduations. Il peut aussi faire monter leur niveau 1', . 
Pour de tels l en effet toute graduation doit atteindre son niveau f sur au 

• aJ-t- , ' moins L resonateurs 'n\: indépendants : 

(7.5.53) 

et tels que 

(7 .5 .54) = 1 

avec bien sûr 

Pour certains choix des ( cela peut provoquer une dénivellation : le niveau ft, 
des graduations peut être génériquement )l tandis que pour les difféqs sans 

torsions il est génériquement = 1 . 
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Le phénomène de la dénivellation et ses conséquences. 

Le phénomène de la dénivellation, lié à la torsion et en évidence dans 

chacun des exemples précédents, à deux aspects 

(i) La torsion peut, comme dans les exemples l,2,3b,3e, impliquer un niveau géné

riquement supérieur à 1 (et souvent multiple de la torsion 't') mais sans impliquer 

l'existence de rayons dégénérés. Dans ce cas on a simplement des réseaux de résur

gence ~ plus 
11
ramifiés

11 
que d'habitude. Cela n'entraine d'ailleurs pas une plus 

grande abondance d'invariants holomorphes car, si les ,Aw sont ici indexés par des 

4J plus "nombreux", ils sont également soumis aux contraintes (7.5.17) et, l'un 

dans l'autre, la "quantité" d'information invariante est à peu près la même que 

pour les difféos sans torsion. 

(ii) La torsion peut aussi (comme dans l'exemple 3c pour ~: J mod 3 ou dans l'exemple 

3d pour ~-:.2.. mod 3) impliquer l'existence d'un ou plusieurs rayons dégénérés, ce 

qui engendre une multiplicité des niveaux et rend indispensable(*) le recours aux 

techniques universelles du chapitre 9. 

Homogénisation des difféos à torsion. 

Les lemmes d'"homogénisation" énoncés à propos des exemples 1 et 2 s'étendent 

en fait au cas le plus général. 

Proposition 7.5.4 (Homogénisation des difféos à torsion) 

Soit un difféo de torsion 1::"' : 

)~ L . 
"" ( i, : 1.,. ... .,. V) (7.5.55) i . X. t= :t· + f>..' :t.. . l ' "' Il\. 

Soit \ 1:' À, 1 un détermination cohérente des { e, lteSt:) et soit 

(7.5.56) 

(*) Tout au moins pour les rayons dégénérés. Pour les autres il suffit d'appliquer 

les techniques standard. 
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1 a Lictori sat ion correspondante des . Alors est analytiquement conjugahle 

;'1 un di ff éo : 

-1 

(7.5.57) ~ o d o t 
ne comportant que des monomes "torsion-homogènes". 

Schéma de la démonstration 

11.. 
l... 

On corrmence par montrer la conjugabilité formelle de (7.5.55) et (7.5.57). 

On montre ensuite que les difféos sans torsion du type : 

(7.5.58) ;-
Ill. 

'i:. = ~-
ont des invariants #iw qui vérifient automatiquement des contraintes de la forme 

(7.5.17) et elles seules - en dehors évidemment des contraintes universelles de 

croissance (cf. section 1O.5).La conjugabilité analytique de d' 
la forme (7.5.57) en résulte. 

avec un difféo de 

Notons que la forme "homogénisée" (7 .5.57) des difféos à torsion est parti

culièrement maniable. Elle est stable notarrment pour les opérations d'inversion, 

d '. ' . d 'd . (*) 1terat1on et e re uction . 

SECTION 7.6. DIRECTEURS RESONNANTS ET AUTRES CAS EXCEPTIONNELS. 

Aux sections précédentes nous avons réglé le cas générique, c'est-à-dire 

celui où le difféo ~ ne possède, relativement à chaque graduation .J-1 , que des 

rayons propres 0 isolés et à directeurs non résonnants ( j_ = 0) . Passons en 

revue les cas exceptionnels. La discussion s'articule exactement comme pour les 

champs (voir section 6.8) avec cette seule différence que le multiplicateur imagi-

na1re peut entrer dans les relàtions de résonance ou de quasi-résonance. 

(*) C'est-à-dire pour le passage au difféo réduit, qu1 

l'algèbre réduite engendrée par les monômes résonnants 

est 
11\. 

d 
la restriction de ~ à 

(pour de bonnes variables i ) . 
• 
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.2] Premier cas : pour chague graduat ion, le di fféo ~ ne possède que des rayons 

isolés et à directeurs sans résonance positive ( f+ =-o) 
On accepte ici de la résonance virtuelle entre directeurs (,g_ ~o) mais 

cela ne change rien la proposition 7.4.1 reste en vigueur et continue de livrer 

un système complet et libre d'invariants holomorphes. 

~ Deuxième cas : pour chaque graduation, le difféo ~ a ses rayons isolés, mais 

il existe (au moins) un couple 01/o) dont les directeurs sont en résonance pos1-

tive -
On est alors dans le cas des générations multiples et des _t_e_m~p_s ____ _ 

"x 'K 1" . Chaque génération possède _sa résurgence et ses invariants 
éJI (!//(.!})"'· 
1 t. .J , , 

holomorphes, lesquels sont calculables grâce au calcul étranger. Pour les enonces 

précis, voir les sections 10.3 et 10.4. 

~ Troisième cas le difféo J 2ossède des rayons dégénérés ou non isolés. 

Ce cas exceptionne 1 se scinde en plusieurs sous-cas (niveaux multiples, 

générations multiples, ou les deux à la fois) qui tombent tous sous le coup des 

méthodes universelles du chapitre10. 

d) Incidence de la nihilence - et de la quasi-résonance. 

Sur chacun des trois premiers cas peuvent venir se greffet de la nihilence 

(génératrice de petits diviseurs et d'invariants métaholornorphes) ou de la quasi

résonance (génératrice de tout petits diviseurs et d'invariants métaholornorphes) mais 

en général sans détruire la résurgence et sans interférer avec le calcul des invari

ants holomorphes. Voir à ce sujet la section 
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CHAPITRE 8 LA NIHILENCE ET LES PETITS DIVISEURS. LES CAS HAMILTONIEN ET ISOCHORE. 

SECTION 8.1 NIHILENCE, PETITS DIVISEURS, INVARIANTS METAHOLOMJRPHES. 

8. La Nihilence de première génération. Degré de nihilence. 

Un champ local X est dit nihilent (de première génération) s'il possède 

au moins une intégrale première qui soit une série entière, autrement dit s'il 

existe X. 'f = o 

Un difféo local J, est dit nihilent (de première génération) s'il laisse 

invariant au moins une série , autrement dit si 

La nihilence suppose la résonance. Soit en effet n.. la valuation de ~( 

n. n., ltv 
(i.e. le degré de ses termes de plus bas degré) et soit ~ = :::t.1 ::t.y 

le monôme (ou 1 'un des monômes) de degré n.. figurant dans <f . Alors : 

Donc <'\ ,.. , D . D'où au moins une relation de résonance. A, . ._.,= 

On appelle degré de nihilence (de première génération) le nombre maximum 

d'intégrales premières indépendantes comme éléments de l'algèbre 

(L ((.:x.1/ .. . ,I ~., 'JJ 

de l'algèbre Jt11À.~ 

. Ou si l'on préfère, 

annulée par X ou par 

est la dimension (comme algèbre) 

(*) Cette algèbre Jt,.,;..e_ 

est nécessairement incluse dans l'algèbre réduite . C'est d'ailleurs 

pourquoi la nihilence suppose la résonance, pourquoi aussi le degré de nihilence 

(de première génération) est au plus égal au degré de résonance. 

8.1. b : Nihilence de k-ème génération. Niveau f: infini;, 

On a vu en§ 6.5 et on reverra en §10.4 qu'à tout couple C~ ✓ o) formé 

d'une graduation et d'un rayon propre se trouvait associée unè algèbre éclatée: 

(,~) ;- désigne 1 1 opérateur de substitut ion : F. 'f -= Cf o j 
(**) Toujours vrai en cas de diagonalisabilité. Sinon, bien choisir il.. 
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(8.1.1) 

avec des è~ définis comme en (6.5.31) à partir de ~- eux-mêmes définis comme 
t. 

en (6. 5. 4). 

Dans le cas par exemple d'un champ X sans partie linéaire, on a 

et tt = V . Il n'existe alors en général qu'une 

seule graduation, la graduation triviale, pour laquelle 

et, pour chaque rayon propre O , on peut choisir des variables 

telles que le rayon propre 'l[ ait pour équation 

(8. 1. 2) 
ef,. = 0 

Alors les ~. sont définis par l'éclatement 

(8. 1. 3) 

Les variables ne sont pas uniquement définies, mais si on passe à un 

' 1-l/ autre systeme O, 
"' 

pour lequel le rayon propre 0 conserve sa forme 

(8.1.4) - 0 

ces nouvelles variables 
~-1 

se déduisent des anciennes par un changement 
A. 

{ 
I 2 ~- (~4-'L) d. - ~. + ~~ + 

(8.1.5) i.:(:o .. 

f = L.. î 'l:· + L ~ 4-' L ) ( i: =Fo) 
J~o . . J .. 

'd 
"l-~ tirées éclatement des nouvelles 

I' 
Les par ~-~ 

' 

(8.1.6) 

sont donc liées aux anciennes par : 

(8.1.7) { 
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I avec une matrice x 
(J •• 
'o 

qui est inversible. Par suite 

(8. 1. 8) {. cc ~~ / i-,; ... / 'ttt-1 :n 

préfère, le caractère intrinsèque) de la ce qui montre 

définition de 

la cohérence (ou si l'on 

..a t '6J 
l'algèbre éclatée JL associée au couple (sf1 ~) • Pour simplifier, 

on affixe à Jt uniquement le rayon propre O et on omet la graduation si , car le 

rayon propre O présuppose de toute façon une graduation. 

flL'i(} 
L'algèbre éclatée J( a même dimension t:+-que l'algèbre réduite 

• L'éclatement (8.1.3) définit un homomorphisme de Jt.eJ.. dans A[] • Or 

on a une action réduite, notée , de X sur /t11.e.,J.. . Faisant dans X11.eJ.. 

le changement de variable correspondant à l'éclatement (8.1.3), on obtient une 

, de X sur 
Jl.tfJ 

action éclatée, notée 

associé au rayon O (ou plus proprement: au couple 

. Si f- désigne le niveau 

3-f/ O ) il est clair que le 

champ éclaté est divisible à gauche par et que le quotient 

a une partie linéaire non nulle. Après division par une constante convenable, on 

obtient pour la partie linéaire de des valeurs propres 

qui ne sont autres que les directeurs de X (ou 

multiplicateurs de seconde génération). 

On dit que X présente de 

au rayon Q ) si la sous-algèbre 

la nihilence de seconde génération (relativement 

12.t~J ..ll.C~) xtb'1 
J[ 'i'IÀe de rll annulée par est 

strictement plus grande que l'image de Jt A:tiJ 
Il dans Ml~ pour le plongement 

naturel (8.1.3). L'entier 

(8. 1. 9) 

(où "dim 11 désigne le nombre "essentiel" de générateursde l'algèbre) est dit degré 

de nihilence de deuxième génération (relatif à O ) . 

De même que la nihilence de première génération supposait la r'ésonance de 

première génération (résonance positive des multiplicateurs )i. ) , de même la 



422 

nihilence de deuxième génération suppose la résonance de deuxième génération 

(résonance positive des directeurs 1i", ). Et bien entendu, la résonance de deuxième 

génération suppose la résonance de première génération. Toutefois, la nihilence de 

deuxième génération ne suppose pas la nihilence de première génération: il peut 

très bien se faire que X n' annulle aucun élément de JI: ::: ([ [[ :X. JJ mais 

Xt t1 ntfJ_ que le champ éclaté annulle certains éléments de l'algèbre éclatée Jt 

Le même procédé, continué, permet de définir la nihilence de ~-ème génération 

pour tout entier l , la const'ruction s'arrêtant évidemment au plus tard pour 

~ = \1-i . On obtient le diagramme suivant 

première génération J: :=:, Jl:A.c.d--=:::, Jt ,q_ 

~ 
~ ~ 

Jl Ct1 fi. l~J .11:,t•rJ 
(8. 1. 10) deuxième génération .:=::, 

JI.~ ==:> ~t 
fi.tT,~'J~ dt t1r,1r'J itr,cr'J 

troisième génération 11...d. .:=:, lk.4l 
~ '111 

dans lequel les flêches descendantes (verticales ou obliques) figurent des inclusions 

11 Q ' / nature es. uant a O.,, O ... ce sont des rayons propres de générations 

successives, relatifs à des graduations J\
1 

~1/ ... 

On a bien sûr les mêmes notions et les mêmes définitions pour les difféos 

3 à condition de remplacer X par F - TcL , où F désigne l'opérateur de 

substitution 

Il va sans dire que si la résonance sur plusieurs générations est déjà un 

phénomène très exceptionnel (voir toutefois le §6.6 sur la résonance héréditaire), 

la nihilence sur plusieurs générations est encore infiniment plus exceptionnelle 

(voir les remarques de§ 1.2 sur la force des contraintes impliquées). 

8.1.c La nihilence active et les petit diviseurs. 

La nihilence tire son importance de ce qu'elle peut engendrer des petits 
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diviseurs et donner lieu à des invariants métaholomorphes. Pour mieux cerner le 

phénomène, nous allons d'abord raisonner sur le cas d'un champ nihilent X 
Supposons même pour simplifier que la nihilence soit de première génération et 

qu'elle soit maximale. Cela veut dire que fi:11.eJ. = ftl'(lÀ..e_ , où si l'on préfère 

ou encore (degré de nihilence = degré de résonance 

positive) ou encore que X peut se mettre sous forme prénormale 

(8.1.11) X 
avec 

(8.1.12) 

et qu'on a l'implication 

(8.1.13) 

si bien que Y annule identiquement tout élément de 1 'algèbre ((\ CC~ J) engendrée 

par les monômes résonnants 

(8.1.14) TT 
L 

Introduisons par alèllement l'algèbre formée des 

germes analytiques en O engendrés par ces mêmes monômes résonnants. 

Le champ nihilent X possède manifestement plusieurs formes prénormales 

(8.1.11). On passe des unes aux autres par substitutions de la forme : 

(8.1.15) 

Parmi les diverses formes prénormales (8.1.14) d'un champ analytique nihilent 

X , en existe-t-i 1 toujours une qui soit analytique ? Ou encore - exigence apparem

ment plus forte - le champ X est-il toujours analytiquement conjugable à une forme 

prénormale analytique? 
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La réponse aux deux questions est non~ En effet, si c'était oui, on en dédui

rait sans peine que pour tout champ analytique X totalement nihilent : 

(8.1.16) A T l- B 

de partie principale A prénormale mais de perturbation t 8 non prénormale : 

(8.1.17) A L A-lx) ::t. ~ ( A; (a),,_ A; 1 A, /:x.) <ê-d:) {zf I L\A, :o) - . ' d.:t; C. 

(8.1.18) 8 z=_ B: {l.) .:t . ~ ( B. Co) = ô ,1 B, (x) 6<f{xs) - • â :r~ ' 

il doit exister une substitution analytique l'.. 1--l 'i.~- tx.) de la forme 

(8.1.19) 'X. 1---7 ~- t- t H, (:x.) X· + 0-(t) ~ L • 

lx ~ 

qui mette sous forme prénormale 2x 
(8.1.20) lx = A + i C + 8-(~) 

avec 

(8.1.21) C 

Ceci impliquerait 

(8.1. 22) 8 -C 

Dy 
Or on peut choisir dans /L_ 

élément <((-,.) de ( {x J 
un sous-espace T de dimension et--V tel que tout 

se décompose de manière unique sous la forme 

(8.1.23) 

Fixant un tel sous-espace T on pourrait décomposer le champ B selon 

(8. 1. 24) B 

avec 
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On pourrait de même décomposer le champ 

1/ 

(8.1.26) H L H, l2.) :l. ~ - t 

\ = 1 ~~: 

selon 

(8. 1. 27) ~ z ~ Hhl. - l'... 

avec 

(8.1.28) 

Portant tout ceci dans (8.1.22) on en déduirait L= 8~ et, pour tout '11... non nul 

dans U 

(8.1.29) 

Appliquànt le tout à un monôme résonnant 
'1)l 

')(.. on trouverait : 

(8. 1. 30) l A.?) (!!"'. -x.'t>\ ) t l..'h ( A-f-l "'. ?<..~) - ::t.,,.. ( H~ /Î l:.'nl) .::-.lt (B .... :x.) 
Or A. {l {-;tJ::o et H+\. (L) f,c.1 C (L~ ():.J . Par suite : 

(2.1.31) 

et (2.1.30) donnerait : 

(2. 1.32) 

C ' est-à-dire : 

(2.1.33) 

ou en abrégé 
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(8. 1. 34) 

On voit que, sauf pour la composante H0 

qu'on peut choisir arbitrairement, 

(8. 1. 34) donne H en fonction de B . Par définition de T , on a en effet 

(trt..,A(o)) ={:-D 

dans ~) fx J 

quand 1)1.. €: 1r. La série <11.1 A(~)) est donc inversible 

Pour que la correspondance 8 1--$) H préserve l'analycité, il est 

manifestement nécessaire et suffisant que les séries < 1\ 
1 

A(-x) )'1 convergent 

toutes sur un voisinage fixe de l'origine quand '>t. parcourt T . Or ceci, comme 

on le voit tout de suite, suppose soit que 

(8.1.35) 

soit qu'on ait l'implication 

(2. 1.36) 

Condition de compensation. 

Dans le cas général, c'est-à-dire quand 

{ 

il existe des multiplicateurs Âi: de part et d'autre de toute droite du 
(i) 

plan complexe passant par l'origine 

l'implication (8.1.36) équivaut (c'est presque immédiat) à l'existence de deux 

séries '{ (~) et tf("Jt} sans tenues constants et telles que 

(8.1.37) 

Dans le cas exceptionnel, c'est-à-dire quand 

il existe une droite passant par l'origine et divisant le plan complexe en 

(ii) un demi-plan ouvert qui ne contient aucun multiplicateur Â· et un demi-plan .. 
fermé qui les contient tous, 

il convient de remplacer la condition (8.1.37) par une condition (8.l.37bis) du 
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même genre ma1.s un peu plus technique qu'on trouvera énoncée pp 174-175 dans l'article 

[ B,i.i.] de A.D. BRJUNO. 

Proposition 8. 1. 1. (A.D. BRJUNO; champs totalement nihilents) 

Soit X un champ analytique totalement nihilent. Si X vérifie la condition 

de COMPENSATION (c'est-à-dire si une et donc toute forme prénormale vérifie (8.1.37) 

dans le cas général (i) et (8.1.37 bis) dans le cas exceptionnel (ii)), alors X 
est analytiquement conjugable à un champ prénormal. Lorsqu'au contraire la condition 

de COMPENSATION n'est pas réalisée, le champ X n'est presque jamais analytiquement 

conjugable à un champ prénormal. 

Par un raisonnement en tout point analogue on montre 

Proposition 8.1.2. (Conjugaison des champs totalement nihilents). 

Si deux champs totalement nihilents X et X/ vérifient la condition de 

COMPENSATION (8.1.37) ou (8.l.37bis), ils sont analytiquement ,conjugableJ~)S'ils 

ne la vérifient pas, ils ne sont presque jamais analytiquement conjugables. 

Lorsque la condition de COMPENSATION n'est pas remplie (et plus la différence 

V-e-t est grande, moins elle a de chances de l'être) on dit que la nihilence est 

active: elle engendre en effet des PETITS DIVISEURS <~,Â/ qui interviennent dans 

le développement des quotients : 

(8. 1. 39) 

et qui font en général obstacle à la conjugabilité analytique. 

On obtient des énoncés analogues aux propositions 8.1.1 et 8.1.2, pour les 

champs ou difféos qui présentent de la nihilence partielle de première génération 

et plus généralement pour les champs et difféos nihilents de 

deuxième, troisième ••• génération. 

(*) dès lors qu'ils le sont formellement. 
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8. L d. La nihilence n'engendre pas d'invariants holomorphes. 

La proposition 8.1.2 indique que la nihilence active, autrement dit la 

nihilence non compensée par (8.1.37) ou (8.1.37 bis), fait en général obstacle à 

la conjugaison analytique. Elle crée donc des classes analytiques non triviales et, 

partant, des invariants analytiques. 

Proposition 8.1.3. (Nihilence et invariants métaholomorphes) 

A elle seule, la nihilence n'engendre que des invariants métaholomorphes. 

Cela signifie en particulier qu'un champ X ou un difféo f dont la 

nihilence est totale (i.e. dont le degré de nihilence égale le degré de résonance 

positive) ne possède pas un seul invariant scalaire (non fonnel) qui soit holomorphe 

par rapport à l'objet. 

Dans(*) J.-P. FRANCOISE a exposé une version affaiblie de la proposition 

8.1.3, à savoir qu'il n'existe pas assez d'invariants holomorphes pour caractériser 

les classes analytiques. En fait il n'existe pas un seul invariant holomorphe f(X) 
ou f([} , en dehors évidemment des invariants formels. L'idée de la démonstration 

est la suivante. 

On écrit l'objet nihilent (champ X ou difféo J) sous la fonne 

(8. 1.40) X A -+ 't B 

avec une partie principale A bien choisie et une perturbation finie B . S'il 

existait ne fût-ce qu'un invariant holomorphe I (X) non formel, celui-ci serait 

nécessairement de la forme: 

(8.1.41) 
l'L 

+ tr ['I. ) 

pour un certain entier h.4-1. et pour une forme I11.(4;B) fonction entière 

(*) Voir [Fr.2]. 
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de B , homogène de degré Jl.. en B De plus, un changement de variables i t 
proche de l'identité, transformerait le champ A +'C B 

,,.._ 
en un champ A+ C B + O-lt.) 

et l'on devrait avoir 

(8.1.42) 

C'est précisément cette identité qui est impossible, comme on s'en aperçoit 

en essayant de la traduire coefficient par coefficient : la raison dernière est 

qu'il est impossible d'exploiter la condition 

qui intuitivement est presque évidente). 

~ ~r \ < 'hl Â > i = 0 
<'k, 1'>~0 

(impossibilité 

Un raisonnement complet (dans le problème analogue des tout petits diviseurs) 

figure au §9.1. Le lecteur qui souhaiterait s'assurer par lui-même de la validité 

du raisonnement dans le cas des petits diviseurs (proposition 8.1.3) est invité 

à commencer par le cas le plus simple, à savoir: 

X A -t- t. B 
(8.1.43) 

3 3 

A - ~ /( (:x) 
{J. 8 L B;laJ 9 - / -i; t J::i:~ i:I d::t• \ 

avec 

(8.1.44) Â-a. l À 3 M.!tô.l1h"'e!2. M.~,.~'\j 

B"' l2.1,,o,,o) ::.:D / 8, (l:j JJ°""""' ~~ l:...~O-M-4 {,i,=-1,.1,.3) 

et à envisager des changements de variables tr élémentaires mais bien choisis. 

8. 1. e. Coexistencè de la nihilence et de la résurgence. Paramètres de nihilence. 

On vient de voir que la nihilence totale (~f= e,+) empêchait la résonance 

de produire son effet habituel -- la résurgence -- et qu'elle détruisait par l~

même les invariants holomorphes. Mais lorsque la nihilence est parti~lle ( ~e. < e+) 
la résurgence subsiste et les deux phénomènes se superposent sans interférer: on a 
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d'un côté la nihilence, qu~ (si du moins elle est active voir ci-avant) engendre 

des invariants métaholomorphes et de l'autre la résurgence, qui engendre toujours 

des invariants holomorphes, lesquels se lisent sur l'équation du pont. 

Nous rencontrerons dans la suite de nombreux cas de coexistence nihilence

résurgence à propos des objets isochores ou hamiltoniens qui présentent de la 

résonance extrinsèque (voir§ 8.3 et§ 8.4). Mais nous pouvons sans attendre donner 

un exemple élémentaire. Soit un champ 

..., 

(8. 1.50) X L. x. (-x..) ~ (X, (:tJ ,,. 1, :ici+ . . . ) .. 
,:d. d:X..• • 

présentant deux degrés de résonance positive, par exemple 

(8.1.51) 

mais un seul degré de nihilence 

0 

où les 1 Ld) désignent les coefficientsd'une forme prénormale du champ X 
V 

(8.1.53) X :::::- ~ 

Alors, à toute graduation c3i et à tout rayon propre O correspond une 

intégrale formelle : 

(8.1.54) 

d'un type un peu inhabituel : 
~V-'l. 

partie de a_ et non de 

1~ Z: du second membre 
'?/ v- t 
c.'.'l'.. et le paramètre 

nihilence et lié à l'intégrale première Je. "", '»\,. 
~I t ' 

que dans les composantes 

est en effet étendu à une 

, dit paramètre de 

figure tant dans les blocs 
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(8.1.55) 

(8.1.56) 

Ici les sont comme d'habitude linéaires en 

'l'L (ou sous-linéaires pour ,i, ::-0 ) mais ce sont des séries entières en Ay_, et 

(*) 
non plus de simples scalaires 

Les composantes cp 1'\.( '?)) sont résurgentes en ? et on a 1 'équation du pont 

(8.1.57) 

avec des opérateurs différentiels invariants 

(8.1.58) 

et bien entendu 

(8. 1.59) 

pour une bien choisie, 

Si, plus généralement, X présentait e+ degrés de résonance positive, 

e_ degrés de résonance virtuelle, et de la nihilence partielle de degré r< f!.+-., 
on verrait apparaître q- paramètres de nihilence, notés ...u..,_r 1 ••• J U.v_1 , qui 

s'introduiraient dans les (JC,...:, et les q>"II\ , et les opérateurs invariants u=\c.v 
auraient la forme 

(8. 1.60) 

(*) On peut aussi présenter l'intégrale formelle d'une manière légèrement différente. 

Il faut d'ailleurs distinguer plusieurs sous-cas. 
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-
avec pour coefficients A~ (,v.} des séries formelles en les - e_ -1 derniers 

paramètres .U-: (sur lesquels f!_ seraient associés à la résonance virtuelle et 

e+-~ se partageraient entre la résonance positive et la nihilence). 

Les opérateurs ,f/w constit~ent, comme d'habitude, des systèmes complets 

d'invariants holomorphes, à quoi s'ajoutent ici, quand la nihilence est active 

(i.e. quand la condition de compensation (8.1,37) - (8.l.37bis) n'est pas remplie), 

des invariants métaholomorphes. 

Paramètres de nihilence: 

En résumé, on voit que la nihilence 

(i) introduit un nombre r (égal au degré de nihilence) de paramètres de nihilence 

a 1.~ ,--~-,:,TM'f'.;.r _, qui correspondent aux intégrales premières de l'objet 

(champ ou difféo). 

c~1 (ii) modifie quelque peu la forme des blocs élémentaires ~ 

,~ puisqu'elle y fait entrer les q- paramètres de nihilence. 

et des composantes 

(iii) n'abolit (quand elle est partielle, i.e. quand U""< {t- ) ni la résurgence ni 

l'équation du pont et ne change pas la forme des invariants holomorphes //tw . 

Remarque terminologique: pourquoi la "nihilence 11 ? 

Nous avions songé au début à qualifier de "dégénérescence" ce que nous nonnnons 

ici "nihilencell, mais nous avons dû y renoncer, car le terme de dégénérescence est 

par trop ambigu. Dire par exemple qu'un champ singulier X est dégénéré signifie 

simplement que sa partie linéaire a un déterminant nul et par suite que l'un au 

moins de ses multiplicateurs l 1, est nul. Mais c'est là un cas particulier, très 

banal, de résonance, sans aucun rapport avec la véritable nihilence, qui est une 

condition infiniment plus forte, portant sur les jets de tous ordres: la nihilence 

implique en effet la nullité totale ou partielle du champ réduit (de première 

génération ou d'une génération ultérieure), En langage imagé, on peut dire que les 
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objets dégénérés (champs ou difféos), ont quelques termes, parmi les tout premiers, 

qui leur manquent, tandis que les objets nihilents recèlent des trous béants et 

sont comme tissés de néant. Ce que le terme de nihilence rend à merveille. Comme 

enfin la nihilence se trouve associée à un phénomène très spécifique (petits divi

seurs) et que c'est l'une des deux grandes sources d'invariants métaholomorphes, 

elle mérite bien de porter un nom spécial. 

SECTION 8.2 : NIHILENCE INDUITE PAR DES FORMES DIFFERENTIELLES. RESONANCE INTRINSEQUE 

ET RESONANCE EXTRINSEQUE. SUPERPOSABILITE DE LA RESURGENCE ET DE LA NIHILENCE. 

La nihilence, comme on vient de le voir, est une condition extraordinaire-

ment forte - si forte que les champs et difféos rencontrés en pratique n'ont aucune 

raison de la satisfaire, à moins que ces objets ne laissent invariants des formes 

différentiel les ~ A 0 1 I t'J' '\. ✓ • • • I l'\.. 

Pour un champ X , cela veut dire que la dérivée de Lie associée annulle 

les formes : 

(8.2.1) 

et pour un difféo J cela 

à 'l; ) : tution de 

(8.2.2.) 

Lx. O"-= o 
veut dire que chaque fonne est stable pour F (substi-

Dans la suite nous raisonnerons sur des champs et nous supposerons unique 

la forme invariante e , mais il va de soi que tout s'étend aux difféos et aux 

systèmes de plusieurs formes invariantes. 

Soit V la dimension du champ. Pour toute partie P = { ,t\. < A.'.1. <. •.. ,,;,11.1 

de l'ensemble { 1; t 
1 

•• • 
1 
V} posons 
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(8.2.3) /\ 
d. 'X,,. 

Il 
d. xi.,. 

. . . 
;r. ;,t.. ~,. '"-

p 
~ est une lt -forme homogène de degré 0 . Par définition, une r-forme homogène 

positive est une forme du type 

(8.2.4) L 
c.o.J...P:::IL 
li ""-li -= A_ 

la somme étant étendue à des multiindices '1)\. = [ '»\,,, '™--i., •.. ., 1'1.v \ de 

coordonnées entières positives et de même somme ( Il '»li/ = ~tk. =A_) 
_, 1P 

Une telle forme différentielle a ses coefficients dans ~~ ... l:v) (J... C %,r"t x., 1 . 
sont tous ) ô , alors les coefficients de & sont dans Lorsque les 'ln~ 

ce tx,, .. . ., 'Xy J et on dit que & est fortement positive. En pratique, on a aussi 

besoin des formes 8 qui ne sont que (simplement) positives. 

Comme le montre J.-P. FRANCOISE dans [f~.1],l'avantage de se restreindre aux 

formes différentielles & homogènes, c'est qu'on peut prénormaliser les objets 

&-invariants par des changements de variables eux aussi 6 -invariants. 

Proposition 8.2.1. (J.-P. FRANCOISE; prénormalisation &-invariante) 

Tout champ X qui laisse invariant une forme différentielle 8 homogène 

positive : 

(8.2.5) D 

peut être mis sous forme prénormale (6.5.4) par un changement de variable formel 

l qui est lui-même &-invariant 

(8.2.6) H. 8 

Démonstration succinte 

On commence par montrer l'existence d'un changement de variabl~ f linéaire, 

ê-invariant, et qui mette la partie linéaire de X sous forme de Jordan: 
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V 

'/ -=:;::-··••.---- - r 7 1 ;:;) '\ (8.2.7) /\ > ! t\ . l~ t· 'Ï.. ·X· -1-b-( :X.) t (~ t- ô .n,...1) ; ' -- .,,-~ ---.. ~-···- î -t ' 1.--t-,{ ?:t.: ' i ::: -1 / 

On montre ensuite que si la décomposition (8.2.4) de ê est irréductible (autrement 

dit si aucun changement de variable ne peut réduire le nombre de 0P qu'elle cornport(,J 

;1ll)t"S i'l chaque multiindice 'ni.. figurant dans (8.2.4) avec un coefficient !Xlfi,t; p 

non nul correspond une relation de résonance des multiplicateurs J. .. 

(8.2.8) - () 

Supposons pour simplifier que la forme de Jordan (8.2.7) soit diagonale 

( !~ ;:::D) et désignons par Jl l'ensemble des combinaisons e~tières des multipli

cateurs Â~ Le champ X s'écrit alors sous la forme 

(8.2.9) X 

avec 'i. :: 1 (ce t n'est là que pour suggérer une récurrence) et avec 

V 

(8.2.10). ox = ~ }. ~i. 
'& - ~~ &;;..é~~ X 1. 

d::\':. ~ =-1 

et enfin 
V xw L ¾ L t. ')\ 0 (8.2.11) :X. A.."11. l.. X· - 1. h~ (11, À) =w '::: -f 

Xwest dit partie 6.J -homogène de X. (Pour w::: D , on doit calculer X" en 

excluant de la somme (8.2.11) les multiindices hl nuls, car ceux-ci correspondent 

à la partie linéaire de X, qui n'est autre que
0X et qu'on a déjà comptée à 

part). 

Cherchons le changement de variable formel ! sous forme exponentielle 

~ 
t;,C 

r. '\ H, ) (8.2.12) '-X~ H ef-/t-( z:. 
t=1 

pour dc,s champs de vecteurs formels Hi supposés sans partie Ô-homogène 

(8.2.13) H1 - L HA, - i w,:f:O 
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Supposons que t mette X sous forme prénormale 

e,C> 

'/ 
o y c __ /--_ 

(8.2.14) = 0 X + Y / 
/ 1-=1 

C ~O 
avec X comme en (8.2.10) et avec un champ / 

pas forcément avec la partie 0-homogène Xe> de X 
Ô-homogène mais ne coïncidant 

On aura alors : 

(8.2.15) X + LX/ H 1 + ti [[_X/ H] H J +- 31 ! [[[ XI H J M ] H 1 + ... = y 

Tenant compte de (8.2.9), (8.2.12), (8.2.13) et (8.2.14) on trouve en identifiant 

dans (8.2.15) les tenues en f et 

(8.2.16) 

(8.2.17) 

et en identifiant les termes en r1 

(8.2.18) ... 

Or il est immédiate que tout champ ~ -homogène R,w vérifie 

(8.2.19) 

Par suite l'identité (8.2.18) fournit une récurrence qui permet de calculer 
{,,/ 

H, pour tout , et tout : il suffit de diviser par W le second membre 

de (8.2.18). Si d'autre part on choisit, corrnne nous l'avons fait, de prendre 

H
o 
\ = 0 , les champs Y~ entrant dans la forme nortnale se trouveront automatiquement 

déterminés. Reste à montrer que le champ H et par suite le changement de variable 

t sont G -invariants. On observe d I abord, à partir des relations de résonance 

(8.2.20), qu'un champ ~-invariant a automatiquement des parties W-homogènes qui 

11 
- ~ . . ()'c) 

sont e es-memes 11 -1nvar1.antes : 

(*) c'est là qu'intervient l'homogénéité de ~ 



(8.2.20) 
\ 

.::; 0 / 
' 
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_o 

Il en résulte que les Xw sont ê-invariants, donc aussi les 
r..., 

donc aussi les H t. d'après (8. 2 .17) et plus généralement les 

Proposition 8.2.2. (Résonance et nihilence induite) 

H~ d'après (8.2.16), 

Hï d'après (8.2.19). 

Tout champ X qui laisse invariant une forme différentielle homogène positive 

8 présente automatiquement de la résonance (positive, de première génération) et 

de la nihilence (de première génération). Cette résonance et cette nihilence sont 

dites induites par e . Le degré e; de résonance induite est égal au nombre de 

relations (8.2.8) indépendantes (*). Le degré <J'ô de nihilence induite peut, selon 

les formes être égal ou inférieur à • Autrement dit, la nihilence induite 

peut être totale ou partielle. 

Le calcul exact de e; et 

0 de et sur la (ou les) forme(s) 

réduit x/1.tJ. laisse invariant 

(8.2.21) 

<r& repose sur les décompositions irréductibles 

011.&J.. qui se déduisent de e et que le champ 

Plutôt que d'entrer dans les détails, mieux vaut passer en revue une séri~ 

d'exemples illustrant les cas les plus typiques. Commençons par les Ô-forrnes, 

c'est-à-dire par des g qui sont des polynômes homogènes en X. 

Exemple 1 

(8.2.22) e 
On a manifestement Et 

• 
. La nihilence induite est donc totale . 

(*) relativement à une écriture irréductible de e . 



Exemple 2 

f'l. 

(8.2.23) G - L= ri· ~ 
z.. 

~ =-1 

indépendants, on a en général 
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1>\_ l 
. . 

rt.. ' 1>t~ L_ 1),\.~ 

- c( :l'..i ... :i:.y ' Z:l 

et n.. (Y . Si les multiindices 'l'rt' sont 

(*) _ lL .. En revanche on a toujours 

Ici la nihilence induite n'est que parti~fle. 

Passons maintenant aux 1-formes. 

Exemple 3 

(8.2.24) 9 

On a e, = ~ = 1 . La nihilence induite est totale. 

Exemple 4 

(8.2.25) 

On a . La nihilence induite est partielle. 

Exemple 5 

/'I. 

(8.2.26) e L 

On a en général Eê-= q; 

Exemple 6 

. La nihilence induite est à nouveau totale. 

(8.2.27) 

(*) Mais on peut avoir e6-< l't. 
exemple pour ~ .::: c,( ~ t- o( ~ 

1 1 1. l. 

Sl 

ou 

& n'est pas irréductible. C'est le cas par 

~ ::::: o(
1
'l ~l 'l t 7. o(

1 
OI,_ X1 X,_ T (J(,_t X,_t 
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est égal au nombre de 

auxquels correspondent des 

est donc le plus souvent partielle. 

Examinons maintenant quelques !..-formes 

Exemple 7 

(8.2.28) 

non nuls tandis que ~ est égal 

non nuls. La nihilence induite 

On a toujours e,. -:: ~ = 1 • La nihilence induite est totale. 

Exemple 8 

(8.2.29) 

On a e :2. mais 
9 

Exemple 9 

(8.2.30) ê -

Ici ~& = ~ :A. 

n.. = -.J/'1.. / ()( è ::: 1. 

symplectique 

V-9-= -f • La nihilence induite est partielle. 

IL 

L /\ 

La nihilence induite est totale. Pour V pair, 

et , cela couvre le cas de la forme 

Pour terminer, examinons les formes de degré maximal, c'est-à-dire les 

'J -formes : 

Exemple 10 

(8.2.31) 8 :::: 
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On a ici un degré de résonance induite, correspondant à la relation <,'h\
1
~;>::: 0 

et un degré de nihilence induite. Soit t't, = ~ = -1 

totale. 

. La nihilénce induite est 

Exemple 11 

(8.2.32) 

Si les multiindices m' sont linéairement indépendants, on a e9, :-IL 

La nihilence induite est donc partielle. 

Remarque 1. (Résonance et nihilence extrinsèques) 

mais G'i = 1. 

Il est bien clair qu'un champ X laissant stable une forme différentielle 

0 peut présenter un degré de résonance e supérieur à ft On dit alors que X 
possède L 

' .!- = e -t'. t1 
degrés de résonance extrinsèque. De même, le degré 

de nihilence V- peut excéder le degré tTg. de nihilence induite. On parle alors 

de nihilence extrinsèque. 

Remarque 2. (Résonance et nihilence induites de deuxième génération) 

Soit par exemple un champ X laissant invariant la V-forme homogène positive 

(8.2.33) s 
avec o(~ =/: 0 et 

1)\. i. (1,,. 0,,,0
1 

-1 ./'n1.~) - ~y/ 

(8.,2. 34) m'- ==(011,,ô 
"l m. t) ~~ 4-CJ 

11>tt1 • • • I 

3 
==-(010111 

3 1it!) 
11-nt"ll = llm'L/1 =-llm3 /l 

m lfrt. 'f I ••. J 

La forme e induit trois degrés de résonance positive 
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(8.2.35) 

En l'absence de résonance extrinsèque, l'algèbre réduite Jt-1\Lcl s'identifie à 
,fl,t è. 

avec 1if'4 = ::t.. • Quant au champ réduit, il s'écrit 

(8.2.36) xllt.&_ 

avec B-t.(1cJ); Ô,_("-0)1 B'!Jw} t: <'.L[[.w,,w-1, w 1 ]] et B1 (ô):: ls"'-lo/=B1 lo):O 

On s'assure que le champ réduit laisse invariante la forme B11.iu:L 

(8.2.37) 

Autrement dit : 

(8.2.38) L 
X11.e.J. S,,_Cd. 0 

l 

Posons 6~ l-0) - L B.. ·,f}/; + t>(w) 
J -=-" 

.. d i 

Les relations (8.2.38) impliquent alors 

(8.2.39) - D :-D 

Le lecteur vérifiera que cela induit, pour tout rayon propre O , de la résonance 

sur les directeurs, dite résonance de seconde génération, et aussi de la nihilence 

de seconde génération, autrement dit l'existence dans l'algèbre éclatée 

d'éléments.annulés par X~ül.. 

Ici, du fait de la forme très particulière des 1)1..~ , il n'existe génériquement 

qu'une seule graduation 3-i , mais la résonance-nihilence induite de seconde généra

tion persiste pour tous les (~ 1 O) même lorsqu'il y a plusieurs 3i . Et ceci vaut 

également pour les générations d'ordre supérieur. 

Notons, pour clore cette remarque, qu'il faut soigneusement distinguer ces 

phénomènes de la résonance héréditaire, avec laquelle ils n'ont rien à voir. La 
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résonance héréditaire, que nous avons rencontrée au §6.6, ne supposait nullement la 

nihilence. 

Propos~;j~~n 8.2.3. (Û-invariance des opérateurs tflt.J) 

Soit ê une forme différentielle homogène et soit X un champ 9-invariant 

(i<) 
dont la nihilence n'est pas totale . Soit 

(8.2.40) 

une intégrale formelle du champ X et soit /{ • ., les opérateurs différentiels 

invariants qui interviennent dans l'équation du pont : 

(8. 2 .41) 

Le changement de variable X: = Xi l~1-«) permet de considérer & comme 

une forme différentielle en et donc de lui appliquer les dérivées 

de Lie 

tJ el: les (A.i 

L,R . Faisant cela, on constate la 9 -invariance des /11
41 

: 
4J 

(8.2.42) ô 

Preuve 

Soit X une forme différentielle en ;t 1 1 • •• 1 ::tv et à coefficients analy-

tiques, c'est-à-dire appartenant à (L { ~t ., ... ., ~V J . Le changement de variable 

:: l'.t (~o/ fait de X une forme différentielle en ~ / M 1 1 • • • J Av .. , . Or 

~~ est résurgent en ~ . Etant analytique en X.., "!,, , la forme ,Y est -... ' •.. ., ""v I"' 

donc résurgente en O et il est permis de la dériver étrangèrement (end). Le 

calcul donne 

(8.2.43) 

(*) Rappelons que ceci peut se produire dans deux cas : quand il y a nihilence 

extrinsèque ou quand la nihilence induite n'est pas totale. 
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La formule (8.2.43) généralise l'équation du pont. Il suffit de l'établir pour 

(;: :::: -f, 1.). 

• 
(8.2.44) 6w ' J 'l'.i 

• 
car /J.,.., commute avec les 

··.1"} ce qui est facile. En effet 
/ 

• 

- rJ [l(,J .::t· 4 

0 
~l(• 

(évidennnent !) mais aussi avec les 

' 

: 

(puisque 

c'est une dérivation étrangère pointée). Portant (8.2.41) dans le second membre de 

(8.2.44), on trouve : 

(8.2.45) = 
Ce qui s'écrit 

LA 
t.J 

(8.2.46) 

D'où la relation générale (8. 2 .43), que nous allons maintenant appliquer à X-::. e. 
(8.2.47) 

Mais, par hypothèse 

(8.2.48) 

Or, par rapport aux variables ?1 I M I J , •• ~ Av., le champ X s'écrit tout simple-

ment . L'identité (8.2.47) exprime donc la constance en i de la forme 

ou, si l'on préfère, la constance en 1, des coefficients de e (*). Cette constance 

entraîne la nullité du premier membre de (8.2.47). D'où l'identité (8.2.42). 

Bien qu'au fond la e -invariance des invariants holomorphes /ltt,.J soit presque 

évidente, elle n'en revêt pas moins une extrème importance, comme nous le verrons 

aux sections suivantes à propos des objets isochores et surtout hamiltoniens. 

(ic) Car & comporte en général des termes en 
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SECTION 8.3 CHAMPS ET DIFFEOS ISOCHORES. ISOCHORIE DE LA RESURGENCE. 

8.3.a. Résonance intrinsèque et résonance extrinsèque. - -
Un champ X ou un difféo J est dit isochore s'il conserve la forme de 

volume 

(8.3.1) 9 V = lx , /\ d. 1: t. /\ d.-.r'I 

Pour un champ X LX, (-xJ 9 cela se traduit par -
~i -

(8.3.2) 
V Lx. 6 _ D c'est-à-dire 

V 

L 
è. :::d 

et pour un difféo cela donne 

(8.3.3) c'est-à-dire 

Raisonnons pour fixer les idées sur un champ X . La relation (8.3.2) 

n'implique, pour la partie linéaire de X , que la nullité de la trace et rien 

d'autre. L'isochorieinduit donc un seul degré de résonance: 

(8.3.4) 

Cette relation implique tous les multiplicateurs et s'oppose à l'existence de 

résonance virtuelle (f_ ::: 0) . En effet, tout résonnateur 1J't_ : 

(8.3.5) 0 

même si ses coordonnées ~~ sont de signe.tmixter )peut s'écrire sous la forme 

(8.3.6) 

Le résonnateur .-»t" a ses coordonnées toutes positives et le résonnateur 1)t aussi, 

du moins si ~ est assez grand. Donc et leur différence 1it appartiennettt 

tous trois à l'espace ~ +

Par suite : 

engendré par les résonnateurs à coordonnées positives. 
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(8.3.7) 

Pour les objets icochores, la décomposition habituelle 

(8.3.8) {résonance virtuelle + résonance positive) 

devient donc caduque et c'est la décomposition 

(8.3.9) (résonance intrinsèque+ résonance extrinsèque) 

qui est pertinente. Ici U vaut toujours 1. et désigne l 'u,nique degré de 
C. ~t-· 

résonance induite, ou intrinsèque, correspondant à la relation (8.3.4). Quant à 

LJ , ou degré de résonance extrinsèque, il est égal au nombre de relations 
C.ex~ 

(8.3.5) indépendantes de (8.3.4). 

8.3.b. Objets icochores sans résonance extrinsèque. Invariants métaholomorphes. 

Soit X un champ icochore sans résonance extrinsèque. Donc 

D'après la proposition 8.2.1 il existe un changement de variable~ formel et 

isochore, qui met X sous forme prénormale : 

(8.3.10) X 

avec '1,tJ'" et é lCCwJJ 

D'où un champ réduit 

(8.3.11) XA.d -- ~ 

Mais puisque ~ -:V 
est isochore, la forme de volume ~ s'écrit encore 

dans les coordonnées et la relation (8.3.2) implique 

V V 

(8.3.12) .:::: L /Llw) -r-! -w-i AL (w) 
t:/ ,:1 ~W' , 

A cw) 
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D'où . Le champ réduit est donc nul. Ainsi la nihilence 

induite par la forme de volume 9V est-elle totale, comme on l'avait déjà signalé 

à propos de l'exemple 10 du §8.2. Le champ X ne possède donc pas d'invariants 

holomorphes (autres que les invariants formels). Tout au plus possède-t-il des 

invariants métaholomorphes, si la nihilence est active, c'est-à-dire si la condition 

de compensation (8.1.37) + (8.l.37bis) n'est pas vérifiée. 

Ici, la nihilence n'est jamais active pour V-'-t Pour V :::: 3 , elle ne 

peut l'être que lorsque 

presque toujours. 

sont alignés. Pour V~~ elle 1 'est 

8.3.c. Objets isochores avec résonance extrinsèque. Coexistence des invariants 

holomorphes et métaholomorphes. 

Pour montrer comment la résurgence et les invariants holomorphes surgissent 

dans le sillage de la résonance extrinsèque, nous allons traiter un exemple à la 

fois simple et typique. 

Supposons tout d'abord qu'il n'y ait qu'un seul degré de résonance extrin-

sèque 

forme 

(8.3.14) 

et que l'unique relation de résonance extrinsèque revête la 

Le champ isochore X possède alors une forme prénormale isochore du type 

V 

(8.3.15) X L xt (tv) f ~ -
i.: i .. d'~: 

et il lui correspond un champ réduit de la forme : 

(8.3.16) 

avec 
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xi1···/x1l/\_.,,A1. ~ a:-:cc~_, ✓ t«f~JJ 

(8.3.17) 1\.-i c-wJ = Xi (Aù) t- X.,_ cwJ t- _ - . Xv-, {1JJ') 

A'I.. cw-J = Xv {-tJr) 

Â 1 {w) et Â1.. ( v.1-) ne comportent jamais de termes constants mais, dans le 

cas générique, ils comportent une partie linéaire 

--
(8.3.18) 

De la relation 

(8.3.19) 

on tire 

(8.3.20) 
/j V 
u d.w /\ J.. ... ~ 11.tJJ.. - 1 -~,. 

De (8.3.20) on tire 

(8.3.21) 

ce qui entraîne 

(8.3.22) D 

D'où essentiellement quatre cas 

Premier cas. 

Moyennant une dilation sur les ,W-~ (pouvant elle-même être induite par une 

dilation sur les 't.: ) on peut supposer que • On a alors : 

(8.3.23) xl\.eÀ. 

Le champ réduit X 11.td.. possède trois rayons propres 
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(8.3.24) / Û Il :;;.; { -1 ✓ - 'f) 

et il se trouve que chacun d'eux possède pour directeurs 10 = ---t ,,, l, = 3 

Deuxième cas. 

Moyennant une dilatation sur ~~ 

sur ~V ) on peut supposer 

(obtensible à partir d'une dilatation 

. On a alors 

(8.3.25) 

Le champ réduit x~e.J possède un unique rayon propre non dégénéré, à savoir 

[ ;:::;. ( ô1 1) , de directeurs et et un rayon propre dégénéré, 

à savoir tl :=. (-1_,0) , de directeurs indéterminés. 

Troisième cas o. 

Ce cas est exactement symétrique du précédent. 

Quatrième cas : 

Le champ réduit X 11.e..cl. est alors de niveau f ~ 'l . Ce cas se subdivise 

en plusieurs sous-cas, selon les valeurs de f- . 

Les cas 2 et 3 sont les plus simples, car le champ réduit ne possède qu'un 

seul rayon propre non dégénéré. Par suite x4d et donc X lui-même ne possèdent 

qu'une seule intégrale formelle. Raisonnons par exemple sur le deuxième cas et 

considérons un champ isochore 

(8.3.26) X + 'i:. ID 

somme d'une partie élémentaire (mais non linéaire) 

{8.3.27) 

et d'une perturbation homogène [!) 
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(8.3.28) [) 

LI isochorie de X entraîne celle de 
0X et (D et elle impose 

Dy 
Le champ élémentaire /\ 

(8.3.30) 

.,.... _ô 
Ly_l 

possède une intégrale formelle 

C}v = o) 

( 'r:'v = -1) 
D :;JC. ( 7) Î M.) du type 

et le champ complet X possède une intégrale formelle X l~ ,,~ du type 

(8.3.31) 

avec 

"k -11v-, 1\\, tcv 6 ~[Cf']] A = AA, ,U.1/-1 
. 

/ 

" 
(8.3.32) w - <~,Â> - L ?t. :t 

'i.=1 

y-

"t- - < 1)\1'?-> -= 7 t>t • 7:'.· ~=• ~ " 

et avec des séries formelles f~ l~) solutions du système : 

("' t- }b ) ( {. ifA) ) 
'?:' 

{ 1:; ~· ~ (à) + D(_~) (8.3.33) = i 
qui, compte tenu de et de "tï + • · · -t;_1, =- 1. , équivaut à 

(8. 3. 34) { 

~ + ; ï ~\ J ( t l,) + ~ t~ ll)} 

Les t ( i) sont résurgentes en 

d'agir sur' elles est jr.v avec 4J 

de Borel aux séries 

~ et la seule dérivation étrangère susceptible 

comme en (8.3.32). Appliquant la transformation 

et prenant leur résidu au point S =: 4J , on 



450 

calcule aisément, au premier ordre en 'i. , 1 'opérateur invariant Qf w . Plus 

précisément, on a comme d'habitude l'équation du pont : 

• 
(8.3.35) 11 

"' 
avec un opérateur invariant de la forme 

v-1 ' 
(8.3.36) /Aw lt\. { A: ~ 2: Ad ;;l f - .,/,1... - +- f.J.. - -di f=I 

(,v J '3u· 
d 

dont les coefficients valent, au premier ordre en t 

(8.3.37) 

. . 1· 1 • ' DX Si maintenant, au ieu d aJouter a une seule perturbation homogène {D , 

on ajoutait une série de telles perturbations, on obtiendrait des opérateurs 

invariants J:lw de la forme : 

(8.3.38) M. 
,U 

i.. "'-/l '> -= (v 

Al 
avec des coefficients '4.1 •,t,. 

I 
scalaires. Après le changement de paramétrage 

(8.3.39) 

l'opérateur (8.3.38) s'écrit : 

avec des coefficients 

"" 'l. \ 

.;;:: !},. {w) ( A: ( .â11• 1) ~ -i- ~A: ( M-:"l} Û; )_ + ,4:/ ( ~-,\ 1 \ L u2.. ., - 1 "' dU• 11 I'\ lr 
1 ° Q ~ "fJI. v-, 

A~ (J;..,_c} qm cette fois appartiennent à ( [[ ...Zv .. JJ 

(8.3.40) 

et avec un facteur monomial 

(8.3.41) 

sans terme en et parfaitement déterminé par 4J puisque 
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(8.3.42) 

On retrouve bien pour i4fw l'expression générale (8.1.58). On relève en particulier 

que les coefficients de /f.tw se présentent comme des séries formelles en 

(paramètre de nihilence). 

On peut évidemment pousser les calculs jusqu'à n'importe quel ordre en ~ 

puis faire 't-:: 1 et sommer, car on a convergence. Ceci revient d'ailleurs à 

appliquer les formules générales de 8.4.e-On obtient ainsi la valeur exacte des inva

riants holomorphes fR0 grâce à la formule (8.4.54) et (8.4.55). 

Le troisième cas ( 411 =/; 0 / A.,.t. = o) 
et se traiterait exactement de même. 

Le premier cas ( A.11 .:f:: O / O.u 4, ô) 

est symétrique du deuxième 

se traiterait aussi d'une manière 

analogue, mais avec cette différence qu'il faudrait considérer séparément les 

trois rayons formels { 1 ~ // Q li signalés plus haut et attacher à chacun une 

intégrale formelle différente. On commencerait comme d'habitude par résoudre le 

système dynamique associé au champ réduit c)( .. .,J. 

du champ X . Ce système s'écrit : 

(8.3.43) { • 
'W" 'l. I w,_ 

et il implique 

(8.3.44) 

de la partie principale ox 

On peut prendre la constante ci-dessus comme paramètre de nihilence et la noter 

.u.,_, On tire alors de (8.3.43) et (8.3.44) les équations différentielles : 

{ ~\ )'" ; ~i )'t 't ..u. v-, w-t 
1 .U.v-1 ~ ,U,\.\. ~-(8.3.45) 

• ) 1- ~t 't \1 
.,.._~ d..JI. I\M.~~u.. 

~,. - + U.v-1 1.J/,_ 

Pour chacun des trois rayons propres , ces équations admettent 

une solution unique qui soit de la forme : 
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(8.3.46) 

Connaissant l'intégrale du système dynamique réduit, on résout (par simple quadrature 

et en introduisant V~ t. nouveaux paramètres notés ..lA11 •• • ,, M v-1.. ) le système 

dynamique complet associé à 
O X . A partir de quoi on peut raisonner exactement' 

comme nous avons fait dans le deuxième cas (pour 4.11 =: D / a_,.,.# D ) . 

Reste le quatrième cas . Il faut ici dinstinguer 

plusieurs sous-cas selon la valeur du niveau f- du champ réduit, mais la démarche 

reste la même. 

La démarche resterait encore la même si on prenait, en guise de relation de 

résonance extrinsèque, non plus mais : 

(8.3.47) 

Cette fois-ci, il faudrait prendre comme variables réduites 

(8.3.48) 

A ceci près, rien ne changerait. 

Si enfin on considérait une relation de résonance extrinsèque de type général 

(8.3.49) 

où même plusieurs relations de ce type, le champ réduit posséderait en général 

plusieurs graduations~ , qui chacune posséderait un ou plusieurs rayons propres 

O , qui chacun déterminerait une intégrale formelle avec tout son cortège d 'inva

riants holomorphes. A ceci près, les résultats resteraient les mêmes. 

Bien entendu, quand on a E.tl!.ilence active (voir §8.1) des invariants méta

holomorphes apparaissent et viennent se superposer aux invariants holomorphes. Cela 

ne se produit jamais quand , Y - J/ ::::: 1. 
l t.Kt-

, mais cela arrive parfois quand 

et presque toujours quand 
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8.3.d. Isochorie de la résurîence 

Dans tous les cas, les opérateurs invariants /AIJ des champs isochores X 
sont eux-mêmes isochores. Autrement dit, ils vérifient 

(8.3.50) 0 

V 
où e désigne la forme de volume (8.3.1) exprimée en fonction de ~ et des ./J., 

L'isochoriedes invariants Jl résulte de la proposition 8.2.3. Le lecteur pourra 
Cû 

vérifier cette isochorie dans l'exemple traité ci-dessus, à partir des formules 

(8.3.30) et (8.3.37). 

Remarque : Nous n'avons guère parlé que des champs dans cette section, mais il est 

clair que tout (y compris l'isochorie des invariants j\ ) s'étend aux difféos. 
-- C,J 

SECTION 8.4. CHAMPS ET DIFFEOS HAMILTONIENS. CALCUL DES POTENTIELS DE RESURGENCE. 

LA MYSTERIEUSE INVOLUTION HAMILTONIENNE. 

La classification analytique des objets hamiltoniens est au début tout 

analogue à celle des objets isochores. Aussi passerons-nous très vite sur les pré

liminaires, quitte à nous étendre sur la grande nouveauté du cas hamiltonien, à 

savoir l'existence de potentiels de résurgence, explicitement calculables à partir 

des potentiels (au sens ordinaire) dont d~rivent les objets étudiés. Le lecteur 

pressé est invité à aller droit à l'alinéa 8.4.e, qui contient l'essentiel (propo

sitions 8.4.1 et 8.4.2). 

8.4.a. Résonance intrinsèque et résonance extrinsèque. 

paire 

(8.4.1) 

Un champ X ou un difféo g est dit hamiltonien s'il est de dimension 

V= 2..v1 
et s'il conserve la forme symplectique : 

Autrement dit 
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(8.4.2) ou 

Pour un champ X cela entraîne l'existence d'un potentiel 

'Je t. (L t 'l.' r . . ., X V 1 

(8.4.3) xi (X) _ . 
.) 

et pour un difféo ( ;li t-, :i; = l lx)) cela entraîne l'existence d'une 

"fonction génératrice" 

(8.4.4) 

telle que 

(8.4.5) r 

,) 

Raisonnons, pour fixer les idées, sur un champ hamiltonien X. D'après la 

proposition 8.2.1, on peut trouver un changement de variables hamiltonien qui mette 

la partie linéaire de X sous forme de Jordan. Appliquant (8.4.2) on voit tout 

de suite que l'hamiltonicité induit V/~ degrés de résonance, dite intrinsèque 

(8.4.6) _o 

Ces relations impliquent!.~ les multiplicateurs . Par suite, tout conmie pour 

les champs isochores, il ne peut pas y avoir de résonance virtuelle (t'_:O) mais 

seulement de la résonance intrinsèque ou extrinsèque 

(8.4.7) 

8.4.b. : Objets hamiltoniens sans résonance extrinsèque. Invariants métaholomor~bes
1 

Soit X un champ analytique hamiltonien sans résonance extrinsèque 

D'après la proposition 8.2.1 on peut trouver un changement de varia-

(~~) . X . 
formel et hamiltonien qui mette sous forme 

{"<) ou, comme on dit parfois, canonique. 
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prénormale ou, ce qm. revient au même, qui donne au potentiel TJf la forme suivante 

(8.4.8) ~ = 

Rapprochant (8.4.8) de (8.4.3) on ~oit tout de suite que pour 

tout l et donc que le champ réduit X,u.J est nul. L'hamiltonicité induit donc de 

la nihilence totale, comme on l'avait déjà observé à propos de l'exemple 9 au 

§.8.2. Le champ X ne possède donc aucun invariant holomorphe (en dehors des 

invariants fonnels). Tout au plus possède-t-il des invariants métaholomorphes si la 

nihilence est active, c'est-à-dire si la condition de compensation (8.1.37) - (8.1.37bis) 

n'est pas réalisée. La nihilence n'est jamais active pour V;:; 2. ; elle peut l'être 

pour V:::: C.,. si les sont tous alignés (par exemple pour les champs hamiltoniens 

réels de la physique) et elle 1' est presque toujours pour V~ C ) . 

8.4.c. Objets hamiltoniens avec résonance extrinsèque. Coexistence des invariants 

holomorphes et métaholomorphes. 

Pour montrer corrn.nent la résurgence et les invariants holomorphes surgissent 

dans le sillage de la résonance extrinsèque, nous allons commencer par traiter 

deux exemples à la fois simples et typiques. 

Prenons donc un champ hamiltonien X n'ayant qu'un seul degré de résonance 

extrinsèque c~~~= 1) et dont l'unique relation de résonance extrinsèque 

revête la forme 

(8.4.9) Â., - 0 

Compte tenu des relations de résonance intrinsèque (8.4.6) cela entraîne 

(8.4.9bis) AV/1.. = ô 

Le champ hamiltonien X étant singulier, le potentiel f"Je dont il dérive commence 

par des termes quadratiques et peut s'écrire sous la forme 
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(8.4.10) + 

avec une pë11:"__~i_e._, princip~}~ ";).{ (1-J° qui regroupe les termes quadratiques et cubiques 

C 
et avec une perturbation ;;/){x.) ne comportant que des termes de degré ~ <,- . 

Quitte à effectuer un changement de variables linéaire et symplectique, on peut 

faire en sorte que la partie principale s'écrive : 

(8.4.11) --
avec l1~,,î"~ ~ CL 

( 1 ~ .t < V/t.) 

D'après notre hypothèse ftJr.~ = 1 
sont rationnellement indépendants. Poür 

, les multiplicateurs 

l <. V/?.. , les 

et sont des invariants formels. Pour , seul le produit Xv1 ,. ;t,,. 

est invariant. Nous supposerons ce produit nul et nous étudierons le cas (parfaite-

ment typique) où • Dans un premier exemple nous suppo-

serons tous les autres ~ nuls; dans un second exemple nous les prendrons quel
'-

conques. Quant à la perturbation ;lJ{x) 

puis quelconque. 

Premier exemple : 

nous la choisirons d'abord monomiale, 

Soit un champ hamiltonien X- "X+lD dérivant d'un potentiel 

avec : 

(8.4.12) 0~ tx:) L ;tt ,X i.TV/"I .. CÀ, +'t', '-v) t. 
.:::::: - ):V/1.. ::tv 

t <.V/'Z. 

(8.4.13) JJ (,:.) 'YI'\. '>'k, '»I. V - i".. '2:. -î. x, ' .. :ty 

Le système dynamique associé à la partie principale 
0X possède une intégrale 

formelle ol ( ~ i ,<;) qu'il est commode de paramétrer de la manière suivante 

(8.4.14) 
{ •x,(},,,.) 

l O X l•¼'l/1-( }, "-} 
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r 
(8.4.14bis) i 

\. 

avec 

{ 
.l(). 

~-·· À. A)_ t 1- V/'I.. - L:'-.,~---
t <. V/1.. 

t,. 

(8.4.14ter) 2-·-U~. - "7::. Lt., + V/'1.. C. 

i. <. V/?.. 

Quant au champ complet X , il possède une intégrale formelle X.(~1 1).) du type 

(8.4.15) 

avec 

(8.4.16) --
et avec des lf., 

' 
solutions du système : 

{c;) +w) t -r:-i. 't:, •x 
(8.4.17) 

(¾ +w) f. = -~ l/'v •x 1 L-tV/1.. 

(8.4.17bis) 
(_f ~ + w) ( • 1-wi- t~ ) =

(},/"' Î ( •:tv t ) 
avec 

(8.4.18) 

c'est-à-dire 

(8.4.19) 

avec 

t <. V/1.. 

l((~ 1 tA) 
_, _, 

+ 11..;, +vn .. l.J_i-tV/1. t_z./) 

- ?t, Kr~,,"-) -· ~::CvT' -ll t'.-t-V/1. ' 

1)1 • 

(:~i (~,,uj) ' 
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(8.4. l9bis) +· 2·.:~ ~i 

t< V/t. 

Désignons maintenant par K (si (,<.) 

et posons 

la transformée de Borel (en â' ) de K C ~., ~) 

.-,J 

(8.4.20) Jt c.u)-= J_ Kc{.)
1 
M.) 

/,,; i ~ 
avec uJ comme en (8.4.16). 

est manifestement de la forme 

(8.4., Obis) 

avec des facteurs rnonorniaux 

(8.4.20ter) Tf 
(. <"lit. 

= TT l,(.;t~V/~ 
l <:.V/"t. 

Cela étant, il est manifeste, au vu des équations (8.4.17) et (8.4.17bis), 

que les solutions lf: sont résurgentes en ?' et que les seules dérivations étran

gères susceptibles d'agir sur elles sont les l:l. d'indice 4J comme en (8.4.16). 
- (.,J 

Des calculs que nous passons donnent pour t 41//1.: 

~ Q ~ 
-;:::/ 

_ 4'ti-tv1t J(, -"t"'. -Il. -À;~) Atu " ôa"t"' "' "-lt'll/1. 

(8.4.21) 
9 
~ 

+ ( Â, +"t"i i-') jf(ù -'dal 

"" 'k / ( ,tt, - 1tl-t Vit ) % t ..t.l... 1,.(. 

"" l-lt 1- V/ -i. 

et pour t. :::: V /1.. 
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(8.4.22) 

avec W comme en (8.4.16) et 

au premier ordre en 'î 

pont. Le calcul donne 

v11.- I v-1 

A "'-l'41) {A~ ? '>-~ :. ~ -c;:;-A' 
(8.4.23) .=: ,<,J.. (Aj - + L_ A (.u) a.; - t- L_ (M} 

w 41 ?} t:::, 41 'du, t~vn 4J 

'tt.(w) 
avec le même facteur J).. qu'en (8.4.20ter) et avec : 

t.. 

(8.4.24) 

A
V/1.. 

w = ô 

et pour l 1 1. .., ... / V'/1. -1 ·. - "::::t 

/J, l f~ 
. 

'{ ~ At ~ _ "i u..~ "'-i+wi. JI:."' + ½. .E_ Aie, 
{ A~tVI'_ 

-û.,tV/1. ê)t.t.1." Îu.;. w 
'lktnl< 

'l 
(8.4.24bis) 

4'1.' À +t. ))., ( 1ti: -1ti:1-w'2.1 lcJ - 4, 

Compte tenu de la factorisation (8.4.20 bis) de~ ces relations peuvent s'écrire 
1. 

(mod t ) 

0 

(8.4.24ter) 
l'V 

-t. 2..-v44., 
dUh"l'-

. 
I 

Notons que le facteur monomial ~(4,) 
ne dépend que des paramètres de 

première génération ».
1 

,lJ.. 
1···1 V/l.-1 

, tandis que les coefficients A~ (~ ne 

dépendent que des paramètres de seconde génération J). tl 
lf/'l. I • •• / V• 1 

. Bien 

entendu, de (8.4.24) et (8.4.24 ter), on tirerait par linéarité, la·valeur modulo 

4i. "- des invariants hi pour une perturbation 0 quelconque et non plus monomiale. 
4.1 
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Quant à la va leur exacte des #te.., , on verra en fin de section comment la calculer. 

Deuxième exemple : 

Considérons maintenant un champ hamiltonien dérivant d'un 

potentiel avec 

(8.4.25) t 'U (x.) -L· ;t. 2 t1-vn l Â, + ~ ::t.V/'l + ¼ Xv) - ZV/'l Xv 'l C. 

'-<,V/t.. 

c,'·, 'k. "k, '1\v 
(8.4.26) ;L) (x.) - -iX - - t:. ::-t 1 •.. ~y 

Comme à l'exemple précédent, on connnence par résoudre le système dynamique associé 

à la partie principale 
0 'X. On remarque que: 

(8.4.27) 0 ( t < V/1..) 

ce qui incite à introduire les paramètres de nihilence 

(8.4.28) --
et à les regrouper dans les blocs: 

(8.4.29) ~ ?.. ù..l +V/1. ' l(V/1. 

(8.4.30) -- L ~ U.t +vn. .. 
\ (..V/1. 

(8.4.30bis) u.'t" - L ~ 
" {..(t 1-V/"t, 

t<..V/'t. 

On peut alors calculer "'X.V/1. et en fonction des blocs 1.).,.. et U't" et 

d'un paramètre de nihilence supplémentaire, noté .Uvl't.. . On trouve : 

(8.4.31) 
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v-i. 
Ces deux expressions étant chacune paire en J.)q- , il n'y a aucune ambiguité du 

fait de la racine carrée. A partir de là on calcule les autres par simple 

quadrature. Il vient pour tout 

.::::::: 

(8.4.3lbis) 

= A i,w, llÏ
1 

LX r-c-t i -s [Ui •x,,,, + 'l'i •:,:~ 1 J ~ ) 

On résout ensuite le système dynamique associé à X . On trouve sa solution -:r.{5,,~) 
sous la forme (8.4.15) avec des fonctions résurgentes o/: qui vérifient des équa

t 

tions différentielles analogues à (8.4.17-17bis) et des équations de résurgence 

analogues à (8.4.21-2lbis)·. Passons sur les calculs (qui sont assez longs et que 

les théorèmes de la fin de section redonneront beaucoup plus rapidement) et indiquons 

tout de suite la valeur, modulo -,:_ 'L , de 1 'opérateur invariant J'.l intervenant 
4J 

,)\{te,} 
dans l'équation du pont. Celui-ci s'écrit comme en (8.4.23) avec un facteur M.. 

défini comme en (8.4.23bis) mais avec cette fois-ci des composantes qui valent: 

A. --w 
(8.4.32) A V/t. -" -
et pour 

. 
=-1 ... 'l I • ' ·1 

(. 

(8.4.32 bis) 

avec une fonction 

(8.4.33) 

et définie par 

(8.4.34) 

t: ÂÂ 

D 

11/z -1 

4',. / 
~ 

{} 
Jt41 -ù u.,n 

de la forme 
~ 

li 
ll'k.d t -t. 

Jt'-' C ""-r , u"t" ,1 M.~ + tt..,l't.) 

TT 
;; <. vr,. 

v 

TT 
t=-1 
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(8.4.35) 

avec t..J comme en (8.4.16). Compte tenu de la factorisation (8.4.33) de Jl-4.> {M.j 

les identités (8.4.32) et (8.4.32bis) s'écrivent 

lk.{1.1)) AD "'-" ""-tw) AV/1. 
(8.4.32 ter){ 

? A-., A 4J r. --. 
,/ ,l.(_ w ::::-0 

dltll/t. . 
~ 4'bu) Al.+ V/1. ';) ,Il"-IJ\(w) A'" ? Jf w A.. 41 = - t.. / M.. tu =+(- w aù. ,-t-V/1.. 

')«, 

exactement comme à l'exemple précédent. On passe de là, par linéarité, à des 

perturbations ,2) non plus monomiales mais quelconques. 

8.4.d. Hamiltonien étranger ou potentiel de résurgence. 

D'après la proposition (8.2.3) les opérateurs invariants Ji 
eJ 

associés à 

un champ hamiltonien sont hamiltoniens. Autrement dit on doit avoir : 

(8.4.36) -- D 

Pour le vérifier sur nos deux exemples il suffit de faire dans la forme symplectique 

(8.4.1) le changement de variables : 

(8.4.37) 

ou, ce qui revient au même modulo r , le changement de variable 

(8.4.38) 

Pour le premier comme pour le second exemple on trouve (modulo€) : 

(8.4.39) 9H d..u..v,s. Adj L _, 
olu.. Î\ d.. ll,-t,V/'t. (mad-0 - + u. 

' ' l<.vn .. 

Portant cette expression ainsi que les formules (8.4.24-24ter) ou (8.4.32-32ter) 

dans le premier membre de (8.4.36), on vérifie bien (modulo~ "l.) l 'hamiltonicité 

de /H . ,, 
Cherchons maintenant le potentiel Jt dont dérive l'opérateur invariant 

t.., !A . 
41 
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On commence par constater que si on exprime les variables ( ~ ù. 1 • ) à 
dl 11•··1~r-1 

✓ 

Part 1. r des var1· ables /,., "' ) en inversant les relations : 
\._.,_.l/ • • • / A~/ 

(8.4.40) 

et s1 on calcule les crochets de Poisson 

(8.4.41) 

Vit. "')>. ➔ 
L.--

t-=d 

successivement pour c.g - ~ h I.A et UJ -'t.. ,,. ,. \ - o,,-. i I • • • ,, v .. , l - <Y,;...,.,.,, . . . .,, ...,.,_ 1 , on trouve que 

les seuls crochets non nuls sont les suivants : 

(8.4.42) 

1 
et ceci dans chacun des deux exemples traités. A partir de là et des équations 

(8.4.24-24ter) et (8.4.32-32ter) il est immédiat de vérifier que l'opérateur 

invariant #Jw dérive d'un potentiel clt:4.1 avec : 

(8.4.43) r. tr {t.) 

-
avec Jtt.J comme en (8.4.20) ou (8.4.35). 

Ce potentiel Jt41 (.t.t.) t-' <C [[a,, ... /1.tv., JJ est dit POTENTIEL DE RESURGENCE 

ou HAMILTONIEN ETRANGER. 

La question est maintenant de trouver des fonnules explicites donnant la 

t. 
valeur exacte (et non plus modulo t ) des potentiels de résurgence. C'est ce que 

nous allons faire, non seulement pour les deux exemples envisagés ci-dessus, mais 

pour tous les champs hamiltoniens à résonance extrinsèque. 
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8.4.e. Calcul exflicite des fotentiels de résurgence. Le cotem;es et l'involutio1;
0 

hamiltonienne. 

( ,~) 
Rappelons qu'on appelle _e.~~tie principale d'un champ X tout champ 

(i) qu1. possède les mêmes invariants formels cruciaux que ,)(_ (**) 

(ii) qui ait tous ses invariants holomorphes #l{..) nuls 

X ox Rappelons également que tout champ possède une partie principale 

et qu'on peut même s'arranger pour prendre celle-ci polynomiale. Cela vaut en parti

culier pour les champs hamiltoniens X et leun potentiels 1J..l. . 

Proposition 8. 4. 1. (Calcul explicite des potentiels de résurgence Jt,,, . L' involu

tion hamiltonienne) 

Soit X un champ hamiltonien dérivant d'un potentiel TJf. et présentant un 

ou plusieurs degrés de résonance extrinsèque let~~ > o) . Si X ne présente pas 

. ' (****) Jfl 
de nihilence extrinqequ~ , il possède des invariants holomorphes tnt..,qui 

dérivent de potentiels /r. lesquels peuvent se calculer directement à partir de 'Je_ 
(,J 

par le procédé suivant 

a) On écrit X et -perturbation finie 

son potentiel 'Je. comme sommes d'une partie principale et d'une 

(*****) 

(*) Voir §§6.2 ei 6.5. 

(**) C'est-à-dire mêmes degrés de résonance f_ , mêmes niveaux f ,~mêmes gradua

tions ~ , mêmes rayons propres O , mêmes multiplicateurs Â, , mêmes directeurs 

[.' ... 
' 

(***) Cela signifie que l'intégrale formelle 
0
t {"a.,"'-} 

santes 
O q> {1) convergentes à 1 'infini et que par sui te 

(****) Autrement dit, si X ne possède que les V/t degrés 

ox· de a toutes ses compo-

<l,"-' oq, {~) = 0 

de nihilence induits 
H 

par la forme symplectique e . Sauf hasard extraordinaire, c'est toujours le cas. 

(***>'<'/,) "finie" signifie ici "non infinitésimale". Il est clair que les perturbations 

peuvent être et sont en général des séries infinies. 
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(8.4.44) (8.4.44bis) 

b) Pour chaque graduat ion "tl et chaque rayon propre \ on calcule l'intégrale 
- u C' -

àe /\ en rés,:)J\:ml le système dynamique : 

(8.4.45) 

( 

l 
t\ 
d t,J(, --cl?.., ' 

C 

c) On soumet la perturbation -
(8.4.46) --

'v /tix_\ ,;:; 
/ ,.. --~ '~ J 

1 :ti.tV,1. 

On obtient ainsi une perturbation J) _ c:2) { '7J 
1 
<A} 

en ..u,, .. ·1uv.i 

lµ ("x_) 
~ ; 

Ir 
fi ,, 
;, 

au changement de variable 

qui est une série entière 

d) On inverse le changement de variable (8.4.46) et on calcule les crochets de -
Poisson : 

(8.4.47) --
en fonction des variables ..ù Il 4,. / • • • / M \1.' / -t... y • Ces crochets 

de Poisson sont tous indépendants de D (i<) 

~ A la perturbation c2) ::.-· c2J {~ ✓ .u.J on fait correspondre la coperturbation 

(B = ~ ( ~1 ..u) par l'involution suivante, dite involution hamiltonienne : 

(
8

·
4

·
48

) ~ = - ,j) - ~/ { 1/.2lJP -;! hü,J)~rp -f.1 fa hlv·1)1p rPrp ... 

<5-
4

•
49 l 'ob :::: -<E -t, { 31~\p -~! hf v8U-t {âfa{s)bJp1p}p·" 

Ici, les crochets de Poisson f 
' 

1 portent sur des fonctions des variables 
J !p 

et et ils sont calculables par la formule : 



466 

Quand Cf et lf sont indépendants de 

✓ln 
f) On sépare dans la coperturbation LrJ la variable .,_ 
- d 
en écrivant : 

(8.4.51) ;::::: 

des variables .M,
1 

•• '/ Av~, 

Ici 1' indice À. parcourt un ensemble dénombrable $ , les facteurs 

des séries formelles en M 1,. ••• 1 Uy_ 1 et les facteurs ~. {$) sont de la forme 

(8.4.52) 

avec une fréquence GJ/i) appartenant au réseau de résurgence Jl de X et avec 

des facteurs qui sont subexponentiels en 
(*· ) 

}- à l'infini 

g) A partir des fonctions - on construit les nombres 

(8.4.53) 

définis connne en (1.4.18) 

h) Pour chaque &., f. J1-on forme la série -
~ 

z: t z: <8l~1 ··~~- ,4· l fŒc, ... [~·/<&.II. 
Jt-:: 1 eu{iy+ ... GJ(l,,J:::. o t , ~ f tt "' c., p p 

(8.4.54) Jt 
'4, --

Celle-ci est convergente et admet une somme /t,. = cft. l JA.11 •.• 1 
"-v) indépendante 

...., t., I 

de i . 

(* ) D'une façon précise, les facteurs ~i {~) sont résurgents en }· et ont toutes 

leurs dérivées étrangères nulles. En fait, on peut toujours s'arranger pour avoir des 

~~l]) "monomiaux: 11
• Par exemple, dans les problèmes_de niveau p on peut toujours 

s'arranger pour avoir 

--
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~ Les invariants holomorphes .J(J du champ hami 1 tonien X dérivent des potentiels 

ft ~ ~ 
rfle.,. Autrement dit, pour toute fonction d'épreuve { ::;;; 1 (};M, 1 ... 

1
-ù.v-) on a : 

(8.4.55) 

en en particulier l'équation du pont peut s'écrire 

(8.4.56) 6 
(J 

où X(}t M.) =. ( X, ('â 1-'A) J • .. ) 'l\, (~1 '-1/) 
gr ale formel le du champ X . 

désigne comme d'habitude une inté-

j) Les séries sont dites potentiels de résur--
gence ou hamiltoniens étranger&. La réunion des N familles 

relatives aux N intégrales formelles de X 
riants holomorphes du champ hamiltonien X 

constitue un système complet d'inva-

Avant de démontrer la proposition ci-dessus, énonçons-en trois autres, qui 

en préciseront le sens et la portée : 

Proposition 8.4.2. (Le cotemps et l'interprétation de l'involution hamiltonienne) 

Soit un champ hamiltonien X = 0 X + 1D dérivant d'un potentiel 

'J.e ::: 0 'J( + :l) . On peut toujours choisir un paramétrage (} /"~U .. •~ Ma,.1) 

tel que l'on ait pour toute fonction de 1' intégrale formelle 
O 

l'.: ( ~ / M} de 

d'épreuve <f :: 'f l â 1 .u) / 

(8.4.57) f ~/ Cf }p = 

Un tel paramétrage est dit précanonique. On appelle cotemps le paramètre ILV/t . 

I 1 est conjugué au temps } et on a évidemment 

(8.4.58) 
,I 

Quant à l'involution hamiltonienne ~~~ elle s'écrit 
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""'IIC:.:~ .. 

(8.4.59) !Î< ,> 
~ d -- ~. 

(*) 
1' ~I 

(8.4.60) 
7i > ·• 

Cl..) - '--~--•W-• ~•••--~:v, 

et les applications fonnelles 

(8.4.61) 1)..V/1.. 1---7 ,-0.11/'l. t- ~ {1;),,M.) 

(8.4.62) Av11. ~ ? M...,, 1, + ô3 ( ~ ✓ ~J 

sont réciproques l'une de l'autre. Autrement dit, si l'on pose 

(8.4.63) (**) 

(8.4.64) -- + 

et ~l'on fixe )" et tous les Mi, (pour ~ -=f V/t ) de manière à considérer ~ 

et 'Je. comme fonctions du seul cotemps Ù.vri. 

(8.4.65) 
I --

on a identiquement : 

(8.4.66) 

Ainsi, chose étonnante, l'involution hamiltonienne s'interprête connne une 

inversion par rapport au cotemps. Mais attention: nous verrons en fin de section 

que l'involution hamiltonienne J)f-? (8 ne dérive pas de l'involution vectorielle 

ll)e 9? qui intervient dans la classification analytique des champs X ordinaires. 

(' 1)1_ ,12,J,( 
(*) ~ et v~ désignent les puissances (au sens ordinaire) des fonctions 

r, ffi 
scalaires J) :::: t>l,I{ 2i;1 v..) et 

(**) On peut écrire ceci car et 
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Proposition 8. 4. 3. (raram_étrag1:.__~anonique et calcul des invariants /ii.., ) 

Soit un champ hamiltonien X = 0X + [) dérivant d'un potentiel 

et présentant IJ degrés de résonance extrinsèque. Posons 
Lût--

(8.4.67) K == V/'l. 

On peut toujours trouver pour l'intégrale formelle 
0 X.. ( i _,H--) de c,x un paramé-

trage soit entier en et tel que les seuls 

crochets de Poisson non nuls soient les suivants : 

{ .,U i ,1 .U. t + V/'1..1 p = ,A.,C.. 

' F- 1 " î~K 

(8.4.68) { ,,(.(_~ / Â).. i +v/1. Jp .= -1. ~ ~ <.,.; < V/7.. 

{ ..U.11/1,. I 1 }p -== 1. 

, (,'<) . . (,'<*) 
Un tel parametrage est dit canonique • Relativement à un paramétrage 

canonique, les potentiels de résurgence Jt,.,,, s'écrivent : 

(8.4.69) 
"'-lw) 

/4(.. 

avec un facteur monomial qui ne contient que les paramètres de première 

génération: 

(8.4.70) (***) 

et avec une série entière qui ne contient que des paramètres de seconde 

génération: 

('~) Lorsque t'. -::: 1 1 il est essentiellement unique. Les paramétrages choisis aux 
t.d· 

exemples 1 et 2 de §8.4.b étaient canoniques. 

(**) Il est évidemement aussi précanonique au sens de la proposition précédente, 

si bien qu'ici encore U..v/1.. est le cotemps. 

(***) Ici { À~/ .. . 
1 
)1'k t désigne une hase bien choisie de .fl.. 



(8.4. 71) 

Quant à l'opérateur invariant 

(8.4. 72) !A 
tu 

')l..(.w) 
..u.. 
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/i4 il s'écrit comme d'habitude 
w 

11 

avec le même monôme 
~Lw) Al 

..«. qu'en (8.4. 70) et avec des composantes <.,}~ qui valent 

' A .. ..,,,,.,_ 
(8.4.73) 

A. cj a 11. lw) (1 c~ 1 fi' K) - -- . -" Ô..U\-tV/1.. 
w / (ù w 

(8.4.73bis) A~ 'd, Q . 
,4 i:.-tV/1. 

~ (1 ( /j1. K<-i <V/~ - - .) -(,,J 
~Ut -t\1/t. 

w Cù 
?u.~ 

4, 

(8.4.73ter) 
A"l/t. 

0 . Ao 'd (lw 61 ,) -GI o...u.v,1. 

Proposition~A-t(Les potentiels de résurgence en fonction des moules Yv:t.J) 

(*) b 
Lorsque, comme c'est souvent le cas , les fonctions auxiliaires 0',(1) 

te,{..:) t r-(.t) 
sont de la forme e 1J autrement dit lorsque 

== L 
(

w~jl 
(f'"~ (C 

(8.4.74) (**) 

les scalaires ( f,.i~ 
1 

... / -8-i., )c.> de (8. 4. 54) s'expriment à partir du moule 

v'Tt..J introduit en (1.4-.87) et l'identité (8.4.54) s'écrit : 

(8.4.75) 

("/') C'était le cas pour les exemples 1 et 2 traités au§ 8.4.c. C'est plus générale

ment le cas pour tous les champs hami 1 toniens de niveau t, = 1 et de resiter J::: 0 . 

("/'*) Lorsque la coperturbation 63 est de cette forme, la perturbation cl) peut elle 

aussi s'écrire : 

(***) Bien noter que l'ordre des indices est différent dans (~.4.54) et (8.4.75). 
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Démonstration succinte de~_J:_ropositions 9.4'._~ __ 9.4.2, 9.4.3, et 9.4.4. 

r·, 
Pour tout potentiel lf' =~= tf ('}yv.) notons f le vecteur dérivé. Ainsi, on 

aura identiquement: 

(8.4.76) 

Séparons ensuite les variables ~- et M. dans la perturbation 2J en écrivant 

(8.4. 77) 

pour un réservoir d'indices lf dénombrable. 

En passant aux champs dérivés, cela donne : 

(8.4.78) 
i. 

Mais comme les ne dépendent que de i , on a 

(8.4.79) 

Par suite 

(8.4.80) ]l) = ..è. ~) 
Mais on a vu au § 6.8 connnent, pour un champ résonnant général X == 

0 X + [) 
les opérateurs invariants #1~ se calculaient à partir de la perturbation finie ID 
On commençait par associer à la perturbation [) une coperturbation [8 au moyen de 

la correspondance suivante, dite involution vectorielle 

(8.4.81) 
,,) --

puis on séparait les variables en posant 

(8.4.82) lB --· 
,::;;:;:----·····• 
,> 

(;_ 

avec des vecteurs [f3. .. à coefficients constants en } et avec des facteurs 



scalaires b,: 

(8.4.83) 

fonctions de :, 
l. 
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(>':) 
seul et de fréquence W(~ . Enfin on posait 

Tout ceci vaut en particulier pour les champs hamiltoniens X à résonance extrin

sèque. Calculons donc la coperturbation (B en portant dans (8.4.81) la perturbation 

[) donnée en (8.4.80). Si on pose 

(8.4.84) [B 

où l\(B désigne la partie de 83 qui est homogène de degré /t . en ID , il vient 

etc •.• 

Si on décompose de même l'opérateur invariant Hf selon 
'4J 

(8.4.86) :::; 

avec Il/A. homogène de degré Il en [) , il vient en appliquant (8.4.83) et 

"" 
(8.4.85) : 

avec des L étendus à tous les A. tels que 



(8. 4. 871.) 

avec des L: étendus à tous les i:-,, ~ tels que 4'(.i.] + w(i} :: w : 

o::ç- r::t ,.., r-1 ~-- t:7 ,.., 

-=-L.(dl,,JA,d.~ '4 ~ J), + L-<d1t,dJ,d~~ 4 ~ 0, b ----
(8.4.8\) 

+ L ~Jt / rl{, d:t iA. "1 ~ J]! + L. (.d;, d~ ,d:). iZJ,._ ~ .3j $ 

+ 2 <ii._, Ji, il,>. .lÎ J} Î .V,~ + L<d~, tli ,d(). ~. Ï ~ o!J, i 
+. L <d:I d: 1d, ~ J),t i ~~ S, + L <d;, di,d( ~ Al)(~~~ oD; 1 

r::1 I'.""'\ ,-, ,..., '-1 ,, 

+ L..(ol,._ dJ/ di ~lcli ô) ~ lJ, + L (d( J.J ,d.;~ (?)t ~) ~d r!J, b 

+ L<rla. d.[,d.,! ( .q }) .[Jj i ~ 1-L<'\ d.'j,d;t (~~).Di î JJ, 'j; 
+ L.~d 1, dJ d~ >w 84 (~J~) :B, + L..<rla_,,d, d(~ ~@J ~} 0,. Ï 

+ L<d.î_ I di J;). 0a. ï l~~)Jl.-i-L<rl{,d4 (t .2)~ ï ~ô) iD, 1 
+ L,(d'-,J t({~l ~m•i) ~ + L<.dg_ dâ d(:t@~)~ D) ~l~ 

avec des 'z: étendus à tous les 1,, J "l tels que w( 1) -t' wl & ) + w(A..) :::-4., 

Et ainsi de suite ••. 

Bien qu'on sache par la théorie que m.,. et donc 
11fi , tlfl !,IR etc ... 

..., "' I.J / 4J 

dérivent de potentiels, ce n'est aucunement apparent sur les formules ci-dessus. 

Toutefois, en appliquant : 

( i) l'identité (l. '·. 0 1) d 'alternalitédes scalaires .î d d ..,_ 
TQ ' Jt./". / '1 T.. w 

(ii) l'identité : 
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qu'on déduit très facilement des définitions (1.4.63) et (1.4.78). 

(iii) l'identité de Jacobi 

(8.4.89) 

ainsi que les identités de Jacobi d'ordre supérieur/ 

n 
(iiii) les identités impliquant les expressions mixtes en t'l. et & comme 

,, 
(8.4.90) ~e+e.11. 

(8.4.91) + 

en utilisant, disons-nous, toutes ces identités, on vérifie que les relations 

(8.4.87J) se simplifient et qu'on peut exprimer 

au moyen des seuls scalaires 

1 ~ 3 
IACAI / FJW I 'IRW ... 

(8.4.923) <d&.,J.J,d.i:t e.k.(d.-. r1.,1d,>., ek~d. .. ldi d,t eA--~dR. dit(~ 
('tt:) 

à l'exclusion de tout crochet ( •.. / c( ., ... ),, comportant des dérivées ,., 
des di. . On trouve explicitement : 

(*) En particulier 
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(8.4.933) ~ 
3#1 .... ~ 

w - 3 

,f / 
1 + (.. î-

avec les mêmes conventions de sormnation que dans les relations (8.4.87,). 
J 

Cette fois-ci, il est manifeste que • . . • • . . . . . dérivent 
·\) t l 

de potentiels Jtw I Jtw 
I 

Jtw ..... . avec 

(8.4.9\) 
_ )t ,., = t L-<dJA:d .q/.2± lp +¾_ L<dJd•~f }1.[)iJJ:lp 

3 
(8.4.943) +J(, -- t L-< d,_'°J, d,). { q r .g. / ll, Îr 1P 

+ î L < da·1 dJ d.~ >w { ~"-{ "a ,,e9. lbl }p lp 
+ 1 L < dt d.d I c( ~ { { ~ / .Da_ oOi J P . ol\ J P 

+ -} L ,( dt dd· c( ~ { ') { ~ 1 D,,_ '°a' .Di ÎP 1P 
On peut continuer et obtenir, par récurrence sur Tl , une formule fermée pour 

n.Jt. en utilisant les identités (i) - (iiii) ci-dessus ainsi que : 
w 

(iiiii) l'identité de Dynkin-Jacobson 

(8.4.95) -P = Z: 'o' a: R ... Ail 
1., 1..,.. ••• ., }l 

valable pour tout polynôme P homogène de degré Il en 

et dont on sait a priori qu'il est un élément de Lie. 

,, 'l ri 
Il A 
IA,' / tl.,_ , ••• ""Jt 

(iiiiii) une identité analogue portant sur les P mixtes en les 4, et 2. 
d 

On constate alors que le potentiel de résurgence 

(8.4.96) + 
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est exactement de la forme (8.4.54) pour une coperturbation Ôj 
;/ . 

la perturbation C(/ par l'involution hamiltonienne (8.4.48). 

qui se déduit de 

Sans doute est-il possible de donner de la proposition 8.4.1 une démonstration 

meilleure et plus directe que celle que nous venons d'esquisser. Quant aux trois 

propositions suivantes, elles ne présentent pas de diffultés. 

La proposition 9.4.2 repose essentiellement sur la formule d'inversion de 

d 1 f 1 . 1 . 1 . (*) Lagrange, ont a ormu at1on c ass1que est a suivante 

est holomorphe en ~ =O et J (o) =/: D , alors la relation 

(8. 4. 97) 

s'inverse selon 

(8.4.98) 1 

1t! 

De là on tire facilement la relation d'inversion "symétrique" dont nous 

avons besoin et qui stipule que si deux séries formelles 

sont des fr (M-v 11 .. ) et vérifient (8.4.59), alors elles vérifient automatiquement 

(8.4.60) et les applications formelles : 

(8.4.99) .u.. 'V/1. + 

(8.4.100) ~ +-

sont réciproques l'une de l'autre. 

Quant aux formules qui à la proposition 8.4.3 permettent de dériver /A à 
(> 

partir des potentiels Jt , elles tiennent simplement à ce que le changement de w 
variable : 

(*) Voir par exemple: L. BIEBERBACH, Lehrbuch der Funktionentheorie, Tome 1, pp.196-197. 
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(8.4.101) 7 1.J.l'~ 

sont canoniques, c'est-à-dire préservent_ 

Enfin, la proposition 8.4.3 découle de la proposition 8.4.1 moyennant l'iden-

Remarque : (Involution vectorielle et involution hamiltonienne) 

On prendra bien garde que dans le cas d'un champ hamiltoni_en 

de potentiel 
'1n _ of\() _i_fT\ 
~ ctC ï ()(...,,1 l'involution vectorielle 

(8.4.102) ID -? lB -- [) 

ne dérive pas directement de l'involution hamiltonienne 

(8.4.103) (fJ 

En effet, bien que J/) par définition dérive de c2J , tB ne dérive pas de Y5 ni 

d'ailleurs d'aucun potentiel, car en général fB n'annule pas la forme hamiltonienne 

Quant à l'interprétation (8.4.66) de l'involution hamiltonienne il}-::, l?) 
en termes d'inversion (au sens de la substitution) relativement au cotemps JJ.v,~ 

(voir proposition 8.4.2), elle ne laisse de surprendre. D'ordinaire, en effet, on 

additionne les hamiltoniens, on prend leurs crochets de Poisson, etc .•. , mais on 

n'a jamais à les composer (au sens de la substitution) ni à les inverser par rapport 

à aucune de leurs variables ou paramètres. Ici, toutefois, cela devient nécessaire. 

C'est étrange mais c'est ainsi. 
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CHAPITRE 9 LA QUASIRESONANCE ET LES TOUT PETITS DIVISEURS 

SECTION 9.1. INTRODUCTION A LA QUASIRESONANCE 

Introduisons la notion de quasirésonance sur l'exemple le plus simple qui 

soit. Considérons à cet effet les difféos locaux de L 
cD 

(9.1.1.) J + 

Si e est racine de l'unité, le difféo J , (*) 
est resonnant et tombe sous 

le coup du chapitre 7. Il possède une infinité d'invariants holomorphes, calculés 

à la section §7.5. 

.. 
Lorsque est linéairement linéarisable (E. SCHRODER, 1871) 

par un changement de variable X ~ l { :x..) avec 

(9.1.2) 

Sl I e.1 ( 1 (resp }lJ :,1 ). 

Reste le cas où ,e,:::. i et 
1t e =F -1. 

Proposition 9.1.1 (C.L. SIEGEL, H. RUSSMANN. Linéarisabilité des difféos locaux 

non résonnants de (. ) . 

Fixons un e non racine de 1 'uni té et posons 

(9.1.3) 

Alors s1 

c,O 

(9.1.4) L e ,, 
1 -ra(P..J < t>D 

(*) en effet le multiplicateur Â
1 

= résonne avec le multiplicateur imagi-

naire À O = 2..tt ~ 
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tout difféo analytique J est analytiquement linéarisable. 

Inversement Sl 

(9. 1.5) ~~,.. 1 ,, ,, (~ e..(..-~ .:! !) -= cD 

A. " w(l) R.. 't. 

il existe des difféos ! . 
~ ~ e~ t ... qui ne sont pas analytiquement . 

linéarisables. Il existe même, parmi ces difféos, une infinité non dénombrable de 

classes analytiques distinctes. 

L'énoncé qui précède couvre évidemment le cas de SCHRtlDER 

puisque alors ,:;J"( lJ ne tend pas vers O . 

Le premier à traiter le cas fut C.L. SIEGEL qui en 

1942 établit dans [Si~] la linéarisabilité analytique sous une condition diophantienne 

(9. 1.6) 

En 1967 H. RUSSMANN établit dans [RILt] la linéarisabilité analytique sous 

la condition 

(9. 1. 7) -
où sont les dénominateurs de la fraction continue de 

(9. 1. 8) --
Compte tenu des propriétés des fractions continues, (9.1.7) équivaut à (9.1.6). 

Notons que ces conditions sont presque toujours vérifiées. Elles le sont en parti

culier quand e est algébrique. 

Enfin, l'existence, sous la condition (9.1.5), de difféos j non analytique

ment linéarisables est presque évidente, et cela au niveau même des perturbations. 

Soit par exemple la famille : 

(*) pour la détermination de ~ e comprise entre Ô et !.:Tr~. 
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(9. 1. 9) 

Le changement de variable formel (unique à une dilatation près) qui linéarise J 
est de la forme : 

(9.1.10) 'X. 

avec polynomial de degré ')'l. en î et de la fonne 

(9.1.11) 

Utilisant alors un lemme dû à E. CARTAN et E. JABOTINSKI (*) on montre très facile

ment que Îl~) ne saurait être analytique, uniformément en t , pour tout choix 

des 4.,_ . 

Cela dit, il demeure entre les conditions exclusives (9.1.4) et (9.1.5) 

un petit intervalle à combler. En attendant qu'il le soit, convenons de dire qu'un 

difféo J de C est quasirésonnant s'il vérifie (9.1.5) et non quasirésonnant 

s'il vérifie (9.1.4). La proposition 9.1.1 dit alors que pour les J non quasiréson

nants et non résonnants, la conjugaison formelle entraîne la conjugaison analytique, 

mais qu'au contraire, pour les J quasirésonants, chaque classe formelle se scinde 

en sous-classes analytiques non triviales. Il est même facile de voir, en raisonnant 

ici encore au niveau des perturbations, qu'il existe une infinité de telles sous

classes analytiques. D'où l'existence d'invariants analytiques non triviaux et la 

question : sont-ils holomorphes ou métaholomorphes? 

Pro.:e_~si t ion 9. 1. 2. (_g_uas_t_résonance et invariants métaholomorphes) 

Les difféos locaux de ( qui sont quasirésonnants ne possèdent aucun invariant 

holomorphe (autre que formel) mais uniquement des invariants métaholomorphes. 

(i~) Voir par exemple [E.0.1], p.216, lemmes 1 et 2. 
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Preuve : Fixons une classe formelle de difféos locaux quasirésonnants. Cette classe 

~ est caractérisée par un complexe t vérifiant (9. 1.5) et donc nécessairement 

de module 1. D'après nos <léfiniti.uns générales (cf. §1.1), s'il existe un invariant 

holomorphe A , il doit être défini sur toute la classe formelle 

et être une fo~~!_!on enti_È:_~~ de l'objet j , c'est-à-dire de ses coefficients de 

(à 1 'exclusion du premier coefficient, f_ , qui est fixe). 

n'est pas constant en s , i 1 existe nécessairement un entier Jt~-1. 

tel que A(/} commence par une forme homogène de degré 1t en les 

(9.1.12) + 

Posons et 

(9.1.13) 

_, 

Désignons par "' r---l R" (.%-) :::: :x. - t. ~<"") + tr et) le réciproque du difféo 

l'.. H l.._cx.J et posons 

(9.1.14) + 

Comme f~ est analytiquement conjugué à } , on doit avoir pour tout t 

(9.1.15) ,4 (~) = A(t) 
Mais par construction Jt - ;x. + l. ( e ~(.t.) -ft(ea))+D{t) et par suite 

(9.1.16) 

Portant cela dans (O.l.12) et comptt>. tenu de (9.1.15) on aboutit à l'identité 

(9.l.17) 

valabl.e parcourant . Une telle identité niest possible 

que si ; Il n'existe donc sur la classe formelle nuctm 
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invariant holomorphe non constant, c'est-à-dire non trivial. 

Comme toutefois i I existe dans ~ une infinité de sous-classes analytiques, 

les éléments de ½ possèdant des invariants __ analytiques, mais ceux-ci sont méta-

hol<Jmorphes, c'est-à-dire essentiellement non constructibler et en tout cas non 

holomorphes. 

SECTION 9.2. QUASIRESONANCE. TOUT PETITS DIVISEURS ET INVARIANTS METAHOLOMORPHES. 

Après cette entrée en matière, nous pouvons introduire la notion générale 

de quasirésonance. Il est commode de choisir une définition de la quasirésonance 

qui exclue la résonance, car les deux phénomènes ont des effets très différents et 

peuvent au demeurant se superposer. 

Définition 9.2.1 (Indicatrice de quasirésonance) 

~ Pour un champ X de multiplicateurs ~i 1 •••• ./ Àv l'indicatrice de quasi-

résonance (de première génération) est la suite décroissante r;r(l} définie par : 

(9.2.1) = -(Mi, l <')\;~) 

f 111\ll~ k , 
~,t\. l;;, t= ": 

la borne inférieure étant prise pour i ~ ~ V = -I I '-1 • • ',I 

multientiers positifs ~ :.(1)1 11 , •• 1 '>'-.,) . Bien sûr 

l) Pour un difféo J 

et par rapport à tous les 

et 

l'indicatrice de quasirésonance (de première génération) est la suite décroissante 

TiJ[ '-.) définie par : 

(9.2.2) wCR.) - ~; e-1\-t l l!:r-(, 1.1 ... ) 
f Il""" 4 ~ 

l'" * e; 
la borne inférieure étant encore prise par rapport aux A. et aux mult ientiers 

positifs 'YI,. Bien sûr t '"-:::. (k, ... Q 1t., . ,, 
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:J, Pour un champ X ou un difféo J présentant degrés de résonance positive 

et ayant pour directeurs (ou multiplicateurs de seconde génération) les scalaires : 

I 

on définit une indicatrice de quasirésonance de deuxième génération 

(9.2.3) 

En cas de résonance en cascade, on définit de même des indicatrice 
J/ /Il 

t.1',,TIT ••• 

de troisième, quatrième ... générations à partir des multiplicateurs correspondants. 

Notons qu'avec ces définitions, si un difféo ! est l'exponentielle d'un 

champ X , les indicatrices de quasirésonance de J et X ne coïncident pas 

exactement à la première génération, mais qu'elles sont équivalentes (*) si bien 
,V 

qu'on peut indifféremment user de l'une ou de l'autre dans les critères QR. et 

Qf\-lf ci-dessous. Aux générations suivantes, il n'y a aucune différence entre champs 

et difféos. 

Définition 9.2.2 (Notion de quasirésonance) 

Pour tout objet local (champ ou difféo) on a deux notions de quasirésonance 

une notion de quasirésonance faible qui s'énonce : 

et une notion de quasirésonance forte, qui implique la première et qui s'énonce 

i~ 

(QR) +o0 

(*) leur rapport reste compris entre deux bornes indépendant de K.. 
(**) Bien remarquer les facteur vr-et 1/ft dans (QR)°<) et (QR

1
'). 
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Remarque 1 : H. RtJSSMANN a utilisé en 1977 dans [l\b'..l] la condition (QR*) à propos 

des difféos. Auparavant, en 1969, A.D. BRJUNO avait introduit dans [61.i] à propos 

~ ~* * des champs de vecteurs des conditions (QR)~) et (QR ) équivalentes à (QR*) et (QR ) 

et qui avec nos notations s'énoncent : 

cr' - L 1 ¾ 1 (QR*) 
il\= l t. +I, r;:;(1.'rt") 

+ c,,O 

/"V* ~~ 1 ~ 1 (QR) 

1t ';f, 1 'l 'YI. -m-(t""} 
+ cP 

Remarque 2. Avec son facteur 1/P<..1. la condition (QR*) semble- plus forte que la 

condition (QR*) avec son facteur 1/{ . En fait, c'est l'inverse: (QR*) implique 

(QR*). On le montre facilement en utilisant la non-décroissance de la suite 

e, [ 1/ r.r(lJ) et en vérifiant successivement les relations logiques 

Remarque 3: (quasirésonance virtuelle) 

0 . (*) ' ' ' ' ' d. . d d ' n se souvient qu on a ete amene a 1st1nguer eux sortes e resonance, 

positive et vituelle. A elle seule, la seconde n'avait aucun effet mais,en conjonction 

avec la première,elle influait sur la forme des invariants holomorphes lff
41 

• Par 

analogie, la quasirésonance que nous venons de définir pourrait être qualifiée de 

positive, car elle est définie à partir des multientiers positifs 11.. • On pourrait 

aussi introduire une notion de quasirésonance virtuelle à partir des multientiers 

de signes mixtes. Il se trouve toutefois que la quasirésonance virtuelle n'a jamais 

aucun effet, même en conjonction avec la quasirésonance positive. C'est donc cette 

dernière qui seule importe. Aussi l'appelle-t-on simplement quasirésonance. 

(*) Voir le chapitre 6. 
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Remarque 4. (Degré de quasir~sonance) 

On peut aussi, par analogie avec la résonance, introduire un degré de quasi

résonance. Par exemple, on peut dire qu'un point O de 1 'espace projectif Py.
1 

(f.) 

est unè direction de quasirésonance (forte) si O est limite d'une suite 'h.A. de 

multientiers tels que 

t:,10 

et on peut définir le degré de quasirésonance (forte) comme égal à la dimension du 

plus petit sous-espace 'j' de qui contienne toutes les directions de 

quasirésonance O . Ces O peuvent d'ailleurs ne pas décrire· tout ~ . Il y a 

justement lieu de se demander si la condition critique (QR) intermédiaire entre 

* (QR ) et (QR*) (voir ci-après) n'est pas la première pour laquelle les O décrivent 

tout 1' 

Proposition 9.2.1. (BRJUNO~ RUSSMANN. Quasirésonance et linéarisation analytique) 

Si un champ X ou un difféo S est formellement linéarisable et ne vérifie 

pas la condition de quasirésonance faible (QR*), il est analytiquement linéarisable. 

En revanche, les champs et les difféos formellement linéarisables mais 

* vérifiant la condition de quasirésonance forte (QR) ne sont presque jamais linéa-

risables. Plus généralement, deux champs (ou deux difféos) formellement conjugués 

* mais vérifiant la condition de quasirésonance forte (QR) ne sont presque jamais 

analytiquement conjugués. 

Pour les champs X dont les multiplicateurs 

d'une droite passant par l'origine, ou pour les difféos 

dont la partie linéaire a des valeurs propres e. • 

sont situés d'un même côté 

f contractants, c'est-à-dire 

e... ~. strictement inférieurs 

à 1 en module, la linéarisabilité analytique est presque évidente et connue depuis 

longtemps. 

Pour les champs (resp. difféos) formellement linéarisables et véfifiant des 
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condition diophantiennes plus fortes que la condition (non-QR*), la linéarisabilité 

analytique a été établie en 1952 ar C.L. SIEGEL dans [5~)o2.] (resp. par S. STERNBERG 

(-;'o'~·k) 
et E. ZEHNDER dans , 

Pour les champs (resp. difféos) formellement linéarisables et vérifiant la 

condition (non-QR*) , la linéarisabilité analytique a été établie en 1969 par 

A.D. BRJUNO dans [P.1,J] (resp. en 1977 par H. RUSSMANN dans [({l~,l]). 

Réciproquement, il est presque évident, et connu depuis longtemps, que la 

quasirésonance forte (QR,<ç) fait "presque toujours" (*) obstacle à la linéarisabilité 

des objets formellement linéarisables et, plus généralement, à la conjugabilité 

analytique des paires d'objets formellement conjugués. La raison en est simple 

lors du calcul des transformations formelles linéarisantes (ou conjugantes) on est 

amené à diviser les coefficients de Taylor par les scalaires <'"",).) _ Â, . Mais 

* la quasirésonance forte (QR) fait que ces scalaires peuvent être si petits que 

même leur racines ll+-11 -èmes, c'est-à-dire les ont 0 

pour point d'adhérence. D'où la conclusion, par l'argument signalé sous la proposi-

tion 9.1.1. 

Ces scalaires très petits qu'engendre la quasirésonance sont dits TOUT PETITS 

DIVISEURS. Il faut soigneusement les distinguer des petits diviseurs (voir §8.1) 

qu'engendre la nihilence et avec qui ils n'ont rigoureusement rien à voir. Il suffit 

d'ailleurs de comparer les définitions de la quasirésonance et de la nihilence 

pour comprendre que ce sont là deux phénomènes totalement distincts, portant l'un 

sur les germes d'ordre fini, l'autre sur la totalité du développement de Taylor. 

Revenant à la proposition 9.2.1, il est clair qu'il subsiste un intervalle 

* d'ombre entre la condition faible (QR*) et la condition forte (QR ). Il semble toute-

fois que la condition critique, que nous nonnnerons (QR) et à partir de laquelle les 

("<) au sens de la mesure de Lebesgue sur des sous-ensembles analytiques, ou en tout 

autre tens raisonnable. (**) S. STERNBERG, Infinite Lie groups and the formal aspects 

of dynamical systems, J. of Math. and Mech. 10, 451-474 (1961). (***) E. ZEHNDER, 

a simple proof of generalization of a theorem of C.L. SIEGEL (IMPA, 1979). 
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tout peti.ts diviseurs deviennent opérants, soit beaucoup plus proche de (QR*) que 

de (QRt,). En ce qui nous concerne et pour faire bref, nous dirons qu'un objet local 

est quasirésonnant s' i 1_ vérifie cette condition cri tique (QR) encore inconnue" En 

attendant que cette condition ne soit fixée exactement, il convient de remplacer 

mentalement (QR) par (QR*) et (non-QR) par (non-QR,.) dans tous les énoncés. 

Puisque, à l'intérieure d'une classe formelLe d'objets locaux, la quasiréso-

nance fait obstacle à la conjugabilité analytique, elle engendre nécessairement des 

sous-classes analytiques et donc des invariants analytiques non triviaux. Toutefois : 

Proposition 9.2.2 (Quasirésonance et invariants métaholomorphes) 

(*) 
A el Le seule la quasirésonanc,e n'engendre aucun invariant holomorphe, 

mais uniquement des invariants métaholomorphes (au sens strict). 

La démonstration, dans son principe, est exact-ement la même que pour la 

proposition 9.1. 2. Tout invariant holomorphe 
Il 

devrait connnencer par un 

terme tl. (08) homogène de degré Jl. en les coefficients de Taylor de l'objet ot-
Il. 

et ce terme ;tl devrait lui même vérifier la relation d'invariance modulo le degré 

n.-ti ce qui conduit à une contradiction. Tout repose en fin de compte sur l'impos

sibilité, intuitivement presque évidente, d I exploiter l'hypothèse de quasirésonance 

pour la construction d'invariants holomorphes (au sens strict, c'est-à-dire non 

formels). 

SECTION 9. 3. SUPERPOSABILITE DE LA RESURGENCE AVEC LA QUASIRESONANCE ET LA NIHILENCE. 

9.3.a. Résonance+ quasirésonance. 

Les multiplicateurs l • d'un champ ou d'un difféo peuvent très bien présenter 

(*) C'est-à-dire en l'absence des deux autres causes d'invariance, qui sont la 

résonance et la nihilence. Pour le cas où plusieurs de ces causes opèrent ensemble, 

voir la section suivante. 
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simultanément de la résonance et de la quasirésonance. Pareillement, si le degré 

de résonance positive f!..-f- est > 2. , les directeurs XJ peuvent eux-mêmes présenter 

de la résonance ou de la quasirésonance (dites de seconde génération), voire les 

deux à la fois (si t ~ 3 ) . Et ainsi de sui te. 

Commençons par le cas où l'on a résonance et quasirésonance à la première 

génération, mais rien à la seconde. On a alors (voir chapitres 6 et 7) un "réseau 

de résurgence" JL construit avec les combinaisons entières positives (ou "semi-
~(-

positives") des multiplicateurs, et un ensemble .fl_ qui est le plus grand sous
~l-

groupe de Jl. Ce sous-groupe _fL est engendré par ceux des multiplicateurs 

Â, qui sont effectivement impliqués dans au moins une relation de résonance. Deux 

cas se présentent alors : 

(i) La résonance et la quasirésonance sont disjointes. 

~ 
Cela veut dire que .Jl. est diophantien. Ou, plus explicitement, que les 

multiplicateurs qui résonnent ne vérifient pas la condition de quasirésonance. 

(ic) 
Alors, comme on l'a vu aux chapitres 6 et 7 , la résurgence subsiste, l'équation 

du pont subsiste, et les invariants holomorphes lfi41 subsistent. Simplement, viennent 

s'ajouter à ces dernier des invariants métaholomorphes, engendrés par la quasirésonance. 

(ii) La résonance et la quasirésonance se chevauchent. 

~~ 
Cela veut dire que .fl est liouvillien. Ou, plus explicitement, que les 

multiplicateurs ); qui résonnent sont aussi en quasirésonance. Dans ce cas, les 

tout petits diviseurs font exploser la résurgence et détruisent les invariants 

holomorphes qu'elle porte. Subsiste une masse indifférenciée d'invariants métaholo

morphes. 

En cas de résonance+ quasirésonance en cascade, la discussion est la même à chaque 

~ JL formé avec les multiplicateurs de k-ème géné-génération : si le groupe 

ration est diophantien, les invariants holomorphes de k-ème génération (voir 

(*) Voir notamment proposition 6.2.7. 
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chapitre lOlcoexistent avec les invariants rnétaholomc,rphes. Sinon, seuls ces derniers 

subsistent. 

9.3.b. Résonance+ quasirésonance+ nihilence. 

Bien entendu, et quoique ce soit rarissime, de la nihilence peut, à chaque 

génération, venir se greffer sur la résonance (qu'elle présuppose) voire sur la 

quasirésonance (qu'elle n'exclue pas). Lorsqu'elle est totale, et dans ce cas seule

ment, la nihilence détruit la résurgence. 

9.3.C. Existe-t-il des dérivations superétrangères? 

V 
Peut-être est-il possible, au moyen d'ultrafiltres 'r sur /N ou de choses 

du même goût, de définir (pas de construire !) des dérivations fl,p. qui, en cas de 

quasirésonance ou de nihilence, donnent lieu à une "équation du pont" : 

(9.3.1) 

avec au second membre des opérateurs différentiels ordinaires Jljc dont les coeffi

cients seraient des invariants métaholomorphes de l'objet envisagé. 

La question est moins oiseuse qu'il n'y paraît, car de telles dérivations 

"superétrangères" permettraient sans doute d'étendre aux cas nihilents et quasi

résonnants les théorèmes de transcendance que nous établirons dans les cas résonnants 

grâce aux dérivations étrangères (Voir§ 10.7). 
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CHAPITRE 10 LE CAS PLURITEMPOREL. RESULTATS UNIVERSELS. 

SECTION 10.1 : INTRODUCTION AU CAS PLURITEMPOREL. TEMPS PRIMORDIAL ET TEMPS PARALLELES. 

TEMPS ELEMENTAIRES ET TEMPS PERTURBES. 

Les chapitres 4 à 7 traitaient tous du cas unitemporel ; la résurgence 

provenait toujours de la résonance des multiplicateurs de première génération et elle 

était toujours relative au temps primordial, c'est-à-dire à la variable 'i" par 

rapport à qui tout champ X s'écrit .! 
ât 

et tout difféo f s'écrit 'll ~ ~+1 

Nous n'avons jusqu'à présent traité le cas pluritemporel qu'aux chapitres 

2 et 3 qui couvraient les équations et systèmes différentiels ou aux différences. 

Nous avons alors obtenu de la résurgence par rapport à des temps parallèles 

diversement reliés au temps primordial i : 

(i) Pour les équations différentielles ou aux différences qui atteignaient plusieurs 

niveaux -f1- entiers ou rationnels ;> 0 , nous avions résurgence par rapport aux 

temps parallèles : 

(10.1.1) 

(ii) Pour les équations différentielles qui atteignaient le niveau O et dont les 

multiplicateurs de niveau O résonnaient(*), nous avions résurgence par rapport au 

temps parallèle 

(10.1.2) 

(iii) Pour les équations aux différences qui atteignaient le niveau 1+ , nous 

avions résurgence par rapport au temps parallèle 

(10. 1. 3) 

La pluritemporalité se présente aussi, bien qu'exceptionnell~ment, pour 

(*) Voir § 2.. 10. 
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les objets locaux généraux (champs et difféos) et c'est dans ce cadre qu'il nous 

reste à l'étudier. Le plan à suivre est tout tracé 

(i) d'abord les objets à plusieurs niveaux, auxquels correspondent des temps paral-

lèles : 

(10. 1. 4) 

(ii) ensuite les objets à plusieurs générations, auxquels correspondent des temps 

parallèles 

(10. 1.5) 

(iii) et enfin les objets à plusieurs générations et à plusieurs niveaux (chaque 

génération ayant un ou plusieurs niveaux), auxquels correspondent des temps paral

lèles : 

(10.1.6) 
~-~ 

~ , -.I -
()✓ D,,,.. 

ou même parfois 

(10.l.6bis) . -. 

Cela suppose bien sûr de la résonance étalée sur plusieurs générations 

successives, i.e. affectant les multiplicateurs de première, seconde ••• génération. 

A chaque génération, la résonance peut d'ailleurs être compliquée de nihilence et 

de quasirésonance. Cette étude va donc nous conduire aux champs et aux difféos 

locaux les plus généraux qui se puissent concevoir et aux énoncés les plus généraux 

qu'on puisse espérer. 

Temps élémentaires et temps perturbés. 

Un mot sur les temps perturbés, avant d'en finir avec les généralités. 

Tous les temps parallèles Ô. = Ô 
p '+•,1''L••. 

énumérés aux formules (10.1.4), 
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(10.1.5), (10.16, 6bis) peuvent être dits élémentaires car ils s'expriment élémen

tairement (par des formules simples, ne faisant intervenir qu'un nombre fini de 

paramètres discrets, à savoir les niveaux f- de l'objet) en fonction du temps pri-

mordial '} . Toutefois, l'intégrale formelle résurgente en 

(10. 1. 7) 

comporte des composantes 

formelles (progrades ou bigrades) en 

(ou adapté) 6'p équivalent à ~p 

qui en général ne sont pas des séries 

lui-même, mais en un temps perturbé 

(10.1.8) 

mais d'expression moins simple. Nous avons déjà rencontré un temps perturbé 1-J dans 

les problèmes unitemporels. Il se reliait au temps primordial 'îr par la formule: 

(lo. 1. 9) 

qui fait intervenir le résiduit/ ("résidu itératif"). Nous allons voir (§§ 10.3 

et 10.4) que le phénomène est général: à tout temps parallèle ~ correspond un 
p 

temps perturbé équivalent ~p dont la définition n'est pas élémentaire (elle fait 

intervenir des paramètres J:. qui généralisent le résiduitet qui peuvent 
:__,; I A. • - • 

être en nombre infini) mais dont l'introduction simplifie au maximtnn l'écriture des 

composantes 

Comme "' 
<:lp 

est équivalent à <t 
Op 

, l'intégrale formelle résurgente en 

est aussi résurgente en 1or et on passe facilement des dérivées étrangères en 
tlp 

aux dérivées étrangères en " grâce à la formule : 
&p 

(10.1.10) --
Soit, en utilisant les dérivées étrangères pointées 

(10. 1. 11) 
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Remarquons toutefois que, quelque soit le temps parallèle envisagé, l'opérateur 

invariant /A~ figurant au second membre de l'équation du pont doit commuter avec 

les dérivations (s'il s'agit d'un champ) ou les translations (s'il s'agit d'un 

difféo) par rapport au temps primordial. Autrement dit : 

(10.1.12) [ ~ /#i~ ] - D l'\I. [L,, 1ft ~ ::o (JJJû!. L: ~H~-11 
al> 

Le terme "précaire" de /iAJ est donc toujours de la forme : 

(10.1.13) 

SECTION 10.2. OBJETS A PLUSIEURS NIVEAUX. 

On trouvera à la section 10.4 une étude à peu près systématique des objets 

à plusieurs niveaux et (ou) à plusieurs générations. Nous allons ici simplement 

nous familiariser par des exemples avec les principaux types de champs et de difféos 

à plusieurs niveaux. 

Exemple 1_ 

Soit un champ local 

conjugué au champ 

(10.2.1) 

pour des entiers 

X " _ L X.(-x.)! analytique et formellement 
î,:d, ' ÔX, .. 

et des complexes non nuls. 

Appliquant les définitions de la section 4.1 on trouve pour ï( une application 

directrice 

(10.2.2) . . 

Il n'existe donc qu'un seul rayon propre O . Il a pour coordonnées . (-1, 0.1 • ••ij 
et pour directeurs : 
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(10.2.3) J - -1 V-1 

C'est peut-être le cas le plus simple et le plus typique de champ à plusieurs 

niveaux. Il est évidemment en rapport étroit avec les systèmes différentiels à 

plusieurs niveaux étudiés aux sections 2.5 à 2.8. En effet, tout système différen-

tiel local du type 

(10.2.4) 

équivaut à un système dynamique local : 

(10.2.5) 
,I 

auquel on peut faire correspondre, après multiplication des seconds membres par 

' 
le système dynamique local : 

(10.2.6) J. :1 -1+ -', ri. JJi. ). -4, - ~: 
X,t. 'Je. I 

:X.. - :li. X· = 
d.15 

• - -- " 
d~ 

,, ,, '~ l 

"V 
qui est précisément celui du champ f, et qui admet pour intégrale formelle 

(10.2.7) M. 1. c.-

sont les niveaùx des champs 
0X et X • Quant aux )i d'indice Les rationnels rl 

l tel que f ~ :. ft. , il est naturel de les appeler multiplicateurs de niveau f 

Supposons les non résonnants (faute de quoi on serait en présence d'un problème à 

plusieurs générations). Le champ X possède alors, pour chacun des niveaux f-
atteints, une intégrale formelle x(~t'-1A) de niveau jt- que l'on construit 

par un bon dosage de présolutions et de rétrosolutions (voir§§ 2.5, 2.6 et 10.4) 

en fonction du temps parallèle ~I'- = ~r-
~I'- ~ f- est le plus bas des niveaux, et bigrade sinon. 

. Cette intégrale est prograde en 

Elle est toujours résur-

gente en i , avec des transformées de Borel présentant éventuellement des coupures ,.. 
stellaires si la condition : 
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(10.2.8) X l "X-1 I ô I ••• I t>) , 
0 

qui est 1 'analogue de la condition (2 .5. 28), n'est pas remplie. Bien entendu, le 

réseau de résurgence de niveau f- se forme comme en § 2. 7 et, pour tout W dans 

ce réseau, on a 1 'équation du pont, mais avec au second membre un opérat(~Ur /lw 
qui comprend maintenant un terme "précaire" en 

Exemple_2 : 

Un champ local X sans partie linéaire et à plusieurs niveaux peut n'être 

pas conjugable à un champ de la forme (10.2.1), mais à un champ 
0X un peu moins 

élémentaire, d'intégrale formelle : 

(10.2.9) 

avec un temps perturbé i,, lié à i par = 'lJ +-f ~ ~ . Cela modifie quelque 

peu l'allure de l'intégrale formelle du champ X mais ne change rien à la forme 

de ses invariants holomorphes. 

Exemple 3 : 

Soit un champ X analytique et formellement conjugué à un champ 

r v 
0 x =- L Q, (:l', , ... ., :t(r) ~ + L Qt. c~ ... , ... ..,-.t.,) ~, 2 '= i d!tt l = \T-t-1. d~: 

(10 .2 .10) 

où les Q, sont des polynômes homogènes en %4. 
1 

••• ., -::tf" avec 

(10.2.11) cl~ Qt :::. ¾ Q,. 

Les niveaux atteints par X 
l'exemple 1. A chaque rayon propre O 

sont les pi. :, .4: / ,4i. 
cr 

du champ partiel L Q1 {:it) 
i:I 

comme à 

chaque niveau f effectivement atteint, correspond une intégrale formelle 

et à 

du champ X , résurgente en 'â, et vérifiant 1 'équation du pont. Les, invariants 

I' 
holomorphes de niveau 1" sont ici de la forme : 
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(10.2.12) 

avec 

(10.2.13) 

Exemple 4 : 

Soit un champ X analytique et formellement conjugué à un champ 

(10.214) 

avec des multiplicateurs A~ présentant e degrés de résonance positive et 

ndisjointe", c'est-à-dire de la forme 

(10.2.15) 

avec une partition U Id = {~, ... ., V J ( ¼ t\Îft = D M J" + R) 
polynômes f; tx) 6. (L C ~ 1 • .. 1 tf J tels que 

, o""' 

et avec des 

(10.2.16) 

L 
t • fà 

pour des entiers 

(10.2.17) 

Cela conduit, pour le champ 
0 X , à un système dynamique réduit 

et pour le champ X à des intégrales formelles de niveau 

(10.2.19) 

et de la forme 



(10.2.20) 

avec des blocs élémentaires 

(10.2.21) 

Pour un bon paramétrage en..()... 

mettre sous la forme (10.2.12). 

Cas des difféos 
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'tl.(w) 
Â..L 

, les invariants holomorphes ,?i peuvent encore se ,..,, 

Si maintenant on envisage des difféos analytiques et formellement conjugués 

à l'exponentielle 
0

[ de l'un ou l 'autr,e des divers champs "X énumérés ci-dessus 

les intégrales formelles gardent évidemment la même forme mais il apparaît au niveau 1 

(et seulement au niveau 1) un multiplicateur imaginaire . Ainsi : 

Exemple lbis : 

Soit un difféo s analytique et formellement conjugué au difféo 

op ·. (10.2.22) 0-

Aux niveaux f ( 1. le difféo J' possède des invariants #te.., de la même forme que 

ceux du champ X de l'exemple 1 mais, contrairement au champ X , il possède aussi 

des invariants holomorphes de niveau 1 

(12.2.23) --
. 

avec 4J t jl. ::: 2.'Tt~ 2 et A~ (..c.o.} E. <C. [[ .«i.,. . . ,.., hv., :n . 

Exemples 3bis et 4bis. 

Soit un difféo J 
avec 

0X comme à l'exemple 

analytique et formellement conjugué au difféo °J =Uf ,C 

3 ou 4. Ici encore, aux niveaux ft (1 , · ~ et X ont 

des invariants de même forme, mais au niveau 1, s a des invariants tflt..J plus riches 



498 

que ceux de X , car indexés sur un réseau de résurgence .fl.. augmenté du multipli

cateur imaginaire. 

SECTION 10.3 OBJETS A PLUSIEURS .GENERATIONS. 

Nous allons dans cette section examiner divers exemples illustrant les 

principaux types d'objets à plusieurs générations. Chaque génération n'aura qu'un 

seul niveau (en général égal à 1). Les cas où les diverses générations peuvent poss.é

der plusieurs niveaux chacune seront examinés à la seètion suivante. 

Les quatre premiers exemples servent surtout à préciser les notions de temps 

parallèles élémentaire et perturbé. Ceux qui suivent montrent comment se calculent 

et à quoi ressemblent les intégrales formelles de ~-ème génération. Ils précisent 

aussi la forme des invariants holomorphes correspondants. 

Nous considérons surtout des champs de vecteurs locaux 

ou, ce qui revient au même, des systèmes dynamiques 

dirons en fin de section un m::>t des difféos locaux. 

Exemple 1 : 

Soit le système dynamique 

' :t, 
'L - - ):. -a, -, 

:t'L 
'L 

= 2,. ~. 
(10.3.1) 'a\ 

~ 'l - %\ - -:t 3 2'- xi 
')~ -- - - - - - -
~ "' - x., - -:i:v :tv., ... %''L:tt. i)'t 

Il admet pour solution particulière 

(10.3.2) 

et pour solution générale 

(10.3.3) 

• Nous 
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avec 

Comme d'habitude, nous considérons l'intégrale formelle comme définie modulo une 

translation sur } , ce qui permet de faire l'économie du paramètre .U 0 . Les 

se développent d'une façon unique en puissances entières négatives 

de avec 

(10.3.5) 

Les systèmes dynamiques analytiques formellement conjugués à (10.1.1) ont donc une 

seule intégrale totalement prograde, c'est-à-dire développable en puissances néga-

tives des ~ Nous verrons qu'il faut lui adjoindre V-1.. intégrales formelles 
~ 

bigrades. 

Exemple 2 : 

Soit t'-1 ., 'ltv des entiers ~ 1 et soit le système dynamique 

= - i -,.,. 
.., 

(10.3.6) ·f;. 
.,, 
~ 

Il admet pour solution particulière 

(10.3. 7) 

et pour solution générale 

(10.3.8) = 

avec () et i:~ connne ci-avant. Ici encore, les systèmes dynamiques analytiques 
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formellement conjugués a (10.1.6) ont une seule intégrale totalement prograde, mais 

elle fait intervenir des puissances fractionnaires des ~ 

i.-1 

Exemple 3 : 

Les systèmes dynamiques du type 

d. 
'L 

:t-1. - x. -
d1n -1+ E (X1.1 ... ,x.,)::tt 

1. 
- - - - -

(10.3.9) 'l.. 
ë.-! 

d. TT ,: è. - 'Zt 2 · 

dr 1+A C~t+-11••·,1-Xv)::t, j•.-t -f + { ('X J'+t I ••• , =t,.) :rd 
- - - - - -

-- ft 
avec f (l.Jft I" .. I ;t~) 

• 

-1 + J., -x.., 
6 d:_ { 'lj-t-1 I .. • I ;tV} 

J•t 1 + { (~j1-1., ... ,, :kv) 'k.i 
ne sont pas équivalents, même 

formellement, au système (10.1.1), à moins évidemment que t.-::.~:. . ··•t = 0 

et ils sont aussi irréductibles les uns aux autres (*). Les séries J;, (Xë,+, 
1 

... ,1~v) 
généralisent les résiduits ("résidus itératifs") scalaires des problèmes à une géné-

ration. 

Le système (10.1.10) admet une solution particulière 

(10.3.10) 

avec des temps parallèles perturbés 

temps parallèles élémentaires ÎJ 
constants" du système: 

i. 

0 qui sont équivalent (pour ~ ➔ cP ) aux 

... 
de (10. 1. 5) et qui sont solutions "sans termes 

(*) Chacun d'eux est formellement conjugable à un système apparemment plus simple, 

ffi:llS en réalité moins maniable, et qu'on obtient en supprimant les produits 
t-'l 

1jI (·· ·) aux seconds membres de (10.1.9). 
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::: 

(10.3.11) 

ti) + ~ 
d~ J.i 

v-, V - -V-1 l lJ 
" Quant à la solution générale du systeme dynamique (10.1.9), elle s'écrit 

(10.3.12) 

pour des êt vérifiant le même système (10 .1.11) que les ~ mais comportant 

des termes constants ..U 1 • o 1-1 I • • • . Ainsi : 

~ :t .,_,. :::: Â). v-, 1'" -=t:v.., ;- fv ¾ l:v-, Ct ~ (f_) 

¾ ~v .. 1 - ./J. V-t. + ~"""- + g ~v-~ -t- {J: + t !. j ~ ~V t. 
v-r; o v .. , .,, v .,,-,;o .. 

"° (f. -"" ù:,..c1.,) == LJ..,,:~ ~ + ~ fv .. ,,~ ) ~v-i. 
• =-• v-11 1\-t-t IJt 

et plus généralement 

-- Mv . -.. + • • • 

Tout système dynamique formellement conjugué à (10.1.9) admet une seule intégrale 

formelle totalement prograde. Celle-ci est développable en puissances négatives 

des Q (temps perturbés) ou, ce qui revient au même, en puissances négatives des .. 1J et des 'tJ / t) (temps élémentaires). Bien entendu, il faut aussi envisager 
,0 4 •+• 

des intégrales bigrades (Voir ci-après). 

Exemple 4 : 

Le système dynamique 



cl 
~1. -

d.ô 
- - -

(10.3.13) cl Xe:, 
d? 
- - - -

J 'X.y -
cl~ 
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-

v-, 
- TT 

i=" 

~-1 +~ c~ftl ) .. •,1 :t,) ;tJ d 

,: 1'-J' 

-11-J.. (x1+1 r'.1-:l'I) ~ l'-j 
d II Î 

est au système (10.1.9) ce que le système (10.1.6) est au système (10.1.1). Il 

conduit à introduire des temps perturbés i,- qui vérifient encore le système 

D: ("'ï), -l//11;) (10.1.11), mais avec Ji l 7·v à 1! place de f (~~•) . On montre qu'il 
.. et 

n'y a jamais lieu d'introduire des temps perturbés plus complexes ceux-ci 

suffisent à toutes les applications. 

Pour ne pas nous embarasser de la complication, à la vérité bien mineure, 

que représente l'introduction des temps perturbés, nous allons supposer les j tous 
• 

nuls dans les exemples qui suivent. Nous n'aurons ainsi affaire qu'aux seuls temps 

élémentaires. 

Exemple 5 : 

Soit une partition 0, U ~.,_ de l 1 ensemble r 3,...., ,,..V) et soit le système 

dynamique : 

J ,._ 
t. o(' 

1k. 

- xi - - ~, +- :t, X.. 

'~ 
4"I, 

""- 4', "llv 

z - X\ - .. ~" d 1.. 0('1. ~ - Xt.. = - '1:1., .tt + t. X,.~ 
d~ "" (10.3.14) 

cl . "'- ~ - L• - ).. ,: . + 1. Il(. .. 1· ;k.. h-t- f. é 1. - &, .. 

"" tl? 
.. 

J. À17 r .. X1 
()/_,.. ..... .. l= ~,. ::t• + 1:. 2:-:t. ~ L 

cl~ 
.. "'" " 

Au premier ordre en t sa solution générale vaut 

•:t, [ ..f. t-
ik. ' lf'c~,.,.,) + b-C'-J) (10.3.15) xt {~,,(>..) l~,. 41.) Î.U.. pl_l 

1, ~ 
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~ TT u-~t TT avec ,lt - L 

t E ~. it-~'\. 
(pas de {.l.1. ) et avec 

0 

;t_-1.. ( ~ / M.} 

(lo. 3.16) 

Quant à 

(10.3.17) 

avec w = wc~1 = L "kt~,: et w 
1 =~/('kl = -1-r-L '>I.: A,· . parallèlement 

i:e-~. re-'J'-
au temps primordial i , introduisons le temps de seconde génération 1J = ~ ~ 

i. 
L'intégrale formelle X.(~ 1 ~.t-) du système dynamique (13.1.14) qui est résurgente 

en )' s'obtient en prorésolvant (13. 1. 17) si w(~) =t O et en rétrorésolvant 

Sl. 4J c~) = D . Ainsi : 

(10.3.18) t l"a I Mt) - ~t- 'J-)-' ~4,(, (_ ,ü., T" ~ l )_((, ~ 
1)2::1 

B = ~/,} / (_4.> 1", )-' = (AJ-t ~ ( - '; /w) hl. 

(J0.3.19) (.tf,+~'f...,_' di 
~ .,, 

-'", 
(resp. e, t' ~, ) en 

1 

Plus précisément, on doit dans (13_.1.19) développer 

puissances croissantes (resp. décroissantes) de ~ , puis intégrer en (7 et 

faire ~ = ¾à 
l-

t 

Pour obtenir l'intégrale formelle ,:_ (";) 1 ~ qui est résurgente en 

il faut au contraire prorésoudre dans tous les cas. Si t.v(11.) .:# 0 , on doit 

donc prendre ~ ( ~ / ..(.(i.) 
prendre : 

, comme en (13.1.18) et si on doit 
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(1 o. 3. 20) 

1 1 intégrale fonnelle résurgente en '7J' vérifie l'équation du pont avec des 

A&J de la forme : 

(10.3.21) J\., 0 ' • 

r Aw ( .v.} ~ + L A~ (M} A, E t--L A~ (A} ~ 'Z 
1 o~ u/J, ÇJ(_: , ~ ~... ?((: l 

pour AJ..~tw) = TT ur~ 
~ 

( i (:: ':1t J , pour un indice lù parcourant le réseau 

'Jl engendré par les tels que et pour des coefficients 

L'intégrale formelle 

des diw de la forme 

résurgente en ~ vérifie l'équation du pont avec 

(10.3.22) 

4''(w) 
avec M.. (u1,.} , avec un indice 

I w .::: w parcourant le 
t 

réseau fi engendré par 

scalaires. 

les Â • tels que 
" 

et avec des coefficients 

Dans un cas comme dans l'autre, la forme des flw ne change pas quand on 

' "' remplace 1 OC~ ~ par une somme (sans î) et qu'on résout 

exactement le système dynamique (13.1.14). 

Exemple 6 : 

Soit un entier 4 ~ '1 /1... et soit ri u 1'\. o . . . Î.o une partition 

de 1 'ensemble { .6+<1 4 ,tt. 1 ••• ., V} . Soit le système dynamique 



SOS 

J 'l 

- X1. - Z-1 

J~ 
l.-t 

it. 'L TT ;t· (_ 1. ~ .c: .s .cl) X· - _x. 

J.b 
L 1. J=i ~ 

(lo.3.23) d ~ ;: ~ 1~ ) l:. - }. l:• 
d.~ 

1. . " 
A-t 

d 'X· Ji l; TT~· 0i_i. 6 Tt ,, R. ,1) -
J '1 

.. 
J·=d d 

Supposons pour simplifier que, pour tout l I les multiplicateurs Ât d'indice 

soient indépendants sur~ • Tout système dynamique analytique et 

formellement conjugué à (13.1.23) possède, pour tout P<, € { 41 ••. / J ~ une inté-

grale formelle de &..-ème génération, résurgente en jJ- et dépendant de v~t para-
{-t 

mètres -llt qui se répartissent sur les J générations. On pose ~e,,.,_ .tlt = Il 
si ou si "<t est la constante d'intégration s'introduisant lors de la 

quadrature de l'équation 

k-, 
J 1. TT ~-- X.A. ::: 'l:.." ' 6,~ j=-1 

Seule la dernière intégrale formelle (celle qui est résurgente en 'b ) est totale-
-4-1 

ment prograde. Les autres se calculent comme à l'exemple 5,en mêlant judicieusement 

développements progrades et développements rétrogrades. Pour chacune d'elles on a 

l'équation du pont : 

(10.3.24) 

• 
Ici L1 désigne la dérivation étrangère 

(A) &. 
parcourt lè réseau :fl engendré par les 

et aussi (si 

dépend évidemment de Pz. et 

(10.3.24) 

par 

s'écrit 

pointée par rapport à "'Jr . L'indice G.J 

l'l {-1.1 
multiplicateurs ~- de n,-ème génération • 

1 'entier 1. Quant à 1 'opérateur//(, , i 1 
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Le facteur ne fait intervenir que les paramètres 

de fz-ème génération. Les coefficients A: (M) se présentent comme séries 

entières en les paramètres de génération .>~ . (Pour la dernière génération, 

~ - 1 ce sont des constantes,). Enfin l'invariant précaire est touJ·ours de la forme 1'-"-',., 

A O l»-) d 
w d'iJ 

et Jamais 

Exemple 7 : 

Soit une partition I'i u T,. u ... r .. 
et soit le système dynamique 

Oo.3.24) d -
d.} 

avec pour tout .t 6 ÎA,_ 

de l'ensemble { 1 
" vJ • .., '-,1••·,1 

(lo.3.24bis) 

t l'-) ~ ~~e. ~ l~ 

~('X.) ~~ ~~ 1111. &o ';l:d' Ci ~ ri. uî,. u ... ri. .. ,) 

(J ~ r&.+1 0 rA.n u .. - . r.4) 
Si chaque Ij est réduit à un seul élément, on retombe sur l'exemple 1. Sinon, 

les systèmes dynamiques analytiques formellement conjugués à (13.3,24) possèdent .N 
intégrales formelles progrades, autant exactement qu'il existe de systèmes arbo

rescents de rayons propres (*) : 

(10. 3. 25) 

A chacun de ces systèmes arborescents (**) et à chaque ~,~ correspond une inté-

gr ale formelle X(~ 
1 
~ 

li.-, 
résurgente en :'ï 

/t., 
possédant un réseau de résurgence 

U() par exemple si V est pair et si chaque Jd a deux éléments, on a en général 

N :: 1:,"11.. 

(**) Le rayon propre de ~-ème génération, noté 0&. , est évidemment subordonné à un 

choix de Oi O. ,r si bien qu'on a effectivement une arborescence de I I . •• /VI 
1 '\. /(. •f 

rayons propres. 
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engendré par les multiplicateurs de ( -ème génération et vérifiant l'équation 

du pont avec des opérateurs ~c., de la même forme qu'en (13.3.24). 

Exemple 8 : 

Si on fixe des entiers et si on remplace la condi-

tion (13.3.24bis) par la condition 

~ Anc.l-. 6 1k ~ ~ 'IA..d'\Me. ~ l"-) w-,t. 

(10.3.26) * ~~~~ -1+ llk 1M. .&, x· 
J Cf é- T1..1 

* L-~ tL. ~ Il\ ~ ~ ~-J (J" 6 4.vl Î 1) 
~ ~~ ""'- ~ -;r. 

d (S 6 1~ .. r,) 
alors rien ne change par rapport à l'exemple précédent si ce n'est que le nombre N 
des intégrales formelles progrades augmente. Notons en particulierque les intégrales 

formelles :,t. ( 1,--1 .u...j de 
[-, 

bien que leurs composantes 

)

- 1/1'1.A.., 
de ( :0 et non de 

lli:-, 

Exemple 9 : 

~-ème génération sont, ici encore, résurgente en ~ 
f ~ ( 1[ } fassent intervenir les puissances entièr!:

1 

Cf.[' ~-, 

Les exemples 7 et 8 correspondent à un mode assez particulier d'emboîte

ment des résonances des générations successives : à chaque génération ~, en effet, 

les seuls relations de résonance étaient des relations de nullité ( Âi. = 0 , À~ 

multiplicateur de k-ème génération), tandis que les autres multiplicateurs étaient 

supposés rationnellement indépendants. Supposons maintenant que le champ X présente 

à la première génération t', degrés de résonance (du type général 

et non plus nécessairement du type nul Â • -::: 0 ) , puis )!_ degrés de résonance 

(toujours de type général) à la deuxième génération, puis~ degrés de résonance 

à la troisième génération, et ainsi de suite jusqu'à la A -ème génération (A<.. v) . 
Les résultats restent alors les mêmes qu'aux exemples précédents, avec cette seule 

différence que le nombre N des intégrales formelles progrades est maintenant égal 

· li Il 
au nombre des systèmes arborescents de couples graduation)( rayon-propre : 
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. 
l ; J-13 .,, rl ; . . . ; 3-t~ ,, r. } 

la { -ème génération, relatif à une graduation où fl désigne un rayon propre de 

JlA_ de 

tout , <. P<_ . 

1 a tème généra tian 
I 

e lle--même relative à un choix de couples J-1, , '(, pour 

Note sur les difféos à plusieurs générations. 

Leurs intégrales formelles ont la même forme que pour les champs de vec

teurs (systèmes dynamiques) à plusieurs générations. La seule différence concerne 

le réseau de résurgence J1. de première génération, qui comporte un générateur 

supplémentaire (le multiplicateur imaginaire Â
0 

:= Z"'tt ~ ) et les opérateurs 

n .-~~l~~ 
invariants Ol(AJ de première génération, qui comportent un facteur ~ <T 

( 1'-(w) 6 ~ ) périodique en ?J' 

SECTION 10.4 : LE CAS QUI COIFFE TOUS LES CAS. LA GRANDE ARBORESCENCE ET LA RESUR-

GENCE UNIVERSELLE. 

Il est très rare en pratique, surtout en dimension V faible, qu'un objet 

présente à la fois plusieurs niveaux et plusieurs générations, mais enfin cela peut 

arriver. Donnons-en quelques exemples, de généralité croissante, avant de passer 

à l'énoncé couvrant tous les cas. 

Exemple 1 : 

Soit l, Uft.u! 1 une partition de { 't., S J • ••.,V j . Le système dynamique 

J.. .., -1 + ,6 i. 

d°h-
z-i - ~:1 

4-1. 

à - j_ 
-<+J,. 41., 

~Il J,'L~ /Jl ~ LN ) l'.1. - :l'.'l. ~-t -tt1r .6,. 

o. .., -1+-43 ~ 'l ~1 

~ 
X~ - ~ 

z, l:i,. 21 

(10.41) J. "°~ 1. 1.)-t -di.. 

\ l ;. f It :r• ::: - ;t. X1 /J,(_ ( 0 < J~ <-d,) 
t1~ " Ji. " • 

4_ X· J;. A· 
.6,t ""i - -4~ 

\ 1 
~ I,. == - '2c:- Z4. x,. Jx i. (o <-'~ <J,.) d\ .. ''- • 

d .tiè. ~- l'· 
~, "1,. Ir~~ 

\) Ai-
. 

f!'3 (O(J,<J1) - ~- - 'l', %,_ :t, l. 

d~ 
C. 

J3 
.. ~ 



509 

admet pour solution particulière 

(10.4.2) 

Il faut donc, pour les systèmes dynamiques formellement conjugués à (10.4.1), consi-

dérer des intégrales résurgentes en 'b = ~~ en 

lJ;./JJ1. A~ /IJ1.. 1 15 Âi: /-43 aussi en i , en ~ et en 

4. ,. 

Exemple 2 : 

Si on maintient les équations (10. 4 .1) pour ~ ê: {-1, 1., \ J U! • U l l mais 

si, pour i l: lt , on les remplace par 

(10.4.3) 

la solution particulière correspondante devient 

(10.4.4) 

Il faudra donc ici envisager aussi de la résurgence en 

(10.4.5) 

Exemple 3 : 

Soit U I U 
1 1 l1,'l) 

système dynamique 

une partition de { ..f V 1- et soit le ) ... ) J ' 
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(10.4.6) ol :X • Qz ('x.) (_ Q, l~) fwlJ-x,rw.i~ ) ~ -
di I 

- É= 1, avec, S 1 l 

Q~ ex-) b.~e. cl.L ~ 1 i- ·"1 e,,... :t· 
J Fi éT1 

(10.4.7) Q4 lx) ~ d.,._~ -4A ~ '):i ~ J° 6It Ci<'t) 

Q;. laj uv...W- ~ :X· 
<l ~i f; X. V ... r, 

. ~ 1,, I\. : et avec, Sl. &. 

Q~ (-x.) ~ewv!. ~ Xi ~ J' é- 11/l 

(10.4.8) Qi ex.) ~~ ri..,._ ~ Â)1 - ..o1,1t 41. i t!: I1 
Q;. tx.) ~r- rl.._ ~ -bit tM. ~ 1k i é- !A 

Tout système dynamique formellement conjugué à (10.4.6) présente une arbore~cence 

(finie) de rayons propres et, pour chaque suite 

il possède une intégrale formelle résurgente en t et aussi 

une intégrale formelle résurgente en Ô" IJ ft. ( JA., i. A.-1 

k-1 
Exemple 4 : 

On peut bien sûr fabriquer un exemple qui soit à l'exemple 3 ce que l'exemple 

2 est à 1 1 exemple 1 et avoir ainsi, pour chaque suite [ '( 
1 
O. 

1 
••• 1 de rayons 

1 1. ) 

propres, des intégrales formelles résurgentes en 

Exemple 5 : 

On peut avoir la même chose qu'à l'exemple 4, mais avec à chaque génération 

des relations de résonance de type général ~ ,m.. A.· :::: 0 et non plus seulement -L- ~ ~ 

de type nul Â · ::. O . Cela conduit à une double arborescence t 
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. 
/ 

impliquant à la fois des graduations et des rayons propres. Là-dessus peut venir 

se greffer de la nihilence (niveaux infinis de première ou deuxième ou troisième ... 

génération) et on est alors dans la situation la plus générale qui puisse se présenter. 

Le moment est venu de donner l'énoncé qui couvre tout. 

Pr0p>0sition 10.4.1 (La grande arborescence et la résurgence universelle) 

Considérons un objet analytique local ot ' C'est-à-dire soit un champ 
'1/ 

singulier X L avec X; (o) :0 .,,> soit un difféo 

, J : ~-. t---7 r lx.) qui laisse fixe l'origine. Notons comme toujours V la 

dimension de l'objet. 

l2., Si l'objet présente de la résonance étalée sur Il générations ( 11.<.'I) , il 

possède un nombre fini N de branches b c'est-à-dire de suite 

(10.4.9) 

Î> î 
faites de graduations ~J 1 et de rayons propres Qi de 1-ème génération avec 

1 ~ ' ~ ~ =:. 4 li) ~ n. Chaque graduation~, porte en général plusieurs rayons 

propres o, de différents niveaux, et à chaque rayon propre {)

1 
est associée une 

algèbre éclatée Jt. r'('\ J laquelle possède en général plusieurs graduations Ji 
1
,.
1
• 

Les N branches b s'articulent donc connne les branches d'un arbre. Le tout 

constitue ce qu 1 on appelle la grande arborescence. 

2) - A chacune des N branches correspond une intégrale formelle totalement prograde 

de l'objet : 

(10.4.10) -x. li ( ~ , .to" ... , -«,., ') = ( x: (9t, ,.,., . .. ,u •. ,), ... , ;,,: IV,.,,, ... , .ù.v-,)) 

Si l'objet est un champ X , i; 
~ (1, 1 AJ.) est solution du système différentiel 

(10.4.11) X ~ C .:t C 1, "'-)) Ci = r,, ... ., v ) 
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et s1 1 'objet est un difféo } 
1 

;t. b l~ 
1 

J.,,.) est solution du système aux différences 

(10.4. 12) 

Pour une branche b donnée, l'intégrale formelle prograde 

tiellement unique (>'<) et elle s'écrit : 

(10.4.13) 

V-1 

est essen-

avec un multiindice 1t parcourant une partie Z. ayant la propriété de 

décomposition finie(**) et des monômes 
'11. 

M.. 
1'I v-' . . . .tt..,_, 

3) Les - C1t,, · · ,,.'?lv-1] i sont des blocs élémentaires, c'est-à-dire des 

expressions du type 

(10.4.14) --
avec des temps parallèles élémentaires 

(10.4.15) - 'â 
/to,li,r ·•,-f.4 

et avec des fréquences t:.Jp [1') qui sont linéaires en 11.. (strictement ou modulo 

4) Les coefficients qui entrent dans la définition des blocs élémentaires -
consituent un système complet d I invariants formels (*,'<*) primaires de 1 'objet. 

(*) modulo une translation sur le temps 1J et des dilations sur les paramètres Mt. 

(**) Cela veut dire que, pour tout multientier 1t t j{ , il n'existe qu'un nombre 

fini de IL~ fN et de multientiers ?\t l:-~ et -:pO tels que 1'1.-:::1L't1t.1.+ ... ,,:'. 

(***) Ces invariants sont algébriques en l'objet mais on peut, par symétrisation 

sur l'ensemble des .l'J branches Î , en tirer un système complet d'invariants 

primaires rationnels en l'objet. 
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U Pour tout mul tientier 'l'l f. )[' on peut, en retranchant de la composante Cf{~) 
de l'intégrale formelle une série bien choisie (avec 

~· , supprimer certains des tenues de , dits 

termes suppressibles. Il existe un choix (essentiellement unique) de variables 

qui fait effectivement disparaître tous les termes suppressibles 

de toutes les composantes de l'intégrale formelle. Les coefficients des 

termes qui restent (*) constituent un système complet d'invariants fonnels (**) 

secondaires de l'objet(***). 

6) Pour chaque branche b ... il existe des rationnels fl 01 ll1, ,1 ~ •• 1 A..d 

J'h'I\(?.) les composantes ~ 
0 

t ' 
de 1 'intégrale pro grade %. (~., .JA) soient des 

entières en les expressions : 

(10.4.16) 
,I 

ainsi qu'en les expressions correctrices: 

(10.4.17) 
) 

7) Si on recourt aux temps ad hoc que sont les temps perturbés : -
(10.4.18) i ~ o 

-6 4 

tels que 

séries 

construits à partir des résiduits (résidus itératifs) généralisés (****) on peut se 

débarasser des expressions correctrices (10.4.17). 
rh~ 

(*) pour chaque composante T , ils sont essentiellement en nombre fini. 

(**) eux aussi sont algébriques et eux-aussi livrent, par symétrisation sur les 

branches b , des invariants rationnels. 

()'do'{) pour des exemples concrets (objets à 1 ou 2 générations) voir §6. 5. 

(****) On les note . Ce sont des séries formelles en les (voir §10. 3, 

exemples 3 et 4) et leurs coefficients sont des invariants formels secondaires de 

1 'objet. 
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8) Pour chacune des N branches b il existe un nombre fini de temps parallèles -
critiques, c'est-à-dire de temps élémentaires de la forme (10.4.16) et pour 

lesquels il existe au mo1ns un tel que 

(lo.4.19) 

.2.l_ On classe les temps parallèles critiques ~p par vitesse de croissance à l'infini, 

ce qui revient à classer les indices P = (jt~1 1tii .... ,41.,) par ordre lexicographique. 

D'où un ordre total P< P/ . A chaque temps parallèle critique ô; sont associés 
p 

' 11 • 1 bl ttt7 , . f' (10 4 19) ceux des parametres 'v't qui accompagnent es ocs ?, veri iant . • • 

On dit que P 
abrégé 

(10.4.20) 

est l'ordre du temps et de ses paramètres satellites M, 

1' = --

10) A chacune des N branches b et à chacun des temps parallèles critiques .... 
correspond une intégrale formelle 

(10.4.21) 

résurgente en 1 
p 

ou, plus exactement, de composantes q> (~P) résurgentes en 

En 

Cette intégrale est essentiellement unique et parfaitement constructible. Elle est 

prograde si 1Jp est le dernier des temps parllèles critiques. Sinon, elle est 

bigrade (*) • 

p 
11) Son 11réseau1t de résurgence Jl (c'est-à-dire 1 1 ensemble des indices (.J tels -
que les 

annuler 

dérivations étrangères /jw en 'â soient susceptibles d I agir sans les 
rb"'- p 

sur les composantes 'i ) est engendré par les multiplicateurs Â~ d'ordre 

(>~) Lorsque le "réseau" .Jl! , ou plus exactement sa projection sur ( , contient 

un sous-groupe dense dans C , la résurgence est de type monogène (voir §1. 3.f). 
Lorsqu'il existe des tennes croisés cruciaux, la résurgence est de type stellaire 

(voir §1. 3,~). Ces deux complications peuvent se combiner. 

P. 
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Pour qu'un nombre complexe soit la projection w d'un élément w de .Jlp , il faut 

et il suffit qu'il existe 1t l:: .}! tel que : 

(10.4.22) • 

12) L'intégrale formelle d'ordre P vérifie l'équation du pont - • 
(10.4.23) --

• 
où flt..> désigne la dérivation étrangère (pointée) en il> et d'indice 0 , et où 

#t désigne un opérateur différentiel ordinaire de la fonne • w 

(10.4.24) --
Le facteur(*) 

(10.4.25) -

ne fait intervenir que les paramètres 

sont des séries formelles en les Md pour 

d'ordre p • Les composantes 

(11,d. "i < p • Le facteur précaire 

13) -des 

Les Jlw sont 

NNI 
familles 

et chacun des N1 

fait toujours intervenir le temps primordial} et non ~p 

des invariants holomorphes de l'objet considéré. La réunion finie 

{ t{¼ eu ; 41 é J2P \ relatives à chacune des N branches b 
temps parallèles critiques 1'p , con.stitue un système dénombra-

ble d'invariants holomorphes de l'objet. 

(*) Si Î): est le temps primordial et si l'objet est un difféo, il faut ajouter 

lf1 p !..ni. ">to "-.,, 
à 1(1

41 
un facteur e_ (J périodique en tf 
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14) Lorsqu'en outre l'objet présente, à tel ou tel de ses ordres - p , de la 

quasirésonance ou de la nihilence active, il possède, en sus des invariants formels 

et holomorphes que nous venons de construire, une masse indifférenciée d'invariants 

métaholomorphes, essentiellement non constructibles. 

SECTION 10.5. CRITERES UNIVERSELS DE CROISSANCE ET CONTRAINTES A PRIORI. 

Les contraintes a priori auxquelles sont soumis les invariants holomorphes 

,'Ac., d'un objet local 08-sont dites exactes lorsqu'elles peuvent se mettre sous la 

forme : 

(10.5.1) 0 

pour des invariants scalaires (*) et une fonction ...C. 

qui est analytique en chacun de ses arguments. Les contraintes qui ne sont pas de 

ce type sont dites contraintes de croissance. En fait, il est connnode de distinguer 

trois types de contraintes : (i) exactes finies (ii) exactes infinies (iii) de 

croissance. 

10.5.a. Contraintes exactes finies. 

Elles sont du type (10.5.1) et n'impliquent qu'un nombre fini d'invariants 

scalaires. Ces contraintes sont fort simples et ont toutes été décritescas par cas, 

pour chaque classe discrète d'objet local. Elles se ramènent la plupart du temps 

à la nullité de certains coefficients des invariants "cruciaux" Ae.., qui correspondent 

à des G.J extrémaux du réseau J2-. Voir par exemple la proposition 2.3.3. Pour 

les objets Der (champs ou difféos) laissant invariant une 11.-forme différentielle 

G elles s'écrivent 

(*) par exemple, les coefficients scalaires des opérateurs ~w 
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(10.5.2) 0 0 

Pour les difféos à torsion, elles se traduisent par l'invariance relativement à 

1 'action de 1 "'étoile" : 

(lo. 5. 3) 

Enfin, pour les problèmes aux différences atteignant le niveau ,t: e.eetr revêtent la 

forme un peu particulière qui a été signalée aux§§ 3.6 et 3.7. 

10.5.b. Contraintes exactes infinies ou "contraintes en -lL" 

Elles sont encore du type (10.5.1) mais impliquent une infinité d'inva-

riants scalaires I..: coe.) . En fait, elles ne concernent que les objets 

qui admettent plusieurs intégrales formelles (*) et elles relient les opérateurs 

~w qui ont même indice w mais qui sont relatifs à des intégrales formelles dif-

(**) férentes • Ces contraintes sortent un peu du cadre de cet ouvrage (elles 

relèvent plutôt de la synthèse des objets locaux, c'est-à-dire du volume 4) mais 

nous devons quand même en dire un mot. Comme nous avons déjà rencontré, aux §§5.6 

et 6. 9, des exemples concrets de 11contraintes en ..«. ", nous nous contenterons ici 

de replacer la question dans la perspective 11universelle" qui est celle de ce chapitre. 

Problèmes unitemporels. 

Cela veut dire qu'il n'y a résurgence que par rapport à un seul temps 

(en général 1f lui-même) mais n'empêche pas (quand e-,. ~ 2. ) l'existence de para

mètres ..U.~ de seconde génération, chacun d'eux étant accompagné d'un directeur 

(>':) donc le degré de résonance positive e + est 4 '2... 
+ 

(**) ces intégrales formelles sont évidemment en nombre fini mais, puisque E ;p.. 0 ./ 

les ,4\w sont des séries en .u.. et comportent donc chacun une infinité de coefficients 

scalaires. 
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-1· rr1 
,<,q ~ t.: ' et on a, pour chaque 111(,J, ?;~ . On fai.t alors 

résurgence en Â::-ou , avec des équations de résurgence de la forme (6.9.37), 

qui épuisent J es cout rai ntes en A 

Problèmes multitemporels. 

lèles 

Cela veut dire qu'il y a résurgence par rapport à plusieurs temps paral

~ (soit qu'il y ait plusieurs niveaux, ou plusieurs générations, ou les 
Up 

deux). Les résultats sont bien sûr plus compliqués, mais restent les mêmes dans 

leur principe. On se souvient (Voir proposition 10.4.1) qu'on a un ordre total sur 

les temps parallèles critiques 

son cortège (fini, bien sûr) de 

et chaque "bp possède 

dits paramètres d'ordre 

P ( t>"tJ. .U.t .=. P ) et qui possèdent chacun des directeurs. On se souvient aussi 

que les /Aw d'ordre P sont des séries entières en tous les -"; d'ordre < P 

(strictement). Le résultat est qu'on a résurgence en les associés à ces 

(avec certaines complications lorsqu'il existe plusieurs temps parallèles 

strictement inférieurs à -;. ). 
Up 

Remarque sur les contraintes de croissance dans les problèmes multitemporels. 

On a vu 

Soit un objet multitemporel et 1,P 
que l'intégrale formel le d'ordre f 

l'un de ses temps parallèles critiques. 

possédait des composantes cp"-(1Jp) dont 

les transformées de Borel , . , , 1(*) d . . 11 etaient en genera e croissance surexponentie e 

à l'infini. Or les invariants holomorphes /A(,J d'ordre P ont pour coefficients, 

singuliers dominants" de q:>11. en des points schématiquement, les 11résidusn ou "termes 

Sp au dessus de CJ • On serait donc tenté d'en inférer que les fAw croissent 

surexponentiellement en W 
dl 8t,61 

exactement les /Tlt... qu'on 

. Il n'en est rien les /A(..J de niveau P , ou plus 

leur adjoint grâce aux moules E; 8 , sont de croissance 
t.1 1 

exponentielle en W et vérifient les mêmes contraintes de croissance (10.5.8) 

que dans les problèmes unitemporels. Pour plus de détails, voir les Appendices 1 

et 2 (pp 586 et sq). 

(*) sauf bien sûr si 

lèles critiques. 

est le Eremier (i.e. le plus croissant) des temps parnl-
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10.S.c. Contraintes de croissance ou "contraintes en CJ 
Il 

Elles s'appliquent à des Jl/t..J relatifs à une même intégrale formelle 

mais d'indices C.,..) différents. Elles ne sont pas du type exact (10.5.1) mais 

disent simplement que ,4ilv ne croît pas trop vite quand CJ croît. Bornons-nous à 

( )~) 
les donner dans le cas des objets unitemporels 

Munissant les invariants Jîr.., d'une bonne norme {l • fi (**) . 
on s'aperçoit 

d'abord que les ;.!jw vérifient nécessairement une condition de croissance: 

(10.5.4) ( Cu C '- ~ ~ l:c:, ) 
/ 

mais qu'inversement (10.5.4) ne suffit pas à assurer l'existence d'un objet 06-
ayant les /A!J pour invariants. Pour obtenir des contraintes de croissance qui 

soient nécessaires et suffisantes, il ne faut pas raisonner directement sur les 

//J.
0 

, mais leur associer des opérateurs différentiels #f fue,._;&, d'ordre ;J, 1 

Pour tous réels et tels que 

() 

(10.5.5) 

(*) i.e. dont toutes les intégrales formelles sont résurgentes par rapport à un 

même temps ~P , qui est en général le temps primordial } • 

(**) pour des opérateurs à coefficients scalaires, 

'I td 1\ on peut prendre !1 11 •,.
1 

\ 
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• 
Le moule E $1. f) est une variante symétrale du moule rotationnel R:, lequel 

, 1 

est alternal. Voir (1.4.34). 

Proposition 10.5.1 (Contraintes universelles de croissance) 

Une famille l ,41 w ,, ru f: J: 1 d'opérateurs différentiels (*) est la 

famille d'invariants holomorphes d'un ,objet unitemporel De- si et seulement si, 

pour toutes directions 9, / $L d'angle 8 _f) -,,, 0 t. 1 ,,. et < 1r , l'opérateur 

. U~*) suivant : 

(10.5.6) 

c,è> 

1 + :2·· 
1\.,::.1 

- (. c:,, + ... ~lt) 1:- lf1 
e. /f1 41 ... 

Il. 

converge pour et .Â:-assez grand. 

Cela revient à dire que, munis d'une bonne norme 1/ • Il , les opérateurs 

(10.5.7) 

sont soumis à des restrictions de croissance : 

(10.5.8) < 
beaucoup plus sévères que les restrictions (10. 5 .4) imposées aux /Ae..,. 

L'interprétation des contraintes de croissance est particulièrement simple 

lorsque le réseau Jl, est porté par une seule droite. Voir à ce sujet § 6. 4 et 

§ 11.2. 

(*) évidemment supposés satisfaire aux contraintes exactes propres à une classe 

discrète d'objets locaux. 

(**) qui n'est pas une dérivation mais un automorphisme formel (puisque le moule 

E. 
est symétral). 

&,. I QI 
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SECTION 10.6. NOTE SUR LA CLASSIFICATION GEVREYDES OBJETS GEVREY 

Nous avons dans ce livre classé les objets locaux analytiques, c'est-à-dire 

définis par des séries de Taylor de classe de Gevrey 1. On peut aussi se proposer 

de classer les objets K-croissants (c'est-à-dire aux coefficients de Taylor soumis 

à des contraintes de croissance moins sévères: par exemple la croissance de classe 

Gevrey ,t+ & avec 8) 0 ) par rapport aux changement de variables eux-mêmes K-
. (~~) C 1 1 K . . . -croissants . e a a un sens pourvu que a -croissance en question soit 

stable par addition (des séries de Taylor), multiplication, composition (substitu

tion) et prise de l'inverse de composition. (Les deux dernières conditions sont 

les plus restrictives et aussi les plus importantes : elles nous assurent que les 

changements de variables K-croissants forment un groupe). En ce qui concerne les 

classes de Gevrey 1+ 9 , ces quatre conditions de stabilité sont satisfaites si 

et seulement si B ~o. La classe analytique est donc la plus petite classe 

Gevrey (et aussi la plus petite classe de K-croissance) pour laquelle se pose un 

problème de classification. 

La classification formelle est évidermnent identique pour toutes les K
-croissances, mais la K-classification, tout connue la classification analytique, 

fait aussi intervenir des K-invariants qui peuvent être de deux types : holomorphes 

ou métaholomorphes. 

1O.6.a. K-invariants holomorphes. 

Ceux-ci n'existent que si la condition de croissance f< n'est pas trop 

lâche (le critère est le suivant : pour chaque classe discrète. ~ d'objets locaux, 

la K-croissance doit être plus stricte qu'une certaine croissance Gevrey d'ordre 

-1 + ece) avec 0((;1 fonction du ou des niveaux f- des objets de tf ) mais, 

lorsqu'ils existent, les K-invariants holomorphes fondamentaux ont la même 

expression que les invariants holomorphes analytiques. Plus précisément, ce sont 

(*) Pour la notion de K-croissance, voir [E2], chapitre 8. 
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toujours les mêmes opérateurs ,J/w , mais "prolongés analytiquement" des domaines 

Ces /A
0 

sont toujours calculables à partir de l'équation du pont, mais 

les composantes (i')}; des intégrales formelles ont maintenant des transformées 

cp"r\.{'\ . K de Borel , 5, qui n'ont plus la croissance exponentielle, mais sont -crois-

santes, pour une condition K facilement déduisible de la condition K (voir [E2], 

§ 12.e). Il en résulte que les critères universels de croissance (10.5.4) et 

(10.5.8) n'ont plus cours et qu'ils doivent être remplacés par des conditions plus 

lâches, facilement exprimables en fonction de K (voir [E2], § 12.e). 

Bien entendu, ces contraintes de croissance sur les invariants A"' 
seront d'autant plus lâches que K sera plus lâche. Par suite, si Ki est plus 

forte que K~ , certaines séries : 

(10.6.1) 

peuvent très bien converger pour tout et diverger pour 

certains . En ce sens très superficiel on peut dire que la 

quantité des invariants holomorphes diminue quand K s'affaiblit. Jl n'empêche 

que le fait remarquable est la permanence, pour tous les K , d'une même famille 

d'invariants holomorphes fondamentaux, à savoir les /t1~, dont tous les autres 

se déduisent. 

10. 6. b. K-invariants métaholomorphes. 

Con:nne pour les objets analytiques, ils sont exceptionnels et ne peuvent 

provenir que de deux sources nihilence (petits diviseurs) et quasirésonance 

(tout petits diviseurs). Une remarque cependant. Tout commeP~K-invariants holomorphes, 

(*) Ici ~ désigne évidemment une classe discrète d'objets locaux et 

(resp. If, n K ) représente la partie de t, formée des objets analytiques (resp. K-
-croissants). 
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les !<-invariants métaholomorphes issus de la nihilence disparaissent lorsque la 

K-croissance passe un certain seuil de faiblesse. Au contraire, les invariants 

métaholomorphes issus de la quasirésonance se maintiennent toujours, pourvu que la 

quasirésonance s'accentue à proportion que k: se reliche. Autrement dit, plus K 
est faible, plus les multiplicateurs )~ de l'objet doivent être liouvilliens. 

Remarque: Même pour les objets les plus simples, la géométrie ne permettrait pas 

le calcul des K-invariants holomorphes. C'est normal en un sens puisque les 

objets K-croissants sont eux-mêmes non géométriques. Mais cela montre que, dans 

ces questions d'invariance, la géométricité des objets analytiques est accessoire. 

SECTION 10.7. THEOREMES DE TRANSCENDANCE. 

On peut, au choix, considérer que les fonctions résurgentes attachées aux 

objets locaux sont aux fonctions analytiques ce que les nombres (ou fonctions) 

algébriques sont aux nombres (ou fonctions) rationnels, ou encore ce que les nombres 

(ou fonctions) transcendants sont aux nombres (ou fonctions) algébriques. 

La première analogie s'accorde bien avec le phénomène de l'enrichissement 

algébrique : de même que toute extension algébrique des corps (Q ou ~ + ~ (Q 

fait naître de nouveaux automorphismes, toute extension de l'algèbre des fonctions 

analytiques locales par une ou plusieurs fonctions résurgentes provoque l'apparition 

de nouvelles dérivations (les dérivations étrangères) et parfois (*) aussi de 

nouveaux automorphismes (déduits des dérivations étrangères par exponentiation). 

Pourtant, c'est la seconde analogie qui va nous guider ici. Il se trouve 

en effet que les fonctions résurgentes naturelles (disons : issues d'objets locaux) 

( *)'<) 
ne sont soumises à aucunes autres relations que celles auxquelles on s'attend, 

à savoir les équations qu les définissent ainsi que celles qu'on peut en déduire 

('~) voir § 11.11 

(*;~) faisant intervenir les trois lois + 
fonctions analytiques. 

X/ CJ et ayant pour coefficients des 
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élémentairement. 

En soi, ces résultats n'ont rien de surprenant. Ce qui est remarquable, 

c'est l'aisance avec laquelle on peut les établir-aisance qui tranche avec 

l'extrême difficulté propre à tous les problèmes de nombres transcendants. Ainsi, 

bien qu'il y ait tout lieu de parier que 
. P. îî n -t- e. ainsi que f¾~r-)~~~) 

sont transcendants et que ces nombres sont algébriquement indépen-

dantsles uns des autres, on ne dispose d'aucune méthode générale pour aborder ces 

questions. Même les rares résultats qu'on connaisse, comme le théorème de A. BAKER 

qui affirme la transcendance de 

(10. 7 .1) 

n'admettent que des démonstrations d'une extrême technicité(*) 

Il en va tout autrement pour les fonctions résurgentes qui sont solutions 

d'équations ou de systèmes à coefficients analytiques. Les théorèmes de transcen

dance relatives à ces fonctions s'établissent par deux méthodes très générales et 

très simples dans leur principe. 

La première méthode vaut pour un nombre fini de fonctions résurgentes 

permet, à partir 

(10.7.2) 

• Elle utilise l'automorphisme dpl, 

( ,~**) 
de toute relation présumée 

0 

de tirer une relation 

(10.7.3) 

(**) dit "forme déployée" , qui 

0 

(*) D'après J. DIEUDONNE ("Panorama des Math. Pures") dont nous tirons cet énoncé. 

(**) Voir Proposition 1.3.12. 

(* 1~1~) à co~fficients analytiques et faisant intervenir les trois lois +,, X,, C' . 
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qui fait intervenir la 11vraie 11 variable O et 1' infinité des pseudovariëbles 

(10.7.4) z 
f 

et qui se traduit, en prenant les coefficients de chaque 

relations 

(10.7.5) 0 

Z c..i,1 •• • ,, w,,_ 
& 

, par des 

lesquelles sont "si nombreuses" qu'on conçoit intuitivement qu'elles ne,peuvent 

être simultanément vérifiées. Cela peut se démontrer rigoureusement dans chaque 

cas donné, en utilisant le lemme de non-miscibilité des exponentielles et des séries 

de puissances (pour l'énoncé du lemme, voir (E2] lemme llb~et pour des exemples 

d'applications, voir [E2] § llb). 

La deuxième méthode s'applique aux théorèmes de transcendance qui portent 

sur une infinité de fonctions résurgentes <f .. On montre l'impossibilité de 
i 

relations non triviales du type: 

(10.7.6) 0 

(**) 
en utilisant l'automorphisme rst, dit "forme déployée" , qui permet, à partir 

de (10.7.6), de déduire 

(10.7.7) 0 

et d'aboutir, ici encore, à une contradiction. 

Enonçons une application frappante de ces théorèmes de transcendance. 

(*) le passage à la limite s'effectuant pour une topologie naturelle, qui est 

fonction de .11... Voir [E2], chapitre 11. 

(**) Voir Proposition 1.3.13. 



526 

" Proposition 10.7.1 ( (b non de Lie). 

V V 

Le groupe b de tous les difféos locaux de l.,o qui sont tangents à 

l'identité(*) est le contraire exact d'un groupe de Lie en ce sens précis que si 

..ja I JI . . . g sont des élémènts de (bv et "'X / t.x / ... Il.X leurs 

générateurs infinitésimaux formels, aucune somme L. ) . · J X ni aucun crochet de 
"d 

Lie ni aucune combinaison finie de sonnnes et de crochets, aussi 

complexe soit-elle, ne peut jamais (hors cas triviaux) livrer un résultat de la 

forme A avec 
0X générateur d'un °g é d;v 

Principe de la démonstration 

Il est la même que pour la proposition llb3 de [E2] et son corollaire 

(relatifs au cas V::= 1 ) mais avec cette différence qu'il faut maintenant 

~9 distinguer le cas où les différents à 

partiellement coïncidant. 

(*) ils sont étudiés au chapitre 5. 

·ont des raysons propres tous distincts ou 
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Cfl.APITRE 11 CONCLUSION ET COMPLEMENTS 

SECTION 11.1 : APERCU SUR LA SYNTHESE CONSTRUCTIVE. COMPLETUDE ET LIBERTE DES 

SYSTEMES D'INVARIANTS. 

Deux problèmes fondamentaux se posent à propos des objets locaux: l'analyse, 

c'est-à-dire le calcul de leurs invariants, et la synthèse, ou reconstitution 

des objets à partir de leurs invariants. Ce tome 3 était consacré à l'analyse. 

La synthèse sera traitée au tome 4, mais il est permis d'en dire un mot dans 

ce chapitre final, d'autant plus que certaines questions, telles la complétude 

et surtout la liberté des systèmes d'invariants, sont à cheval sur les deux sujets. 

La méthode générale pour établir la COMPLETUDE des systèmes d'invariants 

consiste 

(i) à partir d'une paire d'objets 0&1 et Dert ayant mêmes invariants formels 

(*) 
et holomorphes 

(ii) à construire un changement de variable R. conjuguant oei 

(iii) à montrer qu'il est soit analytique soit résurgent en certaines variables 

"lr liées aux 

(iiii) à vérifier, à partir de l'équation du pont et au moyen de manipulations 

formelles très simples, que toutes les dérivées étrangères (en ces variables 1J ) 
sont nulles, ce qui implique (compte tenu de la croissance exponentielle dans le 

() (,H) .. modèle convolutif) l'analycité de PL _ 

Discuter la LIBERTE des invariants /l"' revient à décrire toutes les contraintes 

a priori auxquelles ils sont soumis. Cela a été fait à la section 10.6, où nous 

avons vu qu'il était commode de distinguer les contraintes de croissance, dont 

(*) travaillons pour simplifier sur une classe discrète où n'existent pas d'inva

riants métaholomorphes. 

(**) Pour un exemple, voir [E2]. Pour les objets à plusieurs niveaux, ce sont les 

intégrales formelles de plus haut niveau qui croissent expon~ntiellement. 
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le nom tient presque lieu de définition, et les contraintes exactes, qui s'expriment 

par des relations analytiques entre invariants scalaires (contraintes finies et 

contraintes infinies ou "contraintes en u "). 

11 est facile de montrer qu'il n'y a pas d'autres contraintes exac.Ee~ que 

celles qu'on a énumérées cas par cas, dans les différents chapitres de ce livre. 

Pour toute classe discrète t;' d'objets locaux, on prend n'importe quel Ofr dans 

'{; , on calcule ses invariants f\w ( ()8..) , puis on leur imprime des 

variations infinitésimales 2> /Aw telles que les #Jw ( 08) + ~ IL vérifient toutes 

les contraintes (exactes et de croissance) et enfin on construit un objet 

qui admette les pour invariants. Soit : 

(11.1.1) 

(11.1.2) 

· Dans la seconde formule, L. (. / . 1 · •) désigne une fonction linéaire explicitable 

des $ /A,.._, ) qui dépend évidemment aussi de 08- et d'une infinité de paramètres 

arbitraires, symbolisés ici par T . 

La construction est explicitée en [E2] pour les difféos locaux de C tangents 

à 1' identité. Voir les intégrales (13c8), (13c9), (13cl6) qui définissent ~ 08-

(ici SS) géométriquement, c'est-à-dire dans les modèles sectoriels. Le procédé 

s'adapte aux autres objets locaux, facilement lorsque l'intégrale formelle est 

unique (par exemple pour les champs de vecteurs à un degré de résonance) et moins 

"'" facilement lorsqu'il y en a plusieurs (par exemple pour les difféos locaux de IL 

qui sont tangents à l'identité : quand \I ~ 2.. les "contraintes en u " intro-

<luisent des complications techniques). Pour les détails, voir [E4]. 

Ce raisonnement montre qu'on n'a oublié aucune contrainte exacte; mais on 

pourrait avoir oublié des contraintes de croissance (ou d'un autre type, auquel 

on n'aurait pas songé!). Pour montrer qu'il n'en est rien, il faut achever la 
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synthèse, c'est-à-dire, partant de n'importe quelle famille de /Aw satisfaisant 

à toutes les contraintes (exactes et de croissance) que l'on connaît, montrer 

l'existence, dans la classe discrète envisagée, d'un objet analytique 08- tel 

que • Ceci peut se faire de plusieurs manières 

(i) Méthodes géométriques non constructives. 

Une telle méthode a été trouvée par B. MALGRANGE [Mal] pour les difféos de 

[; tangents à l'identité et une méthode apparentée à été exposée par MARTINET-RAMIS 

[M-R 1,2] pour les champs résonnants de dimension 2. Elles reposent l'une et 

l'autre sur le théorème de Nirenberg. Il ne semble pas qu'elles puissent s'étendre 

à tous les objets locaux. 

(ii) Méthode géométrique constructive. 

On fixe un objet ()f}° formellement conjugué à Q8.. et aussi simple que 

possible; on calcule 

famille d'invariants 

(11. 1. 3) 

ses invariants 

/A~ dépendant 

et on choisit une 

d'un paramètre .f 6 [o 1. } , vérifiant 

,I 

et satisfaisant', pour tout ..f:- , à 1' ensemble des contraintes connues (exactes et 

de croissance). On cherche ensuite des objets Ô(f.f:-tels que //{u (08-~) = ~ 
Pour cela on reprend les notations de (11.1.2) et on résout le système : 

(11. 1. 4) 

~ 
en réglant (sur la base d'estimations a priori) les paramètres T de manière à 

pouvoir résoudre (1.1.4) sur tout le segment [o1] . En pratique, on raisonne 

plutôt sur des systèmes 

(11. 1.5) 

où 
é:-

représente la (ou les) intégrale(s) formelle(s) de OB , envisagée(s) 

dans les modèles sectoriels. Cela conduit en pratique à des équations aux dérivées 
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partielles. Pour un exemple concret, relatif aux difféos de (( tangents à l'iden-

tité, voir [E2] p.455. 

(iii) Méthode non géométrique mais toujours constructive. 

Contrairement à la méthode (i), la méthode (ii) est constructive mais, 

comme elle, elle ne s'applique ni aux objets analytiques d'une certaine complexité 

ni à aucun des objets Gevrey ou K-croissants (voir §10.6). On peut toutefois 

l'étendre à ces deux cas (et donc à tous les cas) au prix d'une modification minime 

qui consiste à résoudre (11.1.5) non dans les modèles sectoriels, mais dans le 

modèle convolutif. 

SECTION 11.2. APERCU SUR LA SYNTHESE CANONIQUE. LES CAS BILATERAL, SESQUILATERAL1 

UNILATERAL. 

On peut faire mieux que montrer l'existence d'objets répondant à une famille 

donnée d'invariants ~w : on peut chercher, dans la classe analytique définie par 

les t,Aw , des représentants "remarquables". De fait, dans beaucoup de classes 

analytiques d'objets locaux, on a une notion naturelle de représentants canoniques. 

Bien que rarement uniques, ceux-ci présentent tout de même un grand intérêt, car 

ils sont en un sens les représentants les plus réguliers de leur classe, ceux qu'on 

peut prolonger analytiquement le "plus loin" et en rencontrant le "moins de singu-

larités". 

Illustrons cette notion de canonicité sur les deux cas les plus simples qui 

soient : celui des équations analytiques formellement conjuguées à l'équation 

d'Euler : 

(11.2.l) ô 

et celui des difféos de formellement conjugués à l'homographie 

(11.2.2) 
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J_ -- ~1 Si on fait le changement de variable ~ 
0 

pour se transporter au 

voisinage de l'infini, cette équation et ce difféo se simplifient encore. Ils 

deviennent : 

(11.2.3) 

(11.2.4) 

forme 

(11.2.5) 

d y 
di 

y 

i r---? tJ + l TT i. 

Les équations analytiques formellement conjuguées à (11.2.3) sont de la 

et les difféos formellement conjugués à (11.2.4) sont de la fonne 

(11.2.6) s 
On se souvient (voir §2.2 et §5.4) que les intégrales formelles de (11.2.5) et 

(11.2.6) vérifient respectivement des équations de résurgence de la forme 

• 
(11.2.7) 1:1~ X(},.u.) A11. 

-ttti ? 
:t(~1 u.) ( A,.. 6. l; -tt=-1, 1,2, .. ) .,A.).. -

6CA. 

(11.2.8) 
• 

-'l.tti ~r A ~ ( A,.. t d: i 1l E ~*) C') flt . 'l:.(, ,.,u) X.('~) - e,_ .,.. -:tw\l .. 
') 

Les objets (11.2.5) et (11.2.6) admettent donc respectivement les familles 

d'invariants : 

(*) le choix de 2.1Tt comme pasde translation n'a rien d'essentiel, mais permet 

de mettre les difféos (11.2.4) et leurs conjugués plus commodément en rapport avec 

les équations (11.2.3) et leurs conjuguées. 

(**) nos conventions conduiraient plutôt à noter At.'Tl.i'tt. les scalair'es de (11.2.8), 

mais pour le rapprochement avec (11.2.7) il est commode d'omettre le ltrt 
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(11.?.9J [ A~1 / .. ) A, ; A1. fl 
~ / ... f 

(11.2.IOl t--'11_3, A_i_l 4_i • Ai I Ili 4-s ,' ... f 
En fait, et pour d,is ruis01i,; qui n 1 uppc11·,ii:Lrm1t clairement: qu'nu §11..10 

grâce à 1a notion d'idéal étran on est conduit à distinguer, parmi les objets 

(11.2.5) et (ll.2.6), cinq types de classes analytiques caractérisés chàcun par 

le support S des invariants : 

(11.2.11) s C 

Ce sont 

( i) les classes unitaires, de support $ réduit à un point 

(ii) les classes binaires de support S réduit à deux points symétriques 

(iii) les classes unilatérales, de support S contenu dans un ensemble 

1 'no I L 'llo 1 ~ 1lo 1 • • • • 1 
(iiii) les classes sesquilatérales, de support S contenu dans un ensemble 

t -'no /ho,. 211.0,. 31lo,. •,. } 
(iiiii) les classes bilatérales, de support S quelconque. 

Selon les besoins, on entend ces définitions au sens strict ou .!_ar~e, de 

manière que chaque type exclue ou inclue les précédents. 

Notons qu'il n'existe pas, pour les équations (11.2.5), de classes bilaté

rales (strictes). Seuls subsistent les quatre premiers types. 

Comme les objt~ts (11.2.5) et (11.2.6) ne possèdent chacun qu'une intégrale 

formelle, leurs invariants ne sont soumis qu'à des contraintes de croissance 

(voir §10.5) qui sont ici très simples, puisque les réseaux de résurgence .JL sont 

portés par un seul axe et qu'on peut donc prendre ~ l = ei. dans la proposition 



533 

10.5.1. Si aux familles 

ç /'l: 1 familles ln,, J ainsi 

{ A'I\ ~ des lignes 

. (i<) 
construites 

(11.2.9) et (11.2.10) on associe les 

r:,,O 1't1.. z_ A+ 1t+ i ,::;::--
1 {LA u."''1

~ } . ....._ ,{,(_ + ,{,L /4L +.Z_ ,.,,_ 
ml -n~ t ?t Otl (11.2.12) '>'1.~I 'm-:. 1 

A+ in.+ 1 
00 11. 

.A)_ + 2= M... - Â.L + z 1 { L A_.,.,."'" .;i \ • M -n - -.. -, 
11.~1 '111.::i 'ln. 'h.';f 1 dU 

les contraintes de croissance s'écrivent 

(11.2.13) <c,O 

Il y a donc bijection entre les classes analytiques d'équation (11.2.5) eb 

les classes analytiques sesquilatérales de difféos (11.2.6). Cette bijection est 

d'ailleurs explicitable (voir les indications iu fin de section) mais ce qui 

nous intéresse ici, c'est de rechercher, dans chaque classe analytique d'équations 

(11.2.5), puis de difféos (11.2.6), des représentants qui soient d'une forme aussi 

'élémentaire que possible. 

Pour les classes d'équations, il est naturel de chercher des représentants 

ne dépendant que d'une famille { B,n.1 à un seul indice. Les équations de la forme 

(11. 2.14) + 

ne conviennent évidemement pas, car elles sont toutes analytiquement conjuguées 

entre ell2s et à (11.2.3). La forme la plus élémentaire qui convienne est celle-ci 

(11.2.15) 

avec bien sûr 

(*) Notons que et que 
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(11.2.16) 

Elle est dite forme canonique. Les coefficients 81'1. qu'elle comporte jouent un 

rôle parfaitement symétrique des A'h. . De fait, les invariants A1't. d'une équation 

canonique (11.2.15) s'expriment facilement en fonction des B'"-et du moule hyper

logarithmique v• introduit en §1.4. Plus précisément, si on introduit les opéra-

teurs différentiels : 

(11.2.17) 
l 

on a, en particularisant la formule (2.12.22) : 

(11.2.18) 

avec convergence assurée au second membre(*) 

On vérifie que le passage des Bit\ aux Arn. conserve la "latéralité", 

entendue au sens large. Par exemple, à une famille { BIJ\.} binaire ou unilatérale, 

les formules (11.2.18) associent une famille { ,L}')I..} binaire ou unilatérale. 

Formellement, les formules (11.2.18) s'inversent selon des formules tout 

analogues : 

(11.2.19) 

U• v· où désigne le moule hyperlogarithmique inverse du moule 

(11. 2. 20) ô (Voir §1.4) 

Toutefois, à la différence du second membre de (11.2.18), celui de (11.2.19) 

ne converge pas toujours, même lorsque les /111. satisfont aux contraintes de 

(*) sous réserve de (11.2.16) bien sûr. 
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croissance. Et lorsqu'il converge, on n'est pas pour autant assuré que les B~ 
ainsi définis satisfassent à (11. 2.16). La synthèse (passage des A"-aux 81'1. ) 

est donc une opération plus compliquée que l'analyse (passage des B~ aux A'>\ ) . 

En fait, comme on pouvait s'y attendre, la discussion s'articule autour de la latéra-

lité 

(i) Toute classe unitaire, caractérisée par un unique A~ non nul, possède un 
0 

représentant canonique unitaire avec 511 = A'YI. 
0 0 

(ii) Toute classe binaire, caractérisée par deux invariants 1 A_~
0
,/.l~

0

} non nuls, 

possède une infinité dénombrable de représentants canoniques binaires, avec 

(11.2.21) 

(11.2.22) 

vérifiant 

1 

2.. 
1 

2. 

( iii) A toute classe unilatérale . l II A l 1'111 i., ... · J 
(11.2.19) associe une suite unilatérale {B 8 

1 / .,_ / 

la correspondance formelle 

) unique puisque 

A_,= o et que, de ce fait, le second membre de (11.2.19) ne comporte,pour tout 

-n. donné, qu'un nombre fini de termes. Toutefois, la suite { B'>l-1 ainsi construite 

ne vérifie qu'exceptionnelelement la condition de croissance (11.2.16). Elle ne 

définit donc qu 1 exceptionnelelemnt un représentant canonique (11.2.15) analytique 

en ~ . 
' 

(iiii) Enfin, les classes sesquilatérales l A_, 
1 

f'.l, 
1 
A '2.. 

1 
•.• ~ possèdent en 

général une infinité dénombrable de représentants canoniques i B_, 1 B, J B'l. 1 , •. } • 

Pour toute famille 1 A'l'l' suffisamment "petite", les formules (11. 2 .19) fournissant 

un représentant canonique t BI)\.} privilégié. Pour les autres { A~ 1 il est 

possible de "prolonger analytiquement" la correspondance A1'.. i---:) B"'- donnée en 

(11.2.19) mais cette prolongation est multiforme et conduit à une infinité dénom

brable de représentants canoniques dont aucun n'est vraiment privilégié. 
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Quant aux difféos J que les formules (11.2.25) et (11.2.26) ci-dessous 

associent aux équations canoniques (12. 2 .15), ils sont eux-mêmes dits cano~.iques. 

Extérieurement, ils ne se distinguent pas des difféos (11.2.6) généraux (comment le 

pourraient-ils, alors qu'ils doivent comme eux dépendre d'une infinité de tl.'tl. ?) 

mais leur canonicité perce tout de même dans leurs remarquables propriétés, notamment 

de prolongement analytique . Voir à cesujet (E2] chap. 13. On a aussi une notion 

de représentant canonique pour certaines classes bilatérales (strictes) de difféos 

(11.2.6). Voir encore [E2], §13.h. 

Difféos de retour : 

Explicitons, pour la suite, l'application qui à toute équation différentielle 

(11.2.5) associe un difféo (11.2.6) de même classe analytique { /,!J't\.} . Introduisons 

pour cela le changement d'inconnue formel 

(11.2.23) 

qui conjugue (11. 2. 4) à (11. 2. 3). Il vérifie les équations de résurgence en } : 

(11.2.24) 

Posons ensuite 

(11.2.25) 

et notons 

(11.2.26) 

Tout comme 

( 1\::-1,, r, t, 3 ... ) 

&a LV -'1k ')t. 

~ - --d} -+- t?>t,~ o~,,,. ) ~ 
_, 

1 1 unique série entière en ~ et J telle que 

2rri 

.est analytique en ( , résurgente en 'iJ' et de transformée de 

Borel à croissance exponentielle en ~- A partir de (11.2.24), (11.2.25) et (11.2.26) 

on trouve les équations de résurgence en 
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(11.2.27) A 
'h.. 

(11.2.28) 0 

Pour chaque ~ fixé et assez petit, la 

germe <l'application (11.26) holomorphe à 

holomorphes A')L. que l'équation (11.2.5) 

série JC~) =J t~) 
'. f. . ~ l 1n 1n1 et ce germe 

dorrt on est parti. 

SECTION 11. 3. LE CAS UNILATERAL ET LA RESURGENCE DE SYNTHESE. 

§ 11. 3. a. . Aperçu sur la résurgence de synthèse. 

définit donc un 

à les mêmes invariants 

On vient de voir qu'il existait une nette dichotomie entre les classes 

sesquilatérales, qui possèdent en général une irrf initéde représentants canoniques, 

et les classes unilatérales, qui en général n'en possèdent aucun. Il faut donc 

se pencher sur les classes unilatérales et examiner à quelles conditions elles 

possèdent un représentant canonique analytique. Soit { A~) une telle classe 

et soit "ft-son niveau, c'est-à-dire l'indice du premier A't\. non nul : 

(11.3.1) 

Soit [B11-1 l'unique famille canonique que (11.2.19) associe à . On 

vérifie immédiatement que 

(11.3.2) 

Si donc on pose 

(11.3.3) 
,I 

les équations différentielles 

(11.3.4) 
./ 2. Tt t 
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auront pour solutions "sans Lerllll' cunstanl" dl:; -;,:,r1l's formelles bien déterminées 

(11.3.5) 

avecde chaque c5té un m~me sc~laire l et él Vl'l' 

(11.3.6) s* 
0 - 0 J 

2-rri 

Par suite sont toutes deux équivalentes à J avec 

(11.3.7) À 2. Tl.: -r- ..Co 
-r-

f.A~ d ~ 

At~) 
lJ, 

Les séries Al~) et g( ~) et par suite les séries et 8 l~} 
sont généralement divergentes, mais nous allons voir qu'elles sont toujours 

résurgentes en la variable .(\ , 

Pour Al~) et A~l~J c'est évident, puisque d'après (11.2.12) et 

(11.2.13) l'opérateur 

difféo local de ( 

A ( ~) d/ol~ est le générateur infini tés imal formel d'un 

(11.3.8) 

et que A\~) est l'itérateur de ce même difféo 

(11.3.9) A~ 0 A l~) - 2. n C: + A* l~) 

D l ' 1 h' • ' ' 1 d d"fr' (1c) A { ) apres a t eor1e genera e e ces 1 reos ~ 

fonctions résurgentes en ~ , qui se présentent (à quelques termes irréguliers près) 

,.,-1/1-
sous forme de séries entières en ~ ,- et qui admettent pour réseau de résurgence 

l'ensemble d'r, formé de tous 

au-dessus de ~* . Notant ?L 

~ '1ft. 
les points de (.J...~ (surface de Riemann de~ ) situés 

le point courant de Zr et i,_ sa projection 

(*) Voir [E2] chap.9 ou [E3] §5.1. On prendra garde toutefois aux différences de 

normalisation dans la définition des itérateurs. 
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r, on touve pour l'itérateur 

• il* 
-'i'l'i e.. 

avec les dérivations étrangères pointées en ~ 

(11.3.11) 

les équations de résurgence 

et avec une suite de scalaires c~ bien déterminés. On en déduit pour A { ~) les 

équations derésurgence 

(11.3.12) 

Notons le statut remarquable des L1k. . Ce sont des "invariants d'invariants" 

puisqu'on les obtient connue invariants d'un difféo ~ 1---7 A\~) lui-même 

fabriqué à partir des invariants Ain. des équations (11.2.5). Les c/1,\,. vont nous 

permettre de discuter l'existence du représentant canonique. 

Proposition 11.3.1 (Critère d'analycité du représentant canonique unilàtéral) 

Une classe unilatérale Î A1\ 1 d'équation~(ll.2.5) possède un représentant 

canonique unilatéral (11.2.15) + (11.2.16) si et seulement si : 

(11.3.13) cl)\. _ o 

On a donc ce résultat surprenant : une classe unilatérale d'invariants {,41'-} 
possède un représentant canonique (unilatéral et analytique) sî et seulement si 

les "invariants d I invariants" C11. forment eux-mêmes une famille unilatérale, seuls 

1 c_ d ,. a· ' 'f (*) d'ff' d ' es lt\. 1n 1ce negat1 pouvant 1 erer e zero, 

Mais il y a plus. Même lorsque la condition (11.3.13) n'est pas remplie, 

-----------------------·• 
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la correspondance (11. 2.19) continue d'associer à la classe f /l~' un représentant 

canonique t1formel 11 ou "externe" : 

(11.3.14) 

avec une série qui n'est plus analytique en if mais, ô surprise, résurgente 

en ,l} . C'est la "résurgence de synthèse". 

Proposition 11.3.2 (Résurgence de Bt~)) 

La série B { 'tJ) associée à une classe unilatérale { A,tL 1 est toujours 

résurgente en Â • Les seules dérivations étrangères susceptibles d'agir(*) sur 

Bt~) sont les AIJ.f'f\. avec '1'L dans Zf'- et 'tl dans JN* . Plus généralement, les 

seuls produits 

susceptible d'agir sur Bl~) correspondent à des indices 

{ 11.,/-n'L/''' 1t4 ~ 2,,_ 
(11. 3.15) 

• ,. ,. • • f IN* 11., i .in, t- n1. I • •. ,,11,+ .... 11.1\. 

Pour décrire complètement la résurgence de B(~) ou, ce qui revient au 

même, celle de ~l~) , il faut introduire deux nouvelles séries, K (i, / ~) et 

Q('~1 ~) • La première n'est autre, à un facteur élémentaire près, que la série 

(11.2.23) qui conjugue l'équation canonique (11.2.14) à l'équation d'Euler (11.2.3) 

(11.3.16) 

K vérifie l'équation aux dérivées partielles 

("c) sous-entendu : "sans annuler". 

(**) Ici, contrairement à (11. 2. 23) et à cause de l' unilatéralité, le' L est 

étendu aux seuls t)'I.?, 1 
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(11.3.17) o. 

avec 

(11.3.18) D d + (~ Bl~)) ~ -
d~ 'Lnt3 ?t 

Au facteur près, K est une série entière 
_, 

en (} . La série Q , au 

contraire, s'obtient en résolvant l'équation 

(1L3.19) 0 

en puissances positives de t . Plus précisément, Q est l'unique solution de 

(11.3.19) qui soit de la forme 

oO 

(11.3.20) e, b + 8 * ( d) '+ ~ Q~ l ~) "ô ~ 

Ses coefficients Q't\.. ( ~} 

par la récurrence 

appartiennent à '{"" t [[ ~ ] ] et se calculent 

(11.3.21) 

avec 

[ ~+ 1 - j_ 8 { ~) 1 ] 
tnt ,. cJ ?~ 

et Q
0
(~p = B* ld) 

On a également besoin des projecteurs 

série 

(11.3.22) 

associent les séries 

(11.3.23) 

(11.3.24) 

(11.3.25) 

f (~/~) 

f ( \r j) 

rr ~/ ~) 

Cf() ( j) 

L<f.( 'll 
1\)1 "' ~) ~ 

L r_,,.. ( ~ J ~ - ')\ 
..,..) 1 

qui à toute 
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Proposition 11.3.3. (Résurgence de synthèse) 

Les séries A*l~) 1 B'\~) / K{}i~J / q(~ij} associées à une classe 

unilatérale [ IJ'r'-} d'équations (11.2.5) sont généralement divergentes en 'J-- , 

mais toujours résurgentes en ~ -:-- .c0 {/'- (avec C 0 :-2.ni./ftAr- ) et elles 

vérifient les équations de résurgence ci-dessous, valables pour tout 1l E Zf: 

(11.3.26) 
,d • A* 

. A* 
LÎ'>I- cl)\ -'h. 

- e. 

(11.3.27) c_'4,_ B") I { ~ ~) c~ Po t _,;.._Q ! ~ Q} - e. - 'J4 

(11.3.28) (' 6 .. K) / C ;A K ) - - c~ P - l e.-~ Q I i · Q 1 
. ~.o 

(11.3.29) tli.,Q)/Lt Q) - c~ tr + P.,) { e..-*Q 12 Q 1 
1..o 

Pour les démonstrations voir [E4]. 

Remarque 1 : (Nature de la résurgence) 

Même quand fi-= 1 , la résurgence en J n'est pas du type "à singularité 

logarithmique". Supposons pour fixer les idées f- = t et J irrationnel. Alors 

A)f et B~ s'écrivent en fonction de ,6 

(11. 3. 30) A* ~ -,~~ -r ~ 
1n.~, 

i:x. 
..l)_?t\ 

(11.3.31) B* - ' -1 ~J -r z_ ~~ A- ?t\ 

'hl# I 

et ont pour transformées de Borel en ,ô 

Â* â ê~) -1fîcr z_ 'rl\-1 /i / (11.3.32) - + o('))\ q- (pt-,) . 
'n\.J,t 

(*) 

s~ I -11u-L. p 'r,.-I I ~ / (11.3.33) - ô Ccr) + 111\ r;r tm-t . 
1t'..'J,/ 

(*) 

.... 

(*) Ici $ I' désigne la dérivée du dirac $ et -;,- la variable cop.juguée de ,d 
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Interprêtant les équations de résurgence (11.3.26) et (11.3.27) dans le modèle 
/\,,.. ":ir-

convolutif (plan des q- ) on trouve que A (v-) et B (rr) ont au-dessus des 

points entiers 'J'- ='n les comportements suivants : 

I\ * -~p-1 
l_"-é-~ *) (11. 3. 31+) A C (T") Il.~ (<r-1'1.) ;- ~-'I\. î 11,-(V--'/\.) 

''.~ 
c u-- 'h. y 1i.1-"tl-\o (If"-'}\.) (~ ~ fN) (11. 3. 35) B c~) ~ ('r-'Yt) + 

' ou les symboles Œ {cr--n.) désignent des fonctions régulières en lr-11.. . Même 

quaIJ,d J = 0 

tous ordres. 

"'-ft-B peut, à la différencede , comporter des pôles de 

Remarque 2: (Interprêtation de la proposition 11.3.3) 

e.._,,;. f.< I 9 Q 
D'après (11.3.20) le rapport dA se présente sous la 

forme d'une série : 

(11.3.36) ~ 

Le projecteur p-t peut tout au plus tronquer cette série (si?\./ 0 ) mais jamais 

l'annuler. Au contraire, les projecteurs 
1

P
0 

et p- la tronquent toujours et 

1 'annulent chaque fois que 1'l. <. 0 . Pour de tels 1't , les seconds membres de 

(11.3.27) et (11.3.28) valent O. On voit par là que l'équation (11.3.27) contient 

la proposition 11.3,2. 

D'autre part, si on se reporte à l'équation (11.3.19) qui détermine Q , 
on voit que l'application aux séries d'une dérivation étrangère 

• 
équivaut grosso modo à une "intégro-différentiation" d'ordre '11.. en :t' (*) ·- Or cf" 

par rapport à laquelle il y a est directement lié par (11.3. 7) à la variable ~ 

résurgence. On est donc en présence d'un type de résurgence ("résurgence de synthèse") 

fort différent de la résurgence équationnelle . 

• 
(>'<) elle équivaut à l)'l "intégrations" successives si • ,~ I 'YI. )0 et à , .. "différen-

tiations successives si 'rt( 0 
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lkm;i npl_l'_-3 : (Hésurgence de _B_WJ_ 
Parlant de (11.3.4) et (11.3.27) on trouve : 

(11.3.37) B 

avec - Z.rrè. / i Bql On comparera 

(et opposera) l'équation (11.3.37) à l'équation (11.3.12). 

Remarque 4 : (Fermeture du système (11.3.26-29)) 

Puisque , l'équation (11.3.28) fournit les 

dérivées étrangères en J.i de la série R. qui conjugue (11.2.3) à (11.2.15) dans 

le cas unilatéral. On en déduirait facilement les dérivées étrangères en ,6 de la 

série ,R_ qui conjugue (11.2.15) à (11.2.3). On note aussi que les quatre équations 

de la proposition 11.3.3 forment un système fermé en ce sens qu'elles permettent 

de calculer toutes les dérivées étrangères successives (en Â ), d'ordre aussi 

élevé que l'on veut. Elles décrivent donc complètement la résurgence en ~ . A 

elles seules, les équations (11.3.26) et (11.3.27) n'y suffiraient pas. 

Remarque 5 (Lien caché entre K,Q et A*) 
• <O Pour ?l ' 

l'équation (11.3.29) se simplifie 

'L'rl Q 
• Q c'h. - 1\. 

(11.3.38) e 

C'est exactement la même forme que celle de l'équation (11.3.26) vérifiée (mais 

pour tout 'tl_ ) par fi-¼ . Ceci incite à chercher une "factorisation" de Q sous 

forme d'un produit de composition dont A)f serait le premier facteur et dont le 

':iA ~ <O second facteur serait annulé par les Ll'l't pour ·,L • Oe fait, on s'aperçoit 

que s1 on postule la factorisation formelle : 

(11.3.39) = A*(K{ 1_,~J) 
-1111!1-- ■ 

(*) 

) 
Q" 
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• 
' • ~Â et si on lui applique les derivat10ns étrangères Ll,')t en tenant compte de la règle 

(1.3.64), on trouve un résultat compatible avec les équations (11.3.26), (11.3.28), 

(11.3.29). Malheureusement, la factorisation (11.3.39) n'a a priori aucun sens, 

puisque K est une série entière ftivergente en tandis que est 

une série entière convergente en J' . Une étape essentielle de la démonstration 

consiste, justement, à donner un sens à la factorisation (11.3.39), par prolongation 

analytique en ~ de 0 à oO le long de chemins convenables. On montre ensuite 

que les quatre équations de la proposition 11.3.3 sont les seules quisoient compatibles: 

(i) entre elles 

(ii) avec la factorisation (11.3.39) 

(iii) avec les équations D K =-0 (où l'opérateur J) contient la 

fonction 8 , elle-même résurgente en ../) ! ) . Ceci fait, il ne reste plus, pour 

prouver la proposition 11. 3. 3, qu'à établir par un argument direct la prolongeabilité 

sans coupure des transformées de Borel en Â . Il existe d'autres démonstrations 

plus élémentaires, mais nécessitant de longs calculs. Voir [E4]. 

Remarque 6 (Interprêtation de la synthèse unilàtérale pour les équations différentielles) 

Lorsqu'à une classe unilatérale { A1t î correspond une famille { c/)1,_ t qui 

n'est pas unilatérale, i.e. lorsque la condition (11.3.13) n'est pas remplie, les 

formules (11.2.19) ne fournissent plus qu'un représentant canonique "formel"·ou 

"externe", puisque la série 6 {~) fabriquée avec les Bitl.. n'est plus convergente 

en il , mais seulement résurgente en A • Ce représentant "externe" e.-,t défini 

sans ambiguïté par les formules (11. 2.19) qui donnent les B'I\. en fonction des ,41\. , 

mais il est aussi susceptible d'une interprêtation directe. Il se trouve en effet 

que pour toute équation analytique 

(11 .3.40) { e,.V1(>: g.'-',I = 0 ; ~--1 :: 2.el,è e..;,, 2. 

L 6--tM,~ }-~~ ,,._ E <f f [', t ! 
1,) 

de classe unilatérale , les B4'1. fournis par les formules (H.2.19) 

sont les seuls pour lesquels la transformation formelle ~ -= e l'à,aJ qui conjugue 
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(11.3.28) au représentant canonique "externe" (11.2.15) soit analytique en 

(à l'infini). Cette transformation n'est évidemment pas analytique en ~ 

seulement résurgente en J 

mais 

Remarque 7. (Interprêtation de la synthèse unilatérale pour les difféos) 

Bien que les classes unilatérales d'équations (11.2.5) ne possèdent en 

général que des réprésentants canoniques "externes", les classes unilatérales {A,,._} 
de difféos (11.2.6) possèdent, elles, de véritables représentants canoniques 

"internes", i.e. analytiques. Partant des A'IL on peut en effet 

(i) calculer les B""-par (11.2.19) 

(ii) fabriquer avec eux la série qui conjugue (11.2.3) à (11.3.14) 

(iii) introduire Kc1, ~) comme en (11.3.16) 

(iiii) et enfin définir la série s{~) =Slfl~) comme en et (11.2.25). 

Cette dernière série est analytique en }-' et résurgente en Posons : 

(11 .• 3.41) 

(11.3.42) 

Les , transformées de Borel des J (~) 
1)\. 

~ f. (-4) é ~ [[ ~-1/1'-J] 
/Il. 

, sont (uniformément en m. 

de croissance exponentielle en r • De plus, à cause de (11.3.28), les 

) 

toutes leurs singularités au-dessus de 8'J . Il y a donc exactement f manières 

différentes de resomrner par Laplace 

(11.3.43) 

ont 

et chacune de ces manières livre, pour ~ fixé et assez petit, un difféo d i--;,J{~) 
de la forme (11.2.6) qui est bien un représentant canonique tlinterne" (i.e. analyti

que en ~-I ) de la classe unilatérale i A4'1 ~ . On voit par là que la synthèse 
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unilatérale est plus simple (elle peut être poussée plus loin) pour les difféos que 

pour les équations différentielles. La synthèse sesquilatérale, en revanche, prësente 

exactement le même ordre de difficulté. La synthèse bilatérale, enfin, ne se pose 

pas pour les équations différentielles (11.2.5) mais uniquement pour les difféos 

(11.2.6) ou pour les équations différentielles résonnantes du type : 

(11.3.44) 

Voir à ce sujet [ E, li-J ~J [e. 1] ~ 

Remarque 8: (Coinvariants) 

Les représentants canoniques n'étant pas uniques (sauf dans les classes 

unilatérales), les coefficients Bll'l ne sont pas invariants : ils ne sauraient en 

aucun cas remplacer les A'1'1.. pour le paramétrage des classes analytiques. Toutefois 

les Bin.. sont "localement invariants", c'est-à-dire invariants relativement aux 

changements de variables suffisarrnnent proches de l'identité. Cela tient à ce que 

la famille des représentants canoniques d'une classe analytique donnée est non 

seulement dénombrable (au plus) mais aussi discrète (i.e. sans points d'accumulation). 

Voir [E4]. En raison de leur invariance nlocale" et des relations duales (11.2.18) 

(11.2.19) qui les rattachent aux invariants Ail'\. , les B,,,__ ont été normnés 

coinvariants. Voir [E2], chap. 13. 

§11.3.b. Extension à des objets locaux plus généraux. 

Dans beaucoup de classes analytiques d'objets locaux on a une notion 

naturelle de représentants canoniques. Bien que rarement uniques, ceux-ci présentent 

tout de même un grand intérêt, car ils sont eu un sens les plus réguliers de leur 

classe. Donnons-en un exemple qui généralise directement celui de l'alinéa 11.3.a. 

Fixons des complexes rationnellement indépendants (donc 

non nuls). Considérons le système normal : 
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(11. 3. 45) 

et les systèmes analytiques 

(11. 3. 46) 

qui sont formellement conjugués à (11.3.45). Considérons enfin les systèmes 

canoniques : 

(11.3.47) --

et associons-leur les opérateurs IBw 

(11.3.48) { 

/ l)'l 

ainsi définis 

. 
/ 

d lL;. -

Comme on a vu en §2.12, les classes analytiques d'équations (11.3.47) sont carac-

térisées chacune par une famille dénombrable d'invariants .f\w = /l'>l , de la 

forme (2.12.16) que nous rappelons 1c1 

--
(11.3.49) 

w . 
J Cu= 

Les doubles notations lBc..., 1 8311\. et /Aw 1 ;A~ ne risquent pas de prêter à 

confusion, puisque w é _fl tandis que l')'L. E zV . Nous les adoptons ici pour 

mieux faire ressortir le parallélisme entre les invariants /,Aw (naturellement 

indexés sur J'L ) et les coinvariants /B"-
.., 

(naturellement indexés sur Z ) . 

La recherche, dans une classe analytique { IA1'1r ~ donnée, de représentants 

canoniques (11. 3. 47) conduit à étudier l 'applicatio;:1 IBll'L ~ !A l'fl- ("analyse") 

et surtout l'application inverse ("synthèse"). Ces applications 

sont données par les formules (2.12.17) et (2.12.23) qui généralisent (11.2.18) 



549 

et (11.2.19) et que nous transcrivons ici avec la nouvelle indexation en ?t. 

c,D -.;::::_-· ' ' ..... - t..111 ••• ,;WIL 

(11. 3.50) IA o ~- 1/ 'J [ .. [ IB1t, , 15,ti. J ... IB ~J - --<:.,.... ......... ,_ 

1l Il 1 Jt " 
1k, 

n.::: 1 1\ + ... 11-::.1\. 

(JI(::> u,.,,,, ... /,.,11. 
lB'lt o ~ L---

(11. 3. 51) 1 
[ . .[ ~1\'1 IA~,.1-.. #i?l 11.j - --l'l.. ' Jt 0 /t:::: 1 1\f ... 'll ,::')_ 

Bien entendu, les désignent des multiindices entiers 

les l.<l;; désignent leur contraction avec ?i 

(11.3.52) 

Les classes {i1\1'\..) qui généralisent les classes unilatérales de l 'alinea 

précédent sont celles dont les invariants cruciaux ne sont pas tous p.O . Par 

définition, les invariants cruciaux sont les Îi1'. dont les indices 1'\. = <l;., ont 

toutes leurs coordonnées nulles, sauf la i-ème qui vaut -1. . Ils sont toujours 

de la forme : 

(11.3.53) --
Quand les V invariants cruciaux sont .:f= 0 , il existe en général une infinité 

dénombrable de représentants canoniques (analytiques). Quand au contraire un ou 

plusieurs de ces invariants cruciaux sont nuls, il n'existe plus en général que 

des représentants canoniques "externes", mais qui sont résurgents par rapport à 

une ou plusieurs variables -61 1 
..<\,._ 

1 
•.. 1 JIL liées aux 

C'est la résurgence de synthèse. Elle est régie par des équations analogues à 

(11.3.27), (J.1.3.28), (11.3.29) mais en plus compliqué. 

On peut donc dire grosso modo que partout où l'application 11synthèse" 

(*) second membre toujours convergent. 

(**) second membre pas toujours convergent. 
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est irrégulière, elle est rfsurgente (r~surgerce de syrchèse). 

§11.3.c. Synthèse TL-canonique. 

Au lieu de chercher les représentants canoniques sous la forme (11.3.47), 

on peut les chercher sous la forme 

(11.3.54) 

pour un entier positif n__ fixé. Bien que sensiblement moins réguliers, les repré

sentants /t-canoniques jouissent de propriétés qui rappellent celles des repré

sentants canoniques. Voir [E4]. 

SECTION 11.4. LA QUESTION DES MODULES ANALYTIQUES. 

Les représentants canoniques tirent leur intérêt de leur simplicité, qui 

(1'<) (*,'<) 
compense leur habituelle multiplicité et leur occasionnelle inexistence 

Mais on peut inverser les priorités et chercher, pour toute classe formelle ~ 

d'objets analytiques locaux, un module analytique, c'est-à-dire une famille 1t;' C 'Ji' 
d'objets locaux qui soit une variété analytique et qui intersecte toute classe 

analytique de '1 en un "point" exactement. 

On peut aussi être plus ambitieux et chercher des modules 1::' non pas sur 

les classes formelles j' (domaines de constance de tous les invariants formels) 

mais directement sur les classes discrètes t;' (domaines de constance des seuls 

invariants formels discrets. Voir §1.1). 

MARTINET et RAMIS abordent la question dans [MRl] à propos notamment des 

équations conjuguées à l'équation d'Euler. Ils prouvent l'existence de modules ana

lytiques ~ dans les classes unitaires et binaires (selon notre terminologie), 

(*) dans les cas sesquilatéral et bilatéral. 

(**) dans le cas unilatéral. 
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c'est-i:i-dirl' d,rns les cas ù un nombre fini de paramètres. La construction effective 

des modules est une autre affaire. Elémentaire pour les classes unitaires, elle 

paraît très ardue pour les classes binaires. Voir [MRl]. En tout état de cause, 

suivant une remarque de BRJUNO et de MALGRANGE, les représentants (i.e. les objets 

du module~) ne sauraient être tous algébriques dans le cas binaire. 

Les difficultés s'aggravent encore pour 1es classes unilatérales et sesqui

latérales strictes (cas à une infinité de paramètres). Dans [Br2] BRJUNO tente la 

construction de modules pour ces classes, mais ses énoncés nous paraissent incorrects. 

En tout cas, ils contredisent formellement les nôtres, tant dans le cas sesquila-

téral que dans le cas unilatéral (voir §11.2 et §11.3). BRJUNO nous annonce une 

version anglaise corrigée de [Br2] où il retire ses énoncés relatifs au cas sesqui

latéral, mais notre désaccord persiste quant au cas unilatéral. 

SECTION 11.5. NOTE SUR LES DEFORMATIONS ISORESURGENTES. 

Expliquons de quoi il s'agit sur un exemple concret. Reprenons pour cela 

les systèmes différentiels canoniques (11.3.47). Notons IBll'L comme en (11.3.48), 

les opérateurs coinvariants fabriqués avec les coefficients du système (11.3.47) 

et notons /A'rl-, comme (11.3.49), les opérateurs invariants associés à ce même 

système. 

Etudier les déformations isorésurgentes du système canonique (11.3.47) 

c'est, en gros, faire varier les générateurs du réseau de résurgence JL et 

regarder comment les coinvariants fB~ doivent changer pour que les invariants /A'>\. 
ne changent pas. En fait, cette définition n'est pas complètement satisfaisante, 

car la formule (11.3.51) qui donne (formellement et parfois effectivement) les 

IBI)\. en fonction des 

u W, , ... I {A) 1\.. 

IA""-, comporte en son second membre les hyperlogarithmes 

qui sont définis pour tous wi:. ::fo mais qui ne sont pas 

partout analytiques et présentent même des discontinuités sur certaines variétés 

de 
(Cn. 

(Voir à ce sujet [El], proposition 7b2 et corollaire). Or les tü" de la 
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formule (11.3.51) sont fonction des par (11.3.52). Si donc on fait varier 

les en fixant les 

convergence) une somme 

dans la formule (11.3.51), on obtiendra (en cas de 

qui risque d'être non continue en Â ::. (Â11 .. . / Âv) 
et qui le sera effectivement pour peu que 

ment la notion d'isorésurgence. 

V ?, 2_ . Ceci conduit à modifier légère-

Définition 11.5.1 (Déformations isorésurgentes) 

0 d . ' b' 1 1 . 0° (i~) b' d'f . . ' n it qu un o Jet oca canonique -u-- suit une e ormation isoresur-

gente s'il varie analytiquement en fonction des générateurs At du réseau de 

résurgence il_ tandis que ses invariants t?i"-' ( ô&-) :=. d111-(De-) restent 

. ( *''') constants par paliers 

Ces trois conditions - canonicité de 06- , analycité de 08- en les Âi: et 

constance par palier des invariants - détermine~complètement l'évolution de O&-. 

Reprenons l'exemple des systèmes canoniques (11.3.47) et étudions les 

déformations isorésurgentes de ces objets. Regroupons tous les coinvariants !B~ = lB4'L 

dans une même fonction génératrice à valeur opératôrielle 

<11.s.1) l8 = L ~ 
"'f jl GJ 

Portant (11.3.51) dans (11.5.1) et utilisant les propriétés différentielles (1.4.30) 

du moule u•, on obtient l'équation fondamentale suivante, dite équation d'iso

résurgence. 

Proposition 11.5.1. (Equation d'isorésurgence) 

Sous l'effet d'une transformation isorésurgente, l'opérateur {B défini 

en (11.5.1) et dont la donnée équivaut à celle du système (11.3.47) (*~*) 

(,~) Par exemple le système différentiel (11. 3. 47). 

(*,~) Pour 1L fixe évidemment ( w varie avec À ) . 

(***) puisqu'il en regroupe tous les coefficients. 
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(>'<) 
vérifie les Y équations aux dérivées partielles : 

(11.5.2) 
2..tti.. 

L [ tLJ iu · 1 lB J / L 'v/ 1B J ] 
d 

avec 
ci 

= 1/ 'l. / ... / '1/ et avec 

" 
(11.5.3) V L ). Ù.· 

g 
. ~ J ou. . J=' a 

et par suite 

(11.5.4) 

Bien que (11.3.51), à la différence de (11.3.50), ne converge que pour les 

"petites" familles , l'équation (11.5.2) qu'on en tire vaut, par prolonge-

ment analytique, sur tout le domaine 

série (11.5.1) qui définit f8 

Remarque 1 : Homogénéité de 1B en Â11 • • •,, Â~ • 

On note que si on multiplie à gauche par . 
et si on somme pour O =1/2..,, .. ') V , on trouve 

(11.5.5) 
'Z.n.i. 

sont ce qui est nortnal puisque les 

wi . Par suite lB et LV'/ 1~ 

respectivement. 

sont homogènes en les 

Remarque 2. Isomonodromie et isorésurgence. 

où converge la 

les deux membres de (11.5.2) 

homogènes de degré 0 

).j , de degré -1 

en les 

et 0 

Dans le cas très particulier où le système (11.3.47) est linéaire (et ne 

(*) comme fonction de ">t,
1 

... /À'/' et de ,IJ.,,11 .. • ,, ..l.l.v. 

(**) les [ •. - ] désignent partout le crochet de Lie. 
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comporte donc qu'un nombre fini de coefficients non nuls), les paramètres 

(*) 
s'ôlimincnt dans l'équation d'isorésurgence et (11.5.2) redonne les équations 

aux dérivées partielles qui, classiquement, régissent les déformations isomonodro-

miques L'isomonodromie apparaît donc comme un cas (très) particulier d'iso-

résurgence. C'.est d'ailleurs pour évoquer l'isomonodromie qu'on parle d'isorésur

gence au lieu d'équirésurgence, terme qui en so1 serait plus satisfaisant (plùs 

homogène), le mot latin "résurgence" appelant un préfixe latin plutôt que grec. 

Remarque 3: Constance par palierSet collisions de rotateurs. 

Le défaut de continuité des hyperlogarithmes , qui nous 

force à postuler la constance par paliers (et non la constance tout court) des 

invariants ne vient pas du tout de ce que nous aurions "mal 

défini" les moules u• et v• Il découle au contraire de la discontinuité en W 

des dérivations étrangères Ô.r.u , discontinuité qui est elle-même inscrite dans la 

nature des choses. 

Une variation isorésurgente D), 1 .•. .I D .Av / finie mais petite./ laisse 

constants (exactement) les invariants /A""-d'indice 1'l:::: ('J\11 ••• ·.11fv) petit. 

Les autres peuvent subir des variations discrètes. 

Ces questions sont intimement liées à l'analyticité des rotateurs 

introduits en (10.5.6), ainsi qu'aux "collisions de rotateurs", qui jouent un rôle 

de premier plan en résurgence quantique (Voir [ES]). 

SECTION 11.6. AUTRES PROBLEMES DE CLASSIFICATION ANALYTIÇUE. 

Nous avons dans ce livre calculé les invariants holomorphes de quatre 

catégories fondamentales d'objets locaux, qui sont : 

(*) le lecteur est vivement convié à s'en assurer. 

(**) Sur ces dernières, voir par exemple B. MALGRANGE "Sur les déformations iso

monodromiques", Publ. de l'Université de Grenoble, Mai 1982. 
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(Cl) les équations ou systèmes différentiels (locaux) 

(C2) les équations ou systèmes aux différences {locaux) 

(C3) les champs de vecteurs locaux de ce" 
(C4) les difféomorphismes locaux de f..." 

Il existe bien sOr d'autres objets locaux qu'on peut se proposer d'étudier 

et de classer. Par exemple 

(CS) les Il-formes différentielles locales sur 

(C6) les diagrammes d'applications analytiques locales de divers espaces pointés 
..,. 

(,~ les uns dans les autres 

(C7) les paires ou 'tl,-pl ets d'objets locaux des six catégories énumérées ci-dessus. 

Dans la plupart des cas pratiques, on se ramène facilement à des problèmes 

concernant les quatre catégories fondamentales (Cl-4). Mais même là où cette 

réduction n'est pas p_ratiquable, le calcul étranger paraît toujours devoir per-

mettre le calcul de tous les invariants holomorphes des objets envisagés. C'est 

là une affirmation qu'on ne saurait certes prouver (car on peut toujours produire 

de nouvelles catégories plus ou moins artificielles d'objets locaux) mais qui 

paraît néanmoins très plausible et qui n'a en tout cas jamais été prise en défaut 

jusqu'à présent. Deux mots à ce sujet, pour écarter deux objections: 

(i) Le fait que la classification formelle des objets des catégories (C5), (C7), 

(C8) etc •.• (tout connne celle des catégories fondamentales (Cl), (C2), (C3), (C4)) 

. . . (*) soit souvent d1.ff1.c1.le )ou plus exactement fastidieuse, ne préjuge en rien du 

calcul des invariants holomorphes qui, rappelons-le, a pour seul préalable la 

classification discrète (voir §1.1). 

(ii) Le fait que la notion d'intégrale formelle, définie pour les quatre catégories 

fondamentales (Cl), (C2), (C3), (C4), ne s'étende pas aux autres catégories, est 

lui aussi sans gravité. Souvenons-nous en effet que les intégrales formelles ne 

sont pas indispensables, mais simplement commodes : de toutes les fonçtions résur-

(*) Pour la catégorie (CS) des Il.-formes différentielles locales, voir [M'l r] 
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gentes fabriquables à partir des objets (des quatre catégories fondamentà]es 

(Cl-4)), ce sont elles qui vérifient les équations de résurgence les plus simples 

("équation du pont"). Mais il n'empêche que pratiquement toutes les fonctions résur-

. , . . ' (>',) 
gentes fabr1quees 1ntr1nsequement à partir d'un objet local - que celui-ci 

appartienne ou non à l'une des quatre catégories fondamentales - vérifient des 

équations de résurgence qui, proprement analysées, livrent !ous les invariants holo-

( -/o'c) 
morphes de l'objet . On n'est d'ailleurs pas tenu de se limiter aux fonctions 

résurgentes fabriquées intrinsèquement à partir de l'objet local ()6. : on peut aussi 

envisager les changements de variables formels e_ qui conjuguent l'objet O&- à un 

objet Qe.
1 

arbitrairement choisi dans la classe formelle de 0&1 
(et pouvant 

lui être infiniment voisin œ 1 
_ o-e,.. + ~ oe- ). Le changement de variable 

R : 'X.: ~ (lx) est résurgent par rapport à certaines variables " liées aux 

'Xt et cette résurgence livre, mêlé .,les invariants holomorphes de 08- et ceux 

de 08,/. Il ne reste plus qu'à les séparer, ce qui est toujours possible, et 

même facile, du fâit de la forme très particulière des équations de résurgence 

vérifiées par . Le lecteur est invité à se faire la main en appliquant cette 

méthode à différents objets des catégories fondamentales (Cl), (C2), (C3), (C4), 

puis à passer aux autres catégories. 

Donnons pour terminer trois exemples de problèmes de classification (ou 

apparentés) qui nous ont été proposés par des collègues et qui portent sur des 

objets locaux tirés de catégories "accessoires" 

naturelle, que nous indiquons. 

( ~ 4"5 ) . Tous ont une origine 

(*) C'est-à-dire sans adjonction de données parasites. 

('i,·k) Si par exemple l'objet est un difféo local j de tf tangent à l'identité 
~o ,~ ~ 

on peut prer::.dre comme for:ct ion 1·esurgente ou ~ ou d),&. (voir [E2]). Si c'est 
If' V ...-u11 dif[éo de tangent à l'identité, on peui.: prer.dre les composantes X. de 

son générateur infinitésimal ,~ , puis les rapporter à des variables ,~ bien 

choisies. Etc ... 
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Premier exemple : Classification et stabilité des diagrannnes. 

Dans sa thèse d'Etat [Du] J.-P. DUFOUR étudie divers problèmes touchant 

soit à la classification des diagrannnes d'applications locales (c'est la catégorie 

C6 ci-dessus) soit à leur stabilité (un diagrannne est dit stable s'il est conju

gable à tous les diagrammes infiniment voisins). J.-P. DUFOUR s'intéresse surtout 

aux diagrannnes réels d'applications de classe toi> mais il signale aussi les 

difficultés (négligées par V. I. ARNOL'D) qui surgissent lors du passage à 1' analy

tique, surtout si les diagrammes envisagés contiennent dessous-diagrammes du type : 

(11.6.1) 

Même lorsque , la classification analytique des diagrannnes 

de type (11.6.1) n'est pas triviale, en particulier pour ceux qui sont formellement 

équivalents à 

(11.6.2) 

J.P. DUFOUR ramène la classification analytique de ces derniers diagrammes au 

problème suivant. Etant donné deux involutions locales et 'd,_ de la forme 

(11.6.3) 

à quelles conditions les difféos locaux 

(11.6.4) 

sont-ils analytiquement conjugués? La théorie des difféos locaux de ( tangents 

à l'identité (cf. §5.1) fournit des conditions nécessaires et suffisantes en termes 

d'invariants et une étude facile livre les contraintes supplémentaires aux-

quelles sont soumis ces Jlw du fait de la réalité des 

(11.6.4) en produits d'involutions. 

et de leur factorisation 
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Plus généralement, posant le problème de la classification et de la stabi~· 

lité des diagrammes analytiques du type 

"-, 

a.~ IR,o 
(11.6.5) ~IR~~ 

~te:"~ U"'- ✓ 
J.-P. DUFOUR est conduit à des systèmes d'équations 

(11.6.6) 

d'inconnues 1, 1 ••• / t Or de tels systèmes ont des solutions résurgentes et 

exceptionnellement analytiques, les cas d'analyticité correspondant justement à 

l'annullation de certains invariants holomorphes associés au système et obtensi

bles par le calcul étranger. 

Deuxième exemple : produits nilpotents de difféomorphismes nilpotents. 

(*) 
Au terme de son étude [Mou] sur les équations différentielles analytiques 

degénérées transverses : 

(11.6.7) 

et de leur holonomie évanescente, R. MOUSSU est conduit à considérer les systèmes : 

(11.6.8) 

et plus généralement : 

(11.6.9) 

et à se demander si de tels systèmes admettent des solutions non-triviales (c'est-

à-dire des difféos locaux analytiques non simultanément homographiques). La réponse 

est oui, avec cette précision qu'en sus de leurs solutions analytiques non triviales 
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les systèmes (11.6.8) et (11.6. 9) admettent aussi des solutions résurgen~s· remar

quables. Voir [E ]. 

Troisième exemple: classification des hypersurfaces réelles de 

Dans leur article [M W J J. MOSER et S. WEBS'IER montrent qu'au voisinage des 

points génériques la classification des surfaces de d:~ de dim. réelle 2 est aisée et 

qu'ailleurs elle se ramène à la èlassification analytique des difféos locaux ! 
de L t. qui sont tangents à l'identité et produits de deux involutions : 

(11. 6.10) --
La classification analytique de tels j se fait avec les méthodes du §5.3. 

SECTION 11.7: OBJETS LOCAUX f;-ADIQUES 

Les objets locaux à coefficients ,ft.-adiques ont les mêmes invariants formels 

que les objets locaux à coefficients complexes, mais ils ne possèdent pas d'invariants. 

holomorphes (*). Ceci tient essentiellement à ce que 1t! (comme nombre ,ft.-adique) 

décroit lorsque 't\. croit (comme entier ordinaire). Plus précisément, si on définit 

la norme 'ft-adique W- par : 

(11.7.1) 

on aura pour la norme de l'encadrement 

(11.7.2) 

avec 

(11.7.2bis) 

Par suite 

(*) au sens strict, comme toujours. 
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Il en résulte que la transformation de Borel 

(11.7.4) 

ne peut ni rétablir ni détruire la convergence 

les rayons de convergence par un facteur fini. 

elle peut seulement multiplier 

Le lecteur vérifiera par exemple que les difféos locaux à coefficients 

p-adiques qui sont formellement conjugués à l'homographie: 

(11.7.5) 

lui sont aussi analytiquement conjugués (contrairement à ce qui se passait sur 

( ou~ ). De même, les équations r--adiques analytiques et formellement conjuguées 

à l'équation d'Euler : 

(11.7.6) ::: 

lui sont analytiquement conjuguées. Ainsi, même en cas de convergence de la série 

(11.7.7) 

sa somme n'est pas un invariant holomorphe de l'équation affine 

(11. 7 .8) 11.. J. 
c li- x lr) tu X (.tj -r 

laquelle n'en possède d'ailleurs aucun (contrairement aux équations correspondantes 

sur les corps (L ou ~ ) . 

SECTION 11.8 : LA NOTION GENERALE DE RESURGENCE EQUATIONNELLE. 

Lorsqu'une équation (différentielle, fonctionnelle, etc ... ) à coefficients 

analytiques : 
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(11.8.1) E(j) _ o 

ou un système de telles équations possèdent une ou plusieurs solutions formelles 

~ (I:} et que celles-ci sont résurgentes en ,k ou en une variable â--:::; ,A. 0:) 
élémentairement liée à À:- , par exemple 

(11.8.2) 

on dit qu'on a affaire à de la résurgence équationnelle. Ce type de résurgence est 

particulièrement facile à étudier, car il existe des règles simples permettant de 

ITl D ' (*) calculer le réseau de résurgence -lL de O et d'autres regles. permettant, 

pour chaque 4, 6 Jl. , de former à partir de l'équation (11.8.1) une nouvelle 

équation : 

(11.8.3) 

vérifiée par la dérivée étrangère t(IIJ et linéaire homogène en celle-ci. Qui 

plus est, toutes les dérivées étrangères : 

~ 

vérifient aussi l'équation "(11.8.3), ce qui impose aux idéaux annulateurs étrangers 

une forme bien particulière (voir §11.10). 

Voici un exemple frappant de résurgence équationnelle. Fixons )/ difféos 

locaux de {t tangents à l'identité : 

(11.8.5) 

et considérons l'équation 

(11.8.6) 

(*) du type (1.3.60) et (1.3.61). 
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avec 

~ 

et avec ~ désignant l'itérée n-ème de J . C'est, dans le 

groupe des difféos locaux, l'équation la plus générale qu'on puisse envisager. 

. (*) 
On montre qhe sa solution formelle, quand elle existe 

(i) est toujours résurgente en une variable ~ =:. }-/'- pour un entier positif 

} bien déterminé. 

(ii) possède un réseau de résurgence .JL engendré par les racines Â, d'un certain 

polynôme exponentiel 

(11.8.7) 

fabriqué avec les premiers coefficients de Taylor des J ,, . 
(iii) possède des dérivées étrangères 6c.,f dont chacune vérifie une équation 

linéaire homogène (11.8.3) que l'on forme facilement à partir de (11.8.6) en 

appliquant la règle (1.3.61) ou, mieux, sa variante (1.3.64). 

La résurgence équationnelle couvre un champ immense, attendu que "neuf 

fois sur dix" les équations analytiques singulières (c'est-à...:.dire 

les équations locales~ ou systèmes locaux - à coefficients analytiques mais à 

solutions formelles divergentes) ont leurs solutions j(-l-) résurgentes en une 

variable 'b' déduite de 

La principale application de la résurgence équationnelle est sans doute la 

( i<*) 
classification analytique des objets locaux , à laquelle ce livre est consacré, 

mais c'est loin d'être la seule. 

SECTION 11.9. AUTRES SOURCES DE RESURGENCE 

Enumérons les six principales sources de résurgence qui se sont dégagées 

à l'heure actuelle. L'énumération et la nomenclature que nous proposons ont évidemment 

(*) Quand '11.1 t. - • l)tv =/:. 0 la solution formelle existe toujours et est unique. 

U·*) car celle ci conduit à des systèmes E es, = 0 du type (1.5.1) ou (1.5.2). 
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un caractère provisoire: les déyeloppements futurs de la théorie conduiront sans 

doute à les retoucher quelque peu. 

§11.9.a. Résurgence équationnelle 

C'est la résurgence qui est utilisée tout au long de cet ouvrage (Tome 3). 

' . ~ Elle déborde toutefois le cadre de 1 analyse des obJets locaux, comme nous venons 

de voir àla section précédente (§11.8). La résurgence équationnelle est, proprement, 

celle que présentent les solutions d'équations ou de systèmes analytiques singuliers 

E (J) = o par rapport à la variable même (où aux variables) de ces équations 

ou systèmes - qu'ils soient différentiels, aux différences, ou.fonctionnels les 

plus généraux. La résurgence équationnnelle est peut-être la plus importante de 

toutes et en tout cas la plus aisée à étudier, du fait surtout de la simplicité 

des équations de résurgence auxquelles elle donne lieu. Voir formule (11.8.3). 

§11.9.b. Résurgence de synthèse. 

Cette résurgence très remarquable se rencontre dans la synthèse canonique 

des objets locaux, plus précisément des objets unilatéraux. Nous l'étudierons en 

détail dans [E4] mais nous en avons déjà rencontré un exemple au §11.3. La résur

gence de synthèse donne lieu à des équations de résurgence fort complexe(*) mais 

(*1c) 
n'en possède pas moins des idéaux étrangers très simples 

§11.9.c. Résurgence quantique (ou planckienne) 

Cette résurgence tire son nom de la mécanique quantique, mais se rencontre 

aussi dans de nombreûses autres questions. Nous l'étudierons eri détail dans [ES] 

U<**) mais nous allons tâcher d'en donner ici une première idée 

(*) voir par exemple (11.3.27), (11.3.28), (11.3.29). 

(**) voir §11.10 et aussi [ES] et [e.1] 

(*,~*) voir aussi [21] 
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Pour la plupart des équations ou systèmes E (f) =: Ô à solutions 

résurgentes en 7J et de réseau !j}_ (résurgence équationnelle) on a 

une notion naturelle de paramètre planckien. Il s'agit d'un paramètre :X. 

(i) qui se prête à des développements formels en 

(ii) qui intervient connne facteur d'homothétie dans le réseau de résurgence ~_Jt 

(iii) qui vérifie quelques conditions supplémentaires (Voir [ES]). 

Plutôt que d'entrer dans les détails, il sera plus parlant de donner deux 

exemples de paramètre planckien sans rapport avec la mécanique quantique, puis 

d'aborder l'équation de Schrodinger. 

Le premier exemple est celui des systèmes différentiels, analytiques à 

l'infini, formellement conjugués à 

(11.9.1) --
et du type 

(11. 9. 2) 

Le second exemple est celui des systèmes aux différences, analytiques à 

l'infini, formellement conjugués à : 

(11.9.3) 

et du type 

(11.9.4) '}_(~tx) 
C. 

Les solutions formèlles des syst~mês (11;9.2) et (11.9,4) ainsi que les 

séries formelles qui les conjuguent respectivement l (11,9,l) et (11;9.3), sont 
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dévéloppables en puissances négatives de %. Elles sont également résurgentes en 

?J, avec un réseau de résurgence J.. engendré dans le premier cas par les scalaires 

(11.9.5) 

et dans le second cas par les scalaires 

(11.9.6) 

Le paramètre X.. est donc bien un facteur d'homothétie pour .!ll. Ainsi les condi

tions (i) et (ii) sont-elles satisfaites. Les conditions subsidiaires (iii) l'étant 

aussi (voir [E5]) il apparaît que X. est pour les systèmes (11.9.2) et (11.9.4) 

un paramètre planckien. 

Revenons maintenant à l'équation générale E es) = D et supposons que 

tous ses coefficients soient holomorphes en ~ à l'infini et prolongeables analy

tiquement "partout sans coupure", c'est-à-dire sans autres singularités qu'isolées. 

Soit $ l'ensemble de ces singularités. Le fait remarquable est que la (ou les) 

solution S de E(S) = D est résurgente non seulement en la variable 1f 

(résurgence équationnelle) mais aussi en le paramètre planckien ,:. (résurgence 

quantique) et que ces deux résurgences sont en dualité, au sens que voici. 

D'abord, les seules dérivations étrangères en 'fr susceptibles d'agir sur 

J sont de la forme ~x.w avec t,J parcourant un ensemble fixe 

de la forme ~6)W -td.'41 avec w 

tandis que les seules dérivations étrangères en~- susceptibles d'agir sur f 
dans @ et IX. 

sont 

dans S . On a donc 

un réseau de résurgence en 

(11. 9. 7) 

"dual" du réseau de résurgence en :X. 

(11.9.8) 
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Ensuite et surtout, les dérivées étrangères en ?/ et en :X qui se 

correspondent vérifient les mêmes équations linéaires homogènes. Autrement dit 

E:tw CS/ âii~w j J 0 

w t. 0 
(11.9.9) 

[~61 +oew (f '½1l'' +OC. CV ~) - 0 
I -

~ Elltc.u =- Egt...l -t oc.w E 0(. é. s 
On montre à partir de là que les équations de résurgence en X. (résurgence quan

tique) ont la même fonne que les équations de résurgence en i (résurgence équa

tionnelle) (*) .. La seule différence est que dans les équations de résurgence en 

interviennent des coefficients Ac., l?t-) qui sont des fonctions entières de 

X tandis que dans les équations de résurgence en 

qui sont des fonctions résurgentes de 

~ interviennent des coefficients 

~ (ici G., 6 () et o( é S) 

et qu'à ce titre ils vérifient des équations de résurgence (en X. ) avec un réseau 

fixe engendré par les différences 

Comme enfin des liens cachés rattachent les coefficients At.,;,c~) aux 

coefficients A.,
11

oe. lx.) ou plutôt à leurs "modèles sectoriels''., on aboutit à 

des fonctions de X. qui possèdent une double nature (fonctions entières et fonctions 

(**) résurgentes), d'où s'ensuivent de très riches conséquences 

Lorsque les coefficients de l'équation ou du système E (j) = D , connne 

fonctions de b" , possèdent des singularités essentielles à l'infini, la résur

gence en t disparaît évidemment. Mais la résurgence en ~ peut se maintenir et 

se maintient en général, pourvu que les coefficients en question, .comme fonctions 

de 'l, , vérifient des conditions (pas très sévères) de croissance uniforme à 

l'infini. La résurgence quantique est donc largement indépendante de la résurgence 

(*) On trouvera trois exemples concrets dans [E] où les équations (5.12), (5.13) 

et (5.31) font pendant respectivement aux équations (5.6), (5.7) et (5.30). 

(**) Voir [ES] et aussi les formules (5.6), (5.7), (5.17), (5.18) de [ei]. 
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équationnelle : elle peut survivre à sa disparition. Cependant - chose remarquable -

les équations de résurgence en X conservent leur forme, duale des équations de 

résurgence en 1J , même lorsque ces dernières disparaissent ! 

L'équation de Schrëdinger unidimensicnnelle et indépendante du temps: 

(11.9.10) --
fournit peut-être le plus bel exemple de "paramètre planckien" et de "résurgence 

quantique" en même temps que la justification de cette terminologie. 

Lorsque W l1) est polynomial de degré V ou plus généralement méro

morphe à l'infini avec pôle d'ordre Y , on a résurgence équationnelle en 

>1+1./i. 
~ = , • 

Lorsqu'en outre la fonction H {"ô) construite à partir de W ( 1) selon 

(11.9.11) 
1 

1J :::; }{ 1} - ~ Vwl~'J r1,1 -
(11.9.12) H l1) 1 ~ 1 V -t {1'= ! , ,"= ~: ~) - - -- ~ + ... . 

'2.. ,, 1. -V'➔1. I 
\ 

on a résurgence équationnelle en 

Lcrsqu'enfir. reste prolongeable partout sans coupure mais que Wt1) 

perd sa méromorphie à l'infini, ~eule subsiste la résurgence quantique en 

§11.9.c. Résurience paramétrique. 

Elle apparaît surtout à propos des équations analytiques singulières 

E[f) = 0 et elle généralise la résurgence quantique. Alors que la résurgence 

quantique est relative au paramètre planckien X.. , qui est un facteur d'homothétie 

pour le réseau ~ de résurgence en Ï,- (résurgence équationnelle), l.a résurgence 

(*) Pour toutes ces questions voir [ES] 
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paramétrique est relative à tout paramètre entrant dans la définition de ce même 

réseau 'b_ft et, en particulier, aux générateurs Â 1 ,,. • • • ,, ?i v de 'b_j2_ 

Ainsi l'équation de Schrodinger à une dimension (11.9.10) est-elle une importante 

u,) 
source de résurgence paramétrique . Tout comme la résurgence quantique, la 

résurgence paramétrique est relativement indéper1dante de la résurgence ifquationnelle 

elle peut subsister lorsque cette dernière disparaît. 

§11.9.e. Résurgence collatérale (ou "résurgence en.(.(.") 

Nous 

vérifient 

(**) 
l'avons entrevue au §10.5 à propos des contraintes a priori que 

,n C"'*tt) 
les invariants holomorphes in,._, des objets locaux . Nous l'étu-

<lierons plus en détail dans [E4]. 

§11.9.f. Résurgence synthétique (ou artificielle) 

On se gardera de la confondre avec la résurgence de synthèse (voir §11.9.b). 

La résurgence synthétique ou artificielle intervient dans le problème dit de la 

représentation étrangère des algèbres de Lie et qui consiste en ceci: étant donné 

une algèbre de Lie IL de dimension finie, une base 'J, 
1 

••• ., dv de cette 

algèbre et des points distincts w
1 1 ••• 1 w.., de Q:.¾f-, construire une algèbre 

Je de fonctions résurgentes dont 1' idéal annulateur étranger (****) !)J (!fL) 

soit exactement le noyau de l'homomorphisme 

(11.9.13) 

(*) On a par exemple résurgence par rapport aux intégrales d'action 

tiJ,; = j Vwl1) c1., et à diverses puissances des coefficients du polynôme 
(J [.· 

'i\l(~) cehe circonstance est cruciale pour le calcul du spectre er: ér_ergie. 

Voir [ES]. 

U~*) i 1 s'agissait des contraintes exactes infinies ou tlcontraintes en ,,u_ 11 

(*1<*) à résonance multiple (e-t ~ t) • 
(*>'oh'<) Voir §11. 10, 
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Il s'agit, si l'on préfère, de construire une algèbre de résurgence 

(·k) /)._/11\ dont l'algèbre agissante .(l.l -ùl soit isomorphe à une algèbre de Lie L 
donnée. La construction est possible de multiples manières mais livre les résultats 

11. (i:i,) 
les plus intéressants quand on impose à ûl d'être canonique et stable pour 

la dérivation naturelle. Pour assurer cette dernière propriété, il est souvent 

commode de remplacer l'homomorphisme (11.9.13) par l'homomorphisme 

(11.9.14) [li ~ ] 
W~ I -W, ~ 

car les [ ~ Â ] , au contraire des AJ._ / -t.J~ 
, commutent avec la dérivation 

naturelle , / ~~ 

SECTION 11.10. IDEAL ANNULATEUR ET ALGEBRE AGISSANTE. PONT ET EQUATION DU PONT. 

RESURGENCE RIGIDE. 

§11.10.a. Idéal annulateur et algèbre agissante. 

A toute fonction résurgente Î (resp. à toute algèbre /t de telles 

foactionsi 
/ 

on associe son idéal annulateur étranger 'J1 . C'est par définition le 

plus grand idéal de dérivation~ étrangères qui annulle Cf (resp. Jt) : 

(11.10.1) 'J.Jt =o) 
Quant au quotient /J. / 'J de /4. (algèbre de Lie libre engendrée par toutes 

les dérivations étrangères) par l'idéal DJ , il est dit algèbre étrangère agissante. 

Plus encore que les équations de résurgence ou les constantes qu'elles comportent, 

l'idéal DJ et l'algèbre /4 /'J sont les objets les plus "intrinsèques", les 

plus "invariants" qu'on puisse attacher à lf ou Jt . Les connaître, c'est 

connàître l'essentiel. 

(*) Voir §11. 10 

(**) C'est-à-dire engendrable par les monômes canoniques de §1.4.d. 
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Dans l L'S calculs pratiques on se limite évidemment aux seules dérivations 

étrangères /1w à indice G.J pris dans le réseau de résurgence .fL de l.f 
puisque ce sont les seules dérivations susceptibles d'agir sur 'f ou /1: 
les annuler. On utilise alors les identités : 

(11.10.2) 

ou Jt: , 
sans 

où ~(j'L) désigne l'algèbre de Lie libre engendrée par les Â1u ( t.u é Jl) 
désigne le plus grand idéal de /À (J1..) qui annulle <f ou Jt et où ~l(J?) 

§ 11. 10. b. Algèbres de Cartan et algèbre à la Cartan. 

On constate dans la plupart des applications importantes que l'idéal annu

lateur lJl(.!L) est le noyau d'un homomorphisme d'algèbres de Lie 

(11.10.3) 

associant à chaque dérivation étrangère ~w une dérivation at.v qui est un opérateur 

ordinaire en un nombre fini de variables .t.1.1, ... ,1U.v. 

L'algèbre étrangère agissante se trouve alors 

être isomorphe à une algèbre d'opérateurs différentiels ordinaires. Lorsque celle-ci 

est engendrée par des opérateurs différentiels du type : 

(11.10. 4) 

on dit que c'est une algèbre de Cartan. Lorsqu'elle est engendrée par des opérateurs 

différentiels du type: 

(11.10.5) 

on dit que c'est une algèbre à la Cartan. 
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Ainsi donc, bien que les algèbres agissantes puissent a priori être 

( ;~) 
"n'importe quoi" , celles auxquelles on a affaire en pratique sont "quelque chose 

de très particulier". Ainsi la résurgence équationnelle donne-t-elle généralement 

lieu à des algèbres agissantes de Cartan, tandis que les résurgences quantique 

ou de synthèse donnent lieu à des algèbres agissantes à la Cartan. Pour la 

résurgence équationnelle générale, cela s'explique par la forme particulière des 

équations de résurgence (11.8.3) et (11.8.4). Pour la résurgence équationnelle 

issue d'objets locaux, cela s'explique encore plus simplement par l'équation du 

P 1 , t' ' t · (**) ma1·s cela pont. our a resurgence quan ique, ces un peu moins transparent 

s'explique quand même à partir du principe général de dualité signalé en (11.9.9). 

Pour la résurgence de synthèse, c'est très mystérieux, mais encore vrai. Vérifions-le 

sur l'exemple de l'équation (11.3.29). Tout repose sur l'identité : 

(11. 10. 6) 

, .. (***,'<) Q (*****) - . qui fait que l'idéal annulateur etranger de · coincide avec le noyau 

de l'homomorphisme: 

(11. 10. 7) 

D'où une algèbre agissante à la Cartan et à une seule variable ..U.. L'identité 

cruciale (11.10.6) découle des relations : 

(*) et qu'on puisse effectivement construire des t.ft d'algèbre agissante 

arbitraire. 

(**) en particulier pour ce qui est des algèbres agissantes symplectiques qui 

apparaissent très inopinément dans l'équation de Schrodinger à potentiel polynomial. 

Voir [ES] et (ei.J formules (6.13) et (6.15). 

(***) pour alléger les notations, on suppose que le niveau f (voir (11.3.1)) 

est égal à 1 si bien que 'm,~ parcourent 2, :: 2it", 

{1<*1<*) relativement à la variable 4 . 

(,h~***) et donc aussi de K et A . 
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0/C~C.~) 
Q ,, ( p-t ( e.-~Q /Qt)) 

+ QI p+c ( e..-~Q Q.11/Q'QI) P .. ( e.-'"-Q / Q'J) 
- QI p+ ( ( e.._,.,. Q Q ,, (QI QI) p+ ( e.. _"""QI Q')) 

+ ~ QI pt Le .. ~ f,J P"' ( e.. .... 'k.Q / Q 1)} 

- '>L Q' pt C e. ... "'Q P + ( ~ _,,.._ev I Q')) 
obtenues en itérant (11.3.29). Les simplifications qui s'opèrent lors du calcul de 

et qui assurent (11.10.6), tiennent du miracle. Elles ne se produiraient pas si 

la résurgence de Q était régie par des équai.:~oLs tant soit peu différentes- si 

par exemple Q vérifiait non pas (11.3.29) mais les équations de résurgence plus 

simples en apparence 

§11.10.c. Le pont et l'équation du pont. 

Nous venons de constater que dans la plupart des cas importants, les 

algèbres agissantes étrangères étaient isomorphes à des algèbres de dérivations 

ordinaires. Cet isomorphisme, partout où il vaut, jette comme un pont entre les 

deux grands calculs différentiels - l'étranger et l'ordinaire. Toutefois, bien que 

la réalité du "pont" soit indubitable, les "vraies" raisons qui le font exister 

sont souvent difficile à cerner. A cet égard, l'analyse des objets locaux fait 

heureusement exception, puisque les intégrales formelles ~ ( ') .,,tA.) associées à 

_c_e_s_o_b..::j:_e_t_s_v_é_r_i_· f_i_· e_n_t_1_'e■-----•d•u-•o•n•t' qui exprime que l'application à ,;c.( ,.., tA) 
d'un_ ?pérateur étranger 

ordinaire J,.Gw . 
W équivaut carrément à celle d'un opérateur différentiel 
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§11.10.d. Résurgence souple e; résurgence rigide. 

Les résurgences équationnelle et de synthèse sont des cas particuliers de 

résurgence ~~up~: elles donnent lieu à des équations de résurgence dont les 

coefficients peuvent varier continument, connue on le voit sur l'équation du pont ou 

les équations (11.3.29). 

Au contraire, les résurgences quantique, parémétrique et collatérale sont 

de type rigide : les équations (5.18) et (5.33) de [e.,i] par exemple comportent 

toujours des coefficients entiers ou rationnels invariables. 

SECTION 11.11. DERNIERES REMARQUES. RESURGENCE ET RE.ALITE. 

Nous avons jusqu'ici étudié la résurgence pour elle-même, lui subordonnant 

tous les sujets abordés. Et ceci par méthode: le moyen de faire rendre le maximum 

à une idée nouvelle n'est-il pas de lui accorder, pour un temps, une position 

centrale? (Après quoi les choses se décantent et chaque idée se retrouve à la 

place qui de droit lui revient). L'utilisatèur a évidemment la tentation contraire 

inféoder la théorie nouvelle aux théories déjà constituées auxquelles elle s'appli

que, et la confiner dans un rôle d'outil. Attitude naturelle de sa part, mais qui 

comporte un risque: celui de fausser les perspectives et de tarir à sa source la 

puissance inspiratrice et ordonnatrice de l'idée nouvelle-née. Pour nous, la résur

gence est une théorie autonome, au sens plein, et dans ses rapports avec les théories 

contiguës, elle est maîtresse et non servante. 

Nous croyons, pour tout dire, que le calcul étranger débouchera un jour 

sur un monde mathématique aussi riche que le calcul différentiel-et-intégral clas

sique. Cette conviction semble exorbitante et elle a la vertu d'exaspérer les esprits 

habitués à jauger les idées mathématiques d' aprè.s le prestige de ceux qui les 

propagent ou l'ancienneté de la tradition dans laquelle elles s'inscrivent. Mais 

elle se fonde sur un fait massif, incontournable : à savoir que les algèbres de 
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dérivations étrangères sont la seule incarnation naturelle des algèbres de Lie 

libres (de dimension finie ou infinie). Et elle s'appuie sur les succès déjà rem

portés par la théorie. 

Les premières applications mathématiques du calcul étranger semblent en 

effet répondre au "rang nobiliaire 11 de l'idée centrale qui l'anime. Le présent 

ouvrage, très condensé et capable de développement en plusieurs directions, ne 

concerne qu'une seule application. Il aboutit, au fond, à classer tout ce gui est 

classable en fait d'objets analytiques locaux. Il s'inscrit d'ailleurs dans un cadre· 

plus général, celui de la résurgence équationnelle. De cette dernière, il n'est 

peut-être pas exagéré de dire qu'elle parachève l'analyse complexe locale (à une 

variable). Elle montre en effet que les solutions locales d'une équation ou système 

(de quelque type que ce soit, mais à coefficients analytiques) sont soit analyti-

ques, soit résurgentes en une variable idoine ou en plusieurs "variables parallèles", 

soit totalement erratiques. Enfin, à la résurgence équationnelle s'ajoutent déjà 

six sources autonomes de résurgence (voir §11.9), plus sans doutede nombreuses 

autres qui restent à découvrir et à explorer. 

Qu'en est-il des applications physiques? Les applications indirectes 

sont légion, puisque les équations de la physique (quantique surtout) conduisent 

très souvent à des solutions formelles qui se présentent sous forme de séries 

divergentes (de la variable ou de tel ou tel paramètre) mais qui, à l'examen, se 

révèlent Borel-sonunables, avec des singularités précisément localisables et des 

comportements singuliers de type résurgent. Mais cette résurgence n'est somme toute 

qu'indirecte ou accidentelle, puisqu'induite par les équations différentielles ou 

aux dérivées partielles (à coefficients analytiques) dont regorge la physique. Or 

l'ubiquité de ces dernières tient en définitive à ce que la physique travaille 

sur un espace-temps envisagé comme variété analytique réelle. Pour parler d'une 

pertinence physique directe de la résurgence, il faudrait que celle-ci fût inscrite 

dans la nature même de l'espace-temps, ou d'un modèle cohérent de celui-ci, 
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valable à une approximation donnée. Y-a-t'il des raisons de penser qu'un tel modèle 

existe? Pas vraiment, semble-t-il, en dehors peut-être du rôle que joue la 

résurgence dans les problèmes de renormalisation. D'ailleurs, les recherches actuel

les (1985), axées sur un espace-temps à dix dimensions, font naître l'espoir d'une 

solution naturelle et univoque aux problèmes de renormalisation. Il reste que ces 

constructions sont loin d'être achevées et que des difficultés subsisteront sans 

doute, dont la principale serait le paradoxe d'un substrat spatio-temporel ne 

contenant pas de points matériels, mais lui-même non quantifié! (Au dire des 

physiciens, la quantification du substrat se heurte à des problèmes quasiment insur

montables). Ces difficultés paraissent justifier l'étude systématique de tous les 

modèles possibles d'espace, y compris les "variétés étrangères", qui ne sont réduc

tibles à rien d'autre et possèdent des espaces tangents d'une extrème richesse. 
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[ lm. 1 ][ lm • 2] §3 [No] §3 [Vor] §4 

§1. TRAVAUX SUR LA RESURGENCE. -
le~ livre reposant 

citer nos propres 

à 98% sur le calcul étranger, nous commençons par 

livres [E.] et articles [e.] • 

Etudes géométriques. 

[E.O] J. ECALLE, Théorie des invariants holomophes. Thèse d'Etat, Orsay, Mars 1974. 

I
on y 

mais 

classe, 0n autres, les difféos locaux de 

géométriquement, sans résurgence. 

a; tangents à l'identité, 

[E.O.l] J.E., Théorie itérative: introduction à la théorie des invariants holomorphes. 

Journal de Math. P. et Appl., Tome 54, 1975. 
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!Reprend la première partie de [E.O]. La seconde partie n'a pas été 

publiée en revue. 

Série sur; le~ fop.c~ ~ops résurgentes, (3 volumes parus, 3 autres en préparation). 

[E.1] J.E., Les algèbres de fonctions résurgentes (247p), Publ. Math. d'Orsay 1981.05 

[E.2] J.E., Les fonctions résurgentes appliquéès à l'itération (284p), Publ. Math. 

d'Orsay 1981.06. 

[E.3] J.E, L'équation du pont et la classification analytique des objets locaux 

(600 p), Publ. Math. d'Orsay, 1985. 

[E.4] !..:!.:_, La synthèse des objets locaux (En préparation. A paraître aux Publ. Math. 

d'Orsay). 

[E.5] ~' Introduction à la résurgence quantique (En préparation. A paraître aux 

Publ. Math. d'Orsay). 

[E.6] J.E., Représentations étrangères des algèbres et groupes de Lie (En préparation. 

A paraître aux Publ. Math. d'Orsay). 

1 

Pour une brève ana lyse de 

p.17. 

[E .. 4], [E.5] et [E.6], voir ci-avant, foreword, 

Résumés et mandalas. 

[E.+] J.E., Cinq applications des fonctions résurgentes (110 p). Prépubl. Math. 

d'Orsay, 1984, T62. 

ICette brochure regroupe cinq articles [e.1]-[e.5] énumérés ci-dessous. 

[E. '.] J .E., Précis de calcul étranger. La résurgence, sàn essèùcè, ses principàles 

applications (En préparation. Environ 250p). 

[E.*] J.E., Mandala général sur la résurgence;; (2m x 3m) 

Articles. 

Publication privée, disponible chez l'auteur à partir d'octobre 1986. 

Il s'agit d'un mandala (voir pp 19-23) résumant le calcul étranger, la 

théorie des moules et leurs principales applicaitons. 

[e.l] J,E..:_, Singularités irrégulières et résurgencè multiple. Actes du Coll. sur les 

équations différentielles dans le champ complexe, Luminy, Avril 1983. 

[e.2] J.E._, Classification analytique dès systèmes et équations différentiels à 

plusieurs niveaux. Actes du Coll. sur les éq. diff. dans le champ complexe, Luminy, 

Avril 1983 (remis en juin 1983). 
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[e,3] J.E., Difféomorphismes nilpotents et de produit nilpotent. Actes du Coll. sur 

les éq. diff. dans le champ complexe, Luminy, Avril 1983. 

[e.4] J.E., Itération et classification analytique des difféomorphismes locaux de Œv. 

Actes du Coll. sur l'itération, Lochau, Septembre 1984. 

[e.5] J.E., Classification analytique des champs de vecteurs locaux résonnants de tv. 

Actes de la 37ème rencontre entre physiciens et mathématiciens, Strasbourg, Octobre 

1983. 

[e.6] J.E., Sept problèmes de classification analytique. (120p). Diffusion restreinte.l~~3. 

[e.7] J.E., Classification analytique des champs hamiltoniens. Potentiels de résur

gence et hamiltoniens étrangers. Actes du Coll. sur les éq. différentielles dans le 

champ complexes, Dijon, Mai 1985. 

Divers. 

1 
Plusieurs au.tres articles et notes aux C.R. ont paru, qu'il ne vaut pas 

la peine de mentionner, sauf six, qui peuvent servir de jalons. 

[e.8] J.E., Solution de deux problèmes liés à la théorie de l'itération (En russe). 

Vestnik Leningr. Gos. Univ., n°13, 1973, pp 166-167 (Remis en Septembre 1971). 

On y construit tous les invariants holomorphes des difféos locaux de 

t tangents à l'identité, mais géométriquement (sans résurgence). Cette 

note marque, si l'on veut, la naissance des invariants holomorphes 

(pour les objets locaux non linéaires, à une infinité d'invariants). 

[e.9] J.E., C.R. Acad. des Sciences, Notes du 26 janvier 76 et du 26 avril 1976. 

On y montre la résurgence des générateurs infinitésimaux f* des difféos 

locaux f de t tangents à l'identité. On donne les équations de résur

gence vérifiées par les f* et on fait le lien avec les invariants 

holomorphes. C'est en quelque sorte la date de naissance du calcul 

étranger. 

[e.10] J.E., Un analogue des fonctions automorphes 

9p; Séminaire Choquet, 1977-78). 

les fonctions résurgentes 

[e.11] J.E., Les fonctions résurgentes et leurs applications à l'analyse harmonique 

sur certains groupes (2lp; Séminaire d'Analyse Harmonique d'Orsay, 1977). 

1 
Ce sont les 

résurgence. 

deux premiers exposés un peu systématiqueSpubliés sur la 

[Ml.1] B. MALGRANGE. Travaux d'Ecàlle et dè Martinet-Ramis sur les systèmes dynamiques. 

Sém. Bourbaki, n°582, nov. 1981. Astérisque 92-93, Soc. Math. France, Paris, 1982. 
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Ne parle pas de résurgence, mais contribua à populariser la probléma

tique de la classification analytique des objets locaux non linéaires. 

Contient une démonstration originale de la liberté des invariants holo

morphes. 

[Ml.2] B. MALGRANGE. Introduction aux travaux de J. Ecalle. Prépubl. de l'lnstitut 

Fourier, n°24, Année 1984. 

Bien que se restreignant à une seule application de la résurgence 

(aux difféos locaux de t) ce texte et les exposés antérieurs qu'il 

résume firent beaucoup pour populariser les fonctions résurgentes, 

alors que nos propres efforts en ce sens étaient restés à peu près sans 

écho. 

Aujoutons qu'en 1981 et toujours grâce à Malgrange nous sommes entré 

en contact avec A. Voros, qui nous a signalé, dans les méthodes semi

classiques de la mécanique quantique, une source intéressante et quasi

ment inépuisable de résurgence (Voir §6 ci-après). 

La plupart des livres et articles qui suivent ont très peu de rapports 

avec le présent ouvrage (nous avouons d'ailleurs n'avoir, en dix ans 

de travail sur la résurgence, presque rien lu en mathématiques, sinon 

pour nous assurer que le sujet était nouveau) mais ils aident à com

prendre ce qu'on peut et ce qu'on ne peut pas faire, en matière de 

classement d'objets locaux, sans l'aide de la résurgence. Ce qu'on peut, 

c'est essentiellement classer certains objets linéaires_ (équations 

différentielles ou aux différences) à un seul niveau (voir §§2 et 3 

ci-après). Dans ce livre, nous avons volontairement relégué ces objets

là au second plan, car ils sont relativement élémentaires(les équations 

ou systèmes différentiels linéaires n'ont qu'un nombre fini d'invariants 

holomorphes) et, bien qu'ils relèvent comme les autres de l'équation 

Ju pont, leur linéarité empêche le calcul étranger de manifester à 

plein sa souplesse. D'ailleurs, dans l'analyse des objets linéaires, 

il n'existe pas de raisons contraignantes de préférer les dérivations 

étrangères 6 aux opérateurs 
U<)w 

apparence 

(*) Rappelons que 

, de définition plus simple en 
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§2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. -
[Ok] K.OKUBO. A global representation of a fundamental set of solutions and a Stokes 

phenomenon for a system of linear ordinary differential equations. J. Math. Soc. 

Japan, 15 (1963), pp 268-288. 

[Ko.l] M. KOHNO. A two point connection problem for general linear ordinary diffe

rential equations. Hiroshima Math. J., 4 (1974), pp 293-338. 

[Ko.2] M. KOHNO. A two point connection problem. Hiroshima Math. J., 9 (1979), 

pp 61-135. 

[Si.1] Y. SIBUYA. Two point connection problems and the method of K. Okubo. Actes 

du Coll. sur les eq. diff. dans le champ complexe, Luminy, Avril 1983. 

[Si.2] Y. SIBUYA. Global theory of a second order linear ordinary differential 

equation with a polynomial coefficient (livre; 300p). North-Rolland, 1975. 

[Ju] W.B. JURKAT. Meromorphe Differentialgleichungen. Springer Lecture Notes in 

Math., n°637, Berlin (1978). 

[Ra.l] J.-P. RAMIS. Devissage Gevrey. SMF, Astérisque 59-60 (1978) pp.173-204. 

[Ml.3] B. MALGRANGE. La classification des connexions irrégulières à une variable. 

Publ. de l'Institut Fourier de St.'.""Martin-d'Hères, Mai 1982. 

En fait, ces questions semblent avoir fait l'objet de publications 

sans nombre. Pour plus d'indications bibliographiques, voir par exemple 

(Si.l], [Si.2], [Ra.1], [Ml.3]. 

!l:, EQUATIONS AUX DIFFERENCES LINEAIRES. 

[No] N.E. Norlund. Vorlesungen über Differenzenrechnung. Chelsea, New York (1954). 

louvrage classique. Publié pour la première fois en 1923. 

[Im.l] G.K. IMMINK. Asynptotics of analytic difference equations. Thèse d'Etat, 

Groningen, 1983. Lecture Notes in Math., 1085, Springer Verlag. 

[Im.2] G.K. IMMINK. Resurgent functions and connection matrices for a linear homo

geneous system of difference equations. Utrecht Univ., Preprint 347, September 1984. 

A paraître aux Actes du Coll. sur les Eq. Diff. dans t, Luminy, Avril 1983. 

[Praa] C. PRAAGMAN. Meromorphic linear difference equations. Thèse d'Etat, Groningen, 

Avril 1985. 

[Bra] B.L.J. BRAAKSMA. Laplace integrals in singular differential and difference 

equations. Lecture Notes in Math., 827, pp 25-53, Springer Verlag. 



581 

[Ra.2] J.-P. RAMIS. Etude des solutions méromorphes des équations aux différences 

linéaires algébriques. Présenté au Coll. d'analyse microlocale, Luminy, 1982 

(A paraître). 

On trouvera des indications bibliographiques très complètes dans 

(Im.l] et surtout [Praa]. A ce propos, C. Praagman nous communique, 

comme addition à sa bibliographie, les noms suivants : R.D. CARMICHAEL, 

M. GHERMANESCO, W.T. MARTIN, A.C. BURDETTE, M.G. MOORE, W. STRODL, 

A.F. LEONTEV, M.A. SOLDATOV, A.G. NAFTALEVITCH, A.A. MIROLYUBOV, 

B. EPSTEIN, T. FORL, M.A. KRAPLIN. 

§4. CLASSIFICATION D'OBJETS LOCAUX NON LINEAIRES. - -----------------------
Les premiers objets non linéaires à être classés furent, en 1971, les 

difféos locaux de !C tangents à l'identité. Voir [e.8], [E.O], [E.2], 

[Ml.l]. Cette classification fut retrouvée indépendamment par: 

CvorJ S.M. VORONIN. Classification des germes d'applications conformes (!C,O) ➔ (!C,O) 

tangents à l'identité. (En russe). Funkt. Analyz. 15-1 (1981) pp 1.17 

qui donna de la liberté des invariants holomorphes une démonstration 

nouvelle, différente de la nôtre (cf. [E.2] pp 451-456) mais proche 

de celle de Malgrange (cf [Ml.l]). 

Antérieurement ou parallèlement à ces travaux, l'itération, surtout 

formelle, des difféos locaux de !C et de !Cv fit l'objet de nombreuses 

publications, de la part de E. JABOTINSKY, I.N. BAKER, G. SZEKERES, 

L. REICH, J. SCHWAIGER, E. PESCHL, A.R. KRAUTER, O. SCHWEIGERT; I. KIMURA, 

etc ••• Pour une bibliographie récente, voir : 

[ra] G. TARGONSKI. Topics in iteration theory. SkriptaMath., Skript 6, Gottingen 

et Zürich. 

[Ki] T, KIMURA. On the iteration of analytic functions. Funk. Eqvacioj 14-3 (1971) 

pp 197-238. 

'Parmi ces auteurs, I.N. BAKER et T. KIMURA trouvèrent indépendamment 

·les "éléments sectoriels" qui permettent de construire géométriquement 

'les invariants holomorphes, mais n 1 en profitèrent pas pour introduire 

ces derniers. Quant à L. REICH et à ses élèves, ce qu'ils étudient 

sous le nom un peu déroutant d'applications "biholomorphes", ce sont 

en fait des applications formelles et formellement inversibles de 

(!Cv,O) dans lui-même. 

[MR.l] J. MARTINET et J.P. RAMIS. Problèmes de modules pour des équations différen

tielles non linéaires du premier ordre. Preprint.IRMA juin 1981. Publié ensuite 

aux Publ. de l'IHES. 
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(MR.2] J. MARTINET et J.P. RAMIS. Classification analytique des équations différen

tielles non linéaires résonnantes du premier ordre, Ann. Sc. Ec. Norm. Sup., Série 

4, t.16, p.571-621; preprint 1983. 

Par des méthodes géométriques et cohomologiques, mais semble-t-il 

non constructives, ces deux articles classent analytiquement les germes 

de formes différentielles locales à deux variables, dans les deux cas 
. . , , , (*) 

critiques --- degenerescence et resonance -- et les mettent en 

rapport avec les classes analytiques de difféos de t tangents à 

l'identité. Pour notre part, comprenant que la résurgence redonnait 

directement ces résultats, plus cent autres problablement inaccessibles 

à la géométrie, et réalisant, à la lecture de [MRl], l'intérêt que 

les gens semblaient maintenant porter aux problèmes de classification 

analytique, nous avons décidé de consacrer à ces problèmes l'intégra

lité du volume [E.3] et non le simple chapitre que nous annonçions 

dans [E.1] p2 et pl4. 

[Il] Y.S. IL'YASHENKO. Classification analytique des équations différentielles réson-

(A paraître. Signalé en 1983. Titre non garanti). nantes du premier ordre. 

ICet article s'inspire de. [MRl] pour anticiper les résultats de [MR2], 

d'ailleurs clairement annoncés dans [MRl]. 

[Br.2] A.D. BRJUNO. Forme analytique d'une équation différentielle. (En russe). 

Uspeh. Mat. Nauk, t.38, n°5, 1983. 

Il s'agit d'une tentative pour associer à une équation différentielle 

analytique locale E une "forme analytique", c'est-à-dire une équation 

E analytiquement conjuguée à E et uniquement déterminée. Si la 
0 

chose était possible, les coefficients de E fourniraient effective
o 

ment une famille libre et complète d'invariants analytiques. Toutefois, 

les énoncés de [B~2] sont erronés (voir§§ 11.2,3,4), même dans la 

version anglaise corrigée qu'en a donnée Brjuno, et il y a de fortes 

raisons de penser que la construction de "formes analytiques" E 
0 

simples est impossible, sauf dans quelques cas élémentaires (objets 

à un nombre fini d'invariants holomorphes). 

il• QUESTIONS DE PETITS ET DE TOUT-PETITS DIVISEURS 

Les grands contributeurs sont ici SIEGEL, BRJUNO, MOSER et RÜSSMANN, 

qui établissent la linéarisabilité analytique des champs et difféos non 

,-~-""" 10 nts sous des hypothèses diophantiennes assez fortes (Siegel) 

(*) Vpir la section §6.4 de ce livre. Pour nous, la dégénerescence est un cas 
particulier de résonance. 
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puis beaucoup plus faibles (Brjuno pour les champs; Moser et Rüssmann 

pour les difféos). Brjuno montre aussi que les champs résonnants ne 

sont analytiquement normalisables que très exceptionnellement. La 

distinction, essentielle à nos yeux, entre petits et tout-petits 

diviseurs est rarement (jamais?) explicite. 

[Sg.l] C.L. SIEGEL. Iteration of analytic functions. Ann. Math. 43, pp 607-612 

(1942). 

[Sg.2] C.L. SIEGEL. Uber die Normalform analytischer Differentialgleichungen in der 

Nahe einer Gleichgewichtslosung. Nachr. Akad. Wiss. Gottingen, Math. Phys. Kl, 

Math. Phys. Chem. Abt. 1952, pp 21-30. 

[Br.l] A.D. BRJUNO. Analytic form of differential equations. Trans. Moscow. Math. 

Soc., Vol.25 (1971). 

IPour un résumé très clair de cet article, on pourra consulter: 

[Mr.1] J. MARTINET. Normalisation des champs de vecteurs holomorphes, d'après 

A.D. Brjuno. Séminaire Bourbaki, 1980-81, n°564-0l. 

[Rü.1] H. RÜSSMANN. Uber die Iteration analytischer Funktionen. J. Math. Mech. 17, 

523-532. 

[Rü.2] H. RÜSSMANN. On the convergence of power series transformations of analytic 

mappings near a fixed point into a normal form. Preprint IHES, Paris, 1977. 

[Fr.l] J.P. FRANCOISE. Thèse d'Etat. 1980. Parue au Bollettino della Unione Mat. 

Ital., 1981. 

[Fr.2] J.P. FRANCOISE. Invariants analytiques des champs de vecteurs de 

A paraître dans Ann. de l'Inst. Fourier. 

n 
Il: '0 . 

Pour plus d'informations bibliographiques voir [Br.l] qui renvoie à 

E. SCHRODER, K.J. MOSER, A.N. KOLMOGOROV, A.M. LYAPUNOV, T.M. CHERRY, H. CREMER, 

S. STERNBERG, E. ZEHNDER et à beaucoup d'autres. 

li· PHENOMENES DE STOKES ET BOOTSTRAP ANALYTIQUE EN PHYSIQUE, 

Ces questions relevant de [E.5], nous nous bornons ici à quelques 

noms. Les précurseurs sont BLOCH et BALIAN et la percée décisive est 

due à VOROS, qui a entrepris de rendre exacte la méthode dite semi

classique en mécanique quantique, en s'attaquant provisoirement à 

l'oscillateur quantique. Voir notamment : 

[Vo.l) A. VOROS. The return of the quartic oscillator. The complex WK~ method. 

Ann. Inst. Henri Poincaré, Vol.29, n°3, 1983, pp 211-338. 
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IPour un exposé plus concis et d'esprit plus mathématique, voir 

[Vo.2] A. VOROS. Problème spectral de Sturm-Liouville. Le cas de l'oscillateur 

quartique. Exposé Bourbaki n° 602, 1982-83, publié par Astérisque, Soc. Math. de 

France, 1983. 

Pour une approche complémentaire, non semi-classique, consulter 

Y. SIBUYA, surtout (si.1] ci-avant. Pour la problématique semi-classi

que "exacte" à plusieurs dimensions, voir par exemple: 

[Ph] F. PHAM. Calcul microdifférentiel complexe et méthode semi-classique. Exposé 

à la 36° rencontre entre physiciens théoriciens et mathématiciens, RCP n° 25, IRMA, 

Strasbourg, 1983. 

!
Mentionnons enfin la grande "sommeil 

due à un physicien-théoricien 

sur les développements asymptotiques, 

[Din] R.B. DINGLE. Asymptotic expansions. Their derivation and interpolation. 1973. 

Academic Press, Londres et New York. 

§7. DIVERS. -

Cet ouvrage riche et touffu semble axé sur (1) les équations linéaires 

(2) surtout provenant de la physique (3) les fonctions dites spéciales 

(4) le point de vue numérique. Ces quatre choix, et surtout le premier, 

expliquent sans doute .. que le livre ne débouche pas sur le calcul 

étranger. C'est manifestement une mine d'informations historiques et 

bibliographiques mais, à parcourir l'introduction et les têtes de 

chapitres, on se demande si l'immense érudition de l'auteur ne l'a pas 

finalement desservi: en mathématiques (et ailleurs) il faut parfois 

savoir faire table rase de tout ce qui précède. 

[Be.l] G.R. BELICKII. Formes normales relativement à l'action filtrante d'un groupe. 

Trudy Mosk. Mat. Obsc., 1979, tome 40, pp 3-46. 

[Be.2] G.R. BELICKII. Formes normales, invariants et applications locales. Kiev, 

Naukova Dumka, 1979 (En russe). Trad. anglaise 

Donne la classification formelle des champs et des difféos, mais 

relativement aux changements de variables (formels) tangents à l'iden

tité. 

[Mr.2] J. MARTINET. Singularités des fonctions et applications différentiables. 

Lecture Notes P.U.C., Rio. 

[Bo] E. BOREL. Leçon sur les fonctions monogènes uniformes d'une variable complexe. 

Paris. Gauthier-Villars. 1917 
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Conteste le point de vue de Weierstrass selon lequel les classiques 

"coupures analytiques" seraient toujours des obstacles infranchissables. 

Introduit des fonctionsmonogènes uniformes, qui sont définies p.p. 

sur un ouvert de t, possèdent p.p. et pour presque toute direction 

des dérivées radiales se raccordant, et vérifient une extension du 

principe de prolongement analytique unique. Il se trouve que des fonctions 

analogues, monogènes mais multiformes (et résurgentes de surcroit) 

interviennent dans l'analyse des objets résonnants dont le "réseau 

intérieur" Qint est dense. Voir §1.3.f et §6.2. C'est même là, semble

t-il, la principale (la seule?) application concrète des fonctions 

monogènes. 

[Du] J.P. DUFOUR. Diagrammes d'applications différentiables. Thèse d'Etat, Janvier 

1979, Montpellier. 

[Mou] R. MOUSSU. Holonomie évanescente des équations différentielles dégénérées 

tranverses. Preprint de la Fac. des Sciences de Dijon, 1984. 

[MW] J.K. MOSER et S.M. WEBSTER. Normal forms for real surfaces in t 2 near complex 

tangents and hyperbolic surface transformations. Acta Math., 1983, t.150, pp 255-296. 

LES APPENDICES I ET II (COMPLEMENTS SUR LES PROBLEMES A PLUSIEURS NIVEAUX OU A 

PLUSIEURS GENERATIONS) FIGURENT DANS UNE BROCHURE D'UNE QUARANTAINE DE PAGES 

ANNEXEE A CE LIVRE (pp 586-630). 
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