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EXPOSE n° IX 

POINTS FIXES MULTIPLES 

et 

POINTS PERIODIQUES INDIFFERENTS RATIONNELS 

I. POINTS FIXES MULTIPLES 

Si f est un polynôme ayant en o: un point périodique de période k , avec 

(l)' (ex)= e2 i7Tp/q , le polynôme fkq a en ex un point fixe avec dérivée 1 . 

Pour cette raison, nous allons commencer par étudier les points fixes avec 

dérivée 1 . 

On peut supposer que le point fixe est O • Une grande partie de 11 étude 

peut se faire pour les applications holomorphes au voisinage de 0 . 

1 . ORDRE D I UN POINT FIXE. 

Soit.: f une fonction holomorphe au voisinage de O , avec f(0) = 0 . 

L I ordre de O comme point fixe de f est 11 ordre r d' annulation en O de 

z \--+ f(z) - z . On dit que 0 est un point fixe multiple si r::::: 2 . On peut alors 

écrire f(z) = z + bzr + O(zr+ 1) avec b =} 0 . Ceci peut aussi s I écrire 

( ( r-1 ( r f z) = z 1 + bz + 0 z ) ) . Les z tels que r-1 ( ) bz E 1R resp. 1R forment 
+ -

r-1 demi-droites, faisant entre elles des angles de 1 / r-1 tour, qu'on appellera 

les axes de répulsion (resp. axes d I attraction) de 0 pour f . 

Remarques. 1) Si ,t.p est une fonction holomorphe au voisinage de 0 avec 

i,o(0) =0, cp'(0) =}o, qui conjugue f à g (i.e. g=<pofocp- 1), l'application 

linéaire tangente T0~: z ➔ <p1 (0) .z envoie les axes de répulsion (resp. d' attrac

tion) de f sur ceux de g . 

2) On peut, par une fonction holomorphe tangente à 11 identité en 0 , conju-

, . r 0( 2r-1) A guer f a une fonction g de la forme z ,.._. z + bz + z , ou meme de la forme 
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z H z + bzr + c z2r-l + Qz'//) avec 'Il arbitraire Pour les obstructions 

, . , b r 2r-1 a conJuguer a z H z + z + cz voir le cours d I Ecalle. 

2. UN CHANGEMENT DE VARIABLES. 

Pour étudier f , on souhaite faire le changement de variable 

z .1-+ 
1 

1 
. Mais cette application n I est pas injective au voisinage de O , 

(r-1)b zr-
et ceci nous amène à poser certaines conventions. 

Soient G un ouvert de C , 0 un revêtement de G. et 1r : Q, ➔ (.: la 

~ ~ projection. Pour Z E '" , on pose I Z 1 = \ 1r (Z) \ • Soient Z E n et u E f:: 

assez voisin de O pour que, pour tout t E [ 0, 1 J , rr (Z) + t u E (~ • Le chemin 

y : t ~ 1r (Z) + tu dans r, admet dans ~ un unique relèvement y d'origine Z 

~ ~ on notera alors Z + u le point y ( 1) E n . Pour À voisin de 1 , on définit À Z 

par À Z = Z + (À-1) rr(Z) • 

Soit D p . un disque contenu dans le domaine de définition de f . L I applica-

tion z ~ 1 définit un isomorphisme h : z ➔ Z de D - { O} sur un 
(r-1)b zr- 1 P 

revêtement ~ de degré r-1 de n = C: - ~ , où R = 
1 

1 
. Notons 

(r-1) \b \pr-

11 : ~ ➔ (~ la projection et F 11 application h o f o h - 1 , définie sur un ouvert 

~' de ~ contenant rr - 1 ( {: - DR 1 ) pour R I assez grand. 

( \ 1
-1/r-1 PROPOSITION 1 . L I application F est de la forme Z t-➔ Z - 1 + 0 Z ) . 

Démonstration. Soient Z E ü' , z = h-\z) , z
1 

= f(z) et z
1 

= h(z 1) = F(Z) . 

On a . 
·z

1 
= z + bzr + 0( \zlr+l) = z(1 + bzr-l + 0( \z\r)) 

1 -(r-1) ~· r-1 r -(r-1) 
rr(Z 1)=(r- 1)b z 1 =1T(L)(1+bz +O(\z\)) 

1r(Z)(1-1r(Z) +o(\z\-r/r-1) 
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Comme z et z 
1 

sont voisins, Z et Z 1 sont sur le même feuillet et on a : 

z
1 

= Z(1 - TT(Z) + O( IZ l-r/r- 1 
)~ = Z - 1 + O( \Z 1-1/r- 1) • Cqfd. 

Remarque 3. Les r-1 axes de répulsion (resp. d I attraction) correspondent aux 

~ relèvements dans O de 1R+ n '" (resp. 1R _ n n) . 

J. PETALES. 

Soient R 
1 

et M tels que, pour I Z \ ~ R 
1 

, F(Z) soit défini et de la forme 

F(Z) = Z - 1 + ri(Z) avec \ri(Z) \ ~ Îz \ Ür- 1 :5 ~. Soit f'c C une courbe de la 

forme {(x+iy~f x = H(y)} où H : 1R ➔ 1R est une fonction C
00 

ayant les propriétés 

suivantes : 

(i) H est convexe et paire 

(ii) H(O)<-R
1 

; 

(iii) yl-+ \H(y) + iy I est croissante sur 1R+ 

(iv) \H'(y)\ <t~e où sin6= \z~7/r- 1 , Z=H(y)+iy 

(v) H'(y) ➔ +oo quand y ➔ oc • 

Les conditions (i) et (v) entraînent que r a une branche parabolique dans 

la direction de 1R . Les conditions (ii) et (iii) entraînent que f' n DR = ~ . 
+ 1 

~ Soient r 1 , ... , r~_ 1 les relèvements de r· dans (i et posons 

F.(r') = rr(F(I'.)) . La condition (iv) assure que chacune des F.(r) se trouve 
l l 1 

strictement à gauche de T 1 (I) , où 1' 1 est la translation z.,..... z - ½ . -z -z 



r-t(r} -4-
r 

1 F.(Z) 
~ 1 

' \ , 
\\ 

Z-1 z 

"" 

Soit G l' ensemble des Z = x + i y E C tels que x ::; H(y) (région située à 

gauche de r ) . L I image réciproque G dans O est formée de r-1 copies 
0 

G 1 ' ... ' G 1 de G ' et on a F( G.) C T 1 G. . r- 1 - 2 1 

Pour chaque i , on pose P. = h -1( G.) U { 0} . Les P. sont des compacts 
1 1 1 . 

que l'on appelle les pétales de f en O • Ils dépendent du choix de I" • On a 

f (P.) c P. U {O} . Chaque P. est limité par une courbe y. = h-\r.) , image d'un 
1 1 l l l 

chemin [ 0, 1 J ➔ C , injectif sur JO, 1 [ , qui part de O tangentiellement à un 

axe de répulsion, croise un axe d'attraction (appelé ~ du pétale) et revient à 0 

tangentiellement à 11 axe de répulsion suivant. 

' 1 

r=4 

r-1 = 3 ~" 

'-., 

/ ' r 

/ 

IL. 

r=2, r-1==1 

La fleur U P. est contenue dans le disque D = { 0} U h - l ( C - DR ) . 
1 P1 1 

Pour p' < -- 1-
IH(O) l r-l 

, l' ouvert D p, - U Pi a r-1 composantes connexes, 

qu I on appelle les interpétales . 

PROPOSITION 2. Soient Pi 11 un des pétales de f en O et z E Pi - {O} • 

a) fn(z) ➔ 0 tangentiellement à l' axe de Pi 

b) fn ➔ 0 uniformément sur P. . 
1 

Démonstration. a) Posons zn = fn(z) , Z = h(z) , Z = h(z ) = Fn(Z) , 
n n 
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écrivons Ré Z pour Ré (TT (Z)) , etc... . On a Ré Z 
1 

s; Ré Z - ½ , donc 
n+ n 

Ré Z ➔ - 00 d'où \ Z \ ➔ 00 et \ z \ ➔ 0 . On a Z 
1 

- Z ➔ - 1 , d'où 
n ' n n n+ n 

Arg Zn ➔ 1, et 11 angle de zn avec l'axe de Pi tend vers O • Cqfd. 

b) On a Fn(G.) c T ;
2

(G.) , donc, pour tout R" > 0 , il existe un n0 tel 
1 -n 1 

que 11 (Fn(Gi)) n DR" = ~ pour n 2. n
0 

. Par suite, "il p" > 0 (3 n0) (\1 n 2: n0) 

fn(P.) c D " . 
I p 

Cqfd. 

II . CAS DES POLYNOMES 

On suppose dans cette partie que f est un polynôme monique de degré d , 

ayant en O un point fixe d'ordre r ::::::. 2 • Soient P 
1 

, ••• , P r-
1 

les pétales de f 

en O • 

0 

1. COMPOSANTE de Kf CONTENANT UN PETALE. 

Le point O appartient à Jf = ôKf. En effet, si f(z) = z+bzr + 0( lzlr+ 1
) , 

on a : fn(z) = z + nb zr + 0( 1 z 1,r+1) , et la suite ((fn/r)(O))nE :N n I est pas bornée. 

0 0 0 

Pour chaque i , P. - {0} c Kf . En effet P. c Kf et f(P. - {O}) '= P. c Kf . 
1 1 1 1 

Comme l'ensemble P. - { 0} est connexe, il est contenu dans une composante 
1 

0 

connexe Ui de Kf • 

PROPOSITION 3. Pour tout x E Ui , il existe un n tel que fn(x) E Pi - {O} • 

Démonstration. Soient x
0 

E Ui et y O E Pi . Posons xn = fn(x) et y n = fn(y). 

On a, pour les distances de Poincaré, du. (xn, y n) s; du. (x0 , y 0) , et pour les 
1 1 

distances euclidiennes d(y , ô U.) :S I y \ ➔ 0 . Par suite, 1 x - y \ ➔ 0 et 
n 1 n n n 

lx \ ➔ o . n 
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Si p' est assez petit, on a \f(z) 1 > lz 1 si z E D , - U P . . Les x ne 
p J n 

peuvent donc pas être tous dans les interpétales, et 3 n
0 

, 3 j , x E no P.-{O}. 
J 

0 

On a alors x E P. - {O} 
n J 

pour n > n
0 

. 
0 

Notons Vj l'ensemble des x E Ui tels que (3 n) xn E Pj - {O} • Les Vj 

forment une partition de U. en ouverts . Comme U. est connexe, un seul n'est 
1 1 

pas vide, et comme P. - {0} c: V. , on a U. = V .. 
1 1 1 1 

COROLLAIRE. Les U. sont deux à daux distincts. 
1 

Cqfd. 

PROPOSITION 4. a) U. contient au moins un point critique de f . 
1 

b) f induit une application holomorphe propre f. : 
1 

U. ➔ U. de degré d. 2 2 
1 1 1 

c) Soit <p: Ui ~ D un isomorphisme et posons -1 g = <p o f. o <p • Alors, 
1 

g est la restriction à D d'une fraction rationnelle g : ë ➔ C ayant sur S 1 un 

point fixe triple °' . Pour tout x E C - S 1 , la suite gn(x) ➔ c. . 

LEMME. Soit x0 E Ui et posons xn = fn(x 0) • Aors, du_(xn,xn+
1
) ➔ O. 

1 

Démonstration. x ➔ 0 tangentiellement à 11 axe de P.· , donc n 1 

3 m> 0 , 3 n
0 

, \in 2: n
0 

, d(x , àU.) 2 m lx 1 (en fait, on peut prendre m 
n 1 n 

arbitrairement voisin de sin ( .!!.....
1
) si r 2: 3 , m = 1 si r = 2) • 

r-

Pour m' > \b \ , on a lxn+ 1 - xn I s m' lxn Ir pour m assez grand. 

lx - x I . · ·n+1 n 
Par smte, d(x , ~U.) _. O • Or, 

n 1 
X -X 

du. (xn,xn+ 1) ~ dD(x d(x à U.))(xn ,xn+1) = 
1 n' n' 1 

( n+1 n 
dD O, d(x t}U.) ) 

n' 1 

d'où du (x ,x 
1
) -+ 0 . . n n+ 

1 

Démonstration de la proposition . b) 

holomorphe propre f- 1(u.) ➔ U. . Or, U. 
1 1 1 

Cqfd . 

L' application f induit une application 
1 . 

est une composante connexe de f- (U.) , 
1 

donc f induit f. : U. ➔ U. holomorphe propre. Soit d. son degré. On a d. > 1 
1 1 1 . 1 1 

car sinon f. serait une isométrie pour la distance de Poincaré de U. , ce qui 
1 1 

est contredit par le lemme. 
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a) résulte de b) et de la formule de Riemann-Hurewicz . Plus élémentaire

ment, s I il n I y avait pas de point critique, f. : U. ➔ U. serait un revêtement 
1 1 1 

nécessairement trivial puisque U. est simplement connexe, donc de degré 1 . 
1 

c) L' application g : D -+ D est holomorphe et propre. Par le principe de 

réflexion de Schwarz, elle se prolonge en une application i: -+ ë , qui est une 

fraction rationnelle commutant avec z -+ 1 . Montrons qu I il y a un pobt fixe triple z 

sur S 1 . Soit x0 E D et posons xn == gn(x) . Tout point d I accumulation "' de la 

suite (x ) appartient à S 1 et est un point fixe de g . En effet, si x -+ "' , on 
n nk 

a lx .
1

- x 1 < d
0

(x ,x 
1
) -+ 0, et g(x ) -+ Ol d'où "'==y(cx). Soient 

nk+ nk nk nk+ nk 
Ol 

1 
, ... , o.:v les pDints fixes de g sur S 1 , W 

1 
, ... , W.v des voisinages de 

Q:
1

, ... , "'v respectivements tels que d0 ( ~ n D, Wj n D) > d0 (x0 ,x 1) . A partir 

d I un certain rang, tous les x sont dans la réunion des W. , mais comme on a n 1 

d
0 

(xn, xn+ 1) s d
0 

(x0 , x 1) , ils sont tous dans le même, et la suite n'a qu' un point 

d I accumulation "' E S 1 . Comme 

Comme d
0

(x ,x 
1
) -+ 0 , n n+ 

D est compact, x ➔ o.: • n 
X -X 

on a :+ 1_ c.c; n ➔ 0 et ~ est un point fixe 
n 

multiple . Soit y 
O 

E D et posons Y n == gn(y o) . On a ~(xn ,y n) < dD(xo,Y ü) 

comme lx - "'1 -+ 0 , on a IY - x \ -+ 0 et y ➔ "' • n n n n 

Soit s l'ordre de .Ol comme point fixe de g ; montrons que s == z . 

Soient o
1

, ... , Qs_ 1 les pétales de g en o; • Au moins la moitié d'entre eux 

rencontre D • Mais les V. = {x ED \ gn(x) E Q. - {a}} forment une partition de 
1 1 

D en ouverts, donc il y en a au plus 1 non vide et s-1 ::::: 2 , d I où s == 2 ou 3 . 

Posons z == '() - 1 (x ) E U. . La suite z ➔ 0 tangentiellement à 11 axe de P. . 
n n 1 n 1 

Si ,, : t\ ➔ [o, 1 J est une fonction harmonique sur Di , continue sur Ui - {O} , 

valant O sur ô U. dans un interpétale adjacent à P. et 1 dans 11 autre, 
1 1 

(3 m> 0) ('ef n) m S 11 (z ) s 1-m . Par suite, x ➔ Ol non tangentiellement à S 1 , n n 

ce qui exclut le cas s == 2 . On a donc s == 3 . Cqfd. 
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COROLLAIRE 1. Si di= 2 , il n I y a gu' un point critique i:.., E Ui . Si on a 

3z 2 + 1 pris cp tel gueb cp ( w) = 0 et a = 1 , alors, g est donnée par g(z) = -'-----'-
z + z2 

2. ARGUMENTS EXTERNES DE O • 

PROPOSITION 5. On suppose que Kf est connexe et localement connexe. 

a) Tout argument externe de O est de la forme p/ d-1 . 

b) Dans chaque interpétale arrive au moins un rayon externe qui aboutit en O • 

c) Entre deux rayons externes aboutissant en O , il y a un point critique 

et une valeur critique de f . 

LEMME. Soit Ac lR/Z un ensemble contenant au moins un point Q( de la forme 

p/d-1 , p E Z . On suppose gue t t-+ dt induit une bijection de A .ê!!.!:. A préser

vant 11 ordre cyclique. Alors, tout point de A est de la forme p/ d-1 , p E Z . 

Démonstration. On a (d-1)0! = 0 , donc da = a:, et t ~ t - 01 commute 

avec t J-+ dt . On peut donc prendre at comme origine, i.e. supposer que 0: = 0 . 

Soit t E A .et soit ( e: 1 , ... , e:k, ... ) le développement de t en base d . Si la 

·t ( ) t t t· . . :> k dkt e: E A Slll e e: i es s a 10nnaire, e: i = e: pour 1 - 0 , on a : = d _ 1 .. , 

dk d~ 1 = d~ 1 = dkt , d'où t = t~ 1 . Sinon 3 i, j tels que e:i < e:i+1 et 

e: . > e:. 
1 

. Choisissons pour tout élément de A le représentant dans [ 0, 1 [ . 
J J+ 

On a O < dit< di+1t et O < dj+1t < djt , ce qui est en contradiction avec le fait 

que t ➔ dj-it préserve 11 ordre cyclique. Cqfd. 

Démonstration de la proposition . a) Notons A 11 ensemble des arguments 

externes de O • Supposons A .f:. P et soit t E A et a le plus petit élément de A 

correspondant à un rayon ~ a qui arrive dans le même interpétai.~ que ~ t . Le 

rayon ~ a est stable par f , donc a = dg,.; et a est de la forme p/ d-1 . 

L I application f induit une permutation des (~t)tE A préservant 11 ordre cyclique. 

La partie a) résulte alors du lemme. 
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b) Choisissons dans chaque pétale P. un centre c. pour U. et soit H 
1 1 1 

l' enveloppe réglementaire de { O, c 
1 

, ... , c r-
1 

} • Les interpétales sont les accès 

à O relativement à H ( cf. exposé "arguments externes dans les ensembles de 

Julia") . La partie b) résulte alors de la proposition 1 dudit exposé. 

-c) Soient R = ~ (f, §) et R 1 = ~ (f, 6 1 ) deux rayons externes de Kf aboutis

sant en O , et V une composante connexe de C - (R UR ') . D' après la partie a) , 

on peut supposer que 0 = 0 , @1 = i"T , p E { 1, ... ,d-2} , et que V contient les 

points de C - Kf d I argument externe t E J O, p/ d-1 [ . Posons W = f- 1 (V) • Le 

bord àW est la réunion des 6î,(f,t) pour t E {½, J:1"+~}i=O, ... ,d- 1 . Soit w1 

la composante connexe de W telle que è) W 
1 

:::i R . On a W 
1 

c V et 

è) W :::i R U R (f, t 1) où t 1 = f-"î -a = d. (~- 1) . Le rayon R 1 = ~ (f, t 1) aboutit en 

un point c 1 -/:-0 puisque t 
1 
~ 'ZZ. d2 1 . L' application f induit une application 

holomorphe propre f 
1 

: W 
1 
➔ V , notons d 

1 
son degré. Soit U un voisinage 

de O , alors f- 1 (Un W) :::i (U I n W) U (U" n W) où U I est un voisinage de O et 

U" un voisinage de c 1 , qu'on peut supposer disjoints. Par suite, d 
1 

:2: 2 , 

donc (:l w E w
1
) f'(w) = O et f(w) E W. Cqfd. 

III. POINTS PERIODIQUES INDIFFERENTS RATIONNELS 

NOMBRE DE PETALES. 

Soit f : C ➔ C un polynôme de degré d , a un point périodique de période 

k, tel que A = (fk)'(a) = e2i'1Tp/q, p.g.c.d. (p,q) = 1 . 

PROPOSITION 6 . La multiplicité r de a comme point fixe de fkq est de la 

forme v q+ 1 , où v E { 1 , ... , d-1 } . 
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Démonstration. L.' application T c/k , qui est la multiplication par p , 

opère librement sur les axes de répulsion en a . Leur nombre, qui est r-1 , est 
0 

donc de la forme qll • Il y a li orbites disjointes dans 1T 0(Kf) , et chacune contient 

au moins un point critique de fkq , donc un point critique de f . Comme f a au 

plus d-1 points critiques, on a li s d-1 . Cqfd. 

On pourrait aussi déduire la proposition 5 du lemme suivant, que nous 

donnons car il nous servira par la suite. 

LEMME 1 . On peut trouver une coordonnée holomorphe centrée en a telle que 

11 expression de fk dans cette coordonnée soit de la forme C t-+ À (C +Cr+ O(Cr+ 1)) , 

* avec r = li q+ 1 , li E lN • 

Autrement dit, on peut trouver un difféomorphisme C-analytique, 1.p d I un 

k -1 voisinage de a sur un voisinage de O , avec li,, (a) = O , tel que i.p of o ;/,) 

soit de la forme prescrite . 

Démonstration. Nous allons montrer que, si on a une coordonnée C . où 
J 

l'expression g. de fk est Ci-. À{: +b.(j + O((j+ 1) , et si j n'est pas de la 
J J 

forme v q+1 , on peut trouver une coordonnée (j+
1 

, 

telle que 11 expression g. 
1 

de l dans 
J+ 

Prenons ( . 1 = Ç . + c d . L I application 
J+ J J 

" soit i~ '.:,j+1 .,, 

g, est donnée par : j+1 
. g. . 

.,. t---+ r- .,. ,,.J + 1 J • • · .: + (b À ) ,,J '.:.j+1 "'j = '.:.j+1 - C'.:.j+1 ... + . A "-j+1 j- C "-j+1 + ... 

1---+ (·· ) c• (b À j) Y'j O(Yj+1) 
gj+1 "°j+1 = (,.j+1 + j - C + CA '.:.j+1 + '.:. j+1 

Si j n I est pas de la forme li q+1 , on a Aj - A /:- 0 , et on peut choisir c 

de façon que b. + c(À j - À) = 0 . 
J 

On peut ainsi chasser de proche en proche le premier terme de g.(i;,) - Ac,: 
J 

jusqu 1 2,, ce que l Ion tombe sur un terme de la forme b ( li q+ 1 avec b -f O • Si le 

processus ci-dessus se poursuivait indéfiniment, fkq ~urait un contact d I ordre oo 

avec l I identité, donc fkq = id , ce qui est impossible si f est un polynôme de 
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degré d > 1 . On peut donc trouver une coordonnée ( telle que l' expression 

de fk soit t; 1-+ À;: + b ç li q+ 1 + o(.; Il q+2) avec b -/-O , et par une homothétie 

on peut obtenir b = À • Cqfd. 

Soit ip un difféomorphisme d' un voisinage de °' sur un voisinage de 0 

Une fleur F de fkq relativement :1. 1/, est F = l/,1-\F') , où F' est une fleur 

(réunion des pétç1.les) de l/,J o fkqo ip- 1 

PROPOSITION 7. Soit ( une coordonnée centrée en a satisfaisant aux condi

tions du lemme 1 , .~ F la fleur de fkq relativement a ( définie a partir d' une 

courbe i' comme dans I . 3 . Pour un choix convenable de r , · 2!!..2.. fk(F) c FU { ~} . 
R:; ~ 

Démonstration. Reprenons le changement de variables h : D p..__.. n défini 

~ ~ en I . 2, avec b = 1 . Notons o· l' application de changement de feuillet n ➔ n 
k -1 k conjuguée par h de z t-+ À z . L'expression F = ho f o h de f est de la forme 

Z t--+ a (Z - 1 + 0 
1
)r_

1
) . Si .r satisfait aux conditions (i) à (v), on a 

o iz I o 
F(G.) t:: T 1 G (·) , d'où f(P. - ~) c P (·) . Cqfd. 

1 - 2 cr 1 1 o 1 

Remarque. La condition (iv) est plus forte que la condition normalement exigée 

pour définir la fleur de fkq , car fkq correspond ü b = q et non b = 1 . 
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EXPOSE n° X 

CONNEXITE LOCALE DE CERTAINS AUTRES ENSEMBLES DE JULIA 

1. RESULTAT. 

TH EOR EME. Soit f : C ➔ C: un polynôme de degré d > 1 . On suppose gue, pour 

tout point critique w de f , lu une des 3 éventualités suivantes se produit 

a) w est attiré par un cycle attractif ; 

b) w tombe en un temps fini sur un cycle répulsif. 

c) w est attiré par un cycle indifférent rationnel. 

Alors, Kf est connexe et localement connexe. 

COROLLAIRE. Soit f un polynôme de degré 2 admettant un cycle indifférent 

rationnel. Alors, Kf est connexe et localement connexe. 

Cet exposé est un complément à l I exposé [ CLJ J "Connexité locale de 

certains ensembles de Julia". Nous utiliserons les résultats de 11 exposé [PPIR J 

"Points fixes multiples et points périodiques indifférents rationnels". 

D'après un théorème de Fatou et/ou Julia, comme tout point critique de f 

appartient à Kf , l'ensemble Kf est connexe ( [ CLJ J, Proposition 1 étendue). 

Le cas où seules les éventualités ( a) et (b) se présentent est couvert par la 

Proposition 4 de [CLJ] + Caractérisation des polynômes sous-hyperboliques. 

Dans le cas où ( c) se présente effectivement, f n I est pas sous-hyperbolique. 

Pour montrer que Kf est localement connexe, nous montrerons que la suite (y n) 

de lacets définie dans la Proposition 3 de [ CLJ J converge uniformément. 

Pour cela, nous allons construire, sur une partie S2 de C une métrique pour 

laquelle f est strictement (i . e. augmente strictement la longueur de toute 
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courbe rectifiable non triviale) mais non fortement dilatante en général. Le 

raisonnement que nous aurons à faire pour terminer la démonstration sera donc plus 

délicat que celui de la démonstration de la Proposition 4 de [ CLJ J : nous serons 

amenés â faire quelque chose comme une partition de Markov. 

Dans la suite, f sera un polynôme satisfaisant aux hypothèses du Théorème. 

2. CONSTRUCTIONS de O . 

Notons A 11 ensemble des points périodiques attractifs de f , A0 11 en

semble des points périodiques indifférents rationnels et C la réunion des orbites 

directes des points critiques. Ecrivons C = c_ Uc 0 UC+, où c_ (resp. c 0) 

correspond aux points critiques attirés par un cycle attractif (resp. indifférent 

rationnel) et C aux points critiques tombant sur un cycle répulsif. 
+ 

PROPOSITION 1. On peut trouver un ensemble compact n tel que 
0 

a) à n => A0 , n n A_ = 0 , c + c n , ( c Ou c _) n n = .0 ; 

b) J f C r~ u Ao ' y n C n pour n assez grand 

c) f-\n) c "u A 0 
0 

d) n connexe 
0 

e) nn 6r,(Kf,O) connexe. 

Démonstration. Soit L un disque topologique fermé contenant Kf , limité 

par une courbe de niveau du potentiel Gf de Kf . 

Choisissons pour chaque Or! E A_ , un disque topologique /J.O! de façon que 

f (LO!) c ~f(o:) . Ceci entraîne AO! c ~ . Soit n 
0 

On a encore B_ c Kf . 

-n 
tel que B_ = f - ( U ~ Or!) => C _ . 

a.EA 

Pour chaque Q E A0 , construisons une fleur F Q (relativement à une 
0 

coordonnée CO! centrée en Or!) de façon que f (F ex - {a}) c Ff(o:) . Soit n0 tel que 
-n 0 o o _ o 

B0 = f ( LJ F ex) :::> c0 . Ceci entraîne que B0 c Kf et B0 c KfUA 0 . 
aEA 

0 
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L I ensemble n = L - (B _ U B 0) répond à la question . Cqfd. 

~ 

3. CONSTRUCTION de U . 

0 ~ 
Posons U = 0 . Nous allons construire un revêtement ramifié U de U . 

Comme les points périodiques de C sont répulsifs, donc non critiques, on peut 
+ 

trouver une fonction v : C ➔ JN* telle que v (f(x)) soit multiple de r (x) v (x) , 
+ 

où r(x) est le degré local de f en x (par exemple, v (x) = Il r(y) , produit pour 

y dans 11 orbite inverse stricte de x) . 

On pose r(x) = 1 pour x f/. C . Soient U * un revêtement ramifié de U , 
+ 

avec degré de ramification égal à v (x) pour tout point au-dessus de x , et U le 

revêtement uni ver sel de U * . Alors, Ù est un revêtement ramifié galoisien de U . 

~ ~ Notons 11 la projection U ➔ U . Soit ~O un relèvement de l'arc ouvert 

~ ~ PROPOSITION 2. Il existe une application holomorphe g: U ➔ U telle que 

fo7Tog=11' et g{oro)c[o· 

Remarque : La condition f o rr o g = TT exprime en quelque sorte que g est un relè

vement de C 1 . 

Démonstration . Soit X 11 ensemble des couples (x, y) E U x Ù tels que 

f (n (y))= TT(x) • L'ensemble X est une courbe C-analytique avec singularités. 

Soit (x0 , y J E X . Si 7T (x0) n'appartient pas a C , rr (y J non plus, X est 

lisse en (x0 , y 0) et pr 
1 

: X ➔ U est un isomorphisme local au voisinage de (x0 , y 0) . 

Supposons 7T (x0) E C , notons r le degré de ramification en 7T (y 0) de f ; 

posons v = v (rr(x0)) et il = v (n (y0)) , deg (f o 7T) = rv , qui est par 
xo Yo Yo Yo 

~ hypothèse un di viseur de v = deg 1T • On peut prendre sur U des coordonnées , 
XÛ XÜ 

,; centrée en x0 et f/ centrée en y 
O 

, telles que les expressions de 7T et f o 7T 
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rv 
et 'l'J i-----. r, y o . Au voisinage de (x0 , y 0) , 11 ensemble X devient 

rv 
r, Yo} = U {(ç,rl} ITJ=À~q}, où q=Vx /rvy , la réunion 

rv O 0 
étant prise sur les À tels que À y O = 1 . La courbe X est au voisinage de 

(x0 i y 0) , réunion de r "'yo courbes lisses (branches), qui se coupent tranversa-

~ lement, et pour chacune la projection pr 
1 

: X ➔ U induit un isomorphisme local. 

En remplaçant le point (x0 , y 0) par r v y 
O 

points, un sur chaque branche, 

et en procédant de même pour les autres points (x, y) tels que 1T {x) E C , on obtient 

un · espace X qui est un revêtement de Ù . Mais U est simplement connexe, ce 

revêtement est donc trivial. Soient x 
1 

et y 
1 

des points de fR-(Kf, 0) n U tels que 

x 
1 

= f {y 
1
) ; notons 5r 

1 
et y 

1 
leur relèvement dans Î 

O 
• Il existe une section 

unique (j : ù ➔ X telle que O (x 1) = (x 1 'y 1) . LV application g = pr 2 0 113c O (j : ù ➔ ù ' 
~ où 1T X : X ➔ X est la projection canonique, répond à la question. Cqfd. 

4. CONSTRUCTION d 1 une METRIQUE. 

~ Notons µ, U la métrique de Poincaré de U et rit; la métrique riemannienne 

~ admissible sur U telle que la projection 11 : U ➔ U soit une isométrie locale. 

Remarques. 1) Si A0 = ji1 , 77 (g(U)) est relativement compact dans U , il en 

~ ~ résulte que g : U ➔ U est fortement contractante pour µ, U . Par suite, f est 

fortement dilatante pour µ U sur J f , autrement dit f est sous-hyperbolique. 

Le théorème, dans ce cas, résulte alors de [ CLJ J , Proposition 4 . 

2) Si A0 =f. 0 , 11 application g : Ù ➔ Ù est strictement mais non fortement 

contractante. Soient œ E A0 et e un argument externe de œ dans Kf . L I arc 

ouvert U n ~ (Kf, 0) a une longueur infinie du côté de œ pour µ, U , et la suite 

(y n ( ~) n EN n I est pas une suite de Cauchy pour µ U . C I est pour ces raisons que 

nous allons modifier la métrique µU . 

On peut trouver pour chaque point œ E A0 , un disque topologique ~œ et 

un isomorphisme Cœ: ~ œ ➔ Dr de façon quel I expression de f: ~œ ➔ .é.,f(Cl:') 
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qa+1 
soit de la forme C ➔ A (( + b a( + ..• ) , b a> O , qa = nombre de pétales 

de la fleur de Q , À qQ = 1 

Si les disques -6. G'. ont été pris asse·z petits, U n è.. a est contenu dans 

la réunion des interpétales, et l' expression de f a une dérivée de module > 1 • 

En outre, on a : f (Un ~a) :::i Un ~f(a) , f (KO!) n E.~ = ~ pour ~ ~ f(œ) , et 

iœn c+=~. 

Notons /JO! la métrique [d(a I sur t:.O! • Choisissons M ~ JR+ grand et 

définissons sur U U U ~a une métrique riemannienne µ, (à coefficient discon
œEA0 

tinu) par µ = inf (µ U, M µ c) , la borne inférieure étant prise en chaque point z 

sur les métriques définies en ce point . 

Considérons le compact ov = c1(o) C u u Ao • 

PROPOSITION 3. Si on a choisi M assez grand, f est strictement dilatante 

Par "strictement dilatante", nous voulons dire que, pour tout chemin 

rectifiable non trivial y : I ➔ 0' , on a longµ (f o y) > longµ (y) . 

Démonstration. Pour a E A 0 , f- 1 (n n E. c) est un compact de la forme 

est un compact contenu dans U - C = U - C • 
+ 

Posons m°' = inf II Il T fi[ • 
zEL°' z #\),µ.°' 

1 
On a m°' > O • Nous choisissons M > inf (m ) . 

°' Montrons que, pour z E O 1 - (A
0 

U C) , on a : 

( 1) l[T fil > 1 z µ. 

Il y a 4 cas à considérer : 

a) J.Lz = S\; z , µf(z) = µU, f(z) : '"L' application f : f-\u) ➔ U est 

~ ~ strictement dilatante pour µU puisque g: U ➔ U est strictement contractante, 

d'où (1) dans ce cas. 

b) µz == Mµa,z ' µf(z) = µU,f(z) 

dans le cas a) . 

On a µ < µU , d'où (1) comme z ,z 
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c) µz = MµO!,z, /Jf(z) = Mµf(a),f(z) : L'inégalité (1) résulte du fait 

que 11 expression de M dans les coordonnées ~o:, ~ f(a) a une dérivée > 1 en 

module. 

. 1 

d) µz=J.Lu,z' µf(z)=/Jf(a),f(z): S1 z~Lo:, ona µz:!ii µ°',z' et 

) li ( on conclut comme dans le cas c . Si z E L°' , 11 inégalité 1) résulte de la 

condition M > -1 imposée à M • 
mo: 

5 . UN MODULE de CONTINUITE. 

Cqfd. 

Posons '1' * = 0' n U = G' - A0 , et soit O' * l'image réciproque de 

~' * dans Ù . Soit 'j:t la métrique sur O' * relevant la métrique µ sur O 
1 * . 

~ ~,* ~ Notons O' le complété de O pour /J : il s'obtient en rajoutant un point au bout 

~,* de chaque relèvement dans O d' un interpétale en un point de A0 . 

~ ~ L' application g : U ➔ U de la Proposition 2 induit une application 

~, ~,* A ~ ~ 0 * ➔ 0 qui se prolonge en une application g : 0' ➔ 0' , strictement 

contractante . 

PROPOSITION 4. Il existe une application croissante h : lR + ➔ lR + , vérifiant 

h{s) < s pour s > 0 et s- h(s) ➔ +00 , telle que : 

Démonstration. Le groupe r = AutU( U) opère sur ~' par des isométries 

~ pour µ • ~ Soit e = y 0(o) E R(Kf,o)nu (cf. [CLJ] , Proposition 3) ; notons e le 

~ ~ ~ relèvement de e dans fïl0 , y O le relèvement de y O d'origine e , et posons 

e 1 = Y o ( 1) . Notons a l' élément de r tel que a(;) = e1. Il existe un élément 

g-1 Er tel que go ad= g-
1 

o g . Soit F c 0' un compact tel que r.F = ~• et 

. i ~ 
posons F 1 = \......_J a F. Pour s2':0, notons B(F

1
,s) = {xEO' \~(x,F

1
)::;s}, 

OSiSd-1 µ, 
c'est un compact. Notons h(s) la borne supérieure des d';';'(g{x) ,g(y)) pour ,.. 

~ 
(x,y)En, dµ(x,y)<s. Ona: 
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h(s) = s u p d'j:'(g(x), g{y)) < s . 
(x, y) E F

1
x B(F

1
, s), d µ(x, y)!S s 

Il est clair que la fonction h est croissante. Choisissons s > 0 . On a 
0 

h(k s ) ::; k h(s ) , il en résulte que s - h(s) ➔ + 00 quand s ➔ + 00 • 
0 0 

Cqfd. 

Notons E 11 espace des lacets y : T ➔ fl' - ( C + U '\) tels que y ( 0) E R. (Kf' 0) , 

homotopes à y 
O 

• On définit G : E ➔ E en associant à chaque y 11 unique lacet 

y' E Etel que y'(t) E f-\y(dt)), y'(O) E R-(Kf,o). En particulier, y 
1 

=G(y). 
n+ n 

En associant à chaque lacet y E E le chemin y : [ 0, 1 J ➔ 0' relevant y , on 

identifie E à une partie E de C (I ; 0 1 ) , où I = [ 0, 1 J • A 11 application G corres-
rv rv rv f'.J rv rv 

pond une application G : E ➔ E , définie par G(y) = y' 

~-1 i~ y (t) = g (g y (s)) . t i + s 
Sl =-d ' sE[0,1]. 

On munit E de la distance d (y , 77) = sup d ~ (y (t), 77 (t)) . 
tEI µ, 

avec· 

COROLLAIRE. L' application G admet comme module de continuité la même fonction h . 

6. LA CONVERGENCE. 

PROPOSITION 5. La suite (yn) est une suite de Cauchy dans C(I,'1 1 ) • 

Démonstration. Posons e = d(y 
O

, y
1
) , et soit L 2: e tel que L - h(L) 2: i . 

~ ~ Montrons, par récurrence que, pour tout n , on a d (y 
O

, y n) s; L . C' est évident 

pour n = O ou 1 . Si d(y 0 ,yn) < L, on a d(y
1

,Yn+1) s; h(L) , d'où 

~ rv 

d(Yo,Yn+1) < e +h(L) s; L . 

Pour p E 11\T et q = p+n , on a : d (y p , y q) = d ( Gp (y J , Gp (y n)) s; hp ( L) . 

La suite (hP(L)pEll\T est une suite strictement décroissante. Elle a une limite qui 

~ est un point fixe de h , donc = 0 . Par suite, (y ) est une suite de Cauchy. Cqfd. n 

Démonstration du Théorème. La suite (y n) est une suite de Cauchy dans C ( 1r; 0 1 ) , 

muni de la distance de la convergence uniforme, pour la distance d sur '1 1 • Elle 
µ. 

converge donc uniformément pour dµ, , et aussi pour la distance euclidienne d
0 

, qui 

définit la même topologie, puisque '1' est compact. Le théorème résulte alors de la 

Proposition 3 de [ CLJ J . Cqfd. 
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EXPOSE n° XI 

UN TOUR DE VALSE 

[C I est quand même. mieux qu I un coup de fouet J 

Adrien Douady et Pierrette Sentenac 

1. INTRODUCTION. 

Soit c
0 

E M 

indifférent rationnel 

tel que le polynôme f : z 1-+ z2 + c
0 

admette un cycle 
CO 

{ } 2i1tp/q 
Q

1
, .•. , ak , de valeur propre p = e · , (p' q) = 1. 

D I après l I exposé précédent [ CLAJ J ( Connexité locale de certains autres 

ensembles de Julia), Kc est localement connexe, et, d'après [PPIR J (points 
Q 

fixes multiples et points périodiques indifférents rationnels), chacun des ai a 

une fleur à q pétales, et dans chaque interpétale arrive un nombre fini non nul 

de rayons externes de K , qui sont fixes par fkq , donc ont des arguments de 
C 

la forme p /2kq_ 1 (on verra plus tard que ce nombre est 2 si q = 1 et 1 sinon). 

Le point c 
O 

, valeur critique, est attiré pour fkq par un des points du 

cycle { a 
1 

, ••• , Cllk} . On peut supposer que c' est a 
1 

• La composante connexe 
0 

u
1 

de K c qui contient c O contient aussi un pétale P 
1 

de Cll 1 • Nous avons 
0 

en vue le résultat suivant, qui sera démontré dans 11 exposé suivant. 

THEOREME A. Soit 6 l'argument d'un rayon externe de Kc gui aboutit en 
0 

a 
1 

par un interpétale adjacent à P 
1 

. Alors, le rayon externe 6-t (M, 6) aboutit 

en c 0 . 

Remarque : Ce théorème fait pendant au Théorème 2 de [AEM J (Arguments 

externes dans M des points de Misurewicz) . Cependant ce dernier est obtenu en 

passant à la limite à partir du Corollaire 2 (b) du théorème 1 de [AEM] . Au 

contraire, le théorème A ci-dessus repose sur une discontinuité du comportement 
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Nous démontrons dans cet exposé le théorème 1 , dont un cas particulier 

(corollaire 1) est une conséquence du théorème A. Dans le prochain exposé, 

nous remonterons du corollaire 1 du théorème 1 au Théorème A. 

Théorème A 

//'

Prochain exposé 

Théorème 1 I ~ Corollaire 1 

cet exposé 

Etat actuel 

Supposons q -/:. 1 . Alors, Oc: 1 est un point périodique simple de f • 
CO 

Pour tout c voisin de c , on peut trouver un 0c:(x) tel que f k(Ol(c) = Oi!(c) , 
0 C 

avec cl-. Oi!(x) analytique et O'.(c
0

) = °'
1 

. 

Soit ll. un disque centré en 0c:(c
0

) , fixé assez petit (nous préciserons 

au § 6 ou 7) . Soient n assez grand et r * > 1 assez voisin de 1 pour que 
0 

n0 kq · -1 * 2irr9 . , 
x(c ) = f (c ) et y(c ) = cp (r e ) appartiennent a ll. (où 

0 C O O C 
0 = 0 

cp : C: - K -=-+ C: - 5 est la représentation conforme. 
~ ~ nkq 

O ( -1 * 2i1T 8 Pour c voisin de c , posons x(c) = f (c) et y c) = cpc (r e ) • 
0 C 

L' énoncé intermédiaire est le suivant : 

COROLLAIRE 1 DU THEOREME 1. Pour tout voisinage W de c dans C , - o--

il existe un N0 2: O tel que, pour tout N::::: N0 , il existe un c E W tel que 

~kq(x(c)) = y{c) . 

Démonstration de l'implication : Théorème A ~ Corolaire 1 du Théorème 1 • 
. 2(no+N)kq * -1 2irr9 

Soit rN tel que rN = r et c = 'PM (re ) . On a 

2irr 9 kq 2nokq 2i1T 8 
cpc(c) = cpM(c) = rNe , et comme 2 6 = e , cpc(x(c)) = rN e 

,f'I ( _Nkq(x(c))) = r*e2i7r e , , , Nkq ( ) ( ) .,.. C f . d ou f X C = y C • Quand N ➔ 00 ' r N ➔ 1 ' donc 

c ➔ c
0 

si on admet le théorème A, et (v W) (3 N0) (v N 2: NJ c E W . Cqfd. 
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2. RESULTATS. 

Voici maintenant 11 énoncé du théorème dont la démonstration occupe 

cet exposé : 

Soient A et V des voisinages de 0 dans Œ:: , et (À , z) H gÀ {z) une 

application C-analytique de A x V dans Ci: • On suppose que gÀ ( 0) = 0 pour 

, ( \ 2i1Tp/q / , tout À E A , g0 o, = p
0 

= e , p q E IO , et que À...., p(À) = gÀ (0) n'est 

pas constante. On suppose que gri est de la forme z 1-+ z + b
0

zq+ 1 + O(zq+2) 

avec b0 -/:-0 • Soient L et L un axe de répulsion et un axe d' attraction de 
+ -

gq en O , consécutifs (t). Notons S et S les secteurs-angulaires ouverts, 
+ -

de bissectrices L + et L respectivement d'ouverture i q tour. 

TH EOR EME 1 . Dans cette situation, 

:3 /;:;. VQ C:/;:;.ÎIS VQ c:/;:;.ÎIS 
(disque centré en O) ( cci"mpact +) ( compact - ) 

( V W ) ( :3 No) ( V g : W ➔ Q ) 
vois de O dans A EN c"Émtinue + 

( t) i • e • faisant un angle de ± .J.. tour • 
2q 
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( \:/ g : W ➔ Q ) ( i N ) ( 3 À E W) 
ëèmtinue - - N 0 

Démonstration du Corollaire 1 à partir du Théorème 1 . Si q -/:. 1 , Q 
1 

est 

un point fixe simple de fk . Posons c(À) = c + À • On peut trouver une fonction 
C0 0 

analytique À ~ cx(À) au voisinage de 0 telle que a( 0) = a 1 , f~(À l a:(À)) = ot(À) , 

en vertu du théorème des fonctions implicites. 

fk 
C ' 

0 

Si q = 1 , c I est-à-dire p = 1 , le point Q 
1 

est un point fixe double de 

car il y a un seul pétale. Si on pose c(À) = c + À 2 , on peut encore 
0 

trouver une application À ➔ ot(À) analytique au voisinage de 0 , telle que 

ot(0) = 1 et f~(À)(a(À)) = ot(À) . Cela résulte maintenant du lemme de Morse 

(ou du théorème de préparation de Weierstrein). Dans les deux cas, on définit 

k gÀ par ot(À) + gÀ (z) = fc(À/a(À) + z) . On pose g_(À) = x(c(À)) - a{À) , 

g+(À) = y(c(À)} - a(À) . Si on a pris A assez petit, n0 est assez grand et r
0 

assez voisin de 1 pour que g _ ( 0) E S _ et g (0) E S , 
+ + 

puisque f~kq et 
0 

et L+ respectivement. -1( 2i7r6) . , 'P r e tendent vers a 
1 

tangentiellement a L 
C -

0 

Soient Q_ et Q+ des voisinages compacts de g_(o) et S+(0) dans S_ 

et S , on a encore g (À) ~ Q et g (À) E Q quand À varie dans un voisinage 
+ - - + + 

A de 0 . On peut donc appliquer le théorème 1, et on obtient le corollaire 1. 

Cqfd. 

La démonstration ci-dessus donne au Corollaire 1 le Complément suivant 

qui nous servira au prochain exposé : 

COMPLEMENT 1 du Corollaire 1 du Théorème 1. On peut prendre N0 indépen

dant de r * quand r * varie dans un compact J c ] 0, +oo [ tel que 

'P-1(J.e2i7T6)cA-{O}. 
C 

0 

D I autre part, nous verrons que, dans la situation du Théorème 1 , si 

À H p(À) - e2i 71p/q a en 0 un zéro d'ordre 11 , il y a au moins 11 valeurs 
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distinctes de À telles que gÀNq( g (À)) = g (À) dans les conditions du théorème. 
- + 

Nous utiliserons ce fait au prochain exposé pour voir que, dans la situa-

tion du Théorème A, on a nécessairement 11 = 1 • 

J. UN CHANGEMENT DE VARIABLES. 

Nous nous plaçons dans la situation du Théorème 1 . 

PROPOSITION 1 • On peut trouver un difféomorphisme <C-analytique 

(À , z) i----+ (À, i;: À (z)) d'un voisinage .A. 1 x V' de ( 0, 0) dans .A. x V sur un ouvert de 

.A.' xC, tel que CÀ (0) = 0, et que pour À E .A.' , l'expression de gÀ dans la 

coordonnée CÀ soit de la forme : i;: t--t p (À)<:: + /3 (À )i;:q+ 1 + 0 (i;:q+2) , avec 

fJ(O) t-0. 

Démonstration (cf. [PPIRJ! , III.1, Lemme 1). Pour j E (2, .•• ,q) , 

on a un difféomorphisme C-analytique (À , z) t-+ (À , C\ .(z)) tel que 11 expression 
1\. ,J 

. . 1 
de gÀ soit C ~ p(À )C + /3/À )CJ + ts(i;:J+ ) ; en posant 

/3 ·(À) . 
CÀ ,J•+1 = CÀ • + J . i;:JÀ . (le dénominateur ne s'annule pas au voisinage 

,J p(À)-p(À)J ,J 

de 0) , on obtient une coordonnée où 11 expression de gÀ est de la forme : 

i;: 1-+ p{À)( + {3. 
1
{À) i;:j+ 1 + ts(i;:j+2) • Le difféomorphisme (À ,z) 1-+ (À,l;';À 

1
(z)) 

J+ ,q+ 

répond à la question ; on a bien /3 
1
(o) /,. 0 sinon la fleur aurait au moins 

q+ 

2q pétales. Cqfd. 

COROLLAIRE. L'expression de g~ dans la coordonnée l;';À est de la forme: 

i;: t-+ P(À)ql;'; + b(À) i;:q+1 + ts(i;:q+2) avec b(0) 1,. 0 • 

En fait, b = /3 (pq + p2q + ••• + pq
2

) , b(0) = qp; (0) • 

Nous allons maintenant faire le changement de variables défini par 

(À )q(q+1) 
l' application : (À , z) t---+ (À , p ) , en reprenant les conventions de 

[PPIR] , I.2. 
qb(À )'q 
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Si l::i.. est un disque, centré en O , cette application définit un isomorphisme 

h: A x l::i..-{O} ➔ 0, où O est un revêtement de degré q d'un ouvert O de 

A x C de la forme O = {(À ,z) \ \zl > R(À)} • Nous écrirons h: (À ,z)._. (À ,Z) . 

PROPOSITION 2. L'expression GÀ de gi dans la coordonnée Z est de la 

forme: ZH(1+UÀ)Z-1+77*(À,Z), où 17(À,Z) est ~clzl~/q) quand 

1 Z 1 ➔ 00 , uniformément en À € A • 

COMPLEMENT. Àt---+ UÀ est une application analytique donnée par 1 + UÀ = 1 
2 

(p(À))q 
On a U 

O 
= 0 , et la multiplicité II de O comme zéro de À t-+ UÀ est égale 

à sa multiplicité comme zéro de À 1-+ p(À) -e 2irrp/q • 

Démonstration de la proposition. Posons C 
1 

= gÀq( C ) , où gÀ est 

l' expression de gÀ dans la coordonnée C , et soient Z et Z 
1 

correspondant 

et t
1 

• On a : 

,
1 

= p(À)qc + b(À)cq+ 1 + ... 

= p(À)qC(1 + b(À) p(ÀfqCq + .•• ) 

d'où 

Cqfd. 

4. VALSE DES COMPACTS. 

Soient K et K ' deux compacts de ITT2 = €: , T un espace homéomorphe 

à S 1 orienté (i.e. muni d' une classe d I homotopie d I homéomorphismes S 1 ➔ T) , 

(<1\\E T et ('P;)tE T deux familles continues de plongements de K et K I respec

tivement dans ITT2 . On pose K(t) = 'P/K) et K'(t) = 'l'~(K') • 
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DEFINITION. On dit gue K(t) et K 1 (t) valsent d tours ( t) quand t parcourt 

T si : a) v' t E T , K(t) (î K 1 (t) = 9) • 

b) Quelles gue soient les applications continues t H z(t) E K(t) et 

t .__. z'(t) € K'(t), l'application tt-+ Arg (z'(t) - z(t)), de T dans 'Il'= lR/Z , 

est de degré d • 

Remarques. 1) Si K et KI sont simplement connexes et si la condition (a) 

est vérifiée, il suffit de vérifier (b) pour un couple d I applications continues 

tt-+ (z(t),z'(t)) • En particulier, il existe toujours un d tel que K(t) et K'(t) 

valsent d tours. 

2) Supposons T = ô!, , où !, est une pièce dans JR2 , et prolongeons 

t 1-+ z( t) et t H z' ( t) en des applications continues :E ➔ JR2 . Si d -/:. O , il 
0 

existe au moins un t E :E tel que z' (t) = z(t) . En effet, sinon, 11 application 

tt-t Arg(z'(t) - z(t)) pourrait se prolonger en une application continue !, ➔ 'Il' • 

En identifiant lR2 à C , si les prolongements t..,... z(t) et t.,..._. z'(t) 

sont holomorphes sur le nombre d est le nombre de zéros de t t-+ z' (t) - z(t) 
0 

dans :E , comptés avec leur pultiplicité. 

3) Soient O et 0' deux ouverts simplement connexes de JR2 et 

w : 0 ➔ 0' un homéomorphisme préservant 11 orientation. 

Supposons que K(t) c n et K 1 (t) c O pour tout t , et que K(t) et 

K'(t) valsent d tours quand t parcourt T. Alors, 'P(K(t)) et -l>(K'(t)) 
: 

valsent d tours aussi. En effet, on peut supposer T = ô J; , où I; est un disque 

dans JR2 ; si t1-+ z(t) E K(t) et t1---+ z'(t) E K'(t) sont continues, on peut les 

prolonger en des applications continues :E ➔ 0 . Le nombre d est alors le 

nombre d'intersection dans J; x O des graphes de t 1-+ z( t) et t .,..._. z 1 ( t) • 

Il est préservé par ldx '1>: J; x O ➔ !, x 0 1 • 

( t) Le lecteur notera que les conventions habituelles d I orientation de JR2 ne 
s'accordent pas avec les usages de la valse. Pour une fois, on dansera la 
valse à gauche. 
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Identifiant JR2 à C , nous dirons que K(t) est à gauche (resp. à droite, 

au-dessus, au-dessous) de K' (t) si, pour z E K(t) et z' E K' (t) , on a 

Ré(z' -z) > 0 (resp. < 0, resp. Im(z' -z) < O, resp. > 0). 

PROPOSITION 3. On suppose que T = à!; , où !; = [ -1, 1 ]2 , et que, 

pour t E {-1} x [-1,1], K(t) est à gauche de K'(t), 

t E [-1,+1] x{-1}, K(t) est au-dessous de K'(t), 

tE{1}x[-1,+1], K(t) estàdroitedeK'(t), 

t E [-1, 1] x {1}, K(t) est au-dessus de K'(t) . 

Alors, K(t) et K 1 (t) valsent 1 tour. 

De'monstration. L li t· t1-+ t et t ._. z'(t)- z(t) de T 
es app ca 10ns lTT \z' (t)-z(t) I 

dans S 1 ne prennent jamais des valeurs opposées. Elles sont donc homotopes. Cqfd. 

Pour démontrer le Théorème 1 , on pose N = N 1 + N" , où N 1 = [ ~ ] et 

N" = N I ou N 1 + 1 ; puis on construit dans A des pièces a 1, •.. , av , où v 

est l'ordre de O comme zéro de À.,.._. p(À)-e 2i1Tp/q , telles que, quand À parcourt 

N' q -N"q 
àai, gÀ (Q_) et gÀ (Q+) valsent 1 tour. 

Pour vérifier cette propriété, grâce à la remarque 3), on peut passer 

dans le plan des Z . 

Dans 11 espoir de faciliter la compréhension, nous ferons d I abord le 

calcul en négligeant le terme r, de la Proposition 2 , c I est-à-dire en remplaçant 

5. ETUDE DE LA FAMILLE (HU) . 

On pose Hu(z) = ( 1+U) Z - 1 . L'application HU est la similitude de 

centre A = Ù qui transforme O en -1 . 

On se fixe a E JO,½ J ; on note Pa le carré [-a,+a] 2 , i.e. 
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P = {z \ \Ré zl :5 a, \lm z\ :5 a} et tN = {U \N Log(1+U)+211i E P } . Le bord a a 

de ~N est de la forme y 
1 

Uy 
2 

Uy 
3 

Uy 4 (voir la figure ci-dessous). 

-1 

_a.,lfl 
--lte. 

0 

Pour N 2: 8 , on a : !;N c DB/N - 6 4/N et \Arg(i u) \ < 11 tour= 3CP 

si U E !;N • 

PROPOSITION 4. Soient Q+ et Q_ deux compacts de C , et notons ô le 

diamètre de Q+ U Q_ U {O} • Soient N > sup (8, 12 0/a) , N' et N" tels que 

N' -N" N' + N" = N • Alors, Q_(U) = 8û (Q_) et Q+(U) = HU (Q) valsent 1 tour 

quand U parcourt d tN • 

sur 

Démonstration. Pour A c !;N , 

z -A 
Log - A \ = z -+ . 

1Jz+ ~ \ :5 
z-A z 

et z E Q , on a 
+ + 

ô 
:5 N78-ô < a • 

Notons T _A la translation Z1---+ Z -A , et q, 11 application Z t---+ Log Z 

C-e+ 2i 17(-N'/N+ 1/ 4)R • On pose 'Ï>A=W A. Dire que Q (U) et Q (U) 
+ T- - + 

valsent d tours, ou que T _A (Q_(U)) et T _A (Q/U)) valsent d tours est équiva

lent d' après la définition, et d'après la remarque 3 du §4, il est aussi équivalent 
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de dire que li>A (Q_(U)) et w A (Q+(U)) valsent d tours. Mais, pour U dans y 1 , 

4' A ( Q _{U)) est à gauche de 4> A ( Q + {U)) , il est au-dessous pour U E y 2 , à droite 

dans y
3 

et au-dessus dans y4 • D'après la Proposition 3, t.PA(Q_(U)) et 

IPA(Q+(U)) valsent 1 tour. Cqfd. 

6. PERTURBATION. 

Dans ce paragraphe, on se donne un voisinage A de O dans C: , un 

ouvert O de C de la forme <C - (DRU-ilR) , un a E Jo,½ J et une famille 

(GÀ )À E A d' applicàtions holomorphes O ➔ {: , telle que : 

GÀ (z) = ( 1 + UÀ )Z- 1 + r, (À ,Z) avec \11 (À ,Z) \ < 
1
g0 , pour (À,Z) E J\ xO • 

On suppose que À t-+ UÀ est une application holomorphe de A dans € , avec 

U O = O , et que · GÀ est injective sur tout demi-plan ne rencontrant pas - i R + • 

On note S + et S _ les secteurs angulaires d'ouverture ¾ tour, centrés 

sur lR+ et lR respectivement. Soient Q+ C s+n(c-62R) et Q_ C s_n(Œ-D2R) 

des compacts. On note ô le diamètre de Q UQ U {O} • Pour 
+ -

À E J\ , on pose 

1 A -
À -uÀ 

et HÀ (Z) =; ( 1 +UÀ) Z- 1 • On définit 1;N comme au § précédent. 

PROPOSITION 5. §oient N 2:: sup (8,24ô/a), N' = [~] et N" = N-N' • 

Soit cr c A un compact tel que À~ UÀ induise un homéomorphisme de cr sur 

!;N • Alors : 

a) Pour À.Ecr, Q_{À)=Gt\oJ et Q+{À)=G;;:N"(o+) sontdéfinis. 

b) Quand À parcourt dcr, les compacts Q_(À) et Q+{À) valsent 1 tour. 

Pour faciliter 11 exposition de la démonstration de cette Proposition, on 

prolonge GÀ en posant GÀ {Z) = HÀ (Z) pour Z E C-0. Ceci introduit des 

discontinuités, mais elles ne nous gêneront pas. 

Fixons À E cr , posons A = AÀ , U = UÀ , G = GÀ , H = HÀ • Soient 

z~ ~ Q+ et z~ E Q_ , posons z~ = Gi(zd et soit zt E G-i(z~ • 
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LEMME 1. Pour j:5N", on a lz~-Al >½\Al et 1z-:-A\ >½\Al • 
- J - J 

Démonstration. Ecrivons Z . pour Z~ ou pour z-: . On a 
J J J 

\z0 -A\ 2: !Al -6 et ô < ~: ; on a aussi~< \Al car U E 1;NcD 8/N. 

Par suite, 1z 0 -Al > (1- J) IA l > e-a/ 2 IA l . 

On a : izj+ 1-A l > e -a/N lzj -A 1 - 1~0 

Si \zj-A\ >½\A\, on a 1~0 < o.16~ \zi-AI, 

d'où \z. 
1

-AI > (e-a/N - 0.16-Na) \Z.-AI > e-(1.o 2)a/N \Z.-AI . 
J+ . 1 J 

On a donc I ~!,~ A I 2: e - (k/ 2 + 1. OZ j/ N)a tant que cette quantité est 

> ½ • Mais %' < 0.5625 pour N 2: 8 , et pour a= ½ , on obtient 1. 71 .•. < 2 . 

\Z.-AI 
On a donc l~ \ < 2 pour tout j < N" • Cqfd. 

LEMME 2 . Pour j :5 N" , ~ : 

Z-_-A 
a) I Log J - j Log U l < 

z0-A 

Z~-A 
b) \ Log J + j Log U \ < 

z+-A 
0 

a 
j JN 

Z~, -A J 
c) \ Log + - N Log U \ < 4 a • 

ZN"+ A 

Démonstration de a) et b). Ecrivons Z. pour z1:" ou z-. . On a 
J J J 

zj+ 1-A = u_e{zj-A) + 11j , où€ = ± et \-r1j l < 1g0 . D'où 

Log (Z . 
1 

- A) = Log (Z . - A) + € Log U + Log ( 1 + !l ) . On a 
J+ . J Ui(Z.-A) 

. J 

1 :S ½~~/~6 = 0.32 ~. Or, \Log(1+0.32 tl <; pour ltl :5 ,t 

Par suite, \ Log (Zj+ 1 -A) - Log (Zj-A) - e: LogU \ :S jN , d'où a) et b). 

L'inégalité c) résulte de a) avec j = N' , b) avec j = N" et 
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+ z0 -A ô 2 
!Log $ < NaL'.24 < aL'.24 

A-ô N/8 - Na/24 1/8 - 1/48 = 5a 
Z~-A 

en remarquant que 1 2 < l -+- . 
3 5 4 

Démonstration de la Proposition 5 • 

a) Soit e
0 

le demi-angle sous lequel on voit DR du point A (les angles 

sont comptés en tours). Posons e + = Arg A - ½ + e0 , e _ = Arg A+½ - e0 , 

E + = {Z \ Arg (Z - A) E [e +, e + + ¾]} et E _ = {Z l Arg (Z - A) E [ e _ - ¾ , e _] } • On 

a E c n et Gj(Q_) c E _ pour tout j < N' , donc GN 
I 

est défini et continu 

sur Q_ • On a E + c G(O) et G- 1 admet une détermination holomorphe sur E + . 

j -N" Il résulte du lemme 2 que G- (Q) c E+ pour j :SN" , donc G admet une 

détermination continue sur un voisinage de . Q + . 

b) Le complexe 
Z~, (À) - AÀ 

L(À) = Log ----
Z~11 (À) - AÀ 

reste à une distance :S ¾ a de 

- N Log UÀ , ou, en changeant de détermination, de - N Log UÀ + 2i1l' , qui fait 

1 tour autour de O quand À parcourt èl cr , en restant à distance 2': a de O • 

Par suite, L(À) fait 1 tour autour de O • Cqfd. 

7. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. 

Plaçons-nous dans la situation du théorème 1 , avec gi de la forme 

C 1--+ p (À) q C + b(À) Cq+ 1 + (9 (Cq+2) , ce qu I on peut supposer vu le corollaire de 

la Proposition 1 . On suppose gÀq défini pour tout À E A sur un disque .i:l • On 

a Arg L _ = Arg L + ± iq ; supposons que Arg L _ = Arg L + + iq (11 autre cas 

s' en déduit en transformant toute la situation par z ~ z ) . Soit 
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e = {z E 11- {O} \ Arg z E (ArgL - 4q
1 , ArgL + 4

3 ) } . Le changement de + + q 

variables z H Z induit un isomorphisme de e sur un ouvert O comme dans 

le §6, et g~ devient une fonction GÀ : 0 ➔ C qui satisfait aux conditions de ce 

paragraphe, si on rétrécit 11 suffisamment, avec UÀ = p(À\ 2q • 

Si À t--t p (À ) - e 2i 17 P / q a en O un zéro de multiplicité v , il en est 

de même de À..,_. UÀ , et si N est assez grand, on peut trouver v compacts 

disjoints cr
1 

, ... , cr tels que À....,... U induise pour chaque i ~ { 1 , •.. , v } un 
V A 

homéomorphisme de cri sur ~N . 

Aux compacts Q et Q de 11 énoncé du théorème correspondent des 
- + ' 

compacts 2 et 2 dans le plan des Z • Fixons i E { 1 , ••• , v } • Si N est 
- + 

assez grand, quand À parcourt ô cr. , GNÀ 
1 
(2 ) et GÀ-N" (:::l ) valsebt 1 tour, 

1 - + 
N'q N" d' après la Proposition 5 ; donc gÀ ( Q _) et gÀ q( Q) valse21.t 1 tour d' après 

la remarque 3 du §4, et il existe un À E cr. tel que 
1 

g~'q(g_(À)) = g~N"q(g+(À)) • Cqfd. 

8. COMPLEMENTS. 

La démonstration du §7 donne les compléments suivants 

COMPLEMENT 1 au Théorème 1 • Soit v la multiplicité de O comme solution 

de p(À) = e2i1Tp/q • Dans les conditions du théorème 1, il existe au moins v valeurs 

distinctes de À telles gue : g~q ( g _(À)) = g + (À ) • 

COMPLEMENT 2. CLes valeurs ÀN, 1 , ••• , ÀN, v tendent vers O quand N ➔ 00 , 

uniformément si on varie g et g • 
+ - -

Cela résulte de l'inégalité \ UÀ \ < 8/N que l'on a puisque UÀ . E !;N • 
. N,i N,1 

COMPLEMENT J. On a IArg UÀN . - e ¾l < -h si 
,1 

8 
Arg L = Arg L + -

2 
, e = ± 1. - + . q 

(les arguments sont comptés en tours) • 
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Cela résulte de UÀ . E 1;N • En fait, on voit facilement que 
N,1 

IArg U - e: 11 ➔ 0 quand N ➔ 00 • 
ÀN. 4 

,1 

Nous avons donné dans l'introduction un premier complément au Corollaire 1 

du Théorème 1. En voici un autre, qui se déduit du Complément 1 au Théorème 1 

Si q =} 1 , a 
1 

est un point périodique simple de période k , pour c 

voisin de c , il y a un point périodique a(c) de f de période k , qui dépend 
0 C 

analytiquement de c , on note p ( c) sa valeur propre et li l'ordre de c 
O 

comme 

2i1Tp/q 
solution de p ( c) = e . Si q = 1 , le point a 

1 
est double comme point 

périodique de période k , pour c voisin de c
0 

, il y a 2 points a(c) et /3 (c) 

périodiques de période k voisins de a 
1 

, et on définit li par 

(Q((c) -/3(c)) 2 ~ a(c-c t, a=} 0. 
0 

COMPLEMENT 2 au Corollaire 1 du Théorème 1 • Dans les conditions du 

Corollaire 1 du Théorème 1 , il y a au moins li valeurs distinctes de c ~ 

W telles gue f~kq(x(c)) = y(c) . 

Démonstration. Dans le cas q =} 1 , cela résulte immédiatement du 

Complément 1 au Théorème 1 • 

Dans le cas q = 1 , on fait le changement de paramètre cÀ = c
0 

+ À
2 

, 

ce qui permet de choisir une détermination analytique pour À._. O!(À) . L I appli

cation À ,_. p (À) - 1 a en O un zéro d'ordre li • Pour N assez grand, on 

trouve au moins li valeurs de À telles que ftkq(x(À)) = y(À) en considérant que 

Arg L = Arg L + ½ , et II autres valeurs en considérant que Arg L = Arg L - ½ , - + - + 
soient 211 en tout. A ces 2 11 valeurs de À correspondent · li valeurs distinctes 

de c . Cqfd. 
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EXPOSE n° XII 

ARRIVER AU BON PORT 

1 . INTRODUCTION. 

Cet exposé fait suite à [ TV] "Un tour de valse". 

Soit c E M tel que le polynôme f : ~...,.. z2 + c admette un cycle 
0 C 0 

indifférent rationnel {°'
1

, ... , a k} de valiur propre p = e2irrp/q . On suppose 
0 . 

que la composante connexe u1 de Kc qui contient c
0 

est attirée .. ,par °'
1 

et 
0 

on note P 
1 

le pétale de a 
1 

contenu dans u
1 

. Soit e 11 argument d I un rayon 

externe de K qui aboutit en a 
1 

par un interpétale adjacent à P • On a 
C 

0 

nécessairement 2kqe = e ([PPIR] , II.2, Proposition 4bis, a)). 

Pour c ~ C , notons q la fonction potentiel C: - K ➔ 1R (prolongée 
C C + 

à C par 0 sur Kc) , et notons ~ la fonction potentiel de M , définie par 

~M(c) = q (c) • 
, C 

Choisissons /.l. , n , r* et définissons x(c) comme en [TV] §2. 
0 

* [1 ** '* * * Posons I = . kq s , s J , ou s = Log r . Pour s E I et c tel que 
2 

s > qc(0) , définissons y(c,s) par ArgK (y(c,s)) = 9 , q.c(y(c,s)) = s . Soit 

C . 1 * W un disque centré en c tel que, pour c E W , on ait x(c) E ~, q. (0) < -k s 
O C 

2 
q 

et ('vs E I*) y(c,s) Et... Définissons li comme pour le Complément 2 du 

Corollaire 1 du Théorème 1 de [ TV J , §8. 

Dans 11 exposé précédent, nous avons défini un N0 E 1N et construit, pour 

tout N 2:: N0 et tout s E I* , li valeurs distinctes de c dans W telles que : 

(1) Nkq f (x(c)) = y(c,s) 
C 

Plus précisément, la condition IArg U- e ¾I < 
1
1
2 

(cf. [TV], Complément 3 

au Théorème 1) définit li secteurs de S 
1

, ... , Sll dans W . Dans chacun 

d I eux, on trouve une valeur de c vérifiant ( 1) . 
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Ayant choisi un de ces secteurs S , notons et la valeur de c trouvée 

dans S vérifiant ( 1) pour N et s tels que t = tN = ( s N)k . Ceci 
,s 2 no+ q 

* permet de définir et pour O < t ~ t* = (n sN )k . (Remarquons que si 
2 o+ o q 

* t = tN * = tN 1 * , la condition ( 1) pour (N, sk ) entraîne ( 1) pour ,_s_ + ,s 2 q 
~kq 

(N+1,s*) .) D'après le Complément 2 au Théorème 1 de [TV] , et ➔ c
0 

quand 

t ➔ 0 • 

Pour tout polynôme f : C ➔ C , et pour x et y E t:: , nous écrirons 

x ~ y si (3 n) fn(x) = fn(y) . Nous préciserons x ~f y si i1(x) = fn(y) . 
f ,n . 

Pour c E C - M , définissons 

{ 

G ( w(c)) = G (c) 
C C 

ArgK ( w(c)) = e . 
C 

(.&; (c) E C- K par : 
C 

Pour c = et , on a c ~f w ( c) . En effet, les points 
(n +N)kq 

f O 
· (c) et 

C (n +N)kq c (n +N)kq 
f O 

( w(c)) ont même potentiel 2 ° G (c) et même argument externe 
C C 

i par rapport à K , donc sont égaux. 
C 

Dans cet exposé, nous allons démontrer 

THEOREME 1. Pour c = et , ~ t E JO, t*J assez voisin de O , on a : 

w(c) = c • 

Tirons tout de suite des conséquences 

COROLLAIRE 1. Pour c = et , avec t > 0 assez voisin de O , CJn a 

cEC-M, ArgM(c) =6 et GM(c) = t. 

COROLLAIRE 2. On a : 

Sinon, il y aurait plusieurs points de C - M ayant même potentiel et même argu

ment externe par rapport à M . 

COROLLAIRE J. Le rayon externe R. (M, e) aboutit en 

C ' est le Théorème A annoncé dans [TV] . 

C • 
0 
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Donnons le plan de la démonstration du Théorème 1 . Comme dans [ TV J 

pour la démonstration du Corollaire A du Théorème 1 à partir du Théorème 1 , 

on pose c(À ) = c + À si q -/:-1 et c(À) = c + À 
2 si q = 1 , ce qui permet de 

0 0 

définir °'(À) dépendant analytiquement de À quand À parcourt un disque A 

centré en O • On suppose que À E A ) c(À) lii: W • Au secteur Sc W corres-

~ pond un secteur Sc A • 

Nous allons construire pour chaque c ES un point w(c) tel que 

~(c) f c • Puis nous montrerons d'une part que w(ct) = ~(et) pour t > 0 assez 
C 

voisin de O , d I autre part que ~ (c) = c pour c E S assez voisin de c
0 

• 

A veux. 1) Pour les besoins de la démonstration, nous utiliserons non seulement 

le Théorème 1 de [ TV J , son Corollaire et leurs compléments, mais aussi les 

inégalités de [ TV J § §6- 7, qui ont servi dans la construction de et . 

2) On se permettra éventuellement d' augmenter n et de diminuer r * 
0 

( et donc s * ) , ce qui aura pour effet de rétrécir W , d I augmenter NO et de 

di . t* m1nuer . 

2. DEFINITION DE w(c,y) • 

(n +n)kq 
Soient W et n comme au §1. Pour c ~ W , on pose x (c) = f O (c) = 

0 n C 

= fnkq(x(c)), et on note C(c) l'ensemble des f-(c) pour 0$i <n kq. Soit 
C C 0 

y: 1r = [o, 1] ➔ c un chemin de x
1
(c) à x0(c) tel que y(1r)nc(c) = 9). Il 

~ existe alors un chemin unique y : [o,n 0+1 J ➔ C prolongeant y et tel que 

y(t+1) E f~kq(y(t)) pour t E [o,n 0 ] • On peut en effet définir YI [j,j+ 1 J par 

récurrence sur j , la condition y ( 'Il') n C ( c) = ~ assurant que y ( [j-1 , j J) ne 

contient pas de valeur critique de f~q pour j ::;; n
0 

• On pose alors 
n kq ~ 0 w(c,y) = y(n 0+1) • On a w(c,y) ~f n k -c • En effet fc (w(c,y)) = x(c) = 

n kq c' o q 
= fc 

O 
(c) . Si y est homotope à Y' parmi les chemins de x,(c) à x0(c) 
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évitant C(c) , on a w(c,y') = w(c,y) • 

J. LE CYLINDRE DE FATOU-ECALLE. 

On se place dans les conditions du § 7 de [ TV J : le changement de variable 

z t--+ Z définit un isomorphisme d I un secteur El À de ~ sur O = C - (DRU -i R +), 

et, à gÀ déduit de f~&) par le changement de variable z ,...... l; , correspond 

pour la variable Z une application GÀ : Q ➔ C de la forme GÀ = HÀ + rJÀ , 

où HÀ{Z) =(1+UÀ).Z-1 et (v'Z EO) l11À(z)I ~ 1~ 0 • On note AÀ le 

point fixe de HÀ , soit AÀ = JÀ _- On suppose que R > 1 ; et on note A un 

disque tel que, pour À E A , on ait c(À) E W et I AÀ 1 > 4 R . L'application GÀ 

2a \AÀ \ 
possède un point fixe A~ tel que IA~ - AÀ I s; 100 , \AÀ 1 :S 100 • 

Parfois nous écrirons A pour AÀ , etc ... 

LEMME 1 • Pour Z E Q , 2.!!.i!. : 

1 
G(Z)-A' 

Log ( 1+U){Z-A 1 ) 
s; 1 

10 \Al 

Démonstration. 

a) Cas où I Z - A 1 2: I ~ 1 • On a : 

H(Z)-A' H(Z)-A' L H(Z)-A 
Log {1+U)(Z-A 1 ) = Log Z-A' - og Z-A = 

f A I 
dt dt 

= J t-H{Z) -t-Z = 
fA' U(Z-A) 
j A (t - H{Z)){t - Z) dt . 

A 

d'où t 
H(Z) - A

I f j I I 1 1 Z - A 1 1 · 
Log (1+U)(Z-A') s A' -A U t - Z it - H{Z) i 

IA 1 1 1 
s; 100 • w. 1,03 -0.-2-4-\A-I s; 

1 

20 \Al 

IG(Z)-A' I 
D I autre part, Log H(ZJ _A, 

l11 (Z) 1 

< --------- < 1 H(Z) - A' \ - h1 (Z) ! -
0,01 < 1 

0, 24 \ A \ - 20 \ A \ ' 

d I où 11 inégalité dans ce cas. 
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b) Cas où IZ-A\ :5 \~I . Sur le disque ~=DA, IAl/ 2 , on a 

1 rJ' 1 < 1 ~O • 
1
1 I , car tout point de ce disque est centre d'un disque de rayon 

1~ 1 contenu dans O, sur lequel f/ est majorée par 1~0 :5 
2

~0 • Pour Z E ~ , 

on a : 
l(G(Z)-A')- (1+u)(z.,.A 1)l ~ 1 ~: 

1 
1J 

1 
(t)dt 

1 

5ülAI 

. 
IZ-A' 1 , 

d I où 11 inégalité dans ce cas aussi. Cqfd. 

On suppose maintenant À tel que \Arg A À -¾ \ ~ TI , ce qui entraîne 

Arg ( 1 + UÀ) :5 2 ~ 
1 . On définit un ouvert 0~ c O de la façon sui vante : Si V 
À 

désigne le plus grand secteur angulaire ouvert de sommet A{ ne rencontrant 

pas DR , 11 ouvert 0~ est 11 ensemble des Z ~ V tels que [A~ , Z J n - i JR+ == ~ • 

Notons EÀ le quotient de &&{ 

Z à GÀ (Z) si le segment [Z, GÀ (Z)] 

N"' 

par la relation d'équivalence identifiant 

. ' est contenu dans O À 

PROPOSITION 2 et DEFINITION. L I espace EÀ est une surface de Riemann 

isomorphe à c/z , gu' on appellera le cylindre de Fatou-Ecalle de GÀ . 

Démonstration. Par le changement de variable Zt-+ Log (Z-A{) (on 

choisit une détermination sur o{ ) , 11 ouvert o{ devient une bande 0~ limitée 
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par des courbes faisant avec 11 horizontale un angle borné par t tour = 30' ( t) 

~ ~, 
L I application GÀ donne une application GÀ : OÀ ➔ t:: telle que 

GA(x+iy)=x
1

+iy
1 

avec y
1

-y<-0,45 IUI et \x
1

-xl < ly
1

-yl <½. 

~, 1 ~, r,:. 
Comme la bande '2À a partout une largeur > 1T , EÀ = OÀ / GÀ R:J OÀ / GÀ est 

isomorphe à un cylindre. Cqfd. 

Remarque. Soit e~ 11 ouvert ~ correspondant à 0~ par z H Z • Le 

quotient e ~ /f~q , où c = c(À) , s'identifie à EÀ = '2 ~ /GÀ , nous dirons que 

cv est le cylindre de Fatou-Ecalle de f~q dans le secteur E>À • L'application 

lq a donc q cylindres de Fatou-Ecalle relatifs au point ~(À) . Celui qui nous 
C 

intéresse est celui du secteur contenant 11 axe de P 
1 

et le bout de R( c 
O

, 0 ) • 

4. DEFINITION de ifJ (c) . 

~ 1 ~ 
Soient À € S et c = c(À) Ei S . Notons EÀ = E>À /fc le cylindre de 

Fatou-Ecalle de f~q, X: e~ ➔ EÀ l'application canonique et ; = x(x
0

(À)) • 

Un chemin y de x/À) à x0(À) dans 6~ donne un lacet X oy dans EÀ , 

basé en ; . Par abus, nous dirons que c'est un lacet injectif s'il définit une 

application injective 1I' = l[ /o~ 1 ➔ EÀ • 

PROPOSITION 3 et DEFINITION. a) Il existe un chemin Y de x/A) à x0(À) 

1 
dans e À donnant un lacet injectif dans EÀ . 

b) Deux tels chemins (y et y') sont homotopes parmi les chemins évitant 

C(c) , et on a w(c,y) = w(c,y') • 

On note w ( c) le point w ( c, y) pour y un chemin quelconque de x 
1 
(À) à 

x0(À) donnant un lacet injectif dans EÀ . 

( t) En fait, 11 une de ces deux courbes est une horizontale. 
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Démonstration. Si on a pris n0 assez grand et 1::i.. assez petit, on a 

C(c) neÀ c {fmkq}m<n , donc x(z) = ~ pour tout z E C(c)ne{. 

0 ' Pas sons dans la coordonnée Log (Z - A À ) de sorte que e' devient O' . 

a) Le chemin affine répond à la question. 

b) Les lacets 17 = X ( y ) et 171 = X ( y 1 ) sont homotopes parmi les lacets 

injectifs basés en ~ , puisque EÀ est un cylindre. L'ouvert 0 1 se plonge 

~ rv 
dans le revêtement uni ver sel E de E ; notons rr la projection E ➔ E . On 

obtient en relevant une homotopie de y à y' parmi les chemins de x 1 à x0 

dans E évitant ?i'-1(~) - {x
1 

,x
0

} , et en particulier l'image C de C ne• par 
p:;j ,-...,,; rv r,..,; rv 

11 identification e 1 ---+ 0' y E • Mais on peut rétracter E - C sur un compact 

de O 1 - C contenant les images de y et y 1 • On obtient donc une homotopie de 

~ ~ y à y' dans Q' - C c' est-à-dire dans 6' - C . Ceci établir la première 

assertion de b). La seconde en résulte (cf. 2). Cqfd. 

5. CAS DE et . 

Pour tout t E JO, t * J , considérons le point et défini au § 1 . 

PROPOSITION 4. Pour t > 0 , ~ w(ct) = w(ct) . 

Posons C .(c) = {fm(c) }
0

< <( ·)k . Si y est un chemin de x .(c) à 
J c _m n +J q J 

0 ~ 
x. 

1 
( c) évitant C . 

1 
, il existe un chemin y : [ 0, n +j J ➔ C unique prolongeant 

J- J- 0 -

~( ) -kq(rv( ) [ ] Y et tel que y t+1 E f y +1) pour t E 0,n
0 

+j-1 .. On pose alors 

~ (c,y) = y(n
0

+j) , et on a w(c,y) ~f c . 
C 

LEMME 2. Soit c = c(À) ES . Soit n tel que x.(c) E e'À pour OS j < n , 
J -

et soit y un chemin de xn(c) ~ xn_ 1(c) dans e~ donnant un lacet injectif 

dans EÀ • On a : a) y (I) n c n-/ c) = ~ ; 

b) w(c,y) = i!J (c) . 
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Démonstration. a) On a C 
1 
n 0' = C n 0 1 U {x

0
, ••• ,x 2} , et a) en n- n-

résulte. 

b) Pour j = 1, ... ,n , notons y'. le chemin de x. à x. 1 qui devient 
J J J-

affine dans la coordonnée Log (Z - A 1 ) • Le chemin y j donne un chemin injectif 

dans E , ainsi que fkq(y '. 
1
) si j 2. 2 . La même démonstration que pour la 

J-

partie b) de la Proposition 3 montre que : 

w(c,y) = w(c,y') = w(c,fkq(y 
1
)) = ••• = w(c,y

1
') = w(c). Cqfd. 

n n-

Soient c = c(À) , c E S et s E I * (cf. § 1) • Définissons le chemin y 0 
C ,o", S 

par ArgK y 6i (f) = 8 et 
C C, ,s 

G (y 
O 

(t)) = 2-tkqs . Ce chemin paramètre 
C c,u",S 

lii(c,8) de y(c,s) à un point y
1
(c,s) = y(c, ~ ) E f-k(y(c,s)) . 

2 q 
Si on a choisi r * assez voisin de 1 et W , donc S et A assez petits, 

l'image de y -., 
c,ov, s 

1 
est contenue dans eÀ * pour tout s E I et tout A E A • 

LEMME 3. Si y o est un chemin dans eÀ' , il définit un lacet injectif dans E\ . 
- C,uv,S 11. 

Démonstration. Sinon on pourrait trouver un couple ( t, t') E r2 , autre 

que (1,0), et un i2! 1 tel que y c.i (t') = ikq(y O (t)), d'où 
c,uv,S C c,uv,S 

G(Yc 6i s(t' )) = 2 Gi kq(y c ôi s(t)) , ce qui est en contradiction avec la définition 
' ' ' ' 

de Y c,lii, s · Cqfd. 

Démonstration de la Proposition. Pour c = et , t = tN, s , on a 

(c) = w(c,y ci ) en vertu des définitions. On a w(c,y O ) = ~(c) en 
c,uv,S c,uv,S 

vertu des lemmes 2 et 3, d'où w(c) = ~(c). Cqfd. 

-./ 

6. DEFINITION de w(cJ • 

' ' Notons 0 0 le plus grand ouvert qui soit corltenu dans f.i À pour tout 

À ES . L'ouvert 0~ est limité par 4 demi-droites, et a 2 composantes 

connexes O ,+ et n'-
0 0 



I -
..(l_ ô 

// / 

// /:,, ,,' 

,/;,/· 

- 41 -

Un secteur e ayant été choisi, à f kq correspond une application 
CO 

G0 : 0 ➔ C de la forme Zi--+ Z- 1 +-q , 111111 s 
1
; 0 • Les quotients E~ = 't+ /G 0 

et E0 = 0~ - /G 0 sont isomorphes à ces cylindres. Ce sont les deux cylindres 

de Fatou-Ecalle de G0 • En changeant le choix du secteur e, on obtient ainsi 

2q cylindres attachés au point "
1 

. Celui qui nous intéresse est le cylindre E0 
correspondant au secteur e contenant l' axe du pétale P 

1 
au voisinage de a 

1 
• 

Nous supposons que c'est ce choix qu'on a fait pour e . Notons e~ - 11 image 

réciproque de Ob - dans e 

a X (c ) E eo•-pour tout 

par z .-. Z . Si on a choisi n assez grand, on 
0 

n o 
n:::::O, et il existe un chemin y 

dans eb-donnant un lacet injectif dans E~ . Ceci permet de définir w(co) 

(on voit comme dans la Proposition 3 que le résultat ne dépend pas du choix de y). 

On a bien sûr ~(c ) ~f C • 
o c nkq o 

o' o 
Cqfd. 

PROPOSITION 5. Le point w(c) tend vers ~(c ) quand c ➔ c dans S . - o--- o-

Démonstration. Soit y 
O 

un chemin de x 
1 
(cJ à x

0 
(c

0
) donnant un lacet 

injectif -par exemple le chemin affine dans la coordonnée Z ·. Pour À voisin 

de O , on a un chemin yÀ voisin de y O de x/c(À )) à x
0

(c(À )) donnant un 

lacet injectif -par exemple encore le chemin affine, dans la coordonnée Z , ou 
V 

dans la coordonnée Log (Z-A '). En relevant n
0 

fois, on obtient w(c) voisin 

de w(c ) • 
0 

Cqfd. 
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v 
7. IDENTIFICATION de w(c ) • 

0 

PROPOSITION 6. On a w (c ) = c . 
- 0 0 

0 

Démonstration. Soit U 
1 

la composante connexe de K c contenant le 
0 

pétale P 
1 

• On a e ~-c P 
1 

, ou du moins f~~q( eb-) c P , pour n assez grand, 

donc e' - c U 
1 

• D I autre part, pour tout z E U 
1 

, la suite f ;:q(z) ➔ at 
1 

tangentiellement à 11 axe de P 
1 

([PPIR J , Propositions 3 et 2) ; donc 

(3 n) fnkq(z) E eb . Par suite, E- = eb/ f kq est aussi u
1 

/ f kq . Ceci 
Co co co co 

donne une définition de E- indépendante de tout choix, ne dépendant en fait que 
CO 

de la dynamique sur U 
1 

• 

L' application fkq : U 
1 
➔ U 

1 
est holomorphe propre de degré 2 • Elle a 

un point critique u , 11 unique point de f-(kq- 1)(0) n u
1 

, et pour valeur critique 
CO 

c
0 

• Soit 'f): U 
1 
➔ D l'isomorphisme tel que <P(u) = 0 et <P{c

0
) E JO, 1 [ ; on 

on a kq -1 .__. 3z 2 + 1 [ -
'f) o f o '/> = h : z ..---. 

2 
( PPIR J, Corollaire 1 de la Prop .4). 

z + 3 

Notons E~ le cylindre de Fatou-Ecalle de h au point 1 , relatif à un 

secteur centré sur 11 axe dirigé vers lR _ • On a de même E~ = D/h , et <P donne 

par passage au quotient un isomorphisme ~ : E~ ➔ Eh . Posons 
0 

no+n 1 
x (h) = h (-

3
) = <P(x (c )) . On peut définir w(h) de la façon suivante : On n n o 

prend un chemin y de x/h) à x
0

(h) qui donne un lacet injectif dans E-(h) , 

on le prolonge à [0,n +1] en un lacet y tel que y(t+1) E h-\y(t)) pour 
0 

t E [o,n 0 ] , et on pose w (h) = y (n
0
+1) . On a clairement ~ (h) ~h,n 1/3 et 

~ 0 
<P ( w ( c ) ) = w (h) . La proposition 6 résulte maintenant du lemme suivant : 

0 

LEMME. ~ w (h) = 1/3 . 
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Démonstration. On a h n( 1 / 3) E ] 0, 1 [ pour tout n > 0 ; on peut prendre 

~ pour y le chemin affine de x/h) à x0(h) . Alors, y est un chemin injectif 

d'image contenue dans JO, 1 [ et y (n0+ 1) = 1 /3 / Cqfd. 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 6 • 

8. DEMONSTRATION du THEOREME 1. 

La Proposition 6 admet le corollaire suivant 

1/ 
COROLLAIRE. Pour c E S assez voisin de c , on a w (c_) = c . 

0 -
n kq n kq 

Démonstration. Il y a 2 ° points distincts v. ( c ) , i = 1 , ... , 2 ° tels 
n kq 1 o 

que Vi (c
O

) ~ f n k c
O 

• En effet fc O (c
O

) n'est pas une valeur critique 
n kq c ' O q o 

de f O car c~s valeurs critiques sont les fm ( c ) pour O ~ m ~ n kq-1 , c0 c
0 

o o 

et que c n' est pas prépériodique. On peut supposer v 1 ( c ) = c . Soient 
o n kq o o 

V. , i = 1 , ... , 2 ° des voisinages 
1 

voisin de c , il y a dans chaque V. 
0 1 

2 à 2 disjoints des v. ( c ) . Pour c assez 
1 0 

un v.(c) unique tel que v.(c) ~f k c , 
1 1 c'no q 

et v ,(c) = c . Pour c assez voisin de c
0 

, on a w (c) E V 
1 

(Proposition 5), 

donc ~ (c) = v ,(c) = c . Cqfd. 

Le Théorème 1 résulte de ce corollaire et de la Proposition 4 . 
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EXPOSE n° XIII 

ABOUTISSEMENT DES RAYONS EXTERNES DE M 

D I ARGUMENT RATIONNEL 

1. RESULTATS. 

TH EOR EME 1 . Soit 6 E Q/Z . Alors, le rayon externe 6t (M, 0) aboutit en un 

point c E M gui est soit une racine de composante hyperbolique, soit un point de 

Misurewicz. 

0 

Commentaire. Les racines des composantes hyperboliques de M sont les c tels 

que f : z ➔ z2 + c admette un cycle indifférent rationnel. Les points de 
C 

Misurewicz sont les c tels que O soit strictement prépériodique pour f ; 
C 

Compléments. 1) Si e est à dénominateur impair, c est une racine d I une compo-
o 

sante hyperbolique. Le point c appartient à une composante U 
1 

de K c qui est 

attirée par un point a 1 . Il y a 2 rayons externes de K c aboutissant en a 1 

dans un interpétale adjacent à U 1 (sauf si e == O , d'où c == 1/ 4, 1 seul rayon), 

et S est 11 argument de 11 und I eux. 

2) Si 0 est à dénominateur pair, c est un point de Misurewicz, 

et e est 11 un des arguments externes de c dans K . 
-- C 

Dans cet exposé, nous démontrerons le théorème 1 . ( Le complément 1 sera 

démontré à 11 exposé suivant). Nous montrerons que, si c est un point de 

Misurewicz, alors e est un argument externe de c dans K , ce qui est une 
C 

partie du complément 2. Le complément 2 sera démontré dans 11 exposé "Une 

propriété de continuité" . Le théorème 1 avec ses compléments est une réciproque 

au théorème A de [ TV J et au théorème 2 de [ AEMM J . 
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2. POINTS D'ACCUMULATIONS DE .~(M,0) . 

LEMME 1 . Soit e E Q/Z et soit c
0 

un point d'accumulation de ~ (M, 0) • Alors, 

ou bien f a un cycle indifférent rationnel, ou bien c
0 

est un point de Misurewicz. 
Co 

Démonstration. Mettons 0 sous la forme P avec e et k mini-
2 e (2k - 1)' 

maux, et posons 6' = 2 e 8 . D'après [AEMM, II, proposition 2] , le rayon 

~ (K , B) aboutit en un point o:0 prépériodique, ~ (K , 61 ) aboutit en °'o' = l (°'
0

) , 
co co co 

qui est périodique de période k I di visant k , répulsif ou indifférent rationnel. 

Si a~ est périodique indifférent rationnel, on a gagné. Dans la suite, nous le 

supposons répulsif. On peut donc appliquer la proposition 3 de [AEMM, II] . En 

vertu de cette proposition, on peut trouver un voisinage W de c
0 

dans M , une 

application analytique c ➔ a' (c) de W dans C telle que f (a' (c)) = a' (c) et 
C 

°''(c 0) = °'~, et une application continue (c,s) ➔ 1/Jc,B'(s) 

telle que ip 6, (0) = a' (c) et if; 
8

, (s) = <P-\es+ 2i7
7 6 ') . 

C, C, C 

de WxR dans C 
+ 

Soit c n une suite de points de ~ (M, 0) tendant vers c 0 , et posons 

s = c.. _( c ) (potentiel). On a s ➔ o , et 1/J 8, (2 es ) = f e ( c ) , d'où 
n "M n n en, n en n 

fe (c0) = 1/J 0, (0) = CL • Comme o:0' est périodique et appartient à oK , le c0 c0 , u c0 
point c0 est un point de Wrisurewicz .• Cqfd. 

COMPLEMENT 1 • Si c0 est un point de Misurewicz, 8 est un argument externe 

de c0 dans K . 
-- CÜ 

Démonstration. Gardons les notations de la démonstration précédente. 

Montrons d'abord que Ç ( a 0) I= O pour tout i 2 O ( cf. [AEMM, II, prop. J ]) • Si on 

avait i (o:0) = o, on au~ait ip . 1 (0) = :r/+\a 0) = c0 • Or ip i+ 1 (i+ 1s ) = 
CÜ CQ 21+ 6 Ü C 2 0 n 

= /+ 1(c ) tend vers fi+ 1(c0) . Mais c0 n'a pas de point critique~~ f dans 
Cn n CÜ Co 

son orbite directe, donc on peut appliquer [AEMM, II , proposition 3] , qui donne 

,/, ( i + 1 ) ➔ , i + 1 ( ) 
'1-' 2i+1e 2 s c0 , d'ou f c0 = c0 . Comme O est le seul poiht dans 
~' n ~ 
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f-1(c
0

) , on en déduit que f-+1(0) = O , ce qui est en contradiction avec le fait 
co co 

que c
0 

est un point de Misurewicz . 

On peut maintenant appliquer [AEMM,II, proposition3 J à a
0 

= lj) 6 (0) • 
co, 

On a if; cn,isn) ==en, d'où en passant à la limite ipc
0
,e (0) = c0 et c0 == a 0 . Cqfd. 

e 
COMPLEMENT 2. Si c0 n'est pas un point de Misurewicz, f co ( a0) est un 

point périodique indifférent rationnel. 

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. 

L' ensemble des points d I accumulation de 6t-(M, e) est un compact connexe. 

D' après le lemme 1 , il est contenu dans la réunion de 11 ensemble des points de 

Misurewicz, qui est dénombrable, et de l I ensemble des c tels que f admette 
C 

un cycle indifférent rationnel, qui l I est aussi • 

Mais, tout compact connexe dénombrable est réduit à un point. Il y a donc 

un seul point d' accumulation c , et comme tout se passe dans un compact, 

6t-(M, 0) aboutit en c . Cqfd. 

Nous avons démontré le théorème 1 et la partie annoncée de son complément 2. 
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EXPOSE n° XIV 

COMPOSANTES HYPERBOLIQUES 

1. COMPOSANTES HYPERBOLIQUES. 

Notons ~ l'ensemble des couples (c,z) tels que t<(z) = z 
C 

, 7T la 

projection (c,z) i-+ c de ~ sur Œ, et pk ou s.implerœnt p la fonction 

( c, z) i-+ ( f~) ' ( z) sur ~ . L'ensemble ~ est une courbe algébrique sur Œ 

et TI : ~ --+ Œ est propre de degré 2k . En vertu du théorèrœ des fonctions .impli -

cites, en tout point de ~ où pk ~ 1 , la courbe ~ est lisse et TI est un 

isorrorphisrœ local. 

Notons ~ l'ensemble des (c,z) E ~ tels que I p (c,z) 1 < 1 • Corrme 

p: ~ --+ Œ est analytique, elle est ouverte (même si ~ a des points singu-

- -1 - -1 
liers). Par suite ~ = pk (D), a~= pk (S') et l'ensemble des (c,z) tels que 

z soit un point périodique indifférent rationnel de fc est dense dans 8¾ . 

L'ensemble a~ est un ensemble JR-algébrique, de dirœnsion 1 sur JR , et ses 

seules singularités, en dehors des points singuliers de ~, sont de la forrœ 

( intersection de v branches lisses)·, aux points indiqués de· pk • 

que 

Posons ~ = TI(~) • C'est un ouvert de Œ , et 1 'ensemble des c E a~ tels 

f 
C 

ait un cycle indifférent rationnel d'ordre divisant k est dense dans 

a~ . Or ces points appartiennent à 8M (on sait même qu'ils sont le point 

d' aboutisserœnt d'un rayon externe de M) . Par sui te a~ c 8M , et toute. cornpo
o 

sante connexe de ~ est une composante connexe de M. 
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L'ensemble M' = U ~ est l'ensemble des c tels que 
k 

f ait un cycle 
C 

0 
attractif. Chaque corrposante connexe de M' est une corrposante connexe de M • 

0 
Les corrposantes connexes de M ainsi obtenues sont les corrposantes hyperboliques. 

La question de savoir s'il y a des corrposantes non-hyperboliques (corrposantes 

farfelues) est ouverte. Pour c E M' , il y a un seul cycle attractif, et 1 'ordre 

de ce cycle reste constant sur chaque corrposante connexe de M'. 

Si W est une corrposante connexe de M', W est simplerœnt connexe, 

. 0 
puisque c'est une corrposante connexe de M, aw est une réunion d'arcs de 

courbes algébriqu8:3, donc est localerœnt connexe, donc W est homéomorphe à D • 

Soit k la période de W , et soit W' une corrposante connexe de ~ au-dessus 

de W , on définit Pw: W ---+ D par Pw(c) = pk (c,z) pour (c,z) E W' (indépen

dant du choix de. W'). L'application 'IT induit un homéomorphisme de W' sur W, 

donc Pw se prolonge en une application continue (encore notée Pw) de W dans 

D avec Pw ( W) c S' • L'application holomorphe Pw : w -+ D est propre. Tout 

point c E w (resp. c E aw) tel que Pw(c) = O (resp. Pw(c) = 1) est appelé un 

- -centre (resp. une racine) de W • Nous verrons que Pw: W---+ D est un homéomor-

phisi:œ. Il en résultera que W a 1 centre et 1 racine. 

2. DEFORMATION D'UN CYCLE INDIFFERENT RATIONNEL, CAS q ;t 1 • 

Soit c
0 

E M tel que f admette un point périodique 
CO 

2· / k , de valeur propre p
0 

= e lTip q avec pgcd(p,q) = 1 , q ;t 1 , donc 

de période 

p ;t 1 • 
0 

Posons K = kq • La courbe algébrique ~ est au voisinage de (c
0 

,a(c
0

)) le 

graphe d'une application holomorphe c ~ a(c). La fonction holomorphe 

c ~ pk (c,a {c)) a en c 
O 

une dérivée ;t O : cela résulte de [ABP], Corollaire 2 

du Théorème 1 • 

PROPOSITION 1. Au voisinage de c
0 

, l'ouvert ~ est limité par un arc de 

courbe JR-analytique. 
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Dérronstration: f n'adJœt pas d'autre cycle indifférent que celui de 
CO 

a.(c 0). On a en effet construit en [CIAJ] un fermé B attiré par ce cycle et r 

sur Œ-B, une métrique pJur laquelle f est strictenent expansif. Par suite 
CO 

~ induit un revêtement trivial de degré 2k d'un voisinage W de c
0

. Parmi 

les 2k feuillets, k contiement un point du cycle de a(c 0), et F: (c,z) ~ 

(c,f (z)) échange ces feuillets; sur les autres on a IPI > 1 si on a choisi 
C 

W assez petit. On a donc ~ n W = 1T(~ n W') où W' est le feuillet contenant 

PROPOSITION 2. Au voisinage de ( c
0 

, a (c
0

)), on a ~ = ~ U 'Xi<., où 

a) xk n Xk = {co} , 

b) 'Xi< est lisse en (c
0

,a
0

) à tangente verticale, 

c) TTK: 'Xi< ~ CC - a pour degré local q en ce point. 

d) pK: 'Xi< ~ a: a aussi pour degré local q en (c0 ,a 0). 

1 1 
e) Au voisinage de c

0 
, Mi< = ~ U 1\ , où 1\ est 1 'ensemble des c tels que 

f a un cycle attractif d'ordre exacterrent K. Ces deux ouverts sont limités 
C 

chacun par un arc de courbe JR-analytique. 

f) C.es deux arcs se rencontrent en c
0 

seul. 

Dérronstration: Soit ç une coordonnée satisfaisant aux conditions de 

[TV], Prop. 1 : l'expression g de ~ dans cette coordonnée est de la fonœ 
C C 

q+1 g : ç ~ p(c,a(c))ç+ S(c) ç + ••. , 
C 

et ~q devient 
C 

b(c
0

) ;t O • L'équation de ~ est 

C.et ensemble est réunion de ¾ d'équation ç = 0 et de ~ d'équation 

u(c) = b(c)çq+ .... Comne c 1-+ u(c) a un zéro simple en c
0 

([ABP, Cor. 2 

du Th. 1]), 'Xi< est lisse. 
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CoIIIœ b ( c 
O

) ;,; 0 , on a la partie ( c) . Pour ( c, z) E XJ< , on a 

pK(c,z) = (g~) '(ç) = 1 +u(c) - (q+1) b(c)çq+ ... 1-q b(c)çq+ •.. , d'où la partie 

(d). La fonction pK prend la même valeur aux q p:ünts de XJ< au-dessus 

1 
d'un p:ünt c voisin de c 0 . Par suite pK:~ ----?'" Œ se factorise en p· on 

1 
où p · est holomorphe sur un voisinage W de c

0 
• Pour c E W , on a 

c E ~<===> 1 pk (c,cdc)) 1 < 1 ou I p ! (c) 1 < 1 , 2K - (q+1 )k autres feuillets donnant 

de toute façon des points périodiques répulsifs, du moins si on a pris W assez 

1 
petit. Puisque n et p ont mêrœ degré local, p· a une dérivée non nulle en 

c
0 

• Ceci donne (e) . La partie (f) vient du Cor. 3 du Th. 1 de (ABP], qui donne 

2 rayons externes de M aboutissant en c
0 

, l'un dans le secteur des Im u> 0, 

l'autre dans celui des Im u < 0 , cqfd. 

Remarques: 1) On verra dans l'exposé X:V que 

2) On peut égalerœnt déduire (e) de [PPIR] III Prop. 6. 

3. CAS q=1. 

Soit c
0 

E M tel que f adrœtte un point périodique a
0 

de période k, 
CO 

de valeur propre p0= 1 . Alors a
0 

est un point fixe double de f~
0 

( [PPIR], 

III, Prop. 6). 
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PROPOSITION 3. a)¾ est lisse en (c0,a 0), à tangente verticale. 

b) TI: ¾ -+ CC est de degré 2 en ce point. 

c) pk: ¾ ~ CC a une dérivée ~ 0 en ce point. 

d) Au voisinage de c
0 

, l'ouvert. ~ est limité par un arc JR-analytique 

ayant en c
0 

un point de rebroussement. 

Dérronstration : La partie (a) résulte du Cor. 2 du 'Ih. 1 de [ABP]. La 

partie (b) du fait que la multiplicité de a
0 

comrœ point fixe de est 2. 

La partie (c) vient avec (a). Dans ¾, l'ouvert ~ est limité au voisinage 

de (c
0

,a
0

) par une courbe JR-analytique lisse. Comrœ c
0 

E a~ puisque c'est 

1' aboutissement d'un rayon externe de M , et comrœ TI : ~ --+ ~ est injective 

au voisinage de (c
0

,a 0), on en déduit (d), cqfd. 

4.ARBRE DE HUBBARD EN UNE RACINE. 

Soit c
0 

E M tel que f adiœtte un point périodique a.(c
0

) de période 
CO 

2iTI p/q k , de valeur propre p0 = e avec pgcd (p,q) = 1 ; on notera K = kq • 

On va définir comrœ on l'avait fait dans l'exposé [AH] (première partie 

de ce cours) un arbre associé à c 0 • 

Choisissons tout d'abord un systèrœ de centres pour les corrposantes de 
0 

est le cycle périodique de corrposantes de K , indexées par 
. CO 

{0,1, ••. ,K-1} , avec 0 E u
0 

, on prendra fi ( O} pour centre de U. ( 0 ~ i < K) 
CO l 

I_X)ur les autres corrposantes V, on prend un système de centres de sorte que le 

centre de soit l'image par f du centre de V • On p:>sera UK = U • 
CO . O 

DEFINITION. Avec ces conventions, l'arbre de Hubbard H est l'enveloppe régle-co 
rœntaire des fi (O) ( O ~ i < K). 

CO 

Remarque: Si on ignore le théorèrœ de non-errance de Sullivan, le systèrœ de 

centres choisi ci-dessus n'est a priori pas unique.·eependant la structure 
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combinatoire (classe d'isotopie de plongerrent d'un arbre dans Œ) est définie 

sans ambiguïté. 

PROPOSITION 4. Si K ;z 1 , H contient le cycle indifférent rationnel, et est 
CO 

stable par f • 
CO 

DémJnstration: L'image par f de l'arc réglerrentaire r de fi (0) 
co co 

à fj (0) (avec O < i < K et O ~ j < K ) est, lorsque O ~ r, l'arc réglerren
co 

taire de fi+1 (0) à fj+ 1 (0) et, lorsque OEf , la réunion de l'arc réglerren-
CO CÜ 

taire de fi+1 (0) à C et de l'arc réglerrentaire de fj+ 1 (0) à C . Si f' 
CQ 0 CO 0 

est l'arc réglementaire de O à et G = Hu r' , on a donc f (H) c G • 
CO 

On peut alors réappliquer le raisonnement de la proposition 4 de [AH] pour voir 

que (si K;z 1) \) ( 1) ~-. -~ \) (K-1) (\) (i) est le nombre de brins de H en 

i (O), 0 < i < K ) (on n'obtient par contre pas pour l'instant \)(K-1) ~ \)(K)) 
CO 

un arbre à plus d'un somœt ayant au rroins deux sormnets pendants, \) ( 1) = 1 , donc 

est un singleton {a 1} • G ne rencontre aucun des au. 
l 

( 0 < i < K ) donc 

f (H) c G implique f (H n au. ) c H n au. 1 ( o < i < K ) , et donc t"c
0 

( a 1) = a1 • Co Co l 1+ 

est donc un :pJint du cycle indifférent rationnel de f , qui est inclus 
CO 

dans H. En particulier l'arc de O à a0 , :i::oint du cycle indifférent ration-

nel situé sur au0 , est dans H. Mais on sait (cf. [PPIR], II, corollaire de 

la pro:i::osition 4) que la dynamique de fK sur u0 est analytiquement conjuguée 
CO 

2 
à celle de z ~ 32

2 
+ 1 

z +z 
sur D, donc 

f' cH et f (H) cH • cqfd. 
CQ 

est sur l'arc de 0 

On :i::ourra dès lors appliquer les résultats des exposés [AH] et [AEJ] à c0 • 
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, 
5. RACINES DES COMPOSANTES HYPERBOLIQUES ; MULTIPLICITE. 

Soit c
0 

E M tel que ait un cycle indifférent d'ordre k, de valeur 

2iTT p/q propre e avec pgcd (p, q) = 1 , et posons K = kq • 

0 
PROPOSITION 5. a) Il existe une unique composante hyperbolique W de M tel 

~ c0 soit une racine de W. C'est une composante de période K. 

b) Si c0 ;é 1 / 4 , le J;X?int c0 a au moins 2 arguments externes dans M , de la 

forrœ P/2K-1 • 

Dérocmstration : La partie (a) résulte des propositions 2 et 3. 
0 

(b) Cas q ;é 1 : soient u1 la composante connexe de K 
CO 

contenant 

le point du cycle indifférent de attirant u1 • Il y a q pétales, donc 

q interpétales en a 1 , et 2 de ces interpétales sont adjacents à u1 • Dans 

·chacun d'eux arrive au moins un rayon externe de d'argument de la fonne 

P/2K-1 , et les rayons externes de M de même argument aboutissent en c 0 

([ABP, Cor. 2 du Th. 1]). 

b) cas q = 1 : il n'y a qu'un pétale en a 1 , donc 1 seul interpétale. Cependant 

il y a au moins 2 rayons externes de aboutissant en a1 : en effet a 1 

est sur H sans en être un sormœt pendant, donc il y a au moins deux accès à 
CO 

sur H et donc, par le corollaire 1 p. 64 de la première partie de ce 
CO 

cours, deux rayons externes de K aboutissant en 
CO 

Ces rayons externes ont des arguments de la forrœ P /2K -1 ( [ PPIR] II 

Prop. 5) • Les rayons externes de M de même argument aboutissent en c0 , cqfd. 

0 
Soit W une composante hyperbolique de M , de période k • Pour c E W , 

notons a(c) le point périodique attractif de f attirant 
C 

0 • 
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PROPOSITION 6. Les nombres suivants sont égaux : 

a) le degré µ de l'application holorrorphe propre Pw : W -+ D . 

b) Le nombre de zéros dans w de c 1---+ a(c), comptés avec multiElicité. 

c) Le nombre de zéros dans w de C t-+ t"-(0), comptés avec multiElicité. 
C 

d) Le nombre de racines de w dans w . 

LEMME. Soit Co E w tel que fk (0) = 0 • Les fonctions c 1---+ fk(O) , c i---+ a(c) 
CO C 

ont mêrœ ordre d'annulation en c
0 

• 

k Démonstration : Pour cE W , on a Pw(c) = 2 a(c) .. 

_k-1 
et dans le cycle {a(c),f (a(c)), .•. ,f- (a(c))} , seul 

C C 
0 

canJ?Osante connexe de K contenant 0. Les fonctions 
C 

k-1 f (a(c)) •.• f (a(c)), 
C C 

a(è) appartient à la 

c i--+ a(c) et 

c -+ Pw ( c) ont donc même ordre d'annulation. D'autre part, }?Our c voisin de 

donc c ~ f~(O) et c ~ a(c) s'annulent en c
0 

avec mêrre multiplicité. cqfd. 

DOONSTRATION DE LA PROPOSITION. Les zéros des fonctions c 1--+ Pw(c), c 1---+ a(c) 

k et ci--+ f (0) sont les mêrœs, et d'après le lermœ ils ont même multiplicité. 
C 

Le nombre de zéros de ci---+ Pw(c), corrpté avec multiplicités, est le degré µ 

de Pw . Le bord aw est homéorrorphe à s' et Pw : pW -+ s' est de degré µ • 

Cornrœ elle est croissante puisque Pw est holorrorphe sur W , le nombre de 

}?Oints dans 
-1 

Pw (1) est aussi µ, cqfd. 

Nous appellerons JJ la multiplicité de W. Nous prouverons dans l'exposé 

"simplicité" que µ = 1 • 
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, 
6 • DECOMPTE • Nous allons dérrontrer le cornplérœnt 1 du théorèrœ 1 de [AREMAR] . 

Soit k EJN* • Notons 

le nombre de valeurs de c telles que f1<-( 0) = 0 , cornpté avec multiplicité. 
C 

0 
le nombre des composantes hyperl:oliques de M de période divisant k, 

cornpté avec multiplicité. 

m3 (k) . le nombre des racines des composantes hyperl:oliques de période di visant k • 

m
4 

(k) le nombre des tE T tels que 2kt = t , i.e. de la forrre P/2k-1 • 

On a m1 (k) = m
2 

(k) = m
3 

(k) d'après la Prop. 5, et m
3 

(k) ~ 2m
4 

(k) -1 

d'après la Prop. 4. Mais f (0) = c , i(o) = c 2+c , f 3
(o) = (c 2+c) 2+c etc ••• 

C C C . 

Ç (0) = Pk (c) où Pk est un polynôme de degré 2k- 1 (on le voit par récurrence 

2 k-1 k 
car Pk+1 (c) = (Pk (c)) +c), donc rn

1 
(c) = 2 • D'autre part m

4 
(k) = 2 -1 • Donc 

on a l'égalité m
3

(k) = 2m
4

(k)-1 . Il en résulte d'une part que chaque c
0 

racine 

d'une composante hyperl:olique ( sauf 1 / 4) a exactement 2 arguments externes 

rationnels à dénominateur impair dans M, d'autre part qu'on obtient ainsi tous 

les élérœnts de T =JR/7l rationnels à dénominateur impair. Ceci dérrontre le 

cornplérœnt 1 du théorèrre 1 • 
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EXPOSE N° XV 

ORDRE DU CONTACT DES COMPOSANTES HYPERBOLIQUES DE M 

TAN-LEI 

Soit c0 11 intersection des deux composantes hyperboliques W , W' 

de M dont 11 une est de période k , 11 autre est de période kq ; alors f admet 
CO 

un cycle indifférent rationnel avec valeur propre e2i'ITp/q , de période k . 

PROPOSITION. Le contact de W et W' au point c
0 

est d I ordre 2 • 

1. Résumé des résultats déjà obtenus gui sont utiles pour la démonstration 

de cette proposition. 

Soit { ~ 
1 

, .•• , ak} le cycle indifférent rationnel de f co dont a: 1 est le 

point attirant c0 • Soit P 
1 

le pétale de a 
1 

qui contient c
0 

et R (K co, 6) un rayon 

externe qui aboutit en a 
1 

dans un interpétale adjacent à P 
1 

• D I après le 

théorème A de 11 exposé [ TV J le rayon externe R (M, EJ) aboutit en c
0 

• 

w 

Ji 
' 1 / 

te 
1 

W' 

Comme q "! 1 , pour tout c dans un voisinage de c
0 

, on peut trouver 

un a(c) tel que f~(~(c) = a(c) avec c ➔ a(c) analytique et a(cJ = a 
1 

• 

Posons c(À) = c
0 

+ À 

p(À) = (f~(À))(a(c(À))) : p(O) = e2i'ITp/q 

1 
T (À) = 2 - 1 : T ( 0) = 0 ; 

p(À)q 

et 

alors, r (À) a en O un zéro simple ( de multiplicité 1) ( [ABP ]) , donc À ➔ r (À) 

est un homéomorphisme dans un voisinage de O • 
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Pour Â disque centré en a(c 0) fixé assez petit, on prend n0 assez 

* n0kq 
grand et r > 1 . assez voisin de 1 tels que x (c0) = fc

0 
(cJ et 

( ) cp-1 ( * 2rn e) t· t , A • • d y c0 = co r e appar 1ennen a L.:.. Pour c v01srn e c0 , posons 

nOkq 1 * 2·1re 
x(c) = f (c) et y(c) = cp- (r e 1 ). Fixons : a E J_o,½J et notons 

C · C 

Pa= { z \ \Re z \ ::; a, \lm z \ ~ a} • Si on prend !;N = {U\ N Log( 1+U) + 21Ti E Pa} , 

on a l;N c DS/N - D4/N quand N ~ 8 . 

2. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. 

Pas 1 • Pour tout voisinage W de c
0 

, d I après 11 exposé [TV] , il existe 
CO 

un N
0 

> O , tel que pour tout N > N
0 

, il existe un c N E W tel que 

fcNkq(Q(cN)) = y(cN) c.' est-à-dire V W voisinage de O , 3 N
O 

2:: O , V N 2:: N
O 

, 
N 

il existe À NE W tel que f~(~/x(c(ÀN))) = y(c(>..N)) et ÀN est dans la pièce a N 

de W où T : a N ➔ !;N induit un homéomorphisme (on peut prendre W assez 

petit pour que T (>..) soit un homéomorphisme sur W) • 

Au voisinage de O , on peut écrire : T (À) = aÀ + o (À 2) avec \a\ /: 0 , 

puisque T (À) a en O un zéro simple. Il existe donc un voisinage W de O tel 

que : 1 T (À) - aÀ l = \ o(À 
2
) \ < t \A \ , À E W , avec O < € < \ a \ • Pour 

ce W , il existe N 
1 

2:: 0 , tel que \/ N 2:. N 
1 

, o N = T -1(!:;N) c W • 

'</ A E a N c W , on a : 

(\a\-e)\À\ = \a\\A\-e\À\::; \T(À)\ ~ \a\\À\+e\À\ = (\a\+€)\À\. 

Comme ~::; \r(À) \ ~ ~ , on a 

( 1a1
4
+ €}N ::; \À \ ::; (\a Î -E:)N 

Pas 2. Soit U un ouvert simplement connexe dans C • v x, y E U , a E U , 

4du(x,y) 
onal'inégalité: \y-x\::; \x-a\(e -1) où ~(x,y) désigne 

la distance de Poincaré sur U • Si cp : U ➔ V est un isomorphisme entre deux 
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ouverts . simplement connexes, alors : 

Si <p : U ➔ V est une fonction analytique, alors <p (z) est lipschitzien 

de rapport 1 , i.e. dv(<p(x),<p(y)) s <lu(x,y) pour tous x, y EU • 

L I ouvert C - M n' est pas simplement connexe, mais si on enlève le 

rayon externe Dî-(M, e' ) , où e' = f 8 
+ ½ ' 8 < ½ , c - M - 1rr, (M, EP) = U 

1e-t, a>t 
est ouvert et simplement connexe. Comme iiY, (M, 8' ) aboutit et ne rencontre pas 

R (M, 8) , U contient Dî-(M, 8) • Si on prend V = C - D - ox-(D, 8') , alors 

"°M : U ➔ V est un isomorphisme. 

Pour N
2 

= max {N
1
, N

0
} et u

2 
= {z \Rez> O, 2116-'ft < L1 z < 21ra +11} 

't/ N > N 2 , en posant cN = c(ÀN) , on a 

dU(cN' CN+1) = dv(~(cN) '"°M(cN+1)) 

= du/Log ',OM(cN), Log <pM(cN+1)) 

On a 

donc 

donc 

et 2(N+no)kq 0 1 _ e avec v - • 

Dans Kc
0 

, Ol(cJ = ~ 1 a q pétales et est fixé par f~O , donc 

2kqe = 8 , et on a vu dans [ABP] que, en fait, 8 1 = 8 . Par suite, 

sN+2i11 e , s0 
~(cN) = e ou SN= 2(N+no)kq 

donc cN est dans le rayon externe IR. (M, e) et cN ➔ c
0 

quand N ➔ +oo • On en 

déduit : 
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277 B i+7Ti 

ZN+1 ZN ZN2 
------4---r---~--
277 8i 

277 IH-77 i 

Pour chaque N > N2 , on prend <,ON(z) = 2i7T 6 + 
2

(N~N
2
)kq (z - 2i7T 0) , 

c'est un isomorphisme qui envoie zN à zN et qui envoie U 2 à UN avec UN 
2 

de la forme 

UN= {z\Rez>O, \Imz-2776 \ < €(N)} , 

e:(N) < e:(N-1) < •.. < e:(N
2
) = 1T • 

11 
€(N) = (N-N ) ' 

2 2 

L'injection _UN c.+UN+ 1 est une fonction analytique et donc est un 

lipschitzien de rapport 1 ; on a : 

Enfin, 

Pour bN E oW u oW' ' 

\cN - cN+1 \ ::; 

B 
1 

est une constante. 

Pas .3. Supposons que le contact de W et W' au point c
O 

est de degré supé-

rieur ou égal à 4 , alors pour N
3 

assez grand et N 2: N
3 

, il existe 

bN E oW u oW' tel que \cN - bN 1 ~ B2 \cN - Co \4 
' donc, quand N 2: N3 ' 

4 
on a \ CN - CN+ 1 \ ::; B lcN - Co \ 

ww 

/ 

où B=B
1
B

2 
o 

1 B 
1 
C 

CÛ W' 
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Pour k > N 
3 

, on a : 

00 00 4 
\ck - c0 1 s ~ lck - ck+ 1 I s B ~ lcN - c0 1 

N=k N=k 

Comme cN - c0 = À N E crN , d'après le pas 1 , il existe deux constantes 
a1 a2 

positives a1 et a2 telles que : N s IÀN \ ~ N , donc 

a1 00 00 

\Àk \ \ck - c0 1 s B r; \ÀN 14 B 4 ~ 1 'v'k>N ks == == a2 ~ 4 ' - 3 . 
N=k N=kN 

Ceci veut dire . . 
a1 . 

00 00 00 

0 < ~ k < <;'.' N '<;' 1 'v'k2:. N 4~ 
N:kN 4 

i.J- == ~ -
Ba

2 
N=k N

4 
N=k N3 

Contradiction, car 1; - 1 converge. 
NJ 

Cqfd. 
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EXPOSE N° XVI 

IDENTIFICATIONS DE CYLINDRES ETUDE A LA LIMITE 

P. LAVAURS 

1. NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME. 

On se place dans le même cadre que dans "Arriver au bon port" 

2 ~~ z H z + c0 a un cycle indifférent rationnel de valeur propre e 

et de période k , a 
1 

est un point du cycle indifférent. 

Dans "Arriver au bon port", on a construit,pour c proche de c0 , 

q cylindres de Fatou-Ecalle (2q pour c = c0) sous réserve que c tende 

vers c0 en étant astreint à rester dans un certain secteur. 

On va modifier légèrement, pour des raisons techniques, la définition 

des cylindres (sans que cela ne change les cylindres eux-mêmes !) et la zone 

dans laquelle évolue c voisin de c0 . 

Au lieu de définir 0~ comme on l'a fait dans [ABP . 3 J , on le définit 

en retirant à C seulement i5R , le segment de A~ à iR (si lm A~ > 0 ; 

le segment de A~ à -iR sinon) et la demi-droite ReZ = 0 , lm Z ::5-R 

(si lm A{ > 0 ; lm Z > R sinon). En prolongeant le segment de iR (ou - iR) 

, t , r I nt+ ,...,,- . 
a AÀ jusqu'a l'infini, on partitionne l}iÀ en uÀ et l}"À • Enfrn, pour c ::E: c0 , on 

coupe par les demi-droites Re Z = 0 , lm Z ~ -R et lm Z > R . 
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Les inégalités de [ABP J montrent que les points rajoutés à n{ (n~ + ,n~ -) 

sont équivalents à des points des "anciens" ouverts : ce changement des zones 

quotientées ne modifie donc pas les cylindres-quotients. 

Dans [ABP] , on s I était astreint à faire tendre À vers O avec 

\Arg AA ± 1/ 4 \ :$ 
1
1 , ce qui revient, puisque :¾r est analytique en À , 

À 
à restreindre à des secteurs angulaires privilégiés autour des 2 directions de . 

demi-droites dans le plan des À correspondant dans le plan des c aux demi

dro~eux composantes hyperboliques de M tangentesen c0 {à la demi

droite pour q = 1) • Ici, au lieu de faire tendre À vers O dans un secteur 

angulaire, on le fera tendre entre deux cercles tangents en O à la demi-droite 

privilégiée : 

Cette restriction est suffisante pour les applications, car elle laisse c 

parcourir tout l'extérieur de M tendant vers c0 . Elle a 11 avantage suivant : 

puisque A 1 et A~ sont analytiques en À , elle impose à AÀ comme à A{ 
À À 

deresterentredeuxdroites ReZ=-K, ReZ=+K. De ce fait, {(À,Z)\ZE1-f 

et {(À,Z) \ZE n{+} sont des ouverts de V x C (V désignant la zone où évolue À) : 

,_ ( •+) ,- ( r+ si un point est dans 'b resp . n0 , il est dans O À resp . nÀ ) pour À 

assez proche de O . 

Pour fixer les notations, nous supposerons que nous avons choisi dans le 

plan des À de rester autour d I une demi-droite correspondant à lm AÀ > 0 

(et donc aussi lm A: > 0) . 
A 

Regardons ce que ces motifs fournissent dans le plan des z 
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Pour c = c0 , les 2q cylindres sont les quotients de 2q secteurs 

angulaires égaux dans un disque centré en a 
1 

. 

Pour c voisin de c0 , ôDR correspond à un cercle "proche" du 

précédent a
1 

se"scinde"enun a(c) fixepar f~ etuncycle f3/c), ... ,f3q(c) 

pour fk, , a et les f3. étant continues en c ( dans la zone désormais notée 6 
C 1 

à laquelle on a restreint c) . a correspond à oo dans le plan des Z , {3
1 

(par 

exemple) à A~ . On a q cylindres seulement . Cependant, si on représente 

aussi (en pointillés sur le schéma ci-dessous) les courbes limitant, quand on les 

transforme dans le plan des Z , les n{ + des n{- , on voit qu'on peut consi

dérer aussi qu I on a, comme pour c = c0 , 2q cylindres qui s'identifient natu

rellement deux à deux . 

Nous allons étudier le cylindre autour de i3
1
(c) , qui devient donc deux 

quand c devient c0 . 

, 1 (I"\ l + 1 -) Les zones correspondant a GÀ uÀ , OÀ dans le plan des z seront 

notés U(c) (u+(c) ,u-(c) ) . 

t.t+={(c,z)/zEU+(c)} (resp. t.t-) sont des ouverts de exc,. 

Le cylindre U(c)/fkq sera noté E(c) comme dans [ABP]. 
C 
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Pour c = c
0 

, on a un E+(c
0

) et un E-(c
0

) ; la zone fourrùssant E-(c 0) 

0 + 
est entièrement incluse dans une composante de K , celle fourrùssant E ( c0) co 
contient un interpétale. 

La "courbe de sortie" sera la courbe ôU n ôU+ . 

La "courbe d' entrée" sera la courbe ôU n ôU- . 

Elles joignent toutes deux a à {31 . 

Le "domaine fondamental de sortie" w0 dans u+ sera limité par la 

courbe de sortie et son image réciproque par f ~q dans u+ . De même, le 

"domaine fondamental d'entrée" Y 
1 

dans u- sera limité par la courbe d I entrée 

et son image par f~q . 

Le schéma ci-dessous symbolise la dynamique de f kq dans U 
C 

w0 et Y 1 sont des domaines fondamentaux des cylindres (identifiés 

pour c :/= c0) de fc au voisinage de a 1 (conventionnellement, nous considèrerons 

que rù w O ni Y 
1 

qe contiennent les points a et 13
1 

et contiennent la courbe 

d I entrée pour Y 
1 

et la courbe de sortie pour W 
0

) . 
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Pour i 2. 0 , la zone Y. 
1 

sera définie comme (f kq/(Y 
1
) . 

l+ C 

Pour des i < 0 pas trop petits, on va définir par récurrence un W .• 
1 

Supposons W. 
1 

défini comme une partie de U limitée par deux courbes envoyées 
l+ 

11 une sur 11 autre par f kq ; W. 
1 

ne contient alors pas de valeur critique de 
C H 

f kq : on peut définir la détermination de (lqr 1 sur W. 
1 

qui envoie l' une 
C C H 

des deux courbes qui le borne sur 11 autre ; 11 image de cette détermination sera 

W. sous réserve qu I elle soit incluse dans U . 
1 

Les inégalités de [ABP J t W t d 'fi . 1 · 1 < 0 , 8 \ A \ prouven que . es e m pour 1 _ , 
1 ~ 

donc sur une partie de Z qui tend vers z- quand c ➔ c0 . 

( q ai) 

Prenons un point marqué p+ dans u+(c
0

) et un P- dans u-(c
0

) : 

pour c proche de c0 , ils sont tous deux dans U(c) ; ils fournissent donc un 

point P-(c) et un point P+(c) dans E(c) (dans E-(c 0) et E+(c
0

) pour c = c
0

). 

Tous les cylindres E+ et E- peuvent avoir leurs extrémités indexées 

de façon naturelle : l' une correspond au voisinage de 00 dans le plan des Z , 

l' autre de A{ ; sur le domaine fondamental W 
O 

ou Y 
1 

, cela correspond d I un 

côté au voisinage de a , de I' autre au voisinage de 13
1 

. Quand c devient c0 , 

a et 131 se confondent, mais dans le domaine fondamental correspondant à W 0 

ou Y 1 dans le plan des Z , le bout qui correspondait au voisinage de {3
1 

est 

représenté par lm Z > O , 11 autre par lm Z < O • On peut donc parler, même 

pour c = c0 , de "bout en {3
1

11 et de "bout en a" du cylindre. 

Le point marqué et le marquage des bouts du cylindre fournissent alors 

une identification de E+ à c:* en envoyant P+ sur 1 et le "bout en {3
1

11 sur 

le "bout en zéro" . De même, on identifiera E- à C * . 
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Il peut être pratique de préférer modéliser les cylindres par C/Z 

plutôt que par C * . Dans ce modèle, P est identifié à O , le "bout en P 1
11 

au bout en "lm z < O". C/Z. et c* étant identifiables par z .,_.. exp(-2irr z) , 

il sera aisé de transcrire les résultats, que nous montrerons dans le "modèle c*n, 

dans le "modèle 0::/Z". 

Pour c I= c
0 

, E+ et E- sont en fait le même cylindre qu I on a identifié 

par deux isomorphismes différents cp+ et cp- à cc* ; cp+ o (cp-f 1 fournit alors 

un isomorphisme de c* sur <e* qui respecte la position de O et donc de la 

* forme z 1--+ G(c) .z , pour un G(c) E CC • 

G(c) recèle sous forme concise 11 information sur la dynamique de lq 
C 

entre la courbe d I entrée et la courbe de sortie : partant d I un point de Y 
1 

, en 

itérant un grand nombre de fois, on arrive en W 
O 

• Il risque dès lors d I être 

difficile de contrôler la stabilité de di vers phénomènes au cours de tant d 'itéra

tions. Mais, si on regarde E-(c) = Y 
1
/fckq et E+(c) = w

0
/ftq , la connaissance 

de G(c) fournit le passage "direct" de 11 un à l'autre. 

Puisqu'il n'y a pas d'identification naturelle entre E-(c
0

) et E+(c
0

) , 

on doit s'attendre à ce que G( c) n'ait pas de limite quand c tend vers c
0 

• 

On va en donner un développement limité. L I objet de cet exposé est de prouver le> 

THEOREME 1. Quand c tend vers c0 , assujetti à rester dans 6', À étant 

la coordonnée définie dans [ TV] (i.e. c = c0 +À si q I= 1 , c = c
0 

+À 2 si 

q = 1) , on a 

COMPLEMENT. 
2 

J31(c)' k-477 
- P1' (0) 

pur positif. 

k G(c) = exp (g0 + r + o( 1)) 

P/À) désignant la valeur propre du cycle de f:q issu de 

; ainsi 1 évolue dans une bande autour de 11 axe imaginaire 

Remarque. On a ici énoncé le théorème en prenant pour modèle 0:: * . Si on 

préfère travailler en termes de C/Z , la multiplication par G est remplacée 
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par la translation identifiée à un élément G de f:./Z , et le développement 

limitédevient: G(c)=G 0 +f+o(1)(modZ), où ici k= 2f11
(· est tel que~ 

p
1 

0) 
évolue dans une bande autour de 11 axe réel négatif. 

Exemple.. c
0 

= ¾ , les points fixes de f c pour c proche de c
0 

sont 1 ± fF4s-. 
Prenons À proche de l' axe réel positif. Pour avoir lm A{ > 0 , on doit 

h .. 1+iÀ t/3 1-iÀ d '(O). tG() [ 41T2. (1)] c 01s1r a = 2 e = 2 ; one p 1 = -1 e c = exp g0 + T 1 +o 

ou, dans le modèle C:/Z , G(c) =G0 - ~ + o( 1) . 

2. CONTINUITE DE LA . PROJECTION SUR E . 

Le choix d I un point de base nous a permis d I identifier tous les E

(resp. E+) à c* . On a alors la : 

PROPOSITION 1. L'application 1T + : u + ➔ Œ:* (resp. 1T- : u - ➔ c*) qui 

~ (c, z) associe la projection de z ~ E+(c) (resp. E-(c)) identifié à <e* 

est continue. 

Remarque. Ce que cette proposition exprime (etc' est en ces termes que nous la 

rappelerons quand nous l'utiliserons), c I est qu I un dessin-limite dans le plan 

fournit un dessin-limite sur les cylindres. 

Démonstration. 

LEMME. Soit CR la couronne comprise entre les cercles I s 1 = ~ et ! z 1 = R , 

21T * ~ R > e , et soit h univalente de CR dans CC de sorte que 11 image de 

CR enserre O , du même côté que CR , ~ h( 1) = 1 . 

Alors, pour u E CR , on a une inégalité jh(u) - u I s f(u,R) où, quand 

u varie dans un compact K de C: * ~t R tend vers 11 infini ( donc K c CR pour 

R assez grand), f(u, R) tend vers zéro uniformément sur K . 
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Preuve du lemme. Soit d'abord f: D ➔ {: univalente avec f(0) = 0 et f(a) = a 

(pour un a E JO, 1 [ ) . Alors, pour I z l s r , on a une détermination de Log f~) 

qui vérifie : 
1 Log f(z) \ :S 2 1 Log ( 1 - r)( 1 - a) 1 • 

z 

En effet, pour g : D ➔ ([ univalente avec g(0) = 0 et g' (0) = 1 , on a 

pour tout z ED (cf. [G], p. 117, inégalité (19)) : 

( 1) \Log~+ Log ( 1 - 1 z l 2) l 6 Log 
1
1~zJ 

z f:""TzT 
où Log fil.tl est la détermination continue sur D qui vaut 0 en 0 . 

z 

Prenons g(z) = f f~~~ . - K1 appliquant ( 1) à z = a , on trouve 

1 Log f 1 ( 0) 1 :S 2 \ Log ( 1 - a) l pour une détermination bien choisie de Log f' ( 0) , 

- En appliquant ( 1) en z , on trouve alors une 

détermination de Log f(z) telle que : . z 

!Log f(z) - Log f'(0) \ ~ 2 \Log (1 - \zl) \ :S 2 !Log (1 - r) l z 

donc que \Log f(z) I :S 2 \Log (1 - r)(1 - a)\ . 
z 

(,r 2 2)-1 On va prouver que, pour exp V Log R - 7T :S 

il y a une détermination de Log h(u) telle que, Log u étant la détermination 

principale , 

1 Log h(u)\ ~ (1 - 27T r2 (1 - {Log
2

\ul + rr
2 

r2 
Log u Log R Log R ' 

ce qui fournit bien une inégalité de la forme cherchée. On pourrait sans aucun 

doute raffiner considérablement cette inégalité : la démonstration qui suit utilise 

en effet très peu d 1 informations par rapport à ce que peut nous apporter la 

situation. Cependant cette inégalité nous suffira ici. 

h fournit par passage aux logarithmes une application univalente g de la 

bande -Log R s lm z :S Log R dans '1:: ; on peut supposer h(0) = 0 : vu 

11 hypothèse sur la position relative de zéro et de h(CR) , on a g(2i7T) = 2i1T . 

Considérons alors 11 application f : z ~ g{zi Log R ) univalente de D dans (: . 
Log R 
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2rr ) 277 On a f(0) = 0 et f(Log R = Log R . Les bornes entre lesquelles on 

laisse varier u ont été choisies de telle sorte que la détermination principale 

de L<?,~ _ ___!:!_ soit assez petite en module pour qu I on puisse majorer \ i~~ ~\ par 

f Log
2 

\u I + 11
2 Log u r = Log R ~ 1 , donc que Log R E D • Ce qui précède assure alors 

11 existence d I une détermination de 

Log 
f(Log u ) 

i.LogR 
(Log u ) 
iLog R 

= Lo _g(Log u) = 
g Log u 

Lo (Log h(u)) 
g Log u 

pour une détermination de Log h(u)> qui est telle que : 

d'où 

~~----
Lo (Log h(u\ s 2 \Lo (1 - 2rr )(1 - VLog2 \u \ + '"2) 1 

g Log u 'J g Log R Log R 

Log h(u) 
Log u 

s (1 _ 2rr r2 (1 _ (Log
2 \ul + 1r

2 
)-2 

Log R Log R Cqfd. 

Preuve de la proposition. On va montrer la continuité de rr en un point 

(c 1, z 1) de u - (pour 1T + , il faudrait simplement remplacer Yi par Wi dans 

la démonstration ci-dessous ; pour alléger les notations, les indices - de 1T -

et E(cf seront omis dans cette preuve). 

On prend i tel que z 1 E Y/c
1
) . 

Si z 1 n'est pas sur le bord de Y/c
1
) , pour (c,z) assez proche de 

(c 1,z 1) , z E Yi(c) . 

S'il est sur le bord de Y. , cela ne pose pas de problème essentiel : en 
1 

augmentant légèrement R dans la construction de [ABP J , les cylindres ne 

sont pas modifiés, mais Y. est légèrement décalée, ce qui ramène au cas 
1 

0 

z 1 E Yi ( c 1) , ce qu'on supposera dorénavant. 

Pour r > 0 , on va définir y_(r)(c) c Y.(c) : on prend sur celle des deux 
1 1 

courbes limitant Y. ( c) envoyée sur 11 autre par f kq les points sis à distance r 
1 C 

de a et {31 sur les morceaux de courbe aboutissant en ces points, et on tronque 

Y.(c) par les segments joignant ces points à leurs images : 
1 
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Y~r\c)/fkq est alors un cylindre E(r\c) de module firù. 
1 C 

Sur chaque Y.(c) , P+{c) fourrùt un point marqué, qui est donc dans 
1 

Y~r) ( c) pour r assez petit (il varie continûment avec c puisqu' image par 
1 

f kqi d I un point fixe du plan des z) . Il y a alors une marùère urùque d I identifier 
C 

conformément E(r\c) à un anneau CR R de la forme R
1 

< \z \ < R2 dans cc* 
1 2 

en envoyant le point marqué en 1 , et respectant la position par rapport à zéro 

de E(r)(c) plongé dans E(c) identifié à c* . On notera /r) l'isomorphisme 
C 

entre E ,r) ( c) , considéré comme une partie de CC* et CR R . 
1 2 

Il est évident que R
2
/R

1 
, module de E(r)(c) , tend vers co quand r 

tend vers zéro ; il 11 est un peu moins que R 
2 

tend vers co et que R 
1 

tend 

vers zéro. 

C'est une conséquence du problème extrémal de Teichmüller ( cf. [AHL J , 

p. 35-37): pour r assez petit, E(r)(c) contient un anneau CR symétrique 

par rapport au cercle unité de module 2M arbitrairement grand. 

/r) transporte alors le cercle-unité en une courbe passant par 1 : 
C 

l I anneau limité par cette courbe et le cercle I z I = R 
2 

est donc de module plus 

grand que M . Le problème extrémal de Teichmüller garantit (avec les notations 

de [AHL) que M :5 2~ Log iJ;(R2) :5 2! Log [16(R 2 + 1)] (cf. [AHL] , p. 47) 

donc R 2 peut être rendu arbitrairement grand . De même, R 
1 

tend vers 

zéro avec r • 

On a donc obtenu la garantie que, pour r assez petit, CR R contient 
1 2 

la couronne CR pour un R fixé. Par le même raisonnement appliqué à 

ic(r)-1{cR} , pour R assez grand, iir)- 1(CR) contient CR, pour un R' 

fixé. 



- 71 -

On peut envoyer -}_r)(c) sur y_(r)(c
1
) par un morphisme <l>((r) ) de 

1 1 c,c
1 

classe C 1 qui commute avec la dynamique de f ,,k sur les courbes qui limitent 
C 

Y~r)(c) et Y~r)(c
1
) , envoie le point marqué sur le point marqué et tend vers 

1 1 

Id en norme C 1 quand c tend vers c 
1 

. 

<P ((r) ) induit une application ~((r) ) de E (r) sur E(r) qui laisse 1 
c,c 1 c,c 1 c c 1 

fixe et est quasi-conforme de rapport de dilatation tendant vers 1 . 

/(r)) o ~ ((r) ) o i((r))-1 est alors une application entre deux "vraies" c
1 

c,c
1 

C 

couronnes, qui fixe 1 , et qui est quasi-conforme de dilatation qui tend vers 1 . 

Elle tend donc vers 11 identité uniformément sur tout compact. 

Dès lors, si TT(r)(c,z) désigne /r) o TT(c,z) pour z E Y~r)(c) , 
C l 

1T(r)(c,z) tend vers 1T(r)(c
1
:z

1
) quand (c,z) tend vers (c

1
,z

1
) . 

Soit alors e > 0 fixé. On prend un R I assez grand poUr que 1T ( c 
1

, z 
1
) E CR, • 

On prend alors R 1 assez grand pour que, si cR
1 

c i~r)(E(r)(c)) , on ait 

(r)-1( -CR I c i c CR 
1
) . Puis, on prend R 2 assez grand pour que, pour v E CR 

1 
, 

f (v ,R 2) < € /3 . Enfin, on prend r assez petit pour que i ~;(E(r\c
1
)) (et donc 

aussi i~r\E(r)(c)) pour c assez proche de c
1
) contienne CR

2 
. 
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: on obtient 

Pour ( c, z) assez proche de ( c 1 , z 1) , on a alors : 

et 11(r\c,z) est toujours dans CR . 

En appliquant le lemme à i~/- 1 on a : 

Cqfd. 

COROLLAIRE. G est continue (sur e- { c0 }) • 

\11(c,z) -1T(r)(c,z) \ < e/J. 

Démonstration. Soit c 
1 

le point où on veut vérifier la continuité de G . Il 

existe alors un n tel que f1P-) E w_
1 

c u+(c
1
) • Pour c assez proche de c 1 

pour que f~(P-) E u+(c) , on a alors G(c) = 11+(c,f~(P-)) . Cqfd. 

J. LE GERME F. 

Par construction des cylindres, un voisinage de 13
1 

dans w0 est envoyé 

par rtq sur un voisinage de {3
1 

dans Y 
1 

; ce phénomène reste vrai pour 

c = c
0 

(fi 
1 

devenant a
1 

, et le voisinage étant restreint à une "pointe" de la 

zone w
0

) • 

Par passage aux quotients, on obtient une application F(c) holomorphe 

bijective d' un voisinage du "bout en zéro" de E+ = Y J f~q identifié à C~ et du 

"bout en zéro" de E = Y 
1
/f~q également identifié à c*. 

Considérée d' un voisinage de zéro dans C * vers un voisinage de zéro 

dans cc*, F(c) est prolongeable par continuité par [F(c) J (0) = O : ainsi 

prolongée, elle est alors holomorphe, sans point critique en zéro. 

On notera L(c) l'application de ~* R;; E+-+ -0:* R;; E-

z [F(c) J'(o) .z . 

C'est le morphisme de cylindres tangent à F(c) . 
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Pour calculer un développement limité de G(c) , on va étudier L(c) o G(c) 

(on identifie ici par abus de langage le nombre complexe G(c) à l'application 

z ➔ G( c) . z). L'avantage est qu'on a ici un automorphisme d'un cylindre, qu'on 

peut étudier en regardant son comportement en un bout, et en oubliant l'information 

contenue au point marqué. 

F(c) est défini pour c0 également : on peut espérer avoir L(c) ➔ L(c 0) 

quand c ➔ c
0 

, ce qui permettra de repasser du développement limité de L(c)o G(c) 

à un développement limité de G(c) . 

4. COMPORTEMENT LIMITE DE L(c) . 

PROPOSITION 2. Quand c ➔ Co , L(c) ➔ L(co) . 

Démonstration. Remarquons qu'on peut trouver un r fixe tel que, dans le plan 

des z , l'intersection du disque centré en {3
1 

et de rayon r et du "bout" de 

w
0 

proche de 13
1 

(i.e. celui qui correspond dans le plan des Z à lm Z > 0) 

soit envoyée par f~q dans Y 
1 

; "une position limite sur le plan fournissant 

une position limite sur le cylindre", il y a un voisinage fixe de O dans a:* où 

F( c) est définie . 

Prenons une courbe fermée y d'indice 1 autour de O incluse dans ce 

voisinage. On peut la développer dans u+(c
0

) en un arc (non fermé) r ; 
co 

par la proposition du §2, on peut la développer pour c proche de c
0 

en un arc 

r proche de r (au sens de la convergence uniforme). 
C Co 

L(c) peut alors être calculé à l'aide de la formule de Cauchy sur y par : 

l kqN( )) + 
-}- \ [F(c) -j(u) du == __ 1_ r 1T c fc z ( d1T c) dz 
2m J,y u2 2rn Jr [1r + (z) ]2 dz 

C C 

où 1T désigne la fonction z H 1T ( c, z) et N est choisi assez grand pour que 
C 

f~qN(r c) c u-( c) . Dans cette intégrale, le chemin d'intégration comme la fonction 

intégrée varient continûment en c , d' où le résultat. Cqfd. 
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5. ETUDE DE L(c) o G(c) (c t-c0) . 

L(c) o G(c) est l'application tangente à F(c) o Gfc) au voisinage de 0 

dans E( c) ~ C * . Elle est déterminée par la connaissance purement locale de la 

dynamique de f ckq autour de {3
1 

. 

Nous allons voir qu' elle peut être calculée fort simplement. 

Comme annoncé au § 1 , P 
1 
(À) 

issu de .B,(c) ; lorsque \p,(À) \ -/:-1 

( 2i7TS Nous poserons p
1 

= P
1 

À) = re . 

on a lm P1 < 0 . 

désigne la valeur propre du cycle de f kq 
C 

, f kq est linéarisable au voisinage de /3
1 

. 
C . 

' Comme on est dans le cas lm A À > O , 

Considérons g : c*-+ <e* , et p : C --+ <e* 
ut-:+ exp u 

revêtement uni verse!. 

g induit une application g : <C ➔ <C nous conviendrons qu'elle envoie O sur 

la détermination principale Log p 1 du logarithme de p1 , soit ~: u ➔ u + Logp
1 

. 

~ -r désignera l' application u H u + 2i 7T de C dans C ( changement de feuillet) . 
rv rv rv f"'.I 

Ona Tog=gor. 

On peut identifier le cylindre C/g à c* en envoyant le "bout en Re u < O" 

sur O (p
1 

n'est pas réel) ; T , qui commute à g , induit alors un 

( ) * * isomorphisme K p
1 

: C ➔ C . 

LEMME. Si \p,(c) \ /= 1 , L(c) o G(c) = K(p
1
) . 

Démonstration. Prenons un voisinage de 131 assez petit pour que f tq y soit 

linéarisable ; on peut conjuguer analytiquement f kq sur ce voisinage à g au 
C 

voisinage de zéro . La "fente" r séparant Y 
1 

de w0 devient une courbe r 

qui admet une tangente en zéro. 

U-r / f kq s'identifie alors à C / g . 
C 

Examinons ce que devient F(c) o G(c) (défini au voisinage de ,a
1
) dans 

ce modèle : On part d'un point y dans le domaine fondamental pour g limité par 

r et g(r) ; on prend les images successives de y par g jusqu I à se retrouver 
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dans ce domaine fondamental en n itérations. En termes du revêtement universel, 

partons de Log y (détermination principale) et appliquons g n fois : nous 

tombons sur Log (gn(y)) - 2i7T (Log désignant encore la détermination principale) 

qui est donc g-équivalent à Log y ; l'application déduite de F(c) o G(c) en identi

fiant U - r/ fkq à C/g envoie, elle, la projection de Log y sur celle de Log(gn(y)): 
C 

qui est justement g-équivalente à ~ (Log y) : c'est donc la restriction de K à 

un voisinage de O , donc L(c) o G(c) == K(,o
1
) • Cqfd. 

Preuve du théorème ( énoncé au § 1) • 

Il ne reste donc plus qu'à calculer K(p
1
) . <C/ g peut être identifié 

* ( -2i7T u ) ( ( ) . à Œ:: par u 1--+ exp L compte tenu de lm Log p
1 

< 0 , le signe -og P
1 

permet bien d'envoyer le "bout" Re u < O sur le "bout" en zéro). K(p
1
) envoie 

2 
la projection de O sur celle de 2i7T soit 1 sur exp (L 4 rr ) , d'où 

2 og P1 

L(c)oG(c) == exp(Lo:~
1
(À)). P,(À) estdedegré 1 en zéro; pour q=1, 

p 1 (À) = p(-À) est de degré 1 d'après [ABP J corollaire 2 du théorème 1 ; 

pour q > 1 , cela découle de l' analyse de l' aspect des composantes hyperboliques 

de M tangentes en c0 (et en fait de façon indirecte de ce corollaire 2) . On 

peut donc écrire Log p 1(À) = p,(O) .À + o(À) avec P,(0):f= 0 ; d'où 

4772 1 

L(c) o G(c) = exp [ p~(O).À + K 0 + 0(1)]. 
4 2 

Comme L(c) a une limite, G(c) = exp [ P'
1 
(~ .A + c0 + o( 1)] . 

Ce développement n' est a priori valable que lorsque l p 
1 
(À) 1 t 1 , 

mais comme G(c) est continue, il l'est partout. Cqfd. 

[AHL J L. V . AHLFORS, Lectures on quasi conforma! mappings, 
Van Nostrand Company, 1966 . 

[ G] G .M. GOLUSIN, Geometric theory of functions of a complex variable, 
Amer. Math. Soc. (Translations of mathematical monographs), 1969. 
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EXPOSE N° XVII 

UNE PROPRIÉTÉ DE CONTINUITÉ 

par P. Lavaurs 

1) CASSURE DES RAYONS D'ARGUMENT RATIONNEL. 

Pour un 8 EJR/Zl nous noterons le rayon externe de 

8 , et ~ (8) le rayon externe de Kc (ensemble de Julia de 
C 

M d'argument 

2 z 1----+ z +c) 

paramétré par le potentiel. Ce dernier peut se casser: dans ce cas, il n'est 

pas défini sur JR* tout entier. Nous conviendrons que les rayons sont orientés 

dans le sens des potentiels décroissants: avancer sur un rayon, ce sera se 

déplacer de l'infini vers H ou K . Enfin, il faut noter que rnêrœ lorsque 
C 

~(8) ou ~ (8) a un aboutissement, nous considérons que ce point ne fait pas 
C 

partie du rayon. 

Dans tout cet exposé, on s' intéressera à des 8 E CD/Zl • 

PROPOSITION 1 • L'ensemble des f:X)ints c de a: pour· lesquels le rayon RK ( 8) 
C 

n se casse est U ~(2 8) (et donc puisque 8 E ÇO/Zl est prépériodique pour 
n>1 

la multiplication par deux la réunion d'un nombre fini de rayons externes de M). 

Démonstration: 

* Si' c E R ( 2n8) > 1 1 ' t xt d K t . M pour un n _ , argumen e erne e c :fX)ur c es 

2n8 . De.ce fait, le rayon ~ (2n- 18) arrive sur zéro, et se casse, donc aussi 
C 

~ ( 0) qui en est une image réciproque (n-1 ) ème. 
C 

* Réciproquement si c n'est sur aucun ~ ( 2n0) (n ~ 1 ) , soit 

.Q, .Q,+d-1 
2 e , ... , 2 e le cycle pour la multiplication par 2 sur lequel tombe e . Les 

rayons ~ (2j0) (.Q,2_j2_.Q,+d-1) sont définis au voisinage de l'infini, soit 
C 

prenant alors pour chaque j l'image réciproque par z ~ zL+c de ~ (2J+l8) 
C 
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restreint à [t,2t] ayant pour extrémité terminale ~ (2j0) (t), on prolonge 
C 

(,Q, ~ j ~ ,Q,+d-1) à t [2,+00 [ , sans toujours passer sur c. 

En réitérant l'opération, on voit alors que les ~ (2j0) peuvent être définis 
C 

sur IR* tout entier pour ,Q, ~ j ~ ,Q,+d-1 • Il en est alors de même des ~ (i0) 
C 

(0< i< ,Q,-1) qu'on peut ainsi construire par récurrence sur ,Q,-i , puisqu'ils 

ne passent pas sur c pour i > 1 • cqfd. 

Dès lors pour c dans a: - u. ~ ( 2i0) 
n>1 

(qui contient M), le rayon ~ (0) 
C 

existe. 

Par la proposition 2 de [AEMM], il aboutit alors en un point que nous 

noterons y (0). 
C 

Si K 
C 

est localement connexe, y (0) est la valeur en c 
C 

carathéodory y 
C 

défini sur JR/7l ; dans le cas contraire, yc (0) 

du lacet de 

n'a de sens 

que sur (D/7l • 

, / 

2) ENONCE ET PREMIERS CAS. 

L'objet de cet exposé est de prouver le 

THÉORÈME. Pour 

cr- U ~(2n0). 
n>1 

0 E !D/7l , y < 0 > 
C 

est une fonction continue de c sur 

La proposition 3 de [AEMM] nous en fournit la preuve dans la plupart des 

cas : elle aff inœ en effet que y c ( 0) est défini dans un voisinage de c 
O 

E CC , 

et continu cormne fonction de c dès lors que yc (0) est prépériodique répulsif 
0 

et n'est pas sur l'orbite inverse du point critique (si on note 

avec les notations de cette proposition, y (0) = ~f 0 (0)). 

2 
f : z ~ z +c , 

C 

. C c' 

Il reste donc deux cas à régler: 

* celui d'un point de Mizurewicz c
0 

quand yc (0) est sur l'orbite 
0 

inverse de zéro; 

* celui d'une racine de composante hyperbolique c
0 

quand yc (0) est 
0 

sur l'orbite inverse du cycle indifférent rationnel (qui contient aussi ce cycle). 
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Remarque. En utilisant les conclusions de [AEMM] et [ABP], on peut voir aisément 

que nous connaissons en fait ici déjà la continuité de c ~ y (8) sur 
C 

3) CAS DES POINTS BE MISUREWICZ. 

Soit c un p:ünt de Misurewicz et 8 E (D/~ • 
0 

On suppose donc qu' il existe n EJN tel que ~ ( y c ( 8) ) = y c ( 2n8) = 0 • 
0 0 0 

Dès lors,~ (2n+1e) al::x:>utit en c
0

, et donc ~(2n+ 1e) aussi d'après 
C 

le théorème 2 p. 74 de la première partie de ce cours. 

D'après le complément 1 du lemne 1 de [AREMAR], aucun des rayons ~(2Pe) 

pour p;t n+1 

un voisinage 

n'al::x:>utit en • Cormne ceux-ci sont en nombre fini, il existe CO 

/1. de c qui ne rencontre aucun d'entre eux. 
0 

On a alors l'énoncé suivant, analogue à la proposition 3 de [AEMM]. 

PROPOSITION 2. L'application (c,s) ~ l).Jf 
8

(s) de [/\.-~(2n+ 1e)] xJR+ dans 
c' 

a: est continue. 

est 

que 

Démonstration: D'après la Proposition 3 de [AEMM], (c,s) ~ l).Jf ,2n+ 1e 
C 

continue sur A xJR 
. + 

l (c,s) ~ l).Jf (2 s) 
C 

; on va alors prouver par récurrence descendante sur i 
. n+1 + est continue sur /1.-R ( 2 e) xJR . 

LEMME. Soient f : E -+ F un revêtement, avec F localement connexe 

A un espace topologique 

g: Ax [0, 1] -+ F (resp. Ax JO, 1] -+ F) continue. 

Soit h: Ax [O, 1] -+ E (resp. A x ] 0, 1] -+ E) relevant g (i.e. foh = g) 

qui est* continu en la variable t parcourant [0,1] (resp. ]0,1]) en tout 

point 

* continu aux points (a, 1) a E A . 

Alors h est continu sur A x [ 0 , 1 ] ( resp. A x ] 0, 1 ] ) • 

Preuve du lemme. Il suffit de montrer que pour tout aE A , T = {t/h est 
a 

continue au point (a,t)} est ouvert et fermé dans [0,1] (resp. ]0,1]). 
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* Il est ouvert : soit (a, t) en lequel h est continue ; prenons V voisinage 

connexe de g(a,t) assez petit pour que f soit trivial au-dessus de V, et 

f' l'unique détermination continue de f- 1 sur V qui vaille h(a,t) en 

g(a,t). Alors, par continuité de h au point (a,t), pour (b,s) assez proche 

de (a,t), h(b,s) = f'[g(b,s)] donc h est continue au point (a,s) pour s 

assez proche de 

* Il est fermé 

t . 
-soit tE T , V comme ci-dessus et U voisinage de (a,t) de 

la forme wx I avec I intervalle, tel que g(U) eV • Par continuité de h en 

la seconde variable, pour s dans I, h(a,s) = f' (g(a,s)] ; prenons un tel s 

dans T : par continuité de h au point (a,s), pour b assez proche de a , 

h(b,s) = f'[g(b,s)] donc, par continuité en la seconde variable, et corrme 

g({b} x I) eV , h(b,u) = f' [g(b,u)] pour b assez proche de a et u dans I , 

d'où la continuité de h au point (a,b). cqfd. 

Appliquons alors ce lemme 

on prendra pour A l'ensemble (A-~(2n+ 1e), on remplacera [0,1] (ou ]0,1]) 

par [0, 00 ] (ou ]0, 00 ]) afin de travailler sur le paramétrage par les potentiels, 

E et F seront tous deux CC* auquel on rajoute un point à l'infini dans chaque 

direction de derni~droites, et f est l'application z ~ z2 prolongée de façon 

évidente à l'infini. 

L'application (c,s) i---+ ij;f 2i 0 (s) se prolonge à s = 00 en associant à 
c' 

(c, 00 ) le point à l'infini de F dans la direction 2i0 . 

Passage de i = n+ 1 à i = n • 

On peut considérer g: Ax ]0, 00 ) ~ F 

(c,s) ~ ijJ +1 (s) - c 
f 2n 0 
c' 

n+1 puisque An RM(2 0) = (J , cette application ne prend jamais la valeur zéro 

et est donc bien à valeurs dans F. 

g vérifie alors les hypothèses du lemme. 

h: Ax ]0, 00 ) ~ E 

est alors un relèvement de g qui vérifie les hypothèses du lerro:ne il est 

donc continu sur A x ] 0 , 00 ] • 
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De surcroît, si on étend g à [0, 00 ] , ce qui est p:>ssible (elle n'est 

alors plus à valeurs dans F mais dans F U { 0}) , on la sait continue. Dès 

lors, p:>ur tout 

J\/J n+1 (s)-cj 
f ,2 0 

C 

E > Ü , p:>ur 
2 < s donc 

c assez proche de c
0 

et s assez petit, 

1 l/J (s) 1 < E • 
f· 2n0 
c' 

Si on prolonge h en prenant p:>ur h(c,O) l'aboutissement du rayon 

~ ( 2n0) , la fonction obtenue est bien continue sur A x [ 0 , 00 ] • 

C 

Passage de i+1 à _ i pour i < n • 

Pour i < n , le passage de la. prop:>sition p:>ur i +1 à la proposition p:>ur 

i est alors plus facile: en effet on peut directement appliquer le lemne sur 

[0, 00 ] à g : (c,s) 1---+ \jJ ·+1 (s) - c qui est bien à valeurs dans F , car A 
f 2i e 
c' 

a été choisi assez petit pour ne pas rencontrer de RM(2P0) autre que 

n+1 
~(2 0). cqfd. 

' 4) CAS DES POINTS ADMETTANT UN CYCLE INDIFFERENT RATIONNEL. 

On va se placer dans le mêrre cadre et les rrêmes notations que dans [roc]. 

0 est un rationnel à dénominateur irrpair tel que RK (0) aboutisse sur 
C 

dans K 
C 

0 

Afin de simplifier l'eXp:>sition, la dérronstration sera explicitée dans le 

cas où q = 1 • On rrontrera à la fin de celle-ci comment la rrodifier p:>ur q 

quelconque. 

On se limite à faire tendre c vers c dans une zone 8 limitée par 
0 

deux courbes tangentes à l'ordre 2 en c
0

, on supp:>sera que ® contient 

entièrement la zone comprise entre les composantes hyperboliques de M tan

gentes en c (p:>ur q = 1 , la zone comprise hors de la canp::>sante hyperbolique 
0 

dont le bord admet un p:>int de rebroussement en c ) • 
0 

On va prouver les trois prop:>sitions suivantes, p:>ur c dans 
n 

®- U ~(20). 
n>1 

PROPOSITION 3. L'aboutissement de ~ (0) est a ou S. 
C 
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PROPOSITION 4. Pour n fixé et c assez proche de c
0

, ~ (0) ne passe pas 
C 

PROPOSITION 5. Pour 0
1 

E {J}/7l tel qu'il existe d E :N tel que 2d0
1 

= 0 , l' al:x:m

tissement de RK (01) est continu au point c
0 

corrme fonction de c (et en 
C 

particulier défini pour c assez proche de c). 
0 

La proposition 5 permettra de conclure le théorèrœ annoncé en 2 : en effet 

pour un 0c tel que 2d0 = 0 , elle affirme que yc(0c) tend vers yc(0 1) 

quand c tend vers c dans 
0 

Si maintenant on fait tendre c vers c
0 

dans M, l'aboutissement de 

~ (0
1

) est une fonction continue de c, puisque c'est un point prépériodique 
C 

répulsif. Corrme quand c tend vers c 
0 

dans Mn® , il tend vers 

0 
tend aussi vers yc (01) 

0 

quand c tend vers c dans M, d'où la continuité 
0 

annoncée au point C 
0 

La proposition 3 est un premier pas vers la proposition 5, la proposition 4 

est la clef du complément 2 au théorème 1 de [AREMAR]. 

a) Limitation de la distorsion du rayon dans U . 

Pour c = c
0 

, le rayon ~ (8) aboutit en a
1 

avec une tangente perpen
c 

0 

diculaire au diamètre limitant U+. Quitte à augrrenter R dans la construction 

de "Arriver au bon port", on peut dès lors supposer ce rayon transverse à la 

courbe de sortie (qui est la courbe par laquelle le rayon entre dans U+, avec 

notre convention d'orientation dans le sens des potentiels décroissants!) ; on 

prendra s(c) 
0 

le plus petit paramètre où ~ (0) 
C 

0 

coupe la courbe de sortie; 

pour c proche de c
0

, RK (8) coupe alors la courbe de sortie en un point 
C 

correspondant à un paramètre s (c) proche de s (c
0

), puisque ce rayon restreint 

à 
s(c) 

[ --f-, 00 [ est une fonction continue de 

s(c
0

) 

Sur [-k-,s (c ) ] , le rayon 
2 0 ~ 

C 
0 

zones Wi (i ~ 0), qu'on notera M1 . 

(8) 

C • 

évolue alors sur un nombre fini de 
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La restriction de ~ (8) 
C 

à [ s ( ~) , s ( c) ] étant continue en fonction de c , 
2 

et puisqu'une position limite sur le plan fournit une position limite sur le 

cylindre (cf. [IOC] Proposition 1), pour c assez proche de c , cette courbe est 
0 

encore sur M
1
+1 domaines W. au plus. 

l 

Cet arc de rayon définit sur le cylindre un lacet injectif; on peut alors 

reconstituer le rayon de proche en proche tant que l'on reste dans U: ainsi 

entre s (c) et s (~) , ~ (8) parcourt un chemin sur W_M , ••• ,w
O 

; sur 
2 C 1 

il parcourra un chemin sur w_M _
1

, ••• ,w_1 ; si 
1 

i est le plus 
0 

grand entier tel que w_i soit défini, on pourra ainsi rerronter jusqu'à un 
0 

chemin sur W . , ••• ,W . M • 
-io -io + 1 

Comrœ 

de ~ (0) 

. > 0,81AI 
io - TT ' pour c assez proche de 

défini sur un intervalle de la fonœ 

c
0 

, on a au noins un arc 

t [ k, t] évoluant entre W. 
C 2 J1 

Par les inégalités de [ABP] , un W. pour 
J 

j 
2 
~ j ~ j 1 est entièrement 

recouvert par des Y. , en nombre fini. Dès lors, 1 'arc 
l 

~ (0) évolue entre 
C 

t et tk sur un nombre fini M(c) 
2 

de domaines Y. . De plus, t peut être 
l 

choisi de telle sorte que ~ (0) (t) soit sur un 8Y. et qu'entre 
l 

t t et -
2k C 

~ (0) évolue dans des Yi' , avec i' ~ i : il suffit de prendre t le plus 
C 

petit possible pour que ~ (0) (t) 
C 

soit sur Y. parmi les 
l 

t > _.;;;s_.,~.;;;_c"-) --M- • 

(2k) o 1 

En relevant l'arc un nombre suffisant de fois, on trouve alors un w tel que 

~ (0) évolue entre w et et ait ses extrémités sur 
C 

8YM(c) (w dépend de c). 

A priori, M(c) dépend de c • Cependant on a le 

LEMME. On peut borner M ( c) par une borne M indépendante de c • 
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Dérronstration: En mettant un point de base fixe sur w0 et un sur Y1 , 

on sait (cf. [IDC]) que le rrorphisrne entre cylindres marqués identifiés à CI:/Zl 

défini par l'identification de w0/Ç et Y1/f~ admet quand c tend vers c
0 

(dans la région du plan à laquelle nous nous sornrœs limités) un développerœnt 

limité de la forme G(c) = G
0 
+ t+ o ( 1) (rrod Zl) ; G(c) évolue dans une bande 

autour de JR • 

Développons alors 

sur Zl. ~c (8) j[;k,s] 

Y1/Ç et w0/Ç sur a: en envoyant les points marqués 

et ~c(8) 1[;,w] se développent chacun en un arc de 

courbe ( compact) , y s et y w où l'on convient de relever W -M
1 

U ••• U w
0 

Y1u ••• U YM(c) en relevant en O le point marqué de w0 ou Y
1 

• 

et 

~c (8) 1 [;k,s] admet une position limite dans le plan quand c tend vers 

c
0

, donc aussi sur le cylindre; dès lors y
1 

admet une position limite dans 

a:, et reste donc pour c assez proche de c
0 

dans un rectangle autour de O. 

y w s'obtient à partir de y s par une translation de -G' , où G' est un 

relèvement de G(c). 

Mais le développement limité ci-dessus prouve que la partie .imaginaire de 

G , donc aussi de G' est bornée quand c tend vers c : y reste donc à 
0 W 

hauteur bornée, donc dans une bande B limitée par deux horizontales. 

Quand. c tend vers c
0

, le bord de Y
1 

admet une position limite sur 

le plan, donc aussi la courbe qu'elle définit sur le cylindre, uniformément sur 

tout corrpact; le relèvement de Y
1 

dans a: restreint à la bande B admet 

donc une position limite; cornrœ y le rencontre, il reste en fait à distance 
w 

bornée de zéro, donc dans un rectangle de a:. 

A la limite, un nombre borné de relèvements de domaines Y. (i ~ 1) ren
i 

contre ce rectangle borné, donc M(c) est borné. cqfd. 

Quitte à multiplier 

supposera que ~ (8) (w) 
C 

w par une puissance de 2k pour certains c, on 

et ~ ( 8) ( wk) sont sur 3YM , et donc qu'entre ces 
C 2 

deux valeurs du potentiel,~ (8) évolue dans Y1u ••• U YM. Cet arc de rayon 
C 

s'obtient par développement à extrémités sur 3YM du lacet défini sur le 

cylindre par la première entrée du rayon, entre s et s 
7<· 
2 
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On notera w(c) le r:oint critique de fk variant continûment avec c et 
C 

0 
égal pour c au p::)int critique de 

0 
situé dans la composante de K 

C 
0 

adjacente à a
1 

: il existe 
i 

0 i tel que f (w) = 0 , avec 
0 C 

O<i <k. 
- 0 

n 
De plus il existe un n tel que fc 0 

(w) soit dans Y. pour c suffi-o l 

sarnrœnt proche de c ; on peut enfin supposer, quitte à ne regarder que des c 
0 

encore plus proches de c , que r:our j < k (n + 1) et j ~ kn , ~ (w) (/. U • On 
0 0 0 C 

notera w le r:oint sur le cylindre corresr:ondant à (fk) (w). 
C 

i 
PROPOSITION 6. c est sur ~(2 °0) si et seulement si le lacet injectif défini 

sur le cylindre par 1~ "première entrée" de ~ (0) dans U passe sur w. 
C 

Dérronstration: 

* Si le lacet défini sur le cylindre par la "première entrée" de ~ (0) 
C 

passe sur w, d'après ce qui précède, sur [~,w] , le lacet passe sur un r:oint 
2n 

de U ayant pour projection sur le cylindre w et si tué dans un Y. ( 1 ~ i ~ M) 
l 

donc sur un 
n +i 

<Ç> o (w) (O ~ i ~ M-1) : le raisonnement de [ABP] rrontre 

qu'alors ~ (0) passe aussi sur Ç<w) ; dès lors passe sur C , 

C 

i 
donc c est sur ~(2 °0). 

* Réciproquement si c est sur 

k-i 

K ( 0) 
C 

passe sur 

f2k(w) 
C 

= f 0 (c) 
C 

donc aussi sur tous les (i~ 2) et le lacet défini 

sur le cylindre par la "première entrée" de ~ (0) passe sur w . cqfd. 
C 

Analysons alors ce qui se passe alors lorsqu'on n'est pas sur 

le lacet sur le cylindre est alors, puisqu'injectif, homotope dans 

privé de w à un parallèle situé soit d'un côté soit de l'autre de 

i 
~(2 °e) 
le cylindre 

w ; en 

revenant aux développements sur Y1u .•. U YM, on voit que cela exprirœ que 

l'arc de lacet ~ (0) 1 [ wk,w] 
C 2 

n +i 
peut être amené dans Y

1 
• . • Y - { (fk) 0 

(w) 
M c 

(O ~ i ~ M-1)} sur a ou f3 en astreignant ses extrémités à glisser sur ôYM , 

k de sorte que l'une reste l'image de l'autre par f tout au long de l'homotopie. 
C 
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Vu le cadre (8- U RM(ie)) où nous nous sorrmes placés pour énoncer les 
n>1 

propositions 3 à 5, nous sorrrrnes hors de donc dans le cas analysé 

ci-dessus. 

b) Retour dans U. 

PROPOSITION 7. Il existe un N > 1 

[(
2
k~N+1, (

2
~)N] , ~c (0) soit dans 

(indépendant de c) 

+ U (c). 

tel que sur 

Remarque. Cette proposition exprime que le rayon, qui après l'intervalle 

va bientôt franchir la courbe d'entrée et quitter la zone U garde un comporte

ment contrôlable hors de U et revient sagement dans U+ au bout d'un temps 

borné. 

Dém:mstration 

a) ~~~res l.imitat!Q~ sur l'~lacement ~g-~~YQ~• 

Pour un n > 0 fixé et tout i tel que 1 < i < M , (fk) -n(Y.) a un nombre 
- - C l. 

fini de composantes a:mnexes, au plus 2kn • Elles seront appelées "zones" par 

la suite. 

Entre w et 
(2k)n 

zones ainsi définies. 

évolue alors sur les (au plus) 

LEMME 1. Il évolue en réalité sur seulement M.2M telles zones au plus,~ c 

assez proche de c 
O 

(N.B : la condition de proximité dépend de n , mais ce ne 

sera pas gênant pour utiliser ce lemme). 

Démonstration: 
n 

Canme plus haut prenons n
0 

tel que (Ç) 0 (w) E Y 1 , et supposons c assez 

proche de c
0 

pour qu'aucun (f:)i(w') pour 0< i<n et w' point critique de 

fk honnis les 
C 

Entre w 

Entre w 
2k 

et 

et 

w 
k' 2 

w 

(n < j < n +M-1) ne soit dans Y1u ••• U YM • o- - 0 

~ (0) évolue sur M zones. 
C 

(2k) 2 ' 
il évolue a priori sur 2k.M zones au plus: les 

:::omposantes connexes des images réciproques de Y
1
u •.• U YM par f~ mais (si 



n > 1) 
0 
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Y1u •.• u YM ne contient pas de valeur critique de k f : les 
C 

images 

réciproques de Y1u ••• U YM sont donc disjointes deux à deux et puisque l'arc 

de rayon corresp:)ndant aux t E [-w-ll.] est connexe, il ne peut évoluer que 
(2k)2' 2k 

dans une seule des déterminations de (f~)- 1 (Y1u ••• U YM), donc sur M zones 

au plus. 

Ainsi, chaque fois qu'on prend une image réciproque, on restera sur le 

mêrœ nombre de zones, sauf lorsque la région dont on prend l'image réciproque 

par fk contient une valeur critique de ~.Parles limitations irrposées sur 
C C 

la p:)Sition vis-à-vis de Y1u ••• U YM de l'orbite des p:)ints critiques, cela 

n'arrive que M fois exactement; ces fois là, la région dont on prend l'image 

réciproque par fk contient une valeur critique exactement, qui est fk(w). 
C C 

Ses images réciproques sont alors regroupées en 2k-1 composantes connexes, 

fonnées en général de M zones, sauf celle de w qui est fonnée de 2M-1 

zones. En tout cas, cette opération fait au plus doubler le nombre de zones sur 

lesquelles évolue le rayon. 

èmes Finalement, p:)ur les images réciproques n , on a bien la majoration 

annoncée (par M. 2M) • cqfd. 

~ I.e rayon, qui ne passe pas par w quand on le regarde sur le cylindre, 

peut, comme nous 1 'avons remarqué, être ramené sur a ou S ( en un sens pré

cisé à la fin du a)). Nous allons voir que la seule connaissance de la p:)Sition 

du rayon par rapp:)rt à w sur le cylindre pennet de déterminer 2M branches 

(au plus) de (fk)-n (certaines étant divaluées) à appliquer à chacun des Y. 
C l 

( 1 ~ i ~ M) p:)ur obtenir les M. 2M (au plus) zones définies plus haut. 

Soit en effet V la région simplement connexe que couvre le rayon quand 

on le défonne en a (ou S) sur Y1u ••• U YM sans rencontrer les p:)ints 

(~) j (w) (n < j < n +M-1) • (fk) -n (V) a alors effectivement 2kn composantes 
C O- - 0 C 

connexes, d'adhérences disjointes; une seule contient a (resp. S) dans son 

adhérence. Celle-ci est alors contenue dans la région où évolue effectivement 

le rayon entre __J!__k et k w + 1 , car 1 'horrotopie faisant glisser le rayon 
(2 )n (2 )n 

sur a (resp. S) peut à chaque étape être relevée en une homotopie qui fait 

glisser le rayon sur a (resp. S) dans (Ç)-i(Y
1
u .•. U YM) (0< i< n). Les 

M 2 branches (au plus) de (fk)-n à considérer sont ainsi celles qui envoient 
C 
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Y 1 U ••• U YM sur la cœposante connexe de 

(resp. S) dans son adhérence. 

S) Observations_sur_la dynamique_de 
3z2+1 

z ~ -2-
z +3 

qui contient a 

Nous allons utiliser la conjugaison entre la dynamique de Ç
0 

sur la 

0 
composante connexe de Kc adjacente à a1 et F 

0 

On notera U , Yi (pour i > 0) les transformés de U-(c
0

), Yi (c
0

) par 

"+ cette conjugaison; U sera le transformé de l'intersection de avec 
0 

la composante de K adjacente à a1 • 
CO 

Nous serons amenés à introduire une courbe y dans D y sera définie 

sur JR* et vérifiera 

(a) Im y ~ O 

(b) sur [1,2[ y(t) = j-½ 
(c) y(2t) = F[y(t)] • 

Cette courbe y est bien définie et unique en effet (c) pennet de la définir 

sur [1,-tco[ où elle couvre alors le segment [0,1[ de l'axe réel; entre ½ 
et 1 , la condition (c) laisse deux choix pour chaque valeur de y (t) , mais 

(a) fixe alors cette valeur: ainsi sur cet intervalle y parcourt le segment 

joignant ~ à O ; de rnêrœ (c) et (a) permettent de déterminer sans ambiguïté y 

sur charn1e (- 1- .l[ . La courbe ainsi obtenue est continue : elle l'est en 
':1- n+1' n 

2 2 
effet sur chaque intervalle [ 2P, 2P+ 1 [ , p E ~ et par construction comme 

lim y(t) = y(2), on a aussi continuité aux points de la forrœ 2P. 
t-+r 

LEMME 2. Quand t tend vers zéro, y(t) tend vers 1 avec tangente verticale. 

Démonstration: Il sera pratique de faire le changement de variables 

1+z 3z2+1 1 w = 1_
2 

• L'application F: z-+ - 2- de D dans D devient F1 : w ~ w+w 
z +z 

du demi-plan Re w> 0 dans lui-rnêrœ. La courbe y (t) est transformée en une 

courbe n (t) qui vérifie : (a) Im n > O , (b) sur [ 1,2 [ n (t) = t , 

(c) n(2t) = F1[n(t)] • Il est plus pratique de regarder n', paramétrée par le 

changement de variables n' (u) = n(2u) : il faut donc rrontrer que quand u-+ -co , 

n' (u) tend vers l'infini dans la direction asymptotique y'y. Vu l'expression 
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de F 
1 

, un point de Im z > 0 a pour antécédent dans Im z > 0 un point si tué 

plus à gauche et plus haut ; dès lors pour u ~ 1 , Re n' (u) ~ 2 : la direction 

asymptotique sera assurée dès lors que Im [n'(u)] tendra bien vers 00 ; par 

ailleurs, on voit ainsi que si ~ (u) = Im[n'(u-n)] , la suite ~ (u) est n n 
croissante pour chaque u E [ 0, 1 ] · . Mais pour u E [ 0 , 1 ] fixé, la sui te des 

n'(u-n) a une limite (éventuellement infinie), puisque sa partie réelle décroît 

et sa partie imaginaire croît. Cette limite doit être un poin~ fixe de F1 , 

donc l'infini: dès lors la suite ~ tend sirnplerœnt vers l'infini, donc n . 
uniformément par le théorèrre de Dini, ce qui assure que n'(u) -+ 00 quand 

u-+ -oo. cqfd. 

La courbe y délimite donc une zone A dans D. 

On notera B le quart supérieur gauche de D 
0 

LEMME 3. Ies Bi tendent vers 1 quand i-+ 00 

tel que 'v'i> i , 'v'zE B. , \ 1-z\ < s). 

(en ce sens que Vs> 0 , 3i 
0 

- 0 l 

Dérronstration: Si ce n'était pas le cas, les B. auraient un point d'accu-
1 

mulation a autre que 1 dans D. Ce point ne serait pas sur aD: en effet, 

la monotonie de l'action de F sur clD garantit que tout point de aD finit 

par tomber sur aB1 ; or toute image directe de a doit être aussi un point 

d'accumulation de la suite B .• 
]. 

a est donc dans D, et son orbite est "piégée" dans (Im z > 0) - (B UA) • 
0 

Mais le lermne 2 rend alors :ilrpossible que les y1(a) tendent vers O tan

gentiellement au rayon, d'où une contradiction, compte tenu de la proposition 2 
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de [PPIR] • cqfd. 

y) Choix s!,~ N. 

Nous allons maintenant appliquer ces considérations sur la dynamique de F 
-n A A 

pour obtenir des infor:mations sur F (Y 1 U ••• U YM) • 

Regardons 1 'aspect de Y 1 : il est limité par deux courbes r 1 et F ( r 1 ) 

admettant des tangentes en 1 , qui font 1 'angle ±i avec 1 'axe réel. 

Quitte à grossir R, on peut les supposer incluses dans la réunion de 

l'adhérence de A et celle de la région conjuguée de A (il vaut mieux ne pas 

essayer de noter cela avec les notations usuelles!), transverses à l'axe réel 

en un seul point. 

Motivés en cela par 1 'étude faite en a , on va s'intéresser seulement aux 
-n A A 

branches de F qui envoient Y1u ••• u YM dans une région qui contient 1 

dans son adhérence. 

Ces composantes connexes de sont alors dans les régions 

limitées par le bord du disque et les deux déterminations de F-n(~(r
1

)) qui 

partent de 1 : (cf. zone hachurée dans le schéma ci -dessous) • 
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,,,,----· 

I 

I 
-11.•i / r (I~)' 

+ 
0 

/ ' 
// 

LEMME 4. Il existe N
0 

tel que pour N .zN
0 

, les . deux composantes connexes de 

F-n(Y1u ••• u YM) qui contiennent 1 dans leur adhérence soient dans Û+. 

Dérronstration: Il suffit bien évidemnent de le montrer :i;x:>ur la canposante 
. -n A . A 

connexe de F (Y1u ••• u YM) située au-dessus de l'axe réel. 

Celle-ci est dans la région limitée par le bord de D et une courbe, 

détennination de F-N[lf1(r
1
)] • 

"+ 
La courbe q qui limite u est, elle, formée d'un arc dans A , qui 

coïncide avec r 1 au voisinage de 1 , puis la quitte :i;x:>ur rejoindre aD , 

délimitant ainsi une région (la "moitié" supérieure de Û+) dans D. 

-N+M Il suffit donc de montrer que :i;x:>ur N assez grand, F (r 1) (où on 

prend la détermination de partie llllaginaire :i;x:>sitive issue de 1) est dans cette 

région. 

On va distinguer F-N+M(r n A) 
1 

juguée de A). 

(ici A désigne la con-
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F restreint à A est bijectif: on peut donc conjuguer cette restriction 

de F à A à une transformation bijective g du demi-plan de Poincaré; FJA 

a un point fixe indifférent sur 8A: on peut donc choisir pour g la transfor

mation parabolique g ( Z) = Z+ 1 • 

La courbe r 
1 

n A est alors représentée dans ce modèle cornrœ une courbe 

y
1 

joignant un point de l'axe réel à 00 , avec une direction asymptotique y'y 

(correspondant à la tangente à r
1 

faisant un angle de i avec l'axe réel), 

et r 1 n A est représentée comrre une courbe y 1 coïncidant avec y 1 au voisi -

nage de l'infini et aboutissant en un point de l'axe réel plus à gauche que le 

bout de y 1 ; la détermination de F-
1 

à appliquer à y
1 

pour trouver y-N+M 

-N+M ( correspondant à F ( r 
1 

n A) ) est Z ~ Z-1 : il est clair que pour N assez 

grand, on est à gauche de y 1 , et donc F-N+M(r 
1 

n A) 
. "+ 

est dans U • 

-N+M -Pour F ( r 
1 
n A) , 

début de cette partie y 

on va utiliser le lermne 3: par l'hypothèse faite au 

de la dérronstration sur la position de 

F-N+M(r n A) 
1 évolue dans ~-n -M 

0 

(pour N > n +M) , donc est proche de 
- 0 

"+ N assez grand, et est donc aussi dans U • cqfd. 

8) ~-!:~! N convient. 

On va prendre un N > N (avec en fait la condition supplémentaire 
- 0 

1 pour 

0,3 (N-M) ~ 2K, dont la nécessité apparaîtra dans les calculs qui suivent), et 

vérifier qu'il répond à l'énoncé de la proposition 7. 

Les branches de (f k)-N . 1 . , , y c qw.., app iquees a Y
1

, ••• , M 

régions dans lesquelles peut évoluer RK entre 
C 

fournissent des 

w sont en 

nombre fini indépendant de c; elles définissent ainsi un certain nombre de 
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"zones" images de Y par itération de branches de 

prouvé en y que ces zones sont toutes dans U+. 

_k -1 
(t--) • Pour c = c , on a 

C 0 

La plupart de ces régions (toutes sauf 2M) ne contiennent pas a 1 dans 

leur adhérence (pour c = c
0

) : eiles sont alors relativement compactes dans 

U+(c) etrestentinclusesdans U+(c) pour c prochede c dans 0. 
0 0 

Pour les 

portement de 

2M autres, il faut étudier avec un peu plus d'attention le com

fk au voisinage de a ou S. 
C 

On va couper Y1 en trois morceaux: deux sont limités par de petits arcs 

de cercles autour de a et de S; le troisième est le reste de Y1 • 

Ce troisième morceau ne posera pas de problèmes 

contient pas a 1 dans son adhérence. 

pour c=c ,ilne 
0 

Regardons le morceau proche de a: dans le plan des Z, il correspond à 

un secteur proche de -oo du côté des Im Z < 0 • Il est limité par une courbe 

qui reste à distance R' de zéro. Quitte à diminuer la taille des petits cercles 

divisant Y1 en trois zones, on peut supposer R' aussi grand que nécessaire, 

et en particulier R' > R . 

N étant choisi, pour R' choisi assez grand, la détennination de (fk) - 1 
C 

à itérer i fois (N-M+ 1 i i i N) et à appliquer à Y 1 pour fournir les M 

zones proches de a considérées s'écrit z = ( 1 +l) - 1 z' + 1 à un terme d'erreur 
AÀ 

près, dont le module est majoré par a 
100 (il suffit de prendre R' assez grand 

pour être sûr de rester hors de DR pendant N itérations de ce ( Ç) -1 ) • Pour 

R' choisi assez grand et c assez proche de c
0 

la partie réelle est augmentée 

alors d'au moins 0,9 à chaque application de (fk)- 1 et on est sûr de se 
C 

retrouver en fin de corrpte après i itérations (N-M+1 i i i N) dans Re z > 0 , 

Im z < O : le petit secteur autour de a dans Y1 est bien envoyé dans U+ (c) 

par (f~)-N-M+1 ••• (f~)-N pour c assez proche de c
0 
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Le calcul est un peu plus délicat près de S. Ici on utilise le fait que 

AÀ, donc aussi la coupure faite entre A{ et iR, varie entre deux verticales 

Im Z = -K et Im Z = K • 

Pour IZ-AI > t, (f~)- 1 est approchée par la similitude Z: (1+¾f1z1 +1 

qui augmente la partie réelle d'au moins 0,4 dans la zone considérée, pour c 

assez proche de c
0

; si on tient compte de l'erreur majorée par 1~0 on est 

sûr que la partie réelle sera augmentée d'au moins 0,3. Ici on va utiliser la 

condition supplémentaire 0,3.(N-M) < 2K. On choisit R' assez grand pour être 

sûr que les N itérations de (f~)- 1 ne laissent pas dans le plan des Z 

entrer dans DR et continuent à augmenter la partie réelle d'au moins 0,3 

dès lors on est sûr (pour c assez proche de c) qu'en i itérations 
0 

(N-M+1 ~ i ~ N) on est à droite de Im Z = K • 

Pour I Z-A\ ~ ~ , les inégalités de "Arriver au bon port" montrent que, 

(f~)- 1 ressemble à la simitude de centre A' et de rapport (1+1)- 1 à 

1 o~r AI I Z-AÀ j près ; son itération i ème (N-M+ 1 < i < N) décale donc comme cette 

similitude à 
2ai 

1 Z-AÀ' j 100IAI près; ce qui garantit qu'on a effectivement tourné 

et qu'on est "à droite" de la coupure entre A' et iR. 

c) Construction d'un piège. 

Pour c proche de c , on a un s (c) 
0 

tel que ~ (0) (s) soit sur la 
C 

courbe de sortie et qu'entre s et sk, ~ (0) évolue dans U+(c). 
2 C 

~ ( 0) finit par rencontrer la courbe d I entrée pour un potentiel w ( c) . 
C 

La proposition 8 montre alors que (pour c assez proche de 

alors t < w(c) tel que sur évolue de nouveau dans 

c
0

), il existe 

+ 
U (c). 

Posons T (c) = sup{ t/t ~ w et sur t 
[k,t] , RK (0) évolue dans U+(c)} 
2 C 

Dès lors ~ (0) (T(c)) est sur la courbe de sortie r. 
C 

Entre T ( c) et w ( c) il se peut que ~ ( 0) rencontre r en un certain 
C 

nombre de points; j'appelle a(c) le paramètre corrpris entre T(c) et w(c) 
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correspondant au point d'intersection de r et de R (0) / le 
"K [T(C),w(c)] 

C 

plus proche de ~ (0)[s(c)] 
C 

(du même côté que RK (0)[T(c)]). 
C 

La zone piège P est alors définie cormne l'ouvert limité par 

~cl [a(c) ,s(c)] 
et r entre ~ (0)[o(c)] 

C 

et ~ (0) [s(c)] . 
C 

Remarquons que pour c assez proche de c , P ne contient aucune des 
0 

valeurs critiques de fk : en effet en ce qui concerne les fk(w') pour des 
C C 

w' distincts de w(c), lorsque c = c , ils ne sont pas dans la région couverte 
0 

par les images des 2. 2M .M branches de (fk ) -i (pour N-M+ 1 ~ i ~ N) dont 
CO 

l'application à Y1 fournit la région où peut évoluer entre 

1 une courbe continue y vérifiant y (2t) = fck
0

(y (t)) et évoluant dans 
(2k)N+1 

Y 1 U ... U YM entre 1 et 2k ; ils n'y sont donc toujours pas pour c voisin 

de c 
O 

• Ils ne sont pas non plus dans U ( c) pour c proche de c 
O 

, donc ne 

sont pas dans P. 

Le même raisonnement rrontre que les w" distincts de w tels que 

fk(w") = fk(w) ne sont pas non plus dans P . 
C C 

De plus, on dispose d'une détennination continue de sur élP 

(égale à ~ (0) (u) 1-+ ~ (0) ( ~) sur la partie d~ P formée d'un arc du 
C C 2 
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rayon ~ (0) et par la détennination de (f~)- 1 qui envoie w0 sur w_1 
C 

sur la partie de 8P forntée d 'im arc de r) , qui envoie 8P sur une courbe 

fennée simple 3P' incluse dans P. 

Si Çfo.J) était dans P , un de ses antécédents devrait être dans P' . 

Puisqu'aucun des w" ;t: w tels que t<-(w") == t<-(w) 
C C 

n'y est, ce serait forcément 

w • Mais on a alors une absurdité, car si w E P' , t<-enverrait P ' , courbe 
C 

fennée simple enserrant un seul point critique sur une courbe fennée simple, et 
i 

si w était sur 8P', il serait sur ~ (0) donc c serait sur ~(2 °e) , ce 
C 

qu'on a exclu. 

la détermination continue de qui envoie 

alors en une branche holomorphe univaluée de (t<-) -1 

8P sùr 3P' 

qui envoie P 

se prolonge 

dans 
C 

lui-mêrre. 

Remarquons enfin, ce qui sera utile par la suite, que pour m~ 0 fixé, si 

on prend c assez proche de c
0 

(la condition de proximité dépend de m), on 

est assuré par le même raisonnement qu'aucun des 

distinct de w et 1 ~ i ~ m , non plus que les w" ;t: w tels 

ne sont dans P ; corrrrne t1<-(w) 
C 

n'est pas dans P 

et que tout point de P a un antécédent dans P , on en déduit que les 

(f~) i (w) ( 1 ~ i ~ m) n'y sont pas non plus. En termes de fc , cela signifie 

que les ne sont pas dans P pour 1<i<km. 

Nous avons alors le matériel pour dérrontrer les trois propositions 

annoncées 

PREUVE DE LA PROPOSITION 3. 

Pour t ~ o ( c) , RK ( e) ( t) évolue dans P : en effet, on. voit par récurrence 
C 

sur n > -1 que la branche de 

à 

(t<-)-
1 à choisir pour passer de 

C 

envoie qui est 

dans P sur R (e)[ o(c) -j qui est aussi dans P et est donc la bra.~che qui 
Kc (2k) n+1. 

envoie P dans lui-même. 
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(fk) - 1 , de degré 1 d'un ouvert de Œ dans un ouvert strictement contenu 
C 

dans le premier est strictement contractante pour la métrique de Poincaré de P 

elle a un point fixe qui est a ou B (selon la position sur le cylindre du 

lacet correspondant à la première entrée du rayon) : la suite des (fk)-n(u) 
C 

converge donc vers a ou B. cqfd. 

PREUVE DE LA PROPOSITION 4. 

On a remarqué que P ne contient aucun des (1 < i < km) pour C 

assez proche de c0 ; comrre ~c (8) j [ s~~) ,+=[ est continu en c, il ne passe 

pour c proche de c
0 

sur aucun des é(O) 
C 

(1 < i < km) 

non plus, puisqu'il est inclus dans P. cqfd. 

PREUVE DU COMPLÉMENT 2 AU THÉDREME 1 DE [AREMAR]. 

Nous savons déjà ( [AREMAR - Complément 1 au lernrœ 1 J) que si le complément 2 

n'était pas exact, ce serait qu'un rayon externe de M dont l'argument est à 

dénominateur pour 01 aboutit sur une racine c
0 

de composante hyperbolique. 

Considérons n tel que soit à dénominateur impair. Il existe alors des 

c arbitrairement proches de c 
O 

tels que c E ~ ( 81) donc c E ~ ( 81 ) et 
C 

donc f~(c) = f~+ 1 (0) E ~ (2n01). 
C 

aboutit sur un point d'un cycle répulsif,~ (0 1) 
C 

varie 

continûment corrrrne fonction de c au voisinage de c
0

, donc ~ (81) passe 
C 

0 
0 

sur c
0 

, ce qui est absurde puisque c E K 
0 C 

0 

* Si ~ ( 2n01 ) aboutit sur un point du cycle indifférent rationnel, on 
C 

0 

peut (quitte à modifier n) supposer que c'est sur a.1 • Mais alors le fait que 

l'on puisse trouver c arbitrairement proche de 

contredit la proposition 4. cqfd. 

c tel que 
0 
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PREUVE DE LA PRŒDSITION 5. 

La position du rayon par rapport aux fi ( 0) ( 1 ~ i ~ km) ne change pas, à 
C 

condition que c soit assez proche de c • Pour donner un sens précis à cette 
0 

remarque, compactifions et par un point à l'infini dans chaque direction de 

demi-droites et prolongeons les ~ (0) en prenant pour RK (0) (00 ) le point 
C C 

à l'infini dans la direction 0: le rayon est alors continu sur [0, 00 ) • 

A 

Dans l'espace et ainsi construit, pour c assez proche de c
0 

et pas 
i 

sur ~ (2 °0) , le rayon est homotope à extrémités fixes à une courbe 

ne égale à ~ ( 0) sur [ s ( c) , +oo J et à un segrœnt de droite entre a ou B 
C 

et ~ (0)[s(c)] , sans passer sur les 
C 

(1 < i <km). 

Ainsi ~ (0) n'est pas continu en fonction de c, mais est hanotope à 
C 

qui, elle, est continue en c. L'extrémité de pour 

( avec n < km) est alors égale à 1 'extrémité de la détermination de 

qui envoie le point à l'infini dans la direction 0 sur le point à l'infini 

dans la direction 01 • 

Le même raisonnement que dans le cas des points de Misurewicz, compte tenu 

du fait que l'homotopie se passe à chaque étape dans l'espace F défini alors, 

montre que cette extrémité est une fonction continue de c. cqfd. 

Remarque. lorsque q ;t: 1 , on a 2q cylindres et non plus deux. On peut cependant 

reprendre le :rœiœ raisonnement à partir de l'entrée du rayon dans l'un des 

cylindres, et limiter sa distorsion. Si on est du côté de B1 , alors le raison

nement fait dans le cas q = 1 montre qu'en un temps borné, on revient dans la 

zone définissant le premier cylindre, et on peut construire le même piège autour 

de B 1 qu'on avait construit dans le cas q = 1 • 

Si on est du côté du bout en a sur le cylindre, après avoir traversé la 

zone correspondant à un premier cylindre, on tombera en un temps fini sur un 

deuxième. Mais on sera là encore du côté du bout en a: pour c assez proche 

de c
0

, le rayon évolue en effet dans un pétale de Kc pendant son éventuel 
0 

passage hors des zones fournissant les cylindres: on traverse ainsi un deuxième 

cylindre, avec de nouveau des limitations sur la distorsion du rayon pendant 
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cette traversée. Après avoir traversé les 2q zones fournissant des cylindres, le 

rayon revient dans celle où il avait fait sa première entrée, et un piège se 

refenœ autour de a,. 
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EXPOSE N° XVIII 

' COMPLEMENTS SUR LES ARBRES 

par P. Lavaurs 

1. ARBRES AUX CENTRES ET AUX RACINES. 

0 
Soit W une composante hyperl:XJlique de M de multiplicité µ, et 

ses racines. 

Pour tout point c E M et 8 E CD/7l , le rayon ~ ( 
8

) al:::x:mtit en un point 
C 

y ( 8) E K : on peut donc définir une relation d'équivalence ~ sur (D/7l par 
C C C 

&-, 8' ~y (8) = y (8'"). 
C C C 

PROPOSITION 1 • ~ c est constante sur W U { c 1 ' ••• , c} 

Dérronstration: 

* Constance sur W: 

Pour 8 et 8 1 fixés, l'ensemble des c E w tels que y (8) = y (8 1 ) est 
C C 

fermé dans W puisque ces deux fonctions sont continues en c (cf. théorème de 

[PC] (en fait, sur W, on est dans le cas "facile" de ce théorème)). 

Soit c E W fixé ; pour c proche de c les fonctions c 1-+ y (8) et 
0 0 C 

c 1-+ y ( 8 ') fournissent deux points prépériodiques, variant continûment en c , 
C 

et envoyés par un nombre d'itérations n constant, 

cycle de longueur divisant constamnent un entier p 

vérifient donc toutes deux l'équation fonctionnelle 

sans passer par O sur un 

fixe. Ces deux fonctions 

fn+p(a(c)) = fP(a(c)). 
C C 

Si on suppose 8~ 8' , le 
C 

théorèrœ des fonctions implicites assure alors l'éga-
0 

et y (8') 
C 

p:::>ur c proche de 

8~ 8 ' est donc aussi ouvert dans W • 
C 

c : l'ensemble des c tels que 
0 

Pour tout couple 

pour aucun. 

(8 e') 8~ 8' est donc vrai soit pour tout c E w , soit 
I ' • C 
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* Conservation aux racines 

Il est encore vrai, p:mr les rrêmes raisons, que :pour 8 et 8 ' fixés, 

l'ensemble des cEWU {c1, .•. cJJ} tels que yc(8) =yc(8') est formé dans 

w U { c 1 , •.• cJJ} la relation d'équivalence est donc plus grossière en une racine 

que dans W • 

Prenons 8 et 8 ' équivalents en c 1 par exemple. 

Si y ( 8) = y ( 8 ' ) est prépériodique répulsif, le raisonnement fait sur 
c1 c1 

W peut-être repris sans rrodification, et on voit que 8 et 8' sont encore 

équivalents au voisinage de c 1 , donc dans W. 

Si y (8) = y (8') est prépériodique indifférent, il faut analyser plus 
c1 c1 

précisément les cycles qui "fusionnent" en c :pour fournir le cycle indifférent. 
0 

Cette analyse a été réalisée au début de [IDC] ; elle montre que si a(c 1) est 

sur le cycle indifférent rationnel de f , il y a q+1 façons de définir a(c) 
c1 

continue au voisinage de c
1 

dans W qui soit un :point périodique de fc 

(1 'une est de période kq , les q autres de période k). Parmi ces q+1 déter

minations, q sont attractives dans W donc en fait une seule peut recevoir des 

rayons. Si y c ( 8) = y c ( 8 ' ) 
1 1 

est sur le cycle indifférent rationnel, la continuité 

de y c ( 8) ou y c ( 8' ) en c irrplique alors que :pour c proche de c 
O 

, on ait 

encore 8~ 8' ; si y ( 8) = y (8 ') est prépériodique indifférent rationnel,· il 
c c

1 
c

1 

existe n tel que yc (2n8) soit indifférent rationnel: cormne 
1 

y (8) 
C 

et 

y (8 1) 
C 

vérifient alors tous deux l'équation fonctionnelle ~(y (8)) = 
C C 

~(y (8')) 
C C 

égaux :pour 

= y (2n8), ce sont les rrêrres branches de 
C 

c assez proche de c 1 dans W. cqfd. 

et ils sont donc 

PROPOSITION 2. Soient c et c' centres ou racines de composantes hyperboliq1,1es 

si ~ = ~ , H et H sont isorrorphes. c c' c - c' 

Démonstration: Nous associons à c centre ou racine de composante hyperbo-

lique un sous-ensemble (fini) (0 de ço/:;z com:posé : 
C 

* des arguments externes des :points de branchement de l'arbre de 

Hubbard de f 
C 

* des arguments externes des :points de 

sont les composantes du cycle f périodique :pour 
C 

longueur n 

au , ... ,au 
1 

(où u ..• u 
1 o n- o n-

f) qui forrrent un cycle de 
C 
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* des arguments externes des p)ints d'argument interne opp)sé aux pré

au ... au 
1 

• o n-

Considérons ®eu "c' : la restriction de ~ à cet ensemble est la même p)ur 

c et c'. les rayons externes ayant ces arguments dessinent donc le "même" motif 

dans le plan (au sens de l'existence d'llil homéomorphisme du plan conservant les 

directions à l'infini) p)ur K et K , • 
C C 

Exemples: * c 

* C 

1 aboutissement du rayon externe de M d'argtm-ent 7 

5 aboutissement de rayon externe de M d'argument 
31 

Ce motif divise le plan en un certain nombre de zones. 

LEMME. Pour tout i ~ 0 , fi ( 0) est dans la même zone p)ur c et pour. c' . 

Dém:mstration : On va montrer que !X)ur 

~ c = ~ c, et distincts, on sait placer fi ( O) 

0 , e ' E (D/7l équivalents !X)ur 

par rapport à la courbe allant de 
---

oo à oo par ~ (0) u ~ (0 1
) ou~ (0)U~ (0'). 

c' c' C C 
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Pour i = 0 , c'est évident : K ( ou K , ) étant symétrique par rapport 
C C 

à O, 0 est du côté qui laisse le plus grand arc entre 8 et 8' sur le 

ce:r:cle JR/7l • 

On va ensuite faire une récurrence sur i: ~ 8 
C 

et ~ 8 1 

C 

n'aboutissent 

1 0 0 1 

pa s en zéro, donc 8 ;;t 8' +-2 8 et 8' ont au total quatre "rnoitiés", 2 ' T ' 
~+½ et 8

2' +½ • les rayons indexés par celles-ci se regroupent sur Kc en deux 

points envoyés par fc sur l'aboutissement de Re ( 8) • Puisque ~ c = ~ c, , les 

rayons pour K, se regroupent deux à deux de la même manière, divisant ainsi le 
C 

plan en trois zones; par l'hypothèse de récurrence on sait placer 

par rapport à ces trois zones; on en déduit alors le placement de 

fi (O) par 

fi+ 1 (0) par 

rapport à RK ( 8) u RK ( 8 ' ) , qui est donc le même pour c et pour c • • cqfd. 

On va alors déduire du lermne que H est le même en c et c'. 

Remarquons pour cela que : * il y a au plus un point marqué de H (ou de 
C 

He' puisque le lernne a rnontré qu'ils sont placés de la même façon) par zone: 

c'est dans ce but que l'on a mis dans 19 des rayons aboutissant en deux points 
C 0 

de chacune des co:rrposantes du cycle de composantes de Kc 

* les points de branchement de H ou H , sont 
C C 

tous des points où se regroupent 3 zones au rnoins des motifs formés par celles-ci. 

Dès lors, il n'y a qu'une manière, du point de vue de la topologie et de 

l'isotopie du plongement dans œ de joindre les divers points marqués: sur la 

frontière de chaque zone, formée d'une ou deux courbes on met un point de sortie 

par courbe, et l'arbre doit passer par ces points de sortie pour joindre les points 

marqués . cqf d .. 

2. ARBRE EN UNE BIFURCATION. 

0 
Soit W une composante hyperbolique de M , p (c) la valeur propre pour 

f du cycle qui est attractif dans W. Nous allons décrire corrrnent obtenir 
C 2iTT2 

l'arbre H' d'un point c de aw où p (c) = e q avec pgcd(p,q) = 1 , q;;t 1 

(le cas q = 1 a été traité au 1) , en fonction de 1 'arbre de Hubbart H aux 

centres de W . Nous dirons que H' est obtenu à partir de H par bifurcation 
2iTT12 

d'argument e q. (Pour parler rigoureusement, c'est bien sûr la classe d'iso-

rnorphisrne de l'arbre que nous construisons). 
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DESCRIPTION DE LA CONSTRUCTION 

Soient les points nargués de H. Remplaçons chacun des X. 
l 

par une petite étoile à q branches, de centre xi, d'extrémités (yj)j=i+Q,k 

0 i Q, i q-1 , numérotés de façon que la rotation de E tour autour de x. 
q l 

applique 

y. 
J sur Yj+k (m:xl kq). On a ainsi des points y

0
, ••• ,ykq-1 · 

Quand un brin de H arrive en un point x. , on le fait arriver en l'un 
l 

des y . avec j = i m:x1 k • Il y a une manière unique de faire cela de façon que 
J 

l'arbre H' obtenu, muni des y. , satisfasse à la condition de Hubbard : 
l . 

:3F: H' ~ H' , continue injective sur chacune des composantes de H' coupé en 

y o , avec F (y i) = y i + 1 , F (ykq-1 ) = Yo • 

Exerrple: 

.,_ 
l. 

--+ 
f t -:-q s 

JUSTIFICATION DE LA CONSTRUCTION : 

Soit c 1 un centre de U, et considérons ® défini comœ au début de 
c1 

la preuve de la proposition 2. Le raisonnement de la proposition 1 rrontre i.rnrœ-

diatement que le graphe de ~ contient celui de ; de surcroît les points 
C c

1 
d'aboutissement des rayons indexés par ® 

C 
aboutissent dans sur des points 

périodiques répulsifs ou prépériodiques répulsifs sans être sur l'orbite inverse 
/ 

de zéro, donc qui ne "fusionnent" pas: comrœ en une racine, nous voyons donc que 

ces rayons dessinent le "même rrotif" dans le plan de· K 
c1 

et celui de K 
C 

(ici, 
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on n'a à utiliser que le cas "facile" de [PC]) . Le lerrme de la prop:::,si tion 2 

peut alors être appliqué: on sait placer les (yi)O~i~kq- 1 par rapp:::,rt aux 

rayons de ® • L'arbre H' 
C 

s'obtient donc en rerrplaçant dans l'arbre H le 

p:::>int (xi)O<i<k-1 par le sous-arbre engendré par les 

Or ce sous-arbre est associé aux q com:i;osantes adjacentes à un p:::>int périodique 

de période k: c'est donc bien l'étoile à q branches décrite. 

H', isorrorphe à l'arbre de Hubbard :i;our un c racine de cornposante hyper

bolique vérifie la condition de Hubbard. 

Il reste à vérifier que cette construction n'est pas ambiguë, c'est-à-dire 

qu'il y a bien une manière unique de placer les étoiles sur H • Mais, o dési -

gnant le degré, la condition de Hubbard entraîne aisément (cf~ [AH Prop. 4)), 

o (y
0

) = 2 , o (y1) = 1 ~ o (y2) •• -~ o (ykq- 1) ~ 2 = o (ykq) (en :i;osant ykq = y
0

) ; en 

x1 , il sera donc nécessaire d'attacher l'étoile à H par son sornmet ayant le 

plus grand indice. 

Enfin l'injectivité de F sur les deux cornposantes de H' coupé en y
0 

perrœt de déterminer cornment les étoiles sont envoyées les unes vers les autres 

(le chemin partant vers l'étoile contenant y
0 

étant envoyé sur le chemin partant 

vers l'étoile contenant y 1), donc de corrpléter la numérotation des :i;oints 

(yi)O~i~kq- 1 sur les étoiles. cqfd. 

3. CALCUL DES ARGUMENTS EXTERNES DANS M. 

0 
Soient c 1 une racine d'une composante hyperbolique W de M et H son 

arbre de Hubbard. Nous allons rrontrer comment on obtient ses arguments externes 

dans M au vu de l'arbre H • Soient x
0 

= 0 , x1 = c •• ·¾=x
0 

les :i;oints marqués 

de H (où k est la période de x ) • Choisissons une application F: H ~ H 
0 · C C 

continue, telle que F(x.) = x. 1 , injective sur chaque cornposante de H coupé 
1 1+ C 

en 0. On sup:i;ose qu'on a choisi F de façon qu'elle ait un:i;oint périodique 

a 1 à l'intérieur de l'arête qui mène à x1 (rappelons que x 1 est une extré

mité de He) • La période de a1 est alors k • Les arguments e _ = Arg_ (c) et 

e+ = Arg+ (c) sont alors les deux arguments de a1 , calculés suivant l 'algorithrœ 

décrit en [AEJ, §4] (qui n'utilise que les données combinatoires). 



- 105 -

Variante. On peut (comœ dans la note CRAS de janvier 82) rœttre a1 en x 1 , 

mais on met seulerœnt 1 bourgeon aux points extrémaux de H 
C 

(au lieu d'une 

infinité), et on choisit la dynamique sur les accès aux x. (qui n'est pas 
l 

détenninée pour x0 ~ x 1) de façon que ces accès soient périodiques de 

période k. 

Montrons que cet algorithme convient: il est bien évident que le résultat 

ne dépend pas de la position du point a 1 sur l'arête qui mène à x1 ni du F 

choisi; le point périodique indifférent rationnel est dans l'arbre H juste-
c 

rœnt sur l'arête en question, éventuellement en son origine a (cf. [CH Prop. 4)) 

s'il est stricterœnt sur l'arête le calcul fait ci-dessus donne tous ses arguments 

externes dans K qui sont donc deux : on est dans le cas q = 1 (racine primi-
c 

tive) et on a bien trouvé les arguments externes de c dans ·M; s'il est en a, 

le calcul donne le rrême résultat que celui qu'on aurait en considérant les accès 

en a limitrophes à l'arête [a,x 1] , c'est-à-dire encore précisérœnt les argu

rœnts externes de c dans M • 

De cet algorithme et celui décrit au 2 on peut déduire un algorithme 

arithmétique pour donner les arguments externes e
2 

et e~ dans M d'un point c 

de aw obtenu par bifurcation d'argument e 

externes dans M e et e + du point c 1 • 

2iJ2 
q 

q q 

en fonction des arguments 

Si c
1 

= l , l'arbre de Hubbard de fc est une étoile à q branches 

indexées de sorte qu'on passe du point yi au point yi+i par rotation de 

E pour: on peut à l'aide de l'algorithme ci-dessus calculer les arguments q 

externes de c dans M; on notera leurs représentants dans ]0,1[ 

f- (~) < f+ (~) : ainsi f- (~) = ~ , f+ {~) = ~ , f- {~) = 4 , 
0e- 0e+ d, · 1 , t t d et esignent es represen ans e e et 0+ dans ] 0, 1 [ et on 

0- O+ 
suppose e < e . 

, . . . . 

PROPOSITION 3. Les représentants de e et 
E 

0+ dans 
E 

] 0, 1[ s'obtiennent de la 

q q 
o_ ~-

manière suivante on écrit e = • u1 ... l\ en base 2 

O+ ~+ 
2 e = • u1 ... l\ en base 
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puis, dans le développement dyadique de en base 2, on 

remplace les zéros par des u~·-·l\. et les 1 par des u; ••• u~. 

Dérronstration: Il suffit d'expliciter ce qui se produit lorsqu'on applique 

l'algorithme de 3. r:our trouver l'arbre associé à c puis celui de la première 

partie de ce paragraphe pour calculer les arguments associés. 

En effet on :peut vérifier que dans l'étoile corrplétée au sens de (AEJ] , 

l'arc [ -S, S] 

(on note z 
0 

arbre, zi+ 1 
dynamique) 

passe par z q-1 et z 
0 

le point critique pour cet 

est 1' image de z . pour sa 
l 

Dans l'arbre en c, les images réciproques de [-B,S] passent dans les 

étoiles en Yu,-2)q+.9, et y(k- 1)q+.9, (1 < 9-< k) 

Dès lors, si on prend un point a 1 
a 1 évoluera pendant les k premières 

droite" quand on va vers x1 

sur l'arête menant en y1 , un accès à 

itérations corrrne un accès à x1 "à 

si y1 est "à droite" de l'arc de 

à y c'est-à-dire si 
kq-q-1 ' 

z est "à droite" du chemin de z
0 

à 

z 1 , c'est-à-dire si q- selon le bourgeon en 

conmence par un O, comrœ un accès à x 1 "à gauche" si 

un 1 : on remplace bien le premier chiffre de 

...-;-----+ 
zéro et par u1 ••• l\. si c'est un 1 • 

par 

a 1 considéré) 

On voit aisément que c'est de nouveau ce qu'il faut faire pour chaque série 

de k itérations. cqfd. 
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PROPOSITION 4. Si c 1 ;é 1 , 0 et W sont de part et d'autre de la courbe 

L = R(M,0+) U R(M,0_) U fo
1

} • 

Démonstration: En effet O et W sont placés par rapport à 1 L corruœ 4 
par rapport à un point c obtenu à partir de c 1 

0-
L'algorithme de la Proposition 3 montre que si e1 

2 

par bifurcation d'argument ~. 
0+ 

et 01 sont les représen-

2 

0+ 
o_ o_ O+ O+ 

tants dans ]O, 1[ de 01 et 
1 

, on a O< 0 < 01 < 0 1 < 0 < 1 , donc L sépare 

2 2 2 2 

bien de 1 aboutissement de RM(O). cqfd. C 4 ' 
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EXPOSE N° XIX 

SIMPLICITE DES COMPOSANTES HYPERBOLIQUES 

0 
THEOREME 1 . Pour toute composante hyperlx>lique W de 

Pw : W ~ D est un isorrorphisrre. 

M , 1' application 

On peut donner de ce théorème plusieurs démonstration. En voici les plans 

1ère démonstration. 

LEMME 2 (Gleason). Toute racine de Pk est simple. (~ est défini en [CH-6]). 

Dérronstration : Notons A 1 'anneau des z E a; qui sont entiers algébriques 

sur 7l • Le polynôme Pk est rronique, donc si Pk (c) = 0 on a c E A • Mais 

Pk(2) = (Pk_1 (2))
2

+2, d'où Pk = 2Pk_ 1 Pk_ 1+1 , et si c est racine de Pk, 

on a Pk (c) = 1 rrod 2A , donc Pk (c) ;z: 0 , cqfd. 

DÉMONSTRATION 1 DU THÉoREME 1 : Une composante W a un seul centre d'après 

[ CA - Proposition 1 ] et Posdronasvili. Ce centre est simple d'après le lerrJm2 2. 

2ème démonstration. 

A partir de la proposition 4 de [ CA] , on démontre : 

PROPOSITION 6. Soient w1 et w
2 

deux composantes hyperl:x:>liques, c 1 une 

racine de w
1 

et c2 une racine de w
2 

• Si c
1 

;z: c
2 

, ~ w
1 

n w
2 

= ~ , 

{c
1

} ou {c
2

} • 

Démonstration : Pour i = 1 , 2 
+ - . 

L.=R(0.)UR(0.)U{c.}. Ona L
1 i i i i 

, ci reçoit 2 rayons ~ 1(0:) et ~(0~). On pose 

n L2 = 0 , donc Œ-L1 U L2 a 3 cornposantes con-

nexes u
1 

, u2 , u
3 

avec au 1 = L1 , au2 = L1 u L2 , au
3 

= L2 • Si o E u
1 

on a 

W2cu3 U {c2} et w1 cU2 U {c1 ,c2} d'où w1 n W2c {c2} • Si O E 02 , on a 

w1 c 01 U {c1} et w2 c 03 U {c2} , d'où w1 n w2 = 0 • Si O E 03 on a w1 c 01 U {c1} 

et w2 cu
2

u{c
1

,c
2

}, d'où w
1

nw
3

=0 ou {c
1

}. cqfd. 
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COROLLAIRE. Le Théorème 1 • 

Car on ne peut avoir w1 = w2 et c 1 ~ c2 • 

3ème dénonstration. 

LEMME 3 (Sullivan). Soit c E W tel que p (c) ~ 0 • Alors p' (c) ~ 0 • 

La dénonstration utilise le théorème d'intégrabilité de Morrey-Ahlfors-Bers. 

Démonstration: Soit {a 1, ••• ,C\:} le cycle attractif de f • Le bassin de 
C 

0 
ce cycle est K , posons V = ~- {z 13n ~(z) = a1} • Soit E le quotient de V 

Alors E est de façon par la relation 
. n1 n2 

z1 ~ z2 ~ 3 (n1 ,n 2) f (z 1) = f (z 2). 

naturelle une surface de Riemann corrpacte de genre 1. Si 0 ·est une fonne de 

Bel trarni continue de nonne < 1 sur E , en notant x : V ---+-E 1' application 

canonique, êf = x* (0) prolongée par 0 est une fonne de Beltrami invariante par 

f , mesurable bornée de nonne < 1 donc intégrable. Si (JJ : CC ---+- CC est tel que 
C 

: = êf , l 'application <.po f c o(JJ -
1 : CC ---+-CC est holorrorphe (parce que a est 

invariante par f) et propre de degré 2, 

affineiœnt conjugué à un 

rapport des périodes de 

p ~ 0 ( p) de façon que 

c ~ p (c). cqfd. 
w 

2 
z i---+ z +c (0) • 

(E,o). On peut 

p ~ c(o(p)) 

c'est donc un polynôme de degré 2, 

On a c(0) =c, et IDg p (c(o))/2iTT = 
w 

choisir une application continue 

soit une section continue de 

DÉMONSTRATION 3 DU THÉORÈME 2: Le lernme 4 et le lernme 2 montrent que p :w---+-D 
w 

est un revêtement. Comme D est simplement connexe il est trivial. cqfd. 

Pour une 4e dénonstration, variante de la précédente évitant le lemme de 

Gleason, voir l'exposé du Séminaire Bourbaki de Novembre 82. 
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EXPOSE N° XX 

NERVURES 

Nous donnons d' abord une méthode pour étudier un compact plein co::nexe 

localement connexe de C . Le compact M est connexe et plein, mais on ne sait 

pas montrer qu'il est localement connexe . Nous verrons cependant que, par son 

aspect combinatoire, la méthode que nous proposons peut lui être appliquée. 

1 . POINTS EXTREMAUX. 

Soit K c C: un compact connexe plein localement connexe, et choisissons 
0 

un centre pour chaque composante connexe de K . Pour x et y E K , on note 

[x, y J K l' arc réglementaire de x à y , et si x 1 , ... , xn sont des éléments de K , 

on note [x 1 , ... , xn J K l' enveloppe réglementaire de {x 1 , ... , xn} (cf. [CC)) • 

Notons yK le lacet de Carathéodory 1f' ➔ ô K . Pour x E K , les points 

-1( de y K x) sont les arguments externes de x . 

PROPOSITION 1 et DEFINITIONS. Soit x E K . Les conditions sui vantes 

sont équivalentes 

(i) x E ôK et K - {x} est connexe. 

(ii) x a un argument externe et un seul. 

(iii) On ne peut pas trouver deux points y, z E K - {x} tels que x E [y, z ]K . 

Si x satisfait à ces conditions, on dit que x est un point extrémal de K . 

Démonstration . a) (non (i)) => (non (iii)) : Si x appartient à une compo-
o 

sante connexe U de K , on peut trouver y et z E ô U tels que x E [y, z J . Si 

K - {x} n' est pas connexe, on prend y et z dans deux composantes connexes 

différentes de K - {x} ; alors x E [y, z J . 
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0 

b) (non(iii)) ~ (non (ii)) : Si x E K , il n' a pas d' argument externe. Si 

x E à K et x E J y, z [ K , il y a 2 accès à x relativement à l' arbre [y, z JK 

(cf. [AEJ]), donc x a au moins 2 arguments externes. 

c) (non (ii)) ) (non (i)) : Soient t et t' deux arguments externes de x 

et L = R(K,t) LJ6l,(K,t') U {x} . On peut trouver s E [t,t' J et s' E [t' ,t) tels que 

y = y (s) -:fa x et z = y (s') -:fa x (un lacet de Carathéodory n' est jamais constant 

sur un intervalle} . Alors, y et z sont de part et d' autre de L et x E [y, z ]K . 

Cqfd. 

2. NERVURES DE K . 

Mêmes hypothèses sur K . Soit (an)nElN une suite de points extrémaux 

de K . On note t l' argument externe de a , et on suppose que t0 = O • n n 

On pose Hn = [ a0 , ... , an JK ( t) . Pour chaque n , Hn est un arbre topologique 

fini, et pour n ~ 1 on peut écrire Hn = Hn_ 1 U [ dn, an ]K , avec 

H 1 (î [dn,a J = {dn} . Ceci détermine d E K . n- n- n 

On note h(tn) et on appelle nervure d'argument externe extrémal tn , ou 

nervure d'extrémité 

l'origine de h ( tn) , 

a , l ' arc réglementaire [ d , a ]K . Le point d s ' appelle n · n n n 

et h*(tn) == ]dn,an]K = [dn,an]K - {dn} est appelé la 

nervure stricte d'extrémité a . Pour x et y E K , nous dirons que y est n 

après x et nous écrirons x s y si x E [a 0 , y ]K . 

Nous allons définir, pour tout x E K , deux nombres arg (x) et arg (x) 
- + 

• 
de [ 0, 1 ] . Pour t E 'Ir , notons t le représentant de t dans [ 0, 1 [ . 

( t) Si a0 E à U 
O 

, où U 
O 

est une composante de K. (nécessairement unique puisque 

a0 est extrémal), on prend pour H0 le rayon interne de U 
O 

d'extrémité a0 et 

non l ' ensemble { a0 } . 
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Si x E èlK - {a
0

} , on pose arg (x) = inf t et arg (x) = sup 
1 

t . 
- tEyK 1(x) + tEyK (x) 

Si x = a0 , on pose arg (x) = O et arg (x) = 1 . 
- + 

0 

Si x est le centre d' une composante U de K , l' arc [ a0 , x JK coupe 

èl U en un point unique y = '1Tu(a0) (projection de a0 sur Ü), et arg_ (y) et 

arg+(y) correspondent à 2 accès à y relativement à [a 0 ,x]K . On prend pour 

arg_ (x) le plus grand des t pour t argument externe de y dans le même accès 

que arg_(y) , et on définit arg+(x) symétriquement. On a donc : 

0 $; arg_(y) $; arg_(x) < arg+ (x) $; arg+ (y) $; 1 . 

Si x appartient à U sans en être le centre, notons x0 le centre de U 

et soit [x0 ,x
1 

JK le rayon interne de Ü passant par x . On pose : 

arg± (x) = arg± (x1) si x 1 -:f 1T u(a 0) , 

et = arg± (xJ si x 1 = 110 (a0) . 

Dans tous les cas, on note I(x) l'intervalle [arg (x), arg (x) J . 
- + 

On définit également les arguments associés à x . 
. 

si x E èl K - {a0 } , les arguments associés à x sont les t , où t est un 

argument externe de x . 

Si x = a0 , ce sont O et 1 . 
0 

Si x est le centre d'une composante U de K , ce sont les arg_(y) et 

les arg/y) pour yE èlU- {rru(a0)}, ainsi que arg_(x) et arg+(x). 

Si x appartient à U sans en être le centre, les arguments associés à s 

sont arg (x) et arg (x) . 
- + 

Pour tout intervalle I c [ O, 1 J contenant l' un des t , · on appelle n . 
chef-lieu de I le nombre tn(I) , où n(I) est le plus petit n tel que tn E I 

(je n I ose pas dire "centre" de peur qu I on croie que c I est le milieu). 

PROPOSITION 2. Soient n E IN et x E K On suppose que x E OK ou que 
0 

x est le centre d I une composante de K . 
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a) On a x E h * (t ) si et seulement si t est le chef-lieu de I(x) . 
n ------- n 

b) On a x E h ( t ) si et seulement si t est le chef-lieu d I un intervalle 
n -------- n 

de la forme [ 0' , 011 J , où 6' et 611 sont des arguments associés à x . 

Démonstration. Posons 6 ± = arg± (x) ; soit x 1 le point d' aboutissement 

commun de 6t, (K, 8 ) et 6l. (K, 8 ) (qui est x si x E ô K) . Si x appartient à une 
- + 

0 

composante U de K , notons x
0 

son centre, et si x E ô K on pose x
0 

= x . 

On pose L = 6t, ( 6 ) U &t ( 8 ) U {x 
1 

} . 
- + 

* (a) Cas x
1 

= a0 . Avec les conventions prises, on a x Eh (tJ = h(tJ . 

Or I(x) = [o, 1] , et le chef-lieu de [o, 1 J est O = t
0 

. 

( a) x 
1 

-/:. a0 , < . L est homéomorphe à 1R , et C - L a 2 composantes 

connexes V O et V 
1 

, V O :::i &t (K, 0) • Par définition du chef-lieu, on a 

ai E V O pour i = 0, ••• , n-1 , et an E V 
1 

U {x 
1 

} • Comme dn E Hn_ 1 , on a 

dn E V O U {x 1 } . 

Si d = x
1 

, soit t. tel que i < n et a. ::::: x
1 

; on a t. E I(x
1
) , donc n 1 1 1 

I(x 1) -/:. I(x) , ceci n'est possible que si x = x0 centre d'une composante U , et 

dans ce cas x E ]x 1 , an] . 

Si dn t-x 1 , on a dn E V O , 

déduit que X E ]d ,a ] . - n n 

et x 1 E J d , a J , et dans chaque cas on en · n n 

(a) x 1 -/:. a0 , ) . Gardons les définitions de L , V O et V 1 . On a an z: x . 

On en déduit que an E V 1 U {x1} , d'où tn E I(x) . Pour i < n , on a 8i t x . 

On en déduit que ai E V
O

U {x
1

} • On ne pourrait avoir ai= x 1 que si x0 > x
1 

, 

mais dans ce cas x 1 n' est pas extrémal, donc nécessairement ai t x 1 , ai E V 0 
et t. f I(x) • Par suite, t est le chef-lieu de I(x) • 

1 n 

(b) <= . Posons L' = 6t(6') U ~(6 11
) U [x;,x'~JK, où x; et x~ sont les 

points d'aboutissement de O\' ( S') et ~ ( 611) respectivement. Notons V~ et V; 

' les composantes connexes de C- L' , avec V O 3 6t (0) . On a tn E [6 1 ,6 11 J , d'où 
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1 ., li d( l 1 an E V 
1 

U tx 
1 

, x 
1 

} • Pour i < n , on a \ ,-.. 6' , 811 
_, , d I où ai E V 0 

. Par 

suite, d E v
0
' U {x

0
} , et dans chaque cas on en déduit x E [d ,a J n n n = h(t ) . n 

(b) ;) . Si x E ô K , soient El' et 611 des arguments externes de x 

dans des accès à H tels que parmi les points a0 , .•. , a , seul a soit entre n n n 

6Y,(81 ) et 6Y,(8") • Alors, t E [0', 811 J , t. f [81 ,6 11 J pour i < n et t est le 
n 1 n 

chef-lieu de [e' , 011 J . 
0 

Supposons que x appartient à une composante U de K , de centre x0 • 

Notons y le point où [x,an] coupe ôU . Si x f. Jx 0 ,7TU(aJ] , on prend 

8 1 = arg_(y) et 811 = arg+(y) . Si x E ]x
0

,1TU(a
0

}] , on prend 8 1 = arg_(xJ 

et 0"=arg+(xJ.• Danschaquecas,ona tif[8 1 ,8 11
] pour i<n, etona 

tn E [ 8' , 611 J car tn 2: y dans un cas et tn 2: 'ITU(aJ dans l'autre. Donc, 

t est le chef-lieu de [ 8' , 811 J . n 

3. NERVURES COMBINATOIRES. 

Cqfd. 

Dans l I ensemble de Mandelbrot M , définissons une partie dénombrable : 

on note .190 (resp. ~ 1) l'ensemble des centres (resp. des racines) des composantes 
0 

hyperboliques de M. Notons .)!)2 l'ensemble des points de Misurevicz , et posons 

~ = .190 U ~1 U .192 • 

Nous allons définir pour chaque c E .19 les arguments(combinatoirement) 

associés à c . 

Si c E ~2 , le point c a dans Kc un nombre fini d I arguments externes 

(qui sont des rationnels à dénominateur pair). Ce sont les arguments associés à c . 

Le plus petit et le plus grand sont notés arg (c) et arg (c) . 
- + 

Si c E .191 , soit a 
1 

le point périodique indifférent attirant la composante 
0 

U 1 de Kc contenant c . Les arguments associés à c sont les 2 arguments 

externes de a: 1 correspondant aux interpétales adjacents à U 
1 

. Le plus petit 

(resp. grand) est noté Arg (c) (resp. Arg (c)) . 
- + 
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0 

Si c est le centre d' une composante hyperbolique W de M , les 

arguments associés à c sont les arguments associés aux points de èl W d' argument 

interne rationnel (qui sont des points de .l9
1
) . Le plus petit et le plus grand sont 

respectivement Arg_(c
1
) et Arg+(c

1
) , où c

1 
est la racine de W • Nous poserons 

Arg (c) === Arg (c
1
) et Arg (c) === Arg (c

1
) . 

- - + + 

Si c E ~
1 

U .l92 , pour tout argument 6 associé à c , le rayon externe 

~ (M, 8) aboutit en c . 

k On note (tn) la suite des nombres de [ 0, 1 [ de la forme p/2 , ordonnés 

par k croissants et pour chaque k par p xroissants, de sorte que : 

avec 2n+1 k 
=== 2 +p 

Remarques. 1) Le fait de choisir pour chaque k l I ordre des p croissants n I a 

aucune importance pour ce que nous voulons faire, car l I ordre sert à définir les 

chef-lieux des intervalles de [O, 1 [ . Mais chaque intervalle I c [O, 1 [ qui 

contient un point de la forme p/2k (en particulier tout intervalle non réduit à un 

point) en contient un seul avec k minimum. En effet, si p/2k E I et p' /2k ~ I , 

avec p et p' impairs et p' > p , P
2
t 1 E I , mais cette fraction se simplifie. 

2) Pour tout n > 0 , notons an le point d' aboutissement de Dl, (M, tn) . Le 

polynôme fa est tel que O tombe en un temps fini sur le point fixe J3 (an) 
n 

d' argument externe O • En particulier, an E .l92 , et il y a un seul argument 

associé à an , à savoir tn . On obtient ainsi une bijection de { tn} n> 0 sur 

{c \(3 k) ,fi+1(o) ===/He)} • [Cela résulte de [ AREMAR] • 

On a a0 === 1 / 4 E ~ 1 . 

On pose I(c) === [8 (c),8 (c)] 
- + 

On définit la nervure combinaroire N(tn) et la nervure combinatoire stricte 

N*(t ) par : n 
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N*(tn) = {c E J9 \ tn est le chef-lieu de I(c)} 

N(tn) = {c E J9 \ (3 El' , 811 associés à c) t
0 

est le chef-lieu de [ 81 
, 811 J} 

Remarque : Si, comme on l'imagine, M est localement connexe et tout point 

c E J9
1 
U J9

2 
n I a pas d I autre argument externe dans M que ses arguments combi

natoirement associés, on a: N(tn) = h(tn)n~ et N*(tn) = h*(tn)n.l9 en vertu 

de la proposition 2 . 

4. ORDRE SUR J9 • 

Pour c E J9 , posons I(c) = [Arg_ (c) ,Arg+(c) J . Nous écrirons c < c I si 

I( c) # I( c 1 ) ou si c est la racine et c' le centre d'une même composante hyper
o 

bolique de M . Nous écrirons c ::; c' si c < c I ou c = c' . On définit ainsi 

un ordre sur J9 • 

PROPOSITION 3. Soient c et c I dans J9 • On a I(c) :::::i I(c 1 ) ou I(c 1 ) c I(c) 

ou I(c) n1(c') =p. 

Démonstration. Si c est le centre d I une composante hyperbolique W , 

notons c 1 la racine de W ; posons c 1 = c si c E ~1 U J92 . Si c n I est pas 

extrémal (t), l(c) = R(M,0_(c)) UR(M,f\(c)) U {c1} est homéomorphe à 1R, 

et C - J: ( c) a 2 composantes connexes V 0(c) et V 1 ( c) ( on convient que 

R(M,O) c v 0(c)). Si c 1 = c; , on a I(c) = I(c') . Sinon, on a S:(c) ni(c') == p, 

d 1où V,{c)~V,(c') ou V,{c)~V(c') ou v 1(c)nv 1(c')=P, d'où la conclusion. 

Cqfd. 

COROLLAIRE 1 . Dans 11 ensemble ordonné fJ , toute partie majorée est tota-

lement ordonnée . 

(t) Si c est extrémal ou c = O , I(c) est réduit à un point ou c = (o, 1 J . 
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Démonstration. Soit X une partie majorée par un point ê . Pour c et c' 

dans X, on a I(c)::) I(ê), I(c')::) I(ê), donc I(c) nI(c') I= ~, d'où 

C :S C I OU C 1 :5 C • 

* COROLLAIRE 2. Pour tout n I= 0 , l'ensemble N (tn) est un ensemble totalement 

ordonnée, dont an est le plus grand élément . 

Remarque: N(a) = N*(o) = { 1/4,0} avec a0 = 1/4 , O > 1/4 

PROPOSITION 4. Soient c et c deux éléments de N( t ) avec ê' E N( t ) - N * ( t ) n - n n 

alors c :S c . -
Démonstration. Si c est extrémal, c = t et c < c . On suppose c non n 

extrémal. Soient B' et 811 des arguments associés à c tels que tn soit le 

chef-lieu de [ 6' , 611 J . On définit s, ( 6' , 811
) de la façon sui vante : 

Si cE~
1

U~
2

, on pose S, ( 8 1 , 811) = ~ (M, 6 1 ) U ~ (M, 811) U { c} • 

c E ~O, 
1 

et Il 
les points d' aboutissement de \y, (M, e' ) Si notons c

1 c1 et 

' Il 
~(M,8 11) • On a c

1 
et c

1 
E ô W , où w est la composante de centre c . 

. 1 Il (8 ) ( e ) ( 0 ) l · S1 c 1 = c 1 , on pose S, ' , 611 = ~ M, ' U ~ M, Q" U c 
1 

. Srnon, on pose 

s, ( e' ' 611
) = D'G (M' 6' ) u ~ (M' 611

) u [ C 'C; J w u [ C' C ·~ J w . Dans tous les cas' s, ( a 1 
' 811

) 

est homéomorphe à lR , et C - s., ( 8, 8' ) a deux composantes connexes V 0( 8, a') 

et V 1 (a' a 1 ) ' avec Q (M' 0) C V 0( 8' e 1) • 

On a V 1 ( 6, e' ) n V 
1 
(ê) -/, ~ , car ces deux ensembles contiennent ri (M, tn) , 

et V/ 8' , 811
) r' V 1 ( ê) car I ( c) contient un tn, avec n' < n et [ 8' , 811 J non . 

Si c
1 
t c;,c'~, on a S.,(61 ,6 11

) ns.,(c) = ~, d'où V/6' ,6 11) c v 1('è1 et c:S c. 

Si on avait c 1 = c; I= c 1 , on aurait V,{c) c V/8' ,6 11
) 

~ l Il ce qui n I est pas le cas. Si on avait c
1 

== c
1 

= c
1 

= c
1 

, on aurait 

V,( 6' , 811
) == V/ ê) , ce qui est impossible. On est donc dans le cas 

~ _j_ ' li ~ c 
1 

r= c 
1 

, c 
1 

, et on a c :S c . Cqfd. 
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COROLLAIRE et DEFINITION. L'ensemble N(t ) - N*(t ) a au plus un point. n n 

S'il a un point, c'est le plus petit élément de N(tn) , on dit gue c'est 11 origine 

de la nervure N( t ) . n 

Nous montrerons -c 1 est le théorème principal de la théorie des nervures

que toute nervure N(t } a une origine. n 
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EXPOSE n° XXI 

ARBRE DE L'ORIGINE D'UNE NERVURE DE M 

1 . ARBRES DE HUBBARD ABSTRAITS. 

Nous appelons arbre de Hubbard abstrait un arbre topologique fini H , 

muni d' une suite finie prépériodique (xn) de points, et d' une classe d'isotopie 

de plongements H ➔ C (ou ce qui revient au même d I un ordre cyclique sur les 

brins aux points de branchement) , satisfaisant aux conditions sui vantes 

(i) Toute extrémités est l'un des (xi) ; 

(ii) H coupé en x0 a au plus 2 composantes 

(iii) Il existe une application continue F : H ➔ H injective et préservant 

l'ordre cyclique aux points de branchement sur chacune des composantes de H 

coupé en x0 , et telle que F(x.) = x. 1 pour tout i . 
1 1+ 

L' application F est déteminée de façon unique, à isotopie laissant fixe les 

points remarquables près . 

Un arbre de Hubbard abstrait est dit périodique ou strictement prépériodique 

suivant que x0 est périodique ou strictement prépériodique pour F 

L I arbre de Hubbard d' un polynôme f : z ➔ z2 + c tel que O soit prépério

dique a un arbre abstrait sous jacent. 

Etant donné un arbre de Hubbard abstrait H , on peut définir Arg_ {H) et 

Arg+ (H) , ainsi que les arguments associés à H , par les algorithmes décrits 

en [AEJ] , en [N] et en [CA] • 
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2. RESULTATS ET NOTATIONS. 

Soit r E ~/Z un élément de la forme p/2k . Nous avons l'intention de montrer 

que la nervure combinabire N( r) de M a une origine dans ~O U ~2 . 
V 

Dans cet exposé, nous allons construire un arbre abstrait H ayant des 

" . ~ propriétés telles que, s I il est l' arbre d' un point c E f} 0 U 'J) 2 , le pornt c est 

l'origine de la nervure N( r) . 

V 

THEOREME. Il existe un arbre de Hubbard abstrait H ayant les propriétés 

suivantes : 

a) T appartient à I(H) = [Arg (H) ,Arg (H)] sans en être le chef-lieu. 
- + 

" b) Il existe deux arguments e' et 8" associés à H tels que r soit le 

chef-lieu de [ 81 , 8" J . 

k k Dans la suite, on fixe r = p/2 (avec k 2:: 1 , p impair, 0 < p < 2 ) . 

Soit c = a,. le point d I aboutissement de ~ (M, r) . On pose f = f c : z t-+ z2 + c , 

K = Kc , H = He (arbre de Hubbard de f) , /3 = f3 c (point fixe de f d I argument 

externe 0) . On a fk(c) = fk+1(o) = {3 , fk-1(c) = -/3 , le compact K est plein, 

connexe, localement connexe et d'intérieur vide. Pour x et y dans K , on 

note [x, y J l' arc de x à y dans K ; plus généralement, pour toute partie finie 

A de K , on note [A] 11 enveloppe connexe de A dans K . On pose xn = l(o) . 

Si X est un arbre et z E X , on note 1.1 x(z) le nombre de brins de X en z . 

J. RANG D'UN POINT DE K . 

Pour z E K , on pose rg(z) = inf {r I fr(z) E [/3 ,-/3 J} . On a donc 

rg(z) = 00 si (V r) fr(z) ~ [/3,-/3] , et rg(z) = 0 si z E [fi,-/3] . Si rg(z) > 0, 

on a rg(f(z)) = r2:(z) - 1 . On a rg(c) = k-1 . En effet, fk-1(c) = -!3 E [,8 ,-,8] , 

et si k 2: 2 , fk- 2(c) E f-1(,8) ; c'est un point extrémal de K distinct de {3 et -{3 , 

donc n' appartenant pas à [.B , -{3 ] • 
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Remarques. 1) Si rg(z) = r > 0 , on a fr(z) E [0,-,8 J . En effet, 

f ( [p , 0 J ) = Ls , x J :::, [,8 , 0 J . Par sui te, f- 1 ( [p , 0 J ) c [ 0, ,8 ] U [ 0, -,8 ] = [,8 , -,8 J , 
et si fs(z) E [0,,8 J avec s > 0, on a fs-1(z) E [ft,-,8 J et s > rg(z) • 

2) Si rg(z) = r , le point z a deux arguments externes t et t' dans 

, t 1 1 ' K , admettant en base 2 des developpements t = . e: 
1 

e 2 • • • e: n • • • , = e: 1 e: 2 · • • 

tels que 1\ = e: ~ pour i::; r , e:~+1 I e:r+1 (éventuellement t = t' , mais avec 

2 développements différents) . En effet, un point de [,B, -/3 J a deux arguments 

externes t = . 0 . . . et t' = . 1 . . . , et cela caractérise les points de [,8 , -,B J , 
et les arguments externes de f (z) s'obtiennent à partir des arguments externes 

de z par multiplication par i , ce qui se traduit sur 11 écriture en base 2 par 

la suppression des i premiers chiffres. 

4. L'ARBRE Z . r 

Pour tout r E l\l , on note Z l I ensemble des z E K tels que rg(z) ::; r . r 

PROPOSITION 1. L'ensemble Zr est 11 enveloppe connexe dans K de c(r+ 1)(,B) • 

Démonstration par récurrence sur r . On a z
0 

= [/3, -/3 J = [f-1(,B)] . 

Mettons K sous la forme K U K , avec K n K = {O} , K_ = -K+ , et pour 
+ - + -

toute partie A de K posons A = An K , A = An K . L'application f induit 
+ + - -

un homéomorphisme de (f- 1 (Zr))+ sur Zr et de même pour (f- 1 (Zr))_ . Si 

Zr= [C(r+ 1)(,8)] , on a (C\zr))+ = [ (C(r+ 2\s))+] , et de même avec -

Pour toute partie finie A de K contenant ,8 et -/3 , on a 

[A] = [A+] U [A_] U [,8,-,8] . Par suite, 

[f-(r+ 2)(,8) J = [C1{zr) ]+ U (f-\Zr))_ U [p ,-.B] = t-\zr)U[,8,-,8] = z 
1

. r+ 

Cqfd. 
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COROLLAIRE. Pour tout r , 11 ensemble Z est un arbre topologique fini. r 

PROPOSITION 2. Pour r E N , 11 ensemble Zr+ 1 - Zr ne contient aucun point 

de branchement de Zr+ 1 . 

Démonstration par récurrence sur r . Puisque O E z
0 

, f induit une 

application localement injective Z 1 - z
0 
➔ z

0 
• Or, z 0 = [ -/3 ,/3 J n'a pas de 

point de branchement. Donc, Z 
1 

- z
0 

n I a pas de point de branchement. Pour 

chaque r 2 1 , l' application f induit une application localement injective de 

Z 1 - Z dans Z - Z 1 . On voit alors par récurrence que Z 1 - Z n' a r+ r r r- r+ r 

pas de point de branchement. Cqfd. 

PROPOSITION 3. Pour r 2: k-1 , on a f (Z ) c Z . 
-- r r 

Démonstration . Pour tout r E 1N , on a f (Z ) c Z 
1 

U f( [,B, -/3 J ) = r r- -

=Zr_ 1 U[j3,x 1], et Zr_ 1 czr. Maissi r2: k-1, ona [13,x
1

Jczr, 

d I où f (Z ) C Z . 
r r 

5 . LE POINT y 
1 

• 

Cqfd. 

On a x 1 E Zk_ 1- Zk-Z puisque rg(x 1) = k-1 . Notons y 1 la projection de 

x
1 

sur Zk-Z, c'est-à-dire le premier point (en partant de x
1
) où l'arc [x

1
,o] 

rencontre Zk-Z . 

n-1( ) On pose y n = f y 1 . 

PROPOSITION 4. Le point y 1 est un point de branchement de Zk_
1 

. 

Démonstration. Pour z E K , si z -=}. 0 et si f (z) est extrémal dans K , 

z est extrémal. Comme /3 est extrémal ( [AEJ J , § 3, lemme 1), si fn(z) = f1 

et Ï(z) -=}. 0 pour O s; i s; n , le point z est extrémal. En particulier, si fk(z) = p, 

z est extrémal dans K . 
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Or y
1 

n'estpasunpointextrémalde Zk_
1 

puisque y
1 

E x
1 

[cJiS,x
1

[. 

Donc fk(y 
1
) t-/3 , et y 

1 
n'est pas non plus un point extrémal de Zk_ 2 . Il y a 

donc au moins deux brins de Zk_
2 

en y
1 

, et [y
1

,x
1
J est un brin de Zk_

1 
en 

y 
1 

, distincts des précédents puisque [y 
1

, x 
1 
J n Zk_

2 
= {y 

1
} par définition de y 

1 
• 

Cela fait donc au moins 3 brins de Zk_ 1 en y 
1 

. Cqfd. 

COROLLAIRE . Le point y 
1 

est prépériodigue pour f • 

Démonstration. Le point x1 = f (0) est un point extrémal de Zk-l . Par 

suite, 0 n'est pas un point de branchement de Zk_ 1 , et si z est un point de 

branchement de Zk-l (avec vk_,(z) brins, vk_,(z) ~3), il en est de même de 

f (z) (avec vk_
1
(t(z)) 2:: vk_

1
(z)). Comme le nombre de points de branchement de 

Zk_
1 

est fini, tout point de branchement est prépériodique. Cqfd. 

Puisque t-\x
1
} = {O}, l'ensemble C1{[y

1
,x

1
J) est un arc [ô,-ô]. 

Les points ô et -ô sont les points de t- 1 (y 
1
) • L' arc ouvert ] ô, -0 [ ne 

contient aucun point de branchement Zk- l , puisque f ( J-ô, ô [) = ]y 
1 

, x 
1 
J , et 

que cet arc, contenu dans Zk-l - Zk_ 2 , ne contient aucun point de branchement 

de Zk- l (proposition 2) . 

En particulier, ( './ n), y f_ J ô, -ô [ . 
n 

Nous allons maintenant définir un point y 
O 

: Si y 
1 

est périodique de 

période k , on a y k = ô ou -ô . On pose alors y O = y k . Si y 
1 

est strictement 

prépériodique, on a y n , { ô, -ô} pour tout n , on prend pour y 
1 

11 un quelconque 

des points ô ou -ô . 

1/ 
6. L'ARBRE H . 

v' 
On note H l'enveloppe connexe des (y ) > 0 dans Zk (ou dans K ce 

n n-- î -1 

qui revient au même) . 
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Démonstration. Soient (Zk_ 1) + et (Zk_ 1) _ les composantes de Zk_ 1 
'I V 

coupé en O , et posons H = H n (Zk 
1
) , et de même pour H • L'ensemble 

+ - + -

H + est 11 enveloppe connexe des (y n)nE J\ , où J\ + = {n \y n E (Zk_ 1) +} , et éven-
+ 

tuellement de O • Alors, 

V V 

f(H) c [{yn+1}nEJ\ ,x1] ' f(H_) c [{yn+1}nEJ\ ,x1] ' 
" + V 

et f (H) c [ {y n}, x 
1 
J = H U [y 

1
, x 

1
] • 

La deuxième assertion résulte du fait que J y 
1 

, x 
1 
J ne contient aucun point 

de branchement de Zk_ 1 , donc aucun des y n . Cqfd. 

Remarque. On peut montrer, en utilisant le fait que f est sous-hyperbolique, que 

~ ~ ~ 

:~H)f -( :~m~:• ~ 1 ~ , - s;Ya 1 H - ;~ 1 ) , ce qui se proœti t si y 1 est un point fixe 

\z=4 
V 

PROPOSITION 7. Le point y 
1 

est un point extrémal de H . 

., 
Démonstration. On écrira v (z) pour v8(z) • 

Si y 
1 

est périodique de période K , on a : 

v (y 1) :5 v (y 2) :5 • • • :5 't, (yk) S v (y 
1
) + 1 en vertu de la proposition 6 

V 

et du fait qu'aucun des y. n'est O. Or H a au moins une extrémité. On a 
1 

donc : '!, (y 
1
) :5 1 . 

Si y 
1 

est strictement prépériodique, on a 

~ V ~ V 
v(y 0) - 1 ~ v(y 1) :5 v(y 2) :5 •• • • Or H n'est pas réduit à un point, 

il a au moins 2 extrémités, d'où i {y 
1
) = 1 . Cqfd . 

..., 
7. CONDITION DE HUBBARD POUR H . 

V 

L'arbre H est muni de la topologie et du plongement dans C induits par 

ceux de K (ou de Zk_ 1 , ou de H) , et des points {y n) . 

V 

PROPOSITION 8. L I arbre H est un arbre de Hubbard abstrait. 
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Démonstration. La condition (i) de la définition du §2 résulte du fait que 

-/ v V 
H est 11 enveloppe connexe des y i . On a v (y 0) s li (y 

1
) + 1 s 2 , d I où (ii). 

Nous allons montrer qu'on a la condition (iii) . 

" Posons f = p o f , où p : Zk_ 1 ➔ Zk_ 1 coihcide avec 11 identité sur 
,f V V 

Zk_
1

-Jy
1

,x
1
J, etapplique [y

1
,x

1
] sur y

1
. Ona f(H)cH envertudela 

" proposition 6, et f (y n) = y n+ 1 pour tout n . Malheureusement f est constante 

sur [ ô, -ô J = [y 0 , -y 0 J . 
V ~ 

Si Hn]y 0 ,-y 0 ] =0 (cequienfaitneseproduitquesi H=y
1
), f est 

" \/ injective sur H et H est un arbre de Hubbard abstrait. On suppose maintenant 

que cette intersection est I= ~ , d'où [y 
0

, -y 
0 
J c H . Dans le cas périodique 

V 

comme dans le cas prépériodique, le point - y O n'est pas un point marqué de H . 
.., V 

On a v (-y 0) < li (y 
1
) + 1 s 2 , donc c'est un point ordinaire ou une extrémité. 

Mais, si c'était une extrémité, ce serait un point marqué. C I est donc un point 

ordinaire ( v = 2) , i.e. un point non remarquable. Soit ex. le premier point 

'1/ 
remarquable après -y 0 en venant de y 0 • L'application f l [ a, y 

0 
J est injective 

sur [cx.,-y0J et constante sur [-y 0 ,y 0 ] • 

If V 
On peut trouver une application continue F : H ➔ H qui coîhcide avec 

V ~ 

f ( donc avec f) sur H - J ex. , y O [ , et au voisinage de ex. , et qui est injective 
V V V 

sur [cx.,y
0
J avec F([O!,y

0
]) = f([O!,+y

0
]) = f([O!,-y

0
]) . Comme f est injective 

V 

sur chaqune des 2 composantes de H - J-y 0 ,y 0 [ , l'application F est injective 
V 

sur chacune des composantes de H coupé en y 0 • On a bien sûr F(y n) = y n+ 
1 

V 
pour tout n . Par suite, H est un arbre de Hubbard abstrait. Cqfd. 

8. ARGUMENTS EXTERNES DE y
1

. 

PROPOSITION 9. a) Si y 1 est strictement prépériodique, les arguments externes 
V 

de y 1 sont les mêmes dans H et dans H . 

., b) Si y 1 est périodique, tout argument externe de y 1 dans H appartient à 

I(H) = [Arg _ (H) , Arg+ (H) J . 
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c) Si y 
1 

est périodique, les arguments dans H des accès à y 1 adjacents 

à [y 
1

,x
1 
J sont associés à H • 

rv ~/ _ A rv rv 

Démonstration . Posons H = H U [,8, -/3 J • L' application F : H ➔ H qui 
'V ,.,. V 

coihcide avec F sur H et avec f ( et f) sur [,B , -/3 J - H est injective sur 

chacune des composantes de H coupé en y 
O 

, prolonge F et applique /3 et -/3 

sur /3 • Par suite, H n' est autre que 11 arbre obtenu en complétant H ( cf. [ AEJ ]) . 

a) L I orbite directe de y 
1 

ne rencontre pas [ ô, -ô J , donc au voisinage 

de chacun de ses points, F coihcide avec f . L' arbre H qu'on obtient en 

~ faisant bourgeonner H , comme indiqué en [AEJ J ~aragraphe 4) s'identifie 
~ 

â un voisinage de H dans H . Si ; est un accès a y , relativement â H , 

~ 
ou à H ce qui revient au même, les fn(;) et Fn(;) coihcident, donc les chiffres 

du développement en base 2 sont les mêmes pour les arguments de ; relativement 

" à H et H . 

b) Notons e 11 ensemble des arguments externes de y 
1 

dans H 

(i.e. dans K) . Notons 0 et 0 le plus petit et le plus grand élément de e , 
- + 

et soit 0 E e . Soit x la période de y 1 , et pour tout t E [o, 1 [ muni d'un 

développement en base 2 soit e:.(t) le i-ème chiffre après la virgule de ce deve-
1 

loppement. 
V v V V 

Les arguments 6 = Arg (H) et 6 = Arg (H) sont caractérisés par le 
- - + + 

V 

fait qu'ils ont un développement périodique de période x , avec e:.(0 ) = e:.(0 ) et 
1 - 1 -

V SX 
e:.(0 ) = e:.(6 ) pour 1$ i $ x . Pour chaque s E 1N , on a 2 6 E 0 , donc 

1 + 1 + 
( • e: 

1 
( 6) , ... , e: ( 0)) est compris entre 

sx+ sx+x 
~ 

(. e: 
1 
( e ) ... , E: ( 0 ) ) . Par suite 6 ::; 0 ::; 

sx+ + sx+x + 

( · e: 
1 
( 6 ) . . . , e: ( 6 ) ) et 

sx+ - sx+x -
v 
e 
+ 

c) Soit x la période de y 1 . Posons q = z;Z (y 
1
) et définissons p

1 k-1 
par la condition que le brin [y 

1
,x

1
] est le p

1
-ème après [y 

1
,,(3] en tournant 

dans le sens direct. Soit z 
1 

un point sur ] y 
1 

, x 
1 

[ voisin de y 
1 

, posons 

z = fn-1(z
1
) pour n::; xq+1 . Le point z 

1 
est-aussi sur ]y

1 
,x

1 
[ . 

n xq1+ 
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" Notons H 
1 

11 enveloppe connexe de {z 1, ... , zx q} dans Zk_ 1 . Définissons a 

comme dans la démonstration de la proposition 8 . On peut construire F 
1 

: 

F 1 : Zk_ 1 ➔ Zk_ 1 coihcidant avec f sur Zk_ 1 - J y O, cit [ , ainsi que sur chacun 

des [y. , z. } pour O s i s x -1 et q tel que 1 s i +sq s k q-1 , avec 1 1+sq 
\I' 

F(zx q) = z 
1 

, et F injective sur chacune des composantes de H 1 coupé en 

zü = zxq . 

" L I arbre H
1 

est un arbre de Hubbard abstrait, qui s I identifie à 11 arbre 
V 

obtenu à partir de H par bifurcation d'argument p/ q
1 

. Comme en (a), les 

arguments de x 
1 

sont les mêmes dans H et dans 

adjacents à [x
1 

,z 1 j (i.e. à [x 1 ,Y 1 ]) sont donc 
V 

sont associés à H . Cqfd. 

9. DEMONSTRATION DU THEOREME. 

V 

H 1 . Les arguments des accès 
V V 

Arg_(H 1) et Arg+(H 1) , ils 

Notons 8 et e + le plus petit et le plus . grand argument externe de y 1 

dans K (ou dans Zk_ 1 , c I est pareil). Notons e' et 811 les arguments externes 

des accès à y 1 relativement à Zk_ 1 adjacents à [y 1,x 1 J , avec 8 1 < 811 
• On 

v 
a donc 8 s 8' < 611 :s e . Les arguments 6' et 611 sont associés à H . 

- + 
L' argument externe de x 1 dans K est T et on a 6' < T < 811 

• Pour 

k' tout T' = p 1 / 2 avec k 1 < k , le point y ( T' ) de K , d I argument externe T' , 

est une extrémité de Zk_ 2 , donc r' f:. [EP ,8 11
] • L'argument r est donc le 

chef-lieu de [6 1 ,8 11 ]. 

Le point y 1 n'est pas un point extrémal de Zk_ 2 , donc il existe un point 

extrémal <: E zk_ 2 tel que y 1 E JJ3 ,C [ • On a ArgK(I;:) E [8 _, e +J , et ArgK(i;:) 

est de la forme p' . 2k' avec k' < k (proposition 1) . Par suite, T n' est pas le 

chef-lieu de [ 6 _, E\J . 
'Il 

On a I (H) ::) [ 6 _, 8 +] :) [ e' , 611 
] , donc r appartient à I (H) sans en 

être le chef-lieu. Cqfd. 
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EXPOSE n° XXII 

ADRESSES 

1. ORIGINE D'UNE NERVURE. 

Nous gardons les notations des deux exposés précédents. J::1-est l'ensemble 

des classes d'isomorphisme d' arbres de Hubbard abstraits. Pour chaque H E J4 , 

on a défini les arguments associés et l'intervalle I(H) = [arg (H), arg (H)] . 
- + 

Ceci permet de définir des nervures en termes d' arbres : pour T = ..12...k 
2 

avec k >0, NJ::1-(T) ={HE J::1-\(3 6 1 ,9" associés à H) Test le chef-lieu de [8 1 ,8 11
]} 

N:(T) = {HE J::1-\Test le chef-lieu de I(H)} • 

Nous avons montré dans [AON J le théorème suivant : 

TH EOR EME 1 '>J • Pour tout T de la forme .IL avec k > 0 , il existe un 
""' -----2k 

V * arbre H E N J::j. ( T ) - N J::j. ( T ) • 

V 
Mais nous ne savons pas si le H ainsi construit est bien 11 arbre d I un point 

c de ~o U ~2 • 

Cependant, nous allons montrer le 

V 

THEOREME 2. Il existe c E ~OU ~2 tel que tout argument associé à H soit 

associé à c • 

Nous en déduisons aussitôt le 

THEOREME 1 ~ • Pour tout T=1, k>0, 
2 

La nervure N ~ ( 0) se compose des points 

la nervure Nt ( T) a une origine. 

1 O et 4 . Nous conviendrons 

que ¾ est l'origine de N ~ ( 0) , bien qu'il appartienne à N: ( 0) • Dans la suite, 

nous écrirons N pour N ~ • 
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Nous appellerons arguments propres d'un arbre abstrait H ses arguments 

associés s'il est prépériodique, mais seulement les arguments Arg_ (H} et Arg+ (H) 

s'il est périodique ; pour c E 191 U /9 2 , les arguments propres de l' arbre f c 

sont les arguments associés à c , c' est-à-dire les arguments externes de c 

dans M • 

Nous fixerons un T = ...2...k , k > 0 ; nous noterons c le point de M 
2 T 

d' argument externe T , H l' arbre de Hubbard de f • 
CT 

Construction du point annoncé au théorème 2. 
V 

On prend les arguments propres a 
1 

.•. 9 n de H ; on regarde les points de 

~OU 19
2 

plus petits que c
7 

(au sens de la relation -< de (N] ,4)) dont 11 arbre 

admet un ie. (i > 0 , 1 ~ j :'.S n) pour argument propre. Ceux-ci sont en nombre 
J 

fini ; comme l'ensemble des points de ~OU ~
2 

plus petits que c
7 

est totalement 

ordonné ( [N J , prop ·- 3, cor. 1), il y a un plus grand élément c parmi les points 

i avant c
7 

dont l'arbre admet un 2 ej pour argument propre : nous montrerons 

que c r'épond à 11 énoncé du théorème 2 • 

Pour c 1 E M , ~ désigne la relation d'équivalence sur O/Z définie 
c1 

par 6 ~ e' < => e et 6' sont arguments externes du même point de K 
C1 C1 

V 
Nous allons maintenant montrer comment H permet de définir une relation 

~ H 
sur A = {i e. \ i > O, 1 $ j :;:; n} U { -

2
1 + i e. \ i 2 O, 1 :'.S j ::; n} • La construc-

J J 
'v 

tion de 11 arbre complété de H au début de la démonstration de la proposition 9 

de [AON] et l' algorithme décrit dans [CA. 3 J permettent, pour tout point 
V 

prépériodique de H de définir des "arguments combinatoires associés" rationnels o 

Contrairement à ce qui se produit dans les ensembles de Julia, il se peut 

que deux points distincts de H aient des arguments combinatoires égaux. 
V 

Pour 0 , 6' E A , on posera e ~11 e' lorsqu' il existe un point de H de 

la forme y. ou -y. admettant a et ~' pour arguments combinatoires.· (Nous 
1 1 

ne prétendrons pas pour l'instant que ~8 est une relation d I équivalence.) 
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On a défini y. pour tout i 2: 0 avec y. 
1 

= f (y.) , f étant la dynanùque 
l l+ l 

.., 
sur H ; pour i 2: 1 dans le cas prépériodique, i 2: 0 dans le cas périodique, 

y. est aussi un point bien défini de H • 
l 

La proposition suivante complète la proposition 9 de [AON] 

PROPOSITION 1. a) Tous les éléments de A sont arguments externes de 

points y. ou -y. (i 2".: 1) de H • 
- l - l 

-1 

b) Pour tout i > 0 , les arguments combinatoires de y. dans H sont des 
l 

arguments externes de y. dans H • 
l 

Démonstration. a) 0j est un argument externe de y 
1 

( 1 $ j $ n), donc 
. 1 i 

pour i > O , l 0 j est un argument externe de y i + 1 ; 2 + 2 e j est alors un 

argument externe de -yi • 

b) Dans le cas prépériodique comme dans le cas périodique, avec les 

notations de [AON J , y. rj [-ô , ô J et on peut recopier la preuve de [AON J , 
l 

proposition 9 a) • Cqfd. 

COROLLAIRE. ~ H 

On notera yM(o:) le point de M d'argument externe o: pour a: E Q/Z . 

LEMME 1. Soit U la composante connexe de M - {yM (i Sj) \ i 2: O, 1 $ j ~ n} 

contenant c
7 

o Sur U , ~c \A est constante. 

Démonstration o Soient e , e' E A • Montrons que l' ensemble des c 1 E: U 

tels que 6 ~ e' est ouvert et fermé dans U • 
c1 

Il est fermé car 0 ~ e' < ~ y ( e) = y ( e' ) où y ( 6 ) (resp. y ( S' )) 
- c1 c1 c1 c1 c1 

désigne l'aboutissement du rayon d'argument 0 (resp. 0') dans K , et 
c1 

y ( 8) comme y ( e' ) est une fonction continue de c 
1 

( cf. [PC J ; on n' utilise 
c1 c1 

ici en fait que le cas "facile" du théorème). 

Il est ouvert car par le choix des points retirés à M , y (i e .) ou 
c1 J 
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y c 
1 
(f + i 0 j) (pour i 2: O , 1 :::; j ::; n) est prépériodique répulsif et pas dans 

l'orbite inverse de zéro pour f , donc il n I existe au voisinage de c 1 qu' une dé 
c1 

détermination prépériodique du même type possible pour la fonction continue 

i 1 i y (2 e .) ou y (-
2 

+ 2 e .) • 
c1 J c1 J 

Cqfd. 

LEMME 2. Si c est périodique, ~ c 
T\A 

Si c est strictement prépériodigue, le graphe de ~ contient celui de 
C\A 

~ 

Démonstration. . Dans le cas périodique, U définie au lemme 1 contient 

c , car sans cela l' un des points y M(i 6 j) (i 2: 0 , 1 ~ j ~ n) serait compris 

entre c et c au sens de la relation d 'ordre sur ~ , ce qui contredirait la 
T 

construction de c • Dès lors, le lemme 1 entraîne ~ = ~ 
Cr \A C\A 

• Dans le cas strictement prépériodique, on peut seulement dire que c E Ü 

par le même raisonnement ; les relations °' ~ °'' ouvertes en c (i.e. ex ,f ex') 
C 

le restent au voisinage de c donc dans U , d' om l'inclusion annoncée o Cqfd. 

Remarque. Ce qui peut se produire dans ce cas, c'est, si c est de la forme 
. . 1 i 

yM(21ne .) avec i > O et 1::; j ~ n , que les 2lve. et les -
2 

+ 2 ° e. , non liés 
J O J J 

pour ~ se regroupent pour ~ ; pour i < i , les i a. et les -
2
1 + i 9. 

CO C O J J 

aboutissent dans K en des points opposés, donc ne se lient pas mutuellement. 
C 

On en déduit donc, compte tenu du corollaire de la proposition 1 : 

COROLLAIRE. Si c est dans ~0 , 

Preuve du théorème 2. 

Cas où H est périodique. Il y a ici seulement deux 6j: e
1 

et e
2 

, qui sont 

à dénominateur impair. Par définition de c , un argument propre au moins de 
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l' arbre associé à c est de la forme i a. (i 2:.: 0 , j = 1 , 2) ; quitte à renuméroter 
J 

0
1 

et 0 2 , nous supposerons que c' est i 6
1 

qui est dénominateur impair : 

c est donc dans ff 
O 

• 

Vu la construction purement arithmétique des arguments associés à un arbre 

périodique en fonction des arguments propres faite en [CA.3] , il suffit de mon

trer que l' arbre associé à c et fi ont mêmes arguments propres. Puisqu'il est 

égal à l' arbre associé à c (cf. [ CA J prop. 1 et 2) , on pourra regarder l' arbre 

à la racine c 
1 

de la composante hyperbolique de M dont c est le centre. 

• Cas où c 
1 

est racine d' une composante primitive (i.e. la valeur propre 

du cycle indifférent rationnel est 1) • Dès lors, tout rayon aboutissant au point 

du cycle indifférent rationnel qui attire c 1 dans K fournit un argument propre 
c1 

de c 1 ; puisqu'il arrive ?-eux rayo~s externes de . M en c 1 ! il y a exactement 
10 10 10 10 

deux tels rayons. On a 2 e 1 ~8 2 6 2 , _donc 2 e 
1 

~ c 2 8 
2 

et les arguments 
10 i 1 

propres de l' arbre de c 
1 

sont donc 2 e 
1 

et 2 O e 
2 

pour un · i
0 

2:. o . Il reste 

à montrer que i0 = 1 : sur un cercle, joignons par un segment le point d' argument 

i e 1 et le point d'argument i e 2 d'une part, le point d' argument ½ + 2ie 
1 

et 

le point d' argument ½ + ie 2 d'autre part, pour chaque i • Si k est la période 

pour_ la multiplication par_ 2 , i0 se reco~naît à ce que les segments 
10+k-1 1 10+k-1 1 10+k-1 

à 2 e2 et de 2 + 2 e1 à 2 + 2 e
2 

délimitent une 

région qui contient le centre du cercle ; or c' est précisément le cas pour i
0 

= 1 

( , k k 1 k 1 k les rayons d arguments 2 e 1 , 2 6 2 , 2 + 2 e 1 et 2 + 2 6 
2 

aboutissant dans H 

en o et -ô avec les notations de [AON]). 

e 
1 

et 0 2 sont bien les arguments propres de c 
1 

. 

. Cas où c 1 n'est pas primitive. Ici f agit transitivement sur les 
C1 

rayons aboutissant aux points du cycle indifférent rationnel ; comme 6
1 
~ H 8 

2 
, 

on a aussi 61 ~ c 
1 

6 2 , donc 6 2 est de la forme 2ae 
1 

pour un a 2:.: 0 • Comme 

dans le cas où c 1 est primitive, joignons par un segment les ia
1 

aux ie
2 

et 
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1 i 1 i k k les 2 + 2 e 
1 

aux 2 + 2 a
2 

• Là encore les segments de 2 a
1 

à 2 e
2 

et 

~ + 2ke
1 

à ½ + 2ke
2 

délimitent une région qui contient le centre du cercle, ce 

qui montre que ce sont bien e
1 

et e
2 

qui sont dans Kc
1 

les rayons adjacents 

au pétale contenant c 
1 

, et ce sont bien les arguments propres de c 1 . 

Cas où H est strictement prépériodigue. Comme dans le cas précédemment 

traité, joignons sur un cercle les points d' arguments °' et °'' pour tout couple 

Q, <Jt1 de points de A équivalents par ~H , et qui sont donc aussi équivalents 

pour ~ (cf. lemme 2) • 
C 

• Cas où c E ~O • On va montrer que ce cas ne peut se produire. Il ne 

suffit pas ici de regarder ~H✓ , mais il faut revenir à ~ , égale à ~ sur A 
CT C 

d I après le lemme 2 • On peut alors, dans le schéma auxiliaire, ajouter des seg-

ments entre les arguments externes de ô (resp. -ô). Comme ô et -6 sont 

de part et d' autre de zéro sur H (cf. [AON. 5 J : il n' y a pas de point de branche

ment de Zk_ 1 sur ]-ô , ô [), on peut donc trouver °' et °'' tels que 2a et 

2cx' soient un S. et un 0., ( 1 :5 j :5 n , 1 :5 j' :5 n), dont les rayons associés 
J J 

aboutissent dans K en ô , et tels que sur le schéma auxiliaire, les segments 
CT 

de °' à a' et de ½ + a à ½ + ex' séparent le centre du cercle de tous les 

segments correspondant à ~8 . On a alors la situation suivante : 
\A 

'------, ¼•of' --
'-~--------71 f i·'IJ I 
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Si 0 et e I sont les arguments propres de l' arbre de c , et k l'ordre 

du cycle de f , on a alors une absurdité, car le raisonnement du lemme 1 montre 
C 

que ~K (a) et ôtK (ex') aboutissent encore en un même point, qui devra être sur 
C C 

11 arc réglementaire dans K joignant les aboutissements de 6î-K (2k- 16) et 
C C 

~K/½ + l- 1
0) ; mais cet arc est dans K c , d'où une contradiction. 

• Cas où c E IY2 • On peut définir o; et a' comme ci-dessus. Si un 

ie. ( 1 ~ j :::; n, i 2:. 0) est argument propre de 11 arbre de c , tous les autres 
J 

ie., ( 1 $; j' :-,::;; n) le sont aussi, puisqu'ils sont ~ équivalents à 2i 6. • Suppo-
J C J 

sont que ce soit le cas pour un i
0 

> O • D'après la remarque qui suit le lemme 2, 
i 0-1 1 io-1 

tous les 2 6. et les -
2 

+ 2 6. ( 1 :::; j ;s; n) sont alors ~ équivalents. On 
J J C 

a donc une situation : 

Comme la relation ~ c est non croisée, 

aussi en zéro, ce qui est impossible puisque 

cela impoqe que 6l-K (a) aboutisse 
io-1 C 

2 6. est de la forme 
J 

p -f. 0 et O n'est pas périodique pour fc . 

i Comme un 2 6. (i ~ O , 1 :::; j ~ n) au moins est argument associé à c par 
J 

choix de c , 

de c • 

les 8. ( 1 :::; j $; n) sont bien des arguments propres de l' arbre 
J 

Cqfd. 
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2. ADRESSES FINIES. 

Soit c un point de ~ . Une adresse finie pour c est une suite finie 

(c0 ,T0 ,c 1,T 1, ... ,cr_ 1,Tr_ 1,cr) telle que 

(a) c0 = 1/4 ; T O = o et c 1 = o si r 2: 1 . 

(b) C = C • r 

(c) ci est IVorigine de N(Ti) pour i = O, •.• ,r-1 . 

* ( d) c. 1 E N ( T.) pour i = 0, •.• , r-1 . 
H 1 

PROPOSITION 2. Soit c E ~ tel que I (c) ne soit pas réduit à un point, ou 

soit de la forme {p/ 2k} . Alors, c admet une adresse finie unique. 

D , t t· p i t d 'fi . u V , emons ra 10n. osons c0 = c , e e mssons c . , T . par recurrence. 
1 1 

Pour tout i , Tu. est le chef-lieu de I(cu.) , et c.u 
1 

est 1uorigine de N(r~) . 
1 1 H 1 

(Remarquons que les I(cu.) vont en croissant, de sorte que le chef-lieu de I(c~) 
1 1 

1 

est défini pour tout i . ) Le nombre T 
1
• est de la forme pu_/ 2ki , et les k 

1
• vont 

1 1 1 

en décroissant strictement jusqu v à ce qu vils s v annulent. Il existe donc un r tel 

V • 1 V ' que k 
1 

= 0 , 1. e. T 
1 

= 0 , d ou 
r- r-

' 1 c = 1 / 4 . On pose alors c. = c . et 
r 1 r-1 

v 
T. = T 

1 
. , et ( Co , To , • • • , T 

1 
, c ) 

1 r- -1 r- r est une adresse finie de c . Il est clair 

qu v une adresse finie de c est nécessairement obtenue ainsi, d v om lu unicité. Cqfd. 

Remarques. 1) Soit cE~ ayantpouradresse (c0 ,T0 ,c
1

,T
1

, ... ,cr). Ona 

c0 < c 1 < ... < cr . LV ensemble des points antérieurs à c est 

[c 0 ,c 1JN(TJ U ... U [cr_ 1,c 1,]N(Tr_
1
) . Si cu E Jci_ 1,ci], le point cu 

admet pour adresse (c0 ,T 0 , .. . ,ci_ 1,Ti_ 1,c 1 ). 

2) On peut définir des adresses infinies, en remplaçant la condition (b) 

par (b') : n I(c ) = I(c) . On peut alors démontrer que tout point de f) admet r 

une adresse finie ou infinie. 
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3. POINT DE SEPARATION. 

PROPOSITION 3. Soient c et c v deux points de f; satisfaisant aux conditions 

de la proposition 3. Alors, c et c I admettent dans f; une borne inférieure 

C 11 = C )\ C 1 • 

Démonstration. Soient (c0 , r O, ••• , cr) et ( c~, r ~, ... , c; 1) les 

adresses de c et c I respectivement, et soit k le plus grand i tel que T. = r ~ . 
1 1 

Les points ck+ 1 et c~+1 appartiennent à la nervure stricte N*(ri) , donc sont 

comparables ; soit c" le premier des deux. Il est clair que· c" est le plus grand 

minorant commun à c et c v • Cqfd. 

Remarque. LO hypothèse que c et c v satisfont aux conditions de la proposition 1 

n v est pas essentielle : on peut s v en passer en considérant éventuellement des 

adresses infinies. 

PROPOSITION 4. Soient c et c I deux points de ~ satisfaisant aux conditions 

de la proposition 1 , et posons c" = c I\ c v • On suppose c et c v ·non comparables 

(i.e. c t, c' et c' 1-c , de sorte que c" < c 1 _fil c" < c). Il existe alors trois 

arguments e1 , 82 , 8
3 

associés à c" tels que, quitte à échanger c et c' , 

on ait O < 8
1 

< arg_{c) < arg+(c) < 8
2 

< arg_(c 1 )::; arg+{c') < a
3 

< 1 • 

Démonstration. 

V 
les adresses de c et c v , et k le plus grand i tel que T. = T . • On a 

1 1 

c 11 E N(rk) . Posons T* = Tk+1 si c" = ck+ 1 et T* = Tk si_ c 11 < ck+ 1 , et 
V V 

définissons de même T * . On a c" E N( T *) et c" E N( r *) , donc il existe 

quatre arguments e7 , a; , e; , e; associés à c" tels que T * soit le chef-lieu 

de [ e7 , a;] et T_~ celui de [ e; , e; ] . On a alors a7 < arg_ (c) ~ arg+ (c) < e; 
et fJ; < arg_(c 1 ) $ arg+{c 1) < 8:. D 0 autre part, Tt [8; ,81] OU T 1 t [67 ,8;] . 

, . * * * * Il en resulte que Pon peut extraire de { e 1, A2 , e3 
, 84 } trois arguments satis-

faisant aux conditions requises. Cqfd. 



- 137 -

A 

Pour c E ~ et 6 un argument associé à c , on définit R ( c, 0) de la 

façon suivante: si c E ~
1 

U~
2 

, R(M, 0) aboutit en c et on pose 

~(c,6) == R(M,6) == R(M,0)U {c} . Si c E ~O, c est le centre d 1 une composanteo 

hyperbolique W et &y, (M, e) aboutit en un point c I E ô W ; on pose alors 

~ ( C ' e ) == R (M ' e) u [ C' CD J w . 

La proposition 3 admet comme complément 

COROLLAIRE. Soient c, c 1 , c" , e
1

, e
2

, e
3 

comme dans la proposition 3. Alors, 

c, c I et R (M, 0) sont contenus dans trois composantes connexes différentes de 

3 " 
C- U R(c 11,8.) . 

. 1 1 l== 

4. L'IMPLICATION (fyiLC) )@. 

c" a. ~q 

o. 
1 

0 
THEOREME. Si M est localement connexe, toute composante connexe de M 

est hyperbolique. 

Démonstration. Supposons M localement connexe et soit W une 
0 

composante connexe non hyperbolique de M . L I ensemble ô W est infini non 

dénombrable, et comme ~ est dénombrable, on peut trouver trois points x 
1 

, x
2 

et x
3 

distincts dans ô W ~ . Le lacet de Carathéodory 1r ➔ ô M est surjectif ; 

on a à W c à W , donc on peut trouver t 1 , t2 , t
3 

tels que ~ (M, ti) aboutisse 
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en xi . Quitte à permuter les xi et les ti , on peut supposer que 

0 < t 1 < t2 < t
3 

< 1 . Soient T = p/2k et T 1 = p 1/2k
1 

tels que : 

(D O < t1 < T < t2 < T' < t3 < 1 

notons c et c I les points d v aboutissement de St {M, T) et f2 (M, T 1 ) , et posons 

c" = c /\C 1 (les points c et c 1 satisfont aux hypothèses de la proposition 1). 

Comme c et c I sont maximaux dans '$J , ils sont non comparables. D I après 

la proposition 3 et son corollaire, on peut trouver trois arguments e1 , e2 , e
3 

associés à 

de C: - Y , 

c" tels que c , c 1 et 
3 A 

où Y= U ôt{c",8.) . 
i=1 1 

or, (M, 0) 

Posons 

soient dans trois composantes distinctes 
3 

X = W U U or, ( M, t.) U {x. } • L I ensemble 
i=1 1 1 

X est connexe. On a X n Y = ~ : en effet, les points de X dans C: - M ont 

des arguments externes irrationnels tandis <:pe ceux des pqints de Y n ( CC - M) 
0 

sont rationnels' X n à M C cl w - '$; et y n ô M C ~ ' X n M C w non hyperbolique 
0 

tandis que Y n M est vide ou contenu dans une composante hyperbolique de centre c" . 

La relation (D montre que c , c v et R (M, 0) sont dans trois composantes 

connexes distinctes de C - X . 

Soient U la composante connexe de C - X contenant Y et V la 

composante connexe de C - Y contenant X . Toute composante connexe de C - X 

autre que U est contenue dans V , donc V contient au moins deux des trois 

ensembles {c} , {c 1 } et iit(M,0) • Contradiction. Cqfd. 

bt ~ 91-- 0i 

Il • C. 

/ 

I 

1:.,/ (]./r,1 v) -1 
i((M

1
u) 

.5 f ' 03 4 
1- 4 

~ 

iMft,!>!>;~\e_ '- ~t~vi. a.ire, )(11~=1 a,. 
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EXPOSE N° XXIII 

RESSEMBLANCE ENTRE L'ENSEMBLE DE MANDELBROT 

ET L'ENSEMBLE DE JULIA 

AU VOISINAGE D'UN POINT DE MISUREWICZ 

par Tan-Lei 

, , 
§1. NOTATION ET ENONCE. INTRODUCTION. 

Soit K l'ensemble de Julia rempli de f 2 z---+- z +c. Soit M l'en-
C C 

semble de Mandelbrot, i.e. M est l'ensemble de c tels que 

rappelle que c E M est un point de Misurewicz si le point 
0 

0EK • On 
C 

0 est strictement 

prépériodique par f , c'est-à-dire s'il existe deux entiers 
CO 

et k> 0 

tels que mais 1;1(0) ~ f;k-\o), et que k p = (f )' (x) est la 
0 C 

0 0 0 

valeur propre du cycle {fi (O),fi+ 1(0), ••• ,f'+k- 1(0)} • En vertu du théorème 1 
C C C 

0 0 0 

de [AREMAR] et de ses compléments, on sait que les argurœnts externes de c
0 

dans M sont ceux de c
0 

dans Kc . Dans ce mémoire, on va chercher une 
0 

relation géométrique entre M et K au voisinage de c • Plus précisément, c
0 

O 

on aura: 

, ' 
THEOREME. Soient c

0 
E M un point de Misurewicz et p

0 

sur lequel tombe O, alors il existe un sous-ensemble 

p Z = Z et À E a:-{0} tels que pnî (K ) ---+- z et 
0 - --~- o-c C 

0 0 

n 
P î (M) ---+- .\Z 

0 -c 
0 

lorsque n tend vers oo. 

la valeur propre du cycle 

fenné Z de a: avec 

Ici, T est la translation de -c ; le sens de la convergence sera précisé au §2. -c 0 
0 

Cormne hypothèse générale de ce mémoire, on suppose toujours que c
0 

E M est 

un point de Misurewicz et a le premier point du cycle sur lequel tombe 0. 
0 ·i 

On notera i le plus petit entier positif tel que f (0) = a et k la c
0 

0 
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période du cycle. On rappelle que K est d'intérieur vide et que le point pério-
c 

0 

dique a est répulsif (i.e. \p 1 > 1). I.e théorème ci-dessus est la conjonction 
0 0 

du théorèrœ 1 du §3 et du théorèrœ 2 du § 5. 

§2. DISTANCE DE HAUSDORFF. 

Soit E un espace rœtrique localerrent compact à 1::XJules fermées cornpactes 
+ (i.e. pour aE E , REJR , la 1::XJule ferrœe B(a,R) est cornpacte) avec une 

métrique d. Notons F l'ensemble des sous-ensembles fermés de E et F
1 

l'ensemble des voisinages fermés de 00 de E. 

, 
DEFINITION 1 • Pour A. B c E fermés "voisinages de 00 " i.e. E..:.A et E-B sont 

relativerrent cornpacts, on définit o(A,B) = sup d(x,B) = sup inf d(x,y) et une 
xEA xEA yEB 

distance D(A,B) = sup{o(A,B),o(B,A)} • 
+ Cornœ il existe X E E et R EJR 

0 
tel que E-B (x , R) c An B , les deux fonctions 

0 

X~ d(x,A) et y~ d(y,B) sont continues à support corrpact. Donc o(A,B) 

et o(B,A) sont bien définies. Si C est un autre voisinage fermé de 00 , pour 

tout zEC, on a o(A,B) = sup inf d(x,y) <sup inf(d(x,y)+d(z,y)) = sup d(x,z) + 
xEA yEB - xEA yEB . xEA 

inf d ( z , y) < sup d (x, z) + o ( C, B) • Cornœ E-C est relati verrent cornpact, il existe 
yEB xEA 

z E C tel que d (x, z ) = d (x,C) pour tout x E A donc o (A,B) _< o (A,C) + o (C ,B) < 
X X 

D (A,C) + D (C,B) . Idem pour o (B,A) • 'Ibut cela implique 

D (A,B) ~ D (A,C) + D (C,B) • 

De plus, o (A,B) = 0 implique Ac B , et o (B,A) = 0 implique Be A , donc une 

condition nécessaire et suffisante pour 

que D est une distance bien définie sur 

Fixons un point XE E • 

D(A,B) = 0 

F1 • 

est A= B . Cela nous dit 

DÉFINITION 2. Pour 
0 

A,Bc E fermés quelconques, et un réel positif R , on définit 
0 

et BR = BU (E-B(x
0

,R)). Corme ~ et BR sont dans F
1 

, ~ = AU (E-B(x
0

,R)) 

on peut définir aussi 

, 
DEFINITION 3. Soit {A } une suite dans F et AE F • On dit A ~ A si pour n ------- ---- n 
tout R> 0 , dR(An,A) ~ 0 . Soient S un espace métrique et X: s ~ X(s) 
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une application de 

(s.c.s.) au r:oint 

S dans F. On dit que X est semi continue supérieurement 

s si pour tout R > 0 et pour toutes les suites 
0 

{s } 
n dont 

s ~s on a 6(~(sn) , XR(s
0

)) -+ 0 • Par contre, on dit que X est semi n o 
continue inférieurement (s.c.i.) au point s

0 
si 6 (~ (s

0
) ,~ (sn)) -+ 0 pour 

tout R> 0 et __ pour. toutes les suites {sn} telles que sn -+ s
0 

• On dit que 

X est continue au point s si elle est en même temps s.c.s. et s.c.i. à ce point 
0 

C'est le sens à donner à la convergence dans l'énoncé du théorème du §1. 

PROPOSITION 2.1. Soient E un espace métrique localement compact à roules fermées 

compactes, S un espace métrique et X c S x E • On note X ( s) pour s E S l 'ensem

ble des xE E tE;ls que (s,x)EX. Alors les deux conditions suivantes sont équi

valentes 

1 ) X est fermé dans S x E 

2) IXJur tout s E ~-; , X(s) est fermé dans E et l'application s ~ X(s) 

~_:st s. c. s. _ à_ ce point. 

DérrnnstrDtion : Fixons un roint x
0 

dans E pour tout R > 0 • La roule 

fermée B (x , R) est compacte dans E par hypothèse. X est fermé dans S x E 
0 

si et seulement si Xn sx B(x ,R) est fermé dans sx B(x ,R) pour tout R> 0 
0 0 

Donc on se ramène au cas que E est un espace compact. 

1 ) ==:::;:.-2) . De E compact et X fermé, on déduit directement que X ( s) est fermé 

pour s E S • Si X n'est pas s.c.s. au point s , alors 
0 

3 x E X ( s ) avec n n 
et X n --+ x tels que d(x ,X(s )) >s , où o n o - o s

0 
est un constant (pour 

E: 
tout n) , donc f ( x , X ( s ) ) > 2° , contradiction avec 

0 0 -

2) ===> 1 ) • Supposons qu' il existe { (x , s ) } c X avec 
n n 

que (x , s ) E X • Cormne X ( s ) est fermé, il existe 
0 0 0 

(s ,x ) EX • 
0 0 

(x , s ) -+ (x , s ) n n o o 
E > 0 tel que 

et 

d(x ,X(s ) ) > 2s .Donc quand n est assez grand on a d(x ,X(s ) ) > E o o - o no o cela induit 

6(X(s) ,X(s )) > E , contradiction avec la semi-continuité supérieure de n o o X au 

point s . cqfd. 
0 

PROPOSITION 2. 2. Soient U, V deux voisinages de O dans O:n. et tp : U -+ V 

un isorrorphisrœ de classe c
1 

avec (!)( 0) = 0 et T O tp = T non singulier. Si Ac U 

est un sous-ensemble fermé et B = tp (A) , alors pour p E a: variable et pour tout 

R > o fixé, on a c'i~ (p {'rA) , pB) ~ o quarrl I p 1 --+ 00 • 

(T: z -+ Tz ·est une application linéaire et p: (z
1

, ... ,zn) -+ (pz
1

, .•. ,pzn) 

est la multiplication par p). 
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Démonstration : Pour dérrontrer 6 ( (p (TA)) R , (pB) R) -+ 0 , il suffit de 
0 , 

dérrontrer o((p('I'A) nDRU aDR, (pB) nDRU dDR) -+ 0, où DR= B(0,R). Le resultat 

est trivial quand 0 E A . 

Supposons O E A . Pour E: > 0 , et y E ( p (TA) n DRU dDR , si d (y, dDR) < E: , 

alors d (y, ( pB) R) < E: • Sinon, prenons le point z E A tel que y= p. Tz • Alors 

tp(z) E B et d(y,ptp(z)) = Jly-ptp(z) Il = 1 Pl - llzll-1 (~l~ÎÏTzl\ = IIPzll-ll(j)(~l~ÎÏTzll 

< RjjT-11111(!)(~!~ IITz Il . L'hypothèse Totp= T nous dit qu'il existe N > 0 et T > 0 tels 

que I p 1 > N entraîne j z 1 = j •r-1 
(Tz) 1 < C 1 ~I < T et puis Rllp(z~ -Tzll < ~ où 

C= Jn:iW1 .Cette valeur de N ne dépend pas du choix de y. De d(y,p(!)(z)) < ~ on 

j p 1 > N nous donne 6( (p ('rA)) R' (pB) R) < E: ·• Idem pour 

§3. LE PROBLEME DE LA LINEARISATION. 

Pour c 
O 

E M point de Misurewicz, on a 

PROPOSITION 3.1. Il existe un voisinage W de c 
- 0 

une fonction holorrorphe a : W -+ a: avec a ( c ) = a 
-- 0 0 

tout c E W • De plus, pour p (c) = (t1<) ' (a (c)) 

dans a: tel que il y ait 

et fk ( a ( c) ) = a ( c) pour 
C 

C 

µ = inf I p (c) 1 > 1 • 
cEW 

Démonstration: Notons k 
F ( c, z) = f ( z) -z • Alors F ( c , a ) = 0 et 

C O 0 

F' (c ,a ) = (fk ) '(a )-1 7 0 • Le théorème des fonctions irrplicites nous emmène 
Z O O C 0 

0 

à la proposition. cqfd. 

LEMME 1 • Soient U, V deux voisinages de O dans Œ et f : U ::::.> V une fonc

tion holorrorphe avec f ( 0) = 0 et I f ' ( 0) 1 < 1 • Alors il existe U 
1 

c U tel que 

f (u
1 

) c U 
1 

et que { fn (z) } converge unifonnément sur tout compact de U 
1 

. 
f' (O)n 

Démonstration: On a d'abord f(z) = f'(O)z+½f"(O)z
2

+o(lzi
2

) = f'(0)z+ 

f'(0)w(z) où lw(z)I < Bjzj
2 

avec B > lf'~O)l•½lf"(O)j. Pour z
0

EU, notons 

fn+ 1 (z) f(z) f(z
1

) f(z) 
n o o n z = f ( z ) = f ( z 

1 
) , alors ---- = z = 

n o n- (f'(O))n+1 o f'(0)z
0

"f'(0)z 1--·f 1 (0)zn 

n w (z.) 
z TT (1+_:__i:_). Si z

0
EDRcU, alors iz 1 1 < (if·'(0)j+BRif'(0)j)iz 1 = aiz j 

0 . Ü z. 0 o 
J= J 
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où a= lf'(0) l+BRlf'(0) 

Fixons R
0 

E ]0,R
1 

[ , on a 

1-lf'(0)I 
• Pour que a< 1 , il suffit R< Blf' (0) 

1 
= R1 • 

f(DR )cDR . Si z
0

EDR , alors lznl <anlz
0

1 • 

0 0 0 
CO 

Il en résulte que C I znj converge uniforrnérrent sur tout compact de DR , 
n=0 o 

co w (z ) 

1 

w (z ) 

1 

co w (z ) 
ainsi que C __ n_ car __ n_ < BI z J • Cela induit que C1cg( 1 +--n-) 

n=0 zn 2 n n n=0 zn 
w(z) 

et puis TT ( 1 +~) convergent uniforrnérnent sur tout compact de DR • cqfd. 
n o 

LEMME 2. Cas de grande dirrension. Soit U un voisinage de (c
0

,a
0

) dans 

cr1+1 = a:Ilx C = { (À,z)} • Soit f: U -+ <21+1 une fonction holonorphe avec 

f(À,z) = (À,fÀ (z)) et f ( c , a ) = ( 0, 0) • Supposons I f ' ( 0) J < 1 • Alors la sui te 
0 0 -~-- 0 

-n n (À,z) -+ (À,(fÀ(a(À))) (fÀ(z)-a(À))) converge sur une fonction des fonctions tD : . n 

holonorphe c.p de u
1 

cU dans O::n+1 , où a(À) est la solution implicite de l'écpation 

fÀ (z)-z = 0 • tp est de la forrne tp(À,z) = (À,<+\ (z)) avec lPÀ (a(À)) = 1 et 

t(\ (fÀ (z)) = f À (a(À)) ~ (z). 

Dénonstration: La solution implicite a existe dans un voisinage de W de 
. , . 1-lfÀ(a(À))I 

c
0 

• Qtutte a restreindre W , on peut supposer que R1 (À) = B(À) If' (a(À)) 
1 

est 

une fonction continue positive sur W, où B(À) est une fonction continue sur 

w vérifiant B(À) > lfÀ (:(À) 
1 

; JfÀ(a(À)) J • Ionc (fÀ (a(À)))-n(f~(z)-a(À)) 
0 

converge uniformément sur tout compact de u
1 

= u {À} x B(a(À) ,R
1 

(À)) selon le 
ÀEW 

lerrnœ précédent. En vertu d'un théorème de Weierstrass ([1]), la fonction 

0 fÀ(z)-a{À) 
~ : B(a(À) ,R

1 
(À)) -+ Œ (z -+ lim -----) est holomorphe et 

n--KX) (f~ (a(À)) )n 
fn' (z) /\ 

~ (z) = lim À • Dans notre cas, tpÀ (a(À)) = 1 • La relation 
n~,.-(fÀ(a(À)))n 

~ (fÀ (~)) = fÀ(a(À))~(z) est évidente. cqfd. 

PROPOSITION 3. 2 (Proposition de la linéarisation) . Pour c , W, fc, a ( c) et p ( c) de 
0 -

la proposition 3 • 1 , il existe un voisinage D de { ( c, a ( c) ) } cEW dans Œ x CC , un réel 

R > 0 et un isorrorphisme c.p: D -+ W x DR (DR est le disque ouvert) avec une 

famille de fonctions holomorphes lP : D -+ DR ( où D est 1 'ensemble des 
C C C 

y E CC tels que (c, y) ED ) tels que pour c E W 



a) c.p(c,z) = (c~p (z)) 
C 

b) c.p (ode)) = 0 
C 
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c) si (c,z) En et (c,:Ç (z)) En , on ait 

k . 
c.p (f (z)) = p (c)c..o (z) 

C C C 

d) si (c,z) E r2 et p (c)c.pc (z) E DR , on ait 

~ ( z) E n et p ( c) c.p ( z) = c.p ( ~ ( z) ) 
C C - C C C 

e) c.p' (a(c)) = 1 • 
C 

Dérronstration: C'est une conséquence irmnédiate du lemrœ 2 en remplaçant par 

les fE~}ÀEW les fonctions {fÀ} du lemrœ et en restreignant u
1 

en un voisi

nage plus petit. cqfd. 

On dit que c.pÀ est la coordonnée linéarisante. 

Donnons-nous maintenant quelques notations utiles 

a) K est l'ensemble des 

K = U {c} x K 
cEW c 

b) YR =c.p(nnK)cWxDR 

( c , z) E W x et tels que zEK , donc 
C 

c) YR (c) est l'ensemble des y E DR tels que (c,y) E YR , i.e. 

YR (c) = c.pc (ne n Kc) 

00 

d) Y(c) = U p· (c) n YR (c) 
n=O 

e) Y= U {c}xY(c). 
cEW 

PROPOSITION 3. 3. Pour tout c E W , on a 

a) p (c) YR (c) n DR = YR (c) 

1 
b) p(c) Y(c) = Y(c) et p(c) Y(c) = Y(c) ; 

Dérronstration: 

a) Si p(c) yE(p(c)yR(c))n DR, il existe zEncnKc tel que y=c.pc(z), 

k 
donc p(c)y = c.pc(fc(z)) EYR(c) (d), proposition3.2). Si yEYR(c), alors 

_:;f_ - -k y = cpc(z) et ( ) - c.p (f (z)) E YR(c). 
p C C C 

b) Evidemrœnt. cqfd. 
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PROPOSITION 3. 4 Pour tout entier i > 0 , ( fi ) 1 
( C ) ~ 0 • 

C 0 
0 

2 
Dérronstration : Le fait que f (z) = z +c induit 

C 
0 

f' (z) = 2z , donc 
C 

0 

i i i-1 i-2 (f ) '(c ) = 2 f (c ) .f (c ) •.. f (c )c ~ 0 car 
C O COCO C 00 

0 n'est pas périodique 
0 0 0 0 

i.e. 0 n'est pas dans l'orbite de c = f (0). cqfd. 
0 C 

0 

' ' THEOREME 1 • Pour c E M un point de Misurewicz, on a 
0 

p ( C ) nT (K ) -+ 1 Y ( C ) • 
o -c 0 c0 (ft-1) '(c) o 

C 0 
0 

Dérronstration: Il existe un voisinage U de 0 tel que 

un isomorphisme entre U et SI 
C 

0 

t-1 
; donc que <.,01 = (,Oc ofc oTc 

0 0 0 

ft- 10T 
C C 

0 0 

soit 

soit un isomor-

phisrœ de classe c
1 

entre U et DR avec <.,0
1 

{0) = 0 et To<.p1 = (f~-
1

) '(c
0

). 

0 

Suivant la proposition 2.2, on trouve cqfd. 

§4. UNE PROPOSITION TECHNIQUE. 

Supposons que fi. c a: est un voisinage de 0 et que p : fi. -+- a: est une 

fonction holoimrphe avec I p ( À) 1 > 1 pour tout À E fi. • Soit X c fi. x a: un ensemble 
1 

invariant par (À,x) -+- (À,p (À)x) et (À,x) -+- (À,P (À)x) , on note 

X(À) l'ensemble des x E a: tels que (À,x) EX • Supposons en plus que X est 

fenné et qu'il existe un sous-ensemble Ac X ( 0) dense dans X ( 0) tel que A 

soit invariant par x -+ p(
1
0)x et x -+ P(O)x, et que pour tout xE A , il 

existe un ouvert U voisinage de 0 dans fi. avec une fonction holomorphe 
X 

s : U ~ <l'. (À~ s (À)) tel que s(0) =x et s(À) EX(À). Soit u: fi.~ a: 
X X X 

une fonction holomorphe avec u ( 0) = 0 et u' ( 0) ~ 0 , notons Mu 1 'ensemble 

des À E fi. tels que (À,u(À))E X • 

Sous toutes ces hypothèses-là, on affirme 

PROPOSITION 4.1. a) X(À) ~ X(0) quand À ~ 0 • 

b) p(O)~u-+- u' 1o) X(0) quand n -+- +oo • 

Dérronstration : a) Pour R > 0 , il suffit de dérrontrer D (X (À) n DR U a DR , 

X(0) n DRU aDR) ~ 0 • La semi-continuité supérieure est une conséquence .im:né

diate de la proposition 2.1. Pour la semi-continuité inférieure, il suffit de 
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démontrer 

Supposons au contraire, qu'il existe un constant E: > 0 et deux suites {x }c:AnDR et . o n 
{>, } c J\ tels que · À ~ 0 et d (x , X_ ( À ) ) > 2E: • Comrœ X ( 0) n DRU 3DR est n n n -~ n - o 
compact, on peut supposer 

et y E X ( Àn) n DR , on a 

x ~ x avec x E X(0) n DR • Pour n assez grand n o o 

2E: < d(x ,y) < d(x ,x) +d(x ,y) < E: +d(x ,y) • 
o- n - n o o o o 

Par conséquent d (x , x__ ( À ) ) > E: , donc il existe x E An DR tel que o -~ n - . o 
~ 1 d(x,XR(À )) > -

2
E: quand n estassez grand. D'autre part, conme il y a un voisinage n - o 

l1x'. de 0 associé à x par l'hypothèse, il existe n
1 

> 0 , tel que quand 

n> n
1 

, on ait À EU~ et puis s~(À ) E X(À ) , de plus, il existe aussi n
2

~n
1 n x x n n 

EO 
tel que quand n > n2 , 1 À \ soit assez petit pour que I s~(À )-xi < -

2 
, donc n x n 

€0 . €0 
n> n2 entraîne d(x,X(Àn)) < 2 , 1..e. d(x,~(Àn)) < 2 . Absurde. 

b) G) Semi-continuité supérieure. Il faut dérrontrer 

. Pour E:>0 et n assez grand, si y= p(O)nÀE(p(O)~JnDR, on a 

1 ÀI ~ R , donc u(À) E X(À) et p (À)nu(À) E X(À). Mais 

ÀEM et u 

lp(0) ln . n 

d(p(À)nu(À),p(O)nu'(O)À) = d(p(À)nu(À),u'(O)y) = ly\.jŒL.u(ÀÀ)_u'(O)\ < 
p(O)n 

I

P(À)nu(À) 1 1 p(À)nl I logp .(À),ogp(O)I 
<R --.-À-- u' (0) .Comrœ kg-- = n.À À = 

p(O)n p(O)n 

1 

n I IJog P (À)-lcg p(O) 1 1 
1 (0) 1 1 \ 

= \y\. p(O)n • À < R ~(O) ,~+o(À) • p(~)n ~ O quand 

n ~ +00 , donc 

d(p (À)nu(À) ,P (O)nu' (0) À) ~ 0 ~d n ~ +oo , de plus, cela converge unifor

mément par rapport à y E (p ( 0) ~u) n DR • Par conséquent, on peut supposer que 

p(À)nu(À) E X(À) n D2lu'(0) IR pour n assez grand et pour tout yE p (Of Mun DR • 

D: o(X 2 lu'(O)IR(À),X 21u'(O)IR(0)) ~0,ondéduitqu'ilexiste N1 >0, tel que 

quand ri>N 1 , JÀI soit assez petit pour que o(x 2 lu' (0) IR(À) ,x 2 lu' (0) IR(0)) < ~ , 
n E: 

d'où d(p(À) u(À) ,x 2 lu' (0) IR(0)) < 2 . D'autre part, il existe N2 > 0 tel que 
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n 
+ d(p(À) u(À) ,x2 lu' (O) IR(O)) < s 

d'où o((p(O)Y\1u)R ,(u'~O) X(O))R) ~ 0 • 

@ Semi-continuité inférieure: o((u'~O) X(O))R, (p(O)I\1u)R) ~ 0. 

On est obligé de démontrer un lermne préalable. 

LEMME. Soit XE An DR ' et soit 

a) Il existe A voisinage de 
X 

sx : Ux --+ a: . 1 'application associée. 

3 ! À E A vérifiant n X 

0 dans U et n > 0 , tels que Vn > n , 
X X --~- -X 

n 
p (À ) u {À ) = s (À ) • n n x n 

n 
b) À EM , À ~O et p(O) u'(O)À ~x. 

n u n - n 

Démonstration a) LB fait que s (À) E X(À) 
X 

induit 
1 

s (À)E X(À) .Choisis
p (À)n X 

sons a > 0 tel que A = D c U 
X a X 

et que u' (À) ~ O pour À E i5 , donc deg u I an = 1 • 
a a 

Il existe n > 0 tel que quand 
X 

n > n , 1 sx (À) / _ < inf \ u (À) 1 • Notons h 
- x p(À)n À.ED ÀEaD n 

a a 
sx ( À) 

À ~ u ( À) - -- , alors elle est holomorphe dans U et 
p(À)n X 

l'application 

hnl an ~ O , de plus, hnl an est de degré 1'. Cela induit que hn possède un 
a a 

([3], 10.43), i.e. il existe À (x) ED eu unique tel que n a x 

n>n . 
X 

b) À (x) E M et À (x) ~ 0 (n--+- 00 ) sont évidents, donc d(p(À )nu(À ) ,x)-+ O. 
n u n n n 

Supposons x E An DR , quitte à restreindre A , on peut supposer 
. X 

[,x(À) ED 2RnX(À) pour ÀEAx, alors \p(Àn)nu(Àn)-p(O)nu'(OPnl ~ 

~ IP(À )nu(À) 1./1-p(O)n 1 = Js (À) 1-11-·p(O)n 1 < 2RJ1_,.P(Ü)n 1 . Mais 
n n p(Àn)n x n p(Àn)n p(Àn)n 
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lnÀnl < 2RI n ni I o~À ) 1 --+ O 
p( Àn) ( 1 À n ) 

(n --+ +oo) 

n 

(n --+ +00 ), par conséquent, p(O)nu' (0) Àn --+ x • 

Fin du I.ermne. 

DEMONSTRATION DE @ b PROPOSITION 4. 1 • 

Pour R> 0 et s > 0 , posons 

V = D ~ - DR_.E;. 
E R+2 2 

Pour tout x E A , posons 1 'ensemble des y E a: tels que !y-xi < ~. 

Alors les forment un recouvrement ouvert de X(0) n DRU 3DR , 

k s 
donc il existe x 1, ••• ,x. E An DR tels que X(0) n DRU 3DRcV U U D(x. ,-

2
). Pour 

K E: j=1 J 

ces x. E A , 
J 

avec À (x.) 
n J 

d'après le lernrœ qu'on vient de démontrer, il existe { À (x . ) } c M 
n J 

-+ 0 (n -+ +oo) et N. > 0 tel que n > N. entraîne 
J J 

~ , d'où d(xj,u' (0) p(0)1Nun DRU 3DR) < ~ • Donc pour 
n 

d(x., p(0) u' (OP (x.)) < 
J n J 

n>N = rnax{N1,N2 , ••• ,~} et xEX(0) nDRU 3DR, si xEVE:, alors 

d(x, (u' (0) p(0)1NJR) < ~ ; si xE D{xj,~) pour quelque j , alors 

d(x,u' (0) p(O)nÀ (x.)) < d(x,x.) +d(x.,u' (0) p(O)nÀ (x.)) 
nJ - J J nJ 

Finalement on a dé:rrontré que pour R > 0 et E > 0 , il existe N > 0 tel que 

n > N entraîne d (u, ~ 0) , ( p ( 0) 1Nu) R) < E pour x E (u, ~ 0) X ( 0) ) R , d'où 

o((u,~O) X(O))R,(p(0)1Nu)R) < E. cqfd. 
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§5. CONVERGENCE DE 
n p(c ) T (M) • 

0 -c 

Revenons à K et à M • 
C 

0 

PROPOSITION 5. 1. Soit v(c) = tp (fi (0)) où tpc est la coordonnée linéarisante, 
C C 

alors v' ( c ) ~ 0 • 
0 

Dérronstration : On note u(c) = fi (0) 
C 

u(c ) = a(c ) = a et v(c) = <l)(c,u(c)). Les 
0 0 0 

et <l)(c,z) =tp (z) alors 
C 

calculs v' (c ) = <l)' (c ,a ) + 
0 C O 0 

<l)'(c a )u'(c) et <l)'(c a )=(J)' (a )=1 
z o' o o z o' o c o 

nous donnent v' (c ) = <l)' (c ,a ) + u' (c ) . 
0 C O O 0 

D'autre part, 

lim 
c-+c 

0 

<l)(c,a )-<l)(c ,a) 
0 0 0 

c-c 
0 

0 

<l)(c,a
0

)-<l)(c,a(c)) 
= lim c-c 

0 

= -<l)'(c a ).a'(c) = -a'(c). z o' o o o 

= 

D:)nc VI ( C ) = U I ( C ) -a I ( C ) = W I ( C ) où W ( C) = U ( C) -a ( C) • En vertu d I un lerrme 
0 0 0 0 

du chapitre V de [2], w' (c ) ~ 0 , d'où v' (c ) ~ 0 • cqfd. 
0 0 

THÉORÈME 2. p(c
0

)nT_c (M) -+ v' (~ ) Y(c
0

) <.n~ 00 ). 

0 0 

Démonstration Le résultat est en fait une conséquence directe de la 

proposition 4.1. Il reste seulement à établir la correspondance entre les résul

tats obtenus de M et les conditions de cette proposition. 

On peut dire que M est 1 'ensemble des c E a:: tels que u ( c) = fi ( 0) E K • 
C C 

Ibnc W n M est 1' ensemble des c E a:: tels que v ( c) = tJ) c ( u ( c) ) E Y ( c) . Quitte à 

restreindre W , on peut supposer que /\. = T (W) est un voisinage de 0 • -c 
0 

Soient X l'image de Y par 

M = T (W n M) 1' ensemble des -c 

(c,z) -+ (c-c ,z) et X(c-c ) = Y(c). Notons 
0 0 

cE CC tels que v(À) = v(À+c
0

) E X(À), alors 
0 

v(O) = v(c ) et v' (0) = v' (c ) ~ 0. Notons en plus p (À) = p(À+c ) pour À E /\. . 
0 0 0 

En vertu de la proposition 3.3, X(À) est invariant par x -+ p(À)x et 

x -+ ~ x • B désignera l'ensemble des z E a:: tels que z soit un point 
p"(À) 

prépériodique répulsif de f et que l'orbite de z 
C 

0 

par f ne contienne pas 
C 

0, alors B est dense dans K 
C 

0 

par le théorème de Fatou. Pour z E B n D 
C 

0 

il existe z 1 E Kc n De tel que 
0 0 

. D'autre part, Ç (z) E B , donc 
0 

( c), proposition 1. 2), donc 
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est invariant par 

plus, A est dense dans Y ( c ) = X ( 0) • Pour z E B, il existe deux entiers m>0 et n>0 
0 0 

vérifiant 

?+n(z ) - fm (z ) = 0 • Posons F(c,z) = ?+n(z) - f' 1(z), alors F(c ,z ) = 0 et 
COCO · C C 00 

0 0 

F' (c ,z) = ?' (z) (fn' (? (z ))-1). Co:mrœ l'orbite de z ne contient pas 0 
ZOO CO CC O 0 

0 0 0 

et ? (z ) 
C 0 

0 

est périodique répulsif, ? ' (z ) = 2m?- 1 (z ) ... f (z ) z ~ 0 et 
CO CO C 00 

0 0 0 

fn' (? (z ) ) -1 ~ 0 . En utilisant le théorème des fonctions implicites, nous troue C 0 
0 0 

vons qu'il existe V z 
0 

un voisinage de c 
0 

et g : V,., --+ a:: une fonction holo-
... o 

morphe avec g(c ) = z et F(c,g(c)) = 0 , par suite, g(c) est prépériodique 
0 0 

répulsif :pour fc et puis g (c) .E Kc . 

. Pour un :point y E A , il existe 
0 

Posons 

z EBn~ 
0 C 

tel que y
0 

0 

n n(c) = p(c) i_pc(g(c)) :pour cE V z 
0 

alors n est holonorphe avec 

Posons en plus Uy = T_c (V
2 

) et s (À) = n (À+c
0

), alors s (0) = n (c
0

) = y
0 

et 
0 0 0 

E; (À) E Y(À+c ) = X(À). C'est-à-dire :pour tout x E Ac X(0), il existe un voisinage 
0 

U de 0 avec U c A et une fonction holorrorphe s : U --+ a:: telle que 
X X X X 

s (0) = x et que s (À) E X(À), donc toutes les conditions de la proposition 4. 1 
X X 

sont parfaiteiuent remplies, on peut affirmer finalement 

i.e. 

[ 1] 

[2] 

[3] 

p(c )nT (wn M) --+ , (1 Y(c ) • cqfd. 
0 -c V C) 0 

0 0 

L.V. AHLFORS.- Cornplex analysis. 

A. OOUADY et J.H. HUBBARD.-On the dynamics of :polynornial-like rnapping, 
à paraître aux Annales de l'F.cole Normale Supérieure, 1985, 2. 

W. RUDIN.- Real and cornplex analysis. 
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