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BASES D'EXPONENTIELLES DANS L (R+)

par Denise et Eric AMAR

INTRODUCTION.

Soit ¢ une suite de points dans le demi-plan P = {ZGC ;s Rez > O} . Appelons
¥ la suite d'exponentielles associéesa ¢ i.e.: I= {e_Zt; zec}, ét V0 le
sous-Hilbert engendré par 2 dans L2(R+).

J. M. Anderson [ 1] caractérise lés suites o pour lesquelles X est une base
de VU , etil pose la question : caractériser les suites ¢ pour lesquelles VU posse-
de une base d'exponentielles.

Dans ce travail on généralise cette étude au cas des exponentielles de L2(R+n).
L'outil essentiel est le fait que les notions de base et d'interpolation pour une classe de
fonctions analytiques dans P?  sont tres lides.

On obtient, en particulier, le résultat un peu surprenant suivant : si n=1, une
base d'exponentielles normaliséesa 1 dans L2(R+) est toujours inconditionnelle ; si
n> 1 cela est encore vrai si le spectre de la base se trouve dans un ensemble de type S
(introduit au paragraphe 3). Cela pose donc la question générale : une base d'exponentielles
est-elle toujour's inconditionnelle pour n= 2 ?

Dans le § 0, on établit les notations et principales définitions.

Au § 1, on utilise la transformation de Laplace pour se ramener au cas des fonctions



analytiques.

Au (§ 2, on répond alors, de facon générale, a la question posée par J. M. Anderson,
en utilisant les techniques d'opérateurs de 't'oeplitz.

Dans les § 3 et § 4, on introduit des sous-ensembles de ph (en fait de )
dans lesquelles on sait caractériser les suites d'interpolation. On obtient des résultats
qui généralisent certains résultats de E. P. Kronstadt [ 2] en utilisant le théoreme d'union
de suites d'interpolation de N. Th. Varopoulos EB ] et celui d'extension linéaire de
A. Bernard [4] .

Au § 5 on revient aux bases a travers 1'interpolation hilbertienne : on caractérise
les suites X qui forment base, dont le spectre est situé dans les sous-ensembles introduits
précédemment.

Enfin, au \§ 6,-on peut lire directement les théorémes obtenus sur les bases

d'exponentielles dans L ®™.

Une des sources d'inspiration de ce travail fut 1'article de A. Shapiroet A. L.
Shield [14] .

0. DEFINITIONS, NOTATIONS ET PREMIERES PROPRIETES.

Nous aurons besoin des définitions et propriétés ci-dessous se rapportant aux bases
d'un espace de Banach [5]

1. Soit E un espace de Banachet X = {en ; neN} une suite de vecteurs de norme
un, engendrant E.

Onditque 2 estuncbasede E si:

VieE; 3 {ocn(f) : n€N} c CN, unique, telle que :
n

Sn(f)s z qe, converge vers 'f dans E quand nasoo,
i=1



3.

Soit E unespace de Banachet Z = {en;nGN} unie suite de vecteurs de norme 1.

On dit que Z forme,une basedans E si 2 est une base du sous-espace vecto-
riel fermé engendré par {en;neNSF.
On appellera conjugués les éléments {pn ; nEN} de E', dualde E, de norme

minimale, telle que :
Yn, meN; p (e )= Snm’

Si Zestune basede E, alors: Ic¢c>0 telque: Vn EW ; ”pn”E' <c.

2. On dit que T est une base inconditionnelle de E si:

i) ¥ est une base de E,

ii) YieE, lasérie T o:n(f).en est commutativement convergente dans -E.
n

Dans ce cas, ona: V{ﬁn ; neN} < 5N, Yie E, lasérie: T Bn ocn(f) e
n

est convergente dans E.

3. Si E estunespace de Hilbert, on peut montrer facilement que ¥ est base
inconditionnelle si et seulement si ¥  est équivalente 4 une base orthonormée i. e. :
3 {En 5 neN} base orthonormale et Q un endomorphisme bicontinude. E tel que :

Vn €N, en = an.

4., On dit que X est une base hilbertiennede E si:

i) Z formebasede E

n
ii) V{Ai ; ieN} € ez(N) ; la suite T Aiei converge dans E quand n tend
i=1

vers 1'infini.

Dans ce cas la suite {pn ; neN} des conjugués de X est une base besselienne
du sous-espace fermé qu'elle engendre dans E!', i. e. :

i) {‘On ’ HENJ est une base du sous espace engendré,

ii) Si T )\ipi converge dans E' quand n tend vers 1'infini, alors :
i=1



l2 < 4oo,

.
z I,
. i
i=1 g : o : . 3 : BT :
Méme si E est un espace de Hilbert, le fait que X est une base hilbertienne
 n'entraine pas que 2 est une basé inconditionnelle en général E5] P o
5. On notera : e
P“—{zec“-vz—(z | z_) tkq Rez >0;Yie [1, 2 n]}
— , — .l’.lo, n ’ L . i ’ ’ ,...’

Dn:—.{zecn;Z=(Z1,--'}Zn)’t' q-lzil<1; Vie[lizi ""n]} :
= {zecn ; z=(z1,..‘., Zn)’ t. q. Izi] =1; Yie [1, 2,..., n]}

Les espaces de Hardy classiques seront notés : H2(Pn), H2(Dn), H°°(Pn),‘ 'Hm(Dn), ‘

Hz(Dn) = {f analytique dans D", t.q. f(z.r) = f(z1r1, - ,znr'n) soit
uniformément bornée dans L2(Tn) lorsque 1, <1 } .

Hz(Pn) = {f analytique dans P", t. q. si Zj= X+ 1yJ les fonctions :

8(y1 ‘, oo ,yn) = f(x] + iy1 geeay xn+ iyn) soient uni_formément bornées |

dans L2(Rn) lorsque x> O}.
u°eE") = {f analytique et bornée dans Pn}. o

| 10" = {f analytique et bornée dans Dn} . E

6. On note, pour tout w€ Dn, - le noyau de Cauchy-Szego du point w, -

| - normalisé dans HQ(Dn), i.e.:

Soit (f la transformation conforme de P" sur D" définie par :



‘ z. ~- 1 ; :
n A B o ;
Yzep" y:@(_z_)(::;wi_ 7 71 avec z = (21,...,zn) et w= (w1,...,wn).

n 1+z
On pose alors V. €, ’ et on obtlent
‘ - 1—1 ] ]

PROPOSITION. V s'étend par linéarité en un opérateur unitaire de HZ(Pn)‘

sur H2(Dn).

Preuve. Simple vérification du fait suivant :
> 1+ zi 142!
s € H )
vE i=1 |1+z ! l 1+z I

| (V.e?_ >_ (e

Soit U 1'opérateur de Laplace sur LZ(Ri), i. e.

Vie L2(RY), neP", Uin)= j e 1L g(t)at....dt .

; o % R R ¢
Un théoréme de Paley-Wiener [6] nous assure que U est anti-unitaire de
2
(

L?(RZ) sur  H(P").

- si zep", Vnep", ona U(eg--)(n)- L e (n).

% VZReZi -Z-

i=1

Ainsi l'image des exponentielles se trouve étre les noyaux de Cauchy-Szego. k(Remkarque
bien classique [6 ] ).
Composant les opérateurs U et V on obtient un opérateur anti-unitaire de
2,0, | 2/n
L"(R) sur HY(D") telque W=VoU; W= —)(c)~ c(A)e (2:)

ol l'on a posé : :
; P n 1+A

p=o() et c(d) = !

;1—1 |1+/\l\/‘“*T

k Soit alor‘s ‘0' = {-—k}kQN y B = gp@ ) et G = {&k}kCN



Utilisant l‘isométrie W ‘la questionj devient donc :  ‘

. A quélles conditiohs sur O la suite {c(&k) el:’q(} ést—elle une basé du
sous—kespace Ex | qu‘ellekengendre dans H2(Dn) ?
et la question 2 :

2'. A quelles conditions sur ¢ a-t-on que le sous espace EG’ engendre par

{e ; KEN } dans Hz(l)n), posséde une base formée de vecteurs {ey ; KEN }
By & S k 1
avec YkeN; v, €D"? |

2. ETUDE DE LA QUESTION DE J. M. ANDERSON.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant.

o

- THEOREME. Soit {J le sous-espace engendré par {e_-)-“-’JE : &ec} dans LZ(R?_).

Si Ucr posséde une base d'exponentielles, alors cette base, unique, est constituée de

la suite {e_&'t— ; Aeo} elle-méme.

Preuve. Supposons que U; posséde une base d'exponentielles. Utilisant la formu-
lation 2', cela signifie qu'il existe une suite s = { L kEN } < Dn, telle que |
- {ev ;L/Es} est une base pour Ey (6 estl'image de © par o ; §1). Ona alors |

le lemme suivant :

LEMME. Soit we D7\ {s}, alors il existe § > 0 qui minore Ia distance de

Gleason de w aux points de s.

Preuve du lemme. Posons VYr< D;l: {56 p" . zZ= (z',...,zn) ;

L ]

. : i : . 2 o ‘ o
Z <r ; 1€[1,...,n]}. Si feH (Dn), on a alors (formule de Cauchy) :



lf(Z)l = lfH < c(r) Hf” 5
ZGDS r H

D!'autre part, puisque {eu ; _2_/_€s} forme base dans HZ(Dn); nécessairement les
conjugués existent et sont bornés [’5] ,l.e.:

B{pv ves} cH (D ) ktelle que : 1) Hp_”Hz(Dn)<M

2) Yy, v'es; ona: (p}i, ’ey_>=6_y'v s{

- Utilisant la propriété de reproduction de e, , 1)s'écrit:

v
1|2 N 1 n
(pV,,e> pv,(u)H 1- [v'%; ob v=(v e, V)
i=1 :
Posant : Vges; 1—! l , 11v1ent
1) fv)= SVw ; Vv'es; 2) Hfll <M.
. e CLEeh

Restreignant tout a D;l (il vient alors :

vV

Vv, v esnp) ; I f,cH (D) t.q.:

D el sc)m

- H (D)

2) fz(y_‘)= 6?_2' .

En particulier, lak distance de GleaSon [7] de deux pointskdistihcts de la suite ~ ‘ ;
sN Dg est uniformément minorde pour H (D ). -

~ Onendéduitque VYr'<rp; la suitek s D:, ne comkpktek qu'un nombré fini de pdints.

Laikkssant tendre r' et r‘ vers 1 avec r'<r<1, onen de’duit que s ne
kpeut s'accumuler qu 'kau bor‘d de D",

Comme par h;\k"Doth‘ekse W est dans p", on en déduit aisément le lemme .

Revenant a la preuve du théoréme, Considér'ons ‘alorjs :

s'=s5U {3} et notons ES, 1'espace engendré par {eu B g'€s'}.



Soit alors CLS, 1'algebre des opérateurs bornés sur ES, qui "diagonalisent"
 dans 1a suite {eu ; ~_1{€s'}, i. e. ESJ

g ={redsEl); Te,=TWe, 5 Ve s}
si fe HY®"), onnote w(f) 1'opérateur de To&plitz sur HZ(Dn) associé a
= . . . s _— 2,0 2,0 .
f; i.e.sit P 5 désigne la projection orthogonale de [,“(T") sur H°(D') ona:
2,..n : =
YheH (D) ; w(f)h=P ,f.h.

S

~ invariant, et si on note TTS,(f) la

1l est facile de voir [8] que w(f) laisse E

restrictionde w(f) a Eci, on a que [8] . Vte H°°(Dbn) : "ITS,(f) €, -

puisque Ww est séparé de s ona: ViEN, HTi€Oé, t. q. :

; ;,Ti.‘ey =0 R : ; s : ‘
; —1 il suffit de prendre 'rrs,(fi) avec fieHoo(Dn) et remplissant les
| Ti’ey_/ = Cw conditions correspondantes. ‘ ‘
HTi” < %
Mais e s'écrit de maniére unique (les e, ; Vs formant base):e . = ¥ a.e. +h;

: -~ V.€S -
2,.n . -1
avec h€H(D"); hiE_ et View; a,EC.

Montrons que h #0. Eneffet, si h était nul, on auréit en choisissant i tel que

- - — 3 > ' 3 . e ’ r —
TieLv e}y j?i aj Tiej jfi 3, Ti(-lfj)'e Zj ce qui contredit 1'unicité du développe

ment de e, Ssur la base {ey ; _I_J_ES}. Mais h non nul et orthogonal a Es’ il vient :

e. £ E..

Puisque 1'on a, par hypothese, EG’ = ES on en déduit donc :

"726'5-—.,—\@:/ €ES=_—;>2€S} d'oi G c s.

Mais alors {eu ;s ve 0} forme base pour E & comme sous-base de
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{eu s LE s} , d'oupar le méme raisonnement sc o ; ce qui prouve que s = T et

achéve la preuve du lemme.

REMARQUE. Dans le cas n = 1, la prk‘e‘uve est beaucoup p’llus‘simple : ﬂ suffit de
considérer le produit de Blaschke Bs qui s'annule sur s exactemént, puisque
{ev ; v€s} forment base, cela impose que s - soit un zéro pour UHZ(D). On a alors :

Yves (Bs,ev)=01
- } = ew € Es.
(Bg,ey? #0

3. ENSEMBLES DE TYPE S DANS D"

Le but de ce paragraphe est d'étudier des ensembles, asséz particuh'ers de Dn,
dans lesquels le fait, pour une suite, d'étre d'interpolation, se traduit ksimplement.

On aura besoin des définitions suivantes.

- 1. On dit qu'une suite o c D" est d'interpolation pour HOO(DH) Si:

Ve el®®); 3teu”®") t.q.: Vnen; i(z)=w ; z €o.

2. On dit qkuk' uhe suite ¢ < D" est sépafée si il existe 5 >0, telque:
Vg_ WEo 5 oz £Aw; dg(_z_ , }l’) =% : ou dg désigne la distance de Gleéson dan_sk |
‘1'algébre Hw(Dh). [3] . |
3. Un ensenmble Webd" est dit detype S si, pour toute Suitékk o d.e W ona

1'équivalence : ¢ est d'interpolation pour Hoo(Dn) siet seulement si o est séparée. |

Remarque. Utilisant [3 ] , i1 est clair qu'une union finie d"ensembles de type S

est de type S.
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- 4, EXEMPLES D'ENSEMBLES DE TYPE S DANS D.
Le premierkexemple étudié fut le rayon [0,1:] dans D [9] Plus

généralement, on dira que 1“Z est un cbne de sommet ZO€T etd'angle a>0 si:
o .

T cDU{z } et Yzer , Arg(z-z)e€ [—cx,+oc].
Zg o z o

Il est facile de voir que TZ est un domaine de type S, et donc aussi une union finie de
) ; o

tels cOnes.
L'exemple suivant généralise cette remarque :
soit - (Gn)neN une suite de réels positifs tendant vers 0 exponentiellement ;

par exemple o -1 < Gn < 2™ Soient rgoc) une famille de cdnes d'angle «a= 0

telle que Vn@, Tgla) NT= {eie n} et G?S‘Hn T = {T}H;_J]{eie n} - Posant

W= U 1‘(0{), on a alors :
n>1 "

PROPOSITION. W est un domaine de type S.

- Preuve. Soit © une suite séparée dans W:0 = {Zk}1<€N° Pour montrer que
¢  est une suite d'interpolation, il suffit de montrer que la mesure

p= T(1- ]Zk ')6 , est une mesure de Carleson [10:[, i.e.:
k=1 %k

soit K ={zep, lzl>1-27", Argze [o, %Zf]}
n o
11 faut vérifier ;.'(Kn) <C 2™ ol C estune constante.

Les données étant stables par une "homotéthie" de centre 1, il suffit de vérifier

que UL est bor‘née sub D.

k

. Soitdonc C, = JizéﬁD ; 1—251(5 lzl < 1-—2~k_1}, et pour 0<p< 2K

posons
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_{scc - 2 %n:}
Ck,p"{zeck f Argz€[p.2k , (p+1) ZkJ .

La suite o étant séparée, il existe un entier A tel que chaque Ck p cdntienn'e
vt , ;

~auplus A pointsde o.

D'autre part, Tn N C, estinclus dans le domaine

k

= -n, .k .-n -K }

~ = ; 2 -t 2 2 2 .

‘Rk,n {Z€Ck ; Arg z € [ g o y +g o :]

- Soit alors B unentiertelque B> tg«, ilya, auplus, 2AB points de o
B | | |

dans R etona R, < U C dés que 2_k+tga2—

k -k
k,n k,n p=—B k,p -

B2 7
i.e. désque n=k+ n  avec n indépendant de n et k.
- Donc U R contient au plus 2AB pointsde o¢.
el k,n e
: n2k+no ; ; : :
D'oly, dans la couronne Ck’ ily aurauauk plus 2AB(k+n o) pointsde o. Onen
déduit enfin :

| e S : -
pD)s 2z 2 K L2AB(k+no)] < 40 ; et o estbien une suite d'interpolation.

5. EXEMPLES D'ENSEMBLES DE TYPE S DANS Dn.““ =

On va montrer le théoréme suivant :

THEOREME. Si, pour 1<1i<n, Wi estdetype S pour H k(D), alors

 W=W,XxW,x...xW estdetype S pour 17 ®").

Preuve. On la ferapour n=2. Soit ¢ une suite dans W 1 xW2 telle que
il existe & >0 avec

Vz€o et VYweo ;g_%_\y=>dg(_2_,}y).>,8‘;

explicitement, si _z_k=k(zu],22) et w = (w] , w2), on a
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dg(g:,}_y) = max [dg(z1 ,W1) , dg(ZZ’Wz)] .

Pour kEN et 0<p< X on définit 1a cellule e p par

C ={zeD; D I I S L Arg?€E;>2W( 1) D
k,p : : 2

On peut supposer, quitte a découper ¢ en une union finie, que o esttel que

z,w € C, _==d (z,w)< 9. On définit alors la sous-suite o ainsi
| k,p g k,p
= {wew k
%%.p {We“z t.q. (z,w)€o et ‘z €‘Ck,p}.‘
Si z et w sont deux points distincts de Op,p Ona donc : dg(z,w) > %. Donc,
b
pour tout (k,p), la suite Oy b est séparée dans W2 et donc d'interpolatiOn pour
st :

une constante M uniformément majorde par un nombre M(5 ).

k,p

La démonstration nécessite deux étapes.

a) Premigre étape.

On suppose que Z,W € O Z = i. e. la projectionde o
ppose que Y (z,w) k,p = zk pr 1 proj k,p
sur la premiere coordonnée est constante. La suite {Zk p} (,p) étant une suite séparée
. s b .
dans W, est d'interpolation pour H”(D) de constante M(d). Soit {ek p} la
s

suite de fonctions de H7(D) réalisant 1'extension linéaire [4] , [Kﬂ ,i.e.:

_ck',p!
jek:p(zk' ') 6

k,p
1\/260 > lek z)] = N(D).
k,p <P | | |
: ; . - . ‘ . 103y
Indiquons les points de o : o =<w, (M);n€JcN, etsoit wel (N).
k,p~ k,p k,p

Pour tout (k,p), il existe une fonctlon f (z) € H (D) telle que

‘jk S ) =

e = ploll = wsalel,

k,p
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Posons enfin  V(z,w) € D2 :f(z,w)= Z e (z) fk p(w),

; G k,p o : .
 Clairement f € HOO(D2) ; H f”oo < M(B)N(®) et f réalise bien 1'interpolation pour une

k,p

H

kconstkante M(S)N(B).

 b) Deuxieéme étape.

'Si, maintenant, la premiére coordonnée des points de o, o n'est plus constante

on subdivise chaque ¢ en 22N cellules, i. e. :

k,p

N

0<j<2 0<b< N

1. . ={zen; lzle [1-2”"&32"“1\1 , 127 % (i N [ et
R il | | ‘

Arg z € %I(WBTN) ; 2—{% (p + (Q+])2~N l:} |

On choisit N telque: Yz, Vwerl et Vge B (D), onait:

p,k,i,0

(*) o P Ig(z)-—-g(w)! < “g”oo ____L___‘ :
E ‘ | 2N(5) M(d)

 Soit alors S;i ) la sous-suite de o dont la premiere coordonnée de ses éléments
, ;

~appartient & I e
Sk Y he,p,i,0

On associe a s, la suite  s! ainsi construite :
3

o G,0) - T
on choisit xv? un point de 1 . et on pose
SO Rk,p pot k,psi,8 5 PO

i0) R R :
s ={X(J’ n t.g. Ix n)€b avec : :
: J’e ( H ’ yk’p(; )) q k,p( ) B i S
i X n n) € s. } -
G, p) ¥, p(m) € 55 9 |
La suite si_i 3 est du type de celle étudiée a la premiere étape, elle est donc d'intér‘pola-
tion. En utilisant (*) et un argkument ClassiQue de série [11] - L7] , on obtient Que
‘Sj y est d'interpolation.
v
La suite o est alors réunion kfinie‘ de suites d'interpolaﬁdn et est Séparée, on

‘peut donc ‘l‘ui appliquer le théoréme de N. Varopoulos LB]: o est d'interpolation.



\/‘c),, % =
4. INTERPOLATION DANS H ™ (D"). %;m@/

On s'intéresse maintenant aux suites o c DXW ol W estun ensemble de

type S dans p"!.

Comme au § 3 onagque: V% > 0, on peut partitionner W en cellules
{Ck 5 keN} telles que : Yk HE VX’ V;y_r* c Ck : dg(X , X')< 5.
Soitalors o c DXW. Onpose: VYKEN ; o*k={(x,_y)€cr ; t. q. XGCk}

1

et oKX= {x €ED t.q.3Iy€ p" ' avec (x,y) € ok}; i.e. oK estla projection.

de O'k sur la premiere coordonnée complexe.

Reprenant alors exactement les arguments du § 3 on montre :

PROPOSITION. Soit ¢ ¢« BXW, _(3_‘11 W est un ensemble de type S dans

-1 pour que ¢ soit d'interpolation dans HZ®™), il faut et il suffit que :

i) o soit séparde

ii) T$ >0 tel queles points de ¥ forme une suite d'interpolation pour H™ (D)

X - x!

de constante uniforme, i. e. Vk €EN; inf I =95 >o.

xe¥ x1ed

k

1-x'x
Cette proposition donne une description "concrete" des suites d'interpolation dans
H”(D") située dans DXW.

On va donner une description abstraite basée sur le théordme d'approximation

suivant dii a E. P. Kronstadt L2J .

THEOREME. | 2 |. Soit o = {xk : kee\v} une suite dans D. Pour tout ¢

positif, il existe €, positif tels que ¢ est d'interpolation pour Hoo(ﬁ)) si et seule-

ment si il existe une famille {fk 5 kGN} de fonctions dans H‘CO(D) avec :




15.
) VYeen; el sec

2) Vk,k'en; !fk(xk,)— Sk " | < e .

(o)

Le théoréme abstrait sera le suivant.

THEOREME. Soit o.c DXW _qg_ W estdetype S dans Dn_1. Pour que

o soit d'interpolation dans Hm(Dn), il faut et i1 suffit que les idempotents élémentaires

soient uniformément bornés.

On rappelle que si 0 = {Zk ; KEN } , les idempotents élémentaires sont des fonc-
. . a1l ' 1 . =
tions {1, ; keN} de HZ®") telles que Vi, Vk'ew ; £(z,) =5,

La condition est clairement nécessaire.

Preuve de la suffisance. Ve 0, onpeutchoisir © >0 tel que Yk , V Y.y

€C, Vete H”®") on ait: lf(x,x) - f(x,y") |< z—:”f”oo, cap

d(y 5 y')< 5=%dg((x,y) s 0Ly )< 5.

Choisissons un point Xk dans C VKEN. 1l vient alors, si1'on note

k’

{fz ; Z € ok} les idempotents élémentaires associés a ck (”fZ”oo <c, VY z € O'k) :

Vzr =y €0 G,y -1, 9] < ec.

. k, . 7 -
Posons alors : V_z_ co*; VYoeb: fg_((p) = f:é(rp,xk).
Ona:1) f €H"(D) et “‘;_Hmf ¢ VYzeok

2) Vx'd}'k ; Vg_é:o*k : l’sz_(x') - Sxx' < ec ; (z=(x,y).

Comme on peut choisir S assez petit pour que eC soit inférieur au €, du

théoreme de E. P. Kronstadt, on an déduit que 'Ei'k est une suite d'interpolation dont 1a

constante est indépendante de k.
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11 est clair que les ensemblgs DxW ou W estde fype S dakns Dn_] sont

plus généraux que ceux inffoduits paf E. P. Kronstadt [2_] L |
| Dé plus il introduit la notion de suite o© < p" d'interpolati_oh géhér*alé. ‘

o est une suite d'interpolation générale si pour toute algebre uniforme A, 1la
suite ¢ est d'inter‘poiation pour 1'algebre des fonctions analytiques a valeur dans A
étkbornées. En particulier toute suite ¢ d‘intexjpolatkikon générkalekest d'interpolation
habituelle. |
| Le coroliaire kskuivant, d‘ku théoreme d'extenéion linéaire ‘dek A. Bernafd [2] ,k moknkirkek |
Qu‘ une suite d'interpolation habituelle est toujours une sﬁite d'interpolation générale,

ce qui généralise donc encore certains résultats de E. P. Kronstadt.

COROLLAIRE. Soit ¢ < D". Pour que o soit une suite d‘interpolation générale,

il faut et il suffit que ¢ soit une suite d'interpolation pour Hoo(Dn).

La nécessité est évidente. deons la suffisance : o = {Ek ; keN} est d'interpola-
tion de constante ¢ >0 pour H®(MD"). Utilisant alors L4] on sait qu'il existe une
suite {fk ; keN} de fonctions dans HT(D") telle que :

1) V_z_eﬂ)n ; = 'fk(_Z_)l < c?
k

2) Vi, Ykewn; f(z)=6_ ..

Soit alors A une algebre uniforme (ol un espace de Banach...) et {al, ; RQN}

une suite d'éléments de A telle que sup ”akH < 1.

Il est alors clair que la fonction G(z) = Z fk(_z_) kak est
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1) analytique a valeur dans A

2) réalise 1'interpolation: Vi € N ; Glz;) = a;

3) le@ll, ,=c*.

Cela valant pour toute A, le corollaire est prouvé.

Remarque. L'étude des suites d'interpolation ¢ situées dans D XW estires

particuliere. En effet, pour ces suites on a

est d'interpolation

1) o est d'interpolation pour HM®") si-et seulement si o

hilbertienne dans HZ(Dn) comme on le montrera au §5 ; ce qui est faux pour une suite

quelconque dans p" [12].

2) ¢ est d'interpolation dans H(®") s1 et seulement s1

i) o est séparée

ii) si la mesure d'interpolation associée 8 ¢ est de Carleson ES] , ce qui est

facile a prouver.

Or L. Carleson a montré dans [16] 1'exemple d'une suite dans E)n telle que la

mesure associce est de Carleson et ne vérifie pas les inégalités HP. Donc cette suite ne

peut étre une suite d'interpolation [S:I .

5. INTERPOLATION HILBERTIENNE ET BASES.

Soit o une suite dans Dn. On a le lemme :

LEMME. Si les conjugués de la famille ¥ = {ez ;2 € 0} sont uniformément bornés

>
dans I—I“(Dn), alors la suite o est sdparée.
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Preuve. 3¢>0, Vz,Vz'€o FTpcC H2(Dn) t. q.:

) lolscs Coep =1 ;

2) (p,ez,> =0

Il est facﬂé de voir que cela implique : l( e, e, )l <1-% avec 2>0 ne

dépendant que de c.

D'autre part, si g:(z1,...,zn) et _z_‘=(z',...,zl']), in viem .

1
o e
~
0]
[¢]
R

l(ez,ez,>|

- i=1 1 i

Un calcul classique monire alors que :

Vielt,. .,nl; I<e

. ez,>l2 =1- dg(zi’zi') dans le disque,

i i
. vy !
et que : dg(g_ ;z')=  max dg(zi’zi)
i=1,...,n
d'ol : 1-d(z,2')<1-d(z z‘)=l(e e )lz Vie1 n
. g\=r L /= ¢\ it Zi’ Z]{ gy e
donc [ —«dg(_z_ , _z_')]ns l(ez ,eZ‘>Izs 1-5.

—

On en déduit : dg(_z_,g_')?.T—(]—%)1/n=y>O, d'oli le lemme.

COROLLAIRE Soit 0 cW, olt W estdetype S dans D". Alors

Z= {ez , g_ea} forme base si, et seulement si, la suite ¢ est séparée. De plus, dans

ce cas, X forme base inconditionnelle.

En effet, si o est séparée, la définition de W permet d'affirmer que ¢ est
. . o, T . 7 ~ .
d'interpolation pour H (D). Or, on sait [8_! que cela entraine que 2 est d'interpo-
lation hilbertienne dans Hz(Dn), i. e. forme base inconditionnelle.

Réciproquement, si = forme base alors les conjugués de ¥ sont uniformément

. 2,..n ) . .
bornés dans H (D) et le lemme nous assure que ¢ est séparde, donc en fait que I
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forme base inconditionnelle.

Soit maintenant une suite o dans D. Ona:

THEOREME. La suite Z = {ez ; z(—:c} forme base si, et seulement si :

— 1
(*) inf I |-22Z | =%8>0
zCo z'€o ‘1 -2z'z
Z'#£z

Dans ce cas £ forme base inconditionnelle,

Preuve. Si © forme base, les conjugués sont uniformément bornés dans H2(D).
On a caractérisé ceux-ci dans [8] et 1'on a montré qu'alors cela entrafhait la condition (¥).
Réciproquement, utilisant la caractérisation de L. Carleson [133 on sait que (¥)
entraine que © est d'interpolation pour HO(®) -et-donc-aussi-gue—I—est-dlinterpela—
tiop-poun—H D). et donc aussi que T est d'interpolation hilbertienne dans HZ(D)
[8] ,i.e. ¥ forme base inconditionnelle.
1

Soit maintenant le cas mixte : o c DXW ou W estdetype S dans D" '

On va montrer le théoreme suivant :

THEOREME. Soit ¢ « DXW oli W estunensemble de type S dans p"1,

Pour que T = {ez ;2 € c} forme base hilbertienne, il faut et il suffit que ¢ soif une

suite d'interpolation pour Hoo(Dn). Dans ¢e cas Z forme base inconditionnelle.

Puisque interpolation hilbertienne est équivalent a base inconditionnelle donc entraine
base hilbertienne, ce théoréme montre que si ¢ < D XW, interpolation hilbertienne et
. . oo s s ~ .
interpolation pour H caractérisent les mémes suites.

D'autre part, ¢ d'interpolation pour HO ") est décrit "concretement” dans la
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proposition du § 4, et "abstraitement” dans le théoreme du § 4.

Preuve du théoréme. Si o est d'interpolation pour H (D7), alors £ forme
base inconditionnelle donc hilbertienne.

Réciproquement, puisque X forme base, les conjugués de Z sont uniformément
bornds dans H2(§)n) et d'apres le lemme la suite o est séparde.

Comme aux § 3et4, \7’5>O, on peut découper W en cellules {Ck ; keN}
telles que : VkEN ; Yy, y' € . 3 dg(x , ¥y < S. Avec les notations du § 4, le but
est de se ramener aux hypothéses de la proposition du § 3, i.e. de montrer que 'Ek
est une suite d'interpolation de constante indépendante de k dans HOO(D).

En reprenant la preuve du lemme, on montre aisément que :

n-1
(1) ',y'€§)n~1 t.q. d(y,y')<% <1 alors [<e , € ,)l > (1-%) 2 .

Y

D'autre part, utilisant 1'hypothése de base hilbertienne, on sait qu'il existe ¢> 0

t.q.: Yneu®Y), [ <h,e, 52 < 2P,
zEo -
s . ' ' kK o l l2 2
En particulier, si h=e , , z'€c¢", ilvient: X (ey,,e2> < c”.
—_ zCo pud =
-k
Ecrivant : z=(x,y) ; z'=(x",y'), onaque y et y' sontdans ¢, , donc,
grace a (1), il vient :
n-1
2 12 2 2 2
‘= . e e d%l<e e)l.>_1—6 5. I<e e M.
_z_(icrk x'?7x <X_"y ( ) k <x" X

zco

Les points de ¥ étant sépards on choisit 9 assez petit pour que 3K soit séparée,

et on a donc {on prend 5 < So ol SO est la constante de séparation de o)

1
(2)‘ Yy ek ; SNk l(ex, , ex>l23’—" n-T c2.
xXEo (1—6) 2

. =50 N ..
On sait alors ;13 que (2) entraine que la mesure associde est de Carleson. Comme de plis
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%K est séparce, K est d'interpolation dans H (D), la constante ne dépendant que

de § etde c. Onestdonc ramené a la proposition du § 3 ce qui acheve la preuve

du thdoreme.

Remarque. Pour o CDXW ou W estdeiype S dans Dn~1 , contrairement
au cas ou les idempotents élémentaires sont uniformément bornés dans Hm(Dn), nous ne
sommes pas arrivés a montrer que : conjugués pour Z = {ez : _2_60"} uniformément
bornés entraine X interpolation hilbertienne.

En effet, pour utiliser une méthode analogue a celle pour Hw(i’)n) il faudrait un
théoreme d'approximation du genre de celui de E. P. Kronstadt, mais pour H2(§)). Or,

un tel théoréme ne peut exister a cause du contre exemple suivant.

CONTRE-EXEMPLE. 3c >0 ; Vs > 0, 1l existe une suite © = {Xi ; IEN ¢ dans

D qui n'est pas d'interpolation pour HZ(D) et une famille de fonctions { Py iei\}

bornées par ¢ dans HZ(D) tellesque: Vi, VjEN; l(pi,ex - Sij | <e.
J

Preuve. Soit n€N. Appelons o la suite constitudes de 2" points équirépar-
tis sur le cercle de rayon 1-2",  On sait que la constante d'interpolation de CL est
un nombre ¢ indépendant de n. D'autre part, une union infinie de telles suites o
ne peut éire d'interpolation car la mesure associée ne serait pas une mesure de Carleson.
Nous allons montrer qu'une union infinie de o vérifie les hypothéses du contre-exemple.

Partons de n, €N. Onchoisit x € Un et on pose :
n 0

B % (0)
p, (o) = e (0); Vo

X B;]O(X) X

m

D

n
[} . . .
Bx (0) est le produit de Blaschke ayant o N {\} comme Zeros exactement,
o
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- - N 2
et oli, comme toujours ex(o) est le noyau de Cauchy Szegd normalisé a 1 dans H™(D).

1

11 est clair que ” pr 5= T < C car Gn est d'interpolation de constante C.
H ! 0. !
B °(x)
De plus : 1 si x=x'
Vx,x‘ecn ; (px,ex,> = { .
0 0 sinon.

£> O étant donné, Hn} > ng tel que VYn= n, on ait :

Vxeon ; Vx'Eon l(ex,ex,>;<é.
o
En effet, on a I(e . '>‘ ) \/1~'x;2 W_IX,P 52___\le' E
-n XX | - x| 1-ix |
et Ixl=1-2 ° e [x|le1-27",

On en déduit Vx€0n ;Vx‘ecrn
(¢} 1

BMo (x1)
2 leo

t

e %Ss.

l<p)(’e){|>!S X’ Xl

x)

On recommence évidemment de la méme maniére et 1'on obtient une suite {no, ny,.. }

telle que o et o vérifie encore les propriétés ci~-dessus. Clairement
“k k!
o=U o et {px ; X€O’} constitue bien le contre exemple, puisque ¢ n'est pas
k k

d'interpolation mais X posséde bien des conjugués approchés qui sont uniformément

bornés.

6. APPLICATION AUX BASES D'EXPONENTIELLES.
I1 ne reste plus qu'a utiliser la transformée de Laplace et 1'isométrie introduite au

début pour transcrire les résultats obtenus sur 1'interpolation en résultats sur les bases

d'exponentielles.
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— R4 . . I 2 .
Puisque les noyaux de Cauchy Szeg0O etaient normalises dans H™, on normalise

les exponentielles

\7'_2_ € P on pose d(z) = { : =

0

:I
IN

i
N

1) Cas oli la suite ¢ estdans P = {ZGQ ; Rez > O} . On obtient 1'amélioration

du théoreme de J. M. Anderson LT] .

THEOREME 1. Soit une suite ¢ dans P. Pour que 1'espace Vo engendré

par la suite {e—Zt ; z(—:a} dans LZ(R+) posséde une base d'exponentielles il faut et

AR A

il suffit que int I =9 > 0. Dans ce cas la suite normalisée

ZEo Z'Eo\ {z}

{e"Zt d(z) ; z(—:o} constitue 1'unique (2 normalisation prés) base d'exponentielles de v,

zZ+ 7z

et celle-ci est inconditionnelle.

2)Casollasuite o estdans W, ou W estdetype S dans p" (voir §3).

On a alors :

THEOREME 2. Soit ¢ une suite dans W, oii W estunensemble de type S

dans P". Pour que l'espace V0 engendré par la suite {e“—zu't— ; _7160} dans

2
LAR™ possede une base d'exponentielles, il faut et il suffit que :

z.-z}

. 171
inf { max } =% >0.
z€0 ,2'€ o, i=1,...,n|z +z!
T oo 11
iz
. . . -z.t . . N . .
Dans ce cas, la suite normalisée {e - - d(_z_) ; g_(-lcr} constitue 1'unique (& normali sation

pres) base d'exponentielles de vcr et celle-ci est inconditionnelle.
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Utilisant le fait que R est un ensemble de type S dans Pn, on en tire le

corollaire plus "parlant" suivant :

'COROLLAIRE. Soit o une suite dans R+nf Pour que l'espace V(T engendré

“par la suite {e-?-{—'ﬁ- ; Z(_EO} dans L2(R+n) posséde une base d'exponentielles, il
X X! 1y |
faut et il suffit que  inf { max e } =9 >0.
xEo;x'e€o Ti=1,...,n 7174

x.t

Dans ce cas la suite normalisée {e——-‘—- d(x) ; 560} constitue 1'unique (2 normalisation

prés) base d'exponentielles dans VU et celle-ci est inconditionnelle.

3)c c PXW, ol W estdetype S dans P

Dans ce cas ‘, on ne sait carac-

térisef que les bases hilbertiennes (§ 5) d'exponentielles.

THEOREME 3. Soit ¢ une suite dans P xW 9‘2 W est un ensemble de type

S ’dahs Pn—1. Pour que 1'espace Vcr engendré par la suite {e_-z—’:t- ; _2_:_60} pOsSSse=

~de une base hilbertienne d'exponentielles normalisées, il faut et il suffit que o soit

d'interpolation pour H™(P"). (Donc o est caractérisée par la proposition du § 3). ‘

~ Dans ce cas, la base unique (& normalisation prés) et inconditionnelle est la suite

5 {e-z‘:[— d(z) ; gﬁ:a} elle-méme.

-~ La question qui se pose alors est : est-ce que toute base d'exponentielles normalisées

2040 . £ ‘ .
dans L (R™) est inconditionnelle ? Les théorémes 1 et 2 répondent oui si le spectre de

la base est soit dans P  soit dans un ensemble de type S.
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