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INTRODUCTION. 

A S L2(R+n) BASES DI EXPONENTIELLES D N 

par Denise et Eric AMAR 

Soit a une suite de points dans le demi-plan P = { zE:C ; Rez> 0}. Appelons 

:E la suite d'exponentielles associées à cr { -zt } i. e. : :E = e ; zE:cr , le 

sous-Hilbert engendré par !; dans L2(R+). 

J. M. Anderson [ 1 ] caractérise les suites O' pour lesquelles :E est une base 

de V <J, et il pose la question : caractériser les suites cr pour lesquelles V 
O 

possè­

de une base d'exponentielles. 

Dans ce travail on généralise cette étude au cas des exponentielles de L2(R+n). 

L'outil essentiel est le fait que les notions de base et d'interpolation pour une classe de 

fonctions analytiques dans Pn sont très liées. 

On obtient, en particulier, le résultat un peu surprenant suivant : si n = 1, une 

base d'exponentielles normalisées à 1 dans L 2(R+) est toujours inconditionnelle ; si 

n > 1 cela est encore vrai si le spectre de la base se trouve dans un ensemble de type S 

(introduit au paragraphe 3). Cela pose donc la question générale : une base d'exponentielles 

est-elle toujours inconditionnelle pour n > 2 ? 

Dans le ~ 0, on établit les notations et principales définitions. 

Au ~ 1 , on utilise la transformation de Laplace pour se ramener au cas des fonctions 



2. 

analytiques. 

Au ~ 2, on répond alors, de façon générale, à la question posée par J. M. Anderson, 

en utilisant les techniques d'opérateurs de Toeplltz. 

Dans les ~ 3 et ~ 4, on introduit des sous-ensembles de Pn (en fait de Dn) 

dans lesquelles on sait caractériser les suites d'interpolation. On obtient des résultats 

qui généralisent certains résultats de E . P . Kronstadt [ 2 ] en utilisant le théorème d' union 

de suites d' interpolation de N. Th. Varopoulos L3 ] et celui d'extension linéaire de 

A. Bernard [ 4] . 

Au ~ 5 on revient aux bases à travers l'interpolation hilbertienne : on caractérise 

les suites L qui forment base, dont le spectre est situé dans les sous-ensembles introduits 

précédemment. 

Enfin, au ~ 6 ,- on peut lire directement les théorèmes obtenus sur les bases 

d'exponentielles dans L (R+n). 

Une des sources d'inspiration de ce travail fut l'article qe A. Shapiro et A. L. 

Shield U4]. 

O. DEFINITIONS, NOTATIONS ET PREMIERES PROPRIETES. 

Nous aurons besoin des définitions et propriétés ci-dessous se rapportant aux bases 

d I un espace de Banach [ 5 J . 
1 . Soit E un espace de Banach et L = { en n€N} une suite de vecteurs de norme 

un, engendrant E . 

On dit que r. est une base de E si : 

Vf € E ; J { an(f) ; n€N} c c1\ unique, telle que : 
n 

S (f);; I: a.e. converge vers f dans E quand n ..,. <X). n .. 
1 

1 1 
l= 



3. 

Soit E un espace de Banach et E = {en; nE:N} une suite de vecteurs de norme 1 . 

On dit que !: forme une ba:f dans 
riel ferrrié engendré par {en;nE:N J· 

E si E est une base du sous-espace vecto-

On appellera conjugués les éléments 

minimale, telle que : 

't/n, mE:N; p (e > = b . n m nm 

de E' 
' 

dual de E, de norme 

Si :E est une base de E, alors : 3: c > 0 tel que: Vn E: W ; IIPnllE, ::::; c. 

2. On dit que :E est une base inconditionnelle de E si : 

i) :E est une base de E, 

ii) 'î/f 6 E, la série :E ex (f). e est commutativement convergente dans · E. 
n n n 

Dans ce cas, on a : Vf E: E, la série : ~ f3 o: (f) e 
n n n n 

est convergente dans E . 

3. Si E est un espace de Hilbert, on peut montrer facilement que ~ est base 

inconditionnelle si et seulement si ~ est équivalente à une base orthonormée i. e. : 

3 { En ; nE:N} base orthonormale et Q un endomorphisme bicontinu de E tel que: 

VnE:IN, e = Qe: • n n 

4. On dit que ~ est une base hilbertienne de E si : 

i) !: forme base de E 

ii) \;/ { Ài ; iE:N} E: e2
(N) ; la suite 

vers 1 ' infini. 

n 
~ À.e. 

. l l l l= 
converge dans E quand n tend 

Dans ce cas la suite { p n ; nE:N} des conjugués de :E est une base besselienne 

du sous-espace fermé qu'elle engendre dans E 1 , i. e. : 

i) {.on ; nE:N / est une base du sous espace engendré, 

n 
ii) Si ~ À .p. converge dans E I quand n tend vers l'infini, alors : 

. l 1 1 
l= 



Même si E est un espace de Hilbert, le fait que i; est une base hilbertienne 

n I entraîne pas que ~ est une base inconditionnelle en général [5]. 

5. On notera : 

pn = {zE:Cn; z = (z1, ... , zn)' t. q. Re zi > 0; Vi E: [1, 2, ... , n]} 

()n={zE:Cn; z=(z 1, ... , zn), t. q. lzil < 1; \fiE:[1, 2, ... ,n]} 

Tn = { zE:C:n ; z = (z1, ... , zn), t. q. 1 zi 1 = 1 ; V i E: [1, 2, ••• , n]}. 

4. 

Les espaces de Hardy classiques seront notés : H2(Pn), H2(on), H
00

(Pn), H
0
\on), 

i. e. : 

t. q. f(z.r) = f(z
1
r

1
, ••• ,z r } soit 

-- nn 

uniformément bornée dans L 2(Tn) lorsque ri < 1}. 
n P, t. q. si z. = x. + iy. les fonctions : 

-J J J 

g{y 1 , ••• , Y n} = f (x 1 + iy 1 , ••• , xn + iy n) soient uniformément bornées 

dans L 2(Rn) lorsque x > 0}. 

H
00 (Pn) -- {t lyt· t b ' d Pn} ana 1que e ornee ans . 

H
00

(0n) = { f analytique et bornée dans On}. 

6. On note, pour tout ~ E: On, ew le noyau de Cauchy-Szegë du point ~' 

normalisé dans H2(on), i. e. : 

n 
E ( 77) = Il z-
- i==1 

\(2 Re zi 

V2r;(z. + ri-> 
1 1 

Soit 'f la transformation conforme de Pn sur On définie par : 



z. - 1 
1 

W= cp(z) ~w. = 1 
- - 1 z. + 

On pose alors 
n 

VE = TI . z 
- i=1 

1 

l+zi 

h+z. l 
1 

avec z = (z
1

, ..• , z ) 
- n 

et w = { w 1 , ... , w ) . 
- n 

e et on obtient : w' 

sur 

PROPOSITION. V s'étend par linéarité en un opérateur unitaire de H
2 

(Pn) 

H2(0n). 

Preuve. Simple vérüication du fait suivant : 

Soit U l'opérateur de Laplace sur L2(Rn), i.e. 
+ 

Vf E:L 2 (R~), rJ E:Pn, Uf(71)= JRne-!l•!. f(t)dt 1 ... dtn. 

+ 
Un théorème de Paley-Wiener [ 6] nous assure que U est anti-unitaire de 

on a 

5. 

Ainsi l'image des exponentielles se trouve être les noyaux de Cauchy-Szegë. (Remarque 

bien classique [ 6 ] ). 

Composant les opérateurs U et V on obtient un opérateur anti-unitaire de 

où l'on a posé: 
n 

et c(À) = n 
- i=1 

1 + X. 
1 

l 1 + À. I 
l 

a= {~(}kE:N 

1 



Utilisant 1' isométrie \V la question 1 devient donc : 

1'. A quelles conditions sur cr la suite { c(~) e~} est-elle une base du 

sous-espace qu I elle engendre dans 

et la question 2 : 

o"J 

2 1 • A quelles conditions sur a a-t-on que le sous espace E"' engendré par 
(j 

possède une base formée de vecteurs 

avec VkE:N 

2. ETUDE DE 1A QUESTION DE J. M.ANDERSON. 

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème suivant. 

THEOREME. Soit v; le sous-espace engendré par { e-~-! ;_ ~€a} 

6. 

Si V--
0 

possède une base d'exponentielles, alors cette base, unique, est constituée de 

{ 
-À t } la suite e -·-; À€a elle-même. 

Preuve. Supposons que ~ possède une base d'exponentielles. Utilisant la formu­

lation 2 ' , cela signifie qu'il existe une suite s = { ~ ; kE:N} c On, telle que 

{ e 
11 

; ~ E.:s} est une base pour 

le lemme suivant : 

E~ (â' est 1' image de a par cp ; 
Ci 

§ 1). On a alors 

LEivH.,,JE. Soit ~ E.: Dn \ { s}, alors il existe b > O qui minore la distance de 

Gleason de ~· aux points de s. 

Preuve du lemme. Posons V r < 1 , 

zi < r ; i E.: [1 : . .. , n]} . Si f € 1-i2(on), on a alors (formule de Cauchy) : 



sup !t(z) 1 § llt!J 
00 

n $ c(r) llrJI 2 n . 
zE:On - H (Or) H (D ) 

r 

D 1 autre part, puisque { ev ; !:.;_€s} forme base dans H
2(rP), nécessairement les 

conjugués existent et sont bornés [5] , i. e. : 

V= V1 

Utilisant la propriété de reproduction de ev, 1) s 1 écrit : 

(p , , e ) = P , (v) ~ ' 1, - J vi 1
2 

; où ~ = (v 1, ... , vn). 
V V V - . V 
- - - 1=1 

Posant : \/ ~ E: s ; f , = ~ Y1 ~ J vi 1
2 

p ,,, , il vient : 
V . 

1 
v 

- l= 

1) f (v 1
) = ô · v - vv' ' V v 1 E:s ; 2) lit Il 2 $ M. 

~ H (1P) 

Restreignant tout à I)~ il vient alors : 

1) 

2) r (111 ) = b v- vv 1 • 

En particulier, la distance de Gleason [7] de deux points distincts de la suite 

s n Dn est uniformément minorée pour H
00

(Dn). 
r r 

On en d2duit que 'vr' < r ; la suite n sn Dr 1 ne compte qu' un nombre fini de points. 

Laissant tendre r' et r vers 1 avec r' < r < 1 , on en déduit que s ne 

peut s 1 accumuler qu'au bord de On. 

Comme par hypothèse :Y. est dans on en déduit aisément le lemme. 

Revenant à la preuve du théorème, considérons alors : 

et notons E , 
s 

l'espace engendré par { ev ; _!:, E:s'} . 



Soit alors 0.,
5

, 1' algèbre des opérateurs bornés sur 

dans la suite { e · vCs'} 
V' - ' 

i.e. [s] 

Q , ={TC ~(E , ) ; s s 
" 

T .e = T(v).ev 
V -

E, 
s 

qui "diagonalisent" 

Si f C H00 (0n), on note 77 (f) l'opérateur de Toëplitz sur H2(on) associé à 

r i. e. si désigne la projection orthogonale de i,2(Tn} sur H2(Dn) on a : 

Il est facile de voir [ 8] que 

restriction de 1T (f) à Es, , 

77 (f) 

puisque ~ est séparé de s on a : 

7T(f) h = P 2 f.h. 
H 

laisse E , 
s 

invariant; et si on note 

Vic N, ::i: T.ca, t. q. : 
1 S 

1r , (f) la 
s 

8. 

il suffit de prendre 77 , (f.) avec f. CH
00 

(On) et remplissant les 
S 1 1 

conditions correspondantes. 

·Mais è 
\V 

s'écrit de manière unique (les ev • vE:s formant base) : e = :E a. e + h ; 
' - W c 1 V. 

- V.e,S -1 
-1 

avec hi Es et 

Montrons que h -f:. O. En effet, si h était nul, on aurait en choisissant i tel que 

a .LO • i ï • 

" 
T.e = e = :E a. T.e. = :E a. T.(v.).e ce qui contredit 1' unicité du développe-

1 \V W . L· J 1 J ·/· J 1 -J V. Jrl J,=l -J 

ment de ew sur la base { e 
11 

; ~Cs} . Mais h i10n nul et orthogonal à E , 
s 

e d E . 
\\" ~ s 

Puisque l'on a, par hypothèse, E~ = E on en déduit donc : a s 

~V€0=9e. €E }V€s} d'où acs. 
- V S -

\lais alors forme base pour E"'-J 
cr 

comme sous-base de 

il vient : 



9. 

d 1 où par le même raisonnement 
,V 

sca; ce qui prouve que s = a et 

achève la preuve du lemme. 

REMARQUE. Dans le cas n = 1 , la preuve est beaucoup plus simple : il suffit de 

considérer le produit de Blaschke B 
s 

qui s'annule sur s e:>...vactement, puisque 

{ el/ ; vE:s} forment base, cela impose que s soit un zéro pou[' H
2(o). On a alors: 

Vv c s 

3. ENSEMBLES DE TYPE S DANS On. 

Le but de ce paragraphe est d'étudier des ensembles, assez particuliers de 

dans lesquels le fait, pour une suite, d'être d'interpolation, se traduit simplement. 

On aura besoin des définitions suivantes. 

1 . On dit qu'une suite n a c D est d'interpolation pour si : 

f (z ) = w ·, z € a . 
n n n 

2. On dit qu'une suite a c On est séparée si il existe è > 0, tel que : 

d (z , w)?: b 
g- -

[J]. 

où dg désigne la distance de Gleason dans 

3. Un ensemble W c On est dit de type S si, pour toute suite a de W on a 

l 1 équivalence : a est d I interpolation pour H
0
°(0n) si et seulement si a est séparée. 

Remarque. Utilisant [3], il est clair qu'une union finie d 1 ensembles de type S 

est de type S . 



10. 

4. EXEMPLES D I ENSEMBLES DE TYPE S DANS D. 

Le premier exemple étudié fut le rayon L9, 1] dans O Ll)] . Plus 

généralement, on dira que r z est un cône de sommet 
0 

z E:T et d'angle 
0 

ex> O si : 

fz C DU{z 0 } 
0 

et 'r/z E: r z 
0 ' 

Arg(z - z ) E: G-o:,+a:J. 
0 

Il est facile de voir que r z 
O 

est un domaine de type s, et donc aussi une union finie de 

tels cônes. 

L'exemple suivant généralise cette remarque : 

soit (0 n)nE:N une suite de réels positifs tendant vers O exponentiellement ; 

-n-1 -n par exemple 2 < e ::; 2 . Soient 
n 

·e 
telle que \f nE:N, f~a:) n T = { e

1 

n} et 

\V= U r(o:), on a alors : 
~1 n 

r( ex) une famille de cônes d' angle ex > 0 
n 

ur~a:} n T = { 1} U { ei0 n}. Posant 
r2l 

PROPOSITION. W est un domaine de type S. 

Preuve. Soit a une suite séparée dans W : a = { zk} kE:!N. Pour montrer que 

a est une suite d' interpolation, il suffit de montrer que la mesure 

µ = E (1 -1 zk 1 )b , est une mesure de Carleson Go], i. e. : 
k~1 2 k 

Soit Kn = { zE:D, 

Il faut vérifier µ (K ) ::; C 2-n où C est une constante. 
n 

Les données étant stables par une "homotéthie" de centre 1, il suffit de vérifier 

que µ est bornée sur D. 

Soit donc Ck = { zE:D ; 1-2-k::; 1 z 1 < 1-2-k-l}, et pour O::; p < 2k 

posons 



La suite a étant séparée, il existe un entier 

au plus A points de a . 

A tel que chaque C 
k,p 

D' autre part, r n n Ck est inclus dans le domaine 

{ r: -n -k ...;n -kl} Rk, n = zE:Ck ; Arg z € L2 -tg ex 2 , 2 +tg ex 2 _ • 

contienne 

Soit alors. B un entier tel que B > tg ex, il y a, au plus, 2AB points de a 

B 
dans R et on a Rk c U Ck dès que 

k,n ,n P=-B ,P 

i. e. dès que avec n 
0 

Donc U R contient au plus 
n~k+n k,n 

0 

indépendant de n et k. 

2AB points de cr • 

D'où; dans la couronne Ck' il y aura au plus 2AB(k+n
0

) points de cr. 

déduit enfin : 

Onen 

µ (0) :s; :E 2-k ~AB(k+n )] < +oo ; et cr est bien une suite d'interpolation. 
k o 

5. EXEMPLES D'ENSEMBLES DE TYPE S DANS cP. 

On va montrer le théorème suivant : 

THEOREME . Si, pour 1 :s; i:s: n, W. est de type S 
1 

pour H (D ), alors 

Preuve. On la fera pour n = 2. Soit cr une suite dans \V 
1 

X W 
2 

telle que 

il existe b > 0 avec 

et V"§. € a · z =} w ~d (z w) ~ b ' - - g-'- . 

11 . 



12. 

d (z, w) = max [d (z
1

, w
1
) , d (z

2
, w

2
)]. 

g- - g g 

Pour k€N et O :5 p < 2k on définit la cellule ck par 
,P 

{ 
-k 1 1 -k-1 Ck = z€0 ; -2 :5 z < 1-2 

,P 
et Argz E: ~ 2:-, (p+l) 2:;-[}. 

2 2 

On peut supposer, quitte à découper a en une union finie, que b est tel que 

z, w € c
1 

:>o (z, w) < b . On définit alors la sous-suite a k ainsi 
{,p g ,P 

ak,p = { w€W2 t. q. (z,w) E: a et z E: ck,p}. 

Si z et w sont deux points distincts de ak on a donc : d (z, w) > ~. ,P g 
Donc, 

pour tout (k,p), la suite a k, p est séparée dans W 2 et donc d'interpolation pour 

une constante Mk uniformément majorée par un nombre M(b ) • ,P 

La démonstration nécessite deux étapes. 

a) Première étape. 

On suppose que i. e. la projection de (1 
k,p 

sur la première coordonnée est constante. La suite { z } étant une suite séparée k,p (k,p) 

dans \V 1 est d'interpolation pour H
00

(0) de constante M(b ) • Soit {e } la k,p 

suite de fonctions de H
00 

(D) réalisant l'extension linéaire [ 4] , [1eî) , i. e. : 

J 5k' p' 
ek,p( 2 k' ,p') = k,~ 

l V zE:O ; ~ 1 ek (z) 1 :5 N(b). 
k,p ,P 

Indiquons les points de a k : a k = { wk (n) ; n € J c N}, et soit WE: e00
(N3). 

,P ,P ,P 

Pour tout (k,p), il existe une fonction f1 (z) € H
0
\0) telle que {,p 



13. 

Posons enfin V{z, w) € 1} : f(z, w) = 2: ek (z) fk (w). 
k,p ,P ,P 

Clairement f € H
00

(D
2

) ; Il tll
00 
~ M(b) N(b) et f réalise bien l'interpolation pour une 

constante l\1(b) N(b). 

b) Deuxième étape. 

Si, maintenant, la première coordonnée des points de ak,p n'est plus constante 

2N 
on subdivise chaque ck en 2 cellules, i. e. : ,P 

0 <.<2N · O<n<2N -J ' _t:,_ 

I = {z€1); lz 1 € '1-2-k+j2-k-N, 1-2-k+(j+l)2-k-N [ et 
p;k,j, l1 

Arg z E: ~~(p+e[N); :~ (p + (e+1)2-N D-
on choisit N tel que : \/ z , Vw € I k . ,1 et V g € H

00

(D), on ait : 
P, ,J,t; 

(*) 

Soit alors s. {) 
J' v 

la sous-suite de cr dont la première coordonnée de ses éléments 

appartient à U Ik . ê . On associe à 
k,p ,P,J, 

on choisit x(j' e) un point de I 
k,p k,p,j,~ 

s! = {(x(j,e) , Yk,p(n)) J,e k,p 
t. q. 

s. e .l, 
la suite s! e 

J1 

et on pose 

.3: xk (n) € U avec ,P 

ainsi construite : 

(x
1 

(n) , yk (n) € s. n } • 
<,P ,P J,r, 

La suite s'. e J, 
est du type de celle étudiée à la première étape, elle est donc d' interpola-

tion. En utilisant (*) et un argument classique de série U 1] - [ 7], on obtient qt:e 

s. V est d'interpolation. 
J'...:, 

La suite a est alors réunion finie de suites d'interpolation et est séparée, on 

peut donc lui appliquer le th6orème de N. Varopoulos [3]: o est d'interpolation. 



type s 

On s'intéresse maintenant aux suites a c [) X \V où W est un ensemble de 

dans 
n-1 

[) . 

Comme au ~ 3 on a que : Vb > O, on peut partitionner W en cellules 

{ ck ; kE:N} telles que : V k ; Y 't_, V y_' E: Ck ; dg(l , l') < b . 

Soit alors o- c [) X W. On pose : \;/1{ E: N ; ak = { (x,_y) E: a ; t. q. l E: ck} 

et ~ak--{xc-n t.q.-:'J'yc-n,n-1 ( )c-ak}. .....,k tl . t· e- llJ .:.i e-.., avec x,'t_ e- ; 1. e. a es a proJec 10n. 

de a k sur la première coordonnée complexe. 

Reprenant alors exactement les arguments du § 3 on montre : 

PROPOSITION. Soit a c [)XV✓, où \V est un ensemble de type S dans 

()n- 1. Pour que a soit d'interpolation dans H
00

(1P), il faut et il suffit que: 

i) a soit séparée 

14. 

ii) :::I b > 0 tel que les points de â'k forme une suite drinterpolation pour H
00

(0) 

de constante uniforme, i. e. Vk E: IN ; inf k Il k I x - x' 1 ~ ~ > O. 
xE:a x'E:o 1-:x'x 

Cette proposition donne une description "concrète" des suites d'interpolation dans 

On va donner une description abstraite basée sur le théo:rème d'approximation 

suivant dû à E. P. Kronstadt [2]. 

THEOREI\1E . [ 2 ] . Soit a = { xk ; k€N} une suite dans [). Pour tout c 

positif, il existe positif tels que a est d'interpolation pour 
00 

H (D) si et seule-

ment si il existe une famille { fk ; k€N} de fonctions dans 1-{
0

(0) avec : 



1) Vk € Î\ ; lltkl!oo :5 C 

2) \/k,k 1 € t'1 ; lfk(xk.) - sk,k' 1 < Eo. 

Le théorème abstrait sera le suivant. 

THEOREME. Soit a, c 1) X W où W est de type S dans n-1 
[) . 

15. 

Pour que 

a soit d'interpolation dans H
00

(1Dn), il faut et il suffit que les idempotents élémentaires 

soient uniformément bornés. 

On rappelle que si a = {~k ; kE:N}, les idempotents élémentaires sont des fonc­

tions {tk; kE:N} de H
00

(1P) telles que \Jk, Vk 1 €N; \/~,) = bkk'. 

La condition est clairement nécessaire. 

Preuve de la suffisance. 'r/E > 0, on peut choisir <o > 0 tel que 't/k , 'il 1,1' 

€ ck' Vt € H
00

(0n) on ait: lt(x,x) - f(x,11
) I< ElltlL, car 

dg(Y ; 1') < b==}dg((x,y) ; (x,x')) < b. 

Choisissons un point Xk dans Ck, V k€N. Il vient alors, si l'on note 

les idempotents élémentaires associés à 

lt (x' ,y')-f (x' ,vk) 1 < EC. z z 1,/.. 

Posons alors : 

lliïl $ C z (X) 

2) \./ ~k v x' €a ; \-1 k vz€a l'i' (x')- b 1 I< e:C; (z = (x,v)). 
Z XX - 1,/.. 

Comme on peut choisir b assez petit pour que e:C soit inférieur au E
0 

du 

théorème de E. P. Kronstadt, on an déduit que est une suite d'interpolation dont la 

constante est indépendante de k. 



La proposition achève alors la preuve du théorème. 

Il est clair que les ensembles 1) X \V où W est de type S 

plus généraux que ceux introduits par E. P. Kronstadt [ 2 J. 
dans n-1 D 

De plus il introduit la notion de suite n a c ID d'interpolation générale. 

16. 

sont 

a est une suite d'interpolation générale si pour toute algèbre uniforme A, la 

suite a est d'interpolation pour 11 algèbre des fonctions analytiques à valeur dans A 

et bornées. En particulier toute suite a d'interpolation générale est d I interpolation 

habituelle. 

Le corollaire suivant, du théorème d I extension linéaire de A. Bernard [ 2] , moni-re 

qu'une suite d'interpolation habituelle est toujours une suite d r interpolation générale, 

ce qui généralise donc encore certains résultats de E. P. Kronstadt. 

COROLLAIRE . Soit n 
(J C () • Pour que a soit une suite d'interpolation générale, 

il faut et il suffit que a soit une suite d'interpolation pour H
00

(Dn). 

La nécessité est évidente . Voyons la suffisance : a = { ~ ; k€N} est d 'interpola­

tion de constante c > 0 pour H
00

(0n). Utilisant alors [ 4] on sait qu'il existe une 

suite {tk ; k€N} de fonctions dans H
00

(Dn) telle que : 

2) fk(z.) = bk .. 
-1 ,1 

Soit alors A une algèbre uniforme (où un espace de Banach ... ) et { ak k€N} 

une suite d'éléments de A telle que sup l lak 11 :s; 1 • 
k 

Il est alors clair que la fonction G(r) = ~ f1/r) ak est 
k 



17. 
1) analytique à valeur dans A 

2) réalise l'interpolation : \:/ i € N G(z.) = a. 
-1 1 

Il Il 2 3) iG (z) 1 A ::; C • co, 

Cela valant pour toute A, le corollaire est prouvé. 

Remarque. L'étude des suites d 1 interpolation a situées dans 1) X W est très 

particulière. En effet, pour ces suites on a 

1) cr CO( n, est d ' interpolation pour H 1) ) si· et seulement si cr est d'interpolation 

hilbertienne dans H2(on) comme on le montrera au § 5 ; ce qui est faux pour une suite 

quelconque dans lP [12]. 

2) a est d' interpolation dans H
00 

(n:P) s1 et semement s1 

i) cr est séparée 

ii) si la mesure d'interpolation associée à cr est de Carleson LJ 5] , ce qui est 

facile à prouver. 

Or L. Car le son a montré dans LJ 6Î l'exemple d'une suite dans On telle que la 

mesure associée est de Carleson et ne vérifie pas les inégalités HP. Donc cette suite ne 

peut être une suite d' interpolation [s ] . 

5. I\JTERPOLATïON HILBERTIENNE ET BASES. 

Soit cr une suite dans On. On a le lemme : 

LEtvl\lE. Si les conjugués de la famille r. = { e
2 

; ~ € a } sont uniformément bornés 

dans I-i2(on), alors la suite a est séparée. 



2) 

(p,e)=l z 

18. 

n est facile de voir que cela implique : 1 ( e
2 

, e
2

, ) 1 :::; 1 - b avec ~ > 0 ne 

dépendant que de c. 

D I autre part, si z=(z
1

, ... ,z) et z' =(z
1
1 , •.• , z'), 

- n - n 
Î.1 V .lt::lll , 

n 
= n 1 ( e , e ,) 1 . 

i=1 
2

i 
2
i 

I< e , e ,>I z z 

un calcul classique montre alors que : 

1 ( e , e ,)12 = 1 - d (z.,z.') dans le disque, 
zi zi g 1 1 

et que : d ( z , z ' ) = max d ( z. , z .1) 
g- - . g 1 1 1=1, ... , n 

d'où; 1-d(z,z')::=;1-d(z.,z!}= !(e ,e ,>12 ViE:1, ... ,n. g - - g 1 1 z. z. 
1 1 

donc 

On en déduit : d 1 où le lemme. 

COROLLAIRE Soit a c \V, où W est de type S dans cP. Alors 

:E = { e
2 

, !Ca} forme base si, et seulement si, la suite a est séparée. De plus, dans 

ce cas, :E forme base inconditionnelle. 

En effet, si a est séparée, la définition de W permet d'affirmer que a est 

d'interpolation pour 1l0
(on). Or, on sait [s] que cela entraîne que ~ est d'interpo­

lation hilbertienne dans H2(1P), i. e. forme base inconditionnelle. 

Réciproquement, si r. forme base alors les conjugués de ~ sont uniformsment 

bormSs dans 
? n 

H-(1) ) et le lemme nous assure que a est séparée, donc en faH que I 



forme base inconditionnelle. 

Soit maintenant une suite a dans D. On a : 

THEOREME. La suite :E = { e
2 

z€a} forme base si, et seulement si : 

( *) inf n I z - z ' \ ~ b > o 
zca z ' €a 1 - z ' z 

z'/=z 
Dans ce cas ~ forime base inconditionnelle. 

19. 

Preuve. Si I: forme base, les conjugués sont uniformément bornés dans H
2

(o). 

On a caractérisé ceux-ci dans [s] et l'on a montré qu'alors cela entraînait la condition (*). 

Réciproquement, utilisant la caractérisation de L. Carleson [13] on sait que (*) 

entraîne que a 
00 

est d'interpolation pour H (0) --et donc aussi que b est d' intePpola 

HeB-f:rSUP H
00

(D-}- et donc aussi que b est d I interpolation hilbertienne dans H
2

(D) 

[s], i. e. I: forme base inconditionnelle. 

Soit maintenant le cas mixte : a c D X W où W est de type S dans Dn-
1. 

On va montrer le théorème suivant : 

THEOREME. Soit a C l) X w où W est un ensemble de type s dans n-1 
1) . 

Pour que :E = { e
2 

; ~ E: a } forme base hilbertienne, il faut et il suffit que a soit une 

suite d'interpolation pour H
00 

(cP). Dans ce cas :E forme base inconditionnelle. 

Puisque interpolation hilbertienne est équivalent à base inconditionnelle donc entrafüe 

base hilbertienne, ce théorème montre que si a c O X W, interpolation hilbertienne et 

interpolation poûr H
00 

caractérisent les mêmes suites. 

D'autre part, cr d'interpolation pour H
00 

(Vn) est décrit 11concrètement" dans la 



20. 
proposition du ~ 4, et "abstraitement" dans le théorème du ~ 4. 

P1,euve du théorème. Si a est d'interpolation pour H
00

(Dn), alors L forme 

base inconditionnelle donc hilbertienne. 

Réciproquement, puisque I: forme base, les conjugués de I; sont uniformément 

bornés dans H2 (rP) et d'après le lemme la suite a est séparée. 

Comme aux ~ 3 et 4, \f'b>O, on peut découper W en cellules { ck ; kE:N} 

telles que : \f k€N ; \/ y_ , 'i.' E: ck ; dg (r , 'i.' ) < ~ . Avec les notations du § 4, le but 

est de se ramener aux hypothèses de la proposition du §3, i.e. de montrer que 

est une suite d ' interpolation de constante indépendante de k dans H
00 

(D). 

(1) 

En reprenant la preuve du lemme, on montre aisément que : 

n-1 

l(e , e ,)1?: (1-~) 2 . 
'i. y_ 

~k a 

D'autre part, utilisant l'hypothèse de base hilbertienne, on sait qu'il existe c > 0 

t. q. 

En particulier, si h==e,, z 
k 

z' E: a ' I; 1 ( e 11 e ) 12 
$ c2 . 

C Z Z 
~c...ak - -

il vient : 

Ecrivant: ~=(x,y) z' == (x' ,:t.' ), on a que 'i. et 1,.' sont dans ck, donc, 

grâce à (1 ), il vient : 
n-1 

2 1 ·21 12 (' 2 1 12 c ?: I: k ( e , ,e )1 (e , ,e ) ?: (1-o) I:
1 

(e , , e ) . 
zE:a X X y_ y zE:a C X X 

k C . ~k Les points de a · étant séparés on choisit o assez petit pour que a soit séparée, 

et on a donc (on prend b < ~ où 
0 

(2) 

b est la constante de séparation de cr ) 
0 

1 (e , 
X 

1 
, e >12 ~ n-1 

X -

(1-S) 2 

2 
C . 

On sait alors JJ] que (2) entraîne que la mesure associée est de Carleson. Comme de plus 



~ k , ~ k ~( ) a est séparee, a est d'interpolation dans H D , 

21. 

la constante ne dépendant que 

de S et de c. On est donc ramené à la proposition du 1 3 ce qui achève la preU\·e 

du théorème. 

Remarque. Pour ac D X W où \V est de type S dans n-1 
0 , contrairement 

au cas où les idempotents élémentaires sont uniformément bornés dans H
00

(V11
), nous ne 

sommes pas arrivés à montrer que : conjugués pour ~ = { e
2 

; "!:_€a} uniformément 

bornés entraîne ~ interpolation hilbertienne. 

En effet, pour utiliser une méthode analogue à celle pour H
0 \tP) il faudrait un 

théorème d' 3pproximation du genre de celui de E. P. Kronstadt, mais pour H
2(o). Or, 

un tel théorème ne peut exister à cause du contre exemple suivant. 

CO:NTRE-EXE?v!PLE. j c > 0 ; VE :> U, il existe une suite a == { xi ; iE:N} dans 

D qui n'est pas d'interpolation pour H
2

(D) et une famille de fonctions {pi ; iE:f\} 

bornées par c dans H
2

(D) telles que : \fi,'r/jE:N; l(p.,e )-b .. l<E. 
1 X. lJ 

J 

Preuve. Soit nE:N. Appelons a n 
la suite constituées de 211 points équirépar-

tis sur le cercle de rayon On sait que la constante d I interpolation de a n est 

un nombre c indépendant de n. D I autre part, une union infinie de telles suites a n 

ne peut être d I interpolation car la mesure associée ne serait pas une mesure de Carleson. 

Nous allons montrer qu'une union infinie de a 
n 

Partons de 

n 

n E:N 0 . On choisit x E: a 
no 

B xo (q) est le produit de Blaschke ayant 

vérifie les hypothèses du contre-exemple. 

et on pose : 

co!HP.;0 zéros exactement, 



et où, comme toujours e)<P) est le noyau de Cauchy Szego normalisé à 

22. 
? 

1 dans 1-r(D ). 

Il est clair que Il P)I 2 == n 
1 

s; C car a est d'interpolation de constante 
no 

H I B 0 (x) 1 
X 

De plus : si x = x' 

sinon. 

E > O étant donné, 3n
1 

> n
0 

tel que Vn ~ n
1 

on ait: 

V x € a no ; V x' € an 

En effet, on a 

et 
-n 

1 X 1 = 1 - 2 O et 

On en déduit V x € a \;/x' € a 
no n1 

::::; 2 Yi-lx1 
1
2 

Vi-lxl2 

/(px' ex,>I:,; ls{o(x')I l<ex' ex,>I < E. 

B 0 (x) 
X 

On recommence évidemment de la même manière et l'on obtient une suite { n
0

, n 1, ... } 

telle que et cr 
nk, 

vérifie encore les propriétés ci-dessus. Clairement 

{Px ; x€a} cr = U cr et 
k nk 

constitue bien le contre exemple, puisque a n'est pas 

d'interpolation mais :E possède bien des conjugués approchés qui sont uniformément 

bornés. 

6. .-\PPLICATION AUX BASES D 1 EXPONENTIELLES. 

Il ne reste plus qu'à utiliser la transformée de Laplace et 11 isométrie introduite au 

déb:...it pour transcrire les résultats obtenus sur l'interpolation en résultats sur les bases 

d I exponentielles. 

C. 



Puisque les noyaux de Cauchy Szegô étaient nor1malisés dans 

les exponentielles 

1 
on pose =------

i== 1 

où z = (z 
1 

, •.• , z ) € Pn. 
- n 

2 
H , on normalise 

23. 

1) Cas où la suite a est dans P == { z€C Re z > 0}. On obtient l'amélioration 

du théorème de J. M. Anderson LJ J . 

THEOREME 1 . Soit une suite a dans P. Pour que 11 espace V a engendré 

par la suite { e-zt ; z€a} dans L 
2

(R+) possède une base d I exponentielles il faut et 

il suffit que inf il } 1 
2 

-
2 1 

1 = S > 0. Dans ce cas la suite normalisée 
zûrz'€a\{z z+z' 

z€a} constitue l'unique (à normalisation près) base d I exponentielles de V a 

et celle-ci est inconditionnelle. 

2) Cas où la suite a est dans W, où W est de type S dans P 11 (voir § 3). 

On a alors : 

THEOREME 2. Soit a une suite dans \V, où \V est un ensemble de type S 

Pour que l'espace V 
O' 

engendré par la suite 

L 2(n.+n) possède une base d'exponentielles, il faut et il suffit que : 

inf 
z€a ,z'E: a, 
- ~i~' 

{. max 1 :cz'. 1 } = S > o. 
1=1, ... ,n z.+z. 

1 1 

dans 

Dans ce cas, la suite normalisée { e -~ · !. d(~) ; ~€0- } constitue l' unique (à normalisa.tien 

près) base d I exponentielles de V a et celle-ci est jnconditionnelle. 



24. 

Utilisant le fait que R--:--n est un ensemble de type S dans on en tire le 

corollaire plus 11parlant 11 suivant ; 

COROLLAIRE. Soit a une suite dans Pour que l'espace V a engendré 

par la suite { e-~-i; ~€a} dans L2(R+n) possède une base d-'exponentielles, il 

{ l
x. -x.' I} 

faut et il suffit que inf max 
1 ~ == b > 0. 

' . 1 x.+x. x €a ; x €a 1= , ••• , n 1 1 

- yx' 
Dans ce cas la suite normalisée { e -~ · i d(~) ; ~€.a} constitue l'unique (à normalisation 

près) base d'exponentielles dans V cr 
et celle-ci est inconditionnelle. 

3)a c PXW, où W est de type S dans n-1 p . 

tériser que les bases hilbertiennes ( § 5) d'exponentielles. 

Dans ce cas , on ne sait carac-

THEOREME 3. Soit cr une suite dans Px \V où W est un ensemble de type 

s dans n-1 p . Pour que l'espace V cr 
engendré par la suite { -z. t } ' e - - ; '!:_€a posse-

de une base hilbertienne d'exponentielles normalisées, il faut et il suffit que a soit 

d'interpolation pour H
00

(Pn). (Donc cr est caractérisée par la proposition du § 3). 

Dans ce cas, la base unique (à normalisation près) et inconditionnelle est la suite 

{ e -~ · i d{'!;_) ; '!;_€cr} elle-même. 

La question qui se pose alors est : est-ce que toute base d'exponentielles normalisées 

dans L 
2

(R+n) est inconditionnelle ? Les théorèmes 1 et 2 répondent oui si le spectre de 

la base est soit dans P soit dans un ensemble de type S. 
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