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INTRODUCTION 

Nous allons introduire de deux façons différentes la notion de 11mesure 11 la 

première sera d'un emploi fc~damental dans la théorie des probabilités, la deuxième 

au contraire est celle à laquelle nous ferons appel dans la suite du cours. 

TRIBUS 

Définition 

Soit A un ensemble quelconque. On dit qu'un emsemble 

une <r-algèbre de Boole(ou tribu) si 

(i) E € 5' => CA E € ~ 

(ii) [Ei € (; lEIN => {Ei JiElN € c;; 

~ C P(A) est 

On voit g_u 'il résulte de (i) et (ii) que [Ei € C:: }iElN => fi [Ei lElN € C5 

Définition: 

On appelle "mesure" sur une <r-algèbre de Boole une fonction définie 

sur tsf, à valeurs dans it satisfaisant aux deux conditions suivantes. 

(i) [ E. € rol et 2 à 2 
l. . E:N 

Il résulte de (i) et (ii) que µ(p5) = 0 en effet d'après (ii) 

·bel: que µ(E) < + co alors µ(E U p5) = µ(E) = µ(E) + µ(p5) 

Définition: 

On appelle espace mesuré, un triplet (A, e, 1 µ) 

une tribu de parties de A,µ une mesure sur ~. 

où A est un ensemble 

On dit, en outre, que l'on a un espace de probabilité si µ satisfait à la con­

dition supplémentaire 

(iii) µ(A) = 1 



Exem.J2.l.J:, : 

Soit A= R, (;; la tribu borélienne (tribu engendrée par les fernés) et 

F une application R ~ IR croissante et continue, alors si on pose pour 

et si 

E=I bUI d ••• Uikl a, c, , 

où les I. . 
i, J 

sont 2 à 2 disjoint, en posant 

µ(E) = ~ µ(I. .) 
i,J 

On peut obtenir un espace mesuré (IR, G., '?) 

INTEGRATION SUR UN :ESPACE MESD1Œ -- ------=--------""""°' 
Définit~: 

Soit un espace mesuré et soit f' 
' 

~ ~ IR fonction 

~ 0 et /= + oo., on considère une partition © des réels positifs 

a ~ .•• (a -+ n n 

et le nombre 

où 

[ a . ~ f < a. 1] = [·ro E: ~ l a ~ f( w) < a. 
1

] 
J J+ j J+ 

les fonctions pour lesquelles ces ensembles forment une tribu C ~ sont appelées 

mesurables. 

Datts le cas où f est mesurable son intégrru.e est par définition 

lim 

0 
1 { ~ a .. µ[a·. ~ f < a. 

1
]] E: li+ W=l J J J+ 

sup( a . 
1 

a .) .. 0 
J+ J 



Exemple : 

Si 1 1on ~rend la mesure de l'exemple précédent, on retrouve l'intégrale 

de Stiel.1es 
+oo f f(x) d F(x) 

-00 

Nous ne disons rien a.e plus sur ces esp2,ces de probabilités qui no nous intéres­

seront pas dans la suite. 

MESURE DE RADON 

I MESURE DE Rf-J)ON SUR illî ESPACE COMPACT 

Soit E un espace topologique cOll!.pact, soit 'et(E) (resp 'elR.(E)) 1 1 espace 

vectoriel des applications continues de B ~ C (resp de E ~ œ.) c'est un 

espace vect0riel normé. 

Définit.i9.B : 

On appelle C mesure de Radon (resp 1R. mesure de Radon), toute forme 

linéaire et continue sur 'ec(E) (resp. ~(E)). Autrement dit c'est une forme 

à valeurs dans t (respo dcns fR.) s~tisfaisant à 

(i) µ(f+g) = µ(f) + µ(g) 

. . 

(ii) µ(ocf) = cf... µ(f) V ct. € C (resp. ~ € œ.) 

(iii) 3. a ~ o jµ(f) 1 ~ al lrl 1 

Nous noterons J(,(E) l'espace des mesures de Radon sur E, pmur l'instant ce n'est 

autre que le dual topologique de <e(E). La no1~me d'une mesure est tout simple­

ment la norme dans le dual topologique. 

II ïv'ŒSUIŒ DE Rf-J)QI'J SUR UN ESPACE LOC.ALBiVIENT COlVIPACT 

Soit E un espace topologique localement compact et soit 'j(,t(E) (resp. X R(E)) 

l'espace vectoriel des fonctions continues à supp•i::-tcompact, définies sur E à 

valeurs dans t (resp. rn.) ctest un espace vectoriel. 



Définition .. : 

On appelle V -mesure de Radon (resp. lR -mesure de Radon), toute forme 

linéaire µ sur ~a/E) (resp. J(, IR.(E) à valeurs dans «: (resp. dans IR) telle 

que si K est un compact la restriction de µ à J(.(E, K) ( espace vectoriel des 

fonctions continues à support dans K) soit continue pour la topologie de la con­

vergence uniforme. 

Par conséquent: 

(i) µ(f+g) = µ(f) + µ(g) 

(ii) µ(({f) = (lµ(f) V<'.{ € C (resp. 'r/ ~ € IR.) 

(iii) Si K est un compact de E, si fn est une suite de 

fonctions continues à support compact C K et qui congerge 

uniformément vers f. 

alors 

Nous voyons que si 1 1on appelle tfl'b(E) 1 1espaoe des mesures de Radon c'est un 

espace vectoriel. 

PRODUIT D'UNE MESURE EI\R UNE FONCTION 

Soit g une fonction continue sur E et à valeurs dans V (resp. IR.). On 

peut montrer que l'application 

J.c,(E)--+ C (resp. IR.) 

f ~ µ(gf) 

est une œ mesure (resp. lR mesure) et on l'appelle mesure produit de µ par g 

ou encore mesure de densité g par rapport à µ 

MESURE Rt..~IJ.E 

Définition: 

g d µ 

On dit qu'une C mesure de Radon est réelle si 

1vŒSU1Œ POSITIVE 

Définition: 

On dit qu'une C mesure de Radon est ~ 0 si 
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0n démontre qu'une mesure de Radon~ 0 est nécessairement réelle, ainsi que lE 

théorème suivant 

TJiéorème 1 -
Toute t mesure de Radon peut se mettre sous la forme µ = µ1 - µ2 + iµ3- i µ4 

sont des ~ -mesures de Radon ~ 0 et régulières*• 

Nous nous interesserons donc essentiellement dans la suite aux IR-mesureS de 

Radon ;.: O., 

NORME D'UNE MES UF.E 

~fi!:_it!2.22; : 

On dit qu'une mesure de Radon est de norme finie si 

et dans ce cas on écrit 

sup Jµ(f)I < + oo 

llf l 1 ~ 1 f € J{i(E) 

sup jµ(f)I = llµII 
!Ir! 1~ 

On peut aJ.ors montrer que si µ et v sont ;.: o. 

TOPOLOGIE VAGUE 

P.,éfÎJ:É-tion: 

On appelle topologie vague de l'espace cÎ6(E) la topologie de la con­

vergence simple de ~(E)o 

Par conséquent: P:,(' converge vaguement vers µ, si µ (f)-> µ(f) 
n .l-1, 

\/ f € J<,(E) 

* On ait qu'une mesure µ~ 0 ost régulière si 

\/ E ensemble µ mesurable on a µ(~) = inf µ(o) = 
Ou.vert ::>E 

sup µ(R) 
R compact CE 



PRODDTl' TENSOllIF..J.. DE KKlURE3 

~éorèma: 

Soient E et F, deux espaces topologiques localement compacts I À. une 

mesure sur E, µ une mesure sur F, il existe sur Ex F une mesure y et une 

seule telle que pour toute fonction $ € JC,(E) et toute fonotion f € ~(F) 

La démonstration s'appuie sur le fait que toute fonction cw .0(, (E x F) est limite 

de fonctions du type 
n 

'C g.(r) f.(y) 
. l i i 
1= 

où fi(y) € JC,(F) et gi(x) E: j(,(E) pour la topologie de la eonvergenoe unifor-

me sur tout compact. 

La mesure y s'appelle produit tensoriel des mesures µ et k et en 

la note : y = "- ® µ • 

Théorème: (Formule de Fubini) 

f f(x, y) d(À.@ µ) = 

ExF 

J dÀ.(x) J f(x, y) dµ(y) 

E F 

= J è.µ(y) J f(x, y) dÀ.(x) 
F E 

IMAGE D 1llli'E MESURE PAR UNE APPLICATION 

Soient X et Y deux espaces topologiques localement compacts. Supposona 

que l'on ait une mesure µ sur X et une application H de X ---+ Y. 

On peut penser à transporter µ par H et obtenir une mesure sur Y de la façon 

suivante : 
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~ o H n'appartient pas toujours à Jl(X) mais lorsque H est une application 

propre en particulier un homéomorphisme alors Hµ est bien une mesure sur Y et 

on l'appelle image de µ par H. 

Exerr.,œle : 

Si X est un groupe localement compact l'application 

X~ a+ X de 

est un homéomorph:ii.sme l'image d'u.."'le mesure µ par cet homéomorphisme n 1es:b autre 

que la mesure translatée. 



TOPOLOGIE FAIBLE SUR LE DU.AL D'UN ESPACE VECTORIEL. 

I RAPPEL. 

Soit (X.) u.no famille a 1espaces topologiques; sur l'ensemble produit 
1 i€I 

X= IT(X i)la topologie la moins fine renaant continues les projections 
iéI 

pr. : X_,. X. 
J. 1 

est appelée la topol,ogie_Qroduii, de celles des X.• 
J. 

II DEFINITION 
··""5 

Soit F un espace vectoriel sur le corJ>S topolo ique et F I lu è.1.1,:;_;,J. topologique 

de F. On appelle toEolo_gie ~iblo sur F' la topologie la moins fine qui rena 

continues toutes les formes linécires sur F' x ~ <x, y> 

fü~_mq_rque } : 

quand y parcourt F. 

Puisque (21_, x2 ) €. (F' x F') et ~ f:. x2 , E.mtraine qu'il existe y€. F 

tel que <~, y> -J <x2, Y> , 

de F' dans r 
faible de F' 

est biunivoque. On voit d I après le rap11el que la topologie 

est la topologie induite sur F' C t' par la topologie produit 

sur 

et t a t 1 · 1 ., t , ' ' de'f~,,,.;e par l'ensem .. es one µno opo ~e _ oco±emcn convexe e c separe'::.., ..,_,_..._ 

ble des semi-normes x ~ 1 <x, y> j ou y pro:·court F 1 • C'est-à-dire que les 

ensembles 

forment un systéme fondamental de voisinages de zéro. 

Remarque 2 : 

Si l'on considère que F' = ~ (,E. tB.) ou ,t(E, t) si K = m. ou t, la 

topologie faible sur F' est la to_,I!olog~ aq_ la cq_:gvor,:g_ence simJ?l~ sur 

';l(E, K) (avec K = m. ou C). 

Théor,ime d 1.AJ.aoglu. 

Soit N un espace vectoriel normé et N' son dual topologique, muni de la 

topologie faible. Alors la boule uni té ae N' os -l:; compacte. 



II 
n€N 

Preuve : 

1) rfontrons que B = [ x € N1 / 1 Jxl 1 :;; l J est contenu dans un compact, 

v n € N, so:i t C n = [ z € t ; 1 z 1 ~ 11 n 1 1 J c'est un compact de 0:. Soit 

(C) =C. 
n 

C'est un coœpact pour la topologie produit de celles des 

Considérons 1 1 application c.p : b __. ( 1 < b, n> 1 )n€N de B dans C car 

1 <b, n> 1 :;; l ln 11, I;/ n € N. Elle iclentifie B à un sous espace de C, la topologie 

faible de B., étant, apr définition, celle induite par la "topologie produit" de C. 

2) Montrons que B est fermé. 

l
'r/ n, n' € N., b(n + n 1)- b(n) - b(n') =0 

b € B ~ I;/ n € N, I;/ ~ € O:., b(~ n) - Àb(n) = 0 

V n € N., 1 <b, n> J :;; ~ 1 n 11 

B est donc l'intersection, d'ira.ages réciproques de zéro par des applications qui 

par définition de la topologie faible, sont continues et de C c'est donc un fermé 

et un compact., de C. 

Théorème du -point fixe de Markoff'.""Kakut~. 

1) Soit E un ensemble vectoriel topologique locaJ.ement convexe. et K un 

sous-ensemble de E compact., convexe, et contenu dans un voisinage de zéro. 

2) Une famillo quelconque lT« € ~(E)} '(€A telle que V t( ~ A, 

Tct(K) CK et Tct o T, = T• o Tct 

alors il existe k € K tel que Tct(k) = k., quelque soit ~€A. 

Preuve: 

Soit 

~ et soit T l'ensemble de tous 1e.s produits--f.inis- (pour la loi de .amposition à.es 

applications) d'éléments de T. 

V V€ K., U O V= VOU€ T. 

~ V u € T, u(K)C l( (conve:x:ité de K) et 
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Soit K.= /"J ,., Comme u(K) :::> u o v(K) et v(K) :> v o u(K) = u o v(K), 
u€T 

,µ(K) () vtK) contient u11 élément de K. et K est l'ensemble des points adhérents 

au filtre engendré par [u(K3u€T• K étant com::>act., K f.1 soit k € K 

V(ct:., n) € A x ~, :3 x tel que 

donc 

k=------------n 

T~(x) - x C 
Tu(k) - k = --- € -n n 

ou C est l'image do K x K par ~= (x, y)~ (x - y) C est donc compact. 

Montrons que n~ IN(;)= [oJ Soit V un voisinage équilibré de O dans E, il 
existe un voisinage équilibré de o, w, tel que W + W Ç v. Comme C est corn-

pact., il existe un nombre fini de points a.€ E 1 ~ i ~ m, 
J. 

tels que 

CC: U a. +W. Comme W est absorbant, il existe un nombre C(, 0 < f;f ~ l ; 
J..~~~ J. 

tel que q a. € W, Vi, l ~ i ~ m. Donc Ci C C W + {'{ WC W + WC V, 
J. 

Ta(k) - k € f € V, oomme E est séparé, Tct(k) - k = O. C.Q.F.D. n 

,Remargue : 

.. 1 
si n > q 

i(E) est l'ensemble des applications linéaires continues de E dans E. 

En fait, il suffit ici que [Tu J«E:A soit une famille d 1applicatio~ linéaires 

affines de E dans E, applicant K dans K., dont les restrictions à K sont 

continues et deux à deux permutables. 



.ALGEBRES DE BANACH. 

Définitions. 

I Une aJ.gèbre associative, topologique, 1<2,2.aJ.ement conv~xe 1 A, est un espa•a 

vectoriel topologique localement convexe, muni d'une application ~: A x A ➔ A 

appelée multiplication, et continue, soit séparément par rapport aux deux varia­

bles, soit pour la topologie produit de A X A. 

II Algèbre normée: l'algèbre A défini précédemmen~, est d:Lte..mormée si sa 

topologie est donnée par une norme. En exprimant la continuité (pou:..~ la topologie 

produit de A xA) de la multiplication, on obtient la relation 

Pour la nouvelle norme 

11 lal 11 = K l lal 1 

en a 

111 a.b 1 11 ~ 111 a 111 • 11 ib 1 [ 1 

III .Algèbres de Banach : C'est une ;tlgèbre normée complète pour la norme. 

On démontre (Bourbaki,§ 4, n° 2, prop. 2) que dans une telle aJ.gèbre, la conti­

nu:.té "séparée" est équivalente à la continuité pour la topologie produit, nous 

ne les distinguerons donc plus par la suite. Lorsqu~une algèbre de Banach aura de 

plus sa multiplication commutative, elle sera dite: algèbre commutative. 

Théorème: 

Si I est un iüéal propre fermé d'une algèbre de 

tient ~ est une algèbre de Banach si X € ~, 1 IXI 1 

Banach 

= inf 
x€X 

R, l'anneau quo-

1 lxl 1. 

Voir par exemple: GU~and, Silov et Raik0v: anneaux normés commutatifs. 

On appelle SO!!'.me directe de deux algèbres de Banach A et B, 1 1 algèbre de 

prnd1rllt A x: B, muni de la norme 11 (a, b) 11 = l lal 1 + 1lb11. 



Exemples d'algèbres de Banaqh: 

I K étant un espace topologiWz._,?Oit t(K) l'ensemble des fonctions continu~s, 

à valeurs complexes et bornées dans K, muni de la norme: 

jjf'jj = Sup jf(k)j 
kE:K 

la topologie induite est celle de la convergence uniforme, C(K) est donc une 

algèbre complète, iee, de Banach, car la relation 

I If ·· gj 1 = Sup jf g(k)j ~ llrll. llsll 
k E: K 

prouve la continuité de la multiplication~ 

0 

II Soit D un disque fenné du plan complexe, D son intérieur, et A 1 1 1:rl-

semblc do toutes lec fonctions continues à vnleur complexes et bornées c1anJ!_ D, 
0 

holomorphes dans Q. Comme d'après un théorème de Weierstras, la limite uniforme 

de fonctions holomorphes est holomorphe, cotte algèbre est fermée, et donc complète, 

pour la norme et la topologie induite de t(D). C'est donc une algèbre de Banach. 
0 

III L'alsèbro ae toutes los fonctions de t(D) gui de plus sont holmnorphes 

c'est une algèbre de Banach (ses fonctions ne sont pas nécessairement continues, 

ni holomorphes, ni bornées sur D). 

IV Posons 0 E: IR J le tore à une dimension. 

On considère l'ensemble des fonctions f € C(I) développables en série de 

Fourier: 

~ ivt 
f = "--1 ('(V e 

1/ E: z 
et dont la série des coefficients de Fourier est absolument convergente. 

Posons 

1 lrl IA = L lqvl 
V E: Z 



montrons gyo les coefficients a 
V 

de f sont canoniques si 

C 
l) € .z 

ivt 
a e = 

V I: 
V € Z 

en Gffet 

~ ivt 
-1-.J Y· e =Ü=>'i =0\tv 

V € i {Ji, "v 

co.r si l'on multiplie les deux membres par 
iµt 

e , 

L 
V € l 

ei(v-µ)t = 0 
V 

µ C Z, on trouve 
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on :peut intégrer terme à te:rme, à cause de la convergence uniforme, on obtient 

2 C f ei(ov-µ)t = o 
vci 0vo 

soit 2 1t \ = 0, 'il À 

On prouve par ailleurs facilement que cette espace vectoriel est stable :)our la 

multiplication ponctuelle, que la multiplication est continue, et qu'il est complet 

pour cette norme. C'est donc une algèbre de Banaçh. 



FONCTIONS .ANALYTIQUES A VALEURS D.ANS UNE .ALGEBRE DE BANACH. 
ct;:--- -=--=----Eif/AZH44. ::,-; } 

Définition: 

Une fonction x: D ~ R ou D est un ouvert de q: et R un QS.pa.ce de 

Banach est dite analytique dans D si pour tout À. E: D 

existe 

Remarque l ? 

Si x : D ~ R est analytique et si f est une forme linéaire continue sur 

R, fox est une fonction analytique dans D au sens usuel. 

Cette remarque et le théorème d'Hahn-Banach vont nous permettre d 1étendre à 

toutes les fonctions analytiques les résultats obtenus pour celles à valeurs dans C. 

Théorè11B ,d~hn-Banaeh .:----------=--=---
Soit M un sous-espace d'un espace vectoriel sur t normé E. f est une 

forme linéaire continue définie su:b M. On peut prolonger f à E tout entier 

en conservant la linéarité, la continuité, et la norme. 

Preuve: voir Naimark, Loomis, Riez et Nagy. 

Corollairs 2.: 

Si y€ E et y/ o, il existe f, forme linéaire continue sur E telle 

que f(y) / o. 

Preuve: 

Soit M le sous espace engendré par y. et f' défini sur M par 

f(~) •À. .. a ou a€. C, a/ o o.lors f est linéaire et continue et il existe 

~ f, linéaire et continue définie sur E telle que f(y) = f(y) =a/ o. 

Conséquence immédiate 

Corollaire II: 

Si a€ E et b € E, a -J. b, i1 existe f linéaire continue, telle que 

f(a) / f(b) • 
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Définition: 

Si x : D -)' R est une fore tion analytique et r une courbe ( ou un arc de 

courbe) rectifiable de support inclus dans D; 

n-1 
lim [:x~ "k) ( \:+ 1 - ¾:) 

maxl\:+1-11.kJ➔ 0 0 

ou À~,\, ... , Àn sont des points d'une subdivision orientée de r, ou Àk 
vérifie À. ~À,~ À et ou la limite est prise au sens de la norme. k .. k ··k+l 

Théorème a.e Cauchy: 

Soit x(À), à valeur dans un os_pace de Banach, une fonction analytique dans 

une région fermée limitée par un arc simple différentiable • .Alors: 

Preuve: 

Posons 

J x(À) d11. = 0 

r 

y= I x(t.) a;.. Si f est linéaire continue, 

f(y) = f f o x(11.) d11. = O 

r 
d 1après la remarque 1 et le théorème de Cauchy classique ceci étant vrai quelque 

so1t f, d'après le théorème d'Hahn-Ba.~ach. y= 0 C.Q.F.D. 

Formule intégrale de Cauc]1y. 

Pour la même fonc':..on x(À.) que ci-dessus et pour À. intérieur au support 

de TI J., on a 

Preuve: 

Notons x(À.) = a (€ R) et 2~I 
r 

comme 

et 1 
0 appartiennent à a:, quelque soit f linéaire continue, 

1 
ra 
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Définition: 

Si x : D ->- R est une fonction analytique et r une courbe ( ou un arc de 

courbe) rectifiable de support inclus dans D; 

ou sont des points d 1une subdivision orientée de r, 
vérifie À.k ~ ~ ~ À.k+l et ou la limite est prise au sens de la norme. 

Théorème de Cauchy: 

ou À 1 
k 

soit x(À), à valeur dans UIJ os·pac-a de Banach, une fonction anaJ.ytique dans 

une région fermée limitée par un arc simple différentiable. Alors: 

Preuve: 

Posons 

f x(À.) d11. = 0 

r 

y = 1 x(l,.) d)... Si f est linéaire continue, 

f(y) = f f o :x:(11.) ÙÀ. = 0 

r 
d 1après la remarque 1 et le théorème de Cauchy classique ceci étant vrai quelque 

soit f, d 1 après le théorème a. 'Hahn~·Ba..."1.ach .. y = 0 C.Q.F.D. 

Formule intégrcle de Cauchy. 

Pour la m~me fonc ':.on x(À.) quo ci-dessus et pour À intérieur au support 

de r, on a 

Preuve: 

-2:_ j· ~~) à{= b 
21Ci ?,;: - À. 

r 
Notons x(À.) =a(€ R) ot comme 

appartiennent à <t, quelque soit f linéaire oontinue., 

l 
ra 



1 f x(~) ~ ra ~ - /1. 
r 

= f(b) 

d'après le théorème de Hahn-Bena.ch, on peut conclure que a = b. 

Dévelo-p-poment en_série do ~1,$• 

De la formule de Cauchy résulte que si x: D-. R est analytique dans D, 

x(11.) est développable en série de Taylor au voisiange de chaque point régulier. La 

série de Taylor étant absolument conve;:,gente dans un disque de rayon strictement 

positif. 

A titre d'exemple (nous aurons besoin de ce résultat) déterminons le rayon 

du plus grand cercle de contre À= 0 à l'intérieur duquel la ~onction (e -Àx)-l 

existe. Cette fonction est dérivable, donc analytique dans toute los région où. elle 

existe ; sa suite de Taylor : 

cercle cherehé. Réciproquement 

00 C À.n xn 
n=O 
le. fonction 

convergera absolument à ltintérieur du 

(o - i,.x)- 1 existe à l'intérieur du 

corcle de convergence absolue de la série, et ~st égale à la somme de cotte série. 

Le cercle de convergence absolue do la série 

CO 

C est 
l 

lim 
n ➔ oo 

:i_ue existe pour tout Z € R. 

Théorème do Liouville: 

Si une fonction x(À) ~ t--) R est anéllytique pour tout À€ t, et bornée 

en norme, elle est constante. 

Preuve: Quelque soit f linéaire continue, f(x(À.)) égala constante, 

d 1après le théorème de Liouville classique. Mais si x(i.) prenait doux vélleurs 

distinctes, a et b, on au:bait f(a) =constante= f(b), pour toute forme f 

linéaire continue, ce qui ost contraire au théorème d'Hahn-Banach. 
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.ALGEBRES DE GROUPES • 

A partir d'un groupe topologique localement compact et abélien, on peut cons­

truire une Algèbre de Banach. L I étude do cotte Algèbre pourra, en remontant au groupe 

initial donner des renseignements sur sa structure, ce qui justifie l'importance de ces 

algèbres particulières. 

GROUPE TOPOLOGIQUE 

12,éfinitiQ.n : 

On appelle groupe topologique un groupe muni d'une topologie telle que 

les aViüications : 

x, y~ X+ y 

et 
X--) -X 

soient des applications continues. 

HlTI:GPJ'iTION DANS LES GR~rJ?ES TOPOLOGIQUES 

Nous supposerons définitivement que G est un groupe topologique abélien et 

localement compact. 

On peut alors faire une théorie de 1 1 intégr!:',tion sur 

des mesures de Radrim sur G-. 

G-, et étudier l'espace 

On s'intéressera, en particulier, aux.mesures invariantes par translation. 

Définition 

Soit y un élément fixe du groupe G. On appelle translatée de Y, 

d'une mesure de Radon, l'image de cette mesure de Radon par l'application: 

X~ x+y V XE: (} 

c·ette imago est bien une mesure de Radon car la translation est un homéomorphisme 

de G sur G. 

Si µ est une mesure de Radon sa translatée est donc définie par 

µ (f(x)) = µ f(x-y) y où f E: Je( J·) 



THEOREHE DE HAAR 
,...,..._,, ne 

Sur un groupe topologique localement compact il existe une seule mesure de 
et né:o·ative 

Radon~ 0 non nulle, définie à une constante multiplicative près, invariante par 

translation. 

Preuve: 

Nous allons démontrer 1 1 existence d'une mesure de Radon :?: o, non tj.ulle 

et invariante par translation, dans le cas particulier où G es C abélien et campo.et. 

La simplification vienèrë du fait que l'espace des mesures de Radon sur G est 

i<lentique au dual topologique de «:( G-) • 

Appelons J6 ( G-) 1 1 ospace des mesures de Radon sur G • Soit 

M_i ( G ) = [µ € cl{,( G-) ; 11 µ 11 ~ l] 
li/~ ( G-·) est donc la boule unité de a;( G;)' 

compact dans J&( G-). Soit o.lors 

par conséquent 1\ ( G-·) est faiblement 

On peut montrer et nous l'a&nettons que ~( G) est nécessairement -constitué de 

mesures ~ O. On voit que 

la;( G-) = Ml ( G) ri [ µ € Jtf:i( ~ ; µ(1) ::: l] 

Or [ µ € J<li,. G) ; µ(1) = 1] est fermé pour la topologie faible puisque c'est 

l'image réciproque de 1 par l'application continue : 

µ ~ µ(1) 

D 
_+ 

one rv1, étant fermé dans }'1_, + est faiblement compact. D'autre part Mj_ est 

ocuvexe# en effet: 

I\ est convexe à cause de la convexité de la norme 

[ µ € df6( G-) ; µ(1) = 1 ] l'est aussi car si 



Soit alors g € G, on considère fg 

en effet î est linéaire et 
g 

donc est continue. 

(ii) G est abélien 

(iii) V g € G Tg(~) C ~ 

en effet si 1 1 µ 1 1 ~ l 

l lµgj 1 ~ l lµI 1 ~ 1 => l lµgl 1 ~ l 

et 

Bn peut donc appliquer le théorème de Ma.rkow-Rakuta."'li et par sui te 

3 µ ~ 0 : 1 jµj 1 ~ 1 et µ(1)= 1 telle que 

Définition: 

Vg € G-·· µ = µ g 

On appellera mesure de Haar, la mesure~ 0 et invariantC:l par translation sur 

(elle est définie à un facteur près). On la notera h(g) ou h(x) • 

.,Eropriété: 

La mesure de Haar est invariant par inversion, c 1est-à-cli.re que 

h(x) = h(-x) ou encore J f(x) dh(x) = J f(-x) dh (·x) 

Preuve : 

L'application x ~ - x étant un homéomorphisme de G sur G, 

h(-x) est bien une mesure~ o. 

D'autre part hg(-x) = h(-x) 

en effet 

V g € G 

jf(x) dhg(-x) = f f(-x - g) dh(x) = f f(-x) dh(x) =f f(x) dh(~x) 

Dono d'après le théorème de Haar h(-x) = k h(x)• 



D'autre part soit f(x) E: Ji( G) alors g(x) = f(x) + f(-x) t:j( ( G) 

et f g(x) dh(-x) = k f g(x) dh(x) d'une part 

= f g(-x) dh(x) = f g(x) dh(x) 

Donc k = l 

~~ DE GROUPES 

d'autre part. 
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Soit G un groupe topologique lo0alement comrJac-b et abélien. Appelons 

11(~, h) l'espace vectoriel des fonctions définies sur G à valeurs dans t, 

h - mesurables et de modules sommables (on considère que deux fonctions sont égales 

si elles sont égales h -presque partout). Si on pose : 

J J f 1 1 = f I f(x) ; dh 

on sait que 11( G-, h) est alors un espace de Banach. 

On munit L
1

( G-, h) de la multiplic4tion suivante : 

f 1 '~ fix) = I r1 (x-y) fiy) dh(y) 

(i) L'opération est interne a 

en effet: 

{ I L f 1 (x-y) f 2(y) dh(y) 1 dh(x) < f f I f':/x--y) 1 !f 2(y) dh(y) !dh(x) 

d 1après la règle de Fubini ~ JG lr2(y)! dh(y) x JG lr1(x-y)I dh(x) 

Donc 

< { if 2'Y) ! dh(y) f~ !f'1 (x) J dh(x) = l!f'2 l! J !f'1 1! 

l jf 1 * f 2(x)I dh(x) < + oo. 

'·~-

(ii) On a démontré on même temps que 11 f 1 ~• f 2 J J ~ J J f 1 11 1 Jf2 j J. 
(iii) Le produit que convolution est bilinéaire, oe.J.a résulte de la linéarité 

de 1 1 intégrale • 



en effet 

(v) Le produit de convolution est aJsociatif, cela résulte du paragraphe 

sui-vant,, 

Nous allo:r,':l i11troa_uire d~ur.0 autre m':l..YJ.ièi .. e ~-e produit de convolution dans 

1\-c;. , h) ., qui mont"'era dtrecd;ement l I associat: ·.->5. 

So:lent µ et deux mesures de Radon su~ G J de masses totaJ.esfinies. 

On sait défin:i..r sur ,: x ·:;, la mesure 11 @ y ( voir introduction). 

On considère 1 1 app1icat3.021 

On prend 1 1 image è.e 11 @ y rar cette e.ppl:1-cation. 9 on montre que c'est bien une me~ 

sure de Radon sur v :, que 1 'on "E,:,:,pelle produit de convolution de µ et y 

et que 1 1 on note p ::, y -~ Soit alors f E L 1 ( C. :, h), on peut lui associer une 

mesu1'.'e de. Rad:m de masse totaJ_e fini.e :, qui est le. m-)sure f a h sa masse totaJ.e 

est jJrj dh < + oo ~ 
Et t d , f J C .,.. I ' b ' an onne, e G 0 <::. -'J-, '~ , • .1 , Di 1 1 on considère les mesures: 

G a h on peut en faire le l)Yodui-~ èG comro1ution~ 

Nous allons montrer quo 

En effet : 

J <P(z)(fd11 ,;c gèh) 

G 

:::: ( r q;(x + :,·) f(;:;:) g(y) dh(x) dh(y) 
., J 

f d h et 

::: f i'(x) dJ1(x) f <p(x + y) g(y) dh(y) d 1après Fubini 

~r f(x) dh(x) I~c11) e(y..., x) dh(y) 

·-' r { ?(y) f(x; g(y ·~ x) à.h(:x:) dh(y) 
• .:1 J 

::: r <p(y) dh(y) r f(x) g(y ~ x) dh(x) 

~" ~cxf ( f :;, ~ Jdh l 



.AJ.ôra l'associa.tiv.itéde :r * g résulte de l'as.s.ociativité du produit de convo­

lution de mesures, qui elle est immédiate. 

Finalement, on voit que L1( G, h) 6c:,1:i muni d'une structure d'AJ..gèbre de 

Banach commutative, une telle algèbre est appelée algèbre de Groupe. 

]iemarg-q&_ : 

On voit également que les mesures de masses totales finies sur G, 

,constituent une algèbre de Banach. 



CHAPITRE I. 

ALGEBRES. LE..'.BANACH. 



THEORIE DE GUll!,FJJID. 

Soit R une algèbre de Banach commutative et unitaire. 

SP.ECTP.ES 

Définition 

Soit x € R on appelle spectre de x 1 1 ensemble rr (x) C t des nom­

bres complexes Â tels quo x - À e no soit pas inversible (e est l'unité de R). 

Proposition . : 

Si x € R tel que 

Preuve: 

l lx - e 11 < 1 alors x est inversible. 

On peut écrire x = e-(e-x) = e - y avec y= e - x. Considérons 

2 n alors la série Z = e +y+ y + ••• +y+ ••• Cette série opnverge en norme puisque 

j jyjj < 1 donc elle converge car R est un espace de Banach. 

On a en outre 

llzll,,, 
1 

1-I IYI 1 

On vérifie en faisant le produit terme à terme que Z.x = e. Donc Z est bien 

l'inverse de x. 

Corollaire: 

En effet 

<T (x) est borné da,,"1S t et C dans le disque 

x - À. e = À Cf - e). 

D 1 ' l th' ' , 'd t X apres e eoreme prece en X - e est inversible si I If 11 < 1 donc si 

1 À. J > l lxj j par suite x - À. e le sera aussi. Ceci implique que <T (x) est 

1iontenu dans l'ensemble a.e C définit par I Z 1 ~ l lx 11 

PropositiQ..ll: 

L'ensemble 11 des éléments inversibles de 

est une application continue de 'li. dans 11 • 

Preuve: 

Soit X un élément inversible 
0 

soit X= X + h avec 1 lhl 1 < ! lx -1 11 
0 -1 ô 

alors X= X (e + X h) 
0 0 

R 

-1 

C.Q.F.D. 

est ouvert et X --+ -1 
X 



Or I lx -l h J j < 1 par hypothèse. 
0 

Donc e + x -l h est inversible donc x aussi et 
0 

-1 
-1 Ml( -1 ) x =x e+x h 

0 0 

on a en outre 

x -l}I ~ ~ 0=
1

11 ! lx-~0 11. 
0 "1-·l lx -1111 lx-x 11 

O 0 

Ce qui montre d 1une part que t1 est ouvert puisqu'à chaque fois qu 1il contient 

un point il contient mne boule ayant pour centre ce point, d'autre part que 

-1 x -) x est une application continue de 'lt. dans 'U, • 

Coroll~: 

es (x) est fermé dans t donc compact. 

En effet considérons l 1 application it -> R 

c'est une application continue donc l'image réciproque de 1.L est un ouver]. Par 

suite o(x) qui en est l·e complèmen-taire est bien fermé. 

O' (x) est donc compact puisqutil est fermé et borné dans t. 

Définition: 

On appelle fonction resolvante de x la fonction définie sur 

r(x) = G cs(x) dont la valeur en 11. est ( -1 x-11.e) on la note x(11.). 

Théorème: 

À. -➔ x(À.) est analytique et bornée qusnd À. ---+ oo 

Preuve: 

Que x(À.) soit une fonction continue de À. est une conséquence immé·· 

diate de la continuité du passage à l'inverse,,. Pour démontrer que x(À.) est analyti­

que, nous aurons besoin de la formule suivante 



démontrons ceci: 

soit 

(X· - À2 e ) t(."f) = (c X - 11_ e) - ( 1\2 - 11_ e ) x( À._t_) 

(,t - ½ o) x(1'i) = ( (x(i-))-l - ( ½ - ) e) x(À;t)) 

(x - ),,2 e) x(":I.) = e - (71-2 - ~) x(":I_) 

ce qui est la formule demandée,on en déduit :immédiatement 

x(":I_) - x(/1.2) 
lim -- • • ~~- :::::: 

11.2 -+ ":I. C\ - 71-2) 

ceci étant donnée la continuité de l'inverse; d'autre part, 

Corollaire : 

cr(x) fa f1 V x E: R 

Preuve: 

Si cr(x) = /J pour un x E: R., x(71-) est analytique dans Œ! tout entier 

( r(x) = t), et bornée. On déduit donc du théorème de Liouville que x(À) est 

une constante, ce qui est absurde. 



Théorème de G-uelfand-Mazur. -~-----.,_ - . --
Une aleèbre de Banach qui est un corps est algèbriquement isomorphe au 

corps des complexes. 

Preuve: 

Toute algèbre de Banach R contient le sous-espace de dimension 

1 ["- el € q; nous allons montrer que si R est un •orps 1 'applicat on 

À. --,. À.e de t dans R est sur-iective en effet V x € R, il existe 

(évidemment unique) tel que x = 11.e, sinon (x - Îl.e) serait différent de zéro, 

'::/ Â. € œ, donc inversible., ce g_ui signifierai <S (x) = ,1 <.p: ÎI.--+ )i..e est donc 

surjective, et trivialement injective d'autre part, À+µ~ )i,.e + µe 

Ra PMl sur les ;_g,_éaux: raaJfima ux. 

un idéeJ. l.~ de R est maximal lorsque 1VI1 ,2 M entraine, si I:I' est 

un idéal, E' = R ou M' = M. 

- le quotient de R par M est alors un corps. 



Lemme. : 

Un idéal maximal est fermé. 

Preùve: 

La continuité des opérations montre que la far.meture de I est un idéal 

C'est un idéal propre car si C, est 1 'ensemble des éléments inversibles de R 

( (9 est ouvert) I C R "-. (9 qui est fermé, a.one I C R \ C9 et est aussi propre. 

Comme Ï ::) I, Ï = I puisque I est maximal. 

Théorème 

Si M est uµ idéal maximal de R, ~ ~ C 

P.reuve : 
R M est un corps puisque M est maximal ; c'est une algèbre d.e Banach 

puisque M est fermé. On applique donc le théorème de Guelfand-Mazur. 

Définition: 

On appelle spectre de R et on note J&R l'ensemble des idéaux maxi­

maux de R • 

.Q.Qfinition de la représentation de Guelfand. 

1) Puur tout ME~, notons R 
hM l'homo-canonique de R ~ M ~ t 

2) Pour tout x € R, notons X la fonction qui envoie 

dans ~(x) o 

3) Notons 'F'(JtR) 1 1 algèbre des fonctions définies sur c,M.,R à vaJ.eur 

dans (J; • ; E: ;J[(Jt.R). 
A 

4) Notons r la fonction qui envoie x ER dans x 

r : R ---1- CJ<(J1.,R) est appelée la représentation de Guelfand. 

(r(x)) (M) = 1,vi(x) =; (M) 

Théô.rème : 

l' est un homomorphisme d'algèbre. 



Preuve : 

r(:xi + x2 ) M = \/~ + x2 ) = hi~) + hix 2 ) = r(:xi) M + r(x 2) M 

ceci, V M € J~ donc r(::.s .. + x2 ) = r(:xi) + r(x 2) de m~me, le fait que hM soit, 

V M € j(,R' un homomo:cphismo d'algèbre, entraine les égalités 

Théorème -.... ~ .......... -.:.~ .. 

Preuve ~ 

On a, en effet, les équivalence évidentes suivantes: 

o{x) <=} [).. € q; : (x •· 1.e) non inversible J appartient à i!m idéal maxi-

mal M de R {=? x == (-:\ e) # \ ::: x( l'li) • 

. , 
1 !r(x) 11 :::: sup lx(M) 1 ~ 1 !:::11 d:après le théorème précédent et parce que 

Kf J'":R 
le spectre est contGnn àans le êlisque I Z J ~ 11 xJ J • 

RAYON SPECTRAL. 
,c:. c,re♦re -----

.. , 
Rayon spectral a-, x :::-su-p !x(M) 1 = l lxl 1 • 

M € J.1, sp 
C 1est donc par dé:E'in:ition le rayonRdu plus petit cercle qui contient le spectre. 

Noussavons déjà quo 

exacte de ce rayon. 

l lxl 1 < :".p 
11 x 1 ! , mais nous allons chercher une estimation 

li, 11 1· ~0n.l nl-1 X sp ::: J..ffi I X 
n -), CO 

Nous allons clémontre:r à la foi.a <J.1.1e cette limite existe et qu 1elle est égale 

au rayon spect~·e.l. 

Preuve ; 

Ona VM€~ 
,., 

1 ! x l 1 ?- l x(M) l 

donc V n € IN et M € ~R 11 xn 11 ;: 

'ï.1 n € lN e·c M E: ~ ~n"ïÏ 
l;(M)ln 

,,. 
;:: lx(M)! 



soit V n € tt'î ~I lxnl 1 ~ ! /xi l sp 

ceci montre que ll.fil W~) 1 lxl lsp 

D'autre part considérons x - À.e =À.(~~· e) = ~ (µx - e) avec µ = i . 
On sait que l'application )..--+ (x - Àe)-l est analytique sur le complémen­

taire du spectre par conséquent l'application µ-> µ(µx - e)-l est analytique 

dans l'inverse du complémentaire du spectre et aussi à l'origine. Son développerœnt 

à l'origine est 

Son rayon de ~onvergence est 

00 
'r"""' n n 

µ 1--J µ X 
n=O 

R = l 
lim !J"..,_I _I x-n 1-1 

or ce rayon est toujours ~ à la distance de l'origine à la plus proche singula-

rité cette plus proche singularité est à une distance 

Donc 

D'où -finalement 

ceci entraïne que 

~ ~lixnl 1 = lim!J"I lxnl 1 = llxllsp 

On a donc bien démontrer que lim o/1 lxnl I existe et que 

lim zyl lxn'! 1 = 
n -<t oo 

RADICAL D'UNE .ALGEBRE • 

C: _M_ Reprenons l'homomorphisme r : R --? ;:jfR(v"'.R). 

Définition: 

par définition. 

On appelle radical de R le noyau der= ker r. Donc par définition 

Kerr= [x € R: llxll = lim rvllxlall= o] 
sp n-> oo 



De m~me 

donc on a aussi 

x(M) = 0 V M € Ji_,R <=> x E. M V M € ~ € x € n M 
ME.J1,R 

Ker r = n M 
ME:¾ 

La radical d'une algèbre peut ~tre très grand. 

Exemple: 

Soit R un espace de Banach on peut le munir d'une structure d'algèbre 

triviale en posant ~. x2 = 0 V~ et x2 E: ~R. Cette eigèbre n 1a pas 

d 1unité mais on peut la plonger dans une aJ.gèbre de Banach unitaire R + 1 t 

(voir début du cours). Or il est facile de voi~ que R est un idéal maximal de 

R + l C donc Kerr C R. 

Diautre part si (b, 0) E: R + l C [r(b, 0) 
2 

= r(O, o) 2 
= 0 

d 1où finalement Kerr =R • 

donc r(b; 0) = 0 

.ALGï!:BRE SEMI SIMPLE. 

Définition: 

On dit qu'une algèbre est semi simple si son radical se réduit à 

Dans ce cas r est injective. 

Théorème 

Si R est une algèbre telle que Ker l' /. 0, le quotient 

est une algèbre semi-simple. 

B/Ker r 

Preuve: 

Kerr = 1/1€.ll'¾ donc Ker r 

est une algèbre de Banach. 

est un idéal fermé. On sait alors 

Or l'homomorphisme canonique de R 

que 

sur 

R/Ker r établit une bijection entre J(,R èt J'l,n/ , en effet l'image d'un 
I.\./Ker r 

idéal maximal de R, par l'homomorphisme est un idéal maximal de B/ 
Kerr 

et inversement. 



Ceci entrR.5ne que par l'homomorphisme. 

Or 

Donc 

r. 

·-· ü 

Ceci montre bien qu0 R/ est une algèbre semi-simple. L I étude des algè Kerr 

bres non semi~·simple::i n I est donc pas d s une importance fondamentale, on les utilise 

en général ponr donner des contre exemples. 

lQPOLOG:p] DE GUELFAND. 

Soit R une algèbre de Banach unitaire et considérons son spectre. Nous allons 

munir ce spectre d'une topologie, de la façon suivante. Soit M € J(,R on peut 
,. 

lui associer une application de R -·? ~ x - x(M) 

qui possède 1es p,:op!.':!.étés suivantes 

(i) elle est linéaire 

(ii) elle sst multiplicative 
..,, 

(iii) elle est continue de norme :::; 1 et; e(M) = 1 

Inversement Soit M P.ne forme linéaire R -•➔ C, multiplicative et telle que 

1i(l) = 1., 

Le noyau de cette form3 .Linéaire est un idéal propre. Et tout idéal plus 

grand que ce n0yau a l)Our image C tout entier c 2 est donc l'algèbre toute s 

entière., par conséquent le noyau es-~ un idéal maximal. Appelons M oet idéal 

~ maximal et montrons que M et la forme linéaire assmciée à M sont identiqUEt 0 

En effet si x € R 3 v € M x +y= x(M) e 
~ ,V 

alors <'X+ y, Ivb = ·<X, M > = x(M) 

donc <X, ~b = x(M) C.Q.F.D. 

On peut donc iaentifier le spectre R à l'ensemble des formes linéaires 

multiplicatives et transformant l!unité en l'unité. On vient de voir que ces formes 

sont nécessairement continues et de norme~ 1. Cet ensemble est donc un sous 

ensemble de la boule unité de Rv défini par les conditions supplèmentaires 



Ce qui montre que si on munit le spectre de la topologie induite par la topo= 

logie faible de R', on obtient un sous ensemble fermé dans la boule unité de 

R', or la boule unité étant compacte, on obtient un ensemble compact. 

~finit~: 

La topologie de Guelfand sur J&R est par définition la topologie 

induite par la topologie faible de R t • {Pest donc une topologie compacte. 

On remarque alors que 

J'GR ---,. C 
,._ 

M ~ x(M) 

est continue pour la topologie de Guelfand V x. On peut d'ailleurs donner une 

définition équivalente. 

Définith2n: 

C'est la topologie la moins fine sur dt.a telle que 

continue Vx • 

,. 
x(M) soit 

.ALGEBRES NON UNITAIRES --
Soit R une algèbre de Banach non unitaire, plongeons là dans l'algèbre de 

Banach unitaire 

On peut faire une théorie de Guelfand. sur cette 

tronsporter les propriétés sur R. On sait déjà que 

de R de la forme linéaire associée est = o. 

algèbre. Le problème est de 

R € J1b~ mais la restriction 
R 

Par contre soit M fa R et E JG R" la restriction à R de l'homomorphisme 

associé n 1est plus = 0 

Heciproguement: Etant donné un homomorphisme de R -~? C mu1 tiplicatif et 

~ o, on peut le plonger en un homomorphisme de ~ R sur C de la façon suivante~ 

H(x + 7'.i) = H(x) + ~ 

On véréfie bien que c'est un homomorphisme multiplicatif~ 0 dono on peut 

as;:;ocier un élément de (.;\'{, R. On a donc une bijection entre 1 'ensemble ci~R '----... R 



et l'ensemble aes homom~rphismes réguliers de R sur (~ 

w" 

l,3 spectre de R est par définition 1: ensemble v~']'."-. R des idéaux 

réguliers" 

C 1 est enco:r:o un espace topologique si on prend la topologie de Guelf'ano r0 .
0d_0

, 

il est seulement localement compact puisque c test le complèmentaire d'un I)Oint 

dans un cc;npact o 

I. Soit R, 1 1 algèbre de Banach t(K) déjà définie .. 

Théorème~ 
.... ? ~= ·--~ 

cXI.J R est ho:néomorphe à K. 

1) nous allons tout d'abord identifier bijectivement 

·t ~- cJÎl.)R 2 K, en effet.• si k E: K, 1 1 2,pplication 

)Z 
R 

et 

x(k) BP 

vérifie k(:x-y) = k(x). k(y) ., l~(x + y) == k(x) '>/ " + k(y) ; k(a) = 1~ 

K~ 

"R 4P.t)''' 

De plus;' eJ.le est continue, car si X 
n 

est une suite d'éléments de R tels qtH) 

1 !xn ~,.YI! tsnde vers zéro quand n tend vers Pinfini, alors l 1 égalité 
,, 

" 
Y! j = Sup lx (k) ,~ y(k) 1 

kS K 11 
montre que, V k, x (k) tend vers y(~) = J~(y), n 

k est donc U...'1 Cê,ractère;, i.e , un élément de déterminé de façon u:ctlqu0 

- eJ'fvR ~ K, réciproquement étant donné h un caractère associé à un :Lfü5a1 

J,ff ,. ~ montrons que l'on peut 

a.e montrer cro.' :,_::;_ exis~~e k 

V­

le m~m0 noya11, donc h ::: k. 

V 
trouver k E: K tel que h = k. Pour cela il suff:i.t 

x(k) 
V 

tel que ::: o, V X E: Mo .Alors h et k auront 

Si k n 1existait pas, on aurait, V t E: K, un 

xt E M tel que x .. ,.(t) ,-1: 0 et d 1 après la continuité de x:. lx (v) ! > ~ ~ 0 
- V "';;" t U-t; ,> 

dans un voisinage de t, V( t). On peut recouvrir K avec un nombre fi.ni de 

tels vois-inages;, puisque K est compact .. 



Soit 

elle appartient à 

ce recouvrement. Gonsi.dérons la fonction 

n 
x( v) = >-....; 

M et 

i=l 

x( V) > min 'f} > 0, t. 
1. 

donc 

i=l 

-1 
X € R, 

le fait que :x. € M puisque M est un idéal propre. 

ce qui contredit 

V 
Nous avons démontré la surj0ctivité de la fonction k--!> k pour 1 1injec-

tivi i~l .::.i fa,1+. montrer que V k E: K., il existe et x
2 

€ R tels que 

Jij__ (k) f:. xik) ce qui découle de la normalité du compact K et du théorème 

d 1Ury Sohn. 

2) ~!iontrons que les deux topologies coïncident. 

Soit ; une fonction sur le spectre J~R. Elle est continue pour la topolÜ'"" 
A V V 

gie de Guelfando D'autre part, x(k) = k(x) = x(k) mais x(k) est continue 

comme fonction appartenant à C(K) donc la topologie à.'<) K est plus fine que 

.M. celle de u·"R ~ Ces deux topologies étant 0ompactes elles sont identiques& 

IL. Soit C (K) 1 'algèbre de toutes les fonctions continues définies sur K) 
0 

à valeur dans ë, tendant vers zéro à l'infini, K étant localement compact. C1est 

une algèbre de Banach sans unité, On montre de la m@me façon que cJta; (K) ~ K 
0 

III. Soient D
1
(a, b) les fonctions n fois continûment différentiables 

définies sur [a, b] C Rl à valeur dans on peut 

montrer que Ji D 
n 

rl. Soit W 

= [a, b] " 

1iespace de toutes les fonctions complexes de variable réelle 

developpables en série trigonométrique absolument convergente, muni de la norme 

llx(t)II:::: Il~ en eintll:::: z: lcnl 

nf~ n€~ 

Soit Ivi un idéaJ. maximal de W, a un nombre oomi:ùexe et eit € W tel que 

M(eit) 

la-1 1 
la- 1 i 

:::: a 

~ 

:::: 

comme 

l 1-e-itl 1 

-l 
lai l 

-it (eit)-1_, e :::: 

comme 11 eitl 1 = 

on a lai :::: 1, 

M( e-it) :::: a-1 or lal ~ l leitl 1 et 

1 = 11 e-itl 1 et que, dans t, 
it 

i.e., 0 .Ainsi, M, qui est corn-a = e 0 



+oo 
pesé de touteg:les fonctions ~ 

-00 

C n 
i:nt 

e qui s'annulent en t • 
0 
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Si donc 

une série de W est différente de zéro pour tout t, elle n'appartiend à 

aucun idéal maximal et par conséquent elles est inversible. 



ALGEBRES à INVOLUTIONS • * .ALGEBRES DE BANACH. 

Définitions : 

On appelle involution une fonction i d'une algèbre R sur C dans 

elle-m~me vérifiant: 

(i) i
2 = 1 

(ii) i(7'. X + µ y) = 5: i(:x:) + µ i(y) 

(iii) i(x y)= i(y) i(x) on note i(x) = r 
on appelle algèbre involutive une algèbre sur C munie d'uhe involution. 

Si de plus, 11x•:•11 = 1 bd 1, on dira que 1 'algèbre involutive est une ,:, algèbre 

(star-algèbre). 

Dans une algèbre involutive, les éléments x tels que x* = x sont dits 

autoconjugués ou herrnitiques. 

Exemples : V x E R, :x: x* est au·1:;0conjugué.i 

0 est autoeonjugué, e est autoconjugué. 

bxemples d'algèbres involutives 

1) t(K) ou x*(k) = x(~) ( on a 11 x* 11 = 11 X 11) • 

2) une algèbre de groupe L1(G) eu f*(g) = f'(-gJ (on a en•ore j jf':'I l = l ltl 1). 

[ 
bornées 

3) H°° = les fonctions holoraorphesli et ~ontinues à 1 'intérieur lu cercJ_e uni té 

de C} ou f':<(z) = f'(i) 

Définitions : 
N 

Les sommes L x. x'~ d'éléments d'une *algèbre R seint app~lées 
j=l J J 

éléments positifs de R. L'ensemble des éléments positifs de R forme un c~ne 

c'est-à-dire une ensemble stable pour la multiplication pa.r un él€ment de ~+ 

et pour l'addition. 

On dira qu'µne forme f € R' est _;eQfi,itive (ori note f >> O lorsque 

f(x :x:*) E ~ ~ 0 1 V x € R. 



,ro-

Une :.;.-ivolution sera <lite al.ors symétrig_ue si r(M) = x(M) 11aJ.gèbre à in-

voiliution sera dite aJ.ors symétrique. 
V 

On définit i: Spec R ~ Speo R telle que i(M) i= M* vérif'iant pour 
,. r-- ~ ,. 

tout x, x(~) = x!_(,112, si R est symétrique, on peut écrire x(M*)= x*(M) = 
,. 
x(M) 

A A 

d.onc x( M_>:•) = x( M) 
V 
i induit 1 1identité sur une algèbre 

symétrique. 

Exemple d'aJ.gèbre symétrique: 
... ~ 

C(K~ en effet x*(k) = x(k) V k € K. 

t' 
ëTîJDE P!f ;F'O..luvlES POS T'_t11!§_ 

Soit R une * Algèbre uni taire f une forme ~ 0 sur R c I est-à-d.i:-e : : 

f(x x*) ~ 0 V x € R 

Propriétés de f. 

l 0
) -~ ~- µ € Œ: et x, y € R : 

ï5. f~ ~*) ti µ f(x y•:<) + µA f(y x*) + µµ f( y y*) ~ 0 

en effet si l I on pot!e Z = 'A x + µ y ; f ( Z z,;,) ;i,: O d'où 

2°) f(e) ~ 0 

En effet x* e* = x* V x donc e* = e par suite f(e e*) ;;i: 0 donc 

f(e) = f(e e*) ~ O 

1 f(e) ~ 0 1 (2) 

3°) x € R f(x) = f(x*)· 

Prenons tout d.' ~bord ûn élément hermétique : x = x* si dans (1) on fait x = x*, 

y = e et )1. = µ = l on obtient f(x) € IR. Soit maintenant x € R, .-n peut 

l'écrire 

Or 

x+x* ·(x-x*) X: 2 + 1 2· ... , l. 

X - X'~ et 2i sont hermétiques. 



Donc 

""'(x) -- f (.!..; x*) . f (x -x>~) , ~ + 1 2i ou 

Ce qui montre bien que 

1 f(x) = f(x*) (3) 

4°) Inégalité de Schwartz. 

D'autre part, en faisant µ = l dans (1), on obtient: 

Posons 

On a alors 

D1où 

i0 
e 

-ie et 11. :::: t e 

l lf(x y*) j 2 ~ f(x x*') f(y y*) 

5°) V x €. tR; jf(x)I ·~ f(e) 1 lxl 1-

Soit t un élément hermét; que de norme ~ 1. 

t = t•:< et 11 t 11 ~ l 

Considérons l'élément 

t ER 

(4) 

À € [R 

où les sont les coefficients du développeII1ent en série de V l - x. 

Cette série converge normalement pour Lxl ~1 à.one converge pour /,d ~1 puis-

que ll est un banach., 

On vérifie facilement que si l'on pose 

avec 

2 
on a y = e - À t. 



,r--

Une ~volution sera dite alors symétrique si ~(M) = x(M) l 1algèbre à in-

vomution sera dite alors symétrique. 
V 

On définit i: Spec R---. Spec R telle que i(M);; M* vérii'iant pour 
"" X-- ~ ,. 

tout x, x(~) = x!..C.,141 si R est symétrique, on peut écrire x(i.w:c)= r(M) = 
~ A A 

x(M) donc x(II~) = x(M) 
V 

et rvr-:• = M • i induit l 1identité sur une algèbre 

symétrique. 

Exemple d'algèbre s;y;métrigue: 
A ,ro-

c (:ID; en effet x*(k) = x(k) V k Ê K. 

!TUDE ijf :F OBlvlES. P00:21~"ffi 

Soit R une* .Algèbre unitaire f une forme~ 0 sur R c'est-à-dire l 

f(x x':<) ~ O V x € R 

13:'o]riétés de f. 

1.0 ) V X, µ € Œ: et x, y € R : 

)5. f'(x x•) +Àµ f(x y•~) + µÏ,., f(y x*) + µµ f( y y*) ~o 

· 1 z __ '\. x +µy ,· r(z z::•) :::: o en effet aî 1 on pose ~ ~ d'où 

2°) f(e) ~ 0 

En effet x* e* = x* 'ef :x: donc e* =· e par suite f(e e*) .ii O donc 

f(e) = f(e e*) ~ 0 

1 f(e) ~ 0 (2) 

3°) x € R f(x) = f(x*)· 

Prenons tout d'~bord lÜn élément hermétique: x = x* si dans (1) on fait x = x*, 

y = e et À = µ = 1 on obtient f(x) € !R. Soit maintenant x € R, '-ln peut 

l'écrire 

Or X+ X* 
2 

x+x* ·(x-x*) X= 2 + i 2· 
- 1 

et X - x* t h 't. 
2i son erme iques. 



P.t-enons en particulier ï-.. :-: l y € e - t. 

On a y = y':' puisque t = ~•~ 

donc f(e •- t) ~"" f(y y'~) ~ O 

par suite f(e) ~ f(t) 

on aurait de mêm:i pour ·:.., ,:::: M ·!;! 

f(e) ~ ~V f(t) 

Par conséquent V ·t ~ Jt = t'~ 1 Jtl 1 ~ 1 on a jf(t)I ~ f(e) (5). 

Soit maintenant x € \~ quelconque et tol que 11 x 11 ~ 1. 

et !lx x•!•II ~ 1. D'autre part f(x) = f(x e':') 

Donc d'après (4-) et (5) 

D'où V x € ?. 

! jf(x)i ~f(e) llxll (6J 

Ce résultat montre que .i.:-.oute forme ~ 0 sur une •:t .Algèbre de Babanoh est né-,, 

oessairement continue" 

60) 

VxE::'. !r(x)I ~ f(e) llxx'::jjl/ 2:::f(e) 
n l/2n 

lim l l (x x*) 11 
sp n --~> oo 

lr(x) l == lr(x e"')] ~ f(e) 112 f(x x•~)112 d'après (4-) 

En particulier si 1 • on fait :::: = yy':' on obt:· 0·,:''. 

D'où 

En itérant le procédé on obtient la fonnule i 
1/2~ 

V n € N V X € c:R, ~ lf'(x) l ~ f'(e)l/2+l/4.,. .1/2·n x·(r[(x x*/n-1]) 



Soit 

!f(x)I ~ f(e)l/2+1/4+ ••• +1/2¾ f(e)l/2n x c11 après (6) 

en passant à la limute sux n, on obtient: 

1; 2n l/2 

lr(x) 1 ~ f(e f lim Il (x x•:c)2nll J Ln~oo 
c'est-à-dire 

TI-IBOREir!E DE BOCHNER --------
Le but est de oh01·cher 1 'expression générale des formes ~ 0 sur une "' .Algè­

bre unitaire et symétrique. 

JGR étant compact$ on peut étudier les mesures de Radon sur J6R, qui sont 

tout simplement les formes linéaires et continues sur it( JbR). 

Soit µ une telle mesure de Radon supposee ~ o, et considérons l'application 

A 

F 
µ 

définie par F (x) = f 
µ r>'G 

x(M) dµ(M) 

R 

C'est bien une forme linéaire sur R puisque ce n'est autre que Ji or, nous 

allons vérifier qu'elle es,; .;, 0 : 

.. "' 
en effet x(M) x•~(M) aµ~M) 

•\ A 

mais comme R est symétrique x*(M) = x(M) donc 

Nous allons 
f 

..... 2 
F µ<x x*) = lx(M) 1 dµ(M) 

, t , J{, demon rer la reciproque~ R 

puisque 

Théorème: 

Si R est une ,:, Algèbre symétrique uni taire, toute forme ;;i O sur R 

s 'exprlÏim.e de la façon suivante : 
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où µ est ~ 0 et parfaitement détermi.née. 

Preuve: 

a) Unicité 

Considérons r(R) CV( J~) comme R est symétrique o 1est une sous 

,:, .Algèbre de C( JGR)., d'autre part : 
A A 

(i) si M
1 

f-. M
2 

3 x € R : x(~) I= x(M 2) en effet soit ~ € ~ et .. ,. 
f, M2 on a ~ (ïvi_) = 0 et ~ (M2) /:. o • 

.. , 

3x € R ~ x( M) /= 0 • 

Par suite, d'après le théorème de Stone-Waerstrase r(R) est dense dans 

Soient aJ.ors f½. et µ
2 

~ 0 telle que: 

VxE:R : f 
.Alors, J½. -~ µ2 est une mesure de Radon nulle sur r(R), donc nulle sur 

tn( Ji'bR) puisque r(R) est dense dans IV( c,l(L:a)• Ce g_ui démontre 1 1unicité. 

b) Existence 

Soient maintenant F une forme~ 0 sur R et H le sous ensemble des 

éléments hermitig_ues de R: c'est une sous algèbre de Banach réelle car H 

n'est pas stable par la multiplication par un nombre complexe. 

r(H) est donc une sous algèbre de CR(J'LR) g_ui sépare les points, en effet~ 
,. ... 

(i)V M1 /= M2 3 h € H : h(M) f- h(M2) on raisonne par l 1absurde en 

utilisant le fait g_ue x = ~ + i h2 • 
.... . .... 

(ii) V M € v\t:1 3 h .E: H :. h(Ivî) ft O (mima procédé) 
,. ~ ... .., "' 

(iii) h(M) = h(M) car h(M) = ht~(M) = h(M) 



Donc d'après le théorème de Stone Waerstrass r(H) est dense dans tR(~). 

Etudions la restriction do F à H3 soit FjH: 

Donc 

1) FIH est réelle c:.,.~:- F(h) = F(h'~) = F(hj d 1après (3) 
l/2 

2) F(k) ~F(e) Jjhh':~jjsp ~F(C) jjhlJsp• 

"'· jF(h)I ;, F(e) sup jh(M)I 
MEciÛR 

ceci montre que F(h) = 0 ~h €.Kerr~ donc on peut considérer que F est une 

f'orme linéaire sur I'(h) et l'inégalité précédente montre qu'elle est continue. 

Or r(H) est dense dans t~(Jt,R) dont on peut prolonger F en une ~ 

mesure de Radon sur Œ~(~~R)c 

Par conséquent: 
i', 

F(h) = j h(M) dµ'(M) 'ih €. H. 

~ 
Or :x: €. R peut s.' éc:cire : x -= ~ + i h2 cù ~ et h2 € H. Donc 

Or il existe une 1C - rnœ-sure a.e Radon et une seule telle que : 

Vx€ R f ~(M) dµ'(M) 
Jt, 

R 

h2(M) a_µg(M) = f ;(M) dµ(M) 

JYlR 

Reste à:montrer que µ ~ 0: raisonnons par l'absurde, on suppose que 

posons Vf = cp 

Puisque r(H) est dense dans tfil(~) 



A 3[h E:Hr 
n n=l 

: hn ~ <p u.nif ormémént sur <Y'l> R 

A 

alors (hn h~) ~ f uniformément 

F(h h~•) = f (h h*)(M) d (M) ~ 0 n n n n 

Donc la limite de F(h h):•) ne peut ~tre que ~ 0 par suite 
n n f f dµ ~ 0 

C.Q.F.D. 



.ALGEBRES REGULIERES,. 

péfini tio,U§_ : 

I. Une algèbre R est dite régylière si pour toute partie K de 'fl.'R :i>rmée., 
A 

et tout M € c.Ji&R et Mt K, il existe x € R tel que x(M) = 1 et ~(k) ~ 0 

k € K. (on obtiend des définitions equivalentes en remplaçant 1 ~~~ tout 

nombre complexe non nul). 

II. Quelque soit I in idéal de R, on appelle h(I) (~ull de I) l'ensemble 

des éléments de JbR qui, comme idéaux maximaux de R, contiennent r. 

I, h(I) n'est pas vide (théorème de Krull) et d'autre part, h(I) = 
" 1 n x.- (o), 

A x€I 
est fermé puisque les x sont continues~ 

III. Quelque soit F un sous-ensemble de J/.;R, on appelle k(F), (ker de F) 

l 1intersection en tant qu 1 id.aux maximaux de R, des éléments de F. k(F) est donc 

fermé. k( JtR) = radical de Ro 

Problème de la syn,.i_hk,se spectrale. 

Il s 1agit de savoir dans quelles conditions l'égalité k(h(I)) = I est vraie. 

Il est évident, puisque k(h(I)) est fermé, que I doit l'~tre. Ce n'est pas 

suffisant; 

Contre exemp:J.e; 

Soit 'Jr le tore., et D1 (;.Ir) 1 'ensemble des applications continûment dif­

férentiables s1lr ':W., muni de la norme J Jrj !Di= 1 jrj 1
00 

+ 1jf1 11
00 

et d'une struc,c• 

ture d'algèbre de Banach. Soit 

I = [r € D1 (lI')j r(o) = f'(O) = oJ alors 

et k(h(I)) = [r € D1Cir)I f(O) = oJ I et j I 

h(I) = n ;- 1(o) 
x€I 

une autre manière de poser le problème est de se demander si un idéal est déterminé 

par ses zéros. 

Remarques: 

Dans tous les cas, k(h(I)) :)I donc si I € h(k(h(I))), I € h(I). 



Iviais si J € h(I)., k(h(I)) est l'intersection de J avec tous les autres idéaux 

maximaux contenant I, donc J ::)k(h(I)), J € h(k(h(I))) donc h(k(h(I))) = h(I). 

TJ?:éo.~èm,e : 

Si R est une eJ.gèbre régulière, h(k(F)) = F., V F une partie de ~• 

,!;_reuv~: 

h(k(F)) est fermé, donc h(k(F)) :J F., car évidemment., h(k(F)) :::,F si 

M€ cJ'1_,R et /,F alors M/,h(k(F)). Eneffetsi M€h(k(F)), M::)k(F) ce qui 
A 

équivaut à dire que i(M) = o, V x E: k(F)., ou encore que x(M) = o, '1 x tel 

que ;(F) = [o], à fortiori tel que ;~F) = [o] mais c~mme M /, F1 et que 

1 'algèbre est régulière., 3 x tel que x(F) = [o J et x(M) = 1 ce qui contredit 

l'hypothèse et démontre le théorème. 

La réciproque de ce théorème, énoncé comme suit: 

"si R n 1 est pas une algèbre régulière., il existe une partie F de Jt..,R telle 

g,l!e h(k(F)) ::JF et h(k(F)) fa F11 est vraie., sa démonstration est laissée 

au lecteur. 

Lemme : 

R étant une algèbre régulière., soit F une partie fermée de JL R ; 

alors Jî;R/k(F) = F. 

Preuve 
-- *"::se ..,.. 

Il suffit de remarquer que Jl,R/I est une partie de JtR fermée des 

idéaux maximaux de R contenant I donc JûR/k(F) = h k(F) = F. 

Théorèll'!,e : 

Si R est une algèbre régulière avec unité, I un idéal de R1 F 

une partie fermée de J'GR telle que h(I) n F = ~, il existe x ER tels que 
A ./1, 

x(I) = [o} et x(M) = 1 '1 M E: F. 

Preuve: 

Considérons I' , l'image de I par l'homomorphisme canonique 

R dans R/k(F) • S:i. I' fa li;k(F)' il existe un idéal M' maximal dans R;k(F) 



contenant r: Donc M' € J{l,R/kF c'est-à-aire à F d'après le lemme. Comme 

évidemment M' € h(I), ceci eut iE1J?-O.:::.-;.ibL.., (h(I) ri F = ,25) donc I' = R/k(F)' 
,.. 

dohc 3 e 1 €. I 1 et_:;: C T tels que, q:i(x) = o', x(M) = 1 V hl€ F C.Q.F.D. 

Théorème : ,,,.,..., --= 

Soit R une algèbre régulière semi-simple et E C dbR un sous-ensem-

ble com~act du spectre aJ.ors, il existe I(E) et I (E), 
ô 

respectivement un plus 

grand et rn plus petit élément dans l'ensemble des idéaux J telsque h(J) = E. 

Preuve: 

I(E) = k(E) car on a bien h k E = E et si hJ = E, k (E)::: k h J 2 J. 

I
0

(E) = [ x €. R 1 .3 &\;: ouvert oo c\, Qx:) E, et ;(c.o) = 0 si 

(.1.) € • 

En effet 

1) on vérifie immédiat.._ .·1ent que cet ensemble est un idéal. 

sur g :} :x: a O sur 
:X: 

E C Q, et h(I) CE car si m t E, par définition des algèbres régulières, 
X 0 ,. 

il existe xCI (1:) tel que x(m) /.-. 0. ( Comme tout 0;:;pucc, 
0 

compact ~t régu-

lier, il existe Q ouvert, E C SG, et m Y, 'g). 

3) Tout idéal J dont le hull est 

Q .'.:) E 1 1 ouvert correspondant, posons 
X 

E contient I (E) 
ô 

C = J1, '-.... Q • C 
X ·1.11 X X 

soit x €. I (E), 
(i 

est compact et 

h J ri C = t. On a vu dans un précédent théorème que l'on pouvait trouver y 
,. 

tel que y(M) = J. V M € C 
X ,. ~ ,. ,. 

z = X - x:y. Si M € 
,. ,. À A, 

et 

z(M) = x(M) - x(M) y(M) = 0 

posons alors 

si M €. C, 
X 

z(M) = x(M) - x(M) = 0 donc Z 5 o. 

L'aJ.gèbre étant semi-simplet z = 0 donc x = x:y mais x:y €. J donc 

V x €. I (E), x € J; I (E) C J. 
0 0 

C.Q.F.D. 

Remarque: 

1 'est puisque 

11idéaJ. I (E) n'est pas nécessairement fermé, alors que I(E) 
0 

I(E) = k(E). On notera ï:JËj ~ J(E). Lorsque I(E) == J(E), 
0 

E sera dit ensemble de synthèseo 



CHAPITRE II • 

.ALGEBRES DE GROUPES• 



.ALGEBRES DE GROUPES. 

CARACTERE D'UN GROUPE. 

Définition: 

Soit G un groupe topologique localement compact on appelle caractère 

toute application continue G ..JI.,.. C telle que : 

(i) './ g € G lx (g) 1 = 1 

(ii) x(gl ± g2)= x(gl) X ).'{g2) ±J.. 
,. 

On û,ote par G l'ensemble des caractères de G, on le munit d 1u:ne structure de 

groupe abélien en définissant le produit de deux caractères par 

,.. 
On appelle parfois G le groupe dual de G. 

On voit dacilement que si G ='F les caractères sont les applications 

ie ine 
e --+ e 

,1\ 

Donc G = Z 

De mgme si G = R les caractères sont les applications 

,1\ 

Donc G = IR. 

SPECTRE D1Ul\1E .A..LGEBRE DE GROUPE. 

Soit G un groupe locaJ..ement compact et abélien. Considérons 11 (G): 

o 1est une aJ.gèbre de banach commutative, avec ou sans unité, (on démontre d'ailleurs 

que a une unité si et seulement si G est discret) • De toute façon on 

peut parler du spectre de L1(G) dans le premier;cas il est compact dans le deu­

xième cas il;est seulement localement compact. 

Le premier but de cette étude est d'avoir 1 1identi:fication 

J&l ç>G 
L (G) 



TRANSFORN[ATION DE FOURIER. 

Soit f(g) ( 11 (G), on appelle transformée de Fourier de f, l'application 
,. 

de G--. t définie par: 

r(x) = J r(g) x(g) an(g) 

où dh(g) est la mesure d.e Haar sfrr G cette intégrale existe car si 

,tt_opriété : 

On.,a la formule 1
/"---__ /\ I'\ 1 Cr* g)(x) = ~-ex). g Cxl• 

En effet : 

(f ,:\)(x) = f x(g) <lh(g) J r(g - 'S) g( ~) dh( t) 
G G 

Théorème 1: 

= f f f(g - '5) g( ô) x(g) dh(g) dh( X) 

= f g( '/) dh( t) f f(g - ~) x(g) dh(g) 

=f g(6) dh(l) f f(g) x(g+e) dh(g) 

= f g( (}) x( D) dh( o) f f(g) x(g) dh(g) 
,. ,. 

= t(x) • g(x) 

... 
Il existe une application de G ~ 

Preuve: 

C.Q.F.D. 

,. 
Soit X un élément de G on lui fait cofespohdre l'application de 

, r 
L~(G) -J4 t 

:r ---+- f(x) =! f(g) x(g) dh(g ). 
G c•est une forme linéaire. 

Elle est multiplicative d'après la propriété précéde:nre. 

Elle n'est pas identig_uemant . ..nulle car x(g) /. 0 V g donc la mesure x(g) dh(g) 

n'est pas nulle. 



Par suite à r 
X 

on peut associer un élement de C.Q.F.D. 

Théorème 2: 

Il existe une applicatio~ de 

à.fill~ : 

Soit M € 0\'b l 3 b € 11(G) g b(M) = 1 = M(b) posons 1 (G) 
b (G) = b(G c,. g). 

g 

Soit alors x(g) = M(b) et montrons que c'est bien un caractère g 

(i) x(g) est continue. En effet 

or 1 /b - b 11 
g go 

-+ O lorsque g _....., g donc x(g) ~ x(g ) lorsque 
0 0 

(ii) X(g1 + g2) = x(g1) ~ x(g2)o En effet: 

x(,g1 + g2) = M(b ) = M(b _ O' ) M(b) ::: M(b + ~ b) = M(b * b ) 
gl +g2 gl i-0 2 gl g2 gl g2 

= M(b~) • M(b ) = x(~) • x(gz)• 
0 1 g2 

(iii) v g E: G lx(g) 1 = 1 

En effet: lx(g)I = !M(bg)I ~ 

Dono les x(g) sont en module bornés par Ks 

Or lx(ng)j = lx(g)jn ce qui montre que lx(g)j ~ 1 en passant à l'in-

verse on aurait de m~me lx(e)I ~ 1 d'où lx(g)J = 1 C.Q.F.]}. 

Il s'agit maintenant de démontrer que les deux applications sont inverses 

l'une de l'autreo 

on a B o r = Io 



Preuve: 

Soit ;(x) = M(f) = f f(t) X(o) dh( o) 

G 

Soit b tel que M(b) = 1 = f b( ô') x( X) dh( X) 
G 

alors x'(g) = f b( o ~· g) x( o) clh(D) = f b(o) x(o+ g) dh( o) 
G G 

Donc B o r = I 

Théorème 4 

Preuve: 

= x(g) f b( 0) x( o) dh( o) = x(g) 

G 

r o B = I 

Soient a E: L
1

(G), M € JYb1 et b € L
1 (G-) : M(b) = 1 

L (G) 
M(a) = M(a) M(b) ::: M(a * b) :.:: M [/ a( o) b(g - o) a.h( o)J . 

G 

= 1d-( a( a) b{,g) dh(o)J 
LJG 

C.Q.F.D. 

:.: f a( X) B(M)( o) dh( è) =r O B(M).(a). 

G-
Donc r OB= I C.Q.F.D. 

Ceci montre que r eJ~ B sont bijectives et que B est la bijection réci­

proque de r, on a montré en plus que E ne dépendait pas dela fonction 

b € L1(G) telle que M(b) = 1~ 

On a donc déjà une identification algèbrique de Ji/; 1 et de G. 
A L (G-) 

TOPOLOG-::Œ DE G-~ 
,. 

On munit G de la topologie de convergence unif'orme sur tout compact. 

On peut montrer que cette topologie est compatible a.·}ec la structure de 

groupe pour Go Donc G- est un groupe topologique. 

Nous allons montrer que c~est la topologie de Guelfand si 1ion identifie 

Appellons ~C la topologie de G-

-i;G-la topologie de Guelfand sur 



Théorème 5: ~C ~ ~G 

Preuve: 

n faut montrer que l'application 

est continue pour chaque 

X --)- f f(g) x(g) dh(g) 
G 

f' E L1(G). 

= f f~g) x(g) d11(g) V e > O 3 K compact de G : 

G 

Soit f € 11 
,,. 
r(x) 

f !ri dh ~ e/1+ 

G'-...K 

Or ;(x) - f(x
0

) = f f(g) [x(g) - X
0 

(g) J dh(g) 

= t :r(g) [x(g) - x
0 

(g) J dh(g) + f :r(g(x(g) - x/g) J dh(g) • 
K G-.......:K 

Or f jf(g) [x(g) - x
0

(g)J dh(g) ~ e /2 
G-\K 

Or d'après la définition de ~C: 3 y.>(x) voisinage de x tel que: 
0 0 

lx (g) - x0 (g) 1 ~ ~]· 
8 

2 lr(g)I 
V g € K et 

d..1'.t(g) V X E. v1 (x0 ) 

,,. ... K 
Donc 3 19(xo) : lt(x) - f(xo) 1 ~ e y X € îf.)(x()) d'où 

Théorème ~ 

Preuve: 

Nous allons tout d'abord démontrer un lemme. 

Lemme : 

Soit l'application de G x G ~ C 

.,. 
si on met sur G la topologie de Guelfand et sur G x G la topologie produit, 

alors cette application est continue. 

Preuve: 

Soient et 



3 b E: L1(G) = b(M ) = 1 et comme b(M) 
0 

est continue sur J& 1 • 
L (G) 

M pour -!G : b(M) > 1/2 'ï/ M E: 'if>M • Donc 3 1f M voisinage de 
0 0 

.Al.ors 

Donc 

ô 

X f. ) 
ô\c., = b (M) g 0 

b (M) 
x(g) = ..lt:...:. 

b(M) 

lx(g) - x
0
(g

0
)I = 

pour ME: 'Y' 
M 

b (M) bg (Mo) o 

l
...s..:....:. - 0 1 . 
b(M) b(M ) 

0 

Comme b(M) --;, b(M ) 
() 

lorsque M~ M, 
0 

il suffit d'étudier 

Mais 3 "P ' voisinage de M dans ,i;G-: 1 b ( M) - b ( M ) 1 Mq o g
0 

g
0 

c 

3 ,Y:," voisinage de g dans G : !-lb - b 11 ~ s /2 
go O g go 

et comme jb (M) - b P' (M) 1 ~ 1 jb - b 11 t"Jn a bien 
g 0 o g go 

1 b ( M) - b ( M ) j ~ e 
g go o 

C.Q.F.D. 

Revenons maintenant au théorème: il faut montrer que si X---+ X pour • 
-i;G' alors X---:> x uniformément sur tout compaQt. 

0 

Cela résultera du lemme suivant: 

Soit E un espace localement compact, soit f(E) un sous ensemble 

d'applications continues de E ~ c, on suppose que fr(E) est muni d'une topo­

logie telle que l'application (x, f) ~ f(x) est continue • .Alors c'est une 

topologie plus fine que la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. 

Soit f un élément de Bi(E) et soit K un compact de E, étant 
0 

x. E: K 3 'r!(f ) et '\f ~1(x.) tels que 
1 1 O 1 1 

lf(x) - f (x.)j t;; é/2 V f E î1!(f) et V x E:Ïf?(x.) 
0 1 1 0 1 1 

on peut recouvrir K à l'aiiite d~un nombre fini de ces voisinages. 



s"'~ ent ,y::iu ,.._ l' 
<'\OIi 
r2, 

c'est un voisinage de f • 
0 
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ces voisinages et prenons 

Or ]f(x) - f
0
(x)I ~ !f(x) - f

0
(xi)l + jf

0
(xi) - f

0
(x)[ ~ B V f € '\Pt(f

0
) 

Donc \:/ s 3 '1fJ1 (f ) : \:/ f € '1f1 (f ) lf(x) - f (x) 1 ~ e V x E: K 
0 0 0 

C .Q .F .D., 

Des deux lemmes précédents on en déduit que Par suite 
A 

On a donc une identification clgèbrique et topologique entre G et 

PROPRIE~S._l!E . L
1

( G l 
1 

a) L ( G) est sy~étrig"~ : 

f*(x) 

On vérifie que f*(g) = f(-g) définit ùne involution dans 

= f f(-g) X(g) dh(g) = f t(g) x(-g) dl:l(g) 

G- = r f(g) x/.g) dh(g) = ;(;) 

G 
Donc est symétrique. 

On vérifie facilem~nt que c'est involution se prolonge sur L1(G) + l C 

et qu I alors L
1

( G-) + 1 t est symét::.-,ique. 

b) E( G) est,__:~~t;§J:.®:al e : 

or 

Pour le démontrer nous aî.lons étudier certaines formes~ 0 sur L1(G-) 
2 

et x € L ( G) • 

On dcmontre (voir Guelfand) que 
2 

x * f € L (G) or est un espace 

de Hilbert, on peut donc former F, (f) = <x * f, x> 2 • 
X L 

On voit facilement que F (f) est une forme~ 0 sur L1(G) en effet 
X 

F x ( f * r,:,) = <x •~ f ~; f*, x> 2 = <x ,:c f, 
L 

on vérifie aussi que si l'on pose F (e) = <x, X> 2 alors F 
X L X 

l ~ 0 sur L (G) +et~ 

On peut donc appliquer le théorème de Bochner et 

est une forme 

F (f) = f ;(x) dµ (x) où dµ est une mesure de 
X .,.. X X 

G 
Radon ;;,: 0 de masse totale finie et dµ /:. 0 si F -J. 0. 

X 
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Montrons al.ors que si f E: 11 (G) et f f. 0 al.ors 3Z € L2(G) tel que 

Fz(f) f. 0 si f f. 0 3 x € L2(G) =X* f f. 0 alors 

2 f.o 3yE:L(G) : <X* f:, Y> mais 

1 _, ( ) 
<X * f 1 Y> = w, "- Ô X < X + 8y * f: X + 0 y > 

4 -~ 
0 =l 

donc il y a au moins un des termes du f .. auxième membre qui n'est pas nul. Donc : 

Donc 

Dono 

Fz(f) = fh;(x) dµz(x) f. o 
G 

" f(x) f o 

On a ainsi montré que si f E: L1(G) et f f. 0 alors f(x) ~ 0 ce qui 

montre bien la semi••simplicité,etilnsi l'unicité de la transformée de Fourier. 

PROPRIETES DES CARACTERES., 

Soit c>t(G) = [mesures 

aJ.gè bre de Banach muh:L 

de Radon sur G de masse totale finie] c' ei3t une 

a:u produit de convolution .. Mais on ne connaît pas 

d'identification du speC'treo On peut tout de même définir la transformée de 

Fourier par 

là encore il y a u..,_ncité en effet: 
,., 

supposons µ(x) = 0 et soit f € L1 (G) on peut montrer que f ::,µ = g 

où g € L1(G). 
" " Or (r o:,µ)(x) = f(x) x µ(x) = o v r 

Donc (f ;µ)(x) = O ~ f * µ = O car ~1 (G) est semi-simple. Par suite 

f * 
l 

µ= Oo µ = 0 V f E: L ~ 

Théorème: 

" Si gl f. g2 3 X E G x(~) f- x(g2) 
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Preuve: 
A 

Raisonnons par l 1absurde: suppos~ns X (gl) ::: Xg2) V xs G 

considérons ô et ô les mesures de Dirac en g et g 2 gl g2 l .. 
og .. (x) == x(g 1 ) 
" .L 

6 g (x) == x(g 2) 
A 4 2 A 

on aurait donc ô (x)::: ô (x) V·x € G a.raprès ce qui précéde cela entraine 
gl g2 

ce qui est impossible. 

ÇQ_:g,_séguence: 
A 

Si en considère avec F CG 

C 1 est une algèbre stable par involution et qui sépare les.:points donc d 1 après le théo-

rème de Stone-Waerstrass [~°'X X(g)] est dense dans (C (G) pour la topolo-

gie de la convergence uniforme sur t-out compact., 

FONCTIONS DU TYPE ~ 0. 

On dit qu'une fonction 

F(f) ::: 

p(g) € L~(G) est du type ~ 0 si: 

f f(g) p(g) dh(g) 
G-

est une forme ~ O sur 

On démontre que si 

L1(G). 

p(g) est con-tinue, cette forme ~ 0 est prolon"'gèabfue à 

une .forme 

Bochner 

1 
~ 0 sur L ( G) + 1 C, on a alors en appliquant le théorème de 

1 f(g) p(g) dh(g) 
G 

Donc p(g)::: f hx(g) a.~(x) 

de masse totale finie~ 

::: f Ar(x) dJJ:B,(X)::: f f(g) dh(g) 
G G 

f :(g) a.~ (x) 

G 

où dJ.l:B, est une mesure de Radon~ 0 



;§,~@2..l~: 

Si f E: Ll(G) () L2(G) on voit facilement que f* ,;: f est cLu type ;., 0 

et oontinue. 

THEORE:ME D 'D.TVJS:E~SIOJIJ. 

Théorème: 

Soit B(G) ·= [P] la fermeture lih:éairë les fonctions de L
00

(G), continues et du 

type ;., o. Si f E: B(G) n L1(G), alors ; E: L1(i) et il existe une normalisation 

de la mesure de Haar sur G, telle que 

'rJ r E: B ( G) n L 
1 

( G) r ( g) = f J: (x) x ( -g) illlâ. (x) 
G 

où a.J.1,Jx )- -.est la mesure en question. 
G­

Preu~: 

Soit f € B(G) n L1(G)• 
,. 

Puisau"" ±? ~ B.(G) 3 µf € Jù(G) unique telle que 

:r(g) = j .,.X(g) aµ:r(x} 
G 

Soit g € B(G) () L1(G) montrons que 
1 

,. ,. 
rcx) aµg = g(x) a.µr. 

En effet soit h E: L (G) 

h ,:, f(o) = f h(- i) f( i) dh( 'l() = 

G 

f h(- o) [f ,_x( ';{) dµf(x)J dh( o) 
G G 

= f,. aµ/x) f h( 2() x(- 'o') a.J.1( Y) 
G G 

= f,. h(x) dµf(x) 
G 

En particulier, pour les fonctions du type h( o) = h' * g( o) , où h' E: L l( G) • 

h • f(o) = f ~'(X) ;(X) dµf(x) = }~ ~'(x) ;(x) dµ (x) . ,. ,. g 

G G ,. l 
iviais les transformées de Fourier sont denses dans a:: (G) car 1 {,G) est syrné­

o 

trique, donc 
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A A 

g(x) dµf(x) = f(x) dµg~x) 

~ 

Soit alors w(x) € J{, (G) posons ; 

T(1jf) = f ï(x} dµ (x) où g € L1(G) (l B(G) 
G g(x) g 

A 

et supp(g(x)):) supp W on démontre qu'une telle fonction existe. 

Montrons que T(1jf) est ind~pendant de g. 

Soit f une fonction ayant les m€lmes propriétés que g • .Alors 

d'après ce qui précéde donc T(1jf) est bien défini. 

C'est manifestement une mesure de Radon. 

Montrons que c'est une mesure invariante par translation c'est-àdira que 

V Xo € G 

Posons 

On voit donc que 

D'autre part 

Or si 

pour ca1culer 

; x0 (x) = f x (g) f(g) x(g) dh(g) = ;(xx) 
0 0 

G-
T( w) = f ~ dµ (x) G g(x) g -

,. X 
on prend la fonction g 0 (x) 

dµ - (x) 
~ 0 

, g 

ce qui donne 



Donc T est une mesure de Radon invariante par translation. Resté à. montrer que 

T fi O. 

Or 

À 

= f ~Jx) f(x2 dµ (x) = 
... "' g 
G- f(x) 

est /= 0 a.one '.3 '<jr€ JC(G) telle g_ue 

j .. v(x) a.11.r(x) f. o 

G 
"' À 

mâis ,it f(x) € J'C ( G) et T( ,it f(x)) f= 0. 

Donc T /: o. 
... 

Par suite T est la mesure a.e Haar sur G nous 1 1appellons mesure bien 

normalisée on la notera par dh.,, • 

Donc 

Or 

d 1 nù 

.,_G- A 

Montrons maintenant que r(x) € L1(G). Or 

Donc 

T(r(x)) = j "' ;(x) dha_<x) = j ... r(x) = j ... a.µrCx) 
G- G G-

de masse, f 
est de mesure ~ale finie donc ... dµ/x) existe. 

T(;) existe ce qui montre que f(x) € L1(;). En outre on a 

f t(x) :r(x) dh ... (x) = !A t(x) a.µ/x) V 1jrE: X (G) 
.. G G 
G 

... 
r(x) dhA(x) = a.µr(x) 

G 

Ce qui achève la démonstration. 
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THEOREME DE PL..4J>JCHERE1 • 

Théorème: 

La restriction à L1(G) n L2(G) de la transformation 

f(g) ~ f(x) = f G f(g) x(g) dhG 

se prolonge en une isométrie de L2(G) sur L2(G). 

Preuve: 

On sait que GE: L1 est du 

type ~ 0 et continue. 

Donc Jf L1(G) n B(G) par suite d'après le théorème d'inversion: 

donc 

mils 
A AA ~ "' 

y(x) = f'~(x) ,. f(x) = r(x) • f(x) 

Or 

= f f(g) f(g) dhG::: llfl l 2 
G L (G) 

Ce qui montré que 

f «x) ;(x) dh.,.(x) = llfll 2 
h G L (G) 
G "' 

Donc et 11:r 11 2 ... = 1 If 1 1 2 L (G) L (G) 

Ceci montre que si l'on met sur L1 (g) n L2
(G) la norme de L

2
(G) l'application 

A 1 2 2 A 

f ~ f ~pplig_ue L n L ~ L (G) et conserve les normes. 
1 2 2 A 

Or c'est une application 1.:.néaire et continue de L (G) n L (G) dans L (G) 

donc elle est uniformément continue et comme 11(G) n L2
(G) est dense dans L2(G) 

elle se prolonge en une application de 
2 2 A 

L (G) dans L (G) qui conserve les normes. 
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2 2 ... 
Roste à montrer que l'image de L (G) est L (G). 

L'image est un sous espace formé de L
2

(G) soit t € L
2(G) un élément 

orthogonal à ce sous espace, c 1est-à-dire: 

mais si on aura : 

G 
montrons maintenant un lemme: 

Lemme: 

Si ,ir(x) s 11(;) et si V g € G-

! ... ,Jr(x) x(g) dh... = 0 
G-

alors ,jr = o. G 

Pre1!_ye . Soit cp € L
1(G) on a encore . 

f 
... 1 

,Jr(x) cp(x) dh ... = 0 V cp € L (G) 
.,.. G 
G 

Or les tranf'ormées de Fourier sont denses dans t (G) 
0 

t(x) dh.., est nulle. Donc 
G-

En appliquant lelemrne à 

f ... ;(x) ,Jr(x) x(g
0

) dhG(x) = o 
G 

donc la mesure 

On obtient 2 f • ,jr = 0 V f € L (G). Donc ,jr = 0 

Donc l'image de 1
2

(G) par la transformation de Fourier étendue est 

THŒOR.BIV.Œ DE PONTRYAGIN. 

Soit G groupe abélien localement compact. 
Â 

C.Q.F.D. 

On sait que G muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout 

compact est localement compact puisqu I il est identifiable topologiquement à::.i 

l spectre de L (G). 



A 

Donc G est un groupe topologique localement compact et abélien, on part donc 

* étudier Go 

Théo-ti,m§ : 
j\ 

~ 
G s'identifie topologiquement et algèbriquement à G. 

,E_reuv:~ : 

Considérons l'application P: g ~ g g(x) = x(g) montrons que 

g est un caractére de G: 

(i) jg(x)I = lx(g)j = 1 

(ii) 

(iii) 

1g(x1 x2) = X1 $ x2(g) = x1(g) ~ x2(g) = g(x1) • g(x2) 
... 

fi x ~ x dans G ⇒ x(g) --,. X (g) dans (C car la conver-
o 0 

gence unif~rme sur tout compact entraine la convergence simple. 

* Donc P est une application de G dans G. 

1) P est homomorphisme. 

2) p est injective. 
,1\, 

En effet si gl /, g2 3 X € G- x(g1) /, x(g2) 

3) 
~ p est continue de G dans G. 

donc gl fa • g2. 

A 

Supposons que gn ~ go dans G, soit K un compact de G alors 

x(gn) --4 x(g
0

) uniformément sur K d'après un des théorèmes d~Ascoli. 

Donc 

• g ~ 
n 

4) 

gn(x)--'> go(x) uniformément sur K. Ce qui veut bien dire que 
?: 

dans G-. 

est continue de P(G) 
* induite par G. 

dans G en mettant sur P(G) la topologie 

Il faut montrer que V N voisinage de O dans G, 3 N* voisinage de O dans 

~ tel que P-1(N* n P( G)) C N. 

Or 3 f € '\ 1 ( G-) : f f(g) f(-g) dh = 1 et que f * f*(g) = 0 V g 1, N ca.r 

sup (f * g) C sup(f) + sup(g). 



Posons h = :r:~ ):< f c'est une fonction continue du type ;;i: 0. 

Donc 3 µh € Jb(G) : h(g) = f Ax(g) dµh(x) d'autre part 
G 

h(o) = f * f*(o) = f f(g) f(-g) dh(g) = l mais h(g) =ho P-l(g) = F(g). 

Mais F s'étend à ê tout entier en posant : 

F(:) = f Â :(x) dµh(k) 
A G 
A 

F est encore continue et F(o) = 1. 

Donc 3 N* voisinage de 
i t 

0 dans G: F(g) > 0 

Mais alors si g € N* ri P(G) on aura F(g) > 0 * g € N e 1est-à-dire 

* Par conséquent P(G) est un sous groupe localement eompact de G pour la 

. * topologie induite par G. 
A 

5) P(G) est fermée dans e. 
Cela résulte du lemme suivant: 

Lemme: 

Si G est un groupe localement compact et si H est un sous groupe 

localement compact de G, H est fermé. 

Preuve: 

-On peut toujours supposer H = G. 

Supposons d~nc H dense dans G et H ~ G. 

Al.ors G'--.H est aussi dense dans G. Soit donc h € H., il existe une 

suite [xn] n € N d'éléments de ~H qui tend vers h. 

De m~me poU!' chaque n il existe une suite [hnm] m € N d'éléments de H qui tend 

vers le point à 11:i..nfini de H donc la suite diagonàl.e [hnn] tend à la fois 

ve::·s h et le point à l 1infini de H ce qui est impossible. 

Donc H = H 

Par conséquent P(G) est fermé. 



/:: 

6) P( c+) = G--. 

Raison..."1ons par l I absurde. 

... * 
Soit x fe'. P( G), E G- alors 3 N voisinage c1.e x inclus dans G '\ P( G). 

r,;:2-1..is 3 <pl /. 0 et <p2 =I 0 E 12(&) telle que 

sup ( ,pl * cp2) C T•ï 1, <pl 
:;., 

<fl2 /. o. 

D1 après le th0orème de Plancherell, :3 01 et 62 E r,2( G) 
A 

touj otc:c·s d'après Plancherell 

"' 
<p2 = 02 

e = 0. 02 E: L
1(a) 

l 

~ 

g(x) e(x) 1 h ... (x) 
G-

donc f est nulle sur P(G) or sur P(G) f s'écrit: 

0 

f(g) = j" x(g) e(x) a..t1 • ..(x) = o 
G G 

tels que 

alors si l'on pose 

donc d' ap:cès le lemme démontré à 1 1 occasion du théor3me de Plancherell e(x) = o 
... 

ce qui est en contradiction avec le fait que 

C.Q.F.D. 



PSEUDO - MESURE 

Définition. 

S'îit B une algèbre de Banach, B 1 son dual topologique. 

On appelle pseud.i-mesure, un élément S de B' • On note encore B I par PM(B). 

Celle appellation est justifié par le fait que lorsque 

B ·- Œ(K) B' est l'espace des mesures sur K 

B = D1 (r) (espace des fonctions continuomcnt dérivables sur ~) 

B 1 = t]) 
1 

espace des distributions d I cx-dres 1 sur 1I'. 

Cette définition devient interessante en étudiant les problèmes de synthèse 

spectrale lorsque B 3st regulière, unitaire et semi-simple • 

.ALG:1~BRE NORMALE 

Définition. 
~ 

Une algèbre normale est une algèbre qui possède la propriété suivante ~ 

si K, et K2 sont deux compacts de JlB avec r;_ n K2 = ,é 
J.. 

.,... 

3:x:€B x(lj_) = 0 V ~ € is_ 
.,... 

:x:( k2) = 1 Vk
2

€K
2 

On voit donc que toute algèbre normale et unitai~e est régulière~ On a la ré­

eiproque pa~tielle suivante 

B 

Théorème. 

Si B est une algèbre uni taire, semi•-simI,le et régulière, elle est normale o 

Preuve: 

Soient Is_ et K2 deux compacts de c}UB avec Y'l n K2 = ;6 

est régulière et semi-simple il existe un plus grandidéal I tel qµe 

puisque 

h(I) = 1;_ 

(voir polycopié p.46) 

h(I) 

cet id.éal e;::, t I(Is_) = [ x € B ; ;-l(O) :::)I'S_ J 
Mais alors donc d'après le théorème da la page 45 il existe 

... ,., 
x(k 2) ~ 1 V k2 € K2 mais d'après la définition de I(I'S_), x(~) = 0 

Ge qui démontre bien la normalité. 



Théorème. L1(G) est une algèbre normale• 

Preuve 

Nous allons " meme démontrer un peu plus ce qui permettra d 1affirmer que 

11(,.'-) t . , u1·' ~ es aussi reg ierc. 
A 

Soient F un ensemble fermé de G-
,A 

K un compact de G-

Ll(G-) 
A 

3 f' E: . f(x) = 0 y X€ F . ,. 
f(k) = l V k € K.. 

En effet il existe Q voisinage ouvert de 1 1 origine de r., ro::i.ativement compact 

et symétrique tel que 

( 52+ 52 + K) Î\ F = /J. 

Soicë)nt l;S"G+K et 1;52 les fonctions caractéristiques a.e S'2 + K et 52 • Elles appar-

tiennent à L
2

(~) et 

t 52+K * 1;52 E. 3f (L 2( G)) = [ ensemble des transformées do Fourier J 
en effet 

Mais 

,A 

<r:'(c ~' i:- ) 
tJT c.oS2+K ~52 == 

,A 

;- X 
c;52+K" 

€12( ~) 

i;52+K * i;s/k) = J. .. 1;2+1lk-t) i:;s/ t) a.t = 

G-
= mesure de Q si k € tK 

r. 
Sg 

= 1 si on prend µ(~) 

f i;Q+K( k-t) dt 
52 

enfin supp(¾+K '~ t;52) C K + 52 + 52 

donc i;!i2+K ~' i;s;i(x) = 0 si x € F 6.Q.F.D. 

PAR'l'ITION DE L'UNITE. 

Soient K un espace topologique;~= [2a]a € A une famille d 1 ouverts 

[ fa] est une partition do l'unité associée toile que 

à 0 si : 

\J 2a = K, 
CX.EA 

on dit que 
d €A 



(1) 
(2) 

(3) 

supp 

I: 
e!SA 

: K-. ~ 
continue 

fa: C :i2C( 

fcc = 1 

On a alors le théorème suivant peur les algèbres n0rmales. 

Théorème. 

Soit B uns algèbre normale. 
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Pour tout compact K de Jl 
B 

et tout recouvrerr.ent fini d I ouverts [Qcc 1 de K, 

il existe des partitions à.e l'unité ële K associé&s., où les fC( sont des tra:asfor­

mées de GuGlfand. 

Prm,1_ve 

Soient K un comract de Jt~ 01: 52a: un recouvrement ouvert fini do K. 

Nous allons tout d'abord démont:rer un lemme 

·,1 d. il existe C 11 C SGc. tel quo C ct soit c01!rpact et U Cct :::: K. 

Preuve: 

Soit S?.1' 22 ' .... , 2 les ouverts n 

construire (!} l' (92, ... , (9n ouverts tE-11s 

tolB que 

que F. 
J 

ô 
i.=l 

C Q. 
J 

2. = K nous allons 
::t 

et Ô c9. = K. 
j=l J 

Il suffit pour cela de los construire de façons inductive::J, de telle sorte que 

{j 
p 

et 

sont les p premiors, on ait 

C 2. 
J 

pour 

c9
1 

U 0 
2

, ••• ; U ~ U 2 ••• U 2 = K. 
p p+l n 

On ôOnst~uit l9p+l de la façon suivante 

Soit 8 l ::.: é') \) (!} 0 • • • U ~ U S°2 • • • U S°2 p+_ L L p p+2 n 

alors (9 
1 

C 2 Gt est cum·,,1.wt on p1:iut donc trouver . p+. p+l r 

[e l C 8 l C ~l C ~ l p+ p+ l7V+, p+ 

puisque K est normaJ. 

Mais alors (9 \; C9 U f:J U (9 U ~ 1 . 2 •. • p p+l IJ+2 
ç, 

Comme B est normale telle que 

U 2 :::: K 
n 

e p--:-1 
ouvert tsl que 

C.Q.F.D. 



supp fa C 52a 

Considérons la fonction 
n ... 

~ = IT (1-fct) - 0 par construction. 
a:::l 

Donc si on prend e = 1 - iJ;, = 1. 

Mais EJ peut aussi s'écrire: g;, 
n 

où 4'1 ost le tormo obtenu on développant g;, ot en pronant tous les termes qui con-... 
tiennent f 

1
, c 1 ost uno transformée d.e Gelfand qui a son support dans 52

1 ... 
!f?2 est le terme obtoni on prenant tous los termes restants g_ui contiennent f 2 , 

c'est une transformée de Guelfand qui a son support dans 

Les fa constituent une partition de l'unité cherchée. 

SUPPOR'l' D'UNE PSEUDO MESURE. 

Soit B une algèbre normale, unitaire ot semi-simple. 

Soit S € B' = PM(B)., considérons lé\ famille ff dos formés F tel que si 
,A 

x € B: supp x n F = f(J * <S, x> = o. 

L~,2.,:. 

La famille 5 est stable par interseation. 

Preuve: Soient a.' abord F 
1 

et F 
2 

E: fI( 

" ... 
Soit x € B tel que supp x n F

1 
n F

2 
= /J alors (F

1
, (F

2 
et [supp x est un recou-

vromont ouvert do otB qui est compact puisque B- est unitaire. 

Comme B 
A 

3 :xi 
A 

3 x2 
;.. 

ose normale 

" 
== supp :xi 

A 

::: supp x 2 
.... 

C [F 
1 

C [F
2 

3 x
3 

= supp x
3 

C [supp x 
"' .,.. ... 

ot ~ + x2 + x3 = l 
h A A ~ h A~ A~ AA ...... 

Par sui te x ::: x(:xi + x 2 + x3) = :r.:xi + xx 2 + xx3 • Mais xx s O par construction. 
3 

D'autre part, B est semi-simple donc 

alors 

Mais supp x~ n F1 
= f1 =} <S, XJ']_ > 

supp xx2 n F2 == f1 =} <S, X:X:2> 

.X: ::: 

<S, 

= 0 

::: 0 

x> 

+ XX 2 

::: <S, x:xi> + <S, xx2> = 0 
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Par sui te <S, x> = 0 donc F 
1 

n F 2 € [Jf • 

La famille üï' est dono s:table par intersection finie. Soit maintenant x € B 
A 

supp x n( n F et.) ::: f5 où F ct € S<". 

Comme ~B est compact il existe déjà un nombre fini F1 , F2 ., •n, Fn d'élé-
A ll 

ments de Of tels g_uo supp X n(.f\... F.)::: j5 et d'après CO qui précede <S, X>::: 0 
J.:=J. l. 

C.Q.F.D. 

Définition. 

On appelle support de S le plus petit élément de 5r c t ost-à-dire 

rî F où F € &. 

SYNTBESE SPECTRAL~. 

Soit B une algèbre normale, unitaire ot semi-simple. 

Si E est un compact do J?B on sait qu'il existe (p 46) un plus grand idéal 

fermé et un plus petit idéal for·mé tel g_ue h(J) = E. 

Ce sont respectivomont I(E) :::: h(E) 

J(E) = I:(ËJ =[ ~ supp x n E = f') J 
On voit alors quo si SE. PM(B) 

supp s CE <=> (x E. J'(E) => <S, X>::: o). 

Par conséquent 

PM(E) = [s € PM(B) 

On a alors 1 1 équivaloncc suivante 

supp S C E J ::: J(E)-'; 

[r(E)::: J(E)] 

l'implication [r(z) 
Supposons maintenant 

<=> [ V S : supp S C E, V x € I(E) => <S, x> = 0 ] ::: Q 

::: J(E)] * Q es·~ évidente. 

Q réalisée, cela signifie que PM(E) C I(:CJ!.. c 1 est-à-dire 

or on a toujours J(E) C I(E) ..L ..L. .L .J_ 
donc J(E) -::;i I(E) par sui te J(E) = I(E) 

et d 1après le théorème de Ha.ln-Banach: 

Q ::: [ V S : supp S C E, V x E: B 

en offot I(E) = [x E. B : ;-
1 (o) ::JE J . 

J(E) = I(E) Q peut encore s'écrire 

x- ( 0) :;:) E * <S , x> = 0 Â 1 J 



On a alors les définition suivantes: 

1) E est un onsomble de synthèse si ot seulement si 

V x € B ot S € PM(B) on a Q ç} I(I:) = J(E) 

2) S € P .MfB) est di te synthèsable si et sou11.emcnt si 
... _, 

V x E: B : x -c o) ::::) supr, S zj- <S, :x> = o 

3) x € B es c dit synthé sablo si 

V S € P.M(B) ~ supp SC ;- 1 (0) 

On voit quo 3) 
,. 1 

# x € J(x- (o)). 

On voit aussi quo 

2) ..l. 
# I(supp S) .?!,S ~ SC fo:moturo faible dos mesures discrètes sur le supp S. 

A toute mesure sur JiB on peut associer canoniquomont u:no psoud~ mesure sur 

B par la formule 
,. r ,. 

<x, µ>= j x(M) dµ(M) 

v~ 

Il est facile do voir quo supp µ= supp µ • 

Toute mesuro dst synthésablo. 

Preuve 

Cola résulte du fait g_uo si uno fonction continue à support compact s'an­

nule sur le support d'une m8suro, son intégrale par. rapport à cotte mesure est nulle. 

ETUDE DU Çœ,__ DES .ALGEBRES DE GR0D2:CS. --
G sera dans la suite Rn , ,,,,n 

ou .IJ.. • 

Considérons L1(G-) on pGut l'identifier à A(G) = f {11(G)) où q' représente 

la trensformation d0 Fourier, à condition do mettre sur A(G) la norme de L1(G). 

C1est-à-cliro quo si ~ € 

En fait il fauixait ot A(GUoo) mais nous n I étu-

diorons quo les psouao mesures à support compact no contenant pas lo point à l'infini. 
J'> 

Le s:p9ctro do A(G) ~ 1
1 

(G) oct G (théorèle do Pontrjagin). Soit ~ (G) 

1 1ospaco dos fonctions à support compact sur G indéfiniment dérivables muni do la 

topologio canonique 9) ( G-) CA( G) 8.lgèbriquoment ot topologiquement. 



Donc PM(G) C ~(G) (espace dos distributions) et le support do S € PM(G) 

s 1identifio au support do S on tant que distribution. 

TRANFORM::ïi;E DE FOURIER D1UNE PSEUDO-NŒSURE. 

Soit S € PM(G) do support compact 

(i) <p(g) € .Af.. G) 
(ii) <p(g) do support eompact 

V 8 3 <p(g) telle que 

(iii) <f>(g) = l sur un voisinage du support do S 

(iv) llqijj.A(G)~ 1 + e 

Remarque. (iv) est assez difficile à démontrer dans lo cas général, mais il ne 

sera pas essentiel dans la suite. 
A 

Posons alors S(x) = <S, cp X> 
,., 
S(X) est bien défi.nie car cp X€ A (G) ( c I est la transformée d.e. Fourier de 1jt ) • 

X 

Lemme. 
A 

S(x) ost indépendante de <p satisfaisc,nt (i) (ii) (iii). 

J?teuve : 

Soit <p1 satisfaisant (i), (ii), (iii) 

<S, cp X> - <S, cp' X>= <S,(~ - ~') X> 

Mais supp( cp - cp1 ) ri supp S = ~-

Donc <S, ( q> - cp1 ) X> = 0 * <S, cp X> = <S, <p1 X> 

Définition. 
,., 

La fonction S(x) définie précodemment est appelée transformée de Fourier 

de S. 

Si µ est une mesure à support compact sur G, sa transformée do Fourier on 

tant que mesure s'identifie à sa transformée de Fourier en tWJ.t que pseu&i>-mesure • 
.,., 

Pr;_o]riétés do S(XJ..:_ 
A A 

1) s(x) est une fonction continue d.e X • Car s(x) = <S, tp x> = <S, '1t >. 
X 



En utilisant onsuito la propriété (iv) on aura 
,. 

su12 1 s (x) 1 ~ Il s Il PM 
xEG 

pour tout ~ satisfaisé1llt à (i), (ii), 

(iii) (évidont). 

4) <S, r ~> = J,.f(x) S(x) dx V cp satisfaia:mt (i), (ii), (iii). 

. G- J En effet <S, f,p> = <S, f(x) x(g) cp(g) dX> 

e. 
= j;. r(x) <S, x(g) q>(g)> dx 

G 

= f f(x) s(x) a.x 

G 

La C.N.R. pour qu'une distribution à support compact soit une pseudo mesure 

dst que sa transformée de Fourier soit bornée. 

La transformée de Fourier d'une ili.stribution T à support compact se définit 
,. 

par T(x) = <T, cpx> où cp satisfait à (i), (ii), (iii) et est indéfiniment déri"IKl.blc. 
A A 

On montre encore que T(x) est continuo meis T(x) n'est pas toujours bornée. 

La condition necessaire est évidonte à cause de la prepriété 2) . 

Condition suffisante: supposons 

" 
que T(X) soit bornée oJ.i,rs on peut définir sur m ( G) uno forme linéaire et "4!nti-

nue pour la topologie do A{ G) on posant 

<ST' e> = f A À(x) T(x) ax 
,. G 

On a bien 1 <ST' 0> 1 ~ su:Q IT(x) 1 1 1 ej 1 (G) 
X€G A 

D~autre part <ST, 6>= <T, 0>. 

Donc d 1après le théorème de Haln-Banach ST se prolonge on une pseudo mesure de 

.fl.(G) C.Q.F.D. 
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