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A o KOBILINSKY 

L INTRODUCTION. 

Par analyse multicanonique 9 nous entendons toute généralisation à k 

groupes de variables (k 2:: 2) de 1 u analyse canonique introduite par HOTELLING 0 

Plusieurs critères du analyse multicanonique ont été proposés g HORST 9 

STEEL 9 CAROLL 9 KETTENRING o La méthode que nous proposons ici est équivalente 

à celle de CAROLL qui cherche une variable - facteur canonique - rendant maximale 

la somme des carrés des coefficients de corrélation multiple entre elle et chacun des 

groupes 9 et itère sous contrainte du orthogonalité 0 

KETTENRING présente 1 u analyse multicanonique comme la recherche de k 

variables canoniques (une par groupe) les plus correlées possible. Cette conception 

est difficile à exploiter sur le plan statistique g le choix des contraintes pour la recher,= 

che du un second k-uplet de variables canoniques étant rendu délicat par le fait que la 

seule contrainte naturelle, non corrélation entre premier et second k-uplet 9 est beaucoup 

trop forte quand k dépasse 2. 

Du point de vue algorithmique 9 les facteurs canoniques de la méthode de 

CAROLL su obtiennent par simple diagonalisation du une matrice symétrique o Dans les 

autres méthodes,, le nombre de maximums locaux des critères utilisés est inconnu 9 et 

même si 1 u on suppose que la suite des solutions obtenues dans les algorithmes utilisés 



2. 

converge vers un maximum local (➔(-) 9 on ne possède aucun moyen de vérifier que ce 

maximum est absolu. 

La méthode de CAROLL 9 qui est donc plus simple à interpréter et mieux 

connue sur le plan numérique 9 peut en outre se présenter ( i(- i(-) comme la comparaison 

par analyse en composantes principales des formes quadratiques g et f définies sur 

1 u espace E des combinaisons linéaires formelles tx u X = a, x1 + 0 o o 

riables étudiées par ~ 

et 

tx x des va
P p 

~ étant la matrice de covariance des variables x1 9 ••• 9 xp 9 et r
0 

la matrice obtenue 

en annulant dans ~ les covariances entre variables de groupes différents. Les fac

teurs canoniques sont les combinaisons vu X obtenues à partir des vecteurs propres 

de ~ = 
1 ~ i cette méthode peut donc être considérée comme la recherche des direc= 

0 

tions dans lesquelles la variance su écarte le plus de ce qu u elle serait sous lu hypo-

thèse d 11 indépendance entre les groupes de variables, 

( i(-) Dans le cas du critère de HORST (somme des corrélations) 9 nous avons donné 

(KOBILINSKY = 1975) une démonstrati.on de la convergence ver 0s un maximum local pour 

un algorithme légèrement ctiffér'ent de celui de KETTENRING, 

Les démonstrations de convergence données dans DAUXOIS et POUSSE (1975) 

pour les méthodes de HORST (p, 48) 9 STEEL (p. 60) 9 KETTENRING (p. 55) 

sont err'onées ~ si pour tout i 9 u1 est une valeur du adhérence de la suite ui (n) 9 

le k=Uplet (u1 9 ••• 9 uk) nu est pas nécessairement une valeur du adhérence de la suite 

de k=uplet (u1 (n), ... 9 uk (n) ) . Lu égalité (/) (u19 ••• j) uk) = lim (/)i (n) nu est donc 

pas prouvée. 

(➔H(-) Elle est présentée comme telle par POUSSE et DAUXOIS. La présentation donnée 

ici 9 qui n V utilise pas le schéma de dualité 9 diffère cependant notablement de celle de 

POUSSE et DAUXOIS. 
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Le but de ce texte est du une part de montrer que plusieurs critères apparem

ment différents conduisent en fait à la méthode de CAR0LL 9 d vautre part d n appliquer 

les propriétés de 1 u analyse en composantes principales à cette m&ie métiode o 

Dans un premier temps 9 nous donnons donc plusieurs définitions équivalentes 

de cette méthode (parmi lesquelles celle de CAR0LL). 

Puis nous exprimons les propriétés dl) optimalité en variation et perte du infor= 

mation de 1uanalyse en composante principale énoncées par 0KAM0TO (1969) dans le 

cas où r;
0 

est P identité 9 sous une forme géométrique qui su applique directement à 

lu analyse de CAR0LL. 

Enfin 9 après avoir donné un nouveau critère du optimalité qui généralise le 

critère du optimalité en corrélation (0KAM0T0 - 1969 9 Théorème 4. 7) 9 nous en dédui

sons une propriété remarquable de 1 u espace défini par les r premiers facteurs can0= 

niques. 



2. NOTATIONS ET RAPPELS r 

2. 1 / Dans ce qui suit 9 on désigne par ~ 

E un espace vectoriel réel ( e O v. r O ) de dimension finie p 

F un sous=espacé de E de dimension r 

f une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E 

g une forme bilinéai:t"'e symétrique sur E 

U Pendomorphisme f-symétrique tel que g (x, y}""' f (x9 Uy) 

4. 

P un projecteur g=orthogonal (i. e. tel que "fi x, î/ y g (x - Px 9 Py) = 0) de rang r 

M19 • o o 9 Mk des sous=espaces de E de somme directe E 

P 1 9 0 0 • ,, P k des projecteurs g=orthogonaux sur M1 ? •• " 9 Mk 

2.2 / 

On notera de la même façon une forme bilinéaire et la forme quad:rtatique qui 

lui est associée ~ soit g (x) pour g (x, x) o 

La restriction de g à F sera notée g IF . 

Si cp g G ➔ E est un homomorphisme dne.v.r." on notera g
0
cp la forme quadra

tique (ainsi que la forme bilinéaire associée) définie sur G par~ g
0
cp (y)= g (cp (y) )o 

L v analyse en composantes principales de f est la recher'che d nune base 

f-orthonormée et g-orthogonale. 

de telle façon que g ( e1) 2! • o o 2: 

Si e19 •• o 9 ep est une telle base,, supposée ordonnée 

g ( e ) 9 on appellera ~ p 
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' ' 
1 .eme t 1 .eme t . . al d ~ e1 e 1 vec eur propre ou a 1 composan e prmcip e e f 

ème ~ g (e1) lai valeur propre de f 

g (e1) + o. o + g {ep) la trace de f 
g (e1) • "" g (ep) le déterminant de f 

2A/ 

Les vecteurs p1~opres, valeurs propres, la trace et le déterminant de f sont 

les vecteurs propres 9 valeurs propres 9 la trace et le déterminant de Uo Si 

x1 9 o • o 9 xp est une base de E 9 A et B les matrices respectives de g et f dans cette 

basell A - lB est la matrice de U" Si x19 o. o 9 xp est une base f-orthonormée 9 A est 

l n identité et la trace de f est égale à g (x1) + 0 • • + g (xp) o 

2. 5 / On notera g 

e1 (F) 9 "° o 9 er (F) 

X1 (F) ll " o o 9 Àr (F) 

glR 
les vecteurs propres de r 

IF 
les valeurs propres correspondantes 

e 1 (P) 9 "o" 9 er (P) les r premiers vecteurs propres$) choisis dans le f=-0rthogonal du 
goP 

noyau de Pl) de r= 
X1 (P) 9 o o. 9 Àr (P) les valeurs propres correspondantes 

e1 9 o o o 9 ep les vecteuris propres de f 
Àl 9 • ,, " 9 ~ les valeurs propres cor1respondantes 

Er l 1espace engendré par e19 • o., er 

G 1 v espace engendré par e 1 9 ••• 9 ep r p=,r+ 

Qr le projecteur' f=orthogonal sur Er 

R le projecteur f=orthogonal sur G . r r 



3. DEFINITION DE Li ANALYSE MULTICANONIQUE PAR LA METHODE DE CAROLL. 

Dans cette section 9 g est: supposée positive et définie sur chaque Mp f est la 

forime bilinéaire égale à g sur les Mi qui rend les Mi orthogonaux deux à deux. 

Définition i Lu analyse multicanonique par la méthode de CAROLL des espaces 

M19 ••• 9 Mk et de g est l v analyse en composantes principales de f . Les fac= 

teurs canoniques de 1 v analyse sont les vecteurs p:riopres e1" e2 9 • • • de f' . 

Dans les applications ll M1 9 •• o P Mk sePont des sous-espaces du un espace 

L2 (0 i> a 9 u) 9 E leur' somme dir~ecte11 g la forme quadratique canoniquement induite sur 

E par la métrique de cova:r:iance. 

3 . 1 / proposition 3 _gj 

Démonstration ~ 

Soient y·"" y1 + ••• + y·k 9 yi i Mi et x des vecteurs de Eo 

3. 2 / Une infinité dénombrable de définitions de l O analyse multicanonigue ! ! 

Pour z i Z 9 soit fz la forme bilinéaire symétrique définie sur l 1l orthogonal du 

noyau de g par f:z (x) '"" f (x9 Uz x). On vérifie aisément que f est toujours définie positive. 

Proposition 3. 2 

z1 et z2 appa:r:tenant à Z 9 z1 f z2 9 on peut définir l v analyse multicanonique 
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fz 
de g et M1 9 , o • 9 Mk comme 1 u analyse en composantes principales de r-1, . Les fac= 

z2 

teurs canoniques n v appartenant pas à Ker~ g sont les vecteurs pr1opres de cette ana]ysei, 

tandis que ses valeurs propres sont celles de f élevées à la puissance z1 = z2 . 

Démonstrati.on ~ 

L 1l e:ndomor0phisme fz =symétrtque associé à f est précisément 
·2 z, 

z,=z2 . Z1=Z2 Z1=Z2 . .,,. . 
U 9 i.e fz (x 9 y) ""'fz (U x 9 y) o Or U a les me.mes vecteurs pro= 

1 2 

presque U et ses "17al.eu:rs propr 1es sont celles de U élevées à la puissance z1 = z2 . 

3 o 3 / Quelques cas particuliers = lê:.9éfi11.ition de CAROLL. 

On peut appliquer 3. 2 avec les formes :f0 (:x:) ""' f (x) 9 f 1 (x) = g (x) i> 

f
2 

(x) = g (x9 U x)::::, g (x9 P
1 

x) + ••• + g (x,, Pk x) •~ g (P1 x) +o o.+ g (Pk x),, f
3 

(x) = g (U x). 

" " f2 (x) g (x9 p 1 x) g (x,, Pk x) 2 , , °' 2 . 
Ainsi f1 (xf "'' g (x) +o O.+ g tx) ""'cos (x9 M,) ·r, 0 o"T' cos (xll Mk) 

Cette égalité montre 1 ~ équivalence entre l v analyse définie ici et celle définie par 

CAROLL {1968>◊ 
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4. OPT™ALITE DE LYANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES. 

4. 1 / Théorème 4. 1 

Pour tout F 9 on a les inégalités g ). 1 = X1 (E ) ~ À1 (F) ~ Àl (G ) ::: À 1 r r p-r+ 

À
2 

= À2 (E ) ~ L (F) ~ L (G ) = À 2 r "'2 "'2 r p- r+. 

À = À (E ) ~ À (F) ~ À (G ) = À r r r r r r p 

Remarque ~ Ce théo:r:ème e:otr'aÎne que toute fonction des \ (F) croissante en chaque 
g\F 

\ est maximum quand. F = Ero On notera que la trace et le déterminant de f sont 
IF 

de telles fonctions. 

Démonstration du théorème 4 0 1 ~ 

LVespace engendré par e1 (F) 9 •• op e, (F) 9 de dimension i 9 et Pespace engen-1 . 

dré par ep o o. 9 ep 9 de dimension p=i+19 ont un vecteur commune. En écrivant e 

successivement comme combinaison linéaire de e1 (F),, ••• 9 e1 (F) ~ puis de e19 ••• 9 ep 1 

on voit que ~ À, ~ g__{fil ~ >.,, (F)" 
1 f1ëT 1 

On peut formule:r1 le théorème 4 0 1 de la façon suivante ~ 

Il existe pour tout F de dimension r une isométr':i.e pour la métrique f 

cp ~ F ➔ Er qui incrémente les normes pour g: 

f (x) = f (cp (x) ) g (x) ::;; g (cp (x) ) 

On déduit immédiatement de ce théorème le théorème 4.3 dVOKAMOTO (1969). 

4. 2. / Alors que la propriété étudiée en 4. 1 est presque symétrique en f et g 9 les 

propriétés énoncées en 4" 2 di.ssymétrisent les rôles de f et g : on ne cherche plus 



lu espace où. f et g diflèren:t le plus 9 mais le projecteur P qui rend g P uu1e plus grand 
0 

possibleuu ou au contralroe "le plus petit possibleuu O f permet de définir une pondéra-

1 tion ~ g P (:x) est pondéré par ~f o 

0 L~J 

Théorème 4. 2 

Démonstration g 

I ;, al 0 t ,? l t.o '- Q a o neg Les r'e . .:nives a . 
l'.' 

On utilise la g=orthogonalité de P et un argument analogue à celui utilisé dans 

la démonstration de 4. 1 g 1 u espace engendr.•é par e19 0 • 0 9 ep et 1 u espace engendré par 

e 1 (P) 9 •• o)) e,. (P) ont un vecteur commune ; on a alors les inégalités suivantes g 
g_Jtl 1 g P (e) 

Ài ~ fîëf ~ ~ (e) ~ \ (P)o 

b 0 Inégalités relatives à Rr-

La g=OI\thogonalité de P nu est pas utilisée ici. Lu espace engendré par 

e19 • 0 • 9 e , . o et lu espace engendr'é par P (eo (P) ) 9 • o o 9 P (e . (P) ) ont un vecteur p=r•·tl 1 r 

commun Pe O e étant f=orthogonal au noyau de P 9 on a f (Pe) = f (Pe = e) + f (e) ~ f (e) 

et donc ~ À . o :::; fg {PPe? ~ _gjpf P__fil_e S À, (P) . 
p-r+1 . , e 71ëJ 1 

Remarque g On peut faire des remarques analogues à celles qui ont été faites en 4. 1 g 

tout fonction des \ (P) croissante en chaqueg ~ est maximum quand P = Qro Il en est 

donc ainsi de la trace et du déterminant de - 0-f -



Il existe une f-isométrie cp g E ➔ E telle que g g P (x) s; g Q (cp (x) ) . o o r 

On peut déduire le théorème 4. 4 d I OKAMOTO des inégalités relatives à R en r 

remarquant que si V est un endomorphisme de rang p ~ r 9 P le projecteur g-orthogonal 

sur le g-orthonal de lm V 9 g (Px) :s; g (x - Vx). 

Les inégalités relatives~ Q généralisent le théorème 4. 7 dVOKAMOTO (1969) 
r g P 

(Optimalité en corrélation)o La quantité quvn rend maximum est la trace de + 9 

g étant définie par la matrice de covariance, f par la matrice identité dans la base des 

xi 9 P étant le projecteur sur 1 u espace engendré par les coordonnées du vecteur aléa

toire y. On déduit de ces inégalités le théorème suivant g 

4. 3 / Nous reprenons ici les notations de la section 3. 

Théorème 4.3 

Si 1 u on prend comme indice de proximité entre deux espaces M et L la somme 

d2 (Ml) L) des carriés des coefficients de corrélation canonique entre Met L 9 Pespace 

engendré par les r premiers facteurs canoniques est lu espace F de dimension r qui 

rend maximum la somme g d2 (M1 9 F) + . . • + d2 (Mk9 F). 

Démonstration g 

Soit y 1 9 ••• , y p la base f =orthonormée de E obtenue en réunissant les vecteurs 

canoniques dans M1 de lu analyse canonique de M1 et F 9 ••• 9 les vecteurs canoniques 

dans Mk de l v analyse canonique de Mk et F. Soit P le projecteur g~orthogonal sur F. 
g p 

La trace de 4- est égale à g P (y1) + .•. + g P (y ) (cf. 2.4). Comme 
I O O p 

g (ylo) = f (ylo) :::: 1 ~ g p (y O) est le cosinus carré de 1 V angle entre y O et F. Le critère de 
0 1 g p 1 

la proposition nu est donc autre que la trace de + 9 dont on sait qu v elle est maximum 

quand F =Er. 
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