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par H. }fargenstern 

O. Introduction 

1o La mathématique constructive, telle que la présente l'école scientifique de A. A. 

Markov se définit comme l'étude des objets constructifs, fondée sur l'abstraction de la 

réalité potentielle. Cette abstraction consiste à s'affranchir, dans les considérations 

mathématiques, de conditions d'ordre matériel relatives à la réalisation concrète des pro-

ces sus représentés abstraitement. Pour don...vier une idée de ce que recouv-re cette a.bstra.ction 

et de ses limites, considérons l'exemple des entiers naturels on com1ai t un procédé permet-

tant de construire es entiers les uns après les autres on peut à partir de là construire 

des entiers aussi grands que l'on veut, et en aussi grand nombre que 1 1 on veut, mais on ne 

peut les construire tous ensemble. 

2. Rester dans le cadre de la réalisabilité potentielle conduit à rejeter un usage 

universel de certaines règles de la logique classique (qui ne sont valables de façon générale 

qu'aux ensembles finis). Dans le développement des théories mathématiques, ce point de départ 

différent conduit à des résultats parfois très différents de ceux auxquels on parvient dans 

les théories classiques. Ainsi, nombre de théorèmes de l'analyse réelle classique sont 

constructivement faux. Ainsi, dans le caclre de cette théorie, on peut construire une suite 

croissante bornée de rati01me1s qui ne soit pas convergente. Il n I est pas vrai qu I on puisse 

trouyer un procéèl.é permettant de distinguer un rée1 d'un autre. De même, on peut construire 



ii. 

une suite de réunions finies d.e segments o. extrémités ratj onnolles, non vides, e1;1boi tés et 

clont 1 1 intersection est vide. En:f:î.n, on peut conr,;i:,ruire une fonction continue sur Je segTnent 

fermé [0,1] et qui ne soit ps.s bornée. Cependant, J.1 eusemble des réels constructifs n 1 est 

pas constructivement dénombrable. On pourrait citer encore de nombreux résultats indiqui:mt 

les différences entre l'analyse constructive au sens de A. A. Markov et 1 1 analyse classique. 

3. En dehors de l'école de Markov, et, historiquement avant elle, il existe d'autres 

courants constructivistes dans les mathématiques. Leur point de départ commun est l'intui-

tionnisme, dont le développement se poursuit. Plusieurs des résultats indiqués ci-dessus 

sont d I ailleurs d'origine intuitionniste. Cepend&'1t, le constructivisme de Markov ne dérive 

pas de la construction intuitionniste la notion de construction selon Ao A. Markov est 

étroitement liée à la notion d'algorithme, alors que l'intuitionnisme met en oeuvre des 

notions plus complexes, comme la notion de sui te de choix. En out,re, la logique constructive 

au sens de A. A. Markov admet un axiome dont 1' énoncé est famc pour les sui tes de choix. 

Il en résulte des différences sensibles dans les résultats obtenus en analyse d'une part 

l'interprétation des énoncés n'est évidemment pas la même, d'autre part les démonstrations 

sont souvents différentes. Enfin, il existe des énoncés vrais dans une théorie et, fau.,x dans 

l'autre. Ainsi, en analyse intuitionniste, les fonctions réelles de variable réelle sur un 

segment sont uniformément continues (encore que cette assertion soit intuitionnistiquement 

indémontrable pour la notion intuitionniste de réel correspondant à la notion constructive 

de Markov de nombre réel). Mais on démontre, constructivement, au sens de Markov que toute 

fonction sur un segment est continue. 

4o La théorie' des algorithmes s'est constituée à partir du milieu des années trente o 
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Ii'in.·t·u~i.tion.n_i,:_-;JTln clfi.-Le du. pr·r};~1ier C1llé1..r-L de ce ~_;jf;cJ.c:" s di'Tt:rs co1Jrrtn-Ls co:r.1structi··v:i~.-Les 

les trr<vaux 

présentés dans cet expcisé se s:ituent a}JJ)roxirnati vernent :pendant les arnH'>es cinquan-te, cer--

tains datent du début des années soixante. 



1. 

1. La théorie des algorithmes normaux de Markov 

1. Par définition, les algorithmes normaux agissent sur des mots d'un certain 

alphabet, pour les transformer en des mots, éventuellement d'un autre alphabet. 

Un alphabet est une collection finie de lettres distinctes deux à deux. On 

suppose qu'une lettre➔ est entièrement définie par sa représentation graphique et 

qu'on sait apprécier des différences significatives entre des lettres" ÜD désigne 

yar la lettre 11. 1 1 absence cie lettres. 

On définit les mots dans un alphabet A par les règles suivantes 

(i) A est un mot (appelé le mot vide) 

(ii) si a est une lettre de A (on note aEA), alors a est un mot dans A 

(iii) si P est un mot dans A et a est une lettre de A, l'assemblage P<l:. 

est un mot dans A. 

Remarques. a) L'ordre des lettres est pertinent dans les mots, et une lettre 

peut être répétée dans un même mot. 

b) LI abstraction de la réalisabili té potentielle implique qu'on peut écrire un 

mot à la droite d'un autre. Elle se traduit aussi par le fait qu'on peut toujours 

ajouter une lettre nouvelle à un alphn.bet. 



2. 

On peut ais,2,nent définir clos or>cfrat:iuns su:r. les r:10ts 

- la 
, . 

reu111011 de dnux rnots 

- le retourn_érnent d 'urt rnot 

- l'égalité (graphique) entre les mots 

- la longueur d 1un mot .(elle est définie par exemple pa.r 

(i) ê(A) ü 

(iii) C(PQ) = C(P) + f(Q), P et Q mots dans A). 

Pour plus de détails, voir [10] (Cha.pitre I). 

2o A partir de ces opérations, on définit la notion d'occurence d 1un mot dans un 

autre. 

Soit A un alphabet, P et Q deux mots dans A. On dira que P commence 

par Q (resp. finit par Q) si P peut se mettre sous la forme Pz QR où R est 

un mot dans A (respo P :o:: RQ) et où le symbole :o:: désigne l'égalité graphique. 

On dit alors que Q est un déb1!.l ( resp. ~ finJ de P. 

On dira alors que P contient une occurence de Q, si P contient un début 

dont Q est une fin (resp. une fin dont Q est un début). C'est-à-dire si on peut 

construire des mots R et S dans A tels que l'on ait P :c: RQS. 

On peut maintenant définir ce qu I on a.ppellera par la sui te la première occurence 

d'un mot Q (dans A) dans un autre mot P (dans A) on appelle première occurence 



à gciuche dnJ1.s p contie:nt une occ\ircnce 

si n 1 est le 1r1ot 'vide lct-b·es de alors 

aucun des mots 11e confne.nce })3.r Q 

mot vide et alors aucun des mots ne :finit 

par Q)" On conviendra dans la sui te de considérer toujours la, première occure11ce 

à gauche o On désignera cette première occurence par le mot R ,i;. Q ·:+ S où * est 

un.e lettre ne figurant pas dans Ao Par exemple, la première occurence du mot mat 

dans le mot ma:th6matique sera représent6e par ·Xrnat'1héma,tique. 

3o Nous aJ.lons définir maintenant la notion d I algorithme normal. Il nous faut pour 

cela définir des formules d.e· substitution. 

Soit donc A un alphabet, P eJ& Q des rnots clans A, --+ et des lettres 

ne figurant pa,s dans A. Alors les mots P -J- Q et P -+ oQ sont appelés formules 

de substitution dans Ao P est appelé partie v,auche de la formule, Q est appelé 

partie .9:roi t~o Une formule de la, forme P -;,. Q est dite simple, une formule de la 

forme P --h Q est di te conc lua.nte. 

Considérons une formule de substitution P -► f Q ( [ désigne A ou 

un mot R dans On dira que la formule P-~'(Q 
f 

s I applique à. si 

\ 
C} 

R 

une occurence de Po Si la formule s 'aJ)plique à R, considérons U -X· P * V la 

première occurence de P dans Ro Le résultat d.e l'a12pl:ication de la formule 

et 

contient 



P ---1> YQ au rnot P. est. aJ.ors le 1not 
~ 

Un 

tion prfcise définissant le _processus d 1 app:tication de l•algorithrr.e consjd6:r·,i e. un 

mot dans A que l'on peut énoncer ainsi 

(chaque F. désigne une formule de substitution dans A) et P un mot dan:c, A. 
l 

R.1 o Le r)rocessus commence avec i 1, le mot traité est le mot initialement 

donné P. 

R.2o On regarde si la formule 

R. 3 o Si oui, on a1)pliq_ue F. 
l 

F. 
l 

s'applique a.u mot traité. 

au mot traité et on note P. 
l 

Si F. est conc1uante,le processus s 1 arrête et le résultat final est le 
l 

mot P .• 
l 

Si F. n'est pas concluante, on revient en Ro2o avec i 
l 

traité P .• 
]_ 

R.4o Si F ne s'applique pas au mot traité, on regarde si 
i 

indice des formules entrant d.ans le schème de 1 1 algorithme. 

1 et pour mot 

i est le dernier 

Si om. le processus s I arrête o Le résultat final est le mot traité è. cette 

étape. 

S:i. non, on revient à Ro2o en remplaçant :i. par i+1 et en considérant 

le même mot comme mot,traitéo 



a lieu pour le mot initial D .c' 

du -processus 

oa clit ,dors que I' 

- ou bien entre clans l I algorithme et à, une certaine éta:f)o une forn,ule con-

cluante s'applique. 

On dit que 1 1 a1gorithme s'applique au mot P si le processus décrit ci-dessus a 

une fin. 

Enfin, on introduit la notion d 1 a1gorithme sur un alphabet donné A c'est un 

algorithme normal dans un alphabet B qui contient toutes les lettres que contient 

·4. Voici des exemples d'algorithmes normaux 

où p est un mot donné dans A. 

Si Q est un mot dans A on voit que l\(Q) == PQ (le signe signifie que le 

processus d'application de 

quement égal à PQ). 

!A 
1 

à Q s 1 arrête et que son résultat final est graphi-

L'algorithme !A
2 

: { -- P où P est un mot donné dans A est un exemple 

d'algorithme qui ne s'apJüique à aucun mot dans Ao 

L 1 algori thrne 
(~ E A) 
où P est un mot donné dans A 
et a(A 

(a:~ --+ ~ a (; E A) est une expression condensée du schème 
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consiste à écrire le mot P à, la droite de tout mot dans A. 

Algorithmes corresnondant aux opérations arithmétiques 

On définit les entiers naturels comme étant les mots suivants de 1 1 alphabet 

{o,1J : 

(i) 0 est un entier 

(ii) si N est un entier, NI est un entier. 

On notera pour o_L;_l (n ~ 1) et on notera les entiers o, o[, 0 •• 

n fois 

.. ' par o, 1 , ... ' (on peut donner un algorithme de conversion 

des entiers dans le système décimal). 

L' addi tien est donnée pa,r 1 1 algori thine + 
le couple (n,m)). 

La multiplication, par l'algorithme 

~ bl --+ lb 

al ---+' lba 

a -o 

o*ol--+ o-l(-o 

o*o --+ o 
ol*--+ 

l*o--+ *Oa 

b-+lo 

Cet algorithme donne le produit d'un nombre quelconque d'entiers 

n 
* 01 2 

n 
o! P 

n x n
2 

>' ••• x n 
= ol 1 p 



La soustraction entière, 

La division, par 

0 = 

0 

0 

(a .!. b {~-b si a~bj) = 
a< b ' 

par 
S1 

'*. 01 ~ * 0 
0 * 01 --+ 0 * 0 

0 * 0 ---,. 0 

*0--,,..1 

aj--+ la 

1* 0 1 -+* 0 a 

0 * Oa--+ ülaba 

abaa --+ 1 aba 

abab--+ *b 

ba -+ lb 

Oa --+O)b 

o * 01___., o * 0 

b--+ 1 . 

5o On définit un certain nombre d'opérations sur les algorithmes normaux dont les 

r'ésul tats sont toujours des algorithmes normaux. 

5.1. L'extension 

Soit lA .un algorithme normal dans A et B une extension de A, c'est-à-dire 

un alphabet contenant A. 

On cherche un algorithme normal IB dans B pour lequel 

LA(P) ~ IB(P) (P mot dans A) 

(e:: signifie si l'un des deux termes a un sens, Co à d. si l'algorithme envisagé 

est applicable à P, l'autre a également un sens et les de1Lx termes sont alors 

graphiquement égaux). 
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Deux solutions sont possibles 

On considère comme algorithme IB, l'algorithme normal dans B ayant même schème 

que /A. C'est ce'qu'on appelle l'extension naturelle. Il est alors clair que si P 

est un mot dans B \ A (les lettres de B qui ne sont pas lettres de A), alors 

IB(P) ~ P (on peut voir qu 1~lors P n'entre pas dans IB). 

On peut aussi vouloir que 1B ne s'applique qu'aux mots dans A auxquels 

l'algorithme CA. lui-même s'applique. Une solution consiste à prendre l'algorithme 

1B de schème: 

où /A symbolise le schème de [A. 

(~ E B\A) 

C'est ce qu'on appelle l'extension formelle de [A à B. 

5.2. Fermeture d'un algorithme. 

On dit qu'un algorithme /A dans A est fermé si le processus qu'il décrit ne 

peut s'arrêter qu'au moyen de formules concluantes. On appelle fermeture de !A, tout 

algorithme fermé dans A, œ, pour lequel 

IB(P) ~ /A(P) (P mot dans A). 

On peut prendre l'algorithme de schème suivant 

qu I on note [A•. Il est clair que tout mot dans A entre dans [A. 

5.3. Composition des algorithmes normaux. 

On démontre le 
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Théorème. Soit /Ai~ algorithme normal dans Ai (i=1,2) et 

la réunion des alphabets (les lettres de A
1 

et celles de A
2 

sans répétition). 

On peut construire ~ algorithme normal rK sur A tel que pour tout mot P dans A 

on ait :, 

(K(P) ~ /A~ (fA~ (P)) ( on note ŒC = [A o {A ) 
--- 2 1 

où [A~ est une extens.ion formelle de CA. à A. 
1 ---- 1 

Preuve. On traduit en termes d'algorithmes normaux la règle suivante 

1o on applique tA
1 

2. s 1 il y a un résultat, on lui applique !A
2

• 

Un· schème possible de fK est le suivant 

saa --+ aaa!; 

a; ---+ ao:a !; 

a;1t-+a;a1 

aŒ()--+ ~ 

a~r;--+ ,;a; 

p a S ~ ; r, 
p-+. 

afA ~ 
2 a 

lA a 
1 

où Dt~ s'obtient à partir du schème d'une extension formelle et fermée de LA.
1 

en y 

remplaçant tous les points par a (on suppose 

du schème d'une extension formelle fermée de fA.
2 

a f. A), où aai_ 
2a 

s'obtient à partir 

dans laquelle : les mots 

dans A entrant dans les formules de substitution sont remplacés par a~
1 

••• a~n' 

les points sont remplacés par ~ et la formule ~ p par la formule a--+ a~. On 

suppose naturellement que a et sont distinctes et ne sont pas des lettres de 
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5.4. Réunion d'algorithmes. 

Théorème. Soient ... ' [A. (n >,, 2) des algorithmes normaux, A la réunion 
Il 

de leurs alphabets et t , une lettre ~ dans A. On J2.?Ut construire ~ algorithme 

[A sur A tel gue : pour tout mot P dans A U {f} on ait ---

(il s'agit des extensions formelles 
à A).· 

Ce théorème découle de la 
Proposition. Soient [A.

1 
et rA

2 
des algori thme.s normaux et A la réunion de - -

leurs alphabets. On peut construire~ algorithme 1B sur A tel gue: 

pour tout mot P dans A : 

(.2E;. considère les extensions formelles à A). 

Preuve du théorème. 

De la proposition, il résulte aisèment qu'on peut construire un algorithme œ 

tel que : 

Posons alors [B - lÀ 
2 . 1 - . 

l- 1 
pour i=1, •.. ,n 

et œ
2

i l'algorithme de schème: 

pour i = 1, •.. , n-1. 

(P mot dans A). 

Alors LÀ(P) :: œ
1 

(P)IB2 (P) ••• lB2n_ 1 (P) car pour tout mot P dans A U {t} 
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Preuve de la proposition. 

L'idée est de dédoubler le mot P et de faire agir l?l.
1 

sur "l'original 11 et 

tA
2 

sur la "copiè 11
• 

On. construit 1 1 algorithme ID sur A, de schème 

a asl ~ -iia as 
o:a t;a ~ - a11_0:a~ 

o:a l; ---;- a;o: 
as _. t;o:o:a; 

aa --+ a 

--+ a o 

Si on définit ~ où P est un mot dans A par 

(ii) (~ E A) 

(s,tEA) 

a -/= a a,a /A 

On voit aisément que ID s'applique à tout mot dans A et que 

Soit lA' 
1 

l'algorithme dans de schème 

(cf. 5.3 pour la définition de 

l'algorithme 

et [E l'algorithme dans 

AU ta} de schème la~ , alors une solution cherchée est 1B = [E o LA.1 o JA2 o !Do m. 

5.5. Ramification des algorithmes. 

Théorème. Soient tA
1

, l?l.
2 

et «:: des algorithmes normaux, A la réunion de 

leurs alphabets. 
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On peut construire~ algorithme [[) ~ A tel que : pour tout mot P dans 

A, ID n 1 est applic?"ble qu'aux mots dans A auxquels C l'est (il s'agit de 

1 1 extension formelle de (!; à · A) et 

ID(P) ~ li\
1 

(P) 

ID(P) ~ lA.
2 

(P) 

si (l;(P) =;: A 

si IC(P) f. A 

(-i indique que IV est applicable~ P, mais que IV(P) n'est rn graphiquement 

On peut donner un corollaire plus général de ce théorème : 

Soient !A
0

, ••• , !An' IV
1

, .••• , Cn (n>-O) des algorithmes normaux. On peut 

construire~ algorithme ID ~ la réunion A de leurs alphabets tel que 

lA. (P) (P mot dans A et Œ
1 

(P) = A, ••• , (!; (P) = A) 
0 n 

lA.1 (P) (P mot dans A et 0:1 (P) = A, (!;2( ) = A, ••• ' (!; ( ) = A) 
n 

ID(P) = lA.2 (P) (P mot dans A et IV2(P) f= A, ••• , a;n(P) = A) 

A (P) (P mot.dans A et 
n 

Preuve. On construit un algorithme [F sur AU la J tel que 

œ(P) :Y a si G;(P). A 

W(P) ~ A si œ(P) i A 

C (P) /: A). 
n 

et ne s'appliquant qu 1 aux mots P dans A auxquels (!; s'applique. On peut procéder 

ainsi : soit œ 
O 

l'algorithme dans AU la:. (3} de schème 

a~-~ 

13s ~ f3 

( (; E A) 

a --;. •a 



On pose alors [B' = IF o Œ;. 
0 

D'après le théorème du point 5,4 on peut construire un algorithme ~ sur A 

tel que ~(P) ~ ~(P)P. 

So:j_t alors IH l'algorithme de schème: 

al;~ -t- a ~a1 
a~ ~aa~ 

~as-+-~~ 
;p-+ p~ 
a~---+p 
ap-· 
a[A, ~ 

1 a 

[A.2 

où alA.' ~ désigne le schème obtenu à partir de celui de fA
1
• en remplaçant les 

1 a 

mots dans A, ~1··· ~n' par as1 ••• aSn' les points par ~ et les formules de 

la forme 

On pose alors ID =IH o lEo o. 

5.6. Répétition d'un algorithme 

13. 

On a deux théorèmes de-répétition d'un algorithme donné: un théorème d'itération 

jusqu'à l'ordre n et un théorème de répétition conditionnelle, c'est-à-dire de 

répétition jusqu'à ce qu'une condition donnée soit vérifiée, 

Théorème 1. Soit /A un algorithme normal dans A. On peut construire un 

algorithme normal 1B sur AU { 0, ! ,*} tel que 

IB(n * P) =;= Q 

si et seulement si P étant ~ mot dans A et n un entier naturel, _2-!2 peut trouver 

des mots ----- p 
.o'· ... ' P dans A tels que 

n 



p :X,: p 
0 

P. = /A(P. ) 
1 1-1 

p ;.;; Q 
11 

Preuve. On prend comme schème de ~: 

al;~ -+ a!;a1 
13a; --+ ; r, 
~~ -+ ~~ 
ap -~ 
* (> --+ * 

a[A. ~ 
a 

'* --+-l(· a 

o* --+ • 

i=1, ••• ,n 

(~, t) E A 

a -J ~ et a. ~ f. A 

où a[A. ~ s'obtient à partir du schème de lÂ.° en remplaçant les mots P dans A 

figurant dans ce schème par en remplaçant les par et les formules du 

-+ ap 

Théorème 2. Soient [A et œ des algorithmes normaux, A la réunion de leurs ----------

alphabets. On peut construire~ algorithme IB sur A tel gue : 

1B transforme ~ mot P_ dans A en ~ mot Q si et seulement si on }?eut 

construire p ' •.• ' p (n ~ 1) 

et 

n 

p ,., p 
0 

P. =&(P. 
1

) 
1 1-

i=1, ••• ,n 

p X Q 
n 

O::(P ) = Il. n . 

Preuve. On considère IF
1 

l'algorithme construit comme au point 5.5 tel que 

IF
1

(P) =;= a si 

rF
1 

(P) ";' ~ si 

Œ(P) , Il 

O::(P) ~ A. 

14. 
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On construit ID algorithme sur. A tel q_ue 

pour tout mot P dans A 

( on prend l' exten;:;ion formelle· de [A à A). 

On peut alors prendre pour algorithme cherché l'algorithme 1B de schème 

5.7. Traduction et réduction. 

Il s'agit ici de théorèmes permettant le transport de propriétés d'algorithmes 

sur un alphabet à d'autres alphabets et de faire l'opération inverse de l'extension. 

5.7.1. Il nous faut d'abord définir la traduction d'un alphabet dans un autre 

soit A= BU{a• ~J 
B = B lJ { b 1 ' • • 0 'b k } 

•où B est un alphabet éventuellement vide, a et ~ deux lettres distinctes ne 

figurant pas dans B, '1, ... , f k des lettres distinctes deux à deux et ne 

figurant pas non plus dans B. 

On définit la traduction dans A d'un mot dans 6 par les règles suivantes 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

si ~ E B, alors 

'èA = 

'C(Ps) = 'èp? I; p 

et rj"" r....:.:J 
j fois 

mot dans 5 et s ES. 

Si 6 est une lettre ne figurant pas dans Buta,~J, l'algorithme suivant T 

de schème 



( s E 6) 

est applicable à tous les mots dans 6 et pour tout mot P dans 6 on a 

Fjf1 (P) = -tp. 

On peut définir l'opération inverse. 

-1 
Désignons par 'II'- l'algorithme sur A de schème 

6~ -+- t;cS ~ E B 

fo pja o/ 1 ❖ j,<k 

60:a ---l- 60:a 

613 -◊~ 

6 --+ 0 

~6. 

Cet algorithme est applicable à un mot dans A si et seulement si ce dernier 

est la traduction d'un mot dans 5. Si 
-1 ,r est applicable à P, mot dans A, 

16. 

on a donc Pz tQ où Q est un mot dans 
-1 S ; alors 'tl' (P) • Q (it y a univocité 

de la traduction). 

5.7.2. On définit alors la traduction d'un algorithme dans S en un algorithme 

dans A de la façon suivante si F
1

, ••• , Fn est le schème de 1B algorithme dans 

8 , la traduction de {B dans A qu I on notera !A, est 1 1 algorithme de schème 

A 

'tp où 
n 

en convenant que 

est défini de la même façon que 'tp pour un mot P dans 

't -+ = ---;, et t • = 0 0 On a alors 

Théorème. Soit IB un alo-orithme normal dans 6 et (A _§.§:. traduction dans A. 

On a alors ----- pour tout mot P dans 8 

La démonstration est évidente. 



17. 

Corollaire 1 o Soit ~ algorithme normal /A ~ ~ alphabet A. On peut alors 

construire un algorithme normal dans A u{::i;,
1
r,}, [A , (~ o: (= p et O'.o r., f. A) tel 

que l'on ait: 

pour tout mot P dans A, si /A est applicabl.§:. _§: P et &.(P) est dans A, 

alors 1B est applicable_§: P et ID(P) = IÀ(P) et réciproquement. 

On met 1 'alphabet de [A sous la forme A U { f 
1 

, ~ •• , b k J et on applique le 

théorème. 

En fait on peut faire mieux 

Corollaire 2 (Nagorny), Soit [A un algorithme normal sur~ alphabet A et a 

une lettre non dans !A. On peut alors construire~ algorithme normal 

pour tout mot P dans A, si !A est applic~ble ~ P et si Oi.(P) est dans A -----

alors ID(P) 7 0\.(P) et réciproquement. 

L'idée de la démonstration est de faire jouer le rôle de p à une lettre fixée 

de A et de traduire toutes les lettres- de A de la forme où est une 

lettre de A. On définit alors une notion correspondante de traduction d'un algori thr:1e 

voir [11] . Dans cet article, No M. Nagorny montre qu'on a là le meilleur résultat 

possible. 

6. Nous allons maintenant démontrer le théorème fondamental de la théorie des 

algorithmes le théorème de l'algorithme universel. 



Si /A. est un algorithme dans A, son schème est de la forme 

où. chaqùe F. 
1 

est un mot du type ou j = A). 
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Nous allons 

"linéariser" ce schème de façon à l'écrire comme un mot dans un alphabeto Comme --+ 

et sont fixés une fois pour toutes pour décrire des algorithmes dans des alphabets 

quelconques, dans cette transcription nous devrons utiliser d'autres lettres pour 

désigner --+ et o • 

[A étant donné, on appellera image de fA, 

si F. x P. -- Q., alors 
1 J. J. 

.et si F. = P. -+ 0 Q. alors 
J. J. J. 

F! x: P. a t'Q .• 
i i Oi 

On démontre alors 

notée [A'-1, le mot F' (3 
1 

• • • F' B ol1 
n· 

Théorème 1. Soit A un alphabet, a, 0, Î, 6 des lettres distinctes d~ ~ 

deux ne figurant_ pe.s dans A et soit --- B =AU {a,13,t,6 J• 

On peut construire un algorithme normal~ B tel~ 1 1on ait 

pour tout mot P dans A et pour tout algorithme normal dans A, !A., 

tU(fA i-l 6 P) c:t !A(P). 

L'idée de la démonstration est de "normaliser" les règles Ro1 à R.5 données au 

point 3. Voir par exemple [f3] . 
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En utilisant les notions de traduction, on peut traduire le mot [Al-! dans lo,jJ. 

On peut fixer une fois pour toutes les mots ojo, oJ 10 et oil lo pour désigner 

les lettres figurant dans 
vl 

A • On notera alors E. A 3 

q_u I on aJ?Pellera code de {A ou transcription du schème de [A. 

cette traduction 

L'alphabet A étant fixé, en utilisant un algorithme de traduction, le théorème 

de réunion des algorithmes, le théorème de composition, le corollaire du théorème de 

traduction et le théorème précédent, on peut énoncer 

Théorème 1 '. Soit A un alphabeto On peut construire un algorithme !A. sur 

Au {o, l ,o J tel que pour tout algori-thme lB dans A et t,out mot P dans A on ait ----- ----

LA(€ 1B 3 6 P) :::1 IB(P) (6 / A). 

Remarque. Il n'est pas nécessaire ici de supposer q_ue O et n'appartiennent 

.pas à A, car E 1B 3 est de la forme P
1 

••• Pk où chaq_ue P. 
J 

est de la forme 

n. 
0 1 JO (puisq_ue les lettres de A sont traduites toutes sous cette forme, la 

première lettre étant traduite par oj 11 Jo, etc ••• ). 

On démontra alors le 

Théorème 2. On peut construire~ algorithme normal IH dans l o,j J tel gu'il 

soit impossible de construire un alaori thme lK sur l O, 1 } , applicable .§_ tous les 

mots dans { 0, 1 } et transformant en le mot vide ceux et eux seuls de ces mots atn:ouels 

[H s'applique (resp. ne s'applique pc,s). 

Preuve. Il est aisé de voir q_u1 il suffit de montrer le théorème dans le cas où 

on prend en conclusion la non applicabilité. 
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Soit (A l'algorithme du théorème 1 1 , avec pour alphabet !A = { 0, 1 , s, 1 J où. 

et s et distincts de 0 et 1. (Cet alphabet permet de cons.idérer les 

algorithmes sur {o,IJ). A 11aide du théorème de l'union des algorithmes et celui 

de la c9mposition, on peut construire un algorithme [H 
0 

sur 

tout mot P dans {o,I} lH (P) ~ !A(P 6 P). 
0 

Soit IH la traduction dans {ü,IJ 

de traduction à A = A u{o, 1} et 

de l'algorithme [H 
0 

tel que pour 

(on applique le théorème 

d I alphabet de lH ) • 
0 

Supposons qu'il existe un algorithme tK sur { 0, 1 } , applica,ble à tous les mots 

da,ns lü,I} et tel que IK(P) ~ A si et seulement si IH ne s 1 a,pplique pas à P. 

Désignons par fJ; l'algorithme dans {ü,I} de schème 

-+- 1 

Soit IL= ~~lKo Alors [., est un algorithme sur {ü,I} tel que: lH ne 

s I applique pas à P si et seulement si fL(P) , A et si 1H s'applique à P, CL 

ne s'applique pas à P. 

Soit IM = fL
0
1r où 'Il' est 1 1 algorithme de traduction des mots dans { 0, j} o CI est 

un algorithme sur { 0, 1} et on peut le supposer dans { 0, J ,s, Y( J o On a alors que 

si lH ne s'applique pas à P, IH ne s'applique pas à "'P = '11' (P) et donc 
0 

[M(P) = A et réciproquement. De même, on aura que si 

s'applique à tp et donc 1M ne s'applique pas à Po 

IH 
0 

s I applique à P, 1H 



Considérons ~ x E [M 3 • Alors ( 1) m (Q) ~ lM(Q). 
0 

Si IH 
0 

s I applique à Q, [M ne s'y applique pas, ce qui est contradictoire 
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avec (1). Si 1H ne s I applique pas, alors iM( Q) • 1 
0 

ce qui contredit encore (1). 

Donc 1M ,ne pouvant exister, et l'existence de IM découlant de celle de K, il ePt 

clair que 1K ne saurait exister. □• 

7. Il faut dire un mot du principe de normalisation qui correspond, dans la théorie 

des algorithmes à ce qu'on appelle la thèse de Church dans la théorie des fonctions 

récursives. 

La notion d'algorithme normal est une notion mathématique. Celle d'algorithme ne 

l'est pas. Un algorithme dans A (cf. [10]) est "une prescription précise, universel.;.. 

lement compréhensible, définissant un processus potentiellement réalisable de trans-

formations successives de mots dans A, processus admettant n'importe quel mot dans 

A en qualité de mot initial." 

Le principe de normalisation dit que pour tout algorithme 212 on peut construire 

un algorithme normal [A sur A tel que pour tout mot P dans A on ait 

Dans ce qui suit, on ne fera pas appel au principe de normalisation. C'est pourquoi 

dans un énoncé oll. figure le terme d 1 "algori thme 11 , on peut aussi bien le ~lire corrm,e une 

abréviation de 1 1 expres·sion nalgori thme normal n, que comme une application du principe 

de normalisation. 
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Dans le cas d'un théorème énonçant l'impossibilité de construire un algorithme 

qui puisse résoudre un problème donné, cette distinction a une certaine importance. 

En fait, le 1frincipe de normalisation est plus qu'une simplification. Il s'appuie 

sur l'expérience, sur le fait que toutes les théories des algori~hmes actuelles sont 

équivalentes, sur l'impossibilité de construire un algorithme non normalisable par les 

méthodes constructives actuellement connues (c'est le sens des théorèmes de composition 

de répétition condi tionnel1e, etc ••• ). CI est ce que confirme pe,r exemple un article 

de Nagorny [12] où se trouve développées des généralisations de la notion d I algori thrne 

normal les algori thrnes de type o-, 0"1 et o-". Un cr.. algorithme est un algori thrne 

dont chaque pas consiste en l'application d'un schème fini de formules de transforma-

tion indiquant le "code" du pas suivant ou l'arrêt éventuel du processus, le nombre de 

ces schèmes étant fini. Dans un ~'-algorithme, le nombre de ces schèmes devient 

11infini 11 en ce sens que le pas est commandé par un algorithme normal définissant une 

suite indexée de schèmes (qui peuvent être transcrits selon le processus de construction 

de l'image d'un algorithme). Dans un 0-11..:.algorithme, les schèmes eux-mêmes sont 

"infinis" (c'est-à-dire définis par un algorithme construisant une suite indexée de 

formules de substitution). Or toutes ces définitions sont équivalentes à celle des 

algorithmes normaux. 

En conclusion, lm théorème énonçant 1 1 :i.mpossibili té de construire un algorithme 

réclamant tel problème exclut la possibilité de trouver une méthode générale, de type 

algorithmique qui permette de résoudre simultanément toute la classe de problèmes posés 



23. 

cela ne veut pas dire que si on prend un problème concret, individuel dans cette classe 

on ne puisse décider de la possibilité de le résoudre. 

l_s 2. Quelques éléments de logique constructive. 

1. Désignons par W. une formule exprimant une assertion dont on cherche à démontrer 

la vérité. 

On dispose de deux méthodes pour établir ~ constructivement. La première con-

siste à démontrer s; à partir des axiomes de la logique constructive, des règles de 

déduction qu'elle admet et des résultats déjà établis (par cette méthode ou par l'autre). 

La seconde méthode consiste en deux étapes. En premier lieu, on examine si ~ contient 

un problème constructif ce qui consiste à chercher si g. peut être réduite, selon 

un processus algorithmique bien défini, en une formule équivalente d'un type particu-

lier ou non, auquel cas on dira que ff'. contient ou ne contient pas de problème cons-

tructif. Si $ ne contient pas de tel problème, fr. est équivalente à une formule v°c, 

di te normale. Démontrer S: se ramène alors à démontrer JI, en utilisant la partie 

de la logique constructive concernant ce t;y-pe de formules. On verra qu'il s'agit de 

tous les axiomes de la logique classique en remplaçant les symboles ~i et V respec-

tivement par 3 et V où 3 x A(x) signifie iVx 7 A(x) et (A y B) signifie 

l(lA~lB). Si ~. contient un problème constructif, démontrer g-; consiste à résoudre 

de problème ce qui consiste à 1. Construire des objets d'un certain ty-pe devant 
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satisfaire à une condition (celle qu'on met en évidence dans la reformulation de ~ 

permettant de dégager le problème constructif qu'elle contient) exprimée par une 

formule normale, 2. démontrer que les objets constructifs ainsi construits satisfont 

à cette condition, cette démonstration se faisant dans le cadre de la partie de la 

logique constructive concernant les formules normaleso 

2o Les formules sont définies par rapport à un alphabet, ou une collection finie 

d'alphabets appelé alphabet de langage logico-mathématique qu'on utilise et servant 

à énoncer les assertions, etc •• 

On définit les formules comme des mots d'un certain type, à partir des formules 

élémentaires et selon les règles génératives suivantes 

(i) toute formule élémentaire est une formule 

(ii) si A
1

, ••• , An sont des formules, les mots (A
1 

V ••• V A ) 
n 

sont également des formules 

(iii) si A et B sont des formules, les mots (A )B) et 7 A sont des formules 

(iv) Sl A et B sont des formules, ... ' X 
n 

des variables deux à deux 

distinctes, les mots V x
1 

••• xn A et 3. x
1 

•• oXn B sont des formules. 

Les variables sont des mots d'un type particulier servant à désigner des mots 

dans un alphabet donné ou des algorithmes sur cet alphabeto Par exemple, si un alphabet 

A est fixé contenant {o,IJ, si Aac désigne une extension de A permettant de 

définir les algorithmes sur A et des groupes de mots dans A, fixons t et À 

des lettres _n tappartenant pas à A ac o Désignons par µ une des lettres t et À 
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(toujours la même). On appelle variable du genre p. les mots définis par les règles 

génératives suivantes : 

(i) le mot (~) est une variable du genre ~· 

(ii) si X est une variable du genre µ, le mot \Vµ (X) est une variable du genre 

µ. où \V P, est 1 1 algorithme de schème 

Suivant que µ. désigne t ou À, on appellera les variables correspondantes 

variables d'objet ou variables fonctorielles. On appellera alors valeurs admissibles 

d'une variable de genre 1-1-, tout mot de genre µ où si f x t on désigne par mot 

de genre t, tout mot dans A si µ x À on désigne par mot de genre À, tout mot 

de la forme < H > où H est un mot dans A et ayant la signification suivante 

si H est un mot dans { 0, } et est le code d'un algorithme sur A, < H > désignera 

cet algorithme, si H n'est pas un mot dans {O~ } ou, étant dans {o, } n'est pas 

le code d'un algori thrne norma_l sur A, on convient que < H > désigne 1 1 algori thrne 

de schème { ---+ . 

Il nous reste à expliciter ce qu'on entend par formule élémentaireo On introduit 

à cet effet la notion de terme. 

On appellera terme correspondant à un alphabet, tout mot ou groupe de mots dans 

cet alphabet ou tout algorithme sur cet a.lphabet, toute variable d'objet· ou fonctorielle 

relative à cet alphabet· et les mots suivants 

<e>, qui est un terme fonctoriel si e est un terme d'objet, 
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~(R) où ~ est un terme fonctoriel et R un système de terme d'objets (si T 

est un terme, c I est un système de termes et s1. T
1 

et '1'
2 

sont des systè-mes de termes, 

T
1 

o T
2 

est un système de ter~es). 

E <1>.3 qui est un terme d I objet si <1> est un terme fonctoriel. 

Dans le cas où on considère plusieurs alphabets, qu'on supposera vérifier la 

condition si A. et A. 
1 J 

sont deux alphabets de notre système, A.UA. 
1 J 

figure dans 

lis~e.__.1 
la liste et le dernier alphabet de la rcontient tous les autres, on définit aussi 

une relation entre termes corrn;r ondant È. des alpl:.a,bets différents définie par la 

relation A. ç_ A. (cf. [ 3]). 
1 J 

Les formules élémentaires sont alors ainsi définies 

(i) si e est un terme d'objet, le mot !0 est une formule élémentaire. 

(ii) si e
1 

et e
2 

sont deux termes d'objet, le mot (e
1 

e
2

) est une formule 

élémentaire. 

!8 se lit 11e a un sens"• 

"si l'un des deux termes e
1 

et e
2 

a un sens, l'autre terme 

a également un sens et les valeurs de ces deux termes sont graphiquement égales". 

L'interprétation de ces formules est la suivante 

On ne considère dans cette interprétation que les formules constantes, c. à d. 

sans variables (si !0 est une formule contenant une variable, elle énonce une cond:i.-

tian portant sur cette·variable dont l'interprétation se ramène à l'interprétation 

indiquée-ci-dessous quand on remplace les occurences de la variable par des valeurs 

admis,siblos). 
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!6 ~ un ~ dans les cas suivants 

a) e ne conb ent pas de terme de la forrne <H> (R). Dans ce cas la valeur de 

!8 est le mot que figure 0. 

b) ,e contient des termes de la forme <H> (R),, chacun d 1 eux ayant un sens 

on dit que le terme <H > (R) a un sens si 1 1 algorithme <H > est applicable à R 

et si le résultat est un mot dans l'alphabet~ lequel <H> opère. (cf. ['3] et la 

remarque P• 247). 

Lorsque lB a un sens, sa valeur se calcule ainsi on remplace toute occurence 

dans e d'un terme de la forme <H> (R) par la valeur.de ce dernier qui est le 

résultat de l'application de < H > à R, et toute occurence des termes de la forme 

E.çp3 par le mot dans {o,I} qu'ils représentent. 

Dans la suite, on utilisera les abréviations 

e1 7 02 pour (!e & e1~e2) 

e1 ~ e2 pour (le1& e2 &. 7(e1 :::.--e2)). 

Lorsqu'une formule contient des variables, on classe les occurences de ces varia-

bles en occurences libres et occurences liées. 

Définissons une sous-formule d'une formule donnée comme tout mot de cette formule 

qui est lui-même une formule. 

Nous définirons alors les chainons graphiques dîune formule donnée'comme les sous-

formules de longueur maximale (c. à d. qui ne sont contenues dans aucune autre formule 

de la formules). 
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Les occurences libres (resp. liées) d'une variable [ dans une formule F pro-

viennent des occurences libres (resp. liées) de { dans les chaînons graphiques de F. 
v 

Enfin, on posera que toutes les occurences d'une variable dans une formule 

élémenta~re sont libres si F est de la forme Kx
1 

••• xnA où K est un des quanti-

ficateurs V et 3 et '( est une des variables x,, ••• , xn, alors toutes les 

occurences de r dans F sont liées. 

On dira enfin qu'une variable A figure librement dans F si on peut trouver 

au moins une occurence libre de [ dans F. 

Les variables libres d'une formule sont appelées le.s· paramètres de cette formule. 

3. Les formules suivantes (voir par exemple [4]) (et qui sont admises par la logique 

intuitionniste sont considérées comme vraies 

1 0 (A:) A) 

2o (A=> (B ::>A)) 

'.3. ((A:> (A=>B))=> (A:)B)) 

4. ((A:> (B.:>C)):, (B:::)(A:::)C))) 

5. ((A=>B) ::> ((B::>C) ::> (A:::>C))) 

60 ((A&: B) ::> A) 

1. ((A&B):::>B) 

8. ((A:>B) ::> ((A=>C) :::> (A=>(B&C)))) 

9. (A:> (A V B)) 

1 o. (B :>(AV B)) 

11. ((A.:>C) ::i((B.JC).=,((AVB)=>C))) 

12 0 ((A::> B) ::> ( (A :)7B).:) 7A)) 

13. (lA::i(A::iB)) 

14. (Vx F(x) ::> F(a)) 

15. (F(a) ::> 3_x F(x)) 

où A9 B et' C désignent des formules quelconques dans les formules 14 et 15, x 



est une variable liée, a est une variable liée, F une formule à un paramètre. 

Lorsqu I on a des formules vraies, on établit de nouvelles formules v:r.aies au 

moyen du schéma: 

A(A-:;) B) 
B 

(A::iF(a)) 
(A :::J"fx F(x)) 

(F(a) ::i A) 
(3x F(x) .:> A) • 
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Dans les deux règles de droite, on suppose que la formule A ne contient aucune occu­

rence libre de la variable x. 

De ces formules, et en utilisant les règles ci-dessus on peut déduire (voir par 

exemple [5] ou [1]) 

( 1 ) (V x ( A & B) _ (V x A & V x B) ) 

(2) (1x (AVE)_ (3x AV3x B)) 

(3) (T:I xA = Vx lA) 

( 4) ((A:, B) :::, ( 7 B :::, lA)) 

(5) ((A::> lB) _ (B:., 7A)) 

(6) (l(AVB) _ (1A&-7B)) 

(7) ((A ::llB) _ l(A&B)) 

(8) ( 7 7 (A& B) = ( ï 7 A & 7 7 B) 

(9) 7(A & lA). 

où (A= B) est une abréviation de 
((A:) B) 8c (B => A)).: 

Les formules (1), (2) et (3) sont encore vraies quand on considère des formules 

à plusieurs paramètres on a 

(1') (Vx
1 

... xn (A&B) (Vx ••• x A&Vx
1 

••• x B) 
- 1 n n 

(2t) (3x
1 

... xn (AUB) _ (3x
1 

••• x A V 3 x
1 

••• x B)) 
· n n 

A toutes ces formules, on ajoute la formule suivante (qu'on ne peut déduire de 

la logique intuitionniste, cf. [9]) : 

16. (Vx(AVlA) ::>( 773xA:i3xA)) 

·qu'on désignera par la suite par principe de :Markov. 

Il est équivalent à l'énoncé suivant 
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"si le JJrocessus d' apJüication de 1 'algori thr!ie li\ au mot donné P n I est pas 

indéfinimcni., rrolongeab1e, l'algoritL:,e D. '"'~-;: ei;:,licable au n:ot P." 

' 4o Nous avons dit, au point 1 de ce paragraphe, qu'on dispose d'une autre méthode 

pour démôntrer les formules vraies. 

On dit qu'une formule F est normale si elle ne contient aucun des signes 3 ou 

V o Toute formule normale ou toute formule du type 3x
1 

••• xnA où A est une formule 

normale est dite complètement régulière. 

Dans [2], N. A. Chanine. décrit différents algorithmes normalisables permettant 

de transformer toute formule en une formule complètement régulière qui par définition 

lui est équivalente et qui constitue la reformulation constructive de la formule mon-

trant s'il y a ou non un problème constructif à résoudre pour démontrer cette formule. 

La construction de cet algorithme est fondée sur les considérations suivantes 

(i) la démonstration d'une formule du type (A
1 

V ••• V An) supposée vraie doit 

toujours indiquer au moins une des formules A
1

, ••• ,An exprimant une assertion vraie. 

(ii) une formule du type 3 xA n I est vraie que si on peut donner U11e construction 

de x pour lequel la formule A1 obtenue È. partir de A en remplaçant les occurences 

de x par l'objet construit est vraie. 

(iii) dans le même ordre d I idées Vx 3 yA suppose qu I étant donné chaque X 
' 

on a une construction d'un y à partir de x pour lequel A est vrai ; c 1 est-È.-dire, 

qu'on a une méthode générale, ( un algori th.me) donnant pour chaque mot P du type de la 

variable que représente x, un mot Q (du type de la variable représentée par y) 
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tel que la formule obtenue à pa,rtir de A en y remplaçant les occurences de x et 

y respectivement par P et Q soit vraie. 

Nous indiquons seulement ici, sur un exemple, comment fonctionne cet algorithme. 

Considérons la formule 

( 1) Va (A V B) où A et B sont des formules normales à un paramètre, 

du même type que la variable a. 

On considère la sous-formule (A V B). L'explicitation de cette formule, selon 

le principe (i) dom1é plus ,haut donne: 

est l'algorithme de schème 

et 6 variable d'objet dans {o,l}o 

La formule (1) devient donc 

(2) Va 3 6 ( ( < W > ( 6) = A ) & ( ( 6 = 01) :>A) & ( ( 6 = 011 ) :> B)) 
2 0 o' • 

qui est donc de la forme Va 36C où C est une formule normale. 

En application du principe (iii), on introduit une variable fonctorielle sur 

]_I alphabet dont o: représente los mots et Vo: 3 ôC devient alors 

(3) 3o-Va((<I) (da))= /\) 
0 0 

où I 
O 

est 1 1 algori tbme de recom1aissance des niots dans 1 1 alphabet { 0, 1} ( c. à d, 

1
0 

transforme en le mot vide ceux des mots dans A qui sont des mots dans {o,j} et 

eux seulemenl, où A est un alphabet donné contenant {o,I}) 6 
et oü F o-(o:) L C_i repré-
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sente la formule (normale) obtenue à par-tir de C en y remplaçant toutes les 

occurences de 6 pa.r cr(a). 

L'interprétation constructive de (1) est donc en fin de compte : 

Etant donné l'importance des formules normales, nous démontrons la: 

Proposition. Une formule A est équivalente.§:_~ formule normale si et seulement 

si elle est équivalente §_ sa double négation (~ §_ i!. ( llA = A)). 

Preuve. Supposons que.l'on ait 

(A= B) où B est une formule normale. Alors 

(7 7 A = 7 7 B) qui découle aisément de 3, ( 4). Comme B est normale, on a donc 

Si on a (77 A~ A),· on sait, d'après l'interprétation constructive des formules 

que (A = lî LAJ) où Jt est 1 1 algorithme transformant toute formule en une formule 

complètement régulière. Si ~ LA_I est normale, c'est terminé. Sinon, on a alors 

ît LÀ.J '"" 3x
1 

••• xn B où B est une formule normale. Donc 

de 3. (4) on a 

d'où 

d'après 3.(3) 

d I où 3. ( 4) doime 

(A ::: 7 V x
1 

••• x 7 B) - n 

la formule de droite étant normale puisque B 1 1 este 0 
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5. Sur la base de la notion de formule, on _peut introduire la notion constructive 

d 1 ensernhlo. 

Comme précédemment, considérons fi un alphabet, désignons par t et }.. les 

lettres génériques des variables respectivement d'objet et fonctorielles. Soit A 

une formule définie dans .un langage logico-mathématique dont la liste des alphabets 

comprend A. Si A est une formule à un par?Jllètre de genre f ( t ou À) carres-

pondant aux variables associées à A, on dira également que A est un ensemble de ----

genre 1-L• Si P est un mot de genre l.l on écrira PEA ( on dira 11P appartient 

à l'ensemble A") si P vérifie A cVest-à-dire, si ~â formule est vraie 

(où ex désigne le paramètre de la formule A)o Si A est un ensemble de genre 

on dira g_ue A est un ensemble de .!!!Ots dans A. 

Si A et B sont deux ensembles de genre p. et si ex et 13 désigne leurs 

.,_ 

"' 

paramètres (du même genre), on dit que A est contenu dans B, et on notera A ç, B, 

si la formùle 

est vraie. L'égalité de A et B (A B) est définie par A ~B et B ÇA c I est-è.-

dire 

Parmi les différents ty1)es possibles d v ensemble on distingue ceux qui sont 

définis par des formules assez simples faissant intervenir dc➔ s conditions algorithmiques. 

On définit principalement : les ensembles résolubles et les ensembles énumérables. 

Un ensemble A de mots dans A est dit algorithmiquement résolubles (en abrégé 



34. 

résoluble) si on peut construire un mot H dans l O, 1 j tel que 

où a est une va,riable du genre du para.mètre de A, et si B désigne la formule 

alors A est égal à B. 

Un ensemble A de mots dans A est dit algorithmiquement énumérable (en abrégé 

énumérable) si on peut construire m1 mot H dans lo,IJ tel que si B est la formule 

3 f (<H>(t) ".'.' ~) (f et /J sont des variables distinctes, du même genre que le para-

mètre de A), alors A est égal à B. 

On peut énoncer 

Proposition 1. Un ensemble A de mots dans A est résoluble si et seulement si, 

a_ étant _12 paramètre de A on a 

V o: (A V 7 A). 

Preuve. Si A est résoluble, on peut donc construire un mot H dans { 0, ! } tel 

que Val <H> (a) 

et tel que ( <H > (13) A ) définit un ensemble égal à A. 

On voit donc qu'un ensemble récursif est défini par une formule normale. Donc, 

d'après l'étude faite au point 4 il nous faut trouver un algorithme de code K 

tel que la formule soit vraie où C désigne la formule 

Prenons pour K le code de l'algorithme IP <H> 
0 

où IF est l'algorithme de schèse 
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L --+. a1 

(~ E A) 
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On vérifie aisément qu I il répond au problème posé ( car on a. pour tout P dans A 

( < W > (IF(P)) = A) et fF(P) =. 01 si et seulement si P est vide) o 
2 0 

Supposons ma,intenant que 1 1 on ait 

Va(A Y l A). 

Si A est une formule normale, on sait qu'on a (d'après ce qui a été fait au point 4) : 

On a donc un algorithme, qu I on peut écrire sous la forme < H > (plus exactement 
0 

on peut construire un tel algorithme) vérifiant les propriétés indiquées plus hauto 

Remarquons que d'après 3o(1) et l'axiome 3.6 on a 

Va(<I >(<H>(a)) = /\)o 
0 0 0 

D'après le théorème de composition des algorithmes normaux on peut donc écrire 

\/a i<H> (a). 
0 

La même remarque nous permet d'écrire 

(*) Va (<W) (<H )(a))= /\) 
2 0 0 

(-:.a) Va ((<H >(a)= oj) :J A) 
0 • 

( ***) V ex ( ( < H > ( a ) = 0 1 1 ) :> 7 A) • 
0 0 

Consiclérons 1 1 algorithme II de schème 

~ 
5 ol ~ ois 
olss~o~ 
oJs ~ • 

) 0 -+ 0 

~ ---? 5 

(~ER) 
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et soit H le code de l'algorithme TI <H ) (plus exactement le code de la traduction 
0 0 

de cet algorithme dans Alors on a encore 

Va ~ <B> (o:) 

car Il est applicable à· tous les mots dans R o Df, plus ( 7'.--x-) if!1plique que B ç A où 

B désigne l'ensemble défini par: 

( < H) (f.i) = /\) • 
0 

Mais inversement on a 

Va (A :)(<H > (a)= ol) 
0 0 

car : <w
2

) ( < H )(a)) = /\ et A et < H ) (a) = 011 sont incompatibles (voir 
0 0 0 • 

[?] où. on établit ((7A&(AVB)):iB) en n'utilisant que les axiomes donnés ici). 

Considérons maintenant le cas où. A nYest pas une formule normale (mais A peut 

être équivalente à une formule normale)o A est équivalente à priori à une formule 

de la forme 3 f.> B où. B est une formule normale ( ici à deux paramètres a et p) o 

La reformulation constructive de 

conduit à la formule : 

(D) 

voir [,] (la reformulation de ( 3 ~ B y l 3 (3 B) passe par ( 3 p By V 13 7 B) dont la 



reformulation donne (voir princiJJe 4.(i)) 

(a) 

0 , /. . ! . ( 1 ) 
etan-G une variable d objet pour. l O, 1 J n rentrant p2.s dans 

se reformule en Jcr((o = o!):J(! Cf(/\)&Fp(t\ LB_!) 
- cr \J 

37. 

où cr est une variable de genre }, ( variables fonctorielles sur A). Et (a) devient 

(b) 

On aboutit à la formule donnée en appliquant alors le principe 4o(iii), r
1 

et 

cp
2 

sont évidemment des algorithmes sur A, transformant tout mot dans A en un mot 

dans { o, 1} • 

Soit H
1

, H
2 

mots dans {o, 1} tel que <H
1

) et (H
2

) vérifient la formule (D) 

quand ils remplacent et (de tels algorithmes peuvent être construits par 

hypothèse). 

L I algorithme < H) = I 
O 

< H
1
) répond à notre question il est clair que 

V a ! < H ) (a) ( on a 

Si P est un mot dans A tel que <H)(P) == /\ , alors (<H1 > (P) '=; 01) et donc 

<H/P)) est applicable à /\ et dorme un moi: tel que F::~<H/(P))(,\) LB_! soit vraie. 

Donc on a 
cc 

Fp LA_t est vraieo Donc A contient l'ensemble Récipro-

quement, si PEA comme alors on a J()B co1, d. qu'on veut construire 1m mot Q tel 

que soit vraie, PEA est incompatible avec Donc , c orrJ11e 

précédemment on a que P appartient à 1 1 ensemble défini par (<H>(a) = /\)" 

Ceci constitue donc une justifica·bon du raisonneEient informel suivant 
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"Supposons Va (A V 7 A). En vertu du principe 4. (i) on peut construire un algo-

et tel que l I on ait: pour tout mot P da;1s 

( (/A(P) == 0 i) :> A) . 
( (1A.(P) = 01 j) :::> 7 A) • . 

Si TI est l'algorithme de schème indiqué plus haut, l'algorithme 

vérifie 

Va ! <H> (a) 

Vo:((<H)(a) == /1.) _ pl LA.J) 
0: 

où Î désigne le paramètre de A". 

Nous aurons recours à ce type de raisonnement par la suite. 

·on établit aussi 

ou en 

Il /A de code 
0 

Proposition 2. Tout ensemble résoluble de mots da_Ds A est énumérable. 

H 

Preuve. Soit A un tel ensemble. On peut construire un mot H dans 1 O, ! } tel 

que 
'r/a l <H) (a) 

Va((<H> (a) A)== A). 

Soit IP.
0 

l I algorithme de schème 

;: B) 

B est l'alphabet de ( H>, et désignons par /A l 1 algorithme 
0 

/A <II). 
0 

-loi· 
Désignons par /A l'algorithme dont le schèrr,e d 1 obtient c1. rartir de celui de /A" 

en remplaçant les points par la lettre O qu'on suppose ne pE'.S appartenir à l'alphabet 

de /A), en remplaçant dans les formules simples la lettre ---+ par le mot ~ 0 

~f 
et en mettant comme premières forrr:ules du schème de /A ~ et ,dans cet ordre les formules 
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~ □ ~ O ~ ( ~ lettre de 1 1 alphabet de !A) et 0- • D • Soit a; 1 1 algorithme donnant 

. ' 1 c-rne 
la n :i.térée de l\ (vo:i r A \ 

! ) • 0 

J
I O S --,,. rJ 

D --+ o 

L ~ ·! 
( î; E alplw.bet cle 

Onconsidèrealors !B(P □ n):::'lD(O:.:(A*P)) où P estunmotda11s A et n unentier. 

L'algorithme. [8 
ième 

donne le résultat cle n pas du processus de l'application de 

fA au mot P. On vérifie aisément que IB possède les propriétés : 

(i) pour tout mot P dans A et pour tout entier n, IB(P on) a un sens. 

(ii) pour tout entier n, si IB(P Cl n) /\ , alors pour tout entier m, m >,. n on 

a aussi ü3(P □ m) = /\ o 

(iii) [A est applicable au mot P si et seulement si il existe un entier n tel 

que IB(P on) = /\ o 

On appellera B le développement canonique de [A. 

Soit < I nat) un algorithme de reconnaissance des entiers pexmi les mots de { 0, 1 } • 

Soit ~ algorithme tel que pour tout mot P dans R et tout mot N dans { O, I} 

on ait :);5 (PD N) ~ <I ) (N)IB(P ON) o 
nat 

Alors, pa.r construction de {A on a 

V o: ( lA(a) et donc = /i) 6 est 

une variable d 1 o b,j et }Jour les mots dans 

On veut mettre la concli tion 3 6(Y:;(o: D 6) ,\) sous la forrr:e 35(1E(ô) -- a) où 

IE est un algorithme dont nous allons indiquer la construction. 

On peut construire un algori th.me IN sur l O, 1; applicable à tous les entiers 

et énumérant' sans répétition (c. à do n /cm entraine C\(n) f i:'.\C:,) tous les mots dans 
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A, · · . IN- 1 • A ainsi que son inverse éta.nt fixé e_t se fondant sur l'ordre lexicographi-

que on peut donner IN-
1 

par la formule 

o1 n est le nombre de lettres de A' la ième lettre du mot P" On fixe 

les lettres de A en posant (i Alors 

l'inverse IN peut être donné par le schème (IN est applicable à tous les mots) 

aj -..+bj 

aol -+ b 

aü-+ • 

a--+• 

bln -+ cb 

1 
i-1 

b -+È, 
•i 

b -► ~1 

C-+ 1 

--+ a 

(i 2, ••• ;n) 

.c, b, a sont supposés ne pas appartenir à AU {o,ij et on suppose ici o,I f A pour 

la coITLmodité de la construction de !No 

On construit en même temps une bijection constructive entre les entiers et les 

couples d'entiers. On pose 

o~ n et m sont des entiers. 

(dans [t3J • So Tseitine donne un schème l)Oss:i.ble pour !K). 

On sait construire des algorithmes n et ]: afiÜicables È:. tous mots dans 
1 2 

{o,j) (cf. [t;J), tels que pour tout entiers n et m on ait 

QK(K (n) D Il (n)) == n) 
1 2 0 

(Il, (tK(nom)) == n) & (JI (iK(nom)) == m))o 
1 • • 2 0 
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A partir du développement canonique cle !A, c. D d. 1B et do 1 1 algorithme IN et 

dos théorèmes du '.J ·1, on peut con~;trviro rn1 aJ gori tlHne iB 
1 

appl1cao1e a tcus les 

mots n O m où_ n •et m sont èles entiers et tels que 1 1 on ait pour tous los entiers 

n et m 

( (IB(IN(n) w m) = /\) :ë: (lB (nom) == f\)) 
• 1 o 

avec 

En utilisant le théorème de réunion des algori th.mes, on peut construire un algori tlm1e 

IE tel que pour tout entier n on ait 
0 

IE (n) = IN(TI
1 

(n) )œ
1 

(TI (n) □ TI (n)). 
0 • 1 2 

Comme D f. A , on constate aisément que 

V a(35(Œ'(o)Œ/6) ':' a) § 3 t (:B (a □ [) = l\)) 

où fF, construit à partir de .< I t) 
na 

e~ 
transforme rie mot vide les mots dans { o,j} 

qui sont des entiers et eux seuls, et transforme en D les autres mots~ Si on pose 

tE(N) ~IF(N)IF
0

(N) pour tout mot dans lo,IJ · (théorème de réunion des algorithmes) on 

a le résultat ahnoncéo 0 

Simultanément, on a la 

Pro·posi tion 3 o ,9n _:peut construire un ensemble énuméra.ble de mot~ _qans to, 1) g_ui 

Nous ne démontrons pas ce résultat j ci o Nous l'avons en fait établi en construü,a11t 

un algorithme dont on ne peut déterminer algorithmiquement 1 1 applicabi1ité, car on peut 

éta,blir (cfo [15]) que le domaine de définition d 1un algorithme est énumérable il 
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suffit d'utiliser l'algorithme de développerr:ent canonique construit J)récéderrnrn:rnt. 

Enfin, concernant J.e·s enser.1bJ.es énümérables on peut énoncer 

où a désigne le para~11ètre de A. 

La démonstration repose sµr le 

Lemme : Soit A un ensemble énumérable de mots dérn~ A. On ~ construire ~ mot 

H dans { O, IJ tel que 

(i) 't/a ! <H> (a) 

(ii) 'r/ a (A ~ 3 \'"(<H>(f) = a)) 
Q • 

Preuve du lemme. 

Désignons par [A 1 1 algori tbme < H > et par 1B le développement canonique de CAo 

Soit œ
1 

tel que pour tout couple d'entiers n et m 

IB
1 

(nom) ~ !B(IN(m) on) où IN énumère les mots dans A à 1 1 aide des entiers. 

Soit Œ(n) ~IB
1

(I
1

(n) o rr
2
(n)) (cf. démonstration de la proposition 2)o Alors soit 

On peut construire un algorithme 

P da.ns A , HE (F) 
0 

et fE (P) 
0 

sch(,rnG 

{E 
0 

sur c,. ( .L t . , contenan 

est un :11ot dans 

Soit alors, pour tout mot P dans A, 

Il est clair que Va lE(o:) 

l ' l \ lO,!JJ tel que pour tout mot 

( on prend IJar exernp1 e [E 
0 

de 
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et 

où r-, est. du mé:rne gen:re que y-- et Cl v C) 
u 

On co,nsidère H mot dans { 0, / J tel que Va i <H) (a) et Va(A =3t(<H>(t)=:i:)). 
ii • 

Soit P un mot dans A o Comme 'V f t<H>( t) on peut construire un algorithme testant si 

<H>(j) ': P ou non (et cet algorithme peut êtr~ construit indépendamment de P)o D1 après 

le principe 4o(i) on a donc : 

Par le principe de Markov, on a donc: 

On a ceci g_uel que soit P. 

Donc la règle 

permet d'écrire 

c'est-à-dire 

A :) fr- (a) 
A".)'ef a {l'~(x) 

5 e2• Il faut mentionner q_u I il existe uno autre notion constructive d I ensemble 

la notion d I ensemble_ gtfoérab f. 

'Un exemple est donné par la définition des ent:i.er.s donnée au début du point 4 du 

Ilremier paragraphe o 

Cette notion est basée sur celle de calcul o Un calcul est constitué par la dmmée 

d'un alphabet, l'alphabet du calcul, et une liste (finie) de règles de déduction 

indiqua.nt comment on obtient les mots dans l'alphabet du calcul, déductibles dans ce 
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calcul (on peut donner ou ne pas donner des mots initialL-...;: du calcul (jouant le rôle 

d I axio:ncs élans le caicu.l. logique 

d 1 objets constitués 'd'un alphabet et d'un calcul sur cet alphabet (cL définition des 

algorithmes normaux) est appelé ensemble génératif o Un mot P dans A est dit appar-

tenir à cet ensemble, si le mot P est déductible dans le calcul donné. 

On définit 1 1 égalité entre un ensemble géllf.fratif de mots dans R et un ensemble 

de mots dans A par l'équivalence de l'appartenance à chacun de ces ensembles. 

On démontre qu'il y a équivalence entre la notion d'ensemble génératif et celle 

d'ensemble énurnérable. 

6. Dans ce qui a été fait jusqu'ici, les variables représentaient toujours des mots 

quelconques dans des alphabets do1méso Dans ce qui précède on a déjà formulé des énoncés 

relatifs seulement aux entiers naturelso Par la suite on aura souvent à raisonner sur 

une catégorie délimitée d I objets, par exemple, les ratio1mels ou les réels, etc •• o 

On est alors conduit à introduire de nouvelles variables appelées variables 

restreintes. 

Une variable restreinte (cl1objet ou fonctorielle) est définie comme au point 2 par 

une lettre générique v. Les valeurs admissibles seront de nouveaux des mots du genre 

{;. Hais ces mots ne sont plus les mêmes que précéèlemr.,ent. Soit A l 1 alphabet corres-

:pondant à la variable restreinte envisagéeo Notons d la lettre générique des variables 

restreintes d'objet, p celle des variables restreintes fonctorielles. La restriction 

a~oportée est c1u •un mot du genre d · est un élc.Srnent d 1Tu.7. ensemble de mot dans A fixé 
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à 1 'avance par une formule A un mot du genre p est un mot appartenant à un ensemble 

Les formules A et B sont dites formules caractri:cistiques des lettres d et r 
' 

respectivement. 

Pour l'interprétation des formules contenant des variables restreintes, on passe 

par l'intermédiaire des formules dites de base (c'est-à-dire ne contenant pas de variables 

restreintes). Dans la monographie [~J déjà citée N. Ao Chanine décrit un algorithme 

normalisable transformant toute formule {Y- en une formule de base qui lui est équivalente 

qu I on note c L.\J':.i o L'interprétation de 0- est alors 1 1 interprétation de la formule 

Dans [ 1] N. A. Chanine énonce des théorèmes sur l'interprétation constructives des 

fo~mules dans le cas où les formules caractéristiques des variables restreintes sont 

normales, et qui permettent d'éviter le passage par la formule de base. 

Le principe du passage à la formule de base associée à une formule est d'expliciter 

les conditions liées à toutes les variables restreintes entrant dans la formulé. Les 

théorèmes indiquent alors qu'on peut appliquer le principe (iii) aux formules contenant 

des variables restreintes. 

On peut c§galem,:-nt démontrer de telles forrrnles en utilisant les axiomes J.1 et 3, 15 

et les règles de déductiono L'axiotrn➔ 3o16 est valable pour les variables de base ou les 

variables restreintes doht 1 1 enser0b1e car2,ctéristique est énurnérable ( et non vide). 

Reprdnons le cas de 1a formule 
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( 1 ) Va(AVB) 

même genre que celui de a. Soî·t C la. formule caractéristique de ao La formule de 

base équiyalente à (1) est: 

( 1 ' ) 

ç, variable de base correspondant à li alphabet de définition de C. 

Désignons par c1 la formule F~ LC-' 

A1 la formule 
a 

F ~ LA_J 

B1 la formule 
a 

Fi; LB_j • 
1 

Il est clair Fa tJA V B).J (Fa a 
LBJ). que X LAJ V FÏ-> 

{) /> 

Supposons C normale. 

Alors on a à reformuler 

( 1 ") 

ou 

ov. W. est la formule : 

On reformule (c
1 

::; 35,1;,) qui, du fait que 5 ne figure pas dans c
1 

donne 

o- étant une variablG fonctorielle correspondant L l'alphabet de 5 (c 1 est-È1-dire {o,l]) 

Si on note .W.
1 

la :formule 

(3) 



On applique alors le princi1Je 4. (iii) d'où : 

2 ta:r.t variable fonctoriclJ.c 

en ur. code d I alg;ori thme su.r { 0, 1 } et 

les mot's de {0,1 J q_ui sont codes d 1ux1 algo:c:î.thrre s-u.r l 1 a1r;,abet de p • 

Donc la reformulation constructive de (1) est : 

(5) 3-r\/p((<I<>p>(1:(p)) = A)~(F;Lcj ::::J (:<1:(p)>(A).î(<W/<1:(p)>(A) = A) 

4((<1:(p)>(A) = ol) ::::J F;LA_)ct-:((<1:(p)>(A) = ol 1) ::::i F;LB_)))). 

Or celle de (5) est une interprétation constructive de : 

Il reste à préciser q_uelques notations : 

4 7. 

Si [A est un algorithme applicable à tout mot du genre µ
1 

••• ~ (où ~L
1

, ••• , µ,i-:: 

·sont des lettres génériques de variables (restreintes ou non) et 1.m mot de genre 

est de la forme est de genre et transforme 

tout mot de ce genre en un mot de genre u,., on écrira 
'K+î 

Si !A. traIJ.sfor-me tou_t mot de genre µ
1 

o. o µk auquel il est s.·::::LLc2.ble e::~ 

' . 011 ecri:r-2~ 

symboles opératoires· qu I on introduira par la sui te, on psut rééiuire le rw::::ore 

d . --, ..i.., \, a' l f O J O l d " , ' r., -1 .... / 7.. ~~ ri ,......n î,.., "1 e pare1i une fJOS ans m c rT!rlJ .. e. 1 onne un rang a cnaq_ue syLoo __ e , c-c.- u v_. -1..,, __ 
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associe un entier). Un te1 sy:;:"::;o1e est o.i-c r~.2.:::q_ue. Le rang üidiq_ue alors le 

de 

ab:cévia'tions de for-rrru.1es 0 

§3. Les nombres réels constructifs. 

1 0 Définition des nombres :réels co:c:str·uctifs, 

La notion de nombre réel la plus ir:1}:,ortante en analyse constructive est 

celle qui traduit l'idée d.1 approxi:cation à un c.e6re de précision connu et 

fixé à 1 1 avance. 

Dans ce qui suit nous ne parlerons pas d 1 autres notions de nor:ibres réels. 

Nous renvoyons cette question en appendice. 

La définition des no:::bres réels s'appu_ie sur celle des nor::bres ratiorJîels, 

s'appuyant elJ.e 
,. 

n1eJ.T1e sur celle des ~r.ela -tifs. 

les e~~ :,:_ ~-::.:'~'. Y'~ t·i -:• .::, _i Q ::: :.;~:: l::. s =-~·-,=::: s 

( . \ 
]. ) 0 

(ii) LÜ 

vér:i.fie1t là for:müe 

____ .... ....._... .... 

A) ' O!J. 

oot 

os~ un en~ier naturel. 

qui 
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j°1 
-~ 0 

0 -4 ô 

-> • 1 

,, 

façon générative cofil:~e suit 

(i) les entiers naturels sont des entiers 

(ii) si N et sont des en.tiers naturels, le mo,:; IT-1-1: est un entier. 

On peut aisément trouver un algori th1;:e :9ernetta11t de recor.,naît:re parmi les 

mots dans ceux qui sont des entiers. 

Les 110:ribres rationnels (on dira "ratio::-.xiel" en abrégé po-..i.r 11nombre 

rationnel") sont les mots dans l'alphabet ' ue la foriT'.e suivante 

(i) si P est un entier, P est un rationnel 

(ii) si P est u..~ entier et Q un entier naturel différent de O 

alors le mot P /Q est un rationnel. 

A l'aide d'un algorithVie calculant le :9.g.c.d. de deux entiers on peut 

no:n1bres réels (en. abrégé '1réels") les ratic:-..2~sls et les ::::o-r,s è.21s o..
3 

de 1a 

forme P◊ Q où 
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(i) p est le code { 0' 11 ', 

où_ k, l,:n désigraent les Vêll'Ü:,oles et où_ on écrit en. abrégé 

P(H) au lieu de <P>(H) et Q(H) au lieu de <Q>(H). 

De plus IP(m)- p(,e) 1 désigne la valeur absolue du rationnel P(rr:.) - P(Q) 

(qu'on définit sans difficulté). 

Remaroue 1 On peut définir lUJ.e représentation canonique des rationnels 

de la f orrr;e P ◊ Q • 

On peut construire un algorithme ~ tel que pour tout rationnel a, ~(a) 

est le code dans { O, 1 } d'un algori thrce du i:;ype (H -> p) vérifiant 

a) (voir [1]). 

Si 'b est le code de l'algorithme de schème 

il est loi11 

égal e;, a • 

~...-~~ ..... ,..._ __ --'---·,·,-~ 
,,,_,.,,_ '-'.__, ;:-'V 

,, . -. ' -;: :::.. -,.-. - . - _-:, -,., 
\ .,_. . --· --·- -

m:Lq_ue la :propriété pour un r:ot d.1 être cî.e la fo::•èr.e P◊ '.;), 01.c P et Q sont 

des mots dans L 
0 

I-:ais, co:r:::•,e nous le ve:::Tons :;üus loin, on Ee peut pas. 
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Par la suite on notera Pr le genre de la variable restreinte correspondant 

aux nombres réelso 

On réservera les premières lettres d.e l 1 alphabet des lettres latines 

miniscules pour désigner les rationnels, et les dernières pour représenter les 

réels. 

Si x désigne donc une variable de nombre réel on introduit les notations 

x pour désigner l'algorithme de type (H ~ p) dont le code figure dans x 

et x pour désigner l'algorithme de type (H - H). On appellera x base du 

réel x et x régula te'ur de convergence de x • 

2. Egalité tl inégalité entre les réels. 

2.1 0 On définit l'égalité sur les entiers naturels par l'identité graphique. 

·on définit les inégalités ~ et ~ par 

où A est l'algorithme de schème : 

On étend aisément ces définitions aux entiers puis aux rationnels. 

De même on définit les relations < et >. 

On vérifie aisément que 
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\/ab (a~b=a<bva=b) 

Va (a>Ova~o) 

· On a d'ailleurs: 

Lemme technique 1. Pour tout rationnel a on a 

Preuve : Si a est un rationnel positif (c.à.d. a> o) on peut trouver 

(au moyen d'un algorithme ne dépendant pas de a) un entier naturel ,e tel 

(soit a un rationnel donné avec a> O, alors si P/Q est 

la forme irréductible de a, on a a~ ol/Q et de là on tire aisément ,e). 

Donc 

Donc (on applique 3.(4)) 

Ou: V,e (a ~ 2,e) :::, (a ~ o) 

car on vérifie aisément que l'on a 'qab(l(à > b) = (a~ b)). 

Enfin, il est clair que la relation d'égalité est une relation d'équivalence 

sur les rationnels et que les relations ~ et ~ sont des relations d'ordreo 

2.2. Déîinition i!.€_ l'égalité et de l'inégalité de deux noribres réels. 

Si x · et y sont des réels, on pose les relations suivantes : 

( 1 ) X= y L. \/k 3,e Vm (m ~ ,e ::::, l::::Cm) - z(m) 1 < 2-k) -, 

et on lit X égale y 

(2) X~ y ,_ \/k 3t \fm (m ~ ,e ::::, x(m) - y(m) < 2-k) -, - -
et on lit X minore y 

(3) x ) Y . ~ \fk 3,e Ym (m ~ ,e::::, :;r(m) - ;::;(m) < 2-k) 

et on lit x majore y 



(4) XI= y ~ 3kt \lm (m ~ i, ~ 1::::(m)-z(m)I ~ 2-k) 

et on lit x est différent de y 

(5) X < 
et on 1it x 

(6) x > y =; 3kt Vm (m ~ .f, ~ x(n) -y(r::) J. 2-k) - -
et on lit x est plus grand que y. 
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Désignons par cr le genre des variables restreintes désignant les algorithmes 

du type (H - H) et par f la variable restreinte (a). La reformulation 

constructive de (1), (2) et (3) exprimée à l'aide des variables restreintes 

donne : 

(2 1 ) X ~ y _ 
. k 

3f Vkm (m ~ f(k) ~ x(m) - y(m) < 2- ) - -

A l'aide du lemme technique 1 on voit que ces relations coïncident avec 

celles que l'on à défini en 2.1 pour les rationnels. On trouve également que : 

\/a (,i;(a)◊b = a). 

Nous utiliserons par la suite le 

Lemme tec½nigue 2. Pour tous réels x et y on a 

( 1 a) X = y - v n( lzGCn+1)) - ~(x(n+1)) 1 ~ 2-n) 

(2a) X~ y ·- \J n(~(x(n+1)) - rGCn+1)) -r) ~ 2 --

(3a) X ~ y - \J n(;rG(n+1)) - .:::::(x(n+1)) -r,) 
~ 2 -· 

(4a) X f Y - 3 n( l;rG(n+1)) - ~CxCn+1)) 1 > 2-n) 

(5a) X ( y - 3 n(;rG(n+1)) - ~(n+1)) > 2-n) 

(6a) X) y - 3 n(:5(x(n+1 ) ) - ;rGCn+1)) -n) > 2 -- • 
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Preuve : Pour simplifier l'écriture, nous adopterons la notation suivante 

dans la démonstration 

Démontrons simplement (1a) et (4a) 

Pour (1a), on a par définition: 

Or : lx -y 1 ~ IY -y(m)I + ly(m)-x(m)I + lx(m)-x 1 -; prenons m ~ max , 
n n n- - - n 

y(n+1) , x(n+1)) (on peut aisément définir algorithmiquement le maximum de 

deux entiers). 

Il vient alors lx -y 1 < 2-n- 1 + lx -y 1 + 2-n- 1 (par définition du régulateur 
n n m m 

de convergence), c.à.d. 

Donnons-nous k entier naturel. Si on prend de plus m ~ f(k) on a donc 

lx -y 1 n n 
-n -k < 2 + 2 • 

Donc 

et par le lemme technique 1 on a donc lx -y 1 n n 
-n 

~ 2 0 

Supposons maintenant que : 

Si on prend f(k) = max(y(k+2) , x(k+2)), 1:2.r le =:.ê::::-e type de .c-,ajoration on 

trouve (1). 

Pour (4a), par hypothèse : 
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Donc : 

2-k .{. lx(m)-y(m)I , lx(m)-x 1 + lx ~y 1 + !Y -y(m)I < lx -y 1 + 2-n 
- - - n n n n - n n 

en prenant comme précéd.emment m 1- r::ax(x(n+1), y(n+1)) et en supposant n fixé. 

En fixant donc n > k+1 on trouve : 

D'où (x f y) :::J 3n ( 1 x -y 1 > 2-n). La réciproque s'établit de la même façon. □ . . n n 

En utilisant de la même façon les définitions, on démontre aisément le 

Lemme tecbnigue 3. Soient x et y deux réels. Si : 

3 m Vi, (1, ~ m :::J y ~ x(,e)) 

[respo 3m \J,e (,e 1-m ::J ~(,e) ~ y)] alors y i x [r~SPo X~ y]. 

2~3. Propriétés des relations d'égalité .tl d'inégalité entre nombres réels. 

En revenant aux définitions, il est clair que la relation= est une relation 

d'équivalence. Nous allons démontrer le théorème 1 (voir N.A. Chanine [ 1 ])o 

Pour tous réels x et y on a : 

x=Y?=.X~Y x~y 

X f y = X < y X > y 

x<y-=x~y XfY 

X > Y = X ~ Y X f Y 

l(x t y)= x = y 

l(x <y)= x ~ y 

( 2) l(x > y) = X {, y 

-l(x = y) = x t y 

l(x ~ y) = x < y 

l(x , y) = x > y 

ll(x f y)= x-/- y 

7l(x = y) = x = y 

( 3) ll(x ~ y) = x ~ Y 

77(x ~ y) :=X.{_ y 

71 (x > Y) = X > y 

ll(x < y) = x < y) 

l(x t Y~ x = y) 

l(x < y~x ~ y) 

(4 l(x > y ~x .{. y) 

7 (x f Y~ X ~ Y X ~ Y) 

l(x < y4x > y) 



r>yvx~y :::> X ~ y ll(x = y v x /= y) 

x<yvx=y :::> X~ y ll(x 1-y v x < y) 

( 5) x 1-Y = ll(x > yvx=y) 
(6) 

ll(x ~ YvX > y) 

1 x ~ Y ~ ll(x < yvx=y) -;l(x = yvx < ~r V X 
( 

ll(x 1-YvX~ y) 

La démonstration repose sur le 

Lemme : Pour tout algorithme A du type (H - p) on a 

Vn. (/A.(n) ~ o) = 77Vn_(i(n) 1-o) 

3n (!A.(n) > o) = 77 3n(D1.(n) > o) 

> y) 

Preuve du lemme Comme A(n) ~ O est vérifiable par un algorithme 

(applicable à tous les réels, cette formule est équivalente à 
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\/n(IB(n) = A) où ~ est un algorithme résultant de la composition 

de /A avec un algorithme reconnaissant la propriété a~ 0 pour les rationnelso 

C'est une formule n~rma~e qui est donc équivalente à sa double négation. 

Considérons maintenant la formule 3n (/A.(n) > o). On sait que l'on peut 

construire un algorithme reconnaissant parwi les rationnels ceux qui possèdent 

la propriété a> O. On peut donc savoir pour chaque n, si l'on est dans 

le cas /A.(n) > 0 ou dans le cas A(n) ~ 0 (= l(A(n) > o)). 

On a donc : 

Vn (U\.(n) > 0 v l(A(n) > o))o 

En vertu d1.1. principe de J,Iarkov et de la règle de déè.uction 

On peut énoncer: 

773n (IA.(n) > o) :::i3n(A(n) > o). 

Donc, CO!IllT\e · on a toujours A :::> 77 A pour toute formule A ( cf o par exemple [ 8 ] ) 

la seconde formule du lemme est donc vraie .. □. 
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Preuve du théorème : Le lemme précédent et le lemme technique 2 et la for-

mule de contraposition (§2 3(5)) donnent aussitôt les formules des groupes (2) 

et (3) clu foéorème. 

Les deux premières formules du groupe ( 1) résultent respectivement du ler::me 

techniq_'ue 2 et des formules (§2 3 (1)) et (§2 3 (2)) qui sont 

Vx (A~B) = \Jx A~ \/x B et ~x(AvB) = 3x Av 3x B. 

Pour les deux formules restantes de ce groupe, montrons par exemple : 

X < y = X ~ y X f Y • 

Du lemme technique ·2 et du fait q_ue Va (a> 0:::, !al = a) on démontre 

aisément x <y:::, x f y. 

On a également x <y:::, x ~ y car x < y donne 

Or : X - y = X - X + X - yn + yn - ym • m m m n n 

Or : x - x , 2-min(m+ 1 ,n+ 1 ) (définition du régulateur de convergence). 
m n 

• _ / 
2 2

-min(m+1,n+1) / 
2

-min(m,n) 
2
-n 

2
-m 

Donc • x y ~ • + x - Yn ~ - , • m m n 

· Et ceci pour chaq_ue m. 

Donc Vm (x -y ~ 2-m) d'où x ~ y et donc x < y :::, x ~ y • 
m m 

Donc en vertu de l'axiome (§2.3.s) x <y:::, x ~ y,f x ,J y • 

On a vu que x ,J y ;;; x < y v x > y et que x < y = l(x > y). 

Or on sait (voir par exemple [ ?] p.50) que ((lA~(AvB)):::, B). 

Donc (l(x > y) ~ (x < y v x > y)) :::, x < y • 

Les formules du groupe (4) se déduisent de celles du groupe (2) par la 

formule l(A~lA), la formule l(x < y x > y) se déduisent par contraposition 

de (x < y ~ x > y) puisque (x < y, x > y) :::, (x ~ y .f! x > y) car x < y :::, x ~ y 
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d'après ce que nous venons de voir. 

Les formules du groupe (6) se déduisent de celles du groupe (4) par la 

Il nous reste à établir les formules du groupe (5). 

Or : x >y::) x >,, y et x =y::) x >,, y (voir définitions). 

Donc par l'axiome §2.3.11 [(A::) c)::) ((B::) c)::) (AvB::) c))J on a 

X > y V X = y ::) X >,, y o De même X < y V X = y ::) X ~ y • 

Mais : x >,, y = 7 (x < y) 

_ 7 (x ~ y~ x f y) (groupe ( 1)) 

_ 7 (7 (x > y) ~lx = y)) (groupe (2)) 

:=ll(x > yvx = y) (l(A vB) = lA~lB).o. 

On déduit immédiatement des formules du groupe (1) et de la définition que 

la relation ~ (resp. >,,) est une relation d'ordre. 

En regardant les formules du groupe (5), on peut se demander si on a ou pas 

la formule x ~ y = x > y v x = y • 

On montre en fait que 

Théorème 2 (cf.[ ]). 

l\f:xy(x ),, y \IX ~ y) 

7 Vxy(x >,, y v x < y) 

1 Vxy(x ~ y v x > y) 

lVxy(x = y v x < y v x > y) • 

La démonstration de ce théorème résulte imncédiateir1ent par contraposition 

et par addition (voir plus loin) du 

Lemme fondamental (6. 5 Tseîtin [16]) 

(7) l'vx(x ~ Ovx~ o). 
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Preuve du lemme fondamental: x étant défini par une formule normale, à 

savoir 

(ou -k . 
2 peu_t se 

(<H>(mclak) = A) puisque x(m) et x(t) sont rationnels) une reformulation 

constructive de 

(s) Vx (x ~ o v x .(. o) 

est donnée par: 

3--c 'v'x((<I >(--c(x)) = A)& (<W >h(x)) = A) ,(h(x) = ol) :::i x ~ o) 
0 'C 

~ ( h(x) = 011 ) :::i x .(. 0)) (cf. §2 o 6) o 

Soit ~ un algorithme vérifia.nt cette propriété. Alors ~ est applicable 

à tout réel, et A transforme les x > 0 en ol , car 

x > 0 = l(x .(. o) :::i 7(--c(x) = oll), et pour la même raison les x < 0 en oll • 

On peut donc construire un algorithme K sur N
3 

applicable à tous les 

réels, transformant en le mot vide tous les réels positifs (c.à.d. tels que 

x > o), mais ne transformant aucun réel négatif (c.à.d. tel que x < o) en le 

mot vide. 

On construit alors un algorithme 'lit sur N
1 

tel que: 

(i) pour tout n;ot H auquel 2R,. est applicable, '.i€(H) = A ou ,e(H) = -

(ii) il est irr:possible de ccnstruire un algorithr::e ;B applicable à tous les 

mots dans N tel q_ue si ')t(H) = A alors :S(H) = A et si ?t(H) = -
0 

alors ).l.(H) /: A-. 



En effet, on peut construire aisér.:ent un algorithme 

. {A si 
2f(H) !! - si 

'll? sur N
1 

tel que 

et ! ~tof T.,) • (!..p_.\ .l..L si et seulebe~t si 

universel sur fo, 1} correspondant aux e.l 5ori thr:;es définis par le théorèI'.le 1 1 

du poin~ 6 du §1. 

Si :S est tel que pour tout H da_n.s H 
0 

on ait et si 
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alors ;B(H) =;;= A et ;B(H) -/: A si ~(H) = - considérons ~
1 

, 1~ traduction 

de p dans l'extension standard de N • ( C. ào d. les mots dans U 
0 . 0 

restent 

inchangés par la traduction considérée). Alors p
1 

a les mêmes propriétés que 

}I par rapport à 2f,. Soit alors H
1 

== E B
1 

3 o On a donc B
1 

(H) = 

puisque !;a
1 

(H). Donc ~(H
1

) a un sens et ~(H
1

) = A ou 2t(h
1

) = - • 

Si· 2Q(H
1

) = A alors p
1 

(H
1

) = A ce qui est impossible car 2t(H
1

) = A si 

Considérons maintenant pour IB l'algorithme de développement canonique 

de ~ (cf. §2.5.1 démonstration de la proposition 2). On a: pour tout mot H 

dans N
0 

et tout entier naturel n , B(H en) a un sens et si B(H on) = A , 

alors pour tout m ~ n B(H o m) = A et '2.t est applicable È:. TT si et seulement 

si il existe un e:'ltier naturel n tel ~'C.e B(:î on) == A .. 

On construit alors un algorith~e t défi~i ~ar 

Coà.do C(H) est applicable à H si et seulement si il existe un entier n 

tel que ~(Hon)== A, auquel cas t(H) est le plus petit entier naturel· m 

pour lequel B(H cm) = A • On peut construire un tel algorith1Le à. l'aide du 



théorème 2 de §1.5.6 (théorème de répétition conditionnelle des algorithmes). 

On peut alors construire un algorithme ID tel que : 

ID(H c n) 
rosi B(~Ir;;::-~)ln 

~ .l 1l(HJil[ .2-f(H) si @(Han) 

Notons , ( cf. [ ]) ~ IDH l'algorithme obtenu à partir de 
0 

ID en fixant H. 

ID est du type (H --p), car IB(H on) = A implique que ! 2e(H) et donc 
He 

!~(H) a lieu également. 

Soit alors un algorithme ~ tel que : 

où H est le code de l'algorithme de schème { - -~ ·.(On vérifie aisément que 
'{; 

l'algorithme ~ peut être construit). 

Alors pour chaque H, E(H) est un réel. 

En effet : si ID(HQn) = 0 , alors pour m ~ n , si B(H .o m) = A on 
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aura ! (l;(H) et donc ~(H) > n et si B(H g1m) / A on aura D(H o m) = O ; dans 

les deux cas pour m >,. n I ID(H b m) 1 < 2-n si ID(H on) f 0 alors pour 

m ~n ID(Hcm) = ID(Hcrn) et donc si k et ,e 4-n on a IID(Hok)-ID(Hc,e)i <2-n. 

Remarquons alors que si 4'~(H) = A , alors et si 

alors E(H) = -2-t(H) < 0; de plus si -:ie n'est pas applicable 

à H, alors E(H) =O. 

Considérons alors l'algorithme : 

IF(H) ~ IK(E(H) ). 
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IE est applicable à H pour tout H da.-ris et il en est donc de même pour IF 

( car [K est applicable à tous les réels). :e plus si 'le(E) = A alors 

C(H) > 0 et dor~c eJ.crs et 

donc rK(B(H)) = W(H) 1 A Or !? ne :peut ezister è.' après la construction de !le. 

Donc 1K lui-même ne peut être construi to J' où l'assertion (.7). □ . 

3. Opérations~~ nombres réels constructifs 0 

3.1. Module d'un nombre réel. 

Considérons x un réel. On construit à partir de x un mot y dans N
3 

de la forme P~ Q de telle sorte q_ue 

'4n <P>(n) = l~(n)j 

\:ln <Q>(n) = x(n) 

En fait, on peut construire deux algorithmes 

pour tous l.es mots de la forme PoQ 

avec d~ plus 

dans N 
3 

on ait 

et 

gorithmes sur les entiers naturels vérifiant les propriétés 

sur tels que 

r: étant un algorithme de constructio:::. è.e la i.-2.ls,_;_r e.osol'J.e d'un nc:c-."ore rationnel 

(on peut par exemple convenir que si !<P>(n) 
.,._ 

~ n'est applica~le à <P>(n) 

que si ce mot est un nombre rationI1el). 

Il est clair qu'à l'aide des théorèmes établis sur les algorithmes, en particulier 

le théorème de l'algorithme universel, on peut construire M
1 

et r~ - ··2 • 



Lorsque x est un réel, comme pour tous.rationnels a et b on a 

1 lai-lb! 1 .(. la-b! , il est clair que [,1
1 

(xh M
2

(x) est un réel qu'on désignera 

On écrira dÔnc 

\ln (!_xi (n) = l~(n) 1) 

Yn (ï-;r-(n) = x(n)) 

Pour les autres opérations, c'est sous cette forme qu'on donnera leurs 

définitions, étant entendu qu'on peut en fait définir des algorithmes plus 

généraux correspondant aux opérations indiquées 0 

On remarquera que pour tout rationnel a 

(au sens de l'égalité 

entre nombres réels), ce qui justifie la notation introduite. 

3.2. Somme tl différence de nombres réels. 

Soient x et y deux réels. On définit leur somme (respo leur différence 

par les relations 

x+y(n) = ~(n) + z(n) [resp. x-y(n) = ~(n) - z(n)] 

x+y(n) = max(x(n+1),y(n+1)) [resp. x-y(n) = max(x(n+1 ),y(n+1 ))] 

qui permettent aisément de vérifier que les mots dans N • 3 . 

sont des réels et que les opéra-

tions ainsi définies correspondent aux opérations définies sur les ·rationnels. 

En particulier il est clair que pour tous rationnels a et b 
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A l'aide de ces deux opérations on reut définir le maxi~ur:i et le rrQrrisu..rr: de 

deux réels x et y 

ÜL pose 

max(x cy) = -}(x+y) + ½I x-yl 

min(x o y) = ½ (x+y) - ½I x-yj 

Alors pour tous rationnels a et b : 

max(a ob) = max(a, b) 

min(aab) = min(a,b) 

On peut d'ailleurs définir ces opérations directement par: 

max(xay)(n) = max(x(n),y(n) - -
max(x □,Y) (n) = max(x(n+1 ) , y(n+1)) 

min(xoy)(n) = min(:15(n),z(n)) 

min(x 0 y) (n) = max(x(n+1) ,y(n+1)) • 

Enfin on peut aisément définir la soEme d'un nombre quelconque fL'li de réels. 

3.3. Multiplication de norr..bres réels. 

Soient x et y deux nombres réels. C::1 dé:::irü t leur produit à 1 1 aide è.es 

relations 

x.y(n) = x(n)y(n) - . - -

-( \ (-( ) -:( ) -( -) -:::.r \) x.y nJ ~ max x O ,Y O ,x L..!.1..!.~ ,J\.L+1..:.::::; 

L'existence de D résulte aussitôt du fait que toute suite de Cauchy est bornée 



si k 1-x(o) 

k ~ y(O) 

la multiplication habituelle. 

3.i:J.. Division d'un réel E:L_ :lQ;. réel .!!21l nul. 

On peut soit procéder directement comme dans [ 1 ], soit définir l'inverse 

d'un réel non nul, et se ramener ainsi à la multiplication. C'est ce q_ue nous 

allons faire ici. 

La construction repose sur le 

Lemme (cf. G.S. Tseîtine [15]). On peut construire des algorithmes ID , ID+ 

et & vérifiant les propriétés suivantes : 

(i) ID et ID+ sont du type (AH-> p) et satisfont aux relations : 

+( ) -( ) . -n ID Xe n - D xon < 2 

(ii) & est du type . (p, ~ H). Il est applicable au réel x si et seulement 

si x > 0 auquel cas x > 2-&(x) 

Preuve du lemme : Pour (i), on construit des algori thr:~es O et D+ tels 

q_ue l'on ait : -n-? 2 - -

(on utilise les théorèmes de l' algori thrn.e universel et de cot1posi tion des 

algorithmes normaux); 

Les relations indiquées résultent de la construction et du lemme technique 2. 
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Pour. (ii) il est clair qu'on peut cc~struire un algorithme A du type 

(p -► H) tel que 

On définit 2.l-::::Ts 

t(x) 

Si x >· 0 , alors du lernrne technique 2 o,.:. E. qu 1 '"Jn peut trouyer u11 entier naturel 

Or, par définition du régulateur de convergence, 2-rnin(n+1 ,k+1) • 
:x; - xk ~ 11 . 

En prenant n ~ k on a donc 

Or -( ) -n-2 IDxn=x -2 n+2 

on déduit 

Or: 2-k-1 -n-2 -n 
- 2 > 2 si 

Donc pour n ~ k+1 ID-(x en) 

d'où -k-1 
X ) 2 • n 

donc de 

n ) k+1 • 

> 2-n Donc !ti(x) et " &(x) ~ k+1 . meme • Donc 

·x > ID-(x on) > 2-&(x) dans ce cas. Si t est applicable à X ' c'est qu'il 

existe un n tel que IB(xc n) =A et . donc x > ID-(xon) 

Du lemme technique 2 on déduit aisér:lent 

et x == 0 _ lxl == 0 

Donc, du leu:,e ::;irécéd.ent on déd.ui t c:,--.:i..e 

1 { (x(n) r1 

X- (n) == -

0 

si x(n) -/c 0 

xi x(n) == 0 

x- 1 (n) = max(x(n+2&( 1 xi)) ,x(G( 1 xi)) 

-n > 2 > 0 • □ • 



car si n = &(!xi) 
0 

et donc si k ~ x(:n ) 
0 

x(k) = x + (x(k) - x ) > 2-r(lx!) 
n +2 , - n +2 

0 0 

De là on tire 
1

1 _ 1 l < ?-•n 
1(k) ~(,e) . --

et donc !x- 1(k) - x- 1(t)I < 2-n. 

pour 
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'- __ -1 ( .- \ 
// .. L \.--)' 

Donc le mot -1 -1 
EX 3◊EX 3 est un réel, et pour les rationnels on a 

coS:ncidence avec la notion habituelle d~ l'inverse d'un nombre non nul. 

On peut alors définir la division du réel x par le réel différent de zéro 

y par la relation 

-1 
X: Y= X.y o 

3.5. Puissance entière d'un nombre réel. 

En utilisant le théorème 1 de §1.5.6 on construit aisément un algorithme p 

vérifiant : 

i!P(X O Ü 1 ) ~ X 

1P(x an+1) = [l(x n) .x 
0 

(n ~ 1) 

(rappelons que x est une variable de nombre réel et n une variable d'entier 

naturel). 

Avec l'algorithme a; introduit au point 3.4, on peut exprü:.er la conditio::-_ 

x 1 0 par !t(!x! ). Ceci permet d'exprimer la PJ.issance nulle d'un réel non nul 

1P(xo o) ::::. 1H t(!xl) 
0 

où H est un algorithme sur N
3 

transformant en ol tous les mots dans 

l'extension standard de 

Enfin~ pour x 10 on peut définir un algorithme de telle façon que 
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' 1 
tp(x □ -n) c:;; p(x- o n) (n ), 1) • 

On pose alors (avec ici n entier relatif). 

De ce q_ui a fait précéder:x;ent, il résulte X u:c. réel 

(pour x quelconque et n entier naturel positif ou x j O et n e~tier 

relatif'quelconque). 

3.6. Puissance fractionnaire du module ~ nombre réel. 

A l'aide des théorèmes sur les algorithmes, on peut construire des algorithmes 

, , e et x vérifiant : 

x(aon □ O):::: daon) 

{

x(aonoi) 
x(a Cl n r:li+1 ) :::: _ . -e(a 

x(aonoi) +2 

si x(a □ na it = a 

x(ao no i) on) 

si x(aonoi)n < a 

De plus on peut aisément définir de.s algorithmes dén et ~ sur N
2 

applicables~ tout rationnel tels que 

Va (~(a)/dén(a) = a) 

Va (dén(a) ~ ol) 

Va (p.g.c.d.(dén(a), l~(a)!) = o!) o 

On pose alors 'Y, algorithme sur w
3 

tel que 

!x!b 
On définit alors le réel par : 

~(n) :::: ':l'(x(n) □ bon) 



!xlb(n) ~ max(n+2, x(o)', x(R+dén(b)o(n+2))) 

avec R ~ µj((b!:5(x(o))I +2)~ b- 1 ~ 2j). 

du fait que le mot est un réel. 

4 0 Propriétés des opérations ..ê..)df_ les nombres réels. 

Les opérations introduites jusqu'ici sont des algorithmes des types 

(,a, -A) pour le module, (APi- A) pour l'addition et la multiplication, 

(AA~ A) pour la division, (,o,½:! ➔ ,o,) pour la puissance entière, (A p ➔ ,a.) 

pour la puissance du module. 
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Ce sont en fait des algorithmes d'un type particulier, que nous appellerons 

des fonctions. 

Soient des lettres génériques de variables (on pourra 

considérer ici que chaque µ. est une des lettres H , LI,, ·p , A) 
l 

(voir §2.6). 

On dit qu'un algorithme & de type (µ
1 

••• ~ ➔ ~+
1

) (resp. de type 

est une _f_o_n_c_t_i_on __ du_ tvpe _c_o_n_s_i_d_é_r_é si : 

= ~19 •.• ~o:k = ~k 
µ1 ~ µk 

6'((31 •. • (3k) a 0-\ ((31 • • • (3k) - If\ (o:1 • • • ak)) 

~+î 

où a. = f3. désigne une relation d I éouivalence n2.r::.i les :=cts du geY-.re 
l µi l 

fixée une fois pour toute et qui est alors appelée égalité des cots QU 5eLre µi 

( on abandonne la lettre µi sous le signe ·- lorsque aucu11e ambigui té n'est à 

craindre). 
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On peut alors énoncer: 

Théorèr:te 1. Les opérations sur les nombres réels construites au :point 3 

De même, la démons tra tj_on du 

' Théorème 2o L'addition et la multiplication sont associatives et co:rw~uta~ives. 

La multiplication est distributive par rapport à l'addition. De plus : 

Vx (x+O = x) Vx (x+(-x) = o) 

Vxy (x+(-y) = x-y) Yx (x.1 =x) 

Vx (x / 0 ::J x.x- 1 = 1) 

n'offre aucune difficulté. 

Les différences avec les résultats classiques apparaissent dans les propri-

étés en relation avec l'ordre. 

Notons les assertions 

Théorème 3. Pour tous réels x et. y on a : 

x 0; y =a (x-y )ao où a est un des symboles ~ , ~ , < , > , = , / o 

Preuve On revient à la définition de la soustraction (x-y(n) = :,::(n) - r(n)) 

et on applique le lemme technique 2. □ 

Théorère 4. Pour tous réels x et y on a 

(2) r X 

lx 

y ~ max(xoy) x ) nin(xo y) 

~ y = max(x o y) = x 

>y= min(xoy) = y 

x .{.. y _ max(x □ Y) = y 

X .{.. y ::= min ( X O y) = X 

(3) [ 7-l(max(xoy) = x vmax(xoy) = y) 

17 ( min ( x a y) = x v min ( x o y) = y) 



{ 

l\lxy(.max(x o y) 

7 \/xy(min(x o y) 

(5) Ji O _ !xi > 0 

(6) x = 0 = lx! = 0 

= x v max(x o y) = y) 

= x "min (x o y) = y) 

montrons que : (7) X ~ Ü Ë !xi = X (s) x ,$ 0 _ lx! = -x 

En effet, le lemme technique 2 donne : 

Or il est clair que !xi = lx 1 • Si x ~ 0 alors lx 1 = x (x est n n n n n n 
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rationnel) et si X ~ 0 n 
on a lx 1 = -x o n n Donc 2-n 11 1 1 -n-1 X ~ - ::J X -X ~ 2 • n n n 

Donc, par le lemme technique 2 (on considère en fait y' défini à partir de y 

par r'(n) = r(n+1) et il est alors clair que y 1 = y) on a donc !xi = x. 

Réciproquement, si jxl = x, le lemme technique 2 donne 

si x ~ 0 a fortiori x J -2-n 
n n 

Si x ~ 0 alors lx 1 = -x et donc n n n 

11 x 1-x 1 = -2x n n n 
d'où -n-1 

X ~ -2 n 0 Donc, le même raisonnement donne X ~ Ü • 

D1 où (7). On établit (8) et ( 9) de la rr.ê::-_e ::açorc. Pour ( 1) et (2) or, rer::arq_ue 

q_ue, en utilisant le t~éorèm.e 3 : 

Cn voit de iécoule 

(7), (s), du théorèEe 3 et de Yxy ll(x 1-y " x ~ y) ( .,__. , ' v.::.eorer::e d . t (r" 1 u poin 2. 3 o),, 

Il est clair q_ue d'après (7) et (8) (4) est une refor.mulation de 

l Vxy .(x > y v x {. y). 
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Or Vxy (x ~ y v x ~ y) ::) \/x (x ~ O v x ~ c) 

en appliquant l'axiome §2.3.14. Le lerr.rne fondamental donne donc (10) par contra-

· r_iosition. D'où les for·r::uJ.es (!;.). CJ. 

En ce qui concerne l'addition et la :rr:ul ti 1Jlication on a 

Théorème 5. x ~ O&y ~ 0::) x+y ~ 0 

pour tous réels x > o&.y ~ 0 => x+y > O 
x et y on a 

X+Y f O => X f- Ü V y f Ü 

X f O ,g y f O ;;;; X 0 y f 0 

X = Ü V y = Ü => X. y = Ü 

XoY = 0 => ll(x = 0 v y = 0) 

7 V xy(x. y = 0 ::) x = 0 v y = 0) 

Preuve. Démontrons simplement : 

(a) X 0 y f O = X -/ 0 i Y f 0 

(b) x.y = O ::) ll(x = o v y = o) 

(c) 7\/xy(x.y = 0::) x = 0 v y = o). 

Remarquons que (b) est un corollaire de (a) : la forIT.ule §2.3.(5) montre que 

(b) = l(x = 0 v y = o)::) l(xoy = o). 

Donc par la formule §2"3.(6) 

(b) = (l(x = o)4l(y = o)) ::)7(x,y = o) = (x fc Cd-y f 0)-::::Jx.y-:} o o 

Dans (a) 1 1 implication x -1--0 ~ y -1--0 -::::J x 0 y ,J O est irr,r.édiate. Supposons x.y / 0 • 

Par définition on a : 3k,e Vn (m ~ ,e => jx.y(m)j ~ 2-k) 

et donc 
-k 

~ 2 0 



Or si on a aussi ,e ~ y(o) on a : lr(m)I (. lrG(o))I + 1 • 

' d -k 1 ( ) 1, D ' C.a •• 2 ~ ~ m 2 ou 

-1 1 ou'· x ..i ' U~ ,., T 0 

On établit de même que y f- 0. 

Démontrons (c). 

Supposons : (c') Vxy (x.y = O =:lx = O v y = o). 

On a donc Vx ((lx!-x).(lx!+x) = 0 => lxl-x = 0 v lx!+x = o). 

Or: (lx!-x).(lx!+x) = lxl 2 -x 2 
(en utilisant les définitions et théorèmes 

précédents). 

Donc (c 1 ) =:l Yx (!xl-x = 0 v lxl+x = o) 

·On a déjà vu que lxl-x = 0 = x ~ 0 

lxl+x = 0 = x (. O 

et donc (c•) => Vx (x ~ Ovx ~ o). 

Du lemme fondamental on déduit donc ( è). o • 

Nous terminerons ce point par les pro:i;:riétés relatives aux modules 

Théorème 6. \/x ( 1 xi ~ o) 

Vxy lx.y! = lxl.!YI 

73. 



'ix 77( !xi = x v l~I = -x) 

l\/x (lx! = x v lx! = -x). 
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La démonstration n'offre aucune difficulté après ce qui a été fait de.ras les 

précédentes démonstrations. 

§4. Quelques propriétés ~lê:. droite réelle constructive. 

1. Systèmes d'intervalles~ la droite réelle. 

1.1. On considère l'alphabet N
4 

f; N
3 

U {t:.,V} • Dans ce qui suit les 

lettres grecques a et ~ seront des variables de nombres réels tout comme 

x, y, z., etc ••• 

On appelle intervalle tout mot dans N
4 

de la forme PVQ où P et Q 

'sont des réels (c.à.d. des mots dans N
3 

satisfaisant aux définitions données 

au point 1 du paragraphe 3) vérifiant la relation P < Q. P et Q sont 

appelés extrémités de l'intervalle P 'il Q , P est dit le début .211 extrémité ~ 

gauche de l'intervalle, Q est appelé fin .2J1 extrémité de droite de l'intervalle. 

On appelle segment tout mot dans N 
4 

de la forme P .6 Q où P et 

des réels vérifiant la relation P ~ Q. P et Q sont les extréEités du seg=e~t 

P Q, p l'extrémité de gauche ou début et Q l'extréLité de droite ou fi~. 

On appelle continu tout mot dans N
4 

qui est soit un intervalle, soit u_~ 

segment. 

Lorsque les extrémités d'un continu sont toutes deux des nombres rationnels, 

on dira que le continu lui-même est rationnel. 
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Ainsi : a:!::. f3 et a: v f3 représentent respectivement un segment (si a: ~ f3) 

et un intervalle ( si · a: < f3) a!::. b avec a ~ b est un segment rationnel ; 

Dans le cas· d'un segment a: li f3 avec a ~ f3 , on dira qu I il est dégénéré 

(respo !!2ll dégénéré)si a=f3 (resp. ex< f3). 

Enfin, on peut associ~r à un continu un ensemble de réels ou de rationnels : 

Soit ex!::. f3 (ex ~ f3) un segment. On lui associ~ l'ensemble m(ex !::. f3) défini 

par la formule : ( ex " x i x ~ f3). Dans le cas où on a affaire à un segment 

rationnel a!::. b (a ~ b), on peut en outre associer l'ensemble m (a!::. b) défini 
p 

par la formule : (a~ c &c ~ b) (c est la variable de la formule). 

Dans le cas d'un intervalle ex v f3 ( ex < f3) on associe 1 1 ensemble :rt\4+ (a V f3) 

défini par (a< x~x < f3). Dans le cas d'un intervalle rationnel on peut définir 

en outre ;)1b (avb) défini par (a < c ~ c < b). 
p 

Dans chacun de ces cas on notera respectivement x € a!::. f3 , x € a:V f3 , 

c € a!::. b , c € aVb • 

Désignons par K la lettre générique pour désigner les continus. On peut 

construire des algorithmes que nous et 1Ext
2 

tels que : pour 

tout continu a: cp f3 (où cp dési?'ce la le:~re f:. ou la lettre V), Ext . ( i = 1 , 2 ) 
1 

soit applicable à o:: cp f3 et 

IExt ( o:: m f3 ) = a 1 T • 

Il suffit de prendre les algorithmes de schèces respectifs 
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l::.ç,-'> l::. rà-à Ext
1 

fJ ç, -'> 'v (ç, E N
4

) Ext
2 ç,V - fJ 

l::.-'>. t:,-'>. 

V - l V-'> • 

1.2. Nous allons définir des relations entre ces objets : 

On.dit alors que le continu K
1 

est inclus ou contenu dans le continu JS 

de même espèce (c.à.d •. K
1 

et JS sont simultanément intervalles ou segments) 

et on note 

On a alors 

Proposition 1. Si K
1 

et JS sont des continus de même espèce, on a la 

relation si et seulement si 

(voir point 5.1 du paragraphe 2 pour la définition de l'inclusion de deux 

.ensembles). 

Preuve. La démonstration est triviale si K
1 

et JS sont des segments. 

Si K
1 

et JS sont des intervalles, on montre trivialement que 

(K
1 

C JS) ::J (:)tv.q(K1 ) c 'Jf''?l(JS)) 0 

, ( ) -n ,,.., ( ) Pour la reciproque, on remarquera que si a
1 
~ Ext 

1 
K

1 
• Alors a

1 
+ 2 E J1,;Pt K

1 

pour tout n à partir d'un certain rang, donc 

partir d'un certain rang. Comme x > 0 ::J x ~ O , en appliquant le le:mn;e technie:_ue 

2 du paragraphe précédent on trouve a~-a
2 

~ 0 où a
2 

'=; Ext
1 

(K
2

). o. 

On peut définir également la réunion et l'intersection de deux continus de 

même espèce. Désignons par la formule de définition de l'ensemble ~(K). 
,a, 
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Soient K
1 

et 1S deux continus de même espèce. Par définition 

)li,fl(K
1

) U ~\l,fl(JS)' est l'ensemble de réels défini par 

Ces ensembles sont-ils associés à des continus? 

Proposition 2. Soient K
1 

et ~ désignant des continus de même espèce. 

Si on peut trouver un réel x
0 

appartenant à 'Yc\f\(K
1
)0')tt,A(JS), alors si 

JS ~ max(IExt
1 
)o 1Ext

1 
(JS)) cpmin (Ext

2
(K

1 
)olExt/JS)) (où cp désigne la lettre b. 

ou V suivant le genre de continu que représentent· K 
1 

on a: 

Proposition 3. Il n'est pas vrai que l'on a la relation suivante: 

Preuve~ la proposition 2. On revient au lemme technique 2 du paragraphe 

précédent pour montrer que : 

en prenant par exemple la définition de Ein(x y) par 

min(xoy)(n) = min(:'.:(n),r(n)). 

Pour le cas d'intervalles on utilise le mê~e type de raisonne~ent que celui 

qui a été indiqué dans la démonstration de la proposition 1. 

Preuve de la proposition 3. L'assertion indiquée s'écrit 

\:Jx ( Ü (_ X ~ 2 : ( Ü (_ X ~ 1 V 1 ~ X ~ 2)) • 



Donc : 

't/ x ( min ( x o 2 ) ~ 0 ::J ( 0 ~ min ( x o 2 ) ~ 1 v min ( x o 2) ~ 1 ) ) 

CI est-à-dire : 

\Jx (x ~ 0 ::J O ~ x ~ 1 v x ~ 1 ) • 

Si x ~ max(xaO) on a donc : 
+ 

·v X (x ~ 1 V X ~ 1 ) 
+ + 

qui résulte de Vx (x ~ 1 v x ~ 1 ) par restriction. Mais on sait que cette 

assertion est fausse donc lès précédentes le sont aussi. □ 0 

De la m~me manière on établit (voir [ ]) : 

Proposition 4. Il n'est pas vrai que : 
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Dans la démonstration de la proposition 3 on peut cependant voir que comme 

'\Jx:y (x < y V X := y ::) X ~ y) 

(cf. Théorème 1 du point 2.3 de §3). 

On peut dire que Jti,A(o ~oil) contient la réunion des ensembles m1/o 601) et 

~A(ol bol!). On a également (m~me théorème) : 

Vx:y (x ~ y = ll(x > y v x = y)). 

Ce qui fait que le complémentaire de :»tA(Obüll) est égal à l'intersection des 

complémentaires de ?1t~(06ül) et ~tt,A(ol 6011). 

On remarquera cependant, que dans le cas de continus rationnels si on consi-

dère les ensembles de rationnels qui leur sont associés, on peut alors écrire 

'Jtt/o il oil) = 

~(0601) = 

~(oil ol) U ~(ol il oil) et que 

W>/o 60) u Y\(o ·ol) u ~(ol bol )9 
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On est donc conduit à définir les opérations de réunion et d'intersection 

pour des continus rationnels. Cependant la réu..""lion, au sens ordinaire de deux 

continus n'est pas nécessairer.ent U::c cc::-_tir_-u.. ::::,1 cù l'ir_troductio:r" de la notion de 

système de continus. 

1.30 Considérons N
5 

~N
4

U{*J et cp dési_;nant une des deux lettres V 

ou b, toujours la même dans un même mot, ou dans un même contexte. 

On dit qu'un segment a
1 

D. ~
1 

précède le segment a2 D. ~
2 

si et qu'un 

intervalle précède l'intervalle si 

On appelle système~ continus du même ~enre les mots dans N
5 

définis par 

les règles génératives suivantes 

(i) tout continu est un système de continus du même genre. 

(ii) si C est un système de continus du même genre, K un continu 

du même genre que les continus de C, et si K est précédé par chacun des 

continus de C , alors le mot C*K est un système de continus du même genre. 

La lettre générique des systèmes de continus du même genre est la lettre C. 

On dit qu'un système de continus du A r:.er1e genre est contenu dans un 

système c
2 

du même genre que c
1 

et o~~ écrit si et seuleEent si 

pour chaque continu figurant dans c
1 

, o:-_ :;:e".;.t trouver m1 continu figurant 

dans c
2 

qui le contienne. 

On définira alors l'intersection et la réur..ion à.e deux systèmes rationnels 

du même genre corn.me étant le système dont l'ensemble rationnel associé est 1 1in-

tersection (resp. la réunion) des ensembles rationnels associés aux systèmes 

initiaux. 
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A la notion de système de continus, on peut associer la notion de partition 

d'un continu, qui revient à écrire ce continu sous la forme d'un système de con-

tinus contenant des segner.ts dégénérés et en utilisant une définition·de système 

de continus ne faisant pas intervenir le genre de ces continus. En fait, cette 

notion êst adéquate dans le cas d'un segment. 

On appellera cortège de réels (ou de rationnels) les mots dans N
5 

définis 

par les règles génératives suivantes : 

(i) tout réel (resp. rationnel) est un cortège de réels (resp. de 

rationnels) 

(ii) si le mot P est un crotège de réels (resp. de rationnels) et a 

un réel (resp. a un rationnel) majorant chacun des nombres figurant dans P, 

alors le mot P*a (respo P*a) est un cortège de réels (resp. de rationnels). 

Soit maintenant un segment a t:. ~ (resp. a t:. b un segment rationnel). On 

appelle partition de ce segment tout cortège de réels (resp. de rationnels) 

a = ~ (respo a = b). 
n n 

Ainsi on ne considèrera comme partition d'un segment rationnel, qu'une 

partition rationnelle. 

Un problème qu'on peut se poser au sujet d'une partition, est de savoir si 

on peut localiser les points du segment par rapport à la partition: Il n'y a pas 

de problèmes pour les points rationnels. Quant aux points réels on sait qu'il 

faut ténir compte de 1 1 assertion 7V x (x ) O y x ~ 0). 
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Cependant on a (voir 1]7]) 

Lemme technique 1. Soient a: e~ ~ . deux réels tels que l'on ait a:< !3• Alors 

V x (x > a: v x < p) 

est vraie. 

Preuve. Comme a: < ~, on a p-a. > -G(p-a.). Comparons 11:/(x en) et D-(p am) 

qui sont des nombres rationnels. 

On a 

Donc 

Si 

on a 

+ ) -n-2 
8) (xon = x + 2 

n+2 

-n-3 
xn+2 < l3n+3 - 2 

- ) -m-2 
ID (~□ m = Pm+2 - 2 

c. 1 est-à-dire en vertu du lemme technique 2 de § 3 x < f3 

si 

on a: 
-n-3 

X 2 ~A J -2 • n+ 1~n+ 

Mais 

et 

et + ) -n x>lD (xon -2. . 

Donc 
+ -n-1 -n-1 2 -n 

ID-(pon+1)-ID(a:on+1)>~-2. -a:-2. =p-a:- • 

Donc si - ) + ) -k ID (r □ n+1 - ID (a: o n+1 > 2 

on aura + + ) [) (x..on) - ID (a: on+1 > 0 et donc X> a:. 

Il suffit donc de prendre n = G(p - a:)+ 1o 
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La con.di tion n/ (x on) - ID-(~ on+1) > 0 se vérifie aisément par un algorithme. On 

peut donc savoir si on a x>a ou si on a x >Go Donc, d'après le principe (i) du 

point 4 de § 2. l'assertion annoncée est donc vraie. o. 

Corollaire. Il existe un algorithme (C applicable à tout triple de réels x, a,~ 

avec la condition a. < ~ et tel que 1 1 on ait : 

!O:(~oa □ -p)::, <w
2

) (C(xoa. □ i,)) ~ /\ 

Q!(x □a □ p) = ol ::, x > a 
0 

œ(xoo: □ p) ~ ol 1 :J x < ~. 

La preuve est immédiate. 

Ce corollaire va nous permettre d'étudier la position d'un réel appartenant à un 

segment non dégénéré, par rapport aux composantes d'une partition a
1 

*•••*an 

vérifiant a.< a. 
1 

pour i = 1, ••• , n-1 (n ~2). 
l. i+ 

Théorème 1 ( voir ~7] ) . Soit a 6. 13 un segment non dégénéré et a
1 

* . . . * an une 

partition de ce segment vérifiant 

a.< a. 
1 l. i+ 

i = 1, ••• , n-1 (n~ 3). 

Alors, pour tout x appartenant à a t:. p, on peut trouver un entier m avec 

1 ~ m ~ n-2 tel que 
a ~x~a 

2
• 

m m+ 

Preuve. On sai. t que pour tout k avec 1 ~ k ~ n-1 on a 

et, plus précisément: 

Yx ( !t(xo °ko °k+1) & <w2) (t(x □~ □°k+l)) ~ A 

& _(~(x □ °k o°k+l) =:' ol :) x > °k) 

& ((C(xo°ko~+ 1) ':' ol 1 :J x..ç~+ 1)) 
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si pour tout k ~ n-2 G:(x □ a. □ a._ ) = O! on prend m = n-2 
k h.+1 , 

si on n'est dans aucun de ces cas on prend 

On peut remarquer que dans ce dernier cas, on aura en fait ce qui fait 

qu'on ne peut pas atteindre le résultat a; ~ x ~cr 
1

• Do 
m m+ 

2o. Suites de nombres réels. - ---
2o1. On appelle suite de nombres réels (en abrégé suite de réels) tout algorithme 

du type (H ➔ A). 

Si J est une suite de réels, on appelle régulateur de convergence de la suite f 

tout algorithme l' . du type (H ➔ H) tel que : 

Pour simplifier les notations, on notera .cf>e au lieu de T ( e), ~(n) au lieu 

de <J(e)(n), (f(e)) ~ qp{E)(JŒ)(n+1)), etc ••• 
-- n --

On appelle suite de Cauchy dans la droite réelle, tout couple (qp, W) d'algorith-

mes dont le premier élément est une suite de réels et le second, un régulateur de conver-

gence de la suite ainsi définie. 

Soit 4 une sui te de réelso On dit que le réel x est limite de la sui te t , 

et on note x = lim f si on peut construire un algorithme lf du type (H ~ H) tel 

que 

On peut' alors énoncer 
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Théorème 1 • Pour toute sui te de Cauchy, on peut construire un réel x qui est 

limite de cette suite toutes les limites d'une rr:ême suite de Cauchy sont égales. 

En fait nous allons démontrer mieux 

"On peut construire un algorithme noté [im et appelé algorithme de passage à la 

limite, applicable à toute suite de Cauchy et tel que l'on ait alors ILim J = lim cfo" 

Preuve. On utilise.simplement la méthode diagonale de Cantoro A l'aide du théorème 

de l'algorithme universel, du théorème de composition des algorithmes on peut construire 

ll.im ainsi 

ll.im t(n)"' fn(cJ>n(n)) 

et ll.im 4> (n) ':::! max( 'f (n+2) ,n+2). 

On vérifie sans difficultés que cet algorithme satisfait aux conditions du théorème. □. 

-Une forme un peu différente du même procédé permet d'établir que la droite réelle 

cpnstructive n'est pas énumérable 

Théorème 2. Pour tous réels a; et p vérifiant o: < p, et pour toute suite de 

réels q{1, on peut construire un réel x tel que 

Preuve. On pose 

et V n ( T f= x) • 
Il 

,. r.> - a 
u = a + 2.--

3 
et soit y un nombre réel. 

Nous ne savons pas a priori si y E a~~ ou non, ce qui fait que nous ne pouvons pas 

appliquer le théorème précédent. Etudions cependant t(yaao6) et t(y □ tor). 

Suivant les valeurs obtenues on obtient les conclusions suivantes 

(a) 
Q! (y Q a; q ô) =: o I l ::> y > a; 

Œ: (y O r op) =: 01 J y< î 
c .à d. y t a 1::,. )°" 



(b) 

(c) 

C (y a a; o ô) =;= 01 l y> a. 
:) 

C (y o b □ ~) =: 01 1 J y< p 

C (y O 0: Q 6) =:= 011 :J y < 6 

Coà d. 

Dans le cas b) étudions O::(yof 06). Cela donne 

t (y O f O O) =: 01 :> y > f 

C (y a f o ô) ':' O I j :> y < o 

Donc en résumé on.peut écrire 

c.à d. 

c.à d. 

yEallt, 

{ au sens de l'interprétation constructive de cette as·sertion). 
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On peut donc construire un algorithme ][, applicable à tout triple de réels y, a, 

p avec a; < p et tel que ][(y □a op) désigne celui des segments a 6 r et ôAp auquel 

y n'appartient pas. 

On pose alors: cxot:,. Po ll: a: ô. P 

o:
1
6 p

1 
= ]:(qp DO: 0 P. ) 
o o o ro 

a; 
1 

à A 
1 

= ][( if □ 0: 0 f' ) • n+ rn+ o n n n 

On peut alors aisément construire un algorithme !R tel que 

( on prend 1 1 algorithme lE X t
1 

o .IT o Jl où Jl est un algorithme tel que 

Vn (Jl(n) = f □ a □ />\ ) ) • • n n 1-n 

Il est évident qu'on peut construire un algorithme 1f tel que (IR, Y) soit une 

suite de Cauchy. Soit x sa limite. 

En utilisant le lemme technique 2 de§ 3, on établit aisément que 

'1 n (x E a t:,. A ) et en particulier x E a: 6. A • n rn r 
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Or pour chaque n, <I /. a 6. A -et donc x = <I donne une contradiction. Donc n n ,~n n 

V n (x /= <f, ) o Do 
n 

Corollaire (cf. ['1]). Il n'existe pas d'algorithme sur N
3 

reconnaissant les réels 

parmi les mots dans · N
3

• 

Preuv~. L'idée de la démonstration est que si un tel algorithme existait, à l'ajde 

d'une bijection constructive entre les entiers naturels et les mots dans N
3

, on pourrait 

construire une surjection constructive des entiers sur les réels, et en prenant le segment 

0 A oj on obtient une contradiction au théorème précédent. 

Désignons par A un algorithme sur N
3 

reconnaissant les réels parmi les mots dans 

N
3

• On a vu dans la démonstration de la proposition 2 du point 5 o 1 de § 2 comment cons-

truire des algorithmes réalisant une bijection constructive des entiers naturels sur les 

mots dans un alphabet. Nous désignerons [' un algorithme du type (H ~N
3

) (N
3 

lettre 

générique de N
3

) et ~-
1 

son inverse, des algorithmes réalisant cette bijection, et 

nous supposerons (on peut toujours s'y ramener) que IJ'(O) = Ûo . 
On construit un algorithme ~ tel que : 

si II'(n) est un réel (coà d. ,DJ,(II'(n)) = /\) 
r::,( ) ~ n a 

si II'(n) n'est pas un réel (c .à d. ft:\(II'(n)) ~ /\). 

On pose alors 

@(O) = 0 et ij(n+1) = (n+1)~(n+1) + @(n)(1 - ~(n+1)). 
0 

Si II'(ê(n)) est un réel, Sl ~(n+1) = o, alors @(n+1) = @(n) et donc ['(@(n+1)) 

est un réelo Si ~(n+1) = 1' alors 8(n+1) = n+1 et par définition de ~, ['(@(n+1)) 
0 0 

est un réel. Donc, comme @(O) = o, par induction, on voit que II'(0(n)) est un réel 
0 

pour chaque n. 
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Désignons par IE l'algorithme W @. On a donc 
0 

/l\(IE(n)) = A pour tout n. Soit . 
x un réel et 

-1 
n ~II' (x). 

0 
Or si n = O. 

0 
Si n f. 0 

0 

On a donc ~(n) = n 
0 0 0 

:Il Si 

@(n) = @(n -1)+1) = li 0 

o • o· • O(n -1) 
0 

f(n) est un réel 
0 

sinon. 

et donc on peut trouver un n tel que Œ(n) = x. .. 

alors 

Comme les réels sont définis par une formule normale, on vient de démontrer, d'après 

l'interprétation constructive des assertions 

(*) Vx 3n (IE(n) = x). 
0 

Le théorème précédent donne : 

car IE est une suite de réels. On a donc a fortiori 

(car A&B::> voir § 2.3.(7) et par le principe (ii) de § 2.4.). 

Désignons par P ce réel. D'après le principe (ii) de § 2.4. l'assertion 

Vn (P -f. IE(n)) 

est vraie. Et d'après ( *) et § 2.3.14 on a 

]n (P = Œ(n) • . 
Or Vn 7 (P = IE(n)):, 13 n (P = IE(n)) . . 

car on a ( y' x 7 iF (x) = 7 3 x -û♦ (x)) (cf. 3 2.3.(3)). 

Donc /1),. ne peut être construit. □• 

2.2. Au sujet des suites de nombres réels, on sait qu'en analyse classique, un des 

critères de con~ergence le plus utilisé est le théorème de la borne supérieure pour des 
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suites croissantes bornées. 

Ce théorème n'est pas vrai constructivement 

Théorème 3 (E. Specker). On peut construire un algori thrrre r du type -(H + p) tel 

que 

(ii) Yn (o ~ (3(n) < 1) 

(iii) a, n'admet aucun régulateur de convergence. 

Preuve. Supposons qu'on dispose d'un algorithme (X de type (ffil -+ H) tel que 

(*) 
) 'v' ij ( 0 ~ ~ ( i o j ) .( 1 ) 

l V ij (Cl\( i O j) ~ IX ( i o j + 1 ) 

(i et j variables d I entiers naturels~ 

On définit n 
«3(n) ~L ~(ion).2-i- 1 

i=O 

il est alors clair que lf3 vérifie (i) et (ii). 

Pour algorithme C(, nous allons partir de l'algorithme 1H construit au théorème 2 

du point 6 de 1. Soit 1B l'algorithme de développement canonique de IH. On sait que 

1B vérifie 

Pour tout mot H dans N et tout entier naturel n on a 
0 

! IB(H on) et si 

IB(H on) = /\ pour tout m ~ n IB(H an) = /\, et 1H est applicable au mot H si et 

seulement si 3 n (IB(H on) = /\) o Soit IN un algorithme énumérant sans répétition tous 

les mots dans {o,1J -1 
IN l'algorithme inverse et soit [M l'algorithme de schème: 

(; E alph. IB) où alph. lB désigne l'alphabet de œ. 

On prendrà alors (théorèmes de réunion et de composition des algorithmes) 



cx(i oj) _ [M(IB(lN(i) oj)). 

Supposons maintenant que ~ admette un régulateur de convergence. Soit ~ ce 

régulateur. On peut supposer que 

v'n(if(n) ~ n). 

Soit e ~ 1f(n+1), n étant fixé et considérons ro ~ 1. On a donc . 

ou 

-n-1 o ~ ((3 ce+m) - (f3 <e) < 2 

~ n e)) -i-1 0 ~ L-,(Œ (io t+m) -~(i □ .2 
i~ . 

e+m n ) -i-1 -n-1 + ~(i □ i:,+m .2 < 2 0 

+1 

Comme e ~ n+1 on a 

et en particulier, en faisant i = n 

'r/m (Oi(not'(n+1) +m) = ~(n □ f(n+1)). 

On peut construire un algorithme f tel que: 

l(n) ~ a(n□ :tr(n+1)) 

et il est clair que J est du type (H ➔ H). 

En outre, il est clair d'après(*) que l'on a: 

(**) ,~(n) = 1 = 3 m(CX(nom) = 1). 
J O 0 

Considérons alors 1K algorithme sur {o,1J défini par 

lK(H) ':!! IP( J (lN-
1 

(H))) (H mot dans 10, 1 J ) • 

où 1P est l'algorithme de schème 

{ 
01 -+ • 

0 ---+•0. 

89. 



Alors il est faciie de voir que ! IK(H) pour tout mot H et 

-1 
IK(H) = /\ = J (!N (H)) :" 1 

==:.3:::.(5r(:'~-11 E)om) = 1) 

= 3:m(œ(H □ =) = 1\ ) 

= ! IH(H). 
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Or 1H a été construit de telle sorte que la réaiisation de llt soit impossible. 

Il en résulte que «3 ne peut admettre de régulateur de convergence. o. 

Cependant, on a le résultat suivant: 

Théorème 4. Soit f une suite de rationnels telle que l'on ait 

Alors on a 

Vn 

3av'n 

('Î>n ~ 1n+1) 

(qp f a)• 
n 

Vk 7 7 3 e v n m 

Preuve. Sans restreindre la généralité de la situation, on peut supposer 

Soit k un entier naturel. 

Supposons que l'on ait 

En vertu de § 2.3. (3) on a 

Yt7Ynm 

or: (n,m >,, e :::i l'i - 'f 1 < 2-k) est de la forir.e (A ::> 7 B) où A f:; (n,m ~ l) n m 

BL (IJ -t 1 -k) 
~ 2 • 7 n m 

Donc en vertu de § 2o3o (7) la formule ( *) est équivalente à 

qui, de nouveau en vertu de§ 2o3(3) est équivalente à 

et 
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(**) nm -k) ~ 2 • 

Or, n, m et e sont des entiers, éil\ et i:f,m des rationnels. 

Donc si A ~ (n,m ~ e & l<î - gf? 1 ~ 2-k) peut se mettre sous la forme (<H>(nom) = /1 ) 
n m 

avec \fnmt <H> (nom). Donc on a Vn m (Av lA). Donc en vertu du principe de Markov, 

(**) est équivalente à 

(***) 

Soit e :zs: O. On peut donc construire n et m tels que n ,m ~ 0 et 
0 0 0 0 0 

Soit P
1 

= max(n
0 

+1 , m
0 

+1) o On peut construire n
1 

et m
1 

tels que n
1 

,m
1 
~ e

1 
et 

If -f 1 ~ 2-k, etc ••• 
n1 m1 

Considérons enfin PD = max:(~_
1 

+1 , ~
1 
+1) (on remarquera que D ~ 1). On peut 

construire ~ et ~~PD et tels que 

n. ~ m. 
l. l. 

O, ••• , D). 

On a alors 

+î 

Or, par les conditions sur les e. ' l. 
n. 

1 
>,, m. , 

1+ 1 
i = o, ... ' 

Donc 

-t ~ o. 
m. 

1 

D -k 
<J? ~ [)1 - f ) ~ (D+1) .2 > a. 

ID.... .=Ü m. Il. 
JJ 1- 1 1 

D-1 

ID 
0 

et par la croissance 
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Ceci contredit l'hypothèse 3: a Vn 

Donc la négation de ( *) est vraie. □· 

Ainsi l'algorithme construit au théorème 3 vérifie deux propriétés 

et 

qui sont contradictoires du point de vue de la logique classique. 

On peut se demander sous quelles hypothèses supplémentaires on peut conclure à 

l'existence d'une limite dans ce cas, ou dans le cas d'un ensemble borné. 

Il s'agit de la notion d'ensemble totalement borné, que l'on peut définir ainsi si 

on appelle intervalle centré en x tout intervalle de la · forme x - a vx + a où a est 

un rationnel positif (a> 0), un ensemble 'J'fù de réels est dit totalement borné si, pour 

tout a> O, on peut construire un cortège de réels appartenant à JTG (cette dernière 

hypothèse n I est pas nécessaire) tel que pour tout réel x appartenant à :m; , on peut 

indiquer un élément du cortège tel que x appartiennent à 1 1 intervalle y - a vy + a. 

On peut alors démontrer (cf. [1]) qu'un tel ensemble admet une borne supérieure et une 

borne inférieure, de même que toute fonction uniformément continue sur un tel ensemble. 

Nous n'aborderons pas davantage cette question dans le cadre de cet exposé. 

3. Compacité constructive et non-compacité,~~ de Heine-Borel, des segments de la 

droite réelle constructive. 

3.1. On dira qu'un ensemble de réels J(t, est compact si 

(i) toute &uite de Cauchy dans JfG admet une limite dans Jî[;, 

(ii) J[, est totalement borné. 
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On a alors 

Théorème 1 • Tout segment non dégénéré a!).~ définit un ensemble de réels 'JTt', (a.{), p) 
A 

qui est compact. 

Preuve. La propriété de complétude découle du fait suivant si i' est une suite 

de réels convergeant vers x et si 

alors a; ~ x t ~. 

Cela résulte des lemmes techniques 2 et 3 du point 2 de § 3. 

La propriété (ii) de la·définition résulte du théorème 1 du point 1.3 de ce paragra-

phe, en choisissant, a>O étant donné des partitions du.genre 

où N ~ jtn(";: < n). 

3.2. Cependant, l'ensemble de réels associé à un segment n'est pas compact au sens 

de la définition classique à l'aide de la propriété de recouvrement fini par des ouverts. 

Nous allons suivre ici la démonstration donnée par I. D. Zaslavsky dans [17]. 

Nous allons en premier lieu établir la 

Proposition 1 (I. Do Zaslavsky). On peut construire des algorithmes 'Ïf> , JN, G- et 

(i) <]p est applicable à tout entier naturel n qu'il transforme en un système de 

segments rationnels 

(ii) JN est applicable à tout réel qu'il transforme en un entier naturel 

(iii) G- et G+ sont applicables à tout réel et ils transforment chaque réel en 

un rationnel 

(iv) 1é =ÛllOI 
0 • 

(v) Vn (éff?n+1 C 4n) 

(vi) Vx' (G-(x) < x < G+(x)) 

(vii) pour tout x, l'intervalle G-(x) VG+(x) est disjoint du système <Jt,N(x), 

c.à d. est disjoint de chaque segment de ce système. 
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On dit que l'intervalle a1vp
1 

est disjoint du segment a
2
llr

2 
si on a a

2 
~ ~

1 
ou 

Preuve de la provosition 1o 

1ère étape. Définition des Jl-cortèaes. 

A tout cortège P de zéros et de uns (on notera 1 ~ ol) on associe un segment, 

un segment a ~ A ini~ial étant donné. On peut construire un algorithme (D"" 
O IJo· 

applicable 

à tout mot de la forme a □ (3 □ P où a; et p sont des réels tels que a< p et P un 

cortège de zéros et de uns (on dira dorénavant un cortège), tel que l'on ait 

si 

alors 

o-(aop □ O) =al:!.. a + '-'7 

p -a 
(O""(a □ ~ □ P*O)=a aa +....E..__E • p p 3 

~p-ap 
2.- 3 - A ~Po 

En outre, on désigne par qJ et œomp les algorithmes de schèmes respectifs 

r· ~ 1 ô 

Comp j 
□□~ -s □□o ( E N

4
) 

ô ~. is 0
- 1 

qJ l ~ -----;, I; EN 4 
i O s -1; 00 

1 ° □ *---;. 1 ° -016 
0 ~ o~!;O 

Ooo*~- O □□ * (1EN 4 U{*J) 

0 00* ~· 
Il est alors clair que pour tout cortège P, (Q(P) don.ne le nombre de zéros et de uns de 

P, qu'on appellera longueur de P, et que <Comp est applicable à tout mot na P où 

1 
ième 

n est un entier naturel et P un cortège avec : <Comp(no P) est a n composante 
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du cortège si 1 ~ n❖ ~(P) o On peut remarquer que Comp a cette propriété pour des 

cortèges de mots dans N
4 

définis par la lettre *. 

On considère alors ~ un algorithme du type (H-'..+ H) tel que 

(i) pour chaque n, si ! JJ(n), alors JJ(n) = 0 ou JJ(n) = 1 . . 
(ii) il est impossible de construire un algorithme 1K du typé (H---+ H) _vérifiant 

la propriété 

'vn (n > 0 & l JJ(n)::> IK(n) = JJ(n)) o 

• 

Au cours de la démonstration du lemme fondamental de ~ 3 on a indiqué un moyen de cons-

truire un tel algorithme. 

Nous désignerons alors par 1B l'algorithme de développement canonique de J). 

On appellera alors Jl-cortège, tout cortège P vérifiant la propriété 

(*) \fn (1~n~(Q(P) & IB(no(Q(P)) = /\ ::> <Comp(n □ P) = JJ(n)). . . 
Rêmarquons que la condition IB(A □ (Q(P)) =/\implique !JJ(n). 

2ème étape. Propriétés des J-cortèges. 

Les propri.étés des Jl-cortèges ( voir D 7]) sont les suivants 

(a) on peut construire un algorithme IR applicable à tous les cortèges P et tel 

que pour chaque P, IR(P) = /\ si et seulement si P est un Jl...cortège 
• 

(b) pour tout entier n positif, on peut construire un JI-cortège de longueur n 

(c) soient P et Q deux cortèges tels que Q soit un début de P (comme mots 

dans N
5

) et P soit un .:B--cortège, alors Q est un JI-cortège 

(d) il est impossible de construire un algorithme [A du type (H ~ H) tel que 

pour chaque p.· le mot IÀ.(1) * ... * /À(n) soit un Jl...cortège de longueur n. 
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(e) pour chaque n positif, un JJ-cortège de longueur n P est quasi-réalisable 

rie.p~ 
(c. à d. on ne peut pas/construire P) tel.qu'on puisse construire un nombre aussi grand 

qu'on veut de JL.cortèges dont P est un début. 

La propriété (a) résulte de ce que(*) est algorithmiquement vérifiable (on utilise 

le théorème de ramification des algorithmes pour tester 1,< n ,< ((P) ·, IB(n □ ~(P)) = /\ . 
ou non et ce qu'on doit f?ire dans chaque cas). 

La propriété (c) résulte des définitions et des propriétés de 1B on a par hypothèse 

(**) Vn (1~ n~ !g(Q):, «:omp(n □ Q) = Comp(n □ P)) . 
De plus, si IB(n □ ~(Q)) = /\ alors i(P) ~ {(Q) fait que IB(n □ i(P)) = /\ et comme . 
tomp(noP) = JJ(n) par(**) on a C:omp(n □ Q) = JJ(n). D'où la propriété. 

0 0 . 

Considérons 1 1 algor~thme [A ainsi défini 

Soit alors 

LA.(n □ m) = JJ(n) 

!A.(nom)=O 

si 

si 

Pf;lA.(1 □ n) *li\(2on) * 

IB(nc:i m) = /\ 

IB(no m) -1= A • . 
*lÂ(non). 

Alors si 1~k,<n et IB(kon) = A on a donc «:omp(koP) =/À(k □ n) et alors 
0 

&(ko n) = JJ(k) o Donc P est un Js-cortège de longueur n et comme [A peut être construit 

(ramification des algorithmes), la propriété (b) a lieu. 

Supposons que l'on puisse construire un algorithme [A du type (H ~ H) tel que 

pour chaque n le mot [A(1) *o••*LA.(n) soit un J-cortège de longueur n. Soit k tel 

que !JJ(k). Alors il existe un entier naturel m tel que CB(k □ m) = A • Considérons 

alors LA( 1 ) * • • •·* lA.(m ) 
' 0 

où m = max(k,m) 
0 

c'est un JJ-cortège et donc 



entraine ~omp(koP) = JJ(k) c. à d. Oi.(k) = Jl(k). Or un tel algorithme est impossible . 
par construction de Jl. D'où la propriété (d). 

Montrons ( e) : considérons da,ns ce point particulier la lettre b comme lettre géné-

rique des cortèges. Comme pour chaque entier naturel m 
. m+1 
il y a au plus 2 Jl-cortèges 

de longueur m+1, en vertu de la propriété (c), l'assertion "on peut construire un aussi 

grand nombre qu'on veut de JJ.-cortèges dont P est un début" équivaut à "pour chaque 

entier naturel m, on peut construire un Jl-cortège Q de longueur m+1, dont P est 

un début". Ainsi (e) peut s'écrire: 

Supposons que l'on ait: 

on a donc par (2.3.3) et (2.3.7) 

b
1 

étant fixé, supposons que : 

Alors par (2.3.3) puis (2.3.7) on a successivement 
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On pose 

il est clair, puisque A(b
1 

,b
2

,m) est défini par l'intersection de deux algorithmes, que 

A(b
1 

,b
2

,m) est algorithmiquement vérifiable et qu'on a: 

Donc, par le principe de Markov 

Donc 

Donc (o) contredit(!!) et on a donc 

(□ o) Vb
1

(((1R(b
1

)=:=A)&~(b
1

)~n+1)):) 773:mVb
2

((~(b
2

) :=m+1)::,7(1R(b
1 

*b 2) = /\))). 

Posons C(b
1 

,b
2

,m) b; ( (~(b
2

) =:' m+1 ):) 7 (CR(b
1 

* b
2

) ':' /\)) 

la formule (oo) est de la forme: 

Or on a 

(0) 

en effet 

7\fb
2 

c (b
1

,b
2

,m) _ 7Vb
2

7 (~(b 2) := m+1)&(1R(b1 * b2) =:' A)) 

par (2.3.7) donc par (2.3.3) : 

= 7TI b1 {~(b 2) ':' m+1) & (IR(b1 * b2) =:' A)) 

et donc, par ce qu 1on a vu plus haut ( V b
1 

(A(b
1 

,b 2 ,m) V 7 A(b
1 

,b 2 ,m))) on a donc 

7Vb
2 

C(b
1

,b
2

,m) =.3: b1(({(b 2) :=m+1)&(1R(b1 * b2) = A)). 

Donc (0) équivaut à: 
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Or ceci est algorithmiquement vérifiable en étudiant un à un tous les b
2 

pour lesquels 

~(b
2

) = m+1, pour chaque m. 

Donc, par une nouvelle application du principe de Harkov, on déduit de ( o o ) la forrrule 

En revenant à l'interprétation constructive des assertions, et en cônsidérant tous les 

b
1 

pour lesquels ~ (b
1

) =:' n+1 et le maximum des m associés par la formule (□0□), on 

trouve qu'à partir d'un certain rang, il n'y a plus de ~cortège (en utilisant à nouveau 

(c)) ce qui contredit (b). 

Donc on a 

d'où la propriété (e). 

3€me étape. Construction de <f , de IN, de Œr- et de «/. 

On construit 4[, de la façon suivante : 

ci = 0 /1 1 et pour tout entier naturel n > O, f désigne la réunion des segments 
o n 

de la forme <!J(O D 1 OP) où P est un JJ-cortège de longueur n. Par définition de la 

réunion de segments rationnels, <ln est un système de segments rationnels. La construc-

tion de <lP est possible puisqu'on dispose d'un algorithme IR reconnaissant les ~cortè-

ges et puisqu'il y a un nombre fini de cortèges de longueur n. En utilisant l'ordre 

lexicographique pour les mots dans {ü,1J (on a une bijection constructive évidente entre 

cortèges et mots non vides de lü,1J), on construit (voir 2.5.1 démonstration de la 

proposition 2) un algorithme réalisant une bijection lB entre cortèges et entiers naturels. 

Les cortèges de longueur n seront donc numérotés entre m(n) et m(n+1) - 1. A partir 

de IR on construit un algorithme (Q tel que 
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(Q(k) = <u(o □ 1 □ !b(k)) si tR(fb(k)) = A . 
si· IR(lb(k)) -/:. I\ • 

Avec le théorème de réunion des algori t1,.--:-.es, :oJ. r esi: uri algorith:r.e "régularisant" les 

occurences de la lettre * (c. à d. on ne rencontrera pas ** A ** •••* B * ... où A 

et B sont'des mots dans N
4

) on peut représenter q> par: 

qp (n) ~ 1T ((Q(m(n)) * (Q(m(n) + 1) * ... * (Q(m(n+1) - 1). 

On construit alors 1P un algori tbme applicable aux mots de la forme x □ m o P où x 

est réel, m entier naturel et P cortège et tel que: 

rp(x o m □ Œ') -/:-A si et seulement si . 
ffi(P) = A &(ro-(xnrn) E (!;(0 □ 1 □ P)va/(xom) E 0-(001 □ P)) • . 

Cela est possible puisque (r(O o 1 o P) étant un segment rationnel la condition que 1 1 on 

vient d'écrire est algorithmiquement vérifiable ( on sait que (Ô (x o m) + et (D (xom) sont 

des rationnels). 

où 

On pose alors 

!N(x) ~ 1 + µ.n ( V p(xa 2n oP) 
~(P)=n 

= ") 
0 

~ w(xo2n □ P) 4[P(X □ 2n □ P1)[P(X □ 2n □ P2) 
~(P)=n 

1P(xo2n □ P ) 
2n 

••• ' p désignent, dans l'ordre lexicographique les 
2n 

On construit G- et G+ à l'aide de [';-: 

4ème étape. Propriétés de IN et fin de la démonstration. 

Le point essentiel est de montrer que 

Vx ! [N(x). 

cortèges de longueur n. 



Supposons qu'il existe un x tel que IN ne soit pas applicable à x. C'est-à-dire 

3: x 7 ! IN(x). 

Cela signifie que pour chaque n on peut trouver un cortège P de longueur n tel 
n 

que tp(x □ 2n o P) -f /\ . (en effet si ! tx(x) on ne peut avoir 3: n TT ••• (1P(x o 2n o TT) = A) . 
où TT désigne les cortèges de longueur n, donc on a V n 1 V rr (tp(x o 2n o rr) = A) et . 
comme TT pàrcourt un ensemble fini on a 'vn] TT((P(xo2no rr) -1= A).(*)). Donc P e&t 

• n 

un JI-cortège de longueur n et on a 

- + 
ID (xo2n) E<If(0o1 oP )VID (xo2n) Eeu(0o1oP ). 

n n 

Or: ID-(x □ 2(n+1)) E (!J'"(0o1 □ P )v1D+(x □ 2(n+1)) E cr,-(0 □ 1 □ P ). 
n+1 n+1 

-
La distance entre + ID (xo2(n+1)) + et ID (x o 2n) est inférieure à -n-1 -n 

2.4 < 4 • Or si 

<tr(0 □ 1aP ) ÇZ:«T(0 □ 1 □ P ), par construction des crr, (0"(0 □ 1oP 
1

)c~(Oo1 o(P 
1

)) 
~. n -~ ~n 

où (P 
1

) est le début de longueur n de 
n+ n P et donc (P ) -1= P 

n+1 n+1 n n 

ar(oo10P 
1

) rt (0""(0010P) 
· n+ n 

est le début de longueur n de p . 
n+1 

et donc 

et donc la distance entre deux rationnels quelconques de ces segments rationnels est au 

· ' 1 ' 3-n > 4-n. moins ega e a 

On déduit donc de ceci que «r ( 0 o 1 o P ) C <rr( 0 o 1 a P ) 
n+1 n 

Vn ( (P ) :c: p ) • 
n+1 n n 

Soit @ l'algorithme défini par @(O) = 0 et: 
0 

Vn @(n)=O::omp(n □ P). 
n 

et donc 

P est obtenu algorithmiquement donc €l est du type (H ~ H) et de plus il est clair, 
n 

par construction que 

Vn ê(1) * ... * €l(n) 

est un ~cortège. Or ceci est impossible. 

( *) 1P est applicable à tous les mots de la forme x a 2n □ P et donc 

7 (m ( x □ 2n □ TT) = A ) === 1P ( x □ 2n o 1T) t= !\. 
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Donc 7 3: x 7! IN(x) d'où ('9 2.3.(3) et principe de Markov) 

Vx ! IN(x). 

Supposons Œ--(x) V at(x) n cj!,N(x) non vide. Cela signifie donc (on a, des continus 

rationnels, on peut donc raisonner sur les ensembles de rationnels associés) que pour un 

JI-cortège P. de longueur IN(x) on a vide et donc (défi~i-

et + G (x) > a. 

Si Œt(x) > b on a donc G(x) > a d'où G-(x) E a t:. b si (C(x) < a on voit de même que 

+ G (x) E a Il b. 

Donc en fait on a: 

c'est-à-dire œ(xo2lN(x)aP)-/= f\. D'où, par définition de IN on a IN{x)>IN(x) ce qui 
0 

est absurde. 

Il reste à établir qli 
1 

C qp pour chaque n, mais cela découle de la propriété 
n+ n 

(c) des JJ-cortèges et de la construction de a:r-. □. 

Théorème 2. On peut construire un algori thrne 4f? transformant tout entier naturel n 

en un système de segments rationnels f n 
tel que 

(i) <f? =0Jl1 
0 • 

(ii) 

(ii) -7:I xVn (x E <W ) • 
n 
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Preuve. Avec (vi) et (vii) de la proposition 1 on a évidemment (iii). 

Théorème 3. On peut construire un algorithme IH, transformant tout entier naturel 

en un système d'intervalles tels que : 

pour tout réel x E 0~1, on peut construire un n tel que X E 1H 
n 

et tel que pour 

tout entier naturel m, aucun x de oa1 ne se trouve dans au mbins un des systèmes 

IH, ••• ,IH, 
o n 

Preuve. On peut construire un algorithme 1H tel que : si (Q est un système de 

segments rationnels dans O ~ 1, alors IH(Q) est un système d'intervalles rationnels 

tels que 1 3 
x E IH(Q) = x E - 2 V 2 & X /_ Q • 

On prend en quelque sorte le complémentaire dans 
1 J 

df{; (- - 'v -) 
p 2 2 

de 'JTG (Q) 
p 

qui peut se 

traduire en un système rationnel IH(Q). La propriété 1 3 
xaH(Q) ::> x E - - V - &x /. Q 

2 2 

résulte du théorème 1 de 1.3 de. ce paragraphe : IH(Q) définit une partition de 
1 3 

- - V-· 2 2 

et le théorème cité permet de dire à quel intervalle de ŒI(Q) x appartient (sous 

l 1hypothèse x E IH( Q)). x E ½ V ~ & x t Q:, X: E !H( Q) résulte de la définition. 

On pose IH(n) = IH( qp ) • 
• _n 

Il est clair que 

( i) V x (x E O 6. 1 :, x E [H (IN (x))) (c'est le point ( ii) de la proposition 1) 

(ii) IH(O) c !H(1)c ... cœ(n) pour chaque n 

car o. 

3. On va donner deux corollaires intéressants de la proposition 1. Pour ce faire, 

il nous faut modifier légèrement la construction de qp • .Au lieu de la fonder sur 
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l'algorithme O-, nous la fonderons sur l'algorithme «r' ainsi défini: pour tout mot 

a □ 0 a P où a < ~ et P · est un cortège ar' est applicable à un tel mot 

et si ap (l. ~p ~ <rr' (a □ ~ o P), alors 

F-> -a f.> -a 
0- 1 (a □ A o P * o_) = a + ~ t!l a: + 2._E_____E ,- • p 5 p 5 

( ) =,, + 3.pP-aP ,. flp-ap crr' o:opoP * 1 .,_ _______ ....;;;_ u a + 4.-
5
-. 

• p 5 p . . 

Le reste de la démonstration de la proposition 1 se conserve littéralement. On a 

Théorème 1 (cf. @7] ) • On peut construire un algorithme i du type (H ➔ p) tel 

que l'on ait 

(i) Vn (\(n) < ~(n+1)) 

Preuve. On prend ,\\(n) ~1Ext
1

(<$1 (n)) (c. à d. construit à partir de <IY')o Alors 

(i) est évident (on ne l'avait pas nécessairement avec ~) ainsi que (ii)o 

Pour (iii) on remarque que G-(x) V ~+(x) ne rencontre pas <1P' N(x). Comme 

qp~+
1 

C qp~, a fortiori G-(x) 'v Œr+(x) ne rencontre pas f I pour n ~ IN(x). Comme 
n 

À\(n) ,< x, on ne peut avoir À\(n) ~ Œr+(x) et donc nécessairement Â (n) ~ G-(x) pour 

n ~ IN(x), donc, les À\(n) étant croissants (par rapport à n) on a donc 

Ce théorème constitue en quelque sorte une amélioration du théorème de Specker. 

Nous concluerons sur le corollaire important suivant: 
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Théorème 2 (I. Do Zaslavsky [17]). On peut construire une fonction constructive sur 

0 ~ 1 continue et non bornée. 

Preuve .Considérons 4P I défini préc éderrnnent. 

Soit IF la fonction ainsi définie, a < b étant fixés 

JF(aabox) = 5jx-al - j5x-4a-bl - J5x-a-4bj + 5jx-bj 
2 b-a 

On a (voir fig. 1) IF(aoboa) = IF(aobab) = 0 

a 

1 4 
IF(aoboa~(b-a)) =fF(aob □ a~(b-a)) = 1 

et IF est linéaire sur chacun des segments 

1 1 4 
a A a+ 5(b-a), a~(b-a) D. 5(b-a), 

b 

4 
a~(b-a) à b, et nulle hors de a Ab. 

Si Q est un système de segments rationnels 

non dégénérés, on pose 

~(Q) 
IF( Q a x) = L IF(Ext

1 
( (l!omp(k o Q)) o 1Ext

2 
( (fomp(k o Q)) □ x). 

k=1 
(voir fig. 2) 

IF(Q □ x) Il est clair que est une fonction 

3 

On pose alors 

Comme IN est simplement un algorithme, œ n'est pas nécessairement une fonction. 

Il faut montrer 
(x = y ~ff(x) = ff.(y)). 

(Il est clair que :tf est un algorithme applicable à tout réel). 

Soit x = Y• 

Alors si ·IN(x) = fN(y) tr(x) = tr(y). 
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Si JN(x) ~IN(y) on peut toujours supposer JN(x) < IN(y). 

Alors JN(x) IN(y) 
ff'(y) = L Œ'(tk oy) + L Œ'(cik □ y) 

k=O kc:i.\(x)+1 

IN(y) 
= tr(x) + L œ(<i'k □ y). 

k:::tN(x)+1 

Or : x / qfk pour k ~ IN(x) et comme x = y on a de même et donc 

IF('iPkoy) = 0 pour k =lN(x)+1, •••., IN(y). Donc lf(y) = f(x)o 

IN(x) 
Pour la même raison on voit que G-(x) <y<a/(x) :> ff.'(y) = LIF(fkay) c'est-à-dire 

k=O 

est une somme finie (ne dépendant pas de y) de fonctions continues(*)). Donc f(y) 

est continue dans et donc en chaque point 

IN(a ) 
fl:(a ) = t=11 IF( '½Pk' □ a ) • 

Il Q Il 

Xo Posons a ½ 1Ext
1 

( ~ ) 
Il Il 

Il est clair que si k > n a f. <f? ' ( la construction de <rr' intervient pour n k 
Il 

ce point) et donc fr(a ) = L [F( cjpk, □ a ) • 
n k=O n 

Or : IF( qp ' o a ) = 0 car a = Œxt
1 

( i' ) 
n n n n 

(voir la fig. 2)o 

Si k.$' n-1 on a cependant 

tel que a E (l;' (P ) 
n · n 

IF(qf,•oa) = 1 
k n 

a = c + _!_ (voir fig. 1) F(gpk, □ an)= 1. 
n n 

5
n 

Donc on a If ( a ) = n. o o 
n 

car si P est le cortège de longueur n 
n 

et si c = IExt (1f 1 ((P ) ) 
n 1 n n-1 

on a donc 

( *) On dit qu'une fonction f du type (A ~ A ) est continue si 

V:x. (t œ(x):, \fk3:e (ly-xl< 2-e&:! tr(y):, jœ(x) - tf(y)I < rk ). 

Il est facile de voir qu'une somme finie de fonctions continues l'est aussi et que les 

fonctions i 1(x) = !xi et cÏ$2(x) = lx-al où a est un rationnel donné, sont des fonction: 

continues. 
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Appendice 1 

Sur les notions constructives de nombre réel 

Dans cet exposé, nous avons "défini les nombres réels par la donnée de deux algorith-

mes, < P> et <Q>, l'un, par exemple < B>, de type (H - p), l'autre de type 

(H - H) vérifiant la propriété 

On peut introduire également d'autres notions(*) 

1o On appelle nombre réel faible (en abrégé réel faible) tout rationnel et tout mot 

dans N3 de la forme P◊ où P est le code dans {o, 1 } d'un algorithme du type 

(H ~ P) vérifiant la condition: 

( 1) 

D'~près l'interprétation constri:i.ctive des énoncés, la formule 

Vm n (m,n). ,e ::::J 1 <P>(m) - < ~ (n) 1 < 2-k) étant normale, ( 1) se reformule en 

( 1 1) 3f Vk m n 

2. On appelle nombre guasi~réel (en abrégé quasi réel) tout rationnel et tout 

mot dans :N
3 

de la forme P◊ où P est le code dans {0,1} d'un algorithrae 

du type (H ➔ p) vérifiant la condition 

ou: 

(*) Dans [i], N.A. Chanine appelle FR-nombre ou duplexe réel, ce que nous appelons 
nombre réel et F-nombre ce que nous appelons réel faible. Pour les pseudo-réels nous 
suivons la te_rminologie de N.Ao Chanine. La notion de quasi-réel est définie dans 
[16]. On remarquera que la notion de nombre quasi-réel est forD.ellement proche de la 
notion·intuitionniste de suite de nombres réels non oscillante (cf. [6]). 
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3. On appelle pseudo nombre pseudo-réel (en abrégé pseudo-réel) tout rationnel 

et tout mot dans 

algorithue du ty:::;e 

l'î 
3 

de la forme P◊ où P est le code dans 

.~,~.---,-..._ 
. .., __ ...<.- . - ,.._,· __ 

{ 0, 1 } d'un 

On désignera respectivement par B, 3' et i3" les lettres génériques pour 

représenter les réels faibles, les quasi-réels et les pseudo-réelso 

Les relations entre ces nombres peuvent être ainsi formulées : 

ao Tout réel faible est un quasi-réel. 

bo Tout quasi-réel est un pseudo-réel. 

c. Pour tout réel, sa base est un réel faible. 

d. On peut construire un pseudo-réel qui n'est identique à la base d I aucun 

réel. 

eo On peut construire un pseudo-réel qui n'est pas un réel faible. 

f O On peut construire un pseudo-réel qui n'est pas un quasi-réel. 

g. Pour tout réel faible, on peut construire un réel dont la base lui 

est identique. 

h. On ne peut construire ux1 réel ::e.icle _,:;--;,~.,:-,!;-,-..c,.,,,t de la base de n'ir.:porte 

quel réel. 

i 0 Il n'existe pas d'algorit~:::-_e t::-2'_s:::::::::::.sr,t tout réel fai-ble en un régulateur 

de convergence de ce nombre. 

j. Il n'existe pas de quasi-réel qui ne soit pas un réel faible. 

k. Il n~est pas vrai que tout quasi réel est un réel faible. 
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Ces assertions peuvent se formuler ainsi: 

(a,) VB (BE: B1 )) où 3 E: (3 1 ) sig:!üfie que B est un quasi 

(b t) \/3' (3 1 t (3 Il)) 

( C t) VA (.O. E: (B)) où ,O. é-::::_-;; è.e la forr:.e P Q Q , .8__ re:présente 

(d') JB" VA(!J. =/. B") 
p ◊ • 

(e,) 3B11(B11 1-(B)) (e') 3B11 VB (B11 -f B) 
1 • 

on a aussi 

(f 1) 3B11(B11 1-(B t ) ) 

(g') VB 3A(A7B) 

(h') l 3B VA (8 i B) 

(i') l34>v'B(4>(B) E: (A)~çi(B) =B) -- . 
(j 1) l ]B' (B' f_ (B)) 

(k') lv'B' (B' E: (B)) 

. 
Les assertions (d 1 ), (b')' (c•) sont ir:lmédiates. 

Pour les autres assertions, nous utiliserons l'expression 

f reg 2 conv. c pour : "l'algoritb.=.e rerrésenté par f (ou <f>) est ux1 

régule.teur è.e co::_,;e:-se::ace è.e 1 1 algorithme représenté par 

<c> • 

Notons que c E: (B) signifie 

c E: (B1 ) signifie 

Donc :lB'(B' f (B)) signifie : 3c (773:::(:~ ::s;:--co:-_v c) ~ T3f(f reg-conv c) 

ce qui est impossible (cf 0 §2.3 (9). Et donc (j 1 ) est démontrée. 

Les formules (d'), (e•), (e~), (f 1 ) et (f 1) découlent directement du théorème de 

Speckero 



Remarquons enfin que (h 1 ) découle de (g 1 ) et·(i 1 ) de (k 1 ) : Il est clair que 

(A/ B) concernant une identité graphique est une formule normale. Donc (h') - . 

Donc : (h
3

) 

Donc (1\) 

733 '{A l(.P, == B) • . 

\/Bl:3-A- (-A-= B) par §2.3 (3) qui est une conséquence de 
• 

Supposons maintenant que l'on ait (*) 3'1> VB· (<Ii(B) ( (A)& <ï>(B) = B). -- . 
Cela signifie : 3<Ii Ve (:If (f reg-~onT c) :::, (~ reg-conv <Ii( c) 8 ~ = c)) 

110. 

où c est une variable de mots dans car C ( (.(\.) signifie ë reg.Conv ~ 

(on suppose c de la forme P ◊ Q). 

Donc 3<Ii Ve 713f(f reg.conv. c) :::,77~ reg.conv st(,tl&'1'?(c) = c)) • 
• 

Or la formule (~ reg.conv. ~~<Ii(c) = c) est normale. Donc on a : 
• 

3<Ii Ve( ll 3f(f reg conv c) :::> (i(ë') reg. conv. st(tl & ëïi( c) "': c)) 

qui est une reformulation de 

:l<ï>\IB'(<ï>(B1 ) ( (.ft)4tJ?(B1 ) = B'). -- . 

Or de(**) il découle aussitôt que : 

Donc : (k') implique (i') par contraposi tion. 

Il nous reste donc à prouver (g') et (k'). 
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Démonstration i!&_ (g•). 

cette formule s'écrit aussi 

(o) vc (3f(f reg.cor,v. c) :::::> 3:;1 ((T re2,ccLv. T)~T = c)) - - . 
OÙ C et T est une variable de mots dans c de la forme p ou Po 

et T de la forme P ou P◊Q • 

La formule entre parenthèses dans (o) se reformule constructivement (cf. [] §4) 

en 3a Vg (g reg, conv. c :::::> (cr(g)" reg. conv • .d,gl ~ .d,gl = c)) 
0 

car la formule considérée s'interprète : de la construction d'un f tel que 

f reg 9 conv. con déduit la construction d'un T tel que T reg. conv. T ~ T = c , - - . 
donc on dispose d'un algorithme passant de la construction d'un tel f à celle 

de T. Donc (o) devient : 

Ve 3.a Vg (g reg. conv. c :::::> ( a(g) reg. conv • .Q{gl~ .Q{tl ;= c)) 

qui est de la forme Yc 3a A où A est une formule normale. En vertu de 

§2.4 (iii) la reformulation constructive _de (o) est donc 

(oo) 3cJ?. \:/cg (g reg.conv. c :::::> (<çi(c)>(g) reg.conv. <ç'J(c)>(g) ~ <o(c)>g - c)). 
• 

Or on construit aisément un algorithme B tel que 

<IB(c)>(g) - c si c est rationnel . 
<IB(c)>(g) - c G s g3 si c n'est pas ratior..nel. . 

Alors si on remplace ç, par 1B dans B ( ( 00) est de la f orse 3 Q B), on 

obtient une formule vraie. o. 
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Démonstration de (k') (cf. 6.50 Tseîtine [1o] pp. 370-373)o 

soit /A un algorithme du type (R - K) décrivant Tun.e suite de segr.-,e~ts 

'rjn (A c A ) • 
n n+1 

Soiènt E> et <If deux algorithmes, p du type (H - p)· énumérant sans 

répétition tous les rationnels, l'autre ~, du type (p - H) tel que 

On peut donner divers moyens de construire p et ~: par exemple en passant 

par l'intermédiaire de la forme irréductible et en classant les rationnels 

irréductibles de la forme p/q selon la valeur de J Pl + q et procéder co!!l.I:le 

on l'a fait pour construire des algorithmes énumérant les mots dans un alphabet 

donné. 

On définit des algorithmes ~, p et y de la façon suivante : 

Si /A. 
0 

= a 
0 

t:, b et .t = µj(j > b-a) (j -1-. ) er: vier 

f3(n) ~ µj(j > max (a+ ::'~)). 
0-'m(t. 2n 2 

On vérifie alors q_ue ces algorithmes sont rss:;;ective:se21t du type 

et (H - H) et qu'ils o~t les propriétés 

(ii) \Jn y(n+1) = y(n) :::> ~cn+1) = lt(n) 

(iii) \.Jkmn (y(m) ~ [3(k)tv(n) ~ lf3(k) :::i la.(m)-a;(n)! < 2-k). 
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Les propriétés (i) et (ii) sont immédiates. 

Supposons ~(n) ~ ~(k), alors pour tout 
k 

m ~ ,e.2 on a 

èt è.œ1c, par défirütion de r 

* désigne la longueur de A ) • 
Il 

On en déduit -k 
À < 2 • 

Il 
Donc, par définition 

de !O, et par la propriété de A , on a ~(m) ~ f3 (k) et f(n) 1-B(k) impL.quent 

que car ~ ·€A 
m n 

(on peut supposer m) n), 

Nous allons montrer que le mot a. = e: <.t :3◊ est un quasi-réel. 

Supposons que a n'admet pas de régulateur de convergence : 

Alors : 73n Vm(m ~ n:::, ID(m) = a(n)). 

ce qui est (iii). 

Sinon l'algorithme transformant tout mot dans {0,1} en n serait un tel régu-

lateur de convergenceo Donc, en vertu de (ii) on a 

13n Vm (m ~ n => v(m) = y(n))o 

Comme r(m) = r(n) est une formule normale, ceci équivaut à: 

13n 73m (m ~ n ir(m) -=} ~(n)). 

\ln 773m (m ~ n~1(m)-=} y(n)). 

Or : Vm (Av lA) où A désigne (m ) n & r(m) -=} f(n)) car A es1: ex:pri::::.2.ble 

algorithTiiquement. Donc, par le principe de I-:2.rkov, 

et en vertu de (i) 

alors par définition À = b - a 
n Il Il 

on a toujours À ) C 
n 
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Donc l'algorithme d ainsi défini : 

est applicable à tout entier naturel n 

Alors, par la conàition (iii), l'algorithme àlo~ est un régulateur ae convergence 

de a o •Donc, a est un quasi-réel. De plus, si x est un réel comrr.ençant par 

le mot e: a3 ◊ , alors du fait que : 

Vmm(m ~ n :::l ~(m) €.A) 
n 

on a x € ~ et cela pour chaque n. On exprime ce fait en disant que le 
n 

quasi réel x appartient· conditionnellement à A 
n 

On a donc établi: 

(*) ~ chaque suite ..<.k. segments rationnels emboîtés, .Q1l peut construire 

Jill quasi réel appartenant conditionnellement à chaque segment de la suite considérée 

Considérons maintenant l'algorithme ~ construit dans la démonstration du 

lemme fondamental (cf. §3.2) et soit ~ son algorithme de développement canonique. 

On définit pour tous H et n un algorithme il; 1 applicable au mot H c n par 

;B(Ho n) f A . 

si ;B(H □ n) ~ A 

Lorsque B(H on) = A on a donc C'(Hon) = 2 6 3 . si . 
il;' (H □ n) ~ O 6 î si QS(H) =;;= - 0 Pour H fixé, 1 1 algorithme qui à chaque n 

associe (1:1 (Hon) est une suite de segments rationnels emboîtés. Si on note 

(cf. [ J) ~He cet algorithme, on note ID l'algorithme 

ID(H) ::: Et' 3 
H 
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Si on suppose que pour toute suite de seg=e~ts rationnels emboîtés (une tellè suite 

est définie par une for!:h.l.le norsal e) on :9Sut construire un réel appartenant à tous 

les Œe la ' '' ...;,,_,,::_,-:, v..:.. ;...;_C -.,.1..,.,e des 
, , 

':,:;!.,_•._,.:.._ ,_.-:;: ;::,, ' 

on peut construire un algori th:-:,e 8 , a:;:r;::lics.:)le au code de tout algori th::::.e 

définissant une suite de segDents rationrsels e3bc~tés et le t+ansformant en un 

réel appartenant à tous les. segments de la suite. 

On a donc : Vn 

Si t.22..(H) =;: A pour un certain n a:1 (H □ n) = 2 !::. 3 et donc Œ(ID(H)) ~ 2 • 
0 

De même, si Soit alors 

t (H) -:. 1 ( dŒ (ID (H)) □ 1 □ 2)) (cf. §4. 1 • 3 co:::-ollaire du lemme technique 1 ) où J 

est défini par : T(ol) =;: A et i(oll )i A. Alors G est applicable à tout 

mot H • De plus si 'J2(H) ';' A alors !E(D(H)) ~ 2 donc 7 lE(ID(H)) < 2 et 

donc on ne peut avoir «: (IE(ID(H) o 1 o 2) • 0 Il • 

= -0 
alors G(H) t A. 

Donc t(H) =A. . De même, si 

Or on sait, par construction de 22, q_u 'un tel algorithme & ne peut 

exister. On a donc établi : 

Supposons • .J... .J... main L, enEI.:. v : 

Soit A une suite de Par (+*) on :peut lui associe:::-

un quasi-réel a appartenant conditionnelle=ent à chaque segment de la suite. 

* Par(**) a est un réel faible et donc, par (g 1 ) (on considère un régulateur de 

convergence de . a) on peut trouver un :::et Q tel que le, mot aQ soit 1111 réel. 
Et donc par(*) ce réel appartient à chaque _segment de la suite ~. Ceci contredit 
( **). Donc on a 7 V B 1 (B' E: (B)). o • 
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Appendice 2 

Sur les formes du princi-oe de Earkov 

Dans le §2 nous avons dit que le principe de Earkov 

(1 )' ( Vx (A vlA) =:) ( 773x A=:) ]x A)) 

est équivalent à l'énoncé : 

"si le processus d'application de l'algorithme /A au mot donné P n'est 

pas indéfiniment prolongeable, l'algorithme /A est applicable au mot P". 

Ce dernier énoncé peut se résumer par la formule : 

Nous allons établir cette équivalence. 

a. (1) implique (2). 

En effet, si on considère ID l'algorithme de développement canonique de A, 

alors 

A(P) _ 3n (IB(Po n) = A) 
• 

Or il est clair que ; 

Vn (IB(Po n) =;= A B(P□ n) -/-A) . 
puisque pour tout mot Pon 18 est applicable à Pon • 

Donc (2) résulte bien de (1 ). 

b 0 (2) implique ( 1). 

Nous allons montrer que : chaque fois que Vx(A v lA) est vraie, on peut 

déduire de 773 x A 1 1 assertion 3 x A • 
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En effet : Vx(AvlA) signifie, d'après le principe §2.4(i) qu'on peut 

construire un algorithme /A applicable à tous les mots que représente la variable 

valeurs ol ou oil et tel que l'on ait 

!A(x) = o! ~ A 
0 

IA(x) = oll::, A 
• 

Il suffit de voir qu'on peut, à partir· de A, construire un algorithme B 

tel que 3x (A(x) = o!) _ IB(P) 
0 

pour un mot P dans l'alphabet de [B. 

Considérons alors ~ un algorithme énumérant sans répétition tous les mots 

dans l'alphabet de la variable x o Soit A un alphabet quelconque. On pose, 

pour tout mot P dans A : 

Il est alors évident que : 

3x (81.(x) ~ol) _ 3n (Hl.(rn(n)) =:o!) = ! œ(P). 

Donc de 1T3 x(lA. (x) ;= 01 ) on tire ~x (/A (x) ~ 01 ) puisque de 71 ! [B (p) on 

tire ! œ(P). 
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