
UNIVERSITÉ PARIS XI 
U.E.R. MATHÉMATIQUE 

91-0RSAY (FRANCE) 

n° 52 

Michèle CAPON 

"Etude des espaces A(K) qui sont des 
duaux". 

"Etud e des fonctions qui vérifient le 
calcul barycentrique". 

(1973-1974) 

(Publications Mathématiques d'Orsay). 



n° 52 

Michèle CAPON 

"Etude des espaces A(K) qui sont des 
duaux". 

"Etude des fonctions qui vérifient le 
calcul barycentrique". 

(1973-1974) 

(Publications Mathématiques d' Orsay). 



Je remercie très sincèrement Monsieur Choquet qui a bien voulu 

m'acceuillir ~u sein de l'équipe d'initiation à l'analyse et qui s'est 

interessé à mon travail. 

Je remercie encore très vivement Monsieur Rogalski qui m'a initié 

à la recherche mathématique. Sur sa proposition j'ai étudié l'espace des 

fonctions affines continues sur un convexe compact et grace à son aide 

efficace et a ses nombreux conseils, j'ai pu réaliser ce travail. 



- 1 -

SUR LES FONCTIONS QUI VERIFIENT LE CALCUL BARRYCENTRIQUE 

On se propose d'étudier les fonctions de Baire sur un convexe compact K, 

qui vérifient le calcul barycentrique. Rappelons qu'une fonction f sur un 

convexe compact K
1 

vérifie le calcul barycentrique si pour toute mesure de 

probabilité m sur K de barycentre x on a l'égalité 

f f(y) dm(y) = f(x) 
K 

Soit f un ordinal dénombrable et K un simplexe, nous montrerons que toute 

fonction vérifiant le calcul barycentrique et de classe I" de Baire est de 

classe affine (f +1) : C'est à dire qu'elle est dans l'espace obtenu à par

tir de A(K) par le procédé de limites simples des suites bornées, en itérant 

~ fois cette opération. 

I. Introduction 

Notons CJ--(K) l'espace des fonctions qui vérifient le calcul barycentri

que sur K. Soit !Br., (K) l'espace des fonctions de classe ~ de Baire et 

vt--~(K) l'espace des fonctions de clabse affiner' • Rappelons que d'après un 

résultat de M. Choquet toute fonction affine de première classe de Baire vé

rifie le calcul barycentrique sur K. 

En utilisant ce résultat Mokobodzki démontre (voir [8]) le lemme suivant 

C
LEMME O: Toute fonction affine de première classe de Baire sur un convexe 

compact K est de première classe affine. 

Ce résultat éclaire le lemme précédent car il est sur que <:J.(K) contient 

d1(K). Cependant on n'en connait pas une démonstration directe. Le lemme 0 

montre que pour tout convexe compact on a la relation suivante 

.%(1,1) 1(K) n ~, (K) = of 1 (K) 
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Etant donné un convexe compact K, le problème se pose de démontrer une relation 

du type 

Nous dirons que K est de type O (resp. : de type 1) si pour tout ordinal dénom

brable f , K vérifie la relation ~ ( p ,r) (resp. : .'.J\ f,~+l)) 

Remarquons d'abord, à l'aide d'un exemple, qu'on ne peut espérer démontrer 

que tout convexe compact est de type O. 

EXEMPLE : Soit E un espace de Banach ; notons E~ ( resp. : E ""61 l'espace des 

limites dans le bidual E" de suit ES bornées de E (resp. : E") , lorsqu'on rr.mni t 

E" de la topologie ô(E" ,E'). Williams a montré dans (9J que Ell""O-n'est pas 

toujours fermé en norme dans E". Il construit un espace de Banach E et un élé

ment x de E", qui n'appartient pas à Ecrc,-, mais qui est limite uniforme d'une 
0 

suite de E~<S". Considérons la boule unité K du dual E'. Il est immédiat que x , 
0 

en tant que fonction sur K, est de classe 2 de Baire mais n'est que de classe 

affine 3. Avant d'aborder les résultats généraux rappelons ce qui a déjà été 

montré. Soit c1t (K) = 
13
yn. ~p(K) : un simplexe K est dit analytique si pour 

touiefonction continue f sur K, la fonction affine définie par Lf(x) =fx(f), 

où r X est la mesure maximale de barycentre x, est dans d (K). Rogalski a de

montr~ dans [8] que Lf est en fait dans ~i.1(K). En effectuant une récurrence 

très simple, il montre que tout simplexe analytique est de type 1. La classe 

des simplexes analytiques englobe les simplexes métrisablESet les simplexes 

dont les points extrémaux forment un K cr Dans [3], on montre ~lus généralement 

qu'un simplexe dont l'ensemble des points extrémaux est de Lindelëf est ana

lytique. 

Le résultat essentiel que nous allons démontrer est que tout simplexe est 

de type 1. Par ailleurs nous verrons que dans certains cas on peut affirmer 

qu'il est de type O. Nous prolongerons ensuite l'étude à certaines boules uni

tés d'espaces duaux ce qui donnera une classe assez large de convexes compacts 

de type 1. 
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§2. Le résultat pour les simplexes 

Pour les simplexes dont les points extrémaux forment un K, on peut 
g-

améliorer le résultat cité plus haut. 

Propositionl: Soit Kun simplexe dont l'ensemble des points extrémaux est un K, 

alors, pour tout f 

Soit K ce simplexe et ~(K) = U K • Toute mesure maximale sur K est n n 
portée par ~(K). La proposition résultera immédiatement du lemme suivant 

LEMME I. 1. Soit K un simplexe tel que t (K) soit un Ko-, alors pour tout 

(3 ~ 1 et toute fonction f de ~ f3 (K), la fonction Lf, où Lf(x) = f x(f) 

(fx désigne la mesure maximale de barycentre x), est de classe affine f sur K. 

Considérons d'abord le cas f> = 1 

f = lim f 
Il n 

' ou f € \;'(K) et 
n 

D'après le théorème d'Edwards, [1], la fonction continue fnlK sur Kn 
n 

se prolonge en une fonction affine continue F sur K, avec n 
alors pour tout x de K 

//F n // ~ trnf. On a 

x étant dixé, pour tout ë > 0, il existe un entier n tel que n ~ n implique 
0 0 

1 - µ., ( K ) < ê. / 4M donc 
J X n 

I f (F - f ) dt,v I = If. (F - f ) dµ / f 2M µ { f K ) <. ê /2 
J n n / x t(K)-K n n / x / x n 

n 

D'autre part il existe un entier n 1 tel que n >., n 1 implique lf)f:n - :r)f < ê/2 

Donc dès que n ~ sup (n
0

, n 1), on a 

Ceci montre que Lf est de classe affine 1. 
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Supposons maintenant le lemme vrai pour tout /" 1 < r, , et soit f de classe /3 
de Baire. On a donc 

f = lim f 
n 

... ou 

D'après le théorème de Lebesgue Lf converge simplement vers Lf donc Lf est de 
n 

classe affine f C.Q.F.D. 

Donnons maintenant le théorème le plus général concernant les simplexes. 

THEOREME 2 Pour tout simplexe K on a la relation 

'.Pr(K) n , (K) C ~ +1 (K). 

Pour démontrer ce théorème nous utiliserons les trois lemmes qui vont 

suivre. Remarquons à l'avance que les lemmes 2.1 et 2.3 sont valables pour 

tout convexe compact. 

Etant donné un sous ensemble D de A(K), nous noterons~ la relation 

d' équi vale.nce sur K définie par 

"x RD y si et seulement si ~(x) = $(y) pour toute~ dans D11
• 

Nous noterons J313(RD) l'espace obtenu par le procédé de limite simple des 

suites bornées à partir des fonctions continues sur K const~ntes sur chaque clas

se d'équivalence modulo~-

[

LEMME 2.1. Soit Kun convexe compact et f une fonction de .13~(K) alors il 

te une partie dénombrable D(f) de A(K) telle que f soit dans 'J:>f(~(f)) 

exis-

Supposons d'abord (3 = 0 

suite g de la forme suivante 
p 

f, étant continue, est limite uniforme d'une 

avec a~p) et b~p) affines continues sur K. 
l J 
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Prenons pour D(f) toutes les fonctions a~p) et b~p) qui sont intervenues dans 
. J. J 

la construction des~• Il est clair que f est dans :B
0

(~(f)). 

Supposons maintenant le lemme démontré pour tout f' 4 {3 
classe r' . 

et soit f· de 

On a donc f = lim f , où n 
. n ' on peut associer a f une 

n 

fn E Jjfn. avec rn < ~ • Comme fn est de classe f3n < f> 
partie dénombrable D(f) de A(K) telle que f soit 

n n 

dans 53~ (~( f ) ) • 
ln n 

Prenons pour D(f) la réunion des D(f ). C'est une partie dénombrable de n , 
A(K) et il est clair que la relation d'équivalence associée à D(f) est plus 

fine que celle associée à D(f ), donc, n 

Par suite f est dans C.Q.F.D. 

Le lemme qui suit va nous permettre de nous ra.mener au cas d'une simplexe 

métrisable. 

[

LEMME ~. 2. : . Sous les hypothèses du lemme 2. 1 , · si le convexe K est un simplexe 

alors il existe un sous espace fermé H de A(K), séparable,.contenant D(f), 

et qui vérifie le lemme de Riesz. 

Prenons pour D l'espace sur~ des combinaisons linéaires à coefficients 
0 

rationnels d'éléments de D(f). Il est dénombrable. 

On suppose que l'on a construit une suite D , ... , D , croissante, d'espaces . o n 
vectoriels sur Q, chaque Di étant dénombrable, et que la propriété (Pk) est 

vérifiée pour tout k ~ n. 

(Pk) "Si ( a 1 , a2 , ••• , ap) , (b 1 , ... , bp)sont deux suites finies dans Dk-l 

tell~s que ai !::-bj pour tout i .$- p et j ~ p, alors il existe une fonction C de 

Dk telle que ai ~ C !:: bj pour tout ~ i : ~ " 
Construisons maintenant Dn+l on pose 

a. et b . E D , a. i.. b ; 1 
i J n i J 
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Comme A{K) vérifie le lemme de Riesz on peut trouver une fonction C dans A(K) 

qui séparent .les ai et les bj. Dn+l sera l'espace engendré par Dn et les 

(Ct) f é. J sur le corps ~-
n+1 

Dn et Jn+
1 

étant dénombrables il en sera de même de Dn+1 et il est clair que 

(Pn+ 1 ) est vérifiée • 

. On vérifie très facilement que U D est un espace vectoriel sur~, dénombra-
n n 

ble et qui vérifie le lemme de Riesz. Soit H son adhérence : H satisfait aux 

conditions requises dans le lemme. Le seul point à vérifier est que H vérifie 

le lemme de Riesz. Il suffit pour cela qu'il vérifie la condition suivante: 

(RL) Soit u 1 , u
2 

, v
1 

, v
2 

dans H avec 

u. < v. 
l. J 

J.,JEi1,2} 

alors il existe h dans H telle que 

u. < h <. V. l.,J E: l 1 ,2 s -l. J 

Soient u. < v. i,j E. li ,21 et u. v. E H 
l. J l. 

, 
J 

On peut trouver un € '> 0 tel que 

u. + € <. v. - E 
l. J 

Or ( U D ) est dense dans H donc on peut y trouver des fonctions :.1 ! et v ! 
n n l. J 

telles que 

U, (. u! <. u. + E 
l. l. J. 

V• - é. < V! <.V. 
J J J 

Comme u! < v!, il existe une fonction w dans 
J. J 

telle que 

- donc 

u! ~ w ~ v! 
l. J 

u. <. w < v. 
J. J 

H vérifie donc le lemme de Riesz. 

( U D ) 
n 

n 

C.Q.F.D. 

On peut toujours supposer que l'ensemble D(f) du lemme 2.1. contient la cons-

tante 1, il en· est donc. de même de H. Posons alors Y = H( =\).EH' \ .2, >,.. 0 il ( 1) =1 

Il est immédiat que Y est un simplexe, d'après le lemme 2.2., et on voit faci

lement que A(Y) est isomorphe à H. Comme H est séparable, Y est un simplexe 
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métrisable. 

Considérons l'application if de A' (K) sur H' définie par If (1) = 1jH • 

On voit facilement que Cf (K) est égal à H( ou toute fonction de H nulle 

sur tf(K) est identiquement nulle. En gardant ces notations nous pouvons 
,,, 
enoncer. 

LEMME 2.3. : (a) Sous les hypothèses précédentes on peut définir une fonc-
v 

tion f sur Y telle que f = f o ~ 

(b) Si f est dans 33{'> (K) ('\ q,,(K) alors r est dans 33~ (Y) n l(Y) 

Pour le (a) il suffit de remarquer que si ~{x) = ~(y) alors x et y sont 

équivalents modulos RD(f) , donc f(x) = f(y). 
v 

On peut poser f(lf (x)) = f(x). 
N 

Pour (b) supposons d'abors que f est continue alors il est évident que f 

est continue. Une récurrence immédiate 

~~(RD(f)) alors ~ ~st dans J3p(Y). 

Si on suppose maintenant que f vérifie 
rJ 

voir qu'il en est de même pour f. Soit 

if (x ) , on veut démontrer l.' êgali té 
0 

nous montre que si f est dans 

le calcul barycentrique sur Kil faut 

tJ une mesure sur Y de barycentre 
0 

f f dv = r(r (x ) ) = f(x ) 
y O O 0 

Supposons que l'on ait démontré les deux affirmations suivantes 

( 1) Il existe une mesure ,f 
O 

sur K telle que son image o/o par (f 

soit égale à J 
0 

( 11 ) La formule J G d J = y 0 
dfo, vraie pour toute fonction 

continue, reste valable pour toute fonction de Baire. 

On sait alors que pour toute fonction G de A(Y) on a 

(' G diJ = G[(j'(x )] = J G o If dµ. = G o 4' (1.f
0

) 
Jy o o K / o 

L'affirmation (11) nous permet d'écrire 
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La démonstration est terminée si (1) et (11) sont vrais. 

Pour ( 1) on .considère l'application Y de M~ (K) dans M~ (Y) définie par 

~(f) = ~f- Elle est affine continue et l'image de ·'t' contient tous les 

points extrémaux donc elle est surjective·; V est donc dans l'image de\.{'. 
0 

Pour {11) il suffit d'appliquer le théorème de Lebesgue et de raisonner par 

récurrence. 

Le théorème 2 est maintenant dêmontréearsi on considère un simplexe K et 

f dans 'Y->,5(K) n~(K), nous avons montré qu'il existe une surjection affine 
I ,V 

continue~ de K sur un simplexe métrisable Y et une fonction f de 
,V 

1(Y) n 'RJ~(Y) telle que f = f o 4' . D'après le rés;:,ltat déjà cité de Rogalski 

conc·ernant les simplexes métrisables on sait que f est de classe affine (?+1) 

donc f est de classe affine (f+1) C.Q.F.D. 

Remarque : La méthode employée par Rogàlski pour les simplexes analytiques [8] 

qui consiste à établir une projection que l'espace e(K) dans oi1(K), n'est 

plus ici valable. En effet il faudrait montrer que pour toute fonction con

vexe continue, f = f x ( f) ~st de Baire. 

Ceci est faux si le simplexe K n'est pas analytique. Comme exemple de tels 

simplexes on peut considérer le compact [04! et H = l f c: t[o n.J ; 
f(O) + f(1) = 2 f(n.)f. 

Soit Y= H( . On voit facilement que ~(Y) = [O,.n[ et que les mesures maxi

males sont celles qui sont portées par [O,n[•Y est un simplexe car si une 

mesure maximale est orthogonale à A(Y) = H, alors : 

ê. + ê 

t=«( 0 1 -ê.n.) 
. 2 

f ne chargeant pas .n ,f = O. 

Soit alors f définie par f(O) = 1 

f(l) = -1 

f(x) = Ü SJ. X~ 0,1 

+ f é: H donc f est dans A(Y). f est convexe continue et on voit facilement 
':'+ que f vaut 1 en ê. , 1/2 en ê,.n , 0 en e:X , X 'f' 0,.!1.0r toute fonction 

continue sur (OnJ itant constante à partir d'un certain o(<n., il en est 
A+ 

de même pour toute fonction de Baire. f n'est donc.pas de Baire. 



- 9 -

§ 3 Exemples et cas Particuliers 

Pour utiliser les théor~mes nous aurons besoin des deux propositions suivantes 

qui constituent des propriétés de stabilité pour la relation Jt (f ,{3, ) 

Proposition 3 : Soit Kun convexe compact, contenu dans un hyperplan fermé 

qui ne passe pas par O. Si K vérifie Jt(f,r') alors X= conv (KU 0) vérifie 

aussi j\r ,r'). 
Soit en effet F dans i (X) rt '!313 (X) et f = FIK 
Alors f est dans 

Or si on suppose 

' ( K) 11 13r, ( K) , donc f est de classe affine 13 ' • 
que F(O)·= O, on a pour tout x et tout~ de [01] : 

F(Ît x) = Â f(x) 

Il suffit de vérifier que si f est dans Jf 1 (K), la fonction f, définie sur X 

par f(Âx} = À f(x) , est dans 1i--(X). 

Ceci est évident pour f->' = 0 et la récurrence est immédiate. C.Q.F.D. 

PROPOSITION 4 : Soit Kun convexe compact, chapeau universel d'un cône de 

sommet O. Si K vérifîe 3'\f ,r,') alors X = cdnv (K U -K) vérifie aussi 

Soit F dans :B13(x)n,(x) et f = FIK. 
Alors f est dans jj/3 (K) n 1(K) , donc f est de classe affine /3 '. 
Or si F(O) = 0 on a 

F(ÂX - (1-Â) y)= Àf(x) - (1-À) f(y) 

Il suffit de montrer le lemme suivant 

LEMME 4.1.: S~it f une fonction de d~1 (K), nulle en o, on peut alors définir 

une fonction :f sur X, de classe affine p,', en posant 

'V 
f(lx - (1-À) y)= Â f(x) - (1 -11) f(y) 

Cette formule a un sens car si on a 

Â X - ( 1 - Â ) y = 'À I X 1 
- ( 1 - Â 1 

) y I OÙ X , X 1 
, y, y' E K 

Â '.\
1 

E [ 0'\1 
1 
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On a alors ?\x + (1 - À') y' = À' x' (1 -Â) y 

En appelant p la Jauge de K qui est additive sur le cone engendré par K on 

obtient 

'J,p(x) + (1 -~'} p(y') = À' p(x') + (1-À) p(y) =k 

On en tire 
Âk p(x) + _x_ + ( 1-Â') p(y') y' = .K. p(x') x' + ( 1-Â) p(y) _i_ 

p(x) k p(y') k p(x'} k p(y) 

En applicant faux deux membres alors on trouve 

'Àf(x) - (1-)) f(y) = 111 f(x') - (f - Â') f(y') 

.e 

La deuxième affirmation du lemme est évidente si ~'=O. La récurrence est 

très facile si on remarque que toute fonction de d ,(X) nulle en O est limite 
~ 

d'une suite de fonctions de-classe affine inférieure à f' et toujours nulles 

en O. 
C.Q.F.D. 

Ceci va nous permettre de donner un exemple intéressant de convexe compact 

de type 0 

Exemple 1 Soit H = f f E ~ [01] ; 
1 

) f(t) dt= f(1)S 
0 

Et posons K = H1+. On vérifie facilement que K est un simplexe d0nt l'ensem

ble des points extrémaux s'identifie à [01L. C'est un Ko-> on peut donc appli

quer la proposition 1. En applicant les propositions 3 et 4 on montre alors 

que la boule unité de H' est un convexe compact de type O. 

Exemple 2 : Considérons la boule unité;de t1(W) , dual de Co(~). On peut 

appliquer la même méthode, mais en fait nous allons dêmontrerun r~suitat 

beaucoup plus beaucoup plus fort. 

µiroposition 5 : Toute fonction qui vérifie le calcul barycentrique sur la boule 

Lunité de i'(~) est de première classe affine. 

Soit f une telle fonction qu'on peut supposer nulle en O. En utilisant le 

lermne (4.1) il suffit de montrer que f est de première classe affine sur la 
+ partie positive de cette boule. Or tout point de E1(W) est de la forme 
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Oo 

x = ~ xn en + ( 1 - ~ xn) . 0 
1 

Q> 

où en désigne la suite des points extrémaux de K et Lx ~ 1. Comme f véri-
1 n 

fie le calcul barycentrique on a 

f(x) 
o0 = L_ X • f( e ) = 
1 

n n 

N f ~ f(ek). 

lim 
N 

N 

L ~ f(ek) = 
1 

Les FN étant affines continues sur + f
1

(N), f est de classe affine 1 

C.Q.F.D. 

Nous allons maintenant donner une application du théorème 2 pour les ~-polytopes. 

Rappelons qu'un convexe compact K est un~ polytope s'il existe un simplexe 
-1 . 

S et une surjection affine continue If de S sµr K, telle que lf (x) soit de 

dimension finie pour tout x de K. Phelps a démontré dans [7] qu'il est équi

valent de dire que l'application linéaire 'f de A'~ S) sur A'(K) qui prolon

ge fa un noyau de dimension finie. 

[

Théorème 6 : Soit Kun c:4. polytope alors 

Jjr (K) () ~(K) C ?+l (K) 

on a 

Soit Kun~ polytope. Il existe un simplexe Set une surjection continue 
N 

~ de A'(S) sur A'(K) dont le noyau est de dimension finie. On voit immédiate-

ment que si on considère A(K) comme sous-espace de A(S) 
' en identifiant les 

'V 

fonctions f et f o If , alors A(K) est 1 'orthogonal_ dans A(S) du noyau de (f ' 

donc A(K) admet un supplémentaire topologique H de dimension finie. 

On peut, de la même façon identifier rJtp,(K) à un sous espace de ôtp(S). 

En procédant par récurrence nous allons démontrer que H et d13(K) sont supplé

mentaires algébriques dans ÔGf(S) - par suite ils seront supplémentaires to

pologiques pour toute topologie d'espace vectoriel séparé, puisque H est de 

dimension finie. Nous savons déjà que l'affirmation est vraie pour ~ = O. 

Supposons la vérifiée pour tout ~'~r 
On pose E = U J1(s) et 

f' 4 f {' 
On vérifie immédiatement 

E t - IJ ut ( ·r) - r''-f f' h. 

que E' et H sont supplémentaires algébriques dans E. 

Si on munit Ede la topologie de la norme, on sait que E est somme directe 

topologique de E' et H et par co"nsé .. quent il existe une constante Cf'> 0 telle 
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que pour toute f dans Eon puisse écrire 

Soit alors g dans 

telle que g = lim gn 
n 

Par définition il existe une suite g bornée de E 
n 

On peut écrire g 
n 

avec g ë H et n, 
La suite (g ) est bornée, donc on peut en extraire une sous-suite convergente n, 
dans H, que nous noterons encore g . Par différence la suite gn converge 

n1 2 
simplement vers une fonction g2 de iJÎf(K) et on a 

.... ou 

La décomposition est unique ou tout~ fonction de 

donc dans H n A(K) qui est réduit à zéro. 

et g
2 

t E'. 

H n d(>(K) serait continue 

La démonstration du théorème est alors immédiat : soit f dans 1313 (K) n '(K). 

On vérifie aisément que f o <f vérifie encore le calcul barycentrique donc 

f o lf est dans Jjp(S) (l 1<s) D'après le théorème 2, fc(f est de classe 

affine (f + 1 ) sur S donc on peut trouver f 1 dans H et f 2 dans of;/3 + 1 ( K) telles 

que 

f O i.{' = f 1 + f2 0 lf 

On a donc f 
1 

= { f - r
2

) o lf 
Cette fonction est dans H, donc continue sur S. De plus elle s'annule sur le 

noyau de 'f , donc elle est dans A(K) • 

Or A ( K) fl H = l O 1 
donc f = 0 

1 
On a démontré que fo<.f = f 2 clf , ce qui implique f = r2 car <f est surjective. 

C.Q.F.D. 
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§4 Extension à la boule unité dtun dual d'espace de Lindenstrauss. 

Nous avons déjà traité le cas de la boule unité de e i (iN) qui est 

de la forme X = conv (K U -K) où K est un chapeau universel et un simplexe 

à points extrémaux K .. Nous avons vu que dans ce cas on pourrait appliquer 
0--

la proposition 1 ; c'est faux en général pour les boules unités d'espaces 

L'(f) qui sont duaux. Les espaces duaux qui sont isométriques à des espaces 

L' (y) possèdent des propriétés caractéristiques intéressantes (citons pour 

cela Effros ( 2] , Lazar [ 4 ] et Lidenstraur (5 J . Nous a]ons donner une pro

position analogue à la propriété %(r1,a+l) valable J?Our les simplexes mé-

trisables. l 1 

Proposition î, Soit V un espace de Lidenstrauss. sépr.Table et K la boule unité 

de son dual, on a alors : 

'S)f' (K) ('\ 1 (K) C i+l (K) 

Rappelons d'abord quelques résultats concernant. les duaux d'espaces de 

Lindenstrau~: soit V un espace de Lindenstrauf et K la boule de son dual. 

Pour toute fonction f l!esp. toute mesure f] sur K on note o- f [ resp. : cr-f] 

la fonction [resp. la mesure] définie par 

(6'"f) (x) = f(-x) pour tout x de K 

fresp. : (cr-f)('f) =J-(a-1.f) pour toutel(> dans 'e(K)] 

Pour toute mesure f sur K nous noterons imp / , la mesure définie par 

imp / = 1/2 <r - O'f) 

1 
D'après Effros, [ 2] , nous savons qu'un espaC'e dual V est isométrique 

à un espace L I si et seulement si pour toutes mesures maximales f 1 et /- 2 sur 

la boule unité K, de même barycentre on a imp t- 1 "' imp f 2 . 

On peut donc définir une application linéaire L de W(K) dans îRK en posant 

Lf(x) = (imp f x) (f) où /x est une mesu:ce maximale de barycentre x. 

Cette application est bien définie d'après la rema:.·~ue précédente. Lest linéai

re et on a 

{ 11 = 0 
lLf = f si f est élément de V 

D'autre part si f est convexe continue sur K alors 
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Lf est donc différence de deux fonctions s.c.s. sur un compact métrisa

ble, elle est donc de première classe de Baire. Par densité on en déduit que 

Lf est de première classe de Baire pour.toute fonction continue f sur K et, 

d'après le lemme O, elle est de première classe af~ine. Nous venons donc de 

montrer que 

L [ J3 
0 

( K )] C dl ( K) • 

Supposons alors que L['.B~(K)] C v6.r+1 (K) pour tout Y L. f . 

Soit f dans '33(' (K), il existe une suite bornée (fn) telle que 

et 

f = lim f 
n n 

fn E 3:>4 (K) , avec on" f 
n 

D'après le théorème de Lebesgue, (Lf) converge si1frplement vers Lf et 
n 

comme (Lf ) est de classe affine (t +1) , Lf est de classe affine (A +1). 
n n r 

Nous avons donc L (;]) p ( K)1 C 1+1 (K) • 

Soit maintenant une fonction F dans ~ (K) (î i-}(K). Posons f = F - F(0) 

f est impaire et vérifie le calcul barycentrique donc 

donc Lf = f et par conséquent f est de classe affi:ie ~+1). Il en est de même 

pour F. 

C.Q.F.D. 

Nous allons maintenant donner l'analogue de 1~ proposition 1 qui permet 

d I améliorer le résultat lorsqu'on sait que les points extrémaux forment un Kr 

Proposition 8 : Soit K la boule unité du dual d'un espace de Lindenstrau~ 

On suppose que ~(K) est un Ku-, alors on a 

Pour démontrer cette proposition nous allons ~~voir besoin des deux lemmes 

suivants : 
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~

EMME 8.1. Soit K la boule unité du dual d'un espace de Lindenstra119 V 

S~ ((.K) est fermé alors V s'identifie à l'espace 

tinues impaires sur~ K. 

Ce lemme est du à Effros [ 2-théorème 2. 3 J 

~ ( K) des fonctions con
:E. 

~

EMME 8. 2. : Soit K la boule unité du dual d'un espace de Lindenstrau, V et H 

un compact symétrique dans ?I K. Alors Q = conv H est la boule unité d'un dual 

d'espace de Lindenstrau~. 

On a évidemment Q, = (lin Q) () K donc Q est la boule unité du sous espace 

de V' qu'il engendre. Il suffit alors de démontrer les deux assertions suivan

tes 

(a) (lin Q) est faiblement fermé dans V' 

(b) Q vérifie le critère donné par Effros, à savoir : si f 1 et f 2 sont 

deux mesures maximales sur Q de même barycentre, alors Odd f, = Odd f 2 

(a) est immédiat car la trace du sous espace (lin Q) sur la boule unité K est 

compacte donc faiblement fermée. Cela· suffit pour que (lin Q) soit faiblement 

fermé dans V'-, donc soit un espace dual. 

Pour vérifier (b), on remarque que l; Q = H et par conséquent si f 
1 

et f 
2 

sont 

maximales sur Q, elles sont portées par H; elles sont donc aussi maximales 

sur K et on a déjà Odd fl = Odd f 2 -

CONSEQUENCES 8.3. Toute fonction. f de t (H) se prolonge en une fonction F de 
'E. 

A(K) telle que \lFII ~ 2\\fli. 

En effet 1 d 1 après le lemme 8.2
1

Q est la boule unité du dual d'un espace 

de Lindenstrauf et par conséquent on peut lui appliquer le lem.~e 8.1 en re

marquant que ~ Q = H. On peut donc prolonger f en une fonction linéaire sur 

(lin Q), dont la restriction à Q est continue, c'est donc une forme linéaire 

continue sur (lin Q) muni de la topologie faible. Si on note f ce prolongement 

on a : 

Il rll = Hrl\ 

Posons A 
1 

= ( K x Il f li ( 1 + é)) C V' X lR 
,V 

A
2 

=l(x,f(x)); x Elin Qf 
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A
1 

est convexe compact ; A2 est convexe fermé faiblement dans v'-,.. R . Ils 

sont disjoints, donc il existe un hyperplan fermé de V' x R qui contient 

A
2 

et est disjoint de A1. Il existe par suite un élément F de V tel que 

F(x) 
(V 

f(x) = 0 'ï/x f lin Q 

F(x) - \lfll (1+é) < oYxE K 

donc Il F Il <. llf8 ( 1 + é) ~ 2 U f li 

L'affirmation 8.3 est donc démontrée et c'est elle qui va nous permettre de 

prouver par récurrence, la proposition 8. 

En gardant les notations de la proposition 7, on considère l'opérateur L. 

Nous avons déjà remarqué que Lest l'identité sur J:i;dK) n 1(K). Il suffit 

de montrer que pour tout /" ~ 1 [la proposition étan-t évidente pour /3 = O], on 

a 

Supposons d'abord p = 1. Comme ~. K est réunior, de compacts symétriques 

Hn on peut leur appliquer la proposition 8.3. Soit f dans '.B 1 (K) on a 

f = lim f avec f f <e (K) et Il f Il .!; M. On peut supposer fn impaire. 
n n n n 

Soit F dans A(K) telle que F prolonge f sur H et 1\F Il~ 2\\f Il ~ 2M. n n n n n n 

f et F étant impaires on a 
n 

Lf(x) = imp f,L (f) = p. (f) 
j X J X 

LF (x) = µ (F ) = 
n / x n 

F 1x) n' 

~ 3 Il d t) r Hn) + \ rH ( f - f n) dt X 1 
n 

x étant fixé le premier terme tend vers O avec n Cé,.r toute mesure maximale 

est portée par ~ K et le second tend vers O en vertu du théorème de Lebesgue. 

Lf est donc de classe affine 1. 

Supposons 

très facilement 

de classe f est 

un ordinal 

la proposition établie pour tout f> 1 1... f-' , alors on démontre 

que L [J.>f (K)] C Jtf(K) en remarquant que toute fonction impaire, 

limite d'une suite de foncvions fn de classe f n)où fn est 

inférieur à f / et fn impaire. 

C.Q.F.D. 
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Ayant maintenant la propriété 12, pour les boules unités métrisables, 
(,B,13+1~ 

nous allons procéder de façon analogue a celle du théorème 2 pour obtenir 

le théorème suivant. 

THEOREME 9 Soit K le boule llilité du dual d'un espace de Lindenstra~~ alors 
\ 

on a 

Nous pouvons appliquer le lemme 2. 1. : si f est dans J3,fi (K) on lui asso

cie une partie D(f) de A(K) telle que f soit dans 33~[1\{r? ·· Il faut main

tenant "saturer" D(f) de manière a obtenir un espace séparable H, de 

Lindenstrall/3. Citons un des critères donnés par Lindenstrauf [5]: Pour que 

H soit de LidenstrauB, il suffit que pour toute famille finie de boules 
J 

fermées se coupant deux à deux, il existe un point commun à toutes les 

boules. 

De plus en utilisant le lemme (4.2) de Lidenstraup [5], on voit qu'il 

suffit de montrer que pour toute famille de quatre boules se coupant deux à 

deux et pour tout ê , il existe un point x ë tel que 

\lxé - xiil ~ ri.+ E 

où x. désigne le centre d'une des quatre boules et r. son rayon. 
1 1 

Construisons donc un espace H de Banach qui Yérif'ie cette propreté. Nous 

prenons pour D
0 

l'espace vectoriel sur~ engendré par D(f). Il est· dénombrable 

et on peut donc le ranger en une suite iq; ~ ~J 1· Supposons construite une 
d... 0 

suite croissante D
0 

, D1 ,-·~• 

et vérifiant la propriété (Pk) 

(Pk)" Pour toute famille finie 

Dn, d'espaces vectoriels sur· Q, dénombrables 

suivante, pour tout k ~ n: 
-..;: 

de boules centrées dans Dk-l, de rayons rà:ion-

nels, qui se coupent deux à deux dans Dk-l' alors l'intersection totale est 

non vide dans Dk 11
• 

On construit alors Dn+l de la façon suivante 

Soit J~+l = Î(x 1 , ..• , xp) , (r 1 , ... , rp) ; xi é: Dn, ri E !l't, p E: IN 

tels que les boules B [xi ,ri] se coupent deux à deux dans Dn~. 
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J~+l est dénombrable. De plus, si b = {(x
1 

, ••• , xp) , (r
1 

, ••• , rp)) est 

un élément de J~+l ~n peut trouver dans V, qui est de Lindenstra'-1/3, un élé

ment commun av aux boules BI)::. ,r.J. 
0 l l 

LI espace vectoriel Dn+l, eng~ndré sur ~ par Dn et les fonctions a r , ( par

courant J~+l' répond à la propriété Pn+l· 

Il est clair que l'espace vectoriel (sur~) E = U D est dénombrable et 
Il 

possède la propriété d'intersection finie pour de~ boules de rayons rationnels. 

Soit H son adhérence uniforme dans V. Vérifions pour H les hYJ?othèses du lem

me 4. 2 de Lidenstrauf [5]: soit x 1 , x
2 

, x3 , ·x4 dans H et cl 1 , ti..
2 

,ô-.
3 

,a.\ 
dans ffi tels que les boules B[x.,~.J se coupent deux à deux dans H. Soient 

l l 

a! dans E tels que 
l 

la! - x.il<€/4 
l l 

et soient r. dans Q tels que~-+ é/4, r. < ~. + ~/2 
l l l l 

On a donc li a! - a! li ,:,. \\ a! - x .~ + \\ x. - x. \\ + l\x . - a! U 
l J ~ l l l J J J 

\la! - a~~<: C(. +r,(. +G/2 <. r. + r. 
l J l J- l J 

Les boules ouvertes de centre a! et rayon r. se coupent deux à deux dans H 
l l 

donc dans E qui est dense dans H. Par construction de E, il existe un élément 

x €. de E tel que 

1\x - a!II ~ r. t. l -.. l 

donc \\ xi:, - xill f \lx
6 

- a!\\ + Ua! - x.11 
l l J. 

<. r . + ë./4 <. cl... + E .... l l 

On peut donc affirmer que H est un espace de Lidenstrau~. 

Prenons pour Y la boule unité de son dual H' et considérons la surjection affi

ne continue If' de K sur Y définie par (If x) (f) = f(x) pour tout x de K et toute f 

de H. 

On peut appliquer le lemme 2.3 
'V 

telle que f o 'P = f . 

il existe une fonction ~ de '1\/ Y) fi 1 (Y) 

D'après la proposition 7, 1 est dans {t+1(Y) donc il en est de même de f. 
1 

C.Q.F.D. 
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§ 5 - Problème pour les convexes compacts quelconques. 

1 - Le cas général se ram~ne au cas métrisable. 

En effet soit K un convexe compact_ quelconque et -f' dans 7 ( K) n 'j ( ~? . 
D'après le,lemme 2.1 on peut lui associer une partie D(::f) de A(K) telle que 

f soit dans :Bf [~(f)]. On considère l 1 espace vectorie1 fermé H engendré par 
+ D(f) et Y = H

1
1 

• Comme aux paragraphes précédents désignons par Cf la surjec-
. /1J -V 

tion de K sur· Y. D'après le lemme 2. 3 f est de la forme f o ~- où f est daris 

3:J13 (Y) () 1 (Y)·~ s_~ pour tout. convexe. compact métrisa~l: la propriété 3?; ( , , ) 
est vraie alors f est dans 06(3, (Y), donc f est dans &2/S ,1 (K). (' f 
S'il existe une relation Jô(f,~') vraie pour tout convexe compact métrisable 

elle est vraie pour tout convexe compact. 

2 - Cas des espaces réflexifs. 

rproposition 10 : Si K est la boule unité d'un espace r,éflexifs alors 

L i (K) = A(K) 

En effet toute fonction qui vérifie le calcul barycentrique est affine et 

bornée donc contînue. Cela résoud le problème pour toutes les boules unités 

d'espace Lp , 1 z P<oo . 

3 - Le problème pour Lco(µ,) ou 1'°(tN) n'est pas résolu. 
) 

(t, li') 

Remarquons que si K est la boule unité d'un espaee Lou l (IN) alors A(K) 

est isomorphe à L 1 (f) x 1R [resp. : l' (!N) x IR] ; c'est ,donc un espace faible

ment séquentiellement complet et par suite 

c/v(K) = LJ d5Ï'> (K) = A(K) 
f><il-

Deux cas seulement sont possibles : ou bien J'Jf (K) Il 1 (K) n'est pas contenu 

dans C/Î (K) , ou bien, '.Bp (K) (l YF1 (~) = A(K) • 

Le problème n'est pas encore résolu. En particulier pour K = [-1, 1}W , le 

problème peut· se ramener à une recherche de limite médiale, Mokobodzk.i a défini 

et étudié dans [6] les problèmes concernant ces limites. Donnons quelques défi

nitions. 

Soit K = [-1, 1] l'J 
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.... ieme f la n projection de K sur~ 
n 

On appelera limite médiale de la suite (f) une fonction f sur K univer
n 

sellement mesurable, vérifiant le calcul barycentrique et telle que 

lim inf f $:- f ~ lim sup f 
n n 

On a le résultat suivant 

• • • r:. ;,OI ,, ,, . ,, . Proposition 11 : Soit K = c1,1~ , les enonces suivants sont equivalents : 

(1) Il existe une limite médiale de la suite :fondamentale (f) qui est n· 
borélienne " 

(2) Il existe une fonction non continue, borélienne et vérifiant le 

calcul barycentrique sur K 

(1-) ""9 (2) résulte du fait suivant : une limite médiale n'est Jamais 

continue. En effet notons e l'élément de K défini par f (e ) = ~ , et 
p n p ~ 

posons 

X n 

ro 

=~ 
n+1 

e p 

Il est clair que Xn tend vers O dans K et limn inf fn(Xk) = 1. Si f est 

une limite médiale on a donc f(Xk) = 1 pour tout k. Or f(O) = O, donc f est 

dü:.continue. 

Pour démontrer (2 ~ 1) nous utiliserons le lemme suivant 

[

emme 11. 1. : Soit f une fonction affine sur K telle que f soit positive sur 

[01] W, vérifie le calcul barycentrique sur K et telle que f(e ) = .0 pour 
O> p 

tout p et f ( L e ) = 1 , alors f est une limite médiale de la sui te ( f ) • 
0 p n 

En effet, si t:I. >- lim sup fn (x) on peut trouver un indice N tel que f n (x)<. ;x. 

dès que n ~ N. 

N CO 

x = L f (x) e + L. f (x) e 
n=1 n n N+1 n n 
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Or 
ro oo 

e = ( L e ) -~ - r_ {cl.. - f (x)). e 
n N+1 n N+1 n n 

00 00 

donc f( r f (x) en) L:_CX.. r<z e) = d.. • 1 . 
N+1 n N+1 n 

on en tire ·f(x) <'.. 0(. 

donc f(x) ~ lim sup fn(x). 

On ferait de même avec la limite inférieure. 

C.Q.F.D. 

Etant donnée f dans j (K) n 1313 (K), non continue il faut se ramener à une fonction 

du type du lemme précédent. On va pour cela procéder en plusieurs étapes. 

1.0n peut supposer. f(e) = 0 pour tout p 
p 

donc r_ f'( e ) 
p~k 

p 

p<;.J 1 

On en tire L. 
pE-J 

1 

f(e ) + 
p 

et 

e ) 
p 

=) lf(e )\~2\\fll 
p~k p 
p6.J1 

jr(ep)\ s. 2if\l. 

"I::> 

On ferait de même pour les autres indices et on a donc L. \f(e )1 <.. += . 
p=1 p 

= 
Posons a(x) = ~ f( e ) f (x). 

p=1 p p 
a est dans l'(N) donc dans A(K) et par suite (f-a) vér.ifie les mêmes conditions, 

que f avec en outre (f'-a)(e) = 0 pour tout p. p 

_g_ On peut se ramener au cas où f est positive sur [01J® • 

Identifions K et la boule unité de if~~]. f est donc un élément du dual 

fip ['l], que nous noterons )i . 
+ -

p-se décompose en l - J-
p-étant dans i/K) nous allons voir que f + et f- aussi il existe lf dans 

L'(1/'I), égale à 1 ou -1 telle que 



et 
+ 111+ ' f = \ l!f JI). = 

U)+ est dans It' (ll,,ll ) n 
\ J 1 

que O f. h ~ 1 
·n 

et lim h (x) = lf+(x) 
n 
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donc il existe une suite h de n 

lt\ presque partout. 

+ 
La suite (hn ·/) converge vers ~ uniformément sur K car 

l<x; hn/ - f+>I !: l\xl\\\(f+ - hnllL'<j) ~ \\Cf+ - hnnL'(y) 

donc p.+ est encore dans :BÎ-' (K). et de même pour J- . 

telles 

/ + /. . . 
Il faut montrer que )1-- verifie le calcul barycentrique sur K, et il suffit de 

montrer que hn/ f 1(K) 

Soit m. une mesure sur K de barycentre x
0 

, considérons la mesure rm' définie par 

4n' (F) = J F(hn x). dîlJ(x) pour toute F E ~ (K) 
K 

Si Fest dans l'(IN) alors on a la fonction F' définie par 

F' (x) 

tm' (F) 

= F(h x) est aussi dans l'(fil) et par conséquent 
n 

= F(h x ). n o 

La mesure m'a donc pour barycentre (h x ) , on a alors, puisque µ. vérifie le n o 1 

calcul barycentrique 

( l,l(h x) dm(x) =t (h X ) 
J K/ n n o 

soit f (h J;.. ) (x) dm (x) = (h i.t.) (x ) 
JK _Il/ Il/ O 

donc (hn f) vérifie le calcul barycentrique .et Î + aussi. Il en est de même 

pour f . 
. + -

Si f = f ~ f , et si en outre f n'est pas continue, 1 'une des deux au moins n'est 

pas continue. Supposons que ce soit ~+ alors f- + est une fonction de '.B13 (K) f\}(K), 

IN ' ' . . positive sur [01] et non continue, d'apres le lemme 11.1 c est une limite 

médiale borélienne. 

C.Q.F.D. 
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La construction des limites médiales, donnée de Mokobodzki, utilise fortement 

l'hypothèse du continu; nous pouvons conjecturer qu'aucune limite médiale 

n'est borélienne. Si cela est vrai, alors [-1,1]1N est donc de type O. 
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ETUDE DES ESPACES A(K) QUI SONT DES DUAUX. 

par Michèle CAPON. 

INTRODUCTION 

Nous allons étudier les propriétés de certains convexes compacts 

K tels que l'espace A(K) des fonctions affines continues sur K 

soit un dual.L'espace A(K) sera toujours muni de la norme uniforme 

et de l'ordre usuel sur les fonctions. L'expression "A(K) est un dual" 

.signifiera que A(K) est le dual pour l'ordre et la norme d'un espace 

~ormé ordonné V. Notons ici que l'injection canonique de V dans son 

bidual permet d'identifier V à un sous espace de A'(K) muni de la 

norme et de l'ordre induit-par A'(K). 

A partir de certaines propriités introduites par Alfsennous ferons 

l'étude des espaces A(K) qui sont des duaux. Notre étude peut i.tre 

éclairée par la considération d'un cas particulier, celui de l'espace 

~(X) des fonctions continues sur un espace compact X, qui s'identifie 

à l'espace A(K) où K= M;(x). Les résultats de Dixmièr [4] constituent 

un cas particulier de ceux que nous avons en vue. Rappelons pour cela 

qu'une mesureµ sur le compact X est dite.normale si,lorsque f est 

l'enveloppe supérieure dans l'espace ordonné ~(X) d'une famille fil-

trante croissante (fa) alors ~(f) est la limi~e des u(fa) 
· aEI 

Dixmier montre dans (4]qu'une condition n~cessaire est suffisante 

pour que -& (X) soit un dual et que X soit un compact hyperstonien, 

c'est à dire vérifie les deux conditions suivantes: 

1°)- L'espace -e(x) est complétement réticulé. 

2°)- La réunion des supports des mesures normales sur X est dense 

dans x. 
Dan~ ces conditions le prédual de --8 (X) est unique et s'identifie 

à l'espace des mesures normales sur X. 

Nous commencerons notre étude par le cas où K est un simplexe 

en montrant que dans ce cas les conditions nécessaires introduites 

par Alfsen sont aussi suffisantes. L'étude du cas général nous per-

mettra de retrouver et d'améliorer les résultats de Phelps [ 7) sur 

les polytopes, et de Behrendts { 21 sur les espaces réflexifs. 
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§ I- UNE PROPRIETE INTRODUITE PAR ALFSEN.-

Soit Kun convexe compact : par analogie avec les mesures 

normales nous dirons qu'un point x de K est normal si pour 

toute· f de A(K) qui est borne supérieure dans l'espace ordonné 

A(K) d'une famille filtrante croissante (f) on a : 
0: 

f(x) = sup 
o:EI 

a:EI 

f ( x) 
a 

Nous n'oterons N l'ensemble des points normaux de K. Nous 

dirons que K posséde la propriété .,et. s'il vérifie les deux condi~ 

tions suivantes introduites par Alfsen : 

,&1 Toute famille filtrante croissante et majorée de A(K) admet une 

borne supérieure dans l'espace ordonné A(K). 

,@..2 : N est dense dans K. 

Remarque 

Ces deux conditions sont exactement celles qui 

dans l'exemple cité plus haut d'un espace -/p (X). 

K = M; (X) ensemble des mesures de probalités sur 

interviennent 

En effet si 

X, il est 

équivalent de dire que la réunion des supports des mesures 

normales sur X est dense dans X ou que l'ensemble des mesures 

de probalité normales, c'est i dire N, est dense dans K. 

Nous dirons que K p os s ·éd e 1 a p r op r i é t é ,&.. f s i K vérifie 

~ et si d-e plus 

propriété 

N = K. On peut donner une autre forme de la 

LEMME 2.-

On a l'équivalence 

( K vérifie~ )~ ( Toute fonction affine s,c.i sur K est 

continue), 
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CN Toute fonction affine s.c.i est l'enveloppe supéri~ure de la 

es 

famille filtrante croissante des fonctions affines continues qui 

la minorent strict~ment. 

D'après .-Otf cette enveloppe est aussi la borne supérieure 

dans A(K) de la famille en question, donc elle est continue. 

Soit (f) une famille filtrante croissante majorée de 
o: . o:EI 

A(K). L'enveloppe supérieure ponctuelle f est une fonction 

affine s.c.i donc continue par hypothèse. Or f est évidemment 

la borne supérieure des (f .J dans 
O:· o:EI 

A(K), et la définition 

d'un point normal montre que N ::: K. 

PROPOSITION 3 .- (Alfsen) 

Lorsque A(K) est un dual, K vérifie--&. 

Soit V un prédual de A(K). Pour démontrer .,a.
1

. Considérons 

une famille .;;F filtrante croissante majorée de A(K); lorsque f 

parcourt 6.r et g parcourt l'ensemble des majorants de if 
Le s inter va 11 es d ' ordre [ f , g J for ment , pour 1 a topo 1 o g i e 

cr-' (A(K) ,V), une famille de compacts de A(K) dont aucune inter--:

section finie n'est vide; l'intersection totale est non vide et 

nécessairement réduite à un point F, borne supérieure de gi' dans 

A ( K) • 

Pour ,.,Q
2 

il suffit de démontrer les deux inclusions 

+ + ( V .. ()K) C N C V nK ::: K • 

Comme A(K) est dual ordonné, la relation \ f(x) ~ 0 pour tout 
+ 

x de V nK implique que f est positive ou nulle. On déduit de 

là, la densité de 

A(K) telle qµe 

+ 
V nK, sinon il existerait une fonction 

e 

inf f (x) .c::, 0 
xEK 

/ inf 
~ 

+ xEV ()K 
f(x) , 

et ceci contradirait l'assertion précédente. 

D'autre part, si 

on a : 

Gest un point adhérent de ~ dans A(K) 

f de 
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+ G(x) = lim f(x) pour tout x de V nK. Donc 

x de 
+ V nK et toute fonction f de .P-G(x) > f(x) pour tout 

+ 
Comme V nK est dense, G majore chaque fonction de ~ donc G 

majore F. 

Mais F étant un-majorant de <fP on a : 

F (x) ~ sup f (x) pour tout x de K. 
fE<Ji 

F (x) G ( x) 
+ 

Soit ~ pour tout X de V nK donc F ~ G 
+ 

On en déduit l'égalité F = G et Of) montre que V nK 
contenu dans N. 

Alfsen a conjecturé que la condition.& était aussi siffi

sante pour que A(K) soit un dual. En fait cette hypothèse est 

fausse. On peut énoncer en effet, le théorème suivant : 

THEOREME 4.- Tout convexe compact qui possède un point interne 

relativement à la variété qu'il engendre, vérifie /~ 

Pour le montrer nous utiliserons un lemme intéressant en 

lui-même 

LEMME 5.-

Soit Kun convexe compact, les propriétés suivantes sont 

équivalentes 

1°)- 0 est un point interne de K. 

2°)- Il existe À~ 1, et un convexe compact symétrique X tel que 

X C K C ÀX 

4 

est 

Pour tout point de x de K on peut en effet trouver un 

segment fermé I contenu dans 
X 

K et contenant X tel que 

0 soit intérieur à I , donc O est un point interne. 
X 

1 => 2 Pour tout x de K on peut trouver un segment symétrique 

I dont le support passe par x contenu dans 
X 

K te 1 que. 0 

soit dans 
0 
I 

X 
Soit S la réunion des I ; c'est un ensem

x 

ble équilibré et absorbant dans K donc aussi dans l'espace 

engendré (lin K). L'env~loppe convexe fermée X de S est 

un tonneau et par suite absorbe toutes les parties convexes 

équilibrées et complétes 

l'enveloppe équilibrée de 

que À X contienne K. 

( voir [ 3 l) X absorbe donc 

K et on peut trouver À ~ 1 tel 
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f de 

Avec les notations du lemme on a : XC K CÀ.X, 

Pour tout 

0 

donc 

À 

l+X 

f(O) 
+ 

A (K). Si 

x de K on peut écrire : 

+ 

( 1 +X) = 

_I_ 
1 +X 

f ( x) 

on considère 

X 

+ 
-x 

À f (~) .~ f (x) pour toute 

une famille filtrante croissante 

et !!lajorée (f) , on a alors 
O::o: E I 

donc Il f" - f Il ~ ( 1 +X) 
µ 0: 

La famille converge donc en norme vers un élément de A(K) 

5 

qui en est nécessairement la borne supérieure. Il en résulte faci-

1 e me n t q u e ,(Ç{ f. e s t v é r i f i é • 

COROLLAIRE 6.-

Tout convexe compact symétrique vérifie ~f' 

Remarque 7 

Soit E un espace de Banach, E' ddal et K la boule unité 

de E'munie de la topologie <Y-' (E' ,E) 

Nous allons expliciter l'espace A(k).Une forme linéaire 

sur E' étant continue si et seulement si sa restriction à K 

l'est, A(K) s'identifie à E © ~. On vérifie facile~ent que pour 

D (f,X) 

de E $ lR : 

= sup 
xEK 

f(x) + XI= D f D 
E 

+ 1 x 1 

et que (f,X) est positive sur Ksi et seulement si À ~ 

COROLLAIRE 8.-

f n 

Il existe des convexes compacts vérifiaùt A.!lf et tels que A(K) 

ne soit pas un dual, 

Soit E un espace de Banach qui n'est dual d'aucun autre 

espace normé, par exemple Co( IN) 

En gardant les notations de la remarque 7,supposons que 

E El) IR soit dual, pour l'ordre et la norme, d'un sous-espace V 

de A'(K) [voir l'introduction] 
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D'après la proposition 3, vn~ est dense dans K donc non 

vide. Soit (x 0 ,l) un point de E' x IR (identifié à A'(K)) qui 

est dans VIIK;-alors (-xo,l) y est aussi et (O,I) est dans 

6 

V nK. On en tire facilement la relation V= v
1 

x IR où v
1 

est 

la projection de V sur E'. 

Comme V est faiblement dense dans A'(K), V l est fai-

blernent dense dans E'. De plus la boule unité de A(K) étant 

O-(A(K) ,V) compacte on montre aisément que la boule unité de 

E est <r'(E,V
1

) compacte. E serait par conséquent dual de v
1 

pour la norme ce qui est impossible, 

Nous allons voir que la réciproque de la proposition 3 est 

vraie dans le cas des simplexes. 

PROPOSITION 9,-

Pour tout simplexe K les propriétés suivantes sont équi

valentes 

1°)- K vérifie ..ei. 

2°)- A(K) est un dual 

De plus s1 ces conditions sont vérifiées K est un simplexe 

de BAUER et le prédual de A(K) est l'espac~ noté (lin N), en

gendré par N dans A'(K). 

Démonstration: (2•1) résulte de la proposition 3 

( 1•'2) Montrons que K est un simplexe de Bauer : 

Soient f
1 

et f
2 

deux éléments de A(K) et f = sup (f
1

,f
2

). 

f est affine s.c.s donc enveloppe inférieure de l'ensemble 

filtrant décroissant 1tJ des fonctions affines continues qui la 

majorent strictement, Soit Fla borne inférieure dans A(K) 

de X (qui existe d'après la propriété .-et
1

) 

On a 

Donc F = f 

A(K) étant réticulé, K est un simplexe de Bauer et A(K) est 

i s o m o r p h e p o u r 1 ' o r d r e e t 1 a no r me à "'(; (o.g ( K) • 0 n v é r i f i e ai s é -

ment que nous sommes dans le cas de Dixmier rappelé dans l'in

troduction, donc~ (~(K)) eit le dual de l'espace des mesures 

normales sur~ (K), En revenant à A(K) on en déduit la pro

position. 
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COROLLAIRE JO.-

Un simplexe K vérifie ,(Qf seulement lorsqu'il est de 

dimension finie 

La condition est ividemmeut suffisante; réciproquement 

si ,la.f est vraie, chaque mesure 5 sur 1 (K) est une mesure 
X 

normale sur -S (K) donc x est un point isolé de ~ (K). 

~(K) est donc un compact fini et K est de dimension finie. 

Nous allons maintenant donner des résultats plus précis 

concernant la propriété A:Jlf, montrant que sous certaines hypo

thèses on a une réciproque au théorème 4 

DEFINITION II.-

Soit Sun simplexe et Kun convexe compact. Nous noterons 

(a) et (b) les conditions suivantes : 

a)- Il existe une application affine continue surjective de 
-1 

S sur K telle que pour tout x de K, '-f (x) soit de 

dimension finie. 

b)- 1) Il existe une sous variée~ fermée de codimension finie 

E qui contient S) telle que SlîH = K. (dans l'espace 

2) L'ensemble KJ_ des f de A(S) qui sont nulles sur K, 

est de dimension finie 

3) K posséde la propriété d'extension dans S 

A ( S, K) = A(K) {Voir [ 1 1) • 

Remarque : Sui van t P h e 1 p s [ 7 ] no u s d i r on s q u e K e s t un oc [r e s p j3 ] 

polytope s'il existe un couple (S,K) lié par la relation 

(a) ~esp un couple (S,K) vérifiant (bl) 

Dans le cas (a),~ se prolonge de maniêre unique en une 
,., 

application linéaire ~ de A'(S) sur A'(K). Phelps montre 

- - 1 en [7] que <.p (O) est de dimension finie. 

PROPOSITION 12 

!-Cas 

Soit (S,K) un couple lié par (a) ou par (b) voir déf.11 J 

S i K v é r i f i e ,<!;lf a 1 o r s 

(a) : -On prolonge <.pen <.pde A'{S) sur A'(K) 

D'après la remarque précédente, ~- 1 (0) est de dimension 

finie. On plonge A(K) dans A(S) par l'application 1 difinie 

par i ( f) 

LEMME : A(K) est un sous-espace complémentable de A(S). 



... / ... 

Considérons la restriction à A(S) 

p 
A 1 ( S)_.. 

(ép-1 (O)L 

8 

de l'application 

définie par P(f) = f !_ Le noyau de cette restriction est 

l-r-1<o) 
A(K) et par conséquent A(K) est de codimen·sion finie dans 

A(S). Comme de plus il est fermé tout supplémentaire àlgébrique 

est un supplémentaire topologique. 

Le lemme étant montré, soit Mun supplémentaire de A(K) 

dans A(S); il existe À> 0 tel que toute f de A(S) s'écrive 

de manière unique 

f = ho'f + g h E A ( K) , gEM et 

Pour vérifier que S vérifie -<.a_f, considérons une famille 

filtrante croissante majorée et montrons que son enveloppe 

supérieure f = sup f
0 

o:EI 
est continue ( voir le lemme 2) 

On suppose et on écrit = h o t() + g a T a 

Soit VU, un ultrafiltre plus fin que le filtre des sections 

de I et soit g la limite (en norme) des ga suivant <tL, 
On peut trouver une suite décroissante A de parties de <ù., 

p 
telles que 

l 
Oga - Sp 11<-p 

2 
dès que a et P sont dans Ap 

On définit un nouvel ensemble I' d'indices 

I' = (a' P) PE N cr.€A 

On vérifie aisément que I' est filtrant croissant pour la 

relation d'ordre suivante 

(o:,P) >- ( a' P') - a= 0:
1 et P = P' ,,_ 

Posons alors o/' o: p 
1 

= 

ou p > p f 

fa - go: + ( ½ 
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Un calcul facile montre que o/:: p est filtrante croissante 
a , 

majorée dans A(K). Elle converge en norme vers sa borne supé

r i e u r e ·4'" d ans A ( K) , q u i e s t a us s i 1 a b o r ne s u p é r i e u r e d ans 

A(S) car c 1 est la limite simple des 4' p· Grâce au choix des 
a ' 

indices on montre facilement que l'on a aussi 

f - g + 1 

On déduit de cette égalité la continuité de f. 

II-Cas (b): Soit (S~K) un co~ple lié par la relation (b). 

Reprenons les notations et résultats de 

En considérant l'application ~ de A(S) sur A(S,K) donnée 

par t(f) = flK~ , on définit une isométrie entre A(S,K) et 

A(S) 
K .L 

Si K possède la propriété d'extension dans S, il existe 

f > 0 tel que 

Il g D A ( K) g U A ( S, K) < ~ U g Il A(K) pour toute 

g de A(K). 

Considérons maintenant une famille (fa)~ de A(S) et son 
aE I 

enveloppe supérieure f comme au cas (a). 

( ♦ (f )) est filtrante croissante majorée dans A(K) donc 
a aEI 

elle converge en norme vers une fonction g de A(K), 

1 0) - Supposons d'abord que l'on ait q,(f) f.: g pour tout a . 
a: 

9 

Posons alors 8 = u g - o/ ( f a) u = sup (g - f(f a))) a 
K 

<Sa! est filtrante décroissante vers 0 et 80: ;, 0 
o:EI 

Si on note g un prolongement de g à S, on a t(g) = g 

0 

On peut donc 'trouver, par définition d'une norme quotient,une 

ha: de KJ.. telle que 

Ug - f - ha: n ¾- p a fa: - gUA(K)+~o:"' E a <P 1 ) 
a A(S) 

Soit tL un ultrafiltre plus fin que le filtre des sections 

de I . La famille (h) est bornée en norme donc elle 
a a:E I 

converge SHivant Îl. On a donc 
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s l. h est sa 

u f - g -a: h u 
A ( S) .~ 

On tire de là l'égalité 

donc f est continue. 

2°)- Supposons 

pour tout 

limite 

u:ii1) 

lim 
'ù. 

€ + h - h n a: a: A ( S) 

fa = h + g = f ; 

pout tout O'.)'O:o 
..L est dans K 

Soit h la limite des ha ~uivant l'ultrafiltre ~ 

On a h = 1 i m ha = 
"LL 

lim 
u. 

(g - fO'.) = g - f 

Donc :f = g - h 

Comme g et h sont continues, f l'est aussi. 

PROPOSITION 13 .-

10 

Soit Kun convexe compact tel qu'il existe un couple (S,K) 
lié par l'une des relations (a) ou (b), Les propriétés suivantes 
sont alors équivalentes 

1 0) -

20)-
30)-
40)-

K vérifie ,&f; 

K posséde un point interne; 
A(K) est un réflexif; 
K est de dimension finie. 

( 4 •3) es t évident , ( 3 => 1 ) es t vrai car s i A ( K) es t ré f 1 ex i f 
alors K vérifie ,ct et K = N. 

(1•4) résulte de la proposition 12 

(4•2) et (2•1) se vérifient facilement avec le théorème 4 

Remarque 14,- L'équivalence (3<==>4) se trouve dans [2] 

On améliore ainsi les résultats de Phelps [ 7] qui. a montré 

qu'un a -polytope [resp un P polytope }de dimension infinie 

ne peut avo1.r de centre de symétrie. On peut se demander si 

un P polytope de dimension infinie qui ne vérifie pas ( b ) 

peut posséder un point interne ou vérifier 4l.f. Nous al~ons 

voir que , dans le cas général, un convexe compact peut vérifier 

.(!J.f sans posséder de point interne. 

PROPOSITION 15 

Tout produit de convexes compacts vérifiant.,{Qf,vérifie 

Démonstration : Soit (Xi)iEI une famille de convexes compacts vérifiant 

~f et soit X leur produit. D'après le lemme 2 il suffit de mon-



1 1 

... / ... 

trer que toute fonction affine F s.c.i, sur X, est continue. 

On peut supp~ser que X contient O et que F atteint son mini

mum O au point O. 

Notons u. l'injection de X. dans X 
i i 

u. ( x)· = 
i 

(y.) 'El 
J J 

avec = 0 si J 'f i 

= X 

Posons F. = Fo u .• Alors 
i l. 

F. est affine s.c.i sur 
l. 

X., donc 
l 

1 • 
elle est continue, en vertu du lemme 2. De plus F. est positive 

l 

e t F . ( 0) = 0 • Hon t r on s que 1 a fa mi 11 e ( U F . U ) . E 
1 

e s t s o ,nm ab 1 e 
i l. i· 

Soit x. dans X. tel que 
i i 

Pour toute partie finie 

On a alors F(zJ) = I.. 
iEJ 

Ceci étant vrai pour tout 

F. (X.) 
i i 

= 

J de I 

F. (X.) = 
i i 

J on a 

U F. Il 
i 

posons 

L ll"F. ll 
iEJ i 

L Il F. 
iEI l. 

ZJ 

~ 

= I: 
iEJ 

llf Il. 

U. (X. ) 
i i 

~ Il F U • 

Notons P. la projection de X sur X. et posons 
i l. 

H = L F. 0 P. 
iEI l i 

La famille (F. 
i 

o:P.) est normalement sommable, donc 
l iE:I 

H 

continue. 

Montrons maintenant que F = H soit x = (x.) un point 
i iE I 

est 

de X. Posons U. (X.) 
l. l. 

pour toute partie finie J de I 
iEJ 

on a alors 

Or ( z ) 
J JEPfl 

9\ ( I) , donc 

tend vers x 

H(x) ~ F(x) 

suivant le filtre des sections 

D'autre part F étant s.c.1 on a F(x) _:::;; lim-F(zJ) = H(x) 
J 

Donc F est égale à H. 
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COROLLAIRE 16 

Il existe une suite (X) de convexes compacts ayant chacun 
n 

00 

1 2 

un point interne et tels que X = TT X soit sans point 
n 

interne 
n=l 

Posons en effet Du 0~ 1 et u (1)4' 1- J n 

point 
+ 

X est convexe compact et s 1. IJO est de Ml [ 0 1 ] 
n 

On vérifie aisément 
1 ) point interne que µon= ( 1 --:- . IJ 0 est de X 
2n n 

Si X possédait un point interne V = ( V ) 
o on nE N' cela signi-

fierait que pour toute famille X , on 
n 

peut trouver S) 0 tel que (!+~) y - &µ soit dans 
on n 

X pour 
n 

tout n. 

En prenant pour 

ce qui est possible 

devrait avoir ~ ~ .!.. .... 
2n 

IJ une masse de Dirac & étrangère à y , 
n x on 

n 
sur [01] , on montre facilement que l'on 

pour tout n, ce qui est impossible • 

C.Q.F.D. 

§ 2 - RECHERCHE DE CONDITIONS NECESSAIRES 

Nous allons voir qu'il existe une condition nécessaire plus 

forte que la condition~ 

THEOREME 17 

Soit Kun convexe compact et supposons que A(K) soit un dual 

alors pour toute famille (Io:)o:Er d'intervalles de A(K) telle 

que toute sous-famille finie ait une intersection non vide , 

l'intersection totale est non vide. 

Posons en effet M = 
J 

() 

O:€J la: ;pour toute partie finie 

J de I. Si A(K) est dual d'un espace V, les HJ ont un point 

adhérent f dans A(K) (pour CS-(A(K), V) Comme A(K) est dual 

de V pour l'ordre, f est dans chacun des I . a:, 

Remarque Cette propriété 

des boules Bo: de A(K) 

est équivalente à l'énoncé analogue pour 

en effet toute boule est un intervalle, 
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mais tout intervalle est intersection de deux boules. Il suffit 

pour le voir de remarquer que 

= n B(f 
1 

+ r,r) où r = Of
2 

- f
1 

R 

1 3 

Remarque : Si K vérifie la conditi~n /4{,
1

du théorème 17, K vérifie ,..(.q_
1 

Soit en effet~ une famille filtrante croissante majorée de A(K) 

et soit cAl, l'ensemble des majorants de <ifi. 
Le théorème 17 appliqué aux intervalles [ f,g J ,lorsque f parcour 

1J1 et g parcourt t-~,montre l'existence ci 'une borne supérieure. 

Par contre, K peut vérifier et
1 

sans vérifier,,&' 

Contre exemple:-·· Soit K.la boule unité de 1
1 

( IN) muni de la topo-

logiea-(1
1 

( IN),Co ( ~) 

(Voir remarque 7) 

alors A(K) s'identifie à Co(~) x R 

P os on s a 1 o r s ·, e ( m) = 5 
11 mn 

Chaque e est dans 
n 

Co(~). Considérons maintenant les éléments 

f et gn de A (K) ainsi définis: 
n 

gn = ( e ' n 
- 1 ) 

f = ( 
n 

2 e , 
n 

l ) 

On vérifie aisément qu'aucune intersection firtie des intervalLes 

I = [ f , g ] n' est vide. Cependant l'intersection totale est 
n n n 

vide, car tout point (h,À) de cette intersection vérifie pour 

tout n 

1 - À ;?Ji U 2 e - h li ~ 2 - I h ( n) 
n 

et À - ( - 1) 4' U h - e n~ + 1 - 1 h ( n) 
n 

donc - 1 h (n) 1 $ À ~- 1 + I h (n) 1 

Or h étant dans Co( {N) on ne peut avoir 1 h (n) 

K ne vérifie pas la propriété,&' du théorème 17, par contre 

il vérifie ...etf puisqu'il est symétrique. 

Plus généralement considérons les énoncés suivants 

1°)- A(K) est un dual 

2 °) - I 1 ex i s te une pro j e c t ion de norme 1 de A 11 
( K) sur A ( K) 

3 ° ) - A ( K) V é r i f i e ,<a.' 
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On sait ,d'après Dixmier [ 5] que ( 1) ~ (2) et d'après 

Lindenstrauss [ 6 ] que (2) ~ (3) 

On ignore si (3) ~ (2) 

1 4 

Montrons que (2) t> ·(1) 

deo- (Lq),L
1

). Alors A(K) 

soit K la boule unité de L""[ 01] munie 

s'identifie à L"[OI] x 1Rmun1.de 

l'ordre et la norme définis à la remarque 7. On sait qu'il existe 

une projection de L1 " sur L
1

, de norme 1 ,donc K vérifie (2). 
. . 1 1 • Par contre la boule uni.té de L n ayant aucun point extrémal, on 

vérifie aisément que la boule unité de A(K) ne posséde que deux 

p o i n ·( s e x t ;r é maux , ( 0 , 1 ) e t ( 0 , - 1 ) , A ( K) ne p e u t d on c p a s ê t r c un 

dual. Cet exemple montre que la propriété ,a,' , même jointe à 

N = K n'est pas suffisante pour que A(K) soit un dual. 

§ 3 - RECHERCHE DE CONDITIONS SUFFISANTES 

Nous avons vu que dans le cas des simplexes le pré<lual de 

A(K) est unique. De plus la démonstration de la_proposition 3 

montre qu'un prédual de A(K) est touj9urs contenu dans lin N. 

Montrons par un exemple que ce pr~dual n'est pas toujo~rs unique. 

Ptus précisemment : 

EXEMPLE 18 

Il existe un convexe compact K tel que A(K) soit dual, pour 

l'ordre et la norme, de deux espaces E et E 
1 2 

tels qu'il 

n'existe entre E
1 

et E
2 

aucune isométrie qui soit un isomor

phisme d'ordre. 

On prend pour K la boule unité de l""'( [N) munie de~(l ... ,1 1
) 

A(K) s'identifie à 1
1

( ~) x ~ muni de l'ordre et la norme définis 

à la remarque 7, Or 1 1
( ~) est le dual de nombreux espaces, à 

savoir tous les-&(X) où X est un compact dénombrable. 

Soient x
1 

èt x
2 

deux compacts dénombrables, non homéomorphes, 

-a(x
1

) et ~(X
2

) ne sont pas isométriques, 

On munit E. =-&(X.) x IR de la norme et de l'ordre définis 
l. l. 

comme suit Uf,t U= 

(f,t) ~ 0 

sup (Of D, lt l) 

t ~ u f u 
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On vérifie aisément que 1
1 

( LN) x IR est dual de 

E
1 

et E
2 

• Ces deux préduaux ne sont pas isométriques, car en 

désignant par~ une isométrie de E
1 

sur E
2

, on aurait 

D~(f,t)U=U:f,t) Il 

i (f,t) 

= t pour tout f , c'est à dire que 

serait positif. 

p(f,t) p(f,O) + tp(O, 1) = 

On en tirerait que ; JL + tµ = t pour tout 
0 

t ~ Il f Il; 

on aurait donc µ = 1· et µ = 0 
0 

On pourrait alors en déduire aisément que f j-& (x
1

) 
serait 

sur ~ (X
2

), ce qui est impossible. 

Nous allons maintenant donner deux critères 

Notation Rour tout sous-convexe X de K on définit une relation 

de préordre sur A"(K) en posant 

f ~ g <==> f(x) ~ g(x) pour tout X de X. 

On notera (u,v)X l'ensemble des f de A"(K) vérifiant u « 

Pour toute f de A Il ( K) posons 
A 

i f } f'( x) = inf u ( x) uEA ( K) u :>)' 

~ 

l f J f(x) = sup V ( X) vEA(K) V .(< 

1 5 

f << V 

Remarquons que S1 X est dense dans K 
' 

la restriction de cette 

relation, à A (K) n'est autre que la relation d'ordre usuelle 

THEOREME 19 

Pour que A(K) soit un dual il faut et il suffit qu'il 

existe dans Kun convexe X dense dans K tel que 

1°)- Pour toute famille (<ua:,va:) X )d'int:ervalles de A"(K) telle 

U- et V soient dans A ( K) et telle qu'aucune intersection 
u ··a 

finie clans A"(K) ne soit vide, alors l'intersection totale 

dans A ( K) est non vide 

20)-
~ ~ 

Pour toute f de A"(K) et tout X de X, f(x) f(x) 

CN On considère K et le prédual V de A(K) comme plongés 

dans A' (K) .- La démonstration de la proposition 3 montre 

que X = V n K est dense dans K. 
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CS 

D'autre part, d'après [ 5], si A(K)' est dual de V, il est 

facteur direct dans A"(K) plus précisement il existe une 

projection P de norme 1 de A" sur A dont le noyau est 

l'espace v 0 ortnogonal de V. 

Pour démontrer (l) considérons une telle famille 

(
( u ,v ) ) 

a a X aE I. 

Pour toute famille finie J de 

A" (K) n 
o:EJ 

( U , V ) 
a a X 

Ion choisit hJ dans 

On a alors pour tout a de J 

On applique alors le théorème 17 pour obtenir la conclusion de (1) 

Pour montrer 

on a l'égalité : 

(2), on vérifie que pour toute f de A11 (K) 

[ u uEA(K) u >> fj = (u : uEA(K) ,u ~ Pf] 
et par suite 

A 
f = Pf 

Soit W = linX,espace engendré dans A'(K), et V l'adhé-

rence en norme de W. Alors V est faiblement dense, car X est 

dense; donc la topologie a- (A,V) est séparée. Montrons que la 

b ou 1 e uni té B 
1 

de A ( K) e s t c o mp ac te pour G""' ( A , V) : soi t 'f.L un 

ultrafiltre sur B
1 

et f sa limite dans A"(K) [pour(f""'(A",A') 

A~~liquons la ~ropriété 1 à la famille de tous les intervalles 

(u,v)X où u et v sont dans A(K) et vérifient v >> f.>> u : 

Il existe h,élément de A(K), contenu dans chacun de ces inter

valles, La condition (2) implique aisément que (h-f) est dans 

V
o 

et que h est unique, c'est donc la limite deU pour(S""" (A,V). 

En utilisant la densité de X on voit aisément que A(K) 

est dual pour l'ordre et la norme. 

On va maintenant remplacer (1 ,2) par un (2) renforcé. 

THEOREME 20 .-

CN 

CS 

Pour que A(K) soit un dual il faut et il suffit qu'il 

existe un convexe X dense dans K tel que pour toute f de 

A"(K) et tout x de K on ait f(x) = f(x) 

Mime démonstration que pour le théorème 19. 

On garde les notations du théorème 19: on sait que 
~ 't 

limite de <tl dans A"(K) ,vérifie f = f. 

f 
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Cette fonction est à la fois concave ses et convexe sci, 

donc elle est affine continue. De plus lcx) ~ f<x> > fcx> pour 

~ 
tout x de X donc (f - f) est dans v0 

.On termine comme au 

théorème 19. 

§ 4 - ETUDE DES ESPACEi A(K) QUI SONT REFLEXIFS 

THEOREME 21 

Soit A(K) le dual de V, sous espace de A'(K); soit F 

un convexe' compact contenu dans (vnK) et tel que (lin F) soit 

fermé en norme dans A'(K). Alors A(F) est réflexif. 

L'espace (lin F) engendré par F, peut être muni de deux 

normes : celle induite par A' (K) et_ notée U U , et celle définie 

par les boules unité conv (FV-F), notée U UF .De même A(F,K) 

sera muni de la norme quotient Il , de l'espace A(K) 
q (lin F) 0 

Rappelons que Alfsen [ 1 1 a montré l'équivalence suivante : 

1 0) - (lin F) est fermé en norme dans A' (K) 

20)- (lin F) est fermé faiblement dans A' (K) 

30)- A ( F, K) = A(F) 

40)- A ( F, K) A(F) et fF 
Il f B q < = = sup + 00 

f EA(F) Ufll 00 

De plus le dual de A(F) s'identifie à lin F, muni de la 

norne D llF. Or lorsque 1~on munit lin F de la norme 

est celle induite par V, son dual est iéométrique à 

V' , soit A(F,K) 

(lin F) 
0 

Il ll, qui 

Comme par hypothèse A(F,K) = A(F) et que de plus les deux 

normes sur A(F) ( la norme uniforme et la norme quotient de 

A ( F , K)) .sa n t é q u i va 1 e n t e s , on en d éd u i t 1 e s é g a 1 i t é s s u i va n te s 

[A(F),U UF]"=[lin F,11 IIF] '=[lin F,ll ll] = A(F,K) = A(F) 

Ceci montre que les ensembles A(F) et A(F),. sont identi -

ques; A(F) est donc réflexif. 
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COROLLAIRE 22 

Pour tout convexe compact K, les propriétés suivantes sont 

équivalentes 

1°)- A(K) est réflexif 

2°)- Il existe un espace de Banach reflexif B et un point 

extremal X· de la boule unité de B tel que K soit 
O· 

affinement homéomorphe à H = { 4' EB' : n l..f> n = 'P(x ) =---2.J , 
0 

où(lin H) est fermé dans A'(K). 

3°)- Il existe un espace de Banach reflexif B et un sous-convexe 

Appendice 

compact H de la boule unité B' de B' qui posssède la 1 ____ .....;.._---"-------
pro p r i é t é d ' e x te n s ion dans B 1 _e_t __ t_e_l _ _,q,_u_e __ K_7 

__ s_o_i_t __ a_f_f_1._· _n_e_m_e_n_t 

homéomorphe à H. 

( )=?2) Il. suffit de prendre la constante 1 pour B et A(K) 

lui-même pour X 
0 

(2~3) est trivial d'après les résultats de Alfsen rappelés 

ci-dessus. 

Soit B' 
1 

la boule unité de B'. L'espace A(B,p s 'iden-

tifie à B x ~. comme dans la remarque 7; Cet espace 

est reflexif et d'après le théorème précédent, A(K) 

est reflexif. 

L'équivalence entre ( 1) et (2) est due à Behrendts [ 2] 

On peut étudier les espaces A (K), où K est un chapeau 
0 

et O est un point extrémal de A (K) • 
0 

En fait ce cas se ramène aux espaces A(X) où X est convexe 

compact. 

PROPOSITION :Si A (K) est un dual, toute famille filtrante croissante 
0 

(f~) telle que Rf U ~ 1 admet une borne supérieure dans A (K)~ a a o 
En effet si~ est le filtre engendré par les 

M = f fEA ( K) f ~ f .:;; 1 } a 0 a 
Soit F un point adhérent au filtre 

F ~ f pour tout a: car F est adhérent à H a: a. 

Donc F est un majorant 
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Soit G un autre majorant. 

donc G(x)~fo:(x) pour tout x de A (K) ,+ 
0 

or F(x) = sup fo: (x) pour tout x de V+ 
.•: 0: 

donc G(x) ~ F(x) pour tout 

+ 0 + 
(G-F) est dans (V) et le polaire de V est .A (K)+ 

0 

car A (K) 
0 

est dual pour l'ordre. Donc Fest borne supérieure 

CONSEQUENCE : 

LEMME 

D'après le théorème d'Azimow [8J la boule unité ouverte 

de A (K) est filtrante croissante donc si A (K) est dual la 
0 0 

boule unité fermée admet un plus grand élément e qui est la 

borne supérieure de la boule unité ouverte. 

Si la boule unité de A (K) 
0 

admet un plus grand élément e 

alors e coincide avec la jauge de K. 

Démonstration: 

Soit P cette jauge, montrons que P(x) = 1 <=> e(x) = 1 

Si e(x) = 1 et À> 1 le point À.X n'est pas dans K car on 

aurait e(11.x) ~ 1 -: donc P(x) ~I ,mais. comiüe x était dans K, 

P{x)=1, Réciproquem~nt soit x un point de K tel que P(x) = 
Pour tout µ > 1,~x n'est pas dans K donc on peut trouver 

dans A(K) telle que 1 µg(x) > 

( g(y) < 1 sur K 

En considérant g - g(o) 
sup (g-g(o)) +8 

K 

on peut trouver f dans 

A (K) 
0 

telle que 1.:.1 f (x) > 1 

Soit 

1er CAS 

2éme CAS 

et 

m ::::: min f(y) 
)E K 

sur K 

si m ~- on a - 1 ~ f ~ 1 d one 

on en tire !<f(x) ~ e(x) 
IJ 

s 1. m <: - on a ll f D = m. En considérant la fonction 

-f 1 +m 
2 

e qui est de norme inférieure à 
1 -m 

2 

on montre que donc 

Ceci étant vrai pour tout µ > 1 

1 - < f(x) ~ e(x) 
IJ 

on a e(x) = 1 
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Ce lemme montre que 

est convexe compact et 

L(K), ensemble des points de jauge 

A (K) est isomorphe pour l~ordre et 
0 

20 

isométrique à A(L(K)). On est donc ramené au problème précédent. 

Remarque : En copiant la démonstration de la proposition 12 pour un 

couple (S,K) qui vérifie (b) on montre l'analogue de cette 

propositi,on. 

On a donc le résultat analogue i la proposition 13 pour les 

couples convexes compacts K vérifiant (b) et où l'on remplace 
1 

A(K) par A ( K) • 
0 
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