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SUR LES FONCTIONS QUI VERIFIENT LE CALCUL BARRYCENTRIQUE

On se propose d'étudier les fonctions de Baire sur un convexe compact K,
qui vérifient le calcul barycentrique. Rappelons qu'une fonction f sur un
convexe compact K, vérifie le calcul barycentrique si pour toute mesure de

probabilité m sur K de barycentre x on a 1'égalité

f £(y) am(y) = £(x)
K

Soitf% un ordinal dénombrable et K un simplexe, nous montrerons que toute
fonction vérifiant le calcul barycentrique et de classels de Baire est de
classe affine (P +1) : C'est 3 dire qu'elle est dans 1'espace obtenu & par-

tir de A(K) par le procédé de limites simples des suites bornées, en itérant

P fois cette opération.

I. Introduction

Notons %}(K) l'espace des fonctions qui vérifient le calcul barycentri-
que sur K. Soit 33ﬁ,(K) l‘esyacé des fonctions de classe [» de Baire et
cﬁF(K) 1'espace des fonctions de classe affinels . Rappelons que d'aprés un
résultat de M. Choquet toute fonction affine de premiére classe de Baire vé-

rifie le calcul barycentrigue sur K.

En utilisant ce résultat Mokobodzki démontre (voir [83]) le lemme suivant

LEMME O : Toute fonction affine de premiére classe de Baire sur un convexe

compact K est de premiére classe affine.

Ce résultat &claire le lemme précédent car il est sur que ‘ﬁ(K) contient
dﬁ}(K). Cependant on n'en connait pas une démonstration directe. Le lemme O

montre que pour tout convexe compact on a la relation suivante

Rer 1y 4 n B,x = £ x



Etant donné un convexe compact K, le probléme se pose de démontrer une relation

du type

R (k) n Bk c i,

Nous dirons que K est de type O (resp. : de type 1) si pour tout ordinal dénom-

R(MBH ))

Remarquons d'abord, & 1l'aide d'un exemple, qu'on ne peut espérer démontrer

brable /3 , K vérifie la relation 32(? F) (resp.
3

que tout convexe compact est de type O.

EXEMPLE : Soit E un espace de Banach ; notons EG—(resp. : E°9) l'espace des
limites dans le bidual E" de suites bornées de E (resp. : E¥) , lorsqu'on munit
E" de la topologie 6 (E",E'). Williams a montré dans [9] que E°% n'est pas
toujours fermé en norme dans E". T1 construit un espace de Banach E et un &élé-
ment X de E", qui n'appartient pas & E°, mais qui est limite uniforme d'une
suite de E°°. Cpnsidérons la boule unité K du dual E'. I1 est immédiat que Xy
en tant_que fonction sur K, est de classe 2 de Baire mais n'est que de classe
affine 3. Avant d'aborder les résultats généraux rappelons ce qui a déja été
montré. Soit d%(K) = F&ﬂlaﬂg : un simplexe K est dit analytique si pour
toute fonction continue f sur X , la fonction affine définie par Lf(x) =}Lx(f),
ol M, est la mesure maximale de barycentre x, est dansci(K). Rogalski a dé-
montré dans [8] que Lf est en-fait dans 6£1(K). En effectuant une récurrence
trés simple, il montre que tout simplexe analytique est de fype 1. La classe
des simplexes analytigques englobe les simplexes métrisables et les simplexes
dont les points extrémaux forment un Kc: Dans [3], on montre plus généralement
qu'un simplexe dont l'ensemble des points extrémaux est de Lindeldf est ana-
lytique.

Le résultat essentiel que nous allons démontrer est que tout simplexe est
de type 1. Par ailleurs nous verrons que dans certains cas on peut affirmer
qu'il est de type O. Nous prolongerons ensuite 1'étude & certaines boules uni-

tés d'espaces duaux ce qui donnera une classe assez large de convexes compacts

de type 1.
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§2 . Le résultat pour les simplexes

Pour les simplexes dont les points extrémaux forment un Kg_, on peut

améliorer le résultat cité plus haut.

’Propositionlz Soit K un simplexe dont 1'ensemble des points extrémaux est un K&

alors, pour tout {5 :

c?f/m{)

U K, - Toute mesure maximale sur K est
n

i}

%ﬁ(x) ﬂ‘% (x)

i

Soit K ce simplexe et £(K)

portée par & (K). La proposition résultera immédiatement du lemme suivant

LEMME I.1. Soit K un simplexe tel que &(K) soit un KG,, alors pour tout
% 1 et toute fonction f de 33{3(2{), la fonection Lf, ol Lf{x) =/u.x(f)

(}”x désigne la mesure maximale de barycentre x), est de classe affineﬁ sur K.
Considérons d'abord le cas pB = 1

£ = lim £ ol f € (k) et N ERE

D'aprés le théoréme d'Edwards, [:1 j, la fonction continue fan sur K
n

se prolonge en une fonction affine continue Fn sur K, avec ”Fn ” £ ”fn”‘ On a

alors pour tout x de K
[pae) = (0] = [y - 0 fp e - e [+ [pe - 0]

x étant dixé&, pour tout £> 0, il existe un entier n tel que n > ng implique

1 —}LX(KH) < &/hM done

If(Fn - fn) df"x! = {'(f (Fn - fn) d}"xl € o /ux ({)Kn)< €/2

(K)uKn

D'autre part 1l existe un entier n

- - - - 8
, tel que n » n, implique ‘fu'x(fn f)’< /2

Donc dé€s que n > sup (no s n1), on a
- ¢ &
|p(£) = F ()

Ceci montre que Lf est de classe affine 1.
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Supposons maintenant le lemme vrai pour tout ﬁ‘ < p et soit f de classe:/3

de Baire. On a donc

f=1limf ol f e fr%n(K) et Patp

D'aprés le théoréme de Lebesgue Lfn converge simplement vers Lf donc Lf est de

classe affine p - C.Q.F.D.
Donnons maintenant le théoréme le plus général concernant les simplexes.

THEOREME 2 : Pour tout simplexe K on a la relation Ji (f b 1)
-]

AR . k) N (?’ k) o, (x

(pop) () (%) € &y, ()
Pour démontrer ce théoréme nous utiliserons les trois lemmes qui vont
sulvre. Remarquons & l'avance que les lemmes 2.1 et 2.3 sont valables pour

tout convexe compact.

Etant donné un sous ensemble D de A(K), nous noterons R, la relation

d'équivalence sur K définie par

'x RD y si et seulement si @(x) = @(y) pour toute @ dans D".

Nous noterons J%Q(RD) l'espace obtenu par le procédé de limite simple des
suites bornées a partir des fonctions continues sur K constantes sur chague clas-—

se d'équivalence modulo RD.

LEMME 2.1. Soit K un convexe compact et f une fonection de jxe(K) alors il exis-

te une partie dénombrable D(f) de A(K) telle que f soit dans j%ﬁ(RD(f))

Supposons d‘'abord f3 =0 : f, étant continue, est limite uniforme d'une

suite gp de la forme suivante :

(p)

g, = agp) V...V a}({P) - bgp) Voo by

(p)

avec a. et b

(p)

3 affines continues sur K.
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(p) (p)

Prenons pour D(f) toutes les fonctions ar et b. qui sont intervenues dans

la construction des gp. I1 est clair que f est dans 330(RD(f))'

Supposons maintenant le lemme démontré pour tout /3'4 f3 et soit f de
classe F .

E- 1 4 [ 33 . <
On a donec f lim fn s, Ou fn N avec pn < P Comme fn est de classe (Bn r

on peut associe? a £ une partie dénombrable D(fn) de A(K) telle que £ soit

dans B{;n(RD(fn)).

Prenons pour D(f) la réunion des D(fn).\C'est une partie dénombrable de
A(K) et il est clair que la relation d'équivalence associde i D(f) est plus

fine que celle associée a D(fn), done,

@X(RD(fn)) < ﬁa(RD(f)) pour tout ¥
Par suite f est dans j%3(RD(f)) C.Q.F.D.

Le lemme qui suit va nous permetire de nous ramener au cas d'une simplexe

métrisable.

LEMME 2.2.: Sous les hypothéses du lemme 2.1, si le convexe K est un simplexe
alors il existe un sous espace fermé H de A(K), séparable, contenant D(f),

et qui vérifie le lemme de Riesz.

Prenons pour D_ l'espace sur @ des combinaisons linéaires a coefficients
rationnels d'éléments de D(f). Il est dénombrable.
On suppose que l'on a qonstruit une suite DO 5o oo Dn , croissante, d'espaces
vectoriels sur @, chaque D; étant dénombrable, et que la propriété (Pk) est

vérifiée pour tout k £ n.

L} ol « . -
(Pk) Si (a1 s 85 senes ap) . (b1‘,..., bp)sont deux suites finies dans D_,
telles que a; < bj pour tout 1 & p et j<& p, alors il existe une fonction C de
Dk telle que a; ¢ C & bj pour tout % isp"
Jsp

Construisons maintenant Dn+1 : on pose

Joer = {(a.1 ap)(b} bp) s pel a et bj€ D ,a;s bj%
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Comme A{K) vérifie le lemme de Riesz on peut trouver une fonction C dans A(K)

qui séparent les a; et les bj' D _,. sera l'espace engendré par Dn et les

n+1

(CX)féJ' sur le corps Q.
n+1

Dn et Jn+ étant dénombrables il en sera de méme de Dn+ et il est clair que

1 1

(Pn+1) est vérifiée.

.On vérifie trés facilement que [) Dn est un espace vectoriel sur ®, dénombra-

n
ble et qui vérifie le lemme de Riesz . Soit H son adhérence : H satisfait aux

conditions requises dans le lemme. Le seul point d vérifier est que H vérifie

le lemme de Riesz. Il suffit pouf cela qu'il vérifie la condition suivante :

(RL) Soit Up s Uy s Vs Y, dans H avec

us < vj i,J € {1,2}

alors il existe h dans H telle que
ui<h<vj i,j € §{1,2%.
Soient uy { Vj 1,J € i1,2} et s vj € H
On peut trouver un €% 0 tel que
u. +& &£ v, ~-€&
i ' J
or (U Dn) est dense dans H donc on peut y trouver des fonctions u! et vj
n
telles que
u. ¢ u! « u. +€
i i i

v. - & < vl «v,
J J J

Comme ui & v!, il existe une fonction w dans (U Dn)

J n
telle que ul! ¢ w g v!
1 J
- done u. < w<v.
1 Jd
H vérifie donc le lemme de Riesz. C.Q.F.D.

On peut toujours supposer que l'ensemble D(f) du lemme 2.1. contient la cons-

tante 1, il en est donc de méme de H. Posons alors Y = H{+ =¢leH'| 2% 0 L(1) =1

I1 est immédiat que Y est un simplexe, d'aprés le lemme 2.2., et on voit faci-

lement que A(Y) est isomorphe & H. Comme H est séparable, Y est un simplexe
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métrisable.
Considérons 1'application ¥ de A'(K) sur H' définie par $(1) = llH .
On voit facilement que ¥ (XK) est &gal a H;+ ou toute fonction de H nulle
sur Y (X) est identiquement nulle. En gardant ces notations nous pouvons

énoncer.

LEBMME 2.3. : {a) Sous les hypothéses précédentes on peut définir une fonc-
tion f sur Y telle que £ = £ o
~
(p) Si £ est dans 33 (x) nv é?(K) alors f est dans 3%3(Y) N %?(Y)
Pour le (a) il suffit de remarquer que 51 $(x) = Y(y) alors x et y sont

équivalents modulos R , donc f(x) = £(y).

D(f)
W
On peut poser £(¥(x)) = f£(x).
n
Pour (b) supposons d'abors que f est continue alors il est évident que f
est continue. Une récurrence immédiate nous montre que si f est dans
v

Baly).
JBﬁ(RD(f)) alors f est dans 1ﬁ(Y)
Si on suppose maintenant que f vérifie le calcul barycentrigue sur X il faut

~

voir qu'il en est de méme pour f. Soit i)o une mesure sur Y de barycentre

?(xo), on veut démontrer 1'égalité

f, Fav, = Fo0e)) = 1)

Supposons que 1'on ait démontré les deux affirmations suivantes

(1) I1 existe une mesure J-, sur K telle que son image %%, pary

soit égale 3 J
(11) La formule J‘ G av = y G o® gy , vraie pour toute fonction
Y o K }b
continue, reste valable pour toute fonction de Baire.

On sait alors que pour toute fonction G de A(Y) on a

fdei) = 6[P(x_)] = g Gol dp = =Co® (tp)

done ?(XO) = ‘f(iﬁo)

Ltaffirmation (11) nous permet d'écrire

fK f d/Ao = f[r().oj = 2‘)0‘9 (1};0) = }).[(?(xo)j

(WS
e
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La démonstration est terminée si (1) et (11) sont vrais.

i . . + P
Pour (1) on considére l'application Y de M1(K) dans M";(Y) définie par
\{)(}L) = (F/lb Elle est affine continue et 1'image de Y contient tous les

points extrémaux donc elle est surjective ' ‘)o est donc dans 1'image de Y.

Pour (11) il suffit d'appliquer le théordme de Lebesgue et de raisonner par
récurrence.
Le théoréme 2 est maintenant démontré car si on consid@re un simplexe K et

f dans B (K) n c3(1{), nous avons montré qu'il existe une surgictlon affine
continue ({’ de K sur un s::.mplexe métrisable Y et une fonction f de
(?(Y)ﬂ %F(Y telle que f = & oW . D'aprds le résultat déja cité de Rogalski
concernant les simplexes métrisables on sait que f est de classe affine (FH)

donc f est de classe affine (I%-H) C.Q.F.D.

Remarque : La méthode employée par Rogalski pour les simplexes analytiques [8)
qui consiste & établir une projéction que 1l'espace E(X) dans GﬁT(K), n'est
plus ici valable. En effét il faudrait montrer que pour'toute fonction con-
vexe continue, £ =}A«x(f) ést de Baire.

Ceci est faux si le simplexe K n'est pas analytique. Comme exemple de tels
simplexes on peut considérer 1é compact [o.cij et H = if‘ etforl ;

£(0) + £(1) = 2 £(@)}.

Soit Y = Hr . Oh voit facilement que ¥(Y) = [0,9( et que les mesures maxi-
males sont celles quil sont portées par [0,2[-Y est un simplexe car si une
mesure maximale est orthogonale & A(Y) =H, alors

E + €

ﬁ=d(£;“i ...Eg_)

/u ne chargeant pas S ,)*= 0.

1
-1
0 si x # 0,1

Soit alors f définie par £(0)

£(1)
f(x)

f € H done £ est dans A(Y). f+ est convexe continue et on voit facilement
/

que f* vaut 1 en & _, 1/2 en €, , O en EX , X # 02.0r toute fonction
continue sur ([08] étant constante & partir d'un certain d<£2, il en est

. N+ : .
de méme pour toute fonction de Baire. f n'est donc pas de Baire.



§ 3 Exemples et cas Particuliers

Pour utiliser les théorémes nous aurons besoin des deux propositions suivantes

qui constituent des propriétés de stabilité pour la relation R(ﬁ /3,)
>

R L Q) N Byx)e A (x
Proposition 3 : Soit X un convexe compact, contenu dans un hyperplan fermé
qui ne passe pas par 0. Si K vérifie

‘R( ')
R P
(Fsp')

Soit en effet F dans L?(x) n 33/30() et £ =F|,

alors X = conv (K Y 0) vérifie

aussi

Alors f est dans ?(K) n ﬁﬁ(K) , done f est de classe affine B'.
Or si on suppose que F{0)-= 0, on a pour tout x et tout A de [01] :

FAx) = A £(x)

11 sufflt de vérifier que si f est dans (}tﬁ'(K) la fonction f définie sur X
par f(?ﬁx) A £f(x) , est dans J%*(X)'

Ceci est évident pour ' = 0 et la récurrence est immédiate. C.Q.F.D.
P )

PROPOSITION 4 : Soit K un convexe compact, chapeau universel d'un cdne de

sommet 0. Si K vérifie R( ,) alors X = conv (K VU -K) vérifie aussi
b ]

:R'(F,p})

Soit F dans DA (X)N G (X) et £ Flx -

Alors f est dans «ﬁ[g, (x) n (“}(K) , donec f est de classe affine e t,
Or si F(0) = O.on a

FQux - (1-2) y) = Af(x)

(1-2) £(y)
I1 suffit de montrer le lemme suivant

LEMME k.1.: So:xt f une fonction de G’t ,{K), nulle en o, on peut alors définir

une fonction f sur X, de classe afflne /3 , en posant

Fax - (1-N v) = Af(x) - (1 =) £ly)

Cette formule a un sens car si on a

Ax-( =N y=2x' =(1-2)y olx,x',y, y'e K
A2 e o]



_10_

On a alors Ax + (1 = A') y' = At x° (1t -N)y

En appelant p la jauge de K qui est additive sur le cone engendré par K on

obtient

Ap(x) + (1 =-N) p(y') = A p(x') + (1-3) p(y) =k

On en tire

A X, {(1-21) \ y'oo_ A . x! {1-2) y
kPO T gy T R gy TR Ry T P E)
En applicant f aux deux membres alors on trouve
Af(x) = (=) £(y) = W £(x') - (£ - A") £(y")
La deuxidme affirmation du lemme est &vidente si g' = 0. La récurrence est

trés facile si on remarque que toute fonction de dh,(X) nulle en O est limite
d'une suite de fonctions de.classe affine inférieure & p' et toujours nulles

en O.
C.Q.F.D.

Ceci va nous permettre de donner un exemple intéressant de convexe compact

de type O :

1
Exemple 1 : Soit H={f ¢ [0} ; g £(t) at = £(1)}

0
Et posons K = H;+. On vérifie facilement que K est un simplexe dont 1'ensem-
ble des points extrémaux s'identifie & [O1L . C'est un K > on peut donc appli-
quer la proposition 1. En applicant les propositions 3 et 4 on montre alors

que la boule unité de H' est un convexe compact de type O.
Exemple 2 : Considérons la boule unité;de E}(N) , dual de Co(lN). On peut
appliquer la méme méthode, mais en fait nous allons démontrerun résultat

beaucoup plus beaucoup plus fort.

Proposition 5 : Toute fonction qul vérifie le calcul barycentrique sur la boule

unité de E'UN) est de premidre classe affine.

Soit f une telle fonction qu'on peut supposer nulle en 0. En utilisant le
lemme (b4.1) il suffit de montrer que f est de_?remiére classe affine sur la

. o, . . +
partie positive de cette boule. Or tout point de ET(N) est de la forme
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0o

Z}xnenauh—- zxn).o

X

<o
ou e, désigne la suite des points extrémaux de K et $_ X £ 1. Comme f véri-

. . 1
fie le calcul barycentrique on a

N
L=+ . .
f(x) = Z:Xn-f(en) = lim EE? %, f(ek) = 1lim FN(X)

1 N 1 N

N
o FN(X) = %: Xy f(ek).

P . . + .
Les FN etant affines continues sur P1(N)’ f est de classe affine 1
C.Q.F.D.

Nous allons maintenant donner une application du théoréme 2 pour les « —polytopes.
Rappelons qu'un convexé compact K est un & polytope s'il existe un simplexe
S et une surjection affine continue ¥ de S sur K, telle que L(’—1(}() soit de
dimension finie pour tout x de K. Phelps a démontré dans [ T) qu'il est équi-
valent de dire'que 1'application linéaire & de A" S) sur A'(K) gqui prolon-

ge ¥ a un noyau de dimension finie.

Théoréme 6 : Soit K un & polytope alors on a

Ral) N G0 € 6’;;”(1«:)
Soit K un o« polytope. Il existe un simplexe S et une surjection continue
Y de A'(S) sur A'(K) dont le noyau est de dimension finie. On voit immédiate—
ment que si on considére A(K) comme sous—espace de A{(S) , en identifiant les
N

fonctions f et f e , alors A(K) est 1'orthogonal dans A(S) du noyau de ¢,

donc A(K) admet un supplémentaire topologique H de dimension finie.

On peut, de la méme fagon identifier tiTgK) & un sous espace de(j%(s).
En procédant par récurrence nous allons démontrer que H et Ggg(K) sont supplé-
mentaires algébriques dans U@P(S) - par suite ils seront supplémentaires to-
pologiques pour toute topologie d'espace vectoriel séparé, puisque H est de
dimension finie. Nous savons d&ja que l'affirmation est vraie pour [% = 0.
Supposons la vérifiée pour tout 0'2/3 .

U o
P,LP /y(l{) o

On pose E = L’cﬂﬂ(s) et E' =
frep

On vérifie immédiatement que E' et H sont supplémentaires algébriques dans E.
Si on munit E de la topologie de la norme, on sait que E est somme directe

topologique de E' et H et par conséguent il existe une constante Cﬂ»> 0 telle
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que pour toute f dans E on puisse écrire :

f= f1 + f2

. X
avec £, € H , £, € E' et Mﬁt < CF%fQ,

Soit alors g dans th(S). Par définition il existe une suite g, bornée de E

telle que g = lim g,
n

On peut écrire 8, < &, + gn
: 1 2
< .
avec g € Het i g, II & Cpifgn\i ¢ K.
1 1
La suite (gn ) est bornée, donc on peut en extraire une sous-suite convergente

1 : . ~ .
dans H, que nous noterons encore gn . Par différence la suite gn converge
1 2

simplement vers une fonction 85 de dtP(K) et on a

— = H
g—g1+g2 ou g1eHetg2€E.

La décomposition est unique ou toute fonction de H ﬂdﬁP(K) serait continue
donc dans HN A(K) qui est réduit & zéro.

La démonstration du théordme est alors immédiat : soit f dans 'B/;(K) nY(x.
On vérifie aisément que £ o § vérifie encore le calcul barycentrique donc
fof est dans 3}3(8) ﬁg(S) . D'aprés le théordme 2, fof est de classe
affine ({5 +1)sur S donc on peut trouver f, dans H et f, dans ﬂg'pﬂ(K) telles

que
fo¥ = £, o+ fgo‘f’

On a done f1 = (f - fg)oL(’ .

Cette fonction est dans H, donc continue sur S. De plus elle s'annule sur le
noyau de ¥ , donc elle est dans A(K) .

or A(K) n H = {0}

donec £, = O

1
On a démontré que fo¥f = f’2¢‘1’ » ce qui implique f = f, car ¥ est surjective.

C.Q.F.D.
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§L Extension & la boule unité d'un dual d'espace de Lindenstrauss.

Nous avons déjad traité le cas de la boule unité de g'(IN) qui est
de la forme X =conv (KU -K) ol K est un chapeau universel et un simplexe
d points extrémaux Kg: Nous avons wvu que dans ce casion pourrait appliguer
la proposition 1 ; c'est faux en général pour les boules unités d'espaces
L'(f) qui sont duaux. Lés espaces duaux qui sont isométriques 3 des espaces
L'(y) possé&dent des proprletes caractéristiques intéressantes (citons pour
cela Effros [2] , Lazar [4] et Llﬁenstraup [53 . Nous allons donner une pro-

Fﬁ+1)

position analogue & la propriété jﬁ valable pour les simplexes mé-

trisables.

Proposition 7. Soit V un espace de Lidenstrauss sépcrable et K la boule unité

de son dual, on a alors

ﬁF(K)(\ G e 9?34,1(1{)

Rappelons d'abord quelques résultats concernant les duaux d'espaces.de
Lindenstrau@ : soit V un espace de Llndenstrauﬁ et K la boule de son dual.
Pour toute fonction f [resp. toute mesurefj sur X on note o f [resp. :67“3

la fonction [resp. : la mesure] définie par
(f)(x) = £(-x) pour tout x de K

[resp. : (G/h)(‘(’) = j(r@) pour toute{ dans €(x)]
Pour toute mesure k sur K nous noterons imp/u , la mesure définie par
imp}‘L = 1/2 (y - ﬁp)

D'aprés Effros, [ 2] , nous savons qu'un espace dual v'est isométrique
a un espace L' si et seulement si pour toutes mesures maximales /L1 et//»z sur
la boule unité K, de méme barycentre on a 1mp/h.1 = 1mp}12 .

On peut donc définir une application linéaire I de ¥(K) dans ®E  en posant

Lf(x) = (imp);y)(f) , ol }Lx est une mesure maximale de barycentre x.

Cette application est bien définie d'aprés la remaicue précédente. L est linéai-

tre

Dtautre part si f est convexe continue sur X alors

re et on a

0
f si f est élément de V

noH
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[p(0) = plorll= 1 (B - o1()]

AVE R

(L) (x) = 3 Lp (8) = Gp) (£ =

Lf est donc différence de deux fonctions s.c.s. sur un compact métrisa-—
ble, elle est donc de premiére classe de Baire. Par densité on en déduit que
Lf est de premiére classe de Baire pour.toute fonction continue f sur K et,
d'aprés le lermme O, elle est de premiére classe affine. Nous venons donc de

montrer que

LB, (k)] e . ().

Supposons alors que LD")J(K)]C &6‘)(+1(K) pour tout )’L[S .

Soit f dans 33[5 (K}, i1 existe une suite bornée (fn) telle que

f=1im f
n
n
et £ € 333;(1{) , avec ¥ < f3

D'aprés le théoréme de Lebesgue, (Lf‘n) converge simplement vers LT et
comme (Lfn) est de classe affine ()’n+1) , Lf est de classe affine ((34-1).

Nous avons donc L[ﬁP(K)lc% (K).

1

Soit maintenant une fonction F dans '53/5 (K) 0 i%’f(l{). Posons f = F - F(0)

f est impaire et vérifie le calcul barycentrique done
1 -
(L) (x) = 5[%{(1‘) —A/Ax(trf)] = P () = £(x)

done LT = f et par conséquent T est de classe affine (P-H). I1 en est de méme
pour F. '

C.Q.F.D.

Nous allons maintenant donner 1'analogue de la proposition 1 qui permet

d'améliorer le résultat lorsgu'on sait que les points extrémaux forment un Ks“

pamne®
Proposition 8 : Soit K la boule unité du dual d'un espace de Lindenstrau@

On suppose que &(K) est un Ks» alors on a

. B ( =
33(}3,[3) . 3/3(1{) n G(x) -»@F(K)

Pour démontrer cette proposition nous allons &avoir besoin des deux lemmes

suivants
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LEMME 8.1. : Soit K la boule unité du dual d'un espace de Lindenstraug V
Si EE(K) est fermé alors V s'identifie & l'espace 8;:( K) des fonctions con-

tinues impaires sur € K.
Ce lemme est du 3 Effros [ 2-théoréme 2.3 ]

LEMME 8.2. : Soit K la boule unité du dual d'un espace de Lindenstraup V et H
un compact symétrique dans € K. Alors Q = conv H est la boule unité d'un dual

d'espace de Lindénstrau@.

On a évidemment @ = (1lin Q)1 X donc Q est la boule unité du sous espace
de V' qu'il engendre. Il suffit alors de démontrer les deux assertions suivan—

tes
(a) {(1in Q) est faiblement fermé dans V'

(b) Q vérifie le critére donné par Effros, & savoir : si/k1 et/*2 sont

deux mesures maximales sur Q de méme barycentre, alors Odd}*1 = Odd/h2

(a) est immédiat car la trace du sous espace (lin Q) sur la boule unité K est
compacte donc faiblement fermée. Cela suffit pour que (lin Q) soit faiblement

fermé dans V', donc soit un espace dual.

Pour vérifier (b), on remarque que £Q = H et par conséquent si/x}-etjiz sont
maximales sur Q, elles sont portées par H ; elles sont donc aussi maximales

sur K et on a dé&ja Oddlu1 = Odd/*z.

CONSEQUENCES 8.3. Toute fonction f de ﬁ%:(H) se prolonge en une fonction F de
A(K) telle que |FIl ¢ 20ifli. ‘

En effeg,d'aprés le lemme 8.2/Q est la boule unité du dual d'un espace
de LindenstrauF et par conséquent-on peut lui appliquer le lemme 8.1 en re-
marquant que &£ Q = H. On peut donc prolonger f en une fonction linéaire sur
(1in Q), dont la restriction & Q est continue, c'est donc une forme linéaire

continue sur (1in Q) muni de la topologie faible. Si on note f ce prolongement

on a

V¥l = qed

Posons A, = (K x Ifl (1+&)C V' X R

A, =§(x,¥(x)) ; x € 1in Q%
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A1 est convexe compact ; A2 est convexe fermé faiblement dans V,x R . Ils

sont disjoints, donc il existe un hyperplan fermé de V' x R qui contient

A2 et est disjoint de A1. I1 existe par suite un élément F de V tel que

o~
F(x) - f(x) =0 Vx € lin Q
F(x) - Ul (14€) < 0Vx e K
done irll <iel (1+€) ¢ 21fd

L'affirmation 8.3 est donc démontrée et c'est elle qui va nous permettre de

prouver par récurrence, la proposition 8.

En gardant les notations de la proposition T, on considére 1l'opérateur L.
Nous avons d&ja remarqué que L est 1'identité& sur j\":/g,(K) n (3(K). I1 suffit
de montrer que pour tout /3>/1 [ la proposition &tant évidente pour /3= 0J, on
a

L [Fp (13 € (1)

Supposons d'abord g = 1. Comme &K est réunion de compacts symétriques
H, on peut leur appliquer la proposition 8.3. Soit f dans 531(1{) on a

f = 1lim f'n avec fné €(x) et | fnn € M. On peut supposer f impaire.
n
Soit F _ dans A(K) telle que F_ prolonge f sur H et “Fn" 'S 2“fn“ < oM.

Py . . . = 3 = I
f et F_ &tant impaires on a : Lf(x) = imp }"x (£) ;’x(f)

LFn(X) =/‘X(Fn) = Fn(x)

l}kx(f) —Fn(x)\sl g (f—Fn) d/xx\+ “H (f—Fn) d/uxi

& K-H_ n

<3 |l /AX(BHH) +\j (£ - 1) dfxl
; H
n
x étant fixé le premier terme tend vers O avec n car toute mesure maximale
est portée par £K et le second tend vers O en vertu du théoréme de Lebesgue.

Lf est donc de classe affine 1.

Supposons la proposition établie pour tout ,'4 3 , alors on démontre
trés facilement que L[BF(K)]Ct‘/t‘/,(K) en remarquant que toute fonction impaire,
de classe/z est limite d'une suite de foncfions f de classe /’3 ol /3 est

n n/ n

un ordinal inférieur 5/5/ et f impaire.

C.Q.F.D.
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Ayant maintenant la propriété R (a.341) pour les boules unitéds métrisables,
3

nous allons procéder de facon analogue d celle du théoréme 2 pour obtenir

le théoréme sulvant.

THEOREME 9 : Soit K le boule unité du dual d'un espace de Lindenstrau§ alors

on a

B 0 (j(x}caﬁfm(m

Nous pouvons appliquer le lemme 2.1. : si f est dans j%g(K) on lui asso-
cie une partie D(f) de A(K) telle que f soit dansi%[}%(fd]: I1 faut main-
tenant "saturer" D(f) de manidre a obtenir un espace séparable H, de
Lindenstrauﬁ. Citons un des critéres donnés par Lindenstrauf [5] : Pour que
H soit de Lidenstraﬁe, il suffit que pour toute famille finie de boules
fermées se coupant deux d deux, il existe un point commun & toutes les

boules.

De plus en utilisant le lemme (4.2) de Lidenstrays [51 , on voit qu'il
suffit de montrer que pour toute famille de quatre boules se coupant deux a

deux et pour tout &€ , i1l existe un point x_ tel que

&

fix

¢ - Xi” 4 ri’+£

ol X, désigne le centre d'une des quatre boules et r; son rayon.

Construisons donc un espace H de Banach qui vérifie cette proprété. Nous
prenons pour D 1l'espace vectoriel sur@ engendré par D(f). Il est dénombrable
et on peut donc le ranger en une suite iqd; oA €~JO§. Supposons construite une
suite croissante DO , D1 ye ey Dn’ d'espaces vectoriels sur- Q, dénombrables
et vérifiant la propriété (Ik) suivante, pour tout k { n :

(Pk)" Pour toute famille finie de boules centrées dans Dk—1’ de rayons rdion-
nels, gui se coupent deux & deux dans Dk—?’ alors l'intersection totale est
non vide dans Dk“.

On construit alors Dn+ de la facgon suivante

1
: 1 =5 .
Soit Jn+1 %(xT se e xp) R (r1 s e rp) ; x; € D, € @ ,peWN

tels que les boules B[ki,ri] se coupent deux & deux dans Dn§.
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' Z . =
J',, est dénombrable. De plus, si ¥ ((x1 ae ey xp) , (r1 setes rp)) est

un élément de Jlfl

4+ on peut trouver dans V, qui est de Lindenstrauﬁ, un élé-

ment commun ay aux boules B[xi,r'i].

L'espace vectoriel D , engendré sur @ par Dn et les fonctions a y ,Y par-

n+1
courant J' ., répond i la propriété P,

n+1 1"
I1 est clair que l'espace vectoriel (sur @) E = U D est dénombrable et
possdde la propriété d'intersection finie pour deS boules de rayons rationnels.
Soit H son adhérence uniforme dans V. Vérifions pour H les hypothéses du lem—
2
dans R tels que les boules B[xi,di‘_\ se coupent deux & deux dans H. Soient

me 4.2 de Lidenstrau{%_ [5]: soit x; 5 %, X3 5 ), dans H et &1 % ,0\3 ’&h

ai dans E tels que

' - x. <€
ﬁai xl\}< an
et soient r; dans Q tels que o + E/4 L r; < U‘i + £/2

i

On a donc ﬁai - a‘.u <

i ..\Xa,i - Xi\‘g + \ixi - Xj“ + “Xj - al

|
J

! - all¢ Lt + E .+ T,
“al aJ“c o bl&+ /2(1{'l rJ

Les boules ouvertes de centre ai et rayon r, se coupent deux 3 deux dans H
donc dans E qui est dense dans H. Par construction de E, il existe un &lément

xgde E tel gque

done | X = xill < “XE - ai\\ + \!'ai - xiu

L r. + & <o, +
¢ Ty an ; v E

On peut done affirmer que H est un espace de Lidenstrau\%.
Prenons pour Y la boule unit@ de son dual H' et considérons la surjection affi-
ne continue ¥ de K sur Y définie par (#x)(f) = £(x) pour tout x de K et toute f
de H.
N . n HA

On peut appliquer le lemme 2.3 : il existe une fonction f de %P(Y) ﬂ(}(Y)

S
telle que fo¥f = f . ;

,\J [a
D'aprds la proposition T, f est dans (’&tiH(Y) donc il en est de méme de f.
!

C.Q.F.D.



§ 5 - Probléme pour les convexes compacts guelconques.

1 - Le cas général se raméne au cas métrisable.

En effet soit K un convexe compagt quelconque et £ dans j%g(Kj ﬂiﬁ(K?.
D'aprés le lemme 2.1 on peut lui associer une partie D(f) de A(K) telle que
f soit dans E% [RD(f)]' On considé?e 1'espace vectoriel fermé H engendré par
D(f) et Y = H;f. Comme aux paragraphes précédehts désigna?s par ¥ la surjec-—
tion de K sur Y. D'aprds le lemme 2.3 f est de la forme fcl% oﬁ‘¥ est dans
33&(27 ﬂ‘g (Y). Si pour tout convexe compact métrisable la propriété 3%( "
est vraie alofélg est dans J?-,(Y), doﬁc f est dans &b . (K). £op
S'il existe unevreiation‘ja(:, " vraie pour tout conwexe compact métrisable

elle est vraie pour tout convexe compact.

2 - Cas des espaces réflexifs.

Proposition 10.: Si K est la boule unité d'un espace réflexifs alors

4 () = a(x)

En effet toute fonction qui vérifie le calcul barycemitrique est affine et
bornée done continue. Cela résoud le probléme pour toutes les boules unités
d'eépace 7 s T4 Peao -

N o ¢ X -
3 - Le probléme pour L (k) ou 1 (N) n'est pas résolu.

7

' ® o,
Remarquons que si K est la boule unité d'un espace L ou 1 (N) alors A(K)
est isdﬁorphe-é L‘SP) X R [resp. : 1'(N) x R} ; c'est donc un espace faible-

ment - séquentiellement complet et par suite

- U / =
o (x) p&d%,am A(K)

Deux cas seulement sont possibles : ou bien B, (x) ﬂ'gL(K) n'est pas contenu
aans (B(K) , ou bienBy (1) Yy (K) = AK) .

Le probléme n'est pasvencore'résolu. En particulier pour K = [71,1}N , le
probléme peut se ramener & qne'recherche de limite m&diale. Mokobodzki a défini
et &tudié dans [6] les problémes concernant ces limites. Donnons guelques défi-
nitions.

Soit K = [—1,1]N
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.

idme . . .
fn lan projection de K sur R

On appelera limite médiale de la suite (fn) une fonction f sur K univer-

sellement mesurable, vérifiant le calcul barycentrique et telle que

lim inf £ ¢ £4 limsup T
n n

On a le résultat suivant

/Proposition 11 : Soit K = {}1,11“ , les énoncés suivants sont équivalents :

(1) I1 existe une limite médiale de la suite fondamentale (fn) qui est

borélienne *

(2) I1 existe une fonction non continue, borélienne et vérifiant le

calcul barycentrigue sur K

(1) =» (2) résulte du fait suivant : une limite médiale n'est jamais

continue. En effet notons e_ 1'é€lément de K défini par f (e ) = , et
p n p np
posons
o0
X = z: e
n n+1 P

I1 est clair que X tend vers O dans K et limn inf fn(Xk) = 1. 8i f est
0, donc f est

une limite médiale on a donc f(Xk) = 1 pour tout k. Or £(0)
discontinue.

Pour démontrer (2 => 1) nous utiliserons le lemme suivant

Lemme 11.1. : Soit f une fonction affine sur K telle que f soit positive sur
[01] L , vérifie le calcul barycentrique sur K et telle que f(ep) = 0 pour
fa 34

tout p et f( Zfep) = 1, alors f est une limite médiale de la suite (fn).
0
En effet, si “> 1lim sup fn(x) on peut trouver un indice N tel que fn(x)<;u

dés que n > N.
N oo
x = fn(x) e, * > fn(x) e
n=1 N+1

£(x) = £(5" £ (x) e)
X %é% o (%) ey
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or 5= f(x)e = (5 e ) - 5= (- £ (x)).
r%ﬁ_nx e, I\genu };_1: e e,

haid (=4
done £(3> £ (x) e )< f£(3”e)=o.1.
N+1 DB N+1

on en tire fx) ¢

donc f(x) & lim sup fn(x).
On ferait de méme avec la limite inférieure.

C.Q.F.D.

Etant donnée f dans ‘?(K) n 33/3 (K), non continue il faut se ramener 3 une fonction
du type du lemme précé&dent. On va pour cela procéder en plusieurs étapes.

4 On peut sup;poser- f(ep) = 0 pour tout p

Soit J, = %p[f(ep)z 0} et X, =2 e

On a f(X1) =% f(ep) + f(%{ ep}

peJ1 ped

done [ 37 fle )| =5 |f(e )\é 2yl
p<k P pPek P

p&J1 péJ1

1

On en tire > f(e )l < 2\fll.
PC—J,! P

=
On ferait de méme pour les autres indices et on a donc S [f(e )| < +w .
p=1
o>
Posons a(x) = S fle ) £ (x).
< p P
a est dans 1'(N) donc dans A(K) et par suite (f-a) vérifie les mémes conditions ,

que f avec en outre (f—a)(ep) = 0 pour tout p.

2 On peut se ramener au cas ou f est positive sur [01:]‘1\I .
Identifions K et la boule unité de ‘é’EeiN] f est donc un &lément du dual

(D’& %], que nous noterons / .

. +
rkse décompose en u - /"L
/ +
t,l.étant dans B(K) nous allons voir que K et Vs aussi : il existe ¥ dans
L‘(i/ui), égale 4 1 ou -1 telle que
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d'od u ' = LP+‘})-\

et /\x+ W/‘?.;’UL = W*./u X

&?+ est dans . lb) ) n () !) donc il existe une suite h de Z’g3\Nj telles
1

ue : 0 4 h %
a “n

) +
et lim hn(x) = W (x) ‘/.u\ presque partout.

. + . -
La suite (hn.ju) converge vers rL uniformément sur K car

N AR HlU L.(}l) ‘hn“Lr(/»)

donc U est encore dans .8{5 (K) et de méme pour /L
+
11 faut montrer que yz vérifie le calcul barycentrique sur K , et il suffit de

s
montrer gque hn/k (?(K)

Soit ML une mesure sur K de barycentre X » considérons la mesure M’ définie par

m'(F) = IK F(hn x).dm(x) pour toute F e ¥ (K)

Si F est dans 1'(N) alors on a la fonction F' définie par

F1(x) = F(hn x) est aussi dans 1'(N) et par conséquent

1
m'(F) = F(h x_).
|2 mesure m'a donc pour barycentre (hn xo), on a alors, puisque ‘-Lvérifie le

calcul barycentrique

[t =) amlx) = lng )

soit S‘K (}_lnfL MHx) am (x) = (hn}»t)(xo)

PR . + . ~
done (hn }1) vérifie le calcul barycentrique et - aussi. I1 en est de méme

pour },L-
o+
Sl/( }A /L , et si en outre/,L n'est pas contlnue 1'une des deux au moins n'est

-pas continue. Supposons que ce soit /& alors /u est une fonction de ﬁ/g(K)ﬂ‘ﬁ(h)

positive sur [013 et non continue, d'aprés le lemme 11.1 c'est une limite

médiale borélienne.

C.Q.F.D.
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La construction des limites médiales, donnée de Mokobodzki, utilise fortement
1'hypothése du continu ; nous pouvons conjecturer gqu'aucune limite médiale

n'est borélienne. Si cela est vrai, alors {}1,1]“ est donc de type O,
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ETUDE DES ESPACES A(K) QUI SONHT DES DUAUX.

par Michele CAPON.

INTRODUCTION .-

Nous allons étudier les propriétés de certains convexes compacts
K tels que l'espace A(K) des fonctions affines continues sur K
soit un dual.L'espace A(K) sera toujours muni de la norme uniforme
et de l'ordre usuel sur les fonctions. L'expression "A(K) est un dual"
.signifiera que A(K) est le dual pour l'ordre et la norme diuﬁ espace
normé ordonné V. Notons ici que l'injection canonidue de V dans son
bidual permet d'identifier V a4 un sous espace de A'(K) muni de la

norme et de 1'ordre induit- par A'(K).

A partir de certaines propriétés introduites par Alfsennous ferons
1'étude des espaces A(K) qui sont des duvuaux. Notre étude peut éffe
éclairée par la considération d'un cas particulier, celui de l'espace
6 (X) des fonctions continues sur un espace compact X, qdi s'identifie
a l'espace A(K) ol K= M:(X). Les résultats de Dixmier [ 4] constituent
un cas particulier de ceux que nous avons en vue. Rappelons pour cela
qu'une mesure W sur le compact X est dite normale si,lorsque f est
l'enveloppe supérieure dans l1'espace ordonné “& (X) d'une famille fil-

trante croissante (fa) alors H(f) est la limite des u(fa)
xE€Y

Dixmier montre dans (4]Jqu'une condition nécessaire est suffisante
pour que % (X) soit un dual et que X soit un compact hyperstonien,
c'est a4 dire vérifie les deux conditions suivantes:
1°)~ L'espace ¢(X) est complétement réticulé.
2°)- La réunion des supports des mesures normales sur X est dense
dans X.
Dans ces <conditions le prédual de 8 (X) est unique et s'identifie

a4 l'espace des mesures normales sur X,

Nous commencerons notre étude par le cas o K est un simplexe
en montrant que dans ce cas les conditions nécessaires introdultes
par Alfsen sont aussi suffisantes. L'&tude du cas général nous per-
mettra de retrouver et d'améliorer les résultats de Phelps [7] sur

les polytopes, et de Behrendts [ 2] sur les espaces réflexifs.
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§ 1I- UNE PROPRIETE INTRODUITE PAR ALFSEN.-

Soit K un convexe compact : par analogie avec les mesures
normales nous dirons qu'un point x de K est normal si pour

toute- f de A(K) qui est borne supérieure dans l'espace ordonné

A(K) d'une famille filtrante croissante (fa) on a :
a€cl
f(x) = sup fa (x)
a€]l

Nous noterons N l'ensemble des points normaux de K. Nous
dirons que K posséde la propriété £ s'il vérifie les deux condi-

tions suivantes introduites par Alfsen :

A1 ¢ Toute famille filtrante croissante et majorée de A(K) admet une
borne supérieure dans l'espace ordonné A(K).

AX2 : N est dense dans K.

Remarque 1 .-

Ces deux conditions sont exactement celles qui interviennent

dans 1l'exemple cité plus haut d'un espace - (X). En effet si

-+

K = M1 (X) ensemble des mesures de probalités sur X, il est

équivalent de dire que la réunion des supports des mesures
normales sur X est dense dans X ou que l'ensemble des mesures

de probalité normales, c'est 3 dire N, est dense dans K.
Nous dirons que K posséde la propriété ﬂlf si K vérifie

A et si de plus N = K. On peut donner une autre forme de la

propriécé £
LEMME 2.-
On a l'équivalence :
( K vérifie.dg )&= ( Toute fonction affine s.c.i sur K est

continue).
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Toute fonction affine s.c.i est l'enveloppe supérieure de la
famille filtrante croissante des fonctions affines continues qui
la minorent strictement.

D'aprés ,a% cette enveloppe est aussi la borne supérieure

dans A(K) de la famille en question, donc elle est continue.

: Soit (£ ) une famille filtrante croissante majorée de
a€EL
A(K). L'enveloppe supérieure ponctuelle f est une fonction

affine s.c.i donc continue par hypothése. Or f est évidemment

la borne supérieure des (fd) dans A(K), et la définition
acl

d'un point normal montre que N = K.

PROPOSITION 3 .- (Alfsen)

Lorsque A(K) est un dual, K vérifie Ad.

Soit V un prédual de A(K). Pour démontrer Aﬂﬂ. Considérons
une famille & filtrante croissante majorée de A(K); lorsque f
pafcourt 4 et g parcourt l'ensemble des majorants de g
Les intervalles d'ordre [f,g] forment, pour la topologie
o (A(K),V), une famille de compacts de A(K) dont aucune inter-
section finie n'est vide; l'intersection totale est non vide et
nééessairement réduite 3 un point F, borne supérieure de & dans

A(K).

Pour 422 il suffit de démontrer les deux inclusions

+ + :
{( VNKY CN CV MK = K.

Comme A(K) est dual ordonné, la relation f(x) >» 0 pour tout
+ . . ’ . . .
x de V K implique que f est positive ou nulle. On déduit de
. + . . . . .
la, la densité de V MK, sinon il existerait une fonction f de

A(K) telle que

;2§ f(x) &£ O £ 12f £(x) ,
x€V K

®

et ceci contradirait l'assertion précédente.

D'autre part, si G est un point adhérent de ¢ dans A(K)

on a 3
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(ie) G(x) = lim f(x) pour tout x de V+ﬂK. Donc

+
G(x) > f(x) pour tout x de V NK et toute fonction f de &

+ .
Comme V NK est dense, G majore chaque fonction de ¢ donc G

majore F.

Mais F étant un majorant de & on a :

F(x) > sup £(x) pour tout x de K,
fed
Soit F(x) » G(x) pour tout x de V+0K donec F > G

+
On en‘déduit 1'8galité F = G et (%) montre que VMK est

contenu dans N.

s

Alfsen a conjecturé que la conditionA2 était aussi siffi-

ante pour que A(K) soit wun dual. En fait cette hypothése est

fausse. On peut énoncer en effet, le théoréme suivant :

THEOREME 4.~ Tout convexe compact quli posséde un point interne

Y

elativement 3 la variété qu'il engendre, vérifie ’GQ

1
LEMME

Pour le montrer nous utiliserons un lemme intéressant en
ul~méme

5.~

Soit K un convexe compact, les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1°)- 0

est un point interne de K.

2°)- 11 existe A > 1, et un convexe compact symétrique X tel que

X CK CAX

2

= | Pour tout point de x de K on peut en effet trouver un

segment fermé Ix contenu dans K et contenant x tel que

0 soit intérieur 3 Ix’ done O est un point interne.

= 2 Pour tout x de K on peut trouver un segment symétrique

Ix dont le support passe par X contenu dans K tel que O
. L4 . . .
soit dans IX . Soit S la réunion des IX;‘c‘est un ensem-

ble équilibré et absorbant dans K donc aussi dans l'espace
engendré (lin K). L'enveloppe convexe fermée X de S est
un tonneau et par suite absorbe toutes les parties convexes
équilibrées et complétes ( voir  [3}) - X absorbe donc

l1'enveloppe équilibrée de K et on peut trouver A2 1 tel

que AX contienne K.



RN A

Avec les notations du lemme on a : X C K C AX.

Pour tout x de K on peut écrire

- A ox 1
O = 7w =) 0t T_ X
donc £(0) (1+x) = f(x) + Af(:%) 2> f(x) pour toute

+ . P . . .
f de A (K). Si on considére une famille filtrante croissante

et majorée (f ) , on a alors
a€l

(x) - fa (x) < (1+x) [fB(O) - fa(O) ] pour tout By«
donc llf‘3 - fa b < (1+X) [fﬁ(O) - fa(O)]

La famille converge donc en norme vers un &lément de A(K)
qui en est nécessairement la borne supérieure. Il en résulte faci-

lement que Azf‘est vérifie.

COROLLAIRE 6.-

Tout convexe compact symétrique vérifie.ﬁ%.

Remarque 7 .-

Soit E un espace de Banach, E' ddal et K la boule unité
de E'munie de la topologie o~ (E',E)

Nous allons expliciter l'espace A(k).Une forme linéaire
sur E' étant contihue si et seulement si sa restriction 3 K
l'est, A(K) s'identifie 3 E @ R. On vérifie facilement que pour

tout (f,A) de E @R

BCE,N) = sup | f(x) + Al= If I + Ial
K E
X€K

et que (f,\) est positive sur K si et seulement si A > I £ 1

COROLLAIRE 8.-

Il existe des convexes compacts vérifiant Aﬁf et tels que A(K)

ne soit pas un dual.

Soit E un espace de Banach qui n'est dual d'aucun autre
espace normé, par exemple Co( IN) .

En gardant les notations de la remarque 7,supposons que
E @& R soit dual, pour l'ordre et la norme, d'un sous-espace V

de A'(K) [voir 1l'introduction]
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D'aprés la proposition 3, VNK est dense dans K donc non
vide. Soit (Xo,!) un point de E' x R (identifié a A'(K)) qui
est dans VNK;.alors (-Xos1) y est aussi et (0,1) est dans

V NK. On en tire facilement la relation V = Vl x R ou VI est

la projection de V sur E'.

Comme V est faiblement dense dans A'(K), Vl est fai-

blement dense dans E'. De plus la boule unité de A(K) étant
o (A(K),V) compacte on montre aisément que la boule unité de

E est G’(E,V‘) compacte. E serait par conséquent dual de Vl

pour la norme ce qui est impossible.

Nous allons voir que la réciproque de la proposition 3 est

vraie dans le cas des simplexes.

PROPOSITION 9.-

Pour tout simplexe K les propriétés suivantes sont équi-

valentes
1°)- K vérifie A2
2°)- A(K) est un dual

De plus si ces conditions sont vérifiées K est un simplexe

de BAUER et le prédual de A(K) est l'espace noté (lin N), en-

gendré par N dans A'(X).

Démonstration : (2®1) résulte de la proposition 3

(1®2) Montrons que K est un simplexe de Bauer :

Soient f1 et f2 deux éléments de A(K) et f = sup (fq’fz)‘

f est affine s.c¢.s donc enveloppe inférieure de 1l'ensemble
filtrant décroissant 3 des fonctions affines continues qui 1la
majorent strictement. Soit F la borne inférieure dans A(K)

de H (qui existe d'aprés la propriété {2%)

On a : f } F » f
Donc : F = £

A(K) étant réticulé, K est un simplexe de Bauer et A(K) est
isomorphe pour l'ordre et la norme a ¥ (8(K). On vérifie aisé-
ment que nous sommes dans le cas de Dixmier rappelé dans 1l'in-
troduction, donc ¥ (€(K)) est le dual de i'espace des mesures
normales sur € (K). En revenant a8 A(K) on en déduit la pro-

position.
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COROLLAIRE 10.-

Un simplexe K vérifie,ﬁ% seulement lorsqu'il est de

dimension finie

La condition est évidemment suffisante; réciproquement

si Aﬂf est vraie, chaque mesure 6x sur ¥ (K) est une mesure
normale sur € (K) donec x est un point isolé de ¥ (K).
€(K) est donc un compact fini et K est de dimension finie.
Nous allons maintenant donner des résultats plus précis

concernant la propriété AQf, montrant que sous certaines hypo-

théses on a une réciproque au théoréme 4

DEFINITION 1.~

Soit S un simplexe et K un convexe compact. Nous noterons

(a) et (b) les conditions suivantes :

a)~- Il existe une application affine continue surjective de
S sur K telle que pour tout x de K, t}l(x) soit de
dimension finie.
b)= 1) Il existe une sous variét@ fermée de codimension finie
(dans l'espace E qui contient §S) telle que SNH = K.
2) L'ensemble Kl' des f de A(S) qui sont nulles sur K,
est de dimension finie
3) K posséde la propriété d'extension dans § :
A(S,K) = A(K) {Voir [11).
Remarque : Suivant Phelps [ 7 ] nous dirons que K est un o« [resp j]
polytope s'il existe un couple (S,K) 1ié par la relation
(a) [resp un couple (S,K) vérifiant (bl) ]
Dans le cas (a), @ se prolonge de maniére unique en une

application linéaire {5 de A'(S) sur A'(K). Phelps montre

en [7] que QS-I(O) est de dimension finie.

PROPOSITION 1|2

Soit (S,K) un couple 1ié par (a) ou par (b) |voir déf.41 j

Si K veéerifie Aﬂf alors S vérifie ’uf”

I-Cas (a): On prolonge  en ¢ de ’A'(S) sur A'(K)
D'aprés la remarque précédente, Q;I(O) est de dimension
finie. On plonge A(K) dans A(S) par l'application 1 définie
par i(f) = fo¢p

LEMME : A(K) est un sous-espace complémentable de A(S).
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Considérons la restriction &4 A(S) de l'application
# At (S)F ~ -] &
P AT(S) ? _;_f )15 P (0) )
@ (0)
définie par P(f) = f§~ Le noyau de cette restriction est
=1
LT
A(K) et par conséquent A(K) est de codimension finie dans

A(S). Comme de plus il est fermé tout supplémentaire algébrique

est un supplémentaire topologique,

Le lemme &tant montré, soit M un supplémentaire de A(K)
dans A(S); 11 existe A >0 tel que toute £ de A(S) s'écrive

de maniére unique

f = hoep+ g h € A(K), g&€M et
hE lg € Ih "K + lg lg SATE lg

Pour vérifier que S vérifie 4Qf, considérons une famille

filtrante croissante majorée et montrons que son enveloppe

supérieure f = sup f est continue { voir le lemme 2)
«aE€l
On suppose 0 fa s\! et on &crit fa = hao;p +t 8,

Soit QY un ultrafiltre plus fin que le filtre des sections
de I et soit g 1la limite (en norme) des g, suivant U .
On peut trouver une suite décroissante A de parties de W

P
telles que ﬂga ~ 8 ﬂ<lp dés que a et § sont dans Ap
2 L

On définit un nouvel ensemble I' d'indices

1' = (a,P) : PE N a€A

On vérifie aisément que I' est filtrant croissant pour la

relation d'ordre suivante
(a,P) > (a'P') == a=0a’ et P = P'

ou ¢ P > P' et ajya

Posons alors Q{a P = fd - g, * <’
H

o f—
+
-
+
N -
lav]
]
~—
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Un calcul facile montre gque ?Z p est filtrante croissante
4

majorée dans A(K). Elle converge en norme vers sa borne supé-
rieure Y dans A(KX), qui est aussi la borne supérieure dans

A(S) car c'est la limite simple des Y . Grdce au choix des

a,P
indices on montre facilement que l'on a aussi
£ - g + 1 "=‘+}-o\‘P

On déduit de cette égalité la continuité de £ .

IT-Cas (b): Soit (S,K) un couple 1lié par la relation (p).

Reprenons les notations et résultats de | :

En considérant l'application ¢ de A(S) sur A(S,K) donnée
par ¢(f) = fiF , on définit une isométrie entre A(S,K) et
N -
A(S)
Kt
Si K posséde la propriété d'extension dans S, il existe

F >0 tel que

g A (K) < b gl ACS,K) < Pt gl A(K) Pour toute

g de A(K).

Considérons maintenant une famille (fa)“ de A(S) et son
a€ 1

enveloppe supérieure f comme au cas (a).

( ¢(fa)) est filtrante croissante majorée dans A(K) donc
a€l

elle converge en norme vers une fonction g de A(K).

1°)~ Supposons d'abord que l'on ait ¢(fa) # g pour tout a.

Posons alors £ = g - é(f a) I = s;p (g - &(f a))> 0
€. est filtrante décroissante vers 0 et & > 0
« @
acEl
Si on note g un prolongement de g & S, on a ¢(§) =g ;
9 - = lg- -f |
donc fHég éfaaA(S,K) Ig faBA(S,K) P H g £, A CK)

On peut donc trouver, par définition d'une norme quotient,une
mx de K¢' telle que

g = £, = hel ,(gy < PUE, = Bl 1yt €= &P D)
Soit U un ultrafiltre plus fin que le filtre des sections

de 1 . La famille (Ql) est bornée en norme donc elle
a€El
converge suivant W. On a donc
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si h est sa limite

lf -3 - nl . { o - n

On tire de 1a 1'égalité : lim f = h+ g = f;
2% a
donc f est continue.
2°)- Supposons maintenant ?(fa) = g pout tout & ya,

pour tout a>a,, E - fa = ha est dans K+

Soit h la limite des h, suivant l'ultrafiltre U
On a h=1%Lmha=1?im (8 - £,) =8 - ¢
Donc :f = E - h

Comme g et h sont continues, f 1'est aussi.

PROPOSITION 13 .-
Soitt K- un convexe compact tel qu'il existe un couple (S,K)
1ié par 1'une des relations (a) ou (b). Les propriétés suivantes
sont alors équivalentes

1°)- K vérifie A ;

2°)- K posséde un point interne;
3°)Y~ A(K) est un réflexif,

4°)Y~- K est de dimension finie.

(4 =3) est évident, (3 =1) est vrai car si A(K) est réflexif
alors K vérifie {1 et K = N.

(1=4) résulte de la proposition 12

(4”2)bet (2=]1) se vérifient facilement avec le théoréme 4

Remarque l4.- L'équivalence (3<24) se trouve dans [ 2]

On améliore ainsi les résultats de Phelps [7} qui a montré
qu'un « -polytope [resp : un § polytope Jde dimension infinie
ne peut avoir de centre de symétrie. On peut se demander si
un B polytope de dimension infinie qui ne vérifie pas ( b )

peut posséder un point interne ou vérifier ﬁlf. Nous allons

voir que , dans le cas général, un convexe compact peut vérifier

Q.

¢ sans posséder de point interne.

PROPOSITION 15 .-

Tout produit de convexes compacts vérifiantAﬁf,vérifie

aussi{ﬂf.

Démonstration : Soit (Xi)iel une famille de convexes compacts vérifiant

4&% et soit X leur produit. D'aprés le lemme 2 il suffit de mon-
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trer que toute fonction affine F s.c.i, sur X, est continue.
On peut supposer que X contient O et que F atteint son mini-
mum O au point O.

Notons u, l'injection de Xi dans X

ui(x) = (yj) jer avec yj = 0 si j # i
v . = X
- '1
Posons Fi = T, ug . Alors Fi est affine s.c.1 sur Xi’ donc

, 3 - .
elle est continue, en vertu du lemme 2. De plus Fi est positive

= 0. i br, 1), :
et Fi(O) 0. Montrons que la famille ( F1 )IEI est sommable
Soit x., dans X, tel que F.(x.) = LF.1
i i i 71 i
Pour toute partie finie J de I posons z, = 2:; u. (x.)
J . 11
1€J
On a alors F(zJ) = Ez. F.(x.) = ZE: WFiU < bE b,
teg * 1t i€J
Ceci étant vrai pour tout J on a ZE: "Fil| < br b,
1€1

Notons Pi la projection de X sur Xi et posons

H = EZ; F. o P,

ier 1t '
La famille (Fi ofPi) est normalement sommable, donc H est
i€l
continue.
Montrons maintenant que F = H : soit x = (xi) un point
i€l
de X. Posons z_, = ZZ; u.(x,) pour toute partie finie J de 1
J . 1 1
1E€EJ .
on a alors H(zJ) = F(ZJ) < F(x)
Or (zJ) tend vers x suivant le filtre des sections
Jer 1
P £
Jf(l) , donec H(x) < F(x) .
D'autre part F étant s.c.i on a F(x) lim”F(zJ) = H(x)

J

Donec F est égale a H.
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COROLLAIRE 16 .-

I1 existe une suite (Xn) de convexes compacts ayant chacun

=]
un point interne et tels que X = 1 Xn Solt sans point interne
n=}
1
Posons en effet Xn ={u € MO1] : Bup Bl <1 et pu (1) » 1I- ;-}
. . +
Xn est convexe compact et si w, est point de M] [O01]
e e . ] . .
On vérifie aisément que u = (il=-— ) y_ est point interne de X
on ’n 0. n

Si X possédait un point interne 00= (V) cela signi-

on’ n€ N°®

fierait que pour toute famille (un) avec dans Xn , on

nE N’
peut trouver £ % O tel que (1+£)\70n - Eun soit dans Xn pour

tout Ne.

En prenant pour u, une masse de Dirac 6X étrangére a V
n
ce qui est possible suxr [O01] , on montre facilement que 1l'on

on’
. . ] . . .
devrait avoir g £ = pour tout n, ce qul est 1mpossible.

Z2n

C.Q.F.D.

§ 2 -~ RECHERCHE DE CONDITIONS NECESSAIRES

Nous allons voir qu'il existe une condition nécessaire plus

forte que la condition A

THEOREME 17 .-~

Soit K un convexe compact et supposons que A(K) soit un dual

alors pour toute famille (Ia)aGI d'intervalles de A(K) telle

que toute sous-famille finie ait une intersection non vide ,

l'intersection totale est non vide.

Posons en effet MJ = agj I, spour toute partie finie

J de I. Si A(K) est dual d'un espace V, les MJ ont un point

adhérent £ dans A(K) (pour ¢ (A(K),V) Comme A(K) est dual

de V pour l'ordre, f est dans chacun des Im‘
Remarque : Cette propriété est équivalente 34 1'énoncé analogue pour

des boules B, de A(K) : en effet toute boule est un intervalle,
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mais tout intervalle est intersection de deux boules. Il suffit

pour le voir de remarquer gque :

[f‘,f 1 = B(fz*r ;r) N B(fl +T,r) ou r = ff_ - £ |

2 2 I

Remarque : Si K vérifie la condition Anfdu théoréme 17, K vérifie lﬂn

Soit en effet & une famille filtrante croissante majorée de A(K)
et soit dﬂ l'ensemble des majorants de .
Le théoréme 17 appliqué aux intervalles [f,g ],lorsque f parcour

¢i-et g parcourt d%,montre l'existence d'une borne supérieure.
Par contre, K peut vérifier<ﬁa sans vérifier Q' :

Contre exemple :- - Soit K.la boule unité de 14( ) muni de la topo-
logieav(lq( N),Co( &) alors A(K) s'identifie a8 Co( N) x R

(Voir remarque 7)
Posons alors‘ie {(m) = & .
It mn

Chaque e est dans Co( ). Considérons maintenant les &léments

f et 8, de A(K) ainsi définis:

n
8n = (%f - 1)
n = ( zens 1)

On vérifie aisément qu'aucune intersection finie des intervalles

In = [fn) gn] n

' est vide. Cependant l'intersection totale est

vide, car tout point (h,A) de cette intersection vérifie pour
tout n

1 - A 2> 12 e - h > 2 - th(n) |
et AN - (- 1) » lh - %.ﬂ} + 1 = {h(n) |
done - lh(n) | £ A & 1 + lh(n) |
Or h étant dans Co( IN) on ne peut avoir |h(n) l).%
K ne vérifie pas la propriété A du théoreme 17, par contre

il véerifie (4, puisqu'il est symétrique.
Plus généralement considérons les énoncés suivants
1°)- A(K) est un dual

2°)- Il existe une projection de norme 1 de A"(K) sur A(K)
3°)- A(K) vérifie L2/



On sait,d'aprés Dixmier [ 5] que (1) = (2) et d'aprés
Lindenstrauss [ 6 J que (2) = (3)
On ignore si (3) = (2)
Montrons que (2) # (1) : soit K la boule unité de L®?[ 01] munie
‘dea* (L”,Ll). Alors A(K) s'identifie a L' 01] x R muni de
l'ordre et la norme définis éila remarque 7. On sait qu'il existe

L1 " sur Lq, de norme 1 ,donc K vérifie (2).

une projection de
Par contre la boule unité de L n'ayant aucun point extrémal, on
vérifie aisément que la boule unité de A(K) ne posséde que deux
points extrémaux, (0,1) et (0,-1), A(K) ne peut donc pas étre un
dual. Cet exemple montre que la propriété AL' , méme jointe i

N = K n'est pas suffisante pour que A(K) soit un dual.

§ 3 - RECHERCHE DE CONDITIONS SUFFISANTES

Nous avons vu que dans le cas des simplexes le prédual de
A(K) esf unique. De plus la démonstration de la proposition 3
montre qu'un prédual de A(K) est toujours contenu dans lin N,
Montrons par un exemple que ce prédual n'est pas toujours unique.

Plus précisemment

EXEMPLE 18 .-

Il existe un convexe compact K tel que A(K) soit dual, pour

l'ordre et la norme, de deux espaces E, et E, tels qu'il

n'‘existe entre E1 et E2 aucune isométrie qui soit un isomor-

phisme d'ordre.

On prend pour K la boule unité de 1¥( @) munie des’(lwyll)
A(K) s'identifie 3 11( N) x R muni de 1l'ordre et la norme définis
a8 la remarque 7. Or 11( N) est le dual de nombreux espaces, &
savoir tous les¥ (X) ol X est un compact dénombrable.
Soient X1 et X2 deux compacts dénombrables, non homéomorphes,
‘@(X1) ett?(xz) ne sont pas isométriques.
On munit Ei =P@(Xi) x R de la norme et de l'ordre définis

comme suit lf,e U= sup (BE I, lc 1)

(£,8) >0 < ¢t I |
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On vérifie aisément que 11( N) xR est dual
El et E2 . Ces deux préduaux ne sont pas isométriques,
désignant par § une isométrie de El sur EZ’ on. auralt
I¢(f,e)l=07f,t) I = ¢t pour tout t > f , c'est a dire
¢ (f£,t) serait positif.
§(f,t) = f(f,O) + té(o;l) = (h,u) + t(ho’Pc)
On en tirerait que N VR tuo = t pour tout t 2;“f I
on aurait donec : y = 41 et uy =0
[+]
On pourrait alors en déduire aisément que s
P de 1 ﬂ*@ (X,)

une isométrie de 6 (Xq) sur (X2), ce qui est imposs
Nous allons maintenant donner deux critéres :

Notation : Pour tout sous—convexe X de K on définit une re

de préordre sur A"(K) en posant

f > g = f(x) > g(x) pour tout x de X.
On notera (u,v)X l'ensemble des f de A'(K) vérifiant

Pour toute f de A"(K) posons

?(x) = inf ? u(x) i u€A(K) u > fA}
?(x) =  sup iv(x) : vEA(K) vV L f‘}

Remarquons que si X est dense dans K, la restriction

relation, 34 A(K) n'est autre que la relation d'ordre

THEOREME 19 .-

de

car en

que

erait

ible.

lation

Uk f« v

de cette

usuelle

Pour que A(K) soit un dual il faut et 11 suffit qu'il

existe dans K un convexe X dense dans K tel que

(K) telle

1°)- Pour toute famille ((ua,va)_ )d'inservalles de A"
X

us et v soient dans A(K) et telle qu'aucune intersection

finie dans AY"(K) ne soit vide, alors l'intersection totale

dans A(K) est non vide

o A N2
2°)- Pour toute £ de A" (K) et tout x de X, f(x) = f£(x)
CN : On considére K et le prédual V de A(K) comme plongés
dans A'(K). La démonstration de la proposition 3 montre

que X = V N K est dense dans K.
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D'autre part, d'aprés [5], si - A(K) est dual de V, il est
facteur direct dans A"(K) -: plus précisement il existe une
projection P de norme 1 de A" sur A dont le noyau est
l'espace vCortnogonal de V. '
Pour démontrer (1) considérons une telle famille
(u;V)
( “ % x)ae1.
Pour toute famille finie J de I on choisit hJ dans
A"(K) N (u ,v )
a€J « %x
On a alors u, & Phy g v, pour tout a de J
On applique alors le théoréme 17 pour obtenir la conclusion de (1)
Pour montrer (2), on vérifie que pour toute f de A"(K)
on a l'égalité : {u : u€A(K) u >> f} = Zu t uEA(K),u > Pf}
2N
et par suite f = Pf
S : Soit W = linX,espace engendré dans A'(K), et V 1'adhé-

rence en norme de W. Alors V est faiblement dense, car X est
dense; donc la topologie o (A,V) est séparée. Montrons que la

boule unité Bﬂ de A(K) est compacte pour ¢~ (A,V) : soit AU un

ultrafiltre sur B1 et f sa limite dans A" (K) [pourw*(A",A‘) ]

Appliquons la propriété 1 4 la famille de tous les intervalles

(u,v)X oi u et v sont dans A(K) et vérifient v >> £ >> u-:

I1 existe h,é&lément de A(K), contenu dans chacun de ces inter-

valles., La condition (2) implique aisément que (h-f) est dans

ve et que h est unique, c'est donc la limite de U pour e~ (A,V).
En utilisant la densité de X on voit aisément que A(K)

est dual pour l'ordre et la norme.

On va maintenant remplacer (1,2) par un (2) renforcé.

THEOREME 20 .-

Pour que A(K) soit un dual il faut et il suffit qu'il

existe un convexe X dense dans K tel que pour toute f de

2 14
A"(K) et tout x de K on ait f(x) = f(x)

: Méme démonstration que pour le théoréme 19.

|2 12

On garde les notations du théoréme 19 : on sait que f

EN

.y - o Y
limite de & dans A"(K),vérifie f = f.
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Cette fonction est & la fols concave sScs et convexe Scl,
£ ~
donc elle est affine continue. De plus .£(x) > f(x) > f(x) pour

s o
tout x de X donc (f - £f) est dans V .0On termine comme au

théoréme 19.

§ 4 -~ ETUDE DES ESPACES A(K) QUI SONT REFLEXIFS

THEOREME 21 .-
Soit A(K) le dual de V, sous espace de A'(K); soit F

un convexe' compact contenu dans (VNK) et tel que (lin F) soit

fermé en norme dans A'(K). Alors A(F) est réflexif.

L'espace (lin F) engendré@ par F, peut €tre muni de deux
normes ¢ celle-induite par A'(K) et notée I I , et celle définie
par les boules unité conv (FY-F), notée I HF .De méme A(F,K)

AGK)
(1in F)°

Rappelons que Alfsen [ 1 ] a montré 1'équivalence suivante :

sera muni de la norme quotient | Hq, de l'espace

1°)- (lin F) est fermé en norme dans A'(K)
2°)~ (lin F) est fermé faiblement dans A'(K)
3°)* A(F,K) A(F)

4°)Y- A(F,K) A(F) et .FF = sup zfi < 4 o
f €A(F) fl »

I

De plus le dual de A(F) s'identifie 3 lin F, muni de la
norne ﬁ>3F. Or lorsque L’on munit 1lin F de la norme I ¥, qui
est celle induite par V, son dual est isométrique 3

V! , soit A(F,K)
(1in F)°
Comme par hypothédse A(F,K) = A(F) et que de plus les deux
normes sur A(F) ( la norme uniforme et la norme quotient de

A(F,K)) sont équivalentes, on en déduit les &galités suivantes :

1

[A(F),0 B _J"=[1in F, 1 ﬁF]'={lin F,b §] = A(F,K) = A(F)

)

Ceci montre que les ensembles A(F) et A(F)" sont identi -

ques; A(F) est donc réflexif.
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COROLLAIRE 22 .-

Pour tout convexe compact K, les propriétés suivantes sont

équivalentes

1°)- A(K) est réflexif

2°)- Il existe un espace de Banach reflexif B et un point

extremal xbude la boule unité de B tel que K soit

affinement homéomorphe 3 H ={  E€B' :ﬂkPﬂ=‘P(xo) =13,

oi(lin H) est ferm& dans A'(K).

3°)- Il existe un espace de Banach reflexif B et un sous-convexe

compact H de la boule unité B; de B' qui posssede la

propriété d'extension dans B; et tel que K soit affinement

homéomorphe & H,

(1=2) 11 suffit de prendre la constante 1 pour B et A(K)

lui-méme pour X

(23) est trivial d'aprés les résultats de Alfsen rappelés
ci-dessus.

(3=*1) Soit B; la boule unité de B'. L'espace A(B%) s'iden~

tifie 4 B x R, comme dans la remarque 7; Cet espace
est reflexif et d'aprés le théoréme précédent, A(K)
est reflexif.

L'équivalence entre (1) et (2) est due 3 Behrendts [2 ]

Appendice : On peut étudier les espaces AO(K), oiu K est un chapeau

et O est un point extrémal de AO(K) .

En fait ce cas se raméne aux espaces A(X) ol X est convexe
compact.

PROPOSITION :S81 Ao(K) est un dual, toute famille filtrante c¢roissante

(f;) telle que “faﬂ < 1 admet une borne supérieure dans AO(K),

En effet si df est le filtre engendré par les M, , ol
Moo= {fEAO(K) : f, S f<1}

Soit F un point adhérent au filtre

F = fa pour tout a« car F est adhérent 3 b%

Donc¢ F est un majorant
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Soit G un autre majorant. G 2:fa

donc G(x) > fa(x) pour tout X de AO(K)'+
or F(x) = sup f, (x) pour tout x de v'
K4 4

| +
donc G(x) » F(x) pour tout x de V

o
(G-F) est dans (V+) et le polaire de ~V+ est 'Ao(K)+

car AO(K) est dual pour 1l'ordre. Donc F est borne supérieure

CONSEQUENCE :

D'aprés le théoréme d'Azimow [8] la boule unité& ouverte

de AO(K) est filtrante croissante donc si- AO(K) est dual 1la

boule unité fermée admet un plus grand élément e qui est la

borne supérieure de la boule unité ouverte.

LEMME .-

Si la boule unité de AO(K) admet un plus grand élément e
alors e coincide avec la jauge de K.

Démonstration

Soit P cette jauge, montrons que P(x) = | = e(x) = |
Si e(x) =1 et XA > | le point Ax n'est pas dans K car on
aurait e(Ax) €| : done P(x) >l ,mais.comme x &tait dans K,

P(x)=1. Réciproquement soit x un point de X tel que P(x) = |
Pour tout uy > "F‘x n'est pas dans K donc on peut trouver

¢ dans A(K) telle que pe(x) > |

g(y) < 1 sur K

En considérant sipﬂ(ESZio))+8 on peut trouver f dans
K

AO(K) telle que pf(x) > |

et fg 1 sur K
Soit m = min f£(y)
¥e K
ler CAS : si m 2»-1on a “lg £ g I donc -eg fg e
on en tire £;<f(x)< e(x)
26me CAS : si m X-]on a I fl= m. En considérant la fonction
£f - 1+m

. . P o 1 -m
5— @ quil est de norme 1nférieure 3 5

on montre que me K<f L£e donc 1 <f(x) ge(x)
u
Ceci étant vrai pour tout u >1 on a e(x) =1
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Ce lemme montre que L(K), ensemble des points de jauge

est convexe compact et AO(K) est isomorphe pour 1l'ordre et

isométrique 4 A(L(K)). On est donc ramené au probléme précédent.

Remarque : En copiant la démonstration de la proposition 12 pour un
couple (S,K) qui vérifie (b) on montre l'analogue de cette
proposition.

On a donc le résultat analogue & la proposition 13 pour les
couples convexes compacts K vérifiant (b) et ol l'on remplace

A(K) par AO(K).



o onn

[1

[2

[3

[4

)

[6

[7

[8

F.ALFSEN

F.BEHRENDTS

N.BOURBAKI

J. DIXMIER

J.LINDENSTRAUSS

R.PHELPS

L.AZIMOW

21

Compact convex sets and boundary integrals

Springer Verlag - Berlin Heidelberg (1971)

Reflexivitat von Raumen steliger affiner

Fonctionen ( 4 paraitre)

Espaces vectoriels topologiques. Chap.III

Actualités Scient. et Indust. Paris, Hermann

Sur certains espaces considérés par M.H.Stone

Sur un théoréme de Banach

Dube math J. 15.(1948) p.1057-1071

Extension of compact opérators.

Mém. of Am.math.Soc. 48 (1964)

Infinite dimensional compact convex polytopes

Well capped convex cones
Pacific Journal of Math (26) 421-431 (1968)







	Sur les fonctions qui vérifient le calcul barrycentrique
	§ 1. Introduction
	§ 2. Le résultat pour les simplexes
	§ 3. Exemples et cas Particuliers
	§ 4. Extension à la boule unité d'un dual d'espace de Lindenstrauss
	§ 5. Problème pour les convexes compactes quelconques

	Etude des espaces A(K) qui sont des duaux
	Introduction

	§ 1 - Une propriété introduite par Alfsen
	§ 2 - Recherche de conditions nécessaires
	§ 3 - Recherche de conditions suffisantes
	§ 4 - Etude des espaces A(K) qui sont reflexifs


