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INTRODUCTION, 

Le présent mémoire contient l'essentiel de la démonstration des 

théorèmes annoncés dans les notes [15], [15bis]. Notre principal résultat est un 

théorème de structure ( le théorème B ci•-dessous). Dans une seconde partie du 

mémoire on va montrer comment la totalité des résultats de [15], [15bis], et 

quelques autres, s 1 y déduisent. 

Dans [15] on avait déjà annoncé que, si ~
3 

est une sphère d'homotopie 

lisse, de dimension 3, toutes les anses d'indice 1 de ~
3 

XI peuvent être 

tuées (voir aussi le travail de Wall [22]). D1 autre part, la Conjecture de 

Poincaré dit qu'on peut déjà tuer les anses d'indice 1 de ~
3 

, Notre théorème 

de structure, se place, en quelque sorte, à mi-chemin entre ces deux énoncés. 

Pour pouvoir expliquer tout cela, on commence par donner quelques 

définitions. On se place dorénavant, sauf mention explicite du contraire, dans 

CO 

la catégorie différentiable (C ) . Si X est une variété différentiable, le 

double de X : 2X , sera, par définition, la variété différentiable obtenue 

en prenant deux exemplaires disjoints de X et en recollant leurs bords, suivant 

l'application identique: id(o X) : o X--> a X . (En particulier, si o X=~, 

2X consiste de deux exemplaires disjoints, de X ). On va considérer 1 1 inclusion 

X c 2X , qui identifie X avec le premier des deux termes X+ X= 2X , ce 

qui définit une paire canonique (2X, X) , déterminée à difféomorphisme prés, 

On a aussi une involution canonique i(X) : 2X ---> 2X qui permute les 

deux termes de la somme X+ X= 2X , et dont l'ensemble des points fixes est 

leur bord commun. 

On considère maintenant la paire canonique: 

(où signifie somme connexe de variétés et: p '1F X 
n 

), 
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Dans p # (s1 X s
2

) on se donne p cercles différentiables (= sous-variétés 

difféomorphes à s 1 ) , deux-à-deux disjoints: ~
1

, ••. ,~P • Soit T le !riple~ 

p 

' t.J r;i ) • 
i=l 

On dira que T est FAIBLEMENT NON-NOUE s'il existe un difféomorphisme (de 

paires): 

--> 
A:I 

(où , et les opérations de somme connexe ne touchent pas aux 

(Remarque importante: Tous les difféomorphisme (p # (s 1 X s 2)) -f-> (p # (s 1xs 2)), 

considérés dans ce mémoire, s'étendent à un difféomorphisme 

, c'est-à-dire, qu'ils donnent lieu à un 

diagramme commutatif de difféomorphismes et de plongements: 

f 
ô(p # (s

1 
X D)) = p #(s

1 
X s

2
) > p # (s

1 
X s

2
) = o(p # (s

1 
X D

3
)) 

~ ~ 

1 1 F 
p X (s

1 
X D

3
) > p X (Sl X n

3
) . ) 

~ 

On dira, que T est MOYENNEMENT NON-NOUE s'il existe une partition p = n+m 

(n, m E {o, 1, .•• }) , et un difféomorphisme de triples: 

(p # (Sl X s
2

) p #(S1 X D
2

) u r;i) > 
' ~ ~ 

C<sixs~ ; s
1x n1 1 \ 

# .•••• #(si x s~ sP X nP gP X X ) J 1 2 
s

1 
x x

1
, 

1 2 ' 1 p 

où x. E int Di si i :S:n et x. E sj Dj si j = n+ 1, .•••. , p = n+m 
l. 2 J 2 2 
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Figure L ~l U r,2 
C 2 4/=(s

1 
X D2) C 2 #=(s

1 
X 2 D

2
) est faiblement 

non-noué (quoique (2 4/=(s1 X D2) , t 1 U ~2) soit noué!) 

Enfin, on dira que T est FORTEMENT NON-NOUE , su il existe un difféomorphisme 

de triples: 

Le triple: 

(2 #=(s
1 

X s 2); 2#=(s
1
xn

2
), t 1

U t 2
) est 

moyennement non-noué, 



où tous les 

I 
' 
' • 
\ 

' 

x E int Di pour 
i 2 

On a des implications évidentes: 
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----> 

i=l, ••• ,p 

fortement non-noué~ moyennement non-noué• faiblement non-noué. 

00 

Je rappelle maintenant que, si M3 est une variété C de 

dimension 3, orientable, connexe et fermée, un diagramme de Heegard (de 

longueur p ), de M
3 

, est une paire de variétés Cœ: (M
3

, T~) 

qu'il y ait des difféomorphismes: 

telle 

Le sens de notre "théorème de structure" deviendra plus clair si 

1 1on commence par énoncer le résultat relativement facile, qui suit: 

CO 

THEOREME A: "Soit x
3 

une variété C , de dimension 3, orientable, connexe 

et fermée, qui admet un diagramme de Heegard de longueur 2p + q: (x
3

, T;p+q) 

avec les propriétés suivantes: 

Ils existent (2p+q) cercles différentiables de oT;p+q: Si,·•·,Sip+q 

tels que: 
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10 T
2p+q 

est homotope à O dans x3-int 3 • 

Si • :s: • 82i-l n 82i 
1 p • 1 1 consiste exactement de deux points 

d'intersection transversale. Il n'y a pas d'autres intersection Sin S~ (j~ t) 

3° On considère la paire canonique: 

Ils existent 2p+q plongements différentiables: 

F S X I --..;;,> T2p+q 
i : 1 3 

coupe 

incl. 
canonique 

o TZp+q transversalement. 
3 

3°-3) Fi(s 1 XI) et Fj(s 1 XI) se coupent transversalement et: 

---.> 1i (F.(s
1 

XI) n F.(s
1 

XI)) 
f/:IJ O 1 J 

est une bijection (où 1i = l'ensemble des composantes connexes par arcs). 
0 

3°-4) Le triple: 

( 2 TZp+q 
3 

2p+q u 
i=l 

est FORTEMENT NON-NOUE. 

Alors x
3 

= s
3 

(difféomorphisme)." □ 

THEOREME B (Le théorème de structure): 

"Soit t
3 

une sphère d'homotopie lisse de dimension 3. Ils existent des 

nombres p, q ~ 0 (dépendant de ~
3 

) et un diagramme de Heegard de longueur 

2p+q de r:
3 

avec les propriétés suivantes: 

Ils existent (2p+q) cercles différentiables de 

1 2p+q 
s 1, ••• ,s 1 , tels que: 
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1° S~ est homotope à O dans ~
3 

- int T~p+q 

20 S-ll • .,,, S2i-l n S2i . d d • du• .. 1. ,.. p : 
1 1 

consiste exactement e eux po:i..nts 1.n.ter-

section transversale. Il n'y a pas d'autres intersections s{ n st (j f l) 

3° On considère la paire canonique: 

Il existe un r ~ q et (2p+q) plongements différentiables: 

F. s
1 

X I > 
l. 

T2p+q 
3 

incl. canonique 

~ 
2 T2:p+q 

3 

F2 + +·: Sl X I > ZTZp+q_int T2p+q 
p r J 3 3 canonique 

(i=l, .•• ,2p+r , j=l, ••• ,q-r) , tels que: 

3°-1) F~
1

(o T;p+q) = sl X O = F~
1

(s~) 

coupe ô TZp+q transversalement. 
3 

>rr(F.(S
1 

XI) IÎF.(S
1 

XI)) 
0 l. J 

est une bijection. 

3°-4) Le triple: 2p+q 

T2p+q. T2p+q u ( ) ) ( 2 3 , 3 , . Fi s1 X 1 
i=l 

est MOYENNEMENT NON-NOUE • 

40 Soient i i les deux points de 2i-l n 2i (i s; p) xl •. x2 Sl Sl 

supposons que o TZp+q 
3 

, 82i-l 
' 1 ' 

8
2i 
1 

soient orientées. Alors: 

11 □ 

• et 
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Remarques~ I. En utilisant le lemme de Dehn-Papakyriakopoulos [11], on voit très 

facilement 

existent 

que la propriété 10 (théorèmes 

00 

2p+q plongements C 

G. : D2 1. 

1°-bis-l) 

1°-bis-2) 

1°-bis-3) 

> ï:3 - int 

G/è D2) = SÎ 

G~1(o T;p+q) = 

Gi(D 2) coupe 

T2p+q 
3 

A, B) est équivalente à: 1°-bis:. Ils 

' 
tels que: 

transversalement • 

ment, suivant un arc d'extrémités • Il n'y a pas d'autres intersections 

En fait quand on démontre le théorème Bon trouve directement 1°-bis, sans passer 

par 1 °. 

II. La propriété 4° (théorème B) est équivalente à: 4°-bis, Si i ~p, 

les voisinages réguliers, 
00 

C de 2i-l U 82i 
Sl p dans , peuvent se 

plonger différentiablement dans R2 

Pour la commodité de l'exposé on énonce aussi un corollaire trivial 

du théorème B: 

COR OLLAIRE B 1 11L 1 énoncé du théorème B reste vrai si l 1 on remplace le terme: 

MOYENNEMENT NON-NOUE 

par le terme: 

FAIBLEMENT NON-NOUE • " □ 

Ce corollaire pourrait se démontrer directement en utilisant les techniques 

de la Thèse de l'auteur [12]. Ces techniques sont d'ailleurs largement utilisées 

dans ce mémoire 

Le cor'ollaire B', (plus une petite construction supplémentaire, voire 

[15bis] et la seconde partie de ce mémoire) suffit déjà, pour tuer les anses 
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d'indice 1 de ~ XI ([15], [15bis], [22]) (corollaire C ci-dessous), Le 
3 

corollaire B1 se place au niveau de la figure 1, tandis que le théorème A nous 

dit que "les conditions de la figure 3" permettent de tuer les anses d 0 indice 1 

de • Notre théorème de structure se place au niveau de la figure 2, et le 

progrès réalisé par cette figure, par rapport à la figure 1, est, en quelque 

sorte, la motivation de ce travail. Il existe un certain espoir que le théorème 

de structure contient une description suffisamment explicite de ~
3 

, pour nous 

permettre d 1 aller plus loin, 

On énonce, pour finir, deux autres corollaires du théorème B, sur 

lesquels on va revenir dans une seconde partie de ce travail (voir aussi [15], 

[15bis ], [22 ]) • 

COROLLAIRE C : "Soit I:3 une sphère d'homotopie lisse de dimension 3, et 

D
3 

C ~
3 

un 3-disque plongé différentiablement. On peut réaliser 

(~ 3-int D3) XI , en ajoutant des anses d'indice 2 et 3 à D
4 

Donc: 

Ce résultat a été obtenu, aussi, indépendamment par C. T. C. Wall [22 l 

Je rappelle aussi le résultat "standard" suivant (voir, par exemple [lSbis]): 

"Soit x3 
CX) 

une variété C , orientable, connexe et fermée. Soit, aussi, 

r (x
3

, T
3

) un diagramme de Heegard quelconque de x
3 

, où: 

Soit O. 
l. 

Tr = (s 1 X D1) ~ 3 1 2 -rr ..... 

= le centre de 

x3 est une sphère d'homotopie si et seulement si, ils existent des 

applications continues 

(i = l, ... ,r) 



telles que: 

(i) t, est homotope (dans Tr ) à l'application: 
i 2 

S = Si X 0 
1 l i 

(ii) ti est homotope à O , dans x
3 

-int T~ □ 

Le corollaire D est une variante isotopique de la proposition homotopique 

donnée ci-dessus. 

COROLLAIRE D: "Soit ~
3 

une sphère d'homotopie lisse. Il existe un r=r(~
3

) 

00 

et un plongement C 

tel que ( ~3 , Image h) soit un diagramme de Heegard, et des 

ayant les propriétés suivantes: 

00 

plongements C 

est isotope (dans (Si X D~) # .,. # (S~ X D~)) , au plonge-(i) L. 
i 

00 
ment C : Sl si = 

1 X O. 
i 

(ii) hLi est isotope à O , (c'est-à-dire hLi(s 1) est bord d'un 

disque plongé différentiablement) dans ~
3
-int (Image h) " D 

Pendant l'élaboration de ce travail l'auteur a été subventionné 

ou hébergé par plusieures institutions auxquelles il tient à remercier ici: 

Harvard University, Northeastern University, National Science Foundation 

(NSF Grant G,P. 6299), l'Institut des Hautes Etudes Scientifiques, et la 

Faculté des Sciences d'Orsay. 

X 

X X 
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Le plan du mémoire; On a commençé par un chapitre 0, de caractère en grande 

partie expositoire, contenant les préliminaires de topologie différentielle 

nécessaires pour la suite, On y trouvera, entre autres, une version ''sans variétés 

de dimension infinien du théorème de transversalité de Thom-Abraham, 

Le chapitre I introduit une topologie "à la Zariski" pour les immersions 

génériques et contient l 1énoncé du LEMME FONDAMENTAL, 

Le-chapitre II montre comment ce lemme implique le théorème de structure 

(théorème B ci-dessus). 

Les chapitres III-IV, qui sont la partie essentielle du travail sont 

consacrés à la démonstration du LEMME FONDAMENTAL, On y developpe trois 

techniques plus ou moins indépendantes: un foncteur d 0epaississement 

(thickening), un procédé d 1 élimination des points triples, par "1°inversion" 

d 9un certain type de projection d'espace-quotient, et une technique d 1invariance 

par rapport à la chirurgie (surgery), en dimension 3. C'est la confluence de ces 

trois choses qui nous permet de prouver le lemme fondamental, 

Le chapitre V démontre le théorème A. 
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LISTE DE SYMBOLES ET TERMES EMPLOYES (avec l'endroit où ils apparaissent pour 

la première fois). 

et( •.. ) va désigner l'adhérence ( "closure") de 1 'ensemble (,,.) 

n (X) va désigner l'ensemble des composantes connexes (par arcs) de 
0 

l'ensemble X • # E désigne le nombre d'éléments de l'ensemble E 

xl œ x2 Q O 0 0 0 0" 0 GO" 0 0 "'0 0 0 0. 0 •• 0.". 9 ••• 0 •••••• 0 •• 0 0 0 0 •• 0 0 0 0 0 0 0 paragraphe Oo 1. 
y 

anse négative ~ 0 0 O $ O Q O O O GO Il O O ♦ O. C •• ♦ O O ♦ O O O O O O O O ♦ ♦ 0 6 0. 0 0 0. 0 0 0 0. 0 0 • 0 0 0 -0 par O 0~ 2 0 

M
1 

( f) ' MO ( f) 0 0 0 ••• 0 • 0 0 0 0 •• " ••• 0 ••• 0 ••• Cl ............ 0 •• 0 0 0 0 0 • 0 0 • 0 • 0 0 0 • par O Ü·o 4 (\ 
l. 

générique-au-bord ....... , ......... , .. , •.... , .. , .......... , ....•.•.... par. O. 4. 

Ei = i-ème puissance cartésienne de E 

SiE = i-ème puissance symétrique de E 

C D~agi E C E i 7.._ 
C Sl.E j par.0.4. 

variété faible O O •• 0 0 9 0. 0 0 0 0 0. 0 0 0 0 0 •• 0 •• 9. 0. 0"' 0 0. GO. e O O O O. 0 ~ 0. 0 0 0 0 0 & pa:r. Q Oo 4o 

➔r-équi valence ~ ., "' " •. o • o •• "o •• o " ••••••• o ••••••••••••• " o •••• () o .. ., o o Q ~ ID o déf o 1 Q 1 o 

3-disque à trous 

t(f) lilDO Q 00 90 0 000 G 8'0 o 1) 1:> 8 0 0 $ 00 O •• 0000 9 0 ••• 0 OOC> 0 0 0 0 0 000 00 o(I> 00 0 000 0 GO 0 

déf. l, 2, 

déf.1.3. 

1f , relation d I équivalence f-admissible . . . . . . . . . . . . . . . . . • . • • . . . . • • déf. l. 4. 

f(î) ~ X/1 ---> Y déf. 1. 4. 

La Z-topologie (de i(f)) •.•..••••.••••••...••............•...•••.. déf.1.5. 
A 

C ,tz ( p) $ <:I "' 0 0 (1 • 0 0 0 0 "' Q O O O O (i O O • 0 •• 0 0 'Il " 0 •• e •••• C'I •••• 0 • 0 • 0 •• 0 • e • 0 0 Il 1 eII1II1e 1.:i 6 <:'I 

formation (X, f, Y, W) 

h(X, f, Y, w): H(X, f, Y, w) --> y 

déf. l. 7. 

déf.1,8. 

(K3' s (K3)), j (K3), R3 ' ô K3 • . . . . • • . . . . • . . . • . . . • . . . . . . . • . • . • . • . • . déf. 3 0 l. 

variété singulière x
3 

o o o o o.,, o o •• o ••••• o •• o ••••• e "', o o o, •• "'. o •• ., o o. déf" 3o 2o 

s (X
3

) , o x3 • . • • . . • • . . . . . . • . . . . • • . • . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . • . lennne 3. 1. 

j , immersion (générique) d'une variété singulière •.......•.....•. déf.3.3. 
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Z-topologie de 

if(j) 

2-polyèdre singulier (K2, f, M3) l_ 
s(K

2
) = ensemble singulier, o K2 5 

~ 

M
2 

( f) C > M
2 

( f) 

déf.3.4. 

déf,3.5. 

déf.3.5.1 

••••••••••••••••ooooe•••••••ooo défo 3<>7o 

t n Jrr 
M2(f) ..... c __ > M2(f) •.••••.••...•.•.•..••..••..........•...•.......• déf,3.7.1 

®
3 

( K
3

) , 9
3 

( f) .. ~ . $ ••••• o •••••••• o ••• Cl) • • • .. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 1 emme 3 a 2. 

difféomorphisme (de 2-polyèdres singuliers) •.......•....•.••..•....• déf,3.9. 

complétement collapsible 

./J. -1 ./J. .JJ. -r 
K2 = K2 ~ k2 ~ ••••• ~ k2 

........................................ (1. déf.3(110'3 

spécifier une branche (pour une résolution des singularités de R3) •• déf.3.12. 

résolution des singularités: 1ï: v
3 

--> x3 

(pour (K
2

, f, M
3

) K
2 

.J!:_> K
2

) •••••••••••••,,•••ooeooi;ioci déf~3.13., 

foncteur d'épaississement: 

8 : (V
3 

ft > x
3

) = (®
4 

(x
3

), 9(îî), V 
3

) •....•......•• , lemme 3. s. 

opérations élémentaires 0(1), 0(2), 0(3), projection d'espace-quotient 

du type 0(i) , cohérence déf.3.15. 

opération 0(o) (dégénérée) ••...•...•..•..••...........•..•.......•• déf.3.16. 

séquence principale de longueur q déf.3.17. 

relation d'équivalence acyclique •••••.......................... lerrnne 3. 7. 

k-anneau singulier k(s 1 XI) ..•.•..••...•................•....•..... déf. 3.17.0 

opérations ••••• o o • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • dé f. 3. 18 , 3.18.l 

branches spécifiées (non-spécifiées) 
+ 

M;(p) , M!(p) •.. (remârque après le lemme 3. 9) 

lemme 3.15, 



- 13 -

"2 M2 
cr( p) ' Mx ' X Cl O O O O •• 0 l) 0 0 0 0 ,, ••••••••••• 0 •••• ,, ,, •••••• 0 •• 0 0 0 • 0 0 0 • 0 déf O 3. 19 

# 
p # 11 • • • ., o • • • o • o • • • o (1 • • • • • • o • (Il o • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 1 emme 3 . ·16 . 

disques actifs, disques associés 

chemin de J.H.C. Whitehead 

b(h) = le nombre de bouts de if(h) 

déf, 3.20 

déf. 3. 21 

p ---> Pm -~-> pm+b(h) ____ > P2/if(h) 
2 p(h) 2 q(h) 2 r(h) •................. déf. 3. 22 

P
2 

> P /h > P
2

/ïf(h) 
p(h) 2 q(h) 

p(h)f: s(P 2/h) --> s(P
2

) .................................... . déf, 3. 22.1 

inclusion canonique: i:s(L
2

/g) ---> s(L 2/g) .................. . déf. 3.23. 

2(M rel N 1) ................................................. . n n-
déf. 3. 24. 

bonne présentation des singularités: P2 = P2 # n; f ............ . déf. 3. 25. 

successeur, succession r: = [(p, X(p)), ••. } .................... . déf. 3.26. 

bourgeon, bourgeonnement (~ P2 , ~, M3)Î ...................... déf. 
3

_
26

_1 
s(p) E cr(S P/Sh) c:: s(S P/Sh) j 

~=inverse de p(h)f compatible avec la succession 

cr: -> p . J = x< p . ) 
1. 1. 

l:} ....... déf. 3.27. 

succession ~l , bourgeon A(p) , projection P(p) •........... lemme 3. 21. 

isotopie à la source, au but, de seconde espèce 

succession vide , bourgeonnement 

application excellente 

conditions T et E(f) 

bourgeonnement , projection P. 
1. 

total 

, succession 

déf, 3.27.1 

déf. 3. 28. 

déf. 3.29. 

déf. 3.30. 

déf. 3. 31. 

lemme 3. 21. 2 

lemme 3.22. 

la relation d'ordre w(r, x) sur le graphe r ~ x .............• déf,3.32. 
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fibré singulier ~ ~ r-.->E 
l. 

---.> r , fibres du type A(A {~) 
p 

Ô E 

fibré dual: * * ~ :r--->E --->r 

p(r) Cr points de ramification, r. , y. , e. 
l. l. l. 

sous-ensemble "bon" 

(triple) défini comme à la fin du lemme 3.26 

(définition "magique"). 

déf. 3,33. 

déf, 3.34. 

lemme 3. 25, 

lemme 3. 26, 

lemme 3. 26. 
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CHAPITRE O: PRELIMINAIRES. 

0.1) Somme ("amalgamée") d'espaces topologiques: On va considérer des espaces 

topologiques Y, x
1

, x2 et des applications continues f 1 , f 2 comme ci-dessous: 

La somme (amalgamée) de x
1 

et x
2 

suivant (Y, f
1

, f
2

) qu'on désigne par 

, ou souvent, (par abus de notation): , est un espace 

topologique muni d'applications continues, formant un diagramme commutatif comme 

ci-dessous: 

et qui resout le "problème universel" suivant: 

Considérons un diagramme commutatif: 
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Il existe alors une application continue, unique: 

-----> z 
a. EB fa 

qui rend commutatif le diagramme suivant: 

a. EB 13 

Xl 

\!' 
î fl 

z y 

1 f2 

x2 

jl 

>x œ 
1 y x2 • 

est l'espace quotient de la réunion disjointe x
1 

+ x
2 , divisée par 

la relation d'équivalence définie comme suit: x, y E x
1 

+ x
2 

sont équivalents, 

si et seulement s'il existe des 

i. E [l, 2} 
J 

(en nombre fini), dans Y tels que: 

00 

appartiennent à la catégorie C 

on dit que a. EB ~ est faiblement différentiable. 

On peut considérer aussi: 
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et définir: $ X 
y 3 

2 

• On a des propriétés d'associativité évidentes, 

CIO 

Dans le cas particulier où x1 , x
2 

sont des variétés C à bord, avec 

dim x
1 

= dim x
2 

00 

00 

, Y une variété C à bof;d de dimension 
\ 

dit!} Xi-1 et 

f. E p,f, (Y, ox" ) 
]. ]. 

00 

= espace des plongements C Y-> oX" 
]. 

, l'espace x1 EB x2 y 
00 

se trouve muni d'une structure de variété C , canonique (par abus de notation 

00 
va désigner, dans ce cas-là cette variété C ). Les applications 

sont automatiquement "faiblement différentiables" 

mais pas réciproquement. On appelle la "somme des variété différen-
Il 

tiables et (suivant y ). Un cas particulier est la somme connexe 

(des variétés à bord). Un autre cas particulier est "l'adjonction d'une anse 

(d'indice À. ) " qu'on va rappeler dan.s le paragraphe suivant. 

00 
0.2) Espaces fonctionnels et anses: Si X et Y sont deux variétés C , on 

CIO CIO 

va désigner par C (X, Y) l'ensemble des applications C X---> Y Si Z 

00 

est une troisième variété, une application Z --> C (X, Y) est différentiable, 

00 

par définition, si l'application correspondante Z X X-> Y est C 

On fait donc l'identification: 

00 CICI CIO 

C (z, C (X, Y))= C (Z X X, Y) 

CIO 

f E C (X, Y) sera appelée une immersion si, pour chaque x EX , la suite: 

T f 
X 
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est exacte, Une immersion qui est aussi injective est appelée un plongement 

CO 00 

On a ainsi trois espaces emboîtés: Pl (X, Y) C Imm(X, Y) C:C (X, Y) 

CO 00 

Diff (X, Y) CC (X, Y) va désigner les difféomorphismes X--> Y et 

CO 00 

Diff (X)= Diff (X, X) 

Les éléments de 

00 

C (I, Imm(X, Y)) = Imm
1

(X X I, Y X t) 

(où f E Imm
1

(X X I, Y X I) c:: Imm(X XI, Y X I) si et seulement si le diagramme 

suivant est commutatif: 
f 

XXI ---->YXI 

~I/, 
sont appelés homotopies régulières. Les éléments de 

CO 00 00 

C (I, Pl (X, Y)) = Pl/X X I, Y X I) 

sont appelés isotopies (différentiables). 

= On va considérer maintenant une variété C à bord M et 
n 

oD = S 
n n-1 

Si l'on part de: 

00 

où i est l'inclusion canonique, et ~ E Pl (SÀ.-l X Dn-À' o ~) on définit 

(la variété 
00 

C ): 

Mn + (Cô.) = M EB (D X D ) 
·A n 's · X D, À n-À. 

À.-1 n-À. 
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C'est, par définition, Mn à laquelle on a ajouté l'anse d'indice À, "'Î 

A difféomorphisme près, Mn+(~) est déterminée par la classe d'isotopie de 

trivialisation du fibré normal de ~(SÀ-l X On-À) dans oM , induite par 
n 

~ 
Ceci est le cas "absolu" • On sera intéressé aussi dans le cas plongé, 

où M est sousvariété de N (j : M C N étant 1 1 inclusion canonique), et où 
n p n p 

0P 
l'on se donne un fÀ E Pt (DÀ X Dn-À' Np) tel que 

00 

On définit le plongement ~ E Pt (SÀ-l X Dn-À' dMn) par: 

Mn+ (4ï) se trouve canoniquement plongé dans ~ = .-1 
<RÀ 1

8À-1 X Dn-À et J 0 

+ (4î) la sousvariété correspondante et par abus N . (On va désigner par M p n 

de notation on écrira souvent 

Tout ceci concerne les anses positives • On aura besoin aussi 

d'anses négatives 

00 

On part d'un ~ E Pt (DÀ, Mn) tel que: 

et qui rencontre dM transversalement. Il y a un 
n 

déterminé univoquement (à isotopie près) par les conditions: 

a) 

b) 

~ÀlnÀ X 0n-À = "°>. 
-1 

( 4ÏÀ) ( oMn) = 8À-l X Dn-À 

c) 

Par définition: 

Le passage 

M 
n 

M = M - (CD.) 
n n 'A. 

est 

OM transversalement. 
n 

"l 'adj one tion" d'une anse d'indice À, négative. 
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Les anses négatives sont automatiquement "plongées" 

On va considérer maintenant deux (m+l)-tuples: 

(Mn; x1, ••. ,xm) où: 

(M~; Xi, .•. ,X~) où: 

(X.CM) et: 
l. n 

(X! CM') 
l. n 

CO 

Un difféomorphisme entre ces deux (m+l)-tuples, est un f E Diff (M , M1 ) 
n n 

tel que f(X.) == X! 
l. l. 

On donne sans démonstration le; lemme. suivant qui est "standard" 

[18 ]: 

LEMME 0.1: "On considère un triple (N ; M , F) 
p n 

où M C N -oN = int N n p p p 
00 

est une sous-variété C et 
00 

é.PÀ E p,f, (DÀ XDn-À' int Np) 

F C N un fermé. On considère aussi 
p 

CO 

WÀ+lE Pt (DÀ+lX-Dn-À-l' int Np) tels qùe ~X re-

présente une anse d 1 indice À ajoutée à Mn et ~À+l une ansè d'indice À+l 

(i) Image <RÀ n F = Image <RÀ+l n F = r/) 

(ii) ~À(OÀ X Sn-À-l) et ~À+l(SÀ X On-À-l) ont exactement un 

point d'intersection transversale dans o(Mn + (~À)) 

On a un difféomorphisme: 

"On considère un triple 

IV □ 

(N ; M , F) 
p n 

comme avant, COROLLAIRE 0.1.1: 

,1,n-À E p,f,oo( (D 
'i' n-À.' Sn-À-l), (Mn, o Mn)) , et deux anses d'indice À+l, plongées, 

pas nécessairement disjointes: 

On suppose que: 

(i) Image o/n-À n F = Image ~f+l n F = r/J 

(ii) o/n-À(sn-À-l) et wf+1(sÀ X On-À-l) ont exactement un point 

d'intersection transversale dans o M 
n 
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On a: 

'F) Il □ 

COROLLAIRE O. L 2: "On considère un triple (N ; M , F) comme avant, 
p n 

n-À »oo )) ooo ) 
1j/i E P'I.I ((Dn-À' Sn-À-l)' (Mn, o Mn (i=l,2) et ~À+lE P'I; (DÀ+lXDn-À-l'int Np 

une anse d'indice À+l ajoutée à M On suppose que: 
n 

(i) 

(ii) 

Image if?À+l n F = Image 

if?À+l(:SÀ X 0n-À-l) et 

1j11;--À n F = c/J • 
l. 

n-À ) 1j/i (Sn-À-l ont exactement un point 

d'intersection transversale dans o M n 

On a: 

(N • M -(,1,n-À) F) 
p' n 't'l ' 

= (N • M -( 11'n-À) F) 
p' n 't'2 ' 

Il □ 

Pour fixer les notations, on rappelle aussi les définitions de la chirurgie de 

Morse (surgery) dont on aura besoin: On part d'un: 

et l'on définit: 

C'est, par définition, le résultat de l'application d'une (opération de) 

chirurgie (de Morse) d'indice ' à M 
n 

. Il y a une relation évidente entre 

les anses (positives ou négatives) et la chirurgie (le bord de la variété qui 

résulte par adjonction d'anses est le bord initial auquel on applique une 
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chirurgie .• ,). 

0.3) Rappels sur la théorie des immersions de Smale-Hirsch: (voir [17], [19], 

[8], [13 ], [7 ], [16 ], [5 ], [14 ]) . 

Les démonstrations de tous les théorèmes de ce paragraphe sont contenues (comme 

castrés particulier) dans [14]. 

THEOREME 0.2: "Soient X1 c::: X des sous-variétés emboîtées de x
1 

, telles que: 

a) dim X = dim x
1 

s; dim Y = n 

b) x
1 

=X+ (des anses d'indices ~ n ). 

On se donne f E Imm(X1 , Y) et on considère Immf(x 1 , Y) C: Imm(X1 , Y) , l'espace 

des immersions X ->Y 
1 

compacte - ouverte). 

qui étendent 

L'application de restriction: 

> Imm/X, Y) 

est une fibration de Serre." D 

f muni de la topologie C 
CO 

(et 

THEOREME O. 3: "Soit X' c X telle que X = ( le voisinage tubulaire de X' dans 

X)+ (des anses d'indice< dim Y). 

On se donne f E Imm(X', Y) (dim Y~ dim X) et on considère 

R(TX, TY) = l'espace des applications fibrées TX -> TY , injectives sur 

chaque 

Tf 

T X 
X 

, muni de la topologie C-0 

RT/TX, TY) C R(TX, TY) est 1 1 espace des applications qui étendent 

Dans ces conditions: 

Imm/X, Y) 

est une équivalence d'homotopie faible." □ 

On remarque, enfin, que (par un théorème d'approximation faéile), 
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chaque fois que f, g E Imm(X, Y) se trouvent dans la même composante connexe 

de Imm(X, Y) (donc sont reliées par un arc continu) elles sont régulièrement 

homotopes (donc, sont reliées par un arc 
00 

C ) • 

On donne plusieurs applications plus ou moins immédiates: 

COROLLAIRE 0,4: "Soit X une variété à bord, de bord oX , et Y , telle que 

dim Y> dim X • On se donne f E Imm(oX, Y) et on désigne par i:oX c::x 

l'inclusion canonique. Il existe un FE Imm(X, Y) qui rend le diagramme suivant 

commutatif: 

f ox ------> y 

i~/ 
X 

si et seulement s'il existe un i E R(TX, TY) qui rend commutatif, à homotopie 

fibré près, le diagramme suivant: 

COROLLAIRE 0.5: 

Tf ------>TY 

TX Il D 

11Soit Wn+l un h-cobordisme entre deux exemplaires de s n 

(i = 1, 2) les difféomorphismes entre S et n 

les deux composantes de à Wn+l . On considère encore un exemplaire de Wn+l 

qu'on va désigner par W~+l. A partir de: 

w 
h n+l 

s~ 

n~W' 
2 n+l 
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on définit un nouvel h-cobordisme: W EEî W' = V 
n+l n+l n+l s 

n 

sont régulièrement homotopes." Cl 

COROLLAIRE 0,6: "Soit v
3 

une 3-variété orientable. L'homomorphisme naturel: 

(où Imm représente l'espace des immersions qui respectent les points-bases), 
0 

est une bijection. En particulier, si n
2

(v
3

) = 0 , deux immersions 

f, g E Imm(s
2

, v
3

) sont toujours régulièrement homotopes." □ (Pour la relation 

entre Imm et Imm, voir [4].) 
0 

0,4) Rappels sur la transversalité; homotopies régulières génériques: 

Dans ce paragraphe, on va supposer, sauf mention explicite du contraire, que X 

est compacte et que dim X ~ dim Y 

On va utiliser la définition suivante: si E est un espace vectoriel 

de dimension finie, (sur R) et F
1

, •.• ,Fk C:E des sous-espaces vectoriels, 

on dira que F
1

, •.• ,Fk ont une intersection régulière si l'une des deux 

conditions équivalentes, énoncées ci-dessous, est satisfaite: 

(i) cod (F 1 n ..... n Fk) = cod F 1 + ..... + cod Fk • 

(ii) l'application: 

E 

est surjective. 

Pour k=2 cette condition est équivalente au fait que F 1 , F
2 

se coupent 

transversalement. Si k est quelconque, elle veut dire que: F
1 

et F
2 

se 

coupent transversalement, F
3 

coupe F
1 

n F
2 

transversalement, F
4 

coupe 

F l n F 
2 

n F 
3 

transversalement, e. a, d, s. 
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Si ÔX = (/) 
' 

f E Imm(X, Y) est dite générique si 

f Eimm(X, int Y) C: Imm(X, Y) 
' 

et chaque fois que: 

xl' x2' •• • 'xk EX, (xo 'f X o) f(x.) = f(x.) 
1. J 1. J 

les sous-espaces vectoriels: 

ont une intersection régulière, 

Si ÔX 'f 0 , f sera dite générique si en plus de cette condition, 

flôx E Imm(ÔX, Y) est aussi générique. Dans le cas où dim X= dim Y , f est 

générique si et seulement si flox est générique. 

Si oX = (/), f E Imm(X, Y) est générique et x 1, ... ,xk EX sont 

comme ci-dessus, on montre facilement qu'ils existent des voisinages 

h. : (Vq x.) 
1. 1. 1. 

> (Tx_x, o) , h ~ (u, f(x 1)) 
1. 

tels que le diagramme suivant soit commutatif: 

U ho 
i 1. 

U Vo 
1 

i 
--------> u 

h 

Vo 
1. 

de 

Si oY 'f (/) on va considérer aussi l'espace Imm
0

(X,Y) c:rmm(X, Y) 

formé par les immersions f X--> Y telles que f- 1
(ô Y)= oX 

f E Imm0(X, Y) sera appelée générique-au-bord si: 

(i) flint X est générique. 

(ii) et f(xo) = f(xo) 
J 1 

, les 

sous-espaces: 
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ont une intersection régulière (en particulier, cela implique que 

f I ox E Imm( oX, OY) est générique). 

Comme tout-à-1 1heure, on peut montrer sans peine que la situation 

locale est isomorphe à la situation infinitésimale. 

Maintenant, si X et Y sont des espaces topologiques quelconques et 

f : X--> Y une application continue, on va désigner par Mi(f) ex 1nensemble 

des points x EX tels que: # f-l f(x) ~ i (où # E = le nombre d'éléments 

de l'ensemble E ). On a: 

Dorénavant, X et Y seront des variétés différentiables. 

Pour la simplicité de 1 1 exposé on va supposer maintenant que f est dans l 9une 

des trois situations mutuellement exclusives , suivantes 

I. ÔX = (/) oY = 0 et f E Imm(X, Y) est générique. 

II. oX ~ 0, oY = (/J dim X= dim Y et f E Imm(X, Y) est générique. 

III. ÔX ~ (/J, oY ~ 0 , f E Imm0(X, Y) est générique-au-bord. 

Dans la situation II, Mi(f) est toujours une variété-à-bord (anguleux) de la 

même dimension que X et Y . Au points du bord (de Mi(f) ), Mi(f) admet 

une d~scription (à difféomorphisme près), comme suit: Dans un espace vectoriel 

de dimension n=dim X on choisit p :5: i F1•••qFP 

de dimension n-1 , ayant une intersection régulière. Pour chacune de ces 

sous-variétés linéaires 

variétés on considère un des demi-espaces de dimension n (fermés) qu'elle 

détermine, et on le désigne par . Localement Mi(f) sera comme 

Dans le cas I, est localement comme une (sous)-variété 
(X) 

C 

de X de dimension égale à: dim X - (i-1) (dim Y - dim X) , sauf aux points 
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"singularités'' faciles à décrire: elles sont connue des réunions de sous-variétés 

linéaires (de RN ), en position générale. 

Dans le cas III, Mi(f) est, localement connue une sous-variété c
00 

à bord, propre de X (Une sous-variété 

AC B est dite propre si 0A =An OB ••. ). 

On va définir le bord O Mi(f) CMi(f) comme suit: Dans le cas I: 

OMi(f) = 0 , dans le cas II, oMi(f) est le bord de la variété-à-bord (anguleux) 

Mi(f) , dans le cas III, oMi(f) = Mi(f) n oX 

Par définition, une application i cp : p --> M (f) 'où p est une variété 

différentiable, est dite différentiable si la composition: 

(X) 

p est C 

Une composante irréductible de Mi(f) est, par définition, une paire 

(V, cp) , où V est une variété différentiable compacte, connexe , avec 

i et cp: V -->M (f) est une application différentiable 

ayant les propriétés suivantes: 

a) V P > Mi(f) ex est une immersion. 

b) cp-1(o Mi(f)) = oV (donc (V, cp) est en quelque :sorte "maximale" ). 

c) Si y E Mi(f) - Mi+l(f) alors: 

Dans ce qui suit, on va utiliser les notations suivantes~ Si E est 

un ensemble quelconques on va désigner par Ei le produit cartésien~ 

Ei = E X E X • • • • X E (i fois) 

Si S(i) est le groupe symétrique à i lettres, on a une action canonique 

et est lai-ème puissance symétrique. 
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l · · Ei -----,> Si E a projection canonique~ TT. ~ 
1. 

, On va 

désigner par Diag.E c: Ei 
l. 

1uensemble des points (x
1

,,.,,xi) EEi 

diag.E C: Diag.E 

où au moins 

deux coordonnées sont égales, On va désigner par l'ensemble 
1. l. 

des points avec , Enfin, on utilisera les 

notations~ 

TT. (diag.E) -· 6i 
:t i E 

et rr. (Diag.E) = i 
1. 1. r; 

On peut caractériser les composantes irréductibles de Mi(f) comme 

suit~ On commence par considèrer 

Xi = X X , o o X X 

'-------" 
i fois 

On définit~ 

f Xo o o , o X f=ë 
----------->Yi:::, diag.Y 

l. 

) i -1 i M.(f = (f) (diag. Y) - Diag. X ex - Diag, X 
1. 1 l. 1. 

C'est une sous-variété différentiable de Xi , et 

dim M.(f) = dim X - (i-1) (dim Y - dim X)= dim Mi(f) 
1. 

---> X est la projection sur le premier facteur, on a une 

00 

application, C , surjective, qui est une submersion 

TT:M.(f) 
1. 

On peut prouver sans peine le: 

LEMME 0,7: (La résolution des singularités pour les immersions génériques): 

"La variété M/f) et l'application TT sont complétement caractérisées, à 

difféomorphisme près, par les propriétés suivantes~ 

o) 
a;, 

TT est une submersion C 

1) dim M. (f) = dim Mi.(f) 
J. 

2) rr-1 (ox) = oM. ( f) 
l. 

3) TT est surjective et si X E Mi(f) - Mi+l(f) alors: # TT-l(x) = 1 
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sont les composantes connexes de M. (f) 
1 

, alors Si Vpo o o jVN 

(v 1., nlv 1),.,.9(vN~ Tilv~J 
j~ 

sont (toutes) les composantes irréductibles de 

Mi(f) n Cl 

L 1 action naturelle 

s(i) x x1 ---> x1 

induit une action différentia.ble sans points fixes: 

S(i) X M. (f) ---> M.(f) 
1 1 

On a un diagrarnme commutatif: 

M. (f) 
l. 

K(f)/S(i) 
l. 

f 
----> y • 

/1 

La flèche verticale est un revêtement, pas nécessairement cOJnnexe. 

Supposons maintenant que oX ~ ~ et que 

f 
X X I --------> Y X I 

I 

soit une homotopie régulière. On dira que f est gén,ér:i.que si: 

1°. f Eimm
0

(X XI~ (intY) XI) Cimm(X XI, Y XI) et f est 

générique-au~bord. 

00 

2° La fonction C 

TI 
K (f) ----> Mi(f) C:: X XI----> I 

1 

1 î 
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ne possède que <les points critiques nondégénérés, qui sont tous contenus dans 

3°.Aucun t
0 

E I n'est valeur critique de *i(f) 

à la fois, 

4 o. Si p, q E M.(f) sont des points critiques de ivi (f) ' 
tels 

l. 

que *.(f) (p) = ivi(f) (q) alors: 
l. 

(f 0 TT)(p) = (f o TI)(q) (dans Y XI) 

Un t E I qui est valeur singulière de l'une des fonctions w. (f) sera 
0 l. 

appelé niveau singulier de f • Il n'y a qu 1un nombre fini de niveaux singuliers, 

les autres points de I seront appelés niveaux réguliers 

Avant d'aller plus loin on va donner une version très générale de 

la THEORIE DE LA TRANSVERSALITE (de Thom [zo] et Abraham [l]), utile pour ce 

mémoire, connue pour ses développements ultérieurs. On va toujours supposer que 

la source, X , est compacte, mais connue d 1habitude on peut modifier, convenable

ment, les énoncés et les démonstrations, pour le cas localement compact. 

00 00 

Si P est une partie arbitraire de C (X, Y) : P C: C (X, Y) , une 

application ~: P 
00 

> C (x
1

, Y1) est dite différentiable, si pour toute 

00 

variété C z et toute application différentiable f: Z --> P 

l'application composée: 
f 

z 
00 

> P --~-~> C (X1, Y1) est différentiable, En 

particulier, si 
00 

P C: C (X, Y) et 
00 

P 1 c:c (X', Y 1 ) , une application biunivoque: 

P --> pu 
a. est dite un difféomorphisme 

00 

suit, les espaces d'applications C 

si a. et 
-1 

ex. 
00 

sont C • Dans ce qui 

00 

seront munis de la topologie C 

00 
Une variété faible sera une partie M c:c (X, Y) satisfaisant aux 

axiomes suivants: 

SV-0: Si ~EC
00

([0, 00), M) 
00 

il existe un ~ E C ((- 00, 00), M) tel 

que i '! [o. 00) : ~ , 
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Soit f E M 
1 CO CO 

; df E C (I, C (X, y)) est, par définition, le 

chemin constant I ---> f . Pour chaque voisinage U de dans 
00 

C (I X X, Y) il existe un voisinage V de f dans M , tel que si g E M 

il existe un chemin dans 

00 

Une (I, M) , qui relie f et g 

SV-2 : Soit f E M . Si un voisinage V de f dans M et un entier 

k co k co 
k > 0 sont donnés, on peut trouver un voisinage Uk de cf E C (I, C (X, Y)) 

(où, par définition c~ est application constante Ik--> f ), tel que la 

condition suivante soit satisfaite: 

k 
Désignons par uk = (t 1, .. ,,tk) E I , le point courant de 

par 0 
k 0 = (o,.,,,O) E I soit t E I et considérons un 

1f E uk n C00

(I\ M) 
' 

tel que '±'(Q) = f 0 Pour tout voisinage Wk de 'f 

n c0
\rk, M) 

1 00 

Uk ' 
il existe un voisinage Wl de cf dans C (I, M) 

' 
tel 

dans 

que, 

si tir E w1 
et tlr(O) = f il existe un é.P E C 

00
(Ik+l, V) (où 1

k+l 
= Ik X I) 

avec les propriétés suivantesi 

a) 41( O, t) = tir( t) 

b) 41(u, O) = '±'(u) 

c) Si t i E I • alors ~(u, t i) E c"\rk, M) n wk 

SV-3 : Soit f E M et V un voisinage de f dans M , Il existe 

un voisinage W de 
00 

dans C (I, M) tel que si tir. E W (i=l,,., ,k) 
1. 

111 ( ) ;;_ E C
00 

(Ik, V) ~· 0 = f , alors il existe un ~ 
1. 

tel que: 

a) Ho) = f 

b ) ili ( 0 , , , • , 0, t . , 0 , •• , , 0) = tir _f t . ) □ 
1. {} 1. 

On a le lemme suivant: 

LEMME 0,8: "l) Soient X, Y, X', Y1 quatre variétés différentiables, et P, P 1 

00 00 

deux parties: P C C (X, Y) , P I c C (X 1 , Y 1 ) , Si h : P --> P O est un 
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difféomorphisme et P est une variété faible, alors pu est une variété 

faible, 

2) Tout ouvert d 0une variété faible est une variété faible. 

3) 
00 

Y) Si o y = (/) , C (X, est une sous-variété faible, (de 

00 
C (X, Y) ! ) 

4) Si 0 y 'f (/) • on définit 
00 

C
O 

(X, y) cc 00 

(X, Y) par: 

00 
ç:> f- 1 (o Y) f E C ô(X, Y) = o X 

00 

Alors, c,/x. y) est une sous-variété faible de 
00 

C (X, y) " □ 

Démonstration: 1) et 2) sont évidentes. On peut vérifier les SV-i pour 

C
00

(X, Y) . Par exemple pour SV-2 on considère X X Y X Ik X I et sa 

sous-variété: 

S = {(x, ~(x, t), 0, t)} où (x, t) parcourt X X I 

On considère le champ de vecteurs tangents à S : g = ((o, :! , O, l)} 

Par hypothèse est 11petit 11 On luétand à un champ de vecteurs tangents 

à X X Y X Ik X I , '17 = (O, 0, O, 1) où e est "petit 11 

Soit R(x, y, u, t) EX X Y X Ik X I , la courbe intégrale de '17 • pour la 

valeur initiale: (x, y, u, O) (correspondant à la valeur t du paramètre 

temps), Clairement R(x, y, u:i t) = ( ••• , ••• , ••• ,t) et 

R(x, o/(x, O) • O, t) = (x, o/(x, t), O,, t), Pa:t définitfon, iHx, u, t) sera la 

projection de R(x, 'f(x, u), u, t) sur le facteur Y , Le reste de la démonstra

tion se fait par des procédés analogues. □ 

Du après 2), 
00 

Imm(X, Y) c::c (X, Y) est une sous-variété faible, 

D1 autre part, soit 
00 00 

Z une troisième variété et c
1 

(X X Z, Y X Z) c:: C (XXZ, · YXZ) 

1°ensemble des applications qui .rendent le diagramme suivant commutatif: 

----------.> Y X Z 

/ 
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On définit: Imm
1

(X X Z, Y X Z) = Imm(X X Z, Y X Z) n c;(x X Z, Y X Z) , ce qui 

est clairement la même chose que l'ensemble des ·homotopies régulières, défini 

avant (si Z = I ), Le difféomorphisme canonique évident 

00 00 

c
1

(X X Z, y X z) ~ C (X X Z, Y) 
' 

et le lemme 0.8 impliquent que 

00 

C/X X Z, y X Z) et Imm
1

(x X Z, y X z) sont des sous-variétés faibles. 

Soient M C C
00

(X, f) une sous-variété faible, et f E M • On désigne 

par 
C0 ~} r (f TY) lRespece vectoriel (réel) des sections 

c:c 
C du fibré 

-l} 

f TY->X 

00 

Si \jJ E C (I, M:), \jl(O) = f ~ on définit: 

eo ➔} 
T \jJ E r (f TY) 

0 

par: T \jJ = ~ 
o ot L'ensemble de tous ces T IV forme un sous-ensemble: 

t=O 0 

En utilisant les axiomes SV-i on voit facilement que TfM est un sous-

o::, -l} ô:) 

espace vectoriel" D'autre part, si X est compacte~ r (f TY)=TfC (X, Y) 

En principe, X sera, dorénavant compact. 

Si x EX on a une application linéaire, dite d 1 évaluation 

(qu 1on laisse au lecteur le soin dHexpliciter): 

ev : 
f,x 

On va dire qu 1une sous-variété Z Cy est J?EOpre 

oz = ÔY n Z et Z rencontre oY transversalement, 

si Z est un fermé, 

On va considérer, maintenant, une sous-variété Z C Y Z n'est 

pas supposée, nécessairement propre. Mais on va supposer qu'il existe une 

sous-variété z1 c:: oz - ôoz , fermée (à bord non nécessairement vide), telle 

que: z1 =Zn oY et que oz - Z et Z 
1 

, rencontrent 

Une sous-variété faible 
CO 

M CC (X, Y) est dite 

oY transversalement, 

transversale à z 
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si, pour chaque x EX f E M tels que f(x) E Z on ait: 

1) 
0 

si x E X = X - oX et: 

2) si x E oX 

CO 

On rappelle que g E C (X, Y) est dite transversale à Z (dans le 

sens de Thom), au point x Eix si l'une des trois situations suivantes arrive: 

(i) g(x) ~ Z 

(ii) g(x) Ez' X Ex et: 

3) T ( ) Z + T g(T X)= T ( •)y 
gx x x gx 

( iii) g(x) lt z • X E oX • et: 

4) T ( )z + T g(T OX) = T c· )y g X X X g X 

On rappelle aussij qu 9un fermé S C::.y sera appelé (sous)-variété stratifiée 

s'il est muni duune filtration par des fermés: 

telle que S,+ 1-s, 
1. ' l. 

soit une sous-variété (pas nécessairement fermée) de 

dimension (i+l), rencontrant oY transversalement, et ayant la propriété: 

Une composante connexe de Si+l~ Si est appelée strate [21] , Par définition 

M c::. C
00

(X, Y) (respectivement g E C
00

(X, Y) ) est transversale à S , si elle 

est transversale à chaque strate, 

On va introduire, maintenant, la notion de transversalité-au-bord 

00 

Si MC Cô(X, Y), M sera transversale-au-bord à Z si M est transversale à 

Z , et en plus, chaque fois que f E M, f(x) E oz , la condition de trans

versalité est renforcée par la condition ci-dessous: 
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T êlz + f(x) 

00 

Si g E Co(x, Y) g est trans ï.ersale-au-bord à Z si g est transversale 

(à Z) et, en plus chaque fois que g(x) E oz , la condition de transversalité 

est remplacée par l'une des deux conditions (équivalentes), plus fortes, 

ci-dessous: 

(i) T g(T X)+ T ( )(ôz) ~ T ( )y 
X X g X g X 

(ii) Tg(x) ÔY ' Tg(x)z et Txg(TXX) 

ont une intersection régulière, 

Théorème 0,9: ("Théorème de TRANSVERSALITE de Thom-Abraham"), 

"Soient X, Y deux variétés et Z C Y une sous-variété ( ÔX peut être 

0,) 

On va considérer une variété faible M cc (X, int Y) respectivement 

On suppose que M est transversale (respectivement transversale-au-bord) 

à z 

va désigner l'ensemble des 

(respectivement transverses-au-bord à Z ), 

g E M qui s0nt transverses 

Sous ces conditions~ 

a) Si X est compacte, et z est un fermé, Trans
2

M est un ouvert 

partout dense (de M L 

b) Si M possède la propriété de Baire, Trans
2

M est partout dense 

dans M . 
c) Si M possède la propriété de Baire et z est une (sous)-variété 

stratifiée Cau lieu d 0 être une sous-variété, tout court), Trans
2

M est partout 

dense dans M 11 □ 
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00 

Démonstration: Considérons pour le moment M c C (X, int Y) et le cas a). 

On va supposer, aussi, pour le moment, que ox = ~ 

00 
Trans 2M est, clairement, un ouvert, puisque Trans

2 
C (X, Y) l 1 est. 

Alors, il suffit de prouver la proposition qui suit: 

p "Si f E M et x E X ils existent des voisinages 

f E V f c:: M et 

propriété que 

xEV c::x 
X 

, tels que, l'ensemble des 

g/V est transverse à Z 
X 

, est dense (dans Vf 

avec la 

). Il 

Puisque M est transverse à Z , l 1 axiome SV-3 implique qu'il 

existe un k ~ 0 , et un: 

avec les propriétés suivantes: 

(i) 'f(O) = f 

(ii) Ï: Ik X X--> Y est transverse à Z , au point (O, x) 

En choisissant un Ik , "plus petit", on peut supposer, sans perte de générali-

té, qu 1 il existe un voisinage x E v ex 
X 

, tel que soit transverse 

à Z , Toujours sans perdre la généralité, on peut supposer quuils existent des 

voisinages: 

f E V c:: M et 

comme dans l'axiome SV-2 tels que: 1f E Uk Il existe un voisinage Wk 

est transverse à z • Soit le voisinage de dans 
00 

C (I, M) 

qui nous est fourni par SV-2 Duaprès SV-1 , il existe un voisinage: 

V f ~ V , de f dans M tel que, si g E Vf , g et f peuvent être 

réunis par un chemin W de w1 

Soit alors ~ E c
00

(Ik+l, Vf) le k+l-cube qui nous est fourni par SV-2. 
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ii?lrk+l X V est encore 
X 

transverse à z . On va montrer que 1 1 ensemble 

E C Ik+l defini par: u E E si et seulement si êR( u) lv est transverse à z 
X 

est dense (dans 1k+l), (Ceci suffit pour démontrer (P) ) 0 

On considère la sous-variété: ~ C Ik+l X V , définie par: 
X 

et la projection: 

XV 
X 

Je dis que si u E Ik+l est une valeur régulière de rt , alors u E E 

Soit (u, y) E r: (y EV ) 
X 

tel que u soit valeur régulière de 

1 1on considère la décomposition directe 

T (Ik+lX V ) = T 1k+l El, T V (u, y) X u y X 

on a (vu que u est valeur régulière de TT ) : 

T Ik+l c: T 
y) 

i:: + T V u (u, y X 

D'autre part, on a: 

est surjective. 

îT , Si 



Il en résulte que: 

T V 
y X 

1 

> THu)(y) y 
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> T~(u)(y)Y/T~(u)(y) Z 

î 
est surjective, aussi. La proposition (P) résulte, maintenant, du théorème 

de Sard. 

Si 

pour X E oX 

ÔX 'f (/) 
CO 

et M C:: C (X, int Y) , la proposition (P) reste valable, 

En effet, en raisonnant comme ci-dessus, et en utilisant (2) 

au lieu de (1), on trouve un k ~ 0 et un î E Cco(Ik, M) tel que ~(O) = f 

et que 

soit transverse à Z au point (O, x) . Le reste de la démonstration suit le 

même plan que ci-dessus. 

CQ 

Y) (P) Enfin, si MC CiX, la proposition reste valable si l'on 

remplace le mot "transversal" par "transversal-au-bord" . Pour celà on 

raisonne comme tout-à-l'heure, mais séparément pour z et oz 

Ceci finit le cas a) (où X est compact). Pour le cas b) on considère 

CO 

z = u z. 
i=l 1 

où chaque est compacte. Le théorème est vrai pour (X., Z.) 
l. l. 

(point a) ci-dessus). Ensuite on applique le raisonnement classique de Baire, 

La même chose vaut pour c) , □ 

On va considérer maintenant deux variétés X, Y 

Pour le théorème qui suit, comparer aussi avec [6] 

Théorème 0,10: "I. Considérons: 

G(X, Y) C Imm.(X, int Y) 

où X est supposée comeacte. 

(respectivement G0(X, Y) Cimm 0(X, Y) , l'ensemble des immersions génériques 

(respectivement des immersions génériques-au-bord). 
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G(X, Y) (respectivement G0(X, Y) ) est un ouvert partout dense de 

Imm(X, int Y) (respectivement de Imm0(X, Y)), 

II. Supposons que 'oX = oY = 0 , et soient cp(o); cp(l) E Imm(X, Y) 

deux éléments génériques. ImmI,cp(O),cp(l)(X XI, Y XI) C::Imm(X XI, Y XI)= 

00 

= C (I, Imm(X, Y)) est l'ensemble des homotopies régulières: 

00 

4? E C (I, Imm(X, Y)), telles que i(o) = cp(O) , 4?(1) = cp(l) . Dans 

ImmI,cp(O),cp(l)(X XI, Y XI) , les éléments génériques forment un ouvert partout 

dense," □ 

Démonstration: I) Dans le cas G(X, Y) on peut supposer que oY = 0 La 

projection X X Y---> X induit une fibration ( 
CIO 

C , localement triviale): 

P. 
l. 

La fibre de P. 
l. 

est , En considérant dans chaque fibre: 

on obtient une sous-variété: 

On a une application naturelle~ 

QC) 

C (X, Y) 

diag. Y C Yi 
l. 

On peut vérifier sans peine qu'il existe un entier V= V(dim X, dim Y) tel 

que: f E Imm(X, Y) est générique si et seulement si: Sif: X~ Si(X X Y) 

est transversale à ~-
1. 

, pour chaque i ~ V 

( En effet, il faut montrer la proposition suivante: 

Proposition: "Soient v
1

, ... ,Vk CE= espace vectoriel, des sous

espaces linéaires, v1,,,., Vk ont une intersection régulière si et seulement 

si v1 X v2 X,,.X Vk et diagkE se coupent transversalement dans Ek Il 

Ceci résulte d 1un calcul immédiat, à partir de la remarque: 
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Le rn1mbre V est donné par: 

V(dim Y - dim X)+ dim Y< \1 dim Y , e,a,d,s,) 

Si est un difféomorphisme entre Innn(X, Y) et une sous-variété-faible de 

(X) r (P,) 
l. 

qu 0on désignera toujours par 
\1 

Imm(X, Y) et dfaprès ce qu'on vient de 

dire: G(X, Y) = n Trans~ G(X, Y) 
i=l i 

Le fait que f...1 1 d 7{ est exc u e six fait que 

i 
- L'.1(X X Y)) est transversale à 

Le théorème 0.9 implique alors l'énoncé I, pour G(X, Y) Dans le 

cas G0(X, Y) on raisonne, plus ou moins, connne avant, Dans la variété (à bord!) 

Yi , diag,Y est une sous-variété de bord: 
l. 

o diag.Y = diag. ÔY 
1. 1. 

La réunion de tous ces bords pour chaque fibre de P. • est le bord de la 
1. 

sous-variété ~. 
1. 

. Je dis que f E Innn(X, Y) est générique-au-bord, si et 

seulement si Sif est transversale-au-bord à r:. 
' 

pour chaque i :,;; \) 
1. 

(C 0est-à-dire, si, pour chaque i ~ V 

( En effet, pour cela il suffit de montrer une proposition d 0algèbre linéaire 

qui généralise celle utilisée avant: 

Proposition: "Soient v
1

~, .. ,Vk C:E comme dans la proposition ci-dessus, 

et F C::E un autre sous-espace linéaire. v1, ... ,Vk , F ont une intersection 

régulière si et seulement si v1 X, .. X Vk et diagkF se coupent transversalement 

dans Ek 11 

Démonstration (de la proposition): On a 

v1 X •..•• X Vk coupe diagkF transversalement, veut dire que: 
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x .•• xvk) + cod diagkF 
k 

cod((v 1 X ••. X Vk) n diagkF) = cod(V 1 

<=> k dim E - dim(V l n . . . n Vk n F) = ~ cod V.+ (k-1) dim E + cod F 

cod(Vl n OOo nvk nF) = cod F + 

i=l 
k 
I: cod V. 

i=l l. 

l. 

Mais la dernière ligne, exprime que v 1, ••••• , Vk, F ont une intersection 

régulière. 

Le reste de la démonstration se fait connue dans le cas sans bord.) 

II. Considérons les propriétés 1°, 2°, 3°, 4° qui définissent les 

homotopies régulières génériques. Dans InnuI, <P(O), cp(l)(X XI, Y XI) 

liensemble des éléments satisfaisant à 1°, (appelons-le A1) est un ouvert 

partout dense. Ceci se démontre de la même façon que le point Ici-dessus. 

Soit A2 CA 1 l'ensemble des éléments de A1 qui satisfont à 2°. 

On va montrer que c 1 est encore un ouvert partout dense. 

i:. t:: Si(X X Y) ~ Considérons - X y connue avant, et la fibration 
l. 

P. = P. X I ~ I X (Si(X X y) - ~ X y) ->I X (Si X - t{) 
1. 

On a une 

1. 

a.pplicaticm: 

Imm '"' ) '"'l)(X XI, Y XI) I»'l-"-0 , '1-"-

et Image Si est une variété faible. 

2 qui respectent la projection sur I . Soit 

constituée par les jets qui aboutissent dans 

~lllivante: 

~- C p(i) la sous-variété 
l. 

I X~- et qui ont la propriété 
l. 

Image T (I X SiX) n T (I X t.) C T II i:. 
X y l. y 1. 

00 

C 
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tels que lw soit transversal à ~i pour i :s; (un certain nombre). On laisse 

au lecteur le soin de continuer la démonstration. □ 

0,5) Forme canonique des singularités d'une homotopie régulière générique, 

en codimension 1 ;' 
CX) 

Soient X, Y deux variétés C , telles que oX = oY = ~ , et que X soit 

compacte, Soit aussi ~ E I~(X XI, Y XI) une homotopie régulière générique, 

On va considérer l 1 ensemble cr(~) c:r des niveaux singuliers de ~ , défini 

comme suit: 

t E cr(~)~ il existe un i , tel que la fonction 

admette t comme niveau singulier. 

cuest clair que cr(~) est un ensemble fini, contenu dans (O, 1) c:: [0,1] = I. 

Les points de I - cr(~) , sont, par définition, les niveaux réguliers de ~ 

i(t) E Imm(X, Y) est générique, si et seulement si t est régulier" 

Théorème 0,11: (Le "lemme de Morse" pour les homotopies régulières (génériques, 

en codimension 1) ), "Supposons que dim X= n, dim Y= n+l , Si € > 0 et 

[t - €, t + €] CI - cr( éJ?) , éJH t ) est une immersion générique, et ils existent 
0 0 0 

0:, 

des applications C 

cp 

w 

00 
([t -€, t + e], t) -> (Diff X, id(X)) 

0 0 0 
00 

([t -€, t + e:], t) -> (Diff Y, id(Y)) 
0 0 0 

telles que, pour chaque t E [t -e, t + e] 
0 0 

, on ait: 

~(t) = w<t) o ~Ct > o cp(t)- 1 
0 
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Soit e >O et [t -€~ t + 8] CI tel que~ 
0 0 

[t -8 t + 8] no(~)= [t } 
0 ' 0 0 

alors, ils, existent un voisinage de coordonnées V :<= y 
0 

"où la singularité est 

localisée" (dans le sens qui est décrit ci-dessous) et deux nombres À.=À.(t) 
0 

p = p(t) , appelés respectivement indice et multiplicité , (qui décrivent 
0 

la singularité, complétement~ à isotopie près), tels que: 

1) Si 8 est assez petit, ils existent p :;,;; n + 2 , (p ~ 2) 

voisinages de coordonnées, 2-à-2 disjoints: 

, tels que, pour tout t E [t -8, t + e] , on ait: 
0 0 

2) Soient Di c::. V. des disques de dimension n 
' 

différentiablement 
n ]. 

plongés, et X' = X - u ni 
0 On peut choisir les Di tels que Ht ) jx1 soit 

i n n 0 

une immersion générique et qu'ils existent des isotopies à la source et au but 

(comme ci-dessus) telles que, pour chaque t E [t -e, t + 8] 
0 0 

t E Lt +e, t +e] est décrit, à isotopie 
0 0 

près, par les formules qui suivent: 

On commence par introduire des coordonnées: 

V = {x1, • o o , Xn+ l } V. = [xÎ,.. qX!} 
0 ]. 

Si i :;,;; p - 1 
' ~C t) Jv. est: 

]. 

X. = i j < i X. pour 
J J 

X. = 0 
]. 

Xk 
i 

k > i = xk-1 pour 
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p 
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pour j < p-1 

xp + (xp 1)2+ 
p-2 p-

- (xp)2 
m 

pour k :a: p Il 

On ne va pas donner la démonstration ici, Le lecteur pourra la trouver dans 

les notes miméographiées [13], ou, sous une forme améliorée, dans un travail à 

paraître, 

Le cas qui interesse ici, est celui où n = 2 , Dans ce cas, le théorème 

0,11 nous donne six formes possibles de singularités (locales) qu'on écrit, pour 

la commodité du lecteur, ci-dessous: 

Cas l@, p = 2, À = 0 

X = o, y = xl z = Y1 et: 

X (t-t ) 2 2 y z = - x2 - Y2 = x2 = Y2 0 ' 

Cas 2" 0 p = 2, À = 1 

X = 0 y = X z = Y1 et: 
1 :J 

X (t-t ) 2 2 y z = + x2 - Y2 = X = Y2 0 ' 2 ' 

Cas 3"' p = 2, À _, 2 

X = 0 y = xl z = Y1 et: :; ' 
X (t-t ) 2 2 y z = + x2 + Y2 = X = Yz ' 2 ' 0 

Cas 4" 0 p = 3, À = 0 

X = 0 y = xl z = Y1 ' 
X = x2 y = 0 z = Y2 et: 

X y (t-t ) + 
2 z = X3 = - x3 Y3 = Y3 0 ' 
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Cas 50, p = 3, À, = 1 

X = 0 y = xl z = Y1 ' ' 
X = x2 y = 0 z = Yz et: 

(t-t ) 2 z = X = x3 y = - x3 - Y3 ' Y3 0 

Cas 60, p = 4, À, = 0 

X = 0 y = xl z = Y1 ' 
X = x2 y = 0 z = Yz ' 
X = x3 y = Y3 z = 0 et: ' 
X = X4 y = y 4 ' z = (t-t ) - X - Y4 □ ' 0 ·4 
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CHAPITRE I LAZ-TOPOLOGIE ASSOCIEE A UNE TMMERSION GENERIQUE. 

1.1) 1 1 ➔~-équivalence: On va considérer des variétés (à bord), connexes, 

00 
compactes, C, de dimension 3. 

Définition 1.1: M
3 

et N
3 

sont dites ~•-équivalentes s'ils existent des 

( 1 ( a 1 a) anses négatives d'indice 3 : - ~
3

), ... ,- ~
3

), - (w
3

), ..... ,-(w
3 

et des 

1 b 1 ~ anses positives d'.indices 2 et 3 : (~
2

), ... ,(~
2

), (w
2

), ... ,(w
2

), 

<~;, ... ,(~~), <w;), ... ,<wI>, telles qu'on ait des difféomorphismes 

(Si o M
3 

i= r/J i= o N
3

, on n'a plus besoin d'anses négatives). 

Lemme 1. l : "Soient M
3

, N
3 

avec o M
3 

i= (/) ,f, o N
3

, telles que '1\ M3 = O. 

Les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) M
3 

et N
3 

sont ➔~-équivalentes. 

ii) N3 = M 
3 + (des anses d'indices 2 et 3). 

iii) Il existe un 3-disgue d'homotopie V3 tel que 

M3 = v3 # (p # (S2 X I))~ 

(Un 3-disque d'homotopie est une variété compacte, contractible, de dimension 3). 

La démonstration est laissée au lecteur. 

Définition 1.2 : Un 3-disgue à trous est une variété à bord ,f, r/J, de 

dimension 3, satisfaisant l'une des conditions équivalentes suivantes 

a) M3 est ➔~-équivalente à D
3

. 

b) M3 = D3 + (des anses d'indices 2 et 3). 

c) M3 = D3 + (des anses d'indice 2). 

d) M3 = D3 # (p # (S2 X I)). □ 
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1.2) La Z-topolo_g_ie associée à une immersion générique : Presque tous les 

lemmes (et définitions) du paragraphe qui suit s'appliquent aux immersions 

quelconques, d'un espace topologique dans un autre. C'est parce qu'on in

siste que la Z-topologie (définie ci-dessous) soit noethérienne, et que 

les différents espace-quotient qu 0 on va considérer soient des variétés 

00 00 00 
C, qu'on se restreint aux immersions C, génériques, de variétés C, 

compactes. 

On commence par rappeler quelques sorites sur les relations 

d'équivalence. Si X est un ensemble quelconque, on désigne par SkX 

k ~ · & • d X Âk c skx 1 d d' 1 la -eme puissance symmetriqu~ e et par -X a grau e iagona e. 

Par définition, une partie P c s2x est une relation d'équiva

lence (sur X) si : 

a) p n ~ = f/J. b) Si (x,y)' (y,z) E p et X :/= z, alors : (x,z)EP. 

Ceci est un léger abus de langage, car ce qu'on appelle d'habitude 

"relation d'équivalence" est le sous-ensemble 2 2 
~ U P c S X. Par un second 

abus de langage, si P est une relation d 0équivalence, et x, y EX on 

écrira 

de X 

x :!fi y (mod P) 

2 
par P(6x U P). 

si 
2 

(x,y) E l\;ë U P. X/P désignera le quotient 

On va, désigner par 
2 P

1 
+ P2 c S X la plus petite 

relation d 1équivalence engendrée par P
1

, P
2

. P
1 

n P2 est une relation 

d'équivalence. 

Définition 1.3 : Soit f: X~ Y une application quelconque. On lui 

attache la relation d 1 équivalence /Hf) c s2x, définie comme suit : 

x =Y (mod ip(f)) ~ f(x) = f(y) . □ 

Donc 

~(f) = X X X ~ 
y 

où X X X désigne le produit fibré (symmétrique). 
y 
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2 
On va désigner par A X B c S X l'ensemble des paires (a,b) 

z2 
ob a E A, b E B. Par définition: 

A X B == (A X B) n (X X X) " 

y y 

Dorénavant, X et Y seront des variétés 
(X) 

C, de la même dimension, 

avec o Y= r/J. f E Imm (X,Y) sera une immersion propre et générique. 

On a une application naturelle 

f X f : i(f) -->::,,,, y 

définie par : (f X f) (x,y) = f(x) = f(y}. Considérons i(f) avec la topo

logie induite (par celle de s2x). En considérant (x,y) E i (f) et les 

0 0 0 

trois possibilités (x,y) E (àX, ôX), (x,y) E (X, oX), (x,y) E (X,Y), on 

voit facilement (à partir du fait que f est une immersion générique), 

que Hf) 
00 

est une variété C à bord anguleux (dans le sens de Cerf [2] 

et Douady [3]). De plus 

dim i(f) = dim X= dim Y. 

œ 
f X f est une immersion C et 

Dans le cas dim X= dim Y= 3, qui nous intéresse dans ce travail, 

il n'y a aucune difficulté à rendre ~(f) différentiable (tout court). 

Même dans le cas général, on peut appliquer le procédé de Douady [3] ou 

la théorie de Hirsch-Mazur [9]. (En effet, si M est une vairété à bord 

anguleux, de bord d M, on remarque que le microfibré' PL : T(o M) E9 1 

peut s'identifier à TMloM, et possède donc une structure de fibré vectoriel •.. ) 

Définition 1.4 : Soient (X, Y, f E Imm (X,Y), Hf) c s2x) comme ci-dessus. 

Une relation d'équivalence ! c s2x est dite f-admissible si 

2°. î est en même temps ouvert et fermé dans ~(f). 
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On va désigner par 

X/111 

l'application induite par f . □ 

Lemme 1.2 "Une relation d'équivalence '±' c Hf) est f-admissible, si et 

seulement si 

(i) 

(ii) 

X/î est une variété C 
CX) 

(a bord anguleux ... ) 

f ('±') et la projection canonique X ~ X/'f 
CX) 

sont des immersions C ." □ 

Démonstration: Soit '±' c ~(f), une relation d'équivalence f-admissible. 

On remarque qu'il existe une famille 3< de voisinages ouverts de Y, V c Y 

(V E 3<, U V = Y), telle que, chaque V soit difféomorphe à R n 

(n = dim X= dim Y) et que 

puisse être décrit~ à difféomorphiqme près, comme suit est une 

réunion disjointe de p + q composantes : Q1 , ... ,Qq telles que 

a) La restriction de f à chacune des composantes, est un plan-

CX) 

gement C la restriction de f à Q. est un difféomorphisme Q. ~ V 
1. 1. ~ 

tel que 

b) Il existe un système de coordonnées 

f(R'.) = (x. ~ 0). (Donc p ~ n). 
1. 1. 

Considérons maintenant une partition de l'ensemble (l, ... ,p) 

en sous-ensembles disjoints : 

On pose : z. = 
1. 

l) 
jEA. 

1. 

(l,."',p) = 

(x. ~ O) c R. Je dis qu'il existe un homéomorphisme 
J n 

(linéaire par morceaux) cp R ~ R, qui transforme Z. en (x. ~ 0). 
n n 1. 1. 
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En effet, par induction il suffit de considérer le cas 

A
2 

= (3), .•• ,A. = (i+l), ..... ,A l = (p). 
l p-

On peut trouver un homéomorphisme linéaire par morceaux 

Si *, exprimé en coordonnées, est 

= 

En partant de cette remarque, on voit facilement que les condi

tions i), ii) sont vérifiées. 

La réciproque est triviale. 

Comme corollaire de la démonstration du lemme 1.2 on a le 

Lemme 1.2.1 : "Soient X, Y, f comme dans le lemme 1.2 et 

1±' c êJ?(f) c s2x une relation d'équivalence f-admissible. L'immersion 

f(1±') X/1±' --"""'>""'Y 

est générique. 

De même, l'immersion 

X ----'TT_.,,,> X/1±' C (X/1±') U (ô(X/1±') XI) 

(où ô(X/1±') = ô(X/1±') X O = (X/1±') n (ô(X/1±') XI)) est générique." Cl 

On remarque tout de suite que l'ensemble des relations d'équi

valence f-admissibles est fermé par rapport à l'intersection. Ceci nous 

permet de définir une nouvelle topologie sur ~(f) : 

Définition 1.5 : La Z-topologie de ~(f) est, par d~finition, la topologie 

pour laquelle les sous-ensembles fermés sont les réunions finies de 

relations d'équivalence f-admissibles. □ 

On a le : 
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Lemme 1.3 : " Si X est compacte, 4?(f) ne possède qu'un nombre fini 

d'ensembles Z-fermés (4?(f), muni de la Z-topologie, est donc un espace 

noethérien, c'est-à-dire tel que toute suite strictement décroissante 

de fermés est finie)". D 

Démonstration: On peut recouvrir f(X) par une famille finie J, de 

voisinages ouverts V c Y tels que, (pour chaque VE J) 

ait la "forme canonique" décrite au début de la démonstration du lerrnne 1.2. 

On remarque que cette description locale implique que : 

connexes 

a) f- 1
(v) n'a qu'un nombre fini de composantes 

et chaque fjv. 
]_ 

est un plongement. 

b) f(V.) n f(V.) est connexe. 
]_ J 

Il en résulte que si î C 4?(f) est un Z-fermé, alors 

(î n (V. 
]_ 

X 
y 

V.) 'F 0) 
J 

=$>î::> (V. X V.) 
]_ y J 

Comme l'ensemble de tous les V. X V. est fini, il n'y a qu'un nombre 
]_ y J 

fini de î c 4?(f) qui sont possibles. Ceci fini la démonstration. □ 

Si X n'est pas compact, 4?(f), muni de la Z-topologie n'est 

plus nécessairement noethérien. La figure 1.3 montre un exemple où f 

est propre (f E Irrnn (s
2 

XI - x X 0) # (s
2 

XI)# (s
2 

XI)# .... , R2)), 

# f- 1 (y) est borné (# f- 1 (y) ~ 3), mais néanmoins 4? (n'est pas 

noethérien). 
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Fig. 1.3 (un ~(f) qui n'est pas noethérien) 

Si B c ~(f) on va désigner par ct 2B la fermeture de B, 

dans ~(f), par rapport à la Z-topologie. Un fermé F c ~(f) est dit 

irréductible s'il ne possède pas de décomposition F = F1 U F2 avec 

F. fermés et F. # F. 
i i 

Dorénavant, X sera compact. 

Lemme 1.4 : "Les fermés irréductibles de ~(f) sont exactement les 

sous-ensembles ct 2(x,y) où (x,y) E ~(f) (c'est-à-dire que x, y EX, 

x # y, f(x) = f(y)). ct
2

(x,y) c ~(f) est une relation d'équivalence 

f-admissible. Si (z,t) E ct
2

(x,y) on dira que (x,y) E ~(f) est une 

généralisation de (z,t) E ~(f) et que (z,t) est une spécialisation 

de (x,y)". D 

Démonstration. avec F. fermé. Il existe 
i 

est irréductible. Réciproquement, si F est un fermé quelconque, on a 

F = u 
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Puisque Hf) n'a qu'un nombre fini de fermés 

(1) F = û Ctz (x. 'y.) 
i=l 1. 1. 

(k < cxi). Si F est irréductible, il existe un i E (1, ... ,k}, tel 

que F = ct
2 

(x. , y. ) . 
1. 1. 

Ctz(x,y) c ~(f), étant un fermé, s'écrit comme réunion finie 

de relations d'équivalence f-admissibles ; comme ces dernières sont 

encore fermées, ct
2

(x,y) (qui est irréductible) doit être égal à 

l'une d'entre elles. 

Lemme 1.5 "Soit F c Hf) un fermé de Hf) (dans la topologie Z). 

Il existe une décomposition unique : 

F = F1 U ••• UFk 

où F. 
1. 

est une fermé irréductible, et F. (/:. F , (i 'F j). 
1. 

Les F. s I appellent les "composantes irréductibles" de F. 11 □ 
1. 

Démonstration. La formule (1) de la démonstration du lemme 1.4 donne 

l'existence. (On peut supposer, sans perdre la généralité que 

(x.,y.) ~ ct
2

(x.,y.)), (Si i # j). Soient deux décompositions 
1. 1. J J 

k 
F =U ct 2 <x~ ,Y.) = 

1. 1. 

i=l 

Ils existent deux applications 

o., 

~ 

t u 
j=l 

ct
2

(z.,t.) 
J J 

telles que az(x~(j)'y~(j)) 3 (zj,tj) et ctz(zo.,(i)'to.,(i)) 3 (xi,yi). 

et 

(zj,tj) E Ctz(zo.,~(j)' to.,~(j)), donc o., et ~ sont des bijections, l'une 

étant l'inverse de l'autre. On a: k = t, et après un changement de 

notation: Ctz(x.,y.) = Ctz(z.,t.). 
1. 1. 1. 1. 
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On remarque que m~me si P c ~(f) est une relation d'équi-

valence, CtZP n'en est pas nécessairement une, comme on peut le voir 

en regardant la figure 1.5, 

Figure 1.5. 

Cet inconvénient est en quelque sorte remédié par le 

Lemme 1. 6. "Soit : P c Hf) une partie quelconque. On considère 

la construction suivante on choisit (x
1

,y
1

) E P ce qui nous donne 

le diagramme commutatif: 

f 
X---------Y 

Si PC Ctz(x
1

,y
1

), on s 9 arrête; sinon on choisit un 

2 
(x

2
,y

2
) E P - ctz<x

1
,y

1
) et l 1 on considère : ctz<x

2
,y

2
) c S x

1 
, 

ce qui nous permet de continuer 

Xl 
fl 

y 

îT2 } 
X/Ct/x 2 ,y 2 ) = x2 e.a.d,s. 
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Ce processus s'arrête nécessairement après un nombre fini de 
... 

pas et on obtient une relation d'équivalence Ctz(P) c ~(f), définissant 
... 

un espace quotient : X-';>~= X/Ctz(P) . 
... 
Ctz(P) qui est un Z-fermé est f-admissible et ne dépend pas 

des choix successifs de (x
1

,y
1

), (x
2

,y 2 ), •... C'est la plus petite 

relation d'équivalence f-admissible, contenant P". □ 

La démonstration est laissée au lec~eur. 

3.) L'énoncé du lemme fondamental 

Définition 1.6. On se donne, une fois pour toutes une immersion générique, 

propre v: R -->~ R
2 

avec un point double et un seul. 

(On remarque que ceci définit v 11ùnivoquement" dans le sens 

suivant : si v' : R--> R
2 

satisfait aux mêmes conditions, ils existent 

On va supposer que luunique point double de v est 

v(o) = v(l). 

avec 

On considère aussi le demiplan 

ô R; = R et une immersion propre 

supérieur 

telle que 

µIR= v. µ est générique et !!univoquement" déterminé (à conjugaison 

avec des difféomorphismes, près). La figure 1.6 représente µ. □ 

I 

0 1 

Figure 1. 6. 
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On considère maintenant un X compact, avec dim X= dim Y 

et un élément générique f E Imm(X,Y). 

Définition 1,7. Une formation est, par définition un quadruple : 

~=(X, f, Y, W) où X, f, Y sont comme ci-dessus et W c Y est un 

voisinage de coordonnés dans Y, muni de coordonnées (x
1

,~ .• ,Xn) 

et tel que : f- 1 (w) a exactement p + 1 composantes connexes : 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

10. U est difféomorphe à (et muni de coordonnés 

zo. est un difféomorphisme 

30. U -;> W est donné par 

X. = X. (i ::;; n - 2) 
]_ ]_ 

□ 

On considère une formation ~ = (X,f,Y,W) comme ci-dessus 

et une paire de points 
2 (x,y) ES (oU) n ~(f), Sans perdre la généralité, 

on peut supposer que : 

X = (a1,·······, a n-2' o, 0) 

y = ( a
1

, , , , , , , , , a 
2

, 1, 0) 
n-

Définition 1,8, On va construire une nouvelle variété n-dimensionnelle, 

à bord, compacte H(X,f,Y,W) et une immersion générique 

---~Y 

comme suit : On commence par considérer la relation d'équivalence 

f-admissible Ctz(x,y) c ~(f) et le diagramme commutatif: 
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On sait que f(Ctz(x 1 y)) est une immersion générique. Il y a deux 

cas possibles 

10. Il existe un point 
2 

(z,t) ES X, spécialisation de 

(x 1 y), tel que z E U1 t E Ui (1 ~ i ~ p). Dans ce cas, par définition 

H(X,f,Y,W) = 

= 

2°, Il n°existe pas de point (z,t) E s2x, spécialisation 

de (x,y), tel que z EU, t E u .. 
1. 

Dans ce cas, on considère f(U) c W et on remarque que 

-1 
f(Ctz(x,y)) (f(U)) est ouvert dans X/Ctz(x,y) et que 

--> f(U) 

est un difféomorphisme. On a n
1

(f(U)) = Z et il existe une anse 

d'indice 2 1 plongée, unique (à difféotopie près) qu'on peut ajotlter 

dans W à f(U) pour tuer n
1

(f(U)),Cette anse est un plongement 

g : D2 X Dn-Z --;:, W tel que 

Si i o(f(U)) ~W est le plongement naturel, on peut considérer 

Dans ce cas, on pose par définition 
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Dans tous les cas, on a une "inclusion canonique" 

TI 

définie par 

D 

On remarque que 

(difféomorphisme), pour un w
1 

convenablement choisi. Puisque 

~(n) = Ct 2 (x,y) on ~eut toujours supposer (pour les problèmes qui 

nous intéressent dans ce travail) que 

[w, = C,(,z(x,y) ,, 

Du point de vue homotopique le passage de X à H(X,f,Y,W) 

est (complètement) décrit par le lemme suivant : 

Lemme 1..7. nH(X,f,Y,W) a le type d'homotopie d 1 un C.W. complexe 

obtenu en ajoutant à X un nombre fini de cellules de dimensions 

A. : 2 s ),.._. s n+l. En particulier, pour "lvinclusion canonique" 
1 l 

TI: X---~ H(X,f,Y~W) 

il existe une factorisation (à homotopie près) 

1 u U Dk X' X Uf D2 = 
1 fk n+l 

ljo 
X H(X,f,Y,W) 

TT 

où : X' est un C.W. complexe (relatif) obtenu en ajoutant à X 

les cellules n;, ... ,D~+l (de dimension 2, ... n+l), j est l'inclusion 

naturelle et j
0 

une équivalence d 1homotopie. 
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On a donc une suite exacte 

n
1 

(H(X, f, Y ,W)) " D 

Démonstration. La démonstration est un conséquence immédiate de 

la remarque suivante : Soit K un polyédre 1 K
1 

un polyédre 

connexe, fini, et h
1

, h
2 

--"';~ K deux inclusions polyédrales, 

telles que l 1 ensemble des x E K1 satisfaisant à: h
1

(x) = h
2

(x), 

soit un sous-polyédre L c K19 L # 0 . On va supposer que K
1 

est 

connexe. On considère aussi 1°espace quotient K1 X I/S obtenu 

en tuant, séparément, chaque x XI, où x EL. 

Soit K' =KU (K1 X I/S) où il est entendu que chaque 

y X O est identifié à h 1(y) et chaque y X 1 à h
2

(y) (yEK1). 

A hpmotopie près, l'inclusion Kr~--'>~ K' est une opération qui 

consiste à ajouter à K des cellules de dimensions X où : 

Doréanavant on prend n = 3, et X = X 
3 

sera un 3-disque 

à trous. On va supposer que pour Y= Y
3 

: o Y
3 

= r/J. Le lemme 

précédent décrit H(x 31 f 1 Y31w) homotopiquement. Le lemme qui suit 

est un premier pas vers la description difféotopique de H(X
3

,f,Y 3 ,w) 

Lemme L8. (LE LE:MME FONDAMENTAL). "On considère une suite de 

formations ( Xi fi Yi Wi) 
3 9 • 3. (avec i = l, •.. ,k) et un sous-ensemble 

Sc (l, .•• ,k) tels que 

a) Xl est un 3-disque à trous et à Yi = 0. 3 3 
·+1 i i i i 

b) xi ... = H ( x
3 

, f , Y 
3 

, W ) • si i E s O 

3 

c) xi+l i (des d 1 indices 2 et 3) • si i f. S. = x3 + anses 
3 

xk!l k 
A ➔~-équivalence près, la variété = H(X

3
, 

_j 

fk k 
Y

3
, 

' 
Wk) peut 

être décrite comme suit : il existe un tore solide 
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T2P;q = (2p+q) # (S
1 

X D
2

) avec piq dépendant de xk;1), et des 

1 2p+q C ~ T2p+q cercles différentiables s
1

, ... ,S 
1 

o 
3 

, tels que : 

1°. Si i $ p, SZi-l n s2 i consiste exactement de deux points 
1 1 

d'intersection transversale, 

2°. Il n'y a pas d'autres intersections S{ n st (j#t) que celles 

décrites au point 1°. 

3 0. Si l'on choisit des orientations pour o T2P -q 
3 

int i(s 2iîl, SÎi). int i(s 2iîl, S~i) = -1. (où i $ p). 
xl x2 

4°. On considère la paire canonique : (2 T2p;q. T2p;q ). Il 

existe un r $ q, et (2p+q) plongements différentiables 

F. 
1. incl.canonique 

2TZp+q 

2 2---------::1.canoni:ue 
F S I -----➔ 2T p+q -T p+q 

2p+r+ j : 1 X 3 3 

(où i :s: 2p+r, j :s: q - r, tels que : 

4 - a) 

4 - b) 

4 - c) 

F~1(oT2
~+q) = sl 

Fi(s 1 XI) coupe 

F /s 1 X I) coupe 

l'inclusion naturelle 

est une bijection. 

4 - d) Le triple : 

( 2 TZp+q TZp+q 
3 ' 3 ' 

, 
est MOYENNEMENT NON-NOUE. 

-1 i 
X O = Fi (S 1) 

o TZp+q transversalement. 
3 

Fj(s
1 

XI) transversalement, et 

TI (F. (sl X I) n F. (sl X I)) 
0 1. J 



- 61 -

5°. On considère des disques de dimension 2 : 

n! (i = l, ... ,2p+q) tels que : on!= SÎ et pour chaque paire 

n2
i;l, D~i (i = l, ... ,p), deux plongements 

2i -1 j 
I--';;> n2 tels que : a) gj (à n2 ) = o I, b) gj (I) coupe 

i 
transversalement, c) g

2
i_

1
(o) = g2 i(O) = x

1
, et 

On considère : 

2p+q 
K = T 3 

El, 

Sl 
1 

Dl El, D2 
2 2 

s2 
1 

El, • • • • • El, 

s2p+q 
1 

D2p+q 
2 

Sur K on considère la relation d'équivalence ~. qui consiste 

à identifier : g
2

i_
1

(x) = g2i(x), pour tout les x E I, i ~ p. 

Alors est (•-équivalent à) un voisinage régulier 

du quotient 

La démonstration de ce lemme occupera les chapitres III, IV 

de ce mémoire. 

Lemme 3.18.1. "Pour un 3-disque n
3 

il existe toujours une descrip

tion comme dans le lemme 3.18". □ 

C'est trivial. 

Le cas où M
3 

( f) = r/J est beaucoup plus facile 

Lemme 1.9. "Soit (X
3

,f,Y
3

,W) 

un 3-disque à trous, o Y = r/J 
3 

une formation, telle que 

et 

Alors, H(X
3

,f,Y
3

,w) est un 3-disque à trous." □ 

La démonstration est donnée au paragraphe suivant. 

est 
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4) Démonstration du lemme 1.9. 

Lemme 1. 9 .1. "Soit V 
2 

une variété orientable, fermée et 

j : v
2 
~ M3 une immersion générique. On suppose que M

3 
est 

orientable. 

Le revêtement 

est trivial". (Ici M2 (j) c v
2 

X v
2 

est l'ensemble des points doubles). 

Démonstration. L'élément rton trivial de S(2) = z2 induit une 

involution sans points fixes : 

Il faut montrer qu'il n 1 existe pas de composante connexe (disons s1) 

de M
2

(j), invariante par T. En considérant les voisinages tubulaires 

des immersions n: s
1 
~ v

2 
et jon: s

1 
~ M

3 
on obtient 

une immersion générique 

J: s1 XI > R3 

telle que M2
(J) = s

2 
X½, M

3
(J) = 0. Je dis qu'une telle immersion 

n'existe pas. Il suffit de regarder la paire de sous-espaces de 

On considère des difféomorphismes 

h : (x 2 + / :;;; 1, z = -1) ----';> (x 2+y 2s;l, z = +1) 

tels que : a) ((x
2

+y
2

:;;;1) n (-ls;z~l))/h soit orientables (donc 
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b) h(X 2 n (z=-1)) = x
2 

n (z=l). Donc x2/h sera l'image 

d 1 une immersion générique. On peut facilement analyser toutes les 

situations qui peuvent se présenter, (voir la figure 1.7) et voir 

quelles sont les surfaces immergées dont l'image peut-~tre x
2

/h. 

En regardant la figure 1.7 on voit que 

________ ....... 

les identifications possibles sont : 

a = a'' C = c' b = b' d = d' 
' ' 

a = b' C = d' b = c' d = ai 
' ' ' 

a = c' C = au' b = d' d"" b' 
' ' 

a = d' C = hi b = a' d = c' 
' ' ' 

' 

(deux 

(ruban 

(deux 

(ruban 

I' 
J._ 

I 
C. 

Figure 1.7 

exemplaires de s
2
xr) 

de Mtlbius) 

rubans de Mtlbius) 

de Mtlbius). 

Dans aucun des quatre cas an ne trouve un exemplaire de s2 XI 

(et un seul). D 

On considère maintenant une immersion générique 

f : x
3

-:> Y3 où x
3 

est un 3-disque à trous. On considère 

une formation (x
3

,f,Y
3

,W) et une paire de points 

comme dans la définition 1.7. 

Sans perdre la généralité, on peut supposer que Y
3 

est orientable et que Ctz(x,y) = ~(f). (Il suffit en effet, de 

remplacer Y
3 

par H(x
3

,f,Y
3

,w). .. ). Si l'on suppose que M\f) = r/J, 

on voit que, pour calculer H(x
3

,f,Y
3

,w) on est dans le cas 2° de 

la définition 1.8, donc : 
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où est une anse d'indice 2 : 

On peut supposer que l'image de x est telle que 

On va considérer sur oX
3 

l'ensemble 

C'est une sous-variété à bord de oX3 , de dimension 2. Une compo

sante connexe, s1 , de o ~2 sera appelée minimale s'il existe 

un 2-disque D
2 

de oX
3

, de bord s
1

, tel que 

f!D 2 sera un plongement.(Ceci résulte du lennne 1.9.1). On 

peut choisir un voisinage (de coordonnées) 

2 2 R
3 

= ((x
1

,x
2

,x 3)} de f(D
2

) = ((x
3 

= 0) n (x
1 

+ x
2 

~ 1)) dans 

Y
3

, tel que (flf- 1(R3), f- 1(R
3

)) soit dans 1 1un des deux cas 

suivants 

I. f-1 (R3) a deux composantes connexes 

(Xl, ~ 0) C R; 
2 2 2 

x2• x3 et (Yl + y2 ~ 1) C R3 

(où 
1 R2 sont deux exemplaires de R3L R3, 3 

f est donné par : 

x. = X., X, = Y. 
1. 1. 1. 1. 

(i = 1,2,3) 

a deux composantes connexes 

et 
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f est donné par 

x. = X., X.= Y. (i = 1, 2, 3) 
l. l. l. l. 

On va décrire une opération élémentaire, attachée à 

(D
2

, s
1

) qui va nous faire passer de la formation (x
3

, f, Y
3

, W) 

à une formation (x3, f', Y
3

, W). 

Dans le cas I 

X' 
3 

= 

où $
2 

est l'anse d'indice 2 correspondant à 

(y~+ Y~ ~ 1, -1 s Y
3 

~ 1) et f 1 est l'extension naturelle de f. 

Dans le cas II, on remarque que le disque 

sépare x
3 

en deux composantes connexes. 

x3 sera celle qui contient x,y. f 1 sera la restriction de f. 

Dans les deux cas X' 
3 

est un 3-disque à trous. On remarque 

facilement que 

a) Si H(X3, f 1 • Y
3

, W) est un 3-disque à trous, alors 

H(X
3

, f, Y
3

, W) est aussi un 3-disque à trous .. 

b) # TI
0 

(o ~
2

(f')) < # TI
0

(o ~
2

(f)). 

c) Si le revêtement M
2

(fY) ~ M
2

(f 1 )/S(2) (et, dans le cas II 

le revêtement M
2

(flx
3 

- x3) ~ M2
(f!x

3 
- x3)/S(2)) est trivial, le 

revêtement M
2

(f) ~ M
2

(f)/S(2) l'est aussi. 

Par induction, on ramène la démonstration du lemme 1.9 

au cas où (x
3

, f, Y
3

, W) ne possède pas de cercle minimal. En 

utilisant le lemme 1.9.1 et le fait que x, y sont dans la même 

composante connexe de ô x
3 

- int(M
2

(f) no x
3

), on voit que l'en

semble des composantes connexes à bord# 0, de M
2

(f) n oX
3 

va 

consister exactement de deux disques disjoints 1 2 D
2

, D
2

, contenus 

dans la même composante connexe de ô x
3

, tels que : x E ont et 

2 
y E oD2 . 
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Si à x
3 

est une composante connexe qui ne 

contient pas fls 2 est un plongement. A s
2 

on va attacher 

une opération élémentaire qui nous fait passer de (x
3

,f,Y
3

,w) 

à une nouvelle formation. (X" 3~ f" 
' 

Y" 
3' W")' définie comme suit 

Si s2 n M2 
( f) = r/) on définit X" 

3 
= X 

3 + (une anse d'indice 3 

qt:ii tue S2). yn 
3 

est obtenue à partir de y3 par chirurgie 

de Morse, de telle façon qu 1 on puisse définir f" avec 

Si s
2 

n icf) :f:. r/), on a : s
2 

C M2 (f) et il existe 

sphère unique 
1 0 

telle que f(s;) = f(S
2

). Sl divise une : s
2 

C x
3

, 
2 

x3 en deux parties, Soit 
1 

x3 

l'autre. Je dis que 
2 2 x
3 

n M (f) 

En effet, si. x' 
' 

celle qui contient (x,y) et 

= r/J. 

existent des arcs c
1

, c
2 

: I ~ x
3 

tels que c
1

(o) = x 1 , 

c
1

(1) = x, c
2

(o) = yu, c2 (1) = y, et, pour tout t E I 

x2 
3 

f(c
1 

(t)) = ç(c
2

(t)) 

traversent pas S~ 

E Y
3 

. Ces arcs ne traversent pas s
2 

c ôx
3

, donc ils ne 

non plus ; donc ils ne pénètrent jamais dans X~ 

On a ô x; :::i s
2 

+ s; + ... (réunion disjointe). On 

définit: x3 =X~+ (deux anses d 1 indice 3, qui tuent 

On modifie Y
3 

par chirurgie de telle façon qu'on puisse définir 

l'immersion f" : x3 ~ Y3 avec f" lx;= flx; • 

Dans les deux cas les remarques a, b, c faites plus haut 

pour x3 , restent vraies pour x3 
On peut donc toujours se ramener au cas ot:t x

3 
= n

3 
. 

Considérons les deux disques de 

(i = 1,2) sont disjointes. Elles divisent x
3 

en trois disques 

de bords, respectivement 

U D ~ , ( ôX3 - ; ~ - ; ~ + ~ + ~) . 
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On voit que la relation d'équivalence ~(f) = Ctz(x,y) 

identifie A
3 

avec B3 • En plus, le revêtement 

M2(f) > M2 (f)/S(2) est trivial. D'autre part, on a un 

difféomorphisme 

= (Sl X D2' p X cl D2) (où p E s
2

) 

(S2 X½) 
1 

cp2 coupe n(à D
2

) transversalement en un point. Le 

lemme 0.1 implique alors ce qu'on veut. □ 

Remarque. La démonstration donnée ci-dessus, donne, aussi, le 

résultat suivant : "Soit x3 un 3-disque à trous, y
3 

une 

variété orientable, f: x3 --;:, Y3 une immersion générique, telle 

3 que M (f) = f/J. Alors, le revêtement : M
2

(f) -> M
2

(f)/S(2) 

est trivial". □ 
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CHAPITRE II : COMMENT LE THEOREME DE STRUCTURE (THEOREME B) EST IMPLIQUE 

PAR LE LE"MME FONDAMENTAL. 

2.1) Plan de la démonstration: On commence par la définition suivante: 

Définition 2.1: i fi j_ 
ii) (i 2, ... , k) de Soit (X3, Y3, = 1, une suite 

formations, satisfaisant aux conditions a), b), c) du lemme 1.8. 

Lemme 2,1: 

où: . b-1) 

CJ 

00 

"Soit Y
3 

une variété C de dimension 3, telle que èY
3 

= r/) 

a) f
0 

et f
1 

sont génériques, et régulièrement homotopes. 

b) Il existe une Z-variété xo 
3 

J• F sont des immersions C 
0 ' 0 

, et un diagramme commutatif: 

00 

b-2) j
0 

est homotope à l'application constante. 

Il existe, alors une Z-variété Xl 
3 

, et un diagramme commutatif: 
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00 

sont des immersions C 

c-2) jl est homotope à liapplication constante". □ 

La démonstration sera donnée au paragraphe 2,2. 

!lQ 

Lemme 2.2: "Soit w
3 

une variété C à bord, avec ow
3 

= s
2 

et 

> w
3 

un voisinage tubulaire du bord (on suppose que 

S
2 

X O '"= s
2 

"'- oW
3 

) . Désignons par 

s
2 

E s
2 

x 1 c.__> w
3 

le plongement: 

Supposons qu 0 il existe une Z-variété x
3 

et un diagramme commutatif: 

où S, Y sont des immersions, et S est homotope à une application constante. 

Alors w
3 

est une Z-variété 11
• □ 

La démonstration sera donnée au paragraphe 2,3. 

On va démontrer maintenant le théorème de structure, à partir des 

deux lemmes précédents. 

Lemme 2.3: "Soit r:
3 

une sphère d'homotopie lisse de dimension 3, et 

D e,_> Ï:: 
3 3 

IX> 

un plongement C . Le disque d 0homotopie, lisse, de dimension 3 

w
3 

= r:
3 

- int D
3 

est une Z-variété". □ 

Démonstration: 

CO 

plongement C 

On considère un voisinage tubulaire de s
2 

= ô w
3 

S =s Xl---> W '2 - 2 3 



- 70 -

Soit g E Pl
00 

(D
3

, int w
3

) un plongement différentiable quelconque. 

D'après le corollaire 0.6, les immersions gjs
2

, a E Imm(s
2

, int w
3

) sont 

régulièrement homotopes, Le diagramme commutatif: 

et le lemme 2.1, impliquent l'existance d'une Z-variété x
3 

et d 1un diagramme 

commutatif: 

où j, F sont des immersions, et j est homotope à O . Le lemme 2.2 nous 

dit alors que w
3 

est une Z-variété, 

Soit maintenant K/~ un espace construit comme dans le lemme 

fondamental 1.8, et ®
3

(K/~) un voisinage régulier (C~) de K/J . Le lemme 

2.3 implique tout de suite qu'il existe un 
Ci:; 

sont p plongements C 

p 
u 

i=l 

p > 0 tel que, si 

2-à-2 disjoints, on ait: 

(difféomorphisme), Le théorème de structure est une conséquence immédiate de 

ce difféomorphisme. 
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2.2) Démonstration du lemme 2.1: 

Soit ~ E Imrn
1

(s 2 XI, Y3 XI) une homotopie régulière générique , telle que 

~(O) = f
0 

<p(l) = f
1 

. On peut faire, pour ip , les considérations du para-

graphe 0.5; en particulier, on peut considérer 1 1 ensemble des niveaux singuliers 

cr(ip) CI • cuest clair qu 1 il suffit de donner la démonstration du lemme 2,~ dans 

le cas où I cr(ip) = 1 

Soit donc t E I 1 uunique singularité de ip • On considère 
0 

p = p(t) 
0 

(la multiplicité ) et À= À(t) 
0 

cas à étudier (voir la fin du chapitre O). 

(1 1 index) de t 
0 

. On a six 

On va esquisser luétude du cas (p = 2, À= 1) • Les autres se font 

de la même manière. 

On considère "le support" de (p , qui est le 2-disque: 

A ( + y2 • y2 S: t } u = Z = O, 0 :::: X ;a: -t , 
2 0 0 

(On passe de f 
0 

à 

X = 0 , suivant 6
2 

). 

en poussant X = -t 
0 

de 1 vautre côté de 

o ~
2 

est formé de la réunion de deux intervalles fermés r
1

, 

r
2 

c....,_> f Cs) 
0 2 

contenant 

Soit 1
1 

1 1 un de ces intervalles. Soit ô
2 

c f
0 

(s
2

) un 2-disque 

I 
1 

a) 

dans son intérieur, et 

ô c::qi..ô D) 
2 3 

b) D.2 C cp(D3) 

cp: D c__> Y un plongement, tel que: 
3 3 

c) cp(ô n
3

) coupe F/o X~) transversalement. 

Considérons l 1 espace singulier et "l'immersion" 

F EB c.p 
0 

X~ EB n3 
ô2 

On peut appliquer à ip(p EB cp) c:: s2(x0 EB D ) 
0 3 3 

le yoga des Z-topologies du 
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chapitre I, En particulier~ on va considérer ctz<ô
2

) C i2(F
0 

EB <p) qui est la 

relation dqéquivalence (compatible avec , la plus petite, tuant les 

singularités de X~ EB n3 . On aura donc un diagramme commutatif: 
ô2 

où 

s ---------> x0 

2 3 

F EB <p 
0 

l 
est une (vraie variété) et F

1 
une immersion. jl 

j
0 

1°est), Il s 0 agit de montrer maintenant que 

est une Z-variété. Soit 

une famille de 3-disque dépendant différentiablement de t , telle que: 

i) 

ii) 

iii) 

iv) 

o Dt ::) ô2 3 
Dl _, 

D3 3 
Dt 

3 
C 

tu 
D3 si t s: t 0 

n° est "dégènèréui 
3 

<p ""' <p ( ô Dt - ô
2

) 
t 3 

est générique par rapport à 

est 

(Ce qui fait que~ localement les singularités sont comme celles d 0une homotopie 

régulière générique,) 

(()t aura un ensemble fini de singularités~ désigné par O"((()t) CI 

Le lecteur pourra montrer sans peine que: 

I. Si [t~ t 0
] n cr(<pt) = 0 ~ alors: 

x0 EB Dt/ C ,f, ( ô ) = x0 EB Dt 
O 

/ C ,t ( ô ) 
3ô 3 Z2 3ô 3 Z2 

2 2 
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(difféomorphisme), 

IL Si et si est une Z-variété, 

alors 
t +€ 

x~ : n/ /ct 2 ( 62 ) 

2 

1 1 est aussi, (On laisse au lecteur le soin de 

décrire explicitement, suivant les différents cas (p, À) , comment la seconde 

variété s 0obtient à partir de la première, 

2.3) Démonstration du lemme 2,2: 

Le fait que ~ soit homotope à O , implique qu 1 il existe un disque d'homotopie 

Wl 
3 

Ylw; est 

est S 

>x • tel que o w1 ,_ s s2 0 On peut vérifier sans peine que 3 3 

un difféomorphisme Wl > w3 - s2 X [o, 1) 
3 ~ 

Considérons 1°espace singulier: x
3 

$ s
2 

X [o, l] où s
2 

X 1 --> x
3 s

2
Xl 

S --> X , On considère aussi 111 i immersion" 
2 3 

Y$ id x.
3 

œ s x Co, 1 J --> w
3 

S Xl 2 
2 

Comme dans le paragraphe précédent, cm a un diagramme commutatif: 

x3 e s 

l 
2 x Co9 1 J > w3 

x3 e s
2 

x Co, 1 ]/ct
2

(s
2

xl) 

A
3 

= x
3 

$ s
2 

X Co, 1)/ct
2
(s

2
x 1) est une (vraie) variété et A une immersion. 

Pour les mêmes raisons qu 0au paragraphe précédent, A
3 

est une Z-variété, 

Tout est fini si 1°on montre que A est un plongement (en fait un 
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difféomorphisme), De toute façon A est surjectif (puisque 

w
3 

- s2 X [o~ 1) c image x
3 

!) On laisse au lecteur le soin de montrer 

l'injectivité, D 
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CHAPITRE III: LES GRANDES LIGNES DE LA DEMONSTRATION DU LEMME FONDAMENTAL. 

3,1) Variétés singulières: On va introduire une classe spéciale d'espaces 

de dimension 3, les variétés singulières (de dimension 3). Tous les espaces 

et les morphismes considérés ci-dessous seront linéaires-par-morceaux (04 plutôt 

00 

différentiables-par-morceaux), et C , partout où cela a un sens. En parti-

culier, nos espaces seront construits (localement) par le procédé de la somme 

amalgamée (paragraphe 0.1), dans la catégorie 
00 

C et nos morphismes seront 

"faiblement différentiables"). On pourrait utiliser aussi, le point de vue des 

espaces stratifiés [21] .•. 

On commence par la description d'un modèle local. On utilisera les 

notations du paragraphe 0,1: 

Définition 3. 1: On va construire une paire d'espaces (K
3

, s(K
3

)) et une 

application: 

comme suit: dans R3 

sous-ensembles: 

A = ( z s; O) 

B = (z 2: O) 

C = (z 2: o) 

---->R 
3 

' 
muni de coordonnées 

n c-1 S: X s; +l) 

n c-1 s; y s; +l) 

(x, y, z) 
' 

on considère les 

On va désigner par i(A) , i(B) , i(C) , les inclusions canoniques 

de ces ensembles, dans R
3 

. (On va souvent identifier A, B, C avec leurs 

images, .• ) 

Par définition: 

=B © A © C , _____,.__.~ ~ 
(z=o) n ( lxl.:.; 1) (z=O) n ( IYI S: 1) 

j = j(K) = i(B) © i(A) © i(C) . 

et 
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Par définition, la partie singulière de K
3 

luimage canonique de: 

c z =o) n c -1 ~ x s: + 1) n ( -1 s y s: + 1) c A 

On va introduire, aussi, les sous-espaces suivants de 

□ 

On a un difféomorphisme évident: 

K 
3 

00 

(où n
2 

~C---> s
1 

X s
1 

est un plongement C quelconque). On remarque aussi 

que K3 s(K 3) = la partie régulière de K
3 

est une variété de dimension 3, 

à bord f. (/J 

On va désigner par A (K) = A , B , C s 
3 

s s s , les g<ermes 
• 

(Je rappelle que si (X, Y) est une paire duespaces 

topologiques 9 avec Y C X fermé, deux sous-espaces U, V c X ont le même germe 

autour de Y j suil existe un ouvert O :Jy , tel que onu=onv 

UY = VY va désigner le germe de U (de V) autour de Y ). 

Tout diffé<flqrphisme: 

----> K 
3 

laisse s(K
3

) invariant. 

Si F C s(K
3

) est un fermé, on a donc une bijection: 

f ➔~ : [~ , BF 

cuest clair quUil existe des f pour lesquels: 
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[Démonstration: Je rappelle que, si K est un complexe simplicial et cr CK 

un simplexe de K , on définit: 

star (cr, K) = le sous-complexe (de K) formé par les simplexes 

incidents avec cr 

tk (cr, K) = le sous-complexe de star (cr, K) formé par les simplexes 

(de star (cr, K) ) qui ne sont~ incidents avec cr 

( voir [24 ]) 

Triangulons K de telle manière que le carré s(K
3

) = (-1 ~ x ~ +1,-1~ y~ +l, z=O) 

et ses côtés, soient des sous-complexes. On voit facilement que, suivant que 

p E int s(K
3

) , p E int (d'un côté de s(K
3

)) ou p = un sommet du carré 

s(K
3

) , tk(p, K
3

) est topologiquement différent. Donc, tout f doit permuter 

les sommets de s(K 3) . D1 autre part, soient p, q deux tels sommets, 

un fermé, et cp : tk(p, K
3

) -:--> tk(q, K
3

) 

~ 
un homéo-

morphisme quelconque, On a toujours cp(F1) C: s(K
3

) et: 

Définition 3.2: Une variété singulière (de dimension 3, compacte) est, par 

définition, un espace topologique compact x
3 

, tel que pour tout p E x
3 

il existe un voisinage V de p dans x
3 

tel que V est ou bien une variété 

de dimension 3 (usuelle) à bord non nécessairement vide ou bien isomorphe au 

K
3 

de la définition 3.1. Cl 

Le lemme suivant est trivial: 

Lemme 3.1: "Soit x
3 

une variété singulière. Il existe une décomposition 

de (unique, à difféomorphisme près) définie comme suit: 

On considère p exemplaires de K
3 

(voir définition 3,1): 
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-1 ,,,,p 
K

3
, ••... 9 K3 , une variété de dimension 3 compacte, à bord, M3 et p plonge-

ments différentiables, 2-à-2 disjoints~ 

(ou, chaque x E ~K-1.
3
• ( ) ~ est identifié avec ~i x ) . 

Par définition 

la partie singulière de -i 
K3 

, (où 

) est la partie singulière de x
3 

s(K;) c K.~ est 

et x
3 

- s(x
3

) 

la partie régulière. Les -i 
K3 (K~ - 6 K;) sont appelés les voisinages singuliers 

de 

même 

x.3 

Le bord de , est, par définition~ 

Les variétés singulières x
3 

(c 00) temps que des applications 

□ 

vont presque toujours apparaître en 

type spécial, quuon va appeler, par abus de langage, immersions 

Définition 3.3: Soient x
3 

une variété singulière et N
3 

une variété ordinaire. 

CO 

Une application C , j x
3 

~N
3 

est appelée immersion suil existe une décom-

position de x
3 

comme dans le lemme 3.1 telle que j IM
3 

E Imm(M
3

, N
3

) et que 

j IR; soit difféomorphe à j(K 3) IR
3 

(voir la définition 3.1.). Luimmersion j 

sera dite générique si, en plus~ 

2". f(int 

( si i #-' j) □ 

E Imm( o x
3

, N
3

) est générique 

M ) n f(i<.i) = f(Ki) n f(Kj) = </J 
3 3 3 3 

Par "homotopie régulière" , toute immersion x3 ◄ N3 
peut être 

rendue générique, Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter (et de prouver) 

cette assertion. 
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Les Z-topologies du chapitre I, peuvent être introduites pour les 

immersions génériques j : X ~N 
3 3 

On procède comme suit. On commence par 

considèrer s2(x 
3 

- s(x
3

)) ~ ~(j lx
3 

- • La Z-topologie est définie sur 

i(j lx
3 

- s(x
3

)) comme au chapitre I. On considère la diagonale: 

C: s2 
X 

3 

et la complétion de ~(j lx
3 

- s(x
3

)) 

Définition 3,4: Soit j : x3 -->N 3 une immersion générique, comme 

ci-dessus, On définit la Z-topologie de i(j) 

la topologie ordinaire de ~(j) (induite par 

c: s2 X comme suit: Si T 
3 

s2 x
3 

), un sous-ensemble 

est 

F C: ~(j) sera Z-fermé si et seulement si, il existe un F O C: Hj jx
3

-s(x
3

)) 

tel que: 

2) F ""' et F 0 

T 
dans • D 

On remarque facilement que ceci définit bien une topologie, et que 

• Si s(x 3) = 0 c'est la même définition qu'au chapitre I. 

De toute façon 9 toutes les considérations du chapitre I, restent valables dans 

ce nouveau c0ntexte. Si l'on considère la décomposition: 

les fermés ct
2

(s(K~)) C: ê.P(j) sont irréductibles et constituent des relations 

d 9 équivalence j-admissibles. 

Définition 3. 5: Soit j x3 -->N 3 une immersion générique, Définissons, 
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comme dans le lemme 1,6 la relation d 0équivalence j-admissible: 

□ 

On démontre sans peine que î(j) est la plus petite relation d 0équi

valence j-admissible telle que x
3

/î soit une vraie variété et 

nique x
3 

--> x
3

/î induit une suite exacte: 

1\ (x
3

) 

(voir le lemme 1.7). 

----->O 

. En plus la projection cano-

En principe- les variétés singulières considérées dans ce mémoire pourront 

toujours se collapser (dans le sens de J.H,G. Whitehead {23]) sur des sous-

polyèdres de dimensions 2 d 0un certain type qu'on va décrire maintenant. On 

commence par rappeler quelques notions de topologie linéaire-par-morceaux 

(voir [24]). On prend comme point de départ la notion de polyèdre euclidien 

(= complexe simplicial fini, plongé linéairement dans R 
n 

), de sous-division 

(linéaire) et de morphisme linéaire par morceaux (entre deux polyèdres eucli-

<liens). Par définition, un polyèdre est un espace topologique X (localement) 

compact muni d 0un atlas polyèdral défini comme suit: On se donne des applications 

continues: f • K -> X telles que, i . i . ' 

a) K. est un polyèdre euclidien et f. 
1 ]. 

K. -> f. (K.) est un 
]. l. ]. 

homéomorphisme. 

chaque 

b) U f. (K.) = X et U C::: X est fermé (ouvert) si et seulement si 
]. ]. 

L (K.) (\ U est fermé (ouvert). 
]_ ]. 

c) les applications 
-1 

f • O f, 
J ]. 

-1 -1 n f. (K. n K.)-> f. (K. K.) 
]. ]. J J ]. J 

sont linéaires-par=morceaux. 

Tout polyèdre euclidien admet une structure polyèdrale canonique et 
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deux polyèdres euclidiens ont la même structure polyèdrale si et seulement s 0ils 

admettent des sous-divisions (linéaires) isomorphes. Chaque polyèdre peut être 

triangulé d 1uile manière compatible avec sa ~tructure polyèdrale et deux telles 

triangulations admettent des sous-divisions communes. Les notions de morphisme 

linéaire-par-morceaux de déformation élémentaire , cttest-à-dire de contraction 

élémentaire ou de dilatation élémentaire sont définies pour les polyèdres, 

Une composition finie de contractions élémentaires, est un collapsing 

Définition 3,5,1: Soit K = K. un polyèdre de dimension i.(K). = (K,). C:K 
l. l. l.l. 

va désigner le sous-ensemble (ouvert) des points où K est une variété (à bord) 

de dimension i • Je veux dire que chaque point X E (K.). = (K). 
l. l. l. 

possède un 

voisinage (ouvert) qui est homéomorphe (par un homéomorphisme linéaire par 

morceaux), avec R. = l'espace euclidien de dimension i ), ou avec 
l. 

• On définit 

On peut considérer, alors: (K. 1). l CK. l et K. 2 = K. l 
1- 1- l.- l.- l.-

(K. 1). 1 l.- ].-

Inductivement, on définit et K. l = K. - (K.). 
J- J J J 

Pour un polyèdre 

de dimension 2, K2 ~ on a une décomposition disjointe (stratification): 

l:l 

On va dom.ner maintenant la version 2 - dimensionnelle de la définition 3. 1. 

Définition 3,6: On va définir une paire dffespaces, (k
2

, p) et une applica

>R3 , comme suit: On considère R
3 

muni de coordonnées 

A 1 = (x = 0 } C: R ::, (y = 0 } = B 1 

3 

Soient i(A 1 ) , i(B') les inclusions canoniques. On définit: 
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p = le point (O, o~ o) E k
2 

c 0 est le point singulier de k
2 

et: 

On définit aussi: 

Définition 3.7: Un 2-polyèdre singulier est par définition un triple 

eo 
M

3 
une variété C , sans 

eo 
bord et f: K

2 
~ M

3 
une application C (par morceaux), quvon va appeler, par 

abus de langage, immersion • On suppose les conditions suivantes, satisfaites: 

a) Il existe un ensemble fini s(K
2

) CK
2 

, appelé l 1 ensemble singu

lier de (K2 , f, M
3

) (où, tout simplement de K
2

) , tel que flK
2

-s(K
2

) soit 

une vraie immersion. Si q E s(K 2) , il existe un voisinage V de f(q) E M3 

et un diagramme commutatif où les flèches verticales sont des difféomorphismes: 

q E f- 1(V) f,f- 1 (V) > V 

l l j(k2) l 
p E k2 > R3 • 

b) f est générique , dans le sens suivant: On part de la décompo

siton considérée dans la définition 3.5.1: 

où 1°on remarque que s(K
2

) CK
0 

• On demande que: 

b-1) si x E K f- 1(f(x)) = x 
0 

b-2) fj(K
1

)
1 

est un plongement (K
1

)
1 

-> M
3 
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CO 

b-3) est une immersion C , générique 

Soit p E K
2 . On dira que p appartient au bord de K

2
: Ô K

2 
C: K

2 

si l 1homologie locale de K2 au point p est nulle: 

H ➔~(K2 mod (K2-p)) = 0 Ô K2 est un sous-polyèdre de dimension 1 de K2 et on 

a une décomposition comme tout-à-l'heure: 

o K
2 

= (o K
2

)
1 

+ (ô K
2

)
0 

(ô K
2

)
0 

est un ensemble fini et (ô K
2

)
1 

C: (K
2

)
2 

est le sous-ensemble des 

points qui possèdent des voisinages ouverts difféomorphes à 

"vrai bord" de K
2 

). 

. (C'est le 

(On voit donc que Ô k
2 

= ô k2 .) □ 

Définition 3.7.1: Je rappelle que si ~:X~ Y est une immersion topologique 

on désigne par Mi(~) CX le sous-ensemble des points x EX , tels que 

(# ~-l(~x))) ~ i . Si (K
2

, f, M
3

) est un 2-polyèdre singulier, on définit 

les sous-ensembles M2
(f) eK 2 , M2(f) C:K

2 
par: 

M2(f) = M2(flK
2 

- s(K
2

)) C:K
2 

- s(K
2

) et: M2(f)=M2(f)U s(K
2

)= et M2(f) C:K
2 

Si x
3 

est une variété singulière et *: x
3 

~M 3 une immersion générique, on 

définit de la même manière: M
2

(~) = M
2

(*1x
3 

- s(x
3

)) , M2(~) = M2(~) U s(x 3) 

En imitant le paragraphe 0,4 (chapitre O), on va introduire aussi 

les notations suivantes: 

On partira d 1 un 2-polyèdre singulier (K2, f, M
3

) et de 

K
2 

X K
2 

::, Diag (K
2

) . On a: 

f X f 

et par définition: 



- 84 -

A 

M2(f) = M2(f) U Diag s(K2) = et M2(f) 

La projection de K
2 

X K
2 

sur le premier facteur, induit un diagramme commuta

tif: 

c:J 

Le lemme suivant est trivial: 

Lemme 3,2: 11Soit (K
2

, f, M
3

) un 2-polyèdre singulier, Il existe un couple 

(@
3

(K
2

, f, M
3

) , @
3

(f)) (où par abus de notation, @
3

(K
2

, f, M
3

) sera désigné, 

par @
3

(K
2

) ), tel que: 

1) @3(K
2

) est une variété singulière et @
3

(f) 

immersion générique. 

2) Il existe un plongement K
2 

C @
3

(K
2

) , tel que @
3

(f)IK
2 

= f 

(on identifie K
2 

avec son image dans ®
3

(K
2

)) et que ®
3

(K
2

) collapse sur 

3) induit une inclusion s(K )c: s(@ (K )) 
2 3 2 

qui est une équivalence d 1homotopie (c 1 est-à-dire une bijection sur les compo

santes connexes, puisqu'elles sont toutes contractiles). 

4) Pour tous les i ~ 2 on a: 

Mi(f) C.:Mi(@
3

(f)) et Mi(@
3

(f)) collapse sur Mi(f) . (En particulier 

M4 (@
3

(f)) = 0 .) 

5) On va désigner par TT (X) 
0 

l'ensemble des composantes connexes 

par arcs de X , 

Il existe une bijection: 
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w 
~ > TTô(@3(K2) - s(@3(K2)) - M2(@3(f))) = ~ 
~ 

telle que si XE s 'XE~ ' on ait: w(x) = X si et seulement si 

x n X ':fa (/J et que, dans ce cas X collapse sur X (î x . ( B/K2), 19/ f)) est 

unique, à difféotopie près." □ 

On remarque que 1uon a une inclusion naturelle s2 K
2 

c s2
@

3
(K

2
) , en 

particulier~ si 'Y C ~(@
3

(f)) est une relation d'équivalence ®
3

(f)-admissible: 

'Y n s2K
2 

C S2K
2 

est une relation duéquivalence f-admissible 

On définit, en particulier, la relation duéquivalence: 

On a un diagramme commutatif: 

où f(~) est une vraie immersion. 

cuest clair que x =y (mod ~(f) ) si et seulement si f(x) = f(y) . Si 

W c s2
K2 est une relation du équivalence (f-àdmissible) de la forme 

W = 'Y n s2
K2 , on définit f(W) : K2 -> M3 par: ~(w) = @(f) ('Y) , ce qui 

nous donne le diagramme commutatif: 

f 
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Par intersection avec , la Z-topologie de ~(®(f)) se transporte sur 

~(f) . Enfin, on définit 

C0est la plus petite relation d'équivalence f-admissible qui tue toutes 

les singularités de K2 

Définition 3. 9: Soient (K
2

, f, M
3

) et (1 2 , g, N
3

) deux 2-polyèdres singu-

liers, On dira qu 1 ils sont difféomorphes s 1 il existe un homéomorphisme linéaire 

par morceaux h: K2 ~ 12 tel. que, si x E K2 , ils existent des voisinages 

avec les propriétés suivantes: 

2°. Il existe un difféomorphisme d 

le diagrannne suivant: 

v
1 

~v
2 

qui rend connnutatif 

u 

h(U) Cl 

Si (K
2

, f, M
3

) et (L
2

, g, N
3

) sont difféomorphes, il existe un 

difféomorphisme e
3

(K
2

) ~ @
3

(1
2

) qui prolonge h 

Définition 3.10: Le 2-polyèdre singulier (K
2

, f, M
3

) est dit collapsible 

si K2 est collapsible. Il est dit complétement collapsible 
1 

s 0 il existe un 

2-polyèdre singulier (avec s(K 0 ) = r/J 
2 

, K2 collapsible, 

plongement), r exemplaires disjoints du modèle local (k
2

, j(k
2

), R
3

) 

(déf. 3.6) (k~, j(k;) , M3) et des plongements: Ô
0 
k! 

que les 2-polyèdres singuliers (K2, f, M
3

) et: 

---> o Ku , tels 
2 

un 
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soient difféomorphes, Pour la commodité on écrira: 

(somme connexe) □ 

Définition 3,11: 

, Pour chaque Ri on va considérer 
2 

la projection , donnée par , de même que les 

R --> Ri i projections canoniques Tii : 
3 2 , Dans chaque R2 on se donne un 

polyèdre euclidien~ compact, connexe, contractible: yiC---->R~ , et un bout 

, On va supposer que 

sont satisfaites. 

1". y i c:: [O S :x:1 s 1] n R~ 

, et que les conditions suivantes 

2". Tous les bouts de Yi (à 1uexception de Si , se trouvent sur 

3°. Si ~: [o, 1] ---> y. est un plongement, tel que cr:{.o) = Si 
l. 

alors: tr o ~ : [o, 1 J --> R est un plongement, 

4". Soit y~ C: Yi le O-squelette. Alors: 

rr(y~) n TT(y~) = (O) ER • 

Considérons, maintenant, les sous-ensembles: 

où j : (2, 3) --> (3p 2) 

Soit ~(i) : r1-c:: R3 1 1 inclusion naturelle. On va considérer le 2-polyèdre 

singulier: 
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et: 

r2 El, r3 ::, r = (S(2) El, S(3))-l ( lxl I s; 1, lx2 I s; 1, lx3 I s; 1) 

S = s<2) $ SC3) 1 Î' , et: 

r::, ôo Î' = (S(3))-l (((xl= -1) n ( lx2 I s; 1)) u (( lxl 1 ~ 1) n ( lx2 I = 1))) 

El, (S(2)-
1

(((xl= -1) n ( lx3 I s; 1)) u (( lx11 s; 1) n ( lx3 I = 1))) 

Par définition, (I', S, R
3

) est un 2-polyèdre singulier du type r □ 

Lemme 3.3: "Soit (K
2

, f, M) un 2-polyèdre singulier collapsible . Il 

existe, alors un 2-polyèdre singulier (K2, f', 

Hers du type r: (fi, Si, R) (i=l, ••. ,r = 

M;) et des 2-polyèdres singu

# s(K
2

))) , tels que: 

1°) K2 est collapsible et sans singularités (s(K 2) = 0) 

2°) Ils existent des plongements 2-à-2 disjoints: 

Ô î'. C: Ô K
2
1 

0 l. 

3°) K2 est difféomorphe à: 

K' 
2 

El, 0 • 0 0 0 El, Î' r 

a r o r 

On va écrire (symboliquement): 

( # = 11 somme connexe") 11 □ 

(Cette décomposition, qui généralise celle de la définition 3.10, nuest pas 

unique.) La démonstration sera donnée au chapitre suivant. 

Remarque: On déduit tout de suite, à partir du lemme précédent que (8)/K2) 

(où (K
2

, f, M) est un 2-polyèdre singulier, · collapsible ) , possède une 

description particulièrement agréable, qu 1on donne ci-dessous: 

On part de r exemplaires de I XI , désignés par: 
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(I XI). (i=l:., .. ,r) et de r plongements 2-à-2 disjoints: h.: (I XI). -+ n
3 l. l. l. 

tels que 

a) h. ( (I XI).) n int n
3 

= h. (I X ( .!_ ' "½)) 
l. l. l. 3 

b) (D3, u h. (I 1 2] la paire X [ 3' 3 ) ) est non-nouée dans le sens 

2 2 i 2 
l. 

suivant: si D3 = (x + y + z :s: 1) 

On considère, enfin, r autres exemplaires de n
3 D~ et des plongements: 

(I X I). -> o Di 
l. 3 

Alors: 

EB O O Il O 0 

On remarque que même sans la condition b) (qui résulte de la collapsibilité 

complète de K2 ), 
1 r 

D
3 

EB D
3 

EB ••• , • EB n
3 

serait encore collapsible. 

On va finir ce paragraphe par deux lemmes un peu techniques, dont la 

démonstration sera donnée au chapitre IV, 

Lemme 3,4: (Le premier principe de "position générale"): "Soient 

, (i=l,,,.,k) une suite de formations, et SC: (l,.,,,k) 

un sous-ensemble, tels que: 

1) Xl 
3 

est un 3-disque à trous, et o Yi 
3 

= </J 

·+1 i fi Yi Wi) 2) Si i E s xi = H(X
3

:, . 3 ' 3 ' 
3) Si i f. s Xi+l = xi + (des anses d 1 indices 2 et 3). 

3 3 

Il existe alors, un 2-polyèdre singulier complétement collapsible 

tel que: 

4) 9Ï(f) = lf(f) (déf. 3,5) 

5) ®/K/if(f)) et X~+l = H(X~ , f\ Y~ , Wk) sont ➔~-équivalentes. 11 □ 
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La démonstration sera donnée au chapitre IV. 

Remarque: Avec une démonstration plus raffinée que celle qu 1 on va donner, on 

peut avoir, en plus: 

6) Si l 1 application naturelle: 

Xl 
3 

---->x2 
3 

----> 000 

n 1 a pas de points triples, alors: M3(f) = 0 . On ne va pas utiliser cette 

propriété. 

Lemme 3.4.1: (Le second principe de "position générale 11
) 

"Soit x
3 

une variété singulière collapsible et f : x
3 

--> N
3 

une immersion 

générique. Il existe une suite de formations: 

et un ensemble SC: (l, ... ,k) , tels que: 

1°, X~ est un 3-disque à trous. 

2°. Si i ES , on a: 

(x3i, fi, N Wi) 
3' 

xi;l = H(x;, fi, N
3

, Wi) , et h(X~, fi, N
3

, Wi) est régu

lièrement homotope à fi+l 

30. Si Xi+ (des anses duindices 
3 

2 et 3) et 

fi+llx; est régulièrement homotope à fi 

4°. X~+l = H(X~, f\ N
3

, Wk) est régulièrement homotope à 

Il Cl 

Ces deux lemmes montrent que, dans un certain sens, les formations et les 

variétés singulières "sont la même chose" 

Voici enfin une REMARQUE IMPORTANTE "Soit x
3 

une variété singu-

lière et une immersion générique, Il existe une variété N 
3 
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et une immersion générique g : x
3 

--> N
3 

• telle que: 'f(g) = Hg) = '±'(f) 

Donc: X/1±'(f) = X/~(g) = X/'±'(g) (diffé(i)morphisme)." En effet, il suffit de 

considérer: N
3 

= (x
3

/'f(f)) U (o(X
3

/'±'(f)) XI) • et 

g : x
3 

--> x/"±'Cf)c,__> N
3 

Ceci nous permet de supposer dorénavant, sans perte de généralité, que toutes 

les immersions génériques f 

la propriété: 

x
3 

-> M
3 

quuon va considérer, ont toujours 

'f ( f) 

La même chose est valable pour les 2-polyèdres singuliers. 

3,2) Le "foncteur duépaississement" 

Pour la commodité de 1uexposé, on va introduire la notion de eseudo-catégorie 

Définition 3,11.1: Une pseudo-catégorie est une classe d'objets C , telle 

que: 

1) Pour tout couple dgobjets A, BEC on définit un ensemble 

Hom(A, B) 

2) Si A, B, C E C , il existe une partie 

H(A, B, C) C: Hom(A, B) X Hom(B, C) et une application (loi de composition non 

partout définie): 

H(A, B, C) --> Hom(A, C) 

3) Quand elle est définie, la loi de composition est associative 

(partout où cela a un sens). 

4) Il existe un lA E Hom(A, A) tel que lA X Hom(A, B) C: H(A, A, B) 

et Hom(B, A) X lA CHom(B, A, A) qui fonctionne comme élément unité. 
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Exemple, 
0:) 

Considérons les variétés C (à bord anguleux) compactes de 

dimension n ~ et pour deux telles variétés A, B, définissons Hom(A, B) 

0:) 

comme étant l 1 ensemble des applications C f : A - B , qui sont des plonge-

<JO CIO 

ments ("C 11
) tels que ct(B - f(A)) soit une variété C (à bord anguleux) , 

compacte, de dimension n 

Dans tous le reste du travail c'est seulement ces applications-là qui 

seront appelées plongeme1~ts • Enfin, pour les p·seudo-catégories on a la 

notion de foncteur • Par abus de langage une pseudo-catégorie sera appelée 

catégorie Cl 

On commence maintenant par 

suit: Un objet de C est un 

compacte, à bord (non vide) de 

considérer la 

triple (M4, j. 

dimension 4, M3 

catégorie C 

M) où M4 

une variété 

définie comme 
0:) 

est une variété C 
0:) 

C de dimension 3, 
0:) 

compacte et j E Pt (M
3

• ô M
4

) • Un morphisme de C est un diagramme commuta-

tif: I ::,a. 0 M4 

j 

M4 :::i ô M4 ~ 

00 

où a, ~ sont des plongements C (on ne suppose ~ que a(ô M4) C ô M4,.,.) . 

Définition 3, 12: On considère notre modèle local: 

(définition 3,1). Une résolution des singularités de K3 , est une application 

00 

C , surjective: 

telle que: v
3 

x E iz
3 

- s(K
3

) 

est une variété 

iT=l(x) alors: 

0:) 

C , connexe, à bord, telle que: si 

.,,,-l(x) contient un seul point, et que 11 ne 
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contient jamais plus de deux points. 

On remarque facilement qu'il y a exactement deux résolutions des 

singularités de R
3 

, qu'on va désigner par: 

'IT(B) v
3

(B) > iz3 et 

'IT( C) V/C) > iz3 

Je vais décire TT(B) v
3

(B) -> K 
3 

L'autre possibilité se décrit de la même 

manière, en renversant les rôles de B et C • Pour définir v
3

(B) , on 

fait "éclater" (blow up) les points de s(K) de telle manière qu 1 on sépare 

AU C et B , suivant s(K
3

) • Plus exactement on considère les inclusions 

canoniques de D 
0 

= (z=O) n c-1 S: x S: + 1) n ( 1 y 1 ~ 1) dans B et A 

v
3

(B) = B œ A œ C 
D E 

où E = ( z=O) n ( 1 y l s: 1) 

0 

On remarque que K
3 

est un espace-quotient de v
3

(B) , et, par définition, 

'IT(B) est la projection canonique. Enfin, on va utiliser la terminologie suivante~ 

la résolution des singularités 

spécifie la "branche" B de , tandis que TT(C) , spécifie 

la branche C CJ 

Remarque: On pourrait essayer aussi d'éclater s(K
3

) de telle façon à séparer 

BUC de A • Mais on obtiendrait un espace qui possède des voisinages iso

morphes à des cônes sur des variétés (de dimension 2) non-orientables, donc 

~ une 3-variété. 

Soit maintenant x3 une variété singulière et: 

une décomposition canonique. 
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Définition 3,13: Soit x
3 

une variété singulière connexe, Une résolution des 

singularités de x
3 

est une application: 

telle que: i) n est surjective et v3 
est une (vraie) variété 

QQ 

C à bord, 

connexe, 

ii) Si x ~ s(x
3

) rf 1(x) contient exactement un point. 

iii) nln- 1CK~) : n-1Œ;) --> ïz; 
est une résolution des singularités de -i 

K3 

Il y a exactement 2P résolutions des singularités de x3 
-i toujours . K3 sera 

identifié (d 1une manière bien précisée, une fois pour toutes) avec K
3 

. On a 

donc des parties Ai, Bi, Ci GR~ correspondant aux A, B, C (ou plutôt aux 

A n K3 , B n K3 , C n K3 ). Si rr1n-1(K;) Tf
1CK;) ..... ïz;: s 1 identifie à 

on dit que la résolution TT : v3 ..... X 
3 spécifie la "br anche" 

(autrement elle spécifie ci ). Si (K
2

, f, M3) 

une résolution des singularités de (K2, f, M3) 

est un 2-polyèdre singulier, 

est, par définition, une 

résolution des singularités de la 3-variété singulière 

= . En fait on aura besoin d'être 

plus explicite que cela. On va connnencer par éclater (blow-up) les singularités 

de K
2 

, de la manière suivante~ Considérons un voisinage singulier de K
2 

~ 

(voir la définition 3.6) 

(y= o) 

(x=O) n (y=O) n (zS: O) 

Il y a deux manières d'éclater (O,O,O) = s(k 2) l'une qui "spécifie" la 

branche (x = O) , 1 1 autre la branche (y=O) En spécifiant la branche (x=O) 

je considère: 
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k2 = ((x=O) n (y 2
+(z-1) 2 ~ 1)) 

d""-----...A-..------..... 
(y=O) 

11' 

(x=O) n (y=O) ('\ (z s; O) 

où 1ïl<Y = o) = id(y=O) 

TI((x = o) 2 2 n (y +(z-1) :;;: 1)) = (x = O) et en plus: 

Si p E (x=o) 

p = (o, 0, o) 

-1 ) 
' 'li (p contient exactement un point, sauf pour le cas 

singulier éclate donc, en devenant un cercleo 

On suppose aussi que, en dehors d 0un compact, 1i (c'est-à-dire 

1 
2 2 

TT ((x=O) n (y +(z-1) ~ 1)) coincide avec id(x=O) 

Alors, à la résolution des singularités 1i = V -+ (8) (K ) 
3 3 2 on attache un espace 

K
2 

et une projection d 0espace qu~tient TI: K
2 
➔ K2 où K

2 
est obtenu en éclatant 

les points de s(K
2

) de telle façon que si n g v3 _,. (8) (K ) 
3 2 

spécifie la 

branche (x=O) de k2 ' 
on remplace k2 par k2 0 On voit que v3 est un 

Cg 

voisinage régulier C de K 
2 

et qu 0on a un diagramme commutatif~ 

I" 
C v3 

l 
K2 @3(K2) 

Donner une résolution des singularités de (K
2

~ f, M
3

) , v@ut dire, en fait, 

donner un diagrannne commutatif c~mme ci~dessuso □ 

On définit maintenant une catégorie ~ 0 Un objet de R. sera une 

résolution des singularités 'li : V 
3 

--> x
3 

,v,av.ec· x3 une variété singul(è;re 

(quelconque) 0 Un morphisme sera un diagramme connnutatif: 
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ex. 

ne 
-------> X' 

3 

où les flèches sont des plongements "différentiables" ·et pour des d~compositions 

de x3 , x; (bien choisies), en parties régulières et singulières: 

x3 = M3 U K1 u Q O O O 0 
U Kp 

3 3 

xi = M' U (Kl) i u O O o O 0 
U (KP

1
) 1 

3 3 3 3 

~(K~) = (Kj) u pour un j dépendant de i 
3 

On va définir maintenant un "foncteur d 1 épaississement" 

9 : ~--> C , 
00 

qui est un raffinement de la notion de voisinage régulier (C) de 

J.H.C. Whitehead, et qui sera l 1une des techniques fondamentales pour ce mémoire. 

On commence par un "modèle local" 

Définition 3.14: On part d 0une résolution des singularités de K
3 

, pour 

fixer les idées de: 

1i(B) : V 
3 

(B) --> K3 

(où v
3

(B) = 1T(B)-l <iz
3

) C v
3

(B)) 

On remarque que 1 u éclatement (= "blowing-up" ) de s(K.
3

) = I X I est un 

exemplaire de s1 XI 

1i(B)-
1 ( s(K3)) = sl X I 

On considère un plongement: e(B) E Pt
00(v

3
(B), s

3 
= R

3 
U (oo)) qui est 

défini (univoquement, à difféotopie près) par les conditions suivantes: 
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1) e(B) (îî(B)- 1(s(K
2

)) est contenu dans une "section hyperplane" 

s
2 

c.__> R
3 

, (Donne 1 ° image de s
1 

X I est "non nouée" et "non-tordue" • ) 

2) Le diagramme (qui n 1 est pas commutatif): 

e(B) 
1i(B) 

K3 > R3 C:R3 U( 1:0) s3 
j(K) 

est commutatif pour les orientations . 
CO - S) On définit e(C) E p,l (v

3
(c), 

' 
d 1une manière analogue. Cl 

Lemme 3.5: "Il existe un foncteur: 

--->C 

qui associe à chaque (V __!1_> X ) E ~ un élément: 
3 3 

(où @
4

(x
3

) = 8
4

(v
3 

_!!__> x
3

) • dépend de toute la résolution, mais est noté, 

par abus de langage, tout simplement: @
4

(x
3

) ), tel que: 

id(V 
3

) 

S(v 
3 

1) Si l'on considère la résolution des singularités triviale 

v
3 

--> v
3 

pour la variété non-singulière v
3 

, on a: 

V 
3 

= V 
3 

X O C: V 
3 

X O + V 
3 

X 1 +( o V 
3

) X I = o(V 
3 

X I) 
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îî(B) 

3) 9 est compatible avec 1°opération somme de variétés différentiables 

(en particulier avec # L Plus précisément considérons deux résolutions: 

une variété C
00

, à bord~ de dimension 2, M2 et gi E Pt
00

(M2, oX~) , On peut 

définir aussi n~1 
è g1 E Pt

00
(M2, ô v!) et la résolution des singularités: 

v1 œ v2 

3 M 3 
2 

On peut considérer les 

conditions: 

tj.ri IM2 X 0 9(it) --
1 

,jli (M2 XI) n e(î?) 

C0 

et les plongements C 

-1 
" fî O 0 gi l, 

cv;> = W/M2 X O) 

La condition 3) qu'on peut enfin énoncer, est: 

(où l'égalité signifie difféomorphisme), 9 a donc des "bonnes propriétés de 

recollement," 
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9 est unique à isomorphisme près~ dans le sens que les conditions ci-de,ssus 

déterminent 9
4 

(x
3

) à difféomorphisme près et 

difféotopie près, 

0:) 

est un voisinage régulier C de x
3 

Cl 

(Cette dernière propriété n°est pas utilisée dans la suite du mémoire,) 

La démonstration de ce lennne sera donnée au chapitre IV (voir aussi 

[12 ], @
4 

(x
3

) est essentiellement le produit cartésien régularisé, par I 

considéré plut8t implicitement dans [12]), 

Tout à fait comme les VIDJisinages réguliers de J,H,C, Whitehead, le 

foncteur d 1épaississement 9 a des propriétés d'invariance par rapport à des 

opérations élémentaires, qu 0on va définir maintenant, Uneopération élémentaire 

sera toujours définie "localement" , c 8est-à-dire qu 1on va partir de deux 

résolutions des singularités: 

--.> Y(i) (avec i=l, 2, 3) 

et on leur appliquera un pr((JJcédé du type suivant: On aura une variété à bord 

de dimension 2, M
2

(i) et deux plongements: 

à partir desquels ((Jin fabrique une nouvelle résolution des singularités: 

(S.) iT $ TI( i) 
1. 

On aura trois opérations élémentaires O(i) (i=l, 2, 3) , O(i) va transfo"rmer 

(Si) en une autre résolution des singularités, par un procédé général du type 

suivant: 
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O(i) va changer TT(i) ~ V(i) --> Y(i) en îT1 (i) :V 1 (i) -> Y' (i) 

et nous fournira~ en même temps, un plongement: 

----> ô Y 1 (i) 

Alors O(i) nous fait passer de ( s O) 
l. 

à: 

(O(i)(So)) 
l. 

TT EB îî 0 ( i) : V 3 EB V O ( i) 
M2(i) 

En fait, dans la définition qui va suivre on aura plus de structures que cela: 

X EB Y(i) 
3 M2(i) 

sera toujours munie d 0une innnersion générique: 

F 

qui enverra Y(i) dans un voisinage de coordonnées: Y(i) --->R 
F 3 

yu (i) sera automatiquement muni d 1une immersion générique 

Fu ~ yi (i) > R3 • telle que: F, Fu coincident dans un voisinage de 

M
2

(i) 
' On p(l)urra prolonger alors Fo par 

---> N 
3 

Flx3 ' 
en une innnersion générique: 

En fait, ~n aura une projection d 0espace-quotient: Y(i) P(i) >Y 1 (i) , telle 

que le diagramme suivant s:oiit connnutatif: 

F' 
Y(i) 

yo (i) 

Donc sera un espace-quotient de 
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Définition 3.15: Pour la simplicité de la présentation, au lieu des Y(i) 

(Y'(i)) , comme ci-dessus, on donnera des modèles locaux qui sont des 2-,,poly

èdres singuliers 

soient non-compacts, et f. 
l. 

soient propres, et des projections 

d'espace-quotient TT. 
l. 

, qui rendent commutatif le diagramme suivant: 

f. 
----'-1. ____ > R 

/,3 

Si N est suffisamment grand, la sphère SN C: R3 

= 

coupera transversalement K/i) , K;(i) et en dehors de cette sphère, on aura: 

. 0 1 2 2 2 2 
( K.

2
~( ~ fi) ( X + y + Z :2: N ) 

ff, clcx
2 

+y
2 +z2 ~N 2) =une 

1 l. 

E: (K 2 ( i), f;_) 1 (x 2 + y2 + z2 ~ N2
) 

immersion, et ff. lcx2+y2+z
2 

~N
2

) = l'identité. 
l. 

Pour passer à Y(i) on prendra simplement: 

(et de même pour Y'(i) ), et: 

M
2

(i) = un voisinage régulier de K
2

(i) n (x 2 + y
2 + z

2 = N2
) dans 

ô @
3

(K
2

(i) n (x 2 + y 2 + z 2 
S: N

2
)) 

Chaque fois qunon se donnera une résolution des singularités de (K2(i), fi, R
3

) 

l'opération O(i) (i=l,2,3) nous produira une résolution des singularités 

Si 1 1on oublie ces résolutions de singularités, 

UNE PROJECTION DuESPACE-QUOTIENT DU TYPE O(i) 

ff. , sera appelée 
l. 
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L'opération 0(1) On va considérer une suite de n ~ 2 nombres réels: 

e >e 1 > ..... >e1 • n n-

On considère les sous-espaces de R
3 

n 
k(x; n) = ((x = O) n(z S O)) U ( U (x=0. z) n (z2! 0)) G.--> R

3 l. O'. i=l 

k(y) = (y=O) -'---> R
3 

~ 

et le 2-polyèdre singulier: 

(k(l; n) = k(x; n) EB k(y) , f(l; n); a. ~ ~ ~R
3 

(x=y=O) n(z S -1) (x=y=O) n(yS -1) 

C'est, par définition (K
2

(1), f
1

, R
3

) 

Dans le même esprit (K2(1), fi, R
3

) sera: 

(k(x; n) EB k(y) , 
~ 

~ k (y)n(zS: 1) 

) . 

n1 est la projection canoniquement induite par (identité (k(x; n))) et 

id(k(y)) • Si cr1 est une résolution des singularités de (K
2

(1), f
1

, R
3

) 

qui spécifie la branche k(x; n) (respectivement k(y) ), O(l)cr 1 = cri , sera 

la résolution des singularités de (K 2(1), fi, R
3

) qui spécifie les branches 

provenant de k(x; n) (respectivement de k(y) ). 

L'opération 0(2): On va considérer les inclusions naturelles: 

(x = 0) a. (y = O) n (z :s;; 1) '-----,,---> R 
3 

On aura: 

(K
2

(2), f
2

, R) = ((x = O) EB ((y= O) n (z S 1)), a. EB ~. R
3

) 

~ 
(x=y=O) n( z S O) 
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n2 sera induite par (identite (x=O) ) et (identite (y=O) ) et 0(2) nous 

fera passer de n 6 importe quelle résolution des singularités de K
2

(2) à 

l'unique résolution des singularité~ (triviale): 

L 9opératfon 0(3) On va considérer les inclusions naturelles: 

(x=O) 

On aura: 

((x=o) œ (y=o) a. œ s 
.,.,,...--__,A., . ' 
cx=y=o)nc lzl~ 1) 

et: 

n
3 

sera défini connne avant, 

On remarque que s(K 2(3)) = ((Oj0 9 l)j (0,0,-1)} , On dira quuune résolution 

des singularités de K2(3) est cohérente si elle spécifie la même branche 

(x=O) (ou (y=O) ) pour (O~ o, 1) et (O, Oj -1) , en même temps. 

L'opération 0(3) nm1• fait passer d 0une résolution des singularités cohérente 

de K2(3) à l 6uni(fUe résolution des singularités de K2(3) 

□ 

Le lenune suivant décrit le passage de 

= 

= 
rr EB rr(i) 

> x
3 

$ Y(i)) 

M
2

(i) 

(@
4

(x
3 

$ Y(i)) 

M
2

(i) 

S(rr œ rr(i)) ~ v
3 

œ v(i)) 

M
2

(i) 



à 

= 

9(v3 E9v 0 (i) 

M
2

(i) 
rr œ TT8 Ci) 

( (8\ C x
3 

œ Y 1 
( i) ) 

M
2

(i) 
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> x3 œ Y' ( i)) = 

M
2

(i) 

v
3 

E9 V'(i)) 

M
2

(i) 

(i = 1,2,3) 

Vu les bonnes propriétés de recollement du foncteur 9 (c 1est-à-dire sa 

compatibilité avec l'opération 
11 Il 

E9 -lemme 3,5), il nous suffit de décrire le 

passage: 
M

2
(i) 

(où: (i=l, 2, 3)) 

Comme on 1 1 a dit avant, si 

K2(i) = K2(i) n (x 2+ i+ z
2 ~ N2

) , on a: 

®
3
(K

2
(i)) = Y(i) ® (K1 (i)) = yu(i) • 3 2 ' 

et V(i) TT(i) > Y(i) , donne lieu à un diagramme commutatif: 

A 

iz
2

(i) -----> V(i) 

A 

TI(i) TI(i) 

(et de même pour Y8 (i)) , comme dans la définition 3,13, Dans le lemme qui 

suit on va décrire directement les polyèdres plongés: 

" 9(TT(i)) (K2(i)) c ô ®4(Y(i)) , 
A 

0(TI0 (i)) (K2(i)) CO ®4(Y1 (i)) ' 

et des sous-polyèdres: 



- 105 -

A 

L(i) c a 9(n(i)) (K2(i)) et: 
A 

L 1 (i) C ô 9(TT1 (i))(K 2(i)) , tels que: 

9(TI(i)) (M
2

(i)) (respectivement 9(TT1 (i)) (M
2

(i))), soit un voisinage régulier 

00 
C de 

,., 
L(i) c 9(TT(i)) o v(i) = o 18l

3
(9(rr(i)) R

2
(i)) 

(dans 9(TT(i)) o V(i) ), et de même pour M2(i) ï:::: M
2

(i) G: o V'(i) 

Avec toutes ces conventions, on peut énoncer le: 

Lemme 3,6 (Lemme d'invariance du foncteur 9 par rapport aux opérations 

élémentaires O(l), 0(2), 0(3) ): 

"Si i = 1, 2 on a: 

@ 
4 

( Y ( i) ) = (\ ( Y 1 ( i) ) = D 
4 

, donc 

ô @
4

(Y(i)) = o @4(Y'(i)) = s
3 

= o n4 

Si i - 3 
' 

on a: 

@
4

(Y(3)) = s1 X n3 
(B) (Y'(3)) = D 
4 4 

donc: 
o @

4 
(Y(3)) - s1 X s 2 

o @
4

(Y'(3)) = s3 ' 

Pour décrire les cas i=l, 2 on va identifier s
3 

à R3 U (00 ) = {Cx,y,z)} U 00 • 

la. Cas 0(1) ; V(l) spécifie k(x;n) On a: 

A 2 2 2 
9(rr(1)) (R

2
(1)) = [k(x; n) n (x + y + z :a;; 25) 

- (x=O) n (/+(z + 3) 2 < l)J U [(y= O) IÎ (x 2 + (z + 4) 2 
:a; l)] • 

,., 
L(l) c ô 0(n(l)) (K2(1)) est: 

1(1) = è 0(1'T(l)) (R2(1)) - o((x=O) n cl+cz + 3) 2 ~ 1)) • 

Après avoir appliquée 1 1 opération O( 1) , on a: 
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n 
"' 

9(TI0 (1)) (K2(1)) - ([((x=O) n(z S: O)) U u ((x=9. z) n(z~ O) 
i=l i 

où 6. est un petit disque ferméj de rayon très petit: 
l. 

D.. C: int ((x= 9. z) n (z ~ O) n (x 2 + y2 + z
2 

s 25)) et de centre 
1 1. 

(x ~ 0. z) n (z 2: O) n ô ((y=O) n (x 2 +(z+z) 2 
S 9)) • 

l. 
A 

L(l) C ~ 9(IT1 (l)) (K~(l)) est: 

"' 13(1) ,= ô 9(rru(l)) Œ2(1)) -

n 

u 
i=l 

ô D. 
i 

Le passage de 9(1i(l)) V(l) à 9(TI0 (1)) vu(l) se fait donc par (n-1) anses 

négatives duindice 1~ qui ne touchent pas à M
2

(1) • 

2°. Cas 0(1); V(l) spécifie k(y) On a: 

9(if(l)) (R2 (1)) "" [k(x; n) n (x 2 + y 2 + z
2 s 4)] U 

C<y = o> n c 9 s cx2 + Cz-2)
2> ~ 16) J 

" et L(l) C a S(n(l)) (R2(1)) est: 

~ 2 2 
L(l) ~ ô ê(TI(l)) (K

2
(1)) ~ ((x + (z-2) = 9) n (y=O)) 

Après av1Œir appliqué 1uopératfon O(l) 
~ on a: 

"' 2 2 2 0( TIU (1)) (K2 Cü > ~ [k(x; n) n (K +y+ Z s 4] u 
n 

2 
(z-2/) u i/J) 

J u [(y cac o) n ((x + s; 16) = li. ~ 

i"'l 1 

où 6. est un petit disque de rayon très petit et de centre 
1 

(x = éL z) n (z ë!: o) n (x 2+ y
2+ z

2
= 4) n (y = o) E 

l. 

(y~ o) n ((x 2+ (y-2) 2) < 16) , 
A ~ 

~(l) c: o ê(iîu(l)) (K2(1)) est: L°(l) =. o 8(rru(l))(iz 2(1)) 

n 

-U 
i=l 

Le passage de 9(TI(l)) V(l) à 9(Tiu(l)) vu(l) , se fait di/J!nc, par (n-1) anses 

d'indice 1 positives (pl@ngées)j ne tl(J)uchant pas à M2(1) • 
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3°. Cas 0(2) ; V(2) spécifie (x = O) On a: 

e c n< 2 ) ) < R
2 
< 2 ) ) "" c < x = o) n c 9 s: < Y 

2 + < z - 2 ) 
2 s: 16 ) J 

U [(y = o) n (x 2 + z
2 s: 4)] et 

" 
L(2) ë: o 9(TT(2)) (K

2
(2)) est: 

L(2) = ((x=O) n ((y2 + (z-2/) = 16)] U [(y=O) n (x 2+ z
2 

= 4) n (z S: O)] • 

Après avoir appliqué 1uopération 0(2) • on a: 

ecnu(z)) (R2(2))"" [Cx=O) n (y 2 + (z-2)
2 

S:16)] u 

u [(y~o) n (x 2 + z 2 s: 4)] et Ù2) C: d ê(fiU (2)) (R2(2)) est: 

Ù2) = [(x""O) n ((y 2+(z-2) 2 ) "" 16)] U [(y=O) n (x 2
+z 2 = 4) n (z ~ O)] • 

Le passage se fait donc par une anse positive d 1 indice 2, plongée, ne touchant 

pas à M
2

(2) • 

4"'. Cas 0(2) , V(2) spécifie (y = O) · On a: 

9('IT(2)) (R:2(2)) = [(x=o) n (y 2 + z 2 s: 4) J U 

[(y=O) n (9 S: (x 2 + (z-2)
2 ) S: 16)] et L(Z) C Ô 9(TT(2)) (:R

2
(2)) est: 

L(2) "'' [(x:,oH-i (y
2

+z 2 = 4) J U [(y=O) IÎ (x
2

+(z-2)
2 

= 16) n (z S: o)] • 

Après avoir appliqué l 1opératfoin 0(2) , on trouve: 

ecnb)) (:R2(2)) "' C<x""ÜJ n (y2+ z
2 s: 4) J u [(y=O) IÎ (x

2
+(z-2)

2 s: 16) J 

et ~(2) c:: ô ê(TI1 (2)) (Î2{2)) est: 

0 2 2 j 2 2 L(2) = [(x=O) IÎ (y + z ""' 4) U [{y=O) IÎ(x +(z-2) = 16) n (z S: O)] , 

Le passag~ se fait donc par une anse duindice 2 négative , qui ne touche pas 

5"'. Cas 0(3) ~ (Ici il y a symétrie entre les sous-cas où V(3) spécifie 

(x = O) ou (y~ O) ). 
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On considère~ 

D 
4 

:::) o D 
4 

= s
3 

= R
3 

U ( oo) :::) [ (x = O) n (y 2 + z2 
S 4)] U 

U [(y = O) n (9 :s: x
2 + (z - 2) 2 

S: 16)] = A , et 

encore un exemplaire de la même chose, où tout sera affecté duun signe: 

On considère 2 petits intervalles fermés: 

(O~ 0~ 2) E 1
1 

c::: (x = 0) n (y 2 + z
2 

= 4) et: 

On considère aussi les arcs correspondants r1, r2 . Disons que les extrémités 

de I. (I ~) 
l. 1, 

:S«:ilnt • Considérons aussi deux exemplaires du disque 

terrestre de bords l N2 , avec les pôles Nord et Sud: N , , 

s1 
i s2 et les méridiens O qui les unissent: µ1

, µ2 

On va donner quatre plongements: 

Di 
*1 > s3 (i = 1, 2) 

3 > S' 

*~ 3 
l. 

tels que: 

1) ces plongements sont disjoints, 

2) *i(n;) n A= o/i(s~) no A= tj,i(µi) = Ii et de même pour 

*I~ s3, Au 

3) *i ( s~) est transversal à A (et de même pour tlt! ). 
1, 

4) lf1 (Nl) "" al lf1(Sl) = bl 1V2 (Nl) = a2 1V2<s2) = b2 

5) tj,U (Nl) = au Wu(sl) = bu 'Vu (Nl) = bu wu(s2) = au 
1 1 l 1 2 2 2 2 

6) Si s
3
<sp est muni de lu orientation (x~ Y, z) ( (x u, yu, z') ) ' 

les deux applications: 
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renversent les @rientations, 

Désignons ~ar ôA c oA le sous-ensembleg 

[ 2 2 <;)] [ 2 2 OJ 6A = (x >:a O) n (y + z =: 4) - r
1 

U (y = O) n (x + (z-2) = 16) - 1
2 

On considérera 1°ensemble analogueg 

ô A0 C: è A0 • Avec toutes ses notations, on a un difféomorphisme~ 

A A 

<®/YC3)) • 9(TT(3)) (K2(3)) , 1(3) c: o 9(1T(3)) (K2(3))) 

"' (D E9 D0 

4 4 
~ 

D ·+ D . 3 3 

Après av@ir appliqué 1°opération 0(3) 3 on a; 

<®/Y 0 (3)) j ê(n°(3)) (R2(3)) • r!(3) C: a 9(1T0 (3)) (:R2(3))) 

"'(D
4

, ((x""O) IÎ(/+z
2 

S:l)) U((y=O) IÎ(x 2 +z2 S:l)) c 

{ } 2 2 2 2 (x, y. z) = R
3 

C R
3 

U(00) "" s
3 

"" o n
4

j ((x = O) n (y +z =l)) U ((y=o)n(x +z =l)))j 

(de plus, 1°identification 

Le pa:ss1:1.ge se fait donc en appliquant une anse d 8 indice 2 à 

®4(Y(3)) et une anse négative d 0 indice 2, plus deux anses positives d'indice 2 

à S(fi(3)) v(.3) (sans toucher à M
2

(3) ) , " Cl 

La démonstration est un exercise géométrique (qui utilise le lennne 3,5) et qu'on 

laisse au lecteur, (Comparer aussi avec [12],) 
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3o3) Premières applications du foncteur d 0épaississement~ 

On va connnencer par agrandir la liste des opérations élémentaires 

O(i) par une opération O(o) qui "ne change (presque) rien" 

Définition 3ol6 (Opération O(o)) On part d 0un polyèdre singulier 

(K
2

, fj M
3

) (et d 0une résolution des singularités rr : v
3 

-> ®
3

(K
2

) ). 

Dans K
2 

on c~nsidère un voisinage singulier k = (x=O) EB (y=O) 
2 ~ 

(x=O) n(y=O) n(z S O) 

(c@mme dans la définition 306) tel que (k
2

, flk
2

) = (k
2

, j(k
2

)) 

On rappelle que M
2

(f) CK
2 

représente l 1ensemble des points doubles 

de K
2 

o On va supposer que: 

est 1°espace-quotient de K 
2 

obtenu par: 

(x = o) EB (y= O) ----> (x = o) EB (y = o) 

(x=O) n (y=O) n ( z S 2) 

f 0 est canoniquement induit par f o On remarque quuon a un isomorphisme: 

K ---> Ku 
2 ,,,,, 2 en fait: 

~ 

(ce qui nous définit une résolutiion des singularités 'Ti0 : v3 --> @
3

(Kz' 



isomorphe à IT ~ v
3 

---> @
3

(K
2

) . Le théorème d 0invariance est donc 

trivial pour 1uopération O(o) ). 

L 0opération o<o) change tout de même quelque chose puisque 

lu isomorphisme s2 
K > s2 Ko ne transporte pas 'l'(f) dans 2 ~ 2 ~ 

(En général \f(f) et 'J'(fO) ne sont d 0 ailleurs ~ isomorphes,) 

'll(f~) 

On dira que le passage au quotient K --> Kij 
2 2 

(qui n'est pas la même chose 

. 

que 1°isomorphisme ) est du type O(o) • Il sera connnode de parler 

aussi d 0opérati~ns O(o) dégénérées 3 définies connue tout~à-1°heure, mais 

avec 1°égalité (*) remplacée par 

M2
(f) n k2 = M2(fjk) 

Ces opérations ne changent vraiment rien du tout 

Tout à fait comme pour les opérations O(i) du paragraphe précédent, on 

définit les projections duespace=quotient de type O(o) (en oubliant les 

résolutions des singularités). □ 

Définition 3,17~ Soit (K2~ f, M
3

) un 2-polyèdre singulier. Une séquence 

principale attachée à (K
2

~ f~ M
3
) 

polyèdres singuliers de dimension 2~ 

( n+q 
o o o o o ~ K2 3 

est~ par définiti~n 3 une suite de 

(où 1°on rappelle que 'f(f) est la (plus petite) relation d'équivalence 

admissible qui tue toutes les singularités de K 
2 

et: 

f('f(f)) > M
3 

le plongement canonique induit par f ), telle 

que: a) Pour chaque j ~ n + q il eJ1:iste une projection d 0 espace 

quotient pj , qui rend commutatif le diagramme suivant: · 
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j-1 
f 

b) Pour j S: n , p j est de type O(o) , 0(1) ou 0(2) 

( 0(2) pouvant être dégénéré), et pour j >n , pj est de type 0(3) 

c) Si (j s: n + q) est une projection d'espace-

quotient de type différent de O(o) , alors~ 

(Remarque~ c 0est à cause de cette condition qu 0on a un besoin d 1 introduire 

les opérations élémentaires O(o) ), 

q est appelé la longueur de la séquence principale, □ 

On a le~ 

Lemme 3.7~ "Tout 2-polyèdre singulier (K2, f, M
3

) admet une séquence 

principale (qui n°est, bien entendu, pas unique), La longueur q est un 

invariant de (K2, f, M) 

En fait, si 1°on considère les points multiples de f 

s2 
M

2
(f) c: s2 

K 
2 

q dépend seulement de la restriction de Î(f) à 

Si q = 0 , on dira que la relation d 0équivalence 

acyclique 

Ï(f) c;;: s2 K
2 

est 

Le fait que le nombre q soit un invariant résulte de cé que, 

homotopiquement parlanti on passe de K
2 

à K
2

/î(f) en ajoutant q cellules 

de dimension 2, Donc, si I 0on désigne toujours par f , la projection 



- 113 -

canonique~ f K2 --> K/'f(f) 3 et par M(f) son "mapping-cylinder" , 

on a: 

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant: 

Lemme 3.8: 11Soit (K' 
2 ' f, M3) un 2-polyèdre singulier, tel que: 

i) la relation d 1 équivalence \f(f) est acycligue 

ii) On a une décomposition en somme connexe 
' 

dans le sens du 

lemme 3.3: 

(difféomorphisme). 

On suppose M3 orientable, 

Sous ces conditions, on a un difféomorphisme: 

LR.emarque: On p«:mrrait considérer~ aussi, le cas: 

La démonstration est assez simple, et nous croyons utile de la donner tout 

de suite, 

On donne, pour la commodité du lecteur, le lerrnne suivant, conséquence 

immédiate du "loop theorem" et du "lemme de Dehn" , démontrés par 

Papakyriakopoulos [10], [11], 
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Lemme 3,8.1: "Sl(l)it P
3 

une variété de dimension 3, pas nécessairement 

compactei avec '.., p .$. rA 
O 

3
roµ, ô P

3 
n°est pas nécessairement compacte non plus, 

il existe un cp E Pt
00

(D
2

, P) , tel que cp-1 (ô P
3

) = ô D
2 

= s
1 

, qui coupe 

o P
3 

transversalement, et tel que 

Lennne 3 ,·8, 2: "S@it M 
3 

une variété de dimension 3, connexe, compacte, à 

bord!) telle que: 

a) n1(M3) = Fp = le groupe libre à p générateurs, 

b) M3 peut être plongée dans une variété de dimension 3, N
3 

qui a la propriété que SQ)n revêtement 

plongé dans s
3 

, M
3 

est ôlrientable, 

universel N 
3 

puisse être, lui-même, 

c) Ils existent des entiers 

~ z O = q ~ p et 
j J 

j ;::: 1 , z 1 , .. , , z j ~ 1 tels que: 

o M
3

: (z
1 

o/f (s
1 

X s
1

)) + (z
2 

# (s
1 

X s
1

) + •"" + (zj # (s
1 

X s
1

)) 

+(n exemplaires de s
2

) (réunion disjointe), 

Sous ces conditions: q = p et on a un difféomorphisme: 

anses d O indice 1 J, 

où les xi 
3 

sont des variétés de dimension 3, dont pu ~ p difféomorphes à 

(Sl X D2) et n difféomorphes à <s2 XI) 

Si n "'0 ' M3 est difféomorphe à~ 



- 115 -

Démonstration: Supposons d'abord que p = 0 • Dans ce cas, on doit avoir 

aussi q = 0 (En effet, par des simples arguments de transversalité, il 

résulte que, si 

CO 

X p+q+l 

pour 

applications C f 

i 

est une variété 

~ max (p, q) 

s ->ox, 
p g 

CO 
(p+q) C de dimension telle que 

ils ne peuvent pas exister des 

s --> o X qui se coupent trans-
q 

versalement en un point, exactement •..• ) D'autre part, vu que rr1(M3) = 0 

(puisque p = 0 ), on peut relever le plongement M3 CN 3 en un plongement 

M3 C:N3 C s
3 

• Mais d'après un théorème classique d'Alexander toute sous

variété de s
3 

, compacte, à bord, de dimension 3, dont chaque composante 

connexe du bord est simplement connexe, est difféomorphe à: 

On va montrer maintenant que q = p Supposons donc, par absurde que M3 

est connne dans l'énoncé du lennne 3.8.2 mais q > p 

Si p ;;;: 1 , Ker ( rr
1 

( o M
3

) --> rr
1 

(M
3

)) 'f [1 } , puisque aucun 

des n
1

(z
1 

# (s
1 

X s
1

)) n'est pas libre. Il existe donc un plongement 

CO 

cp E Pt (D
2

, M
3

) comme dans le lemme 3.8.1. Il y a deux cas à considérer: 

1) <p(D
2

) ne sépare pas M3 en deux, Alors, en coupant M3 

, on trouve une variété de dimension 3, M1 telle que: 
3 

( 4~ = produit libre) • D'après le théorème de Groushko [25] , on a que: 

(Pour la commodité du lecteur, je rappelle l'énoncé du 

théorème de Groushko: 

"Soit F un groupe libre, et cp un épimorphisme 

cp : F > G
1 

➔~ • • • • • -l} Gk • Il existe une décomposition en produit 

libre: telle que <p(F.) CG. 
]. ]. 

Il □ ) 
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Pour , la propriété a) est donc satisfaite, avec (p-1) au lieu 

de p O b) est satisfaite trivialement et le lecteur n'aura aucune difficulté 

à vérifier c), avec q remplacé par q-1 > p-1 (ou par q > p-1 )o 

2) "P(D2) sépare M
3 

en deux morceaux: 

Toujours d'après Groushko, on a: 

a f Of b et a+ b = p 

On a, aussi: 

1 (- J.L ( )) è M3 = zl ~ s1 X sl + 

s
2 

), et: 

Ô M~ = (~ 1 # s1 X s1)) + 0,000 + (zj # (s1 X s1)) + (n 2 exemplaires de 

= >o - - = = = 
nl + n2 = n z.' z. t z. = q r: z. = q et q + q = q L'une 

' l. l. i 1. i 1. 

= 
au moins des inégalités suivantes est vérifiée: q >a 

' 
q >b 

Les points 1) et 2) nous permettent donc de descendre jusqu 1à 

une situation où les hypothèses du lennne sont vérifiées, mais avec p = O, 

q > 0 o On a vu déjà que cela est impossible. 

Si q "= p le même raisonnement que tout-à-1 1heure, permet de 

prouver le lennne 3.8.2 par induction (puisqu, 1on sera obligés d'avoir a= q 

b = q , e,aod 0 s.) • Cl 

On revient maintenant à la démonstration du lemme 3080 On remarque 

tout de suite que, pour n 1 importe quelle résolution des singularités: 

le foncteur d'épaississement: 
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possède toujours la propriété que: 

®4((8)3(KP) = (8)4 (®3(K2)) = 

= (p 'ff (s
1 

X n
3

)) ; 

Puisque 11'(f) est acyclique, on passe de K2 à K2/11'(f) en employant un 

nombre fini d'opérations O(o), 0(1) et 0(2) • D'après le lenune d 0 invariance 

3,6, on a: 

@
4 

('8/K:zl11'(f))) = ®
3 

(K2/'±'(f))) XI = 

= ®4 ((8)3(K2)) = (p 'ff (S1 X D3') . 

En particulier: 

On a donc: 

®/KY1Y(f)) = ®/K 2/1Y(f)) x o c:: (®3(Kzl'±'(f)) x o) + 

+ (ô ®
3

(K2/1f(f)) XI) + (®/K 2/11'(f)) X 1) = p # (s1 X s
2

) • 

On remarque que le revêtement universel de p 'ff (s 1 X S2) est: 

s3 si p = 0 " 

s XR si p = 1 et: 
1 

s3-(un ensemble de Cantor) si p > 1 

La condition b) du lemme 3.8,2 est donc satisfaite pour 

®3 (K2/:l'(f)) , La condition a) aussi, puisque le foncteur d I épaississement 

@
4 

( ..• ) et les opérations 0(1) , 0(2) ne changent pas le _J:ype d 1 homotopie, 

Pour pouvoir appliquer le lemme 3.8.2 à @
3

(K2/11'(f)) (et en déduire le 

lenune 3.8) il faudrait donc vérifier la condition c). 

On commence par remarquer que 'ff s(K2) = r et que: 

ô v
3 

= (p + r) 4/, (s
1 

x s
1

) 

Le lemme 3,6 nous indique que, quand on passe d 1un à une 
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autre résolution rf : v; ~ ®3(K;) , par une opération élémentaire 0(1) , 

ils arrivent les choses suivantes: 

1) Il existe un entier m > 1 , tel que les singularités de 

utilisée dans l 8opération 

0(1) ) + (m singularités résultées de l 1éclatement de x )0 

2) Ils existent (m~l) plongements 
C0 

C , 2-à-2 disjoints: 

ô v1 
3 

tels que: 

à laquelle on a appliqué 

(m-1) opérations de chirurgie de Morse d 9indice 1, représentées par les 

Wî (voir le paragraphe Oo2)o 

De même, quand on passe de n1 

par une ~pération du type 0(2) on a: 

3) # s(K~) = # s(K!) - 1 , donc une singularité disparaito 

4) On a un plongement 
00 

C 

tel que 

".l. v2 = µ ( a vl ,1, ) 0 3 3 ; 'l'z 

Revenons maintenant à la situation qui nous intéresse, 

Sans perdre la généralité, on peut, considérer un 2-polyèdre singulier, 

et un diagramme commutatif de projection d 0espaces quotient et 

"d'immersions" 
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f 

tel que 3 P
1 

se compose seulement de projection du type O(o) et 0(1) 

tandis que, P
2 

se compose seulement de-projections du type 0(2) 

On va considérer la résolution des singularités n: v
3 
~ ®

3
(R

2
) , canonique

ment induite par 1i : v
3 
~ ®/KP 

En passant de R
2 

à K2/t(f) on tue les # s(R
2

) = (# s(K2)+ R) = (r + R) 

singularités de R
2 

Ils existent alors une décomposition: 

r + R = r1 + r2 

et des nombres, z
1

,,,,.,, z1+-
r2 

et: 

1:: z. = p + r + R 
l, 

i 

-- r 
1 

cr. ~ o ) 
l, 

tels que: 
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ô(®3(K2/'l'Cf))) = <s2 # (z
1 

# <s
1 

x s
1

))) + ..... 

+<s2 # Cz1 + r2 # <s1 x s1))) 

(réunion disjointe). 

La condition c) est bien satisfaite, puisque: 

Remarque: En fait r = o 
2 

Ceci résulte du fait que 1 + r
2 

= dim H
2

(o @
3 

(K2/î(f))) et de la suite 

exacte d 0homologie: 

----> 

3.4) Une ,première idée de la démonstration du lemme fondamental: 

La définition qui suit:i ainsi que les définitions 3.18, 3.18.1 ne seont pas 

explicitement utilisées dans ce paragraphe:i mais seulement plus tard. On les 

donne tout de même ici (parce quelles sont dans "1°esprit 11 de ce paragraphe). 



- 121 -

Définition 3.17,0: Un k-anneau singulier sera, par définition, l'espace-

, obtenu en considérant k points distincts: quotient de s1 X I 

X13ooooqXk E s1 

par k(s 1 XI) 

et en tuant séparément chaque x. XI 
l. 

• On le désigne 

et l'image canonique de (où t E I) , sera 

toujours désignée par (s 1 X t) 

Si X est une variété différentiable, une application continue 

cp k(s
1 

XI)--> X est dite différentiable , si lHapplication composée: 

'Ti 

CO 

--->X 
cp 

est C • Si, en plus, cp a les propriétés ci-dessous, elle est appelée 

innnersion 

a) L 0application tangente: 

T(cp o 11) : T(S
1 

X I) --> T X 

tue seulement les espaces verticaux T(x. X I) 
1, 

b) Pour chaque x. 
1, 

, ils existent des coordonnées locales: 

X sur X (y.(cp o 1i(x. XI))= o) 
l. 1, 

telles que cp O 'Ti 3 puisse s 0écrire dans un voisinage de x. XI 
1, 

, sous la 

forme suivante: 

Une innnersion k(s 1 XI) --~> X , injective, sera appelée un plongement 

Cc~) • □ 

Après tous les dé'tours qu 0on vient de faire:, on va s 0occuper 

maintenant du lennne fondamental (lennne 1.8), Dans le langage de luintroduction, 

ce qu 0on va obtenir dans ce paragraphe, est quelque chose d 1analogue au lennne 

fondamental~ mais avec le terme MOYENNE:MENT NON-NOUE , remplacé par: 

FAIBLEMENT NON-NOUE. Soit X~+l la variété du lennne fondamental. 

D0après le premier principe de position générale, il existe un 2-polyèdre 
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(K
2

, f, M
3

) 

M3 (f) = (/J 

tel que i
3

(K
2
/î(f)) 

ou si ~(f) = î(f) 

les lemmes 1,9 (respectivement 3,8) nous disent déjà que 

3-disque à trous, et on a fini (lemme 3,18), 

soit 

est acyclique, 

est un 

En général, on va considérer pour (K2, f, M
3

) une séquence 

principale~ (définition 3.17): 

(K2, f 9 M3) = (K~, f'\ M3) , (K;, f
1

, M
3

) 

= 

de longueur exactement q , Correspondant aux q opérations de type 

0(3) (ou plutôt aux projections dgespace-quotient de type 0(3) , puisque 

pour le moment on n'a pas des résolutions des singularités) qui font le 

passage de à • ils existent dans q voisinages, 2=à-2 

disjoints qui sont comme le K (3) 
2 

de la définition de l'opération 0(3) 

(définition 3.15), Désignons-les par K;(3), ••... ,Ki(3) . Il est entendu 

qu'ils existent q voisinages de coordonnés, disjoints, dans 

soit isomorphe à 

, tels que fn(K~(3)) CR~ et que (K~(3), fn!K~(3), R~) 

(K
2

(3), f
3

, R
3

) de la définition de 1°opération 0(3) 

Supposons maintenant qu 0on se donne une résolution des singulari

tés. arbitraire, au début de la séquence principale: 11 : v
3 

.... ®
3 

(K
2

) 
0 • 1 . 

Les projections de type 0(1) et 0(2): pJ ~ K~- -> K~ (j S:n) 

induisent alors, d 0une manière canonique des résolutions de singularités: 

~ : V~--> ®/K~) (j S: n) • La résolution rf : V~-> ®3(K~) induit 

i des résolutions des singularités des K2 (3) . Ces résolutions ne sont ~ 

nécessairement toutes cohérentes (voir la définition de 1°opération 0(3)), 

quel que soit le choix du 1i : V 
3 

-<> Gl
3 

(K
2

) initial. 

Un exemple peut être obtenu comme suit~ 



On commence par considérer le ruba.n de M'ôbius µ
2 

, et une 

imi~ersion générique g: µ
2 

---> R
3 

, telle que M
3

(g) = ~ et que 

M2
(g) C::: µ2 soit constituée d 1une seule composante connexe, s1 = section 0 

de la fibration de fibre I : µ
2 

'li > s1 , Soit (s 1, 1f(g)js 1) 

l'ensemble 2 
M (g) avec la restri.ction 

X "F y • X = y (mod '±'(g)) On peut considérer 

fermés tels que 0 I = X - 0 ?J I = y - 0 
X y 

difféomorphisme h : I """l h(O) = 0 
X y • 

I 

, et 

I , I deux intervalles 
X y 

n I = (O) et un 
X y ' 

Sur s
1 

E9 I E9 I 
X y on considère la relation d'équivalence induite par 1Y(g) 

X y 
et par p E h ( p) ( p E I ) 

X 
, Ori peut s'arranger pour que ceci soit un 

morceau de (M
2 (r,p) , 1f'( cp) 1 M2 ( (,0)) est un 2-polyèdre singulier~ 

collapsible 

introduit dans des coordonnées locales , ce qui nous 

permet d 1 écrire (en suivant les notations de la définition de 0(3) ): 

Pom:chaque i""l,.,,,,,q on se donne (0:.(i)~ S(i) E(l, 2) 

tels que la résolution des singularités îlJl : V~ --> ®
3 

(K~) spécifie la 

(0, O, -1) E s(Kt(3)) ec la branche 

branche 

, de 

autour de 

autour de 

(o, o, +l) E s(K~(3)) , Donc la résolution 

d " l " - . d" K1
,
2
~.(3) es s1.ngu ar1. tes, 1.n u1. te, pt,ur sera cohérente, si et seulement si 

Définition 3,17.1: On définit maintenant , comme suit: 
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q 

u 
i=l 

q q 

+ U ( ( i ) n <=3i s -4!)) + i=l xa,(i) = 0 .., U' (( i o) n (xi3· :a: 4!)) 
i=l x~(i) = 

(voir figure 3.17.1 qui représente K~(3) n G; ) 

La figure 3.17.1. L 0 ensemble 

le cas ~(i) = ~(i) = 1 

le cas a(i) = 2 j ~(i) = 1 
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On va coinsidérer les "branches" 

et n (x~ = o)) 

(de Gn n K;(3)) qui isomorphes respectivement à (x 2 + 
2 .t 1) CR 

2 
sont y 

00 . bi (j 2) t 1.nt 0 = 1, on considère un cercle C parallèle 
J J 

Dans 

obi et à distance très petite de ce bord (voir figure 3.17.1). 
j 

2 

au 

Soit n ni n g = f G 
2 

, ce qui n@us permet de définir le 2-polyèdre singulier 

j j ) • On définit (G
2

, g, M3 j pour j :S: n=l comme suit: 

0 o O o o Q 

fj lc1 

IGj-1 • Gj-1 -> Gj 
pj 2 ° 2 2 

q j est une pr0 j ec tion du espa.ce-•quotien t, du même type que p j . On peut 

0 0 ) compléter ceci à une séquence principale de (G2 3 g , M
3 

( n+2q 
o o o o o o o o G

2 9 

oà 1°on passe de (G!, g
1 

projection d O espac.e-quotient 

M
3

) à 

q. '1 : 1.T. 

( i+l i+l 
G2 ' g ' 

Gi -----!> Gi+l 
2 2 qui est toujours 

type 0(2). Pour préciser les idées on va supposer que 

de 

n+2i-2 Gn+2i-l qn+Zi-l : G
2 

--> 
2 

coirrespond à 1 u identificatiom des deux 

exemplaires de (xÎ "" x; "" O) n (-1 S: x; :S: - ½ ) contenus dans K~(3) et 

q à 1°identification des deux exemplaires de (xi= xi= O) n 
n+2i 1 2 

" i n ( t :S: X :S: 1) 
3 

On remarque que la relation d 0éguivalence ~(g 0
) est acyclique, 

Enfin, 1i : v
3 

--> ®/K 2) induit des résolutions des singularités~ 



- 126 -

rr1 (O ~ i ~ n + 2q) □ 

Définition 3.18: On va considérer un 2-polyèdre singulier (K2 , f, M3) 

sans singularités (s(K
2

) = f/J) et tel que f soit un plongement. 

On se donne aussi un plongement: a : s
1 

X I ..... K
2 

tel que a(s
1 

X l)C: o K
2 

où o K2 est C(Q)mme dans la définition 3.7. On considère le voisinage ré-

CIO 

gulier C : K2 C ®3(K~) CM 3 et on suppose ~uuil est choisi tel que 

a(s 1 X 1) C o ®/K
2

) (et que a(s
1 

X 1) = a(S 1 X I) n o ®/K 2) ). 

CIO 

On considère un autre plongement C 

b S X I > M ~ int (8) (K ) : 1 -- 3 3 2 , tel que 

= a(s
1 

X 1) et que b(s
1 

X I) rencontre 

Par définitfon~ l uopération A
2 

appliquée à (K 23 f, M
3

) et a(s
1 

XI) 

Elle pousse donc, 

cuest clair que~ à difféom11JJrphisme près, le résultat est indépendant de b 

On aura aus:si une opération A1 , définie comme suit: On se 

donne et S XI ""'K 1 2 

un ensemble de p(())ints: x1 , ..•.. ,xk E s1 , tels que dans chaque point de 

U a(xo X I) 
1 

i w 

soit une variété de dimension 2 (à bord). On considère 

un plongement C 

C : (s X I) > M3 foù (Sl X I) est un·anneau 
1 2k 2k 

singulier) 

tel que: 1) 
-1 

(ô (8)3(K2)) ""c(S X 1) = a(S X 1) C 
1 1 

2) C et c(s
1 

X O) renccm tren t Ô (8)3 (K2) transversalement et~ 

3) On remarque que des 2k c,omposantes connexes de 

c(int (S XI)) ~ la moitié est dans 
2k l 

, 1uautre m(Q)itié dans 



M Gl (K ) 3 - 3 2 . On demande que: 

et que cette relation induise une bijection de composantes connexes: 

Par définitfon, l 0opératfon A1 appliquée à {(K2, f ~ M
3

), a, Va(xi XI)} 
l. 

(voir figure 3.18) 

Figure 3.18, L 0 @pération A
1 

(Le plan de la figure est celui de a(s
1 

X I) C M
3

) 

On a: c(s
1 

X 1) = a(s 1 X 1) 

Image (c) 

On pousse d@nc a(s 1 X O) (partiellement) en dehors de ®
3

(K
2

) le long 

des segments a(x, X I). U a(x, X I) s 8 appelle le support de l 8opération 
l. 0 l, 

1, 

A1 j qu 0on vient de décrire. 
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Enfin, puisque ces définitions sont de caractère "local 11 
, elles 

s 0appliquent, aussi bien, tant qu 0on ne touche pas aux singularités, à 

Cl 

Définition 3.18.1~ On va considérer aussi l'opération A1 appliquée, tout à 

fait conune ci-dessus, dans le contexte suivant~ On part d 1une paire de 

00 

variétés C de dimension 3 

à bord 'I, (1) et ô w
3 

= (/) • On considère aussi un anneau singulier plongé 

différentiablement~ F ~ Zk(s 1 XI) e:.._> w3 tel que~ 

a) F-l (ô V3) = sl X 1 

b) F rencontre ô v
3 

transversalement. 

On peut considérer un ensemble fini E = [y
1

, ... ,yp} C: s
1 

tel que la relation 

d 9équivalence 

opère trivialement (c 0est-à~dire ne tue rien) sur EX I . On peut considérer 

alors une opération Ai de support EX I appliquée à (w3, v3; F) 

Elle va nous produire un nouveau anneau singulier plonge~ 

G: (s
1 

X I) <--> w
3 

2k + 2p 

avec les propriétés a), b) ci-dessus, tel que 

Cl 

On donne aussi un lenune qui complèt® en quelque sorte le théorème 

d 9 invariance (lerrnne 3.6). 

Lerrnne 3.9: "Soit (K~, f
0

, P
3

), (K;, f 1 , P
3

), •.• , (K~, fn, P
3

) une suite 

de 2-polyèdres singuliers et pi K!-l ~ K; des projections d'espace-
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quotient de type O(o) , 0(1) et 0(2) , tels que les -diagrammes suivants 

soient commutatifs: 

i-1 
K2 

f. 1 i- > p3 

pi~ 
f. 

]._ 

Ki 
2 

On se donne une résolution des singularités qui 

va induire~ d'une manière canonique, des résolutions des singularités: 

pour • Dans on considère 

, défini comme suit: x E F si et seulement si l~une des deux con

ditions suivantes est remplie: 

(i) PÎl o ,,,,, o p~
1

(x) E s(K~) (et dans ce cas-là, 

contient un seul point), 

(ii) 1 

On considère le diagramme connnutatif de la définition 3.13: 

"i r vi 
K2 ) 

[n1 
'!io l ]._ 

Ki C > @ (Ki) 
2 3 2 

Si T CKn 
2 

est un petit voisinage ("régulier") de F dans Kn 
2 

et 

-1 -1 p-l(T) CK 0 a des plongements naturels T = pl " on " 0 0 0 0 0 2 n 

n T c:: Kn Ko -1 
C: izo 

Kz - - T 
2 2 2 

On a aussi un isomorphisme naturel: 
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Ko -1 
2 - T K

o -1 n 
2 

- T ----> K
2 

- T 
f:,::J 

D1 autre part, on considère: 

et le théorème d 1 invariance (lemme 3.6) nous donne un difféomorphisme canonique: 

j ---> 

La première partie de notre lemme 3.9, affirme que le diagramme 

suivant est commutatif: 

-1 ,.. 0 9(TT ) 

r 
C: C: vo 0 > ô ® ( ®3I:)) - T K 2 3 4 

p 

izn 
ê{TT ) 

Kn - T C: C: vn n > o @ (® (Kn)) 
2 2 3 4 3 2 

La seconde partie du lemme va un peu plus loin, dans la même 

direction. 

On commence par décomposer F en trois parties disjointes: 

de la manière suivante: 

1) x E F
1 

si et seulement s 9 il existe un j tel que: 

pjl o •••• ,o p~ 1
(x) n s(K~-l) f ~ 

2) xEF
2 

si et seulement si xf.F
1 

et: 

3) x E F
3 

si et seulement si: 

On va s 1 occuper de F
2 

: si 

, -1 P-l(x) 
'I, > j

0 
: P,e, o , •• , • o n 

x E F 2 il existe un j
0 

unique 

est un point unique et pour 

tel que pour 



, -1 
,.,~jo:pt~ 

Soit [y~ z} = 

F-1 

-1 F, 
l. 

-1 ) 
o o o o o o p (x , ., . n 

-1 
p" 0 

Q O O O O 
0 

JO 

-1 = 
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contient exactement deux points; 
j -1 

Pn
-1 (x) ,... K2o '- . On définit: 

0 pl " 0 0 0 0 0 0 C, 
p-l(F) 

n 

-1 -1 ) = pl " 0 0 0 0 0 0 0 0 " p (F, 
n l. 

Les images inverses de dans Ko seront. désignées: 
-,l · 

y) z 
2 

y 
-1 E K0 z, 

2 

On décompose -1 -1 U F-l suit: Si appartient à la branche ~ en F+ comme y 

kpécifiée par 

on dira que 

-1 
F 

1i. · 1 J -
0 

-1 E -1 
y F+ 

j ,..1 j -1 
V o ~@ (K o ) 

3 3 2 

(et forcément, 

F-1 + F-1 + F-1 + F-1 
1 + - 3 

(quand on passe de 
j -1 

Ko 
2 

Z -1 E F-1 ) . On a donc: 

à 

On considère une famille de cercles 11différentiablement" plongés, 2-à-2 

disjoints: 

tels que: a) p = Pn" 0,000 o pl 1 ~l + .,,o, + ~ 

1 + -k) p(t + 0 0 0 0 O l:-

est un difféomorphisme, 

b) ( ~l + ..... + t') n F-l CF-l et les intersections sont 

) 

transversales (on suppose que dans les points d 1 intersection 

ment, comme R2 ). 

est, locale-

On a des relêvements évidents: 

La seconde partie de notre lemme dit que le diagramme suivant est commutatif: 
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tl z< 
ec TT ) 

+ 0 0 0 O 0 + C K 
0 C vo (l) > 0 @ ( (8) r:)) 

pl 

2 3 4 3 

S(n ) 
1 + p(~) C in vn n o (8)4 ( (8)3 (K~)) Il Cl p(~ )+ 00 0 0 0 i::: > 

2 3 

La démonstration du lemme se fait, en remarquant que les différentes 

opérations du lemme 3.6 ne touchent pas à ~l + ..... + t'- . On laisse les 

détails au lectéur. 

Remarque sur le lemme 3.9: L 0 ensemble F est clairement la même chose que 

p(M
2

(p)) C K~ '.! et F=l est M2 (p) C K.~ • On va considérer: 

îi : M
2 

(p) ""'M2 (p) (définition 3. 7. 1). On peut considérer une décomposition 

de M ( ) C K
0 

X K
0 

2 p 2 2 (qui va dépendre de la factorisation de p 

définie comme suit. 

Si K
2 

X K
2 

~ (x~ y) E M
2

(p) on considère la projection pi qui identtfie 

x à y • Alors (x, y) E M; ( E M;(p) ) si et seulement si x(y) appartient 

à la branche spécifiée de M
2 (p.) • Alors: 

1. 

(les singularités des ) 

et: (les singularités des ) 0 

M;(p) est appelé la, branche spécifiée de M
2

(p) (et M;(p) la branche 

non=spécifiée ). 

Si 3 M (p) = rfj , la décomposition de M
2

(p) induit une décomposition de 

où 

2 
M+(p) sera appelée branche spécifiée . Si ~(p) est acyclique , ces 

décompositions dépendent seulement de p et pas de la factorisation: 
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□ 

Lemme 3.10: "Soit (K
2

, f, M3) un 2-polyèdre singulier, collapsible, et 

n; C K
2 

, ( i = 1, ••• , k) k 2-disques, 2-à-2 disjoints, différentiable~ent 

plongés, tels que dans chaque point de soit localement homéomorphe 

Il existe alors une décomposttion 

comme dans le lemme 3. 3, telle que n; n Î'j = </J 

En plus, si @
3

(K2 U int D~) est un voisinage régulier c= , tel 

que o Di c ô ® (K 0 - U int Di
2
°) , on a un difféomorphisme de paires de 

2 3 2 

variétés différentiables: 

= ( sl X D2, sl X al) # 

0 0.. (S1 X D2 ' sl X ak) 

( sl X D2 , sl X a2) # 

, où ai E o n2 □ 

La démonstration est immédiate à partir de la proposition 3.3.1, donnée au 

cours de la démonstration du lemme 3.3, au chapitre IV. 

Le sens du lemme 3 0 10 est que, en ~'ajoutant une anse d 8 indice 1 , négative " 

à un 2-polyèdre singulier collapsible on ne peut pas tomber sur les complica

tions (noeuds) qui se présentent quand on ajoute de telles anses à n3 

(voir la figure 3.10 ci-dessous). cuest la raison principale pour laquelle 

on travaille avec des 2-polyèdres singuliers (au lieu d 1utiliser les variétés 

(singulières) de dimension 3). 
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Figure 3010 

-------
Ce lennne s'applique, en particulier, à la situation décrite au début de ce para

graphe, 

Définition 3,18.1: On va reprendre les notations de la définition 3,17,L 

On considère les 2-disques Di,j C: ( i = o) CK
0 = K tels que X, 

2 J 2 2 

b~ 
i = o) Di,j (je Kn :::) Ki(3) i = o) 

i 
= (xo - int rappelle que = (xl $ (x2 = 

J J 2 2 2 

et que i = l,o,.,q et j = 1, 2) , On peut toujours supposer que si K2 

est décomposé comme ci-dessous: (en parties régulières et singulières) 

on a: , On considère des 1-cercles différentiables de 

parallèle.s aux i 
J 

<l 
J 

très proche de Ô Di,j 
2 

), choisis de 

telle manière que: 

qil O qn-1 O o oo oo Cl q 1 ( v}) = ~ 

On considère une résolution des singularités: uo 
no 

> ® (Go) 
3 3 2 

'ITO ®/G~)) = (®4(®3(G~)), 9(1io), uo) on remarque que 
' 3 Enfin si: 9(U~, 

i O O CO 
YJ. c G c ® (G ) se relèvent canoniquement en des plongements C 2 3 2 

'.yi c G° C u0 (voir la définition 3, 13) , Cl 
j 2 3 

O) 
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Le lemme 3.10 implique alors le~ 

Lennne 3. 11: "On a un difféomorphisme de triples: 

" □ 

Ce lemme nous décrit aussi complétement que possible la situation géométrique 

au début de la séquence principale 

n n ) Notre but est de voir ce qui se passe à la fin, (ou au moment (G
2

, g , M
3 

On commence par remarquer que la séquence principale qu'on vient d'écrire 

et les plongements~ 

~ 
i,j 

satisfont aux conditions du lemme 3,9 (cuest-à-dire que les i sont comme 
J 

les tt ). Ceci résulte de la manière dont les ½ CG~ ont été définis, En 

effet, en revenant aux notations du début de ce paragraphe et en regardant, 

par exemple, (O, O, -1) E s(K~(3)) c K~(3) n G~ , on voit qu 1 il y a deux 

branches de points multiples de 

la branche contenue dans 

issues de (0, O, -1) 

-1 
(qui est connne F 

lennne 3.9, ou plutôt telle que son image inverse dans est connne -1 
F 

qui est un intervalle ayant comme extrémité (O, O, -1) et un point du 

"bord" de , et la branche contenue dans (qui est comme 

du 

) , 

L 
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Cette dernière est un intervalle ayant comme extrémités (O, O, -1) et un 

point intérieur de Gn 
2 

On peut donc supposer, sans 

f n 1y touche pas. On peut donc l que supposer que 
J J 

ment$ et que: (yÎ + y;) n -1 
F+ = (/) ; # (yÎ + y~) n F-l 

Considérons le difféomorphisme Q = qn+Zq o O qn 

~ 
i,j 

½ -Q-> Q ( !: ~ ) C G~+Zq 
i,j 

Les lemmes 3,9s 3,10 et 3,11 nous disent que: 

Lemme 3,12: "Il y a un difféomorphisme: 

(2 ®3 (G~+2q) = ô ®4 ( (8)3 (G~+2q)), . t. Q (~));:, 

l.' J 

perdre la généralité, 

-1 
transversale-coupe F -

::: 2 

0 ru, (Gn+2q) ; ; d' , 8 n remarque que c
3 2 est une vraie variete, qui apres le lemme~. 

est difféomorphe à 2q # (s 1 X D2) En fait, si 1 1on considère la résolution 

triviale: --> 

le foncteur 9 , on a un difféomorphisme: 

La situation géométrique de et 'Séparément 

et on lui applique 

de Q(f) 
J 

, dans 

o (8) ((8) (Gn+Zq)) $ est donc compléternent déterminée, Pour pouvoir prouver 
4 3 2 

le lemme fondamental on aura besoin de connaître la structure du tt~gl~: 

(ô ~ (~ (Gn+2q)· ~ (Gn+2q) ~ (.,...j_)) 
C4 C3 2 ' C3 2 ' • L,. Q J. j 

l.,J 

Le lemme 3.12 nous donne déjà une variante faible du lemme fondamental 

1,8: 
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Lemme 3.13: " ®/Kzl'i'(f)) (voir le début de ce paragraphe) peut être décrit 

comme suit: Il existe sur T;q = 2q # (s
1 

X D
2

) , 2q cercles différentiables: 

s 2q i: o T2q, tels que: 
1 3 

1) s 2i-l n s 2i consiste exactement de deux points: 
1 1 

d'intersection transversale; autrement, 

2) 
CX) 

Ils existent des plongements C 

Fi : s
1 

XI---> T;q C 2T;q 

tels que: 2-a) F~l (ô T;q) = s 1 X O = F~
1

(sÎ) 

coupe o T2q transversalement. 
~ 

2-c) Fi (s 1 X I) coupe F j (s
1 

X I) transversalement, suivant des 
intervalles fermés. 

2-d) Luinclusion naturelle: 

iT (Sin sj) --> iT (F.(Sl XI) n F.(Sl XI)) 
ol 1 ~ 01. J 

est une bijectidn, 

2-e) J.a paire: 

( 2 T2q 
3 ' 

q 
U F.(s

1 
X 1)) 

i=l 1. 

est FAIBLEMENT NON-NOUEE (voir 1 9 introduction). (En particulier 9 on suppose 
que Fi(s 1 X 1) n F/Sl X 1) = (/)). 

3) Si Hlon choisit des orientations pour ô T;q , S~ , on a: 

int (S2Î-1' 82i) int (S2Î-l' s2i) = -1 i 1 i 1 
xl x2 

4) On considère des disques de dimension 2: 

tels que o Di= Si , et pour chaque paire 2 1 
2i-l 

D 2 

2i-l 2i 
g2i-l: I --> D 2 • g2i: I ---> D2 

CX) 

C 

D2i 
' 2 

tels que: 

deux plongements 

a) gj
1(o D~) = o I , b) gj(I) coupe o D1 transversalement. 
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On considère: 

K = T2q 
3 
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et: 

œ o o O (1 o œ 
s2q 

1 

D2q 
2 ' 

et, sur K , la relation d 1 équivalence ~ , qui consiste à identifier 

g2i-l (x) = g2i (x) , pour chaque i s: q , x ~ I 

Alors: 
00 

est difféomorphe à un voisinage régulier C 

du quotient K/ i " □ 

Démonstrationi Le passage Kn ~ Kn+q = K /î(f) , revient à faire, pour 
2 2 2 

C K~ le passage au quotient: K~(3) ->((xi= O) U (x~ = O)) 

Le lennne 3.8 implique que: 

u 
i 

(difféomorphisme). Dans o ~
3

(K~+q - ~ ( .. ,.,)) , on considère les cercles 

différentiables: 

Ce sont les cercles de notre énoncés. On laisse au lecteur le soin de continuer 

la démonstration en utilisant les lennnes qui précèdent. ( F
2

i_ 1 (s 1 X 1) 

F2i(s 1 X 1) , seront respectivement Q 1i: , Q r; e. a. d, s.). 

3,5) "L'inversion" d'une projection d'espace-quotient correspondant à une 

relation d 1éguivalence acyclique: 

On va connnencer maintenant l'exposition d'un processus qui permet en quelque 

sorte d 1éliminer les points triples (Voir le début du paragraphe 3.4.) 
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On donne d 1 abord des régles de commutation pour les opérations élémen-

taires O(i) 

Lemme 3.14: 111) Soient trois 

2-polyèdres singuliers et p 1 , p 2 deux projections d O e.space-quotient qui 

rendent commutatif le diagrannne suivant: 

Pz 

On suppose que p1 est du type 0(2) et p 2 du type 0(1) . Alors il 

existe un 2-polyèdre singulier Œ2 , f, M
3

) et des projecti@ns d 0 espace

quotient q1 (de type 0(1) ) et q
2 

(de type 0(2) ) telles qu 1on ait un 

diagramme commutatif: 

M3 

} f 
3 

Kl 
2 K2 > K3 

2 ql q2 

q2 0 ql = Pz 0 p 
1 

Symboliquement, on écrit: 

0(1) 0 0(2) -----> 0(2) 0 0(1) 
~ 

Dans le même ordre d'idées, on a aussi~ 
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2) 0(o) 0 0(2) > 0(2) o O(o) 

3) 0(1) 0 0(3) > 0(3) 0 0(1) ,.., 
~ 

4) O(o) 0 0(3) > 0(3) 0 0(o) 
~ 

5) 0(2) 0 0(3) <: 0(3) 0 0(2) Il □ 
~ 

Ceci est trivial, de même que le lemme suivant~ 

> K2 une projection d 0espace-quotient de type O(o) , 0(1), 

ou 0(2) , compatible avec f et fU O Il existe une application~ 

qui est définie duune façon univoque par la condition de rendre le diagramme 

suivant commutatif, quand on lui applique le foncteur 

connexes)~ 

u 

l 
u 

M2(p)) C: K2 

p lp 
M2( )) C Ku P. 2 

n (= composantes 
0 

(ici M2 désigne, comme d 0habitude, les points doubles), Si p est du type 

O(o) 0(1) # est surjectifo Si est du type 0(2) # n°est ou :l p p :l p 

jamais surjectif (on a tué une singularitéj en passant de Kz à K' ). If □ 
2 

Définition 3ol9: Soient (K2 ~ 'f, M
3

) , (K2 , f 0 ~ M
3

) deux 2-polyèdres 

singuliers et p: K2 -> K2 une projection d'espace-quotient de type O(o), 

0(1) ou 0(2) 

est tuée par p 

singularité unique 

Il existe alors une singularité unique a(p) E s(K
2

) qui 

Si p est du type O(o) cr(p) est remplacée par la 
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(p#)- 1 (cr(p)) E s(Kp 

Si p est du type 0(1) G(p) éclate 
9 

dans le sens que (p#)- 1 (cr(p)) C: 

i;;;;:: s(K2) contient plus auun élément. 

Ci(p) alors, 11 p ne touche pas à x '' 9 dans le. sens 

que 

Dans ce cas, par abus de langage~ (p#)~l (x) sera désigneé par x 

Enfin~ si x E s(K
2

) 

1 uensemble M2 (f) C K
2 

au point 

M
2 (f) = M2

(f) - (x) □ 
X X 

Le lemme suivant est trivial~ 

on va désigner 

X .~ et par 

par ;r2(f) le gr~ 
X 

~lcf) le ger~ 
X 

Lennne 3, 16: 1'Dans les conditil:llns du lemme 3, 15, il existe, pr0ur tout 

x E s(Kp , une bijection canoinique~ 

---.> TT (1i(f)) 
<û) y 

dre 

où #= Pj est définie par l:es conditions suivantes: 

p !) 

1) Si x = p(y) 

id ('IT (M2
(f 1 )) 

0 X 

2) Si X f' p( 

(ce qui équivaut à 

(donc: si 

voisinage cmvert, assez petit, de 
2 2 

M (p) C: M. (f) 

alo,rs 

~ et u 

même connexité que if(p) alors les inclusions naturelles: 

M
2 (f) C M

2
(p) C: U e.t 

y 

est un 

, ayant la. 

M
2 

(f 0
) c: M2

(f 9 ) Î\ p(U) c: p(U - M
2

(p)) , induisent un diagramme 
X 

commutatif~ 
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2 
1i (U - M (p)) 

0 

Avant dualler plus loin, on aura besoin de définir des glissements 

(slidings) élémentaires O qui sont analogues aux opérations élémentaires O(i) , 

mais qui donnent lieu à un "théorème duinvariance" plus fort que le lemme 3,6 

(vair plus loin pour plus de détails). 

Définition 3,20: On va considérer un 2-polyèdre singulier (K
2

, f, M
3

) et 

une résolution des singularités: TI: v
3 

En même temps, on se di0mne un autre 2-p((l)lyèdre singulier: 

défini comme suit: on <Considère 2(p-l) + r plongements 
00 

C 

2-à-2 disjoints: fi : D2 --> K
2 

où: i=l 0 2 0 ,,, 0 2(p-l) + r • p ~ 2 • r ~ 0 

On va supposer que chaque fi (D
2

) C:: K
2 

pl[))ssède un voisinage ouvert (dans K
2 

) 

homéomorphe à R2 set que fi(D 2) n M2(f) = ~ 

Par définition: 

Sur (L 20 g, M
3

) cm va considérer la résolution des singularités: 

îT : W --> (8) (L) 
3 3 2 , canoniquement induite par TI : V -->@ (K) 

3 3 2 . En 

fait, ce sera L
2 

gui va nous intéresser, et pas K
2 

On se donne aussi: 

l" • Un voisinage de coordonnées R
3 

CM
3 

(muni de coordonnées 

(x, y' 

suit: 

-1 1 -1 tel que (f R
3 

C::K
2 

~ f f R
3

) puisse être décrit comme 

(réunion disjointe) avec connexes. 
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être décrits conrrne suit: 

On se donne p nombres réels: 

< ....... < e 
p 

On aura: 

A = f(A) = ((x = 0) n (z ~ O)) U ((x = 9
1 

z) n (z :il: O)) U 

•....••• U((x=9 z)n(z:ôi:O)) et: 
p 

B = f(B) = (z = -1) (plus exactement, B sera le plan (x, y) et fjB sera: 

(x, y)--> (x, y, -1) 

Parmi les nombres (1, 2., ••• ,p) , on va distinguer i E (1, 2, •. .,p) 
0 

Par définition, est le sous-ensemble: 

E. = (l, .... ,i , ••. ,p) - (l, ..... ,p) - (i) 
1 0 0 

0 

On se donnera un isomorphisme: 

(1, ..... , p-1) 

CL 
-----> 
< -1 

CL 

On va désigner par A0 et B0 les parties de L
2 

définies par: 

et 

2° • Une fonction 

B 0 = B n L 
2 

z = h(x, y) 
00 

C telle que: 

2-1) h(x, y) 2 -1 , en dehors d 1un compact, 

2-2) La surface z ::::; h(x, y) de R3 ' 
coupe la droite 

Z = X = 0 transversalement, en deux points: hl et b2 

2-3) La surface z = h(x, y) 
' 

coupe (x = e. 
i 

z) n (z ::;; o) 

transversalement, suivant un intervalle fermé t. C (x = 9. z) n (z ~ O) 
i i 

d'extrémités h1 et h2 
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On pense à B comme étant toujours le plan (x, y) 
' 

mais 

f Kz .... M 
3 

a été modifiée:, en passant de (x, y) --+ (x, y, -1) à 

H (x, y) .... (x, y, h(x, y)) (sans toucher à flK2 - B) . Ceci nous fait 

passer, par définition, du 2-polyèdre singulier (K2, f, M3) à un nouveau 

2-polyèdre singulier (K2 , fH, 

3°. On remarque que 

fermés À. (i = 1, •• ,,p) , tels que: 
l. 

3-1) 

consiste de p 

(si i 'f j) 

3-2) H induit des difféomorphismes: 

On se donnera des intervalles fermés: µi C int Ài pour chaque 

ceci nous définit des intervalles fermés H(µ.) C: t. (i E E. ) 
l. l. l. 

0 

intervalles 

i E E. 
l. 

0 

On va supposer que ces données satisfont aux conditions suivantes: 

a) Si i E (l, ... ,p-1) , on a: 

a-1) fZi-l(D 2) CB , fZi-l(D 2) n (U Àt) = µa(i) ~t l'tnter

section: fZi-l (o D2) n Àa(i) = o µa(i) est transversale. 

a-2) fZi (D2) C:: (x = @a(i) z) n (z > O) CA , 

f 21 (D2) n ta(i) = H (µ0.(i)) et 1 °i.ntersection: 

a-3) Il n°y a pas duautres intersections 

b) Il existent des entiers non-négatifs: r 1
, ra, rb tels que 

r ~ r' = r + r a . b et que 1°on ait: 

b-1) fZ(p-l)+i (D2) C: B UA si et seulement si i ~ r 0 
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b-3) On a aussi: 

(On remarque donc que: 

G u (x -· 9,t z) n (z > O) 

tE E. 
1· 

0 

((x= Si z) n(z ~O)) nfk(D
2

) =0 
0 

ce qui est important pour la suite), 

(pour i ~ r ) 
a 

c) Si ,f, > 2(p-l) et f ,e, (D
2

) CB alors f .f}D) est séparé du 

point à l'infini de B , par 

n (z ~ o)) , alors 

(x = 9. z) n (z ~ O) 
1 

sépare 

U À. , Si k > 2(p-l) et 
l, 

du point à 1°infini de 

(Remarque: Sans perte de généralité, cette dernière condition (c) est toujours 

satisfaite, en prenant un modèle loca/1 plus petit). 

d) On considère le "plan": 

( (x == O) n (z ~ O)) U ( (x = e. z) 
1 

0 

n (z ~ o)) ::a p 
i 

0 

Il sépare R3 et B - (z = =1) respectivement, en deux parties. On va 

supposer que >... 
1 

et (x = e. z) n (z ~ 0) 
l, 

(z E (1, .. ., p) ) sont touj.:mrs 

du même côté de ce 11pla.n 11 
• D 0une manière plus précise on va. sup:p~~~r gu~.@.. 

quantités 9. sont choisies de telle manière que: 
1 

Il en résulte que: CA n B) n < u Â.) = À. 
1 1 

0 

(C'est le sens "géométrique" de la condition d).) 

Dorénavant, on va supposer qu 1on a pu s'arranger, avec les coordonnées 

locales, de telle façon que e. = o 
l, 

0 

Par définition, le glissement élémentaire , (attaché au voisinage 
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de coordonnées R
3 

CM3 ) est 1°opération qui nous fait passer de 

(L2, g, M3) à (L2, fH,L2, M3) • (g = flL2) 

On va désigner fHl1
2 

par g 

Les 2-disques fj (D2) , j ~ 2(p-1) seront appelés les 2-DISQUES 

ACTIFS du glissement élémentaires, (Bien entendu, c 0 est leurs bords seulement 

qui existent dans r; 
2 

, en fait dans o L 
2 

.) On dira que les 2-disques 

actifs f 2i-l (D2) et f
2

i (D2) (i ::; p-1) sont ASSOCIES (pl())ur le glissement 

élémentaire considéré). 

Si 1°on veut ne pas oublier les résolutions de singularités, le 

glissement élémentaire nous fait passer (en fait) de: 

(L2 , g, M
3

) et de TT: w
3 

-> @
3

(1
2

) à 

(L2, g, M
3

) et à la (même) résolution~ TT W -> ® (L) 
3 3 2 

Il □ 

Très souvent, on ne va pas mentionner les résolutions de singularités, 

du tout, quand il s 0agira de glissements élémentaires. On les a introduites 

dans la définition (où elle ne jouent d 1 ailleurs aucun rôle), à cause de la 

remarque sur la COHERENCE , qui est écrite ci-dessous, avant la définition 

3.22. 

Avant d 0 aller plus loin, on va donner encore une définition, 

Définition 3.21: On commence par les conventions de notation suivantes: 

le simplexe (standard) de dimension n 

(P , .... qP ) 
o n et le point courant 

Ï:: t = 1 
i i 

. La face engendrée par 

P E b. 
n 

8 , aura comme sommets n 

est avec t, .? 0 
1 

(P. , ••• , Pi ) 
1 1 k 

(donc (P , ••• , P ) = !:, ) 
o n n Plus généralement, si E C:::: b. 

n ' (E) va désigner 

la clôture convexe de E 

On va considérer maintenant des polyèdres (pas nécessairement compacts) 
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plongés d'une manière différentiable par morceaux et propre dans des 

= variétés C 

En particulier, on aura une variété M3 , et deux polyèdres de 

dimension 2j plongés dans M3 

Un chemin de Whitehead reliant ces deux plongements sera un diagramme 

commutatif: 
J 

K ----------> M
3 

X I 

~ 
I 

où J : K C M
3 

X I est un plongement (différentiable· par morceaux et propre) 

du polyèdre de dimension S 3 ~ K , tel que, la restriction du diagramme à 

t E I 
J 

-1 t t 
1i (t) ""K ----> M = M X t 

3 3 

coincide, pour t = 0 et 1 avec nos deux plongements ciionnés (J
0 

= j
0

, 

J 1 = j 1) . En plus, J: K C:M3 XI devra satisfaire à certaines conditions 

qu'on va énoncer ci=dessous. 

Le chemin inverse à J : K C M
3 

X I est, par définition, la 

composition: 

... 
où i ( t) = 1- t E l 

Une isotopie du chemin J : K C M
3 

X I , est une composition: 

K 
J H 

où H est un homéomorphisme linéaire par morceaux de M XI 
.3 

tel qu'il existe 
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un homéomorphisme linéaire par morceaux~ h 

qui rend le diagramme suivant commutatif: 

I ...., I ( h(O) = 0 , h(l) =:: 1 ) 

M3 X I H > M3 X I 

l h l 
I > I 

et que H IM3 X O = id (M) 

J: K CM
3 

XI doit être una composition finie de chemins élémen

taires de Whitehead , qui seront définis (à isotopie près), maintenant: 

1°. On considère un plongement S: 82 

Kl - K0 U 8
2 

et 

> M
3 

tel que~ 

où 

que 

Jt 

F c: !::. 
2 

Kt 

Ko n à
2 

= (P
0

, P
1

) U (P
1

, P
2

) U F 

On 

\, 

est un ensemble formé d 1un nombre fini d 1 intervalles linéaires 

suppose, bien entenduJ 

>M = M X t sera~ 
3 3 

U (13 (P • Pp t p2 + 
QI 

que~ jl = jo 

(1-t) P )) : 
0 

-->M 
3 

u s 

Ceci sera un chemin dilatant ~ et, par définition, son inverse est un 

chemin contractant 

zo. On considère 

de M3 : Ko 
~ 

Kl tels que 

k (avec jolk = jl!k), En 

L:13 et: 

un plongement 

ct(K 0 - 1::.3) = 

plus: k n l.'.\
3 

Y : A
3 

C: M3 et deux polyèdres 

ct(K 1 - t:.
3

) = un certain polyèdre 

est contenu dans le 1-squelette de 
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Ko n b.3 = (Po, Pl, P2) U (Po' pl' p3) U (Po, P2, P3) 

Kl n &3 = (Po' Pl, P2) U (Po, Pl, p3) U (Pl' p2' p3) 

J t : Kt C > M
3 

sera: 

(j
0

lk) U Y k U (P
0

, P1, P
2

) U (P
0

, P1, P
3

) U (t P1 + (1-t) P
0

, P2, P3) -M 3 

Ceci sera un chemin glissant , et son inverse est, clairement, un chemin 

glissant aussi. Un chemin de Whitehead J doit être une composition finie de 

chemins dilatants, contractants et glissants. □ 

Le lemmesuivant est "standard" 

Lennne 3.17: 

jo : Ko C:: M3 

• (K0
) C: M JO 3 

"Soit J : K -+ M3 

à jl Kl e: M3 

XI un chemin de Whitehead, allant de 

• Soit N C:M
3 

un voisinage régulier C 
00 

Il existe un chemin J' : K -M 3 XI , isotope à J , tel que: 

J 1 (K) C:: N X I N est un voisinage régulier 
00 

C de 

de 

" □ 

On revient maintenant à notre glissement élémentaire (définition 3,20), 

qu'il ne faut pas confondre avec le chemin glissant (de Whitehead). On aura 

besoin du lemme suivant: 

Lemme 3.18: "Considérons le glissement élémentaire de la définition 3,20,, et 

les deux polyèdres de dimension 2 : 

A A 

p (L2/Y(g)) nR3 =(A' U B'/!(g) 
,. 

où A'= An 12 , B' = B n 1
2 

et p(p) sont les plongements naturels. 

Il y a un chemin de Whitehead J: K ➔ R3 XI qui relie ces deux 

polyèdres plongés. Le chemin sera .canonique (dans le sens que la démonstration 
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du lemme va nous fournir une description de J qui le détermine univoquement, 

à isotopie près) " Cl 

La démonstration sera donnée au chapitre IV. 

On va considérer maintenant les deux polyèdres singuliers (K2, f, M
3

) et 

(L
2

, g, M
3

) de la définition 3,20 et le sous-ensemble f- 1(R
3

) = A+B C:K
2 

On se donnera aus.si ua.e. séquence principale 

canoniquement une séquence principale de (L2 , g, M3) 

fait que L2 C K2 et que 

(K2 - Lz) n M2
(f) = 0 .) 

, ce qui induira 

(On utilise ici le 

On aura un diagramme commutatif, dans lequel les flèches 

inclusions naturelles~ 

seront les 

K2 
= î~ >f 

Pz 
> 0000" 

pn 

>f; > 0 0 0 0 0 >1;~ 
id(M

3
). 

pl Pz pn Pn+q 
L2 = Lo > Ll > > iP > OOOQO 

> Ln+q 
2 2 2 ,2 

"- 1 
n 

~ 
g 

M3 

Il est entendu que les pi ' 
1 s: i Sn 

' 
sont du type O(o) 

' 
0(1) ou 0(2) 

tandis que les Pn+i ' 
1 s: i s: q 

' 
sont du type 0(3) . Sans perdre la 

généralité, on peut supposer qu 1 il existe un certain k Sn 
' 

tel que chaque 

pai't'e de points rrl E A c: K
2 ,,.2 E B C K

2 
telle que f ( ,,.1) = f ('lï2) ait 

' ' 
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la propriété~ 

On peut supposer aussi,(sans perdre la généralité,)que pk est du type O(o) 

ou 0(1),, mais pas du type 0(2) 

Le glissement élémentaire de la définition 3,20 nous fait passer de 
A 

(L2' g, M ) 
3 

à (L2' g, M3) La séquence principale de (L2, g, M3) écrite 
A 

plus haut, induit une séquence principale de (12, g, M3) où. tous les pi 

(i 'f k) sont gardés mais pk est remplacâ par une combinaison finie d'opéra

tions élémentaires du type O(o) , 0(1) et 0(2) , La même chose est vraie 

) , seulement, est pour (K2 , f, M3) (qui est remplacé par (K2, fH, M3) 

remplacé par des opérations O(o), 0(1), 0(2) ~t p-1 

(p est défini dans 3,20), 

opérations du type 0(3) 

Si 1T ~ V -> ® (K ) 
3 3 2 est une résolution des singularités arbitraire, ces 

(p-1). opérations 0(3) sont toujours COHERENTES 

Définition 3,22~ Soit (P2, h, M3) un 2-polyèdre singulier quelconque, On 

remarque facilement que, quelle que.soit la séquence principale attachée à 

ce polyèdre, le nombre des opérations 0(2) est toujours le même (c 1 est en 

fait un invariant de la relation d'équivalence 'l(h) ), 

Ce nombre, qu 1on désignera par b(h) s'appelle le nombre de bouts de 'f(h) .. 
Une séquence principale quelconque de (P2 !> h!> M3) 
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p 
--> p~+b(h)_> .••• ,-> p~+b(h)+q 

~ 

où: pm+b(h)+q = p / '-f(h) (donc, d 6 après la définition 1.4: 
2 2 

h(~(h)) = hm+b(h)+q ), pi est du type O(o) et 0(1) si i ~m, du type 

0(2) si m < i s; m +b(h) et du type 0(3) si m+b(h) < i ~ m+b(h)+q , sera 

écrite symboliquement: 

p(h) 
p2 ----> p; 

q(h) 
---,> pm+b(h) 

2 

r(h) 
---> P/1-f(h) c: M 

3 

"Symboli.quement 11 veut dire que p(h) n I est pas :seulement une application: 

P -->Pm .. 
2 2 , mais aussi la manière dont on 1ua décCllmposée en projections 

pi (de type O(o) et 0(1)) ....• 

Si q=O (dl())n,c si 1:l'(h) est acyclique), on aura P;+b(h)"' P /11:(h) et 

notre séquence principale suécrira tout simplement: 

p(h) q(h) 

Dans ce cas (et seulement dans ce cas) on va utiliser la notati.i::m: 

(Le lecteur remarquera que, de toute façon, à difféomorphisme près, est 

complétement déterminé par (P
2

, h, M
3

) ). Cl 
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Définition 3.22,1: Soit (P2, h, M) avec 'l.'(h) acyclique, et une séquence 

principale 
p(h) q(h) 

p2 >P/h > P /'l'(h) 
2 

connue dans la définition précédante. Par définition: 

est 1 u application: # 
pm-1 (voir le lennne 3.15) 0 

Remarque: Si M
3(h) # 0 , p(h)# dépend de la manière dont p(h) est factorisé 

en projections pi • (Ceci peut se voir facilement en regardant le 2-polyèdre 

singulier 

Définitfon 3.23~ Soit (L
2

, g, M
3

) avec 1f(g) acyclique, et: 

p(g) q(g) 
(x) 

une séquence principale, s 0 il suagit du polyèdre de la définition 3.20 et si 

1uon passe pa.r un glissement élémentaire à (L2, g, M3) , (x) induit 

"canonigueme.nt 11 une séquence principale: 

-
p(g) 

A 

q(g) 
C M 

3 

A A 

On remarque que b(g) "" b(g) + 2(p•-l) , Plus exactement, q(g) contient 

les b(g) projections du type 0(2) de q(g) et, en plus 3 2(p-l) projections 

du type 0(2) nouvelles, introduites par notre glissement élémentaire. 

Il y a une correspondance biunivoque naturelle entre les b(g) points de 

l 1 ensemble singulier s(L
2

/g) et les b(g) projections de type 0(2) de 

q(g) qui tuent ces points singuliers, 1uun après l'autre. De même pour 
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o Ceci nous donne une inclusion canonique 

i Cl 

Définition 3. 24: 
00 

Soit M une variété C à bord, de bord o M et 
n n 

N 
1 

C: ê:l M une sous--variété à bord 
n- n 

On définit le double de M 
n 

rel N
11

_
1 

, par: 

2(M 
n 

où les deux termes 

plaires distincts de 

M n 

M n 

M © M 
n n 

~ 
Ô M -i.nt N l n n-

du second membre, sont censés représenter deux exem-

Cl 

On va damner maintenant le "lemme d~invariance pour les glissements 

élémentaires , 11 Il aura deux parties: le lemme 3.19 (la partie facile) et 

le lemme .3,19,1 (qui est la partie ndifficile" ), 

Lemme 3,19: non se place dans les conditions de la définition 3.20, en con

sidérant le glissement élémentaire qui nous fait passer de (L
2

, g, M) à 
A 

(L 2 9 g, M
3

) • On va se domner une orientation de M
3 

et une résolution des 

singularités~ 

(Ceci a pour but de rendre les choses qui suivent canoniques,) 

On va considérer les projections d'espace-quotient: 

A A 

P ~ L2 "--> L/1f(g) et P : L
2 

-> Lz11l(g) 

00 
On va consfdérer aussi des voisinages réguliers C 



- 155 -

A A 

M3 :::i @3 (L2/'f(g)) :::i L2/\f(g) 

qu 1 on considère choisis de telle manière, que, pour chaque 1 $'. i ~ 2(p-l) + r 

on ait: (voir le début de la définition 3.20): 

P(f/o D2)) C'. 0 ® 
3 (Lzl'l'(g)) et 

A ,. 
P(fi(o D

2
)) C: 0 @ 

3 (Lzl'Y( g)) 

On va supposer, aussi, que, si R
3 

C:M
3 

est le voisinage de coordonnées de la 

définition 3.20, on a: 

et de même pour g , 

On peut trouver un compact C C:R
3 

tel que: 
A 

Lzl'l'(g) - C 5 L/lf (g) - C C: M3 

(où le symbole - indique 1°identité entre sous-ensembles de M3 ). 

On peut donc supposer que: 
A 

®/L 2/'f(g)) - C == ®/L/'l'(g)) - C 

On va supposer que 

est une sous-variété à bord de M3 , et de même @
3

(L/"f(g)) n C • Leur 

intersection sera désignée par Ô(g, C) , D'une manière analogue, on définit 
A 

ô(g, c) == o(g~ c) 

Notre assertion est qu 1 il existe un diagramme commutatif, où les flèches 

verticales sont des difféomorphismes "canoniques" (déterminés à difféotopie 

près, ce qu 0on n'utilise pas, d 0ailleurs): 



D 

- 156 -

n (M - int C) 
3 

identité 

ô(g,C) 

D 

\V ,.. 

n (M3 - int C) 
,.. 

Gl
3 

({L
2

/'1'(g)) n C) 

ô(g,C) 

Ceci induit un difféomorphisme (qu'on désigne par abus de notation par la 

même lettre D ): 
,.. 

D : 2 @
3

(L/lf(g)) --> @
3

CL/'±'(g)) 

compatible avec les décompositions: 

EB [ 2( ( Gl/L
2

/'f(g)) n C) rel ô(g, C))] 

2 ô(g,C) 

,.. 

2 @3(Lzl'1'(g)) - " □ 

Pour démontrer ce lemme, on introduit 

M
3 

::::> 8
3

(1
2

/'J!(g)) = ®
3

(L
2

/'J!(g)) EB (Q ®
3

(1
2

/'J!(g)) XI) 

~ 
o ®3=ël (8)3 xo 

qui est un "vrai 11 yoisina~ régulier de L/'f(g) . D'après le lemme 3.18, 
... 

9
3

(1
2

/'f(g)) peut être près de telle manière qu'il contienne 1
2

/'l'(g) et 
,.. 

qu'il collapse sur 12/'l'(g) , e.a.d.s. 

Lemme 3.19.1: "On commence par considérer les cercles différentiables 
,.. ,.. 

P(fi(o D2)) i::: ô ij
3

(L
2

/'1'(g)) du lemme 3.19. On remarque que ces cercles sont 
,.. ,.. 

2-à-2 disjoints, sauf que P(f 2i_ 1(o D2)) n P(f2i(o D2)) (1 Si S p-,j.) 
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consiste de deux points d'intersection transversale. En même temps les cercles 

différentiables: 

eux, sont bien 2-à-2 disjoints, 

On se donne des nombres entiers k. ~ 0 (i=l, ••.. ,2 (p-1) + r) 
1. 

et on considère des plongements différentiables: 

F. 
1. 

A 

(s
1 

X I) --> 2 @/Lzl:r'(g)) 
2k. 

1. 

ayant les propriétés suivantes: (voir la définition 3. 17. O): 

A A A 

1) F/81 X O) = F/2k. (sl XI)) no (8)3(Lzl'l!(g)) = 

1. 

A A 

2) Fi et F/S 1 X 1) coupent o ®
3

(1
2

/î(g)) transversalement. 

3) Si 1 :s;; i :s;; p-1 

A A A 

P(f2i-l(è D2)) n P(f2i(o D2)) n F2i-l(sl X 1) = 

A A A 

= P(f2i-l Co D2)) n P(f2/o D2)) n F2/S1 X 1) = r/) 

A ~ A A 

4) L'inclusion P(f.e,(ô D2)) n P(fk(è D
2

)) Cim F.e, n Im Fk est 

une équivalence d'homotopie. 

A A 

5) Soient les deux points de P(f 21_1(o D
2

)) n P(f 2i(o D2)) 

et, deux petits voisinages de pi dans Im F2i et 

respectivement, On a: 

5-1) et A1 
2 

. De même pour 

se trouvent du même côté de 

et 

5-2) Bi ne se trouvent ,e, jamais du même côté de 



- 158 -

5-3) (respectivement i 
1 

et se trouvent 
A 

en dehors de ®3(1 2/'J!(g)) s alors k2i = 0 (respectivement k2i-l = 0 ) et 
A A A A 

Image F2i- P(f 2i(o D2)) (respectivement Image FZi-l - P(fZi-l(o D2))) se 
A 

trouve entièrement en dehors de ®
3

(1
2

/î(g)) 

" 5-4) se trouve en dehors de ®
3

(L
2

/'J!(g)) si et 
A 

seulement sis dans la résolution des singularités (de K/1!'(g), induite par celle 

de L
2

, donnée dans le lemme 3.19) la brà.nèhe qui correspond à f
2

i(D 2) est spééifiée. 

On va introduire 2(p-1) + r plongements 2~à-2 disjoints: 

F. 
1. 

caractérisés, difféotopie près, par les conditions suivantes: 

3 u ) Image F l n Image F k = </) ( si t f- k) 

4') Pour chaque i , on a~ 

5u) Pour i > 2(p-l) + r 1 (voir définition 3.20), on va supposer 

que (Ce qui a un sens, puisque 
A 

L2/ Î(g) ~ R
3 

=L
2

/ 'J!(g) - R
3 

), 

On va considérer aussi un fermé: 

A A 

= [ 2((®/L/ 'J!(g)) n (M
3 

- int C)) rel ô(g, C)] , 

tel que ~ ne touche pas aux Image F. = Image F. 
l. 1. 

(i > 2(p-l) +r 1 ) ni à~ 
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L 0 assertion du lemme 3,19.1, est que D induit un difféomorphisme de triples 

2(p-l)+r 

®/Lzl '±'( g)); ( u F / s1 X 1) U ~ ) ) 

i=l 

2(p-l)+r 
A A 

(2 ®/L/ '±'(g)); ®
3

(L/'±'(g)); cU F/s
1

x1)UéJi). 
i=l 

où: 
A 

D(Fi(sl X 1)) = Fi(S1 X 1) et D~ ~=id(~) n Cl 

La démonstration sera donnée au chapitre suivant, 

D -----> 

Remarque: Ce lemme peut être comparé au lemme d'invariance pour les opérations 

élémentaires O(i) (lemme 3.6 et son complément, le lemme 3.9). 

Si # k; # , . , , f, M
3

) est un 2-:polyèdrè singulier, avec 

î(f) acyclique, le lemme 3,6 nous donne (sous certaines conditions restrictives) 

un difféomorphisme de paires 

Il ne nous donne ~ des difféomorphismes de triples~ comparables au lemme 

3,19,l (voir à ce sujet la fin du paragraphe 3.4), parce que les étapes inter

médiaires (quand on utilise les O(i)) sont des opérations de chirurgie 

(tandis qu 0 avec les glissements élémentaires on n'a que des difféotopies , .. ). 

Définition 3.25: Soit (P
2

, h, M
3

) un 2-polyèdre singulier, On dit que les 

singularités de P
2 

sont bien présentées, si P2 peut être représenté sous 

la forme: 

p = pu 
. 2 2 

est un exemplaire de 

telle façon que: 

plongé dans po 
2 

et dans , de 
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2) s(P 2) C U Ii , et cette inclusion est une équivalence d 1homotopie, 

3) Dans chaque point de U Ii - s(P 2) , P2 est une variété (c 0est-à-

dire, qu'il est localement comme R2 ou ) ' 

La décomposition ci-dessus, qu'on va désigner symboliquement par 

n 1 est pas unique Une telle décomposition sera appelée une bonne présentation 

des singularités de (P2 , h, M
3 

). Cl 

Définition 3.26: Soit (P
2

, h, M
3

) un 2-polyèdre singulier, tel que Ï(h) 

est acyclique, et: 

Pz---> P
2

/h ----> Pzl Î(h) 
p(h) q(h) 

une séquence principale, La projection p(h) se décompose en: 

Pz = p~ ---> p~ ---> ..... 
Pz 

où chaque p. est une projection de type O(o) ou 0(1) 
1 

Supposons que pi soit du type 0(1) 

i l Soit O(pi) E s(P
2

-) le point singulier qui est tué par pi (définition 

3,19). On dira que p. possède un successeur , si l 1 on peut choisir un 
1 

# -1 ) i ~ E (pi ) (cr(pi ) C s(P 2) , ayant la propriété suivante: 

Il existe un entier a 

tel que: 

a) Les projections pi+l''''' Po;..l ne touchent pas à ~ , ce 

qui nous permet d'écrire (par l'abus de notation de la définition 3,19): 
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c) Pa est du type O(l) 

d) Soit i-1 k(l, n) = k(y) EEl k(x; n) Cp 
2 

le modèle local dans lequel 

pi opère (comme dans la définition 3.15). Il existe une branche unique~ 

(x = 9t z) n (z ~ O) C k (x; n) 

qui contient ~ . Elle détermine une composante connexe, A , dans 

2 
TI

0
(M~ (pa)) ·. On demande que, par l'isomorphisme canonique~ 

0 

la composante connexe de 

~ une variété, corresponde à A 

qui contient des points où PCX,-l 
2 

Dans ces conditions, la paire formée par Pa et le germe de 

n 1 est 

(x = 0t z) n (z ~ O) C::k(x; n) , autour de x =y= z = 0 , s'appelle un 

successeur de (voir la figure 3,26). 
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( x= e .f., z) n ( z o) 

/ 
. .✓ 

' (' ' / ' / 

--¾" 
1 
1 

1 
I 
1 

/ 

2 
M (p.) 

l. 

Figure 3,26 pi possède un successeur, X(pi) ,= ((x= 9,e., z) n (z ~ O), Pa} 

(On remarque que Pa est unique, une fois (x = 9.f., z) n (z ~ O) ~ ~ choisi, 

mais (x = e.f., z) n (z ~ o) n 1 est pas nécessairement unique; p. peut avoir 
l. 

plusieurs successeurs,) 

Par définition une succession de la séquence principale considérée 

au début de la définition, est un ensemble (vide, peut-être) 

i: =[ c P 1. ' x< Pi ) ) , 0 0 o O O j 

0 0 

où les p. sont des projections pi , distinctes,de type 0(1) , admettant 
l. j 

des successeurs et X(p. ) 
l. . 

J 

est un successeur de p. 
l. • 

J 

. Tous les pi qui 

admettent des successeurs ne figurent pas nécessairement dans ~ □ 
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Définition 3,26.1: On considère la séquence principale de la définition précé-

dente, et une succession Po ,00000,P .. 
JO Jk 

~ de cette séquence, Soient les 

projections pi qui sont du type O(l) et qui ne figurent ~ dans la 

succession I: 

Soit j E [p. , ••• ,p. } • Correspondant à la projection de type 0(1) 
JO Jk 

. 1 . 
P . pJ- --> pJ 

j ' 2 2 , il existe dans j-1 
p 2 un ouvert k(l; n(j)) (comme dans 

la définition 3,15). En utilisant les notations de la définition 3.15, on 

remarque que, pour chaque: 

il existe un plongement unique 

a. : (x = e. z) n (z ~ o) 
l. l. 

> P
2 

, qui rend commutatif le 

diagramme suivant: 

(On remarque que l'image inverse d'un point de (x = z = O) C:k(x; n(j)) 

dans P2 , pourrait être constituée par plusieurs points distincts.) 

On choisit un i E (l, •• , •• ,n(j)) et un nombre réel T(j)~ 6k tel que 

l'intervalle ouvert (9i' r(j)) ne contienne aucun des êk (correspondant à 

k(l; n(j)) c;;;; Pj-l ) 
2 

bn considère alors, dans le voisinage de coordonnées R
3 

qui contient 

k(l; n(j)) .le sous-ensemble: 
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On considère les plongements._ naturels: 

(x = z = o) n c jy 1 ~ €) 

A. 

/ 
~ 

J p 

J 

2 

b. 
J 

Ceci nous permet de définir le 2-polyèdre singulier: 

( P 2 _:. A j h EEl b j , M) 
1x=y=O) n( \y 1 ~ €) 

La même construction peut être répétée pour tous les j E {j
0

, ••• ,jk} • Ceci 

nous donne un 2-polyèdre singulier: 

qu'on va désigner par: 

Il est entendu que ~ P2 dépend de t et des autres choix faits dans la 

construction. (~n particulier du choix des i ) 

c 0 est, par définition, un :b,Q_urgeonnement ("budding 11
) de P

2 
(compatible 

avec la succession ~ ) • On a une inclusion canonique I : P 
2 

C S P 
2 

, qui 

rend commutatif le diagramme suivant: 

I induit une identification naturelle: s(P
2

) = s(S P
2

) • La séquence 
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principale de (P 2 , h, M3) donnée au début, induit canoniquement une séquence 

principale du bourgeonnement, où l 1on retrouve les mêmes projections d'espace

quotient, et, en plus k nouvelles projections de type 0(2) , correspondant 

aux bourgeons ( "buds") A. 
J 

, On a donc: b(Sh) = b(h) + k + 1 La nouvelle 

séquence principale s'écrit: 

S P2 ---> S P/Sh 
p(Sh) q(Sh) 

On a un plongement naturel: 

et une bijection naturelle entre les points singulier du sous-ensemble: 

et l'ensemble des projections du type 0(1) : 

tenant compte de cette bijection, ces singularités seront désignées par: 

Sur 

s(P
2

/h) c::: s(S P/S h) 

l'application p(Sh)#-: s(S P
2

/Sh) --> s(~ P
2

) = s(P
2

) coincide avec 

p (h) # ( voir la définition 3, 22, 1 L □ 

Définition 3,27; On se place dans les conditions des définitions 3,26 et 

3. 26, 1, 

Une inverse de p(Sh)# , est, par définition, une application: 

17: s(P 2 ) 

telle que p(Sh)#- o fl = (identité sur ), donc qui rend commutatif le 

diagramme suivant: 
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identité 

On dira que 1 1 inverse 17 est compatible avec la succession ~ si elle 

est obtenue par la construction suivante~ 

Si y E s(P 2) on considère une chaîne de points: 

, construite inductiv~ment, comme 

suit: 

L Si pi est du type 

pas à yi-1 ' 
alors y, 

l. 

Yi = 

II. Si est du type 

alors la chaîne s 1 arrête 

O(o) 
' 

ou s'il est du type 0(1) 
' 

mais 

est le point unique~ 

# -1 
(yi-1) (p.) 

l 

0(1) , n 1 appartient ~ 

(j-1 = V ) Dans ce cas 

à X: et tue 

't7(y) = s(p.) 
J 

ne touche 

le point singulier de s(S P2/Sh) correspondant au bourgeon de pj = pv+l 

III. Si pi est du type 0(1) , appartient à r; et tue yi-1 ' 
on considère 

(pi xCpi)) E !: 
i 

d'abord 
' ' Il existe un point singulier, unique, de s(P

2
) 

appartenant à la branche x<pi) . Ce point est, par définition y . 
l. 

Si le cas II n 1 arrive jamais, on a clairement V= m et: 

Si ~ est donnée, 1 1 inverse 17 , compatible avec 2'..: existe et 

est unique, 

Soit maintenant (K2 , f, M3) un 2-polyèdre singulier quelconque, tel 

que 'f(f) soit acyclique., donné avec une séquence principale 
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p(f) q(f) 

et ~1 une fonction qui associe à chaque projection pi de type 0(1) 

(de p(f) ) le germe autour de (x = z = O) de l'une des branches 

(x = 9t z) n (z ~ O) C:: k (x; n) qui lui correspondent (voir la définition 3.15), 

On va désigner ce germe par [ l:' .... p, J ' 
1 

En particulier, si t est une succession de (K2, f, M3) et 

(S K2 , Sf, M3) le bourgeonnement associé, on a la fonction [ r ~ pi J 

définie pour: 

p(Sf) qC Sf) 

EX (p.) 
l. 

( si p. E r; ) 
l. 

et 

[t ... pi J = le germe du bourgeon attaché à pi si p. {i. r: 
l. 

Une inverse de p(f)# , sera une application ~l : s(K
2

) --> s(K 2/f) 

analogue à ~ ci-dessus, 

Chaque fonction détermine une inverse 

définie univoquement par la condition suivante: 

, de # p(f) ' 

Pour chaque projection du type 0(1) , pi , on considère la 

factorisation de p(f) 

et le diagramme commutatif correspondant: 
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Supposons x = CJ(p.) 
1. 

tel que l'identité suivante soit satisfaite: 

# # . 
Alors b. 0 ~(~V) o ao (x) E s(K

2
1

) est sur la branche déterminée par 
1. 1. 

Cr ... p. J • On laisse au lecteur le soin de vérifier qu'une telle inverse 
1. 

existe et est uniqueo 

Pour chaque inverse '1')1 il existe un ~ 1 ( pas unique), tel que 

Enfin, si 

patible avec t est: 

t est une succession, l'inverse 11 

Soit (K
2

, f, M
3

) un 2-polyèdre singulier. Soit 

IV : I ... Diff(K
2

) 
2 

un chemin différentiable de difféomorphismes (K
2

) 
2 

... (K
2

) 2 

à support compact, tel que ljl(O) = identité., Le passage de (K
2

, f, M
3

) à 

(K 23 f o ljl(l), M
3

) s'appelle isotopie à la source 

M
3

) un 2-polyèdre singulier, R CM 
3 3 

un voisinage Soit (K
2

, f, 

de coordonnées tel que 
-1 . 

(f (R) soit isomorphe à 

( (x "" O) + (y = O), j, R) , où j est induit par les plongements canoniques, 
L-------v---··/ 
réunion disjointe 

Soit x = ljl(y, z) 
QO 

une fonction C , à support compact. Soit ft : K2 """'M
3 

défini par; ftj(K2 - (x=O)) =fl(rz2-(x = O)), (ftlcx = o)) = l'application 

(y, z) !-~·-> (tljl(y, z), y, z) , t E [O:l l] Le passage de (K
2

, f, M
3

) à 

(K
2

:1 f 1 , M3) est une isotopie au but (de première espèce ), 

Soit (K
2

, f, M
3

) un 2-polyèdre singulier, R
3 

C M
3 

un voisinage 

-1 ) 1 -1 de coordonnées; tel que (f (R
3

, f f (R
3

), R
3

) soit isomorphe à 
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Soit ft 

ft 1 (K2 

(x, z) 

: K2 ~ M3 
(t E [1, 4]) , défini par: 

ex= o) n cz s1)) iiifloo,, (ftl<<y = o) 
1 il----> (x, 0 - z) , t 

n (z :S: 2)) ::::: 1 'application: 

t E [1, 4] (ou le passage inverse) s'appellent: isotopie au but de seconde 

espèce • Quand on dira isotopie au but , tout court, il s'agira toujours 

d 1une isotopie de première espèce. □ 

Le lemme suivant représente un tournant important de ce mémoire 

Lemme 3.20: (Le lemme de l'inversion d'une projection dQespace-quotient, 

acyclique.) 

"Soit un 2-polyèdre singulier, tel que if(f) soit acyclique et; 

K 
2 p(f) q(f) 

> K/if(f) C M
3 

une séquence principale. Les 

choses suivantes seront données: 

A) On va supposer que les singularités de K
2 

sont bien présentées, 

et on se donnera une bonne présentation: K
2 

= K2 # n; # . , , . , =/1, D~ (où 

r = # s(K
2

) ) • 

B) On va se donner un 2-polyèdre singulier, difféomorphe à K
2 

(K2 , hs ®
3

(K2)), tel que: 

eo 
régulier C 

B-1) 

®3(K2) 

est le plongement naturel de dans son voisinage 

B-2) (K2 , h, Gl/KP) admet une séquence principale, consistant 

d'exactement r projections du type 0(2) non-dégénérées, Donc "±'(h) est 

acyclique et M3(h) = 0 . La séquence principale de h est, clairement, 

unigue (à une permutation des projections, près). 

B-3) 

ment (dans K
2

) 

et coupe transversale-• 
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B-4) Si 
2 

x, y E M ( f) C K2 sont distincts (x :f: y) alors: 

h(x) :f: h(y) 

C) On va se donner aussi, une succession ~ de la séquence princi

pale donnée au début du lemme, et un bourgeonnement (de la même séquence) 

compatible avec t 

p( ~f) q(~f) 

Les bourgeons seront choisis de telle manière qu 1ils ne touchent pas à M2(h) 

Ceci nous permettra de définir (par abus de langage) un "bourgeonnement" 

deux représentent la même relation d 1équivalence). 

D0 après ce qu 1on vient de dire avant, puisque r est donnée, on a, 

en même temps, une inverse de p(~f)# compatible avec ~ 

D) On se donne une résolution des singularitést 

> 83 ( ~ K2/ ~f) , (dont le seul rôle sera de rendre canoniques 

certains choix dans la démonstration du lerrnne). 

E) On se donne N plongements 2-à-2 disjoints: 

---> 

(Je rappelle que (K2)2 
<=K2 est le sous-ensemble des points qui ont un voisinage 

homéomorphe à R2 .) On va intoduire les notations suivantes: 

Soient c1 , ..... ,Ca les composantes connexes de 

(elles sont clairement en correspondance biunivoque avec les composantes 
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Ils existent des nombres: n1, •.. ,.,na • dépendant de Î(f) et 

Î(h) tels que~ 

Si N ~~ni et les nombre des lj(D
2

) qui se trouvent dans chaque 

Ci est au moins égal à ni • 11:_~~fste un 2-p~!Yèdre singulier 

(x 2 , f
1 

• e
3 

(Kp) , "(presque) canoniquement déterminé" (dans un sens qui 

sera précisé a,u cours de la démonstration) par les données A), B), C), D), 

E), F), ayant les propriétés suivantes: 

1) Ils existent N plongements 2-à-2 disjoints: 

À.' ]. 

1-1) les plongements canoniquement déterminés par À.' ]. 
, et 

quVon désigne par abus de notation par la même lettre: xi: Dz --> Kz sont 

isotopes (respectivement) à 

trouvent dans la même composante connexe de 

(donc ti (D2) 

(K
2

) z ), Les 

et À.i(D
2

) se 

À.i(D
2

) sont 

censés ne pas toucher à M2
(f) U M2(h) C K2 , ni aux bourgeons qu 9on ajoute 

à K
2 

pcmr obtenir S K
2 

On introduit la notation 

La séquence principale donnée au début du lemme induit canoniquement 

une séquence principale de (X1 , f, M3) 

p(f) q(f) 

(Il est clair qu,'on a une identité entre 11sous-ensembles 11 de 

De même, le bourgeonnement d«:mné au point C 

un bourgeonnement~ 

), 

induit canoniquement 
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Enfin, on a des difféomorphismes évidentsi 

(Remarque importante~ 1 1 isotopie entre t. et À., n 1 a aucune importance au 
l, l, 

moment initial, dans 2 
~ K2 . Mais elle peut traverser M (Sf) , donc ,f,i 

, par exemple en prenant 

nouveaux À~ ne seront pas nécessairement isotopes aux l 0 dans 
l, i 

~ K
2 

- M
2 

( f,f) ) , 

1-2) Il existe un difféomorphisme "canonique" 

) , les 

2) 

3) 

Î(f
1

) est acyclique, 

M3
(f 1) ""'0 , et M2

(f
1

) coupe transversalement, 

4) On C(Q)nsidère l 1 immersfon génériquei 

qui nous fournit un 2~polyèdre singulier: 

par une suite finie de glissements élémentaires (définition 3.20), et 

d'isotopies (à la S01urce et au but). 
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Remarque: Dans la mesure où les glissements élémentaires "ne changent rien" , 

on peut dire que f
1 

(ou plutôt la flèche p(f
1

) de la séquence principale 

de fl 

X2 --->X/f
1 

p(fl) 

est une inverse à droite pour 

5) On connnence par considérer la séquence principale de 

(X2, f 1J @3(K2)) écrite ci-dessus, Elle induit une séquence principale de 

CS x1, f 1 o p(Sf) s ®
3

<Kp) 

Il est clair que: S x1/î(f 1op(Sf)) = x
2

/î(f
1

) (égalité entre sous-ensembles 

de @
3

(K2)) , On va désigner x
2

/f
1 

= ~ x1/f
1 

o p(~f) par x
3 

, Enfin, on se 

donne une séquence principale de (~ x
1

, ~h, ®
3

(K2)) 

~ X 
1 p ( ~h) 

On remarque que p(Sh) est la même chose que: 

identité 

On a des bijections canoniques: 

qu 0on peut composer avec lu inclusion canonique: s(S x
1

/Sh) C s(X 3) , fournie 

par la définition 3,23, 
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Le diagramme suivant est commutatif: 

p ( ~f) 41= 

identité 

Il □ 

inclusion canonique 

Remarque: Le point 5) nous dit que "liinversion" construite au point 4) est 

compatible avec Pinverse (de p(~f)=fl,) , 'l1 

La démonstration du lemme 3.20 sera donnée au chapitre suivant. 

Définition 3.28: Soit (P
2

, h, M
3

) un 2-polyèdre singulier, comme dans la 

définition 3.26. On va considérer une séquence principale: 

p(h) 
> P

2
/h 

q(h) 

et la succession vide t = 0 de cette séquence. Le bourgeonnement 

(~ P2 , ~h, M
3

) compatible avec la succession vide sera appelé pourgeonnement 

total • Pour le bourgeonnement total an aura l 8 inverse totale '11 

> s(~ P
2

/~h) , compatible avec la succession vide. 11 □ 

Le lemme suivant est un sous~,produit de la démonstration du lemme 3. 20~ 

(la démonstration se trouvera au chapitré IV · ). 

Lemme 3.21: "Considérons le lemme 3.20 avec la succession != 0 . Soit 

A(p.) =A= ((x
2+y2 s: 1) n (y~ O)) l'un des bourgeons du bourgeonnement 

l. 

total ~ K
2 

, correspondant à la projection du type 0(1) , pi (composante 

de p(f): K
2

->K
2

/f ). Il est entendu que A nK
2
= (-1:;;;xS:+1, y=O) = I 

Alors: 
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a) f 1 ° p(~f)jA est un plongement 

deux bourgeons différents sont disjointes. 

M3
(f o p(~f)) n A=~ 

1 

A C GJ (K') 
3 2 , et les images de 

b) 

c) M
2

(fl O p(~f)) n A= (M
2 (p(~f)) n A) u (M2 (fl) n A) peut être 

décrit comme suit (après un éventuel reparamétrage de A)~ Il existent des 

nombres~ 

tels que~ 

2 2 2 2 c-1) ~(p(~f)) n A= (x +y = e: X ~ o, y :2 O) 0 , 

et le point~ (x = 0, y=~)= s(~ K
2

/~f) n A= s(p) (le point singulier 

de cr(~ K2 /~f) correspondant au bourgeon A= A(p) attaché à la projection 

de type 0(1) , p; voir la définition 3.26.1), 

k u 
i=l 

I 
I 

I 
I 

1 
1 
1 

c-2) 

/ 
/ 

I 
I 

f 

I 
1 
1 

/ 

= e2 ' Y :::: o) i 

A 

' 

--- ·--,.. ,, 
' 

' 
,, 

' ,,,..-.: ' , 
s(p) 'I ,, , 

I 
1 

0 € 
0 

Figure 3. 21. 1. 

' ' '\ 
\ 

\ 
\ 
1 
1 

e:l 

\ 
\ 

\ 

' 
e:2 

, X < 0 , y :?! 0) LJ 

y 

X 

- = M
2

(p(~f)) n A 

= M2
(f

1
) n A 
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A chaque arc de cercle (x 2 + y2 = e:, y~ O) (i ~ 1) correspondent deux 
1. 

projections de type 0(1) , P I p'.' i , 1. de la séquence principale 

L'ordre dans lequel p! p" 
l. ' i 

apparaissent dans le "détaillement" 

n'est pas du tout arbitraire. Je vais supposer que la notation est choisie 

de telle façon que p! apparaisse avant p~' . Soient a! ' a~' les deux 
l. l. l. l. 

bouts du segment (x2+y2 = €:) nA On va supposer la notation telle que 
1. 

p! opère sur a! et p'/ opère sur a~' 
l. l. l. l. 

Figure 3.22.2 

Les projections du type 

0(1): p!, p~' , qui 
l. l. 

apparaissent dans le 

détaillement de p(f 1) 

a" a! i 1. 

On peut construire une succession ~l de la séquence principale de 

(X
2

, f 1, S
3

(K2)) , définie comme suit: t 1 contient (exactement) toutes les 

projections p~ (pour tous les A(p) 
l. 

point ~(= a(pa.)) E ((pl_)#)-i (cr(pJ.)) 

~ = cr(pi) 

et tous les i ). Pour chaque 

(voir la définition 3.26) est~ 

Enfin, on peut supposer, sans perdre la généralité, que~ 

M
2 (q(~f)) n (x 2+y

2 
= €) = ~ 

0 

p! 
l. 

, le 

et que M2(q(~f)) n (x 2 + y2= €.) , (i ~ 1) , contient, au plus, un point, 
l. 

avec intersection transversale. 
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On introduit, pour finir, la notation suivante: pour chaque 

s(p) E A(p) on considère la projection du typ-e O(l) , unique, de 

P(p) telle que cr(P(p)) = s(p) □ 

Définition 3.29~ Soit (P2~ h, M3) un 2-polyèdre singulier. On dira que 

l I application h est excellente , su il existe une bonne présentatiom~ 

P 2 = P 2 # n! # ... , . # D~ 

telle que: 

1) hjP 2 est un plongement. 

2) chaque h ln; est un plongement et h(n;) n Mn{) = 0 (d<v1nc, 

en particulier: M
2 

(h) "" 0 , et 'lf(h) est acyclique). 

3 , M2 (h.) n D1

2
· .. • • 11 f ~ 1 , . est un interva e erme te que: 

point singulier unique s(P 
2

) n n; 
Si h est excellente, (P 

2 
• h, M) possède une séquence prinidpale 

"canonique 1
' 

q(h) 

où q (h) contient exactement: k projectü.:ms du type 0(2) (qu 0on peut 

permuter entre elles, comme cm veut). Cl 

Définition 3.30: On va consi.dérer un 2-polyèdre s;i.ngulier (K
2

, f~ M
3

) , tel 

que 'll'(f) soit acycli.que et que ,, ( f )· ; K / f ---:> M 
-i O 2 ~ . 3 soit excellente, 

On considère un bourgeonnement: (SK,2 , Sf, M
3

) , Il n 1y a plus aucune raison 

pour que q ( ~f) ~ S K/ [:Jf > M
3 

soit excellente (il y aura des problèmes 

pour les singularités cr( S K/Sf) cairrespondant aux bourgeons). On va déc.rire 

un procédé pour la. "rendre excellente" 
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On conddère un bourgeon A = A(p) (comme dans le lemme 3. 21) 

point singulier s(p) . Il existe un voisinage R CM 
3 3 

tel que R
3 

n Image (S f) puisse être décrit comme suit~ 

R
3 

lÎ Image ( S f) = (x = 0, z S: 1) U (y = O) 

de 

et le 

où (x = o, z S: 1) est R3, n (Sf) (A) , Sf(s(p)) = (o,o,o) , (y = O) ~ 

= Sf(k(y)) n R3 • (k(l; n) = k(y) EB k(x; n) est le voisinage correspondant à 

la projection p , comme dans la définition 3.15). 

On va considérer un plongement différentiable: L(p) 

1) L(p) (D
2

) c: (z > o) 

2) Ou bien: 2-1) L(p) (D
2

) Îl (x = 0, y = O) n (z s; 1) = r/J 

ou bien: 2-2) L(p) (D
2

) n (x = 0, y = O) n (z :;;; 1) = un intervalle 

fermé, ayant une extrémité sur L(p)'.(o D
2

) et tout le reste dans t(p)(int o
2

) 

On va considérer: 

[S K
2

] = S K2 ~ U L(p) (int D2) .(La réunion étant faite sur tous 

les: s(p) E cr(~ K/Sf) .) 

Il est entendu que [S K2 ] dépend du bourgeonnement S Clairement si 1 8on 

passe de (S K2' Sf, M3) à ([S K2], [Sf], M3) , où: [Sf] = Sfl[s K2) 

alors q([Sf]) est excellente. [S K2 J CS K2 est déterminé à isotopie près, 

mais pas [Sf] . Pour chaque s(p) , séparément, il est possible quuon soit 

dans la situation 2-1) (et l 8 on dit, dans ce cas, que A(p) ne déborde pa~, 

dans [S K
2
J) , soit dans la situation 2-2) (et l'on dit, dans ce cas, que 

A(p) déborde dans [S K2 J ). Cette petite marge de liberté, dans la défi

nition de ([S K2 ], [Sf], M
3

) est utile pour la suite. □ 
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Définition 3.31: Soit (P
2

, h, M
3

) un 2-polyèdre singulier, tel que h soit 

excellente (voir la définition 3.29). On considère aussi un 2-polyèdre singulier 

(P 2, f, N
3

) , difféomorphe à (P
2

, h, M
3

) (ce qui veut dire, tout simplement, 

que la source de f et de h est la même). 

On va supposer que f eth satisfont à la condition T , énoncée 

ci-dessous: ~(T) : Dans et se coupent transver~lement. 

(C'est la même chose ~ue la condition B-3 du lemmen 3,20.) 

intervalle 

On dira que h satisfait à la condition E(f) , si l'on a: 

(E(f)) : Pour chaque 2-disque 

a) 

b) 

c) 

d) 

I j C:: Dj 1 
2 

, te que: 

Ij n Ô Dj = o Ij 
2 

Ij est transverse 

M2 (h) n Dj C: Ij 

à 

2 
[ (Ij - M2 (h)) n M2(f) 

o Dj 
2 

= (/) 

(définition 3.29) il existe un 

t:l 

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la démonstration 

du lemme 3,20~ 

Lennne 3. 21.1: "Dans les conditions du lemme 3. 20, supposons, en plus, que: 

1) (K2, h, ®
3

(K2)) est excellente. 

2) h satisfait à la condition (E(f)) 

(On remarque que, de toute façon, d'après B-3, lemme 3.20, f et h satis

font à la condition (T) ). 

Alors, l'application: 

est excellente." □ 
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Lemme 3. 21. 2: "Considérons le lemme 3. 20 avec les données supplémentaires 

suivantes: 

Ci) k = (/) • 

(ii) On se donne une résolution des singularités: n1 : w
3 

-> @
3

(K2) 

La résolution TI: v
3 

--> @
3

(S K
2

/~f) (point D , lennne 3.20) est induite 

par T\ : w
3 

-> ®
3 

(K
2

) 

On considère le 2-polyèdre singulier du lemme 3.20: 

et la résolution des singularités que (ii) induit, pour ce polyèdre. 

Soient les singularités de 

On considère des intervalles fermés, 2-à-2 disjoints: 

tels que: 

1) ô I(i:.) -· 
l. 

, avec 

( 3) De même, l'image de r<x.) - G.) est contenue 
l. l. 

dans . ) 

(Ces conditions sont toujours réalisées si les I(x.) 
l. 

sont très petits.) 

Les conditions ci-dessus impliquent que, pour chaque yi il existe 

un voisinage de coordonnées R~ f
1 

(yi) C.: R~ C.: ®/KP tel que: 

Ri n Rj = ,,. i (C ) } ( -1( i) 1 -1( i) Ri) 3 3 VJ ,R3= xi,yi,zi ,et fl R3,flfl R3, 3 est 

isomorphe à ((x. = O) +(y.= O), j. , R1.
3
·) où j1.. est induit par les 

~ l. 
réunion disjointe 

plongements naturels. On peut supposer que: 
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M2 (fl) n fî1
(R~) c: (x. = O) 

+ 1 

; (fl) 
-1 i 

C: (y. = o) n f
1 

(R
3

) 
l. 

f/yi) = (o, o, o) 
' 

et que 

la partie (xi= yi 

I(x.) n f- 1 (Ri) 

= o) n (z. s:o) 
l. 

de (x. = O) est exactement 
l. 

1. 1 3 

Pour chaque 

spécifiée) le bourgeon 

x. on va ajouter à (x. = O) (donc à la branche 
l. l. 

S(x.) = (z. = O) n (x: + Y: S: 1) n (x. ;;:: O) 
l. 1 l. l. l. 

Ceci nous donne, par bourgeonnement, un nouveau 2-polyèdre singulier: 

(S x2' S fl ' ®3 (K2)) 

où (~ fl)-l (R~) =((xi= o) EB S(xi)) + (yi = o)) 

Dorénavant, toutes les séquences principales considérées pou! 

(S x
2

, ~ f
1

, ®
3

(K2)) vont commencer par r projections du type 0(1) 

, telles que CJ(P.) = X. 
l. l. 

et gue 

et par les projections du type 0(1) : P(p) (lemme 3. 21), où p parcourt le·s 

projections du type 0(1) de la séquence principale: 

p(f) q(f) 

Sous ces conditions, il existe une succession 

3.21 et: 

i:2 - I:l = ( (Pi , le germe du bourgeon 

b 
2 

de 

□ 

Ce lemme est trivial, mais les notations qu'on y utilise seront très utiles, 

Maintenant, on va itérer la construction du lemme 3.20: 
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Lemme 3,22: (Le lemme de l'inversion de l 1 inverse): 

"Considérons les conditions du lemme 3.20, avec les précisions supplémentaires 

suivantes: 

donc le bourgeonnement ([3K.
2

, Sf, M
3

) 

est total, 

(définition 3.29). 

c1) h satisfait à la condition E(f) (définition 3.30.1). 

n
1

) On se donne une résolution des singularités: TI: w
3 

-> @
3

(K
2

) 

qui va induire, canoniquement, toutes les autres résolutions de singularités, 

dont il sera question dans ce lemme. 

Alors, on peut appliquer le lemme 3,20, de telle façon que: 

I. On pourra choisir les l/D 2) du point E ) (lemme 3. 20), de 

telle façon que parmi les ti(D
2

) se trouvent tous les L(p) (D
2

) (où p 

parcourt l'ensemble des projections du type 0(1) de p(f) ) (voir la 

excellente. 

IL En plus~ 

est aussi excellente. Ceci, il faut le remarquer, nHest ggg du tout une 

conséquence du point précedant. Les -l. 
' À. (lemme 3.20) ne sont ~ 1. l. 

isotopes dans K2 - M2(f) 
' 

ce qui fait que les sous-espaces de S K/Sf 

ne sont ~ les mêmes (même à isotopie près). (Le point I est inutile 

pour la suite; c 0est II qui est utile), 
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III. Dans S K/ Sf on va considérer 

µ C q ( Sf) , cr( S K/ Sf) ) c: ~ C q ( Sf) ) 

la réunion des branches correspondantes aux singularités s(p) E cr(S K
2

/Sf) 

(définition 3.26.1). 

Alors, dans S K~/Sf , on a: 
L. 

(µ(q(Sf), cr(S K2/Sf)) - p(Sf) (ct(S K
2 

- K
2

))) n ~(f
1

) = f/J 

Cette conditions, veut dire que, en dehors des bourgeons, 

IV" On commence par établir une notation utile pour la suite: 

Si (P 2 , g, N
3

) est un 2-·polyèdre singulier; muni d'un résolution des singula

rités, et tel que: M3 (g) = (/) , î(g) est acyclique, on va désigner, pour 

chaque x E s(P
2

) 

2 
fiée), de M+(g) 

2 
, par µ+(g, x) G:M+(g) la branche (spécifiée, ou non spéci-

correspondant à x . De même, par définition: 

" 
!-!/g, x) = µ+ (g, x) U (x} 

Ce qui suit est important: 

Il existe une suite d 1 isotopies au but, de seconde espèce (défini-

tian 3.27.1), de supports 2-à-2 disjoints, qui nous font passer de 

ayant les propriétés suivantes: 

(a) Si x E s(x
2

) , on a: 

o µ_(q 1(Sf), x) E int (X2)
2 

et: 

o µ+(q 1(Sf), x) E o x2 
2 (b) µ_,(q

1 
(Sf), x) n M (f

1
) = (/) • 

(c) M
2

(q
1

(Sf)) n [et(~ x
2 

- x
2

) + 

(voir le lemme 3.21.2) 

UI(x.)]=f/J 
. l. 
l. 
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V. On considère maintenant (~ x
2

, S f 1 , . l@/K2)) . On peut 

appliquer de nouveau le lemme 3.20 à ce polyèdre de telle manière que les 

données A, B, C, D, E du lemme 3.20, deviennent A', B1
, C1

, D', E 1 ci-dessous: 

(on remarque, aussi que la construction du lemme 3.20 dépend, une fois A, B, C, 

D, E donnés, du choix du bourgeonnement compatible avec la succession du 

point C • et du choix des entiers €. de la démonstration du lemme 3.20; 
l. 

ces deux choix seront précisés dans la démonstration du lemme 3.20): 

A1
) On remarque que: s(S x2) = s(X 2) 

On se donne une bonne présentation des singularités de ~ x2 , ce qui est 

possible, puisque q(S f) : x2 --> M
3 

est excellente: 

~ x
2 

= ~ x
2
1 # ;:} # # tl 2 ' '' '' 2 

Sans perte de généralité: B-1, B-2, B-3, B-4 sont satisfaites (ou 

plutôt leurs analogues). 

C 1 ) La succession choisie pour la séquence principale (lemme 3.21.2): 

------> Gl/KP 
q(S fl) 

(et qui joue le rôle de ~ ) , est I:
2 

du lemme 3, 21. 2. Ceci nous donne un 

bourgeonnement, qui n 1 est pas total: (qui sera bien précisé dans la démonstration) 

et une inverse de , On remarque que les 

bourgeons S1 et i sont disjoints. 
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D1
) La rfsolution des singularités (point D, lennne 3,20) sera 

induite par IT: w
3 (point n

1 
, ci-dessus). 

E O
) Le nouveau N sera déterminé au cours de la démonstration, 

On aura des plongements , analogues aux (lennne 3,20, point E ), 

Ceci va nous donner des plongements différentiables: 

et: 

tels que À.. 
l. 

soit isotope à (dans ) et que les 

-
(respectivement les ti(D

2
) ) soient 2-à-2 disjoints, 

On va introduire les notations: 

y = ~ x2 1 

yl -· ~ X,,, 
L 

La construction (c 0est-à.-dire 1°itération du lerrnne 3,20) nous donnera un 

2-polyèdre singulier: (Y2 , gl" M3) , muni d 1un difféomorphisme canonique: 

1 Yz 131 y 1 / 131 ~ f 1 

Tout ceci peut être réalise de telle manière que: 

1) On peut passer de (~ x1 - U À
1 

(int D
2

) , ~h, ®
3

(K2)) à 

(~X 1 - UÀ/int D2), f 1 <> p(~ f) , ®3(K;P) , par un nombre fini de glisse

ments élémentaires et d 0 isotopies (à la source et au but), 
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2) On peut passer de (S 1 Y
1

, S
1 

~ q
1

(Sf), M
3

) à 

(~ 1 Y1 , g1 ° p(~ 1 ~ f 1), M3) par un nombre fini de glissements élémentaires 

et duisotopies (à la source et au but). 

3 est acyclique et M (g
1

) = 0 

5) On peut appliquer une suite d'isotopies de seconde espèce, (au 

(y2' ql(Sl ~ fl) ' ®/KP) tel que: 

5-1) (Y2' ql(~l ~ fl) @
3

(K2)) , possède une séquence principale 

consistant seulement de projections du type 0(2) dégénérées. 

6) Considérons l'inclusion canonique: 

s(X2) = s(Sl yl) ~ s(Sl yl/Sl ~ ql(S f)) ~-----:il>~ 
i 

fournie par le point 2), ci-dessu8-,,.- Alors: 

6-1) L 0 application: 

i 

J 

est injective, 

6-2) Pour chaque x E s(X 2) on considère i(x) E s(Y 2/g 1) 

J(x) E s(Y
2

) et C\ (x) , 1 1unique bout de µ+(q(g
1

), i(x)) , On a 

une inclusion naturelle j 
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notations, la condition 6-2) dit que: 

6-2-a) j a. (x) E int(Y
2

)
2 

(donc: 

j a+(x) E o Y2) 

6-2-b) Considérons la décomposition: 

s(x
2

) = s
1

(x
2

) + s
2

(x
2

) 

(s
1

(x
2

) n s
2

(x
2

) = ©) , définie comme suit: 

x E s
2

(x
2

) si et seulement si les deux conditions suivantes sont 

satisfaites: 

(ii) Parmi les deux branches de x2 autour de x celle qui 

correspond au bourgeon (du bourgeonnement S , contenant x ) n°est ~ 

spécifiée, 

point où y 
2 

ne soit 

sur 1°unique intervalle fermé contenu 

d 0 extrémités J(x) et j a./x) il existe au moins un 

~ variété de dimension 2, 

est une variété de dimens:l'..on 2, 

7) On a: 

o M2(S + 1 ~ fl) C:: int (Y2)2 et: 

è M=(S1 ~ fl) ç; è y li □ 2 

Ce lemme contient un morceau important de la démonstration du 

lemme fondamental, Il sera prouvé au chapitre suivant, 

Les deux applications successives de "l'inversion" (lemme 3.20) 
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nous donnent, en définitive, le diagramme commutatif suivant: 

I2 
p(f) 

> k
2

/f 

l 
S k2 

PC Sf) 
> S k/Sf 

p(fl) 
> ( ~ kî~f) /fl 

l se Sk/ ~f) = yl >Y/~f 
l 

p(S fl) 

S1 yl > S1 Y1/S1 ~ fl = y2 > Y/gl 
p( ~l ~ fl) p(gl) 

Toutes les flèches verticales sont des inclusions canoniques, engendrées par 

bourgeonnement, et ne diffèrent de 1°identité que par quelques collapsings 

(effondrements), dans le sens de J.H.C. Whitehead. D'autre part, la composition 

de deux flèches horizontales consécutives est, aussi, "presque l'identité" 

dans le sens plus subtil du lemme d'invariance par rapport aux glissements 

élémentaires. Plus précisément f
1 

o p(Sf) et g
1 

o p(S
1 

~f) sont obtenues, 

par glissements élémentaires à partir d'applications qui sont 11presquen 

p(fl) est 111 u inverse" de P ( Sf) et p(gl) est "l'inverse" de 

p( S1 ~ fl) (qui est "presque" p(fl) ). Donc p(gl) est, du point de vue qui 

nous intéresse ici "presque" la même chose que p(f) 0 Mais on s'est 

débarrassé des points triples! 

Avant de pouvoir utiliser ce lemme on doit développer une technique 

d'invariance par rapport à la chirurgie. 
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3.6) Une technique de chirurgie ( "surgery") en dimension 3: 

Notre démonstration utilise trois techniques différentes: le foncteur 

d 0 épaississement (paragraphe 3,2), l 1 inversion d 1une projection acyclique 

(paragraphe 3.5) et une certaine technique d'invariance par rapport à la 

chirurgie qu 1 on va exposer maintenant. 

Lemme 3.23: (Premier lemme d 0 invariance par rapport à la chirurgie): "On 

considère la paire canonique: 

(2 Tp 
3 • Tp) = (p # (S 

3 1 
X s

2
) • p :fi= (Sl X D

2
)) j la paire (S3, 

définiè par l'inclusion: Sl X D
2 c:: (Sl X D

2
) U (D

2 X sl) = o(D2 

= o D
4 

= s3 , et la somme connexe de paires: 

(2 T~ ; T~) # (k :fi= (s
3

, s1 X D
2

)) = 

= (p # (sl X S2). [p #(sl X D2)] # (Sl X D2) :fi=.,, # (Sl X D2)) 

k fois 

Par définition: 

T p • k = [p #= ( S l X D 2 ) ] # ( S l X D) , # . ,, . , :fi= ( S l X D 2 ) ') 

\...._-~ 

k fois 

Sl X D
2

) 

X D ) = 
2 

où la notation veut dire que les derniers k facteurs (s 1 X D
2

) sont 2-à-2 

disjoints dans 

deux-à-deux disjoints: 

On considère une famille de cercles différentiables 

qui coupent o T k transversalement, et tels qu 0 ils existent des anneaux p, 

singuliers plongés dans p # (s
1 

X s
2

) 

F. 
l. 

avec les propriétés suivantes: 
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a-1) 

a-2) 

a-3) Fi est transversal à 

(donc 

o T k p, 

p. = 0 (mod 2)). 
1. 

se coupent transversalement dans o T k , p, 

en particulier: 

si if j f k fi 

a-5) •Si i 'f j 

(Image Fi) n (Image Fj) = Fi(s 1 X 1) n F/S 1 X 1) 

On désigne maintenant par le j-ième facteur 

parmi les derniers k facteurs de T p,k ' 
et par: 

(sj = 
3 

sj 
1 

X Dj U Dj 
2 2 

X Sj · 
l' 

sj 
1 

X Dj) 
2 la paire (S3, Sl X D

2
) correspondante, 

On va supposer que sj 
3 

est collé à [p # (Sl X s
2

)] par un 3-disque 

63 = 81 , qui a en commun avec Si X n1 exactement un 2-disque 

62 = ô 6
3 

n o ( s{ x n1) = 63 n c s{ n n~) , Dans à l'extérieur de 

on va considérer certains sous-ensembles, décrits ci-dessous: (voir la 

figure 3.23) 



On prend des points: 

a. E sj et 
J 1 

I 
j 

- 191 -

Figure 3,23 

b. E o Dj 
J 2 

8. 
J 

Par définition: 

x) = sj X b. C 0 (Sj X D~) 1 1 J 1 

ô. = a. X Dj C Sj X Dj et: 
J J 2 1 2 ' 

€, = Dj X b. C Dj X Sj 
J 2 J 2 1 

On va diviser ~j 
1 

en deux arcs, d'extrémités 

tj = I i + I" avec: 
l J J ' 

I ! n I'.' = o I ! = 0 I'.' 
J J J J 

tels que: a. X b. E int I'.' 
J J J 

X b. 
J 

~l = o €. 
j J 

I" 
j 

corrnnunes: 
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On se donne aussi un 2-disque: 

tel que: 

xj n o c si x n1) = o xj n o( si x n1) = I J 
et que XJ· coupe o(Sj X Dj) transversalement, 

1 2 

Par définition: I. = o X. - int I! 
J J J 

Après toutes ces données de "caractère local" , on considère des 

disques de dimension 2 

11 C:: T j p,k 
( j = 1, , , , , , , k) 

deux-à-deux disjoints, tels que: 

b-1) 'l1_j n 0 T 
p,k = 0 11. et 11j coupe o T p,k 

transversalement, 
J 

b-2) 'l1_j n < u I. + U [a. X b .. }) = </J 

i l. i l. l.' 

b-3) ~ n I~' = 
l. 

</) si j "f i et 11j n I'.' consiste exactement d'un 
J 

seul point d 1 intersection transversale, 

b-4) 'l1_j coupe ôi, ~ transversalement, chaque composante connexe 

de 1 1 intersection étant un intervalle fermé, 

On va supposer aussi que: 

c-1) 11j , ôj , Xj coupent c,C,((Image Fi) n (int Tp,k)) trans

versalement, suivant des intervalles fermés du type Fi(x XI) , avec 

X ES. 
l. 

tels que la projection d 1 espace-quotient: 

TT. 
l. 

opère trivialement (c 1 est-à-dire ne tue rien), sur x XI En dehors de cela 

11. n (Image F.) (respectivement ô. n (Image F.)) , consiste d'un nombre fini 
J l. J l. 

de points d'intersection transversale avec c,C,((Image F.) - T k) 
l. p' 
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c-2) (int 8.) n (Image F.) = (/J 
J 1. 

(Donc XJ· n (Cl( (Image F.) - T k)) = (/J et 
1. p' 

0 

E:j n (Image Fi) C C-l((Image Fi) n Tp,k)) ). 

c-3) Si i 'f k 

(Image F.) n (Image Fk) n ri. = 
1. J 

= (Image F.) n (Image Fk) n ô. = 
1. J 

= (Image F.) n (Image Fk) n x. = 
1. J 

= (Image Fi) n (Image Fk) n ej = (/J 

( '1\ n ôk) n (Image F j) = ( 'f\ n 'Xie) n ( Image F . ) = 
J 

= ( 'f\ n 8k) n (Image F j) = (/J • 

Enfin, on se donne encore q cercles différentiables 2-à-2 disjoints: 

=1 -2 -q 0 

1-, r , ..... , r CT k , tels que: 
P, 

d-2) On considère des anses d 1 indice 2 

correspondant aux • On remarque que 

(plongées dans 2Tp 
3 

) 

(2T~ ; Tp,k + (êJ?2(e 1)) + ..... + (êJ?2 (ek))) est difféomorphe à la paire cano-• 

nique (2T~:, T~) , ce qui nous permet de définir l'involution canoni~ 
, J 

2(Tp,k + (êJ?2 (e 1 )) + ... ) = 2 T~ ~ > 2 T~ = 2(Tp,k+ (êJ?2 (E\))+ •• ,) 

dont l'ensemble des points fixes est: 

On va supposer que: 

J 'fl n (Image F.) = (/J • 
J 

(Comme conséquence directe de la définition, on a aussi: ). 

Si toutes ces conditions sont satisfaites, ils existent des ensembles finis: 

E:.c:s 1 (i=l,, .• ,q) ,telsque: 
l. 



e-1) TT. 
l. 

Ei X I C s1 X I 
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> (s 1 XI) opère trivialement sur 

pi 

(Ceci nous permet de considérer 1 1 inclusion: Ei X I C (s 1 X I) , ) 
pi 

e-2) Il existe une décomposition: 

E . = E ! + E ~• , E ! n E ~' 
l. l. l. l. l. 

telle que F/EI XI) CTp,k, F/Ei'. XI) ccl(ZT~-Tp,k) 

e-3) F.(E. XI) n (Image F.) = (/) si i 'f j 
l. l. J 

e-4) On applique à (p #= (s 1 X s
2

) ; T p,k 
U Image F.) 

l. 
i 

l'opération A
1 

de support U (E. X I) (définition 3.18.1). Ceci nous donnera 

des anneaux singuliers: 

G. 
l. 

i 
l. 

(i=l,.,,,q; p'. = p.+ 2 (le nombre des éléments de E.) ), tels que 
l. l. l. 

Gi(s 1 X 1) = Fi(s 1 X 1) , et pour lesquels toutes les propriétés ci-dessus 

restent valables, quand on remplace "F." par 
l. 

a-1), (Ceci est une condition imposée aux 

La condition e~4) est que: 

r1-n ô. = r1-n ri. 
J J 

= r1-n e. = (/) 
J 

G. 
l. 

"G. Il 
l. 

, sauf bien entendu 

). On pose: 

e-5) En considérant les ôj (r)j) comme des anses négatives 

(d I indice 2), on a un difféomorphisme de triples, valable pour tout q1 S q 

+ J r1) = 
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induisant l'identité sur 

-1 + -r 1 _ql+l 
1-+..... + .••.• +1r 

e-6) Supposons que, en plus de toutes les choses qu'on s'est 

données, on ait: 

e-6-1) î\j n "><:ï. = (/J 

e-6-2) ci n T\. = ci 
J 

Alors: E. = (/J " □ 
l. 

Remarque: La supposition: 

J ri- n ( Image F' • ) = (/) 
J 

n ô. = 
J 

n'enlève rien à la généralité, puisque 

(/) 

collapse sur T +(ili2(e:1))+ p,k . On l'énonce tout de même, pour la 

commodité de l 1 exposé. 

La démonstration sera donnée au chapitre suivant, 

Lemme 3.24: (Second lemme d'invariance par chirurgie): 11On va considérer 

un 2-polyèdre singulier: (K2, f, P
3

) , tel que s(K 2) = (/J 

un plongement, et aussi, le 2-polyèdre singulier (K2, f 1 , P
3

) 

et que f soit 

obtenu comme 

suit: On part de s exemplaires du modèle local j(k 2) : k2 -> R
3 

(définition 3.6) et l 1 on fait la somme connexe: 

= 

# k; ' f'' P 3) = 

Res =R U(c:o)) 
' 3 3 3 

On considère aussi la séquence principale: 

K' = K 1 /f 1 

2 2 
----> K2/î(f 1 ) 

q(f') 
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qui consiste exactement de s projections du type 0(2) dégénérées 

(définition 3,16; ceci veut dire que chaque branche de M2(f') C:K' est un 
2 

intervalle fermé, ayant une extrémité dans s(K 2) , l'autre dans o K2· ). 

On se donne une résolution des singularités: TT v
3 

---> ®
3

(K2) 
On va étendre (un peu) K1 

2 en considérant: 

Dans K" 
2 

on considère m anneaux singuliers plongés: 

2k. (Sl X I) 
]_ 

on: i = l, ....• ,m k. E fo, 1, 2, ..... } 
]_ 

On va suppoRr que: (s
1 

XI) n o K2 = s
1 

X O (qu 1on va désigner par Yi ). 
2k. 

]_ 

De même,. on va désigner par r. 
]_ 

On va supposer aussi, que, pour un certain m ~ m , ils existent 

encore m - m "cercles différentiables" 

(i = i + l, ...•. ,m), disjoints les uns des autres, et disjoints des autres 

(i=l, ..... ,m). 

On va supposer que les Yi se coupent transversalement dans ô K2 
(en particulier que Yi n Yj n yk = (/J ) et que: 

(sl XI) n (Sl X I) = y. n y. (si i :/= j) 
2k. 2k. 

]_ J 
]_ J 

r. 
]_ 

Les points de Yin yj (i :/= j) seront supposés disjoints des sous-ensembles 

de Ku 
2 

considérés plus loin, et désignés par: 

On va supposer que: 
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Ceci nous permet de définir canoniquement le triple~ 

m 

(@4 (®3 (K2)); V3' ~ 
i=l 

r. ) , 
1. 

où il est entendu que et que r. 
1. 

coupe 

transversalement de "la même manière" qu 1 il coupe 

On va supposer que: 

2 ri n M + cf , ) = 0 

et (Zk. (s 1 X I) -
l. 

A Cause de 0°-1), 0°-2) t d'f" · . t 1 t. 1 _ on peu e 1.n1.r canoniquemen e r1.p e: 

où il est entendu que r. 
l. 

coupe o@ (K) 
3 3 

de la même manière qu'il coupe 

On va considérer, enfin, un 2-polyèdre singulier (K2, <p, P3) 
difféomorphe à K2 , ayant les propriétés suivantes: 

1 °) 'f(<p) est acyclique. 

2 o ) M3 ( <p) = 1/) 

Considérons les branches M!(f 1
) 

résolution des singularités . On va supposer que: 

5°) La relation d'équivalence 'f(<p) opère trivialement 

(c 1 est-à-dire ne tue rien) sur chaque: Zk. (s 1 XI) n K; . Plus explicitement, 
l. 
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on va supposer que: 

2 k. ( S l X I) n M! ( <p) = (/) 
l. 

et que (s 1 XI) n M=(<p) cK 2 , consiste d 1un nombre fini d 1 intervalles 
2k. 

l. 

fermés, ayant une extrémité sur , l'autre sur 

Cette dernière condition, implique, en particulier, que: 

M
2 

(<p) n cl (2k. (sl X I) - Kp = </J 

1. 

6°) On commence par remarquer que les conditions 1°, 2° (ci-dessus), 

impliquent que les applications: 

des bijections, quand on leur applique le foncteur TT = composantes connexes. 
0 

En plus, si x E s(K 2) et t(x) C:~(<p) est la composante connexe qui lui 

correspond, on peut décrire î(<p) ll(x) de la manière suivante: il existe un 

graphe 

1 

J 

Fig. 3.24 

X+ C: M!(<p) 
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fini connexe et acyclique X= X(x) 3 x, tel que x soit un bout de X , 

(par définition un point p ET , où T est un graphe, est un bout si 

H
1

(T mod (T - p)) = O) , On a aussi: 

i) (X, x) V (X, x) = ( -t(x) ,x) où V désigne le "wedge" des 

espaces avec point base (X, x) et (X, x) 

ii) cplt(x) : t(x) --> cp(t(x)) est isomorphe au "folding map11 

----> (X, x) 

Dans cette description l'un des deux facteurs (X, x) appartient à la 

branche spécifiée de 
2 

M (cp) , l'autre à la branche non spécifiée, On va les 

désigner, respectivement, par: X+= X+(x) et X = X (x) . Enfin, on va 

considérer les bouts de cp(l(x)) C KY'lf(cp) '{i..x), p/x), • .,, pk (x) 

La condition 6°) sera la suivante: 

Pour chaque bout 

ai (x) E M!(cp) et 

bi (x) E ô K2 

p. (x) 
1. 

b. (x) 
1. 

on considère les deux points de 

E M= ( cp) , On va demander que et 

7°) En plus, on va supposer qu'ils existent des arcs différentiables 

\Îf/x) : I ---> K2 i = 1,,,.,k , deux-à-deux disjoints (et disjoints pour 

les différents X 
r ç s(K 2) ) ' tels que: -1 ) \J\ (x) ( o K2 = 1 

\Îfi(x) coupe ô K2 transversalement, o/. (x) [o. 1) C (K2)2 \ÎI. (x) (O) = a. (x) 
1. • 1. 1. 

\ÎI. (x) (I) n M2 
(<.p) - a. (x) et: 

1. 1. 

(voir la figure 3,24, ci-dessus), 
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Les conditions 4°, 5°, 6°, ci-dessus, font que les r. 
J 

sont définis d'une 

manière canonique dans 2 @
3

(K2/î(~)) . On supposera (ce qu'on peut faire 

sans perte de généralité) que rj coupe o @
3

(K2/î(~)) transversalement, de 

la même manière que r. 
J 

dit que: 

coupe à K1 

2 
. Sous ces conditions, le lemme nous 

Il existe un difféomorphisme: 

<2 e3CK2) ; e3CK2)• ~ri)= 
1 

I: r, ) Il □ 
i 1 

La démonstration sera donnée au chapitre suivant. Cette démonstration va 

utiliser, entre autres, plusieures définitions élémentaires, qu'on donne, 

pour la commodité de l'exposé, ici: 

Définition 3,32: 

Soit r un arbre c'est-à-dire un complexe simplicial de dimension 1, 

connexe, simplement connexe(= contractible) et compact. 

Pour tout "point base" x Er il existe une relation d1ordre canonique 

w(r, x) définie sur r comme suit: sur chaque intervalle fermé plongé 

i : [o, 1] e;.,_ ___ > r , tel que i(O) = x, w(r, x) 1 i [o, 1] est l I ordre 

linéaire naturel, □ 

On remarque facilement la chose suivante: si g: P2 --> M3 est 

un 2-polyèdre singulier, tel que î(g) soit acyclique, x E s(P 2) et 

-l(x) c ;r2(g) est défini comme dans le lemme ci-dessus, alors l'ordre 

w(-l(x), x) peut être caractérisé comme suit: On considère une séquence 

principale: 

1 
Pz--> p2 

go 
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Alors, si a, b E t(x) on a: 

a <. b (par rapport à w(t(x), x)) 

si et seulement si a et b sont tous les deux dans 

deux choses suivantes arrive: 

A) ou bien ils existent des indices i < j 

2 
~(g) , et l'une des 

tels que 

B) ou bien il existe un k tel que: 2 a, b E M (k) et a sépare b 

La démonstration du lemme 3.24 et 1 1 exposé qui suit, dans ce chapitre, vont 

utiliser, entre autres, la définition suivante: 

Définition 3.33: Soit r un complexe simplicial fini, de dimension 1. 

Un fibré singulier de base r , est un complexe simplicial de dimension deux, 

E , muni de deux applications: 

r---> E 
i 

-----> r 
p 

telles que: p O i = identité (sur r ). En plus, les conditions suivantes 

sont imposées: 

a) Si U C:: r est un ouvert (de r) homéomorphe à (O, 1) alors: 

-1 u -----> p u --------,> u 
1 1 

-1 
i u p p u 

est isomorphe à: 

(O, 1) -----> (O, 1) X [-1, +l] ------> (O, 1) 
X 0 

(où la seconde flèche est la projection canonique sur le premier facteur et 
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le première est l'application (O, 1) 3 t ---> t X O ). 

La même chose est supposée vraie pour des ouverts isomorphes à 

Co, 1 J ou à [o, 1 J 

b) Si XE r est tel qu'on ait l'inégalité: 

# -lk(x, r) = [dim, H
1 

(r mod (r - x); Z) + 1] > 2 
z 

alors: 

star (x, r ) -1 
--i-> p (star (x, r)) ----> star (x, r ) 

p 

est isomorphe à 1uun des deux modèles suivants: 

Le modèle A 

star(x, r ) ----> star(x, r ) X [-1, X 1] ----> star(x, r) 
X 0 

et, dans ce cas, on dira que x est du type A 

➔~ 

Le modèle A 

-1 p (star(x, r ) ) est un "voisinage régulier 91 N = N(star(x, r), R
2

) tel 

que star(x, r) n o N = lk(x, r ) , correspondant à un plongement linéaire 

star(x, r ) c R
2 

; , ( i est 1 u inclusion canonique, p la retraction 

"canonique") (voir figure 3, 33) 
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Figure 3.33 
. ➔~ 

Le modèle A 

-1 
p (y) 

➔~ 

Dans ce cas on dira que x est du type A • Il n 1y a donc qu 1un nombre fini 

de fibres exceptionnelles (# [-1, +l ]) , juste au-dessus des sommets de r, 

au voisinage desquels r n'est pas. une variété. 

Si X Er et P-l(x) CE est la fibre au-dessus de X 
' 

le ---
-1 -1 

l 1 ensemble des p-l(x) bord op (x) c: p (x) est bouts du graphe 

Le bord ô E de E , est, par définition~ 

On va considérer des voisinages réguliers orientables , de dimension 3, 

de E : N , tels que E n o N = o E et que E rencontre o N transversalement. 

Avec ces conditions, la paire (N, E) est déterminée, à isomorphisme près, 
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Définition 3.34: Soit 5 un fibré singulier de base f 

f--->E 
i 

-----> r 
p 

Le dual de ; est le fibré singulier de base r 
➔~ r -➔-~ -> E --➔-~ --> r 

i p 

défini univoquement par la condition suivante: 

* * Soient N, N les voisinages réguliers orientables de E , E . Il 

➔~ 

existe un isomorphisme h: N -->N qui rend commutatif le diagramme 
~ 

suivant: 
h ➔t 

N -------> N 

i~ /* 
r 

et tel que: 

➔~ ➔• a) h(E) nE = h(i(f )) = i (r) 

➔~ 
b) h(E) et E se C<;)upent transversalement. 

p-l(x) 
➔, ➔~ ~1 ➔~ 

Si est du type A(A) , (p ) (x) est du type A (A) . On a 

➔•➔~ ➔~. 
aussi ~ = ~ • (Par définition, dorénavant: A = A) □ 

Exemple: Soit (K2 , f, M3) un 2~polyèdre singulier, tel que M3(f) = (/J 

et que î(f) soit acyclique, Soit r la fermeture d 1 une composante connexe 

de M2(f) . f- 1(f f) consiste de deux exemplaires de f "disjoints" , 

dans K2 • Les "voisinages réguliers" de ces deux exemplaires, dans K2 

sont des fibrés singuliers duaux. 

(On laisse au lecteur le soin de faire 1°assertion la plus général possible, 

dans ce contexte, quand M3(f) f, r/J et î(f) n'est pas acyclique, mais M
3 



..,, 205 -

est orientable; on n 1 en aura pas besoin d'ailleurs). 

Lemme 3.25: Soit r un arbre, et p(r) cr 1 1 ensemble des eoints de 

ramification de r (c 8 est-à-dire des points z Er tels que 

dim H1 Cr mod cr - z), z) ;a: 2 ), 
z 

Soit x E o r un bout de r et w(r, x) la relation d I ordre sur 

r, de la définition 3.32. 

Il existe une filtration de r 

c: r = r , 
r 

où r = # p(r) ayant les propriétés suivantes: 

0°. 1 est un intervalle fermé ayant x comme 1 1une de ses 
0 

extrémités. 

1°. Si x 1 Er. et x 11 Er est tel que: x"<x 1 (1.1.J(r,x)) 
l. 

alors x" E r. 
l. 

2"'. Chaque r. est un arbre et 
l. 

est un arbre tel que :fi, p( y i +l) "" 1 

n à r, = un point unique quDon va désigner par 
1, 

). 

La démonstration est triviale (et la filtration n°est pas unique). 

Il suffit de considérer la restriction de 1uordre partiel w(r, x) à 

l 1 ensemble fini p(r) et duéliminer successivement des éléments maximaux, 

e.a.d.s. □ 

□ 

Une fois qu'on a compris la démonstration du second lemme d'invariance 

par chirurgie, on peut passer à la généralisation suivante: (qui est essentielle 
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pour la suite): 

Lemme 3.26: (Troisième lemme d 1 invariance par chirurgie): non va se placer 

dans les mêmes conditions qu 1 au début du lemme 3.24, en considérant: 

(K 8 = K 2 2 
# -1 

k2 # ....• # k; , fi 
' P3) , TT ; v3 > ® (KO) 

3 2 

(Sl X I) 
' Yi, r. , (Kz, <p, pu) 

' 
avec les conditions 0°-1), 

2k. J 3 
]. 

1°), 2°), 3°), 4°) (du lemme 3.24). (Donc, en paxticulier: 

(à® ( ® (K ) ) 
4 3 2 

sont définis d 1une manière naturelle.) 

comme au point 6° du lemme 3.24. On va désigner 

et 

X(x.) 
]. 

par t-

' 
les 

0°-2), 

(ne pas con-

fondre avec ½_ c ô (s 1 XI) !), la branche spécifiée par r:!:. , la 
2k. 

]. 

branche non-spécifiée par f- . Les voisinages 11réguliersn de r! r1-
dans K2 , sont les espaces totaux de deux fibrés singuliers duaux: 

~i t'- = r!. > Ei. > r! 
➔~ ri r1---> (Ei) 

➔~ -->r1 ~- == 
1 

On va considérer une certaine décomposition: 

s ( K2 ) = S l U S 
2 

, S l n S 
2 

= (/) 

telle que: pour les xi. E s1 les conditi«:»ns 5°, 6°, 7° du lemme 3.24 soient 

satisfaites. 

Pour les xi E s2 on v·a remplacer 5", 6°, 7° ~ par 8°, 9°, 10° , 

ci--dessous: 
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8°) (qui contient une partie de 5°): La relation d'équivalence î(~) 

opère trivialement sur chaque ( s
1 

X I) 
2k. 

f- n (s
1 

XI) consiste d'un 
2k. 

] ] 

nombre fini d'intervalles fermés, disjoints, qui sont, ou bien comme au point 

5°, du lemme 3,24, ou bien, avec une extrémité sur rj , l'autre dans 

int (s
1 

X I) 
2k. 

] 

On a donc, de toute façon, comme au point 5°: 

9°) Si , on va supposer que possède toujours des 

fibres du type A , On va désigner par pA(f-) (respectivement par 

PA ➔~(f-) ) les points de p(f-) qui sont du type A(A ➔~) pour le fibré 

s. < s~}) 
1. 1. 

ensemble 

Pour chaque r! , on va construire (d'une manière non-univoque) un 

non-vide Yi Cor! - xi , de la manière suivante: On part d 1une 

filtration: 

C (f-) = :r1-+· 
r. 

1. 

comme dans le lemme 3,25. On considère, aussi, (voir toujours le lemme 3.25): 

(t'-).) 
] 

On va désigner par p~ , l 1 unique point de 
J 

i p(y.) 
] 

i i i va choisir un bout a. E ô y. - €. 1 , Dans 
] ] J-

t-
i i 

Pj(l,l), Pj(l, 2 )'"'""'""" les points de 

(dans pA(r1-) par rapport à la relation d'ordre 

3.32). Pour chaque: 

. Pour chaque 
j 9 on 

, soient 

sont minimaux 

, de la définition 
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(j = j(l, 1), j(l, 2), ••••• ) 

on définit l 1 arbre: , par: 

z E r(S) ~ z ~ S (par rapport à ) . 

Dans ô r(S) - S = o rcs) no t'- on définit un ensemble E(S) , connne suit: 

On connnence par considérer les qui sont dans 

i i 
Y. ~ .... qy. (jl <j2< ..... <jp)" 

J l Jp 

Dans U o y~ on définit un ensemble E(~) connne suit: 
k 3k 

cm a.: 

a.) S E E(S) 

b) Si ( U ô i ) n E( p) est déjà défini, et 
k~ K Jk 

o l CE(S) 
JK+l 

si 

si 

rc s) : 

i P. est du type A, 
3K+l 

c) Si est du type 
➔E-

A , on a (d 1une manière analogue au 

point b) ci-dessus): 

a l n ËC s> = 
JK+l 

Par définition: 

, et: 

,,_i. } • "" l Sl. 
3K+l-

Ensuite, on considère t" - U (r( S) - S) où ~ parcourt l 0 ensemble: 
~ 
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U i 
0 y. -

J 

i 
€. 1 J-

et on désigne par: i i 
pj(2,l) ' pj(2, 2)•···· 

qui sont minimaux, par rapport à 

on considère tous les: 

les points de PACr1"- U (f(~)-S)) 
s 

. Pour chaque y~ C: r1 - U( rc S)-S) 
s 

QI E ~ i i i 
"' 0 y. - E:. 1 - a.. 

J J- J 
(j = j(2, 1), j(2, 2), ••.•• ) 

et l'on définit r(S') , E(S') c o r(S 0 ) - S0 , tout-à-fait comme ci-dessus. 

On continue, ensuite, avec 

e.a.d.s. 

On va considérer 1 1 ensemble: 

.e 
l. 

= E(S) UE(S') UE(S") U ''° c:o :f-

i Il est entendu que .e dépend du choix des ~-
i J 

pour lequel il existe un . e • tel que Y. C: • e 
l. l. l. 

Un ensemble Y. C: o 1"1-x 
l. i 

, sera appelé "bon" 

On va considérer donc, pour chaque i, tel que xi E s
2 

, un 

sous-ensemble bon y C O f1-= X. 
i + '1 

Y :fa(/) , et la condition 9°) qu'on 
i 

peut, enfin, énoncer, est que: 

Ceci implique , que pour Cl t'- on a la situation duale: les bouts qui. corrt~s-

pondent à Y. 
l. 

sont dans et les autres (moins dans o K1 

2 

10°) Pour chaque x EU [(or!, - xi) - Yi] (xi E s2) , il existe 

un arc t(x) : I --> K2 comme au point 7°) du lemme 3.24, c'est-à-dire: les 

11,r(x) (I) sont disjoints, ne touchent pas à 
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r. = 0 
J 

On va supposer que les différents arcs W(xi) 0:Hxi E s
1 

ou s
2

) sont 2-à-2 

disjoints. 

Avant de donner la conclusion du lennne (qui sera, en fait, la même 

que celle du lemme 3.24), on commence par remarquer qu 0 il y a un sens naturel 

dans lequel le triple: 

®/Kz/''±1(cp)) ' ~ ri ) 
l. 

est défini. (Ceci n I est pas du tout évident, a priori, parce qu 9 on n I exclut 

pas des points: 

M
2 Cep) n (c.t ( (s, x r) - K

2
1

)) c ÜYJ. 
+ 2k. .L 

]_ 

Si de tels points n'existent pas il n'y a aucun problème.) 

On commence par considérer: iz
2
1 = Ku u c u c < s x r)) :::i r: r. 

2 i 2k. l i 1 

l. 

tout de suit à une projection d 1 espace quotient: 

cp 
-----> (Kz / -

= K2 

cp s 1 étend 

où: 'f('q;) = 'f(cp) (la même relation d'équivalence.) Ceci est un pa2:Bage du 

2-polyèdre singulier , au 2-polyèdre singulier 

à K2f'f.(cp) , n n est plus plongeable dans une variété de dimensforn 3), F:",T un 

nombre fini de projections d'espace-quotient du type O(l), 0(2) , tout•-<à-:L,J t 

comme dans le lemme 3.9. (Il n 1y a pas des projections du type O(o) parce qu'on 

n I a pas de points triples; d I autre part, les ri sont dans la même situation 

que les r.,i du lemme 3. 9.) La résolution des singula~dt:és: 
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> @
3

(K2) , induit une résolution des singularités: 

TT 

où toutes les branches provenant des (s
1 

XI) sont spécifiées. 
2k. 

1 

On a un plongement naturel: 

et un difféomorphisme: 

(fourni par le lemme d'invariance 3.6, et provenant, en fait dvun difféomorphisme: 

En plus, le diagramme suivant est commutatif: 

(8) (K 1 /'f(,,v) C W 
3 2 .,., 3 

identité 

(voir la définition du foncteur 0: lemme 3.5). 

En utilisant ces différents difféomorphismes et plongements, on 

peut définir, sans ambiguïté: 

<2 ®iKY'±'Ccp)) • 83<K2/'f(cp)), ~ ri) = 

= c " ®
4 

c ®/iz2rr(~) )) • ecn) ®/K2rrccp)) cp x: r.) 
i l. 

La conclusion du lemme est qu'il y a un difféomorphisme (induisant lvidentité 

sur r: r. ) : 
i 1 
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~ r.) = 
i 

l. 

= Il □ 

La démonstration sera donnée au chapitre suivant. Cette démonstration 

implique, aussi, le: Complément au lemme 3.26: "Pour chaque i • considérons 

un ensemble 

qui est ouvert et fermé (dans (s
1 

XI) n @
3

(K2) ) et tel que 
2k. 

l. 

Alors, le difféomorphisme de la fin du lemme 3.26, svétend à un difféomorphisme: 

(2 @3(K2) ' (8)3(K2) ' I: (ri U Bi))= 
i 

(2 @
3

(K2/'f(cp)), ®/K 2/'f(cp)), I: 
i 

(r. U B.) 
l. l. " Cl 

Remarques: 1) Si s = r/J 
2 

le lemme 3.26 devient la même chose que le second 

lemme d 0 invariance par chirurgie. 

2) La manière dont (2 @
3

(K2/'J!(cp)); ®
3

(K.2/'f(cp)) , ~ ri) a été défini, donne 
1. 

lieu à un procèdé très général, qu 0on va expliciter maintenant, 

Soit (P 2 , g, N
3

) un 2-polyèdre singulier et TT : V 
3 

-----> ®/P 
2

) 

une résolution des singularités. On va désigner par W(P 2) c P 2 : u er:semble 

des points qui ont des voisinages difféomorphes à 

On définit : 
A 

à P 
2 

= ô P 
2 

U W(P 2) 

et l'on considère un élargissement: 
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A A A 

pi 
2 

= p 
2 

u <o P2 
X [o, 1)) où il est entendu que 0 p2 =oP 2 

On considère q anneaux singuliers, 2-à-2 disjoints, plongés: 

(Sl XI) > P' - s(,Pz) (i = l, .. ,,q) 
F. 2 ' 2k. 1. 

1. 

et satisfaisant aux conditions suivantes: 

,.. 
a) F.( (Sl XI)) no p2 = F.(Sl X o) 

1. 2k 1. 
i 

b) 

On considère: et p 2 ::i p2 = p 2 lJ ( V Image Fi) ::i u ri 
1. i 

On remarque que s(P 2) = s(P
2

) + (~(P
2

) n c,t, ( t) Image Fi - P
2

)) 
1. 

X 0 

On va considérer une résolution des singularités ii : w3 _,. ® (P' ) 
3 2 

qui étend TT: v
3

-> @
3

(P
2

) et qui spécifie, pour chaque 

x E (~(P
2

) n c.t(Image Fi - P
2

)) c s(P
2

) , la branche qui provient de 

(Image Fi - P 2 ) 

Dans ces conditions on peut définir le triple: 

(-l~) ( o @
4 

( ®/P 
2

)), 9( 'li) V 
3

, ~ î'i) 
1. 

comme suit: On a deux plongements naturels: 

V 
3 

~ r. 
i. l. 

,et un difféomorphisme canonique 

(donné par les propriétés du foncteur 8 ): 

(On se réfère ici à: 

8(iT V --> ® (P2)) = (® C®/P
2

)) 9( TT), v3) et 
3 3 4 

e<rr w3 -> ®3 (P~)) = (® ( ® (pi)) S(rr), w.3) ) 
4 3 2 0 

. 
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On a un diagramme commutatif: 

identité 

> w3 ----> 
0(rr) 

ae(®(P 1 )) 
4 3 2 

~ ~ 

v
3 

----------> a @
4

C®/P 2)) 
0( n-) 

On peut définir alors le triple (~~) par: 

= (o ®/!0
3

(F2)), 9(TI) 0 jl (v
3

), 0(TI) o jz 0: T'i)) 
i 

Chaque fois que, dans la suite, des triples C ➔~) seront introduits de cette 

façon, on dira qu n ils sont DEFINIS COMME A LA FIN DU LEJ\'.IME 3, 26, □ 

On finit ce paragraphe par un corollaire du premier lemme d'invariance 

par chirurgie: 

Lemme 3,27: (Corollaire du premier lemme d'invariance par chirurgie): 

"On considère un 2-polyèdre singulier (K
2

, f, P
3

) , tel que 

s(K
2

) = (/J , ®/K
2

) = p # (s
1 

X D
2

) , et que f soit un plongement, On con-

sidère aussi k exemplaires du modèle local j (k
2

) : k
2 

--> R
3 

(de la défini

tion 3.6), et la somme connexe: 

On se donne une séquence pri.ncipale 
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------> K2 /'Y(f') 
q(f') 

consistant exactement de k projections du type 0(2) dégénérées, et une 

résolution des singularités: TT: v
3 

o K 1 = o K I X O) et: 
2 2 

F. 
1. 

· (S X I) 
2k l 

i 

-----> (K") C: K" 
2 2 2 

(i = 1, .... ,q) q anneaux singuliers plongés, tels que: 

Image 

a-1) 

a-2) 

F. n Image 
1. 

F. ( ( s
1 

X I)) n o K2 = F /S 1 
X 1) 

1. 2k. 
1. 

Les F/S 1 

F. = Fi(S1 
J 

X I) 

X 1) 

coupe 

se coupent transversalement, 

n F/Sl X 1) 
' 

si i f' j 

o K' transversalement, 
2 

On se donne aussi, un 2-polyèdre singulier (K2, ~. P3) 

et: 

difféomorphe 

au précédant (ce qui veut dire que les sourèes des applications f', ~ sont 

le même objet), tel que: 

I. 'Y(~) est acyclique. 

II. M
3

(~) = (/) 

III, Pour chaque xi E s(K 2) , on considère, comme dans le lemme 3,26: 

et les fibrés singuliers: 

On va supposer que Ei ne possède jamais des singularités du type A 
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IV. Pour chaque xi il existe un point yi E o r:· , tel que: 

yi E o K2 et: (or! - (xi) - (yi)) E int (K2)2 

V. M2 (~) et M
2

(f 1
) se coupent transversalement. 

VI. M2(f') n (et (Image Fi - K2)) = ~ , et de même pour ~ 

M
2

(f') n Image F. = F.(e! XI) où e
1
! c::s

1 
est un ensemble fini, tel que 

l. l. l. 

F. (e! X I) c: K
2
1 

, et que la projection: 
l. l. 

> ( s
1 

X I) 
2k. 

l. 

opère trivialement sur 

[ VII. M!(f') n (Image Fi) consiste d 0un nombre fini de points isolés 

de cl(Image Fi - K2) 

VIII. M!(~) n (Image Fi) consiste dvun nombre fini de points isolés 

de cl(Image Fi - K2) . J (Ces deux conditions ne sont pas très essentiell~s). 

IX. M2(~) n F/S 1 X 1) n F/Sl Xl) = M2(f 1 ) n F/S 1 Xl) n F/Sl X 1) = 

= ~ (i 'f j) 

X. M2(~) nM 2
(f 8 ) ne touche pas à Image F. 

l. 

A 

Enfin, on se donne q cercles différentiables: r. 
l. 

---> o K 1 

2 

(où o est défini comme dans la remarque 2, ci-dessus), tels que: 

XI. Les Î'. sont 2-à-2 disjoints, 
]. 

Pour un q
1 

~ q , quelconque, on considère: 
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Pour les cercles différentiables "f'1 , ••. ,Î' on considère des voisinages 
ql 

tubulaires (très minces): 

Î'. X [O, -1] 
l. 

(tels que Î'. X O =Î'. ) et les cercles différentiables, qu 1 ils induisent: 
l. l. 

Î'. X (-1) 
l. 

> K2 ( i = 1 , , . . . . , q l ) 

Sous ces conditions, ils existent des ensembles finis Ei C: s1 (i=l, ... ,q) 

tels que: 

ce 

E. 
l. 

G. 
l. 

qui 

X I 

> (s
1 

X I) opère trivialement sur Ei X I 

2ki 

nous permet de considérer: E. 
l. 

b) E. X I n F/Sl X I) "" (/) 
l. 

c) Si 1°on applique aux F. 
l. 

(définition 3.18.1), on trouve 

-----> O.<") 
2 2 

X I CF. ( (Sl X I)) 
l. 2k. 

l. 

(i 'F j) 

les opérations Al de support 

des nouveaux anneaux singuliers: 

Les E. sont tels que toutes les propriétés énoncées ci-dessus, restent 
l. 

satisfaites, si F. 
l. 

est remplacé par On désigne par 

d) Les propriétés IV, VI, VII, VIII, XI, XII, nous permettent de 

définir les triples suivants, comme à la fin du lemme 3.26: 
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(2 ® (K'/'f(f')) = 2 ® (K) · ® (K'/'i'(f 1 )) = 3 2 3 2 ' 3 2 

• • • • + (Î'- X 1)) , et 
q 

(2 ®/K2/1'(cp)); ®/Kîf'i'(cp)), rl+ ••••• + rq + rl X (-1) 

+ ••••• + Î' X (-1) + (Ï' +l X l) + ••••• + (Î'- X 1)) . 
ql ql q 

Le contenu du point d), est qu'on a un diiféomorphisme entre ces deux triples: 

/:Id 

+ (r +l X 1) + 
ql 

®
3

(K2/'i'(cp)), r
1 

+ ••••• + Î'
1 

X (-1) + •••.. + (Î' +l X 1) + ••• ) 
ql 

induisant l 1identité sur: r 1 + ••••• + !'1 X (-1) + ••••• +(Î'ql+l X 1) + • • • • 

d') Soit Ei C:: Î' +i un ensemble fini,. tel que 
ql 

-E
1 

X Oc:: g (K2/'f(f')) • Considérons les opérations A1 (définition 3.18) 

de support ii XI appliquées à Î' +i X Co, 1J ) qui remplacent 
ql 

Ï' i X I (Ï' +i X 1) par (Î' i X I) (Î' +i X 1) • On désignera par Bi ·: 
qlt ql k ql+ ql 

i 

Alors, on a un difféomorphisme de triples, analogue au précédent: 
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----> 

+ ....• + [ (f'q +1 X 1) U Bl ] + • • • • • + [ (!'- X 1) U B- ]) . 
1 q q-ql 

e) Supposons, qu'en plus de toutes les conditions énoncées avant, 

on ait, aussi: 

Alors Ei = r/J et (donc) ri = Fi (s 1 X O) 11 C 

La démonstration sera donnée au chapitre suivant. 

Cette démonst~ation (combinée à celle du premier lemme d'invariance) implique 

tout de-suite le: 

Complément au lemme 3.27: Considérons le lemme 3.27 avec la situation e) et 

pour chaque i , un sous-ensemble: 

qui soit ouvert et fermé (dans Image Fi n ®/K 2)) et tel que: 

Bi n ~(f) = Bi n M2
(cp) = r/J • 

Alors ledifféomorphisme de la fin du lemme 3.27 (d,àns la situation e) ) 

s'étend à un difféomorphisme: 
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3.7) Une technique de chirurgie en dimension 3 (suite et fin) : 

On commence par une proposition qui se rattache aux "lemmes d'invariance" 

3,19-3.19.1: 

singuliers, satisfaisant aux conditions suivantes: 

1°. On passe de (L
2

, g1, M
3

) à (L2 , g
2

, M
3

) par un nombre fini 

de glissements élémentaires (voir la définition 3.20). On suppose nos deux 

polyèdres munis de résolutions de singularités compatible.,savec ce passage 

(c'est-à-dire de la même résolution). 

2°. On considère L2 = L
2 

EB ( o L
2 

X [o, 1 ]) (avec: o L
2 

""" o L
2 

X O), 

et, dans (L 2)2 
, p plongements 2-à-2 disjoints: 

F. 
1. 

(i=l,. ..•• ,p) 

20-1. 

2°-2. 

2°-3. 

2°-4. 

(s
1 

X I) 
2k. 

1. 

, satisfaisant aux propriétés suivantes: 

F.( (Sl XI)) noL2 =F.(Sl xo) 
1 2k. 

1 

1. 

transversalement. 

2 
M/g

1
) n ri = </) et: 

M! (g 1) n F/
2

k. (s 1 XI)) cct(Image Fi - L2) Co L2 
1. 

2 On va suppose-i;- que les points de M+(g
1

) corres~ondant aux intersections 

décrites ci-dessus, sont dans (o L
2

) 1 , On remarque aussi, que 

ce qui fait que les intersections qu'on a 

décrites sont héritées pour 
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A part les intersections n (Image F.) , résultant 
l. 

du point 2°-4, toutes les autres intersections 2 
M (g

2
) n (Image Fi) 

sont contenues dans la description suivante: 

On considère toutes les paires de deux cercles différentiables disjoints, 

+ s:, S. , composantes connexes de o L2 , bords de deux 2-disgues actifs 
l. l. 

associés (voir la définition 3,20) dans l'un des glissements élémentaires du 

point 1 °. Alors: 

2°-5-0 Ils existent deux indices j 0 = j u (i), j 11 = j "(i) , tels 

que Fjij(s 1 X O) = S~, Fj 11(s 1 X O) = s; . 

2°-5-2) On va supposer que la notation a été choisie de telle 

2 
s: 

2 façon que S. touche à M_(g2) et à M+(g2) Alors: 
l. l. 

2k. 11 = 0 et Image F j" c: L' - L + o L2 J 2 2 

2°-5-3) consiste de deux intervalles 

fermés, de la forme 

sur S. 
l. 

x XI 

On définit les triples: 

( 2 ®3(L2/Ï(gl)) = o ®4(®3(L2/î(gl)) 

( 2 ®3(L2/î(g2)) = ô @4(®3(L2/î(g2)) 

ayant un bout dans , l'autre 

comme à la fin du lemme 3.26. On se donne, aussi, un fermé ~l C:L
2 

, qui 

n'est pas touché par les glissements, 

Alors, il existe un difféomorphisme: 

" □ 

La démonstration de ce lemme sera donnée au chapitre suivant. 
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Lemme 3, 29: 11Soit 

des singularités et 

(L2 , g, M
3

) un 2-polyèdre singulier muni d'une résolution 

des plongements satisfaisant aux conditions 2°-1, 

2°-2, 2°-3, 2°-4, du lemme précédent, 

Considérons L
2 

= 1
2 

U ( U Image Fi) C: L2 , muni de la même 
i 

résolution qu 1 avant, Supposons qu'il existe un 2-polyèdre singulier 

(L
2

, g, M
3

) , tel que: 

(i) M!(g) IL2 = M!(g) , 'f(g) jL2 = 'f(g) 

(ii) ct(M!(g) - M!(g)) consiste d'un nombre fini d 0 intervalles 

fermés disjoints, ayant un bout sur o 1
2 

, l 1 autre dans int( U Image Fi - 1
2

) . 

Considérons (2 e
3

(L
2

/'f(g)); G
3

(L
2

/'f(g)), ~ ri) défini comme ci-dessus 

(c 0 est-à-dire comme à la fin du lemme 3,26). A difféomorphisme près, cette 

définition donne la même chose que la construction suivante: On considère: 

::::) 

Ceci nous permet de plonger 

On a un difféomorphisme: 

I: r, et 
1 

" l:l 

La démonstration est laissée au lecteur, Le sens du lemme est que, dans la 

situation décrite, la définition "magiquen de la fin du lemme 3.26 peut être 

démystifiée. 

On peut passer, enfin, à LA DEMONSTRATION DU LEMME FONDAMEN:"\L , 

On aura plusieurs étapes: 

~~gg~=J.:: Considérons la variété C 
00 

X~+l du lemme fondamental, 

DI après le premier principe de position générale Oe::rrrr.ce .3, 4), il existe un 
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2-polyèdre singulier, complétement collapsible: (K2 , f, M3) , tel que 

x;+l soit -l~ -équivalente à 9
3

CK/1f(f)) . Il suffit donc, dans la suite, de 

s 0occuper de (K
2

, f, M
3

) . On va muni.r (K
2

, f, M
3

) d 0une résolution des 

singularités ÏI: v
3 

--> @
3

(K
2

) , qui va induire toutes les autres résolutions 

de singularités considérées par la suite, sauf celle de l 1 étape 2°, 

~~gg~=i:: On commence par considérer la résolution des singularités: 
➔~ -1~ . 

'fî : V --> @ (K ) 
3 3 2 

duale à , dans le sens suivant: on 

passe de 1°une à l'autre en interchangeant le rôle des branches spécifiées et 

non-spécifiées. On applique maintenant à (K2, f, M3) et à cette nouvelle 

résolution des singularités, la construction du début du paragraphe 3.4. 

C'est-à-dire que, comme dans la définition 3.17.1, on considère 

acyclique et les cercles différentiables 

½ ç;: (G~)
2 

(ou: ~ c;; (G~/'f(g
0

)) • ) (i=l, ..... ,q; j=l,2 ) 

On considère une bonne présentation des singularités de (G~, g
0

, M
3

) 

(définition 3,25), ce qui. est toujours possible puisque K2 est c«:»mplétement 

collapsible: 

Go = G u # D 1 JJ. JJ. Dk 
2 2 2 -rr .... 0 

.,,. 2 

i Les branches x. = 0 (définition 3.17) induisent sur 
J 

ment sur g @
3

(G~/'f(g 0
)) des cercles différentiables 

(respectivement: SJ
i ,_ '.>. ~3(Go2/\JJ'(go),) ) • d " ._ " ICI r , correspon ant au::i:i: 

,,.,i 
1, • 11 est entendu 

J 

que sur o ® (Gu ) 
3 2 

g ®3 (G~/'f(go)) 

les 

si 

s~ 
J 

sont 2-à-2 disjoints, tandis que sur 

i s
2 

transversalement, en exactement deux po;tntc 
1 

coupe 

i i. 
pl , P2 ' 

et que: 

i(s~, 
i ul si) int s2). int ::; -1 i ~l' 2 

pl Pz 
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On va désigner les dans par 8
2i 

' 1 

0 
g 

Maintenant on changera de notation: c 1est 

sera appelé G' 
2 

sera appelé , et q 

qui sera appelé K
2 

sera appelé p 

(K 2 , f, M
3

) est tel qu 1 on peut lui appliquer le lemme de l'inversion (3.20) 

avec t = ~ , et le lemme de 1 1 inversion de 1 1 inverse (3.22). Quand on 

applique ces lemmes, la résolution des singularités sera de nouveau 

TI: v
3 

--> @
3

(K 2) et dorénavant toutes les résolutions seront induites par 

elle. Considérons: 

On va désigner par SÎp+l, ... ,SÎp+q les cercles différentiables 

{Î1.i (o D
2

), Aj ( o D
2

)} , où la numération est choisie de telle façon que 

2p+l 2p+r s
1 

,.,.,s
1 

correspondent aux branches spécifiées, et S
2p+r+l 

8
2p+q 

1 ,.,,, 1 

aux branches non-spécifiées.(Modulo des débordements (définition 3.30), 

chaque ~\ (D
2

), Xi (D
2

) touche les points doubles de l 1une des applications 

(q(~
1 
~ f)) (f

1
), (g

1
) , et c'est dans ce sens qu'on dit qu'ils correspondent 

à des branches spécifiées ou non-spécifiées, e,a.d.s.) , 

Considérons K/f (c'est-à-dire G~/g
0 

), Sans perte de généralité, on peut 

supposer que: 

1) q(f) = q1(Sf) jK
2 

(voir le point IV du lemme 3,22), Ceci est 

possible à cause de la manière dont G~/g 0 
~K 2/f a été fabriqué 

la résolution des singularités duale 

2) M2
(f

1
) (et 

comprise entre ~ C K2 /f 

2 M_(g1) ) ne touchent pas à la région de 

et s~ c o K/f 

partir de 
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Remarquons, enfin que, d'après le lemme 3,8 et le lemme 3.10: 

Considérons le triple: 

est parallèle à 

r 2p+r+t 
est parallèle à s;2p+r+l à 

1 

S2p+l , 
1 a lu intérieur 

l'extérieur de 

de 

DANS TOUT CE QUI SUIT s LES r SONT TOUJOURS SUFFISAMMENT PROCHES DES 

et 

s1 C o(, .. ) CORRESPONDANTS,POUR QU'ILS NE TOUCHENT JÀMAIS AUX ENSEMBLES 

DE LA FORME M
2 (p(f)) , e,a.d,s. (MAIS SEULEMENT AUX M

2
(q(.,,)) ), 

Le lemme fondamental résulte alors, si 1 1 on peut démontrer la: 

Proposition A 

non-noué. □ 

Si l'on considère l'involution canonique 

---> 2 ® (k 1 ) 
3 2 

la proposition A est équivalente à la: 

moyennement non-noué, □ 

Considérons les anneaux plongés f X I 
J 

f X 0 = si = 8
2i-a(j) 

(où a(j) = 0 
J J ' 1 si j = 2 

> k' 2 

et a(j) ·- 1 

tels 

si 

---;--,,,-.:.. 

j "' .l. 

et f X 1 = f Dans u f X I considérons les deux intervalles fermée 
J J j J 

A(i) , B(i) qui sont des composantes connexes de 

il est entendu que: 



- 226 -

A(i) C t.- X I 
' 

B(i) C f. X I 
' 

sont supposés tels que A(i) (respective-
J1 J2 

o( f. ment B(i) ) a les deux extrémités sur X I) (respectivement sur 
J1 

o(f- X I) ) . 
J2 

En appliquant aux anneaux 

J(f" X I) 
J1 

J(t' X I) 
J2 

---> 2 e (k 1 ) 
3 2 

.___--.> 2 e (k 1 ) 
3 2 

les opérations A
1 

(définition 3.18) de support A(i), B(i) on obtient des 

nouveaux anneaux singuliers: 

avec 

Désignons 

.(s
1 

XI) 
2k: 

J 

par ~ le 
J 

r1: i = f/Sl J 

'------> 2 ® Ck1 ) 

f~ 3 2 
J 

et 

cercle différentiable: 

X 1) 

La proposition B est impliquée par la proposition C ci-dessous: 

Proposition C : Considérons un triple standard défini comme suit: on 

commence par considérer des triples: 

(i=l, ... ,p) 

où si = 2 Di et I est un rayon du disque si - i'l 
' 

(tel que 1 corresponde 
2 2 2 2 

au centre du disque). On considère un ensemble fini E. C Si et l'opération 
1 1 

Al de support E. X I 
' 

appliquée à si X I . Ceci donne un plongement: 
1 1 

----> é X Si 
1 2 
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Un triple de la forme: 

(sl 1 sl 1 
fl(Sl X 1) u (Image fl n (s 1 

X D~))) 1 
X s2 , 

1 
X D2, 

1 

# (s2 2 s2 2 
f2(Sl X 1) U (Image n (s 2 

X n;))) 
1 

X s
2

, 
1 

X D2, f2 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I> 0 0 ,:, & 0 0 0 • 0 () O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O () ,;, O O O 

- - - - - -
# (sP xsP sP p 

f_(s
1 

X 1) U (Image f n <sP X D~))) ' X D2, 
1 2 1 - 1 p p 

# (sP+l 
1 

X si>+l 
2 ' 

si>+l 
1 

X i+l 
2 ' 

Sp+l 
1 

X x
1

) # 

- - - = -
Ji. ( sp+q X sp+q sp+q X Dp+q sp+q X X ) 
-rr 1 2' 1 2 '1 q' 

(où chaque x. E Sp+i - o Dp+i ), est appelé un triple standard. 
1. 2 2 

Alors: 

est (difféomorphe à) un triple standard." □ 

t~gg~=~~. On va utiliser les notations du lemme 3.22. En plus on 

dénotera par Bi 
j 

On remarque que les triples: 

_ 0 _ 0 

Tl= (2 @
3

(~ x1 - U ~/D
2

)) , ®
3

(~ x1 -: U ÀÏ(D
2

)) , 

~ c~ u B1) + ~ J r2p+,e) = 
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sont canoniquement définis, 

En plus on a: 

Proposition D: Le triple T
1 

est (difféomorphe à) un triple standard. D 

C 0 est une conséquence immédiate du paragraphe 3,4, 

D1 autre part, d 0 après le point V-1 du lemme 3.22, on passe de T1 à T
2 

par 

des glissements élémentaires, qui ne touchent pas à ~ (~ U B~) , On peut 
J J 

appliquer les lemmes 3.19-3,19,l (voir le point V-7 du lemme 3.22, qu 0on met 

en rapport avec le point 5-4 du lemme 3,19,1). Ils existent des anneaux 

- 0 

F2p+t : s1 x r --> 2 @3(S x1 - u Ai Cn2)) 

qui unissent J r2p+t à Sip+l c è @
3

(S x1 - UXi(:o
2

)) , correspondant aux 

F. du lemme 3.19.1 (on est donc dans le cas où k. = OL D 0 autre part, on 
i i 

2 
s'est arrangé de telle manière que les J r

2
p+l qui touchent à M+(f

1
op(Sf)) 

2 
soient à l'extérieur et ceux qui touchent à M_(f

1
op(Sf)) soient à l'intérieur. 

On a donc, la: 

Proposition E : Les triples et T 
2 

On peut définir, aussi le triple 

T
3 

= (2 @
3

((\ Y
1
/\f(g

1 
o p(f3t] f

1
))) , 

sont difféomorphes, 

@3([31 Y/'±'(gl " p(Sl] fl))) • ~ (~ U B~) + I: J I'2p+t) 

D 

comme à la fin du lemme 3,26. (La définition "magiquen est nécessaire à 

cause du point IV, lemme 3,22), On remarque que T 
0 

est défini de telle 
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manière qu 1 il s'identifie à: 

Le point V-2 du lemme 3.22 nous donne des glissements élémentaires allant de 

T 
0 

Ces glissements ne touchent pas aux puisque les 

Bi proviennent tous de branches non-spécifiées, et à cause de IV (lemme 3.22) 
j 

(On remarque que ) . 
On peut applique alors les lennnes 3.19-3.19.1 et 3.28 et l'on trouve: 

Proposition F Les triples T 
0 

et sont difféomorphes. Cl 

~!~g~-~:. On a fini si 1 1on réussit à démontrer la proposition 

suivante: 

Proposition G Les triples T2 et T
3 

sont difféomorphes. Cl 

Démonstration: C1 est ici qu 1on va utiliser la technique de chirurgie du 

paragraphe précédant. On fera maintenant un changement (important) dans 

la notation: 

Dorénavant J r2p+t sera désigné par I'2p+ t , et la lettre J sera 

réservée pour 1 1 application: J : s(X 2) 

On considère la projection d 1 espace-quotient: 

Dans et î(g
1

) c: s2 Y
2 

on considère les deux sous-ensembles 

suivants, qui sont disjoints et fermés (pour la topologie ordinaire, et pour 
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la Z-topologie) 

Œ et~ sont des relations d'équiva

lence et on peut considérer le diagramme commutatif: 

(Y
2

/a, g~, M
3

) est un 2-polyèdre singulier, avec s(Y
2

/â) %:: J s
2

(x
2

) , 

puisque ga tue s(Y
2

) - J s 2 (x
2

) et ne touche pas à J s
2

(x
2

) , D1 autre part, 

justement parce que Y/a poss?ide des singularités, (Y 2 , g
0
_) ne donne pas 

naissance, a priori à un 2-polyèdre singulier. Mais, vu la condition 

V-6-2-d du lemme 3.22, on peut contourner cette difficulté en considérant un 

diagramme ç.oromutatif un peu plus compliqué: 

~ , était la clôture ct
2

(J s
2
(x

2
)) 

y= ctz(J s2(X2)) c î(q(Sl ~ fl)) 

C î(g 1) . On considère 

y donne lieu à une projection 

d'espace-quotient gy , qui rend commutatif le diagramme suivant: 
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Cette fois-ci: 

est bien un 2~polyèdre singulier. En plus: 

et 

A partir d 0 ici, la démonstration de la proposition G aura deux étapes: 

@ . Comme à la fin du lemme 3.26, on peut définir, canoniquement, 

le triple: 

®1 = (2 Gl/Y/'f(ga.)) , ®3 (Y2i'f(ga,)), I:(½ U B~) + r; f 2p+l ) 

On a une décomposition: 

où s(Y 2) = 0 , et, on voit tout de suite que: 
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= 

= (2 ®
3

(Y/'±'(q(~ 1 Ï3 f
1

))), ®/Y/'fCq(S
1

] f
1

))) 

r (½ u B~) + r r2p+•e) = c2 ®/ < s1 i3 s x1 - u xi ci\>) 1 

- 0 -

'f(Sl Ï3 fl O p(S f)))' ®/<~1 s s Xi - u X/D2))/1!!(~1 s fl O p(S f)))9 

~ <~ u B~) + t r2p+e) = T2 

Je dis que Y2 , Y2 , q(S 1 ]" f 1) , g~ sont (respectivement) comme les 

K2 , K2 , f', ~ du lemme 3,26. Les ~, 1"2p+t jouent le rôle des fj . Je vais 

indiquer brièvement pourquoi les différentes conditions du lemme 3.26 (3.24) 

sont satisfaites: 

- 0°-1, 0°-2 sont satisfaites parce que les Î'Zp+l ont été définies à 

➔!- {~ 
partir de la résolution duale TI v

3 
--> ®

3
(K

2
) et de J 

1 0' 20 sont satisfaites parce que et acyclique. 

3° est satisfaite à cause de V-6-2-d, V-5-2 (lemme 3.22). 

- 4° est satisfaite à cause de la manière dont les opérations A
1 

de 

supports A(i), B(i) considérées ci-dessus, ont été définies, et 

pour les mêmes raisons que 0°-1, 0°-2, 

- La décomposition s(K2) = s1 U s
2 

(lemme 3.26) sera: s2 = J s
1
Cx

2
) 

s
1 

= s(Y
2

) - J s
1
(x

2
) 

5° (pour s1 ) est satisfaite pour les mêmes raisons que 4°, 

- 6°, 7° (pour s1 ) : On commence par remarquer que, dans q(g
0

_) la 

partie qui n'est ~ excellente est exactement celle qui provient 

de i s 1 (x
2

) . Sans perte de généralité, on peut donc supposer que: 
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Ceci va impliquer 6° (pour s1 ). Quant à 7°, il est vrai pour les 

mêmes raisons que 4° et 5°. 

8°, 10° sont satisfaites pour les mêmes raisons que 5°, 6°, 7°. 

- 9° (pour s2 ) : Yk C:. è r!. - xk va consister exactement du point 

j a.+ (xk) (lemme 3. 22) et la condition 9° résulte de V-6-2-b 

(lemme 3. 22) et çe ( ➔~) • 

Avec tout cela, le troisième lemme d'invariance par chirurgie (lemme 3.22) 

(et son complément qui s 1 applique, à cause de IV, lerrnne 3.22) nous dit que: 

T = @ 
2 1 

@ Je dis que Y2/a. , gy , g~ sont, respectivement comme les:: 

K2 , f', ~ du lemme 3,27(avec la situation e) . Les I'2p+t, ~, B1 
jouent le rôle des r. 

1. 
• Je vais indiquer 

brièvement pourquoi les différentes conditions du lemme 3.27 sont.satisfaites: 

III est satisfaite à cause de V-6-2-c (lerrnne 3.22) 

IV est satisfaite en posant: yk = j a.+(xk) pour J(xk) E s(Y 2/a.) , 

xk E s
2 

(X
2

) • On applique V-6-2 et une condition analogt,ie à ( ➔~) 

ci-dessus. 
e) est satisfaite à cause de V-6-2-d. 

Les autres conditions du lemme 3.27 sont satisfaites pour les mêmes 

raisons que les conditions analogues du lemme 3.26, dans l'étape G) ci-dessus. 
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Le lemme 3.27 (Corollaire du premier lemme d'invariance par chirurgie) 

implique alors que: (8) == T 
1 3 

Ceci finit la démonstration de la proposition G, donc du lemme 

fondamental. □ 
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