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CHAPITRE I 

~ problème de Dirichlet pour 

I.1.- Introduction. Problème de Dirichlet. 

Soit fi un ouvert de Rn de frontière bt)., trouver une fonction f vérifiant 

A f = 0 dans l1 et f = g sur bl>, ..... On ne précise pas pour l'instant le sens donné 

à la 2ème condition. 

L'idée de Riemann était de prendre, parmi toutes les fonctions vérifia.nt f = g sur 

n l è)f 2 
bA, celle pour laquelle J .. oJ ~ è)xi f dx 1 .... dxn est minimum. 

En considérant les fonctions f + À tp (où tp = 0 sur bJ)., ). réel), on est con

duit, pour rendre J I:j ~~ + À :x~ ( dx minimum pour À= 0, à poser : 
J. l. 

J D1 <..Q! ~ + ~ -21>c1x = o. è)x. ox. c>x. ôx. 
1 l. l l. 

Soit en appliquant la formule de Stokes: 

2 2-

J L! (g_! ~ +· 0 f 'fl) dx = 0 
. :.-. 2 ,_ 2 
l. uX. uX. 

l. ]. 

pour toute fonction 1 nulle au bord. On a donc, en prenant parties réelles &t imaginaires: 

Cette méthode qu'il convient de préciser peut se généraliser à d'autres opérateurs 

(Soboleff, Visik, H. Weyl). 

1 1 I.2. Espaces H (~), H
0
(ô). 

Soit .0, un ouvert de Rn. 

Définition I. H1(J1) est l'espace des distributions gui appartiennent à L
2(l\,) 

ainsi gue toutes leurs dérivées du premier ordre. 

On a donc : :f €. H1 (.O.) ç:=} (:f 6 3J 1 (..0,) et 

telles que s Vtpe~(ll,) ' <f, Y,) = 

S g.'f)dx) .• 
.0, l. 

S <-of 
.n.

g'f)dx et ox. 
l. 



Remarquons que g est absolument continue sur presque toutes les droites parallèl$s 

aux axes de coordonnées et admet les g. comme dérivées au sens usuel presque partout. 
1 

(voir Schwartz : Théorie des distributions. Tome I page 54, th. III et tome II page 41 th.XV). 

Munissons 

d 1où la norme: 

n -
du produit scalaire t (:f/g) 1 = ~ s 'i)~~ 0~~ dx + \ :fg dx 

1=1 Jl.. 1 l. J.o, 
H1(.0,) 

l\fll 1 = V(f:/f)1 0 

Théorème Io H
1 

(.0,) muni de la norme H ll1 est un espace de Hilbert .. 

Démonstration. Il suffit de démontrer qu'il est completo 

Soit f une suite de Cauchy dans H1(.t\). Les f et les 
p p 

è)f 
(~) forment des sui-

x. 
l. 

tes de Cauchy dans L2(llt). L2(,!),) étant complet, il existe n+1 
' ()f 

(1 ,i(n) telles que : lim f = f (dans L2) Hm ,._ P = g. 
p ➔ 00 p p ➔ 00 uXi l. 

De plus on a r or 
J ê)x~ '\) dx o 

l. 

Soit en passant à la limite 

_ r f ~i.p dx = r g. fdx .. 
JJ.1 vXi J.o, l. 

fonctions : f, gi 

2 (dans L )., 

of 
Ce qui exprime que 5x'; = gi 

1 1 

(au sens des distributions)o Les f convergent donc dans 
p 

H ("1,) vers fo C.Q.F.D. 

Définissons un sous-espace du précédent qu'on appellera sous-espace des éléments "nuls 

1 au bord" de H (il,)., 

1 1 · Définition II. H (tl,) est l'adhérence de J)((l,) ~ H (Ili) muni de la norme 
0 

Il 11
1 

.. 

Définition III., a\ll,) est l'adhérence de t,' (l),)('\H\ll,) ~ H1 (.0.) muni de 
0 

la norme U Jl1 .. 

Montrons que ces deux définitions sont équivalentes., D6montrons pour cela que : 

/1) ((1) = t• (.0,) n H1 (J'1) • 

Nous avons évidemment : Jl}((),} (. E.' ((},) () H1 ([},) .. 

Montrons, par régularisation, que: 



Soit \fp une suite de fonctions de 

positives, et telles que r ~ dx - 1. 
JRn p -

nulles en dehors des boules 

Si g 6 L
2

, lim ~ * g = g (dans 
~00 p 

En effet, cette convergence a lieu pour g EJD, :D est partout dense dans t 2 et l'en

semble des applications g ~ l{) * g est équicontinu dans t 2 puisque 
p 

1\ f p * g Il 2 i H f p \1 1 Il g \1. 2 ° 
L L L 

Soit f € t 1 (CL) n H1 
(fi), pour p assez grand, le support de ~p * f reste dans 

.(1 donc LO * f E eV (.O.,) et on a : Tp . 

et 

on a donc 

lim lp * f = f 
p ➔ 00 p 

. or of 
lim tp * - = -➔ p àx. è)x. p (X) l. l. 

lim lp * f = f 
p ➔ 00 p 

On a bien f E~(l1}o Ce qui démontre l'équivalence des définitions II et IIIo 

Etudions les relations entre H1(J'),) 

Théorème IIo H1(Rn) = H1(Rn) 0 

0 

et H 1 ( [l, } • On a g 
0 

Soit f EH
1 (Rn}, démontrons que f est la li.mite d 1une suite d 1éléments de H1(Rn) 

e 
1 n . 1 n qui est fermé dans H (R ) , ce qui démontre que f €. H (R ) Q 

0 

Considérons une suite de fonctions O(p telles que g 

(Prendre par exemple: 

En effet: 

0/.p 6 JlJ 

a = 1 sur la boule llxll ~ p 
p 

à<Xp 
ctp et è)i7 sont des fonctions bor~es. 

l. 

ex (x) = cx
1 

(~)) o 
p p 

CX f €.H 1 {Rn) (définition III) 
p 0 

Cl( f -----,. f ( dans 
p 

et lim <X f = If 
p ➔ 00 p 

L
2 )e 

(On peut appliquer pa.r exemple le théorème de Lebesgue à la suite 

De m~me 
~ ( 01.pf) Ùf 2 

0 x. ---,. 0 x. { dans L ) 
l. l. 
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b(et f) oct. è)f 00tp L2) ex "bf bi' puisque 
p =---Et+ ex et -f~O (dans -~-è)x. 0 X. p è)x. è)x. p ()x, àx. 
l. l. l. l. l. l. 

(dans L2) (théorème de Lebesgue) c. Q. Fo Do 

Mais, 

Posons 
{

f(;ic) si X € .(), 
f(x) = 

0 si x E'. C tL 

Nous avons 2 

Théorème III. fil. f est dans est dans 

~ d 1une suite f de JD ( .0,) o f 
p p 

En effet 1 f est limite dans est une suite 

de Cauchy dans H
1 (Rn), elle converge donc vers g €.H1 (Rn). En particulier ~ f converge 

p 
2 .... 

dans L vers f et g. On a donc ~ g = f (au sens des distributions)o 
of 

Remarquons, que nous avons en plus 
or 
_g = 
è)x. 

(
0
x:> et en passant à la limite i 

l. ~ 
~ = (~)o ox. ox. 

l. l. 

l. 

On démontre que la réciproque da ce théorème est vraie si le bord de .n, est assez 

régulier. 

Grace à ce théorème nous pouvons citer un exemple pour lequel H1(l>,) ~ H1(.ûi). Il 
0 

suffit de prendre pour J1 une boule de Rn. On a bien 1 €.H 1(.f1) et 1 f. H1(.0,)., 
0 

I .3. Problème de Dirichlet pour 6 - À ( À > 0}. 

Nous cherchons f G H1 (.(1) telle que ( 6 - À )f = 0 dans J!) '('1) et "f = g 
0 

sur b.(), où g est une fonction donnée sur b,0,11• Nous poserons ainsi le problème a 

Supposons qu 1 il existe h ~H
1('1) prolongeable en un certain sens sur :0, et telle que 

h/b.O. = g. Alors, par définition, signifie que f/b"1 = go 

Nous pouvons donc poser le problème en termes d 1espaces déjà étudiés etaroir le 

Théorème IV. Etant donnée h E H
1 {fi), il existe une distribution f et une seule 

0 

appartenant à H1(,0,) et telle gue 1 !! ) ( 6. - À )f = 0 dans 
0 -

1 2tl) h - f S H ( {l,} • 



Démonstration. Prenons sur H1("1.) la. norme suivante, équivalente à. la. norme initia.le a 

111 rlll 2 = r t1#i2 + A r ltl 2 
.. 

JtÛi i=1 uXi Jio. 
Elle est associée au produit scalaire 

«tis» = r t ô~~ ~ + À ~ fg JD, 1=1 J. l. ~ 
et, on a pour tout '-P € ~ {().) 

- (CA- À)f , ~ )= ((t , t.p ))o 

Les f de H
1

((1) qui vérifient f - h €H
1(l1) forment un sous espace affine fermé et 
0 

complet. Nous cherchons donc une f orthogonale à H1([1) et contenue dans h + H1(.{1). 
0 0 0 

H
1({1) étant un espace de Hilbert~ il existe une telle solution unique à, savoir: la pro-

jection de l'origine(~ H1(.{1)) 

1 

1 sur le sous espace affine h + H (.0,). On a f = h - f 1 p 0 

avec t 1 ~H
0

(tl,). CoQaFgD~ 

Problème de Dirichlet homogène. 

Nous avons, en fait, résolu le problème suivant & 

Etant donnée h E:. H' (.O.), trouver :r
1 

E n! (.0.) telle que 

{ Ji - À )f
1 

= ( À - À )h 

1 t
1 

est obtenue en projetant h sur H
0

((},,)o 

Comme /1) ('°1) est un sous espace dense de H
1 (!1), avec une topologie plus fine que 
0 

la topologie induite, le dual de H1({1) s'identifie canoniquement à un sous espace de 
0 

Jl)'(l1) (1 9ima.ge de 19application transposée de l'injection J)(!l,) ~ H1
(.Di)). 

0 

Remarquons alors que la distribution ( b. - À )h appartieht au dual de H
1(.n,): 
0 

-{( 15. - À)h, g ) = ((h/g)}., Plus généralement on a. i 

Théorème Vo Etant donné 

tion unique f
1 

appartenant à 

'P appartenant au dual de H!(.O,), il existe une distribu

H1(!1) telle que & 
0 



Démonstration. On va déterminer f
1 

po.r la condition suiv~nte i 

V g E:H!(..G) : -<(A-À )t
1 

, g} = ((t
1

,g)) = <-'t>, i}. 

Toute forme linéaire continue sur un espace de Hilbert est représentable par un élément 

unique. Ce qui prouve l'existence et 11unicité de f
1

o C.Q.F.D. 

Ce théorème, plus général que le théorème IV peut 3tre énoncé aussi sous la forme: 

L'opérateur A -À définît un isomorphisme entre H1 (A) et son dual. 
0 

I.4. Problème de Dirichlet. pour 6., ( À = 0) Q 

'2 s Il Of 2 V 
Posons lJ f Il = L 1 ~ , " Il f li 

"'. 1 lox. 
est une semi-norme sur 

11,11 1= l. 

11opérateur de projection sur le ième axe de coordonnéeso 

Théorème VIo .§!. J:1 est borné dans une direction (c 1est à dire pri(.O,) bornée pour 

~ i au moins) ~ s 

19) li Il
i 

est une norme équivalente à Il 
29) l'i opérateur /j. 

Démonstration., 

1 définit un isomorphisme entre H ([),) et son dual. 
0 

19) Supposons pr 1(.0,)C (-av+~] .. IJ faut démontrer quiil existe une constante C 

ne dépendant que de [l, telle que pour toute f de H1(f1), on ait t 
0 

Il f Il ( C lldl 
1 

Pour f € Jl) (.0.), on " f (x1 .. , x n) = l j il~: ( t, "2, ... xn) j 2 
dt, En appliquant l' in,

galité de Cauchy Schwarz: 

1 f (x1 •" "n) J 
2 

f. 2• l...,_1 èJ!~ (x1 • "2 • •" ,xn) J 
2 

clx1 

soit 

En intégrant par rapport à. x
2

, •o•, xn on ai 

J.o.1rl2 
c1x ~ 4 ..2 J 1~12 

c1x 

soit a Il f Il 2 < 2a. Il f \1 ' d I où 1\ f \1 ~ (2a. + 1) Il f 111 o Cette dernière inégalité est 
L 1 

valable dans H ("1) :puisque J) (,C1) y est dense., C.,Q,.F.D., 
0 



2ft) H1 (-0,) muni de la norme IJ 
0 

un espace de Hilbert et on ai 
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~ 

l} et du produit scalaire associé ( ) 1 est 

Il n'y a plus qutà reprendre la démonstration du théorème V pour démontrer, dans ce cas, 

l'existence et l'unicité de la solution du problème de Dirichlet pour À o 



CHAPITRE II 

Opérateurs fortement elliptiques: Problème de Dirichlet 

II.1. Espaces Ifl(,Q,), Ifl(O,). 
0 

Notations : si p = (p
1

, .... , pn) e. N11 

IPl = P1 + P2 + ••• + pn ordre de p 

~p = ~:1 " .. 
ÙIPI 

»P=-----
P1 pn 

è)x1 ou è)xn 

Définition I. Etant donnés un ouvert n, ~ Rn (extension facile aux variétés), 

m un entier positif, Ifl(ll,) est l'espace des distributions fE&:,•(ll,) telles gue: 

Pour m = 1 on retrouve la définition de H1(iO,}. On munit If1([1) du produit scalaire 

(f/g)m = [:! J nP f ~ dx 
IPI ,m 

La norme correspondante est notée z lltl/ • 
m 

Définition IL a} ir:<lli) est l'adhérence de J)("1) ~ Ifl(Cli) muni de la norme 

Il Il m 

b) Ifl([l,) est l'adhérence de /:'(!li) 0 Ifl(i!1) ~ Ifl(.(1). 
0 

De l~équivalence des définitions II et III du chapitre I, on déduit aisément l'équiva..-

lence de ·ces deux définitions. 

Nous avons les résultats suivants, dont les démonstrations sont immédiates à partir 

de celles des théorèmes I, II et III du chapitre I. 

- Ifl(O) muni de la norme \1 Il est complet (c'est donc un Hilbert) 
m -

- Ifl(.O,) = Ifl(Rn) 
0 

& f €. ~([1), f €. lf(Rn) (Réciproque VTa.ie si b.0, est régulier) 

Définition III. §,Qll m un entier positif, H-m{ll,) déSigne le dual topologique 

de lf ( iOs) muni de la norme Il l\ : o m 

r~u1>l' =H-m(!l,). 
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Cette définition est convenable pour m = o. 

Il • 
0 

Signalons les deux injections continues et denses 

obtenues par transposition des injections continues et denses 

Théorème I. H-m(.O.) est 11espace des distributions f gui s'écrivent: 

f= ~-#g ~ 
IPl-'m P 

Démonstration. rlg 
p 

muni de la norme 11 ~ , 
n 

g é L 
2 (J."J,). (La décomposition n I est pas unique) ., 

p 

2 avec g EL (.(1) 
p 

puisque 

définit une forme linéaire continue sur 

Elle est donc prolongeable en une forme continue sur If(.O,). 
0 

Récirpoquement, soit T une forme linéaire continue sur If1(!1). Démontrons qu 1elle 
0 

est de la forme indiquée. Soit M l'ensemble des multi-entiers p E.?f tels que I Pl ~ m. 

Considérons 11application: 

t --- (#t\ t.M 

Elle est continue et injective. L'image de If(J"L) 
0 

lui est donc isomorphe (théorème de Banach!). T 

par cette application est fermée, elle 

est donc prolongeable en T sur [ L 
2 

( J), f 
(théorème de Hahn-Banach). L2 étant identique à son dual, il existe M fonctions O a:p

p 

partenant à 

On a donc pour f E JI) (l1) 

<T, r) = :Z,: <Q , nPr) = L (-1) P <nPo , f>. 
IPJtm p lPt,<m p 

Comme cl>(iO.) est dense dons If(iO.), T est bien de la. forme enoncée. C.Q.F.D. 
0 



- 10 -

Pour r € ifl<tL>, posons \lfll~2 
= fr:!: l1'rl 2 

dx. 
~Pl= m 

C'est une semi-norme. Nous 

avons: 

Théorème IIo 1f) fil [1 est borné U Ü 
I 

est une norme sur if1{[1) éguivalente à 
m o 

212) .fil. li, est un cube de c$té E t V f 6 ifl(Jb) .2U : 
0 

JI ,11:_k ~ Ek fit Il~ .ù {lrllm-k ~ tk \l f U m 

pour tout entier positif k ~mo 

Démonstration~ 12) La premièro partie a été démontrée pour m = 1 (th. VI, ch. I). 

La. démonstration pour m positif quelconque, s'en déduit aisément pnr récurrence sur m. 

2i) On o. déjà. démontré (tho VI chap~ I): 

On a de m~me1 pour tout p, tel que 

è)lpl-1f 

On en déduit tout de suite; 

llrll 2 ~éll~II 2 • 
L 1.:1X1 L 

1 Pl , m et f E. ifl(.n,) 
0 

E _..Q,_lP_l f __ 

P1 pn 
ôx1 ... o <)xn 

et li :ell 1 ~ E: Il rll m-,q m 

De proche en proche, on a le résultat énoncé. C.Q.F.D. 

Remarque 1. Il aurait suffit de supposer dans la première partie du théorème précédent 

ll, borné dans une direction; da.ns la 2e partie '°1 d'épaisseur é da.ns une direction. 

Remarque 2 o Si \f) appartient à JJ (.fi,), on peut la prolonger par O en une f onc

~ion de o2'.>(Rn), on pourra alors faire subir à tp la transformation de Fourier 1 

$ ( Ç ) = f tp {x) e -i ~ oX dx 

et on aura la formule de Planchevel t 

11 l{> 11
2 

= 
1 JI~( t:)j

2 
dte 

o (2 ll')n 5 ~ 

En appliquant cette t'oTinUle a.ux dérivées pa,:rtielles d'ordxe m1 on obtient: 
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II.2. Opérateurs fortement elliptiques: inégalité de G-8.rding. 

Soit L = B a (x)nP, un opérateur différentiel à coefficients indéfiniment 
IPI ~m P 

différentiables, et d'ordre pair (m = 2p.). 

Définition IV. L est fortement elliptique au point x §.i: 

Exemple : - 6 

9{(-1 t L a (x) ~p) 0 
IPl=m P 

Supposons L fortement elliptique en x et soit C le mininrum (C ) 0) de 
X X 

sur la variété Li ~2p = 1. On obtient aussit6t 11inégalité 
IPI=µ. 

3{(-1 )f-l ~ a (x)~P?t ex L r:,2
P o 

P =m p IPI= /J. 

Théorème.IIIo .§! L est fortement elliptique dans fi, (i.e. en tout point de l'ù), 

on peut associer, à tout point <l. ~ [).,, un voisinage ouvert O ex. et une constante Ko: 

positive tels que pour toute distribution ~ .!!2_ H~(O ex.) on nit : 

tR < L If, ~ ) ~ K ex. Il~ Il :l . 
Démonstration. Elle se fera en deux étapes g 

12) Supposons d 1abord que les coefficients· a soient constants et nuls sauf pour 
p 

IPI = m. Il existe alors, une constante C) 0 telle que 

Soit 

8t< L tp, ~) ~ C n rL ~2p \ ~12 d ~ = C Il lf u12 " 
(2lt) JIPl=p. 1-J.. 

22) Plaçons nous maintenant dans le cas général o Soit Ol e .ÔJ • Utilisons le "Truc 

de Korn" en posant: 

L°' =[:a (~)If 
jpj=m p 

On as L = L + L1 + L", 
°' 

L1 = I: (a (x) - a (~))If 
IPl=m P P 

L" = ~ a (x)If. 
IPI ~ m P 
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Il existe une constante C, dépendant de ex, telle que: 

'v' 'i' €&)(Rn) 

(application de la 1ère étape)o 

Soit v
1 

C .O. un voisinage ouvert relativement compact de oc.. Il existe une coµstan-

te C1 telle que z VY,fot)(v1} 3 1l4lll~1-C' 11\fll~ (th.II)o Posons CC1 =C 1 • 

On a donc g 

On a pour V rE cil){V1) : 

<L'\j>,~) =[: <(a (x)-a (01.))nP,1)=I:((a (x)-a (ô!))DP.np
2tp,~> 

IPl=m P P P P 

avec I p1 1 = 1 P2 \ = !-40 P1 + P2 = P 

- Jl, P2 P1- -
Soit g (L''f ,tp) = (-1} L <Ca (x)-a {<X))D l{',D tp) + _L <L. f, L.f) • 

IPl=tn P P i,j 
1 

J 

Le 2ème terme de droite est une somme finie 9 les opérateurs Li sont d'ordre au plus J.l 

et Lj d'ordre au plus p.- 1. Il existe une constante c
2 

ne dépendant que de L et 

de v
1 

telle que: 

Y tp eJ0 (v1 ) jI: <Li f, L/P >1 -{. c2 Il f Il !J-Il f Il p--1 

On traitera de m~me L'v 

V tp€oV(v1) I< L11 
~, ~ )/ i c3 lllp Il !J-11 lp Il rt,-1 

Soit 6 un nombre réel positif, il existe un voisinage ouvert v
2 

de OC. contenu dans .!1 

tel que x 
L sup I a (x) - a (CX) r (. & .. 

IPl=mx€.V2 p p 

Finalement on a, pour toute Y,E~(v
1 

() v2) 

S((Llf',~) ~ c1 11~1I~ - &llfll~ - (c2 + c3) ll~IIP.11~11µ._1 • 

c1 
Prenons ~ = - et soit v

3 
le cube de centre 

3 

c1 
o:. et de c8té : ){C +c ) • 

2 3 
rème II cho II on a 8 

D'après le thœ-
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c1 

Posons K 0(. = - et O Ol 
l 

a{<t If,~) ~ Kat Il tpH :. Cette inéga.li té se généralise à H~( 0 « ) puisquft 

est dense., 

Théorème IV. {Inégalité de G~rding) • .§m. L fortement elliptigue, d'ordre m = 2p., 

dans un ouvert i!1, ~ R~. Pour tout ouvert O relativement compact de .ni, il existe 

deux constantes réelles positives À ,2 A telles gue l'on ait ~ V~ é H~(O) 

i'.R(Llf + À 'f, ~) ~ A li '{Ill~ .. 

Démontrons d'abord le lemme 

n 
~• .§.2ii O un ouvert de R ; pour tout t ) o, il existe une constante 

1l ( E ) >,, 0 telle que g 

Démonstration du lemme g Nous avons 

V e, 3 l >1 o tei que 

En effet, il n1y a qu'à considérer le polyn8me a 

P{~) = L ~2p(1- €2) - E.2 L ~2po 
IPl~p.-1 • IPl=jJ-

Il tend vers - oo quand ! ~ 1 tend vers + oo., Donc pour 1 ~ 1 4 K, P( ~) ~ O. 

Soit ' 
2 ~ sup P( l; ) • Nous avons P inégalité annoncée pour tout ~ E Rn. Soit 

l~I ~ K 
<p€e'D(o). on a = 

L ~2pl~<~>l2~ E2 I: ~2pl~(~)l2 + 1l2l~(~)l2 
IPI~ p.-1 IPJ ~ p. 

et en intégrant, on obtient g 

Démonstration du théorème IV. Soit O. un recouvrement fini de O extrait du recou-
1 

vrement par les Of.X du théorème précédent (th. III ch. II). Soit ~. une partition 
~1 p. 

de 11unité indéfiniment différentiable, subordonnée à ce recouvrement. Posons Oi = 1 
, 

1 Vr:. ~~ de sorte que ~: définit une autre partition de 19unité subordonnée au m3me 

recouvrement. Pour q> E eV( 0) , on a , 
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< 1 tfl, lf' > = ~ < OiL ~, Oi ~ > = ~ (L( o i tp >, ô i ~ > + ~ < ni~, Oi ~ > 
l l 1 

avec OiL~ = LOi If+ Di~• Di est donc d'ordre m-1. Soit c1 = i~f KOl. 
1 l. 

tantes définies par le théorème III pour le nombre fini d 1ouverts 0.). On a 
l 

Re ~ <t( Oi 4')' Oi ~) ~ 01 I: Il oi Î 1/ :_ 0 

1 l. ,-

La formule de Leibnitz montre que: 

c
2 

ne dépendant que de O et de la partition de 1 1unité ~i• On a aussi 

Il existe donc une constante c
3 

ne dépendant pas de lp telle que t 

Finalement on a a 

c1 
En prenant dans le lemme précédent t = 

204
t il vient 1 

C 

8l<ttp,lp) ~ ....1114>II~-c4 7i llt.pllµ.lltpll0 
2 

Or pour tout Ol ) 0 on a t 

li f Il µ11 lJ> Il 
O 
~ ~ Il lf> li ~ + 2 

1
cx. li~ Il : 

Prenons 
c1 cf ~2. 

A = - À = " On obtient g 

4 c
1 

Y4>EcV(o) 3l(Ltp, f )).,A lhpll~ - À /llpll! .. 

Cette inégalité se généralise à Hµ(O)., C.Q.F.D. 
0 

(K cons-
(Xi 

Corollaire. Application au problème de Dirichlet. L + ~ est un isomorphisme de 

H~O) sur H-~(O) (avec les hypothèses du théorème précédent). 
0 - 0 - -
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Démonstrationo Si l'expression <t lf>, Ïp) est réelle, (Ltp+ À'f', ~) est une 

norme sur Ifl(o) équivalente à lltDII et il suffit de considérer Ifl(o) muni du produit 
o T m o 

scalaire llt,gll = (Lf + Àf , g) et d 1o.ppliquer le théorème de représentation d'une 

forme linéaire continue dans un espace de Hilbert (m~me démonstration que celles des \h. 5 

et 6 du ch. I pour 

tienne positivea 

A). Exemple : L = L ~ ô (a .. (x)~ 0 ) + C avec (a .. ) matrice hermi-
•• uX, l.J vX, 1J 
l. ,J 1 J 

Plus généralement on utilise i 

~o Soit B un espace de Banach réflexif muni d 1une involution isométrique 

x ~ i. ~ u une application linéaire fortement continue de B dans son dual B' 

telle gu 1il e4tste une constapte C donnant lieu à 1iipdg1lit6 g 
1 

~ u est un isomorphisme de B ,a B1 o 

Démonstration du lemme. On a 1 

dioù: 

cllx113 ('!Jt<llCI), i)~ !lu(x)II lliU 

l\u(x)ll ~ C llxll • 
Ce qui montre que u est injective et que u(B) est une partie complète donc fermée dans 

B' o 

Supposons que u(B) soit distinct de B1
9 l'hypothèse que B est réflexif permet 

de trouver dans B un x non nul orthogonal à u{B}, alors: 
. 

soit llxll = o 

ce qui est absurde. C.Q.F.D. 

Ce lemme est en particulier applicable dans un espace de Hilbert. L +).. est une 

application continue de H~(O) da.na H-r'-(o) (voir th, I Ch. II), Elle vérifie a 
0 

m - 2 
ûl < (L + À )( ~ ) 9 lf') ~ .A. li If 1/p... Nous sommes dans les conditions d 1applications du lemme 

précédent d'où le corollnireo C.Q.F.Do 
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IIo3. Application de la théorie des opérateurs compactsv 

Nous avons entièrement résolu le problème de Dirichlet pour l'opérateur L +À (L 

fortement elliptique, À suffisamment grand pour vérifier liinégalité de GÎrding). Nous 

allons voir maintenant ce qui se passe pour ltopérateur L et plus générnlement pou~ L +X 
,, 

( A. complexe quelconque)o Nous utiliserons pour cela des résultats de la "théorie des 

opérateurs compacts" (voir appendice)~ 

~~ V• .§2!1 0 un ouvert borné de Rn; pour tout entier m positif ou nul, 

l'injection canonique de est compacte., 

Démontrons d'abord les deux lemmeso 

~ I (Wl,) .. Pour gu 'un ensemble cp de fonctions appartenant à L 
2 

(Rn) ~ 

support dans un compact fixe K1 soit relativement compact dans il faut et il suffit 

que les deux conditions suivantes soient vérifiées 

19) q> borné dans. L2(Rn) (c'est à dire guîil existe une constante M telle gue 

pour tout \f. !!! p Il~ !1
0 
~ M)o 

29) Ve> o, 3~ telle que lhl~, ~ llth'f-~110 ~ é 

h, €R 
l. 

'tht.p(x) = \{J(x1 +h1' .... , xn +hn)" 

Démonstr~tion du lemme I. 

Conditions nécessaires., <P est relativement compact, il est donc borné da,ns t
2

• 

Considérons les applications de L 
2 

dans L
2 

s If ~ 'th 'f - \{> • Elles sont équicontinues 

( 111:hlf-~ 11
0 

{. 2 Il~ 11
0

) et convergent simplement vers O, quand h tend vers o, dans 

l'ensemble des fonctions continues à support compact, qui est dense dans 
/2 n 
L (R ) • Elles 

convergent donc simplement vers O dans t 2(tin). Par con·séquent, elles convergent unifor

mément vers o, sur tout ensemble relativement compact de L2, et, en particulier sur 4> o 

Ce qui démontre 29). 

Cgnditions suffisantes. Montrons que l'on peut recouvrir ip dans t 2 par un ndmbre 
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fini de boules de rayon E arbitraire, ce qui démontre que <Ï' est relativement comp~ct, 

pour 

.Alors on a & 

une su'.1i te de fonctions de 9J('R!1) telles que i 

Suppof$ons p assez grand pour que s 
0 

'v'lf)E:4' ltl~.!. ) 
Po 

JO = 1 et Q (x) ~ 0 
p p 

(QP
0

• * 'f- f )(x) = Jop}tHlp(x-t)-f{x))dt 

~ t .1. lll r-_ L2 (Rn) t ev pour OUv T ,;;;. 

(QP
0 

* 4>-tp/f) = Jop/t)dt J<tp(x-t)-tt>(x)hp(x)dx 

~ Il 'tt ~ - \j> 1~ Il lp Il 
O 

{ ! Il~ 11
0 

(en appliquant liinégalité de Cauchy-Schwar~z)o 

Soit : l1 O * tp - y> Il (. ~• 
Po 

Considérons les fonctions Q * lf1 (p fixe t lf> (2. p) 9 elles gardent leur support 
Po o 

dans un compact fixe K et elles sont uniformément équicontinués 9 en effet: 
0 

~ll'thQ -Q Il M Q 

Po Po o 

Enfin, elles sont bornées dans L
00

, puisque: 

Elles forment donc, d'après le théorème d'Ascoli, une famille relativement compacte dans 

L 00 (K ) o Il existe donc, un nombre fini de fonctions lO, de L 00 (K ) telles que : o 11 ___ o 

v'tpe':P 3i tel que~ llopo* 'P-'-[\IILOO~v 2v(io) 

d'où g 

~ II. Pour ou'un ensemble ~ de fonctions appartenant à lf(Rn) (m ~ 0) ~ 

support dans un compact fixe soit relativement compnct dans Ifl(Rn), il faut et il suffit 

que les deux conditions suivantes soient vérifiées: 
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1 t) ~ borné dans Ir°(Rn) 

22) VE ) o, 311 , tel gue I h 1 " 1( ===9 lh:h \.f' ... ~ m li'-E 12our tout lp é <p • 

Ce lemme découle du précédent en considérant lf(Rn) comme sous espace fermé de 
M r t 2

(Rn~ , M étant le nombre des multi entiers p = (p1' ••• , pn) avec IPI ~ m 

(voir démonstration du th. I cho II)o C.Q.F.Do 

Démonstre,tion du théorème V" Appliquons le lemme précédent et montrons que l'ensemble 

P des tp de ~+ 1 
(0) telles que Il lpllm+

1 
~ 1 vérifient les conditions 12) et 22) 

de ce lemme dans If(Rn)o En effet, de telles fonctions peuvent ~tre prolongées par 0 

en dehors de leur support et appartiennent alors à :e:°1(Rn) .. Elles gardent leur support 

dans un compact fixe Ô o 

Le 12) est immédiatement vérifié. 

Vérifions le 22) o Prenons h = (h
1

, o, •. •, 0). Pour 'f € JO (0), on a t 

h 
tp (x + h) - ~ (x) = s 

O 

1 
e,.(x + t)dt 

2 
d'où s l'P (x + h) - tp(x)l

2 ~ h J\ù4I dx1 (Cauchy-Schwar.t )o 

et 

soit 

Soit A le diamètre de O g 

••• dx 
n 

et pour m et h quelconques, on démontre de m~me g 

li 'th tp - lp llm ~ G1 11 'f Il m+1 

Par passage à la limite, cette inégalité est vraie aussi pour tpGit;:(o). 

Pour lf' e f , on a. donc 

lh: h \j) ~ lf> Il m ' 0 Viiiï avec C = \/2.Â. 
Le 22) est donc vérifié. C.Q.F.D. 
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Corollaire. L'injection de aP.(o) dans a-t\o) 
0 -

est compacte 

En effet, elle est la composée des deux injections Hµ(O) ~ Htl-1 (0) ~ H-p. (0). 
0 0 ' 

La première est compacte d.îaprès le théorème précédent6 La 2ème est fortement continuq, 

puisque si If E H~-
1 

et lj) E Hr t 

d'où llwll ~ lltoll ,. .. 
T - !J- î µ.-, 

La. composée de ces deux injections est donc compacteq CoQ.FoDo 

Appliquons ces résultats, dans les hypothèses de 11inégalité de Ggrding, en utilisant 

le théorème suivant de ln théorie des opérateurs compacts (cfo appendice). 

Soient E
1 

et E
2 

deux espaces de Banach9 u une application compacte 

de E
1 

dans E
2 

et v un isomorphisme de E
1 

sur E
2

• Alors W À = À u + v 

( À €: C) est un homomorphisme de E
1 

dn.ns E
2 

tel que 8 dim(noyau W À) = codim(image w),_} 

= d).; d À est toujours fini et d À = 0 sauf pour u::1 ensemble discret de va.leurs de À o 

Théorème VI. Soient L un opérateur fortement elliptique dans .O.. 1 d'ordre m = 2 p., 

.21, 0 un ouvert relativement compact dons [1 o Pour tout nombre corpplexe )! , L + X 
est un homomorphisme de H~(O) ~ ~-1--'-(o), o,yant un noyo.u de dimension finie,™ 

image de codimension finie et ces deux nombres sont égaux; ils sont nuls so.uf pour un en

semble discret de valeurs de ~ o 

Le théorème est immédiat en appliquant les corollaires des théorèmes 4 et 6 (ch. II} 

et en écrivant i L + ).9 = L + À + (X-À) ( À donné par l'inégalité de Ggrding). 

Ce résultat est 9 en particulierp o.pplico.ble pour résoudre le. problème de Dirichlet 

pour t,., 
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Appendice. Opérateurs compacts 

-=-==== 

Nous ne démontrerons pas ici les résultats les plus généraux sur les opérateurs com

pacts, mais seulement ceux que nous avons eu à utilisero 

Commençons par un lemme algébriqueo 

§2.ü. E un espace vectorielp ~ v un endomorphisme de 

,tl F son image• &2!:!!, s n 

Eo§.gj.! E 
n 

le noyau de 

a) ou bien la suite des sous espaces E est strictement croissante, ou bien cette 
n 

suite est strictement croissante jusquYà un certain ra.us p. à partir duquel elle est 

sta.tionnaireo 

b) ou bien la suite F est strictement décroissante ou bien elle est strictement 
n 

décroissante jusguYà un certain rang ~ à partir duquel elle est stationna.ire. 

c ) .fil. f !!, )) existent, p.= \il & E est somme directe de E p.. .rl, FJJ- V 

est nilpotent dans Eµ. et ciest un automorphisme de F~o 

D 
V P 

En effet, la suite E est visiblement croissante, et on a E +4 = v-1(E) ; si donc 
n n, n 

En= En+1 ~ Oln a. En-1-2 = ,,.-
1 

(En+1) = ,.,.-t (En) = En+1 i d'où Ep = En pour 'P ~n, ce qui 

démontre a)o 

On démontre b) de la m~me manière, en remarquant que P 
1 

= v{F ). 
n+ n 

Supposons maintenant les deux suites stationnaires. Montrons d'abord qu'on a t,.l, \). 

Sinon, on aurait 

r Ep.-1 ~ E ~ = E}-1+1 

"l p p.-1 = pl-'-

Par suite, ~ x E E, il existe y E.E tel que vP.- 1 x = vP.y, 

Prenons x E Ep.1 x 1EJ,A,-t J on a a v f-lx = vP.+ty = O 

vy 6El-1_ 1 ; donc x eEj,.1--tP ce qui est absurde .. 

D'une manière analogue, si 11on avait p. ( -v, on aurait 

d I eù x - vy E. E 
1 

o p.-



{ 

E...,_1 = El> 

F '1-1 f,. p" = p '>' +1 

Soit x 6 l\;, _1, x ç;/.P'b) ; 
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'1,1-1 
il existe y tel que x = v y 

donc il existe ')) \>+1 z tel que vx = v y = v z J 

on a vx eF~ = 1~ +1, 

et 

v-1 ..; 
x = v y= v z J donc x E. F)) , ce qui est absurde. On a. donc p.=)) • 

Montrons enfin c) ; il suffit d'établir que E est sonnne directe de E µ. et fie PI"' • 

Posons vP. = w ; Vx EE, 3 y E E vérifia.nt w.x = w
2
y., d'où x - wy €,El-l J donc 

E J,.l et FJ.l engendrent . E ; soit maintenant x 6Ej,A,tî FI-L J on a x = wy et wx = 0 ; 

2 
donc . w y= 0 ; d 1où wy = x = 0 et Ep. (iFP. = {o}., C.,Q.,F.Do 

Définition. Soient E tl F deux espaces de Banach; une application linéaire 

continue de E ~ F est dite compacte si liusage de la boule unité B .2:,!t E ,m 

relativement compacte dans Fo 

Remarque., Si E est réflexif, il revient au m3me de dire que u est continue de 

B faible dans F fort; en effet, si u(B) est relativement compact da.ns F, la topolo

gie faible et la topologie forte coineident sur u(B) s comme u est continue de E faible 

dans F faible, u est continuede B faible dans F fort (ceci tte suppose pas la refle

xivité de E) ; réciproquement, si u est continue de B faible dans F fort, et si E 

est réflexif, B est faiblement compact, donc u(B) est compact; u est une application 

compacte. 

Dans toute la suite 9 les termes Wcontinun, compactn9 etc.,.o sont entendus au sens de 

la topologie forteo 

Théorème 1 o §ill u un endomorphisme compact diun espace de Ba.na.ch E ; 1 1endomorphis

!!!2. v = I +u est un homomorphisme et son no;yau est de dimension finieo 

Soit E
1 

le noyau de v, pour x e E
1

, on a x = -u(x) J donc B n E
1 

est compact 

E1 étant un espace de Banach, est de dimension finie. 
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Soit H un supplémentaire de E
1 

dans E; E est isomorphe à E1 @ H; pour iémon• 

trer le théorème, il suffit donc d•établir ceci : si une suit, xp de points de B ()H 

vérifie v(x ) ~ o, on a x ~ O., Comme x = v(x ) - u(x ) , il suffit de démontrer 
p p p p p 

que 

X 
Pq 

u(x) ~ 0; si cette assertion était fausse, il existerait une suite extraite p . . 

telle que la suite u(xp) converge vers y{:. 0 J comme xp + u(xp) ~ o, les 
q 

X 
Pq 

convergeraient vers -y ; et 19on aurait v(y) =y+ u(y) = 0 9 y E.H J d'où y= o, 

ce qui est absurdeo 

Dans lîénoncé suivant, nous gardons les hypothèses du théorème 1o Remarquons que ce 

théorème s'applique à. v0 = (I + u)n puisque (formule du binSme} ,,.n = I + u , u étant 
n n 

compact$ 

Théorème 2o Les notations étant celles du lemme algébrique, les suites En il F n 

sont stationnaireso 

Supposons d1abord que la suite E ne soit pas stationnaire; on a alors, Vn 1 
n 

E 1 'I,. :E ~ Comme E esi; trivialement fermé p il existe x 6 E (\ B véfifiant 
n-~ n n n n 

1 
d(xn ' En-1) } 2• 

Pour m < n, on e. u(x ) - u(x ) = x + v(x ) - x - v(x ) E x + E 1, donc 
n m n n m m n n-

llu(xn) - u(xm) If}½, ce qui est absurde puisque la suite xn a. un point d 1a.ccumu.li:rtion. 

Montrons maintenant quo la suite F est s~atiommireQ D'après le théorème 1 cppliqué. 
n 

à vn, P est fermé., Si la. suite P ni était pas stationnairef on aurait V n : 
n n 

Fn ~ Fn+1 ; il existerait a.lors xn E. Fn f\ l3 vérifia.nt d(xn 1 Fn+1) ~ ½• 
Pour m > n, on aurait u(x ) - u(x ) = x + v(x ) - x - v(x ) E. x + F +1 d':>nc n m n n m m n n 

JI u(xn) - u(xm)JI ~ ½, ce qui est a.bsurdeo 

Des théorèmes précédentsr et du lemme algébrique, on déduit a:qssit6t que E = UE oo n 

est de dimension finie, et que F = f\p est fermé ; en outre, E oo n oo 
et F sont 

00 

stables par u et v induit un isomorphisme de P sur lui-m~me. On en déduit tri·'ia.le
co 

ment les résultats que nous avons utilisés a.u chapitre II, théorème VI (aux notatio~~ près). 
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a.) dim v- 1(0) = oodim v(E) (puisque v(E) = F @v(E ), on est ramené à établii ce 
00 00 

résultat dans E , qui est un espace de dimension finie l)G 
00 

b) Si )\.1 E. C est assez voisin de 1 e et si )..9 ,fo 1 9 1 1 endomorphisme I + ~•u 

est un isomorphisme E ➔ E (en effet, il induit un isomorphisme sur E puisque E 
00 00 

est de dimension finie, et il induit un isomorphisme sur P , puisqu'il est 19a.ssez voisin" 
00 

d'un isomorphisme)• En appliquant ce résultnt à. )..u au lieu de u (À€. C), on voit que 

l'ensemble des À' pour lesquels I + À'u n 1est pas un isomorphisme est discret~ 
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CHAPITRE III 

Opérateurs elliptiques - Régularité à 11intérieur 

III - 1 - Espaces ~(l1), liê(.t1). 

Distinguons les deux cas i m entier positif et m entier négatif. 

1 er cas : m 1' 0 

Définitio.n, I : a:({)i) est 1-' espace des -distributions .. à support compact et apPartenant 

~ If(.n). 

On a donc : If(Jli) :; C1 (i.C1)nif(J'1) :; É 1 ([1)nlf1('1) = c•(J'1)f\If(Rn). 
0 0 

Si J1 C J1 t , on a. évidem...-ment ê 1(l1) C ê'(f1'), on en déduit If1(J1)C If(t),t). 
C C 

Si K désigne un compact de l). 1 If(K) est 1 1espaoe des distributions de lf(A) à 
C C 

support dans K. If{K) est un espace de Banach, sa norme étant JI li (il est fermé dans 
C m 

lf(J).)). Nous dirons qu'une suite (CO ) d'éléments de If(J).) 1 à. support dans ~n compact Tp C 

fixe K, converge vers o, si elle converge vers O dans If{K). (On munit, en fait, If1(J1) 
C C 

de la topologie limite inductive des Banach If(K) en prenant une suite exaustive de compacts K). 
0 

Rema.rgue 1. Da.ns If(Rn) t la. norme Il lp li m est équivalente à. Il~ ( ~} (1+ 1 ~ l2)m/Z U L2 

puisque: 

On peut donc avoir la caractérisation: 
m 

et ~ ( ~;)(1+ \~!2)
2 EL2

). 

On en déduit , 
m 

(<.p E.n:(Rn))~('fE t, 1 et ~(~)(1+\ 5t2)
2 

E.L
2

). 

Définition II : lfê<.a ) est 1 1 esptl,ce des distributions gui appartiennent localement à 

L
2{.{1)1 ainsi gue leurs dérivées jusqu'à l'ordre m. 

On a, donc: 
(~ e 1½<n>><=9 <cpe rfD '(J1) ; Vr:x.e$.J en,) ·9cx4> € ~(lh)). 

Si (&'.) désigne un recouvrement localement fini de J1 par des ouverts relativement 
l. 
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compacts, et (<Xi) une partition de l'unité indéfiniment différentiable subordonnée à. ce 

recouvrement, on a évidemment a 

Une suite (<pp) de Ifê<l1) converge vers O si pour tout ouvert relativement compact 

&- de t!11 . ( <p t O) convergent vers O dans If ( Cr) • (En fait, on peut considérer UllEl sui te 
p \ e-"¼V:elsJue <t~ 1 C Ô' et tels que tout compa.ct1 

d'ouverts relativement oompac e soitëontenu 1 a parliir de 9 assez grand, dans &'Y • 

On peut a.lors munir lfê(ll.) des semi normes : Il ~t &yÎ m• ~(tli) devient ninsi un espace 

de Fréchet) • 

Etudions les relations de ces espaces avec les espaces ordinaires de fonctions différen

tiables: on a évidemment: 

Théorème I 1 {Cas particulier du lemme de Sobolev). 

12) fil:. À est un entier positif tel que À> ~, ~ : a:+À (J1) C dl)mc_,{1) .21 

itë).. {ii'l,} C Êm(D,) ;pour tout entier 

22) ~ : H: ('°') = J>(J},) et 

n: ([1) = n H°1(.f1) J. 
IÎ m')o 

Démonstration: 

12) Soit 

est donc continue. 

m positif. 

Hë. (!}.) = t, (J1) • [ On pose H: (Ili) = n n:1(J1), ~ 
m~o 

est continue. On n r 

E:.L2 (voir remarque I) 

On en déduit sans difficulté la. démonstration pour 1). (!L)., 



29) Applica.;. ion directe du 1 l! • 

2ème cas i m < 0 
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Définition III.: ifl(t.Oi) est 11espace des distributions à support compact appartenant & 
0 

On a. donc: 

a:<n) est un sous espace de If1(Rn) = [H-m(Rn)] t • En effet, si 'f e. a:([2,), f e H-.n(Rn), 

1,,r{!!nant (:).. € cfJ {..ûi) éga.le à. 1 sur le support de t.p et en posa.nt : 

<~ I f) :: <'P 7 C4f) 

en définit une forme linéaire oontinue sur H-m(Rn) indépendante de ex• 

On en déduits 

et, pa:r sui te, sj. [), C J'),1 J gn a. i 

if'(.o,} C if'(i(l,t ). 
0 0 

De la. caractérisation de R-m(Rn) par la transformation de Pourier (Remarque 1), un déduit s 

(QJ € if'(Rn))~ (tpE Jt et 1(1+l~j 2)m/2 €L 2) (m ( 0) 

puisque si Ul E R--m(Rn), on a : 
T m m 

< f 1 ~) = J 1.~d~ = J ~(1+/-~I ~\
2 

~(1+ l;J
2

) ... 
2 

d~ 

et, en en déduit les deux caractérisations: 
m 

{y> E a:<iin))~ ) { ~Eê' et ~ (1+lE;12)
2 

E L
2

) 

(<p E ~(.!1)) <A ( tp e 6' ([1) et ~{1+1~12tl 2 €.t
2

) 

Nous pouvons définir aussi ifl(K) (K compact) comme étant égal à E 1 (K) (\ If'(i.Os) où 
C 

Jls est· un ouvert quelconque contenant K. If'(K) est un espace de Banaeh. On peut, en effet, 
e 

définir dans cet espace deux normes équivo.lentes s 

a) norme induite ps.r lf1( fi) 

(lfl(K) est alors fermée dans lf1([1)) 
C 

b) norme définie par la. tra.nsformotion de Fourier, en pl'ena.nt 1 

llt'.p (1+ lçl3)m/2 li 2 L 
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peut ~tre muni de la topologie limite inductive des 

Remarque 2 t .§!. f e ~(J),), elle peut s'écrire sous la. forme 

f = E: »e g 
,e,,...m e2 

où les g sont des distributions appartenant à L (.Q,) à support dans up voisinage a.rpi~rai-
B 

redu support de f. 

En effet, nous savons que f s 1écrit s (théorème I eh. II) 

t ~ {r1 ... »\ he E:L 2(.0,) 

Soit ~ E ~(.Q), va.la.nt 1 sur le support de f (qui est comprict) .• On a.·: 

En utilisant la, formule de Leibnitz, on peut écrire t r:: p De h~ • 

~DR h = rJ À Dr((D8
fJ. )hn) (À ... 

8 
des constantes) e r,s ,., c; .. , 

les (Ds ~ )h e sont bien à. support compact contenu dans le support de ~ • 

Pe.r ailleurs, on vérifie facilement ceci i si Cl.. eJJ(!1) et f EtfCO,) alc,rs 
C 

Cela justifie la définition suivante a 

Définition IV s H1ë<t1) est itespac~ des distri.butions f a.ppa.rteno.nt à. Jl)•(,O,) ,21 

telles gue pour tout ot E. Ji)(D,) Cl.. f E tf(J}i) (m < 0) .. 
0 

Définition IV bis t 8e(dl,} .est l'espace des distributions de la forme 

rJ DB g avec ge €. L~(O) (= H~(ll,)) ,e,~-m e . V ~ 

Le. définition IV entraine IV bis. Considérons en effet une partition de l'unité subor-

donnée à un recouvrement localement fini de Ji. :t = L oc.
1
t
1 i 

~ 
O(if = Ll D gie. 

1g1 ~ ""'11 

0C:.f' € tf(iD.i) ; donc 
1 C 

les gie appartenant~ L
2 et ayant un support arbitrairement voisin du support de OC.i 

{Rema.rque 2) • En posa.nt , on a. s 
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Il est facile de voir que la définition IV bis entraine IV (raisonner comme à la. remarque 2). 

Indiquons enfin, que 8e(ll,) (m < 0) peut 3tre muni d 1une topologie de Fréchet. Il ~st le 

dual. de H--m([1). 
C 

Connne do.ns le cas m ) o, indiquons brièvement quelques rela.tiôns entre ces espaces 

et les espaces de distributions ordinaires. 
1 

Nous avons évidermnent 1 3) -m:) ifë<.n.) (m < 0) 

{puisque JJ...m est 11espa.ce des sommes finies de dérivées d 1ordre ,-m de mesures). 

On a. de m~me : ~(fl,) ) { 4l. dérivées d I ordre -'-m de fonctions continues J • 
i f1n1. 

D1a.près ces deux inclusions, et, ce qu 1on commit sur les distributions d'ordre fini, 

on <Wduit 1 U it:(J),) = He00 (Jl,) = 3)
1
P ([1) (distributions d'ordre :fini) 

m <o c, 

En appliquant le théorème I (lermne_de Sobolev) et en utilisant la dualité de Ifê(J1,) 

et H-m(t},) on obti,ent a 
C 

si 

Signalons enfin, que les définiti9ns données pour m 4'· 0 et m ( 0 sont convenables 

pour m = 0 et coîncident (cela. résulte imméida.tement du fait que L:;\n,) est son propre 

dua.l). 

III - 2 - RéKJ,lln.rité à 1' intérieur pour /),. - 1 • 

Théorème II : fil. f est une distribution appartenant à., 3Y ("1) telle que 

< A -1)t e ~(Jl), ~, f e ~+
2
(.o). 

Démonstration t Elle se}f'~it en deux étapes. 

1ère étape. Ajoutons 11hypothèse t f à support compa.ct. On a, : (Â - 1 )f e. If(t>,) 
C 

soit : (voir III - 1) 

ou encore 3 

et, on a. bien 

~ /"'-... 
(1 + IE;\ 2)2( Â • 1)f 6.t 2 

(1 + 1~12)k/2(1+fçf2)~EL2 

r e if+2(.tl,). 
C 

Le théorème est démontré dans ce cas. 



- 28 -

2ème étape. Démontrons dia.bord le• 

~ s ~ O' un ouvert de Rn, t E. i) 1 {O) telle que, 

3 s E Z f €Hg(&) 

_3_k_e_z ___ <_A_-1_>~ E~(e-) 
.lt+2 

a.lors f EH'ë (&). 

Démonstration du lemme t 

S:l s ~ k+2-, il n 1y a. rien à. démontrer. Supposons s-1 ~ k. Pour tout <J.. e J) (O') 

on o, t (A -1 )(cc f) == O'. (A-1 )t + g 

et d I a.près la, 1ère 

éta.pe 1 

soit 

Si s + 1 = k + 2, le lemme est démontré. Sinon, on o.pplique de nouveau le résulta.t 

obtenu. Le lemme est donc démontré par récurrence. C.Q.F.D. 

Démonstration du théorème II. 
k+2 

"' €. m ( ") ""'f ,;,!, H ([),) • Soit donc un tel CX et e-Démontrons que pour tout V,. eu ~b, ""' ç; c 

un voisinage du support de OC., relativement compa,èt dans .o,. f considérée comme dis-

tribution dans & est d'ordre fini. Il existe donc ;, tek que f E Hê(&)i •n a 

(A-1)f E~(&) (puisque & ~4). Nous sommes donc dans les conditions dta.pplica.tion 

du lemme précédent f soit I t E ~+2(&) et <,.f e, if+2(&) C if+2(0,) (voir III - 1) 
" C C 

(1.. êta.nt quelconque dans :IJ(lb), on a. bien f € 1+2(.o,). C.Q.F.D. 

Théorème II bis. Le théorème II reste vrai en remplaça.nt /j, J?ar un opérateur L .4,i 

la forme 1 L= A +D 

1!!!, D est un opérateur du premier ordre à coefficients indéfiniment dérivab1es6 

Démonstra.tion . i 

0n a. 1 Lf = ( Ll - 1)1' + (D + 1)f • 
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Soient IX €3) ("),) et & un ouvert relativement compact dans [1, contenant le supp•rt 

de Olo Il existes, tel que f€.H!(&). Supposons s-1~k. On.a.a 

Lf' €. ~(&) , (D+1 )f Hs-l (0) 

dt où 1 ( à - 1 }f e. 8ë'1 
( 0) et, d' a.près le théor~me II f €:. Hf 1 ( 0-) •. Le raisonnement 

peut 3tre continué par ré<"Urrence J on a I f E Jtê+2
(<t). D1où 1 

~ f € 1f+2(lo/) C if+2(Cl,) 
C 0 

et f E~+ 2
(ll,)o C.Q.F.D. 

Application & En appliquant les théorèmes précédents nous pouvons énoncer a 

Toute distribution ha.rmonigue est indéfiniment dérivable I c'est donc une fonction 

harmonique ordinaireo 

Toute distribution S vérifiant vS + i ~ = 0 est une fonction holtmorphe au 
ë)X ()Y 

sens ordinaire" 

III ... 3. Régularité.à l'intérieur pour un opérateur elliptigueo 

n Soient IÛ, un ouvel't de R et . L un opérateur différentiel 

k 
L = Li 8k(x)D avec 8it E c ({l,) 

lkl 'm 
Définition V s L es,!_ a.ppelé opérateur elliptique si 1 't/ x €.'1, 'v' ~ f:. Rn ( S # 0) 

IJ t'\t(x)~k ,fo O., 
f kt=m 

On voit que tout opél"ateur fortement elliptique (ch. II définition IV) est elliptique. 

La. réciproque est fausse I par exemple, les opérateurs i A et ~ + i .È- sont ellipti• 
è)X è)y 

ques et ne sont pas fortement elliptiques. 

* Si L est un opérateur différentiel on définit l'opérateur L, qu'on appelle tpéra.-

teur adjoint de Lagrange de L, par la. fornule: 

V tp e JJ (Q,), V lJ) E. c!lJ (Jl) 

* Si L est elliptique, l'opérateur L L est fortement elliptique. En effet, si 
' 

Lf = a(x)'Ift, L*(f(x)) t:t (-1)~k(n(x)f(x)) J donc, pour L quelconque 
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L* = IJ (-1 )m 8k (x) Dk + H (ordre H < m) 

lkl==m 

et, * m - _kl-fklt 
L L = {-1) I: 8k_, 8k_tt Ir + M 

lk 11 :::m 
lk"I =m 

( ordre M < 2m) • Le polynome qui lui est associé est donc 1 

(.1)m\ [:! 8lt S kJ 2 
1 kf ==m 

Ce qui prouve quîil est bien fortement elliptique. 

D'après le théorème III du oh. II on a. a Vo<. El1, 3 &OC (voisinage de <X ) 

3 00,. tels que Vq, en:(6-0(.) on ait ' (L*L lp , tp> > O« !If If! 
soit Il up Il ! ) C Ol Il tp Il ! • 

Nous pouvons donc énoncer. 

Théorème III (Friedrichs) • .§!. L est un opérateur elliptique d'ordre m dans !1, 

pour tout Ol e '°1 , il existe un voisinage 0-Q!. ~ or.. et une constante O Of. tels 

gue 1 pour tout ~ 6. n:<oo.) on ait 1 

U L f 110 ~ CQ(. ll(f Hm• 

(Ce théorème e été démontré historiquement avant llinég~lité de G~ding). 

Nous o:rrivons maintenant o.u. théorème fondamental de régularité à l'intérieur .t 

Théorème IV. ~ L est un opéro.teur elliptique d'ordre m ~ J),, !! t une 

distribution dans iO, telle g_ue g ::i: Lf e: ~(il,), ~ f 6: ~(.O,) • 

Démonstration. Elle se fera ed deux ét~pes. 

1è:çe éta.pe. Démonstration du théorème avec les hypothèses supplémentaires a t é8ê(t),) 

et k entier) o. Nous distinguerons, !lll cours de cette étape, les trois co.s suivants t 

a.) k = 1, f à. support compa.ot petit 

b) k = 1, f à. support quelconque 

o k > 0 quelconque 
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a.)~ I : En a.jouta.nt les hypothèses suiva.ntes, à. celle du théorème IV I k·= 1~ 

f E If(& ) on a. 1 f E. If+1 (&,...) o 
C 0( - 0 "" 

(6-0C. étant l'un des ouverts donnés par le théorème III}. 

Démonstration du lemme I. ------------'-
Démontrons que ~f E ifl( 0-...., ) 1 , i ~ n. Soit i = 1 , par exemple• 

uX. 0 v,, 
l. 

Posons t ('"thf)(x 1, •••••xn) =f(x, +h, x2, u., xn)• 

On a. a th {Lf) - Lf = ( "thL)('l: hf) - Lf 

= ( 1:ht,....t)("t:hf) + L('thf - f). 

Soit t "thf - f t:hg - g -chL - L 
L( h ) = h - ( h ) 'thf' 

"'thg .... g 
g e H !(<t cc.>, on en déduit que h est borné dans H0 (o Ol) quand h va.rie et reste 

a.ssez petit. [ On pourra. d'abord le montrer pour une fonction 'f de c2)(c,O() 1 

tp (x1-+h' x2 .. .xn) - lp(X1 ... xn) 1 r1 -O\j) 
h = ii Jo ë)x1 (x,+t, x2•• .xn)dt 

si \.f> E a0 
( 0 Cl. ) on a, en appliquant Fubini • 

'thlf'""." lp . - 1 jh J olp -< h , '-l') = ii odt ox1 (x1+t,x2,•••,xn) q, (x)dx 

~ lll{>U1 .lflpll0 • 

n 't i.r - '-!> I 
On en déduit fi h h / i lltp u1 •· 

Il suffit de prendre, ~ors, une suite (~P) tendant vers g dons H!(&ot)} 

('th:-\ "Cbf = D ¾f\h- 8lt T.hDkf 
\kl-'m 

est aussi borné dans H0
(&0l.), puisque les 8Jt sont indéfiniment dérivables. Si h est 

-chi' ... f 
suffisamment petit, on en déduit, d 1après le théorème III que h reste borné dans 

-Chf - f of 
~(O'Ct)o Or h · --, - dans J~P(&OC..) quand h ~ o. Toute boule dans 

a~ ~t-t 
~(e-OC.) étant faiblement relativement compacte, on en déduit que h h converge fai-

blement da.us Ifl(o-..... ) vers ~f , et, pa,r suite a ~f eifl(e-... , ). C.Q.F.D. 
O ......, u~ uX.. C """ 
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b) ~ II I En ajoutoo,t les hYRothèses suivantes à celles du théorème IV a k = 1 • 

t e.iè<ili> ~ te f1<il>• 
Démonstration du lemme II• 

On considère un recouvrement de fi localement fini plus fin que celui des (&oc) 

donné par le theorème III. Soit (~ i) une partition de 12unité subor~onnée à. ce recouvre

ment. On a. 
(ordre D -'m - 1). 

On a a 

On en déduit ! 
L(to.f)EH 1(&- ) 

T 1 c (Xi 

et, dtaprès le lemme I 1 <p
1
t e If1+1(&~ ) c.if+\D,). Cela suffit pour démontrer que 

0 -i C 

te f 1 (D,) (voir para.graphe 1 ). o.Q.P.D. 

c) ~ III I En ajoutant les hypothèses suivantes à cèlles du théorèm~ IV t 

f elfë(,0,), k ~ 1 • .Qs..A a :f e: ~(Jl,). 

Démonstration du lemme III. 

Démontrons ce lemme par :récurrence sur k. Supposons k ). 2 (pour k = 1 , voir lemme 

II). Admettons le lemme pour ki-1, et, démontrons le pour k. Montrons, a.lors, que 

t =~ 
i è) xi 

a.ppartient à, ifê-Œ,-1 (,Cl). On a, t 

()f è) 
Lf 1 eL~=~Lf+Df 

uXi CJXi 
(ordré D , m). 

Par hypoth~se de récurrences 

L:t ~~(,a) C aë-1 (.0) =+ f G. ~ (.0,) 

fi G ~("1,) C iiè<G) (puisque W ) 0) 

et Dt E:Jt-1 (J),) e 
-b Lf.~ Jt-1 (fl) (puisque Lf C;. ~{J>,)). 
c,Xi e ~ 

On a. donc 1 
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Lfi E aê-1 
(.0,) et t 1 e. ~(ll,) • 

En a.ppliqua.nt de nouveau l'hypothèse de rfcurrenoe. on a. 1 tt E ~ 1 ('°'), on en 

déduit dono f € ~(D,). C.Q.F.D. 

2ème éta:ee• On se déba:ra.sse des deux restrictions k ~ 1 et t E 8ë(ll,) • 

Il suffit de démontrer que t.out point de J1 est contenu dans un ftuvert 6' relati;. 

vement compact dans J), et tel que f e ~{&). 

Soit &- un ouvert relativement compa.ot de ,0. f considérée comme distr:Lbu.tion 

dans & est dioràre finio 11 existe donc un s tel que f t.?.ll8 (~. Sup~sons s+1 ,.kiœ 
(sinon, on nia. rien à démontrer l). Soit h un entier positif tel que 

(donc, on a. m .( s + 2h) • 

Par un procédé ana.l.ogue à. celui utilisé dans le chapitre I, on démontre 4\1& 

un isomorphisme entre if{&-) et H-h(C-). Comme if(&) C H-h(&), on a. 1 
0 

h t = A t 1 

D1a.près le théorème II bis, on a. 1 

t 1 E ~~(ft) '-iè(&)o 

On a d'autre pa.rt I Ahx.:e
1 

= L Ahf
1 

+ Df
1 

(ord:re D , 211-kn-1) 

soit â~f 1 = Lf' + Df1 

buisque s-m+1 ~ k) 

(puisque t
1 

e.,~+2h(&)). 

h fl est 

( s+2h+1--m( ) D'après le théo~me de régularité pour A th. II bis) nn a .Lf 1 e He & • 

Nous sommes dans les conditions d'application des résultats de la 1ire étape (lenme III} 

puisque s + 2h + 1 - m) 1 et t 1 e. në<&). On a donc r
1 

E: f2k+1 (&) et par suii;e 

fE~+ 1(o). 

Si s + 1 = k + m, le théorème est démontré t sinon on recommence le mtme raisonnement 

pour un ouvert plus petit que o. Le théorème est ainsi démontré par récurrence. 
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Remarque , Indiquons rapidement quelques variantes des théorèmes de régula.ri-té (aa:ns 

démonstration)• 

1. On peut utiliser Tl (1 (p(+œ) à la. place de L2 (cfo sémina.ire Schwartz 59-40), 

ou aussi Lip « ( 0 < oc < 1 ) , ma.is non -6 ~, L 1 , L tt> 1 

2. Si les coefficients de L sont analytiques et si Lt est analytique a.lors f est 

a.na.lytique (Analycité à l'intérieur)o 

3. Régularité au bord. Soient L un opérateur fortement elliptique d 1ordre m = 2m1, 

0 rela;bivement compact avec un bord suffisamment différentiable, a.lors •n a. 

f Elfly(O) et Lf elf(o') ~:t Eif-kn(O) (-mt < k)o On peut utiliser ~ur cela, 
0 

11inégalitfS d 1.Arousza.jn s f e lf10 'l:f'i Il Lf 1( 
2 

+ cte fi f JI 2 ~CR f If o 
o L L m 

4. Il y a aussi des théorèmes d•ana.lyticité au b•rd• 
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