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CRA.PITRE I 

RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES. 

Soit l'équation : !.;X= b, où A est une matr:j..ce réelle (n,n) régµ-

1 ., b t d 'd 0 n 1•1·nconnue est x. vecteur de !Rn. iere, un vec eur onne e u. , Le 

but de ce chapitre est l'étude de méthodes pratiques de résolution d'un tel 

système (pour n grand!). On distingue essentielleme~t deux ty~s de méthodes 

- les méthodes dites directes x est obi;enu 11exaotement 11 au bout 

d'un nombre fini d'opérations 

- les méthodes dites itératives x est obt~nu comme 1~ limite d'une 

suite infinie convergente 

x = lim X 
( \/) 

§I. Méthodes directes. 
. -= ==== 

- ,t3xsj:;èmMtz,,s_ dont la matrice est. tr~,ang:ula:i.re 

la résolution est immédiate. 

e Si A est lriangulaire inférieure, c I est-~dire 

Alors 

(

~11 °:···~ 
.A. == • • ~ • : 

G • 0 

s •• ·o 
a a 

n1 nn 

a .. = 0 si j > i 
1J 

det A= a x a x ••• x a • 
11 22 nn 

Par hypothèse A est régulière det A est non nul, donc 



I.2 

On calcule aisément les composantes successives x
1

, ••• ,xn de x: 

a11 x1 =b 
1 

!) x1 = b1/a.11 

a21 
a21 x1 + a.22 x2 = b2 -> x2 = b2/a22 - a22 x, 

n-1 
a.n

1 
x. + an2 x

2 
+ ••• + a x = b ~ x = ...!_ (b - ~ a . x.) , nn n n n a n 4--'

1 
:P.J J nn J:::;: 

• Si A est triangulaire sup§rieure : 

A --(ao11: .· .· ·.a~ ••• nn,n) ( a . . = O si j < i ) 
l.J 

,., ièI11e , t. . La situation est la meme, mais cette fois on commence par la n equa ion, qui 

donne x 
n 

Nombre d'opérations nécessai~es ; 

~ ( ) 2 n(n+1) _ n(n-1) - nombre d'additions : L-J n-k = n -
2 

= 2 
k=1 

- nombre de multiplications : 

- nombre de divisions : n ~ 

n(n-1) 
2 

!cas général!. Les différentes méthodes directes ramènent la résolution de 

A.x = b à la résolution d'un système dont la matrice est triangulaire. Pour 

cela (sauf dans la méthode de Choleski où le point de vue est légèrement diffé-

rent), on cherche une matrice régulière B. telle que B.A soit triangulaire; 

alors : 

A.x = b< >BA.x = B.b. 



En prati4Ue, o~ détermine :a comme produit de àatrioes él'1mmtairea t 

1 ) Méthode de Gauss. 
==== 

Considérons une matrice J = (~j) avec t 

<Tij = 0 dans les autres cas, 

soit: J= 

Cette matrice est triangulaire inférieure, de déterminant 1. 

Si C est une matrice d'ordre (n,n) (ou m~me d'ordre (n,q),qln) et si 

c• = J.c, on a le lemme suivant 

Lemme 1 : fJoient L! ( 1 ~ i ~ n) les lignes~ c• il t
1
• ( 1 ~ i i n) l!§. = 1 

Démonstration : C = (c11•:••••c1q) 
• • • .. " . 
• • • 

C.. ·c· 
1 

•••••• n nq 

n 
( 1 .$. i ~ n , 1 ~ j ~ q) : c ! . = L cr: k 01,..; 

1J k=1 1 A.J 

- Si i = 1 Ôk d' ' C' C : crik = 1 ou 1j = 1j 

{donc . t• = 1 ) . 
1 1 

- Si i > k k d'où c;_J = ai ctj 1 . °ik = o:i 61 + ôi : • 

(donc . L! = L • + (Xi 11 ). . 
J. l. 

+ cij 



Décrivons à présent l!. méthode ~ Gayss. Nous suppoSGnS que 1 •.Sltlment a11 

de la matrice A est non~ (nous reviendrons ultérieurement sur le cas où 

cet élément est nul). La première étape de la :œthode de Ge.uss consiste à mul ... 

tiplier A =·A(1) par une matrice J( 1), du type J ci-dessus, avec : 

a21 (X=--, ... , 
2 a

11 

On obtient alors une matrice A(2) : 

qui possède des zéros sous la diagonale, dans la première colonne : 

• • . . 
• • 

• 
• 

• . . 

ou encore, en notation ~tricielle par blocs : 

~--n-1 , 

A (2) 
A (2) A (2) 1 1 

11 12 
= 

0 A(2) 
22 t1 

S~pposons que a;;) soit différent de zéro : la deuxième étape consiste alors 

à multiplier A(2 ) par une matrice 

:(2)) 
22 

I 
est du type J à l'ordre n-1 , de manière à obtenir une matrice 

.A ( 3) = J( 2) A (2 ) qui possède des o sous la diagonale dans les~ premières 

colonnes; 



A(
2

) ) 12 , 
.i2) ~2) 
22 2 

la première colonne de J~;) est • 1 . 
(2) 

a32 
-~ 

a22 
• 
• • • • 
• (2) 
an2 

- -::-rn 
a22 

Le processus se poursuivant ainsi, on obtient à la fin de la (:p-t)ième étape, 

une matrice 

avec : 

0\1 A(p) 
11 

est 

Si a (p) 'f' O 
pp 

/p) : 

< :P-1 n-p+1 , 
( ' 

r A (p) = A (p) A(p) :p-1 ' 11 12 

0 
A (p) 

22 I n-p+1 

triangulaire supérieure, et . . 
a(p1 ••••• a(p) 
.pp .pn 
• • • 
• • • . . . . . . 
~(Pf. •• ::~(p) 

np pn 

1 ième 't · t ' 1t· 1· , a p e ape consis e a mu ip 1er A(p) par une matr:i,ce 

0 

Ip-
1 

= matrice identité d'ordre (:p-1 , :p-t) 

J~~) <l.u type J, d'ordre n-p+1 , 



de manière à obtenir une matrice s A (p+t) = ip) A (p), A (p+t) possédant des 

zéros sous la diagonale dans les p premières colonnes. 

on a 

J(p) A(p) 
22 22 

et le choix de J;~) est alors évident : sa première colonne s'écrit: 

1 
- a(p) /a(p) 

• • • • 

p+1,P P,P 

- ; (p) /a (p) 
n,p' P,P 

· 1 t bt· t ' ( )ième ét d 1 t · (n) Fma. emen , on o ien a.pres 1:â, n-t ape _y_ calcu , une ma rice A 

triangulaire supérieure : 

(1) (1) 
a11 •• ••••a1n 
0 • • : 

• • • • • • . . .. 
• • .. • (n) 
0 ............. 0 a.nn 

(n) 
et A = B.A , avec . (1) (n-1) les matrices J , .... ,J 

sont régulières, de déterminant +1 , donc B est régulière et : 

Ax = b< )BA.x = B. b • 1 
Cas des pivots nuls : On appelle pivot d'ordre 

!!=== 
p le terme intersec-

tion de la ligne p et de la colonne p de J(p,- 1) A(p,-t). Si après la 

(p-1)ième étape a(p) = O : A(p) est régulière, puisque A est régulière; 
pp 

puisque A(p) possède des O sous la diagonale dans les (p,-1) premières 

colonnes, il existe j (j > p) tel que 

On échange a.lors· les lignes j et p. 
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Autrement dit, on pose : 

est la matrice da permutation: 

1 0 ••••••••••• 0 

t(~ 'p) 
o·, 
• ·1 

= • 01·· • ., 1 • • : . ~ • • • • • • • • 1 • • • t •• i., •• 01 
• • • • • 
0 ·1 

♦ p j 

La matrice est régulière, de déterminant 

stratégie des pivots : Il est préférable même lorsque le pivot n'est pas nul 

de choisir un pivot aussi grand que possible en valeur absolue (a.fin d'atténuer 

l'importance des erreurs d'arrondi). Donc, systématiquement, à la pième étape 

du calcul, on amène en position pivot (c'est-à-dire à l'intersection de la 

ième 
1 

ième 
p ligne et de a p colonne) le terme de module maximum, tel que : 

S'il existe plusieurs indices j tels que soit le plus grand des 

!a(p)I (k ~ p), on prend le plus petit de ces indices j • k,p 

On échange alors les lignes j et p. 

Traitement du second membre : Les éléments de b doivent subir les m~mes com-

binaisons que les lignes de la matrice : il est donc commode de considérer b 

comme une (n+t)ième colonne de A: 

b. =a. (1 ~ i~n). 
1 1,n+1 

G~nclusion: Une fois l'échange des lignes effectué, on obtient A(p+t) par 

les formules : 
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a (:p+1) - 0 
ij -

Nombre d'opérations. 

si 1 , i , p , 1 , j '- n+1 

si :p+1 ~ i ~ n .et 1 ~ j .( p • 

ième , ( )( ) ( A la p etape, nous devons calculer n-:p+1 n-p termes avec les 

seconds membres), et le calcul de chaque terme nécessite 3 opérations (1 sous-

traction, 1 multiplication, 1 division). Le nombre total d'opérations est donc : 

Il faut compter en plus la résolution du système triangw.aire, ce qui demande 

n2 opérations. 

Le nombre total d'opérations est de l'ordre de { n3 , pour n grand 1 . 

2) Méthode des rotations (Civens) • 

• Considérons une matrice (n,n) de la forme : 

2 n-2 
C e -sin ê ~ 1 2 v(e) cos 

0 (e € R) = sin e cos e 

0 I n-2 I n-2 

(v(e) est la matrice de la rotation d'angle e dans le plan 

La matrice v(e) est orthogonale, et det(v(e)) = +1 • 

• Si C estunematrice (n,q) (q entierquelconque),etsi c•=v
8
c, 

soient Li (1, i ~ n) les lignes de C, L! (1, i ~ n) les lignes de 01 : 
1 

L' = L cos e - 12 sine 
1. 1 



• Considérons la matrice : 

_(a11•:••••a1n) A - • • • 
• • • • • • 
• • • a 

1 
........ a n nn 

Je cherche à. amener des O sous la diagonale d.e A , et d'abord dans la pre-

mière colonne, en multipliant à gauche la matrice A par des matrices conve-

nables. 

- si 

- si et 

cos 
<}1,1) = 

-sin 

avec : cos e 1 = iT~ ~ : , 
t11 + a21 

Alors: A(2,1) = Q(1,1) A 

je passe à la ligne suivante (la troisième) 

ne sont pas simultanément nuls, :posons : 

e1 

01 

0 

sin e1 

sin e1 

cos e1 

0 

I 
n-2 

possède un z,ro à la place de a
21 

: 

(2,1) (2,1) 
a 11 ................. a 1n 

(2,1) (2,1) 
O a 22 ••••• a 2n . 

a32 a33• .. •••: 
• • • • • • • • ............. ann 

- pour faire apparaître un O à la place de a
31 

(s'il n 1y en a 

pas déjà un), :posons : 
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cos 02 0 sin 62 
Q (2, 1) = 0 0 0 1 

-sin 02 0 cos 62 

0 I 
n-3 

avec cos 02 
a11 

sin 02 
a31 

et . !(3~1) = Q(2,1) !(2,1)_ = \f-2 2 · ' =v 2 2', • 
11 + a31 a11 + a31 

- Le processus se poursuit jusqù'à la dernière ligne; nous obtenons : 

s, première colonne, et où les matrices Q(k, 1 ) sont orthogonales de déter-

minant +1 • 

- On passe ensuite à la deuxième colonne, où l'on fait apparaître des zéros 

sous la diagonale en multipliant à gauche par des matrices de rotation 

1 o ••••• 
0 cos e o ...... o 

0 1 
• ..... 
• ~ 

• "$ 

0 ""1 
j -sin e o ••••• o 

0 

sin e 
0 
• 
• • 
0 

cos e 

0 

1
1 •• . . 

• • . . ' 
1 ' 

j 

Le processus se poursuit, colonne par colonne, jusqu'à l'obtention d'une ma-

trice A(n) t . 1 . , . (n) riangu aire superieure : A = Q1A , 
n 

matrices de rotation: 
n-1 

Q = II 
j=1 

( II V .. (e .. )) 
.. l.J J.J 
l.=J 

où Q est un produit de 



avec 1 o ••••• 

0 
• • • • 

• 
• 

0 

• 1 o ••••• 
0 cos 

0 
eij • • • • • • • • • 

• 
0 

-sin aij 

0 

1 

o .... ".o ,1n eij 
0 
• 0 • • • • • • • • • • 

·1 0 
o ••. ,..o cos eij 

f 
• • 

·1 

La matrice Q est orthogonale, de déterminant +1 • 

Nombre d'or3rations. 

- Pour transformer la première colonne, il faut 4'abord calculer les coeffi-

cients et ce qui de~de 2 JD.Ulti~lications, 1 addition, 

1 extraction de racine carrée, et 2 divisions (sauf si a
11 

= a.
21 

= o). 

Il faut ensuite transformer les lignes 1 et 2, ce qui nécessite : 4(n+1) 

multiplications (en tenant compte de la transformation du second membre b) et 

2(n+1) additions : donc, pour amener un zéro en position a21 , il faut 

(4n+6) multiplications, (2n+3) additions, 2 divisions, 1 extraction de racine 

carrée. 

Pour amener des zéros sous la diagonale en première colonne, il faudra donc : 

(n-1)(4n+6) multiplications, (n-1)(2n+3) additions, 2(n-1) divisions, (n-1) 

extractions de racine carrée (ou peut-3tre moins d'opérations, si certains 

termes se trouvent déjà nuls). 

te nombre total d'opérations nécessaires est donc au maximum: 

- pour les multiplications 
n-1 ( ) : r:: (k-1 ) (4k+6) = n; 1 (4n2 - 1 în + t 8) 
k=1 . 

de l'ordre de j 4;~ 1 quand n est grand 
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n-1 
- pour les additions : I:. (k.-1 )(2k+3) ..: ~ (4,tl.2 -17n + 18) 

k=t 

n-1 
- pour les divisions : 2 L (k-1) = (n-1 )(n-2) 

k=1 

- pour les extractions de racine carrée : 
n-t (n-1 ) (n-2) I: (k-1) = _____ ........_ __ 
k=t 2 

quand n .... + œ, le nombre total des opérations varie comme l 2n3 I . 
3) Méthode de Householder. 

Il s'agit encore de faire apparaitre des zéros sous la diagonale, d'abord 

en première colonne, puis en seconde colonne, etc •• o, jusqu'à la (n-t)ième 

colonne. 

soit ::l::.P:•~:r:/iipe•on cherche une matrice 

(A(t) désigne la première colonne de A(t) = A) • 
• 1 

telle que 

t ·t n emme 1. Soi u € R , = 
·~ ~ norme !lui!= L u. = 1 • li!!:. matrice 

i=1 
1 

T . 
H = I- 2u.u ~ orthogonale, tl ~ représente 1!!. symétrie~ rapport 1 

l'hyperplan P , orthogonal à u. 

Démonstration: Tout d'abord, H est symétrique : 

T TT T 
H = I-2(u.u) = I-2u.u =H. 

Montrons que H est orthogonale, c I est-à-dire que 

Donc T HH=I; H est donc bien orthogonale. 

Etudions la transformation sur Rn associée à H : 

T 
H .H = I : 



et uTx est en tait le produit scalaire (ulx) : 

la composante de x suivant u est changée de signe, (multipliée par -1). 

La composante suivant P est inchangée : la transformation associée à H est 

donc la symétrie annoncée. 

Pour simplifier, notons a la première colonne de A on veut ramener a 

sur (mais si a est déjà parallèle à e
1 

, on ne fait rien). 

n n 
~ 2. Soit a € R 1 mm. 12arallèle l e1 • ll. existe u € R , .il. e:giste 

T 
H = I-2u.u • 

N.B. : pour r: on lira E • 

Démonstration Nous aurons nécessairement 

Mais H est orthogonale d'après le lemme 1 : l!Hall = llall . 

On doit donc prendre : la = r: llall l (, = +1 ou -1 ). 

Posons: T 
µ = u .a ; 

T T T 
a- 2u.u .a = o:e

1 
~a .a- 2a T T 

u. u a = o: a e
1 

~Hall2- 2µ2 = t!lall a1 (a1 == aTe1). 

Nous devrons donc avoir 2 llall (llall - i: a1) 
µ - 2 

Il faut vérifier que la quantité qui est au second membre est bien positive; 

mais cela est vrai, car a n'est pas parallèle à e1 il existe i /. 1 

(2 ~ i ~ n) tel que 
T 

/. 0 ; 
T a e. a. == a e. 

1 l. l. 

<-Va~+ t • 
r: a1 -$ 1a11 i =liai!. 

l. 
J.=2 



Pour chaq~e valeur de « oh a donc deux valeurs possibles, réelles, de µ: 

Hall (Hall - I: a1) 

2 
ou -1) 

et 1,1, ., O • 

MaJ.s u est alors déterminé, car: 

-ae
1 

+ a 
U=----- 2µ • 

Le leml!le 2 est donc démontré : il y a deux valeurs possibles pour «, et 

quatre va.leurs possibles pour u , telles que (I - 2u.uT)a = ae
1 

: 

I: = +1 ou -1 , 

t'= +1 ou -1 • 

ta prHmière étape du calcul consiste à former : 

est la matrice de symétrie fournie par le lemme 2 lorsque 

la première colonne de A(2) est parallèle à e
1 

: A(2) contient des O sous 

la diagonale, en premiôre colonne. 

Quel f)S'ii le nombre d'opérations nécessaires pour former A (2 ) ? 

Il faut d'abord calculer !la.li= IIA ( 1 )Il , ce qui demande : n multiplications, 
.1 

(n-1) additions, 1 extradion de racine carrée. Nous devons ensuite former le 

vecteur a - o:e 
1 

, ce qui demande n additions, puis calculer le nombre 

vfA Hall (liai! - a)' , ce qui requiert 1 addition, 2 multiplications, 1 extraction 

de racine carrée; il faut ensuite former u, ce qui ne demande que n divi-

sions. 



Enfin, nous n'avons plus qu'à former 1<2 ) : 

tllA( 1~1 A(2 ) 

~ à(2) 
: A22 

J.(2) = H(1) _/1) = .1 ~12 = (I-2uu'l')A(1) • 

Nous avons à former (n+1) vecteura-colonne J.(2 ) (en comptant le second 
.j 

membre). 

La formation du produit scalaire : uT A(~) demande 2n multiplications et 
.J 

(n-t) additions, le calcul du vecteur : u(2uT A(~)) n multiplications et la 
.J 

formation de A(~) - u(2uT A(~)) : n additions • 
• J • J 

Donc, pour former A(2) à partir de A(,) il faut, en tout 

... en multiplications : (n+1) + (n+1 )(2n+n) = 3n2 
+ 4n + 2 

- en additions 2n + (n+1 )(2n-1) == 2n2 
+ 3n - 1 

- en divisions n 

- en extractions de racines carrées 2. 1 
ibme 

La p étape du calcul consiste à calculer la matrice 

avec 

est une matrice de symétrie dans n-p+1 
R fournie par le lemme 2, de 

telle façon que A(p+ 1 ) ait des zéros sous sa diagonale dans les p p~emières 

colonnes. (on remarque que la matrice H(p) est orthogonale et symétrique). 

· t ' 1 ( )ième 't d 1 bt t (n) li'umlemen : a a n-1 e ape u calcu , on o ien : A = B.A , où 

(r) 
A · est trfo.rigula:Lre supérioure ; la ma tri ce B est orthogonale (donc régu.-



lière) et symétrique. 

Nombre~ d'oi!ratio~~ ~ la méthode~ Householder. 

- nombre de multiplications: 

n-1 n-1 n-1 
Ï::. (:,(n-p+1)2+4(n-p+1)+2) = 3 L q

2
+4.!: q+2(n-1) 

p=t q=t q=1 

n '1 2 
= 7 {2n +3n+4) 

quand n - + oo • le nombre de multiplications varie comme ~ 
n-t 

- nombre d'additions : I: (2q2 + 3q - t) = n;t (4n2 + 7n - 6) 
4=1 
n-t ( ) 

- nombre de divisions : L q = n n;t 
q=1 

nombre d'extractions de racines carrées: 2(n-1) "'i2nl quand n,- + oo 

quand n ~ + "'• le nombre total d • opéra tiona varie cmmne 14 ~ 1 

4) Méthode de Choleski. 

Cette méthode ne s'adresse qu'à des matrices symétrigues, définies posi-

tives (toujours régulières). 

Lemme. ~ A ~ smétrigue, définie positive, ,il. existe ™- matrice = 
S = (s .. ) 

:1.J 
T réelle triangulaire sµpérieure, telle que : A= S .s, 

s11 > 0 (i = 1, ••• ,n). 

et -

Démonstration: Raisonnons par récurrence sur l'ordre n de la matrice A. 

- pour n = 1 , le lemme est évident. 

- supposons la proposition vraie jusqu'à l'ordre (n-1), et écrivons la 

matrice A (qui est supposée symétrique) sous la forme : 

a n,n 



Puisque A 
n 

est symétrique, définie positive dans R t 
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er;rt symétrique 

définie positive dans Rn-1 • Par hypothèse de réQUrrence il existe une matrice 

S triangulaire supérieure, d'ordre (n-1), telle nue : 
n-1 "" 

(on a (dét S )2 = dét A 
1 

f 0 
n-1 n- sn_1 est régulière) et sn~

1 
est réelle. 

Posons : 

où z et s 
nn 

Nous avons . .. 

s = n 

sont encore 

ST S = ST 
n n n-1 

inconnuso 

s T 
S 

1 
z 

n-1 n-

T ZT s 
n-1 

z z + s 

Cherchons à identifier ST S à la matrice 
n n 

T et C - S 
1 

z 
' 

a = n- nn 

Nous devrons donc prendre 

T )-1 
Z == (S 

1 
C 

n-

( ce qui définit z de manière unique). 

Montrons qu'alors a nn 

z 

2 
nn 

A 

T 2 z+s nn 

Soit s l'une des racines carrées de (a - zTz) (nui, à priori, peµvent 
nn M "' 

être imaginaires). 

Par hypothèse : 

et nous voulons avoir 

A - ST S 
n n 
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Alors: dét A= (dét S )2 = (dét S 
1
)2.s2 • 

n n- nn 

Puisque A est définie positive fi' dét A > 0 ; donc 

s est réel. nn 

Nous choisissons alors pour a la racine positive 
nn 

V T l s = + a -z z nn nn 

Le lemme est démontré, avec S =S. n 

Déterminons effectivement la matrice S -

Identifions A et STS : 

n 

T 2 
ann - z z = a > O , nn 

et 

\Ji et j , a .. = I:!. ski. skj : 
J.J k=1 

il suffit d'étudier les termes 
:L ~ j 

a .. 
J.J 

tels que 

Si i =j:= 1 
2 

= y;:;; - a11 = s 8
11 11 

a1. 
- Si i=1,j>1 . 

a1j = s11 s1j s1j =_l . 
s11 

i 
2 « i-1 ' 

- Si i>1,j=i a .. =r: ski s .. = a .. - r: s~ J.J. 
k=1 

J.J. 11 
k=1 

1 [ i-1 ] - Si i>1,i<n : et n ~j > i s .. =- a .. - L ski. sk. 
J.J s .. J.J k=1 J J.1 

Nombre d'opérations dans la méthode de Choleski.. ================= ==== 
- extractions de racines carrées : n 

- multiplications : t (i-1 )(n-i+!) = n(n:-!} ~ ln:! (quand n ~ +'"') 
J.=2 

- divisions : Ê (n-i) = n(n- 1) 
i=1 

2 

- additions I:.n (n-i+1) = n(n-1) 
2. 

1=1 
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Remargyes : 1) Le lemme nous assure que les s.i' l.. 
calculés directement par 

identification, sont réels positifs. 

2) Le lemme est étroitement lié à certains résultats concernant la 

factorisation des matrices en produit de matrices triangulaires. 

(cf. le paragraphe sur la factorisation des matrices, ci-après). 

Application: Lorsque l'on a obtenu S telle que 

T 
A = S S , 

la résolution de Ax = b se ramène à celle de deux systèmes triangulaires : 

T 
S .y= b 

Ax = b< ') 

s.x = y 

On résout d'abord le premier, puis le second système. 
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5) Factorisation des matrices. ========= = ==== 
a) Factorisation de la forme A= L.U. ========= = = ==== 

Lorsqu'on résoud 1 1 équation Ax = b par la méthode de Ga.use l;lans permuta-

tian de lignes, c'est-à-dire lorsque tous les pivots sont non nuls on écrit : 

J(n-1) x ••• x J(1) X Ax = J(n-1) ••• J(1).b 

A(n) = J(n-1) ••• J(1)A 

est triangulaire supérieure 

J = J(n-1) ••• J(1) 

A = J-1 A (n) 

J étant ùn produit de matrices triangulaires inférieures, est aussi triangu-

laire inférieure. -1 
J l'est donc aussi. 

t t · 1 · ' · D on a donc écr1·t • -- J- 1 A(n) es riangu aire superieure. ans ce cas, ~ 

où J- 1 est triangulaire inférieure et A(n) triangulaire supérieure. 

Définition : Soit A une matrice carrée d'ordre n. On dit que A admet une 

décomposition du type A= L.U. s'il existe une matrice L triangulaire infé-

rieure et une matrice U triangulaire supérieure telles que A= L.U. 

Définition : Soit A une matrice d'ordre n, soit p inférieur ou éga). à n, 

on appelle mineur fondamental d'ordre p, de A, le déterminant de Ap où 

A = (a .. )
1

/. "/ • p J.J ~1.,J,P 

Proposition : Soit A ™ matrice d'ordre n , rn singulière. ,&lors A admet 

~ décompasi tian i:l!. ~ A = L. u. & tl seulement à les mineurs fondamentaux 

de A .§ill1i rn, nuls. Dans ~ ,Sâ§. ,1!!:. décomposi tian m unigue l!i, .2U, impose .1§. 

~:2:1!. ..9&.. L .2J1. U filŒ_ ]&_ diagonale. 
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Démonstration. 1°) Condition nécessaire 

{

det A f O 

A = L.U. 

det A 'f O )' det L. det U 'f O ==,. {det L 1 0 

det U f 0 n 
a .. = B L.k ukj 

l.J k=t l. 

a .. = .L L. k Ukj puisque L est triangulaire inférieure. Soit p : 
l.J 1~k<i 1 

1 ~ p ~ n. Alors si i et j sont inférieurs ou égaux à p on a 

et donc : A = L .U p p p 

p p 
de t A :::: de t L • de t u = ( n L .. ) ( II u .. ) 

p p p i=1 11 i=t 11 

p ,det A 'f 0 
det L 'f O =::;,- det L 'f O } . 

det U 'f O -,.det Up f: 0 p 

2°) Condition suffisante 

On la démontre par récurrence sur n. On suppose que c'est vérifié jus-

qu'à l'ordre n-1 • Soit A une matrice d'ordre n, non singulière. dont les 

mineurs fondamentaux sont non nuls 

Les mineurs fondamentaux de A sont non nuls par hypothèse. Par conséquent les 

mineurs fondamentaux de A 
1 

sont non nuls. D'après l'hypothèse de,récurrence 
n-

A admet une décomposition du type A • = L 
1
.u 

1 
• On cherche alors une 

n-1 n-, n- n-

décomposi tian A == L. U. avec l = 
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On procède par identification des blocs ce qui donne les conditions suivantes : 

A 
n-1 

A = L .U n-1 n-1 n-1 

d = L Y n-1 

ann =xy+.e u n.n nn 

étant régulière, L 
n-1 

et u n-1 
le sont aussi. ttéquation C = x.U 

1 n-

permet de déterminer x de manière unique. On obtient y de la même façon à 

partir de la troisième équation et ensuite : J, u = a - xy donne .enn nn nn nn 

et u nn 
(non unicité) L 

n-1 
et u n-1 

sont déterminées de façon unique si on 

s'est fixé, par exemple, les valeurs de L 
n-1 

sur la diagonale. 

Si on fixe la valeur de non nulle, on obtient u nn 
de manière unique à 

partir de la quatrième équation. 

Pour n = 1 l'hypothèse de récurrence est trivialement vérifiée. Ce qui achève 

la démonstration. 

Remarque : Lorsque A s'écrit A= L.U la méthode de Gauss peut se faire sans 

permutation de lignes et donne effectivement la factorisation car 

det A
1 =f 0 .( ,. 

a.11 =f 0 
• • • • . . • 

det A: /= 0 
p 

a(p)1' O 
pp 

L'interprétation matricielle de la méthode de Gauss avec permutation de lignes 

est précisée par la proposition suivante : 

Proposition : Soit A ™ matrice rn singulière. Alors il existe ™ matrice 

~ permutation P telle que PA .ê.Q.ii factorisable _rn 1§:. forme PA = L.U 
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(L triangulaire inférieure .!1 u triangula.ire sJi;p§rieure). Toute méthqg.e ~ 

Gauss avec permµtation ~ lignes éqy.ivaut ,à lm. certain choix ~ P • 

Pour les matrices de permutation : voi::t les rappels sur les matrices de permuta-

tion un paragraphe suivant. 

Démonstration~~ proposition: On la fait par récurrence sur n. 

Pour n = 1 c•est évident. 

On suppose la proposition vraie jusqu'à n-1 • 

Soit A = (a . . )u . .,. non singulière. 
1J ,~J.;i.n 

1,j<n 

on pose 

{

Q = I 
A'=QA=A 

Si a11 = 0 A étant non singulière, il existe un indice i tel que ai
1 
~ 0. 

On échange la première et laie ligne. Il existe donc une matrice de permutation 

Q telle que 

On applique le début de la méthode de Gauss à A' : On fait apparaitre des O 

dans la première colonne de A'. 

JA' = a11 a' 1n 

0 N 

• A 

0 

... 
Ensuite on travaille sur A 

N N 

det A = a11• det A ~ 0 > det A "' O 

a11;f 0 

N N N 

On applique l'hypothèse de récurrence à A. Il existe P 1 et U tels que 

PA=LU 



,.. 
L = matrice triangulaire inférieure 

U = matrice triangulaire supérieure 

N Nt N N 

===)-A=P LU 

On pose p1 = 1 o •••• o •••• o 
0 

,.. 
p . 

• . 
0 

P
1 

est une matrice de permutation d'ordre n 

11 = 1 

0 . 
0 

u1 = a' 
11 

0 

. . 
0 

p1 JA'= a' 

p1 J Q A= 11 U1 

p J pt p QA = 
1 1 1 

1 1 

0 
. . . 
0 

o ••••••••• o est triangulaire inférieure 

N 

L 

....... a' 
1n 

est triangulaire supérieure 

u 

a' == 11 u1 1n 

p A 

p = p Q 
1 

est une matrice de permutation 

J'= p J pt 
1 1 

I.23 
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J'= 1 o ••••• o 1 0 1 = 1 o ••••• o .., 
0 .., a I 0 "'t 

p I 
• p n-1 • a n-1 
• • p 
• • . • 
0 0 

est triangulaire inférieure; donc l'est aussi. 

-1 
PA= J' L

1
.u

1 
ce qui achève la démonstration. 

b) Factorisation de la forme A= 
==== 

Q.U ,-._triang. sup. 
t 
orthogonale 

Dans la méthode de Householder 

A(n) = H(n-t) ••• H(t)A 

H = H(n-1) ••• H(1) 

A = H- 1 A(n) • 

est triangulaire supérieure 

est orthogonale 

qui est tri ... 

angulaire in­

férieure 

Définition : Soit A une matrice d'ordre n . , on dit que A est factorisable 

sous la forme A= Q.U si il existe une matrice Q orthogonale et une matrice 

U triangulaire supérieure telles que A= Q.U. 

Proposi tian : Soit A rn singulière. ,Alors A m factorisable sous ~ forme 

A~ Q.U ~ Q orthogonale tl U triangulaire suwrieure. ,U!;. décompgsition 

ill essentiellement unique : ,S.i Q
1 

u
1 

= Q
2 

u
2 

= A ~ ~ telles factorisa­

tions àlOrs il existe une matrice diagonale D telle que 

+ dii = - 1 

( En complexe on aurait I dii 1 -· 1 ) • 
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Démonstration: L'existence est assurée par la méthode de Houaeholder (ou la 

méthode des rotations). 

Si on a deux factorisations A= Q 
1 

On pose 

D est orthogonale et triangulaire supérieure. 

T -1 D est triangulaire inférieure et D est triangulaire supérieure; donc D 

est diagonale et comme D est orthogonale alors d.ii = ! 1 ce qui achève la 

démonstration. 

Remarques~ 1°) Lorsque A s 1écrit A= L.U. La résolution de Ax = b équivaut 

aux deux résolutions suivantes 

{

LY = b ( 1) 

Ux = y (2) 

on résoud d'abord (1) ce qui est facile puisque L est triangulaire. Connais-

sant y. on résoud alors (2); d'o' l'intérêt de factoriser A sous cette 

forme. On sait que si A est non singulière il existe une matrice P telle que 

PA = L .. U • 

Le système Ax == b équivaut à PAx = Pb • 

2°) Soit A non singulière. On sait que A est factorisable sous 

la forme A= QU. Le système Ax = b s'écrit QUx = b ce qui revient à 

résoudre deux équations simples : 

{

Qy = b 

. Ux = y 

La deuxième équation est facile à résoudre car u est triangulaire supérieure. 

D'où l'intérêt de cette factorisation. 
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; 0 ) On verra d'autres applications de la factorisation po~r l~s 

problèmes de valeurs propres. 

§II. Compléments d'algèbre linéaire. 

1) Matrices irréductibles. 

Rappels ~~matrices ~ permutation. 

- Soit P une matrice de permutation d'ordre n • P = (p1j). Il existe une 

permutation (Y' de l'ensemble [ 1, 2, ••• ,n] telle que P ij = ô O"'(i) , j • 

- Propriétés des matrices de permutation 

• P est orthogonale. En effet : 

• Le produit de deux: matrices de permutation est une matrice de permutation 

n n 

(PQ)i,j = ~ pik qkj = ~ 60--(i),k 01:(k),j = 61:(cr-(i)),j 

• Si A = 

[ t l 
p = -(ô (.) , ) 

(j l. ,J 

n 

L. = i-ème ligne de A 
]. 

c. = i-ème colonne de A 
1. 

(PA)ij = ~=c1: ôcr-(i),k akj ""acr-(i),j 

. 
• . 
• 
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t n 

(AP ) ij = '=1: ôk a-(j) aik = a;i., a-(j) 

===i"APt.,,;, (ca-( 1) •••• , ca-(n)] 

(PA :pt)ij = aQ"(i),<.r,{j) 

Définition: une matrice A d'ordre n est dite réduotible ei il exi,te·une 

matrice de permutation P telle que A'= PA Pt soit du t7pe suivant: 

A11 A12 tp 

0 A22 l n-p 

.,__,. ◄ ,. 
p n-p 

Justification de la définition; quand on a à résoudre Ax = b où A est 

réductible 

:X: = (~) t p 

t l n-p 

Alors Ax = b équivaut à. : 

A1 t = e 
22 

A' z = d-A' t 
11 12 

On est donc a.mené à résoudre un système d'ordre p et en~uite un sy~t~~e 

d'ordre n-p 

R!§monstration: 1°) Condition suffisante 

a-: (1,2, ••• n]-+ (J,I) est une permutation de matrice 1 

A' = PA Pt, a!.= a (·)· ·(·) = 0 si a-(i) € I, a-(j) ~ J l.J (f" l. , cr.. J 
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c•est-à-dire P+1 ~ i, n 

2°} condition nécessaire 

A' = PA Pt 

aij = ao--(i),cr(j) = 0 si {1 ~ j ~ p 

p+1 ~ i ~ n 

I = o--([ p+1,n]) 

I et J forment une partition de [1,2, ••• n] telle que •ij = 0 dès que 

(i,j) appartient à I xJ ce qui achève la démonstration. 

Définition Une matrice A est dite irréductible si elle n'est pas réductibie. 

Définition : Soit A une matrice d'ordre n. On dira qu'il existe une chatne 

joignant i et j si il existe une suite d'indices (compris entre 1 et n) 

ak 'l: :/, o 
: p-7. 
• 
ak· ,;~ :f O 

p 

Lemme : (caractérisation~ matrices irréductibles). A ~ irrég,µctible ~ 

il seulement fil.-™. i2Y,i (i, j) ~ [ 1 ,2, ... ,n] x [ 1,2, ... ,n] il. existe .Ya!l2., 

chaine joignant i il j • 

Démonstration: 1°) Condition nécessaire 

Soit a dans [1,2, ••• ,n}. 

K = {~ € [1,2, •• 0,n) l il existe une chaine joignant ~ et a}. 
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K est non vide car il y a au moins un indice j tel que (sinon la 

o:-ème ligne de A serait nulle et A serait réductible). 

Si K f (1,2, ••• ,n] on pose Jr = K 

LJ =CK 
I et J forment une partition de [1,2, ••• ,n]. 

Soit (i,j) dans I xJ ; si a .. 1 O on aurait j dans K ce qui est im­
J.J 

possible. Donc a .. =O. Donc A serait réductible. 
J.J 

L'hypothèse K 1 [1,2, ••• ,n] est donc absurde. 

2°) Condition suffisante 

Supposons A réductible; il existe I et J formant une partition de 

[1,2, ••• ,n] telle que a. . = 0 dès que 
l.J 

(i,j) est dans I xJ • 

Soient i dans I et j dans J; supposons qu'il existe une chaîne joignant 

i et j 

a. ,k 1 0 · > k. € I 
1 1 ' 

. 
• 

k € I 
p 

ak . ,J O -......::=> k € J • On aboutit à une contradiction. 
p'J p 

2) Matrices irréductibles ~t valeurs propres. 

Théorème ~ Gerschgt5rin : Soit A rn matrice d'ordre n • ~ valeurs propres 

~ A ~ si tuées ~ ~ réunion ~ disques suivants : 1 z - a11 1 ~ Ai 

(~ de Gerschgtsrin) la .. 1 l.J 



Démonstration. 

Soit X un vecteur propre as~ocié à la valeu;r pr~p~e À, ,el~~~ 

Définition: La réunion des disques 

Gerschgt:5rin. 

~ cercles ~ GerschgtiriYi :pass~nt par -X • 

Soit X: un V'éJCteur propre) associé à À t tel que mr. 1 J\;,i 1 = , ; a.lO;t'$ 8 t il 

existe u:n indice i tel que l;.,.-a .. l <A., À e$tintérieur@.la régionde 
J..1. l 

soit I ="' { i 1 1 x .1 =- 1 ! ft 

J. 

'-'> 1 À. - a· · 1 "" A. 
J..J. 1 

On veut montrer ~1e J = [1,2, ••• ,L]. 

iE:I t-a. J 
~: l~a .. x.l u. . . .1.J J J l 

1 >...-aii 1 "~ A. 
J. 



r: 
1,j,n 

la .. 1 (1- lx.l) ~ 0 
l.J J 

jfi 

Max lx. 1 = 1 
i J. 

~ V j ,t i on a !a .. l (1-lx.l)=O 
l.J J 

')- a .. = 0 
(

i € Il ) 
j € J l.J 

A serait donc réductible ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc 

I = [1,2, ••• ,n] et pour tout i l;\-aiil = Ai ce qui achève la démonstration. 

Définitions. 

Soit A une matrice carrée d'ordre n. 

On dit que : 

A W. à diagonale dominante si 

A fil à diagonale strictement dominante si 

la .. 1 
l.J 

= A. 
J. 

A fil à diagonale fortement dominante & 

A étant à diagonale dominante, il existe au moins un 

l'on ait, pour cet i 
0 

l'inégalité stri~te 

la .. 1 ~L la .. 1 - A. 
J.J. 

1~j,n J.J J. 

j,li 

tel que la. _ 1 > A. 
1 .c J. 
0 0 0 

c'est-à-dire : 

i 
0 

tel que 



Pro1>2sition. 

a) .fil:. A m à diagonale strictement dominantç. A est inversible. 

b) .fil:. A m, à diagonale fortement dominante !i ,irréductible, A ill 

inversible. 

De plus : 

ments aii ~ la di[!g_onale ~ strictement positifs, ,a.lors .JJ! J?!!:rtie réelle 

~ À m strictement positive. 

Démonstration., 

a) Démontrons le a) de la proposition. 

Supposons que A soit à diagonale strictement dominante. Il en résulte que : 

\/i lo-a .. l: la .. l >A. 
J.J. J_J. J. 

0 n 1 appa.rtient donc pas à la région de Gerschgtlrin. D'après le théorème de 

Gerschg!:5rin O n'est pas valeur propre de A. C2 qu.i signifie que A m. 

inversible. ( À = 0 

b) Démontrons le b) de la proposition. 

Si A est à diagonale fortement dominante, c' est-à,...dil!'e 

ri jo- a .. 1 ~ Ai J.l 

3i tel que lo-a .. 1 > Ai 0 J. 1. 
0 0 0 

et si 0 est valeur propre, 0 appartient à la fron t~~re de la région de 

Gerschg!:5rin. 

(po 30) 
Comme A est irréductible, par hypothèse, d'apr~s le théorème~ les 

cercles de Gerschgt5rin passent par O • Donc V i 



Ce qui est impos~ible, pour i = i 
0 • 

Donc O n'est pas valeur propre de A , A ~ inversible. 

c) Démontrons, enfin, le c) de la proposition. Montrons que: 

- Si \/ i a .. > 0 
J.J. 

alors VÀ, valeur propre de A , Re À, > 0 • 

À, étant valeur propre de A , est dans la région de Gerschgtlrin. Les cercles 

de Gerschgtlrin centrés en a .. (aii > 0)' de rayon Ai (A.,a .. ) sont 
J.J. J. J.1 

situés dans le demi plan Rez~ 0 ils ne rencontrent pas l'axe Re z = o 

si ce n'est au point z =0 • 

Comme O n'est pas valeur nropre de A, li'!, partie réell;e ~ À., À. valeur 

propre de A, ill strictement positive. 

Corollaire : ..ê.Q.il_ A .™- ma tri ce carrée d'ordre n , hermitienne, telle que 

~ fil_ éléments de la diagonale de A soient strictement positifs. 

Si A m à diagonale strictement dominante (resp. fortement dominante il 

irréductible), A ill définie positive. 

Démontrons~ corollaire. D'après la proposition précédente Re À. > 0 , X 

valeur propre de A. 

A étant hermitienne, toute valeur propre À. est réelle et donc À. est 

strictement positive, ceci est une condition r.écessaire et suffisante pour que 

A soit définie positive. 

3) Matrices à éléments positifs. 

Définitions. 

Soit x un vecteur de Rn 
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x ,m positif (noté x ~ o) si toutes ses compo~aJltes xi sont paeit~ves 

ou nulles. 

X m supérieur à Y (noté X) y), Si X-Y est poe~~if 

(Remarque : C'est une relation d'ordre non total). 

x m strictement positif (noté x > o), si toutes se~ composantes sont 

str~ctement positives. 

De même on dit que x est strictement supérieu~ à y. Si ~~Y est 

strictement positif. 

Soit A une matrice de Rnxn.. 

On dit que : 

.A ~ J20sitivEt (noté A ~ 0) si tous :;,es éléments (a;i..j) (i ;:= 1, •• • n. , 

j = 1, •• • n) sont positifs ou nuls. 

A m supérieure à B si A-B est positive. 

A m strictement positive (noté A> o) si tous ses éléments (a .. ) 
J.J 

sont strictement positifs. 

On dit de même que (A> B) si (A-B > o). 

Notations. 

Soit X 

0 t lxl 1 t d Rn ayant t n no e e vec eur e ._.... pour composan e : 

Soit A, matrice de Rnxn. 

On note IAI la matrice donc les éléments sont égaux à la v~leur absolue 

de ceux de A = la .. 1 • 
1,1 



Lemme: Soit A ~ matrice carrée d'ordre n, sur R. --

i) A est positive~, il seulement, ~ Ax ,m pgsitif, -™ to:qt x 

positif 

ii) A .fil!i strictement positive~, il seulement, ,!!.· .Ax .w, strictement 

positif, quel gue soit x vecteur ~ Rn , positif il non nul 

A>O< )Ax>O Vx ~ O , x -/, 0 • 

Démontrons le lemme. 

Soit x un vecteur de t1 
n 

on a x = }__; x. e. 
j=t J J 

Ae .. = 
J 

. . 
• • 
a . 

nJ 

.ième 
= J colonne de A • 

Montrons que la condition est nécessaire 

Si A est positive, Ae. 
J 

est positif, quel que soit j : 

donc 
n 

Ax ==I: 
j==1 

x. Ae. 
J J 

est positif si x 

- Montrons que la condition est suffisante 

est positif. 

Supposons donc que Ax est positif, quel que soit x positif 

e . est un vecteur d.e Rn positif, donc, on a en particulier Je . positif, 
J J 

ceci quel que soit j • 

A est positive. 



ii) On a 

n r:: a . X. 
Ax = . 1 1J J J= : 

• • n • 
Li . X. 
j=1 nJ J 

Montrons que la condition est nécessaire. 

Si A est strictement positive, et si x est positif non nul, il existe au 

moins un j tel que X. 
J 

ne soit pas nul, donc que toutes les composantes de 

Ax ne soient pas nulles. 

Inversement, si on choisit on a Ae. 
J 

strictement positive :par hypo-

thèse, et ceci pour j variant de 1 à n. Donc A est strictement positive. 

Lemme : Soit A matrice carrée d'ordre n à éléments réels • .§1 A est 12osi­

~ tl irréductible alors (I+A)n-1 m strictement positive. 

Démonstration. A étant positive (I+A)n-1 est positive. 

Montrons que (I+A)n-1 est strictement positive. 

D'après le lemme précédent il nous s1.:1.ffi t de montrer que : 

Posorw x -· x 
0 

Vx~O x/.,O 

.x: 1 ... (I+A)x 
0 

x(k) - (I+A)(k)x 
0 

X ).; Ô X f-Ô • 

Montrons que X 
(k+1) a moins de composantes nulles que 

(k) 
.X: • 

Supposons que X 
(k) 

a r composantes nul1es 0 Grâce à une matrice P de per-

mutation, on peut faire en sorte que les composantes nulles soient regroupées, 

c I est-à-dire 



on a: 

Px(k+1) = P(I+A)x(k) = Px(k) + PAx(k) 

= Px(k) + PAPT Px(k) 

= [_Y~~ ~ _Ai_1 _Y~~)-] 
A' y(k) 

21 

Par hypothèse on a y(k) + A11 y(k) ~ y(k) >O. 

Supposons que soit nul. Ceci entraîne que A' 
21 

est nulle, ce qui 

contredit le fait que A est irréductible. 

Px(k+1) a au plus r-1 composantes nulles, donc il en est de m~me pour x(k+1t 
Comme x(o) a au plus (n-1) composantes nulles x(k) a au plus n-1-k 

pesantes nulleso Donc x(n- 1 ) = (I+A)n- 1x n'a pas de composante nulle. 
0 

4) Théorème de Perron-Frobénius. 

Théorème ~ Soit A une matrice de R( ) positive, irréductible. - - - n,n -

com-

i) p(A) fil rn valeur propre simple~ A l!. laguelle c9;rre,s1;ond Jm. 

vecteur propre strictement positif. 

ii) p(A) 

précisément : 

m rn fonction strictement croissante des a.. ~ ,plus 
;l.J 

Si B fil rn matrice complexe d'ordre n , telle gu~ : !BI ~ A alors 

p(13) ~ p(A) et p(B) < p(A) si l BI 1 A • 



Rappel. 

propres de A, on a : 

p(A) =max lk.l. 
i :i.. 

La démonstration du théorème de Perron-Frobeniu& décou~e d•\Ul.e ~,rie de lemmes 

que nous allons énoncer et démontrer. 

Si X 
n est un vecteur de R, positif, nori. m~l, .2!l .œu, : 

r(x) = sup p 
p).0 

Ax)px 

L'ensemble E ~ nombres p .s.2,. R , posi tijfs .sm, m¼!/1 ,.al ,m. ~X ,!2il_ 

E ~ {p I p ~ o Ax ~ p(x)} 

E l'::,~t évid.rnnment fermé. Montrons qu'il est 1;>0:rné. x éta,nt no~ nul, il a e.u 

n,1. ·.m~, 1.me ,Jomposan te non null•~. So.L t xi cet te composante. On • : 

(J.x\ ~ p:x.i 

(Ax) 1 
p ,$: - xi 

L0 sup ap:part.ien t donc h E • c'est en fait un ?nAximum~ On , 4Q11,C , 

De plus or. a.: 

Ax ) r(x)x • 

r(x) == Min 
X #0 

i' 



Démontrons cette égalité. 
1 

(Ax\ 
Posons 'Min -- = k et montrons que r(x) = k • 

J.r. xi 
Xif'V 

On a :. 

{ 

\Jj 

3i tel que 

Donc k est un élément de E. 

Par définition r(x) est supérieur ou égal à k. Supposons que r(x) est 

strictement supérieur à k o On a alors : 

(Ax). ~ r(x)x. > k:x:. 
J J J 

Ce qui contredit (1). Donc r(x) égal à k. 

Nous définissons maintenant le nombre r = r(A) Jl!.t : 

(2) r = sup r(x) 
x:}o 
x:).{) 

Si a est non nul on a r(ax) = r(x)o 

En effet n n 
B a .. o:xJ. r::! a .. x. 
j=1 J.J . ·~1 l.J J 

r(o:x) = Min ------ = M~n J. = r(x) · ax. x 
a x./:0 i x.#0 i 

1 1 

et 

r =;: sup r(y) '"" su.p r(y) 
Y#O y~O 
y)O Il y TI,:; 1 

On a plus précisément : 



])§montrons ce lemm:e ; 

on sait que, pour x positif, non nul on ~ :: 

Ax ~ r(x)x • 

Donc: 

( )n-1 Posons y = I+A x 

11 en résulte 

AY) r(x)y. 

Par définition r(y) 

égal à py. Donc on a: 

r(y) ~ r(x) .. 

On a: 

Montrons l'inégalité dans le sens contraire. 

on a vu que, x étant un vecteur positif, non nul, (I+A.l ... 1x e~'f; atrictEt-

ment positif. 

Donc on a l'inégalité suivante : 

r ~ r((I+A)n- 1.x) 
x)O 
x/o 



Ce qui entra1ne l'égalité 

r = sup r((I+A)n~ 1x) 
x)O 
x,O 

~ 2 i Soit A ~ matrice irréductible positive : r etèt ~~,il. 

existe .Y:!!, vecteur n z ,9!t R, 

(~ qp.i signifie que r = r(z) ). 

Démonstration. D'après le lemme 1 on a: r = sup r((I+A)n-1x). 
x)O 

llxll=1 
La fonction qui, à x, fait correspondre (I+A)n-1x est continue. 

Il en est de m~me de ce~: qui, à y, fait correspondre r(y), comme 

on peut le voir sur la formule (1). 

La fonction x - r((I+A)n- 1x) étant la composée de deux fonctions conti-

nues est continue. Elle atteint donc son maximum sur le compact llxll = 1 x )0 : 

jX ),, 0 
0 llx Il= 1 

0 
tel que 

Si nous posons z = ( . )n-1 I+A· X ' 
0 

z vérifie bien la proposition. En effet on 

( )n-1 
a vu que x

0 
étant un vecteur positif non nul, I+A x

0 
est stricte~ent 

positif et on a: 

r = r(z) .. 

Ce qui achève la démonstration du deuxième lemme. 

Remarque : Un vecteur z positif, non nul, tel que Az ~ rz est dit e~tré9l. 

Cette dénomination résulte .9.§!. ~ gu' il n'existe .l?â§. ~ ~ , posiir tif, m;:in 

nul. fil que 1.!.2.u. ill : 



En effet on aurait alors : r(t,) > r, ce qui e•t impossibl:e. 

Nous allons voir que Az = rz lorsque le vecteur z po·si tif' est extrémal. 

Lemme 3 : Soit .l ™ matrice irréductible. positive ; r est alors-™. = 

valeur prowe ~ .l il r m strictement positif. 

~ vecteur z positif, rn nul, extrémal .2,U Jill. vecteur propre 

associé À r. 

~~ z ,2tl alors strictement positif,. 

Démonstration. 

D'après le lemme 2 on sait que : 

3 z > 0 tel que Az ~ rz 

Il en résulte, qu'il existe ri , vecteur positif tel que l'on ait : 

Az = rz + ri • 

Supposons que n ne soit pas nul. 

Comme (I+A)n-1 est strictement positif, on a: 

De la relation: 

on déduit donc la relation suivante : 

De (1) il résulte que : 

Az' > rz'. 

Ce qui est impossible, d'après la remarque précédente (p.41) n est donc 



:r. est donc bien valeur propre de A , et z • vecteur ex~ est un veo-

teur propre associé à r. 

Montrons, de plus, que tout vecteur z extrémal est atrictell&l'it poaitif. 

On a: 

En raisonna.nt par récurrence, on obtient : · 

( )n-1 ( )n-1 A I+A z = r 1+r z. 

z étant positif, non nul, (I+A)n- 1z est strictement positif ainsi que 

Pour que r(1+r)n- 1z soit strictement positif il est nécessaire que z 

soit strictement positif, ainsi que r. 

Ce qui achève la démonstration du lemme 3. 

Lemme 4: Soient A ™matrice irréductible, positive~ R(nxn). B ™­

matrice complexe d'ordre n telle que l!m1. .ill, 

Soit µ une valeur propre ~ B ,. 

.Qn..ll.. alors : 

Démonstration. Soit x un vecteur propre associé à la valeur propre µ. 



Soit: 

n n 

1 Ill I x • 1 , B I b • • 1 lx • 1 ' :C a.1. j I x" 1 1 j=1 l.J J j=1 tJ 

car pa.r hypothèse lnl est in.t'éti~ur ou égal~ A. 

On a d.ono : y ? 0 y f O et 1 µ 1 y f.. Ay .. 

Pal.· défi.ni tion de r(y) et de r on a ; 

Supposons que lµI = r. 

On a donc 

y est extrémal et d'après le lemme 3 on a: 

On a: 

Soit 

Ce qµi en tra:tne 

n 

ry. = 
l. 

Ay = ry 

Vi ,L! la .. -lb .. lllx.l =0 • 
. 1 l.J l.J J 
J= 

d'après le rel•tion(~) ci• 
df.;tSSV.8 

D'après le lemme 3, y, étant extrémal, est strictement VQijitif; t~jl est 

strictement positif. Donc on a: 

lb .. 1 =a .. • 
J.J l.J 



La matrice A est égale à IBI si lµf est égal à r. 

~monstration .à théorème -9& Perron-rrommias. (cf énoncé p.,1). 

Ecrivons· le lemme 4 dans le cas B = A • Si µ est valeur prop:r:-e de A on ~ 

1 µI , r • Le rayon spectral de A est donc inférieur à r : 

p(A) = max 1 µ.. 1 ~ r • 
i J. 

Comme r est valeur propre de A (d'après le lemme :, ) on a plus précisément : 

p(A) = r 

et à p(A) correspond un vecteur propre extrémal z strictement positif. 

On a ainsi démontré la partie i) du théorème, mis à part le fait que 

p(A) soit une valeur propre SIMPLE. 

Montrons la partie ii). 

Si on a: 

d'après le lemme 4 on a : 

p(B) ~ r 

D'après la première partie on a r = p(A). 

Soit 

Si IBI est différent de A, le rayon spectral de B est différent de 

celui de A • 

(Raisonnons par l'absurde). 

Si p(B) - p(A) d'après le lemme 4 on a !BI ~ A ce qui contredit l'hypo­

thèse). 



Il ne nous reste plus, pour achever la démonstration du théorème de Perron-

Frobenius, qu'à montrer que p(A) est une valeur propre simple. Ce que nous 

:ferons au lemme 6; le lemme 5 ci-après prépare le lemme 6. 

Lemme 5 : Soit A 1m2, matrice ·irréductible, wsitive. 

Soit C ~ sous matrice princiw-le ,S& A c'est-à-dire ~ matrice 

c=(a .. ) i,j€Ic::[1, ... n] .. 
l.J 

Alors p(C) ~ p(A) et il n'y a égalité que si C =A • 

Démonstration., 

Grgce à une matrice de permutation P, on peut mettre A sous la 

forme : 

et soit alors B = (: 1 : ) . 

Si A est différent de C, B est inférieure à A• et ne lui est point 

égale (en raison de l'irréductibilité) 

Nous appliquons le théorème de Perron-Frobenius, comme B ~ A' , B ! A' , 

on a 

p(B) = p(C) < p(A1 ) = p(A). 

Lemme 6 : §i:. A ,m ™ matrice pgsitivet irréductible, p(A) m ™ valeur 

propre simple. 

Démonstration. On considère la fonction ~:À .... ~(X) - det(ÀI-A) 

(le 



p(A) étant valeur propre de A on a : 

cp( p(A)) = O • 

PO'ij.r montrer que p(1) est une valeur propre simple il nous suffit de montrer 

que q,' (p{A)) n'est pas nul. 

Or on a: 

n 
cp'(À) = B det A! 

i=1 
1 

où A1 est définie de la façon suivante : 

- Si j ! i 

- Si j = i 

colonne de Àl-A. 

C'est-à-dire : 

les colonnes c. 
J 

de A! 
l. 

sont égales à celles de À.I-A. 

c. est égale à la dérivée par rapport à À de la i 8 

l. 

i 
~ 

À.-a11 a12 o •• a
1 • n 

A! • • = . . 
J. • • 

• • • . 
• • • • 

Le déterminant de Ai est égal au déterminant du mineur princi,pa.l Ci de 

'\I A ('\I A . , d .ème 1· t .ème 1 ) (\ - (\ - privee e sa J. 1gne e l. co onne • 

cp'(À.) est la somme de tous les déterminants des mineurs principaux Ci 

de A • 

Si À est strictement supérieur à p(ci), det(ÀI-Ci) est différent 

de iéro (par définition de p(ci)), donc garde un signe constant sur 
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Lorsque À tend vers 1 1 infini, det(ÀI-C.) étant un .P9l.ynbe en À de 
l. 

degré n-t devient infini. 

Le signe de 

• ( ) n-1 ( )n-1 det ÀI-C. = X + ••• + -1 det C. 
l. 1 

det(u-c.) 
1 

sur est donc le signe plus. 

D'après le lemme 5, p(A) est supérieur strictement à p(Ci), le 

déterminant de (p(A)I-C.) est donc aussi strictement positif. 
1 

cp'(p(A)) est la somme de n déterminants tous strictement positifs. 

On a donc : 

et p(A) est une valeur propre simple de A. 

Ceci achève la démonstration du théorème de Perron-Frobenius dans le cas où 

A est une matrice irréductible, positiveo 

5) Matrices positives réductibles. 

réductible 
Lemme : §.i. A ~ rn matricé d'ordre ;;v, ,il existe rn matrice S2,_ permu-

ta tion P telle que~ transmuée~ A , A' = PAPT ~~triangulaire 

supérieure. 

n1 n2 n 
,..._.. 
~ +-4 

nd A11 A12 A1p 

A'• 
A22 

• 

n2! 
• . 

• . 
• • 

0 
. . . • . . • 

• . 
npt A • 

pp 

.2h. chague A. . _fil carrée d'ordre n. il .Q:!! ~ irréductible .Q:!! ~ 
11 1 

n. = 1 , et A . . = {o 1• 
1 - 11 ! 
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Démonstration. 

Si A· est réductible, il existe une matrice de permutation Q tel que 

QAQT -c:1 B12) 
B22 

Si une des matrices B11 ou B22 est réductible, on recommence l'opé-

ration précédente, etc ••• Le processus est terminé lorsque tous les blocs 

diagonaux sont irréductibles ou d'ordre (1) et égaux à O. 

Lemme 

Alors 

et 

,â2.ii A rn matrice .:tl2.2, triangulaire supérieure. 
n1 
~ 

A11 A12 A1p 
A • . = 

"A22 • . . . • 
• • 
• • . • . A • 

PP 
p 

det A = II det A .. 
i=1 

J.J. 

k pol;môme cçactéristigue ~ A m égal ~ produit ~ polynômes carac-

téristigues ~ A .. • 
J.J. 

p 
det(u-A) = Il 

i=1 
det (u-A .. ). 

J.J. 

Démonstration. 

Nous raisonnons par récurrence sur n. 

La proposition est évidente si n = 1 • 

Supposons là vraie à l'ordre n-1. Alors on obtient aisément le résul-

tat en développant det A suivant la première colonne de A. 

Soit (resp. Cif) la sous matrice de (resp. A) obtenue en 

· t 1 ' 1 t 1 ·· ème 1 · suppriman a 1ere co onne e a~· igne. On a 



Par l'hypothèse de récurrence on a: 

Donc: 

La proposition concernant les polynômes caractéristiques résulte de ce que 

XI-A est aussi bloc triangulaire nupérieurc. 

Théorème de Perron-Frobénius (cas ,.:énéral). ============= =··'=== 

Soit A ™ matrice carréo positive, d'ordre n • Alors 

i) p(A) m ~ v:lleur :erorro ~ A ,tl !, p(A) correspond~ 

vecteur eropro X lX)Si tif (.ll.Q.u. .!:illl.) 

ij.) .ê.2ii B gne r.1atric~; d'ordre n ,. fil. I BI JZ.tl inférieur À 

p(n) est inférinur Îl p(A) : jBj $, A 0-=,,p(B) ~ p(A). 

HemaL'quo : 

Ce théorème ~)S 1. 1a ~-;éfü'.,ra1isatirm du 1er théorème de P1''Jrron-Frobenius, 

pour une matrice quelconque. On remarque que dans le cas où A est irréduo-

-tible p(A) est une valeur propre simple de A et p(A) étant une fonc-

tion strictement croissante; ces propriétés ne sont plus vrates dans le cas 

général. De même I Bj ~ A , 1 BI ,J. A entraîne p(B) ~ p(A) mais pa.s néces­

sairement p(B) < p(A). 

J2émonstration,. 

i) Soit J la matrice d•ordre n dont toue les éléments sont égaux à t. 

!+1;:J est une matrice strictement positive et irréductible-. 
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D'après le théorème de Perron-Frobenius (cas irr,ductible) l ,:-: p(A+r..J 
(. 

est une valeur propre de A+tJ. 

A À correspond un vecteur propre x strictement positif. On pout 
E E 

choisir x de norme 1 
E 

Soit e' < c; on a: 

tel quo (A+cJ)x = X X • 
E C E: 

O ~A< A+E'J < A+€'J; 

A étant une matrice positivot inférieure ntrictement à urw matrice A+t:.'J 

irNductible, p(A) est ntricten,01.t inférieur à. p(A+r'J). 

De môme p(A+E'J) < p(A+EJ). 

Faisons tendre r vers O p(A+1:.J) étant une sui te tlécl'oissante bornée 

-inférieurement par p(A), elle est convercent":l ; p(A ..... 1:.J) tew..l VE-:ra X , 

'" étant valeur propre de A+cJ on a : e; 

det(k I-A-tJ) - 0 o 
t 

La fonction dot étant une fonction continu,?, 1orsqui.: c tond vers zéro, 

det(1,, I-A-cJ) tond vers det(lI-A) ; on n donc : 
l'.. 

det(1r-A) "" o , 

et X est valeur propre de A .. Donc 'x ~ p(A), 

X = p(A) et p(A) est valeur propre d,3 A • 

Montron:::; qu'il lui correspond un vecteur propre X 

et corr.me ~ ~ p(A) 
f\ /,, • 

positif ou. nul. 

Il existe une suite de f:. ( (€.i) tendant vers o) tel.sque . 
l. . 

fi x Il = 1 et la suite X a une limite X • E· (:i l. 

on a 



(A+eï3)x .. ,. t , X 
. ~i . E:i gi 

on a 

en paeaant à la liaite on obtient:. 

et· x est p:,eitif, non nul (en effet tous lea x sont de norme 1 et posi-
Ei 

tif, donc x est de norme 1). 

ii) SUpposona I BI -' A .. 

Soit At= PJ.PT la forme bloc triangulaire suP'rieure de A. 

Comme I B' 1 est inférieur à A', B' a la mAme structure que .l •, 

c'est-à-dire que: 

Bij = 0 pour i < j 

et d'après le lemme (p.49) on a: 

et de m8me pour A'. 

det B' 
n 

= fi det B' ii 

n 
det(ÀI-B') = Il dat(~t-B! .) 

i=1 11 

D'après le théorème de Perron-Frobenius (oas irréductililt::1) 

on a. p(Bii) -' p(Aii) 

Donc p(B) .::: ma..x. p(:S!.) ' max: p(A!.) ,.:. p(A). 
11 1l. 
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§III. Méthodes itératives de résolution des systèmes linéaires. 

On cherche à résoudre le système linéaire : 

A •. x = b 

où A est une matrice réelle de type (n,n), régulière, et b un vecteur don-

Résoudre A.x = b par une méthode itérative, c'est construire une suite de vec-

teurs x(m) €Rn, telle que : lim x(m) = x, et A.x = b. 
ID➔ +OO 

Pratiquement, on arrêtera évidemment les calculs dès aue l'on aura atteint la 

précision désirée (ou imposée par la machine). 

1°) Convergence d'une méthode itérative. 

Toutes les méthodes itératives classiques sont du type : 

où B est une matrice de type (n,n), et n 
C € IR • Cherchons à quelles condi-

tions sur B et c les suites vérifiant la relation de récurrence (1) sont 

convergentes. 

On appelle x la solution,exacte : 

x = Bx + (I-B)x, d'où: 

x = Bx + (I-B)A-1b 

x ( m+ 1 ) -· Bx ( m) + c 

Retranchons membre à membre ces deux égalités : 

(m+t) ( (m) ) [ ( ) -1 J 
X - X = B X - X + c - I-B A b • 



:t .• 54 

Définition : Qu. fil -™. J&. méthode ( 1 ) m consistante A!,, lorsque J&. li.mi te ~ 

J.ê_ suite (x(m)) existe, cette limite est]&. solution x • 

Supposons que la limite de X 
(m) 

existe; soit y = lim .x(m) • 
m-++ oo 

Alors y-x = B(y-x) + [c - Ü-B)A- 1b]. 

Pour que la méthode (1), associée à B et c, soit con$istante, il faut et 

il suffit que 

donc la méthode ( 1) est consistante si, et seulement s.i : 

C = 

et 

(I-B) fil inversible, ou encore : 1 n'est pas valeur ;E1I'Opre ~ B • 

Définition : Une méthode itérative est dite convergente §.i, guel que _ê.Qü .JJt 

choix du vecteur initial 
(o) 

X ' 

Lemme On suppose que 1!!, méthode ( 1), associée à B .2!, c ~. consistante. 

Alors cette méthode fil convergente&, et seulement~: lim Bm =O. 
m-+eo 

Démonstration ~ Puisque la méthode est consistante, on a : 

c - ( I- B )A -î b , 

et ( \/ m), 
(m+1) (m) 

X - X = B(x - x). 

Par récurrence, on obtient : /m) - x -- Bm(/o) - x). 

La méthode est convergente si, et seulement si 

V (o) n 
' X E R 

c'est-à-dire si et seulement si Bm z ➔ 0 quand m ➔ + eo , V z € IR.n • 



Ceci est équivalent à : Bm - O quand m-+ +co. 

En effet, si 
m 

B - 0 , et et m 
Bz-+O. 
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Réciproquements si V z E: Rn , 
m 

B z -+ O quand m - + co, alors prenons succes-

sivement pour z les vecteurs de la base canonique e. (j=1, ••• ,n) . . 
J 

m m .ième vecteur-colonne Bm donc 
m 

B .e. - 0 ; et B .e. est le J de ; B - 0 • 
J J 

:Proposition : Soit B ™ matrice (n,n) alors : 

lim Bm = O < '> p ( B) < 1 • 
m-++oo 

On va donner deux démonstrations de cette proposition. 

1ère démonstration. 

La première démonstration, très courte, utilise le théorème suivant (que 

l'on ad.mettra) : 

Théorème (Householder) : V n > 0 , VB 11\nxn) , .li. existe ~ IRn ™ norme 

11-11 telle que M!:_ norme associée ~ B 

p(B) , Il BII ~ p(B) + n • 

a) La condition est suffisante 

li BII = sup Il BxJl vérifie : 
xE:Rn lfxIT 
Xf'Û 

si p(B) < 1 : 3 n > O tel que p(B) + n < 1 • Alors, d 1 après le théorème 

cité, il existe une norme 11-11 telle que 

b) La condition est nécessaire : supposons p(B) ~ 1 • Alors B possède au 

moins une valeur propre À, de module : IÀI ~ 1 • 

Soit x un vecteur propre de B, correspondant à À 
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Le vecteur x est non nul et I À.ml tend vers 1 ou 00 quand m - + oo ; donc . 

m m 
B x ne tend pas vers O et B ne tend pas vers O. 

2ème démonstration. 

La matrice B est toujours semblable à une matrice de Jordan 

dit, il existe une matrice S, régulière, telle que 

où J est de la forme 

Pour chaque bloc 

Donc 

J : 
(X 

J = 

J = 
(X 

J 0 
J 

0 

À. 1 
a. . 

• 

o •••• o 

0 . 
. 
[SJ 

o •••• 0 . . • • . • • r .. • •• 0 (X . . • 1 . . 
À. 

a: 

r 
a. 

Jm - o, (quand m - + 00 ) 
a. 

autrement 

et d'après les deux lemmes qui suivent, Jm...,. O d . t l quan m - + oo si, e seu e-
a: 

ment si 

la proposition en résulte, moyennant les deux lemmes utilisés 

Lemme (1) fil. J ill 11-ll. ~ ,2&. Jordan 
(X 



Démonstration : 

J = 
a 

!!!. i > j 

1'. 1 o •••• o 
• • • • • • • • • • • • 

r 

Raisonnons par récurrence sur m • 

r 

• Pour m = 1 : J: = Ja; la vérification est immédiate 
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• Supposons que la proposition du lemme soit vraie à l'ordre m 

montrons qu'elle l'est alors à l'ordre m+1 

J
m+1 m 

= J • J soit: 
a et et 

r,. d~~) + d(m) 

/1:1+1) 1J i+1.j 
= 

si i < r 

1J 
d~~) À. si i = r 

J.J 

- fil. i > j . alors i+1 > j donc • t d~~+1) = 0 
1J 

- fil. i 1' j tl m+1+i < j : alors d(m) = 0 • 
i+1,j ' et m+i < j , d'où 

- .§i i ~ j < m+i+1 : alors 

Trois cas sont alors à envisager: 



I.58 

@ .QY. ~ . i < r et 

d1où 

d~m:1) = (~+~)Am+1+j-i 
1,J J-1 

. . (m) ( m ) m-j+i+1 
J > 1 : alors d. 

1 
. = . (· 

1
) A 

1+ ,J J- l+ 

= Àm-j+i+1[(.m_)+(. ~ )] 
J-1 J-1-1 

- Dans tous les cas, l'hypothèse de récurrence est vérifiée à l'ordre m+1 • 

• 
Lemme (2) : .âQii J .:9!1. ~ de Jordan : 

a 

J = a 

À 1 0 
a • . . . . 
0 • .1 

À 
(X 

r 
a 

alors : Jm ...., O ( quand m -> + 00 ) < > 1 A 1 < 1 • 
a a 

Démonstration : 

d(m) = ( m )Am-j+i = m(m-1) ••• (rn-j+i+1) Àm-j+i 
ij j-i a (j-i) ! a 

(Vi et j 1 dès que m > r 1 
a ~ i i r t 1 ~ j ~ r ) .. 

(X a 

( m) m-j+i 
i-j 

j-i Pour i et j fixés . Aa Àm quand . .• À .., 
(j-i) ! 

m 
J-l a a 

Or j-i Àm...., 0 1 À 1 < 1 m 
a a 

quand m ..... + oo 

donc . Jm -➔ 0 < 'J I À 1 < 1 . • a a 

m-+oo • 



I.59 

2°) Taux de convergence d'une méthode itérative. 

Considérons une méthode itérative, définie par: 

C • 

Nous supposerons qu•elle est convergente. 

Définition ( 1): 1- On appelle taux moyen ..!1§. convergence rn ™ méthode itérative, 

définie par ™ ma tri ce B , ~ nombre : 

-.Qll. .fil que ~ méthode définie~™ matrice B
1 
~ plus 

rapide (pour m itérations) que ~ méthode définie~ rn matrice B
2 

& 

Remarques : 1) Le taux moyen de convergence dépend de la norme choiaie, et 

également le fait qu'une méthode itérative soit plus rapide qu•une autre au 

bout de m itérations~ 

2) Le nombre R (B) 
m 

permet de "mesurer" le nombre d'itérations 

nécessaires pour réduire l 1 erreur 

Si on veut avoir : 

Il ~(m) 11 
~ ~k 

Cela est réalisé si Il Bmll ~ k , soit : 

Puisque la rr:éthode converge i R (B) > 0 
m 

on prendra g 

d'un facteur k : 

(au moins pour m assez grand), et 
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, _Lot) 
m f R ! 

m 
(k < 1}. 

On démontre ci-après que lim R (B) = -Log(p (B)) a posteriori. 
m 

~s~ m - +oo 

Ceci justifîeraVla définition suivante : 

Définition (2) : - .Qu. appelle .1rn, asymptotique~ convergence d'une méthgde 

itérative (définie~ rn matrice B) lit nombJ:e : 

R (B) = lim R (B). 
CO m 

m-+co 

- Qu_ .fil que 1-l!, méthode itérative définie .Œ, B
1 
~ asymp­

totiquement ~ raJ2idjî_ ™ celle définie .Ell:, B
2 

si : R
00

(B
1

) > Rco(B2 ). 

Pro;gosit~on : 1 R00 (B) =ml,:m+co Rm(B) = -Log(p(B)] 1 

Conséquence. La méthode (B
1

) est asymptotiquement plus rapide que la méthode 

La proposition va être démontrée à l'aide du lemme suivant : 

Lemme : Pour toute matrice B telle gue p(B) < 1 , il existe ~ suite (c ) , = - m 

Vm , 0 < c ~ c -' c• , m 

telle ~ lorsgue m - + oo : 

l rentier s ill, ~ la réduite de J orda.n J ~ 1ê, ma tri ce B , 1 1 ordre 

maximYr.ffi ~ blocs J tels one : cx:-.;;i..::::r,,;_ lx 1 = p(J) = p(B). a 

Démonstration: 

Il existe une matrice s régulière telle que : B = s J s- 1 ·; alors : 
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Etudions la limite de la matrice 

0 

0 • 

;,.
8 

étant l'une des valeurs propres de B, étudions le terme général: 

d (m, 13) 
i, j (m, 13) 

( m) 7B)m-à+1 = gij ' 
s-1 P\ 

du bloc : 

Soit r
13 

l'ordre de 

Supposons m assez grand, par exemple m > n. 

Alors; - si i > j 

- si i -' j : 

= (:1 )p(B)m-s+1 

(1, i ~ r
13

, 1 ~ j ~ r
13

). 

On a: !;..
13

1 ~ p(B); trois cas peuvent alors se présenter: 

- si 1 "-131 < p(B) . /m~f3) - 0 quand m-+00 . 1,J 

- si 1 Àf3 I = p(B) • alors rf3 ~ s ; si rr;3 < s 
• g(m,f3) .... 0 . • i,j 

- si 1 "-13 I = p(B) et r
13 

= s • j-i "- r -1 = &-1 donc /~,13) ... 0 • , 
f3 1J 

sauf si j-i = s-1 • 

Mais cela n'a lieu que si j = s et i = 1 , et pour ce terme : 

Donc, pour chaque f3 tel que l;..
13

1 = p(B) et r
13 

= s, on a: 

, 
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( m) (B)m-s+1 
s-1 p 

= • • • • 
tr( 1 ) 

• • 
• • 
• • •• • • • • 

• t,(1) 

où r(1) - terme qui tend vers o pour m -+oo. 

Soit T la matrice obtenue à partir de la matrice: 
m (:1 )p(B)m-s+1 

en rem-

plaçant les termes tendant vers O par des zéros* Tm contient un ou plusiewa 

termes de module toujours égal à 1, et ses autres termes eo:Q.t nuls. 

Posons 
Jm 

quand m .... + oo • 

= T +E m m 

quand m - + oo , Il S Em s- 111-o .. 

Soit c =llsT s-111-m m 

Tous les éléments de E 
m 

tendent vers 

- La suite cm est majorée, car cm~ 1!s11.11 Tmll•II s-111 et la suite 

( Il Tmll) est bornée (sinon les éléments de T tendraient vers l'infini). 
m 

Donc il existe c' > O tel que \/ m : c , c t. 
m 

0 

- La suite c est minorée par un nombre c > O; en effet, raisonnons 
m 

par l'absurde. 

Si l'on avait lim inf c = O, 
m 

m - +00 

il existerait une sous-suite (o ) tendant m. 
1 

vers O, c'est-à-dire : Ils T s-111-O : m. 
1 

mais alors T tendrait vers O, m. 

ce qui est impossible puisque, par construction, 

ses éléments égaux à 1 en module o 

1 

T a toujours certains de 
m 



Ainsi, il existe c et c' tels que ( \/ m) : 

donc: Ils T s-1 + s E s-111 = c + 0'(1). 
m m m 

0 < C ' C ~ C
1 

• m 
Ceci étant : 

Finalement : Il Bmll = <:
1 

)p(B)m-s+ 1 (cm + 8"( 1)) et le lemme est enfin démontré. 

Démonstration ~ ]ê. proposition : 

Appliquons le lemme 

R (B) = - ! Log[( m
1

)] - ! Log(p(B)m-s+1) - ! Log(c + 11'(1)) 
m m s- m m m 

1 s+1 1 1 m-s 1 
= - - L Log(m-k+1) - - Log(c + &(1)) + - Log((s-1)!) - __.:!:.. Log(p(B)] 

m k= 1 m m m m 

quand m-+ + oo: les trois premiers termes tendent vers O; le quatrième tend 

vers : -Log(p(B)); la proposition en résulte. 

3°) Principales méthodes itératives. 

Elles se construisent toutes de la manière suivante : 

on pose : 

où M est inversible, et, en pratique facile à inverser (en particulier matrices 

diagonales ou triangulaires). 

On détermine la suite x(m) de vecteurs de Rn par la relation de récur-

rence : 

c'est-à-dire : 

(m+1) _ u-1 N (m) M-1 b 
X - n X + • 



,[.64 

Donc avec {B = r,f1 
N 

C = pf1 b • 

On a vu qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une méthode ité-

rative consistante soit convergente est que le rayon spectral de B soit strie-

tement plus petit que 1. 

- Cès méthodes itératives sont consistantes, cela est immédd.at. 

- Les qualités de ces méthodes itératives dépendent donc de, la facilité du 

calcul de l'inverse de M et du rayon spectral de M-1N (qui doit être aussi 

petit que possible). 

On décompose la matrice A = (a .. ) 
l.J 

A = D-E-F 

où a) D = (d .. ) est diagonale 
l.J 

[

d .. - 0 
J.J 

d .. =a .. 
l.J J.J. 

si i -/ j 

si i = j 

de la façon suivante 

b) E = (e .. ) 
l.J 

est strictement triangulaire inférieure 

e .. = 0 si i ~ j 
1J 

e . . =-a. . si i > j 
l.J l.J 

c) F = (f .. ) est strictement triangulaire supérieure 
1J 

f .. - 0 
1J 

si j ~ i 

si j < i 

Nous allons voir trois méthodes tout-à-fait classiques, applicables dans le cas 

où ~ ~ éléments ~ la diagonale de A sont rn nuls. 
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a) Méthode g Jacobi 

On pose, pour cette méthode : 

M = D , N = E+F 

on a: 

D est inversible puisque tous les sont non nuls. 

Soit: 

a.. ( ) b. 
1J m 1 -x. +-a.. J - a .. 
J.J. 11 

Par la méthode de Jacobi, on obtient les composantes de x(m+1) à partir de 

celles de x (m). 

On appelle B =J la matrice de 1 1 itération : 

Soit 

J = L+U avec -1 L = D E , 

b) Méthode~ Gauss-Seidel 

On pose ici M = D-E N =F , et on écrit la formule de récurrence : 

Soit 

t a .. /m+1) = - Î: a .. /m) + b. 
. 1 l.J J . . 1 l.J J 1 
J= J=J.+ 

a .. :/m+1) =-~a .. /m+1) - Î: a .. /m) +b. 
J.J. 1 j=1 J.J J j=i+1 J.J J 1 

X
(.m+1) ___ ~ aij x(.m+1) _ ~ aij x(.~) + bi 

'--' L..J Vi 1 .f. i ~ n 
J. • 

1 
a.. J .. 

1 
a.. J a .. J= 11 J=l.+ l.J. J.J. 
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Remarque.: 

Dans la méthode de Jacobi, la ième composante de x(m+1) est déterminée en 

fonction des n composantes de X 
(m) 

qui doivent donc ~tre conservées en mé-

moire jusqu'au calcul de (m+1) 
X • n 

Par contre la méthode de Gauss-Seidel donne la lme coiaposante de :x:(•+1) 

en fonction des (i-)) premières composantes de x(m+1) et des (n--i-1) der-

nières composantes de (m) 
:X: • Elle ne nécessite pas la conservation en mémoire 

des autres composantes de x~) ; ce qui est un avantage important sur la méthode 

de Jacobi. 

Pour la méthode de Gauss-Seidel on appelle B=G la matrice de l'itération 

on a. G = (D-E)- 1F 

= (j:o-1 D- DD-1Er 1F 

= (D(I-L) )- 1F 

= (I-L)- 1 D-1F 

G = !r-1if\t 

c) Méthode~ Relaxation 

Pour cette méthode on pose : 

M (.1 D-E) 
w 

où w est un nombre réel non nul. 

(on verra, ensuite, d'autres limitations~ w : il~ en fait que 

w € ]0,2[; cf aussi plus loin le problème fondamental du choix du w optimal). 
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On a la récurrence ; 

Soit 

(m+1) 
X. 

J. 

( ) n aiJ. (m) 
= (1-w)x.m - w L - x. 

J. .. 1 a.. J 
J=J.+ J.J. 

Remargue ; 

t - Si w == 1 on retrouve la méthode de Gauss-Seidel. 

2 - On dit qu'il y a sous ou sur-relaxation suivant que w < 1 ou w > 1 • 

Pour la méthode de relaxation on a la matrice d'it~ration B = Jw • 

= (! D-E)-1((1-1)D+F) w w 

= (D-wE)-1((1-w)D+wF) 

4°) Convergence ~es méthodes de Jacobi et Gauss-Se;idel. 

Proposition 1. 

soient J?ODi tiven .2Y,. nulles. 

Alors : 

fil.]& méthode ~ Jacobi 2§.i convergente pour la matrice A, .J.â_ ~étl;loge ~ Ga:g.ss-

Seidel m aussi convergente tl, fil asymptotiguement ~ moins aussi :pfpide. 
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Nous déduirons cette proposition de trois lemmes que nous allons voir maintenant. 

Définition. 

Pour tout nombre cr positif ou nul, on définit m( o-) comme étant le rayon 

spectral de la matrice o-L + U et n( cr) comme étant celui de la ;matrice L + crU • 

Remarque : 

1 - On a m(o) = n(o) = o 

2 - m(1) = n(1) = p(L+U) = p(J) 

3 - Soit "A valeur propre de o-L + U. 

Comme on peut écrire o-L + U sous la forme 

est valeur propre de (L + ~ • 

D'où: 

Lemme 1. 

p(crL+U)= c;p(L+!I) 
(j 

m(c;) = cr-n(.!) • 
cr 

L tl U étant~ matrices positives 

m( cr-) est ~ fonction croissante ~ cr. 

n( cr-) 2.§.i ~ fonction croissante ~ cr. 

Démonstration. 

Soit : 

si cr est non nul, -cr 

Les matrices L et U étant positives O'"'L + U est inférieur ou égal à o-1L+ U. 
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D'après le théorème i.:: Perron-Frobenius (cas réductible) on a: 

m(o-)= p(o-L+U)~ p(a-'L+U)= m(a-'). m(o-) est une fonction croissante. 

Pour montrer que n(o-) est aussi une fonction croissante on ferait le m3me rai-

sonnement. 

Lemme 2. = 
.§!. L ~ 1-!llit matrice d'ordre n , strictement triangulaire inférieure, 

( )-1 2 ~, 
I-L = I + L-+: L. + ••• + L • 

Démonstration. 

En effet la matrice (XI-L) est triangulaire inférieure et tous les termes de 

la diagonale sont égaux à X. 

D'après le théorème de Cayley-Hamilton (1) 

on a alors : 

D'où 

( ) -1 2 n-1 
I-L = I+L+L + ... + L • 

Lemme 3. 

Soient L tl U ~matrices positives respectivement : strictement 

triangulaire inférieure tl strictement triangulaire supérieure. 

(1) Rappel du théorème de Cayley Hamilton : Si C est une matrice à coefficients 

dans un corps K et si p
0

(x) = det(u-xr), alors pc(c) =o. 
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Soient J = L+U il G = (I-L)- 1u. 

grand que 1. 

Démonstration. 

L et U étant des matrices positives, G est positive t d'après le lemme 

2 on a.: 

( n-1) G = I + L + .. o+ L U • 

D'après le théorème de Perron-Frobenius, X est valeur propre de G et 

il existe un vecteur propre x associé à X, positif ou nui. 

Soit 

D'où 

Gx = Xx • 

Ux = >..(I-L)x. 

( U + >..L )x = Xx o 

X est donc valeur prop:t'e de >..L + U 

Si À n'est pas nul, d'après la remarque 3, on a : 

Il en résulte que : est supérieur à 1. 

Ce qui achève la démonstration de ce lemme. 
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Propofiition 2. 

Soient L il U ~ matriç;s J>gsitiyes, respectivement z strictement 

triangulaire inférieure il strictement trianglaire auœrieure. 

~ient J = L+U Jl!j. G = (I-L)- 1U • 

m._ p(J) < 1 a;.ors p(G) '- p{J) < 1 • 

Dfmonstra ti9D,. 

Soit À le rayon spectral de G. 

On a: p(J) = p(L+U) = m(1) = n{1). 

Par hypothèse n(1) est donc strictement inférieur à 1. 

D'après le lemme 3 on a : 1 ~ n{t)• 

D'où: 

n( 1) < 1 "- n(f). 

n ,tant une fonction croissante, t est strictement su~rieur à 1. 

m t6tant aussi une fonction croissante, on a: 

vante : 

p{G) =À' m(1) = p(J) < 1 

p{G) .( p(J) < 1 • 

lê. pro1?9si tion 1 s résulte : 

Si la méthode de Jacobi est convergente pour la matrice A, c•est-à-dire si 

le rayon spectral de J est strictement inférieur à 1, la méthode de Gauss-

Seidel. est aussi convergente, puisque d'après la proposition 2, le rayon spectral 



de G est. alors strictement inférieur à 1. 

D.' autre part le taux asymptotique de convergence de la méthode de Gauss-

Seidel, R
00

(G) est supérieur à celui de la méthode de Jacobi, R
00
(J). 

On a, en effet 

R (G) = -log p(G) ~ -log p(J) = R (J) 
CO 00 

la méthode de Gauss-Seidel est asymptotiquement au moins aussi rapide que celle 

de Jacobi. 

Remarque 

Si L et U ne sont'plus positives, dans le· cas général, il nty a plus de 

théorème de comparaison: une des deux méthodes peut .converger pour A et 

l'autre diverger, et si les deux méthodes sont convergentes, l'une ou l'autre 

peut, suivant A , être plus rapide. 

Nous allons étudier, n~iLtenant, un cas particulier important, pour lequel t et 

U ne sont plus nécessairement: positives. 

Proposition • 

.ê.Qii A rn matrice à diagonale strictement dominante (res:eo à diagonale 

fortement dominante tl irréductible). 

Alors 1.2.§.. méthodes ~ gauss-Seidel tl ~ Jacobi ~ convergentes. 

fil_~ :elus, L tl U sont positives, .Ml:. méthode~ Gauss-Seidel converge 

asymptotiquement plus vite., 

Démonstration. 

a) Montrons que la méthode de Jacobi est convergente. 

la matrice de l'itération J est égale à D-1(E+F) soit 



j = 0 
a~ 

si a=~ 

J = (ja~) a 

\i~ =-~ si a 1 ~ a 
aa 

D'après le théorème de Gerschogin, nous savons que les valeurs propres de 

J sont situées dans la réunion des disques de Gerschgorin, centrés en J. = 0 
(X(X 

A étant à diagonale dominante on a 

et les valeurs propres de J sont donc dans le cercle du plan complexe de centre 

0 et de rayon 1. 

1) Si A est à diagonale strictement dominante tous les cercles de 

Gerschgorin ont un rayon strictement inférieur à 1, toutes les valeurs propres 

de J ont donc un module strictement inférieur à 1 et 

p(J) < 1 • 

2) Si A est à diagonale fortement dominante et irréductible, il existe a 

tel que : 

n 

laaal > ~ !aa~I• 
af~ 

Supposons qu'il existe une valeur propre X, de module 1. Alors X est 

sur la frontière de la région de gerschgorin et comme A est irréductible, tous 

.. 
les cercles de gershgorin passent par À. Tous ces cercles sont donc centrés 

en O et ont un rayon égal à 1, ce qui contredit la relation (1). 
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Donc p(J) < 1 • 

Conclusion. 

Si A est à diagonale fortement dominante et irréductible (resp. à diago-

nale strictement dominante) la méthode de Jacobi converge. 

b) Montrons que, dans ce cas, la méthode de Gauss-Seidel est aussi conver-

gente. 

On a: ( )-1 · n-1) G = I-1 U - (I+L + ••• + L U 

Soit !GI ~ 11 + L + ••• + tn-
11 lul 

~ ( I + 1 L 1 + • • • + 1 L n-
1 1) 1 U 1 

On a de plus : 

(on a égalité car L est une matrice strictement triangulaire inférieure et U 

une matrice strictement triangulaire supérieure). 

De m~rne que nous avons montré que J a un rayon spectral inférieur strie-

tement à 1, on montre que 

p( 1 J 1 ) < 1 • 

Il en résulte 

d 1après la proposition 1 (convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel 

dans le cas où 1 et U sont positives ou nulles). 
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D'après le théorème de Perron-Frobenius, puisque I GI ,$. (I - 1 LI )- 11 ul , on 

a 

La méthode de Gauss-Seidel est convergente dans ce cas. 

5°) Convergence de la méthode de relaxation. 

On rappelle que pour la méthode de relaxation, la matrice d'itération est 

~ = (I-wL)- 1 ( ( 1-w)I+wu). 

Proposition. 

On .ê:_ : p(.P,w) >,, 1 (Jj-1 J tl 1 1 égalité n I est possible que si toutes les valeurs 

propres de 1,w ont :\fil. module égal à 1 (Jj-1 ! • 

Démonstration. 

Soit p(À) le polynôme caractéristique de ~. On a 

car I-wL est une matrice triangulaire inférieure dont les termes diagonaux 

sont tous égaux à 1. 

On a: 

Il 

(p~w)t ~ TI 
i=1 

car (((Jj-1 )r-wu) est une matrice triangulaire supérieure dont les termes dia-

gonaux sont tous égaux à (Jj-1 • 
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D'où 

et p(.î;w) ~ lw-1 I • 

S'il y a égalité, il y a aussi égalité partout dans l'expression(*)• Il en 

résulte que l'on a 

n 
p(.lt;w)n = Il l;\I 

i=1 

et l;\I == pG:ew) \Ji 
' 1 ~ i ~ n • 

Toutes les valeurs propres de w ont donc alors un module égal à lw-1le 

Corollaire. 

1ê:_ méthode ~ relaxation ~ :peut converger que .§.i w € ]0,2[ • 

Nous allons étudier la convergence de la méthode de relaxation dans le cas 

particulier où A est une matrice hermitiennee 

Si A est hermitienne, F est l'adjointe d8 E .. (Dans le cas réel F 

est la transposée de E)o 

* On a : A ::.:-:: D-E-E ., 

De plus D est une matrice 

Proposition. 

Soit A ~ matrice carrée d I ordre n • hermi tienr1e, rn singulière .. 

Si~ matrice D fil définie positive, ~ méthode ~ relaxation :pour A 

est convergente si tl seulement & w ap12artient à 1 1 intervalle ouvert ]0,2[ 

tl & A fil définie :positive., 
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Démonstration. 

a) Qalcul préliminaire& 

n Soit x € R , y= w:x: et z = x-y o 

On a: 

* (D- wE)y = ( ( 1-w)D + wE ):x: ., 

Soit * * (D-wE)z = wDx-wE x-wEx = w(D-E -E)x 

et * * Dy- wEy + wDy - wE y = ( 1-w)Dx - wDy + wE z " 

D'où 

En multipliant scalairement la première égalité par x, la seconde par y et 

en soustrayant membre à membre, on obtient la relation : 

Le second membre est égal à: 

D étant réelle positive, (2) s 2éG.~i:+;; ~ 

(2) 
. * 

= (Dz,z)-w(z,E :x:)+w(Dy,z)-w(z.Ey) 

De la relation trouvée précédemment 

.* 
( 1-w) D:x: + wE X + wE :c:: Dy , y 

il résulte que 1 ton a : 
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(2) = (Dz,z) + w(Dy,z) - (Dy,z) + (1-w)(nx:,z) 

= (Dz,z) - w D(z,z) + (Dz,z) 

= (2-w)(Dz,z). 

On a donc le résultat suivant : 

(2-w)(Dz,z) - w(X,Ax) - w(y,Ay) 
(2) 

où x € Rn , y = !Bw x et z = x-y 

b) Supposons A définie positive et w appartenant à l'intervalle ouvert 

]0,2[. 

Nous allons montrer que la méthode de Relaxation est alors convergente. 

Soit x vecteur propre de iw. On a alors : 

y=~ x = u où À est la valeur propre associée x. 

Le résultat (2) trouvé dans le calcul préliminaire devient : 

Il est exclu que À soit égal à 1 ; sinon la relation (D-ulE)z = u!Ax 

donnerait u!Ax = O, soit, w n'étant pas nul, Ax = 0 et A serait singu-

lière. 

Le membre de gauche de (3) est donc strictement positif puisque D est 

définie positive et w < 2. A étant aussi définie positive, il résulte de 

(3) que : 

Soit 

Le rayon spectral de 3/w est donc strictement inférieur à 1. Ce qui entra1ne la 

convergence de la méthode. 
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c) Réciproquement, supposons que la méthode de relaxation soit convergente 

et que la matrice A ne soit pas définie positive. 

Alors le vecteur initial de l'itération pourra ~tre choisi en sorte que 

l'erreur initiale / 0 ) vérifie 

L'égalité (2) avec x remplacé par e: 
(o) et y par / 1) (on a bien 

1 n'étant pas valeur propre de 1Bw , e:(o) est différent de 

Le premier membre de (4) est donc strictement positif., Il en résulte que : 

on vérifiera de mgme que : 

Cela est contraire au fait que e: 
(m) 

tend vers O lorsque m.....,. oo et donc que 

( e: m , A/m)) tend vers O lorsque m tend vers l' infinio 

A est donc définie positive. 
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6°) Méthodes itératives ~r blocs. 

a) Introduction. 

Soit A une matrice carrée nxn qui est supposée donnée sous la forme 

suivante (matrice bloc) : 

A11 A
12 

o •••• • A
1 

p où chaque A .. est d'ordre n. X n. 
A J.J J. J = • 

A21 • p 
• et telle . I:n. =n • . que . . • . 1 J. . • J.:::; .. • . • 

A" 
P1 • ........ ., ..• A~p 

Pour tout i la matrice A .. est donc carrée d'ordre n .• Pour une telle 
11 1 

matrice on pose 

,. ,. 
0 

D = A11 E = 0 
-A2, 1 0 

A22 0 

• -A3,2 0 
• ., . . 

0 A • 
• pp • 

• 
-A 

P, 1 
-A 0 

P,P-1 

,. 
F = 0 -A12 ......... -A 

1P 
0 -A23 • • 

0 • . 
• . 

0 • • 
• -A• • 

• p-1, p 
• 

0 

(comparer à la décomposition ponctuelle A= D-E-F). 

,. ,., " 
Utilisant la décomposition, A= D-E-F, de A, on va définir des méthodes 

itératives de résolution d'un système linéaire Ax = b. 

Ces méthodes seront appelées méthodes itératives par blocs; et, par opposition, 

les méthodes itératives précédemment définies sont appelées méthodes itératives 

ponctuelles. 
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À 

,Qa. supposera toujours que D ~ inversible. Dans la partie du cours concernant 

les matrices réductibles, on a démontré (lemme 2) que si une matrice A était 

bloc-triangulaire supérieure alors 

p 
det A = Il det A. . • 

On a donc : 

,. 

i=1 
,. p 

det D = Il det A .. • 
1.1. 

1.1. 

D inversible m ~ équivalent à : .12.B.§. ~ Aii .filfili inversibles. 

b) Méthode de Jacobi ~ blocs. 

On pose 

{

M = ~ 
,. ... 

N = E+F 

alors que dans la méthode de Jacobi poncutelle on avait : 

On écrit alors les vecteurs X, b de Rn sous la forme 

x-(n b(n 
p p 

n. 
où X. et b. sont des vecteurs de R 1

• 
J. l. 

Les formules d'itération deviennent donc : 

A .. x~m+1 ) = - ~A .. 
11. l. ~ l.J 

J=1 
jfi 

x~m) + b. 
J J. 

Comme les A .. sont inversibles, cela s'écrit aussi : 
l.J. 

x~m+1 ) = - ~ A-:-~ A .. 
l. ~1 ll. l.J 

J= 
jfi 
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La matrice de l'itération est j = M-1N 

où 

c) Méthode ~ Gauss-Siedel par blocs. 

On pose fM ~ :-Ê 
lN = F 

L'itération M x(m+ 1) = N x(m) +b s'écrit alors (;-i)/m+ 1) =; X(m) +b. 

On a donc pour i compris entre 1 et p: 

t; A. . X~ m+1 ) = - t A. . /m) + b. 
. 1 l.J J . . 1 l.J J 1 
J= J=J.+ 

x~m+1) = - ~ A°'.''. A .. x~m+1) - ~ A°'.'~ A .. im) + A-1. l.~ bl.. • 
l. i:---J1 J.J. l.J J ,'---:-,.,1 11. l.J J 

J= J=l.+ 

(m+1) (m+1) On calcule X , ••• ,X 
1 p 

. (m+1 ) (m+1 ) 
dans cet ordre; connaissant x1 , ••• ,Xi_ 1 

, on en déduit X~m+1) par cette formule. 
l. 

La matrice de l'itération est ~ = M-1N 

,. -1 ,., 
= (I - L) • ü r ·-· ,., 

avec L = D . E comme précédemment. 

A '"'-1 A 

U = D F 



d) Méthode de relaxation. 

Soit 

On pose 

w un nombre réel non nul. 

1 ,. ,. 
M = - D-E w 

1 ,. ,., 
N = (--1)D+F 

w 

L'itération s'écrit alors : 

La matrice de l'itération est ~ = M- 1N 

7°) Convergence des méthodes de Jacobi et Gauss-Siedel ~r blocs. 

Définition: Soit A une matrice-blocs A= (A .. ) 
J.J 

p 

est 

une matrice à n. 
J. 

lignes, n. 
J 

colonnes et telle que Ln.= n. 
. 1 J. 

On dit que 
J.:= 

A est bloc-tridiagonale si pour j strictement plus grand que i+1 1 ou 

strictement plus petit que i-1 , Aij est nul A est de la forme suivante : 

A = A11 A12 
• 0 

A21 A22 
. . 

• . 
• . 
• • • 

• • • .. • 
• • A • • n-1 p • • 

0 A 
P,P-1 

A pp 

Lemme 1 : Soient µ ~ nombre ~ rn nJ!1_ il A ™ matrice ~ tridiagonale. 

A A 1 ,-
.Qll. pose A(µ)= D - µE - -F. Alors ~A(µ)= ~A• µ 



Démonstration: 

n. 
où Ii est la matrice unité de R 

1 

• • • • • • 

D'après le lemme déjà cité dans l'introduction det Q = µ1+2
+ ••• +p ~ 0 car 

µ 

ta multiplication de A par Q à gauche revient à multiplier les blocs-lignes 
µ 

2 p 
par µ, µ , ••• ,µ • En effet: 

p i 
( Q A) .. = L ( Q ) . k Ak. = µ AJ.. J' • 

µ J.J k=1 µ 1 J 

De m~me la multiplication d'une matrice B par Q à droite, revient à mul­
µ 

tiplier les blocs-colonnes de B par µ , µ.2,., •• , µp 

Dans ces conditions : 

Si j = i (Q A Q-1 ) .. = A .. . 
µ µ 2,i i,i 

Si j = i-1 ( Q A et 1 
) . . 

1 
= µ. A . . 

1 µ µ i,i- 1,1-

Si j = i+1 
A . . 1 = 1,1+ 

µ 

Si J' > i+1 ou J. < i-1 (Q A Q-1) - O µ µ i,j - . 4 

Donc A(µ)= Q A Q-1 • 
µ µ 

Et det A(µ) = det Q .det A.det Q-1 .,,, dFJt A ce qui achève la démonstration. 
µ µ 
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Proposition : ~ A une matrice bloc-tridiagonale. ~méthodes~ Gauss-

Siedel tl Jacobi divergent .Q1!. convergent simultanément ; tl lorsqu'elles rn-

vergent, ,lê;. méthode ~ Gauss-Siedel converge asymptotiquement deux !9.i!!. ~ 

vite que ,lê;. méthode de Jacobi. 

,. 
Démonstration : Le polyn8me caractéristique de J s'écrit PjÜJ : 

A A A 

P J (À) = de t ( U - J) = de t ( À.1 - L - U). 

A A Al\ ,A/1,A 

Mais det D.Pj(À) = det D det(u-1-u) = det(XD-E-F). 

On applique le lemme 1 pour µ = -1 • 

On trouve: 
A A A A 

det D. P3(,.) = det(}..,D+E+F) 
n A A A 

= (-1) det(-À.D-E-F). 

A A 

Donc si À est valeur propre de J, alors -À est valeur propre de J. 

peut donc s'écrire sous la forme : ( ) ( 2) n-2r PJ" À = p À À où p est r r 

un polynôme de degré r. 

"' 
A présent le polynôme caractéristique de G s'écrit P0(À) : 

A I\ A A A A. A A 

Mais det(D-E)PG(À) = det(À(D-E)-F) = det(}..,D-ÀE-F) 

1 

Si À est complexe X2 désigne une des deux racines carrées complexes de À. 

On applique alors le lemme 1 
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A 

Ainsi, si n est une valeur propre non nulle de G, les deux racines carrées 

,. 
de n sont valeurs propres de J et réciproquement si À est valeur propre de 

À 

J (-À l'est aussi) et À
2 est valeur propre de 

,. 

G • Donc 

A A 2 
p(G) = (p(J)] et en particulier: 

,. ,. 
p( G) < 1 < ) p(J) < 1 ., 

A A 

On a -Log p(J) =½(-Log p(G)] et pour les taux asymptotiques de convergence : 

A A 

R (J) = ½ R ( G) 
00 00 

ce qui achève la démonstration. 

8°) Convergence de la méthode de relaxation par blocs. 

Proposition : Soit A ™ matrice carrée d I ordre n décomposée .!m. blocs Aij 

d'ordre n. xn. • .§.i. ]A méthode ~ relaxation converge pour w alors .Q.U. .là. : 
1 J 

0 < w < 2 • 

Démonstration : Elle est absolument identique à celle faite pour la méthode de 

relaxation ponctuelle. 

,. 
Proposition : Soit A ™ ma tri ce J21Q.Q., régulière hermitienne, te lie que D 

~ définie positive. Alors la méthode ~relaxation~ blocs converge à et 

seulement & : 

[

A m définie 

O<w<2. 

positive ,tl 

Démonstration : Elle est absolument identique à celle faite pour la méthode de 

relaxation ponctuelle. 



Cas des matrices tridiagonales par blocs. 

On considère à :nouveau le cas particulier, très important en pratique, des 

matrices tridiagonales par blocs. 

A= 

• 

• 
• 

0 • 

• • • • • • " . 
• A 

". p-1 p 
A A p p-1 pp 

où A. . est d'ordre 
l.J 

p 

Ln· =n 
• .. J. 
J.=1 

n. xn. 
1 J 

et 

Proposition : â.91.i w différent .9J!. O tl .9J!. 1 • fil. À m valeur propre ~ 

J tl §i. îl vérifie ~ relation : alors îl est valeur 

,. À 

propre~ ~ tl réciproguement §1 îl m valeur propre~ ~w tl §i. À 

vérifie cette relation alors X m valeur propre~ J • 

Démonstration: Rappelons que 

A 

On écrit le polynême caractéristique de Jw: Piw(À) = P(À) 

A 

Notons déjà. que O ne peut ~tre valeur propre de iw. E:n effet si n=O était 

,. ,. 
valeur propre on aurait : det[ (1-w)D + ù.lF] ::: O • 

n 
Or ce déterminant est égal à (1-wt rr detA .. 

. 1 · 11 
1= 

qui n'est pas nul pour w 

différent de 1 (on suppose toujours que les blocs diagonaux Aii sont tous 

réguliers). 

On a alors : 

A A A A A A 

1'.fw (,r,) x det(D-wE) - det( ri(D-wE) - ( ( 1-w)D+ù.lF)] 

A A A 

= det( ( îJ+W-1 )D- w 11 E - w F] 

t 1 A t A 1 A 

= det(11 w {fl+W- D - il E - 3 F}] • 
îl~W il 
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n 

On a dono 
~ +<r1 A t A 1 A 

Tl det ~ D - Tl E - '3-F] • 
w 11 Tl 

D'après le le!llllle 1 cela s'écrit : 

P~:,'- (T)) = C wn Tln/2 det[!l+ut-½ ~ - i - ;] 
w T) 

= C 'wn rin/2 Pj (!J+U>-i) • 
(/,) f) 

1 

(si Tl est complexe, Tl~ désigne l'une quelconque de ses deux racines carrées 

complexes). 

~ !]+li>--½ . Si Tl est valeur propre de ..&w alors Tl est non nul et est une valeur 
wn 

À 

propre de J • 

À 

Réciproquement si À est valeur propre de J et si n vérifie la relation 

,. 
alors Tl est valeur propre de $w. 

Ce qui achève la démonstration. 

Méthode itérative par blocs : Recherche du para.mètre optimal. 

Nous allons résoudre à présent, pour le cas d'une méthode de relaxation par 

blocs pour une matrice tridiagonale par blocs, le problème fondamental du choix 

du paramètre optimal : c'est-à-dire le w tel que R (2w) 
00 

soit le plus petit 

,. 
possible, ou donc parnu les w tels que p(iw) < 1 le paramètre w tel que 

A 

p(iw) soit le plus petit possible. 

On a le résultat suivant : 

,. 
Théorème : .§.i 12_ rayon spectral de J m strictement infériéy.r à 1 tl .§1 ~ 

A À 

valeurs propres de J sont réelles. alors ~ valeur ~ w ~ mg,_ p(Zw) 
• 

* 2 minimum est w ~ ----,,--•-~ 
l + ½-[p(J)]2' 

et alors 
1-V1-(p(;)) 2

• 

, +V1--<p6))2'" 
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Démonstration. 

À Â 

Pour (1) = 1 G = t 1 • 

D'après une proposition énoncée précédemment 

À A 

Donc si p(J) < 1 on a p{~) < 1 et il existé donc des w tels que 
A A 

p(Sw) < 1 • On va chercher le paramètre w qui rend p(,!&w) le plus petit 

possible. 

Les valeurs propres ri de J"'w vérifient : (ri+w-1)2 = À2w2n où À est valeur 

propre de J 

Calculons le discriminànt b. de ce trin$me en ri 

= [2w-2-w2
À
2-2(w-1)][2w-2-w 2

À
2+2(w-1)] 

= u?l[w2
/- 4(w-1 )]. 

Le signe de Â est le même que celui de w2
À

2 - 4(w-1) que l'on va étudier 

w
2

À
2

- 4(w-1) est un trinôme du second degré en w de discriminant ô • 

ô = 16(1-À 2 ) > O car À appartient au spectre de J et on a supposé 
A 

p(J) < 1. 

w
2

"A.
2 

- 4(w-1) a donc deux racines réelles qui sont w
1 

et w
2 

• Leur somme et 

leur produit étant positifs, elles sont positives. En outre : 

pour w = 1 

pour w=2 

[w2
À

2 
- 4(w-1 )] (t) = ,._2 > O 

4À
2

-4 = 4("A.
2
-1) < 0. 

On a donc : 0 < 1 < w
1 

< 2 < w
2

• 
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D'où le signe de A pour w € )0,2( c'est-à-dire les seules valeurs de w pour 

,. 
lesquelles pC8w) < 1 : 

1 2 

+ 0 

,. 
On va construire la courbe des variations de p(Jw) en fonction de w. On 

considère deux cas 

Alors A < 0 .. 

w
2À. 2 

- 2(u>-1) :!: iH 
n = 2 

d'où 4 lril2 = [uPÀ.2 
- 2(w-1 )]

2 
- A 

= [lÀ. 2 
- 2(w-1 )]

2 
- w

2
À.

2
[<ii\

2 
- 4(w-1 )) 

= [w2?- 2(w-1 )][w2
i\

2 
- 2(w-1 )-w 2À.2] + 2w2:/(w-1) 

= (w-1 )(2w
2:>-..2-2w

2l + 2(w-1 )] 

= w-1 car 

A 

Donc dans ce cas pQew) ~ w-1 • 

" Pour w compris entre w
1 

et 2 , la courbe des variations de pœw) en 

fonction de w sera donc la droite y= w-1 • 

2ème cas O < w < w
1 

• 

Alors A> 0. Les racines en n sont réelles et vérifient 

( )2 2 2 
n+w-1 = i\ w n. 

Les valeurs propres de J sont réelles. Le membre de gauche est réel positif. 

Le membre de droite l'est donc aussi. Dofü~ les racines en ri sont positives. 



2 2 +.,rr w >.. - 2(1)+2 - 1 Q 
'tl =- . 

2 
, >.. est réel. 

On peut supposer >.. > O puisqu'on sait que >.. et ->.. sont toutes deux valeurs 

propres et donnent le m&me TJ. D'autre part, comme on s'intéresse au rayon 

A 

spectral de tw , on ne s'intéresse qu'à la plus grande des deux valeurs propres 

associées à >.., , t à-d. w
2r..2 -2(û.>-1)+Vw2>..2[,l>..2 -4(ü>-1)] c es - ire n

2 
= 

2 
1 • 

Vw2">,..2(,l>..2 -4(w-1) ~ 0 donc n
2 

~ • 2 (~ 1 ). 

Donc ,,
2 

+ w-1 ~ 0 • 

Et alors comme : ( TJ + w- 1 )
2 = Tl w2 r..2 ceci est équivalent à 

2 2 

1/rG w À= n
2 

+w-1 (les deux membres sont ~ o). 

On pose ici ~ = 'fii; on a : 

~ est fonction de w et de r.. ; pour w = O , 

Etudions les variations de ~ en fonction de w. 

On différentie(*) : 2~ d~ + dw = ÀW d~ + À~ dw d'où 

~-~ 
dw - 2~ÀW • 

,. 
2~ - ÀW = Vw2r..2 

- 4(û.>-1) ~ 0 Pour w=O ~(o) =~ < 0 car À~ p(J) < 1 . dw 2 

Comme ~(o) 
dw < 0 il existe 0 < e1 ~ w1 

décroissant. 

Donc sur [o,e:
1

] ">,.,~(w)-1 reste négatif. 

Donc ~(e: 1) < 0 

~ reste négatif et son module croit. 

tel que sur [o,e:1] ' ~(w) soit 

• 



On peut construire ainsi une sui te croissante cn O < e:n i e&>1 telle que pour 

tout n: ,(w) soit décroissant sur [o,c ]. n 

La suite en a une limite c, puisqu'elle est croissante et majorée. Alors 

t(c) ~ O • 

En effet ~(c) = lim ~(en)~ O. 
n-+co 

Supposons ~(c) = O alors X ,(c)-1 = O or X~(c)-1, Xf(0)-1 = X-1 <O. 

Donc ~(e) < 0. 

Alors ~ ne peut ~tre différent de , .• • 
c;, ..,1 ' en effet si c < w

1 
, comme 

~~(r-) :!, ~ < 0 il existerait e' e < e' ~ w
1 

tel que ,(w) soit décroissant sur 

(o,e•] or c est la limite croissante de tels c'. 

Pour w = w 
1 

/JJÀ + Vw2"J-• .2-4(w-1 > x 
<p= 2 >,,~ 

d ~ - - 00 dw • 

·,...2w2 
- 4(w-i) = 0 

On peut donc tracer la courbe de variation de n
2 

en fonction de w pour w 

compris entre O et w
1 

1 

1 



Pour ù> fixé entre O et (&)
1 

; ,/>.. 2 - 4((&)-1) > O • 

Donc ù>
2>.. 2 - 4((&)-1) croft avec >.. • De m3me ù>À cro!.t avec À 

( ) w).. + Vw2>.. 
2 

- 4((&)-1) 
'>.. (J.) = 2 '. 

• 
'À (ù>) cro!t avec À, • Comme on a choisi À valeur propre positive de J t 

À 

<pÀ(w) est maximum pour À = p(J). 

À À 

(p(J) est valeur propre car les valeurs propres de J sont réelles et inva-

riantes :par symétrie :par rapport à l'origine). 

Finalement 
• 2 • 

p{'.tw) = (rpÀ (w)] lorsque À = p(J). 

"' On peut maintenant tracer la courbe : p{!gw) en fonction de w; c'est celle 

,. 
de lnl en fonction de w pour X= p(J) 

1 

0 
1 

À 

p(!tw) est minimum pour w = w1 (p(;)] • 

On appelle cette valeur w* • 

... ~er' 2 2 • 
w* est racineV w X - 4(w-1) pour À. = p(J). 

Soit w = 4 -\/16 ( 1 - e2 ({)) 
* 2 /(.r) 

1/ X 2 
w = 2 - 2 V1; [p(J)] = 2 

* [p(J)]2 (p(j)J2 
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Finalement 2 et alors = :, 2 • v· 1 
1 + V1 - P (J) 

2 

1 + 

Conclusion: Relaxation avec ~ramètre optimal. 

sous les conditions du théorème qu'on vient de démontrer, on commence par 

,., 
chercher p(J) et on·calcule ensuite w*. Il vaut mieux surestimer w* que 

A 

le sous-estimer car dans le graphe de wt-+ pQgw) la pente de la tangente à 

gauche de w* est infinie, et une petite variation à gauche de w* produit 

,., 
une grande variation de p(!tw); par contre à droite de w*, une variation 

de E sur w* produira une variation de O(e) sur pcgw*). 



§IV. Notions su.r le conditionnement. === ========= 
Certaines matrices d'apparence simple peuvent donner lieu à des difficultés 

inattendues pour la résolution de systèmes linéaires : Des petites variations 

des données produisent de grandes variations sur les solutions. Et ceci est 

fort g~nant puisque tous les calculs sur ordinateurs se font avec des erreurs 

d'arrondi. Voici un exemple simpletrès artificiel mais néanmoins très significa-. 
tif : 

on considère la matrice A: 

A = 10 7 8 7 

7 5 6 5 

8 6 10 9 

7 5 9 10 

On a det A = 1 Son inverse -1 s'écrit . A 

-1 25 -41 10 - 6 A = 
-41 68 -17 10 

10 -17 5 - 3 

- 6 10 - 3 2 

A présent on veut résoudre ' Ax = b 

avec b = 32 on trouve X:::: 1 

23 1 

33 1 

31 1 

Si on résoud A(x+ ôx) = b+ ôb avec 

ôb = 1◊-1 on trouve ôx = 9,2 

-1◊-1 -12,6 

10-1 4,5 

-10- 1 
4, 1 
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Ce qui représente une variation relative énorme de ôx en comparaison de la 

variation ôb. Nous allons expliciter la caractéristique d'une matrice A qui 

fait que de tels phénomènes se produisent. Dans de telles situations,. on dit que 

la matrice est mal conditionnée; et nous allons définir un nombre qui "mesure" 

le conditionnement d'une matrice. 

t 0 ) Conditionnement des matrices. 

On veut résoudre le système Ax = b. Si on change les données en ajoutant ôb 

à b on veut savoir comment sera perturbée la solution x. Soit ôx la 

perturbation pour x: 

comme Ax = b 

1 IIAII 
Alors rfill ~ lfb11 • 

A(:x:+ ôx) - b + ôb 

A ôx = ôb 

-1 
ôx = A ôb 

On a donc IIIÎ~ ~t ~ !IA 1111 A -î Il • l!IÎ~ 11 • 

Notons e (b) 
r 

11,îbbll l'erreur relative sur b et 

relative sur x • On a e (x) ,{. IIAII . JIA-1 11 e (b)., r r 

e (.x:) = llcxll l terreur 
r lTiTI 

Définition : On appelle conditionnement de A le nombre IIAll II A- 111 • On écrit 

cond(A) = IIAll 11 A- 111 on l'appelle aussi le nombre de condition. Une matrice 

est d'autant mieux conditionnée que son nombre de condition est petit : en 

effet de petites variations relatives de b entraînent alors une petite erreur 
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relative sur x. 

Propriétés. a) cond(A) dépend de la norme choisie (sur Rn). 

b) Quelle que soit la norme choisie, cond(A) est supérieur ou 

égal à 1 ; en effet I = A.A-1 et quelle que soit la norme choisir (sur Rn) 

llrll = 1 et alors : 1 ~ IIAII Il A-111 = cond(A). 

c) cond(A) = cond(A- 1 ). 

d) cond(M) = cond A pour À non nul. 

Cas particulier où la norme choisie est la norme euclidienne. 
-== 

et IIA Il = sup IIAxll • 
x€Rn 1fx1î" 
xfo 

Proposition Soit A rn matrice carrée d'ordre n, régulière. Alors : 

1 0) .fil. 2 2 2 sont les valeurs µ1 , µ2' • • • 'µn 

0 < 2 
~ 

2 ~-. -~ 2 
cond(A) 

µn 
µ1 µ2 µn . On~ : = - . 

µ1 

20) Si A est symétrique, alors ,:::ond(A) 

À.M = valeur propre de module maxj_mal .QQ.. A 

À = valeur propre de module mir imal de A • 
m 

propres 

IÀMI 
=: TÇJ 

Àm 

3°) Si A est orthogonale alors cond(A) = 1 • 

On démontre d'abord le lemme suivant : 

de AtA ~ 

Lemme : Soit A ~ matrice réelle d'ordre 
t 

n tl soit B = A A • --
symétrique, semi-définie positive. Ses valeurs propres~ 

Alors B fil 

telles 

que O ~ µ~ ~- •• ~ µ~ tl dire que A .§.§1 inversible éguivaut à dire que µ~ 

est non nul et dans ce cas on a 



Démonstration .9.11 lemme. 

B est donc symétrique et semi-définie positive. Les valeurs propret de B sont 

donc réelles positives O ~ µ~ , ... ~ µ! et il existe une base o~thogonale 

t
1

,~ 2 , ••• ,~ dans laquelle B est diagonale : 

B ( ~i) = µ~ 'i • 
n 

Sj x =Lx. ~. on a 
. 1 J. J. 
J.= 

(Bx,x)' µ! llxll2 • 

Pour et alors sup 
xEnl 
x/.0 

alors IIA!l2 =sup,M2=sup (Bx,x) 2 

x€Rn l!xll2 xrnn llx112 = µn • 
x#) XtO 

B = AtA alors det B = (det A)2 • 

Donc si A est inversible, B l'est aussi et réciproque:Qlent. Or :B inversible 

équivaut à 

On a vu que 

Si A est inversible, on a de m~me IIA-111 == (p((A- 1 )ti'" 1 )]t' = (p((A tr•1A- 1 )]"t 

= (p((AAt)-1)]½ ~ (p(B~1)]"t • 

est non nul et les valeurs propres de -1 
B 

1 1 1 Il -1 Il 1 telles que O < 2 ~ ""T ❖•••~ 2 et A = µ . 
µn µn-1 µ1 1 



Démonstration ~ l!, propçsi tion. 1 °) est maintenant évident : 

cond(A) = IIA li .. llA-111 = µ, • ..l 
n µ1 

20) si ·1 est symétrique 

t 2 
B=AA=A • 

Donc si À. est valeur propre de A, À
2 est valeur propre de B et alors 

1 i 

µ! = J "NI 2 où "N est la valeur propre de plus grand module de A • 

µ~ = lxm12 où Xm est la valeur propre de plus petit module de A. 

l~I 
Et cond(A) = 'fTT. 

m 
Une matrice symétrique, m3me définie positive peut-3tre mal conditionnée 

l~I 
(cf. exemple du début du chapitre). Il suffit que ~ soit grand. 

m 

3°) si A est orthogonale 

t 
B=AA=I. 

Et alors cond(A) = IIA-111 IIAII= (p(B)Jt = 1 • 

Les matrices orthogonales sont bien conditionnées (car At= .i1 ). 

Profosi tion • .§211 A une matrice régulière. Supposons que Ax = b .il 

A(x + ôx) = b + ôb alors cond(A) ili le plus ;petit nombre M .lil, ,9:w!. : 

~ ~ M IJt:,11 , Vb ~ o • 

On va d'abord démontrer le lemme suivant : 

Lemme. Soit A une matrice réelle. Alors il existe ~ matrices orthogonales 

t 
,il V telles gue V AU = D .Ql! 



I.100 

D= µ1 
2 2 avec µ1 , ••• , µn les valeurs propres ordonnées ~ 

µ2 • 
0 

• 
• 

• 
0 µn 

Démonstration: Comme B est symétrique il existe une matrice U orthogonale 

telle que : Ut BU= n2 • 

Si on pose F = AU on a donc : F tF = n2 • 

cela s'écrit aussi pour tout 

tout j. 

-Si on désigne par f. lai-ème colonne de F, on peut encore écrire 
J. 

Cl. , 1 .) = / ô .. 
J. J J. J.J 

On considère deux cas: 

• A est régulière. 

Alors µi est non nul. 

On pose alors 
-f. 

- J. V .. =-
J. µ. 

J. 

(➔ ➔ ) (- - ) 1 v.,v. = f.,f.-=Ô ..• 
J. J J. J µ. µ. J.J 

J. J 

-On désigne par V la matrice dont les vecteurs colonnes sont les v. 
J. 

V est orthogonale et on a: F = VD. 

Comme F = AU on trouve AU= VD ce qui entraîne VtAU = VtVD = D • 

• A est singulière. 

i et 

alors 

Alors B est aussi singulière; B a r-1 valeurs propres nulles qui sont : 

Les autres valeurs propres étant 
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0 
2 2 2 < 2 2 

= µ1 = ~ =· •• = µr-1 µr "-• • •'- µn • 
➔ 

f. 
➔ 1 Pour r~ i .{. n on pose vi =- • µ. 

1 

Alors ➔ - ➔ 
V , V 

1
, ••• ,v r r+ n forment une famille orthonormale que l'on complète. 

- ➔ -Il existe des vecteurs v
1 

,v
2

, ••• ,vr-
1 

forment une 

base orthonormale de Rn • On désigne alors par V la matrice dont les vec-

teurs colonnes sont les v .• 
1 

On a encore F = VD et: 

Démonstration .9&.:. 1.ê:, p;r;oposi:tion :. 

. llô:x:II < ) ll_§})_U On sait que 1fi1f' ~ cond A lJbIT". 

On va démontrer qu'il n'existe pas de nombre M tel que 

~ ~ M 11,î:,11 

t 
V AU= D • 1 

[

M < cond(A) 

On va montrer qu'il existe b et ôb tels que ~ = cond(A) ·~ ce qui 

démontre:r:a. la proposition. 

D'après le lemme précédent, il existe deux matrices orthogonales U et V 

t 
telles que V AU= D • 

Posons b = µ Ve • n n' alors la solution de Ax = b 

AUe =VDe 
n n 

= v( µ e ) = b • n n 
De m~me si on pose 

Alors la solution de A ôx = ôb est ôx = Ue
1 

: 

A Ue
1 

= V De
1 

= V(µ
1 

e
1

) = ôb. 

est x = Ue • n , 

ôb = 

en effet : 

On a alors les relations suivantes : Il ôxll = llue
1 
Il = Il e

1 
Il car U est ortho-

gonale. 

Donc Il ôxlr = 1 • 
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De m3me llxll = lluenll = ltenll = 1 • 

Il ôblf = Il µ
1 

Ve
1 
Il = µ

1 
Hve

1 
Il = µ

1 
Il e

1 
Il car V est orthogon,ale. 

Donc Il ôbll = µ1 • 

De m~me Il bll = lh-' Ve Il = µ 11 e Il = µ • On obtient donc : n n n n n 

Or d'après la proposition 

On a donc ~ = cond(A) ~ • 

stabilité de la solution :par rapport aux variations de A. 

Proposition : Soit A rn matrice n x n 

.§à:.. Ax = b il (A+é.A)(x+ô:x:) = b alors : 

n 
réelle il soit b lm. vecteur ~ R • 

!il pour 1,ou.t~ A ll e:x:iste ôA tl.ll. existe b tels gu'on ait l'égalité. 

DémonstrP..tJon : 

d•où 

et 

(A+ôA) (:x:+ô:x:) = Ax + A. ôx + ôA.x + ôA. ôx = b = Ax 

A. ôx + 6A (x+ôx) = 0 

On obtient en passant aux normes : 

li ôxll , IIA-1 li O li ôA Il• Il x+ôxll 

d'où: ll~~~ll11 ~ IIA~111. IIMII = IIA-111.11A11. w = cond(A) .w. 
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Cas de l'égalité : 

par définition IIA-111 = sup llA:~111 = sup UA~l111 
Y#) 7lflr IIYII, 1 

or la boule unité de Rn est compacte, donc il existe Y tel que 

IIA-111 = ll!~,f li 

et ôA = ~I 

alors A+ô.A = A+~I donc (A+~I)(x+ôx) = b 

d'où x+ôx - y. 

Or A.ôx = -ô.A(x+ôx) 

d'où -1 ôx = -~ A y • En passant aux normes : 

et u't:~~11 = cond(A) • u,w .. 
Cette égalité est vraie m~me si la norme n'est pas la norme euclidienne. 

Lemme : ~ B ~ matrice carrée réelle • .§i. Il BII < 1 , alors I-B m 

inversible tl : ( )-1 2 
I-B. :::: I + B + B + OH tl 

Démonstration : Posons 

( ) n+1 
I-B S = I-B • n 

Or si IIBII < 1 , la série [J Bj converge absolument car IIBjll, IIBllj. 
j 

Donc S converge vers S et (I-B)S = I. n 

D'autre part : 
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Proposition: Soit A 

Ax = b = (A+&A.)(x+ôx) 

™ matrice n x n rée;M,lière. W.., llôlll < -!r ~à 
IIA-Il 

alors : ~ , cond(A) lLMJJ . 1 _
1 71xlr ~ 1-fl ô!II • IIA Il 

Démonstration: (A+ôA)(x+ôx) = Ax, d'où: (A+ôA)ôx = -ôA.x en mult~~liant 

-1 ( -1 ) -1 les deux termes par A à gauche : I +A • ôA. ô:x: = -A • ôA.x 

( -1 )-1 -1 
ÔX = - I + A O ôA .A O ôA O X 

d'où en passant aux normes : 

d'après le lemme précédent on~ : 

Il (I +A-1.ôA)-1II~ 1 1 
1-flA-ll0 llôAll 

car IIA-1 .ôAII, IIA-111-11 ôAII < 1 ° 

On obtient donc : 

Si A et ôA sont régulières on pose : 

( · -1 -1 ( -1) A+ôA) = A + ô A o 

On a alors la propositiou: 

Proposition : .§ill A rn matrice n x n réGJ.llière : §.1 Il Mil < _L1 alors 
_ , .11A-Il 

A+ôA m inversible fil. Il ô(A 
1

) Il~ conl(A))LMJI • 11 

IIA-1 11 71iTr 1~,A- 11.11 ôAII 

Démonstration : (A+ôA)(A-1 + o(A-1 )) = I - A.A- 1 d'où 

(A+ôA)ô(A-1) = -ôA.A- 1 d'où en multipliant les deux membres par A-1 à gauche: 
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D'après le lemme (I +A- 1 ôA) est inversible et de plus : 

Utilisation des méthodes de résolution des sistèmes linéaires. 

- GAUSS : utilisée pour les matrices pleines on peut aller jusqu'à des 
ordres de 50 x 50 à 300 x 300 selon les machines. 

- GIVENS (rotations) : N'est pas recommandée en pratique ~ très semblable 
à la méthode de Householder elle nécessite beaucoup plus d'opérations 
(2 fois plus de multiplications). 

- HOUSEHOLDER: pour des matrices pleineso La méthode est plus stable que 
Gauss et ne demande pas d'échanges de ligues; elle s~rt également 
pour des algorithmes de calcul de valeurs propres (algorithme Q.R. 
cf. chap.II). 

- CHOLESKI : pour des matrices symétriques plus ou moins pleines. L'ordre 
peut aller jusqu'à 500 x 500 et parfois plus. 

Les méthodes itératives suivantes sont utilisées pour des matrices creuses pro­
venant de la discrétisation d'équations au.x: dérivées partielles. 

- JACOBI : peu utilisée en pratique; comparable à la méthode de Gauss­
Seidel et moins avantageuse sur plusieurs pointsa 

- GAUSS-SEIDEL: utilisée pour des programmes rapides. Assez bonne 
précision. 

- RELAXATION : ne s'utilise pratiquement qu'avec paramètre optimal (ou 
voisin de l'optimal) ; elle donne alors des convergences très rapides. 
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CHAPITRE II 

CALCUL'>DES VALEURS PROPRES ET DES VECTEURS PROPRES D'UNE MATRICE. 

Introduction. 

La recherche des valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice se ren-

contre dans 'des problèmes assez divers. En voici deux exemples : 

Lorsque l'on veut résoudre un système linéaire par une méthode de rela-

xation, il faut connaître la valeur optimale du paramètre w, et pour cela 

calculer le rayon spectral de la matrice de Jacobi. 

à
2u - Lorsque l 8 on étudie l'équation des ondes - - tu= O dans un système 

àt 2 

physique donné, on est amené à rechercher les vibrations propres de ce système, 

c'est-à-dire à chercher les nombres w (pulsations propres du système) et les 

fonctions ~(x) associées, tels que les fonctions u(x,t) = sin wt ~(x) soient 

solutions. 

~ et w devront vérifier : 

On discrétise alors le problème : on approche la fonction ~ par la suite de 

ses valeurs sur un ensemble fini cte points suffisamment rapprochés et l'on rem-

place les dérivées partielles par des différences finies. 

On considérera que la suite des valeurs qui approchent ~ est un vecteur d'un 

espace de dimension finie, qui doit-être ·vecteur propre, associé à la valeur 

propre -w2
, d'une certaine matrice remplaçant l'opérateur A (les dimensions 

de cette matrice seront très grandes). 
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Les aomplica:tions qui se présentent dans la détermination nU!lérique des 

é1êments propres d'une matrice sont bien plus grandes que pou:rla nsolution des 

systèmes linéaires. Tout d'abord il n'existe pas ici de méthode •exacte" : 

toutes les méthodes sont itératives: ceci est compréhensible, pµisql+'il s'agit 

en fait de trouver les zéros d'un certain polynSme, à savoir le polyn8me carac-

téristique de la matrice. De plus on trouvera un certain nombre·de cas pa.rticu-

liera où les méthodes générales se trouveront en défaut (valéürs propres ~1-

* tiples, de m~me module, etc ••• ) ( ). 

Soit A la .matrice réelle, de type (n,n), dont on cherche +es valeurs 

propres et vecteurs propres. On supposera en général A non singulière,. puisque, 

autrement O est une valeur propre de A , connue à priori. 

1°) Détermination du polyn$me caractéristique~ .matrice A. 

Pour trouver les éléments propres de la matrice A , la méthode·-la plus 

naturelle consiste à déterminer le polyn$me caractéristique, à rechercher ses 

zéros X .. , • • •, Â.n , puis à résoudre les systèmes linéaires : A.x. = Â..X 
J. 

(i=i, ••• ,n). Malheureusement, ce schéma n'est pas 1:res satisfaisant pour les 

applications numériques. 

En effet par les meilleures méthodes, la détermination du polyn5me qaractéris-

tique nécessite un très g.rand nombre d'opérations, ce qui signifie une accumula-

tio~ des erreurs d'arrondi, et une précision faible pour les coefficients du po-

lyn8me. 

* ( ) En raison des grandes difficultés inhérentes au problème, ce chapitre ne doit-

~tre considéré que comme une introduction au problème ies valeurs propres. 
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En outre, les valeurs propres: sont les zéros de ce polyn8me; mais la résolution 

numérique d'une équation algébrique n'est pas en général très facile, et les 

résultats sont extr~mement sensibles aux variations des coefficients~ 

Toutefois. comme la connaissance" du polyn8me caractéristique peut-être utile en 

elle-m~me, indépendamment de la recherche des valeurs propres, nous allons donner 

une des méthodes numériques connues pour la recherche de ce polyn8me: 

En pratique, cette méthode ne sera utilisable que pour de petites valeurs de n 

(n ~ 10). 

Remarque :. PA(X) est égal au déterminant de (A-XI) (à un fact.eur près) ; 

mais il est exclus de former PA(x) en développant ligne par ligne, ou colonne 

par colonne,. ce déterminant. : le nombre d'opérations serait alors vraiment énorme. 

Méthode ,9;2.. keverrier. 

Soient les: va.l~urs pr,opres., c • es:t-à-dire les zéros du poly-

n8me Introduisons les fonctions symétriques élémentaires des racines xi, 

c'est-à-dire les n nombres : 

a:2 =LX. X. 
i> j J. J 

o: = I:: x. 
3 i>j>k 1 

Il est" bien connu que les ~ sont liés aux coefficient.a ai du polyn8me PA 

pa~ les relations: 
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. a. 
( )

J. J. 
<:r. = -1 - • 

i a 
0 

On sait aussi que toute fonction symétrique des racines peùt ~'exprimer comme 

une fonction des donc comme une fonction des coefficients a· .• 
1 

En particulier, considérons les sommes de Newton des xi: 

s
1 

= x
1 

+ x + + x 2 ••• n 

-------
(k € N) 

les sommes Sk sont reliées aux coefficients a. 
l. 

par les formules dites de 

Newton : 

at = -a s, 0 

a1 s 1 + 2a2 = -a s2 0 

a1 s2 + a2 s1 + 3a3 = -a s3 0 

--
a1 3k-1 + a2 8k-2 + ••• + k ak 

-----------------·-------

Con.na.issant les sommes sk, il suffit de résoudre un système linéaire triangu­

a. 
laire pour calculer les coefficients J.· 

a 
0 

Or les Sk sont facilement acces-

sibles dès que l'on connait les puissances Ak de la matrice A. 

En effet: 

diagonaux de A). 

+ ••• + X n 
est égale à la trace de A (somme des éléments 
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Sk n•est autre que la trace de'. A : car si 
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sont les. valeurs pro-

k k k ( pres d'une matrice A , x,, •.• ,xh. sont les valeurs propres: de, .l p0'1,r s'en 

cronvaincre il suffit de se rappeler que A est semblable à sa réduite de Jordan: 

A= s.J.s- 1 ; J. est triangulaire et a pour éléments diagonaux lea valeurs 

propres de A et \tk :.- Ak = s Jk s-1 ). 

Nous avons donc une méthode qui fournit "exactement" les coefficients du poly-

n~me caractéristique. Mais le nombre d'opérations nécessaires· interdit pratique-

ment son utilisation pour les grandes valeurs de n. 

En effet il faut former les puissances successives de A: calculer A2 revient 

à caleu.ler n2 produits scalaires de vecteurs le Rn, soit à effectuer n3 

multiplications. Pour former Ak = A.Ak- 1 en connaissant Ak-1 , il faut éga-

lement n3 multiplicationso Le co~t total de la méthode est donc de l'ordre de 

n4 multiplications. 

Méthode~ Leverrier améliorée. 

Cette méthode donne directement les coefficients du polynôme caractéristique, 

sans passer par la résolution d'un système linéaire (mais il faut quand m~me cal-

culer (n-1) produits de matrices (n,n)). 

En effet cette méthode consiste à calculer les 2n matrices Ai , Bi (i = 1, ••• ,n) 

et les n nombres pi définis par: 

A = A 
1 

, p 
1 

= trace (A
1 

) , B 
1 

= A1 - p 
1 

• I 

, p2 = ½ tr(A 2) , B2 = A2 - p2• I 

·------
A = B A , pn = ! tr(An) B = A - p I n n-1 n ' n n n 
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Proposition i Ji! polYnQ:me caractéristique i!1t A ·~ (A lm, facteur près) : 

,tl nOJJ.S avons : B = 0 • n 

Démonstration: Soit PA(~) le polyneme caractéristique de A: 

Par récurrence sur k, nous allons montrer que bk es~ égal à pk pour tout 

k ( 1 ~ k ~ n) • 

• pour k=1 : on sait que k
1 

est égal à la somme des valeurs propres, 

donc à la trace de A: 

• supposons que p.= b. soit vrai pour: 
J. J. 

Montrons qu'alors pk = bk. 

En raisonnant par récurrence sur h on vérifie facilement que: 

d'où, pour h = k-1 : 

Mais dlors, par définition de pk: 

(où les Si sont les sommes de Newton des racines de PA). 

Utilisons l'hypothèse de récurrence : p. = b. 
J. J. 

il vient : 

P - ![s - b S - b S - - b S ] Mais le deuxième membre de cette k - k k .. 1 k-1 2 · k-2 • • • k-1 1 • 

égalité est égal à bk d'après la kième formule de Newton; donc pk = bk. 
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La récurrence montre donc que les Pic· sont le& coeff'icienta (au ri~e près) du 

polyn&le caractéristique. 

Montrons maintenant que B est la matrice nulle: n 

B = A -p I n n n 

n n-1 n-2 
B = A - p A - p A -.· •• -p I n 1 2 n 

On a donc B = 0 ~ gr~ce au théorème de Cayley-,ffamilton. n 

Remargue: par cette méthode, on obtient indirectement l'inverse de A, lorsque 

A est inversible; en effet : B = 0 n signifie 

B 1A = p I • n- n 

Si A est régulière : p = det(A) i O, n 

A = p I , n n 

2°) Calcul de la valeur propre de A de module maximum. 

c'est-à.-dire 

Soient À.1,o •• ,Àn les valeurs propres de la matrice A: on ~~t supposer 

Il s'agit de calculer À
1 

, et éventuellement les autres valeu:rgi propres de mo­

dule égal à IÀ
1
f , ainsi que les vecteurs propres associés. 

Nous supposerons que À
1 

, ainsi que les valeurs propres .â2, même modules, sont 

simples. 

n Supposons qu'il existe dans R une base de vecteurs propres de la matrice 

A: x1,x2 , .... ,Xn, associés respectivement à À
1

,À.
2

p••,"-n. 

Pour tout vecteur Y(o) € Rn (y(o) ~ o), soient a
1

, ••• ,ah les coordonnées 

de formons la suite des vec-
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Puisque x
1
,x

2
, ••• ,Xn sont vecteurs propres : 

y(k) = a1 À~ x1 + ~2 x! x2 + ••• + an À! Xn • 

§1 a
1 

,œ. différent ~ o : 

t(k) = a1 À~[x1 + :~(~~r V···•~(~)\] 
Or, par hypothèse : 1:n1 ❖ ,A~-,,~ ... ~ 1:21 < 1 ; donc : 

1 1 1 

ll~(~t V--•+ :~(::)\il' l~f x (Il:: x2II + ••• + Il~ xnll) -
Autrement dit, si k - +o0: 

(k) k[ (11.2)1 
Y = a, A1 x1 + o \À1 J , 

où O ((~); déai~e un vecteur tendant vers O, comme (~~r , 
Soit (e.). 

1 
la base canonique dans Rn; il existe un indice j tel 

J J= , .... ,n 

que la composante X .e. 
1 J 

sur e. -, 
<) 

soit non nulle {puisque x
1 

i O .... ) • 

.ième (k) 
la J composante sur la base canonique du vecteur Y 

(k E N) : 

si k _,. +oo. 

Donc si a
1 

est différent de O , alors quand k - + oo , pour 

tout j tel que X .e. f O. 
1 J 

La direction du vecteur propre x
1 

est également obtenue par passage à la 

limite: 

yC2k) 

Il y(2k)II 
quand k-,. +oo • 
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Remarques: 

1) Afin d'éviter de manipuler des vecteurs Y(k) trop grands, on utilise 

en pratique les vecteurs normalisés, en posant (pour tout k) : 

hypothèses sur les valeurs propres de A et sur 

tout j tel que x
1

.ej /.O .. 

Alors (toujours dans 
X~k+1) 

Y(o)) : J - À 
... (k) 1 
Y. 

J 

les mêmes 

pour 

2) Si a
1 

= 0: le terme prépondérant de Y(k) est alors (en général) 

k a2 À
2 

x
2

, et le résultat de convergence est faux. Si a
1 

, sans être nul, est 

petit, il se peut qu'il faille un grand nombre d'itérations avant que le terme: 

k a
2 

À
2 

x
2 

ne devienne négligeable devant dans ce cas, il est préfé-

rable de recommencer l'itération avec un autre vecteur initial Y(o) 

(idem pour a
1 

= 0 exactement). 

3) En fait l'hypothèse que nous avons faite sur l'existence d'une base de 

vecteurs propres n'était pas nécessaire, bien qu'elle ait simplifié le raisonne-

ment. Soit J la réduite de Jordan de la matrice A on sait qu'il existe une 

base x
1
,x2 , ••• ,Xn dans laquelle la transmuée de A est égale à J. (quand il 

existe une base de vecteurs propres, J est diagonale). Pour tout vecteur 

posons Soient les composantes de 

dans la base dans cette même base, les composantes de 

Y(k) sont données par le vecteur-colonne : 



(r(k)] = Jk [!1]= 
Àk 

a1 1 k x1 , ••• ,xn 0 J2 a2 
n X • 

0 •• • • 
• • 
• Jk 

• 
a 

p n 

1 a1 
Àk 6'( 1) • 

• 1 0 • 
• X • 

• . 
• . 

0 
. . . 
O'( 1 ) a 

n 

(x
1 

est une valeur propre simple, donc le bloc de Jordan correspondant dans J 

est d'ordre 1). 

Il est alors possible de tenir les mêmes raisonnements que dans le cas où il 

existe une base de vecteurs propres de A. 

On supposera encore qu'il existe une base de vecteurs propres : 

x
1
,x

2
, ••• ,Xn, correspondant respectivement aux valeurs propres : x

1
,x

2
, ••• ,xn. 

est réelle. 

Soit Y(o) = a X + a X a X + + a X un vecteur quelconque de Rn. 
1 1 2 2 + 3 3 ••• n n 

Posons (pour tout entier k) : /k) = AY(k-1) = Ak y(o) • 

y(k) = a ,k k k ,k X • 
1 A1 x1 + a2 À2 X2 + a3 X3 ~+ ••• +an An n 

(2k) 2k À32k 
Y = x

1 
[a

1 
x

1 
+ a

2 
x

2 
+ o((r-) )] 

1 

y(2k+1) = À 2k+1 [ X - X o( (À3)2k+1 )] 
1 a1 1 a2 2 + À · ' • 

Soit (e.). 1 
J J= , ••• ,n 

1 
n la base canonique de R ; pour tout indice j tel 
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y~2k+1) 

J - >..
2 quand k - +oo 

y~2k) 1 
J 

Déterminons maintenant les directions des vecteurs propres correspondant à >..1 

et ->.
1 

(en supposant par exemple x.
1 

> o). ( V k € N ) : 

Y(k) + >..1 Y(k-1) = [a1 >..~ x1 + a2 >..! x2 + o(>..;)] 

+ [a
1 

>..~ x
1 

+ a
2 

x.
1 

x.:-1 x2 + o(>..
1 

>..;-1
)] 

a.lors: 

Y(k) + >.. Y(k-1) = >..k(2a X + 0(1)] 
(k) 1 (k- 1) . 1 1 1 

Y + >..1 Y x1 ( 
8

1 ) 
IIY(k) + Â.1 y(k-1)11 - rrx;tr• I:1 quand k - +oo Z::1 = la11 • 

quand k - +oo 

Si >..
1 

= >..
2 

: >..
1 

est complexe ; posons I À.
1 

= re ie , À'2 = re -ie l • 
(e f O (mod 2n)). 

Soit 

Posons : 

Notons encore (e.). 
1 

.. la base canonique usuelle sur Ill , et pour tout 
J J= , ••• ,n 

indice k , (k) .ième (k) soit Y. la J composante de Y sur cette base. 
J 

Les valeurs propres x.
1 

et ½ = À.
1 

seront déterminées par la connaissance de 

r et de cos e; donc par celle de r et p. Nous allons obtenir les quanti­

tés p et r 2 comme limites, pour k tendant vers l'infini, de suites que nous 

allons maintenant expliciter. 



Pour tout indice j : 

= r2k+1(a 
1 

2k+1 ( - r a 
1 

À 2k+1 
+ o((.2) ).r2k+1 

r 

-:;ie :;ie ie -ie 
e +e -e -e + 

À:; 2n+1 
+ e((-) )) 

r 

y~k-1) y~k+1) _ (y~k))2 
J J J 

= r2k(a1 ei(k-1)0 X1.ej + a2 e-i(k-1)0 X2.ej) 

( i(k+1 )e -i(k+1 )e ) 
x a

1 
e x

1
.ej + a2 e x2 .ej 

2k ike -ik9 2 2k À3 2k 
- r (a

1 
e x

1
.ej + a2 e x2 .ej) + r 0((7) ) 

2k 2i0 -2i9 X3 2k 
= a

1 
a

2
(x

1
.ej)(x

2
.ej)r (e + e - 2 + o(( 7 ) ) . 

Or on vérifie facilement que : 

3ie -3ie ie -ie ( 2ie -2ie 2 )( ie -ie) e + e - e - e = e + e - e + e 

( 2i0 -2i0 ) = 2 cos 0 e + e - 2 • 

Donc, si a 1 a2 t O, pour tout indice j tel que : (x1.ej) t O et 

on aura: 

y~k-1) y~k+2) _ y~k) y~k+1) 

lim _iJ......,,..--.... ,...J-., !""-"""·-"J_""""""'J~- = -p 
k _ + 00 y~k-1) 1~k+1) _ ( y~k) )2 

J J J 
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2ie -2ie ~ ( ) Remarque: e + e - 2 est non nul car e r O mod 2~. 

De même : 

.J 

lim 
k .... +oo 

Remarque: Il s'agit là del'adaptatianauproblème des valeurs propres de la 

méthode de Aitken de détermination de racines imaginaires conjuguées d'un 

polyn.bme. 
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3°) Compléments sur la factorisation des matrices. 

On notera dans ce qui suit : 

(inf .) (resp. (sup.)) l'ensemble des matrices triangulaires infé-

~ieures (resp. supérieures) 

(inf, 1) l'ensemble des matrices triangulaires infé-

rieures ayant des 1 sur la diagonale 

( sup,+) l'ensemble des matrices triangulaires supé-

rieures ayant sur la diagonale des nombres 

strictement positifs. 

Proposition (continuité _fil factorisations L.U et Q.U). 

Soit (Ak)k'.)-0 ~suite~ matrices n xn , convergeant rn A lorsque 

k ~~l'infini. 

i) si A est factorisable ~ la forme L. U , alors il ~ est de m~me 

L,Lk E (Inf,1) et U,Uk E (sup.) .Qll.l!.: Lk- L et Uk _. U quand k-+ 00. 

U,Uk E (sup,+) alors : Q -+ Q et U _. U quand k _. 00 • 
k k -

Démonstration: 

i) A étant factorisable sous la forme L.U les mineurs fondamentaux de 

A sont non nuls. Or la suite (Ak)k>o convergeant vers A, la suite des 

mineurs fondamentaux d'ordre p des Ak converge vers le mineur fondamental 

d'ordre p de A, ceci pour tout p 
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Donc pour k assez grand tous les mineurs fondamentaux de .•k sont non nuls. 

Par conséquent .Ak. est fàctorisable sous la forme 1ic•Uk avec 1ic € (Inf, 1) 

et uk € (sup). 

Montrons maintenant que 1ic .... L et Uk .... U lorsque k ➔ oo. 

Les Ak,;étant factorisables sous la forme tk.Uk pour k assez grand on peut 

leur appliquer la méthode de Gauss sans permutation de lignes qui donne explici-

tement 1ic et Uk: 

(n-1) (1) 
Uk = Jk ••• Jk .Ak 

et L _ (J(n-1) J(1))-1 
k - k ••• k 

1 

(k)• • 
-a21 •. 0 

-:-m • 
J( 1) J( 1) • 

est la matrice (cf. chap.I) : a11 • = k k . 1 
• • • 

• (k) • • -a 0 • n1 • -:-m • 
a11 1 

1 

-a21 • 0 • • 
/1) ➔ /d a11 

• 
lorsque k ➔ œ, • = • k • 1 • • • • • 

-a 0 • • n1 " - • 
a11 1 

(car a
11 

'f' o). 

Il en résulte que J( 1)A ➔ J(t)A 
k k ' (cf. la déf. de 

ces niatrices au chap.I). On démontre de même que pour tout r tel que: 
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ii) Soit Ak - Qk.uk et A= Q.U avec Uk, U € (sup,+) et ~ et Q 

orthogonales. On a alors IIQkll =HQ!II = 1 pour la norme matricielle associée à 

la norme euclidienne de Rn • pe plus nukll = IIQ;.Akll ~ llAkll < cte car Ak 

converge vers A. 

On peut donc extraire de (~) et (uk) des sous-suites convergentes 

Soient et U = lim Uk. • 
l. 

Q est une matrice orthogonale car : 

,.. 
D'autre part U € (sup,+) comme limite d•une suite d'éléments de (sup,+). 

,... 
Or lim Ak = lim Qk Uk = lim Qk. uk. =QU= A= Q.U. On sait d'autre part que 

J. 1 

la factorisation de A sous la forme Q.U avec Q orthogonale et U E (sup,+) 

,.. 
est unique. par conséquent : Q=Q et U=U. Comme les suites (Qk) et (uk) 

sont bornées et ne possèdent que Q et U pour valeurs d'adhérence, elles con-

vergent respectivement vers ces limites. 

Proposition : .§ill A rn matrice n xn m. singulière. ;Alors il existe rn 

matrice~ permutation P telle que P.A = LU ~ L. € (Inf,1) tl U € (sup.) 

Démonstration: La première partie de la démonstration, c'est-à-dire qu'il èxiste 

P telle que P.A = L.U figure au paragraphe 5-a du chap.I (p. I •. 19 ), et cela 

correspond à une méthode de Gauss avec échange de lignes. Il s'agit ici de trouver 

une loi d'échange des lignes (i.e. une matrice p) telle que PTLP soit en 

outre dans (Inf,1). Cette stratégie du pivot est la suivante : 



On note p : le plus petit entier tel que a 1 / O • P, 
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A la première étape l'échange de lignes est celui correspondant à la permutation: 

(1,2, ••• ,n)-+ (p,1,2, ••• ,p-1,p+1, ••• ,n). 

Soit Q la matrice associée à cette permutation. 

On fait ensuite apparaître des O dans la 1ère colonne de la matrice QA: 

a •••••••••a 1 P,1 p,n 
0 

. 0 
JQA = J • avec = • 0 • . a p+1 • 

0 A 0 • • • n-1 • • • • 
a 1 n 

p+t , i ~ n 

La démonstration se fait par récurrence. 

Pour n = 1 , la vérification de la proposition est immédiate. 

On la suppose vraie jusqu'à l'ordre n-1 • 

• A 1 n-
est non singulière car det(JQA) - a det A 1 0 

p-1 n-t 
donc il existe une 

matrice de permutation p 
n-1 

telle que 

p A ::::: L .U et T 
L (Inf, 1) p p € • n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 

N N 

On introduit alors les matrices p 
n-1 

et L 
n-1 

e-t u n-1 

(t,:) - -(t:) p :;:::: L n-1 n-1 

N 

f:1 a 2 ••• a ) P- pn u = n-1 
u n-1 
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• Posons 

D'après le chap.I, par.5, L € (Inf ,1) et PA= L.U 1 • n-

Il reste à vérifier que PTLP € (Inf,1). 

avec 

D'après l'hypothèse de récurrence L € (Inf, 1 ). 
n 

, -1 Considerons J L 
n 

-1 
L J ::::. 

n 

= 

1 
0 . 
• 
0 

-a 
p+1 

e . . 
0 

-a. 
:n 

1 
0 . 
• 
0 

-a 
.P+l 
• • -a. 

Il. 

• En mul ti p1::.a.n t _-1 1 
,.J 

n 

0 . 
• 
• • 

Q'\J-1L ) 0 ... 
1 Il 

-a 
0 

• • 
-ex 

0 

I 
n-1 

0 

~o 

□~ 

l 
0 

1 

0 

0 

p+1 Dl n 

• enfin en multipliant à droite par Q 
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t,1 0 

o •••• o 1 o •••• o 

C'est bien une matrice triangulaire inférieure portant des 1 sur la diagonale. 

4°) Algorithme L.R. 

Description : Partant d'une matrice n xn, A , on cherche à construire une 

suite (Ak) de matrices semblables à A, donc qui ont les mêmes valeurs propres 

que A, ~t qui donne à la limite (k -oo) des informations sur les valeurs 

propres de A. 

Les Ri désignent dans la méthode des matrices triangulaires supérieures et les 

L. des éléments de (Inf,1). Supposons A factorisable sous la forme L.U, 
J. 

on pose : 

A
1 

= A ;::: L
1

• R
1 

-1 = L
1 

A L
1 

si A est factorisable sous la forme LU, on pose : 
2 
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Par itération, on obtient : 

Soit Mk = L1u .. Lk, Mk € (Inf,1). 

On a alors : -1 
Ak+1 = Mk A Mk • 

Soit encore : Mlc Ak+1 = A Mk • 

Posons Sk = Rk ••• R1 ; Sk € (sup.). 

d'où en réitérant: 

Convergence de l'algorithme L.R. 

Soit A une ma tri ce n x n • On suppose que A admet n valeurs propres 

distinctes en module 

toutes les 'Ak sônt factorisables sous la forme L.U (conditions pour que 

l'algorithme soit applicable). 

Soit D la matrice diagonale des valeurs propres: 

Il existe -1 -1 X telle que A= XDX = XDY avec Y= X • 

Alors on a k k -1 k 
A =XDX =XDY. 

a) On suppose d'abord que X et Y sont factorisables sous la forme L.U 

(LE (Inf,1) et U € (sup)). 



A.lors 

Soient d. . 
1,J 

X= L .U et Y= L . • U • 
X X y Y 

les éléments dè 

d ... = 
1J 

0 si i < j 

1 si i = j 
À.. k 

,e • • ( ~ 1 ) si i > j 
1J "'. 

J 

les éléments de L
1

• 

pour i > j , donc lflk -O quand k -+.co. 

J 

Or ,~, < 1 
J 

, k -k 
Par consequent D L D - I quand k-+ co , et on peut écrire y 

avec 

Donc : 
k k 

A = L U (I + Ek)D U 
X X y 

( -1) k = L I +U Ek U U D U • 
X X . X X y 

Considérons -1 
I+U EkU ; 

.lC X 
cette matrice tend vers I quand k-+ co. 

le i) de la proposition du, paragraphe 3, pour k assez grand : 

De plus L -+ I 
k 

s'écrit alors 

À ~ 

avec Lk € (Inf,1) uk € (sup.). 

,. 
quand k ..... oo .. 

k " A k 
: A == Lx Lk Uk Ux D · Uy = Mk Sk • 

A A k 
Lx Lk € (Inf,1); uk ux D uy € (sup.). 

II.127 

On a: 

D'après 

La décomposition de Ak sous forme L.U étant unique lorsque L € (Inf,t) et 

U € (sup), on obtient par identification: 

D'où M ..... L k X 

A k 
et uk u:x:: D uy = sk • 

A 

-1 -1 
lorsque k - oo et Ak+1 = Mk A Mk - Lx A Lx quand k ➔ 00. 
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On a d'autre part : 

L- 1 A L = L- 1 XDY L 
X X X X 

= u D u-1 E (sup) • 
X X 

Donc : Ak+1 -+ Ux D u;1 
quand k -+ 00 • 

est semblable à D et de 

On a do:.:.C la coclclu.sion. suivante (Ak) est convergente et la dia.~onale de Ak 

o) On ne suppoae plus maintenant que Y est factorisable sous la. forme L.U. 

D'aprè& la proposition du paragraphe 3, il existe une matrice de permutation Py 

p ,r - L U et PT L P E (Inf, 1) y"" - y" y y y y 

Ak = X Dk Y 

= X Dk PT L U 
y y y 

= X PT(p Dk PT)L U y y y y• y. 

0 P-- Dk PT t . . 1 . . es ct:i.agona e .. 
• Y y 

0 
0 

• 
0 

• 



et Dk L D-k = P Dk PT L P D-k PT = P Dk L D-k PT 
oyo y yyy y y y. Y 

avec L = P,r L P € (In:f, 1). 
y y y y 

Soient ëi .. les éléments de la matrice 
J.J 

L • On a alors: 
y 

d .. = 
J.J 

0 j > i 

1 j = i 

À.. k 
'2 .. (À.1) j < i J.J . 

J 
- -k Donc Dk L~ D -+ I lorsque k-+oo. 

On peut donc écrire 

• A~ s'écrit alors : 

• Supposons 

Alors 

Ak = XPT(I +E )Dk U 
y k o y • 

XPT factorisable sous la forme L.U: y 

T 
XP = L .U • y X X 

( -1) k = L I +U Ek U U D U ., 
X X X X O y 

. -1 
• La matrice I + Ux Ek Ux tend vers I quand k-+ oo • 
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les éléments de 

D'après la proposition i) du paro3 on peut écrire, pour k assez grand, 

,. ,. 
et uk € (sup.). De plus Lk-+ I et 

,. 
Uk _. I quand k -+ oo • 

Pour k assez grand Ak s'écrit donc : 



• • k 
L ·t... € (In:t ,1) et vk .. u D u

1 
( (eup. L on o'bti•t 401!1C par i&ln'tif'ioation , x"."'Jc x .o 

Donc tend vers L quand k-oo. 
X 

D'où ~+ 1 = JÇ1 
J. ~ tend vers L;

1 
A Lx quand k - oo • 

D'autre part L_, A L = L-t L U P D PT u-1 L_, L 
X X X xxy yx X X 

= L- 1 X D x-1 L,.. 
X O ... 

-1 = U D U • X O X 

Donc Ak+t - Ux D
0 
u;1 

quand k ... co • 

---- ..... 
Or U D u-1 est de la forme 

X O X 

Proposition .: ~-lll hypothèses suivantes : 

ii) les matrices Ak ~ factorisables sous ,!â. forme L.U 

iii) X il Y = x- 1 •sont factorisables L.U 

ou iii_ bis) XP~ ,m factorisable L.U (PY matrice .S2. permutation associée 

.!. Y). 

Alors : 

L'algorithme L.R ~ constructible ; les matrices Ak convergent vers lm8. 

ma tri ce trianajaire supérieure tl ]ê diagonale de Ak tend vers : 

- (À
1

, •••. À) dans le cas iii) 
'n ---

- (À.4 ••• ,À. ) = perm.(À
1

, ••• ,À) ~ l'éventualité iii bis). 
1r in n 
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t.eaarqu, , '°1lr le oae des •tri.ces syaétriquE;s 9 dltiniee > 0 , ~- au par.6 une 

modification de l'algorithme LR: l'algo:rithae L.R - Choleslq. 

5o} Algorithme Q.R. 

' Rappel: On appelle (sup,+) l'ènsemble des matrices carrées, triangule.ires supé-

rieu.res, dont les éléments diagonaux sont strictement positifs. 

Description ~ l •algorithme QR : 

On utilise ici la décomposition des matrices sous la forme Q.U avec Q 

orthogonale et U dans (sup,+). Dans la méthode les éléments de (sup,+) 

seront notés R ... Cette décomposition existe et est unique. En effet soit A 
l. 

une matrice régulière et Q'U' une factorisation QU de A; alors toutes les 

au.tres factorisations seront du type QU avec JO. = Q1 A-1 où A est une 

lu= iu1 

matrice diagonale unitaireo Il existe A unique (et donc une factorisation 

unique) telle que la diagonale de u soit à éléments positifs . on a . 
Uii = Aii U' prend donc A .• 

u11 
(uii est différent de 0 puisque on =-

11 l.l. 1 Ul1I 
est régulière et U' triangulaire supérieure). 

QU 

A. 

Soit A une matrice régulière. On construit une suite de matrices Ak de 

A
2 

est .semblable à .a.
1 

et non singulière.,. 

On suppose que l'on a obtenu Ak non singulière et semblable à A. Alors on 

factorise Ak : Ak = Qk Rk et on pose .Ak+1 = Rk Qk 

T 
Ak+1 = Rk Qk = Qk Ak Qk 



On construit donc., ainsi, par récurrence, une Sllite •k· dè ma'triON non singu­

liilrea, toutea eem'blables à A ,, dcm.c aya:t i.e a8mea ulaura pnpres que A • 

Avec ces notations : 

On a d'autre part : 

D'où 

= A l\:-1 5k-1 

k f\ Sk = A • 

Mise !m:, oeuvre pratique de l!, méthode. 

En appliquant la méthode de Householder on construit des matrices orthogo-

nales: 

gulaire supérieure. Il existe une matrice unique qui est diagonale et unitaire 

~ telle que : (sup,+). 

Comme Ak = Ç1 

~ vérifie : 
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Convergence de l'algorithme QR. 

Alors A est diagonalisable et il existe une matrice X inversible telle 

que avec D = 

-1 On pose Y= X • 

a) .Qll. suppose que Y admet ~ factorisation .è!, ,!m. LU • 

Y= L U où L est un élément de (Inf,1) et U est triangulaire supé-y y y y 

rieure. On sait qu'une telle décomposition est unique. 

Alors on écrit Ak = X n1½-= X Dk L u = x(nk L D-k)Dk u 
y y y y 

k k À.. k 
( D L D - ) . . = L ) . . ( 2:) = 0 si j > i 

y 1J y 1J À.. 

Or si. j 

J 

1 

À.. k 
(L ) .. ("1) 

y 1J fi.. 

J 

si i = j 

si j < i • 

est strictement inférieur à i on a lt.l < 1 ; 
J 

donc 
À.. k 

(2) 
À.. 

J 

tend 

vers O quand k tend vers l'infini. Dk L D-k converge donc vers la matrice 
y 

identité. 

k -k 
On pose Ek = D Ly D - I Ek tend vers O quand k tend vers l'infini. 

On a Ak = X(I +Ek)Dk Uy • 

X admet une décomposition QU où U est élément de (sup, +) : X = ~ Rx • 

On en déduit Ak = 0 R (I+Ek)Dk U = Q (I+R Ek R-1)R Dk U • 
""xX y X X X X y 

--1 _, 
I + R Ek R tend vers I quand k tend vers 1 1 infini, I + R Ek R admet 

X X X X 

une décomposition unique QU , U € (sup,+). 
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... ... 
I + Rx ~ R;

1 
= ~ Rk • 

,. ... 
k: t I • .... co 

Donc d'après les propriétés rappelées au paragraphe précédent 

sur la continuité des factorisations Q.U et du fait que I s'écrit de façon 

... ... 
unique : I = QR avec Q=I et R=I , tend vers I et ~ tend vers I 

quand k tend vers 1 t infini. 

k "' "' k k 
A = (Qx Qk)(~ Rx D- UY) est une factorisation Q.U de A • 

D'autre part Ak == Mk Sk en est une autre., La factorisation du type QU étant 

· ment 
essentiell~que, il existe une matrice ~ diagonale et unitaire telle que: 

... -1 

{

Mk = (~ Qk)¾: 

sk = Ak(¾: Rx D-k uy) 

A 

On a donc: 

Mk ~ tend donc vers ~ quand k tend vers l'infini. 

Donc 

Comme Ç1 
== A!_ , Ç1 

Ak+
1 

Ak tend vers ÇA ~ quand k tend vers l'infini. 

Or ~ A Qx = ~(XDx-1)Qx 

= ~ ~ Rx D R; 1 ~ Qx 

-1 
'- R D R • 

X X 

R D R-1 est triangulaire supérieure et semblable à D; on a: 
X X 

D'autre part Ak étant diagonale et unitaire, ses éléments diagonaux sont tous 

égaux à 1 en module 
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Donc • 

On en déduit: 

Il ç' Ak+1 6icl = 1Ak+1 I 

(IÇ_1 Ak+1 6ic)ii = (Ak+1)ii pour 1 ~ i' n • 

Proposition : Sous l 'hYpothèse que toutes 1ü, valeurs propre;} sont distinctes Jm. 

module tl que Y admet J&, factorisation LU alors 1Ak+
1 
f converge vers 

IRx D R;
11 tl (Ak+1 )ii converge rn "ï rn tout i compris entre 1 il 

n , quand k ~ rn 1 1 infini. 

b) Cas où Y n'admet ~l!. factorilj!ation LU. 

Dans ce cas, il existe une matrice de permutation P telle que P Y= L U 
. y y y y 

où L = PT L P est aussi triangulaire inférieure et n'a que des 1 sur la 
y y y y 

diagonale •. La démonstration est sensiblement la m3me que dans le cas a) : 

Si · < · 1 < 1 Donc 
1 

À. l 
J 1 : r:- . 

r... k 
(.2:) 

À. 
J 

1 

À. k 
(t ) .. (f) y J.J . 

J 

tend vers 0 
J 

k - --k et D L D converge vers la matrice identité. y 

On pose Ek = P (Dk L D-k)PT- I • 
y y y 

Ek tend vers O quand k tend vers l'infini. 

si j = i 

si j < i • 

quand k tend vers l'infini 

Py est la ma.trice associée à une permutation. a- des indices 1,2, ._. ,n • 



Si on pose 

Donc 

: D = P D PT alors 
0 y y 

Do = ( "-o-( 1) • ) 
• • 0 

• • • 
0 "-o-(n) 

k T( ) k On a donc A = X P I + Ek D U • y O y 
X PT ad.met une factorisation unique QU 

y 

avec U élément de (sup,+) : ~ Rx • 

On en déduit Ce que l'on peut écrire encore: 

-1 1 '" '" I + R Ek R ad.met une factorisation unique : I + R Ek R- - Q R. et comme 
X X X X - -k -:k 

-1 
I +R Ek R X X 

vers l'infini. 

tend vers I : Qk et Rk tendent aussi vers I , 

Ak = (o Qk)(ik R Dk U) est une factorisation Q.U de Ak. 
"'X - X O y 

quand k tend 

k 
D'autre part A = Mk Sk en est une autre. La factorisation du type QU étant 

essentiellement unique, il existe une matrice ~ diagonale et unitaire telle 

que 

On a 

Donc 

tend vers Q quand 
X 

k tend vers l'infini. 

T tend vers CÇ A Q:x: quand k tend vers l 1infini. 

R D R- 1 est triangulaire supérieure et semblable à D
0

; donc: 
X O X 

( R D R-
1 

) . . = ( D ) . . = À ( . ) 
X O :X: J.J. 0 J.1 0- J. 
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On a : [ (t{ Ak+f 6ic) ii = (Ak+1 ) ii 

<li; Ak+1 t\;l)ij = (1Ak+11)ij. 

Donc (A,;. 
1 

) . . tend vers À. , • )· quand k tend vers 1' infini. 
A.+ J.J. 0 \J. 

Proposition : Soµs 1 'hypothèse que les valew;:s propres }i'1, ... , "-n sont toutes 

distinctes~ module (Ak+
1 
f converge quand k ~ vers l'infini il .:egw;:, tout 

i entre t et n (Ak 
1 

) . . tend vers À. ( • ) où cr est ,me permutation de 
- + ii - - cr 1 - - -==-- - -

{1,2, ••• ,nl. (Plus précisément la permutation associ~e à P : P Y= L U ). y y y y 

2°) Quelques ~ où les val_eurs propres sont égales. 

a) .Qn. suppose .9.221 : 

= ••• = 

et l'espàce propre associé à À.r est de dimension p-r+1 • 

a) Supposons que Y admette~ factorisation LU : Y = Ly Uy • 

Ak = X Dk Y = X Dk L U = X Dk L (D-k Dk)U 
y y y y 

k -k Àï k 
(D L D ) .. = (L ) .. (~) = 0 si j > i 

y J.J y 1J /\,j 

1 si j = i 

"A. k 
(L ) .. (~) 

y J.J /\,. 
si j ·< i. 

• Si j < i et, si j 

J X.. k 
ou i n'appartient pas à [r,r+1, ••• ,p] , (L ) .. (~1

) 
y J.J /\,. 

J 

tend vers O quand k tend vers l'infini • 

• Si j < i et si j et i appartiennent 



1 1 

k -k N 

On pose Ek = D Ly D - L • 

• • • 

Ek tend vers, O quand k · tend vers 1 •infini. 

• • 

k . "" +k - "'-1 +k 
On 8. donc A = X(L+Ek)D uy = XL(I+L Ek)D uy. 

N ~ 

XL s •écrit de façon unique : XL =. o R • 
. "'x X 

Donc 

..,___r 

On écrit I + Rx î:-1 
:mk a;1 = Qk ik de façon unique. On en déduit : 

Ak = (Q Q )(i_ R D+k U ) 
X k -·1e X y 

.. 
¾ € (sup,+) 

.. 

k 
D'autre 1)8.rt A = ~ Sk 1 il existe donc une matrice orthogonale telle que 

,ft -1 A 

Mk = ~ Qk ~ • Donc ~ àk = ~ Qk tend vers ~ 

~:Ak+1 àk = (Mk.~)T A(Mk tic)• 

Donc { Ak+1 ~ converge vers (Ç A ~ • 

Or (ÇA ~ = ~(~ Rx L-1 
)D(L R;

1 ~)~ = Rx L-1 

"presque" triangulaire supérieure dù type : 

qui est une matrice 
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• • • • 
• Àl'-1 

~. 

0 
Àp+1 

• • . 
• . ----À-n , 

Conclusion: Dans le cas considéré !Ak+tl converge quand k tend vers l'infini 

et pour tout i n'appartenant pas à [r,r+1, ••• ,p) , (Ak 
1 

) . . converge vers + J.J. . 

Ài quand k tend vers l'infini. Cette méthode s'étend au cas de plusieurs 

groupes de valeurs propres égales en module. 

~) Précisons à présent ce qui se passe si Y n'est pas factorisable L.U. ; 

conformément à un lemme précédemment démontré, il existe 

tion telle que : 

et PT L P -- -L € ( 'nf 1) J. , • 
y y y y 

Reprenons nos calculs avec cette modification. 

et de même que précédemment : 

À. k 
1 .. (f) = 0 si i < j 1J . 

J 
À, k 

1 . . (f) = 1 si i = j 
J.J . 

J 
"'-· k 

P matrice de permuta­y 

t . . (/·) .... 0 si i > j sauf si r~ j < i~ t • J.J . 
J 



II.140 

Dk Ï, D-k = L + E avec R. = o ( 1) lorsque k .,. oo , 
y k 7c 

,.. 
L du m&ie type què précédemment mais différente. On a: 

Posons : 

alors Fk-+ O lorsque k -+oo. 

D'autre part XL PT est non singulière donc factorisable sous la forme QU: y 

Donc: 

XL PT= QU 
y 

Ak == QU(I+Fk)(p DkPT)U 
y y y 

Ak=Q(I+UF u- 1 )UP DkPTU k y y y • 

Mais I + U F k u-1 - I lorsque k - oo , donc d 1 après une proposition précédente 

"' À "' 

est factorisable sous la forme Qk Uk , Uk € (sup, +l, et de plus 

Q -+ I 
k 

On écrit donc : 

A 

, Uk - I lorsque k - œ • 

Ak = Q Q ; U (p Dk PT)u 
k k y y· y 

est une matrice orthogonale, ; U P Dk PT U 
k y y y 

laire supérieure. 

est une matrice triangu-

Puisque Ak = Mk Sk et que la factorisation Q.U. de Ak est essentiellement 

unique, il existe une matrice Ak, diagonale et orthogonale telle que : 

Puisque 
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Mais: 

et 

Donc : · 

.Dans~~~ matrice Ak converge rn k-+ co. 

Un cas important est celui des matrices symétriques définies positives 

(elles ont des valeurs propres réelles et donc différentes en module ou égales). 

Donc dans les deu cas l'algorithme QR converge mais alors l'espace propre 

associé à la valeur propre X multiple a pour dimension l'ordre de ~ultiplicité 

de 1'. • 

b) Cas ~ valeurs propres égales .lm. module. 

Nous envisageons le cas où: 

A étant supposée diagonalisable : 

-1 
A=XDX :::::XDY 

et Y étant factorisable sous la forme Ly Uy (ioe. les mineurs fondamentaux 

de Y sont non nuls). 

Reprenons les calculs précédents: 
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k -k "i k 
(D L D ) . • = l . . (-:;-) 

y 1,J 1J ~-
J 

>... k 
J, (.2) - 0 si j > i 

ij >... -
. J 

>... k 
l .. (~) = 1 si j = i 

1J ~­
J 

>... k 
l . . (, 

1
) = exp [ik(e. - e.)] pour j < i et r-$. j < i ~ t 

J.J ~- 1 J 
J 

>... k 
/, (.2) -+ O (k - oo) pour J. < i dans les autres cas • . . '\ 

1J ~­
J 

En résumé, on peut écrire: 

avec Ek = o ( 1 ) lorsque k -+ oo et 

,. 
• 

t 

Les éléments du triangle étant de la forme t. . exp [ ik( e. - e . ) ] • 
1J 1 J 

Donc : 

X matrice non singulière, est factorisable sous la forme Q R 
X X 

A k := ~ Rx (¾: + Ek)Dk uy 

A k = Q (R A + R Ek)Dk U xx-1c x y 

Rx ~ est une matrice non singulière donc factorisable sous la forme Q.U. 

Posons ~k =~Ait, c'est une matrice de la forme suivante : 



~--: 13 13 
11~ k12 k13 

13k = 
O (- 13 

13~3 1 k22 1 
'..i 

î' 
1 ' ' 0 0 1 13x; 1 3, 1 

r 

t 

r t 

Il est clair qu'elle peut se factoriser sous la forme suivante: Pk = Pk•~, 

pk matrice orthogonale, ek triangulaire supérieure +) 

I 0 0 ~ , e e 
r-1 11 1 k12 k13 

1 r 
_O,.~t: pk = 1 t::k = 0 QP l 0 

kl t : ~ 
1 

0 0 I 0 1 

r-t 

r t 

On voit (par identification) que 

Q e doit-~tre une factorisation de 
pk k22 

et de la même façon 

e = QT 13 • 
k23 pk k23 

D'autre part pk ek + Rx Ek est factorisable Q.u. car pour tout k, IRx Aicl 

est bornée non singulière et lorsque k tend vers l'infini, Ek tend vers O. 

Soit: 

... ... 

ce qui donne: 

et entraîne avec la proposition de continuité des factorisations Q.U. : 

T ,. 
pk Qk .-. I lorsque k .-. oo • 



Soit s 

puisque pk est bornée. 

Finalement : 

On procède alors comme dans les démonstrations précédentes. Nous avons deux fac-

torisations dè la forme QU, donc il existe une matrice diagonale et orthogo-

nale ~ telle que : 

D'autre part: 

-1 
Ak+1 = f\ A Mk 

ç1 Ak+1 ~ = (Mk Ak)-1 A (Mk Ak) 

et donc : 

mais 

ce qui entratne 

R D R-1 est une matrice triangulaire supérieure ayant les valeurs propres de 
X X 

A sur la diagonale et ne dépendant pas de k. Il est facile de voir que la 

multiplication à gauche par T pk et à droite par pk n'altère que les colonries 

r à t laissant les autres invariantes. 



Ainsi pour k - c:o , certains blocs 4e 
... 1 
~ Ak+1 ¾ sont convergents et 4'autres 

pas. Toutefois, 

(Ç1 
Ak+1 ~)ii = (Ak+1)ii-+ Ài 

pour k - co et V i f, [ r, t). 

Conclusion : ~ _k ~ considéré, 

Vit [r,t) 

gemarsue : 

Il est évident que l'on ne sai.u;:-ait toujours avoir, 

Voici deux contre exemples simples : 

a) A est réelle, avec des valeurs propres imaginaires conjuguées.Comme 

toutes les matrices Ak sont réelles, il est exclu que diag At converge vers 

b) A= Q ~ une matrice orthogonale. Dans ce c~s l'algorithme QR "s'éva-

nouit" puisque toutes les matrices Ak sont égales à A. (nous El.VQnl:$ Rk = I Vk). 
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6°) A.lg9rithme LR - Choleski. 

Description~ 1~algorithme. 

Soit A une matricé symétrique définie positive. On a vu dans le début du 

cours que, dans ces conditions, il existe une matrice L triangulaire inférieure 9 

d'éléments diagonaux lii > 0, telle que 

T A= LL • 

Cette matrice L étant unique (factorisation de Choleski) (L n'appartient pas 

nécessairement à Inf(1)). 

Posons : 

T 
A

1 
= A = L

1 
L

1 

A2 = L~ 11 = t~ 1 A t
1 

= L~ A(t;)- 1 

A2 est une matrice symétrique car: A;= (L~ t
1

)T = 1;(1~)T= A2 • 

A
2 

est définie positive : en effet elle est non singulière: A
2 

semi-définie 

positive: 

~ (A2X,X) = O < ·, L
1 

X= O < >X= O car 1
1 

est non singulière done on a 

Vxf-o • 

On :peut donc lui appliquer la factorisation de Choleski 

Plus généralement si on a déterminé Ak symétrique définie positive, on factorise 
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et on pose : Ak+
1 

= t! Lk qui est symétrique définie posi·tive (mtme -démonstra-

D'où les formules suivantes: 

de m~me :. 

de la même façon (ou par transposition) 

On a: 

(évidemment Ak est symétrique définie positive). 

Au lieu conm1e précédemment de nous intéresser directement à la convergence de 

l'algorithme, nous allons le comparer à l'algorithme Q.R. 

Comparaison™ l'algorithme Q.Ro 

Pour différentier facilement les deux algorit:t.mes nous noterons Ak les 

.... 
matrices d'itération de L-R Choleski, Ak celles de QR. 

D'après les paragraphes précédents : 

2k Calculons A ; 



Puisque les matrices Qi a.ont orthogonales, "i Qi = I et : 

A2k = (¾:•••••R1?(¾:••••·•R1) 

(¾:••••R 1) € (sup,+) par construction et ainsi : (Ric••••R 1 )T € (inf ,+). 

Mais, d'après LR-Choleski: 

A2k = (11..-. • .L2k)(L1 • ••• L2kf 

avec (t 1 •••• L2k) € (inf,+), (L1 ..... L2k)T € (sup,+). 

Ainsi, puisque dans ces conditions la factorisation de Choleski de A2k est 

unique : 

D'autre part, pour l'algorithme LR-Choleski : 

A2k+1 = L~k 12k = (L1•••• 12k)-
1 

A(L, •••• L2k) 

A2k+1 = (L1••••L2k)T A((L1••••L2k)T)-1 

mais d'après ce qui précède, ce:;i est égal à: 

(k+1 )-ième étape~ l'algoritrJne Q;-R• 

Ainsi l'algorithme LR-Choleski c~nverge toujours, ce qui est une amélioration 

sensible sur l'algorithme L.R. pour des matrices non symétriques définies posi-

tives., 
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7°) Technil§es diverses_. 

a) Amélioration de lê. convergence ~ translation des. vale,gs ;:eropres. 

Noua avons vu précédemment que dans l'algorithme Q.R. la vitesae,.de, la conver­

gence dè la matrice Ek vers O dépend de 
À.. k 

(...:) , 
À.j 

X. < X. , mais si les 
l. J . 

valeurs propres sont peu séparées, la vitesse de convergence risque d13tre très 

lente. 

Nous allons essayer d'améliorer ceci à l'aide de la remarque suivante ;. 

- Si une matrice A a pour valeurs propres À.
1

, ••• , À.n , la matrice A- aI a 

pour valeurs propres : 

L'algorithme Q.R. est alors modifié ainsi: à la k-ième étape on factorise 

Etablissons quelques formules : 

- ~+1 = Q~ Qk(~ Qk + o;kI) = ~(Ak-akI)Qk + akI = Q~ Ak Qk 

- Ak+1 = r{ A Mk d'où Mk Ak+ 1 = A Mk 

donc: 

Supposons A diagonalisable : A = XDY (y = x- 1 ) • 

.Alors : A - aI = X(D- o:I)Y .. 
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Supposons de plus que Y soit factorisable LU: Y= L U y y 

0 si i < j 

(Dk L n;1) .. = 1 y l.J 
si i = j 

C>~.-«ic)• • •• ()..-a1) 
J, • • l. 1 ➔ 0 si i > j (Xj-ak) •••• (Àj-a~ l.J 

Nous avons donc intérêt à prendre ak voisin de la valeur propre la plus petite 

en module. 

On améliorera ainsi considérablement la vitesse de la convergence. 

Il est facile de voir en appliquant les n:ii§mes procédés que dans les paragraphes 

précédents que la suite de matrices IAkl converge vers une matrice 

qui a sur la diagonale les valeurs propres de A rangées dans le bon ordre. 

Les mêmes raisonnements peuvent s'adapter aux différents cas envisagés précédem-

ment. 

b) Réduction à l,!. forme~ Hessenberg. 

On cherche une matrice semblable à A 

dite forme de Hessenberg. 

de la forme : 

matrice triangulaire supérieure plus 

une sous-diagonale 

Cette forme est intéressante car elle comporte beaucoup de zéros et d'autre part 

elle est invariante pour l'algorithme Q.R. ce qui diminue considérablement le 
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noabre d'opirationa à effectuer. 

La mthode wivante de réduction à la forme de Hessenberg e.st une adaptation de 

la •thode de Householder (cf. Chap.I). Définissons une suite de matrices ortho­

gonales ( du type Householder) Hk et une sui te Ak 

On voudrait que An soit sous forme de Hessenberg et semblable à A. 

Raisonnons par récurrence: à la p-ième étape nous avons : 

4 E n-E 
A.11 

., +-A , 
12 

P+1 n-p-1 
~ A' , ◄ A' :,: 

11 12 
X X 
• 

A = • et l'on voudrait AP+1::.: • p ., 

A21 
• 

A.22 

X At-, est sous la forme 

de Hessenberg ainsi que A11 
.1

21 
est mie matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la dernière. 

A21 est une matrice dont tous les termes sont nuls sauf peut-3tre celui en haut 

et à droite. 

Soit œ la p-ième colonne de A
21 

; d1après un lemme (page chap.I) il existe 

u € rf-P et k € R tels que 

avec 

N 

R est symétrique et orthogonale. p 

,.. T 
HP= I -2uu n-p 
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et effectuons le produit H .l B p p p 

... ... c,, •,2 :p) C, A12 H ) 
A R = , HP Ap Ht> = ,., p p 

iip •22 HP A12 A22 HP HP A12 

On pose donc : 

Ainsi An sera de la forme annoncée~ 

8°) Conditionnement du Eroblème de~ valeurs Er0pres. 

Supposons A diagonalisable (i.eo A= X D x~1 ) et considérons une va-

riation AA de A. 

Soit /'. une valeur propre de A + AA 

-1( ) -1 X A+AAX=D+X. AAX 

Supposons que À ne soit :pas va1eur propre de A 

Alors : det(D-r,.I) Î O et D-Àl est inversible et 11 on peut écrire 

Puisque À est valeur propre de A+ M , A+ M- XI est une matrice singu­

lière ; comme d'autre :part (D-H) •est non singulière, I + (D-:U)- 1 x- 1 M. X 



doiMtre singulière. Or nous connaisaone a luaa qµi.,nœaa,~·q\lilt I+B est 

inversible lorsque IIBfl < 1 • 

Nous &Tons donc néceesair8118nt: 

Soit : 

Supposons que la norme ma tri ci elle Il o Il soit telle qu~ : . 

Alors: 

Soit 

m~n IÀ1->-I ~ llxll llx-111 lfMII. 
J. 

L'ensemble des valeurs propres étant fini il existe i tel que 

llxl! nx-111 est ce que nous avons appelé conditionnement de X. (cond (x)), 

nous le noterons aussi ~(A). 

On voit que cette majoration de l'erreur dépend de la matrice X dont on se 

sert pour diagonaliser A o 

Définissons aussi: 

x(A) = inf cond(X) 
X diag A 

la borne inférieure est prise sur l'ensemble des matrices X qui diagonalisentA. 

On appelle x(A) le conditionnement de A pour le problème des va.leQ:rs propres. 
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On a donc le résultat suivant : 

~ À m valeur propre ~ A + l::.A ' .il. existe ~ valeur W9pre ~ A telle 

Propriétés. 

* L'égalité peut-~tre atteinte: en effet, si A est hermitienne, symétrique 

réelle, ou orthogonale x(A) = 1 ; en effet le théorème de Schur nous dit 

qu'il existe une matrice X orthogonale telle que A'= XT A X soit triangu-

laire supérieure mais: 

donc A' est symétrique et donc diagonale. 

* Invariance ~ x (A). 

Si B = Q A QT avec Q orthogonale et A diagonalisable A= X D x-1 

x(B) = x(A). 

On peut écrire B = Q X D x-1 QT = (QX) D(QX)-1 • 

Donc 

X diag A(~ QX diag B 

x(A) = inf cond(X) = inf cond(<lY) ~ x(B) 
X dia_g A Y diag B 

puisque Il QTII = 1 

x(B) ::::: inf cond(Y) = inf cond(QX) ~ x(A) 
Y diag B X diag A 

Donc . -v(B) = v(Jt L . 



Jill. w;ticulier : .a réduction .!. 14. forme ~ RessellJ?m !!!. ®IP'O· aa. k çondi-

:tiqp.peunt ™ lu, valew;:a PfOm-es. 

stabilité des valeurs propres. 

Soit A une matrice n xn ayant n valeurs propres distinctes en module : 

On étudie la stabilité des valeurs propres et des vecteurs propres lorsque A 

varie en fonction d'un paramètre e: E [o,e: [ • 
0 

Si X. est un vecteur propre 
1 

associé à À.. = À.. (e:), on a : 
1 1 

.,. <*) On suppose que A, x1 et À.i sont des fonctions différentiables de ~ 

Différentiant alors la formule (1), on obtient : 

Considérons la matrice AT. Ses valeurs propres sont les valeurs propres de 

A • Soit Y. un vecteur propre de AT associé à 
1 

On sait que Y. est orthogonal à X. 
1 J 

s.i c'est-à-dire ici si 

En effet on a: (AX.,Y.) = (À.. X.,Y.) = À..(X.,Y.) = (X.,AT Y.)= r...(X.,Y.). 
J 1 J J 1 J J 1 J 1 1 J 1 

D'où (X..-À..)(x.,Y.) =o. 
J 1 J 1 

D (X Y ) 0 · · ..1. • c'est-'a-d1·re X. 1 Y. s1· 1· ..1. J .• one ., . = s1 1 r J , ~ r 
J 1 J 1 

Multiplions scalairement les deux membres de l'égalité (2) par Y. : 
1 

* ( ) On peut montrer, grâce à (o) que les ~ï(e:) sont tous distincts en module,. 

pour e: assez petit; et en outre il est possible de numéroter les À.
1

(e:) en 

sorte que : À.; ( e:) -+ À..; ( 0) , iE -+ 0 , V i , 1 ~ i -' n • 
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Or (A. d.X .• Y.) ~ (dX .. ,AT y.)= (d.X.,.X. Y.)= >...(dX.,Y.). 
J. J. J. J. J. J. J. J. J. 1 

D'où: (dA.X.,Y.) = d>..(X.,Y.). 
J. 1 J. J. 1 

On peut donc écrire : 

(d.A.X.,Y.) 
J. J. d1'.. = ""'"7"....,_ ___ ...,~ 

J. (X.,Y.J 
J. J. 

• 

Ce qui entraîne : Il* Il 
jxil-lYil 

• l(xi,Yi)I • 

Ou encore : 

avec: 

le nombre s. mesure en quelque sorte la distorsion entre X. et Y
1
. • 

1 J. 

On déduit de cette inégalité que le calcul de la ième valeur propre est stable 

si la distorsion entre X. et Y n'est pas trop grande et en particulier si 
l n 

est parallèle à Y. e 
l 

Cela se produit à coup sûr pour tout 

- Â est symétrique, T 
A = A • 

- A est orthogonale, 

9°) Conditionnement des valeurs propres. 

i si: 

Remarque préliminaire : Les valeurs propres étant distinctes, les Xi(e) 

forment, pour tout e, une base de Rn~ Il est donc possible d'écrire : 

dX. n 
d'

1 =Ca .. (E:) x.(E). 
e: . 1 J.J J 

J== 

Nous allons voir que 1 1 on peut normer les X. ( e:) en sorte que a ( c) • O \/ i 
l. ii , , 

et c'est la stabilité des x.(e:) 
l 

Le fait que l'on puisse normer les 

N N 

* ainsi normés que l'on va étudier ( ). 

X. 
J. 

en sorte que a .. • 0 
J.J. 

se vérifie aisé-

ment soient x
1
(e:), ••• ,Xn(e) les vecteurs propres normés arbitrairement et 

* ( ) Il est évident qu'une normalisation fantaisiste des Xi(e:) entrainerait des 
instabilités artificielles pour ces vecteurs ••• 



soit X.(e:) = a:(e:) X.(e:)I' la fonction scalaire a:
1
.(e) étant à. préciser. 

1 1 1 

... 
On a, les Xj formant une base de 

dX. (e:) n ... 

d
i( - = r:; a .. <e:) x.(e:) • 
e: j=1 1J J 

dX. dd". ( e:) ... n ,.. 
D'où: d

1 = d
1 .x.(e:) + cr:(e:) I: â .. (e:) x.(e:) •. 

e: e: l. l. . 1 l.J J 
J= 

dX. n 
Cela s'écrit : d 

1 =Ca . . (e:) X.(e:) avec en particulier: 
e: . 1 1J J J= 

... ( ) ta fonction a: .. \E, 
l.l. 

étant connue, les choix de 

ment nulle sont évidents : 

a: rendant a .. (e) 
l. l.1 

o-: (e) = c exp(-J e: ;_. (Ë)dË). 
l. 0 l.1 

Retournons à présent à la formule (2) : 

dA.,X.; +A .. dX
1
._ = X. di\..+ i\. .• dX .• 

... 1. l. l. l. 

Multiplions scalairement par Y. : 
J 

Or (X .• dÀ.. , Y . ) = 0 si i -1. j , d I où dans ce cas : 
l. l. J r 

(dA.X.,Y.) +(A.dXqY.) = (r... dX.~Y.). 
l.J l.J l. l.J 

Soit encore : (dA.X.,Y.) = (i\..-X.)(dX.~Y.) .. 
l. J l. J l. J 
n 

Comme on a : dX. = L a:.k xk de , a: .• • O , alors 
l. k=1 1 l.l. 

n . 
(dX.,Y.) = \9'"'"'T a:.k(X.,Y.)de: = a . . (x.,Y.)de: 

l. J ~ l. l. J l.J J . J 

Par conséquent : (dA.X.,Y.) = (:>. •• -r...)a: .. (X.,Y.)de:. 
l. J l. J l.J J J 

On obtient donc si i 1' j : 

identique-



"ij = 

dX. n 
D'où: 

l. 
=I: X. dË a .. 

j=1 l.J J 

j;ii 

et en passant aux normes: 

soit encore : 

n ~c 
j=1 
jf,i 

1~:€il ~ 1xi1.11 i11 (~ 
jfi 

On remarque que cette inégalité montre qu'un vecteùr propre :peut-~tre mal con-

ditionné si un seul des s. est grand, contrairement au conditionnement des 
J 

valeurs propres où il suffit que le s. correspondant à À.. ne soit pas grand 
1 l. 

Relation entre les 
== 

s. et x 
l. -

(nbre de conditionnement pour le pb. des v.p.) 

• Soit .A une matrice nxn ayant n valeurs propres distinctes. Soit S Ull 

matrice qui diagonalise A: 

-1 
A = S DS • 

• Se. est un vecteur propre de A pour la valeur propre À. car: 
l. 1 

Posons donc X. Se .• 
l. l. 

On vérifie de même que (s-1)Te.. T é, est un vecteur propre de A associ a la 
l. 

valeur propre À.i et on pose : 

( -1 )T Y.= S e .• 
l. l. 



On a alors: 

1 
- = s. 

J. 

l(xi,Yi)I 

pcil • lyi·I 

D'autre part: 

D'où: 
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1 =--------1 T . • 
1 Se •· ( • 1 ( S ) ·e • l 

l. J. 

1 Sei 1 ~ Il S 11-1 e i 1 = Il S Il 

1 cs-1leil ~ 11cs-1
)~l-leil = 11cs-1)~I= llsll. 

Donc : s. ~ x (A) pour toute S qui diagonalise A , et par conséquent : 
J. s 

Montrons par ailleurs que 

s. ~ xCi) • 
J. 

n 
x(A),$LS .• 

j=1 J 

Soient x
1
,x2 ~••·,Xn les vecteurs propres normés de A et Y

1
, ••• ,Yn les 

vecteurs propres normés de AT. S étant une matrice de passage à une base 

qui diagonalise A, les colonnes de S sont des vecteurs propres de A. 

On peut prendre S = [x
1
vs,, ... ,~~]. On vérifie alors que : 

En effet en effectuant s- 1s: 

• • • 

( -1 ) T S S .. = Y.fs:.,X.'(s"; = 
J.J J. J. J J 

• 

{

o

1 

si i /. j 

si i = j 

Avec ce choix de S, on a par définition: 

X (A) = llsll lls-111 où 11s11 = sup lsxJ • 
s x:/,o l'"xf 

n 
Or (sx). = S s .. x .• 

. 1 j=1 J.J J 
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Notant S 
i. 

et 

D'où : 

et: 

de ~me 

:p•où : 

le ie v:ecteur ligne de S,. l'inégalité de Sch'warz donne & 

(sx)~ ' lsi. 12 lxl2 

2 n 2 2 
lsxl ~ I: lsi I lxl • 

i=1 • 

2 n 2 n 
11s11 ~ C s. lx. l = C $. 

·1 1 1 ·1 l.. l.= l.= 

2 n 2 n 11s11 ~r::s. IY.( =Es .• 
·1 1 1 ·1 1 
l.= 1= 

n 
xtt) ~ X (à)~ [: S. o 

8 i=1 1 

On s. donc pour tout j ,. 1 ~ j f n : 

n 
s. ~ x(A) ~Cs. 

J i=1 1 
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