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SCATTERING FUNCTIONS, FOURIER TRANSFORMS OF MEASURES, 

REALIZATION OF LINEAR SYSTEMS AND DILATIONS OF OPERATORS 

TO KREIN SPACES : A UNIFIED APPROACH 

Rodrigo AROCENA 

INTRODUCTION 

The aim of this work is to show that the well known theorem of Naimark 

on the dilation of Toeplitz kernels, and some of its extensions, allow a unified 

approach to the four subjects listed in the tittle. This enlarges the scope of the 

method presented in a previous work [11] , where response functions of some 

linear discrete systems were characterized, and scattering operators and sub­

operators, in the sense of Lax-Phillips [50] and Adamjan-Arov:·· [1], were 

studied. Here the approach is more general, because of the inclusion of other 

subjects and also because we don I t restrict our attention to the group of integers. 

Of course, we don' t assume previous acquaintance with the above mentioned work. 

In fact, the following pages have been written with the hope that they can be read 

by a person who is not a specialist in any of the subjects of the title. Although we 

present some results that are perhaps new, the interest of this work if any Iays 

on the common approach to an of them. 
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I - SCA TTERJNG FUNCTIONS 

In this chapter we consider the basic properties of some operator valued 

functions in topological groups which constitute a natural generalization of the 

concept of scattering function. In order to do that we start with a sketch of the 

Lax-Phillips approach to scattering theory [50] . 

Wave propagation outside an obstacle in the three dimension space is the 

basic example. It can be proved that the obstacle has very little influence on the 

wave in the long run. More specif ically : given any solution u of the wave 

equation 

outside the obstacle and with finite energy, there exist two solutions u + and u _ 

of the same equation in the whole (free) space such that the energy of (u - u_) and 

( u - u) tends to zero when the time t tends to ( ...oo ) and ( ;.oo), respectively. 

That is , u behaves as u in the remote past and as u + in the remote future. 

The scattering operator S associated to the abstacle is then defined by 

Su = u . 
- + 

A similar situation arises when the interaction of atomic nuclei and particles is 

considered : 

======-~-,o-----------u ., ,,, ,,. ,, 
/ 

/ ,, ,,, ,, 
✓ 

observations of the trajectories of the particules, if suitably made before and after 

an experiment, can be considered as ocurring near (-oo) and (+oo), respectiv­

ely, so their relation will be given by the scattering operator. It follows that this 
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operator is the fundamental observable when the obstacle can' t be directly observed. 

For this reason Heisenberg suggested that all the information on nuclear forces 

must be implicitly contained in S . How to extract from it information on the 

obstacle constitutes the fundamental inverse scattering problem. 

Now, Lax and Phillips have proved that the classical definition of S by 

means of wave operators is a particular case of what they call an abstract scattering 

theory, which we shall now sketch. Let H be the Hilbert space defined by the 

solutions of the wave equation with obstacle, where the norm is given by energy ; 

let U be the group of unitary operators U(t) €i'(H) which relate initial data 

of a solution with its data at time t . 
' 

U will be the corresponding group when 
0 

there is no obstacle. It can be proved that there exist two subspaces D + and D 

of H such that U and U 
O 

act in the same way on D (D ) for every 
+ -

positive (negative) value of t. The properties of the wave equation imply the 

following: 

1) U(t)D + c U(s)D + and U(t)D _ :::i U(s)D _ hold for every t > s 

2) n {u(t)o } = n {u(t)o_} = {o} 
t2::0 + tsO 

3) U { U(t)D } = U {u(t)D _} == H 
tsü + t2::o 

4) D + and D are orthogonal. 

The same properties hold when U is replaced by U . 
0 

When properties ( 1 ) to 

( 4) are satisfied, it is said that D is incoming and D + outgoing. S uch 

subspaces can be studied independently of the example which motivated that definition. 

It is seen that D defines a "Fourier representation" of H, i. e. a unitary 

operator R from H 2 onto L (E), where E is a Hilbert space, such that 

U(t) goes into the multiplication by eixt. In the same way D + defines a Fourier 

representation R of H onto L 2(F). Lax and Phillips say that 
+ 
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is the abstract scattering operator ; they prove that S is in fact equal to the 

multiplication by an analytic function whose values are operators from E to F. 

Coing back to the motivating example they also show that their abstract scattering 

operator is in that case equal to the classic one. 

In [11] we s howed that the scattering function can be very simply defined 

in a direct way, that is, without appealing to Fourier representations. Then we 

obtain a condition that characterizes the .i'(E,F)-valued functions which can be 

considered as scattering functions . Since this depends essentially on the existence 

of a suitable group U, it can be seen a priori why the adequated tool will be in 

this case a theorem that gives a suitable unitary representation. In this paper we 

take as our starting point that previously obtained condition, which in this case 

we formula te in terms of a general group. 

Let us still note that the definition of scattering or coupling f unction 

proposed in [11] is well suited for the Lax-Phillips approach both to the conser­

vative case - which we have just sketched - and to the dissipative one ( [s1], G2] ), 
and also for the general theory of couplings of isometries as developed by Adamjan 

and Arov [1] in order to explain the relation of scattering with model theory in 

the sense of Nagy and Foias. These subjects and their connections with Mackey's 

imprimitivity theorem are also studied in ~o] . 

The preceding considerations motivate the following general definition : 

scattering function is any 

f: f ~ ~(E,F) 

where r is a topological group, E and F are Hilbert spaces, and ~(E,F) 

is the set of bounded operators from E to F, if f is continuous in the weak 

topology of operators and there exist two functions, cp : r -+- .i'(E) and 
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1/J : r --. oB (F), continuous in the same topology such that the inequality 

n 
1 

, n 
!: jl(cp(y-. y.) u.,u.)E + (l/)(y~ 1y.)v.,v.)F ~;::: 2 / :E (f(y~ 1y.) u.,v.)F 1 

.. 1 J l lJ J llJ J .. 1 J l lJ 
l,J= l,J= 

(In order to be brief we shall sometimes say that f is scattering with respect 

to <P and 1/J). 

As usual, we say that the family of unitary operators {u-v : y ET} in a 
, 

Hilbert space H is a ( continuous) unitary representation of the topological group 

r in H if UYY, = UY UY, holds for any y, y' € r and the function which 

takes y to Uy is continuous in the weak sense (and soin the strong one). We 

start relating representations with the previous definition. 

Let G be the function from r to ci;(E E9 F) given by 

f(y )) ' 

1/J (y) 

Then f is scattering with respect to cp and 1/J 

continuous and positive definite, the last meaning that 

n 
~ 

i,j=1 
(G{y~ 1y.) h.,h.);::: 0 

J 1 1 J 

yE.f. 

if and only if G is weakly 

holds for any y 1, . . . y n € r, h 1 , ... hn €EE& F. Those two conditions are 

precisely the hypothesis of Naimark' s dilation theorem. Its thesis says that there 

exists a unitary representation {uy : y€f} of f on H such that 

holds for every y €f, with T = ( T , À ) € ;i(EEEl F, H). Then, it must be 

f( y) = T *u YÀ so we obtain one of the implications of the following 
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(I. 1) THEOREM. Let T be a topological group, E and F Hilbert 

spaces. Then 

f: f-+ d;(E,F) 

is a scattering function if and only if there exist a unitary representation 

of r in H and two bounded operators, À : E +H and 

T : F +H, such that 

holds for every y ET. 

Setting cp(y) = À *UYÀ, 1/> (y)= T*UY T, the converse follows. 

This dilation-type result has a spectral corollary. Let r be a locally 

compact abelian topological group (LCA group from now on) and T the unit 

circle of the complex plane C ; the set r of the continuous homomorphisms from 

r to T, with the usual multiplication of functions and the topology of the uniform 

convergence on compacts, is also a LCA group, called the dual group of r. It 

is known l53J that for any unitary representation { U Y} of r there exists a 

spectral measure P 

yET. Then: 

" on r such that 
~ 

UY = ~ ,., t(y) dP(t) holds for every 
r 

(I. 2) COROLLARY. If f : r -+ ci(E, F) is a scattering function on a 

LCA group f there exist a spectral measure P on the dual group f and two 

bounded operators À yT such that 

(f(y) u,v) = ~" t(y) d(P(t) ÀU,TV) 
r 

holds for every y ET, u€E, v€F. 

From this result it will follow easily that scalar valued scattering 

functions on a LCA group are the same thing as the Fourier transforms of the finite 
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complex Radon measures on the dual group. Before proving in this way the result 

which may be called the Bochner-Eberlein-Horn theorem ~4], we shall consider 

with the same ideas the theory of linear systems. This will help perhaps to under­

stand the connection of that subject with scattering, pointed out by Helten Gs] . 

In order to be brief, whenever we have a function G : r + o6(E 1 EB E
2

), 

since it is obviously given by a 2 x 2 matrix 

;611 
\c21 

where goes from r to j,k=1,2, we shall say that 

G = (Gjk) is a matricial Toeplitz kernel. 

In this chapter we have studied the relation between matricial Toeplitz 

kernels and scattering functions. 

II - LINEAR SYSTEMS 

We start this chapter with a brief description of the subject based on 

P. A. Fuhrmann' s book, 11 Linear systems and operators in Hilbert space " [34] , 
although we shall change slightly its notation. 

A time invariant linear system is a set !) consisting of three Hilbert 

spaces, E , X , F , and three linear operators, A: X ~x, B: E ~x, 

C:X-+F. 

In the discrete interpretation, it is assumed that at 11time" n€.Z, the 

system is in the state x(n)€X and receives an input u(n)€E, which cause an 

output y(n)€F and a change of state to x(n+ 1) in the way indicated by the pair 
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of dynamical equations 

x(n+ 1) = A x(n) + B u(n) 

y(n) = C x(n) 

where all the operators are continuous. We shall say that A is the (state) 

propagator of the system. 

The choice of Hilbert spaces can be justified in some cases by energy 

considerations. Assume that J lx J J is the energy of ~ in the state x ; then, 

the energy of the system can only be increased from outside the "black box 11 X 

if and only if the state propagator is a contraction (i. e. , J ~ 11 s 1). 

A first question in systems theory is to establish the relation between 

inputs and outputs. Clearly, x(1) = A x(O) + B u(O ), 
2 

x(2) = A x(O) + AB u(O) + 
1 n . 

B u(1), ... , x(n+1) = An+ x(O) + ~ AJ B u(n-j), so: 
j=O 

y{n+1) = C An+ 1 x(O) + ; C Aj B u(n-j). 
j=O 

Consequently the relation between inputs and outputs is given by the so-called 

weighting pattern or impulse response of ~, 

The functl ·on T(z) d~_f z C(I - zA)- 1B, lyt· th t f 1 b ana 1c on e se o comp ex num ers 

z such that 
-1 z does not belong to the spectrum of A, is called the transfer 

function of the system. In a sufficiently small neighborhood of the origin it is given 

by 

so it may be considered as the Fourier transform of the impulse response W. 

In fact, if x(O) = 0 with self explaining notation we could write 

y= T .Û. 
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A second question to be considered is the one of the controllability or 

reachability of the system. We say that t is controllable or reachable 

(approximately) if given any x,x'E:X, a convenient sequence of inputs changes 

the state of the system from x to one arbitrarily near to x' . We use the 

following usual notation : if 
r l t SÀ : ÀE:.6J is a family of subspaces of a Hilbert 

space X, V s 
À E:.L\ À 

is the smallest closed subspace of X that contains every 

SÀ . It can easily be seen that X is controllable if and only if the following 

holds 

X= V AjBE. 
j2':0 

The question of the observability of the system is to know if its outputs 

characterize in some sense its interna! state. More precisely, we say that t 

is observable if given any different x' ,x"E:X there exists a sequence of inputs 

such that the corresponding outputs with initial state x' or x" are different. 

That is the case if and only if CA n x( 0) = 0 for every n 2': O implies x( 0) = 0, 

so to say that E is observable means that 

x = V A*j c* F. 
j2':0 

Consequently, the fundamental elements for the study of a system are the 

opera tors 

Given a system E = {E, X, F ; A, B, C} it is sometimes useful to consider 

its dual system E* d~f {F, X, E ; A*, c*, s*}. The preceding considerations 

lead, with self-explaining notation, to the following 

(II. 1) REMARK. If the systems t 2nd E' are such that R = R' , 

W = W' and O = 0' hold, there outputs are equal whenever inputs and initial 
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'I"* T"* l • states are equal, and the same happens to the dual systems LJ and '-' In 

this case we say that the systems have the same behavior. 

Note that systems with different propagators may have the same behaviour ; 

concerning this, what really matters are the reachability sequence R, the weigh- " 

ting pattern W and the observability sequence O. 

We shall now consider the so-called system' s realization problem. Let T 

be a function, analytic in a neighborhood of the origin in the complex plane and whose 

values are bounded operators from a Hilbert space to another one ; a realization of 

T is a system :E such that T is the transfer function of :E. The problem is 

to characterize the functions that have such realizations. Clearly T has that 

property if and only there exists a positive number p such that T p (z) d~f T(p z) 

has a realization with a contractive propagator, so we restrict our attention to this 

case. 

Our starting point is the following : given a system :E = { E, X, F ; A, B, C}, 

with J JA) J ::; 1 , we associate with it a matricial Toeplitz kernel defined on 'Z by 

G
B* A(n)B 

G(n) = 

[c A(-n)B]* 

CA(n)B\ 

CA(n)c:J 

where the following notation is used : given S€~(H), set 

Now, it can be proved [11] that G is positive definite so 

defines a scattering function on Z. Consequently, 

J
sn if n:20 

S(n) = ls*-n if n:s;O 

f(n) = CA(n) B 

is the weighting pattern of a system with a contractive propagator only if it is the 

restriction to the semigroup Z 1 of a scattering function on the group Z. 

In other words , setting 
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f R*(o) R(n) if n:2::0 

c,o(n) = l 
R*(-n) R(0) if ns0 

and 
{

o*(o) O(n) if n20 
1P (n) = 

o*(-n) 0(0) if nso 

we obtain by means of the fundamental sequences the following necessary condition : 

there exist two functions on Z, cp and iµ, such that W must satisfy 

(#) i {<c,o(i-j) u.,u.),E + <iµ(i-j)v.,v)F}~ 2 / i <W(i+j)u.,v.),F /, 
. ·=0 1 J 1 J . . Ü 1 J l,J- l,J= 

for every n = 1 , 2 , ... , {(u 'V ), ••• ' (u 'V )} C E .X F. o o n n 

Thus, the realization problem suggests the consideration of matrices of 

operator-valued functions 

where cp and iµ are defined in a group r, W in a semigroup r 
1 

c r and 

W,.., . . . . - 1 def { - 1 ·1 -( ) ( -1 )* 1s the funct1on defmed m r = YET: y ET by W y = W y . So, 

with terminology we shall try to motiva te better further on, we call Generalized 

Toeplitz Kernel (GTK to be brief) on (r,r 1) any matrix 

2 
K = (K /3) 13_1 ex ex, -

of f unctions such that 

,.,, 

where H 1 , H2 are Hilbert spaces. We say that K is positive definite (p. d.) 

if 

holds for any pair of f unctions with finite support h 1 : r 1 ~ H 
1 

, 
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An example of p. d. GTK can be obtained by restricting in the obvious way any 

2 
p. d. matricial Toeplitz kernel on r, G = ( G cx/3) <X, {3= 1 : set K 11 = G 11 , 

K12 = G12 lr ' K22 =G22 'etc. 
1 

With this terminology our previous remark can be reformulated as follows : 

a function W defined on Z 1 is the weighting pattern of a system with contractive 

propagator only ü there exist cp and ip such that a p. d. GTK on (Z, Z 1) 

is given by 

Now, Naimark' s dilation theorem can be extended to Generalized Toeplitz 

Kernels on the set of integers in the following way [16] : if K is a p. d. GTK 

on (Z ,z 1) there exista unitary operator in a Hilbert space, UE:~(F), and 

T cl~(Hcx, F), ex= 1, 2, such that the following conditions holds : 

i) Kcx/3(n) = T; Un Tex , for every n belonging to the domain of Kcx/3 , 

cx,/3=1,2; 

When (i) and (ii) are satisfied we say that U, or (U, F), be longs to the 

family U(K) of the minimal unitary dilations of K. 

From that result it follows easily that the previously established necessary 

condition is also sufficient. 

(II. 2) THEOREM [11] . The .i' (E , F )-valued analytic function 

T(z) = ~ zn+ 1 W(n) 
n2::0 

is the transfer function of a discrete linear system with contractive propagator 

if and only if there exist two sequences 



- 13 -

such that condition(#) is satisfied. 

Since it may be thought that this result is of no practical value, let us 

remark that it gives a straightforward proof of the following necessary condition. 

(II. 3) THEOREM (Helton Gs] ). If T(z) = t zn+ 
1 

W(n) is bounded in 
n?0 

the unit disk then T is the transfer function of a linear discrete system. 

Infact, if M isaboundof IIT(z)\I for lzl< 1, set cp(0)=MIE' 

cp (n) = 0 if n ,/= 0 and define 1/J in the same way ; from (II. 2) the result 

follows [11]. 

From Helton' s theorem the following general characterization steems 

immediately, as Fuhrmann shows it. 

(II .4) THEOREM G4]. A sequence {w(n) : n? O} c ~(E, E) is the 

weighting pattern of a discrete linear system if and only if there exist two positive 

numbers M and w such that 

llw(n)I! 

holds for every n ? 0. 

< M n - w 

The condition is clearly necessary : W(n) = CA n B implies 

Conversely, take 

T(z) = t W(n) zn+ 1 ; then 
n?0 

< -1 p w and set 

IIT (z)II = Il t W(n)pn+ 1 zn+ljj :s: Mp(1 - pwf 1 
P n?0 

holds if I z 1 :S: 1. 

Let us still remark that theorem (II. 2) is a true complement to (II. 3) in the 

sense that the condition of the last one is not necessary. This can be clearly seen 
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in the scalar case, that is, when E = F = { ccmplex numbers} ; then the condition 

is T € H
00 

(T) while - as we shall show in the next chapter - W satisfies (#) 

if and on] y if W = µ, 1 Z for some µ , complex Radon measure on T. 
1 

A second part of the realization problem is to determine whether the transfer 

function characterizes the system, that is, if the problem has in some sense only 

one solution. For the finite dimensional case this question has the following answer : 

Let :E = { E , X, F ; A , B, C} and E 1 = { E , X 1 , F ; A 1 , B 1 , C 1} be two realizations 

of the same function ; assume that all the vector spaces have finite dimension and 

that both systems are controllable and observable (in which case they are called 

canonical). Then there exists an isomorphism P : X o+-X1 such that the following 

diagram commutes 

This result is called the state space isomorphism theorem (See [j4J ). Its extension 

to infinite dimension has been established by Helton in the following terms . 

(II.5) THEOREM L38]. Let I; and :E1 be two approximately controlla­

ble and observable realizations of the same transfer f unction. Then there exists an 

(eventually unbounded) operator M with domain dense in X and range dense in 

x1 such that each of the equalities 

MB =B' C'M=C 

holds in a dense set. 

The proof of this theorem can be adapted in such a way as to consider two 

Lax-Phillips couplings with the same scattering function ( [11], theorem E). 



- 15 -

Helton' s result says that in a certain sense the realization problem has 

a unique solution in the set of canonical systems. This can be considered satisfac­

tory since it can be shown Gs] that given any system E, there exists a canonical 

system E' with the same transfer function. Now, E' will not necessarily have 

the same behaviour as I: ; for example, the outputs effectively produced may be 

less. For this reason we shall try another approach : instead of considering 

equivalent two systems when they have the same transfer function (which as noted 

implies that in each equivalence class there is an essentially unique canonical 

element) we shall consider a more refined classification such that two systems 

belonging to the same class will have the same behaviour. Then a relation between 

realizations and scattering functions may be obtained. 

We have already noted that if 

E = {E,X,F ; A,B,C} 

has a contractive propagator then f(n) = CA(n)B defines a scattering function on 

Z related to the discret system E. Nagy' s dilation theorem {in a next chapter 

we shall recall its relation with our key tool, Naimark' s theorem) says that there 

exists a unitary operator U in a Hilbert space H which contains X such that 

holds for every nE:Z, where is the inclusion of X in H and 

the orthogonal projection of H onto X. 

Let Eu be the system with a unitary pr1opagator given by 

Then: 

i) I: and :Eu have the same scattering functions. 
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ii) Given an initial state x(0) € X c H and an input sequence 

{u(j): j 2: 0 }, both systems produce the same outputs : with self-explaining notation 

we have 

y{n+1) = CAn+ 1 x(0) + i CAjB u(n-j) = 
f =0 

n 
=(CP~) un+\(o) + ·=0~ (CP~) Un(i~B) u(n-j) = yu(n+1). 

J-

iii) The preceding properties are still true when ~ and 

by their duals . 

Given any system ,; , it is said that X r 
d~f V AjBE 

j2:0 

,; are replaced 
u 

is the reachable 

space of ~ and that X d~_f V A*j c*F · ·t b bl d f" ·t· "" 1s 1 s o serva e space ; e 101 ions 
0 j2:0 

naturally motivated by the characterizations of reachable and observable systems. 

We also say that a state of 2: is reachable if it belongs to Xr and observable 

if it belongs to X . 
0 

Let us now consider a system with unitary propagator 

and its reachable and observable spaces, Xr and X
0 

; set 

x
1 

d~f V uj(x + x ), 
j€Z r o 

x 1 that contains B(E) 

U1 d~f U 1 
- X1. 

and c*(F). Let 

U 1 is a unitary operator in the space 

,; mu be defined by 

,; ={E, x 1 , F; u 1,(Pxx B),(Cixx )} . 
mu 1 1 

Given x(0)€X set x'(0) = P~
1 

x(0) € x 1 

holds for every n 2: 0 . 

The preceding remarks establish the following 

(II. 6) PROPOSITION. If l: is a system with contractive propagator 

there exists another system ,;mu with the following properties 



- 17 -

a) !: and !: have the same transfer function and, moreover, the mu 

same scattering function. 

b) Given any output sequence produced by !: , it can also be produced 

by !:mu as an answer to the same input sequence. 

c) Properties a) and b) are still valid when !: and !;mu are replaced 

by their duals. 

d) !:mu has a unitary propagator. 

e) The state space of !:mu is generated by its reachable states and its 

observable states. 

Any system with properties d) and e) will be called a minimal unitary system. 

Any transfer function has a realization 

!: ' = { E , X, F ; wA, B, C} with w > 0 and 

!: = {E,X,F ; A,B,C} minimal unitary, so from now on we shall only 

consider realizations of this last type. In this case the remark we made at the 

beginning of this chapter can be strenghened. In order to do so let us say that the 

opera tors 

n~O, 

are the parameters of any given system, thus extending the denomination of Markov 

parameters usually given to the operators W(n) and related to moment problems 

as we shall recall in the next chapter. 

Let r}cx) = {E ,X(cx) ,F ; A ,B , C }, ex= 1 ,2, be two minimal unitary 
ex ex ex 

systems with the same parameters. We consider the transformation from 

x( 1):= V A*nc* F to x( 2 );;;v A*nc*F givenby 
o >ü 1 1 o - >O 2 2 n- n_ 

*n * def *n * M(A1 c 1f) A2 c
2 

f (fE:F) 
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the definition is correct and it de termines an isometry from X( 1) onto x( 2) 
0 0 

*n * *n' * because for any f ,f' E:F we have (A 1 C 1f , A 1 C1f 1
) = 

Given any output sequence of 

setting x' 

A dual argument completes the proof of the following 

(II. 7) PROPOSITION. If two minimal unitary systems have the same 

parameters, any output sequence of one of them can be produced by the other as an 

answer to the same input sequence. 

Soit seems reasonable to consider the family W of all the minimal 

unitary systems with the same given parameters. Now, for such a system its 

parameters give rise to a p. d. GTK K = (K 8 )2 0 _ 1 defined by ex: ex:,,.,-

sowewrite &'= 8'(K). Conversely, if K isagiven p. d. GTK, any 

minimal unitary dilation of K defines a system with parameters 

in fact, if U is a unitary ope:rator in X= V u0 (r 1E + r2F) such that 
nE:Z 

* Kcx:/3(.) = T /3 U(. h cx:' cx:,/3 = 1,2, holds with T 1E:~(E,X), T 2E:~(F,X), 

{E,X,F ; U, T 1, r;} belongs to ~ (K). 

then 
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This interpretation allows us to translate to systems language some proper­

ties of generalized Toeplitz kernels. Thus : 

(i) The characterization of those kernels K such that the family 'U.(K) 

of all minimal unitary dilations of K has essentially only one element ( [16] , [10]) 

will say when the parameters determine the associated minimal unitary system. 

(ii) The description of all the systems belonging to $'(K) reduces to that 

of 'U(K) ; in the scalar case this has been done [s] as an extension of the celebr­

ated parametrization of Adamjan, Arov and Krein ( [2], GJ, [4]) of the analytic 

uniform approximations to a given bounded function. Their work on the subject was 

motivated by questions concerning scattering and, in turn, it inspired a description 

of contractive intertwining dilations (a subject we shall also consider further on), 

due to Arsene, Ceausescu and Foias ( [;21] , [22] ) , which has been applied to 

inverse scattering problems L33] . So perhaps a unified view of some important 

results could be obtained by extending the parametrization of 'U.(K) from the 

scalar case to the operator valued one. 

(iii) From the correspondence between the elements of 'U.(K) and the 

p. d. matricial Toeplitz kernels which give K by restriction [10] we obtain the 

result we now state as a conclusion to the consideration of discrete systems. 

(II.8) PROPOSITION. Let !; = {E,X,F ; A,B,C} and 

:E 1 = { E , X 1 , F ; A 1 , B 1 , C 1 } be tw o realizations of the same transfer f unction ; 

assume that they are minimal unitary systems with the same parameters. Then there 

exists a unitary isomorphism such that the following diagram commutes 

if and only if I; and :E 1 have the same scattering function. 
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In the continuous interpretation the system 

:E = {E,X,F ; A,B,C} 

is taken to represent the equations 

x(t) = A x(t) + B u(t) 

y{t) = C x(t) 

where t belongs to the set R of real numbers, x(t)E:X, u(t)E:E and y{t)E:F. 

Applying formally the variation of parameters formula we get 

t 
x(t) = etA x(O) + S e(t-v)A B u(v)dv 

0 

tA _J (t )A 
y(t) =Ce x(O) + ~ Ce -v Bu(v) dv. 

0 

If it is assumed that A is the infinitesimal generator of a strongly continuous 

semigroup, the second pair of equations is the same as a weak interpretation of 

the first. So we take :E to be governed by 

t 
x(t) = T(t) x(O) + S T(t-v) B u(v) dv 

0 

t 
y(t) = C T(t) x(O) + s C T(t-v)B u(v) dv, 

0 

where T(t) E:~(X) for every t E: R 1 d~f {tE:R : t;?:0} and the following hold : 

T Tt=T t' Tfs,tE:R 1 ; T(O)=l; lim T(t)x=x, '\ixE:X. 
s s+ t+o+ 

Since the analogy with the discrete case is obvious we shall be brief. 

{T(t): tE:R1} is the state propagator of the system and 

W(t) d~f C T(t) B 

,. 
its weighting pattern. Under adequate assumptions the Fourier transform W of 

,. ,. ,. 
W exists ; it is called the transfer function of the system and satisfies y = W. u. 

When B and C are bounded it is said that t is a regular realization 
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of W. It can be shown that the necessary and sufficient condition for W to 

have a regular realization with contractive propagator (i. e., IIT(t)/1:::; 1, 

'ef t ~ 0) is analogous to the one stated in the discrete case. A proof can be given 

in the way we now sketch. 

(i) Starting with Nagy' s dilation theorem, Nagy and Foias have developped 

a functional calculus for contractions which includes explicit formulas relating a 

continuous semigroup {T(t) : t€R
1

} with generator A to the discrete semigroup 

{ Tn : n€Z 1} where T = (A+I)(A-If 1
. [60] 

(ii) The validity of Naimark' s dilation theorem for positive definite genera­

lized Toeplitz kernels on (R,R 1) can be deduced from the discrete case by means 

of the above mentioned functional calculus. [12] 

(iii) Then, the realization condition can be proved as for discrete systems. 

Summing up : we have seen in this chapter that there is a close connection 

between generalized Toeplitz kernels and transfer functions. 

III - FOURIER TRANSFORMS OF MEASURES 

Our aim in the first part of this chapter is to show that the set of scalar­

valued scattering functions 

f : r --+ C = { complex numbers} 

A 

on a LCA group r is exactly the same thing as the set M(f) of Fourier transforms 

of bounded complex regular measures on the dual group Î'. We saw this as we read 

a paper of R. A. Horn lt-4], soit seems adequate to expose here his approach and 

to show how his main result steems from what was done in chapter I of this work. 
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Let us first fix the notation and recall some fundamental theorems. We write 
A 

dY and dt for the Haar measure on r and r, respectively, and denote by 

t(y) = (Y, t) the action of a character t ( rA) i. e. , an element of 

The Fourier transform µ, of µ €M(Î') is given by 

Set: 

µ(Y)=S,_ (y,t)dµ(t). 
r 

B(f) == {P : µ €M(Î')} P(f) = {µ : µ €M(Î') , µ2:0} 

,.. 

on yET. 

We denote additively the group operations in r and r. A function f : r + C 

is positive definite if 

(III. 1) 
n 
E 

i,j=1 
f(y. - y.) c. ë. 2: 0 

1 J 1 J 

holdsforall y1' ... , yn€f, c1' ... , cn€C, n=1, 2, ... Wenowquote 

Horn: 

"Bochner' s classical characterization of P(r) is that it is precisely the 

set of continuous positive definite fL,mctions on r. Bochner' s characterization of 

B(f) is of a very different nature however. It does not use the elegant inequalities 

(III. 1) and it does not identify the elements of P(f) n B(r). Although (III. 1) 

implies that f is continuous on r if it is continuous at O, the usual characte­

rization of B(r) requires the a priori assumption of continuity everywhere on r. 

It is the purpose of this note to present simple and similar characterizations 

of Ap(r), B(r) and P(r) which are in the spirit of the inequalities (III. 1 ). " Gi-4} 

However, Horn' s proof rests on a characterization (Bochrier-Eberlein 

theorem, to be quoted in the next paragraph) which he considers of a very different 

nature than (III. 1 ) . On the contrary, the proof to be presented here is precisely in 

the spirit of those inequalities since it is based on Naimark' s theorem for positive 
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definite functions. As it is well known, from this theorem the characterization of 

P(r) may be deduced ; what we do is nothing but a simple extension of that method. 

Let us now recall the classic results. 

THEOREM (Herglotz-Bochner-Weil). A complex function on r belongs 

to P(r) if and only if it is positive definite and continuous at O. 

THEOREM (Bochner-Eberlein). A complex function f on r belongs to 

B(f) if and only if it is continuous on r and there exists a constant k such 

that 

1 1 C. f ( y . ) 1 ::; k sup{ 1 !: C. ( Y . , t) 1 : tE:f} 
·11 1 ·111 l= l= 

holds for all y 1, .•. , y n E:f, c
1 

, ... en E:C, n = 1, 2 ... 

A proof of the later statement can be seen in Rudin' s book G6] while the 

one of the former is included in what follows . 

If f and cp are complex functions on r, Horn writes 

(III. 2) cp(x-y) >-f(x+y) on r 

whenever 1 cp(y .-y.) c. ë. ~ ) 1 f(y i + yJ.) cicJ. J holds for au 
i' j= 1 

1 
J 

1 
J i ' j== 1 

Y 1, ... Y nE:T, c 1, ... cnE:C, n = 1, 2... His main result is the following. 

(III.3) THEOREM. Let f be a complex valued function on the locally 

compact Abelian group r. Then : 

(a) fE:P(r) if and only if f is continuous at O and f(x-y) > f(x+y) 

on r, 

(b) fE:B(f) if and only if f is continuous at O and cp(x-y) > f(x+y) 

on r for some cp which is continuous at zero, and 

(c) fE:AP(r) if and only if f is continuous at O and cp(x-y) >-f(x+y) 
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on r for some <P€A (r), 1 ::::; p::::; 00 • p 

We shall now prove this theorem, and in fact a little more, because it is 

not necessary to assume the continuity of f at O in (III. 3. b) and (III. 3. c). Its 

relation with the subject of our chapter I can be seen by noting that every scalar 

valued scattering function on r belongs to B(r), as it steems immediately from 

(I. 2). So for the time being we admit that 

(III .4) LEtvlMA. Condition (III. 2) holds with <P continuous at O if and 

only if f is a (scalar valued) scattering function with respect to <P and l/J =<P. 

Let f belong to B(f). There exists µ €M(Î') such that f = µ, . Set 

71 = 1 µ 1 ; if µ 2: 0, it will be rJ = µ and, if clµ = F dt, then d'17 = 1 F I dt. 

Then [44], setting <P = ~' one has t <P(Y.-Y .) c.ë. = SA I t c.(y.,t) l2d17(t)~ 
i, j= 1 1 J 1 J r i= 1 1 1 

1 
.-n -]2 1 1 n J if Li:

1 
c/Y i' t) clµ (t) = i,;,

1 
f(y i + Y j) ci cj . All left to right implications 

in (III. 3) are proved. 

Conversely, let <P(x-y) >-f(x+y) on r and <P be continuous at O. 

The lemma implies that 

is a positive definite matricial Toeplitz kernel, so there exists a continuous unitary 

representation U = { U Y : y€r} of r on H and two bounded opera tors, À 

and T , from C to H such that 

, f(y) = T*U À y 

hold for all y€f. Let E be the spectral measure of U and set 
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Then f(y) = <f(y)1, 1) == <UyÀ(1),;(1)) ==µ(y) holds, so f€B(r). Setting 

A 

it follows that cp = r, and r, ~. 0; thus, if cp ::;;·f, f€P(f). Since 

r,(.)==<E(.);(1),;(1)) itmustbe r,~ JµI; if d71=Fdt with 

clearly fE:A (r). p The proof of (III. 3) is over. 

Let us go back to the lemma. If cp(x-y) >-f(x+y) on r it follows that 

n 
41 ~ c.d.f(x.+x.) 

. . 1 l J 1 J l,J= . 

n 
(c.+d.)(c.+d.) f(x.+x.) - !: (c.-d.)(c.-d.) f(x.+x.) J 

1 1 J J 1 J . ·-1 1 1 J J, 1 J l,J-

:s; ; Uc.+d.)(ë.+ct.) + (c. - a.)(ë.-ct.)]cp(x.-x.) 
· ·-1 l 1 J J 1 l J J l J 1,J- . 

so we can prove that cp(x-y) >-f(x+y) is equivalent to 

2 I f f(x.+x.) c.ëi. l :s; ~ [cp(x.-x.) c.c. + cp(x.-x.)ct.ëi]. 
i , j== 1 l J 1 J i, j= 1 l J l J J l 1 J 

On the other hand, we say that a continuous f is scattering with respect to cp 

and 1/; = cp when it satisf ies 

n n 
21 !; f(x.-x.)c.ëi.l:s; !: cp(x.-x.)(c.ë.+ct.ëi.). 

i 'j== 1 1 J 1 J i 'j== 1 1 J 1 J 1 J 

Evidently (cx1) and(~) are consequences of 

Conversely, setting n = 2m 
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(/3) can be deduced from (cx1) or (~). Only the continuity remains to be considered. 

From ((3), setting m = 2, y 1 = -x 

b
1

=E>0, b
2

=0, weget 

y 
2 

= O , a 
1 

= -a 2 = 1 , z 
1 

= y , 

2E lf(y-x) - f(y) 1 s 2 Ga(o) - Re c:p(x)] + / c:p(0) , 

because c:p p. d. implies Re c:p(x) = Re c:p(-x), and then 

1 

2 I f(y-x) - f(y) 1 ~ ~ + c:p(o)][c:p(O) - Re c:p(x)]
2 , 

so the continuity of c:p at 0 implies the uniform continuity of f. 

Having thus finished the proof of the fact that scalar scattering functions 

and Fourier transforms of measures are the same tliing, wè rnay seek for a similar 

type interpretation of scalar-valued transfer. 

Since f : Z +C is a scattering function if and only the (trigonometric) 

moment problem for f has a solution, i. e. , there exists µ E:M(T), 

such that f = µ,, the following assertion is quite natural : W : {nE:Z : rf::0} -+C 

is the transfer function of a linear system with contractive propagator if and only 

if there exists µ E:M(T) such that 

W(n) = S eint dµ(t) 
T 

holds for all n ?. 0, that is, if the so-called semi reduced moment problem for 

W has a solution. Moreover, let us consider the following version of a problem of 

Markov : let a positive measure T/ on T and a sequence {w(n) : n>O} c C 

be given ; can we find a complex measure µ E:M(T) such that µ, (n) = W(n), 'efn > 0, 

and J µ J::; r, hold ? The answer [14] is yes if and only if the GTK defined by 

is positive definite. 
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This result motivates the association to each GTK of a family of matrices 

of measures. Remark that a scalar valued matricial Toeplitz is p. d. 

if and only if it is given by the Fourier transform of a positive measure. matrix ; 

that is, there exists a necessarily unique set { (µ a./3) : a, 8 = 1,2} c M(T) such 
A 

that (i) G 
8 

= µ 0 , a, /3 = 1, 2 (ii) the numerical matrix 
a a11 

2 
(µ a/3 (A ))a, /3= 1 is positive definite for every Borel set A c T. In the same way, 

given a GTK on the integers, K = (Ka,8 ), we say that. (µ a/3) is associated with 

by means of the Fourier transform and write 

if the following hold : 

A 

K22(n) = µ 22(n), 'ef n. 

The following remarks are important for our subject : 

a) If (µ a/3) is positive, K is a p. d. GTK, but the converse is not 

necessarily true . Nevertheless , sin ce every p. d. GTK on the integers is the 

restriction of a p. d. matricial Toeplitz kernel, it always has an associated positive 

matrix. 

b) The positive measure matrix associated to a generalized Toeplitz kernel 

by means of the Fourier transform need not be unique. 

OQ 

Let us see a particular case. Let g belong to L (T) and r be its 

uniform distance to the analytic functions, that is, to H
00 

(T) = { iµ €L 
00 

(T) : 

~(n) = 0, 'ef n < o}. For each E > O there exists l/J E € H<~\T) such that 

!If - 1/l 11 < r + E ; this means that the matrix 
E oo 
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is positive ; consequently the associated GTK 

if 

if 

n=O 

given by 

for all n>O, 

is positive definite for every E > 0 ; since it does not depend on ljJ E' it 

follows that K(O) is p. d. too. Then, J (µ cxB) ~ 0 such that K ,..,._,(µ cx(3) 

it follows that ctµ21 = (f - l/)
0

)dt with IP
0

€H
00

(T) and llf - iti)l
00 

= dist G,H
00

(T)]. 

This example [13] connects GTK with the profound study of Adamjan, Arov and 

Krein on the best uniforin analytic approximations bo bounded functions. Their main 

results - including the condition for the unicity of the best approximation, the 

description of canonical elements and the already mentioned parametrization - can be 

extended to the family of all positive measure matrices associated to a given p. d. 

GTK by means of Fourier transform. L7] , [s] 
A 

We have already remarked that K ~ (µ cx/3) and K p.d. GTK are not 

enough to ensure the positivity of the matrix ; in that case it is said that (µ cx.(3) 

is weakly positive. For example, if µ€M(T) is non trivial and r € (0, 1), then 

M µ,r 
def 

is never positive but it can be weakly positive. The characterization of those µ 

such that this happens gives a unified proof of the following two important results. 

The Helson-Szegë theorem [39]. The Hilbert transform is a bounded -opera tor in L 2 ( T , µ ) if and only if . dµ = eu+ v dt holds wi th u , v real bounded 

functions , v the conjugate function of v and l lv \ 1
00 

< 2. 

The Devinatz-Widom theorem Go] , [61]. Let f€L 
00

(T). Then the 

Toeplitz operator with symbol f is invertible if and only if C 1 
€ L 

00 
(T) 

and f/ 1 f 1 = ei(c+û'+v) holds with c a real number, u , v as in the Helson­

Szegë theorem. 
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In fact, the proof of both theorems can be reduced to the consideration of 

measures µ such that M is weakly positive and (first case) µ 2:: 0 or µ,r 

(second case) [17]. 

As it is well known, the measures characterized by the Helson-Szego 

theorem are precisely those that belong to Muckenhoupt' s class A2 (See [52], 

[4 5] , [27] ) . As a matter of fact, it was the consideration of this subject that 

motivated the definition, in [2s] , of weakly positive measure matrices ; in that 

paper a characterization of the Fourier transform of those measures wâs given, 

starting in that way the study of what were later on called GTK. 

Sorne other problems related to the Hilbert transform 'in· the circ le or in the 

line can be solved in this way. Thus in [15] some theorems of Koosis ( [47], [4s], 
[49]) are proved by relating to the problem under consideration a GTK, showing 

that a solution can be found if and only if the positive matrix associated to the kernel 

is not unique, and verifying that in this case the general (non) uniqueness condition 

reduces to those of Koosis. On the same subject, in [1 s] it is shown how a particu­

lar case of a result due to Carleson-Jones [25] and Rubio de Francia [55] can be 

proved. 

The Poisson transform can also be considered under this approach [19] , 

[13] , thus connecting it with Carleson' s measures, balayage and BMO functions 

(Definitions and basic results concerning these subjects can be seen in G5] or L58] ). 

The Helson-Szego theorem selves a problem of the so-called prediction 

the or y ( concerning this see for ex ample G 1] or [54] ) . Our approach to its proof 

give some complements [6] and, moreover, other results of the same theory [19] 

which include the Helson-Sarason theorem [40], propositions due to Ibragimov and 

Rozanov [46] and some refinements. 

To end this sort of review we note that Naimark' s theorem for GTK selves 
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weighted and moment problems for vector-valued measures too [16], while a Levy­

Khinchine formula for GTK is stated in [20] . 

In this chapter, when speakirig of a GTK, we assumed K12 to be defined 

on {n>o rather than on { n~O} as we did before. That implies no important 

changes, shortens the presentation of some applications and allows us to jus tif y 

our terminology as follows. Let a kernel K on Z be given, 

K: Z xZ--► C. 

K is called a Toeplitz kernel if it satisfies 

K ( m, n) = K ( m+ 1 , n+ 1 ) , 't/ m , n € Z. 

Now K is given by four functions, K11 and K22 defined on Z, K12 on 

{ n>o} and K21 on { n<o} , by means of 

K(m,n) = 

if and only if the f ollowing holds 

if 

if 

if 

if 

m,n ~ O 

n2:0, n<o 

m<O, n~O 

m,n<o 

K(m,n) = K(m+ 1 , n+1 ), V m,n€Z , m,n-/= -1. 

In that case we say that K is a generalized Toeplitz kernel. 

In this chapter we have indicated the connection of (matricial and generalized) 

Toeplitz kernels with problems related to the Fourier transform of measures. 
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IV - DILATIONS OF OPERA TORS TO KREIN SPA CES 

Let T be a bounded operator in a Hilbert space E . The operator U 

in a Hilbert space H is called a unîtary dilation of T if U is unitary, H 

contàîns E as a closed subspace and it satisfies 

< n ) . n ) 
Tv,wE=<Uv,wH' 'ef V, wE:E, n=û, 1, ... 

which is equivalent to 

Tn _ PH un .H 
- E 1E ' 

Obviously T has a unitary dilation only if I IT // s 1 holds ; that this is also a 

sufficient condition is the content of Nagy' s theorem;· which can be deduced from 

Naimark' s theorem as follows : setting as before T(n) = Tn if n 2: 0 and 

T(n) = T*-n if n s O it can be proved that T(.) is positive definite if (and 

only if) T is a contraction . l6ü] 

Nagy' s theorem is the starting point of so rich a theory ("Harmonie Analysis 

of Operators" in the sense of Nagy and Foias) that it has been natural to consider 

its extension to not necessarily contractive operators. Now, if one wishes to have 

< Tv , w) = < Uv , w) , 'ef v, wE:E, 

without being l!T Il s 1 but with U preserving scalar products, this can' t imply 

/lu// s 1, so one is forced to give up the positive definite property of the scalar 

product in the domain of U. With such a generalization, every operator in a 

Hilbert space admits a unitary dilation ; we shall state precisely this theorem, due 

to Davis [29] , when we have introduced the necessary concepts. 

Our aims in this chapter are the following : 

(a) to show that such concepts - which are those related to Krein spaces 

and their operators - appear naturally when some properties of scattering functions 
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related to Fourier transforms are considered ; 

(b) to characterize the functions which have a particularly simple kind of 

unitary dilations to Krein spaces as scattering fLinctions ; 

(c) to relate that with some widely studied questions of operator theory ; 

(d) to present what seems to be a reasonable extension of Naimark' s dilation 

theorem to Krein spaces. 

We start with the following 

(IV) PROPOSITION. Let f: f-+- d:.(E) be a scattering function. Then 

holds with gj : r + d:.(E) positive definite and continuous in the weak operator 

topology, j = 1 , 2 , 3, 4 . 

Clearly, a proof of the Bochner-Eberlein-Horn theorem (III.3.b) by 

reducing it to Bochner's theorem (III.3.a) steems from this proposition. In order 

to prove it, we remark that from the definition of scattering function it follows that 

there exists a continuous 0 : f ? .L'.(E) such that 

1 
n -1 12 { n -1 }{n -1 } ~ (f(y. y.)u.,v.)E :s; }:; (6(y. y.) u.,u.)E }:; (B(y. y.)v.,v.)E 

. ·1 J 11 J . ·1 J 1 1 J .. J 11 J l,J= l,J= l,J 

holds for all Y 1' ... ' Y n cr' ... ' u ,v CE, n n n=1,2 ... Clearly 

fr(y) d~f J U(Y) + f*(y- 1 )] and f/ y) d~f :ri" [f(y) + f*(y- 1 )] also satisfy such 

a relation so we may assume that f is hermitean, i. e. , f(y) = f* ( y- 1). 

Let {H , [, .J) be the Hilbert space defined by the symbols 

y cr, vCE , and the scalar product 

def ' 1 (B(y - y)v,v 1 )
8 
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setting 

we define a sesquilinear form (.,.) on H with norm bounded by 1 ; then 

there exists TE:~(H) such that JIT 11 s; 1 , T == T* and (h, h' ) == [Th, h '] , 

V h,h'E:H, so 

holds for all y , y 1 E:f, v, v I E:E . 

Let { U y : y E:f} be the unitary representation of r on H given by 

( ) def r.: J UY ey, v == eY'Y, v ; every UY commutes with T, because LTUyey, v' , ey 11v11 

== (f(y 11-
1yy') v' v") == rT e v' U e v11] Thus T can be set as a 

' E L: Y' ' -1 Y" . y 

difference T == T 1 - T 2 of two bounded positive operators that commute also with 

Let g .( y , y ' ) be the bounded operator in E given by 
J 

j==1,2. 

Since <g/YY', YY")v,v' )E = [TjUyey,v, Uyey 11v 1
] == [Tfy,v, ey 11v 1

], 

we may set g/y,y')= g/Y'-
1
y). Since Tj is positive, gj is positive 

definite. Clearly, (f(y)v,v' )E == [T 1eyv,v 1
] -[T 2eyv,v 1

] == (g/y)v,v' )E -

< g2 ( y )v , v ' ) E , so proposition (IV . 1 ) is proved. 

The association of a Hilbert space to a positive definite function is a 

classical method on which we based the above proof, which in turn leads to the 

analogous association of a Krein space to an hermitean scattering function. In 

order to see that we keep the notation and set T 1 == i( j T 1 +T), T 2 == J( j T 1-T), 

where I T I will always indicate the unique positive operator whose square equals 

T*T (== T2 in thus case, being T selfadjoint). 

Let N be the kernel of T : xE:N if and only if (x, h) = 0 holds for 

every hE:H. Set H' = H g N ( == orthogonal complement of N in H) ; 
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this subspace is invariant under the action of T, T 1 and T 2 

T ' , ·etc . , the corresponding restrictions . Then we have : 

(h,h') = [T 1h,h_1
], V h,h'E:H' ; 

H ' H ffi H . th H d~f T 
1 
(H ' ) , H

2 
d~f T

2 
(H ' ) = • 1 w • 2 ' Wl • 1 

we denote with 

the form (. , . ) is positive definite if restricted to H 
1 

and negative definite if 

restricted to H2 . Let K 1 and K2 be the Hilbert spaces obtained by comple­

ting H 
1 

and H
2 

with respect to (. , . ) and .-(. , • ) , respectively. Let K 

be the algebraic direct sum of K 1 and K2 , and extend the form (. , . ) to K 

in the obvious way : 

Let us summarize . 

(IV. 2) The vector space K and the sesquilinear form (. , . ) on K 

are such that there exist two subspaces K 
1 

and K2 of K with the following 

properties : 

i) K is the algebraic direct sum of K 1 and K 
1 

ii) K 1 and K2 are (. , . )-orthogonal, that is, 

iii) (K
1

, (.,. )) and (K2 ,-(.,. )) are Hilbert spaces. 

Now, precisely when the obove conditions are satisfied, (K,(.,. )) is 

called a Krein space by J. Bognar [24], whose book is the standard reference 

on the subject. 

If P 1 and P 2 are the projections associated to the decomposition of 

K as a direct sum of K 1 and K2 , then the operator 
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J d~f p 1 - p2 

is the fundamental symmetry associated to that decomposition ; clearly, 
2 

J =L 

Setting (x,y)J d~f (Jx,y), the definition of a Krein space implies that (K,(.,. )} 

is a Hilbert space and that in this space J is selfadjoint. Conversely, given a 

selfadjoint unitary operator J in a Hilbert space K and setting 

def ) (x,y) = (Jx,y K it is clear that (K,(.,. )) is a Krein space. 

Let us remark that, given a Krein space (K, (. , . ) ) , its so-called fundamental 

decomposition (i.e. , one with properties (IV. 2)) is not in general uniqùe, so neither 

is the associated symmetry J. Nevertheless , it can be shown that the topology 

given by (. , . ) J de pends only on K and (. , . ) , .so it is called the topology 

of the Krein space. 

An isometry U on a Krein space is a linear operator in K such that 

Ux, Uy )=(x, Y) holds for every x, y belonging to its domain. It needs not be continuous, 

but it has that property when its demain and its range are equal to K, in which 

case U is called a unita:i;y operator in the Krein space. 

We have fulfilled the first goal of this chapter - to introduce Krein spaces by 

means of properties related to the characterization of Fourier transforms of measu­

res - and also stated the facts we need to do the same with the second one, i. e. , 

to study unitary dilations to those spaces of scattering functions. In order to do so 

let us go back to the proof of proposition (N. 1 } , assuming also that the hermitean 

function f takes the value I, identity operator in E, on the neutral element 

Y O of r. 

We recall that the set of vectors {ey v : y ET , vE:E} generates a dense 

subspace of the Hilbert space H, where we consider the orthogonal direct sum 

H = H' EB N, with N equal to the kernel of T. Let P' be the corresponding 

projection on H' ; since T commute with all the opera tors U Y , H' is an 
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invariant subspace of all of them and the following equalities hold : 

U P'(e v) == P' U (e v) == P'(e v) 
Y' Y Y' Y Y'Y ' 

Soin order to simplify the notation we may set UY = UY I H', e v = P' (e v). y - y 

Clearly H' == H 1 EB H2 is contained in the vector space K and is dense 

in (K , (.,. )J). Soin the Krein space we are considering {ey v : y ET , vE:E} 

generates a dense subspace and each U Y is an isometry, sin ce it îs defined in 

H' and preserves the form (. , . ) . Now, H 1 and H2 are invariant under 

U Y since it commutes with T 1 and T 2 ; then U Y can be extended to a 

unitary operator in the Hilbert space (K , (.,. )) that preserves the "scalar 

product" (. , . ) . In other words, each U Y can be considered as a unitary 

operator in the Krein space (K , (; , . ) ) , with the following additional property : 

the restrictions of U y to K 1 and K2 are unitary opera tors in the Hilbert 

spaces (K 1 , (. , . ) ) and (K2 , -(. , . ) ) , respectively. The last is the same as 

to say that U Y commutes with J ; in that case U Y is reduced by the associa­

ted fundamental decomposition and it is called f undamentally redu cible. Let us still 

remark that y cr-+ y 
O 

in r implies UY h-.. Uy h in H for every hE:H ; 
ex o 

in fact, since 0 is p. d. and continuous we have that 

2 Re { < e (y 
0

) v, v) E - < e (y cx)v, v) E} --1- O for every vE:E, so the above 

assertion follow s. 

S umming up we may say that { U Y : y E:r} is a continuous fundamentally 

reducible group of unitary operators in the Krein space we are considering. 

Let us see the relation of this space with the one we started with, E. 

From the identity 
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it follows that the identification 

(K, (.,. )) ; moreover, from 

v=e v - y 
0 

it f ollows that E is closed. We also have 

allow s us to consider E as a subspace of 

(v,v)J = [T 1P 1v, P 1v]+ [T2P2v, P2v_J::; !)Tl) [v,v] 

= l!TJ) (9(y 
0

)v,v)E::; l!Tl!l!e(y 
0

)li<v,v>E, 

so there exists a positive constant c such that 

(v,v) ~ c(v,v)J 

holds for all vE:E. In this case it is said that E is uniformly positive which implies 

( [24] , theorem (V. 5. 2)) that it is orthocomplemented ; this meaning that K is equal 

to the direct sum of E and { kE:K : ( v , k) = 0, V vE:E} , its ( . , . )-orthogonal complement. 

Thus, there exists an orthogonal projection P of K on E. Clearly, 

= (PU V VI ) = < PU V V l > 
y ' y ' E 

holds for all v , v 1 € E , so we have 

In this way we have nearly proved the result we now state. 

(IV .3) THEOREM. Let r be a topological group, E a Hilbert space and 

f a function :from r to the bounded operators in E. Then : 

a) The following conditions (i) and (ii) are equivalent. 
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(i) f is an hermitean scattering function, equal to the identity operator of E 

on the neutral element of y. 

(ii) There exist a Krein space K that contains E as a closed, uniformly 

positive and thus orthocomplemented subspace, and a group U == { UY : yE:r} of unitary 

operators in K such that all of them are reduced by the same fundamental decomposition, 

the function y --+ Uyk is continuous for every k€K and 

holds for all y€[, v€E , where P : K + E is the orthogonal projection. 

b) K and U can be obtained in such a way as to have the additional property 

that { U Y v : y €f , v€E} generates a dense subspace of K. 

c) K can be obtained to be a Hilbert space if and only if f is positive definite ~ 

Let us quickly complete the proof. 

If (ii) holds, every UY is unitary with respect to the Hilbert scalar product 

given by one and the same fundamental symmetry J. Setting cp(y) = PJUY, it is easy 

to see that f satisfies (i). 

Assertion c) stresses the fact that this proposition is nothing but an extension 

of Naimark' s theorem. If K is a Hilbert space, y + PU y I E defines a p. d. function 

on r ; conversely, if f is p. d. , it follows that T 2 = O and so K = K 1 , etc . 

As an example we s hall apply the previous result to the dilation of a single opera­

tor on a Hilbert space. That means that we consider the following case 

. Tn if n~O 

r = z, f(n) = T(n) = { *-n 
T if nsO 

T€~(E). 

A unitary dilation of T to a Krein space is a unitary operator U on a Krein space 

K that contains E as an orthocomplemented subspace and such that 



- 39 -

holds for all nE:.Z and vE:E, where P is the orthogonal projection of K 

r n } onto E . If, moreover, { U v : nE:Z , vE:E generates a dense subspace of K , 

the dilation is called minimal. We have the following. 

THEOREM (Davis [29] ). Every bounded operator on a Hilbert space has at 

leat one minimal unitary dilation to a Krein space. 

We shall see some examples of operators that have fundamentally reducible 

minimal unitary dilations. 

Let T be such that / ITn // s crn holds for all positive n, where c 

and r are positive constants and r < 1 . (That is, assume that the spectral radius 

of T is less than one). Set S(0) = I, S(n) = 0 if nt 0 ; the, for all 

v 1, ... , vNE:E, we have 

,~ < T(m-n)v , v >I = m n 

N n=(N-k) AN / 
~ I; ( T(k) vk , v ) 

( ) +n n m,n=0 k=-N n=ÜV -k 

N n=(N-k)J\ N 
r / k 

I 
llvk+nll/lv)I se ~ l) s 

k=-N n=0V(-k) 

N lkl N 
/lv l/2 s 2c 

N 
:S C I: r ~ I; < S(m-n) v , v ) , 

k=-N n=0 
n 1-r 

m,n=0 
m n 

so T(. ) is a scattering function and from theorem (IV. 3) it follows that T has 

the kind of dilation we said. 

Now, J. A. Holbrook has proved [4 3] that any TE:;;l(E) such that its 

spectral radius is less than one belongs to a class C, p of Nagy and Foias for a 

sufficiently big number p . By definition, TE:C-p if there exists a unitary operator 

U in a Hilbert space H such that H=>E and Tn = p P~ Uni~ holds for all 
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n ::::: 1 . This suggests the following assertion : every operator T belonging a 

Nagy-Foias class c,, p has a fundamentally reducible minimal unitary dilation 

(RUD from now on, in order to be brief). In fact set T p (n) = T(n) if n I= 0 

and T p (0) = pI, and let S(.) be as before ; then we have 

T(.)==Tp(.)+(1 -p)S(.) 

so setting <P == T p (.) + l 1-pJ S(.) the assertion follows. 

Thus TE:u{c,, p : p>o} is a sufficient condition for T to have a RUD ; 

we don' t know if it is also necessary, so now we shall give conditions of this last type. 

The first one is related to the following 

THEOREM (Holbrook Ci 1] ). An operator TE:~(E) is similar to a contraction 

if and only if there exist a Hilbert space H and operators AE:~(H), BE:~(E ,H), 
00 

CE:~(H, E) such that A is a contraction and !: J JcA nB - Tn 11
2 < 00 holds. 

n=O 

In particular, Tn = CA nB, V0:::::0 implies that T is similar to a contraction; 

thus : F(z) d~f (I - zTf 1 is the transfer function of a discrete system with contrac­

tive propagator if and only if T is similar to a contraction. Also : if TE:~(E) has 

a RUD, then T is similar to a contraction. In fact, T(.) must be a scattering 

function so theorem (I. 1) says that Tn = r *unÀ holds for all n :::::o, for a unitary 

U and bounded T , À . 

Before noting a second necessary condition for T to have a RUD, let us 

recall a problem in operator theory. Let fP be the set of trigonometric polynomials 

for each p(eit) = !: a eint E: ü'> we set 
n n 

p(T) d~f I; a T(n). 
n 

n 

If T is a contraction, combining Nagy' s dilation theorem and the spectral theorem a 

simple proof can be given of Von Neumann' s inequality 
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to a contraction, 

for every 
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aneint€ fJ>} be the set of all analytic polynomials. If T 

T = QT 1a- 1 and [[T 
1 
[I s 1, then p(T) = Q p(T 1 )Q- 1 

is similar 

holds 

so there exists a constant c = c(T) such that the following is true : 

When such an inequality holds it is said that T is polynomially bounded, and that is 

then the case whenever T is similar to a contraction. Whether the converse is true 

seems to be an open problem although it has interested many people (see Halmos [37] 
and Holbrook [42] ). Now, if T(n) = T*UnÀ holds for all n€Z and a unitary 

operator U, 

following : if 

it is p(T) = E a T(n) = T*p(U)À and thus from (I. 1) we get the 
n n 

T has a reducible unitary dilation then 

To put an end to this paper we shall summarize its content, indicate its relation 

with some relevant subjects and suggest possible further developments of the approach 

we have presented here. 

Naimark' s dilation theorem - vectorial extension of the classical Herglotz­

Bochner result - offers a characterization of Fourier transforms of measures and 

clarifies their relation with scattering functions. 

Its extension to the so-called generzlized Toeplitz kernels enlarges the scope 

of its applications to harmonie analysis - weighted and moment problems may be consi­

dered - and gives a characterization of the transfer functions of some linear systems. 

One of the main result of dilation theory is the theorem on the lifting of the 

commutant, due to Nagy and Foias [59] , which was suggested by a previous particular 

case, Sarason I s general interpolation theorem [57] . If one seeks for a proof of 

Nagy-Foias theorem in the same spirit as that of Nagy' s dilation theorem by means of 
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Naimark' s theorem, then generalized Toeplitz kernels appear quite naturally [9]. 

Those kernels give in fact such a proof [10], as well as one of the condition for the 

unicity of the lifting [5], and they also lead to another extension [17] of Sarason' s 

theorem. This last is related to the well known Beurling-Lax-Halmos characterization 

of the invariant subspaces of the shift on Hilbert spaces. Ball and Helton [23] have 

given a Krein spaces version of that characterization, indicated several applications 

to interpolation problems, and showed its connection with lifting theory. Davis has 

extended Nagy' s theorem by considering dilations to Krein spaces. Here we have seen 

that scattering functions are related with a special kind of those dilations, the funda­

mentally reducible ones. 

So in order to have a unified view of the whole subject it would be perhaps 

interesting t o : 

i) Characterize the Toeplitz kernels that have unitary dilations to Krein spaces. 

ii) Deduce from that extension of Naimark' s theorem the result of Davis on 

dilations of not necessarily contractive operators . 

iii) Obtain similar results for generalized Toeplitz kernels and relate them with 

lifting and interpolation. 

Concerning the first aim we can state the following result. 

(IV .4) THEOREM. Let f : r +al(E) be a function defined on a group r and 

whose values are bounded operators in a Hilbert space E. It is assumed that f 

is hermitean, satisfies f(e) == I with I the identity in E and e the neutral 

element of r, and is such that there exists a kernel k : r x r + al{E) with the follo­

wing properties . 

a) k majorizes f, i. e. , there exists a positive constant À such that 

I; (f(C 1s)h(s),h(t))E 1 $ À !i (k(s,t)h(s),h(t))E 
s,tET s,tET 
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holds for every function with finite support h : r + E, so k is positive definite. 

b) There exists a positive constant S such that if h : r + E has finite 

support and E <k(s,t)h(s),h(t))E -1= O holds then there exists another function 
s,tET 

of finite support h' that satisfiès I: <k(s,t)h'{s),h'(t))E -1= O and 
s,tET 

1 ~ <f(t-\)h(s),h'(t))E 1 

s, tET -

{ E <k(s,t)h(s),h(t))E} 112{ E <k(s,t)h'(s),h'(t))E} 112 ~ b. 
s, tET s, tET 

c) k(e ,e) = I 

d) k satisfies a bounding condition : there exists a function p, defined 

on r and whose values are positive numbers, such that 

E <k(us,ut)h(s),h{t))E S p(u) t (k{s,t) h(s),h(t))E 
s,t€f s, t€f 

holds for all functions h : r + E of finite support. 

Under those hypothesis there exist a Krein space K that contains E as 

an orthocomplemented subspace and a representation U of r by means of unitary 

operators in K such that : 

(i) f(s) = P U 
5 

/ E , 'ef s€f , 

where P is the orthogonal projection of K onto E· 
' 

(ii) the subspace generated by {usv : s€f, v€E} is dense in K. 

Conversely, if there exist K and U such that (i) and (ii) hold, then there 

exists k with properties (a), (b), (c) and (d). 

If r is a topological group, there exists a kernel k with those properties 

such that p is continuous and k is continuous as a function of two variables {or 

in each variable) with respect to the weak topology of opera tors, if and only if there 



- 44 -

exists a representation U with properties (i) and (ii) and moreover continuous in 

the strong topology of operator (respectively, in the weak topology and such that 

l!uull depends continuously of uET). 

This theorem can be proved with the same ideas we have already discussed, 

but with more work, so we don ' t give here its proof and refer the interested reader 

to the appendix . 
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APPENDIX An extension of Naimark' s dilation theorem 

Naimark' s classical dilation theorem characterizes those Hilbert space operator­

valued kernels which have unitary dilations to another Hilbert space. Here we shall 

characterize those Hilbert space operator-valued kernels which have unitary dilations 

to a Krein space . 

The following pages can be read independently of the preceding ones , except 

for the statement of the result we are going to prove, theorem (IV. 4), which we don' t 

repeat here . 

Let us start by obtaining some necessary conditions. In order to do that we 

assume that U is a representation of a group r by means of unitary operators 

U , sET, on a Krein space (K , (. , . ) ) that con tains a Hilbert space E as an 
s 

orthocomplemented subspace. Let P : K ~ E be the orthogonal projection and set 

Obviously, f is a ~(E)-valued function on r, hermitean (i.e., f(s) = f*(s- 1), 

v'" sET) and such that f(e) = I holds if e is the neutral element of r. If K is 

a Hilbert space, f must be positive definite ; let us see what weaker properties it 

has when K is only a Krein space. In this case the topology is given by a Hilbert 

space inner product in K, [. , . ] , and there exists T , a bounded hermitean 

operator with bounded inverse in (K, [, .J ), such that 

holds for all x , yE:K . Moreover, [. , . ] can be chosen in such a way that it equals 
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Let h : r -to-E be any function with finite support. Then we have 

1 t < f(C 1s)h(s),h(t))E 1 = j ~ (Us h(s) , Ut h(t)) j = 
s, tET s, tET 

=lirll !: [P 1 u;ush(s),h(t)], 
s 't 

where P ' is the orthogonal projection in (K , [. , . ] ) of K onto E and u; 

denotes the adjoint in that space of Ut ; this last operator is bounded because it is 

unitary in (K , (.,. )) - !)4] , theorem (VI.4. 1)-. Set 

s, tE::r. 

Then k is a ;;l{E )-valued positive definite kernel on r that majorizes the Toeplitz 

kernel defined by f : 

1 t <f(t-
1
s)h(s),h(t))E 1 ::; Jlrl! t <k(s,t)h(s),h(t))E 

s, tE::r s, tET 

holds for any function h : r + E of finite support. 

Clearly, k(e,e) = I. 

M tt . p(u) def lluull2 , oreover, se mg uE::r, it follows that k satisfies a 

bounding condition · 

2: <k(us,ut)h(s),h(t))E ::; p(u) t <k(s,t)h(s),h(t))E. 
s,tET s, ter 

Now we assume also that the following minimality property holds : 

{Us v : sE:f , vE:E} generates a dense subspace of K. Let h : r ~ E be a function 

of finite support such that 
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t <k(s,t)h(s),h(t))E -/=O. 
s,tET 

Set x = t U h(s) ; it follows that x is not zero, and consequently that 
sET s 

So there exists another function of finite support h' : r ~ E such that 

t 
s,tET 

<k(s,t)h'(s),h'(t))E -/= 0 and 

j t <f(C 1s)h(s),h'(t))E j 
s, tET 2:: S 

{ t <k(s,t)h(s),h(t))E} 1/
2{ t <k(s,t)h'(s),h'(t))E} 112 

s, ter s, ter 

hold, for a fixed positive constant S . In fact, by the minimality property, we can 

take h' such that t U h' (t) is close enough to 
ser s 

Let us now consider some continuity properties. 

TX. 

Assume first that U is continuous in the strong operator topology, i. e . 

in K whenever s + s 
O 

in r and veK. Then p 

t + t in r and v , w belong to E ; then : 
0 

1 <k(s,t)v,w)E - (k(s
0

,t
0

)v,w)E 1 = 

= l[(us-Us )v,Utw] + [us
0
v,(UCUt )w] 1 ::; 

0 0 

is continuous 

so k is continuous, as a function of two variables, with respect to the weak operator 

topology. 

Now assume that U is continuous in the weak operator topology (i. e. , 

[us v, w] + [us
0 

v, w] whenever s + s
0 

in r and v, weK) and that l!u
5

1! 

depends continuously on s. Clearly, p is continuous and k is continuous in 
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each variable, with respect to the weak operator topology. 

All the assertions concerning the necessity of the conditions have been proved. 

In order to do the same with the sufficiency we start with a surely well known remark. 

LEMM'\. Let k : r x. r ~ :a:l(E) be a positive definite kernel that satisfies a 

bounding condition and such that k(e,e) = I. Then there exists a (non necessarily 

unitary) representation U of r in a Hilbert space (K, [ , .] ) , determined up to 

unitary isomorphisms, such that K contains E as a closed subspace and the following 

hold: 

(i) 

where P' denotes the orthogonal projection in (K, [. , . ] ) of K onto E , and 

(ii) K=Vur. 
sE:f 5 

This lemma is an immediate extension of Naimark' s theorem. We give its proof 

in order to fix the notation we shall use from now on. 

Let E be the vector space of the E-valued functions on r with finite 
0 

support ; setting 

we get a positive semidefinite inner product in E . Now set N = {hE:E : [h,h]= o}, 
0 0 0 

E 1 = E 8N and let p : E + E 1 0 0 0 
be the canonical projection. Then [ , . J can be 

transferred to E 1 by setting Lph , ph'] d~f [i,, h 1] and the completion K of 

E 
1 

with respect to [. , .J is a Hilbert space . 

For each vE:E 

s -1= e then 

let h E:E 
V 0 

be given by 

V ~ph 
V 

h (e) = V 
V 

and h (s) = 0 if 
V 

de fines an isometry of E to (K, [. , .J ) , bec a use k( e, e) = I ; thus E can be 
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considered as a close subspace of K. 

For each sET let U be the linear isomorphism in E defined by 
S 0 

(U h)(t) = h(s- 1t) 
s 

then [unh'Uuh] = I; <k(s,t)h(u- 1s),h(u-1t))E = t <k(us,ut)h(s),h(t))E s: p(u) [h,h], 
s 't€f s, t 

by the bounding condition, so U d~f {Us :s€f} can be considered as a representation 

of r by bounded operators on (K , [ , . J ) , such that ! lus 11 ::; #}. 

Since (U h )(t) = 0 if t -f. s and (U h )(s) = v, for any v,w€E, s,t€f 
S V S V 

we have <k(s,t)v ,w)E = [ushv , Uthw] and assertion (i) of the lemma follows. 

Obviously V U r contains E 1 which is dense in K, so assertion (ii) 
s€f s 

follows too. 

If K' , [ , .J ' , U' satisfy the same conditions that K, [. , . 1 U, an isometry 

V from (K, [., .J) onto (K', [., .J') is defined by V(Usv) = U~v, s€f, v€E ; 

clearly, VU = U'V. s s The proof of the lemma is over. 

Now we can start proving that the conditions stated in theorem (N .4) are suffi­

cient for f to have a unitary dilation to a Krein space. (Note that in the above proof 

we have already used the conditions (c) and (d) satisfied by k). 

Let (. , . ) be the indefinite scalar product in E generated by f, that is 
0 

(h,h') def E d(C\)h(s),h'(t))E' 
s,t€f 

Then the majorization of f by k-condition (a) - implies 

V h€E 
0 

h,h'€E . 
0 

set llkll == [k,k] 1/
2

, '7'k€K ; it follows ( [24], lemma (IV. 1.1)) that 

holds for all h, h' €E 
O

• Thus (. , . ) can also be "transferred" to E 1 by 



- 50 -

(ph 
' 
Ph 1 ) d~_f (h, h ' ) . S · v . d . K th 1 t . 1 · t 1 . 1 · rnce r, 

1 
1s ense rn , e as rnequa 1 y a so 1mp 1es 

that (. , . ) can be extended to all K. 

So we have a bounded sesquilinear form (. , . ) defined in the Hilbert space 

(K, [., .J) ; consequently in this space there exists a bounded hermitean operator T 

such that 

holds for all x, yE:K. Now, condition (b) says that for every not zero vector x 

belonging to E 1 , a dense subspace of K, there exists another not zero vector 

yE:K such that 

holds ; thus , !ITxll 2:: 8 l)x!I and, since T = T*, there exists -1 
T and 

!IT-111 s 5- 1. Ilfollowsfromtheorem(V.1.J)in [24] that (K,(.,.)) isaKrein 

space. 

We have already noted that the subspace generated by {us v : sE:f, vE:E} is 

dense in K, and that E may be considered as a close subspace of the Hilbert 

space (K, [,.]). Since f(e)=I, (.,.), (.,.)E and [,.] arethesamein 

E ; from theorem (V. 3 . 4) in ~4] it follows that E is an orthocomplemented 

subspace of the Krein space (K, (. , . ) ) . 

For each uE:r Uu is a continuous operator in K and, if h,h'E:E
0

, the 

f ollowing holds : 

Thus, U is a unitary operator. Moreover, if v, wE:E , then we have 
u 

(PU v,w) = (U h ,h ) = :E (f(r-\)(U h )(t),h (r))E = (f(s)v,w)E. 
s s v w t , rE:r s v w 
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So assertions (i) and (ii) of the theorem have been proved and only the continuity 

issue remains to be considered. We assume that p is continuous. 

Suppose that k is continuous with respect to the weak topology of operators ; 

let u ~ u in r and yE:K ; take hE:E ; then 
0 0 

lluuy - uu yll s l!(uu - uu )(y-h)I! + !!(uu - uu )hl! . 
0 0 0 

Now, !lu - u {y-h)II u u 
can be made small because p is 

0 

continuous and E 
1 

is dense in K. Since l!(u - u )hi!
2 

== u u 
0 

= l: <{k(us,ut) + k(u s,u t) - k(us,u t) - k(u s,ut)l h(s),h(t))E tends to zero when 
S, tE:f O O O O J 

u + u
0

, it follows that U is continuous with respect to the strong topology of operators. 

The weak continuity of U when k is continuous in one variable (and hence 

in the other, since k(s, t) = k(t,s)*) follows from the inequality 

lcuuy,y•J - [uu y,y•JI s 
0 

,, \/pM {/ly-h 1111y• 11 + uy,1 + 11y-h1û 11y•-h· 11} + 

+ :E <{k(us,t)-k(u
0

s,t)}h(s),h'(t))E+ 
s' t 

+ VP(u
0

){IIYlll/y1 -h' Il+ LJ!y• 1/ + lly1 -h' 11] lly-hll}. 

The proof of the theorem is finished. 
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UR UNE CONJECTURE CONCERNANT 1A CAPACITE ET L'EFFILEMENT 

Alano ANCONA 

Dans la première partie de ce travail, on se placera dans le cadre de la théo­

rie classique du Potentiel sur Rd ([6], [l4]) et on indiquera ensuite une généra­

lisation des résultats obtenus à une classe de noyaux-fonctions; pour simplifier 

l'exposé, on supposera d ~ 3. On posera jùsqu'au chapitre VI 

2-d d G(x,y)= Gx(y) = Ux-yll (x,y ER ) ; c(A) désignera la capacité extérieure newto-

nienne de la partie d A de R , et e(A) l'ensemble des points de A où .A est 

effilé ([6], [ 14]). En ce qui concerne le cadre classique le but de ce travail est 

d'établir le théorème suivant 

THEOREME 1 : Toute partie compacte, non polaire, 1K. de ::If contient un compact 

non vide JK' tel, que e (JK') = <P (et à fortiori c(K') > 0) • 

On montrera ensuite que le théorème 1 entraîne l'énoncé suivant apparenunent 

plus fort: 
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THEOREME 2. Si 1K est une paPtie aompacte de If et si e: est un réel > 0 , il, 

existe une paPtie compacte 1K' de 1K te i Ze que 1 °) e (K ') = cf> et 

2°) c(JK,K') < e: • 

Le théorème J résout une question assez ancienne de la théorie du Potentiel; 

G. Choquet l'avait mentionnée au Colloque d'Orsay de théorie du Potentiel en 1964; 

elle est aussi signalée dans [JO], [12] et [24]. J. Ullman m'a indiqué une démons­

tration (erronée) du théorème J dans [J9] (page 175). 

Pour établir le théorème J, il est commode d'observer qu'on peut supposer 1{ 

totalement discontinu : comme la mesure d'équilibre À de 1{ est diffuse et n<:.in 

nulle, on peut construire un compact totalement discontinu K
1 

inclus dans 1{ et 

tel que À(K
1
) > 0: de sorte que K1 est non polaire. La démonstration du théo­

rème I va consister à montrer que l'énoncé (H1) suivant conduit à une contradic­

tion, après un assez long cheminement (parties II, III et IV) : 

Il existe un compact K1 
d de R , totalement discontinu, non polaire, et 

tel que pour tout compact non vide L de K1 , e(L) ~cf>. 

Comme on le verra, la preuve que nous proposons est purement "existentielle" 

et non constructive (voir toutefois à la fin du V des remarques, sans démonstra­

tion, sur certains cas particuliers). Ajoutons que 1 'emploi de balayés d 9un poten­

tiel strict - tel que e-lxl * lxll-d - aurait permis d'éviter quelques difficultés 

dans la partie préparatoire I (surtout au lennne 2) ; on a quand même pr:éfér.·é opérer 

dans le cadre classique avec la capacité et les potentiels d'équïlib-r.e classiques. 

Dans la partie V, on définit un cadre naturel pour une théorie du Potentiel 

pourvue d'une "bonne" théorie adjointe sur le même espace de base Y • ce qui revient 

à la donnée d'un noyau-fonction G sur Y pourvu de propriétés convenables.Dans 

ce cadre, le théorème J tombe en défaut: ainsi pour l'équation de la chaleur sur 

Rd+l(d ~ 0) , toute partie compacte non vide de Rd+J est effilée en au moins un 

de ses points. Dans la partie VII, on établit l'extension suivante du théorème J : 

Chaque compact K non semi-polaire de Y, contient un compact ]:(', également non 

semi-polaire, ne contenant aucun point à la fois irrégulier et co-irrégulier; 
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si on considère un processus de Mçirkov sur Y associé à la théorie du Poten­

tiel définie sur Y, on peut dire d'une façon imagée,que sur lK' on a séparé 

les points de lK' auxquels on accède par l'extérieur de K' , des points de I<' 

à partir desquels on quitte lK'. 

Dans la partie VII, on établit des résultats qu'on utilisera pour étendre 

le théorème 1 ; on introduit en particulier une classe d'ensembles auxquels semble 

s'étendre un bon nombre d'énoncés classiques, lorsqu'on fait jouer à la fois les 

deux théories en dualité; (théorème 4, théorème 7), on a étudié assez systémati­

quement ces ensembles ; je donne également un théorème, que je dois à Mokobodzki, 

sur la continuité des potentiels en dehors de leurs supports ce théorème permet 

d'éviter l'hypothèse de continuité en dehors de la diagonale du noyau G; Une 

extension du théorème 2 est présentée en IX, et en X on donne une utilisation 

plus "positive" d'une des idées de la preuve du théorème 1. 

Reste à savoir ce qu'on peut fain~ avec le théorème 1 (ou 6) 1 

I. QUELQUES LEMMES AUXILIAIRES. 

On utilisera dans la suite les notations habituelles pour ]es réduites, et 

les réduites régularisées ([6], [14]). On note GÂ le potentiel rwwtonien de la 

mesure positive À. 

LEMME 1. Si ]K est un aompaat totalement dfacontinu 

est eff1: U au point x 
O 

E 'JRd 

d de 1R et s-i, A. edt une 

partie de 1K , A 
AA 

si et seulement si R_/x
0

) < 1. 

Chaque point x
1 

E K admet une base {wn} n _., 
1 

de voisinages ouverts dans 

JRd telle que 

yage sur les 

idf:nt.iques. 

C d aw c K = JR ,M. • On en déduit aisemment: (en considérant le 'l:Hda·­n 

c) d f " h • .lRd ' l v<= h.l que eux onctions sur an11on1ques sur . , ega .es su:r l< sont 
n 

On sait par ailleurs que si A ,est eff:i. lé en d 
xElR ,ona 

0 

,j 
([6]) ; de la remarque précédente et de la connexité de JR .,__]K 1, on 

déduit que < G 
X 

0 

sur Fd, JK ; intégrons par rapport à la rc•esure s11,µ•.:i~ficid.h1. 



d'une sphère enfermant K et ut:i i ism:rn J..a J'urmuli~ d,? Tfciproci. té 

f a~ d'V = f a~ dµ (µ,v mesures ;;;. 0 de. potentiels respectifs Gll et GV) on 
µ AA V 

obtient R 
1 

(x
0

) < 1 • 

En particulier si A et B sont deux parties de K, B itant non polaire et 

disjointe de la fermeture fine de 

sur B d'après le lemme 1, d'où 

A, on a ~ c (A) < c (,\ U B). En effet , i~ < 

et par conséquent: c (A) < c (A U B) • 

LEM!!E 2. Soient F un aonrpaa-t de :if ., .4 une pa.r•tie bor>n.ée de 1f et c > 0 ; 

iZ. existe un réel B < a(A) tel que : 

Il suffit de voir que si {B } 
n;;.,, 1 ,:<> t une suite de parti(:!.s de A telle qUf;! n 

Hm c (B ) = c (A) la mesure d'équilibre li d,?. B tend vagm~ment vers celle n 
n-♦00 

n n 

de A, notée µ lorsque n tend vers l'infini. En effet, on aura . 
' . 

~t < li~nf ft~n , d'après le caractère s.c.i. du noyau G ; dtoï.i, en notant s n 
ABk AA 

la régularisée s. c. i. de inf {R 
1 

; k ~ nl , RH ~ s~p sn quasi partout et donc 

d partout sur R . On déduit alors du lerrnne de Dini. • que pour n asse~~ grand 

; X€ F} - E sur F ,. et à fortiori. la même m:i noration pour 

sur F. 

Soit donc V une valeur d 1 adhêrence vague de la suite { p } ; on a Il vll "" Îi pli 
n 

et GV ,E;; Gµ puisque GV ~ lim inf GJJ • D'après le. pdnc.ipe de ,::nntir:mi té d 'Ev;,~ns 
Il 

on peut, pour tout n > 0 donné,, décomposer 11 en li "" µ
1 

+ ii
2 

, où h:ri J.I. 
l. 

sont 

d .Rd es mesures ;;i, 0 sur continu t?t 111-1.~II < n ; cm r.:n déduit que 
,/, 

si la sous-suite converge vers \J ; o:r li chaqué 

.,,, 

est concentrêe sur la fermeture fine A de A~ et 
-~ 

ÛJ.l vaut J quasi-pat·tout sur A. 

... ~· l.nn H )J n # If ~; 
1· ~-0 • l 

prind.pe de domi11at:ion, Finnle11•ent, Cp 
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LEMME 3. Soient A une partie bornée de If- , 1K d une partie compacte de R avec 

A n K = <f> et e: > O • Il existe 13 < c (A) tel que : 

N,UA N,UB 
\/ B c A, \/ L compaat c K : c (B) > f3 .. sup (8ï (x) - 8ï (x)) < € • 

xEK 

On utilise l'inégalité de G. Choquet ([8]) 

(1) 

Au cours de la preuve du lemme 2, on a vu que lorsque c(B) tend vers c(A) 

(B c A, B variable) la mesure d'équilibre de B tend vaguement vers celle de A; 

I\B AA 
de sorte que R

1 
tend vers R

1 
uniformément sur le compact K qui est disjoint 

de A. 

Rappelons pour la commodité du lecteur que (1) se ramène à la sous-additivité 

forte de la capacité 

(2) 

avec A'= A, B' =LU B (voir [8]) : 

On utilisera aussi l'extension Suivante du lemme 3: 

LEMME 4. Soient A1,A2' ••• ,Am m parties bornées de :if , 1K un compaat âe :if 
tels que 1K. n (A1 u ••• UAm) = <f> • Poiœ tout e: > O , il e::ciste TJ > 0 tèt que.: 

{
\/BicAi, c(Bi)>c(Ai) -n (i=l,2 ••• m) } .. ~uA_~UB..;;e: BUX' 1K. 

\/ L compact c 1K 

m m 
en notant B = U B . , A = U A • 

1 1, 1 1, 

On peut encore utiliser une variante de la sous-additivité forte de la capacité:. 

m m m 
c(U A.) - c(U B.)< I c(A.-B.) 

1 ]. J ]. 1 ]. 1 
(3) 

Cette inégalité de Choquet [8] ramène au lemme précédent. 

On commence maintenant un raisonnement en trois étapes aboutiss<}nt au théo-

rème l • 
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II. UNIFORMISATION DE (H1) (Première étape). 

On montre dans ce paragraphe que (H 1) entraîne l'énoncé suivant: 

Il existe e: > 0 et un compact discontinu K
2 

de Rd , non polaire, 

tels que, pour chaque compact non vide L de x
2 

, on a: 

. AL } 1nf {R
1

(x) ; x € L < I - e:. 

Déduisons d'abord de (H
1
) le lemme suivant, où K

1 
désigne un compact de 

Rd vérifiant (H
1
) • 

LEMME 5. It e:x:iste a > 0 , e: > 0 et un compact L
1 

de K
1 

tete que : 

(i) a< c(L
1

) 

(ii) Pour tout compact L de L
1 

tel, que c(L} > a , on a 

inf {§; ( :r:) , :r: € L } < !/. - e: • 

On raisonne par l'absurde : il existe alors une suite décroissante {Fn}n;>l 

de compacts de K
1 

et une suite strictement croissante {bn} n _., 
1 

de réels > 0 

telles que : 

c(F) > b (n :> 1) n n 

2°) Pour 

Quand les b. et les F. 
1 1 

ont été construits pour i < n, on choisit b n 

strictement inférieur à c(Fn_
1
) mais assez voisin de celui-ci pour que l'on ait 

b > b 
1 

si n;., 2 et n n-

V L compact c F 
1 n- sur F pour p = O,t, ••• , n-1. 

p 

L'existence d'un tel b est une conséquence du leuune 2. n 

Une fois b ainsi fixé, n 

F c F 
1 

avec c(F) > b et 

comme on raisonne par l'absurde 

,..Fn 
R

1 
> 1-2-n sur Fn • 

il existe un compact 

n n- n n 

On construit ainsi de proche en proche une suite de couples (b F) véri-
n' n n:>I 

fiant les 1°) et 2°) ci-dessus. Si on considère 

c (F) ;> sup b. > b (n > 1) 
i>J 1 n 

Ap , 
R

1 
;> (J-2".'°P) sur Fp pour 

. D'où, 

p>I 

d'après le 

AF 
et R 1 .:: 1 

CD 

F = n F , on a 
1 n 

choix des b successifs, n 

sur F. Ce qui contredit 
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d'après le lemme 1 • 

Montrons alors l'énoncé (H
2

) 

lemme 5, et posons 

prenons t
1 

, a et e: > 0 coillJlle dans le 

'F= {JK ; I< compact c t 1 , ~ > 1-e: sur I<} 

'r est stable par réunion finie, et d'après le lemme 5 

Prenons une suite croi~sante {Fn}n _..1 d'éléments de 'F telle que 

y-= sup 
n~1 

On a : 

c(F ) 
n 

et notons la fermeture fine de la réunion des F (n ;> 1) • 
n 

c (L -~) ~ c (L ) - a > O 
1 1 

et il suffit de prendre pour 1(
2 

n'importe quel compact contenu dans L
1

, 4> et 

de capacité >O (il y en a d'après le théorème de capacitabilité, ~ étant boré­

lien) : si L est compact c L
1

, ~ et si è(L) > 0 , alors 

c(~) < c(~ U L) = lim c(F U L) 
n-+oo n 

et à fortiori F U L f/. 'J:' puis n 

on a aussi évidemment L 1 "]: . 

• D'où pour n assez grand, 

L f/_ 'J: (puisque F €~) • Si n 

c(F U L) > ·Y 
n 

L est polaire, 
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III. CONSTRUCTION D'UN ENSEMBLE "EN CASCADE" (Deuxième étape) 

On montre maintenant que (H2) entraîne l'assertion suivante: 

I 
Il existe un compact totalement discontinu Xe Rd , muni d'une relation 

d'ordre total notée "x < y" et un e: > 0 tels que: 1°) c(X) > 0, 

1

2°) la topologie de X (induite par Rd) est identique à la topologie 

de l'ordre(<) , et 3°) pour tout x EX, on a, si on pose 

6sx 
Sx •·{y € X ; y ;> x} : RI (x) < 1-e: • 

Un tel compact ordonné X est donc effilé "à droite" en chacun de ses points 

et de capacité> O.(Ce qui entraîne que chaque partie compacte non vide de X est 

effilée en au moins un de ses points). Pour construire X à partir du compact K
2 

on établit le lemme de "grignotage" suivant 

LEMME 6. Soient e: > 0 , L1 et L2 deux compacts totalement discontinus disjoints 

de # et U un ouvert fin (pefotif) de 

que poUP tout compact non vide 1K. de U , 

L1 , de capacit~ > 0. On suppose 
l.iK UL 2 R1 atteint des valeUPs in-

f~rieUPes d 1-e: sUP 1K. • Alors, poUP tout ô > 0 , il existe U' finement 

ouvert dans U tel que : 1 °) c(U') > O , 2°) diam(U') < ô , et 3°) poUP tout 

compact 1K. de • ~K UW 
U' , 1K. :/ cp , on a -inf KÏ < 1-e:+ô , où 

1K. 

Soit {U. ; 1 < i <p} une partition finie de U, en parties ouvertes et 
1 

fermées (ordinaires) ·de U de diamètres inférieurs à ô • 

(P) 

a) Remarquons <l'abord qu'il existe i E {1,2, ••• ,p} 
0 

et n > O tels que : 

> 0 , et pout tout compact K c: U U t
2 

tel que c(K n U. ) > c(U. )-n, 
1 1 , 

0 0 

inf {iK(x) ; x € K n.u. } < 1-e:+ô. 
1 10 

Pour le voir on raisonne par 1' absurde : si notre assertion était en défaut 

pour n > 0 donné, on pourrait trouver dans chacun des u. 
l 

un compact F. 
1. 

tel 

et que, posant 4>. = F. U L
2 

U ( U U.) 
l l jji J 

, on ait 

U. est polaire, F. = cp convient). 
1 l. 
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Soit L = FI U F 2 U .•• U F p U L2 ; dès que n est choisi assez petit (en 

fonction de U 
1

, ••• , Up et ô) , on aura, d'après le lennne 4 : 

sur F. 
l 

D'où, pour n > o choisi assez petit ~L > 1-E+Ô/2 
1 

sur 

est un compact non ~ de U. C'est une contradiction avec l'hypothèse. 

b) Fixons alors i et n > 0, 1 <; i < p , vérifiant (P) , posons 
0 0 

et notons 'F' la famille des compacts non vide L de U. 
l 

0 

tels que: 

sur L. 

~ est filtrante croissante et y = sup{c(L) ; L E'r} ~ c(U. ) - n < c(U. ) • 
l. 1. 

0 0 

il faut observer que V est borélien à un polaire près, donc capacitable: si 

L E tJ:', il existe I< compact c V , tel que 

lemme 3). 

~LU K > l-e:+ô 
1 

sur L (d'après le 

Soit 

et soit 4> 

(Fn)n;;;..J une suite croissante d'éléments de T telle que 
00 

la fermeture fine de U F. : on peut prendre 
) l. 

u' = (U. , 4>), e(U. , ~) • 
l. 1. 

0 0 

Y = sup c(F ) 
n> 1 n 

Soit en effet JK une partie compacte de U', et supposons d'abord I< non 

polaire: on a c(.K U Fn) > y pour n assez grand puisque 

y= c(4>) < c(~ U K) = lim c(K U F) • Par conséquent, KU F l'r et le potentiel 
n n n~ 

d'équilibre de KU F UV atteint des valeurs inférieures à 1-E+ô sur KU F n n 

donc sur J< puisque F E:'F • En faisant tendre n vers + 00, on obtient que le 
n 

potentiel "KU W 
R

1 
atteint aussi des valeurs inférieures à sur I< • (On oh-

e(U. , ~) est polaire). 
l 

0 

serve que 

Si I< est non vide mais polaire, K c U' , on remarque que K est intersection 

d'une suite décroissante de compacts non polaires de 

la relation (3°) du lemme. Enfin, il est clair que 

U' ; d'où facilement encore 

c (u') = c (u. , iP) > n 
1. 

0 
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On établit alors le lemme suivant: 

LEMME 7. Soient L
1 

et L
2 

deux aompaats totalement discontinus et disjoints de 

If, et e: > 0 • On suppose a(L 1) > 0 et que pour tout aompaat-non vide 

"K UL2 • 1K c L
1 

, R
1 

atte-int sur K des valeurs inférieures à 1-e: • Pour tout 

nombre ô > 0 donné, il existe une suite finie F1,F 2' ••• ,Fp de aompaats 

de L1 ~ deux à deux disjoints et tels que: 

p 
1°) a(F .) > 0 et diam(F .) < ô pour i = 1, 2, •• • ,p. 

'l, 'l, 
2°) a(U F .) > a(L

1
J- et 

1 'l, 

p 
30) Si L est un aompaat non <P de .u F. si i = min {i; Ln F. I cp 

-1,=l 'l, 0 1, 

et si L'= LU L2 
, on a ~, inf { 

1 
(x); x €Ln Fi}<; 1-e:+ô. 

0 

Démonstration. A l'aide du lemme 6, on construit par récurrence transfinie une 

famille {Ua}a<a 
0 

d'ouverts fins de LI deux à deux disjoints, indexées par lE 

ordinaux inférieurs à l'ordinal ao ' 
et ayant les propriétés 

1°) c(U) > 0 et d" (U) / ~ t t < 1am ~ u , pour ou a a • a a o 

2°) Si K est une partie compacte non vide de 

6K U L
2 

U U , et si 8 a.<a a est le 
0 

premier ordinal tel que K n u
8 

~ <f> , alors R
1 

atteint sur K n u
8 

des va 

leurs inférieures à 1-e:+ô. 

3°) Le complémentaire dans L1 de la fermeture fine de a.~a Ua. est polair 
0 

Comme c( U U) est une fonction strictement croissante de 8, a
0 

est u 
a<B a 

ordinal dénombrable. On en déduit une suite finie croissante a
1 

< a
2 

< ••• <np 
p 

d'ordinaux< a telle que : c( U U ) ;;;, c(L 1) - ô/2 • Prenant ensuite des com-
a i=l ai 

pacts F
1

,F
2

, •.• ,Fp avec F c U et c(F.) assez voisins de c(U.) , on aur 
p ai l l 

c(Fi),> 0, c(F
1 

U ••• UFP) ~ c(L 1) - ô , et la condition 3°) du lemme est manife 

tement vérifiée. 

A partir du lemme 7 et de l'hypothèse (H2), on construit aisemment une famille 

pactes de capacité> 0 de JK2 (le compact de l'énoncé (H2)) telle que l'on ait: 
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(on note';])= {a; 3 k;;;.. 1, aENk, a. ~v.(a
1

, ••• , a. 
1
) pour 1 < i <k}, 

l l 1-

lal la "longueur" d'un multi-indice a , et a-< 6 la relation "6 prolonge a" pour 

pour a,13 E '.!) ) 

2°) Si a,13 E~, a-i 13 ~ Fl3 c Fa• 

3 °) V a E 2 , 1 a 1 ;;.i: 1 ~ d iam (Fa) ~ 21 a 1 • 

4 °) Posant ~k = U {Fa ; a E 41> , 1 al = k} , on a 

5°) Si K est un compact non $ de ~k(k ;;.i: 1) , et s1 a désigne le plus 

petit multi-indice (pour l'ordre lexicographique) de ~, de longueur k et tel 

~ue K n Fa 1 $ , alors 

1- E(l - ~ 2-V-Z) • 
0 

atteint sur K n Fa des valeurs inférieures à 

On construit de proche en proche les familles 

!F'k = {Fn
1

, ••• ,~; 0 ~ n 1 ~ v 1, ••• , 0 ~ ~ ~ vk(n 1 ••• ~_ 1)} (et les fonctions vk) 

par application répétée du lennne 8. 

On obtiendra alors un compact X vérifiant l'assertion (H
3

) en posant 
00 

Km n ~k, muni de l'ordre correspondant à l'ordre lexicographique par le plonge­
] 

nent canonique de X sur if' . 
Bien entendu quitte à jetter la partie "clairsemée" de X, on peut supposer 

que (X,~) est isomorphe (pour la topologie et l'ordre) à l'ensemble triadique 

de Cantor muni de son ordre usuel. 
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IV. UN COMPACT "EN CASCADE" ET NON POLAIRE EST IMPOSSIBLE (Troisième étape). 

On montre dans ce paragraphe que (H
3

) conduit à une contradiction. Fixons 

un point d z E R ,x , d une métrique sur X compatible avec sa topologie et 
0 

posons, pour x E X et n > 0 : 

S = {y E X ; y > x} 
X 

s n = {y E s ; d (x,y) < n} • 
X X 

D'après [ 6] , on déduit de (H
3

) que pour chaque x E X on a 

lim 
n-+o 

sn 
= lim iGx(x) = 0 

n-+-o z 
0 

(4) • 

(La deuxième égalité vient de la propriété d'effilement "fort" en théorie 

classique [6]). Notons aussi le lenune élémentaire suivant: 

LEMME 8. Pour tout n > 0 fixé, l'appliaation est s.a.i. 

sur X X If. 

Soit (x) une suite de points de X tendant vers x
0 

EX,• posons n n;;;;. J 
n 

ASX 
k;;;,. n} " V = RG n (n;;;,. 0) et w = inf{v • . comme w = sup w majore G n ' n k ' • n X 

X n 
d quasi-partout sur sn on voit que W;;;,. V . si alors V (y ) > a (a;;;;.o,y ER ) , , 

X 0 0 0 0 
0 

A 
on aura w(y) > a et donc w > a sur un voisinage de Yo , pour un certain n. 

0 n 0 
0 

Rd D'où si {yn} est une suite de tendant vers Yo lim infv n (yn) > a . ce qui , . 
signifie que <P est s.c.i. en 

Ainsi, pour chaque 

(xo,yo) 

sn 
A X 
RG (zo) 

X 

est s.c.i. On voit alors, 

à partir de la relation (4) ci-dessus, et en utilisant le théorème d'Egorov pour 

la mesure d'équilibre de X, et les fonction fJ/n, qu'il existe une suite 

{nv}v;;;;.l de réels> 0, décroissants vers zéro, et une partie compacte X' de X 

de capacité> 0 telles que : 
00 

V x E X' L 
V=t 

Quitte à remplacer X par X', on supposera que cette relation a lieu pour 

tout x É X. 
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Introduisons alors le noyau suivant 

H est 

'V x E X , V y E Rd 
00 

H(x,y) = l 
V=I 

s.c.i. > 0 sur d 
X x R ; posant H (y)= H(x,y) 

X 

d 
(x E X,y E R ) , 

on voit que H 
X 

est un potentiel newtonien sur Rd (sonune d'une série depoten-

tiels qui converge en au moins un point) dont la mesure associée -/j (H ) 
X 

est de 

masse inférieure à une constante finie c > 0 indépendante de x EX (ceci 
0 

d'après H (z) ~ 1) • Une autre propriété essentielle des potentiels 
X 0 

H est ;:iue 
X 

H est "infiniment plus 
X 

grand que G sur la droite de 
X 

x" (x € X) ; plus pré ci-

sennnent on a H ;;;i, m G 
T'lm 

sur S , e(X) • 
X X X 

Fixons alors un entier ;;;i, , et L un compact de capacité> 0, Lex et 

de diamètre inférieur à (1 /2)n notons 
m À la mesure d'équilibre de Let posons 

{\(y) JL H(x,y) dÀ(x) 
1 

= Jfx,;;y 
G (y) dÀ (x) (y E X) = GÀ (y) ' X 

lx€ X 

L' = {y € L 
1 ;;;. 1/4} • et ; GÀ (y) 

D'après la symétrie de G ' (et le caractère diffus de À) on a : 

f G! dÀ = II G(x,y) dÀ(x) dÀ(y) =½If G(x,y) dÀ(x)dÀ(y) • 
x:s,; y LXL 

D'où 

L 

On en déduit, en notant que J À(L') ;;;i, 3 IIÀII, et par conséquent: 

1 1 
c (L' > ;;;i, 3 11 >. 11 = 3 c (L) • 

Comme H(x,y) ;;;i, m G(x,y) pour x,y €- X , x < y et d(x,y) < 11m (y ri. e(X)), 

d est un potentiel newtonien sur R , vérifiant pour y E L, e(X) 

et à fortiori m HÀ(y) ;;;i, 4 sur L',e(X) • 

Comme HÀ est associé à une mesure-~ HÀ de masse inférieure à 

cette dernière relation entraîne 
4 C 

{**) c(L') ~ 7 l!ÀII • 

C ll)JI 
0 

Pour m assez grand (*) et (**) sont contradictoires (car IIÀII j 0). On est 

ainsi parvenu à la contradiction annoncée et le théorème I est établi ! . 
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v. DEMONSTRATION DU THEOREME 2. 

d Fixons un potentiel continu et strict q sur R (par exemple 

q -
- -lxl Gµ , µ - e dx 1 •.• dxd) et montrons le lemme suivant: 

LEMME 9. Soient 1K. une paPtie compacte de :If et 

AW' ....,_ 
JK' c 1K. teZ que 1 °) c(JK. - JK') < e: 2°) Ir .,,. 

q 

e: > 0 ; iZ exi.ste un compaat 

(1-e:) q SUP ]/{ 1 • 

On sait que K = {x € K ; :ftK(~) ...; (1-E) q(x)} est un compact polaire ([ 6 ]); e: q 

on peut donc trouver un ouvert U de Rd tel que K c U et c(U) < e:; notons 
e: 

'r la famille des compacts de la forme (K n C U) U L , où L parcourt l'ensemble 

des compacts inclus dans Un K, avec e(L) = <!>. tJ;' est filtrante croissante, 

et d'après le théorème 1, le réunion des éléments de 'F est finement dense dans 

K,e(K) 

existe 

"1{ "X on en déduit que K"" = sup R , 
"X q XE 'r q 

X € 'F te 1 que R ~ ( i:-E) q sur 
q 

et, avec le lemme de Dini, qu'il 

(K n CU) (et à fortiori puisque 

e(X n U) = ~ sur X tout entier). 

Démonstration du théorème 2. Soient K un compact non polaire de Rd et e: > 0; 

d'après le lemme 9 , on peut construire une suite décroissante {I} de com-n n;.a.o 

pacts de K telle que: 1°) 1 = K 
0 

e: 2
-n-l 

2°) pour n ;;;i,, 0 , c(ln- ~n+l ) "' 
Ain p 

3°) pour n ;;;i,, p ;;;i,, 0 : R > (1-2- ) q 
q 

sur 1 . (On utilise encore le lemme de 
p 

Dini). 
00 

Il suffit alors de poser K' = n 1 
1 n 

K' -p : on aura R ~ (1-2 ) q 
q 

et donc ~K' ~ (1-2-p) 2 q sur 
q 

AK' 
1 ; ce qui entraîne R = q sur 

p q 

dire ([6]) e(K') =~,et on a évidemment c(K-K') ~ e: 

sur ~p. 

K' c'est-à-

C.Q.F.D. 

COROLLAIRE 10. Soit µ une mesw>e ~ 0 d~énergie finie sw> #.• iZ existe une 

suite (JK.n)n~l de compacts de # teZZe que : (i) V n;;;.. 1 , e(Kn) = 4> 

(ii) µcz,tl,v K) = 0 • 
1 n 
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Remarquons que lorsque µ est absolument continue par rapport à la mesure 

e Lebesgue À sur ]Rd, on peut établir assez facilement le corollaire (et donc 

e théorème 1, pour lK de À-mesure > O.) : on montre en effet que pour tout corn-

act I< , et tout e: > O , il existe un compact lK' c l< , dont la densité supérieure 

n chacun de ses points est strictement> 0 
-d (et même ~ 2 , si on calcule la 

ensité à l'aide de cubes) et tel que À(K-K') < e:; ces conditions entraînent 

ue e(K') =~(par exemple, à l'aide· du critère de Wiener). La méthode s'étend 

u cas où µ est une mesure de Hausdorff d'ordre a sur l{ , si a > d-2 , et 

(K) > oo • 

On retrouve ainsi une remarque de B. Fuglede [12] si ]( est un compact 

e ]Rd d'intérieur fin non vide, il contient un compact K' # ~ avec e(K') = <j> 

n sait en effet qu'un ouvert fin non vide de ]Rd est de mesure de Lebesgue> 0. 

I. UNE CLASSE DE NOYAUX FONCTIONS DE LA THEORIE DU POTENTIEL. 

On peut facilement étendre les théorèmes 1 et 2 au cadre suivant. E est un es­

ace compact métrisable, et G: Ex E + [O,+oo] un noyàu-fonction s.c.i., continu 

ors de la diagonale, symétrique et vérifiant le principe de domination [7], [20]. 

n décrit dans cette partie un type à peu près standart de noyau-fonction beaucoup 

lus général : G ne sera en général ni symétrique, ni régulier au sens de Choquet 

7). Après quelques rappels et quelques résultats préliminaires, on donnera pour 

ri tel noyau une propriété contenant le théo-rème 1 comme cas particulier (voir les 

arties VIII et IX). Dans le paragraphe D · ci-dessous, on rappellera quelques 

Kemples où nos hypothèses sont vérifiées. 

) Soient E un compact métrisable,~ une mesure de Radon> 0 sur E de sup-
.. 

Jrt E, et V,V deux noyaux fortement felleriens sur E - c'est-à-dire ici que V 
.. 

t V transforment fonctions boréliennes bornées sur E en fonctions finies conti-

Jes sur E. B désignera l'ensemble des fonctions boréliennes bornées sur E, 

.. le cône des fonctions positives de B. On fait les hypothèses suivantes 
.. 

1°) V et V vérifient le principe de domination. 
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-2°) V et V sont en dualité par rapport à s V f,g E B 

v f,g E B : J vcf> gds = J t.vcg> d~ • 

3°) Le cône lP (resp. ~) des fonctions finies continues sur E, et V surmé-
~c C 

dianes (resp. et V-surmédianes) est linéairement séparant. 

Quitte à remplacer s par sa restriction à E' = E, ([VI = O] U [VI = O]) , 

et E par Ë' on supposera que s([VI = O] U [VI= O])= 0. s est alors une me-

~ 0 -vf C sure de référence pour V et V : V f E B+ Vf = 0 - f = 0 s•PP• 

Il existe alors deux résolvantes achevées (V À) À> 0 et (\\) À;;..o fortement 

' v -felleriennes, en dualité par rapport à s , et telles que V = V = V . Comme 
0 0 

d'habitude, le préfixe co signalera les notions relatives à V , où à la résol-

vante cvÀ> ([21]) . 

o> -Notons D (resp. l'ensemble des points de branchements pour V (resp V) 

(voir [20]) : pour x E E, x E E'D si et seulement si E =lime: (ÀV,) (au sens 
X À~ X I\ 

vague). En prenant s tel que {s E '! ; 3 a > 0 s -a s 
0 C 0 

E ~ } soit dense dans 
C 

/\ ~c, et en notant s
0 

la régularisée excessive de s
0 

on a: 

D = {x; ~ (x) < s (x)} • En particulier DU D est un K F,;-négligeable. L'espace 
o o a 

-"utile" dans la suite est le polonais Y = E ,n U D • 

D'après Kunita-Wanatabe ([17], [21]) on peut introduire un noyau fonction G 

pour représenter V et V: il existe G: Ex E ~ [O,+oo] s.c.i. et tel que pour toute 

mesure µ;;.. 0 finie sur E , le potentiel Gµ(resp. Gµ) est une fonction excessive 

(resp. co-excessive) telle que µ o V= (Gµ).f,; (resp. µ o V= (Gµ).f,;) • On a noté 

Gµ(x) = J G(x,y) dµ(y) , Gµ(x) = J G(y,x) dµ(y) (x EX) • En particulier, pour 

f E B+ , V(f) = G(ff,;) et v(f) = c(f~) . 
Un point X E E est de co-branchement si et seulement si G = Gµ 

' 
(on pose 

0 X 
0 

Ge: ) ~ 
µ 'F e:x particulier· G = pour une µ ne chargeant pas D et . En 

X X 
0 0 0 

{G ; X,_ D} est l'ensemble des génératrices extrémales du cône des G-potentiels, 
X 

-et si Gµ m Gµ' , µetµ' ne chargeant pas D , on a µ = µ' • Notons aussi que 

si s est excessive, F,;-intégrable et portée par un compact K (au sens que RK) . s = s 
~ disjoint de D, alors s est le G-potentiel d'une mesure positive bien dé-

terminée portée par l<. 
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B) Rappelons maintenant quelques résultats clefs de la théorie du Potentiel par 

rapport à G: pour µ,v mesures~ 0 sur Y , et A partie de Y, on a l'iden-

tité fondamentale (due à Hunt en théorie des processus de Markov [4]) ', 

~4é, 
,;;. 

f ~!µ dv = f Îiv dµ. """111/f,Jf . 

(R désigne l'opérateur <le coréduite). On sait déduire de cette 
TIO',,; 

relati ès 

équivalences: pour Ac Y, (i) A polaire~ A copolaire (ii) A semi-polaire..,. A 

co--semi-polaire (voir [4], [21]). 

G. Mokobodzki a défini la notion de fonction excessive régulière, et celle duale 

de mesure régulière (relative à V) et a établi' les équivalences [22] (voir aussi [181) 

(i) Si s est excessive, finie ~-pp : s régulière ... s ·est somme d'une 

série de fonctions excessives, finies et continues sur E. 

(ii) Pour µ mesure~ 0 finie sur Y:µ réguliëre-=> µ ne charge pas les 

boréliens semi-polaires. (Pour l'implication .. de (ii), on peut consulter [18]). 

On voit donc qu'une mesure~ 0 finie sur Y est régulière si et seulement si 

elle est corégulière et si et seulement si elle est somme d'une série de mesures~ 0 

avec Gµ E CC(E) • 
n 

La propriété suivante remonte à J. Azéma [3] dans le cadre des processus de 

Markov; elle a été établie plus récemment par des méthodes purement potentialistes 

par W. Hansen [13], puis dans [2] dans le cadre des résolvantes. 

(iii) Pour A borélien c Y: A semi-polaire~ Vµ mesure régulière sur Y, 

µ(A)= 0. 

Comme dans [13], on notera, pour AcY et s excessive, la réduite 

"essentielle" de s sur A, c'est-à-dire la plus petite fonction excessive majo­

rant s sur A sauf peut-être sur un semi-polaire; si I: désigne le plus grand 

fermé fin relatif de A, qui est non semi-polaire au voisinage fin de chacun de ses 

points, alors A ,A' est semi-polaire et par conséquent QA =RA'. Si on note À' 
s s 

l'ensemble analogue relatif à la théorie adjointe, et si on pose A"= An A' n À' 

QA A" 
et de même ~A ~A" 

s' on a = R Qs, = R ' pour cc-excessive : on en déduit la formule s s s 

V µ,v ~o y : I A f ~A mesures sur QG dv = ~ dµ . 
µ \) 
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C) Pour mesurer les ensembles, on est amené à utiliser deux fonctions d'ensembles: 

-a) La capacité . Notant Po = VI Po = VI on pose . , 

VAcY c(A) = f iA df; = J ~ d~ 
Po Po 

c est une capacité de Choquet alternée d'ordre 2 sur Y et c(A) = 0 équi­

vaut à A polaire. 

b) la contenance 

VAcY 

L'égalité cont(A) = 0 signifie que A est semi-polaire. Notons aussi les 

identités pour A borélien 

mesure ;;i, 0 sur y telle que 

{

. c(A) = sup {f A p
0 

dµ ; µ 

cont(A) = sup{f p dµ ; µ 
A o 

mesure;;;.. 0 sur y telle que Gµ E <t'(E) et Gµ<p }-, 
0 

D) Exemples. Commençons par étendre un peu le cadre défini en A; supposons seule-

ment que E est localement compact à base dénombrable~ que les noyaux V et V trans­

forment les fonctions boréliennes bornées à support compact en fonctions continues, 

et reprenons les hypothèses 1°), 2°) et 3°) du A. Les considérations précédentes 

s'étendent sans difficulté à ce cadre - par exemple en utilisant une suite exhaus-

0 

de compacts, telle que K = K pour 
n n 

Pour définir la capa-

cité et la contenance, on commencera par modifier en V' V' t"I , , <;, tels 
.. 

que V' I E LI (f; ') : on prend ~' = af;;, V'(f) = V(af) , V'(f) = V'(af), où a E ~(E), 

0 ~ a ~ 1 , est telle que J V ( a) • a d~ < + 00 • 

Voici alors deux situations classiques où apparaissent des noyaux fonctions du 

type considéré: 

a) Noyau invariant par translation : Soit N une fonction~ 0 
d sur R , à 

valeurs dans [ O,+ oo] , localement intégrable par la mesure de Lebesgue Àd 
d sur R • 

On suppose que N(x) = lim inf ess N(y) pour tout x E Rd , que N n'admet aucune 
y-+ xo 

pseudo-période non nulle et que le noyau de convolution N vérifie le principe de 

domination ([20], [9]). Le noyau fonction d G(x,y) = N(x-y) (x,y ER) rentre dans 

le cadre considéré. Exemples: le noyau de Heaveside sur R (N est l'indicatrice 
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de d d ]O,+oo(), les noyaux de Riesz su·r lR (N«(x) = llxll-o, x ElR , d-2<a<d,a>O), 

n le noyau de Gauss (ou de la chaleur) sur lR, 
n-1 

N(x) = N(x',x) = (4n x )- -2- exp(- lx' l2/4TT x) , si x > 0, et N(x) = 0 
n n n n 

si x <O) ; signalons enfin toute une classe "explicite" de noyaux N du type 
n 

ci-dessus dans le cas 

dant vers O à l'infini 

d = 1 

N(O) 

N est une fonction de classe c2 sur lR ,{O}, ten-

= lim inf N (x) , N E !l
1
1 

(IR) 
V 

Net N sont convexes et 
X -+ 0 

X 'f 0 

oc 

à dérivées secondes logarithmiquement convexes sur ]O,+oo[ • Cette classe a été ré-

cenunent exhibée par M. Ito ([15]). On peut noter en particulier les noyaux de Kishi 

N(x) = lxl--{l si x ~ 0, N(x) = lxl-e si x ~ 0, avec O <a,e < 1 ([16]) • 

b) Noyau associé à une diffusion: On considère un opérate~r différentiel L 

d'ordre 2 sur un ouvert borné w de lR.d de la forme: 

où les X. et Y 
1 

algèbre de Lie 

d 

Lu = }: 
i=1 

sont des champs 

2 
X. (u) + Yu 

l. 

de vecteurs de 

~(x 1, •. ,Xd,Y) de rang d en tout 

u E C
00

(w) 
0 

classe coo sur w , 
point de w ; ·d'après 

engendrant une 

J.M. Bony [ 5] ' 

on peut associer à L une fonction de Green sur W X w : G(.,y) est une solution ;;a 0 

minimale de Lu = - ô , de classe C
00 

sur w, {y} y 
et valant sa limite inférieure 

en mesure en y. Ce noyau G rentre également dans notre cadre: il est associé à 

la mesure ~ = "'d;w et aux noyaux V, V 

(-L)- 1 , (-L*)- 1 qui sont définis sur 

qui prolongent les opérateurs de Green 

et à valeurs dans 
00 

C (w) • 

VII. QUELQUES NOTIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES. 

A) Commençons par une propriété de continuité des fonctions excessives en dehors 

de leur support; cette propriété est due à G. Mokobodzki: 

THEOREME 3. Si s est une fonction excessive bornée, portée par un compact 

1K c Y (s = rf-) alors s/Y est· continue en tout point de Y.~ • 
s 

Voici, assez abrégée, la preuve de Mokobodzki (voir la technique de [23]) 
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soient N le noyau de réduction sur lK (N{cr) = RK pour cr E CS.) 
cr C 

et V' le noyau 

V-NV, l'espace de base étant Y. 

On sait que pour cr E '!,c' iK=RK sur Y-K (voir, par exemple, [23] p. 181 à 
cr cr 

185), de sorte que R~ est à la fois s.c.i. et s.c.s. sur Y -lK; on en déduit 

que V' est fortement fellerien sur. Y ,]K: pour f E B+, V'(f) est continue 

sur y, K • 

D'autre part, V' est borné et vérifie le principe de domination, et toute fonc­

tion V-excessive est V'-excessive sur Y,K. Si s
1

,s
2 

sont V-excessives bornées et 

s1..; s2 , N(s
2

-s
1

) est V'-excessive sur y,]K ,. car N(s
2

-s
1

) est V'-surmédiane 

et N(s
2

) , N(s
1
) sont V'-excessives sur y, K . On en déduit que N(s

2
-s

1
) 

s.c.1.. sur y,]K . 
Prenons alors cr E ;f , cr > s 

C 
N(0-s) est s.c.i. sur Y-K, et comme 

N(cr) = RK 
cr est continue sur Y,K, N(s) doit être à la fois s.c.i. et s.c.s. 

sur Y 'K • 

est 

COROLLAIRE 11. Si µ est une mesure > 0 sur te compact 1K c Y de potentie Z Gll 

borné, a fors Gµ est continu sur Y<IK • 

,.. 
Posons f = n(Gµ-n V Gµ) , donc f~=nµo V alors f ~ tend vaguement n n n n n 

vers µ , et la suite V(f ) tend en croissant vers Gµ . Comme f ~ tend vague-n n 

ment vers µ , on peut trouver des compacts ]K C y tels que i) lim sup K c K n n--te0 n 

et ii) on a lim ((f 1 ) .. 0 D'où Gµ = sup V(f 1K ) = lim V(f 1K) (p > 1). n--te0 n Kc n n--tCO n n~P n n 
00 

Gµ = Rl<p Si on note lK' =KU U K. ' 
on aura et par conséquent Gµ est 

p J Gµ, 

finie continue sur Y,K' pour tout p ;;., 1 . d'où le corollaire. p 
, 

On peut appliquer ces résultats à la convergence d'une suite 

de la réunion des supports des l1
0 

Gµ en dehors n 

PROPOSITION 12. Soient {µ } une suite de mesures > 0 sur te compaat 1K c Y • n n >1 , 

convergeant vaguement vers la mesure µ, et telle que la suite 

uniformément bornée. Alors: 

1 °) GJJ = sup 
n 

2°) Sur tout 

---­(inf Gµ.) sur Y 
j>n J 

( A désigne la V-régularisation). 

compact Z C Y"'-JX, Gµ. 
'Z, aonverge uniformément vers 

{Gµ.} soit 
'Z, 

Gµ. 
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Pour le 1°) les hypothèses sur les supports des µ. 
J 

sont inutiles et la pro-

priété estclassique ; G étant s.c.i. on a --- Gµ ~ lim inf Gµ , soit 
n+oo• n 

Gµ ~ lim (inf Gµ.) sauf sur un semi-polaire, donc partout sur Y. 
n j~n J 

Comme d'autre part f Gµ dE; = f p dµ = lim f p dµ. = lim f Gµ. 
--- O j-+<x> 0 J j..+oo J 

obtient Gµ = li~ (inf Gµ.) E;.pp et donc partout ; on voit aussi que 
n-+oo j~n J 

vers Gµ dans L1(E;) , et en extrayant au besoin une sous-suite que 

vers Gµ ~.pp. 

dE;, on 

G}J. tend 
J 

Gµ. tend 
J 

Prenons alors sur Y'<K le noyau V'= V - NV (N = noyau de réduction sur K), 
...-... 

et soit o E ':f_ 
C 

telle que o ;:.;i, sup Gµ. ; alors 
j J 

lim inf (o-Gµ.) (A désigne ici la 
J j-+<x> 

V'-régularisation) est V'excessive et vaut o-Gµ ~-pp, donc partout sur y -lK 

(V' est de base~) • 

Ainsi, sur Y 'lK Gµ = sup (~) = inf (~.) (A et v désignant cette 
n j~n J n j~n J 

fois les régularisations s.c.i. et s.c.s. respectivement). D'où facilement le 2°). 

B) On introduit maintenant une classe d'ensembles permettant de faire apparaître 

dans notre cadre des propriétés qui semblent propre au cas classique (où essentiel­

lement G vérifie le principe de continuité des masses d'Evans, et où plus acces­

soirement G est symétrique). 

Définition 13. Une partie ACY sera dite accessible si c(A) = cont(A) . 
Cela équivaut à 

AA = QA à 
~A ~A 

R 
' 

ou encore R- = Q-
Po Po Po Po 

On a la caractérisation suivante de l'accessibilité on notera e(A), 

(resp e(A)) l'ensemble des points de A où .A est effilé (resp. co-effilé). 

PROPOSITION 14. Soit A une partie relativement compacte de Y: A est acaessibte 

si et seulement si les deux conditions suivantes ont lieu: 

(i) e(A) n è(A) est polaire 

(ii) Tout ouvert fin (riesp. cofin) non vide de A ,e(A) (resp. de A-è(A)) 

n'est pas semi-polaire. 

On verra ensuite (théorème 4) que pour A compact dans Y, A est accessible 

si et seulement si e(A) n e(A) est polaire.: 
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Etablissons d'abord la propriété suivante 

LEMME 15 Soient Ac E tel que Ac Y et µ la mesure "d'équilibre" de ----· , 

Po 

I

A:Gµ=~ ,µ portée par A. Si B est une partie 

B n e(A) est polaire. 

de y telle que 

µ"'(B) = 0 , alors 

On peut supposer B compacte, et 
AA 

B c {x €A; R (x) ~ (1-a) p (x)} pour 
Po o 

un a> 0; soit par ailleurs K 
0 

un compact c Y tel que A c K , e (K ) ; on cons-
o 0 

truit un tel compact de la manière suivante: par une méthode analogue à celle uti-

lisée dans le corollaire J, on construit une suite {f} c B , avec n + 
i) supp(f ) 

n 

ii) lim sup {supp f} c A 
n-+oo n . 

iii) V(f) ~ p , et lim V(f) 
n o ~ n 

est compact c Y 

uniformément sur A. Il suffit alors de prendre K = (Ü supp(f) UA. o 1 n 

Soit {s} une suite décroissante de fonctions excessives telle que 
n n :>J 

~ = 1nf s , s .i;;;; p sur E 
n~I n n o 

et sur A. Quitte à remplacer chaque s n 

par ~;>, on peut supposer que 
n 

s = Gµ , (µ mesure positive sur l( ). On a alors 
n n n o 

µ = lim µ • 
~ n 

Fixons un voisinage w de B , et notons µ~ = µ
0 

lwc; après extraction on 

peut supposer {l,l'} vaguement convergente de limite µ' ; soit ll" = µ - µ' • 
n n n n 

On a Gµ" + Gll';;... RA (n ~J) 
n n Po 

d'ou Gll" ;> RA - Gll 1 :> (RA - iA) + (Gll' - Gµ') . n Po n Po Po n 

Comme Gµ' tend vers Gµ' uniformément sur B , on voit que pour E > 0 
n 

donné, on aura pour n assez grand: 

Gµ" :> a p - E 
n o 

sur B n A • 

En prenant E
0 

= a
2

• inf p (x) , on a donc pour 
xE B 

0 
n assez grand Gµ11 >. E p 

n o o 

sur B n A. D'où: 

c (B n A) ..;.; -
1
- lim I p dµ" ~ - 1

- I p dµ • 
E -- o n E - o 

0 0 W 

Et comme µ(B) = 0, on obtient c(B n A) = 0. 
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Montrons alors la proposition 14: 

a) Les conditions sont nécessaires si A est· accessible, c(A) = c(A , ë(A)); 

donc la co-balayée µ de ~ sur A est auss la co-balayée de ~ sur A,ë(A) , 

et elle ne charge pas l'ensemble (R~ < p ] qui est un F dont la trace sur A 
p O 0 

0 

est e(A) ; d'après le lerrnne précédent e(A) n ë(A) est donc polaire. La nécessité 

de la condition ii) est immédiate puisque on doit avoir 

polaire P :,e(A) (et la propriété duale). 

pour tout semi-

b) Les conditions sont suffisantes: on a c(A) = c(A,e(A)) _; en effet, sis 

est excessive et majore p 
O 

sur A, ë (A) , alors d'après le ii), on a aussi 

s ;> p sur A , e (A) n e (A) 
0 

d ' où C (A ' ë (A)) = C (A ' ë (A) n e (A) ) 

encore égale à c(A) d'après lei). De même c(A,e(A)) = c(A) • 

quantité 

En utilisant encore le ii) , on a c(A ,e(A)) = c(A ,e(A) U P) pour tout semi­

polaire P de Y. Finalement c(A) = c(A,P) pour tout semi-polaire P de Y et A 

est donc accessible. 

COROLLAIRE 16. (1) Si A est accessible, (Ac Y) tout ouvert de A est accessiblè. 

(2) Réciproquement, si tout point de A admet un voisinage (dans A) accessible, 

A est accessible. 

(3) Une réunion finie ou dénombrable A d'ensembles accessibles est encore 

accessible. 

(On suppose dans ces énoncés A relativement compact dans Y). 

(1) est évident, de même que le (3) pour une réunion finie: d'où le cas d'une 

réunion dénombrable, la réunion d'une suite croissante d'ensembles accessibles étant 

accessible puisque la capacité et la contenance passent à la limite sur les suites 

croissantes. Enfin, le 2°) est conséquence du 3°). 

Les propriétés (1) et (2) signifient que l'accessibilité est une propriété 

locale. 

Si A· est compact, A cY, l'énoncé de la proposition 14 peut être simplifié 

THEOREME 4. Si A est compact, A cY (ou si A est seulement relativement compact 

dans Y, et à la fois Gô fin, et Gô co-fin), A est accessible si et seule­

ment si e(A) n è(A) est polaire. 
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Supposons donc A relativement compact dans Y, à la fois Gô fin et G~ 

cofin, et tel que e(A) n ë(A) est polaire. Voyons d'abord que A,ë(A) ne peut 

être effilé en un point de B = ë (A), e (A) n ë (A) : sinon, on aurait un ouvert fin w 

avec w n [A, ë (A)] = <f> , et w n B -1 <f> ; w n B est semi-polaire et comme 

w n B = (w n A) ,e(A) n e(A) , l'ensemble w n B est un Gô fin non vide et semi­

polaire. On sait alors, w n B étant de Baire pour la topologie fine, que w n B 

est effilé en au moins un de ses points x
1 

: mais alors A est à la fois effilé 

et co-effilé en x 1 , ce qui est absurde. (Remarque : Y est tamisable fort pour la 

topologie fine, ses Gb sont donc des espaces de Baire). 

Connne A,è(A) n'est effilé en aucun point de B , on voit que 

c(A,ë(A)) = c(A,ë(A) n è(A)) ; d'où puisque ë(A) n e(A) est polaire 

c(A,ë(A)) = c(A) • De même, c(A,e(A)) = c(A) • Cela signifie que 

donc aussi que ~A,e(A) = p
0 

sur A 'e(A) • Ainsi A,e(A) n'est 
Po 

ftA , e (A) = ~A , 

Po Po 
effilé en aucun 

de ses points et on sait qu'alors A, e (A) (qui est encore de Baire pour la topo-

logie fine) est non-semi-polaire au voisinage fin de chacun de ses points. D'où 

le théorème. 

Voici deux énoncés permettant de construire des compacts accessibles on 

donnera plus bas une propriété plus forte que celle du lennne suivant: 

LEMME 17. Pour e:: > 0 , et pour 1K aompaat c Y , il existe un aompaat 1K' c 1K 

tel que : 1 °) JK' est aaaessible 2°) aont OK') ;;:i, aont (IK.) - e::. 

Preuve. Soit une mesure régulière sur I< telle que Gµ < p 
0 0 

et 

f p
0 

dµ ;;>., cont (K) - e::/2 , 

proche une sui te { µ n} n;;., 1 

et posons l{ = l{. On peut construire de proche en 
0 

de mesures régulières sur l<, et une suite décroissante 

{X } de compacts de l< t_elles que 
n n:> 1 o 

l..) [ Kn ] V n > 0 , l{n+ 1 c Q = p = 
Po o 

ii) V n > 0 , Vp ;;:i, n Gµ :< p n o et ~p dµ > cont (K) - __g_l o n n 
2

n+ 

La construction est immédiate en observant que les K , A sont semi-polaires, 
n n 

et donc µ-négligeables pour toute µ-régulière. Posons 
00 

l<' = n K la construction 
1 n ' 

est telle que cont(K') ~ sup J Po dµn > lim cont(K ) , et que c(Kn) < cont(Kn-l) • 
n;;;. 1 K n~ n 



- 80 -

D'où c(K') = cont (K') . 

Une modification de la construction du lennne, conduit au 

COROLLAIRE 18. Soient K un compact accessible de Y, F une partie compacte de K 

et w un voisinage de F dans K; iZ existe un compact accessibte K' 

te Z que F c K' c w • 

Partant d'un voisinage compact K de F 
0 

dans K , K c w , on construira. 
0 

deux suites (K
0

)n>o et (µ
0

)n>o , où, cette fois les Kn forment une suite 

décroissante de voisinages compacts de F dans K, vérifiant au lieu de la condi­

tion (i) la condition: 

(i') V n > 0 , 
K o 

Kn+ 1 c [ Q n = p ] U K 
Pa o n 

= A' 
n 

0 
K désignant l'intérieur de K dans K. On pourra prendre e = 1 , l'essen-n n 

tiel est que c(A') = cont (A')= c(K 
1

). 
n n n+ 

C. Tenninons ces préliminaires par une remarque concernant l'effilement "fort"~ 

et l'amélioration annoncée du lemme 17 : 

LEMME 19. Soient A une partie relativement compacte de Y, a un point de Y 

n'appartenant pas à A; si A est à 'la fois effiZé et co-effiZé en a, 

A est fortement effilé en a, c'est-à-dire que: 

~ nv 
et inf HG = 0 

VEV a 

en notant V- Z'ensembZe des voisinages de a. 

Il existe une partie compacte L de Y telle que Ac L", e(L) U ê(L) (voir 

la preuve du lennne 15) ; soit K un compact c L, voisinage fin et co-fin de a 

dans L contenu dans Y ,A ; posons A' = L 'K : A' est effilé et co-effilé en a , 

a '/. A' ' et A' est non-effilé et non co-effilé en chaque point de A . 
On a donc "A' Gµ où A' CL ne chargeant {a} R = , µ est une mesure sur pas 

Po 
(µ est co-balayée de F, sur A'' et A ,c est voisinage co-fin de a) . on a , 

Gµ(a) < Po (a) ' 
et Gµ = Po sur A . Reprenant mot pour mot un argument classique 
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(voir [6]) on construit une mesure > 0 \/ sur L, telle que GV(a) <+~,et 

lim G\/(x) = + 00 • De là facilement la première relat_ion ; par la formule de dua-

lx-+a 
xEA 
lité (VI, c)), cette relation s'écrit aussi 

~Anv 
lim R~ 
-U- G 

= 0 
1 

~-pp, donc dans L (~). 
a 

La méthode utilisée ci-dessus permet d'établir la propriété suivante 

THEOREME 5. Pour tcut E: > 0, et pour tout compact K c Y, il existe un compact 

\ accessible K' contenu dans K et tel que cont (K, K') < ê. 

Connnençons par définir une suite transfinie {A} indexée par les ordi-a a<n 
naux dénombrables, en posant A = K , A 

1 
. = A , ( e (A ) n è (A ) ) 

o a+ a a a 
et pour a li-

mite A 
a 

forment une suite transfinie décroissante de Gô, de 

complémentaires semi-polaires dans K; c(A
8
) étant une fonction décroissante 

de B, il existe un a < Q tel que c(A 
1
) = c(A ) ; ce qui signifie que o a + a 

0 0 

p
0

(resp p
0

) a même balayée (resp. co-balayée) sur A 
ao 

et sur A 1 ; par consé­a + 
0 

quent e(AB) n è(A
8
) = ~, en notant B = a

0
+ 1 , et AB est accessible; on note 

B = AB , P
O 

= K, AB • 

Notons maintenant que pour chaque a< B, la méthode du lemme précédent per-

met de déterminer une mesure ;;;;i, 0 (finie) v sur Y tèlle que : 
a 

que 

que 

y a E e(A) n e(A) n A 
1 a a a+ 

lim Gv {x) = + 00. 
(l 

lx E Aa+1 
X-+ a 

Connne {a; a< 8} est dénombrable, on en déduit une mesure \) sur y 

lim GV(x) = + 00 pour a E P n B • 0 . 

{x-+a 
xEB 

D'où un ouvert w , dont la trace sur B est de la forme [Gv > t] et 

(a) P c w (b) c(w n B) <E:/2 et à fortiori cont(w n K) ~ E:/2 • Posons 
0 

telle 

tel 

K
0 

= K , et K
1 

= K ,w ; Réitérant la construction, on obtiendra une suite décrois-

sante (K ) ....,_ de compacts de ]( , et une suite (P ) de semi-polaires n n .... o n n;;;;i,o 

tels que 

et K ,P accessible. 
n n 

cont (K - K 
1 

) ,;;;, E: / 2n +1 (n > 0) , P c K , K 1 c K , P n n+ n n n+ n n 

00 

Il suffit maintenant de poser K' = n K , puisqu'alors 
1 n 

cont(K') = lim cont(K) = 
n 

lim cont(K ,P ) = lim c(K ,P ) = c(K') • 
n+oo n n n-+oo n n 
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VIII. EXTENSION DU THEOREME 1. 

Rappelons que pour L c Y, on note e(L) (resp. e(L)) l'ensemble des points 

de L où L est effilé (resp. co-effilé). On se propose d'établir l'extension 

suivante du théorème 1 : 

THEOREME 6. Si A
0 

est une partie analytique de Y non semi-polaire, il existe 

1 un compact non vide 1K contenu dans A
0 

et teZ que e(JK) n è(JK) = <P • 

Remarquons qu'alors K est non polaire, et connne il est aussi accessible 

(d'après le théorème 1) il est non semi-polaire. 

On sait que A 
0 

contient un compact non semi-polaire ( [11]), et on peut donc 

supposer A 
0 

compact. Pour établir le théorème 6, on va adapter la preuve du théo-

rème 1 en montrant que l'hypothèse (H') 
1 

suivante conduit à une contradiction. 

(H') 
1 

Il existe une partie compacte non-semi-polaire JK1 de Y telle que pour 

tout compact non vide L cK
1 

, on a e(L) n ë(L) ~ <f>. 

Les points de JK1 sont alors semi-polaires et les mesures régulières diffuses; 

quitte à remplacer JK1 par un compact plus petit, on pourra donc supposer lK
1 

tota-

lement discontinu. 

Pour mesurer le degré d'effilement et de co-effilement, on introduira la fonc­

tionnelle ~ suivante : 

V Ac 1{1 

D'après (H1) , pour chaque compact non vide L cJK 1 , ~L atteint des va­

leurs< 1 sur L. L'énoncé suivant est l'analogue du lennne 5: 

LEMME 20. IZ existe un compact accessible L1 c K1 , a> 0 et E > 0 teZs que: 

1) a < c(L 1) 

2) compact accessible: c(L) >a~ inf ~L(x) ~ 1-E. 
XE L 

On raisonne par l'absurde : on peut alors construire une suite décroissante 

{pn}n> 1 de co~pacts accessibles, contenus dans JK1 , et une suite strictement 

croissante {b} de réels> 0 telles que: 
n n ;>1 



(i) 

(ii) 

cont(F ) > b 
n n 

- 83 -

V L compact, L c F (n > 1) 
n 

La construction de proche en proche des F et des 
n 

b 
n 

se fait comme dans 

le lemmeS en tenant compte de la propriété suivante: 

Si A est une partie de lK
1 

, K un compact de Y et e: > 0 , il existe 

11 > 0 tel que pour toute partie B de A telle que c(B) > c(A) - n , 

on a: 

inf <t>B (x) > inf <l> A (x) - e:. 
xElK xEK 

En effet, si {B} ~
1 

est une suite de parties de parties de A 
n n ::-- B 

An 

telle que 

lim c(B ) = c(A) 
n alors {R } >

1 
tend vers p

0 
n 

= 

dans L1
(~) ; on en déduit 

et la propriété analogue avec les co-réduites. On obtient alors avec le lemme de 

Dini : inf {~A(x) ; x E K} = lim inf {~B (x) ; x E K} . D'où l'assertion. 
n-+<x> n 

(X) 

Revenant à la suite {F} du début, n F = L est un compact non vide, pour 
n 1 n 

lequel sur 

en contradiction avec 

On considère alors 

puisque c (L) > b 
1 

• D'où 
p+ 

<t> = 1 
L 

sur 

~ = {L; L compact accessible c L1 ~L > 1-e: sur L} • 

'Fest stable par réunion finie, et y= sup {c(L) ; L E".r} < c(L
1
) • Soit 

L 

une suite croissante d'éléments de !P" telle que y = sup c(Fn) , et soit 
n 

00 

Z la fermeture fine de U L • On peut trouver K2 accessible non semi-polaire, 
1 n 

00 00 

K2 c L
1
-z, puisque c(Z) = c(U F) = cont(U F) , et à fortiori 

1 n 1 n 

c(Z) = cont(Z) < cont(L 1) • 

Si K clK 2 est non semi-polaire, alors cont(K U Z) > cont(Z) =y, et par 

conséquent cont(K U F) >y pour n assez grand. D'où Kr/_~. 
n 

Si K c K2 èst non polaire, K est intersection d'une suite 

de parties K~ ouvertes et fermées dans 1<2 , donc non semi-polaires (K2 est 



accessible) ; comme K' l. 'F on voit facilement que 
n inf <PK$ 1 ... e:. 

(H ') 
2 

K 
Si Kc K

2 
est polaire, ona <PK==O. 

On a ainsi établi - sous l'hypothèse (H') - l'assertion: 
1 

Il existe un compact accessible et non semi-polaire K
2 

c 1<
1 

et E: > 0 

tels que, pour tout compact non vide K de K
2 

, on a inf { 4>K(x) ; x€ I<} < J--E. 

A partir de (H2) , on construit un ensemble "en cascade" analogue à celui du 

III. On établit d'abord un lemme de grignotage; on fixe dans toute suite une mé­

trique compatible sur E , notée d. 

LEMME 21. Soient B1 et B2 deux boréliens de JK.2 d'adhérences disjointes, e' et ô 

deux réets > 0 ; on suppose que cont(B
1

) > 0 et que pour tout compact non 

vide K de B 1 , ~ K U B atteint sur 1K des valeurs inférieures à 1-E' • 
2 

Il. existe al.ors deux parties boréliennes disjointes A et U de B1 tell.es 

que (1°) A est semi-polaire et U est, à un semi-polaire près, un ouvert 

fin et co-fin de B 
1 

2°) diam{U) < ô , 3°) aont(U) > 0 et 4°) Pou11 

tout compaat L c U, on a, en posant V= B
2 

U (B
1

, (AU U)} ; 

inf ~LU V<: 1-e:'+ô • 
L 

Soit {U j} 1 < j < p une partition de B 1 en ouverts (relatifs) ordinaires 

de diamètres inférieurs à ô ; quitte à jetter un premier semi-polaire A
1 

, on 

peut supposer les u. 
J 

accessibles, et non semi-polaires; connne dans le cas clas-

si que (lennne 6 ) , on montre qu'il existe 

notant W = B
2 

U ( U U.) 
jfi J 

0 

V l{ compact c U. 
1 

0 

i € {t, •.• p} 
0 

et n > o tels que, en 

(A noter qu'on utilise le théorème de Mokobodzki - théorème 3 - pour étendre 

les lemmes 3 et 4) Posons à nouveau: 

et 

'Y= {L compacte Ui ; ~LUW > l-e+ô/2 s~r L }, y= sup {c(L); L € }. 

Soient {F } 
n 

Z (resp Z ') 

0 

une suite croissante d'éléments de ~ telle que y~ sup c{F ), 
n n 

(~ œ 
la fermeture fine (resp. co-fine)de U F ; La différehce symé-

1 n 

trique A2 = Z 6 Z' est un semi-polaire (Z U Z' ayant même capacité que Z qui 

dans 
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est finement fermé, Z U Z' 'Z est semi-polaire) ; notons u 
0 

la différence 

U. '- Z U Z', U 
l. 

l'intersection des noyaux parfaits fin et co-fin de /*~ et 
0 

0 

A = U '-U • A 3 0 , 3 est encore semi-polaire-et U est non semi-polaire au voisinage 

fin (ou co-fin) de chacun de ses points. 

On vérifie immédiatement que : cont(U. '- U) = cont(Z) ~ c(Z) =Y< c(U. ) - n. 
l. l 

0 0 

De sorte que cont(U., U) < cont(U. ) 
1 1 

et par conséquent cont(U) > 0. 
0 0 

D'autre part, si K est un compact non semi-polaire de U, on a en notant 

Z =Zn Z' , cI>K z = sup 
o U 

0
UW n cI>K.U F U W sur l( ; connne 

n 
c (K U F ) > Y pour n n 

assez grand, K U F tr:ï- et 
n cI>K U F U W atteint sur K 

n 
des valeurs inférieures à 

1-E'+ô; d'on la m~me propriété pour ~ Kuzuw· 
0 

Le cas d'un compact semi-polaire l(, s'obtient en notant que l( est inter­

section d'une suite décroissante de compacts non semi-polaires de U. 

Le lennne précédent permet d'effectuer la construction suivante 

LEMME .22. Soient L
1 

et L
2 

deux compacts disjoints de K
1 

, et E' un réel > 0 

tels que pour tout aompaat non vide L de L1 , inf cI>LUL ~ 1-E' • Pour tout 
L 2 

ô > 0 et pour toute mesure régulière µ portée par L1 , il existe une suite 

finie {Fi}l ~i ~p de compacts deux à deux disjoints de 

(1 °) diOJn(Fi) < ô (2°) µ( ~ 
i=l 

non vide L c ~ F., on a si 
i=l i. 

Fi)~ µ(L 1) - ô, et 

i 0 = min { i ; L n Fi 

teUe que : 

pour tout compact 

On peut supposer µ i O; on sait que µ admet un support fin B1 c L
1 

, et 

que B
1 

est un Gê ordinaire; la preuve du lemme s'obtient alors par une cons­

truction transfinie consistant en une àpplication répétée du lemme précédent; 

elle est toute semblable à celle du lemme 7 et sera omise ici. 

{x E U0 ; 

u ~:(x) • f
0
(x)} (*) plus exactement u = Q1.> o(x) = ro<x) et 

0 

Az UL ".,F U L ,.,.z ,-.F 
(**) 8po - ~n :i;; ~o_ ~ n pour L quelconque, n ;;a, 1 

0 0 0 0 
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On obtient ensuite facilement l'énoncé (H ') 
3 

suivant (voir la fin du 111) 

Il existe un compact non semi-polaire X cK
1 

, muni d'un ordre total(,.;;) 

compatible avec la topologie de X, et un E > 0 tels que : pour tout 

x E X , on a, en notant Sx = {y E X y > x} , <P
5 

(x) ..;; J-E • 
X 

Il reste maintenant à adapter le raisonnement du cas classique pour déduire 

de (Hj) une contradiction. 

On observe que d'après le lemme 19, S est fortement effilé (et co-effilé) 
X 

en x. Donc, en posant Gx(y) = Gy(x) = G(y,x) , S~ = {y E Sx; d(y,x) < n}: 

Sn 
V x EX lim RGx = 0 

n-+0 X 

sn 
lim R x = O 
n+o Gx 

(dans L 1 
(~)) 

On en déduit une suite {n} décroissant vers zéro v v>o telle que 

(après une modification convenable de X - voir le IV-) , les séries 

00 snv 
H (x) H(x,y) r A y 

(x) = = RG y v=o y 
(y E X x E E) 

n" 
00 e:,S 

H 1 (x) = H' (y ,x) =- r R Y(x) 
y v=l Gy 

(y E X , x E E) 

convergent normalement dans L1
(~) , uniformément par 

H et H' sont s. c. i. sur X X Y , et H ~ v.G y y sur 

rapport à 

n 
S ", e (X). 

y 

Prenons un entier m ~ , et un compact accessible K c X 

y EX .Lès noyaux 

(voir l' addendum) 

de diamètre < n 
m 

~ et de capacité > 0 ; soient À (resp À) une mesure régulière sur K telles que 

GÀ ~ p (resp. GÀ..;; p) et 
0 0 

~ ~ l 
On peut d'abord choisir À telle que f p

0 
dÀ > 1/2 cont{K) = 2 c(K) , puis À 

telle que GÀ ~ p 
0 

et f GÀ.dx·~½ c(K) 'en tenant compte de ce que X ne charge 

pas les semi-polaires et de + p = sup {GÀ; ÀE-f;i (K), À régulière, GÀ ..;;p} 
0 0 

sur K, sauf peut-être sur un semi-polaire. 

On distingue alors deux cas possibles: 

f J G(x,y) dÀ (y) dÀ (x) ~t If G(x,y) dÀ (y) ~ 1 
Ier Cas d;\ (x) ;;i, Î c (K) 

X> y 

Alors I HÀ (x) di {x) ~ m f d~ (x) f G(x,y) d). {y) > ~ C(K) (a) 
x>y 

où HÀ (x) = f H (x) dÀ(x) • , y 
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On vérifie aisemment que HÀ est excessive, et par ailleurs, comme À est 

balayée de l; {puisque GÀ ~ Gl; = P 
0

) : 

J HÀ (x) d~ (x) ~ J HÀ (x) dl; {x) ~ c fi ÀII {B) 

où C = sup Il Hyll 1 y EX L 

De (a) et (B) , on déduit c {K) ~ 4c Il À Il ~ 4c c' c(K) 
m m 

où c' 
.. -) 

qui absurde asœz grand. = ( inf p (x)) ; ce est pour m 
X € X O 

2ème Cas JI G(x,y) dÀ(x) dÀ(y) >½JI G{x,y) dÀ(y) dX(x) = 
X< y• 

1 
Î c(K) 

On aboutit exactement de la même manière à une contradiction en utilisant 

cette fois le noyau H' . 
.. 

Il n'y a pas d'autre cas à considérer puisque À et À sont diffuses et que 
.. 

À 0 À ne charge pas la diagonale de K. Le théorème 6 est donc établi. 

VIII. UNE EXTENSION DU THEOREME 2. 

Il est intéressant d'observer que la notion d'ensemble accessible permet 

d'étendre le théorème 2 au cadre des résolvantes fortement felleriennes en dualité 

THEOREME ? • Si JK
0 

est une partie compacte aacessibZe de Y , et si E:
0 

est > 0 , . 

iZ existe un compact 1K 

2°) e(KJ n ë(K) = <t> • 

Soient E > 0 , et 

contenu dans 1K 
0 

et on peut trouver un ouvert w de Y avec 

est un compact polaire, 

c(w) < E , L c w. En utilisant le 
E 

corollaire 18, on voit qu'en diminuant w, on peut supposer de plus que K ,w est 
0 

accessible (considérer F =K ,w, et w' =K'L). Notant toujours 
o E 

F = K ,w , 
0 

on peut trouver F' c w n K
O

, compact tel que: (i) e(F') n ë(F') ~ <t> et (ii) 

posant K1_ =FU F' , ~K (x) > 1-E sur F (et à fortiori sur FU F' puisque 
1 

e(F')n è(F') = 4>) ; en effet w n K est accessible et d'après le théorème 6, 
0 

c(W n K
0

) = cont(W n K
0

) = sup {cont(F') ; F' c w n K
0

, F' vérifie (i)} 

On construit ainsi un compact accessible K
1
c K

0 
avec 

et c(K '-K
1
) < E/2 • Itérant le procédé, on obtient une suite décroissante de 
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E > 0 n 
tels que 

c(K) > c(K) - e: pour n > p > 1 
n P p 

et 

Pour tout L c K p 
c(L) > c(K) - e: .,. ~L > 1-2-p 

p p 
sur K 

p 

Le compact 
00 

K = n K vérifie alors les propriétés de l'énoncé. 
1 n 

Avec le théorème 5, on en déduit le 

COROLLAIRE 23. Si 1K est une 
0 

1 une partie compacte K de 

partie compacte de Y et si e: 
0 

K 
0 

tel-l-e que cont(K ,K) < e: 
0 0 

est > 0 , il- existe 

et e(K)nè(K) = <ji. 

IX. UNE APPLICATION DE LA METHODE DU THEOREME. 

Terminons ce travail par un énoncé "positif" qu'on peut obtenir à partir, des 

constructions "absurdes" utilisées pour établir le théorème 6 en modifiant conve-

nablement les hypothèses. 

THEOREME 8. Soit 1K un compact de Y tel- que pour tout compact non vide L de K, 

e(L) est non vide; alors pour toute mesure régulière µ sur 1K et tout 

ô > 0, iZ existe un compact X clK, muni d'un ordre total (~) compatible 

avec sa topoZogie, et un -e: > 0 tels que (1 °) µ(X) > µCfK) - ô • 
AS 

2°) Pour tout x EX, on a en notant S = {yEX,y ;;;i,, x}, R x(x) < (1-e:)p
0

(x}. 
x Po 

Il suffit de reprendre les raisonnements du VIII conduisant à l'énoncé (Hj) , 

en remplaçant la fonctionnelle par 

d'ailleurs étendre cet énoncé à un cadre plus général, la résolvante duale 

{v>.l>.;;;i,,o dêvenant inutile. 

On notera que le théorème s'applique à tout compact l.( de Rd+I pour la 

théorie associée à l'équation de la chaleur . il s'applique aussi à tout compact , 

de R pour le noyau G: 

1 
-a. 

x-yl y~ X 

G(x,y) 
1 

-8 x-yl 
(O < 8 <a< 1) • 

y ;;;i,, X 
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,,, 
" s 

ADDENDUM. Vérification du caractère s.c.i. des applications (x,y)--+RGY(x): 
y 

" K 
A)Ilestclassiquequesi K est un compact de X, (x,y)-+RG (x) 

y 
est s. c. i. sur Y ~ Y ; en effet si gÀ désigne la fonction de Green d'indice À 

~ (associée à VÀ et VÀ) : 

Comme est s.c.i. sur Ex E, il suffit de vérifier le caractère s. c. i. de 

"K 
y --+ RG (z) à z fixé ; cette propriété découle de la formule de dualité 

y 

"K ~K 
RG (z) = RG (y). 

y z 

B) L'opération A ~ R~ (x) monte sur les suites croissantes d'ensembles 
y ,,, 

" s 
on en déduit, pour y

0
,x

0 
fixés, et pour a< RGYo(x

0
), (r,>O donné) un compact 

Yo 
'Tl " K K c S tel que RG (x ) > a. 
X 0 

Yo. 

Il est clair que pour yE:X assez voisin de y , on a encore K c S "1 
0 y 

par ailleurs R~ (x) est s.c.i. en (x,y), on en déduit qu'au voisinage de 

(x ,Y ) on a 
0 0 

y ,,, 
" s 
RGY(x) > a. 

y 
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OBSERVATIONS SUR LES CLASSES DE VAPNIK-CERVONENKIS 

ET LA DIMENSION COMBINATOIRE DE BLEI 

Patrice ASSOUAD 

INTROVUCTION. 

Soit fJJ un ensemb 1 e de parti es d'un ensemble X ; pour chaque Ac X, on 

note An fJJ l 1ensemble des parties de A de la forme An S avec S Efl' ; pour 

chaque rElN, on pose t::.fJJ(r) = Sup{IAnfJJI IAI =r}. On dit que fJJ est une 

classe de Vapnik-Cervonenkis si la fonction r ➔ 1::.fJJ(r) est majorée par un poly­

nôme. Plus précisément nous appellerons densité de fJJ (et nous noterons dens(/11)) 

la borne inférieure des nombres réels s ~ 0 pour lesquels la quantité 

Sup r-s 1::.fll(r) est finie. Je me propose d'indiquer, en donnant une démonstration 
r E lN 
simple du théorème central limite de Dudley ([4] Théorème 7.1), l'utilité de ces 

classes en calcul des probabilités. Ma démonstration utilise uniquement l 'inéga­

lité de Khintchine, ce qui ne surprendra pas quiconque est familier avec le TCL 

dans les espaces de Banach (ces notes étaient écrites pour l'essentiel lorsque 

j'ai eu 1 'occasion d'entendre un exposé de G. Pisier développant des idées analo­

gues) ; cette démonstration permet de plus, à l'encontre de celle de [4], d'établir 

au passage un résultat de Statistique (1 'évaluation d1un certain risque minimax). 

Je signalerai par ailleurs les liens qui existent entre la densité introduite 

ci-dessus et la dimension combinatoire de Blei. 

Ces notes se divisent en deux parties : 
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I) Le.. .théottè!.me. c.e.n.t'tal linu.:te.. de.. Vude.e..11 e..:t -6 eo appLi.c.aü.on/2 e.n .6:ta.ü/2Uqu.e. : 

Soient c1 et a des nombres .réels positifs, et soit /l' une classe de 

parties d'un ensemble X vérifiant IAn .;l'i .s_ c1 IAla quel que soit A fini 

inclus dans X. On fixe S>a et s>S (s~l). Par ailleurs on notera Pn(x) 

la loi discrète 1(ô + +ô ) et r r les n x ... x l'' .-., n 
1 n 

n premières fonctions de 

Rademacher ou, si on préfère, des v.a. de Bernouilli symétriques indépendantes 

et de module 1. Pour chaque mesure µ sur la tribu engendrée par !/1
, on pose 

llµll.v, = Sup lµ(S)I. 
S E/f' 
Je me propose d'évaluer, sous ces hypothèses, les quantités 

et 

= ( J 111. ( ~ r . ( t) ô Il 2s dt) 1/ 2s 
[0,1] /ri i=l 1 Xi //J 

puis de montrer que ces évaluations conduisent au théorème central limite de 

Dudley et permettent de majorer un certain risque minimax. Pour présenter les 

calculs sans être importuné par des questions de mesurabilité (qui interviennent 

dès la définition de An{ //J,x) et de Bn(//J,P)), je supposerai d'abord que //J 

est une classe dénombrable ; puis je montrerai ensuite comment la démonstration 

s'étend à des cas plus généraux. Voici donc quel sera le plan de cette première 

partie : 

§ 1. Rappels. 

§ 2. Eva 1 ua tion de An(// ,x) pour une classe dénombrable. 

§ 3. Evaluation de BnUF,P) pour une classe dénombrable. 

§ 4. Risque minimax et critère de compacité. 

§ 5. Passage à des classes non dénombrables et autres extensions. 
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II) Venl,l:té. <!.t d,,é.1ne,111.fon coml>,lna:to,i..J1.e : 

Soit fi' une classe de parties .d'un ensemble X ; pour chaque Ac.X, 

notons 2A n [J' l 'ensemble des parti es de A qui appartiennent à /JJ ; pour 

chaque rE lN, on pose ô'q-,(r) = Sup{l2An t/1 1 IAI = r} . Suivant Blei [1], 

on appelle dimension combinatoire de ,q-1 (et nous noterons dc(Y')) la borne 

inférieure des nombres réels s > 0 pour lesquels la quantité Sup r-s <S·7 (r) 
r ElN 

est finie. L'étude de la dimension combinatoire est motivée par celle des ensem-

bles de Sidon dans le groupe 2X (muni de la loi A,B ➔ A 6 B et de la 

topologie produit). 

Nous indiquons ses liens avec les classes de Vapnik-Cervonenkis dans une 

seconde partie dont voici le plan : 

§ 1. Une extension du. Lemme de Sauer. 

§ 2. Dimension combinatoire et densité. 

§ 3. Quelques exemples explicites. 



I) LE THÉORÈME CENTRAL LIMITE DE DUDLEY ET SES APPLICATIONS 

EN STATISTIQUE, 

§ 1. Rappels. 

(1.1) Pour tout entier N _.::: 0 et toutes v.a. positives z1, ... ,ZN, on a 

N N 
Il Sup Z-11 5- Nl/2s Sup Il Zill 

i=l , 2s i=l 2s 

(1.2) Notons aff' la tribu engendrée par 9'; pour toute loi P sur (X,aff'), 

on note dp l'écart S, S' ➔ P(S ~ S1
). Pour chaque e: E ]0,1] , on note 

Ne:(9',dp) le nombre maximal de points de l'espace ( 9',dp) à distances mutuel-. 

les ~ e: On a alors Ne:(9',dp) 5- c2 e:-8 {où c2 ne dépend que de c1, 

a et 8 , Dudley [4] p. 922). 

(1.3) En d'autres termes, Ne:(9',dp) est la cardinalité maximale d'un e:-réseau 

dans 1 'espace ( 9',dp). Comme on utilisera des suites de réseaux, quelques nota­

tions seront commodes : 

{a) soit F une partie d'un groupe commutatif G (noté additivement) ; 

soit T une application de G dans [0,+oo[ symétrique et nulle en O. 

Soit e: > 0; une partie H de F vérifiant T(h-h') _.::: e: pour tout h, 

h' EH (h '1-h') est dite e:-discernabZe dans (F ,T) ; une partie e:-discernable 

maximale est appelée un e:-réseau de (F,T) ; 

{b) on suppose maintenant que F est finie et contient O ; on pose 

ô = Sup T{f-f') et H = {O} (qui est donc un ô-réseau). 
f,f'EF o 

Puis on choisit 

i nducti vement, pour chaque j E lN : 

- un ô 2-(j+l) réseau Hj+l contenant Hj , 

- une application 1rj de Hj+l dans Hj vérifiant T(h-1rjh) .::_ o 2-j 

quel que soit h E Hj+l (on choisit 

- et on pose F j = {h - rr jh 1 

1r.h = h dès que c'est possible), 
J 

hEHj+l} ; 
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nous dirons alors que la suite (Fj)jEJN est une graduation de F pa1· '( 

(comme F est fini, on a F. = 
J 

{0} à partir d'un certain rang) ; 

(c) la suite (Fj)jEJN vérifie alors . . 

- pour chaque j E N , on a IFjl ~ IHj+ll et -r(f j) ~ ô 2-j quel que 

soit f. E F. , 
J J +oo 
- tout élément f de F s'écrit r f. 

j=O J 
avec f. E F. pour tout j E 1N. 

J J 

De (1.1) et (1.3), on déduit le lemme suivant 

2s LEMME 1.4. Soit F une partie dénombrable de L (fi!,O.,,P), contenant O et de 

diamètre ô. Pour chaque jElN, on note N. la cardinalité maximale d'un 
J 

ô2-j-réseau dans (F, Il 112s). On a alors 

llSup IZI ll2s ~ ô +r= 2-j (N·+1)1/2s 
ZEF j=O J 

Vémon1.i.:tluttion. Il suffit de démontrer le résultat uniformément pour toute partie 

finie F' de F. Soit donc F' une partie finie de F, contenant 0, et soit 

ô' son diamètre (on a Ô
1 ~ ô) ; soit (Fj)jEN une graduation de F' par 

Il llq, (voir 1.3). Les remarques (1.3.c) et (1.1) impliquent alors 

+= 
IISup IZI Il ~ r Il Sup IZ I Il 2s 

ZEF' 2s j=O ZEF. 
J 

< ô +; 2-j(N. )1/2s 
- j=O J+l 

. □ 

( 1. 5) Rappelons enfin l I inégalité de Khintchine, dont nous aurons à nous servir 
n n 

on a Il î a. r. Il < ffs 11 î a.r.11 
·i = 1 , , 2s i=l 1 , 2 

quels que soient l'entier n > 1 et les nombres réels a1, •.. ,an (rl' ... ,rn 

désignant, comme dans l'introduction, des v.a. de Bernouilli symétriques indépen­

dantes et de module 1). 
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§ 2. Evaluation cle A (/1',x) pour une classe dénombrable. 
n 

On se propose d'évaluer An(9'tx) en fonction de Pn = IIPn(x)lly 1 • 

(2.1) Dans la définition de An(9'7,x) (voir l'introduction),//1 n'intervient 

que par sa trace sur {xl' ... ,xn}. Quitte à remplacer 9' par {xl' ... ,xn} n 9'7 , 

on peut supposer que 9' est fini (cela ne change, ni c1, ni a, ni Pn). 

Par ailleurs, quitte à 1 'ajouter à 9', on va supposer que ~ appartient à 9'7 

(cela ne change ni a, ni Pn et peut remplacer simplement c1 par c2 = c1 + 1. 

n ri (t)l 5 (xi) 
(2.2) Notons F l'ensemble des v.a. z5(t) = r ---- (pour SE 9'). 

i=l ln 
L'inégalité de Khintchine (voir 1.5) nous donne, pour tous S, S' E [I' 

On en déduit que le diamètre o de F dans L2s([O,l],dt) est<~ et 
- n 

que de plus la cardinalité maximale Nj d'un 
ô2 2-2j -s 

ô2-j-réseau dans (F,11 112s) est 

< c2( 25 ) (utilisant 1.2). En utilisant 1.4, on trouve 

l!Sup IZ 111 ~ ô +; 2-j(N. ) 112s 
SE9' S 2s j=O J+l 

1-ê ê +oo -j(l-ê) 
~ cl/2s ô s ( ✓8s)s E 2 s 

2 . 0 J= 

La série du second membre étant convergente (car s > 6), on a donc montré : 

PROPOSITION 2.3. Il existe un nombre c3 (ne dépendant que de c1, a, s et s) 
1(1J?) 

tel qu'on ait An( 9'1,x) ~ c3(l1Pn(x) l['l' )2 s quels que soient n et x. 

§ 3. Evaluation de Bn( 9'7,P) pour une classe dénombrable. 

On se propose d'évaluer Bn(9',P) en fonction de p =!!Pli,</'. 

Pour chaque entier m, chaque application mesurable F : Xm ➔ lR et chaque E: > O, 

on écrira lEp(F(.)) pour f Xm F(x 1, .•. , xm) P(dx1) ... P(dxm) et 

Pp(F(.) > €) pour J lF( ) > P(dx1) ... P(dx ). xm x1, ... ,xm E: m 

( 3 .1) On pose, pour chaque x E x2n, P' (x) = 1 (o + ... + ô ) et 
n n x1 xn 
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P"{x) = l(o + ... +o ) . On a donc : 
n n xn+l x2n 

{Bn(,'l',P))
2
s = [P (ll ✓ri(P~( .) - Pll,t;) 

~ [p(llvn(P~(.) - P~(.))11!;) (inégalité de Jensen) 

on a donc (B ( ,'l\P)/s ~ f Il 1_ ~ r.(t) (o -o )Il~,~ P(dx 1) ... P(dx2n) 
n xn ✓n i=l , xi xi+n ,:, 

quel que soit t E [0,1] (par symétrie). On intègre alors le second membre en t 

puis on échange les intégrations. Par inégalité triangulaire, on trouve donc 

Une application directe de 2.3 donne alors Bn(.9'' ,P) ~ 2c3 (ce qui suffirait à 

évaluer le risque minimax Rn, voir§ 4 ci-dessous). 

(3.2) Pour faire intervenir p = l!Plly:, , on écrit 

An(9'1,x) ~ An(.9?,x) 111Pn{x)l~~2p + An( 9-1,x) 111Pn(x)-Pll,9)>p 

{idée qui m1 a été indiquée par J. Bretagnolle). 

L'espérance de A~s(9'1,.) ll!Pn(.) ll9'<2p est majorée (en appliquant 2.3) 

par (c 3)
2
s (2p)s-B. Quant à l'espérance de A~s(.9'1,.) ll1Pn(.)-Pll9'>p on la 

majore par [[p (A~s(.'.f ,.)) 1Pp {l!Pn(.) - Pl1.97>P)J112 et donc par (c 3)2s ( 
2
c3 / 

p ln 
(en utilisant l'évaluation de Bn(.9'1,P) obtenue en 3.1 et l'inégalité de Tchebycheff). 

On a donc montré 

PROPOSITION 3.3. Il existe deux nombres c3 et c4 (ne dépendant que de c 1, a, 

B et s) tels qu'on ait, quel que soit n.?. 1, 

et 

(a) 

(b) 
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§ 4. Risque minimax et compacité en loi. 

(4.1) On considère une partie 0 de. 09' = {lois de probabilité sur (X,oY')} 

munie de la fonction de perte P, Q ➔ IIP-Qlt; ; le risque minimax correspondant 

est alors la quantité 

Rn(0) = i_nf S~p J IIPn{xl' ... ,xn) - Pli~ P(dx1) ... P(dxn) 
Pn 

où la borne supérieure est prise sur tous les éléments P de 0 et la borne 

inférieure sur tous les estimateurs Pn' c'est~à-dire toutes les applications 

x1, ... ,xn ➔ Pn(x1, ... ,xn) de xn dans 0 telles que 
- 2s »n xl' ... ,xn ➔ IIPn(xl' ... ,xn) - Pll.97 soit P mesurable pour tout PE0. 

La loi empirique Pn : x ➔ Pn(x) est évidemment un estimateur lorsque 0 = 0.97 

(je rappelle que 9' est dénombrable). L'inégalité (3.3.a) implique donc 

PROPOSITION 4.2. Il existe un nombre c5 (ne dépendant que de c1, a, S et s) 

tel qu'on ait 

(4.3) On peut tirer parti de l'inégalité (3.3.b) en prenant 

0c0p = {PE09'I IIPll.97 ~ p}. Afin d'éviter toute question de mesurabilité, on 

va supposer que 0 est dénombrable. On projette alors, comme cela est classique 

(je le crois), la loi empirique Pn(x) sur 0 : 

si Q
0

, Q1, ... , Qj,... est une énumération des éléments de 0, on fixe 

n>O etonnote T(x1, ... ,xn) lepremierindice j tel que 

et on pose 

Comme n 

IIPn(x)-Qjll.97 ~ i~~ IIPn(x) -Pllg1 + n 

Pn(x1, ... ,xn) = Q (x . x ) . On a donc, quel que soit P E e , 
T l'"""' n 

11 P n ( x) - P 1 ~ ~ 11 P n ( x) - P ll.97 + Il P n ( x) - P n ( x) 11,y-, ~ 211 P n ( x) - P 11,9'' + n 

peut être pris arbitrairement petit, l'inégalité (3.3b) implique donc 

PROPOSITION 4.4. Il existe un nombre c6 (ne dépendant que de cl' a, B et s) 

tel qu'on ait lim sup n-s Rn(o) ~ c6 ps-S , quel que soit 0 dénombrable, inclus 
n~+oo 
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Enfin 1 'inégalité (3.3.b) fournit le critère de compacité qui est 1 'étape 

essentielle ([4] p. 903) pour établir le théorème central limite de Dudley 

(théorème central limite pour ✓ri (Pn-P) considéré comme fonction de SE //1) 

PROPOSITION 4.5. Soit P E 0/f. Pour chaque s > 0, il existe alors ô > 0 tel 

que, pour tout n assez grand, on ait JPP (ll ✓ri(Pn(.)-P)ll91(ô) > s) ~ s 

(où 9'(6) est la classe de Vapnik {S 6 S' 1 S, S1 E fJJ, P(S 6 S') ~ 6}). 

Vémon6bta.tion. On pose a'= dens(.9"(1)) et on choisit s' >B' >a'. On a donc 

1Pp (jj ✓ii(Pn(.)-P)llfJJ( 6 ) > s) ~ e:-2s ' Bn(/f(6), P)2s ' ; soit n = e:1+112s' on 

évalue B (fJJ(6), P) par (3.3.b), on choisit 6 de façon que le premier terme , n 

soit < ~ ; 1 ors que n est assez grand, 1 e second terme est aussi n < 2, et on a 

donc JPP (ll ✓ri{Pn(.)-P) llfJJ(6) > e:) < e:, ce qui établit la Proposition. □ 

§ 5. Extensions possibles. 

(5.1) La remarque (1.1) s'étend, et cela est sûrement bien connu, aux fonctions 

de Young surmultiplicatives : 

- une fonction de Young est une application tp de [O,+oo[ dans [0 ,+=[ 

convexe, nulle en 0 et non identiquement nulle ; pour toute v.a. réelle z 
sur (n,0,,P), on pose Il z 16 = inf {b I Etp( 1i1) ~ 1} (qui peut être infini) 

comme on sait, L(p(n,n,P) = {Zj IIZl6 < +oo} est l'espace d'Orlicz attaché à 

sur cet espace Il Il (p est une semi-norme ; 

- une fonction de Young tp est dite surmultiplicative dans [m, +=[ 

si elle vérifie tp(uv) .2. tp{u) tp(v) pour tout u, vE [m,+oo[ 

(exemples : - les fonctions puissances sont surmultiplicatives dans [O,+oo[ 
2 

- la fonction x ➔ ex -1 est surmultiplicative dans [J2,+oo[ 
a 

(p ; 

- plus généralement la fonction x ➔ ex -1 (a> 0) est surmultipl icative 

dans [2l/a, +oo[). 
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LEMME 5 .1.1. Soit lP une fonction de Young surmulti pli cative dans [m,+ 00 [; 

X ~ ( Ü ) on a alors lP(a) s.. lP(m) + l!>(a) pour tout x 2. et tout a 2. m . 

Vémo n.-6 tJta.:t,fo n • S i ~ < m cela provient de ce que lP est croissante a - ' 

cela provient de ce que lP est surmultiplicative dans [m,+co(. □ 

sinon, 

LEMME 5.1.2. Soit lP une fonction de Young surmultiplicative dans [m,+oo( 

on pose l!>-1(x) = inf{a 2_ üllP(a) 2. x}. 

On a alors, pour tout entier N 2_ 0 et toutes v.a. positives z1, ... ,ZN 

N -1 N 
l!Sup Z-11 ~ (lP(m) + 1) (m+l!> {N)) Sup IIZi Il . 

i=l 1 lP i=l lP 

VémonJ.itti.a,t,{_on. Quitte à diviser les deux membres par une constante, on va supposer 

S~p E lP(Z.) ~ 1; on pose a= m+l!)-\N), b = a(lP(m) + 1) et Z=S~p z .. On a alors 
. 1 1 . 1 1 1= 1= 

Z a Z a <J!i1.2 a 1 a 1 N 
E l!>(5).~5 E lP(a).~5[l!>(m)+E(lP(a))J~5[l!>(m) +N E(l!>(Z))J~5[l!>(m)+N E(~~i lP(Zi))] 

a 
~ 6(l!>(m) + 1) = 1. □ 

(5.2) Le calcul d'entropie rappelé en 1.2 peut s'étendre assez largement, en 

remplaçant les lois P sur (X,cr.9") par d'autres fonctions d'ensemble, et en 

remplaçant même la famille S, S' ➔ S 6 S' par d'autres familles. Nous aurons 

besoin de quelques définitions. 

(5.2.1) Soient a, rE ]0,+co[ et {L, Il Ill) un treillis normé (en anglais "Banach 

lattice 11
). On dira que L a la propriété (Ca,r) si on a llx+il(2.llxl( +al!YII[ 

pour tous x,yEL+ (on appelle L+ leconedeséléments ~Ode L). A titre 

d'exemple, tout espace Lp (p E [l,+oo [) vérifie la propriété (Cl,p). Cela nous 

permettra de remplacer la loi P par la fonction d'ensemble S ➔ llµ(S)IIL' où µ 

est une mesure additive sur (X,cr9') à valeurs dans L+ (le treillis normé 

(L, li Ill) ayant la propriété (Ca,r)). 

(5i2.2) Soient I un ensemble d'indices et 9 un ensemble de parties finies de I 

(les notions qui suivent seront relatives à (I,.1-)). Soit [JJ = (Si)iEI une famille 
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de parties de X ; on dit que 9' est de multiplicité (c 1,a) si on a 

Sup{IJI I JE.?, AnSj-/- ~ pour tout j EJ} .S. c11Ala quel que soit Ac X. 

On appelle multiplicité de ff) la borne inférieure des nombres réels a tels 

que /J' soit de multiplicité (c 1,a) pour un certain c1. 

(5.2.3) A titre d'exemple, soit fJJ une classe de parties de X ; soient 

I = {S,S'Eff)I S-/- S'} et//= {In a..2 lo..c9-1, Cl fini} on note alors 

la famille (S 6 S')(S,S')EI ; la multiplicité de la famille 9ti est alors égale 

à 2 dens(ff)). 

PROPOSITION 5.2.4. Soient I un ensemble et 9 un ensemble de parties finies 

de I. Soit ff) = (Si)iEI une famille de parties de X de multiplicité (c 1,a) 

(relativement à (I,~)). Soit (L,11 Ill) un treillis normé vérifiant la 

propriété (Ca,r) et soit µ une mesure additive sur (X,a.91) à valeurs dans 

L+ et vérifiant llµ(X) Il L = 1. Fixons f3 > a • Il existe alors c2 (ne dépen-

dant que de cl' a, a, r, f3) tel que, quel que soit E: E ]0,1], on ait 

Ve.rnonf.J.t.t1..a..tfon. Fixons E: E ]0,1] ; nous démontrerons le résultat pour aE:r ~ r 

(naturellement, quitte à modifier c2, cela entraînera le résultat pour aEr > r). 

Soit JE# tel que llµ(Sj)II >E: pour tout jEJ. Nous devons majorer N = !JI, 

(a) Observons que cela ne dépend que de la restriction de µ à la tribu 

engendrée par (Sj)jEJ ; comme cette tribu est finie, on peut trouver une famille 

finie M d'éléments positifs du dual de L telle que 

llµ(S)IIL = Sup µm(S) pour .tout SE flJ 
mEM 

(µm désignant la mesure S ➔ < µ(S),m >) de plus chaque µm est a-additivé 

sur fJJ • On a d I autre part, pour tout j E J, 

r E: • 

{b}Soit n unentier >l àdéterminerplustard. Pourtout TE{.'11)0n, 
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-Observons que µ est sous-additive 

et qu'on a jj{(xl' ... ,xn)I V kE{l, ... ,n}, xkES} = llµ(S)II~ quel que soit SE$. 

On a donc : 

µ{(xl' ... ,xn)l 3 jEJ, V kEO, ... ,n}, xk(Sj} 

< E 11 µ(X,sJ.) llnL ~ N(l-aE.t)n/r ~ N exp(-n n) 
jEJ 

aE:r 
(en posant T7 = r). 

(c) On choisit l'entier n de sorte que ~ Log N < n_s. l+~ Log N. 

En particulier on a N exp(-nn) < 1. Il existe donc A= {x1, ... ,xn} (les X; 

n'étant pas forcément dis ti nets) avec An S j t- ~ pour tout j E J. On a donc 

N~ c11Ala ~ c1na ~ c1(1+~ Log N)a ~ 2ac1 Sup(l,(~ Log N)a). On fixe t
0 

> 1 

tel que t > t
0 

implique ta/S ~ t(Log t)-a. Il y a alors deux possibilités : 

- ou bien N est ~ t 1 = Sup(t
0

,2ac 1) et on a donc N ~ t 1 n-S (car 

on a supposé aer ~ r, c'est-à-dire n ~ 1). 

- ou bien N est > t 1 ; on a alors 

Na/S<N (Log Nfa. ~ 2a c
1 

n-a, ce qui implique N~2B c~/a 11-
8. 

Le résultat est donc démontré, puisqu'on a 

Appliqué à la fami11e ~ (voir 5.2.3) et à une mesure µ = (µp··•,lln) 

à valeurs dans (:Rn)+ {lRn étant muni de la norme euclidienne), on obtient: 

COROLLAIRE 5.2.5. Soient /./' une partie de 2X vérifiant 1An9'1 _:: c1!Ala pour 

tout Ac X. Soient µl' •.. ,µn des 
n 2 . 

vérifiant r µi(X) = 1 ; on note d 
i=l µ 

mesures additives positives sur (X,o.97) 
i1 

l'écart s,s• ➔ ( r µ.(St1S') 2) 1/ 2. 
. 1 1 1= 

Pour chaque E: E ]0,1], on note N ( /.l',d ) le nombre maximal de points de l'espace e: µ 

( 9',dµ) à distances mutuelles 1. E:, Fixons f3 > a. On a alors Ne:(.97,dµ} .i c2 E:-26 

(où c2 ne dépend que de c1, a et 8). 
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(5.3) Le lemme 1.4 a un analogue dans L , quelle que soit la fonction de 
li) 

Young lP surmultiplicative sur [m,+=.[. Sa démonstration étant semblable à 

celle de 1.4, nous nous contentons del 'énoncer: 

LEMME 5.3.1. Soit lP une fonction de Young surmultiplicative sur [m,+oo[ . 

Soit F une partie dénombrable de LlP(~,o...,P) contenant O et de diamètre o. 
Pour chaque j E lN , on note 

(F, Il IIJ• On a alors : 

N. la cardinalité maximale d'un 
J 

82-j-réseau dans 

(5.4) Quant aux inégalités de Khintchine (1.5), on sait qu'elles impliquent 

(et à une constante près sont équivalentes à) 1 'inégalité 

n 

lli~l a;r;lb ~2 le 
2 

où lP est la fonction x ➔ ex - 1. 

{5.5) 
x2 

Soit lP( x) = e - 1 et soient µl' ... , µn des mesures additives sur 

(X,cr9'). 

S,S' ➔ 

1\, 

Pour tout S, S' E !JI, on note d 1 'écart 
n JJ 

llµ(S) - µ(S')IIL = (_r (µi(S)-µi(S')) 2)112. 
1=1 

On se propose d'évaluer 

J 
1 n 

Inf{b I lP(5 Sup I E r;(t) µ.(S) ldt) ~ 1} 
[0,1] SEffl i=l 1 

des fonctions de Rademacher et fi) est dénombrab 1 e). 

1\, 

(5.5.1) On pose N(E) = N (ffl,d ). On procède comme en (2.2). Notons F 1 'ensem-
n E ]J 

ble des v.a. z5(t) = E r.(t) µ.(S) (pour SEff). l'inégalité de Khintchine 
. 1 1 1 1= 

(voir 5.4) donne, pour tous S, S' E!/7: 

On pose p = Sup 
SE//' 

~ 4 lep. On utilise alors 5.3.1 (rappelons que, pour la fonction lP, on a 

m = ~, donc lP( m) + 1 ~ 8) 
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{*) 

On va maintenant faire des hypothèses sur Y et sur µ. 
n 

(5.5.2) Les mesures µ. sont positives et vérifient r µi(X) 2 
= 1 et on a 

l i=l 
'v 

1 A n YI 2 c11 AI a pour tout Ac X ; on fixe B > a. On a al ors dµ 2 dµ ( c I est-

à-di re llµ(S) - µ(S')IIL ~ llµ(S /'J. S')IIL) et cela implique (en utilisant 5.2.5) 

-2B ) que N(E:) ~ c2 E: {où c2 ne dépend que de cl' a et B • On en déduit : 

PROPOSITION 5.5.3. Soient [Il une partie de 2X vérifiant !An 9'1 ~ c1!Ala pour 

Soient µ1, ... ,µn des mesures additives positives sur (X,a 9-') 
n 2 

tout Ac X. 

vérifiant 

que de c1 

r µi(X) = 1. Il existe alors deux nombres c3 et c4 (ne dépendant 
i=l 
et a) tels que: 

"' n 1 
An(µ) = li lli~l riµi 1!9'114> ~ c3 ✓p + c4 ✓p Log (p), 

où on a posé n 2 
p = Sup r µi(S) . 

SE9' i=l 

(5.5.4) En général la convergence du second membre de(*) équivaut à la conver­

gebce (en 0) de l'intégrale J
0 

Aog N(E:) dE ; pour être bref, nous dirons qu'un 

espace (9',d) vérifiant cette condition a un exposant d'entropie ~ 2-. Sans 
µ 

énoncer de résultat, indiquons les faits suivants : 

(a) on retrouve par ce calcul le fait bien connu qu'une classe fJ} de 

parties de X est une classe de Vapnik dès que (,9'l,dp) est d'exposant d'entropie 

< 2- pour toute loi P ; 

(b) on peut évidemment remplacer en (5.5.1) la classe 9' de parties de X 

par une classe (dénombrable) Pl' de fonctions sur X à valeurs réelles; les 

calculs restent inchangés dès qu'on dispose de la condition d'entropie convenable ; 

{c) on peut même envisager de remplacer 9' par une classe (dénombrable) 

de fonctions sur X à valeurs dans un espace de Banach (E, Il IIE) (les 
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inégalités de Khintchine restant vraies dans tout espace de Banach) en prenant 

d (f,f') = 11.~ ri(µi(f)-µi(f'))ll 2 en général et dµ(f,f') = (E lliii(f)-µi(f')ll
2

)
112 

µ 1=1 
si (E, Il IIE) est de type 2. 

(5.5.5) En général, les calculs effectués au paragraphe 2, reposant sur 1 'inégalité 

de Khintchine seule, sont susceptibles de toutes les extensions qu'on peut apporter 

à cette inégalité : 

(a) remplacement des v.a. de Bernouilli 

r. . .. r. (cela fait tomber l 'intégrabilité de 
11 1 k 

r. par des "chaos de Bernouilli 11 

12 2/k 
eX - 1 à ex - 1 ; voir 

partie II,§ 2) ; 

(b) remplacement des v.a. de Bernouilli par des caractères formant un 

ensemble de Sidon 

(c) remplacement de 9' par une famille de fonctions à valeurs dans un 

espace de Banach (voir ci-dessus). 

(5.5.6) On peut noter en fait que l'hypothèse que la classe 9' (ou 17) est 

dénombrable est complêtement inutile dans le paragraphe 2. En effet la loi de 

(r 1, ... ,rn) est discrète et on peut donc toujours, sans changer la v.a. 
n 

Sup I E ri(.) µi(S)I, remplacer 9' par une sous-classe dénombrable. 
SE9' i =1 

(5.6) Les questions de mesurabiZité interviennent évidemment aux paragraphes 3 

et 4 : la condition (nécessaire et suffisante) pour pouvoir effectuer les calculs 

indiqués est que IIPn- P~ll9' et IIPn- Pll9' soient P&n_mesurables (on peut ici 

aussi remplacer 9' par une classe fi'. de fonctions sur X). 

(5.6.1) Lorsque 9' (ou &t) est dénombrable, là mesurabilité est donc automatique. 

(5.6.2) Si on veut considérer des classes !T (ou &') non dénombrables, on sait 

(voir Dudley [5] th. 10.3.2) qu'une condition suffi.sante pour que IIPn - P~llg-

et IIPn - PIIJ soient universellement mesurables est que :~ soit "image admissible 

Suslin 11 
; on renvoie à [5] pout· cette notion (signalons que 1 'argument de [5], 

donné pour une classe .~ de fonctions à valeurs réelles, s'étend surement aux 
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classes de fonctions à valeurs dans un espace de Banach séparable). 

(5.7) Pour certaines classes .</', on ·peut montrer qu'il existe une sous-classe 

dénombrable ,r telle que tout élément de [I' soit limite simple d'une suite 

d'éléments de fi (c'est le cas par exemple pour la classe (I' des demi espaces 

affines ouverts de lRd ) ; dans ce cas on a II P n - P ~ 119, = 11 P n - P ~ 113 et 

IIPn- Pli(/}= IIP -Pllar et on se ramène à (5.6.1) . .., n fi 

(5.8) Les propositions 4.2 et 4.5 s'étendent donc aussi à des classes 9'7 non 

dénombrables, mais on doit alors remplacer 0,</1 par l'ensemble des lois P 

et IIP n - p ll.17 soient ~rn . P -mesurables pour tout n 

(ensemble qui peut d'ailleurs être égal à 0.17 , voir (5.6.2)). 

Elles s'étendent aussi à des classes de fonctions. 
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II) DENSITÉ ET DIMENSION COMBINATOIRE 

§ 1. Une extension du lemme de Sauer. 

X Notons {O, ... ,k} l'ensemble des applications de X dans {O, ... ,k} 

et q>k(X,n) l'ensemble des éléments f de {O, ... ,k}X tels que lf- 1( {1, ... ,k}) 1.::. n. 

Soit§' une partie de {O, .•. ,k}x. Si A est une partie de X, on note An§' 

l'ensemble des restrictions à A des éléments de ,ûf' ; si on a IA n 91 ~ 2IAI, 
on dit que A est pulvérisé par §'. On note Dens(ffe') la borne supérieure des 

cardinaux des parties pulvérisés par §. 

PROPOSITION. Soit $ une partie de X {O, ... ,k} avec Dens(/Y) 2- n. 

Si X est fini, il existe alors une injection q> de $ dans q>k(X,n) avec 

q>(f) 2- f pour tout f E sr. 

Vémon1ibl..a.tion. On fait une récurrence sur !XI. Si IXI = 0, le résultat est 

trivial. Soit maintenant IXI = r (et supposons le résultat démontré pour 

1 X 1 = r-1) ; soient s E X et Y = x, {s} ; on note al ors fY'2 1 'ensemble des 

éléments de Y n&r qui sont restriction d'au moins deux éléments de /Y et 

on pose .~ 1 = Y n /Y • On a Dens ( .~i) 2- n et Dens ( /Y 2) 2- n-1 ; i 1 existe donc 

une injection q>l de .91"1 dans q>k(Y,n) avec q>1(f) 2- f pour tout f E q 
et une injection q>2 de .91"2 dans q>k(Y,n-1) avec q>2(f) 2- f pour tout f E.91"2 . 

Soit fE&î' ; posons 91 = q>1(fjy) et 92 = q>2(fly); on définit alors g=q>(f) 

de la façon suivante 

- si fjyE9 2 et f{s) t-0, on prend 9(y) = g2(y) pour yEY et 

g(s) = f(s) ; 

- sinon, on prend g(y) = g1(y) pour yEY et g(s) = O. 

Il est clair que q> répond à la question. □ 



- 109 -

X COROLLAIRE. Soit :Y une partie de {O, ... ,k} avec Dens(:F) ..:s_ n et soit AcX. 

On a alors jA n &"I ~ ~ ( l~I) kj. En particul·ier jA n,r;-1 est majoré par une 
j=O J 

fonction polynomiale de IA[ (de degré n). 

Vé.mo 116 :tAa.tio n. l~k(A,n) 1 = ~ ( l~l)kj. □ 
j=O J 

Pour k = 1, on retrouve le lemme de Vapnik-Cervonenkis-Sauer [9],[10]. 

§ 2. Dimension combinatoire et densité. 

L'inégalité de Khintchine pour les "chaos de Bernouilli 11 se formule de la 

façon suivante : 

soit (r;)iElN une famille de v.a. de Bernouilli symétriques indépendantes, 

pour chaque B partie finie de 

ou caractères du groupe compact 

lN , on pose r B = 

2lN ) . 

TT ri 
i ES 

Soit s ➔ as une application de (t) dans JR 

r_ a
8
rs est une fonction sur 2lN à spectre porté par 

(fonctions de Walsh-Paley, 

(autrement dit 
lN ( k )). On a alors, quel 

IBl-k k/2 
que soit P 2. 1, Il lsl=k af{sll P.S. p Il IBl=k ai{sll 2. Cela a amené Blei [1] à 

étudier la notion suivante: 

soit fJJ une partie de (où j est un entier fixé) ; 

soit dc(!JJ) la borne inférieure des nombres réels a tels qu'il existe c 

avec 

(*) 
a/2 

Il t: aBrsll .s_ c p Il E aBrsll2 
SE!JJ P SE!JJ 

(pour toute application 8 ➔ a
8 

de fJJ dans JR, et pour tout p 2_ 1) ; 

il montre que dc(/l') est la borne inférieure des nombres réels a tels qu'il 

existe c avec j{SE.9'1 ScA}I .:s. c!Ala pour tout AcX; il appelle ce nombre 

de ( //') la dimension combinatoire de !JI . 

Voici quelques observations que j'ai fait à ce sujet 

(a) On a toujours de (/f) ~ dens (.'./)) . 

{b) Soit /f C ( ~) avec dens (/f') > j-1, on a alors de{//') = dens ( //') . 
J 
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(c) de(//') ne prend jamais de valeur dans )0,1(. 

(d) Certains graphes extrémaux du problème de Zarankiewicz 

exemples (a) et (b)) fournissent explicitement des parties de 

et donc, par (b), de dimension combinatoire, égale à~ ou j. 
(e) Blei ne construit pas d'exemple explicite dans (~ ). 

(voir§ 3 ci-dessous, 

( ~) de densité, 

Par contre il construit (voir Blei, Korner [2]), par une méthode de graphe probabi­

liste, donc non explicite, une partie /7 de (~) de dimension combinatoire a, 

pour chaque aE]l,2[. 

Voici une conséquence qui me semble intéressante : 

!PROPOSITION. Pour chaque se [l,+oo[, il existe une classe fi! de densité s. 

Vé.moYL6.tJw;ti_on. Si s est entier, c'est connu (prendre par exemple Y=(~)). 

Sinon on peut écrire s=k+a avec kE:D"i et aE]l,2[. 

On considère une partie .~ de (~) de dimension combinatoire a , donc 

(grâce à {b)) de densité a . Alors /7= {SE ( 71_) 1 Sn:D"ie ff!
0 

et jS,Jllj = k} 
k+2 

est de densité k+a = s. a 

(f) Blei construit cependant des exemples explicites de parties de de 

dimension combinatoire l (pour tout j, kEJll, 1 < k < j). Comme on n'a jamais 

i > j-1, il n'y a pas de résultat de densité correspondant. 

Pour la compréhension du paragraphe 3 ci-dessous, je précise qu'une partie 

F de :D"ij peut toujours être considérée comme une partie de (en prenant 

pour X la réunion disjointe de j copies de :D"i) ou même comme une partie de 

{ en identifiant 1'l et X). 

Blei présente d'ailleurs la dimension combinatoire selement pour des parties 

F de (pour j = 2, il est commode de considérer les parties de ( "'2) comme 

des graphes et les parti es de Jll
2 comme des graphes bipartis). 

Indiquons enfin le résultat suivant (dû à Rudin [8], Pisier [7)) : 

si on définit par(*), la dimension dc(A) d'un ensemble A de caractères d'un 
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groupe compact commutatif, on a alors : 

A est un ensemble de Sidon si et seulement si dc(A) = 1. 

§ 3. Quelques exemples explicites. 

(a) Une partie de ™2 de dimension combinatoire ~ (Kovari, Sos, Turan (6)) 

pour tout corps fini Fq, on note 

affines de Pq ; on identifie ™2 

par (p,,Q,) E F s'il existe q avec 

Pq = (Fq)
2 

et Lq 

à ( t: P q ) x ( t: L q .) 

1 'ensemble des droites 

=Px L. On définit F 
q q 

p E ,Q, E Lq. 

(b) Une partie de ™2 de dimension combinatoire 
5 
3 (Brown [3]) : 

pour p premier~ 3, on note Vp= (Fp)3 et on choisit un élément ap de 

ap est un résidu quadratique non nul si p = 3 (mod 4), 

ap n'est pas un résidu quadratique sinon; 

F tel que 
p 

on identifie ™ à (t: Vp) = V. 

On définit F par (x~y} E F s'il existe p avec x, yE VP, llx-yl! 2 
= ap . 

(c) Une partie de ™j de dimension combinatoire i (Blei [1)) 

on identifie ™ à D = ™k. 

On définit F par: (dl' ... ,dj)EF s'il existe (n1, ... ,nj)El'Jj avec 

d1 = (nl' ... ,nk)' d2 = (n2, ... ,nk+l), ..... , dj = (nj,nl' ... ,nk-l). 

Ob.6 eJLva.:üo n6 : 

Pour établir (c), Blei montre en fait que: 

Je sais montrer, pour (a) 

qu'on a de même : 

(et en général pour tout graphe sans Kz,r' r 2:_ 2) 

l': xpy,Q, ~ c(llxll2 IIYll1 + llxll1 IIYI~) 
(p,,Q,)EF 

(a) et {b) sont les deux cas du problème de Zarankiewicz actuellement résolus 

(respectivement graphes sans K2,2 et graphes sans K3, 3}. 
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SOLUTIONS AVEC ESTIMATIONS DE L'EQUATION DES ONDES 

David BEKOLLE 

Nous désignons par O le complexifié 1Rn+ 1 + i r du cône sphérique r 
de 1Rn+1 : 

( n+1 2 2 r = { y o 'y 1 'y 2 ' ••• 'y n) E 1R : y oy 1 - y 2 - • • • - y n > O ' y o > O} • 

L'opérateur des ondes D est défini sur 
ô2 02 02 

0 z = 4 ôz
0

ôz
1 

-2 -
ôz

2 

0 par : 

et H(O) désigne 11 espace des fonctions holomorphes dans O . 

Le résultat suivant est démontré dans le livre de F. Trèves [ 7 J : 

THEOREME A. Quelle que soit la fonction g E H(O) , il existe une 

fonction f E H(O) telle gue D f = g . 

Nous désignons par V la mesure de Lebesgue dans O ; la classe de 

Bergman AP(o) , O < p ~ +oc , est définie par AP(o) = H(O) n LP(dV) et la 

classe de Bergman avec poids AP' r(O) est définie par 

Le but de ce travail est de donner des solutions avec estimations de 

11 équation D f = g , g E Ap , 0 < p :S +oc • Dans un certain sens, ceci revient 

à généraliser des théorèmes bien connus, relatifs à 11 équation 1z f = g dans le 

disque unité du plan complexe (cf. P.L. Duren [ 4 J) ; en particulier, nous verrons 

qu' en dimension supérieure, l' analogue de l I opérateur 1z est l I opérateur D . 
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Les estimations que nous obtenons pourraient être comparées à celles 

obtenues pour l' opérateur 2i dans les domaines strictement pseudo-convexes 

(cf. S .G. Krantz [6 J) : suivant les valeurs de p , la solution f appartiendra 

à une classe de Bergman, à la classe de Bloch ou à une classe de Lipschitz. 

Le premier paragraphe est consacré au cas n = 0 : '1 est alors le demi­

plan supérieur du plan complexe et □ = lz . Le schéma de la résolution de ce 

cas élémentaire sera à nouveau utilisé en dimension supérieure. D I ailleurs, le 

cas n = 1 , où n est le produit de deux demi-plans se déduit aisément du cas 

n=O. 

Au paragraphe deux, nous c.onsidérons le cas n = 2 . Dans ce cas, '" 

n I est plus un produit de demi-plans. Nous généraliserons, en utilisant des résultats 

de [ 1 J , des théorèmes bien connus pour n = O ( voir [J J) . Plus précisément, 

nous déterminerons des valeurs de p E ]1,+ 00 [ pour lesquelles le projecteur de 

Bergman de O s'étend en un opérateur continu de Lp dans lui-même et nous en 

déduirons un théorème de décomposition atomique des fonctions de Ap ; nous 

établirons également une caractérisation du dual de AP pour certaines valeurs de 

p . Par ailleurs, la résolution de ce cas utilise une primitive de D définie dans 

r 1 J . 
Enfin, au paragraphe trois, nous donnerons des indications pour le cas n 2 J . 

Nous adoptons la convention habituelle de désigner par la même lettre "C" 

des constantes qui peuvent être différentes d' une ligne à 11 autre. 

1 • LES CAS n = 0 ET n = 1 . 

+ Dans le cas n = O , G est le demi-plan supérieur Il du plan complexe, 

0 = n+ = {z = ,x+iy E C, y >O} et D = dd z z 

Nous rappelons la définition de la classe de Bloch de n+ . Une fonction 

f E H(n+) est dite fonction de Bloch si llfll* = sup { 1 f' (z) 1 y} < +oo ; 
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la classe de Bloch Œ (Il+} est 11 espace-quotient des fonctions de Bloch par les 

constantes . 

Le théorème suivant est démontré dans [J J : 

THEOREME B. Munie de la norme induite par 1\ Il* , la classe de Bloch 

CB (Il+) est un espace de Banach gui coihcide avec le dual de A 1 (Il+) . 

Les solutions avec estimations de 11 équation d~ f = g , g E AP(n+) , sont 

données par le théorème suivant : 

THEOREME. Quel que soit p E JO, +00 [ , il existe un opérateur linéaire 

T défini sur Ap , vérifiant O T = Id , et des constantes C telles gue 
P P AP P 

si g E Ap , alors : 
~ 

1° pour O "(p < 2 , Tpg E A2-P(n+) et IIT g[\ .12._ :s C [[gl[ 
p A2-p p Ap 

3° pour 2 < p :s +oo , T g 
p 

IIT gl\ A :s C llgli 
P 1-~ P AP 

p 

est dans la classe de Lipschitz A et 
1-~ 

p 

Nous rappelons la notation : Il IIAq = Il l[Lq et li l[Aq,r = Il IILq(B-r(z,z)dV(z)) 

Démonstration. Le noyau de Bergman B(( , z) de rr+ est donné par 

B(( ,z) = C((-z)- 2 . 

Nous supposons d I abord O < p < 2 • On démontre facilement que pour un 

tel p , p 2 -1+ 2 p A c A ' p et quel que soit g E A , on a 

~ 1-~ 
g( è;;) = C \ gP ( C, z) g(z) B P (z, z) dV(z) . 

p J11+ 

d Dans ce cas, on prend pour Tp la primitive de dz qui s 1 annule à 

11 infini ; plus précisément, comme 
2 2 1 

Bp ( ( 'z) = CP d~ gP 2 ((: 'z) 

on définit T 
O 

sur AP par 
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.?._.! 1-.?. 
T g( {.) = C \ Bp 2 (<; , z) g(z) B p (z, z) dV(z) 

p p .)w-

on conclut en utilisant le théorème de décomposition atomique des fonctions 

THEOREME C. Etant donnés p E Jü,+ 00 [ et 0 > max {-1,p-2} , il 

existe dans n+ une suite de points {,.} telle que la classe de Bergman AP(n+) 
1 

se décompose de la façon suivante : 

(a) Si F E Ap , il existe une suite de nombres complexes {À i} telle que 

F su écrit 2+e 

( 1) FIC) = ~ À. 
i 1 

B P C,.,(i} 
1+8 

, avec ~ IÀ. jP ~ C IIF/jP 
i 1 p Ap 

BP ('·i(.) 
l 1 

(b) R éciproguement, si k \ À . 1 P < +oo , alors 11 expression F donnée par ( 1) 
i 1 

définit une fonction de Ap et , 

Pas sons maintenant à la démonstration du théorème pour p = 2 . Quel 

que soit g E A 2 et quel que soit € 2':: 0 , on a : 

g(,) = C
8 

S B 1+e (g(z)B-e: (z,z)dV(z) . 
n+ 

Mais si l I on considère la primitive T utilisée dans le cas précédent, 
1 -+€ 

Tg('\ = C
8 

S B2 (Ç,z)g(z)B- 8 (z,z)dV(z) 

1 
2 2+€ 

on ne sait pas lui donner un sens sur A parce que B ( { , z) B- 8 (z, z) 

n'appartient pas à L2(dV(z)) . 

Néanmoins, pour € = ~ , on donne un sens à la primitive T sur A 2 en 

retranchant du noyau de Bergman B( ( , z) le noyau B ( (, z) = B(i, z) 
0 

dd{. B
0

({ ,z) = 0, c'est-à-dire que l'on prend 
1 

T2 g(') = C
8 

Sh+ [B((,z) - B(i,z)J g(z) B 
2

(z,z)dV(z) . 

qui vérifie 
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T 
2 

est alors la primitive qui s I annule en 'P = i on a 11 égalité 

' T 2 g(' ) = ~ . g(z) dz 
1 

Enfin, lorsque 2 < p s:: +oo , on conclut à nouveau en prenant 

' T g((: ) = \ g(z) dz 
p .) . 

1 

Le théorème est ainsi démontré. 

Nous considérons ensuite le cas n = 1 . 0 est alors le produit (n+)2 

de deux demi-plans et l I opérateur D est défini par : 

La résolution de ce cas se déduit facilement du cas n = 0 et on obtient 

un théorème identique au précédent. 

2. LE CAS n = 2 • 

n est maintenant le complexifié JR3 + i r du cône 

3 2 r = { (y o' y 1 'y 2) E lR : y o y 1 - y 2 > O ' y o > O} 

et 11 opérateur □ est défini sur '1 par 

D z 
è)2 è)2 

= 4 ôzo ôz1 - 7' ' 
ô z2 

Le noyau de Bergman B( C , z) de "2 est donné par 

B((i,z) = C[(,
0
-z

0
)(C

1
-z

1
)-(i;

2
-z

2
)
2 f 3

. 

Nous allons distinguer trois cas : (i) O < p < _g 
7 

(iii) 3 < p :5 +00 • 

(ii) _g < < 3 7 - P-

(i) Nous supposons d 1 abord O < p < _g ; les solutions avec estimations 
7 

de 11 équation D f = g , g E Ap sont données par le théorème suivant : 
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TH EOR EME 1 • Quel que soit p E ] 0, 1# [ , il existe un opérateur 

linéaire T , défini sur AP , vérifiant □ T = Id , et des constantes C 
p ·~ p ~ p 

telles que si g E Ap , alors T g E AJ-p et 
p 

IITP gjj 12... s C jjgjj 
3-p p Ap 

A 

La preuve du théorème 1 utilise un théorème de décomposition atomique 

des fonctions de AP(n) , dont la démonstration due à R . Coifman et R . Rochberg 

[J] s I appuie sur le fait qu I un noyau reproduisant de Ap de la forme 

B 1+e: (' ,z) B- 8 (z,z) , E: 2:: O , définit un opérateur continu de Lp dans lui-même, 

1 < p < +oo • Mais, en vertu du lemme suivant démontré dans [2 J , ce fait ne 

peut être vrai que pour 1 < p < 7 . 

LEMME 1 • Quel que soit e: 2:: 0 , le noyau B 1+e: ( (, z) B-e: (z, z) 

appartient à Lp si et seulement si p > fr . 

On déduit facilement du lemme le corollaire suivant 

COROLLAIRE. Le projecteur de Bergman P de Q ne s I étend pas en 

un opérateur continu de Lp dans lui-même si 1 < p s fr ou 7 s p < +oo • 

Ainsi, en vertu du lemme précédent, pour obtenir le théorème de décompo­

sition atomique des fonctions de AP(n) , il suffit de déterminer les valeurs de 

p E J 1 , 7 [ pour lesquelles il existe un nombre E: positif tel que le noyau 

B 1+e: (t ,z) B-e: (z,z) définit un opérateur continu de Lp dans lui-même ; en 

particulier, en vertu du corollaire précédent, le problème se pose de détermina, 

~ 7 [ les valeurs de P E J 6 , 7 pour lesquelles le projecteur de Bergman P s' étend 

en un opérateur continu de Lp dans lui-même. Une réponse partielle est donnée 

par le théorème suivant 

THEOREME D. Soient p et E: deux nombres réels positifs vérifiant 

11 une ou 11 autre des hypothèses sui vantes 

(I) 1 < p < 4 et e: > - l + 1 
2 2(p-1) 
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(II) 1 < p < 2 et .1. - 1 < E: < l - Q 
- Jp 2 3 6 

Alors, la transformation linéaire T définie dans O par 
E: 

. \ 1 11+€ -€ T 
8 

(C) = Jn B( (,z) f(z) B (z,z) dV(z) 

est un opérateur continu de Lp dans lui-même. En particulier, le projecteur 

de Bergman P s I étend en un opérateur continu de Lp dans lui-même si 

4 3 <p<4. 

La démonstration de ce théorème est donnée en appendice. On comparera 

le théorème D avec le fait que le projecteur de Szego de O ne s'étend pas en un 

opérateur continu de LP(JR3) dans lui-même si p -f-2 • 

Le théorème de décomposition atomique des fonctions de AP(r") , 

0 < p < 4 , s I obtient alors comme corollaire du théorème D : 

COROLLAIRE. SoienJ._ p et 6 deux nombres réels vérifiant O < p < 4 

et 6 > max {-1, ~ - 2 + 2(~- 1)} . Il existe dans O une suite de points {Ci} telle 

que les fonctions de AP(û,) se décomposent de la façon suivante : 

(a) Si F E AP((~) , il existe une suite de nombres complexes {À . } telle 
1 

que F s'écrit : 2+0 

B p (z,~i) 

1+0 
(1) F(z) = I; À. 

i 1 
avec 

B P c,.,c.) 
1 1 

(b) Si :z; \À. 1 P < += , alors l'expression F donnée par ( 1) définit une 
- i 1 

fonction de Ap et on a : IIFl!P :S C 1; IÀ. \P 
Ap pi 1 

Pour démontrer le théorème 1 , on raisonne exactement comme pour le cas 

0 < p < 2 en dimension un (n = 0) . 

(ii) Nous supposons ensuite 1i :S p :S 3 . En vertu du théorème 1 , 

quel que soit p E [ 1, ~] , il existe un opérateur linéaire T de AP dans A q , 

où q E [ ~ , 1; J . Désignons par (AP) * (resp. (A q) *) le dual de Ap (resp. A q) 

il est clair que A q 
I 

est contenu dans (A q) * , q I étant 11 exposant conjugué. de q 
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q' 
Si l'on désigne par T* l'opérateur adjoint de T, on obtient que T* envoie A 

dans (AP)*, ; 2 :::;q 1 :::;J. 

Ceci pose le problème de la caractérisation du dual (A p )* de A p, 

1 :::; p :::; ; . Nous allons rappeler la définition de la classe de Bloch S de , 0 

(cf. [1]) et introduire une nouvelle classe de fonctions notée cP, O < p < +=. 

Dans la suite, 11. désigne l'ensemble des fonctions holomorphes dans n qui 

annulent l'opérateur o. 

Une fonction 
vérifie 

g, holomorphe dans n, est dite fonction de Bloch si elle 
-4 

llgll* == sup { B - 3(z,z) / □ ~(z) /} < +oo. 
zE:n 

La classe de Bloch (J'3 de n est l'espace-quotient des fonctions de Bloch par n ; 
munie de la norme induite par 11 11*, la classe <B est un espace de Banach. 

Une fonction g, holomorphe dans n, est dite fonction . cP, O < p <+oo, 
si elle vérifie -4 

llgll = B- 3(z,z) D g(z)[I < +=. 
cP Lp 

La classe cP est l'espace-quotient des fonctions cP par il, munie de la norme 

induite par 11 11 , la classe cP est un espace de Banach. 
cP 

Nous démontrons le théorème suivant : 

p Ap' 4 THEOREME E. 1° Le dual de A coihcide avec si J < p < 4 

2° Pour p E J 1 , j' J , le dual de AP coihcide avec la classe cP' 

3° (p = 1) Le dual de A 1 coihcide avec la classe de Bloch J3 • 

La démonstration du théorème E est donnée en appendice. 

4 1 1 
Remarque. En fait, pour p E J3 , 4[ , les espaces de Banach cP et Ap 

coihcident. Mais pour p E J 1 , jJ , s I il est facile d I établir l'inclusion de Ap 
1 

1 

dans cP , nous ne savons pas démontrer 11 inclusion inverse ; on remarquera 

J 7 4 - p' 1 
que pour p E _ 6 , 3 J , l'identité entre A et cP équivaudrait au fait que le 

1 
projecteur de Bergman de '" s'étend en un opérateur continu de Lp dans lui-

même ( comparer avec le théorème D) . 

Les solutions avec estimations de 11 équation □ f = g , g E Ap , 

1f :S p :::; 3 , sont données par le théorème suivant : 

THEOREME 2. 1° Quel que soit p E [ ~2 , 3[ , il existe un opérateur 

linéaire T défini sur Ap , vérifiant DT = Id et une constante C telle 
P --- P AP ------ p --
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12-
g[!e si g E Ap , alors Tp g E CJ-p et IITP gll 12- s; CP llgllAP 

c3-p 

2° (p = 3) Il existe un opérateur linéaire T 
3 

défini sur A 3 vérifiant 

0 T 
3 

= Id AJ et une constante C telle que si g E AJ , alors T 
3 

g E CB et 

IIT 3 gll* s; C llgll 3 . 
A 

Démonstration . 12 On prend pour T p , 7 s; p s; 3 , la primitive de 

l ' opérateur Ci définie dans [ 1 J : 
1 

= C (' (B - B )( C, z) g(z) B - J (z, z) dV(z) 
\) 0 

Dans le cas p = 3 , on démontre facilement, en utilisant le théorème de 

la moyenne, que si g E A 3 , alors g(z) B-l/J (z,z) E L 
00 

et on a : 

IITpgl\* = llg(z)B-l/J (z,z)\1
00 

s; C \lg\lA3 

De même, dans le cas où ~2 
s; p < 3 , on démontre que sj g E Ap , alors 

g{z) B- 1 /p (z, z) E L 
00 

; il s'ensuit que Ap est contenu dans AJ-B ' Jgp et par 

suite, on a : 

IITPgll -21?.. = llgll 1E... ...Q.... s; c llgll . 
3-p 3-p '3-p p Ap 

C A 

Ceci démontre le théorème 2 . 

(iii) Nous supposons enfin 3 < p s; +oo • Dans ce cas, le résultat est le 

suivant : 

TH EOR EME 3 . Quel que soit p E J 3 , +00 [ , il existe un opérateur 

linéaire T défini sur 
p 

que si g E Ap , alors 

Ap , vérifiant □ T = Id 
P AP 

, et des constantes C 
f) 

T g 
p 

est dans la classe de Lipschitz /\. 
3 

et 
1--

p 

telles 
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l[Tpg[jl\1-2. :S Cp[lgllAP 

p 

Pour la démonstration, dans le cas où 3 < p < 6 , on peut à nouveau 

prendre pour T la primitive T g( C) = \ (B - B ) g(z) dV(z) , et on conclut en 
p p ·\i 0 

raisonnant comme dans le cas classique du disque unité (cf. [ 4 J) . 

La démonstration du cas où 6 :S p :S +oo sera donnée dans une publication 

ultérieure. 

3 . LE CAS OU n ~ 3 . 

Si 11 on désigne par D(m) le composé m fois de D , m étant le plus 

petit entier strictement supérieur à n; 1 , les théorèmes précédents se généra­

lisent à 11 opérateur O(m) lorsque n ~ 3 , en vertu des résultats de [ 1 J . Pour 

la définition de la classe de Bloch, on se réfèrera à cette note et on utilisera la 

primitive de D(rn) qui y est définie. 

APPENDICE. 

Nous donnons ici la démonstration des théorèmes D et E . 

Démonstration du théorème D . On utilise un argument tiré du lemme de 

Schur ( voir [ 5 J ) ; nous nous servons du lemme suivant : 

LEMME 2. Soit g la fonction positive définie par 

10 Si l'on suppose - 3 e - 1 < [J < O et -3(€ +~)<Dl+ {3 
1 alors <--
2 ' 

s 1 11+€ -€ c€ g( r) B(, , z) g(z) B (z, z) dV(z) = . .. 
20 Si l I on suppose - 1 < /3 < )€ et 3 1 alors -- < Dl+/3 < JE: - -

' 2 2 
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s r 
1
1+s .. , 

B- (z,z) ~û IB(è,: ,z) g(,\dV((:) = C
8 

g(z) . 

Le lemme 2 se démontre comme le lemme 1 (cf. [ 2 J ) . 

Démontrons maintenant le théorème D . En vertu de 11 argument tiré du 

lemme de Schur, il suffit de montrer qu I il existe une fonction positive g et des 

constantes C 
1 

et C 
2 

telles que : 

1° S . \B( (;, z) \ 1+s g(z)P 
I 

B-E: (z, z) dV(z) s:; 
(, 

2° B- 8 (z,z) S .1B(C,z)l 1+8 g(()pdV(l;) $ 

(1, 

On prend g(z) = y~ (y 
0

y 
1 

- y~yS , z = x + iy , et on conclut en utilisant 

le lemme 2 . Le théorème D est ainsi démontré . 

Démonstration du théorème E . Le cas p = 1 du théorème ayant été 

établi dans [2] , il suffit de considérer les cas où j < p < 4 et 1 < p s:; j 
Le cas où j < p < 4 découle immédiatement du théorème D et du lemme 

suivant : 

LEMME 3. Quel que soit p E Jt, 7[ , les propriétés suivantes sont 

égui valentes : 
1 

(i) Le dual de AP(r,) coihcide avec AP (n) ; 

(ii) Le projecteur de Bergman de (, s'étend en un opérateur continu de 
1 

Lp ((,) dans lui-même. 

L I utilité du lemme 3 est bien connue pour ce genre de problème ; par 

ailleurs, sa démonstration ne présente aucune difficulté notable : nous 11 omettrons. 

Nous supposons maintenant 1 < p s:; j . Soit L une forme linéaire continue 

sur Ap ; en vertu du théorème de Hahn-Banach, il existe e E Lp 
I 

tel que si 

f E AP , on a : 

Nous utiliserons le lemme suivant : 
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1 

LEMME 4. Si e E Lp , 4 :S p 1 < +00 , alors : 

(~ .-s4/ 3 u:,z) e(z)dV(z)) B- 1/ 3 (C1;;) E Lp' 
t, 

Ce lemme se démontre exactement comme le théorème D . 

Désignons par G la fonction holomorphe définie dans G par 

G(() =Cs B
4

/ 3 (<:;,z) e(z)dV(z) 
(: 

Nous démontrons ensuite le lemme suivant : 

LEMME 5. Quel gue soit f E AP(s,) , 1 < p :S t , on al' égalité 

\ G(C) f (() s- 1/ 3 (CC) dV(C) = (' . e (C) f ({) dV(() . 
.J n j ,~ 

Démonstration du Lemme 5. On remarque d I abord que le premier membre 

de 11 égalité à établir est bien défini parce que, en vertu du lemme 4 , 

G( (:) s- 1 /J ( i;:, C) E Lp 
1 

• Maintenant, en vertu du théorème de décomposition 

atomique des fonctions de Ap (§ 2), il suffit de démontrer le lemme lorsque f est 
2+0 

un atome , f ({;) = B P (.{:, i;:.) et 11 on prendra e assez grand. On conclut en 
1 

vertu du théorème de Fubini en utilisant 11 identité sui vante (lemme 2. 2 1 de 

11 appendice de [J ] ) : 2+0 2+0 

C \ s 413 (Cz) s Pu;:.,c) s- 113 ccc)dV({:) = 
JG 1 

B p ((.,z) 
1 

Ceci démontre le lemme 5 . 

MAfntenant, en vertu du théorème A , désignons par g une solution 

holomorphe de 11 équation Dg = G ; il découle alors du lemme 4 que g E cP 
1 

• 

Par ailleurs, en vertu du lemme 5 , la fonction g définit sur Ap une forme 

linéaire continue L I par : 

(*) L' (f) = s G(è;) f (() s- 113(r,c) dV(') , f E AP(o) , 
(, 

et cette forme linéaire coihcide avec la forme linéaire initiale L ; on obtient ainsi 

p p' que le dual de A coihcide avec un sous-espace de la classe C . 



- 125 -

1 

Réciproquement, toute fonction g E cP définit une forme linéaire 

continue sur Ap par ( *) ; on conclut alors que le dual de Ap coihcide avec 
1 

la classe cP . Ceci achève la démonstration du théorème E. 
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RESOLUTION DE L'EQUATION ou=f ET APPLICATION 

AUX ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES DANS LE BIDISQUE 

Philippe CHARPENTIER 

I - INTRODUCTION 

Nbus présentons ici un résumé des résultats obtenus récemment 

dans le bidisque d'une part sur les estimations des solutions de 
-

l'équation ou= f et d'autre part sür l'étude des zéros des 

fonctions holomorphes. Plus précisemeht, nous étudions les zéros 

des fonctions appartenant aux classes suivantes : 

C( - 1 + 
holomcrphe dans ô (z) log !f(x)!d,\(z) <+oo},a.>0 

oD 

·N(oD
2

)={f holomorphe dans 0
2 

t.q sup r 2 Log+!f(rz)!da(z) < +00 } , 

r<:1 oD 

· NccC6) = {f holomorphe dans 0
2 

t.q. J
6 

oa:1 (z) Log+jf(z)jda(z) < + oo},a>O, 

T 

2 
NCT) = {f holomorphes dans 

2 
D t.q. sup 

r>1 

+ 
Log !f(rz)!da(z) 

2 2 2 2 

<+oo}, 

où D = {Cz 1 ,z 2 )ED t.q. !z 1 j<!z 2 j<1}, T ={Cz 1 ,z 2 )E0t_.q-lz 1 J=lz 2 !=1}, 
2 2 2 

b. = {(z 1 ,z 2 )EO t.q. jz 1 !=!z 2 !}, o 2 (z) = min(1!z,J ,1-jz 2 1 ), 

2 2 o D 2 
o 2 (z) = max(1-jz 1 1 ,1-122! ), z = (z 1 ,z 2) ED. 

T 

Les résultats que nous allons donner ayant été publiés par 

ailleurs, ~ous donnerons très peu de démonstration. 
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-
II - ESTIMATIONS DES SOLUTIONS DE L'EQUATION ou= f 

Ces estimations s'obtiennent, pour la plupart, à l'aide de 

formules intégrales explicites. La première de ces formules a été 

obtenue par G.M. Henkin [7] et a permis d'obtenir une estimation en 

norme L- A partir de cette formule, M. Landucci ([9],[10]) a 
2 2 

obtenue la même estimation pour la solution minimale dans L CD). 

Dans [1], E. Amar et l'auteur ont construit une autfe formule et 

obtenus des estimations en norme 
p 2 

L (1T ), 1 ~ p ~(X). Dans [ 3 J , 

l'auteur a construit explicitement les solutions minimales ce qui 

a permis d'obtenir d'autres estimations (voir ci-après). Enfin, 

G.M. Henkin et P. Polyakov, ont utilisé dans [8] une autre formule 

explicite pour obtenir des résultats sur les zéros des fonctions des 
2 

classes Na(~) et N(T ). 

Les estimations que nous allons donner ici s'obtiennent 

essentiellement à l'aide des formules minimales de [3] 
1 

si f = f 1 d ç 1 + f 2 dç 2 est une (0,1)-forrne de classe C 

dans 
-2 

D ' 
-
o-ferrnée, pour la fonction 
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où 

Hi(Çi,zi) = = 1, 2, 
- ki 

(1-çizi) (zi-(i) 

- - - - -
Cç1-:z,)dç2- (çz-Z2)dç1 

[ f' [ J' 1 1 ç 1 1 1 - '. ç 2 1 K(ç,z) = .tidç 1 fi dçz 
4 

1-Ç1Z1 1-Ç2 Z2 1(-zl 

et 2 ki 2 kJ-1 2 
( 1- 1 ç i 1 ) ( 1-l(JI ) !(J- 2 JI -

Li(ç,z) = kJ dç J .ti dç, .ti dç 2 

- ki _ kJ+1 2 
( 1-çzi) (zi-(i) (1-çjZj) jç-zj 

i ' j = 1, 2, i ~ j 

-
vérifie oUk = f et est orthogonale aux fonctions holomorphes dans 

PROPOSITION 1 - Il existe une constante c > 0 tel le que 

nukn 2 c ccnr,n 2 + nr2n 2 ) 
L"'(O) . L"'CD) L00 (D) 

-2 
De plus si f 1 et f 2 sont continues dans D alors Uk est 

-2 
continue dans D 

Cette proposition est démontrée dans [4](lemme 4) ; on y 

montre de plus par un exemple que si on ne s~ppose pas f 1 et f 2 

continues alors Uk n'est pas nécessairement continue. 

' 
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PROPOSITION 2.- Soient p E [1,+oo[ et a >0 . On suppose 

min(k 1 ,k 2 ) > o.+1. I 1 existe une constante c>O tel le que 

C(-1 p p 
ci 2 ci 2 ( Ç ) C I f 1 C Ç ) 1 X 1 C ç ) + 1 f 2 ( Ç ) 1 X 2 C ç ) ) dÀ ( Ç ) } , 
oO T 

i,j = 1,2 , i ~ j . 

-
Remarque : En considérant la forme f(ç) = f 1 Cç 2 ) dç 1 où f 1 

est holomorphe on voit facilement que la seule condition 

C( p p 
ci 2 ( ç) ( 1 f 1 ( ç) 1 + 1 f 2 ( ç) 1 ) dÀ ( ç) < CO ' 

oO 

ne suffit pas à assurer que 

Les estimations 0es noyaux nécessaires pour la proposition 2 

sont les suivantes (voir [3], [4], [5]) : 
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LEMME 1 ( i ) f i H i ( ç i , z i ) i d;\ ( ç i ) ~ c , i = 1 , 2 ; 
D • 

f D 2 1 L i ( ç , z) 1 dÀ ( ç ) ~ C • 

a-1 a 
( i i ) o 2 ( z) J K ( ç , z) i dÀ C z) ~ c ô 2 ( ç) 

o □ o □ 

a - 1 a 
ô 2 ( z) 1 L i ( ç 'z) 1 dÀ. ( z) ~ C ô 2 C ç) 
o □ oo 

= 1, 2. 

(iii) Pour rE[O,1], 

2 a 2 a 

f 
2 a-1 

C 1 - J z i J ) J H i C ç i , z i ) 1 d>.. ( z i ) ~ 
{ 1 z i 1 >r} 

c min CC 1- 1 ç i 1 ) , ( 1-r ) ) ; 

PROPOSITION 3.- On suppose min(k 1 ,k 2 ) ~ 1 . Soit pE[1,+oo[ . Il 

existe une constante c > 0 telle que 

2 JUk(z)J da(z) ~ c C 2CJf 1 Cç)j +jf 2 Cç)I )d;\(ç) + f p f p p 

oD D 

f ô 2 (ç) lf 2 (ç)jP da(ç) } . 
TxD T 



- 131 -

Comme pour la proposition 2, la seule condition 

ne suffit pas à assurer f 2 jUkjPda c 00 • 

oD 

f 
p p 

D ( 1 f , 1 + 1 f z ! ) d>-- <~ 

Pour démontrer la proposition 3, outre les estimation (i) du 

lemme précédent on a besoin des estimations suivant.es : 

LEMME 2 

= 1, 2 

f 2 1 K C ç, z) I da C ç) c oo 
oD 

f D j Hi C ç i 'z i ) 1 d>--( z i ) ~ c C 1- 1 ç i 1 2) 

PROPOSITION 4 - Soient p E [1,+oo[, et a> 0 . On suppose 

min C k 1 , k 2 ) > a+ 1 • Il existe une constante c > 0 telle que , 

f 
cc-1 p 

ô 2 (z)JUk(z)j da(z) ~ 
b. T 

cc - 1 

cc 
ô z(ç) 

oD 

ô z(ç) 
T 

o 2 Cç) Log(2+ 
oD 

Log 

2 o 2 (ç) 
T 

[ 1 f 1 C ç) 1 P + 1 f 2 C ç) 1 P J dÀ C ç) + 
o 2 Cç)-o 2 (a) 

T à □ 

ô z(ç) 
oD 

où Xi est. la fonction caractéristique de l'ensemble {jçil < /çjj}, 

l = 1,2, i ~ j 

Les estimations nécessaires à la démonstration de cet.te proposit.i~n 

sont les suivantes (voir [4],[5]) 
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LEMME 3 ( i ) 

,i;. c ---- Log 

( i i ) 

(iii) Pour r E [0,1], i = 1,2 

2 2 
1- 1 ( i I k i 

~ c(.....,...------) 
1 - 1 ç 1 1 

Log (2 + -----) . 
2 2 

11 ç j 1 -r 1 

Dans [BJ, G.M. Henkin et P. Polyakov donnent 1 'estimation 

suivante : 

PROPOSITION S.- Supposons que d(f+f) soit un courant positif 

et que 

et 

a 
ô 2 (è;) 

oD 

c5 2(() 
T 

( 1 f 1 ( ç ) 1 + 1 f 2 ( è; ) 1 ) dÀ ( ç) < + CO ' 

J D 2 c5: ~; ( ç) ( 1 f 1 ( è;) 1 X 1 ( ç) + 1 f 2 ( è;) 1 X 2 ( è;) ) dÀ ( ç) < + CO ' 

où Xi est la fonction caract.érist.ique de {JçiJ<j(jl}, i ~ j 
-

Alors il existe une solution de ou= f 

a - 1 

dans 
2 

D qui vérifie 

ô 2 (z) 1 lm u(z)I da(z) < + co • 
T 
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On peut démontrer cette estimation pour les solutions Uk 

en reprenant la méthode de démonstration du Lemme 8 de [4]. 

PROPOSITION 6.- On suppose min(k 1 ,k 2 ) ~ 1. Pour p E [ 1, +oo[, i 1 

existe une constante c > 0 telle que 

1 

JT
2 1 u k C z) 1 P da c z) ,s; c { fo 2 --- [ 1 f 1 C ç) 1 P + 1 f 2 C ç) 1 P J d;\ c ç) + 

o 2C() 
,r 

Bo Berndtsson m'a signalé que la seule condition 

f 1r,cç)I + f 1r2C<")I < oo, 
Ox~ TxD 

-
ne suffit pas pour assurer l'existence d'une solution de ou= f 

vérifiant 

Les estimations nécessaires pour la proposition 6 sont (cf [4]) 

LEMME 4.- Si A(ç,z) désigne soit une composante de K soit un 

des noyaux Li ( ç, z) , on a 

fT2 IA(ç,z)I du(z) ~ -
0

-­
o 2C() ,. 



- 134 -

Remarques D'autres estimations d'une solution de ôu = f en 
p 2 

normes L (T) sont données dans [1]. Pour 1 < p ~ oo ce sont dans 

un certain sens les meilleures possibles. Pour p = 1 ces estimations 

peuvent être légèrement améliorées en utilisant les solutions minimales 

uk. Une estimation cœ 
Duffrenoy dans [6]. 

a été obtenue, dans un cadrè plus général, par 

III - APPLICATION AUX ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES 

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser les résultats de II 

pour construire des fonctions holomorphes à ensemble de zéros donné 

en appliquant la méthode dê P. Lelong de résolution de l'équation 
-

ioôu = e [11J. 

THEOREME 1.- Soit a> 0 . Soit X un sous-ensemble analytique 

2 
de D de dimension pure 1 et soit da la mesure d'aire sur X. 

X 2 
Pour que X soit un zéro d'une fonction de Na(D) il faut et il 

suffit que 

C( + 1 
o 2 Cz) da (z) < + 00 • 

o □ x 
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2 
pure 1 de D 

Soit 

et soit 
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X un sous-ensemble analytique de dimension 
2 

0 = L 0 i . j dz i A dz j 

,j=1 

le courant 

d'intégration sur X de sorte que da = 0, 1 + 022 Pour que X 

il faut que soit 
X 

l'ensemble des zéros d'une fonction de 
2 

N(oO) 

f 2 ô 2 Cz) da (z) < + oo 

D oO X 

et il suffit que les deux conditions suivantes soient remplies 

( i ) 

( i i ) 

Remarques 

ô 2 (z) da(z) < + oo, 

à □ 

Ô z(Z) 
T 

+ j0 12 Cz)j) < + oo. 

Si il existe {3 < 1 
{3 

tel que f 2 ô 2 (z) da <+oo 
D oD X 

alors les deux conditions sufisantes du théorème sont satisfaites 

(voir lemme ci-dessous), mais une telle condition n'est pas 

nécessaire pour avoir Ci) et (ii). Par exemple si X ne dépends 

que d'une variable ( i i ) est trivialement satisfaite 
00 

exemple est fourni par la variété X= U Xi où 
1 

2 

un autre 

Xi = ((z 1 ,z 2 ) ED tel que z 1 + z 2 = 2ai}, avec aiE D et 

1 i m on voit facilement. que la condition Ci) équivaut à 

ô .,(z) da (z) 
T~ X 

< 00 et par suite ( i i ) est. satisfaite. 

La condition nécessaire du théorème 2 est mont.rée dans [2] 

et ce] le du Théorème 1 se voit de la même manière. Les conditions 

suffisantes sont mont.rées dans [4], rappelons-en brièvement. les 
-

étapes: il s'agit de résoudre l'équation ioou = 0 avec une 

estimation convenable. Pour cela, on résoud 1 'équation idw = 0 

avec 1 'homotopie de Poincarré, puis, Wo, 1 étant. la composante de 
-

bidegré (0,1 de w, on résoud l'équation oU = w0 . 1 en utilisant. les 
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estimat,ions des propositions 2 et 3, La solut,ion cherchée ét.ant 

alors u = 2 ReU. On s'apperçoit alors qu' i 1 faut, des estimations 

supplémentaires sur les coefficient,s du courant 0 

LEMME 5.-

2 
dans D • 

a) 

o. tel que , 

2 

Soit 0 = L -
0iJ dziA dzJ un courant positif fermé 

i , j = 1 

Soit o. ::> 0 . Il existe c::>O ne dépendant que de 

où Xi(z) désigne la fonction caractéristique de l'ensemble 
2 

{jzil < jzJI} n D i,j = 1,2 i ~ j 

b) Il existe c ::> 0 tel que , 

ô 2Cz) (0,,Cz) X,Cz) + 022Cz) X2Cz)) ~ 
ir 

avec les mêmes notations qu'en a) 

c) Soit (3 E JO, 1[. Il existe c ::> 0 ne dépendant que de 

(3 tel que 

Ce lemme est démontré dans [4] (lemme 5) 
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THEOREME 3.- Soit a> 0 . Soit X un sous-ensemble analytique 
2 

de dimension pure 1 de D , de courant d'intégration 
2 

0 = L -
0 1 j dzi A dzj . 

i , j= 1 

a) Pour que X soit un zéro d'une fonction de NQ(~) i 1 

faut que l'une des conditions équivalentes suivantes soit satisfaites 

C( 

i ) Xi (z) ô 2 Cz) C011Cz)x 1Cz) + 0 22 Cz)x 2 Cz)) < 0, où 
oO 2 

{lzil<lzJJ}nD, est la fonction caractéristique de l'ensemble 

i,j = 1,2, i ~ j ; 

i V) f a + 1 f 2TI f 2 a + 1 
ô 2 (z) da (z) = ( (1-jçl ) da (ç)d0 

~ tt X O D X,0 
< CO 

où da désigne la mesure d'aire sur l'ensemble des zéros de la 
X,0 

i0 
fonction ç ➔ f(ç e ,ç) si f est une fonction holomorphe 

2 -
dans D te 1 1 e que i oo Log If 1 = 0 . 

b) Pour que X soit un zéro d'une fonction de NQC~) , il 

suffit que 
C( + 1 

ô 2 Cz) 
oD 

o z(Z) 

" 
(0 11 (z) + 0 22 Cz)) < + oo. 
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THEOREME 4.- Soit X un sous-ensemble analytique de dimension 
2 

pure 1 de D , de courant. 1 • intégration 

2 

0 = L -
0 i j dz 1 A dz j 

i , j = 1 

a) Pour que X soit 1 'ensemble des zéros d'une fonctions 
2 

de N(î ), il faut que l'une des conditions équivalentes suivantes 

soit satisfaites 

étant celles du théorème 3 ; 

(ii) Sup J (1-lz 1 1
2

) 0 11 (z) < CX) 

O<r< 1 Oxlr 

( i i i ) sup 
O<r<1 

r 

r 

2 
(1-lz2I ) 022Cz) < .oo 

xo 

f f2Il f 2 (iv) o 2 (z) da (z) = ( · (1-1(1 )da (()) c CX) 

· à î X O D X,0 

avec les notations du théorème 3. 

b) Pour que X soit. 1 ·ensemble des zéros d · une f·onct ion 
2 

de NCT ) 

remp I i es : 

( i ) 

il suffit que les deux conditions suivantes soient 

O z(Z) 
oD 

O z(Z) 
T 

et. ' 

(ii) fo2 l021Cz>1 + l012Cz>1 < CX) 
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Avant de donner le schéma de la démonstration de ces 

théorèmes, on peut remarquer que la conditon suffisante du 

théorème 3 est assez proche d'une conditions nécessaire 

LEMME 6.- Soit o: > 0 . Soi t 

2 

0 = i L eijdzi 

i , j = 1 

un courant 

positif fermé vérifiant l'une des quatre conditions équivalentes 

du a) du théorème 3. Alors 

a+ 1 
Ô z(Z) 

oD 

Ô z(Z) 
7r 

1 

2 
(1-Log ô 2 (z)) 

T 

Démontrons rapidement ce lemme. Nous pouvous supposer que 0 
-2 

est c"" dans D 

différentiel le 

(cf. [4] Lemme 5). Considérons la forme 

2 a+1 2p -
c..i1 = z, (1-lz 1 1 ) (1-lz 1 1 ) e A dz 1 

où p est un entier ~ 1 . La formule de Stokes appliquée à c..i1 

sur { 1 z 2 1 < 1 z 1 1 } donne aussitôt 

en utilisant la condition Ci) du théorème 3 

En remarquant que sur ~ , on a 

2 a+1 2p -
c..i, = c.i2 = z, (1-lz 2 j) (1-lz1I ) 0 A dz 1 
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la formule de Stokes appliquée à ~ 2 sur {!z 1 1 < jz 2 j} donne 

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors, en utilisant (1) et le (ii) 

du théorème 3, 

où K est une constante arbitrairement grande. En prenant des 

combinaisons de cette dernière inégalité pour différentes valeurs 

de p on en déduit 

(2) 

Considérons maintenant la forme différentielle 

2 o: + 1 
(1 - jz 1 1 ) -

0 A dz 1 

2 
1 - Log (1-!z, 1 ) 

La formule de Stokes appliquée à ~ 3 sur {jz 2 j < jz 1 j} donne 

(3) 

en utilisant la condition (i) du théorème 3. 

En remarquant que sur 6 , on a 

2 or+ 1 
1-1 2 21 ) -

(.) 

3 
= (.) 

4 
0 A dz 1 

2 
1 - Log(1-lz 1 1 ) 
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la formule de Stokes appliquée à e.> sur donne 
4 

[ 

2 1 - 12,1
2 

] _ 
1z11 - ------ 01\dz 1 J\dz 1 

1-Log(1-lz 1 1
2

) 

-
0 J\ dz 2 J\ dz 1 

2 
1-Log(1-lz 1 1 ) 

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors, en utilisant (3) et la 

condition (ii) du théorème 3, 

2 <X+ 1 

f 
(1-jz 2 j ) 

Cl2 1l<l 2 2ll 2 2 2 
(1-lz 1 1 )[1-Log(1-lz 1 1 )] 

2 
1-lz, 1 

2 
.1-Log(1-lz 1 1 ) 

où K est une constante arbitrairement grande. En combinant cette 

inégalité avec (2) il vient 
(X+ 1 

Ô z(Z) 
oD 

2 
ô 2Cz)J 

ir 

ce qui, combiné avec la condition Ci) du théorème 3 donne le Lemme 6 

pour 0 22 • Bien sûr, on peut obtenir 1' inégalité pour 0 11 de 

manière similaire. 

Nous donnons maintenant brièvement les étapes des démonstrations 

des théorèmes 3 et 4. 
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La condition nécessaire Ci) du théorèm 4 est démontrée dans [2] 

et celle du théorème 3 se voit de la même manière. Les conditions 

Cii), Ciii) et (iv) du a) des théorèmes 3 et 4 résultent de la 

formule de Jensen en une variable. L'équivalence de ces conditions 

se voit, par exemple, en remarquant que, si u est une fonction 
-

plurisousharmonique telle que ioou = 0 , ces conditions sont toutes 

équivaléntes à une même condition de croissance de u sur ~-

Pour démontrer les parties b) des théorèmes 3 et 4, on procède 

comme pour les théorèmes 1 et 2, en utilisant les estimations du o 

données par les propositions 4 et 5. Pour cela il faut tout d'abord 

obtenir des estimations supplémentaires sur les coefficients du courant 

positif 0: 
2 

LEMME 7.- Soit 0 = i L -
0 i , j d z i J\d z j un courant positif fermé 

i , j = 1 
2 

dans D . Soit ex> O. Supposons que 
(X + 1 

Alors on a 

ô 2 Cz) 
oO 

0 z(Z) 
tt 

(X 

ô z(Z) c0,,(z)x1Cz) + 022Cz)x2Cz)) < + 00 ' 

oD 

avec les notations des théorèmes 3 et 4. 

De plus, si ex> 0 , on a 

C( 

o 2 Cz) CJ0 21 (z) 1+1012 (z)I) < + oo. 
oD 

Ce Lemme est démontré dans [5]. 

Pour obtenir alors les estimations voulues sur une solution de 
' -ioou = 0 on est obligé d'avoir recours à des homotopies différentes 

de l'homotopie standart pour résoudre l'équation de.>= 0 : 
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On ut.111se les homotopies suivant.es ccr. [4], lemmes 14 et. 15) 

r r 1+r 
F (z) = F (z 1 ,z 2 ) = ( t Z 1 , t Z 2 ) , r E [ 0, 1 J 

t t 
r r 1 z 1 22 

z (z) = 2 (z 1 ,;z 2 ) = (- ) 
' 

r E [ 0, 1 J 
t t 1+r t t 

Pour le théorème 3, il sufit d'utiliser 1 'homotopie F 2 et pour le 
t 

théorème 4, on fait une moyenne des solutions données par les 
r 

homotopies F 
t 

Les conclusions résultent alors des estimations suivantes 

2 
LEMME 8.- Soit g une fonction continue dans D • Pour 

r E [0,1], posons 

et 

i ) 

h ( z) 
r 

1 r 
= f g (F (z)) dt , 

1/10 t 

h(z) h Cz) dt 
r 

Pour a > 0 , i , j = 1 , 2, 

O z(Z) 
7r 

) 1 h 2 C z) 1 dÀ ( z) '­
o 2Cz)-o 2 Cz) 
T oD 

C( + 1 
o 2 Cz) 
oD 

----jg(z) jdÀ(z)} . 
o 2Cz) 
ir 

(ii) Pour a> 0 , 
C( 

o 2 (z) 
oO 

o 2 Cz) 
71" 

C( + 1 

4 o 2 Cz) 
T 

Log C-------)jh 2 (z)j dÀ(z) ~ 
o 2 Cz)-o 2Cz) 
r o □ 

O z(Z) 
o □ 

I g C z) I d.\ C z) . 
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Ci i i) Pour . r E [ 0, 1 J , 

+ 

+ 

( i V) 

f Jh Cz)Jda(z),.; c {f JgCz)JdÀ(z) + 
OxT r {Jz 1 J<Jz 2 J} 

O z(Z) 
oO 

----Jg(z) JdÀ(z)} , 
o 2 Cz) 

T 

f Jh (z)Jda(z),.; c {f Jg(z)JdÀ(z) + 
Txo r {Jz2J<jz 1 J} 

o 2 Cz) 
oO 

o 2 Cz) 
-;r 

J h ( z) -1 

o 2 Cz) 
ïr 

1 g(z) J dÀ(z)} 

dÀ(z),;;; c J02 

o 2 Cz) 
oO 

----Jg(z) J dÀ(z)} . 
o 2 Cz) 
ïr 

où, dans ces majorations c est une constante ne dépendant 

éventuellement que de a. 

Remarque .- Dans [8], G.M. Henkin et P. Polyakov donnent un autre 
2 

résultat sur les zéros des fonctions des classes Na(~) et N(V) 

Pour -y E [0,1] , soit 
2 

A= {z ED 
7 

0 2 
oD C z) 

tel que----> ô} . Soit 

2 
X un sous-ensemble analytique de dimension pure 1 de D de courant 

d'intégration 

2 

i , j = 1 

(X 

V ()") = 
X 

-
0 i j dz i A dz j • Pour a;;;, 0 , posons 

7 

C( 

Ô z(Z) (011(2) + 0zz(Z) . 
oO 
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THEOREME (G.M Henkin, P. Polyakov [8]).- Pour que X soit. un zéro 
' 2 

d'unè fonction de NaC~) lorsque ex> 0 et. de N(~) lorsque cx.=0, 
1 

i l f à ut. que V x ( 1 ) = 0 [;) , et. i l su f f i t. que 

1 [V: ( 1 
) ] 

1 

/ 

2 

f ---- d; < oo. 
' 0 )' 

On peut montre~ (cf [8]) que la condition suffiiant.e de ce théorème 

est. plus forte qué celles des théorèmes 3 et 4 . Les théorèmes 3 et 4 

donnent. donc un r6sult.at. un peu meilleur que celui de Henkin et. Polyakov: 

Toutefois G.M. Henkin et. P. Polyakov ont. déduit. de leur résultat. 

une caractérisation des zéros des fonctions d'ordre finis 

2 
Soit f une fonction holomorphe dans D On dit. que f est. 

d'ordre fini CXo ;a O 5 i cx0 = inf {a ;a 0, tel que fE Na(~)}. 

De manière similaire, si X est un sous-ensemble analytique 
2 

de dimension pure 1 dans D , de courant.d'intégration 
2 

-
0 = 0 i j dz i A dz j , on dit. que X est. d'ordre fini 5 i 

i , j = 1 

a 
cx0 = inf {ex ;a O tel que ô 2Cz)C0,,Cz)x,Cz)+022x2Cz)) 

o □ 
< + OC>)' 

les not.at.ions ét.ant. celles des théorèmes 3 et. 4. 

On a alors le résultat. suivant. 

THEOREME 5 (G.M. Henkin et. P. Polyakov [8]).- Pour qu'un sous-ensemble 
2 

analytique X e D soit. d'ordre fini a 0 ~ 0 , il faut et. i 1 suffit. 

qu'il soit un zéro d'une fonction d'ordre fini cx0 ~ O. 
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La condition suiffisant,e.du théorème 5 résulte aussitôt des 

conditions nécessaires des théorèmes 3 et 4. La condition nécessaire 

0 étant le courant d'intégration sur X, 
-

se voit aussi aisément 

on résoud l'équation ioou = 0 en utilisant la méthode de la 

démonstration de la condition suffisante du théorème 3 : D'après le 

lemme 6 , pour tout a> a 0 on a 

et par suite , 
(X - 1 

(X+ 1 
o 2 Cz) 

oO 

o 2Cz) 
T 

o 2 Cz)!u(z)!da(z) < + œ. Puisque 
T 

2 

u s'écrit Log!fl 

où f est holomorphe dans D , on a construit une fonction holomorphe 

qui X pour ensemble de zéros et qui est dans NC~) pour tout a> a 0 

c'est-à-dire qui est d'ordre c a 0 • D'où le théorème. 
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ON THE CONVERGENCE OF A SEQUENCE OF OPERATORS OR FUNCTIONALS ON 

* SPACES OF BOUNDED FUNTIONS 

, 
M. A. JIMENEZ POZO 

Introduction. 

On writing these notes on Korovkin type theorems for the Memories of the 

Harmonie Analysis Seminar of Orsay, I have considered convenient to include certain 

topics that I exposed separately at the University of Nancy I, with which the 

contents will be more complete. 

The theory on Korovkin type theorems is too wide to cover with these notes. 

For this reason, I will present only a collection of personal results relative to 

the estimate of the rate of convergence of a sequence of operators or functionals, 

as the title indicates. Nevertheless, I will mention related papers and results 

in order to obtain the necessary unity, and also to facilitate the literature to 

the interested reader. 

Korovkin's classical Theorem [18], establishes that a sequence of positive 

linear operators L : C[a,b] ➔ C[a,b] 
n 

converges strongly to the identity 

operator if the sequence {L f} converges to f for three funtions (called 
n 

test functions) f(x) = x2 f(x) = x and f(x) = 1 

If C[a,b] is substituted by c2n , the space of continuous 2n-periodic 

functions, then an analogous result holds with the test functions f(x) = cos x, 

f(x) = sin x and f(x) = 1 • 

For the time being, we will only consider real functions. 

* Traduit de 1' espagnol par G. Lapez Lagomasino 



- 149 -

Examples. 

For each f E C[O,l] and x E [O,l] , the Bernstein polynomials are 

defined as follows. 

(1) 

For each n E :N L is a positive linear operator on C[O,l] • Since L 1 - 1, n n 

LX= X 
Il 

and L x
2 

n 
then L f ➔ f 

Il n 
for all f E C[Orl] 

For each f E c2rr and x E [0,2TT] , Cesaro's mean for the Fourier series 

of f is defined by, 

(2) L (f, x) 
n 

2rr 
:= (faFn)(x) = 

2
~ f f(t)Fn(x-t)dt 

0 

where F is Fejer's n-th kernel 
n 

(3) F (t) 
n 

. n+l l 2 
= _l_ [ Sl.Il -2- t 

n+l . t J 
Sl.Il Z 

Again, for each n EN , L is a positive linear operator on 
n 

L 1 i= 1 L n and L sin n sin then L f ➔ cos =-- cos =--
n n n+l n n+l n 

f E; c2rr 

C2TT . Since 

f for all 

Afterwards, the spaces C[a, b] and c
2
rr are substituted by others, such 

as C(X) , C (X) , LP(µ) , lattices, etc., while the operators (usually considered 
0 

linear) belong to a certain class M , not necessarily the class of positive 

operators. A more detailed information will be given at the end of these notes, 

now we will restrict the attention to the following result of Shashkin [361. 

"Let X be a compact metric space and F a linear subspace of C(X) , 

such that 1 E F. The condition: 

Vf E C(X) L f ➔ f , 
n Il 
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for all sequence of positive linear operators on C(X) such that 

Vf E F 1 f ➔ f 
n n 

is true, if and only if the Choquet boundary F is X (i.e. Ch F = X) " 

Another side of the theory is related with quantitative type results. That 

is, estimates of the rate with whiœh the sequence {1 f} 
n 

converges to f. This 

direction was initiated by Mamedov [24], followed afterwards by.papers of Freud 

and Shisha & Mond [37-38]. These last proved the following 

"If 1 : C[O, 1] ➔ C[O, 1] is a sequence of positive linear operators then, 
n 

for all f E C[O,l] we have 

(4) Il A+1 111 w(f,a ) + Il f(1 1-1) Il n n n 

where w(f,·) is the modulus of continuity (or total oscillation) of f (which 

we will define afterwards), A> 0 is an arbitrary positive constant and 

(5) 2 
a 

n 
-1 2 := A sup 1 ((x-t) ,t) 

tE [ O, 1] n 

< A-
1( Il 1 1-111 + 2 Il 1 x-xll + Il 1 x2-x

2 11 ) " . - n n n 

"If C[O, 1] is substituted by c
2

TT , then (4) is also true where 

( 6) 

Examples. 

2 
a 

n 
A-1 2 1 ( . 2 t-x ) 

:= rr sup n sin -
2

- ,t 
tE[0,2rr] 
2 

< A-l rr2 ( 111 1-111 + 111 cos-cosll + 111 sin-sinll) n n n 

Il 

Using (5) innnediately follows that the operators of Bernstein and Cesaro's 

means, defined by (1) and (2) respectively, satisfy 

(7) 111 f-f j 1 = 0 (w ( f, /1 /n)) n 
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The constant A actually did not appear in [37-38] but wa.s introduced 

later by Mond [29]. It serves to optimize the estimates in certain cases. For 

example, taking A conveniently it is easy to prove that Bernstein's operator 

satisfies 

(8) !IL f-fll < 5/4 w(f, ✓l/n) 
n 

The work of Shisha & Mond was generalized by Censor [S] to the case C(X) , 

when X . b f m . is a compact convex su set o ]R , selecting also a n 
in terms of 

i 
Lx. , i = 0,1,2 ; j = 1,2, .•. ,m . Nevertheless, in order to obtain estimates of 

n J 

the rate of convergence similar to those of Shisha & Mond in the case when X is 

not convex or in terms of the convergence of the operators with the same other set 

of test functions new technical difficulties arise. 

In the following, we will develop a general method to obtain such estimates. 

I consider that the method in itself is more important that the results which 

we will derive, since the same idea can be applied in other situations which we 

will net consider here as for instance in the case of unbounded functions. 

Convergence of positive operators to the identity. 

The most surprising and interesting feature in Korovkin's theorem is 

without doubt the fact that it is necessary to prove only with three functions. 

If X is a compact metric space (we will always suppose that X#~) and 

f 1, ..• ,fm are test functions for the class of linear positive opera.tors on C(X) , 

from Shashkin's results it follows that Choquet's boundary of the linear space 

generated by the test functions and the constant function 1 is X .. In particular, 

the functions fi, 1 ~ i ~ m, must separate the points of X. (That is, if 

x,y EX, x #y, then there exists an i such that 

we define 

f.(x) # f.(y)). So, if 
i i 
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it results from the compacity of X that ~ is a homeomorphism of X onto 

its image. 

Thus, it's obvious that we.do not loose much generality if we restrict 

our attention to compact sets in Rm. But if X is a compact set of JR.m and 

G = {g1, .•• ,gk} 1.s a set of continuous functions that separates the points of 

X then the functions 2 
1, g., g. ' 

l. l. 
1 ~ i ~ k, constitute a set of test functions 

since, obviously, the Choquet boundary of the linear space generated by them is 

X. From this, it results that in order to obtain estimates of the rate of conver­

gence in terms of these test functions we have to define in X the distance 

{9) --- 2 
:= ✓ E (g. (x)-g. (y)) 

l<i<k 1. 1. 

which does not change the topology of X when this set is compact, or when its 

closure 1.s compact and the functions in G can be extended continuously to the 

closure of X. 

Thus, in the following, X denotes a metric space with distance d and 

B(X) is the space of bounded real functions on X with the sup-norm Il· llx . 
We will also consider non empty sets Z, Y such that Z c Y c X. We will also 

denote f the restriction to Y of a function f defined on X. Let E 

be a linear subspace of B(X) and L : E ➔ B(Y) , n EN , a sequence of ope­
n 

rators. Our aim is to estimate JI Lnf-f 11 z . This allows us to consider simulta-

neously several cases 

(i) If X= Y= Z, uniform convergence on X. 

(ii) If X= Y and Z = {z} pointwise convergence. 

(iii) If Y= Z = {z} 

Definition 1. A family 

(i) Vz E Z, f (z) = 0 
z 

convergence of functionals. 

{f , z E Z} c B(X) 1.s called a test family on Z if z 
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(ii) There exists a function <.p • R* ➔ R* • + + such that, if x EX, z E Z, and 

d(x,z) >a> 0, then f (x) > <.p(a) • 
z 

Examples. 

If X is bounded we can consider 

( 10) Vx EX Vz E Z , 

where p ~ 1 is fixed and 

(11) 

This example 1.s very closely related to (9). 

If X= ]-n,n] we define the distance 

(12) d(x,y) := min{lx-yj, 2n-lx-yj} 

obviously, C(X) 1.s the space of 2n-periodic continuous functions. We then define 

(13) Vx E X Vz E Z , f (x) ·- 1 sin ~I p z .- 2 

where p ~ 1 is fixed and 

(14) <.p(a) = (a/n)P 

In the following, we will suppose that 1 E E, {f ,z E Z} 1.s a test 
z 

family on E and L : E + B(Y) 
n are monotonie operators (that is, 

f > g => L f > L g) , whose restrictions to the linear space generated by the set 
- n - n 

{l,f ,z E Z} are linear. 
z 

Definition 2. For every f E B(X) and a > 0 we define the modulus of continuity 

(or oscillation) as 

(15) w(f,Z,a) := sup{lf(x)-f(z)I x EX, z E Z , d(x,z) < a} 
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We also introduce 

(16) 

(17) 

w ( f, Z, 0) : = 1 im w ( f, Z, a) 
a-+O+ 

w(f,X,a) = w(f,a) 

11heorem 1. For every f E E and ex > 0 , the fo llowing ho lds. 

(18) 

Proof. Fix z E Z. Let 

+ 2 !!fllx tp(a)-l sup{L (f ,z), z E Z} 
n z 

o = 2 Il f Il . Let' s define the following auxiliary 
X 

functions 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

g := otp(a)-lf +w(f,Z,a)+f(z) 
z 

h := -otp(a)-lf -w(f,Z,a)+f(z) 
z 

Using definitions 1 and 2 it follows immediately that 

Now let's fix an index n C IN. Since L is monotone from (21) we get 
n 

L h < L f < L g 
n - n - n 

Observe that h and g belong to the linear subspace generated by 

{l,f; z E Z } , where the restriction of L is linear. Thus, from (22) we z n 

deduce 

(23) 

(24) 

IL f-f(z)L li < otp(a)- 11 f +w(f,Z,a)L 1 n n n z n 

!fi;Îng the triangular inequality and evaluating élt z E Z , we ~:et 

!Ln(l,z)-f(z)! ~ w(f,Z,a)Ln(l,z)+!f(z)(Ln(l,z)-1) 1 

+ otp(a)-lL (f ,z) 
n z 
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Then (18) follows from (24) taking supremum in Z. 

Coro llary 1. Under the assumptions above, if L (f ,z) ➔ 0 uniformly on Z 
n z n 

and !IL 1-111 Z ➔ 0 ; then !IL f-fllz ➔ 0 for all f E E such that w(f,Z,O) = 0 • n n n n 

Proof. First take a small and then n large in (18). 

Corollary 2. Let E > 0 and Z(E) := {x E x!d(x,Z ~ E} • Suppose that each 

L is linear and that the assumptions of corollary 1 hold. If f,g E E and 
n 

f = g on Z(E) for some E > 0 , then {L f} 
n 

on Z. 

Proof. From corollary 1 and the linearity of 

and {L g} have the same behaviour 
n 

L it follows that 
n 

This corollary reminds us of the well known localization principle for 

Fourier series. 

Theorem 1 1s very general. There are no additional assumptions on the 

metric space X or on the test family. In order to obtain results closer to those 

of Shisha & Mond in form, it's necessary to prove the inequality (21) with 

cS = w(f,a) in the construction of g and h. This demands additional conditions. 

If X is a convex set of ]Rm, it's easy to deduce from definition 2 that 

(25) w(f,Àa) < [À+l]w(f,a) 

for all f E B(X) À~ 1, a~ 0 ([·] stands for the entire part). To obtain 

(25) you only use the followi~g property that characterizes convex sets in Rm: 

Property. "If x,y E X ; a,b E ]R+ and d(x,y) = a+b 

such that d(x,z) = a and d(z.v) = b". 

then there exists z E X 
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This characteriz.ation of the convexity in Rm does not depend on the 

algebraic structure. So 

Definition 3. A metric space is called metrically convex if it satisfies the above 

property. 

Although no specific name had been assigned to them, these metric spaces 

had been used before in papers on Korovkin type theorems, c.f. [35]. It's obvious 

that in every metrically convex space property (25) holds. Moreover, every convex 

subset of a normed space is metrically convex, but there exist other sets in the 

normed spaces which are not metrically convex or convex in the classic sense. 

This guarantees a good generalization of (25). The problem is that this new defi­

nition does not better the situation in Rm • In [ 13], we have introduced the 

following. 

Definition 4. A metric space X, has a finite convex deformation coefficient, which 

we will denote D(X) , if for all 

with end points at x and y and 

D(X) = sup 
x,/:y 

where ,e,(r) is the length of r 

x,y EX there exists a rectifiable arc 

,Q,(f ) 
___,_xy....,_ < 00 ' 

d(x,y) 

For instance, a semicircumference in R
2 has a coefficient D(X) = f 

In [13], we proved 

r xy 

Theorem 2. If X is compact, then D(X) = 1 if and only if X is metrically 

convex. 

Theorem 3. If D(X) = p < 00 , then for all À> 1 and a> O we have 

w(f,Aa) < (pA+l] w(f,a) □ 
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Now, we can prove the following 

Theorem 4. If (26) holds and f E B(X) then 

(27) 

where A> 0 is arbitrary and 

(28) 

In particular, if the operators L are linear, 
Il 

p = 2 and d = dG as 1n (9), 

then 

(29) cl< A-
1 

E ( IIL i-illz + 2 llg. llz IIL g.-g. Jlz 
Il - l<i<k Il 1 1 1 Il 1 1 

Proof. It's identical to the proof of theorem 1, but in this case the functions 

h and g are constructed taking ô = pw(f,a) a> 0 . Property (26) allows 

us to prove (21) with which we arrive up to (24) with the new value of ô and 

the test family defined by (10) and (11). Observe also that 

(3o.) w(f,Z,a) < w(f,a) 

So it's enough to take a := a 
n 

as in (28) and a -f, 0 • If 
Il 

theorem is also true taking the infimum in a > 0 • 

(31) 

Let X= Il ]-n,n] 
l<i<k 

with the distance 

✓-- 2 := L d'(x.,y.) 
l<i<k 1 1 

a = 0 , the 
Il 

where d' is the distance defined in (12). Obviously d inducts a topology that 

makes ~- a compact homeomorphic to the k-dimensional torus. Nevertheless, since 

d' inducts a convex metric in ]-TT,TT], it follows that X is metrically convex 
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That is, inequality (26) is true with p = 1 . On the other hand, :nnce 

(32) 
2 2 x.-z. 

TI L sin i i > 
1 <i<k 2 

it follows that 

(33) 2 f (x) L := S ln 
z 

l<i<k 

2 
(34) tp(a) a 

=-
2 

îf 

is a test family on X. 

L d'(x.,z.) 
l<i<k i i 

x.-z. i i 
2 

2 d(x,z) 

Finally, with the same proof of theorem 4 applied to this particular case 

we get 

Theorem 5. Let X= TI ]-Tr,Tr] with the distance defined in (31). If f E B(X) 
l<i<k 

(that is, bounded and -21t-periodic on each variable)and the operators 

linear, then 

(35) IIL f-fllx < w(f,a) IIL l+AII + llf(L 1-1)11 n - n n X n Z 

where A> 0 is arbitrary and 

(36) 

Examples. 

2 -1 2 . 2 z-x 
a := A TI sup L ( L sin -

2
-,z) 

n zEX n l<i<k 

-1 2 
< A TI 

2 ( L IIL 1-1llx+ IIL cos x~-cos x~ llx + 
l<i<k n n ~ ~ 

a 

For any continuous function f E C(X) we define 

(37) L f := 
n f * J n 

1 = - f f(t)J (•-t)dt 
(2Trl X n 

L are 
n 



where 

(38) 

n = 

J (t) := 
n 

Il 
l<i<k 
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J is Jackson's kernel 
n 

After some technical calculations you can obtain an estimate of 

and you get (c.f. [16]) 

(39) = o(w(f,✓~ ~)) 
l<l<k n. 

]. 

a l.n (36) 
n 

that is the best possible approximation by means of trigonometrical polynomials 

for periodic continuous funct1ons 

Exactitude of the formulas. 

It's easy to see that, not always, the deducted estimates are exact. For 

instance, the sequence of operators defined by (2) and (3) verify 

= o(w(f log(n+l))) 
' n+l 

that is better than the one obtained in (7) through Shisha & Mond's theorem. 

On the other band, the estimate in (39) is exact. Thus, it is interesting to have 

criteria in order to know in a particular case if the estimate obtained is exact 

or if it can be improved. 

This problem was considered by us in (15). Here we will give the results 

for the test families defined by (10) and (11). The periodic case is analogous. 

Easier yet, let us consider the case when Y = Z = {z} • That is, when {L} 
n 

is a sequence of positive linear functionals and X is compact. 

Let {T} and {T'} be two sequences of real nmnbers that tend to zero. n n 

We remind that {T } and {.'} are said to be equivalent infinitesimals, if 
n n 



T = 0(T 1
) 

n n 

Suppose that 1 f 
n 

and 

-+ f 
n 
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T 1 =0(T) 
n n 

for all f E C(X) . Our problem 1.s to consider the 

exactitude of formula 

(40) 11 f-f(z)I = O(w(f,a )+ o) n n n 

where a -+ 0 and o -+ 0. This problem can be considered of course only in 
n n n n 

terms of equivalent infinitesimals. 

First of all, we observe that from theorem 4 it follows that, 1.n (40), you 

can always take 

(41) a := 1 (d(· ,z)) n. n 1. 

(42) é ::= 11 1-1 1 

n. n , 
1. 

Suppose that (40) is true. Taking f - 1 we obtain that 

111-1[ = O(o) 
n n 

This, together with (42), shows that except for equivalent infinitesimals (42) 

gives the best possible choice for {o} 
n 

1et's suppose again that (40) holds. If o - 0 , then 
n 

1 (dG,z)) = 0 w(d(•,z),a) = O(a) n n n 

This, together with (41), shows that, when o = 0, (41) gives the best possible n 

selection for {a} , except for equivalent infinitesimals. Nevertheless, this 
n 

last partis not always true if 

with X= [0,1] . Take 

Vf E C[O,l] 

o i O. 1et's look at the following example n 
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It's obvious that L (d(• ,0)) 
n 

-1 
= n , but (43) also immediately yields that 

Vf E C[O, 1] , 
-1 IL f-f(O) 1 = O(n ). 

n 

That is, (41) is not optimal, since in this end you could take Cl, - 0 • 
n 

(44) 

Suppose now that L 1 - 1 n 
. Then 

Vf E C(X) , \L f-f(z)I = O(w(f,a )) 
n n 

where (a) is defined by (41). But theorem 4 also yields that (44) is true 
n 

taking 

(45) p ~ 1 

It results that, for p = 1, formula (44) is exact but hard to calculate. But 

it's relatively easy to estimate a in (45) for the case when p = 2 , which 
n 

we already know that is not exact even when 

the Fourier series of f ). Take 

o - 0 n 
(case of Cesaro means for 

4 
Yn := 

From the Cauchy-Schwartz inequality for positive linear functionals you obtain 

that 

a < 13 < y n- n- n 

Since it's easier to calculate 

of interest 

tically with respect to {a } 
n 

and than Cl, 
n 

the following result is 
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The angular operator. 

It corresponds to Potapov [32] the systematic use of the angular approxi­

mation in the study of the constructive characteristic and structural characte­

ristic of certain function spaces of integrable periodic functions. The idea of 

this type of approximation is the following; we take only two variables for 

simplicity. 

f(x,y) = L 
n,m 

f(n,m) 
inx imy 

e e its 

Fourier series. One way of summing up 

this series is to take partial sums with 

the indexes 2 
(n,m) E 7l taken inside 

the two bands shown in the graphie. 

This means that 

(46) f(x,y) = lim lim( E 

N M lnl~N 

where the limit is in 12 and 

E + E E 
m E7l n E7l I ml~ M 

A (x y) := f(n,m) n,m ' 
inx imy 

e e 

z Ir 

1 

1 

1-
I ! 

,N / / z 
-

/i 

l 

E )A (x,y) 
lml~M n,m 

Following this idea Potapov and the author have developed the following 

for spaces of continuous functions. 

Definition 5. Let f E C(X x Y) , where (X,d) and (Y,e) are two compact 

metric spaces. The mixed modulus of continuity of f, for all 

is defined as 

a> 0 and S > O• 
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(47) T(f;a,8) = sup {f(x,y)-f(u,y)+f(u,v)-f(x,v)} 
d(x, u) ~a 

e(y,v)~8 

and for a= 0 or 8 = 0 by a limit process. 

From the following inequality 

(48) T(f;a,a) ~ 2w(f,a) 

it's obvious that the mixed modulus is not worse than the usual modulus of 

continuity given in definition 2. Nevertheless, it can occur that f is not 

constant and T(f,a,8) = 0 soin (48) you may have strict inequaiity. 

Following the idea in (46) 

Definition 6. Let L: C(X) + C(X) and T : C(Y) + C(Y) be two bounded linear 

operators. The angular operator A= A(L,T) is defined on C(X,Y) as 

(49) 

for all f E C(X x Y) , where fy E C(X) 

partial functions. 

and f E C(Y) denote corresponding 
y 

It's easy to verify, using classical techniques of Functional Analysis, 

that A : C(X x Y) ➔ C(X x Y) is well defined, is linear and does not depend 

on the order in which L and T are taken in the last term of (49) • With a 

more or less direct proof in [33] we obtained the following 

Theorem 7. Let L : C(X) ➔ C(X) and T 
n n 

C(Y) ➔ C(Y) be two sequences of 

linear operators, such that 
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for all f E C(X) and g E C(Y) , where B and C are positive absolute 

constants. Then, for all h E C(X x Y) , you get 

(50) 11 A h- h Il X y < B. C T ( h; a , S ) n x - n n 

Sorne complements. 

The object of this last paragraph is to mention other results of the 

author on the subject, as well as to introduce some other complementary references 

for quantitative and qualitative results. 

If L : C(X) ➔ C (X) is a continuous linear operator and x EX , it 's 

possible to define the continuous linear functional 

Vf E C(X) L f := L(f ,x) 
X 

So, if {L} and T are continuous linear endomorphisms on C(X) , the study 
n 

of the convergence of {L} to T can be done in terms of the convergence of n 

{L } to T for all x EX 
n X 

This simplifies things and we may restrict our 
X 

attention to functionals. 

Definition 7. A linear functional T on C(X) • M+ 1.s of class if there exist 
p 

different points x
1

, ... ,xk EX and positive scalars a
1

, ... ,ak, with k ~ p , 

such that 

(51) Vf E C(X) 

That is, if and only if T 

Tf = I: 
i<i<k 

a.f(x.) 
l. l. 

admits the representative measure 

where 0 x. 
l. 

1.s the Dirac probability on x. 
l. 

1: 
l<i<k 

a. o 
l. X• 

l. 

For instance, if we fix x E [0,1] , Bernstein's operator given 1.n (1), 

defines a functional L n 
X 

M+ in , for each 
p 

x E [0,1] and p > n+l . 
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Michelli (c.f. [25-26]) has proved that a Tchebyshev system in [O, 1) is 

a Korovkin system for the class of positive functionals, with respect to the 

convergence to T, if and if and p is not greater than a certain 

value that depends on the amount of functions in the Tchebyshev system. 

Let X be a compact metric space. 

Theorem 8. Let E c C(X) be a linear subspace that contains the constants. 

Let L be a continuous linear functional on C(X) and T = [ a. o 
l<i<k 1 xi 
and-the k+l If {f , 1 < i < k} 1.s a test family on Z 

x. - -1. 
generalized polynomials 

belong to E 

(52) 

where q := 

II 
i<i<k 

; then, 

[ 

l<i<k 
q. 1. 

f II x. 
l~j~k 1. 

i,'j 

for all f E E 

f 1 < x. 
J 

and a, > 0 

L( TI 
l<;i<k 

+ [w(f,a.)+w(q,a.)]Ll 

+ ILq-Tql 

llfllx+ llqllx 
+ ( k 

lf)(a.) 
11 II 

l<i<k 

+ w(f,a.)+w(q,a.)+ llf-qll) 

and 

i < k 

we have 

f ) 
x .. 

1. 

f Il + x. 1. 

IILII - Ll 
2 

f(x.)( II 
1 

l~j~k 

-1 f (x.)) 
x. 1. 

J 
II f 

l<j<k xj 
Tff 

si 

i,' j 

k > 1 □ 
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The proof of this theorem is a generalization of theorem 1. It is done 

analogous as before taking 

lifll X+ llqll X II f +q+w(f,a)+w(q,a) g := k x. 
(1)( a) l<i<k l. 

h 
lifllx+llqll X II f -q-w(f,a)-w(q,a) := - k l<i<k 

X, 
(1)( a) l. 

and using the fact that for all u E E, with u > 0, you have that 

Lu+ u 
!IL 11-Ll n 

2 > 0 

For more reference on this see [14]. 

In the last case, we have considered the convergence of non-positive 

operators (or functionals) to the operator T 1 Id. Nevertheless, the case of 

complex analytic functions on X c a:, where the interior x0 1 ~ has other 

technical difficulties, since there are no real analytic functions different from 

the constants. 

In [12], we proved that 1 and z forma test system in the algebra of 

the continuous functions on [lzl il] which are analytic 1.n [lzl < l] 

Moreover, we have estimated the rate of convergence. Here we consider that 

When X 1.s a subset of a: different from the unit dise, the method 

developed allows us to also obtain quantitative results but which become harder 

and harder with the geometry of the problem. Motivated by this, we have developed 

an idea in order to obtain qualitative results for classes of holomorphie functions 

in other domains (c. f. [22]). 

Observe that to prove theorem 1 (and the following), we first estimate 
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(53) IL (f,x) - f(x)I n 

Then, instead of taking supremum on x E Z , we could also integrate or take 

other- norms., These different cases were studied and unified by Sendor [34], 

:3t:arting from the original ideas of Korovkin [19]. In [15], we have established 

the relationship between our work and that of Sendor. 

Inspite of what was said above, the case of integrable functions cannot 

be t:reated starting from (53), because it has no sense to evaluate a class of 

funct.ions at: a point that may be, as a set, of measure zero. This case requires 

other techniques and has been treated by Berens & de Vore [3]. 

Let's return to qualitative results. After the paper of Shaskin in which 

he characterizes the test systems in C(X) , with X a compact metric space, 

in terms of the Choquet boundary several papers have appeared in that direction. 

From the general point of view, we have the following 

Let E be a certain space (of Banach, for exà.mp le) and F c E , F ::/-cp. 

For a given class M of operators from E to E, let's define 

where 

F(M) := Il {e E E IL e + e} 
n 

J n 

J := {(L > c MI Vf E F, 1 f + f} 
n n n 

Between tfie different problems considered you have 

(i) Char acte ri ze those sets F s'uch that F(M) = E • 

(ii) Characterize F(M) . 

(iii) Find Korovkin systems (finite). 

(iv) Determine the minimum possible set oi 
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Suppose that X is a compact metric space of Hausdorff and E = C(X) • 

Let F be a linear subspace of E , such that 1 E F • From papers of Wul'f?ert 

1968, Krasnoselski & Lipshits 1968, Franchetti 1969, Minkova 1972, Scheffold 1972, 

Lorentz 1972, Bernes & Lorentz 1973 and others you obtain a complete characteri­

zation of F(M) for M = M+ (positive linear operators) , M = M' (normal 

linear operators), M = M+ n M' and others. 

For example, let M(X) be the dual space of C(X) • Following Wulbert 

[42] we define: 

cb+F :·= {x E xi (TE M(X); T > 0; Vf E F, Tf = f(x)) => Vf E ·c(x), Tf:: f(x)}, 

cb'F := {x E xi (T E M(X); IITII = l;Vf E F, Tf = f(x)) => Vf E C(X), Tf = f(x)}, 

+ ' cb ' F := {x E xi (TE M(X) ; T ~ o;IITII =1; Vf E F, Tf = f(x)) => Vf E C(X) ,Tf =f(x)}. 

Then F(M) = C(X) with respect to M+ (respectively M' ; respectively 

if and only if + cb F = X (respectively cb'F =X; respectively 

+ ' ch, F = X) . When X is not metric, this charactérization needs nets of ope-

rators. 

These problems, for continuous functions on an arbitrary topological 

space, have been studied by Bauer [1]. The case 

make sense) by Bauer & Donner [2]. 

C (X) 
0 

(here 1 E F doesn't 

When E 1.s a space of integrable functions LP(µ) , you can still 

consider in a natural way the classes and others. For these 

spaces there is a well advanced (but still incomplete) work in the papers of 

Dziadyk 1966, Zaricka 1967, Wulbert 1968 et 1975, James 1973, Kitto & Wulbert 

1976 and others (c.f. [17], [40]). For example 

. M+ a Korovk1.n system for in i P ON) , 1 ~ p < oo 

2 3 4 ({1/n }, {1/n }, {1/n }) 

• The sets 2 {l,x,x} 

is 

{ 1,x} 

and {sign x,x} are Korovkin systems 1.n L1[-1,1] with respect to M+ M' 

M
+,, 

and respectively. 
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The above mentioned papre of Krasnosetskii & Lipschitz is connected with 

problems of convergence in measure and almost everywhere. 

We finally mention, for the case in which E is a lattice, the papers 

of Wolff (39], (40] and (41]. 

The reference that follows is incomplete, but contains a lot of basic 

results as well as other questions which we have had to omit because of space. 
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