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Soient~ un corps algébriquement clos, G un ~-groupe algébrique 

semi-simple (déployé), Bun groupe de Borel de G, T un tore maxi

mal de B (donc de G), W le groupe de Weyl de G par rapport à T, 

A(G/B) (resp. A(G)) l'anneau de Chow de la variété G/B (resp. G), 

TG l'homomorphisme canonique de A(G/B) dans A(G). 

• Si 

soient: 

Gest de type B n 

[1og.eÎJ +1 
pi= 2 ' 

(S0(2n+1) ou Spin(2n+1)), 

rr--<>······à > 0 

d, i1, olM t< )t. 

w
0 

l'élément de longueur maximale de W, 

Bi la symétrie par rapport à la racine simple,\, 

wi = 8 n-i+1 8 n-i+2• • •8 n-1 8 n, 

Xi=l'élément de A(G/B) classe de l'adhérence de la 

cellule de Bruhat Bw w.B/B, 
0 l. 

X. = TG(x.). J. . J. 

Théorème: 

+ [ J+ A(so(2n+1)) =F 2 x1 ,xyx 5, ••• ,x fp.+l] '/pi , 
- 2L2 -1 ;cxi = o) 

A(Spin(2n+1)) + = F 2 [x3 ,x5 , ••• ,x In+lj J;< pi • 
- 2 2 -1 (X. = 0) 

• l. 

• Si Gest de type D (S0(2n) ou Spin(2n), mais n 

soient les mêmes notations que préc.édemment- sauf: 

[ n-1] logi-i +1 
p.= 2 

J. 

Yl. = S . S . l • • • S 2 s • 
J.. n-J. n-1+ n- n 

Théor?:Iae: 
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• Si Gest de type G2 , soient: 

x3 l'élément de A(G/B) classe de l'adhérence de la 

cellule de Bruhat Bw
0

s 1s2s 1B/B, 

x3 = TG(x3) • 

Théorème: 

• Si Gest de type F
4

, soient: 

x
3 

(resp. x
4

) l'élément de A(G/B) classe de l'adhérence 

de la cellule de Bruhat Bw
0

s 1s 2s
3

B/B (resp. Bw
0

s 1s2s3s4B/B) 

x3 = TG(x3), x4 = TG(x4). 

Théorème: 

Si Gest de type F
4

, on a: 

où '3 est 1 1 idéal engendré par 

La démonstration de ces théorèmes sera obtenue ci-dessous 

en utilisant, d'une part, l'interprétation géométrique des 

invariants symétriques entiers des groupes de Weyl ((1),p.300) 

permettant de déterminer A(G/B) et cG (l'homomorphisme carac-.. 
téristique de s(t) dans A(G/B)), et d'autre part, la remarque 

de Grothendieck ((4),p.21 rem.2) permettant d'obtenir A(G) 

comme quotient de A(G/B) par l'idéal engendré par l'image 

Je tiens à remercier M. Demazure qui par son efficace aide 

hebdomadaire m'a permis d'obtenir ces humbles résultats. 
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§1 • Préliminaires. 

Soit.1t la catégorie des anneaux commutatifs gradués à degrés 

positifs et tels que la partie de degré zéro soit isomorphe à&• 

Définition: 

Si A est un objet de&, soit A+ l'idéal gradué de A engendré 

par les éléments homogénes de A de degré strictement positif. 

Définition: 

On appellera suite exacte dans Jt1a situation suivante: 

- _A,B,C des objets de .:fl-, 
- i (resp. t) un homomorphisme de B dans A (resp. de A:·dans C), 

+· 
- Ker t = i (B ) .A 

- f est surjectif. 

Proposition 1: 

Etant données: 

- une sui te exacte B-2:..Aj.C, 

- une partie génératrice PB de l'anneau B, 

- une partie PC de A telle que f<Pc) soit une partie généra-

trice de l'anneau C; 

alors PcÜi(PB) est une partie génératrice de l'anneau A. 

Démonstration: 

Soit A' le sous anneau de A engendré par PcUi(PB). Démontrons, 

par récurrence sur leurs degrés, que les éléments homogénes de 

A appartiennent à A'. C'est clair en degré zéro. Supposons ceci 

vrai jusqu'au degré n. 

Soit a un élément de An+l. Soient \~k}keK les éléments de PB, 

ltljltL les éléments de Pc• o/(PC) engendre c, donc o/(a) est un 

polyn8me en les 1<X1 ), f<a) = P[(~Ct 1 )) 1eL1 = f[PCCl 1 )l€L)] 

donc, a - P((( 1 )l€L) € KerlU, soit: a= P((4 1 )l€L) + L_.i(Bk)ak 
T kE-K r 

d)k>O 
les ak étant des éléments de A presque tous nuls de degré i~fé-

rieur ou égal à n. A' contenant les i(rk), les il et les ak 
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contient a, d'où A= A'. 

Définitions: 

Soit T le foncteur covariant de Jt. dans & qui à A associe 

T(A) = A/A1A, où A1A est l'idéal gradué de A engendré par les 

éléments homog~nes de degré 1. 

Soit TA: A-T(A) l'homomorphisme canonique. 

Proposition 2: 

Si B-2:.AJ..c est une suite exacte, T(B) T(i) T(A) T(t) T(C) 

en est aussi une. 

Démonstration: 

Claire d 1 aprés la commutativité du diagramme 

§ 2· • Sui te exacte d'anneaux de cohomologie. 
,J1(,t "1.0. ... ~ 

En suivant 1~~(1), soient: (M,R,r) ua système de racines 

précisé, (Mt,R',f) un sous système (i.e.: R'cR, M'=Mfi9.,(R
1

)),, 

W (resp. W') le groupe de Weyl de R (resp. R'), W/W' l'ensemble 

des classes â droite de W modulo W', W(l) un système de représen

tants des· classes d'équivalence par des éléments de plus petite 

long,ueur dans chaque classe, H (resp. H') l'anneau de cohomologie 

du système R (resp. R'). Il est à noter que H dépend de R, pas 

de M. 

Lemme O: 

Si Z Z , =Z-a. Z , w,, w' et les w
1
. étant des éléments de W, w w 1. w. 

1. 

on a: w ~wi, pour tout i. 

Démonstration: 

2 

Si l(w')= 1, ceci résulte de la formule de Chevalley (Cf. 4.4,(2)) 

zs_., zw = E_ ~B~CJ{> zws • 
"' (\é-lc,. 1 ~ 

.f(wsp.) :/.(w)+-1 

Si l(w')>1, on remarque que H1Hn-~~=Hn®2 (Cf. (1)) ce 

qui permet d'achever la démonstration par récurrence. 
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Lemme 1: 

Chaque classe d•équivalence de W modulo w• posséda un unique élément 

de longueur minimale; c•est aussi l'élément minimum de la classe. 

Démonstration: 

Soit w = w( 1 )w1 , avec w<1>ew<1>, w•ew•. Si l(w)<l(w(l))+l(w') 

on peut écrire w(l )= w.s« ,w• = ~•w• avec l(w) = l(w(l ))-~ 1, 

l(w') = l(w') - 1, (( étant une racine simple de R. se( intervenant 

dans une décomposition réduite d 1un élément de W' est un élément 

de W', et donc v/1~w et l(w)<l(w(l)) ce qui est impossible, 

donc l(w) = l(w(l)) + l(w'). Mais alors une décomposition de w 

s'obtient en mettant bout à bout une décomposition de w(l) et 

une de w•, et donc w(l)~ w 

Lemme 2. 

1 
Si w(l)w•~w(l);, 

alors w(l)~ ;(l) 

Démonstration: 

w(l )~ w(l )w•~ w(l )w1 

-(1) "'I Soient: w = 8«, so<.z ••• so<p, "'p R' 

i• = sf.,. sf'L ••• sf>q, fi€ R' 
-(1 )-
w w' = sol ••• so( se, ••• Sn_ • 

1 I' ,-, \~~ 

On. peut extraire de la décomposition de ;(l);, une décomposi-

tion. réduite de w(l), soit: w(l) = s,1 ••• sXi , f r/R•, donc tr est 
o. Il,, 

l'un des o(i et donc w(l )~ w(l )• 

Dans la suite w=w(l)w, désignera l'unique décomposition de 

w en un élément de W(l) et un de W'. 

Lemme 3: 

Le sous-module libre H. de H de base (Z (l) ) avec l(w(l))?n 
n w w1 

est un idéal de H. 

Démonstration: 

Soient wéW, w'fW', w(l)EW(l), avec l(w(l))~n. Ona: 

Zz ~ Z '5" Z (l) ,_..,, (l) '(1 0) (l) ='-ai w. =c..ai (l) , avec w w ~•i = w1 w1 emme , 
w w w' J.. w. w! . 1 1 

et donc: w(l)~w(~) et n_(l(w(l))~i(w(i)), d'où Z (l) /~Hn• 

w i wi 



Définition: 

Soit H(l) le sous-module de H défini par H(l) = [c(S(M)W' )@~OH.., 

où-S(M)W' est l'anneau des invariants par W' de l'algébre symétri

que de M, etc l'homomorphisme caractéristique de S(M) dans H. 

Lemme 4: 

La famille (Z (l)) (l) (t) est une base du Z-module H(l). 
w w E: w 

Démonstration: 

Soit w<1kw<1); on a c(D (l)-l (a))=D (a).Z (l)' si a€SN(M). 
w wo wo w 

4 

Soit dER', l(w(l )so() = l(w(l )) + 1. Donc l(s«w( 1 )-lw
0

) = l(w(l )-lw
0

)-1, 

et donc D
6
..,D (l)-l _ =0 (Cf. Prop. 3 (1)). D'où: 
\,\ w wo 

so((D (1)-1 (a))=D (1)-1 
li W 1 

(a), Vo(€R', et donc D (l)-l (a)éS(M) 
w ·w

0 
w w

0 w wo 
- W' 

et Dw (a).Z (l) ~ c(S(M) ). 
o w ( l) 

Or il existe a tel que D (a) ne so1it 
wo 

pas nul, donc z ( 
1

) E. H • 
w 

Réciproquement, on a: c(u) =[_êD (l)Dw 1 (u).Z (l) , u €S(M). 
w w w' 

Si U€S(M)w', et w'*l, D ,(u):O. 
w 

c(u)=f-§D (l)(u).z (1)• 
W'1f\-/ W W.· ' 

_ Lemme 5: 

W' Donc si u é S(M) , 

Soient w<1>ew<1>, w'E.W', l(w(l))=n-1, alors: 

Z ( 1 ) Zw, = ~ ( 1 ) [Hnl • 
W W wt lj 

Démonstration: 

Rappelons tout d'abord que l(w( 1 )w•) = l(w(l )) + l(w' ); pour 

a €.SN(M) et D (a) =/: 0 on a 
wo 

z ( l ) :JD ( a 8 -1 • c ( D[ ( 1 )J-1 ( a ) ) ' 
w [~ r J'~ 

Z,=D (a)- 1 .c(D_
1 w w ' -o w• w 

0 

(a)), 

Z (l )z = [nw (a~ -
2

.c(Dr (l J-l (a)D -t (a)), 
w w' o J w w w' w 

0 0 
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z ( 1 ) z :JD w ( a 0 -
2 
L f D ( 1) r1 ( 1 J-1 (a) D -1 ( a )1 z ( l ) / 

w w, r o 'J ,., -w'·' w. w ! L w w w, w , 1 w w, 
Wi.é 1 l. 0 O - i i 

vir:W' • 
donc modulo Hn: _

2 
[ ] 

Z (1)z ,=rDW (a)l .r_n (1) 
1 

D~(1)L1 (a)D -1 (a) Z (1) , 
W W l O j lrj \.✓''' W • W. J W w' W W • w! W• E-y · 1 l. o o l. J. 

~- I 

w'.E-.W 
.f{w?J~i(wJ 

mais D (l), =D (l)D ,' et Dwi,(D[.(l)]-lw
0

(a)l :O. Plus précisém11ent 
w i wi w i wi r J J 

D~(l3-lwo (a) est invariant par W', donc: 

Ai = D ( 1 , ~D& ( 1 1-1 (a) D -1 (a~ = D ( 1 ) \-i ( 1 1· - 1 (a) D D -1 (a~ , 
w . 1w! w w w' w ~ w. · [ w w w! w' w ~ 

l.1 0 0 i O 1 0 

et comme l(wi)~ l(w'), D D _
1 w! w' w 

(a) = ~, ,D (a) (Cf. Cor. 3 (1)). 
w , wi w

0 
l. 0 

Et il reste: 

Ai = D w (a) D ( 1 ) 1 ( 1 j-1 (a) ~ w t ' wl.! = rD w ( a >1 2 àw t ' w ! r ( l ) ( 1 ) ,, 
o w . w . w t o j 1 w , vr-

1
. 

J. --· 0 

et donc: 

Définition: 

Soit f: H ~H • défini par: f (Zw) = o si w /w • ,. 
ip(z ,)=z'. si w 1 €W 1 • 
I W W 

' z· étant l'élément de base de H' d'indice·w•. w' 

Remarque: Ker f = H
1 

Lemme 6: 

1 t est un homomorphisme d'anneaux gradués. 

Démonstration: 

Le noyau der-est bien un idéal, il suffit donc de vérifier 

1 ' que, pour w' et w' éléments de W', on a: dJ(z ,z-,) = Z ,z-, r w w w w 

• l(w')=l, w'=s~,o<ER',o'. simple.:Dans H, on a: 



(Cf. 4.4, (2)), w.x étant le poids fonda-

'' ~--"'' mental de 0(. Dans H', on a: Z Z- 1 =2 <G,w.,>, Z-, • 
S,1 W 0.-f-R' 1- "' W S 
"' f(;:J''h e (w'h1 f-> 

r' 

Si pf R' , t< Zw 1 8 ) = 0 car w I s~ f W 1 
• Si p ER' < p ~ w ~)- = ,< f ~ "'-~ )-r - ./1 • , , 

et donc \li(Z z-,)=?_ <R,t..v1>Z- 1 =Z Z-,. r sil{ w r 0\ w s~ sa( w 
• Supposons le lemme vrai pour l(w' )<p. Soit w'éW', l(w') = p 

et Z , = .X:::. a.Z Z ~ Si s.1 et w. sont des éléments de W', on a: 
W a~~ Q J. S,:,1, W • "'z. J. 

t 
,• 1 r t, 

(Z z Z::-) = z il,(z z-,) = z z z-,, sinon 1!,(z z z-,) = o. 
s,,,, w. w s J] w. w S., w. w l S.1 w. w 

V. i. J. i,l i. 1 . ¼~ l. "'~ J. 

r - ' ' ' Donc: (Z ,z-,) = ( ,2.__ a. Z Z )Z-, ,mais w w ,.;, 5,is.w. w 
V\. t: il(. l. 

~ I L 

w·l:'W 
~ 

on a 

donc Jcz ,Z- 1 ) = J,(z ,)J.,{z-,). 
J ww I w I w 

Lemme 7: 
. ( 1) + 

Ker t = H .H • 

Démonstration: 

Nous avons remarqué que Ker tétait égal à H1• 

Soit w=w(l)w', avec: l(w(l))=n~l. Le lemme 5 montre que: 

D'où par récurrence: Z = Z ( 1 )Z 
w w w' 

(1)+ 
Q.onc Hl = H ;H • 

Proposition 2: 

La suite d'anneaux gradués n<1LH-H 1 est exacte. 

t 
.D.é..monstration: 

Claire d'aprés les lemmes. 
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Remarque: 

L'homomorphisme de Z-module.s dè H(i )®z dH' dans H, défini par: 
- -mo 

' Z (l />Zw' 1- Z (l )Zw' est un isomorphisme. 
w w 

§3. interprétation géométrique de la suite H(l)--..,..H-»H 1• 

Soient:~ un corps algébriquement clos, G un ~-groupe réductif, 

T un tore maximal de G, Bun groupe de Borel de G contenant T, 

P un sous-groupe parabolique de G contenant B, M le groupe des 

caractéres de T, J{ = (M,R,r) le systéme de racines précisé corres

pondant, W le groupe de Weyl de G par rapport à T (W = NormGT/T), 

W' le sous-groupe de W correspondant à P, A(G/T) (resp. A(G/B), 

A(G)) l'anneau de Chow de la variété G/T (resp. G/B:, G), 

(A(G/T) = A(G/B}. 

Le fo~teur A (considéré comme foncteur contravariant) trans-
t -~ 

forme la suite P/B f;,>G/BLG/P en A(G/P)_!_>A(G/B).'.f~A(P/B). 

L'interprétation géométrique des invariants symétriques 

entiers des groupes de Weyl ((1), p.3OO) permet d'identifier 

A(G/B) à l'anneau de cohomologie H du systéme de racinesJ?. 

Plus précisémment, l'application de H dans A(G/B) qui à Z 
w 

associe X (classe de l'adhérence de la cellule de Bruhat 
wow 

7 

Bw
0

wB/B, où w
0 

est l'élément de longueur maximale de W relativement 

à T) est un isomorphisme d'anneaux. 

Si L est l 1unique sous-groupe de Levi tel que T c.L c P, 

alors P/B s'identifie à L/B{lL, BOL est un groupe de Borel de L, 

Lest réductif et son systéme de racines est isomorphe au 

sous-systéme de~ définissant P. 

A(P/B) s'identifie donc au H' précédemment défini. 



L'image par fMde X est la class~ de l'image de 1 1 intersec-
w0w ---tion d'un translaté de Bw

0
wB et de P dans le quotient par B. 

Vu que P:::: Bw~B
1 

ceci revient à faire le produit dans H de Zw 

par Z ,, w' étant l'élément de plus grande longueur de w•. 
wowo 0 

Soit w{î) =w w• le plus grand élément de w<1). Le lemme 5 
0 0 0 

nous montre que si w appartient à W' alors ZwZ (l) = Z (l )w , 
w O w 0 

zéro sinon. 

Donc f\'(X )=X, si wt:W', f (X )=0 si w/w•. Ceci 
wow wow wow 

montre que A(G/B) __fA(P/B) s'identifie à H ~H I e On a 

G/P = UW BwP/P, do·nc A(G/P) est engendré par les classes des 
WC. 

BwP/P, soit Yw ces classes. Bw wP = ~W 1Bw wB.Bw'B c Bw
0

w(
1 

)B, 
,0 W ~ 0 

si w(l) est le plus petit él~ment de la classe de w modulo w•. 
Donc: .la famille des Y (l) forme une base de A(G/P) 

wow 

• g* ( y ( 1 ) ) = X · ( 1 ) 
wow wow 

~ 
A(G/P).Jl.A(G/B) s'identifie donc à H(l )c.-.i,.H. 

En résumé, l'interprétation géométrique de la suite 
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Les notations seront celles de (3) chapitre 6. 

Si si est la symétrie par rapport à la racine simple o(i 

posons: x. = z ' 1. s . s . 
2 

••• s 
1

s n-1+1 n-i+ n- n 

~i=c(Ei), 

crj le polynôme symétrique élémentaire, en les 7i' 

de degré j. 

On a alors: 

Théor~me 1: 

Si Rest de type Bn' H=~[~ 1 , x2 , ••• , xn' 71, 72 , ••• , ?n]l'J 
où (1 est l'idéal (facteur direet) engendré par: 

Remarque: 

Nous démontrerons le théor~me par récurrence sur n en faisant 

intervenir la suite exacte (H(l),H,H 1 ) précédemment décrite en 

faisant apparaitre le systéme B 1 contenu dans B. Nous utili-n- n 

serons simplement le fait que H' est engendré par (x1,x2, •• ,x~_ 1, 

?2' 73' • ·, ,~) · 
Dans le cas n=3, H' est l'anneau de cohomologie du systéme B2• 

Le ~-module H' a ~our base: (e,Z
6 

,Z
8 

,Z
8 8 

,Z
8 

s ,Z
8 8 

s, 
2 3 2-3 3 2 2 3 2 

Zs s s ,zs s s s ), avec: 
3 2 3 2 3 2 3 
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D'aprés (2) 4.4, il vient: 

z z = z + z , z2 = z 
s2 s3 s2s3 s3s2 s.3 

Soit encore: 

-x'(7'-x') 
- 1 2 1 ' 

- X I fJ 1 ( I') 1 -X 1 ) 
- l f 2 t2 l ' 

_ x•3 - 1 , 

H' est donc engendré par (x;,12), l'hypothése de récurrence 

est donc réalisée pour n = 3. 

Lemme 8: 

Démonstration: 

#w = 2nn r, =If w' = 2n-l (n-1 ) ! , donc #W( 1 ) = 2n. 

Le~ éléments de W désignés dans le lemme n'ont qu'une seule 

écriture réduite pos-aible. fette écriture faisant apparaitre à 

l'extr~me droite s
1

, ils sont à l'évidence les plus petits dans 

leur classe. Comme d'autre part ils sont en nombre égal au car

dinal de W(l), cela démontre le lemme. 

Proposition 4: 

H( 1) = ~[zs, ,aJ/<z;n=O, 
1 
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l 1 

Démonstration: 

(1) (l)i 
H est un anneau gradué dans lequel tous les ~-modules H , 

(O i i ~ 2n-l), sont de dimension 1. Si on appelle Z l'élément p 

de base de degré p, (z = Z 
P wp 

avec wPE w<1) et l(wp) = P); on a 

donc Z Z = qZ 
1

, qE z. Et donc d'aprés (2) 4.4: s, p p+ 

-1 v·,. . -1 ~I J\ 
q:: (wp ((X'p+l) w1) si p,<n, q: (wp (q 2n-p-l). W1) si p ;). n, 

~~ étant le poids fondamental attaché à d 1, soit 

q= (d.:+ 1Iwp(i,J 1 )) si p<n, q= (C<2~-p-llwp(w 1)) si p~n. 

Or, 1,J, =E,, donc w (w,) = t l si P< n, et w cw,) = -E2 si p~n. P p+ P n-p 

D'où: q = (d.p~l j w/W 1)) =-<Ep+l-~+ 2 !E.p+l> = 1, pour p{ n-1, 

q = (o{~,lwn-l <w1)) =<2En!En) = 2,pour p = n-1; 

q = <~Jn-p-11 wp (w,)) = <E2n-p-1-E2n-p 1-E2n-p) = 1' pour P ~n, 

d'où Z =ZP
1 

si p (n, Z ::..!zP
1 

si P;?:n• Soit encore: 
p p J., 

Z , = c(!E,n). 
s,.,s -T •• s

2
s

1 
l 1 n. n 

H(l) est donc engendré par Z et 
n 

de récurrence: H' est engendré par 

on a: 

Corollaire: 

Démonstration: 

z
1 

= 7
1

• Avec l 'hypothése 

(x;,x2,••·,x~-1'72'73'·••,p~), 

Claire d'aprés les propositions 2 et 4. 

Corollaire: 

est l'élément de w(l) de longueur p, on a dans H(l) 

si p < n, z = -2
1 
Z si p ~ n. 

wp s 1 

Lemme 9;; 

Z ( ,.,n) t Z 1,-,-
s ··." s s s = c .-; ~ 1 ' e = - 'J. . ' 1 ~ i < n' 

n. n-1 • • • 2 1 ,,_,v 6 i 6 i+l • • • 8 n .),, n-i+l ' 

oùvj est l'image parc du polynôme symétrique élémentaire Aj 
de degré j en les f., .• 

J. 
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Démonstration: 

Nous avons vu dans la démonstration de la proposition 4 que 

z · était égale à c(±t~). 
sn.sn-1•••s2s1 

• Si q est une racine simple D ( ·1 .) = 2-". 1 (t 1 , ••• , S 1 ,o) ~"" s« I" J i"' J- n- Il\ ,V\ n 

)j est en effet invariant par les symétries autres que celle par 

rapport à i puisque celles-ci permutent les F. Par ailleurs: n. ~ 

Âj = ên.Àj-l (ë, 1 ,. .. ,En_1 ,o) +Â/ê 1 , •• ,fn_ 1,o); Ds"-'n(E.n) = 2, 

D8o<' (;1j-l (t.'1 , ••• ,[n.-l ,o)) = o, Ds C&/é1 , ••• ,én.-l ,O)) = o, 
h . ~ 

donc: D
12 

(,Aj) =2!.ij_ 1(E 1, •• ,En_1,o). 
t:(" 

• Si c( est une racine simple et k tel que 1 ~ k < n, 

D8i
1

<A/E1 , ••• ,1\,0, ... ,0)) = ~d,o<kÂj-l (ët,···, Ek-i'o, ••• ,o). 

En effet les symétries élémentaires autres que s~ laissent 
k 

stables les deux familles ([ 1 , ••• ,tk) (Ek+l, ••.,En)• 

La formule c(u) = \ cD (u)Z (Cf. (1) Prop.3 Cor.4) ,c__ C W V/ 
WfW 

permet de conclure. 

Lemme 10: 

Dans H, on a: 

Démonstration: 

Z · + Z = le ( En +) ) 
sn.sn_ 1 ••• s 1 s 1s2 ••• sn 2 1 n . 

• 1 ,n-1 
= c([l)c( 2<l1 + [2[3•••En)) 

= zsl c(½(t~-1 + E 2f 3 • .. Si))• 
Reste à montrer que c(½(E~-l +ê.2[

3 
••• En)) appartient à H, 

en d'autres termes, que ê?w<½<t~-l +t 2f
3 

••• t.n)) est entier 

pour tout w. 



Si w peut s'écrire w's« avec l(w)=l(w')+l, on a: 

éDw(½(t~-l + E
2
E

3 
•• • [n)) == 0 si o<. est un racine simple autre que 

oi
1 

et o(n' puisque ([~-l + é
2

t
3 

••• E.n) est invariant par s,1• 

Si w= w'sd avec l(w) = l(w') + 1, on a: 

. ( 1 cc n-1 c
11 

) ) ( 1 ( ,n-1 é. , . - ) ) 
fDw2"1 +c.2f.3•••En =SDw,Ds.v<2l:1 + zl·3•••~ 

= €Dw1 (ê 2È3 • • • én-1) €. ~-

Si enfin. W= w'so< avec l(w) = l(w') + 1,et ne peut s'écrire 
1 

d'aucune des deux maniéres précédentes, c'est que w est l'unique 

éléments de w(l) de longueur n-1 soit: w= sn_ 1sn_ 2 ••• s2s 1 et 

D = D D
8 

••• D
8 

Ds • 
w sn-1 n.-2 2 1 

1 .n-1 1 ~ ~ 
Ds <2<é1 + E2E3•••En)) =2(~f1 E2 - E3f4••·în) 

1 ;td~~ fl·t 
,v ~ ~ ~ ~ 

1 - ,'-" 1 ,(,\ 'Z.. E ) 1 ~ ' 1 [ l f: J ê C ) zD (~ E, [2 - f3f4••· n =2( ~ t, 2 l3 + 4c5·••fn 
S2 Lit,';. l'l· 2- Z:dc.=11-3 

•••••••• 

sin est impair. 

Donc c(½<E~-l + t 2t
3 

••• [n)) t'.'.H. 

Cela montre qu'on peut remplacer dans H le générateur 

Proposition 2: 

H est engendré par (x 1,x 2 , ••• ,xn'7l'/Z'•••,/n)' 

plus précisém~ent: 

~ = ~ [ X ,i ' XJ,, • • • ' X h ' 7 1 ' t7~ ' ... ' }l ~ 1 / 1 
où IJ est le plus petit idéal facteur direct contenant: 

7:. , I-< i ~ n. 
l. ' ..... 

Les notations étant celles du théoréme 1, 1: étant le 
' . ~ 

polynôme symétrique élémentaire de degré i en les o/ft. 
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Démonstration: 

Le noyau de c est l'idéal engendré par les polynômes inva

riants sous l'action du groupe de Weyl, à savoir les polynômes 

symétriques en les carrés des variables. Donc: 

ce qui démontre la proposition. 

Considérons l'élément S(t) de H[t], défini_ par: 
n . n 

S(t) = ~cr.t 1
: 17 (1 +17.t). 

?-.. l. i' l. l.=O =O 

Tout élément de H+ étant nilpote,nt, ( 1 + t(i t) et donc S( t) 

t . . bl C . d , S 1 
( t ) "> ? i son 1.nversi es. onsi erons,s(t) =L-:-l+tJ.t 

l. {1 

'5") 22 33 = L t}.(1+~.t+~.t +Q.t + ••• ) 
i (l. (l [l. (l. 

= cz~i)+t<lif )+t2(2.ilf )+ ••• 

2 2k s 1 ( t) . S 1 ( t ) S 1 ( - t ) 
Mais \{i = o, donc S(t) est paire, soit: S(t) = S(-t) , 

soit encore: S' (t)S(-t)-S(t)S' (-t) = o. S(t)S(-t) est donc 

constant: s(t)S(-t) = 1. 

Définissons S+(t) et s_(t) par: 

ii]q-. 2· ifJ 2· 
s + ( t) = Ï:: 2

2
i t 1. = L.. x

2
• t 1., 

. 1 . 1 1 
l.= l: 

i _fu.::.1.J i = [n-11 
S (t) _ ~ Û2i+1 t2i+1 _ --=;--

2 
,1,.2i+1 

- - .:::::._ 2 - <::::..- x2 · + 1 " • . . - l 
l.:O 1=0 

On a: 

½s < t) = ½ + s + < t) + s _ < t), ½s (-t) = ½ + s + ( t) - s _ ( t). 

Donc: 1 1 1 2 2 
4 = 4s < t ) s ( - t ) = 4 + s +< t) + s + { t ) - s _ c t ) , 

soit: 

14 



Soit encore: 

· ( )i+l 2 i-l ( )p+l x2 .= -1 x.+2) -1 x
2

. x, 
J. . J. p;i J.-p p 

2 ~ 2i ~ n, 

(I) 
. 

2 
i-1 

1 2 p . 0 = (-1 ) x. + 2 ( -1) x
2

. x , n-< 2J. ~ 2n. 
J. 2· 1-p p P= i-n 

C ' l't' . . t 1 ·t' d S'(t) es ega 1 es qui exprimen a parie e S(t) sont donc 

- 2k équivalentes à la nullité des 2.?i , elles-mêmes, grace aux 

formules de Newton, équivalentes à la nullité des 

Pour achever la démonstration du théoréme 1, il suffit donc 

de montrer que le quotient de ~[x1 ,x2 , ••• ,xn, 71 , ••• '~n] par 

l'idéal-<{ est sans torsion. 

Notation: 

• A=Ë_[x4.,x1,,•••,x1JJ/-1f, oùfl( est l'idéal engendré par.(I), 

• xL=·TI x.·, L cf1 ,2, ••• ,n} 
ié:L 1 

Lemme 11 : 

Le ~-module A est engendré par la famille fx11Lc.{1, 2 , ••• ,n} 

Démonstration: 

Soit A1 le ~-module engendré par les x1 • Il suffit pour 

montrer que A= A I de démontrer que: 

V i f. l 1 , 2, ••• , n 1,V L C [ 1 , 2, ••• , n) ; xi x1 é. A 1 
• 

Munissons l1, ... ,nJxf(\l,~ .. ,n}) de la relation d'ordre 

totale suivante: 

ou 

(i,L)< (j ,L') # #L =#L' et i )-j 

ou 

#:r, =#L 1 , i=j et inf(LAL') é L 

Opérons par récurrence: 

15 



1°/ Si lft= 1; Vi, xix 1 t=A'. En effet, soit i n'appartient 

pas à L et xi x1 = x {i}ll 1 , soit i appartient à. L et 

2 ">.:( )p-i ( )i+l x. XL = x. = -21- -1 x2. x + -1 x2. • 
l 1. - 1.-p p l. 

2°/ xnxLf A'. En effet, soit n n'appartient pas à Let 

2 
xnxL = x{n)VL' soit n appartient à L et xnxL = xnx 1 , = o. 

3°/ Supposons que xix
1

c;, A' pour tout (i,L) strictement 

inférieur à (k,R) • 

• kf R, alors 

• k ER, alors 

~¾• appartient à A' par hypothése de récurrence pour tout·h. 

Dans la décomposition 

xM avec -#M.~ #R' + 1, 

donc: x2k_p<xpxR,) é A' 

\xL~LC\1 ,, •• ,n\ est 

tant que ~-module. 

de. xpxRi n'interviennent que des éléments 

soit #M {:;_#R et 2k - p est supférieur à: k, 

et donc xkxR~ A'. 

donc une famille génératrice de A en 

Si B= A[11 ,72 , ••• ,/n]/(2xi =vi)' H est le quotient du 

f-module B par son sous-module de torsion.Mais: 

dimf ·H = #-W = 2nn! , dimA B = n! (en effet B est le A-module 

libre des racines d'un polynôme de degré n sur A). 

dimf L(A) ~ # ( txL~L Cll, •• ,n)) = 2n, où L(A) est le quotient de 

A par son sous-module de torsion. Et dim~ H = dim~ L(A) .dimA B. 

Donc: dimf L(A) :;:: 2n, la famille x
1 

est une base du ~-module 

A" B est un ~-module libre et H = B. 

Ceci achéve la démonstration du théoréme 1. 
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§5 • Calcul de TM(H) dans le ~1 Bn• 

Définition: 

Si (M,R,f) est un systéme de racines réduit précisé, H 

l'anneau de cohomologie de R etc l'homomorphisme caractéristique, 

notons: 

Remarque: 

On a toujours T
1
/H) 0 = Ë.• Dans la suite nous déterminerons 

+ donc TM(H) • 

Théod!me 2 :. 

Corollaire 1: 

Corollaire 2: 

L'indice de torsion d'un systéme de type Bn (Cf. (1) p.294) 

di vise 2n- (log1,nJ -l. 

Démonstration: 

• Il est clair• que TQ(R)(H) est le quotient de H par 

l'idéal engendré par les (i• 

Vu le théorème 1 , TQ. (~) (H) = J:i l;,l , ... , xn, il, ... , 7n½ 
oùf{ est l'idéal engendré par: j,' 
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2Xi , 1 ~ i ~- n,, 

2 x21 - x1 , 2 ~ 2i ~ n., 

2 xi, n < 2i ~2n. 

Si j = 21 (2k+l), avec j inférieur 

que: 2 21 

xj = x2:i,-1 (2k+1) = ••• = x2k+1. 

équivalente à (3): 

ou égal à n,- ceci montre 

Et 1:% relations (3 •) est 

21 1 
(3 1 ) X l = X k , 1 ~ 2 (2k+1 )~ n. 

2 (2k+1) 2 +l 

(4) s'écrit alors (4 1 ): 

21 l 
(4') x2k+l=O, n<2 (2k+1)~2n, 1~2k+l~n. 

Mais k étant fixé tel que 2k+1 soit inférieur ou égal an, 

il existe un unique 1 tel que: n<2
1

(2k+1 )~ 2n. C'est: 

lk = [1og 2 ~2:+l )] + 1, d'où (4") 

( 4 H ) x~k: l = 0, O -~ k ~ [ n; 1 ]-1 • 

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2 • 

• Le corollaire 1 est clair si l'on remarque que: 

x
1 

est l'image de x 1 =c<½<E1+ë2+ ••• +En)) et que P(R) est 

engendré par ½<E.1 + E
2

+ •• • -1-fn) et Q(R) • 

• Pour démontrer le corollaire 2 montrons tout 

d'abord qu'une partie génératrice du c(S(P(R)))-module H est 

constituée par la famille des monômes du type: xL = ""11 x., 
ié L 

1 

L C. { 1 , 2, ••• , n j , L /\ {1 , 2, 4, 8 , ••• , ~ l, ••• } = 0. 

Il est à noter que la famille des x
1 

== TH (x
1

), pour L non vide, 

forme une base du :.i-espace vectoriel TP(R)(H)+. 

Les éléments nomogénes de degré tou 2 sont combinaisons 

linéaires d'éléments de type xL à coefficients dans c(S(P(R))) 

(c est surjective en ces degrés). 
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Supposons que les éléments de H de degré inférieur ou égal 

à p soient cornbil'laisons linéaires d'éléments de type xL. 

Soit Xé'Hp+l, TH(x) =t-;\X1. 

D'où y::. x-2.ÀLxLE c(S(P(R)))+.H 
L 

• Soit Y=h y.y!, avec: 
J. J. J. 

y. f c(S(P(R)))\ y!éH, d0 y! <d 0 y::p+1. 
J. J. J. 

Les y! sont donc combinaison linéaire à coefficients dans 
l 

c(S(P(R))) des xL. Il en est donc de même de y et de x. 

L I indice de torsion t.:z étant le plus petit entier t tel que 

tHCc(S(P(R))): on voit que c'est aussi le plus petit entier 

tel que: tx 1f c(S(P(R))), pour tout L. On sait que pour tout 

· ( ( ( ) ) ) · r ·1 n-[log n] -1 i, 2x 1 €; c S P R .. et d0 x1~ n- Llog 2n_ -1, donc 2 :v x1 

appartient à c(S(P(R))) pour tout L, et tJ{ divise ce nombre. 

Remarque: 

Dans les cas B
5

, B6 et B
71

t.:lt, divise stdctement le nombre 

indiqué dans le corollaire. 

19 



§6. Calcul de TI. si E est de~ Dn~ 

{i rt-1 
o., ol<, . o!:. «i'l··Vo 
o---o--· o- - - - -o~r:J..'I\, • 

0 

Les notations sont toujours celles de (3) chapitre 6. 

Si si est la symétrie par rapport à la racine simple «i 

posons: X. =Z ,. 2~i<n-1, 
1 S .s .••• s S S "' ' n-1. n-1.+1 n-3 n-2 n 

"J lE:; polynôme symétrique élémentaire, en les 7i, 
de degré j. 

Théor~me 3: 

Si R est de type Dn' H = ~[x 1 ,x 2 , .... ,xn-l ,1(1,1(2 , • • •, {n]/4, 

où d est_ l'idéal (facteur direct) engendré par: 

2X. - Cf: , 1 ~ i :S" n-1 , 
1. J. . 1 . 1.-

( ) 1. 2 ·-- p x2 . +. -1 x. +2~(-1) x x2 . , 
1. 1. p 1.-p 

P= 
. i-1 · 

(-1 ) 1 x~ + 2 2 (-l)Px x
2

. , 
J. -- p J.-p P=2i-n+1 

n ~2i ~ 2n-2, 

Remarque: 

La démonstration du théoréme 3 ser~trés exactement calquée 

sur celle du théoréme 1, nous ne donnerons donc â chaque étape 

qu'une éventuelle démonstration allégée. La récurrence se fera 

encore sur n en faisant apparaitre le systéme Dn-l contenu dans 

le systéme D. Nous utiliserons simplement le fait que H' est n . 

d ' ( f t I' 1 t) engen re par x 1 ,x 2 ,.•.oxn-l,7 2 , ••• ,_7n • 

Dans le cas n=4, H' est l'anneau.de cohomologie du systéme A3• 
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D1 apr6s (1) lemme 5, l'anneau de cohomologie d'un systéme A n 

est engendré par ses éléments homogénes de degré 1. L'hypothése 

de récurrence est donc bien remplie pour n=4• 

Lemme 12: 

Si Rest de type Dn' W(l) =[e,s 1,s 2s 1, ••• ,sn_ 2sn_
3 

•.• s 1, 

s 1s 2 s 
3 

••• s 1 ,s s 
2

s 
3 

••• s 1 ,s s 
1
s 

2
s 

3 
••• s

1
, n- n- n- n n- n- n n- n- n-

s 2s s 
1

s 
2 

••• s 1 , ••• ,s
1

s
2 

••• s 
2

s s 
1

s 
2 

••• s2s
1
jl. n- n n- n- n- n n- n-

Démonstration: 

Voir lemme 8. 

Notations: 

Soient: u = Z , v = Z , les deux générateurs s 
1

s 
2 

••• s
1 

s s 
2 

••• s
1 n- n- n n-

de degré n-1 de H(î)• 

Proposition 6: 

H(1) = z[z u v] avec: 
- s ' ' 1 

z2n-1 = 0 s, 
1 n z U=Z V=-Z =Z , 

s 1 s 1 2 s 1 snsn-l sn-2.• •• s2s 1 

n-1 u+v=Z , s, 
U-= ½c(f~-l +f/:.3E4 ••• ln), 

si n est pair,: 

2 2 
U = V = 0, 

1 2n-2 
UV= -

2
z ., s, 

Interprétation géométrique: 

sin est impair: 

2 2 1z2n-2 
U = V = 2. 81 ' 

UV= 0. 

G/P est une quadrique d'anneau de Chow H(l). 



Démonstration: 

Par des procédés semblables à ceux de la proposition 4, il 

est clair que: zP = Z , p~n-2, 
s 1 spsp-l ••• s 1 · ' 

n-1 z = u+v, s, 
zP u = z p < n, s

1 
s s +

1 
••• s 2 s s 1s 2 ••• s

1
' n-p n-p n- n n- n-

1 (Cn-1 
u = 2c ç.1 + e2 ~ ••• ¾) • 

Reste à calculer u2 , v2 et uv. 

2 1 rc 2n-2 n-2 -2. 2 2) l 2n-2 2 2 2 
u · = 4c~ 1 +2 E1 E-1 ~f3 ···En +t:2f5 • • •fn = 4c ce., +f2~y ·•ln)' 

2 1 ( 2n-2 n-2 2 2 2) 1 2n-2 2 2 2 
V =4C e, -2 e, é'.1l2l3•••€n+f-2E'..3•••f-n =4c(f +É2é3••-E.'.n)' 

uv = te (e,2n-2_t~E-~ • • -t!) • 
(notons que les invariants symétriques de D sont les polynômes n 

symétriques des carrés des variables et le produit des variables, 

Mais: 

les~ étant les polynômes symétriques élémentaires en les 
J. 

carrés des variables (c( 2':') = 0). Et donc: 
J. 

2 2 n-1 1 ~2n-2 u :: V = ( l + ( -1 ) ) 4c ( c;;. 1 ) , 

UV:: (1 .le (-1 )n-1) ¼c(f.-fn-2) • 

Corollaire: 

H est engendré par (x1 ,x2 , •••. ,xn_2 ,u,{
1 
,f2 , ••• , ln). 

Lemme 13: 

Dans H, on a: Z = l c ( (J""'" . ) • 
s1 s1+1~ •• sn_ 2sn 2 n-i 

Démonstration: 

Voir lemme 9. 
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Lemme 14: 

Dans H, on a: u + x 
1 
E: H 1 H. n-

Démonstration: 

u + xn-1 :::: ½ c (Ân-1 + l~-1 + t:2 E.3 •••ln) 

::: c<E,2~•••[n) + c(e, )c(½<t~-2+)n-2(0,l2,•·•,l-n)), 

où ,Âj sont les polynômes symétriques de degré j en les t:k. 

Et c·omme dans le lemme 10 on montre que pour tout w dans W 

1 en-2 -' ( 
2 Dv/c:;1 +~n- 2 O, t2 , ••• , ~)) est entier. 

Proposition 7: 

H=~[x 1ix 2 ,~ •• ,xn-l'7l'"•"'/n]1j, où 1 est l'idéal 

(facteur direct) engendré par: 2xi -(fi' 1 ~i(n, 

~, 1 ~i~n, 

Q""n • 

Démonstration: 

Claire. 

Comme précédem~nt la considération de S(t) et la parité de 

~~t~) mettent en évidence les formules: 

i-1 

1 

i+1 2 , )p+1 
x2 i = (-1) xi+ 2L-

1 
(-1 x2i_pxp, 2 ~ 2i.~ n-1, 

P= 
(II) . i-1 

0 = (-1 )
1 xf + 2 ~ (-1 )Px 2 i_ x , n~ 2i ,S 2n-2. 

p=2i-n PP 

Ceci achéve la démonstration du théoréme 3. 
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§7 . Calcul de TM(H) dans le~ Dn• [ n-ll 
· logz-.-1+1 

Soient X. l'image de x. dans TM(H), p.= 2 
1 

• 
l. 1. 1. 

Théor~me ?J:: 
n 

Si R est de type D et M = [:ze., 
n i=l- 1 

TM(H)+ = F2fx, ,X3, ••• ,X2k+1 '•••,Xz[.!l]-~+ / pi • -l 2 ~lcxi = o) 

Corollaire 1 : 

Corollaire 2: 

L'indice de torsion d'un systéme de type Dn divise 

2n- [1og.i (n-1 ~ -2. 

Démonstration: 

Voir théoréme 2. 

§8 . Interprétation géométrique. 

Les notations seront les mêmes que lors de la précédente 

interprétation géométrique. cG dénotera l'homomorphisme 

caractéristique de S(M) dans A(G/B). 

• Tvne B • . ~ n 

Si G est de type B ,soient: • n 

• w.=s . 
1

s . 
2 

••• s 1s, 1~i~n, 
1. n-1.+ n-i+ n- n 

• xi l'élément de A(G/B) classe de l'adhérence de la 

cellule de Bruhat Bw w.B/B, où w
0 

est l'élément de longueur 
0 1. 

maximum de W relativement à T, 

24 

• yi l'élément de A1(G/B) .classe de l'adhérence de la cellule 

de Bruhat Bw s.B/B, 1~i~n, 
0 1. 



• ~i = cG (Ei), ·1 ~ i ~ n, 

• <;j le polynôme symétrique élémentaire de degré j en 

les 1i• 
Remarque: 

On a : 'l i = y 1 , 

1i=Yi-yi-1' l(i<:n, 

'J = 2y - y 1. { n n n-

le théoréme 1 s'interpréte 

Théor~me 5: 

Si Gest de type B, on a: n 

A(G/B) =~[x 1,x 2 , ••• xn,7,,,2 , ••• ,7~/'J, où {f est l'idéal 

engendré par: zx. - v.1 , 1 ~ i ~ n, 
1 . 1 

i 2 ~- p x
2 

. + ( - 1 ) . x . + 2. ( - 1 ) x x
2 

. , 2 ~ 2i ~ n, 
1 l l p 1-p 

. p= 
. i-1 

(-1 )
1 x? + 2~ (-1 )Px x

2
. , n+l ~ 2i~ 2n. 

1 2· p 1-p p= 1-n 

• ~ Dn• 

Si Gest de type D, soient les notations précédentes avec n 

cette fois: 

• w. =s .s . 1 ••• s 2 s 
2

s, 2~i~n-1. 1 n-1 n-1+ n-~ n- n 

Remarque: 

On a: 71 =Y1~ 

(i=Yi-yi-1' 

1n-1 = Yn + Yn-1 

~ n = Y n - Y n-1 • 

1 < i < n-1, 

le théoréme 3 s 1interpréte: 

Théor~me 6: 

Si Gest de type D, on a: n 

A(G/B) == ~[x1 ,x2, •• • ,xn-1 '/ 1,, .• • '[n]J:{, où 1 est 1 1 idéal 
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engendré par: 2xi -rJ-;_, i n-1, 

La remarque de Grothendieck ((4), p.21 rem.2) permet d'obtenir 

A(G) comme quotient de A(G/B) par l'idéal engendré par l'image 

de cG. 

Les théorémes 2 et 4 s'interprétent donc: 

Théorème 7: 

A(Spin(2n+l))+=F 2 Îx3'x
5

, ••• ,x r-n+l] Î; Pi 
-[ 2l2J-1J/ (X. = 0) 

Liog2 Ï]+1 

Corollaire 1: 

avec:p.=2 
l • 

Soit m un entier, soit n tel que: n= [m; 1J, on a: 

l'indice de torsion de Spin(m) divise 2n-[log~nJ-l. 

Corollaire 2: 

, 

Si G=SO(m) et n= [T]; une base du F2 -espace vectoriel 
+ 

A(SO(m)) est constituée p·ar la famille des éléments 
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S 8, • Calcul de 1 1 anneau de _Chow ~ groupe algé brigue de ~ G2 • 

Nous ferons ce calcul directement en utilisant, pour détermi

ner l'idéal engendré par l'image de cG, la formule due à Chevalley, 

démontré dans (2): 

cG(À).Z = > (o(\1i>Z , 
w 0( é R+ wsol.. 

l(wso( )=l(w)+l 

~ étant un éléme~t de M, w un élément de W. 

Il faut donc déterminer, w étant donné, les ô( tels que: 

w o( w' 
1 ( wsli( ) = 1 ( w) + 1 • Si • ► • correspond à: 

w' = wsQ(, et l(w') = l(w)+l, on a le tableau suivant: 

e 
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Si r\= xc{
1 

+ y[;(
2

,on a: 

On a donc: 

c(r\)z = (-x+2y)Z + (x-y)Z , s
1 

s
1

s
2 

s
2

s
1 

c(t\)z = (-x+3y)Z + (2x-3y)Z 
s2 s1s2 s2s1 

c(À)z =YZ +(2x-3y)Z , s 1s2 s2s 1s 2 s 1s 2s 1 

c(A)z = (-x+2y)Z + xz ; s2s
1 

s2s
1

s 2 s
1
s 2s 1 

c('A)z = (-x+2y)Z + yZ , s
1

s 2s
1 

s
1
s 2s

1
s 2 s 2s

1
s2s

1 

c(A)z = xz + (2x-3y)Z ; 
s2s1 s2 s1 s2-s1 s2 s2sl s2s1 

c(~)Z = (x-y)Z + (2x-3y)Z , s 1s2 s 1s2 s2 s 1s2s 1s2 s 1s2 s 1s2s 1 

c(~)Z = (-x+2y)Z + (-x+3y)Z ; s
2

s 1s2s 1 s2s 1s 2 s 1s 2 s 1s
2

s 1s2s 1 

c( À)z = (-x+2y)Z , s
1

s2s 1s2s 1 s 1s 2s 1s 2s 1s2 

c(À)Z = (2x-3y)Z • s2s 1s2s 1s2 s 1s 2s 1s 2s 1s2 

Dans H1, on a: 

avec a= 2Z , b = Z + Z • En effet : s
1

s2s 1 s 1s 2s 1 s2s 1s2 

c(r,(
1

)z = a, c(c(
2

)z =b-2a,.c((\
1

)z =a-b, c(C>(
2

)z =2b-a. s
1

s
2 

s
1

s
2 

s 2 s
1 

s
2

s 1 

Dans H4 , on a: 



dans H5 , on a: 

Z = c(-t/, -~ )Z s 1s 2s 1s 2s 1 l 2 s
1
s

2
s 1s

2
' 

dans H6 , on a: 

Z = c(-~ )Z 
sl s2s1 s2s1 s2 1 s1 s2s1 s2s1 • 

Si ~i est la composante homogéne de degré ide l'idéal 

(gradué) engendré par l'image de c, on a~i égal Hi pour 

tout i différent de trois, et H3/~3 isomorphe à F2 • Si x3 
est le seul élément non nul de H3/13, X~ est nul puisque 

de degré 6. D'où: 

ThéorJme 8: 

Si Gest un groupe réductif de type G
2

, on a: 

A(G)+ = F2[x3]1/cx~)' 
où x3 est 1.' image par T de l' élé_ment de A(G/B) classe de la 

cellule de Bruhat Bw
0

s
1

s
2

s
1

B/B. 

Corollaire: 

L'indice de torsion de G
2 

est 2. 
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Démonstration: 

Il est à noter,,tout d'abord, que les éléments de W cités 

dans le lemme sont représentés par leur première écriture par 

ordre lexicographique. Ces écritures étant toutes distinctes, 

les éléments sont donc bien différents. Ce sont bien des éléments 

de W(l) car pour chacun d'eux toutes ses écritures irréductibles 

comporte s
4 

à 1 1 extrème droite. De plus: 

donc w(l) =24. 

Lemme 16: 

Dans T(H(l)), on a: 

To(H(1))=Ë_, T4(H(1))::1E., T8(H(1))=:!~, Ti(H(l))= loJ pour 

i / [0,4,sî. 
Démonstration: 

Pour i~f1,2,3,12,13,14,15J,soient Z1 =zw.' w1 étant le seul 
1 

élément de w(l) de longueur i. 

Pour iG. {4,5,6,7,8,9,10,11), soient Z! =Z, et z~•=Z "' 
1 w1 1 w1 

w1 et w!' étant les deux éléments de w< 1) de longueur i pris i 1 

dans l'ordre où ils sont énoncés dans le lemme 15. 

Dans H(l), on a alors: 

2 z2.= z
1

, 

z3 = zf, 

z4 + z4•= zi' 
Z '-ZZ' Z"-Z (Z"-Z') 5- 1 4' 5- 1 4· 4' 

z6 = z1 cz5 -zfp, z6•= z1 Z~/, 

z7 = z1 (z6 - z61
), z71 = z1 Zf, 

z8 : 2z81 = z1 Z,7', 2Zg + z8• ~ Z l z7, 
Z9 = z,zs, Z9'= z, (Zs'-Zs), 

Zb= z, z9, Zn= z, (Z9' - z9), 
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z 11 = z 1 (z 1 O - z 1•0 ), zr
1 

= z 1 Z,' 0 , 

z
12 

= z
1
z11, 

z,3=Z1Z12' 

z
14 

= z
1
z

13
, 

z,5 = z,z14• 
Ceci permet de calculer dans chaque degré le quotient de 

H(l) par l'idéal gradué engendré par les éléments de degré un. 

D'où le lemme. 

Lemme 17: 

T(H) 9st engendré par x
3

, x
4 

et x8 (où x
8 

= T(Z8)). 
De plus T8 (H) est engendré par x8• 

Démonstration: 

T(H(l)) est engendré·par x
4 

et x
8

• 

T(H') est engendré par la projection de x3• 

D'aprés les propositions 2 et 3, T(H) est engendré par 

x3 , x4 et x8 • Donc T8 (H(l))--.T 8 (H) est surjectif, d'où le lemme. 

Lemme 18: 

Dans T(H), on a: 

Démonstration: 

x4 ~ O, 

3X4 = O, 

2 x
4 

-l o. 

Grace au tableau de la page 34 on peut déterminer T4 (H), 

quotient n4 par H1H3, comme on l'avait fait dans le cas G2 • 

On sait déjà que T4 (H) est isomorphe à un quotient de z, et 

que x
4 

1 1 engendre. Le calcul montre que x
4 
~ 0 et que 3x4 = 0. 

T(H)e~ est une algèbte de Hopf sur~ puisque A(G) est une 

~-algèbre de Hopf. 
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Cette algèbre de Hopf n'ayant pas d'éléments de degré 1, 2 

ou 3 a forcément dans tous ses systèmes générateurs un générateur 

de degré 4. Ce générateur ne peut être que x
4

. Or dans une algèbre 

de.Hopf il existe un systéme générateur tel que les seules relations 

entre les générateurs soient la nullité d'une certaine puissance 

de chacun, cette puissance étant elle-même une puissance de la 

caractéristique du corps de base de l'algèbre. 

xi ne peut donc être nul. Me.is xl = O puisque T 
12

(H ( 1)) =foJ • 
Lemme 19: 

Dans '.r'(H), on a x
3

-f; o, 2x
3 

= o, X~= o. 

Démonstration: 

2 La projection de x
3 

dans T(H 1 ) est nulle donc 

mais T(a) = O, donc xt =O. La projection de T2 (H) 

une bijection , x
3

-/; 0 et 2x
3 

= o. 

2 a H2· x
3

:x
4

.a, , 

sur T2 (H 1 ) étant 

Pour achever la démonstration du thèoréme il suffit de 

2 remarquer que x8 ne peut être que !X
4

, et que x
3
x

4 
est nul 

puisqu'annulé par 2 et par 3 donc par leur p.g.c.d. 

Notations utilisées dans le tableau de la page 34. 

z -z 
abc - s sbs ' a C 

i 

z j 
w k 

1 
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z,i.t 3 

Zr~.u, 

Z13~3 

z,4-3.t.. 

.Z~t3.Z. 

Z.t,134 

Z-~43,1 

.Z~3.tl 

~.t~.t3 

:Z.t,3,et., 

Z..23y !. 

Z;e4-u,,. 

Z3e,13 

Z3t lt,., 

Z3.z3~ 

Z3,i4~ 

:Z 31Sl-

21f-3lf 

Z43t~ 
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