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SOLUTIONS GENERALISEES D'EQUATIONS NON LINEAIRES,
NON UNIFORMEMENT ELLIPTIQUES

Roger TEMAM (wd

- SHTRODUCTION,

Ce traveil comprend trois sarties : les deux premidres
perties sont compldtement distinctes et préparent la troisidme
partie gul contient le résultat essentiel de ce travail,

Le premidre partie (n®lL § 3) est 1l'étude d'une perturbation

- pinguliére, en l'occurence la régulerisation elliptigue 4'une

équetion non linéaire non uniformément elliptique. Nous n'avons
pas recherché dans cette pertie le maximum de générelitésdu point

de vue des perturbations singuli€res et nous nous sommes seule=
ment limités & un résultat indispensable pour la suite..

De manidre précise, op considdre une classe d'éguations
elliptiques non linéaires du type

(0.1) E&“ 'ai(x,.ug grad u} = al(x, u, grad u)

1 i

L o

i

x = (xl,ogﬁ,xh)e 2 ouvert borné de [R" » auxguelles on sssocie
la famille d'équations régularisées elliptiques (e>0).:

(0.2} ebhu +

LR 44

4
T ai(x, u, grad u) = (a(x, u, grad u)

i=1 i

Nos hypothéses sur le probléme (0.1) sont essentiellement

{#) Une @&rtig de ce travail a 8t& réalisée pendant un sdjour de

liauteur & 1'Upliversité de Chicego.



celles de Ladyzenskays et Uralceva [1337. Ces auteurs ont
démontré que si u est une solution bornée de (0.1l) de classe
Cé s 8lors grad u vérifiait certaines majorations a priori.
unmformes sur tout compact intérieur & ; ce résultat avait
été démontré aupsravant par Bombzerz « de Giorgi - Miranda [2}

dans le cas ou (0, 1) est 1'é €quation des surfaces minima,

Il était raisonnable de penser que si u, est solution de
(0.,2) pour Y ¢ s]ﬂ,eo] » €t 8i sup suplua(x)! est borné, alors

ggceo &

i

sup|grad u, (x)| serait majoré indépendamment de ¢ sur tout
ar

cuvert R' relativement compsot dans RN 4 C'est ce résultat
que nous démontrone dans la presidrs partie.

Notons gue ee résultat ne dit rien sur le compertement de
u, & la frontidire ¥R de 0} c'est seulement la ¢roisilme
partie qui permet & posteriori de préciser un peu le comportement
de L ,%Q .
La seconde partie (n% k et 5) du traveil est une application
de¢ la dualité & des probldmes de caloul des ?&?i&%iﬁnﬁe Utilisant
un cadre fonctionnsl ¢t quelques résultats de Reekafe;Lar
[ 24 ] nous éteblissons certaines relations entve des problimes
de calcul des veriations et leur probléme dual convenablement
défini. |

Nous présentons tout d'abord Ig,cadre fonctionnel de-{?h]
pour la dualité en optimisation convexe. Avec des notations
légérement différentes de celles de Rockafellar, il s'agit de
problémes d’optimisation du type |

() Inf {F(u)+G(Lu)}
wev

od F et G sont des fonctionnelles numériques convexes sur
V et Y , V et Y espaces de Banach, et Led(V,Y) ,

On définit le problime (H*) dual de (9') et moyennant .



queisnez hypoth&ses (minimes) sur  F et G on obtient des
relations simples mais non dépourvues d'intér&t entre les
solutions éventuelles de (&) et les solutions de (T*) .

Ici encore nous nous scmmes‘quelqué peu limitéé];‘hogﬁ
donnons seulement quélqués exemples les plus intéressants par
les résultats auxquels ils conduisent ou psr iuas problémes ouverts
sur lesquels ils débouchent, Nous renvoyons & [28} pour une

étude détaillée du sujet.

La troisidme partie (n® 6 & 8) concerns des problémes de

calcul des veriations du type

(0.3) Inf j‘gixan{x},grad u(x)) dx
u-¢~/ag= 0 Jo

( $ donné), dont l'équation d'Euler est du type (0,1) et pré=

sente des dégénééescences analogues & celles de l'équation des

surfaces minima. Notre résultat essentiel est alors le suivant 3

la_mise en &vidence d'une solution généralisée pour (0,3) ou

ce qui revient au méme le probléme de Dirichlet pour 1'éguation
d"Euler correspondante,

Notre démarche est la suivante : on montre gque le probli3me
($%) dual de {0,3) possdde une solution unique p¥* , et que
le probléme (0,3) posside une solution u alors on a une rela-
tion ponctuelle du type

{0.01) grad nix} = %’(p"’{x}) PePe X ()

olt la fonction ( ne dépend que de g .

Lorsque le probléme (0,3) ne possdde pas de solution, on
peut se demander si la fonection g (p*(x)) , parfaitement déter=-
minée, est le gradient d'une fonction u que l'on considérerait
comme une solution généralisée de (0,3) (il s'agit essentielle=
ment d'un probléme de régularité pour p*). C'est ce probléme

qui trouve sa réponse dans la troisidme partie., Utilisant les
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résultates de la premidre partie et des techniques de dualité,
nous démontrons les résultats suivants @
3

. N , ‘ 1 e :
- il existe ueaLl(ﬂ);g avec ~§ e L7{n) , 1gign , telle
3 : ,

que s§§§'grad u(x)| <+=

¥ Q" relativement compact dans 8 , qui vérifie l'é@quation
d'Buler de (0:3) dans Q , qui vérifie {Q@h},p*pg dang £ ..
Enfin u est uniquement définie aauf-peﬁt«étre 4 une constante
s ditive prés {conséquence facile de (0.4)) ¢4 toute suite minis
usisente de (0,3) converge dans Ll(ﬂéfﬁ (et dans LX(Q) en ¢ag

de compldte unicité) vers cevie Fforntion uw . Insistons sur leo

fait qu'il s'agit de n'importe guelle suite minimissnte bornée

et que c'est le suite minimisante tout entifre qui converge vers
£>

Ces résultats s'appliquent en particulier aux hypersurfaces
minima non paramétrigues pour lesguelles nous doanons dleailleurs
gquelgues résultats cgmylémenﬁaixasg Préaiﬂdng toutefois que
dans une série de conférences [s] 4 Es de Giorgi a proposé
une méthode complétement &iff%rﬁnté pour obtenir un concept
analogue de solution généralisée pour l'équation d'Euler des
hypersurfaces minimae.

Divers problémes demeurent ocuverts encore, dont certains
feront 1'objet d'un travail ultérieur i extension de ces résultats
i des probldmes.de caleoul des variations autres que (0,3) (ordre
supérieur ou hypersurfaces avec obstacles, ses cfo la 28me pariialy
analyse plus compléte du comportement frontidre de u {cfs un résulwm
tat partiel dans la prop. T+l ) ce qﬁi est 1ié'§‘l‘obtentian:é*eau
timations a priori & la frontidre dans (Co2) et résoudrait complée
tement l'unicité pour wu ; extension des résultats aux &quations
d'évolution assocides 3 l'équation d'Euler de (0.3).

L 'guteur remercie E, de Giorgi, J.L. Lions et
M. Miranda pour de nombreuses discussions intéressantes durant
1'&laboration de ce travsil,
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I, UN PROBLEME DE PERTURBATION SINGULIERE,

1y Le théoréme de perturbation,

1.1, Le probléme exacts

On s'intéresse comme dans [16] & des équations non lindaires
von uniformément elliptiques du type

1 di"" 8.3;()::';535.}::‘&& u) = a(x.u‘grad u) .
1

{(1.0)

He-Is

i

ol x = (x XysoeosX e @ ouvert borné de [R® et od les fonctions

a. " sont supposées deux fois continument dérivables dans Q)hmn+1 9
la fonction & une fois contintment dérivable dans Qlen+l et
38. 2a. (1)
(1.1) (x U, £) = ﬁ%(x'ung) y lgi,jen °
1

En outre, pour tout M>0 , ¥V xef , ¥ uelR , jujsM et V ¢ e m®® |
il existe des constantes finies uo(M}.ee., uS(M) avec

{1.2) la;(x,u,8)] s wu (M)
n
(1,3) “21 a;{x,u,8)6, » u, (M) ¢1+{5(27- uy (M), ul(M)>0 .
l=
(loh‘) la(xgugg)l < UB(M) Y
v 12 n
{1.5) u(M) '] <} av.(xui)nn € (M)—L——L—- ’

foee iein fiel?

uy, (M)>0 ,’uS(M):’O s ¥ neR® , od

(1) Cette hypoth&se qui n' 'apparait pas dans [16] nous semble
nécessaire,
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(1.6) abij(x’“’;) a "3"5}‘ (xo;“;s). ’

n+l

et ol le vecteur n' = (ni....,n£+l)e:m est dérini & partir

du vecteur n = (>n1.,s“.nn)€mn par

1

/il e)?

n. = ﬁ""(ﬁ-\’e)\’g » “E = (-519°‘°i’6n‘1v)
(1.7)
ﬁ = (ﬂl’oos;nngo) e

La condition (1.5) caractérise le type de dégénérescence
admise pour l'équation (1.0). Les 8; et a satisfont en outre
& une hypoth&se "technique" que nous allons préciser dans un

instant,
e s pa . : Ju
Pour simplifier les notations nous noterons ug = 3§~ »

l¢igsu , Du = u, = grad u , et &u une fonction & valeur dans
+
ro*e

N

et qui est construite & partir du vecteur Du de la méme
menidre que n' est construit & partir de n avec la précision
supplémentaire, £ = Du :

~ éu = Du - (Du,v)v , Du = (ul,eog,un,o)

(1,8) N
‘ v = --u-—---:-— (-ul".u...-un-.l) °
1+|Du)?
. s P : du -
Appliquons & (1.0) l'opérateur | u, S— ; on obtient en
£=l L dxz :

(1),

‘posant v = [grad ulz

1l 4 » ,
(109) - 2 -ﬁ;’{aij Vé) + aij uzi uzj = A s

(1) On gtilise désormais la convention de gommation des indices
répétés, '
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-aa. :X- da,

i 1 . 1 a i _ 1 32a . o8
(1:20) A=gsr "1 * V&, 7w M %, 2 em; i T ou

: i 1 L J
da
- u s »
L ax,‘»

L'hypothéée complémentaire est que, pour tout M>0 , pour
tout xe 8 , Y ueR , JujeM , et V £ e R®, il existe deux constan-
tes u6(M), u?(M) avec '

(1@11)» A(x,u,&') K3 HG(M)taux‘ + UT(M) Jl*-u; ?

ol

&
2 .

)
(1.12) [$u, | = su, |2
: 5, = ( 1 199,1%)
D'aprds [16] cette condition (1.,11) est certainement
réalisée si, pour V M>0 , Y xe8 , ¥ ueR , JujsM , Y ccr® ’
3 u(M) avee : '

' 2
e WP Rt SR )
2 Bu; u, | 5, ou “i
{1.13) '
32 | )
’8\1.3;5:‘.t N
A 1% lu, |
da. 9 a
N i _ 3a u{M) 2 ()
l33 aui'2 DRI Ty T “j; $ 2
u
X X
(1.1%)
aaaz
I vyl sl
2 2
8 a' 3 &
1 - _g_g M 3 :
(1.15) ‘3 5= Uy < 3l € Eiﬁl v by vy - 3%"’ s u(M)



2
i ! I ¢ ?(M) » ta =
foudx, | U] aX, 3%,

(1.29)

€ ulM)

On verra au III des situations simples odt (1.13) = (1.16)

gont automatiquement vérifiées,

1.2. Enoncé du théoréme de perturbation,

Nous considérons pour €>0 , l'équaticz perturbée de (1.1) :

n
(1.17) eou_ + igl E;; a,(x,u_cgrad u ) = alx,u_,grad u.) .

Nous nous proposons de démontrer le @

Théoréme 1.1,

On_suppose gue les conditions {1,1) = (1.5) et (1.11) sont
réalisées, '

On suppose gue pour tout ¢ , 0<s§so R u€e¥32(§) y VEérifie
f

b
2

(1.17) et que la famille u, est uniformément bornée dans

{1.,18) Sup Sup }ui(x}i E M < 4w,
O<ege X8 o
o
Alors pour tout cuvert Q' ccf (1) .
{119}

Sup Sup |grad ue(x)l < o
0<eseo xeq!

Le théoréme sera démontré aux n®2 et 3 .

(1) a'ccn signifie Q'ceQ'ch .



1.3, ¥rincipe du maximum.,

"Avant d'aborder la démonstration du théordme 1.l nous
voulons donner des conditions trés simplez sur les a; et a8 ,
qui , par un raisonnement élémentaire de principe du maximum
assurent (1.19).

‘Proposition~lol§

Supposons qu'il existe M, tel que pour tout xefl ,
¥YueRr , Iu|>Ml .

(loao) a'i(x.ugﬁ)f“ii)%y{ emn [ 13 #0 »

U R 3+ ]

i=1

{1.21) a(x,u, )20

Si, en outre

{1.22) Sup Sup Iue(x)tskM2< +oo
O<a§e° xe3f

alors {1.18) a lieu avec M= max(Ml.Ma) .

Démonstration,

On multiplie (1.17) par (u-M ), (QE~M°)+ = u -M si
w-M >0, =0 autremesnt ; on int@gre dane 0 et on intégre
yar parties & gauche :

aue aue
£ ez + a.(x,u_,grad u~)} — dx
gr\{us>ﬁo} ax. i € € axi

£

- a(x,u_,gred u_ ) {u =M ) dx < 0
Jg{j{ue>Mo} € € € o ’

ce qui entraine :



: aue
ai(x,ue,grad ue) 3;: = 0
aus 2 e ¢ é
et e ® 0O peps BUr {u€> Mo} « Le résultat est démontre,

o

2, Estimations a pxiorirpréliminairgs.

Ce numéro et le suivant sont consacrés & l'obtentien
i'estimations a priori diverses ; le point de départ est (1:57)
et, pour alléger les notations nous noterons w au lieu de
1a solution considérée de (1,17),

On fera souvent usage e l'équation suivante déduite de
(1,17) comme (1,9) se déduit de (1,1)

E’ “-"""1. ad -J-'m + 0 s = A
(2.2) "7 d; T2 dxg (agg vy) + e gy Upy * 845 Upy Ypy 7

ol l'on & de méme v = Vo 2 A= A(x,ue.grad ue) .

2:1. Premidére majoration

Temme 2,1,

RSN AR SRR 2S.

Pour tout f°CC @

?

{(2.2) ,[ (e u2 +‘¢l+u2) dx & ¢
Q! x x

g& ¢ dépend de Q' et des données (1)

(1) Les lettres ¢, d, désigneront des constantes positives

_ diverses dépendant des données. On entend par données, l'ouvert
§ et les u (M ) , u apparaissant en (1.2), ¢ssy €t M_ en-
(1.18). @0 o ©
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Démonstration, Soit I une fonction régulidre, 05s<1 , g(x) =1,

IS I GRS WS ) ) O

. R 2 o, :
x<eQ’ , supp e R , On multiplie (1.,17) par ug , onm intégre

dens [ et on intdgre par parties & gauche pour obtenir

u, w g . dx + J a. u,,cz dx
1 b q 1

2 .2 .
€ r u ¢ dx + 2 e J i

s R Q

+ 2 j a, u g ;i dx = = f a u»gz dx .
1] Q

On en déduit aisément aves (1.Z}={1.4),

(2.3) [ (¢ w2 + /£+u2)ta d4x ¢ 4 max (52+§2) R
Ja x X Q x

ol d ne dépend que des données ; (2.2) en résulte,

2,2, Majoration de |v]| en fonction de ¢
1%(a")

Lemme 2.2

Pour tout >0 , pour toute fonction ¢ régulidre & suppori

compact dans G ,

. 2
(2,4) ¢ [ (l+v)a*2 59 dx +.j | 6u }2(1*V5 2 52 dx
Ja 2 X

=
2, 2
(¢ +C§) dx

A

[
de | (1+v)%" 1 (c%42) ax + a | (1+v)
Q x Q

od d ne dépend que de o et des données.

Démonstration. On multiplie (2,1) par (l+v)a§2 , on intégre dans

T a0 e e

- et on intégre par parties & gauche :
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rofm

j {£¢V)“”1 i ;2 dx + € J (1+v)% v v, % ci'dx
)

. { ) ; gsl 2 : : : Y
- ¥ 2 ¥ 32 + + 3 = > + » éx
+ afn ‘;arvavz‘(; v)TTET ax Jn‘als vy (1ev)7c ty

|

t a 2 ‘ s 2
+ € fnug L {(1+v) ¢ éx ¢‘f§ Bys gy uﬁé‘(1+V) z¢ dx

= j A(1+v)® Ca dx ¢ par (1.,11)
§

o
f o  LE 2 . :
& ug(Mc) jgiﬁﬁy§gm@¥§ < dx + uQ(MQ) jg {1+v) 4x o

rof

On note Il"“" Ig les intégrales apparaissant & gauche
dans cette inégalité, et 17, Ig les intégrales apparaissant &
droite. On a :

. ) ca .
I, = ?a'fn§1+v) ‘“R“li L, oax,
E | (1001 2 . ’ ¢ 2 .2
§§2§ N > Jﬂ(l*V) Upg Ui b dx. + 2¢ Jh(l*?) ut ooy ax
52' o atl 2
< + 4 e;f (1¢v) z® dax
2 Q x

Par (1.5)

Ig ;uh(m)f W(lw)“ adx*I' .



Par 1'inégalité de Schwarz, (1.1) et (1.5),

1 1 o

Tl [ Gagg vivpZ (agy 635502 (10 ¢ aa

: ls 116z]
s ug (M) J —ee  (14v) % ¢ dx

I
et comme (cf,[16])

5) |6v] ¢ 2l“xl]5uxl & 2¥I%y Iéuxl R

lIh{ N éJ lsux}‘az;! (:’;*é“‘\i;?& g dx
Q

12

NTI-"

(1+v)% 72 ax + dj lé;la (l+v)° dx
]

(M) ¢ |éu,
< ”N(Mo f t Uy
R V1i+v

1
a+z
11,1 € 22 + a f l6c12 (1+v) 2 ax .
Q

rofis

v‘<Mo) ‘Guxia | 2 @ 2
l1.,] < -i~§—~ j —_— (14v)% 2 ax + @ f (1+v) < ax ,
: f 1]

La prise en compte de toutes ces inégalités entralne a
fortiori

Nil""

] 2 2 @72 2
(2.6) ¢ Jg(l+v) Ups Uy BT dx 4 jnlsuxl (1+v) z° ax

1

[s R 23

cde [ (1+9)%* 2 ax + a J 16¢]2 (1+v) 2 ax
’ Q f

“*‘% 2
+ d j (l"‘V) L dx Y
a .



15 =

Pour fouwte fonetiom o -, on a 3
(2.7) leal < o]

et en particulier |[6z] ¢ l{xf .

Par ailleurs d'aprés [15] (inégalité (h.7) p:59),

o év)i

. * 2. 2
(1+v§“+2 ;2 dx ¢ & fn(l+V)u‘u£i u s :2 dx + @& fﬁ(;+v)° ;(ﬁ +;x)dx,

ol 4 dépend de 9 , & et H .

Avee (2.6), (2,7) et rette dernilre in&galité, on obtient
aisément (2.4).

Lemme 253,

Pour tout 831 , tout &' &Qq ,

(2.8) elv ¢,

LS(Q°)

o ¢ dépend de B de 9' et des données.

e )

Démonstration. Cela se dfmontre par’ récurrence pour les.
entiers et ensuite par interpolation utilisant le théordme de
Mo Riesz pour les § nan entiers.

Pour B=1 c'est une conséquence immédiate de (2.2)., Monirous
gue si la propriété est vraie pour B8 , elle l'est aussi pour
B+1 : étant donné Q'ccQ » on choisit um ouvert Q" , Q'cca” cen
et une fonction ¢ régulidre, Osfsl , supp Zc® » §=1 sur Q" ,
On applique alors (2.%) avee «=8-120 pour obtenir :

. ——

[ (1+v)B+l dx € ¢ (1+v)6»dx + 3; A (1+v) 2 ax
a° a" € Jan

-

. 2 - »*
ol e=4 maf(c *ci) ne dépend que de {' et des données puisque
f
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#¢ " sont choisis en fonction de Q' .

Lisypothése de récurrence domnne alors :

- R . 1"
{ {1+v)8+1 dx & ¢ (14v)8 ax + £ (1+v)8 dx ¢ clo?) .
J Q' ‘n" € Q" a@ +1

et (2,8) en résulte pour B+l ,

%+3s Majoration de lv},m( ) en fonction de € o
L (a' '

Lemme 2»&»

Pour toute fonction réguliére r & support compsct dans

mejorée par un en module :°

(2.9) J 2l arca (1=t [ (vex)? z:i dx
Q
k

evk Qk
dk ' l*% 4 1+
+ = (mes(®, N supp ¢)) + :f (mes(Q 0 supp %))

ol jes d ne dépendent gue des données, supp § = support I,

et

{2.,10) . = {x]xea , v(x)>k} .

Démonstration. On multiplie (2.1) par (v-k)+};2 s Oon intégre

en x dans Q et on intégre par parties :

Hion

J
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| . 2 fooxy2
+ € fﬂ U . (v-k)z® dx + Jg 855 Ui Upj (v-k)8t" dx
k

= Jn A(v..k)g;a dx ¢ {par {(1:31)}
k

A

2 . 2
”6(Mo) JQ lﬁuxl(?“k)i dx + uv(MO) [qk/fr; (vek)&" dx
k

On note Il""’ 16‘ les intégrales apparsissant & gauche

dans cette inégalité et I?. Iz » celles figurant dans le membre
de droites On a |

- '
lls z 5 4 dx I3
k vi+v
;I&i £ Iﬂk (a.ij \f vj)2 (aij %5 cj)a (v=k)y dx

g (M )[ L..___l” 8% (vek)z ax

(M 2 ,
< nh ) j Lﬁx—— dx + 4 j -L-G--E-L—;(v-;k)2 dx
Vitv Jq. Vi+v
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1! 2
lzhﬂ < 52 + 4 f legl® (vek)® ax
‘nk Yi+w
2
I (M) f 60, | (v-k) 4 )
>“ Om——— Ve 4 X = &
A T ¢
wy, (M) |6u_| -
I, < h2 = —E (vek) 22 ax + 4 j (v-k) vI¥¥ 2 ax
Q l+v Y] '
k k
I'
6
I7\< 'é-+d180

Regroupant ces inégalités et tenant compte de {(2.7) on

obtient & fortiori :

(2,11) J v2 §2 dx ¢ d ! (Vwk)g ;2 dx
Q= Q x

k k
C2
+ & f z (V-k)2 ax + & f Y1+v (vek) ;2 dx
€ €
ﬂk l+v Qk

Cn e - 3 éf sur 2, et V1+v < /2vk + Yv=k si k2l ;

I+v vk k '
alors :
(2,12) J vi t2 ax.g d(1 + =2-) J (v-x)2 2 ax
2, evk 2
e 3
+ EEE (v-k)c2 dx + % J (v-k)2 52 dx
" O

Avec 1'inégalité de Schwarz et puisque Sasl H



)2( 2&)2
Jn P

[ (vex) oF ax (j (v-k)? (&
é@k Qk K
~ 1 o
2
& (mes (n () supp c))2 {J (v~k)2 c2 dx
f
k
D'aprds 1'inégalité {(2.12) p.h3} de [15]
(vek) J (v-5)2 ¢ ax
ﬂk f
¢ 4 fues(n, N sups §>}“J (((v-k),) 5 + (v=k), ¢ )° ax
0
2
2 2
k k
Portant cette majoration dans la derniére inégalité, on
trouve
1.1 1
2% 2 2 2 2,..,.3
[ (ver)e? ax ¢ afmes(q, 0 suppe))? (J (v2 o2 +(vk)? (han)
J&k f
k
(2,14) i{-@J (vek)c? ‘Ii‘f (2 s (ven)? 12)
X
L
1
d = (mes(nk(]suppc))

De maniére analogue, on écrit

oI



3 1 3 o
2 S 2 £ v 5
j {ka}a ga ax =j' (v~k)2 ;2 ca dx £ (I (v-k)2 ;2 dx)ﬂ (J‘ g dx)
By By O By
1 3
<& (mes(ﬂk(\suppg))ﬁ(f (vmk)z.CZ.dx) :
1,
k

et, avee (2.13),

£

2

!

s

. 1.3
.~ 7 2 \ "%
,[ {y=k ) £° ax ¢ d(mes(ﬂkF\supp z)) (J (v
g;". é?-’ 2 ’
LS -4
Utilisant alors 1'inégalité ¢e Young, on trouve :

(2,15) é[ (v-x)? % ax é%f (v2 g%+ (v-1)% ¢2) ax
Qk Qk
d 1
+ =p (mes(2,_nNsupps))
£

Grice & (2,14) et (2,15), (2.12) donne exactement (2.9),

Remarque 2,1,

Si on se limite & k2 et egl , alors (2,9) entraine

O T
ik

aigément 3

2 2 _ -
(2,16) j}"g ve$ dx g d J'Q (\h-k)e c;‘; dx + d k‘?(mes(nkn,gupp;))
k

k

1
+ 4 kz(mes(ﬁkf\suppi)} .

slon

Lemme 2.5,

Pour tout Q'cc

- +(v-—k)2 z;;‘im)

i+

3
T

1
T



e
il
B

¢ . ]
hdedi ! !Vi L ==
Lo(a') €2

ol ¢ ne dépend que de ' et des données,

Démonstration., Utilisant (2.9) et le lemme S.% p.TL de [15] on

O XD WD S G D G D D T GO

obtient trés aisément une majoration du tyu

(2,18) vl o ¢ (97 ,¢)
L (")

ol ¢ dépend de Q' et de € o, Nous silons reprendre la dénons-

saosbir clairement la dépendance

tration de ce lemme et faire

de ¢ en e

On considére un, ouvert &" tel gue Q'cc”cc , et on va
démontrer (2,17), ce qui suffira, lorsque Q' est une boule

= tr 3 -
Bpo(l'co) de centre x_<Q" , de rayon oo(l co) » O<o <1,

la boule Bp de centre x, de rayon o €tant située dans 0" ,
o

Suivant [15]: on considére une suite de nombres kh=2k° -

mg%‘
s 2% Lol

ko choisi ultérieurement, assez grand, et une suite de rayons

o
= (3 s - —..9. 4 e . iy = .;':.
Py pll o, 2h) s b entier ; si Py 2(ph + ph+l) on
aurg o p20 ¢! sar k, <k et B < B. B cary
I n+l I +
el Phe1 Pn Pn
G, .4 <P, <0, o On note € = 0 0B t* =9 B .
4 h h 'y 4 ’ b4
“ b Kpv1  Pn h kpo Py
Z, = 0 N B * €
1, - et € cl c€ e~
: Ko Pyt h+1 "~ "h ""h™ ®n
Supposant
{2,19) koz,ig ’
€
on applique (2.16) avee k = kﬁ+l et une fonction § régulildre,



Cggst , =1 sur B~ , nulle hors de B .
°h °n
. d h+2
On peut trouver ¢ tel gque ]cxfs d_ = = 2 ; et alors
| Pp=Py )
on aura 3
2
2h+h 14
2 2 2 2 n
Jg v, dx ¢ d J; (v=k} 47 ~3—3 dx * dk; ., (mes G )
r h Po %o
1
+ @mh+l(mes ﬁh)

si les ¢ désignent des constantes dépendant de Po%0

c'ested~dire de l'ouvert O° , cela s'écrira :

2
1+2
(2.20) v2 dx ¢ d 22h‘! (vek, )% ax + d k>(mes & _) ©
f X £ h+1l (o} h
h h
2 1*5'
+ d ko(mes ﬁh) 3

Posons comme en [15] ,

(g.21) J, = (vek, )2 ax .
h N h
€

on majore mes fh par 3

2

Jo» (vek, )2 ax » (k x, )2 € ) o

LS PO it s T3 (mes &) = S28%2 (mes %) .
h



w 23 =

2211*2
3

fo

Jh L

(z.22) mes §, ¢ mes &, <

On utilise cela dans (2,20) pour obtenir

2
2h(1+;) 2

, 1-}-»
& &y Ll
) x“
]
6
. ah (14+=) :Mg
+
&i ‘B
-3
kﬂ
Mais
(2,24) fﬁ (voiyy)® 4z = (vky,,)? ax
b k an
h+l h

n+l b n

| ]
'
(. 3

, f n (v-kh)+ dx h
3
Par ailleurs avec (2.8) ,

(2.25) Jhsj vadxqj v? ax
B n"

o

S le=c(a™)) o
€

A

*»

Avee (2,24) et (2.25), (2,23) entraine



w 2h =

2n (1+2) 2n(1+2)
2 2h 2 n’ Jy 2 . In
J”_ vxdxsdQ Jh‘i'c——r-—- —1‘;"'0 12 12
£
o ko
Comme on a supposé (2.,19), cela entraine :
2h (142)
J v2 dx & d 22h Jh + ¢ 2 > Jh
g L
h n
k
o
£
5 2h (Lo
(2026) J‘ Vx ax g ® 2 o Jh e
€y
On majore ensuite J,4y COmme en [15] -
= 2 2 2h
Jh+l & d(mes fh)n [f_ vy dx + 2 Jh] .
8h
Dfold, avee (2,26) et (2,22)
2
22h s, \®  f 2h(1i§)
Jpey S0 = 12 Jh]
k
¢
w12
(2.27) Joey €YV I
. 2126
(2,28) y=5, v =2 n
o kH
o
On aura, ce qui est le but recherché, J, =™ 0, h ==

pourvu que (lemme 4,7 p.62 [157)

2
n

(2029) J, € ¥ b
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comme J. ¢ yJ. % s (par(2.25)) < IEW,_E on sura certainement
1 70 +£)
2(1
€ n
(2.29) si
‘1+§ nn?
xe . <Y 2 b T
2
c2(1+2)
2
148 142 2(142) o
Yy ¢ £ € T
145 1+% §+2 a(l*%)
a4 ~ e < kg € ) ’
‘ 4y
ce gui est acquis gi k> o= avec 4, mssez grand,
- 4G 3
Choisissant k= max(== , ~§) y on sers assuré que J, ~—» 0
. ¢ , ,

~h =+ w , et on sait que cela entralne

d
Og v 2k & = sur B .
o~ .2 0 (1=0,)

ce qui, on 1'a @&it suntraine (2,17).

3, Démonstration du théoréme_lula

3.l %ﬂéﬁ&litéB~££-SObOleVe

"

On appelle S

” el

Sek la surface

{(3.1) 8 = {(x.xnﬂ)lx‘eQ, X 41 = ug(x)} .
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2 i cn T
e Fela
AR e A . RN

' . 2
Cn suppose que pour O<ese° » les fonetidnsg u = use<6 {a)
et vérifient (1,17)(1,18), Soit 8, un ouvert quelcongue ®,ccf ,

et soit RN' wun ouvert dont l'enveloppe convexe fermée est incluse

‘dans Q*u

Alors pour toute fonetion f régulidre égale & O sur la

frontiére 2302' de Q' , on s

h=1

n S
——ctan n o5
(3,2) (f 121™t an) ¢ Blng j [s£]an_ ,
,S' n . Sl n

ol & est construit comme en (1.8) & partir de LI

=V 2 '
dH = Vi+u = dx et 8' = {(x,x ,, n+l

La constante B dépend des données et de D4 o

Jaxe ' ,x =quH-

Démonstration. Ceci est l'analogue pour notre situation du

- e wx we we -

lemme 1 de [16] et la aémonstration est maintenant identique

‘compte tenu des réaultats déjd établis,

La seule différence apparalt dans le choix gde w_ o il noux

faut prendre ici

{—w n"":’:‘@‘s } PO “}
% 1) ~.§;-ﬁ-i*ai(x3“3ux)) dxi + x 3‘,(‘%

o~
ntl a(x,u,ux) dx

n=-1 n
- (=1) [.é

-4
1 dx. (eui*ai(x.u.ux) - a(x.u,ux)]
h

dxl_/\ en s Ad*n*’l = 0 s k



Un a par ailleurs aveec (2,17), (1.2), (1.b4), (1.18),

n+l n 2 2 % } 2 2 2
,Z ]woi(X)lg g ig (.gl 2 e” u(x) +eigl(ai(xgu.ux)) + M u3(M°) )
=] Cl i=
2, . 2 2 2y |
< iﬁ (2 6%(a,) + 2n w ()% + g wy (%) 5
1

s & ‘ i a PN 3 : < %
la gsondition max ? Iwmi(x)l g 1 sers »%:.isde 8l on prend
- .

QM i=}

(3@32 G &5 \. (\Ei%gﬁg} + 2n “(M

Le raisonnement se poursuit ensuite sans modification et
la minoration {2.38) de [l ] reste valable en sorte que l'on

obtient exactement les mémes inégalités 4 condition de remplacer
C, per l'expression (3.3).

Lemme 3.2,

Dans les conditions du lemme 3.1 si g gst une fonctios

réguliére, nulle sur 23Q' ,

: 2
2 n 2
(3:.4) js' g an ¢ 8'(a,) Hg(s') Js' | 68| aH_

B' dépendant de N, et des données,

Démonstration. On pose £ = g2(n-i)/m

et on applique (3.2),

Remarque 3.1,

Cette inégalité (3.4) est un peu moins précise que 1l'inégalité
anelogue de [16] mais il est clair que cela sera suffisant pour

o3

une €tude a4 l'intérieur de 0 .
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3,2, Estimetions a priori (suite).

3

- ' 2
On continue & moter u = wu_  , v =7V = |grad uel et on

notera désormais
(3,5) w = log{l+v) &

) (1)

On s avec (2.5

3
3

!wx12 et hui]dux}a
2 l 6w i W:f”mm::i: =
l“‘"ux R AT (l"’V)

L'inégalité (2.6) applicable sous les hypothéses du lemme 2.2

doane, pour a=0

| 3u 12 2
dx + J — r d4x
Q

sj u,. u . g
g *r 2 JiFY

2 2 /. >
< 4 ej {(1+u’) ;? dx + dJ |6;|2 1+u2 dx + 4 l+u2 ;2 dx .

Soit Q, un ouvert quelconque Q,cCcQ 3 81 BUPD L cC 4

on aura avec (2,7) 3

{1) Pour toute fonction ¢ régnliére ' ¢x' ; i5¢l



¢ 2 ¢ 2
(3.7 ¢ J Ups Yps 8 dx + ( wz” ;- dx
Q ’ o Visv

< d { (e(1+u2) + ¢1+u2) dx} max(c2+62) °
Q X X Q% X

D'aprés (2.2) 1'intégrale figurant dans le membre de droite de

(30T) €8t majorée. par une constante ¢ = c(Q,) , d'oll
2
'5,‘1 | 5 o
{(3.8) ¢ j Yyt Y4 ? ax + j e 1 ®ax c(f,) max(ca*§;) ‘
9 ' N Sivv 2 5 >
et aveﬁ (3:6) on obtieny :
[ v
(3.9) ¢ u, . ou, . c2 dx +~f d ;2 dx 5 e(9 ) max(c2+42)
M - . 2
Ja 4174 @ /ivv R %

pourvu que & soit réguliére et que Bupp L <C N cCh o

Lemme 3,3

(3,10) wvSodx g elQ,) , fcc

Démonstratvion. Dfaprds (2.2) , r Yltv dx < c(C%Q s-et 11 existe

1
dy® tel que log(l+s) g d(1+s)¥ pour 820 , c'est-d-dire ieci,

o/

W« d2 u/l-i-v»o



30 =

* . B 4
Jemn ded,
RGP S SRR

R

(3

Démonstration. Soit 0' un ocuvert, f, ccGlcc et soit 3

une fomction régulidre, =1 sur 0, , supp { € RY% » On multiplie

{1.17) par u we 32 , On intégre en x dans £ et on intédgre

var parties

2 .2 .2 . o v v, £2 a; 2
EJQ B VoL dx 4 zgf vy wow wg g dx o+ aejn wg w WS § o, dx

2 2 2

ﬁg ax + EJ ai U v wi Lo dx + EI 8. UW LL. d#
a 'q i 3

*In&i“iw

”“JauwazedXQ
2

On note Iipoeoy Ig les intégrales figurant & gauche et
1Vintégrale figurant & droite,

v 2w, u,.
8 3 R’ 11
LOomume Wi ® T e w - N
W, W w-u, u
i
I, = be j L2 .2 44,
2



- 3] -

D'aprés (3.9 et (3.10), comme supp {c 2

Imzl < e(Ry) g?x(c2+;i) .

*
1 |
I3l & 2¢ (j w? w? 2 gx)° (I w? w2 ci LY
o X g e
£ 2 .2 2 - & 8
&= u. v az *+ i w dx
e ]n x ¥ Jﬂ “x

Ly 2
|I3| § g% + e(n}) :?x(:x) '
»

Par (103)0

Ih 2 “l(Mo);fQ Vl+u§ we c2 dx = uZ(Mo) j w? ;2

o ' P
I, 2 Ii; - Q(’Q;)(ZR?X £™) e

13
®
1
lZ51 < 2 (n)) Mon2 fg vyl ¢ ax
2
i w
< ul(Mo) f Vivy wl ;2 dx + d‘f X 62 ax
2 Q Q vievy
2
It W
; l
IISl € ==+ d I X c2 dax
0 Vl+v
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D'aprds (3.9) on ebtient'enfin pour I

x! .
' 2 .2
lxsi $ 33 +1c(9;)(gix(c o).
% 2,.2 .2
: : 2 2 ,
{1, ¢ 28 . {M ) ¥ n f v orle. ] ax $.af wo(g+g7) ax
~ 61 A ¢ o’ To o x a x

¢ (par{3.10)) < eiﬁ;}fm?x(;2+¢§)) .
' !

*®

2
) Me'j v 1% ax < o(al){max £°)
Q Q;

Regroupant toutes ces inégalités, on obtient :

| . |
{3,22) ef u® w2 g® ax J vt g? dH, < e(ﬂ;)(max(;3+ci)) 6
a * S n!

%

et {3.,11) en rémulte,

3.3+ Estimations a prieri (fin).

Lemme 3,5,

Soit #, un_ouvert, fN,ccQ et soit ¢ une fonction régulidre

3 support deans Q. o Alors on a, pour k>

(3.13) jg law]? ¢2 dH, < e{B}) { (;xla(mG)? aH
. P g g

L3 s k
l*‘g

$ e b
+ a{f!) H '{Sk,n Supp 8) max §° ,
= a N

® ¢!



ol 5 = ((x,xﬂ*l)l(x,xn*l)e'ﬁ y Wix) >kl

et supp § = {(x,x )l(x,xn*l)ss s Xe8upp L} .

n+l

2 e .
tions On multiplie (2.1) par (w=k) 5" , on intégre
on intégre par parties | on note @, = {x|lxecn ,
w(x)>k)} } on & ¢

€ e : _ 2
3 ia Ve oW g0 dx o+ cfa vi(w«k) £ gy dx + eLu Uog U4 (vek)g® dx

k k "k

aij 'V'J wi Qa ax "‘j

!
+ 3 o aid vj(wnk)gi % dx

j&k
2
* Big Mou My (wek)2% ax
J;k TRARY

= j Alv=k)e? dx ¢ (par (1,11))

$ “@‘MQ3 j&kl§“$l(wwk);a dx + @2(“93 fm§(w~g)‘(;fv e? dx .
: A

On appelle I,,0¢041; les intégrales figurant 3 gauche dans
cette inégalité et I;s Ig selles figurant & droite,
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EAR ejaklvgncw-u>c|:,l &
8
& e(j%% 2 clls)é (I(l«lﬂ\v)(\rmk)a t: ta)%

e 'y
¢ '§‘ I&k ;é; ¢ ax + dc!@k(lw)(w-k)a ¢:‘ dx
Dlaprés (2.17T)
i
|2,] ¢ gb + olay) j@k‘(wnh)g 43 gg dx
4
25l « gt o n(n,):!ak(wak)a o2 an,
@ % f@k 835 ¥y wyliew) ! ax s (par (1.8))
(M) 8 o= @
» -b-m-‘-»a J'%icvl /ive ¢ an
¥
3, 2 &g-&) L |ew|® ® aH, = I

’
. b

i

':’l & I@k(‘“ ‘?3 Vi)‘i ("3»3 83 ‘d) (wek )g dx

€ ug i) I%mal%_;m (wek)T du

& nglhy) Iakiévl log ] tvek )t an,



w 35 =

uh(Mo)

11, ] ¢—=—2- | |ov|® ¢® an_ + 4 [sg]2 (wex)? a8,
5 4 3. n . g
™ K
I 2 2
|15| € = + aj |6g]® (w-k)® aB_
s
k
1! .
IIsl $ (par (2.7)) < -2-33 + afs (i(w-k)e -
k
2
1 (M) lu"I(k)z;«a. I
2 u IR We b4 = ®
6 ~ !6 © Jak T+ v

I

' lau }2 2 % B 2
f /’i-'x;—' (vek) ¢ dx) j‘ﬁk vi+v (w-k) 3% ax
@k v

3 52

u, (M ) o Jéu_j

I, ¢ migwem L (wek)t® dax + dj Vivy (v-x)g? ax
“&k Viev ‘%‘ '

Ik ¢

I, ¢ =2+ a (wek) §° QH_ .
T 2 Js n
k

IB = vT(MO) J‘S (V“k) ta dHn Y
k

Regroupant toutes ces majoretions, on trouve i

(3.14) f fov|? €% am, ¢ elny) f (w-x)? ¢% ax
3 Sk ?

k

+ d‘f (wek ) c2 dHn
sk

A partir de (3.4) et (3.1k), on obtient (3.13) exactement
comme en [16] .
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Fin de la démonstration du théordme 1,1 1 & partir de (3,4},
(3.10) et (3.13) on, démontre que w<2k  pour k  asser grand
mais indépendant de ¢ , toutes les constantes dans (3.1), (3.10),
(3.13) étant indépendantes de ¢ , Le principe du raisonnement.
est le méme qu'en [16] ; le fait que l'on ait ci au lieu de
Isziz dans l'intégrale du membre droit de (3.,13) n'altére en

rien le raisonnement,

Cele démontre complétement le théoréme 1,1,

'Remurgue 308,
Liouvert 0 ne jouwant pas de x8le particulier, on peut
obtenir {1.19) si 1l'on remplace (1.18) par

(3,15} sup  Sup fu_(x)}] « M (2') < 4=, ¥ o"ccQ.

G<exty
N x‘:g"

Remargue 3.3,

Il e8t certain gu'aver (1.5) et le théordme 1,1 on doit
pouvoir chtenir des estimations & l'iptérieur des dérivées
d'ordre supérieur de w, , utilisent pour cela les méthodes de
[15] 4], [8]+ Nous expliciterons seulement le résultat simple
suivant,

Lemme 3,6,
foue les conditions dy théordme 1.1,

s
(3,186) Sup [3§£i < e, ¥V Q'cc 8, i=l,e00,8 &
o<ese,  + HM(m')

Démons ration. Avec un choix convenable de ¢ , (3.7) entraine

\ au, |2
{3.17) it Gx & 6(RY)
ot Yiew



¥eis on vérifie sisément que

2 2
5 |graa u,| |grad wu.|
su l? = Jouyl® s i 2
i=l l*ua 1+v
x
Avec cette infgalité et L'inégalité 1 3> «(n') » 0
(1+v)

sur &' (déduite de (1.18)) on obtient &videmment le résultat
annoncé

LR B ¥



1T, DUALITE EN CALCUL DES VARIATIONS.,

2& . *Ra;ggels °

Nous faisons iei quelques rappels d'analyae convexe
(ez. [26], [20]).

b,1. Rappels sur 1s dualité,

Soient V et Y deux espaces de Banach réels et rezpec-
tivement V#* et Y™ 1les espaces duals topologigques (l).
Aucune ambigulté n'étant & craindre en général, on notera indife
féremment cese» le produit scalaire dans la dualité entre V
et V* ou entre Y et Y* ; les éléments de V Beront notés
Wy Vo Wy eae, Ceux de V™, u¥*, v¥, wa ,,,, geux de Y et Y%,
Ps Qs T» sses €t resvectivement p®, q*, T'*, cee

On se donne un opérateur L linéaire continu de V dans
Y, Lef(v,¥) , et on appelle L* gon adjoint, L¥e £ (Y*,v™)
Soit aussi F (resp. G) une fonction convexe de V (resp, Y)
dans J-,+w], supposée soenvexe, propre (2); et semi-continue
inférieurement. On sait que l'oan peut associer & F (resp. G)

une fongticnnelle conjugude F*™ (resp, GF)

(.2)  F*(u*) = Sup {curud =~ Flw)} , ¥ urave,
ueV

{b.3) G%® ¢ Y* b ja-ao“%ﬁa}

(bol) o*(p%) = Sug {<p*sp> - G{p)} 4 Vprern*,
pe

{1} 3? sé%earte un peu, par commodité, de la notation plus standard
-}

(2) ¢test=d~dire non identiquement égale & +w ,
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et la fonctionnelle F* (resp. G*) est &galement convexe, propre
et semi-continue inférieurement sur V* (resp. ¥Y*). Pour cela et
pour tout ce qui concerne les fonctionnelles convexes, on &e
reportera & Moreau [19] et Rockafellar [26] o

Le probléme d'optimisation auquel on 8'intéresse est le
Probléme .

(4e5) Ing {F(v) + G(Lv)} .

vegV

Nous appelons avec Fenchel) [7] et Rockafellar [2&] problime
dusl de & 1le probldme % ci-aprds ¢

Broblime g,

(4.6) Sup {-F¥(L*p*) - a#{=p*)}
' PR ™

On note inf§ 1'infinimum dans (4,5), et on appellera
golution de § tout &lément de V qui réalise le minimum dans
(ho5) § définition analogue de sup ¥ et d'une solution de &*,

On démontre alors ler résultats suivants

Proposition U.1.

Scug les hypothdses précédentes, on a

(o) we ¢ Bup T* ¢ nt T g 4= ,

Propositvion h.2.
Les hypothBses sont celles gui grécéaengmgt en _outre




- 40 =

. '0. . . ‘. E +
il existe u e V tel que F(uo) <t

(4,8) la fonction G ¢gtant finie et

continue en L u, i

Alors le probléme &  possdde au moins une solution p> et

(Lk,9) inf9Q = max &* .

Si le probléme & opossdde également une solution u , alors

on & les relations suivantes

(bo,10) F(u) + F*(L*p*) = <L*p* v

{4,11) G(Lu) + G*(p*) = <p¥,Lu> ,

Les résultets précédents sont donnés dans [2“] saus une
forme un peu différente et un peu plus générale ; cf. aussi [27].

Remarque b.l, Il résulte de (4.2) que

F*v*) + F(v) 2 ¢<vryud>, Y v*ev* Y vev ;

(remarque analogue pour G), Pour cette raison les relations

(ko10) et (L.11) seront appelées relations d'extrémalité.,

b,2, Sous différentiabilité.

Nous rappelons & présent quelques définitions et propriétés
des sous-différentiels et des sous-différentiels & ¢ prés
(efo [3], [19], [24]) ; résultats qui seront utilisés au n®6.
Soit G une fonctionnelle convexe propre et BeCole, définie

sur un espace de Banach Y , & valeurs dans ]~=,+~] } soit Yw
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l'espace dual de Y et G¥* le fonctionnelle conjuguée de
6 (6" ;: ¥ = Jaw,+e]) .

On appelle sous=-différentiel de ¢ au point y <Y ,
l'ensemble des8 y*e Y™ tels que

(4o11) G6ly) » Gly,) + <v™wy=y,> s Yy e ¥,

ou, ce qui revient au méme

{ho12) c*{y*) + G(yaiﬁ'“ yre¥,> = 0

On note 3G(y ) cet ensemble. En raison de la symétrie de (b.12)
et G étant la fonctionnelle conjuguée de G*

(4,13) ¥y *e aG(yo) Gy Y€ G (y*) .

Pour £>0 donné, on appelle sous-différentiel &3 e prés
de G au point y (et on note d; G(y)) 1'ensemble

(boad) 3 G(y) = {y¥e Y¥,05 G*(y*)+6(y)=<y*,y> ¥ ¢}

(1'inégalité de gauche, 0 €.00 , €8t automatique VY y,y* ) .,

On a pour les sous~différentiels &8 & prés le résultat
fondamental suivant



Proposition k.3,

Soit G une fonctionnelle de Y - ]--,+¢] o Y espace

'de‘Banach, G ropre, convexe et B,C.i.
. R AT A L

Alors si y"e_ G(y) o il existe y:eY" ' ¥V €Y tels que

(4.25)  NyT=y"llyw € /& o Ny =vlly < /e,

et

(4.16) ¥y e aely,) .

Un résultat plus précis est donné en [3]. [19]. mais celui
qui précéde nous suffira ici.

5. Applications,

Nous allons donner quelques applications simples des concepts
de dualité rappelés au n°bk.l, & des prohlémes de calcul des
variations. Les espaces V et Y seront alors des espaces

fongtionnels (1)

et I un opérateur différentiel. Chaque
exemple sera €crit sous la forme d'un probléme & ; la condition
(L.8) sers facilement vérifiée et on exploiters alors la propo=~

sition 4.2 et en particulier les relations dfextrémalité.

Dans toute la suite 0 désignera un.ouvert borné de ®?
de frontiére T = 3R et on supposera que

(5.1) I' est une variété deux fois continument différentiable
’ de dimension n=1 , et 0 est situé localement d'un

(1) du type espace ¥ ou espace de Sobolev. On suppose le
lecteur familiarisé avec ces espaces ; les notations utilisées
sont & peu prés standard et sont celles de [17].v
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Exemple 1o
11 s'agit aw problime (ef. j22], [18]) :

(5.2) Inf {g f |grad u(x)]|? ax + BI lgrad u(x)|dx
ueli (2) a R

- j £(x) u(x) dx)
1

ol o et § sont dez cofiatanter >0 et fcaba(ﬂ) est donné,

Posong V = Hi(ﬂ) s muni du produit secalaire

n .
((u,v)) = ] (3, .
Hi(a) i=]1 b 1 132(“)

et Y = 1L2(a)" ; alors V*= H°Y(Q) et X" = X = La(ﬂ)é i

l'opéreteur L sera l'opérateur gradient et l'opérateur L% ,
-div, On note

(5:3) Flv) « & jlv @ - <f, >
3 ! "Hl(ﬁ 2V
o
(5.4)  alp) = s}’ Iptx)] ax .
!
Le problédme &

{5.51 ~ Inf {F(v) * G(L )}
vV v
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est slors identigue au probléme (5.2).

Ot explicite aisément F ¥ et G¥

i

F*(v“). 2a

| ve+zll
v*

0 s8i |p*(x)| €« B8 pebe »

WY *
G*(p¥) = +o gutrement o

Le problidme % s'écrit

2

(5.6) sup {%"a e - aiv pll }
p'eLa(Q)n H"l(ﬂ)

[p*(x) <8 pop-

La condition (4.8) est menifestement réalisée et on & dong
(bo9) et 1'existence d'une solution p* de (5.6),

Par ailleurs, les méthodes directes du calcul des variations
donnent aisément l'existence et l'unicité d'une solution u de
(5.2) {le probléme ¥ ), Il n'y & plus qu’'d exploiter les rela~
tions d'extrémalité (4,10) et (4,21). On vérifie aisément qu'elles
entralnent :

(5.7) =gAu t div p™ = f dans g';(q) ’

(5.8) p*(x).grad u(x) = 8|grad u(x)| p.p. dans Q .

En “remontant'les calculs, on obtient facilement le résulta,,
réciproque, et alors
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~Prcg¢siticn 2olg
‘Boit \aaﬂi(q) } u est solution de (5,2) 8i et seulement si

(1)

i1 existe p*aL°(Q)" qui vérifie (5.7), (5.8) et

(5.9) Ip™(x)] € B pups

‘Remarqgue le

I1 n'y a pas en général une manidre unique ds dualiser un
probldme de calcul des veristiona. Par exemple, les autres
définitions €tant inchangfes, on peut poser

F{v) » « <f v
G(p) = ja (alp(x)|® + 8]p(x)]) ax ,

et obtenir une méthode différente pour "dualiser" le problédme
(5.2)5

RemﬁrQUG‘éaan

Une variante du probléme (5.2) apparait en mécenigue des
fluides non nevioniens. Pour les applications de le duslité
ef, [6]. Pour les applications numériques of. [¢]s [10]e

Exenple 2o
On gonsidére le probléme

(5.10) ':ﬁf I l’l‘*‘( ".1);2 dx ,
‘ R

uel® (q)
wed

(1) i1 n'y a pas unicité &”wn tel b” .
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ol Q<:ﬁ2(ﬂ) est le gonvexe

{ujue-¢ = 0 sur 20 , %3 (u=¢) = 0 sgur an ,

¢ douné dens #2(a)) .

On pose ¥ = E2(a) , ¥ = .3(n) , L = A,

F(v) = y,(v) = ronotion indicatrice de ¢C (1)

G(p) = jn fl*y(x)a ax

Le probléme & eat alors idéntique au probléme (5.10): On &
aisément

FF(v®) = <v® ¢> + Vou(v™)

0*(p*) = « ja Aiep (02] ax + vpulp™

Ch
c¥ uvxiﬁﬁ}g = l'ensemble polaire de Hi(ﬂ) dans V¥ ,

D“ @ {p"'{p”@?{* L I-»a(Q)a IP*(J@Hél paPa) 9

On vérifie gue L¥p"e L™ Gquiveus &

25,000 ap¥ e o,

8t le probldme F¥ srgerit

(5022)  swp ([ (A-pa0? - pe(x) aex)) ax}
pleLf(q) 00
Ip¥(x) &1
ap*=0

s e e R e s S

(1) o'est-d-dire b lv) m 0 al veo , ylv) ® +n sutrepent,
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La condition (4.8) est évidemment vérifife., Le problidme §*
a donc une solution p* et inf & = max %*, En fait l'existence
de p* est facile & obtenir par les méthodes directes du calecul

des variations et comme J‘»Jﬁ-p*(x)a dx est strictement concave,
a

le probléme §* posséde une seule solution p* ., Le probléme &
ne posséde pas nécessairement de sclution mais si une telle
'solution u existe, alors la relation d'extrémalité [17] entraime

(5,13) E {f§+25u(x)lg ~‘/§e§p”(x)§2}}dx = j‘ p*¥(x).8u(x) dx
: 2

f

et on en déduit aisément la

‘Proposition 5.2«

Le problime % * possdde une solution unique P® et

(5.1%) int4 = max §%,

Si le probléme (5,10) possdde une solution u alors p*
vérifie [p*(x)l <1 p.p. et on a

(5.15) pu(x) = = cmBlX) PeBe o

Vi-p (x) °

Remarque 3330

Supposons gque le probléme € ne posséde pas de solution et
que le fonction dans le second membre de (5.15) soit de carré
sommable ; alors (5.15) et lL'une des conditions u = ¢ ou

21 = &2 guy 38

Errlliali v v définissent un §lément unique ueH>(R) » Il

€8t naturel de se demander ce que représente ces fonctions pour

le probléme (5.10), Il s'agit 14 d'un probldme ouvert i le
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probléme analogue pour certains problémes d'optimisations autres
que (5.10) est résolu dans la troisiéme partie,

‘Exemple 3.
Considérons ici un probléme du type hypersurfaces minima
non paramétriques :

(5.16) Inf E{ /{+lgrad ula ax} N
Q

uwewtrd(q)
uel

ol € est un ensemble convexe fermé de Wl’l(ﬁ) } par exemple
dans le cas des hypersurfaces minims non paramétrigues, C t’c° ’

(5.17) ¢, = {uluewrrl(g) s W= ¢ sur 3N} ,

. 1.2 .
$€W ' (Q) donné, et, dans le cas avec obstacles , C = c,ne

(5.18) ¢, = {u}uswl‘l{s) » ulx)z6(x) pepol} ,

oud ex:wl'l(a) est donné,

On pose, dans le cas du probléme

(5026) v = wl(a) , v = 1} (2)® , ¥* = L°(2)® , L = grada , et,

F(v) = y.(v) ,

G(p) = jg /l+lp£x)!2 dx .

On & facilement
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(1)
F*(v¥) = Sup <v*,v> = d%(V*) ’
veC

orpm) w v (3% = [ Al ex
D

D* = {p*|pPeLT(2)* , |p*(x)| g1 pepel} s

Le probléme ¥ s'éerit

(5.19) Sup = R (L) +f /e |p*(x)|? ax)
f

peL”(a)®
Ip*(x)ls1 pep.

La condition (4.8) est manifestement vérifiée et la proposie-
tion 4.2 est done applicable, Le probléme (5,19) admet une

solution p¥* qui est unique puisgue p¥ =3 J‘ 41-{p"‘(x)|2 dx
Q

est strictement concave sur la boule unité de 17(2)® . On @

slors, utilisant les relations d'extrémalité :

" Proposition 5.3,

Le probléme %* possdde une solution unigue p¥* et

(5.20) intd = max %,

Si le probléme (5,15) possdde une soclution wu , alors p¥* ‘
vérifie [p*(x)} <1 pep. et on a

I

(1) On ait [19] que F*(v¥*) = ﬁc(v*) est la fonction d'appui au
convexg C o
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(5.21) grad u(x) = = 22(x) PeDo

¢1~1p”(x)\2

- Remarque S5.b,

Explicitant ttc , on vérifie aisément que pour C = C, o8
o
a div p*= 0 , 8i meaintenanrt £ est simplement connexe alors

. . . 33 )
on peut introduire une fonetion § telle que pY = (3;~ g - 3&:)
‘ 2

liée & u par (5.21) ; ¢ apparait dans de nombreux travaux sur
les surfaces minimume (par exemple [J. Serre]) et a'appells la
fonction conjuguée de wuw , La proposition 5.3 est alors umn résul=
tat d'existence et d'unicité (4 ¢ prés) de cette fonction

conjuguée, que l'on ait ou non existence de u .

Remsrque 5.5, (analogue & la remargue 5.3},

Quend le probldme (5.15) ne posséde pas de solution, on
peut se demander s5i le second membre de (5,21) est assez régulier
pour représenter le gradient diune fonction wu localement some-
- mable. 5i oui, 'quelle relation existe-t-il alors entre le pro=
bléme (5.,15) et cette fonction u définie 3 une constante
additive prés par (5.21) * Pour C = C, » ¢fc la troisiéme partie

dans les autres cas le probléme est ouvert.

Remargue 5,6,

Il est évident que l'on peut, dans le cadre de ce numéro,
varier & 1'infini les exemples en modifiant les fonctionnelles,
- lés opérateurs différentiels et les contraintes, Comme il a ét&

dit, nous renvoyons au III et & [28] pour de nombreux autres
exemples.,

a ¢ °
w2 L e D e
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III. SOLUTIONS GENERALISEES DE CERTAINS PROBLEMES.

Nous nous proposons ici d'appliquer les méthodea du II
et les résultats du I & certains problémes de calcul des varia-
tions du type

(%) Inft I glx,ulx),grad ul(x)) dx ,
u f

Nous commencerons par guelques considérations techniques sur
la fonction g et une fonctionnelle G associde,

6, Hypothdses.

6.1, Premisres hypoth@ses sur g .

S8git g = g(x,u,&) wune fonction réelle et trois fois

continument dérivable aur n:«m“*l « Nous voulons tout d'abord

- que 1l'équation d'Euler du problime (=)

F

(6.1) §ooa

» . 28
sy 9%y ET T  E TEACTLIL M

au

2

o fubn
e

sstisfesde aux hypothdses du théordme 1.1 § c'est~d=dire

ﬁﬂg " %%“ v & W %%2 Que pour tout K>0 , il existe des cong~

tantes M)y se0 4 telles que VY xef , Vue® , ujsk,
¥ §eR® 5 - : s ¥

(6.2) t-gs«g; (xyue8)| < w_ (),
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{6.3) % Li (xaung)gi > ﬁl(M) 'Vl“’ig!a o= ”2“4) y

5
fm1 983

uy(M) >0, wp(ulyo,

158 (xau €]« w0

'ﬁ PN S— 2
, In? 2 32 { Eln,n, & %:9;— e (M)
e Aefel BEITIE LA +ig)® 0

d

En outre les conditions (1.33), (1.,16) gui entreinent (1.13)
s'éarivent 3 pour tout M»0 il existe u(M) tel aque ¥ xR ,
VHGE:}R ¢ l“’\{M ® V ;em“ 3

L u(M) _
i U B e Y

£ | ¢ 2l
sl

(6.6)

Il est bon de remarquer que (6.6), (6.9) wmont suto
yérifiées si g est indépendant de x et u .

Eafin lsa conditions (1.20), (1.21) ¢ il existe X

»0

1
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tel que ¥ xef , Y ueR , |u]>Ml_s

B ‘

(6,10) 5 2 (xu,8)f >0, £eR" , £¥0,
=1 % o

(6:11) -%-ﬁ (x,us8) 20 £ e R o

Exemples : on vérifiers aisément que ces propriétés sont satise
faites pour les fonctions g suivantes 3

Vl+l€i2 (hypersurfaces minima), fi*lxla*lela (considérée par
1.
2)5)29 .

Bernatein [l]n {L+(1v¢ a;.% » €82 oo

6.2, La fonctionnelle G o

Op suppose en outre gue g vérifie les conditions suivantes

(1)

(6,12) =n = (¥ po00em ) b= glx;n) est convexe, V xeQ ,

{SQLB)V;QaLl(Q)nﬂ , la fonectvion x k= g{x,p{x)) est
sommable sur Q

]

(6.14), ¥ u , I ugMlso0 ug(M) >0 tel que Y =xen
.Vueﬂ?, fuj <M , V&emn

glx,uo8) 2 wg(M) lgf - u9(M) R

(1) D'apréds (6.5), (“1°°°°'ﬂn) (A g(x,wo,ul,goo,nn) est stric-

tement convexe Vxefl y Y ngelR 3 cela traduit lellipticité
de I§éguat;on d"Fuler du probléme. On ajoute ici la convexité
en w (= en uj) ., B
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Il résulte de le continuité de g , de (6,13) et d'un
théoréme de Krasnoselski [14] que la fonctionnelle

(6.15) Glp) ¢ p a—-»-jn G(x,p(x)) dx eR ,

est continue sur Ll(n)n+1 } d'aprés (6,12) cette fonctionmnelle

est ausei convexe,

La fonctionnelle G* conjuguée de G est définie sur
L™ (a)*

(6,16) G*(p*) =  Sup {j [p*(x).p(x)-g(x,p(x))] ax}

Il est facile de voir (cf, aussi [25] que

(6.17) G*(p*) = J g"(x,p*(x)) ax ,
Q

ol g* éventuellement égale & +» egt le fonction conjuguée
ponctuelle de g :

(6.,18) g (x,7™) = sup {r*n=-g{x,m)}
neRn#l

On vérifie aisément que g* est bornée inférieurement sur

n+l
xR N

(6.,19) 8"(x,%) > = Sup g(x,0) > == ;
Y
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de ce fait et en raison de 1s semiecontimuité inférieure de g*,
L'intégrale (6,17) est parfaitement définie dans Jew,4w] , On
appelle dom g* l'ansenmble

(6.20) ((n.'a)lxen.mm‘“ s 8 (X x) € 40}

Nour Bupposerons
(6,21) g% est sontinve sur dom g*

et pour simplifier un peu

(6.28) { (RTvsaayny) b 8*(x,1*) et strictemest convexs,

Yacu,V tlel avee (x,v)edon g*

Notre dernilre hypothdse eat une sorte d'hypothiic de
gontinuisd de 20 ot s'énonee

- Bodent q. et q; deux sulves telles que

(1) queid(a)®*t | o ¢ 1%(a)m* |
(44) of e d0lqy) |
(444) % = * dams 1%(0)2%
(6.23) ol q¥e d0(g) et g viritie

(iv) 3%?‘%(%)' ¢4s , K 0 wmesurable.
Adors, pour diml,sei B

(‘m>i “> q; dans 1A ) o
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Remarque 6,1, La relation q*c 3G(g) est bien slr équivalente 3

(6.26)  g*(x,q"(x)) + glx,al(x)) = g*(x)aq(x) peps

et cela entraine (x,q*(x)}e,eom g% p.ps

7. Le résultat principal du III,

On s'intéresse au probléme d'optimisation

(7-1) Inf f glx,u(x),grad u(x)) dx
uewlri(g) '8
us¢ sur 90

ol g & €té précédemment défini et od ¢ est donné
(7.2) ¢ < 84 (a) 0 L(a) .
Ce probléme est un probléﬁe g s (Uo5), si on pose

-V = Wl'l(f},) . Y = Ll(Q}n+l . Yiﬁ" L“(Q)n"‘l .

Ly = {u,grad u} , Yuev,

(7.3) |

F(v) = 4o (v) , C = {v|[vew' ' (a) , vep = 0 sur 23a)
o]

_ G(p) = jﬂ glx,p(x)) ax , V¥ pert(a)®*t

On a sisément :
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s
a3 O
®)]
. ok
.
o

<p¥,L¢> 8i pX +
(T.4) F¥(LYp¥) = { ’ ° im)

+@ gautrement

et G & été explicité,

Le problime ¥, dual de (T.1), s'écrit,

(T.5) gup {= F"(L¥p*) = ¢*(~p*))
pre¥ ®
80
(T+6) Sup [~ <p*,L¢> = j g (x,-p"(x)) ax)
p*éla”(ﬂ)n*l f
n 3p?
* % — 0
Po igl 3xy

Comme la condition (L.8) est trivialement satisfaite
(c£,(6,15)), le probléme (7.6) possdde une solution au moins j

n apt
en raison de (6,22) et de la contrainte p¥+ J === 0
©  jay 9% '

le probléame g x posséde une solution unique p¥ .,

Cela étant, nous avoang le

Théozréme T.l,

Bous les gypbthésea (642)~ (6.1h) et (6.21) - (6,23), pour
¢ donné ver&flant (7.2), le_probldme Q* possdde une selutzog

(7.7) inf 5 = max §*,

Il existe par ailleurs-une fonction u unique (sauf peut-8tre
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& une constante prés) telle gue

(7.8) wewri(a) n L%(a)

(79) 838 |grad u(x)] < += , V¥ g'cca ,

(7.10) Lu = {u,grad u} € 3G(=p™)

(7.11) u est solution de (6.1), l'équation d'Euler de (7.1)

(T.12) , toute suite minimisante bornée {v } de (7.1) converge
vers u au sens suwivant

< v =+ yu dans Ll(ﬂ)/R .

n
ov
\. axn.l - 2:. 2&9—! Ll(n') [ ] VQ'CCQ » 'i-l.eotgn °
i b

Remarque Tolo

D'aprds (7.10) et (6.24) on a 1la relation d'extrémalité
ponctuelle (qui entraine 1funicité de u sux constantes prés
peut-&¢tre)

(7.13) g°(x,=p(x)) + gl{x,Lu{x)) = = p*(k).Lulx)

PolPo e 1,

Remargue T.2.

En raison de (7.9), (7.11) et des résultats classiques [15],

[h], [8]. le fonction u est d'autant plus régulidre dans Lo}
que g est régulidre (Jusqu" 1'analyticité),
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Remarque To3e

Des exemples trds élémentaires montrent que l'on ne saurait
avm
espérer dans (7.12) une convergence forte des <= dans

i
tocut Q .

Relativement & 1'unicité et au comportement "& la frontidre"

d'une suite minimisante, nous avons un résultat a posteriori

plus précis que nous allons donner ci-aprés. Ce résultat suppose
que, pour l'une des fonctions u mise en évidence par le
théoréme T.l, grad u est borné au voisinage d'au moins un
point de 3Q :

3 xoé’-.:aﬂ 'Y
(7.1%) lim sup |grad u{x)| < += .
XX o

xen

Cela donne

Proposition 7.1,

Les hypoth@ses sont celles du théordme T.l et on suppose

en outre gue l'une des fonctions u définies par le ‘théoréme
Tel vérifie (T.1k),

Il existe alors une fonction u wunique, gui satisfait

toutes les conclusions du théoréme Ts1 et en outre
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W= ¢ peps Bur une partie de 3t de mesure non

nulle et plus prec;sement sur

(7.15)

{x|]x <38, 1in sup |grad u(y)] < +=} .
yrx

yefd

toute suite minimisante bornée {vm} de (7.1)

S'ccnverge vers u au sens suivant

(7.16)

v, = u dans Ll(n)'.

- -‘-’%-— dans LY(R') , Y Q'cen , i=l,.ss,n
i

c:‘v
<
=]

X,
i

Remarque T.h4,

Lorsque g est indépendant de u , les conclusions
(7.12) et (7.16) sont aussi vraies pour des Buites minimisantes
non nécessairement bornées,

I1 serait trés intéressent d'obtenir des conditions
2 priori sur O et sur ¢ , qui assurent (T.1b4),



8, Démonstration du théoréme Tedo

8,1+ Suite minimisente régulidre du probldme (7.1).

On considére pour ¢>0 , la fonction useral(n) solution
du probléme

(8,1)  Int {J’ [cleraa v(x)|® + g(x,v(x),grad v(x))] dx}
vert(n) Yo
v~¢/ana0

L'existence de u, est facile } on sait que uee<62(n) su moins

{(ef, par exemple [15]) et gque

.

(8.2) € Auc + s

% & 2. (x,u_,grad u ) = <& (x,u grad u )
2y 9% 36 XeU o8 € v * Ve ? €

Grace 3 la proposition 1.1, au théordme 1,1 et au lemme 3.6,
on &

{6.3) Sup ]us(xﬁi € ¢
1]

(8sb) {ugiwl’l(a) § e

(8.5) Sup |grad ug(x){ < e{a') ,V a'cen
Qi

(8.6) |

a2y < o@) ¥ wecn

ol les ¢ sont indépendants de & ,

Il est facile de vérifier gue u. est une suite minimisante
seur (T.1).
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En effet, V ve i) , vi on a

an “m J

inf § ¢ G(Lu_ ) « «5-[ |grad u {x}!2 ax + G(Lu_)
€ 2 Q € £

‘ ] .
< %f lgrad v(x)}|{“ ax + ¢(Lv) .
1]

Alors, pour € = O ,

inf ¢ lim inf G{Lua} £ dim sup G{Lu )} £ G(Lv) ,

et
le

(8.

(8.

de

(8,

(8.

£ £+

. e 1 . .
comme les v considérés pont dans W *l(sl)ﬂca s on & bien

résultat anponcé pour LI Ainsgi s

T) int § ¢ G(LuEB s int S + ple) , et ple) =+ 0 pour € =0,
Précisons le comportement de U.os £ e 0 . Gréce 8 (8,3)~
6) et utilisant le procédé de la diagonale, on peut extraire
u_  une suite U, telle que
‘m
*
8) w, = u pour oL (2),L%(a))
n

du,
9) '5-5-& —n %%w pour o(1”(a'),1¥(a'))) WV a'ccn

L otat i'q°f ’

ial&9°!sn 3

(8.10) u, e u‘ dnns H‘E’{S:x"} faidle, ¥ Q'ce @ .
Q@

min'
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Cette fonetion uel (Q) et vérifie (7.9)e Grace & (8.4) et au
théoréme de Sobolev [17], pour a« fixé, 1 <cw<;§5‘. on peut

choigir en sorte que

u
&&

(8,11) ' w w—p Y dané L2 (8) fort,

De méme avec (8,4) et les théordmes de compacité dans les
espaces de Sobolev ‘

(8,22) wu, u¢»‘uiﬁ; dans Hl(n') fort, ¥ flccn

alae

Grice & (8,12) et utiliesant encore le procédé de ls diagonale,

on peut extraire de Y une suite (encore notée u, ) telle

que m "n
an n ' 3y
(8,13} T (x) = nx. PePey imlyseoyB o
b 8 1

En raison de (8.13) et du lemme de Fatou, %i&-aLl(Q)', ial,es09B
i

et puisque we L7(a) s la propriété (7.8) est satisfaite,

- Passons & la limite dans (8:.2) : en raison de (8,3), (6.2),
(6.4), les fonctions ’

3 | 3 |
_3%z(x.ue,grad U)o 5% (x4u_,ered u)

sont uniformément borpfesdans 0 , indépendamment de ¢ ; comme

%%? et %ﬁ sont continues, (8.12), (8.13) entrafnent gque
e L o
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3E-(x,u (x),erad u (x)) — $E-(x,u(x),grad u(x)) peps
i i

%ﬁ(x,ns(x).grad u (x)) = %ﬁ(x,u(x).grad u(x)) pepe

Cela entraine avec un lemme de [17] que

Y 3 |
B5g (ou&‘Srad “e) e 3%; (s u,grad u)
g'-g (”ueigrad us)‘ s o -s-g (or.u‘gr‘d:u)

dans La(h) faible (par exemple) et donc au sens dee distridu~
tions,.

Passant & la limite dans.(B.e) on voit alors que u, vérifie
1téquation (6.1) : ec'est (T7.11),

‘8,2, Régularité de p* .

Une étude de la régularité de p* va nous permettre de
démontrer (7,10) qui entraine (remarque 7,1) une caractérisation
de u indépendante de la sous=suite u, extraite de u_

£
B
On a, avec (h,2), (b,h), {T.T) et (8.7) :

inf @ + p(c) = Flu) + 6(Lu_)

[}

- *_ wPlia V) « [<an®* -l T
{<L¥p*,u_> P(“e)} {<-p sbu > G(Lus))

A

- F*(L*p™) = 6*{=p*)

= Suprg* = Inf § ,
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Il vient ainsi :

(8o1k) 0 ¢ {F*(L*p¥) + Flu ) = <L"p*u >}

+ {G¥(wp*) + G(Lns) - <=p™ . Lu>} § plc) o

Comme les expressions entre les accolades sont toutes deux
positives, cela entraine

(8.125) 0 ¢ G(hue) + ¢*(ep*) = <~p*,Luz> £ eofe)

en sorte que
» §
(8016) - & Sp(s) G(LIIe‘

Appliguons la proposition 4.3 : on obtient l'existence de
P, et p: tels que

(8,17) P, « L (a)"*
(6.18) pf e L7(a)?*
(8.19) lpc - L“elLl(ﬂ)n+l s Yole) ,
(8.20) le} - p*JL“tn)“*l’s GO

802 - * -
{ 1) Iie -2 30(951) o
D'aprés la remarque 6,1, (8,21) signifie

(8.22)  g™(xy=pi(x)) + glx,p, (x)) = ~pe(x)ep (x) , pops
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et entraine

(8.23) (x.-p:(x))adom B® o DePr Xaf o

En raison de (8.19) on peut, par extraction d'une nouvelle
sous=suite, supposer gque '

p. (%) = Lu_ (x) == 0 pePo »
€ €
n n

et avec (8,13)

(8.2k) P, (x) = Lu(x) pops
, '

Evidemment par (8,20)

(8.25) p:r(x) —+ p*(x) pepo
n

Passant & la& lim. inf. dans {8:.22), on obtient
g¥(x,=p* (%)) < =p™(x) Lu(x) ~ glx,Lul(x)) < += pep. ,

en sorte que (x,~p*(x)) « dom g* p.ps ; on peut elors passer
i la limite dans (8.22) grice & (6.21) et en ddduire 1'égalité

(8.26) g*(x,=p*(x)) + glx,Lu(x)) = =p*(x)oLulx) p.p.

qui est &quivalente d (T7.10).

8:3, Progriété des suitea minimisantes de‘SZelzo

Nous démontrons (T.12), Soit v, use suite minimisante
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bornée de (T.l) (1) :

vmewl*l(n)m."(n) , Vm
lvml - £ ¢
(8.27) L) -

vm-¢{an =0

‘G(Lvm) —— inf f, B = =

On en déduit avec (6.1b) gue la suite {v } est aussi
bornée dans wiel(a)
Posons G(Lv ) = inrﬁ’+am » 030, o =+ 0 pour m ==

Un raisonnement semblable & celui qui a conduit & (8.15), (8.16)
entraine :

(8.28) Qés(Lvm) + G*(-P*} - v:-p*,Lvmb < o

e
(8.29) «-p¥ & 8am G(Lv, ) »

Utilisant l& proposition k.3, on obtient pour tout m
l'existence de Py et p: » tels gque

(1) En particulier {v 1 peut &tre la suite {uaﬁ du 0°8.1,
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(8.30) p, € LM, p¥ e 1%(a)?
(8.31) lpy = Lv,l s fo_ s
l,,yn*+l
L™ (a)
(8.32) ' IpX - »9. s /o ,
' m 7 fe(q)ttt =
(8433) - py < 36(p ) o

)n¢1

D'aprés (8,32), pX «— p* dens L (a et a'aprds (7.8),

(7,10), = p*e 36{Lu) aveec pour Lu :

(8.3k) Su?[Lu(x)l < +2 , ¥V Q'cca
4

On peut donc appliquer (6.23) et en déduire

1 L )
(pm)i — (Lu); dans I‘loc(m s lgien o

Mais alors, d'aprds (8,31),

‘ 1
(Iaum)i ~+ (Lu); dans L] (R) ,
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ce qui signifie

aw

(8.35) Wx; — §3w dans 3;¢e‘ﬂ’ , 1gin

A présent, comme v, e8t bornée dans wl'l(n) at dens L7(R) ,

on peut extreire une aanaugui@g vm& telle que

(8,36) Yo, " ¢ powr a(L®(a),1*(n)) ot pour L%(R) fors,

& fiﬁé; ;ﬁﬁéggi )

On @ nécesszairement ¢ = u + Cste dans chaque conposante connexe
de Q , et sl 1'on passe au quetient par les constentes, la limite
dang (8,36) est indépendante de la sous~suite et la convergence a
lieu pour v, boute entidre § i) existe une auite de nonbres A

n ]
bornée, telle que

(8,37) vy * A, = u pour a(L™(a),27 () et dane
1*(a) gort,

Le théordue 7.1 est soumplitement démontrd,

Supposons que (T,1h) ait lieu ; slera |grad u(x)| est bvorné
sur un ensemble ouvert n » B, (x Ing , agtxg) » boule ouverte de
centre X, 1+ 0B awra en plug dg CS 34)

(8,38} Bup |Lu(x)| < 4= ,
%



Pour toute suite minimisante {vm} de (7.1), on aura comme & la

section 8,3,

(8.39) -a-‘:ﬂ — 2B dans L*(a.) lgig¢n o
o x; 3, o/ * 7%

Coume T = anor\aa est de mesure non nulle, la norme naturelle

de Wl’l(Qo) est équivalente & la nornme

n
) 12| ax +j |v]ar
i=l J @ i T

Puisque v, = @# sur 2@ , il résulte de cela et de (8.39) que

v, est une suite de Cauchy dans Wl’l(no) } sa limite dans

Wl'l(no) est utc , u l'une des fonctions apparues précédemment

et ¢ constante convenable., On peut supposer que ¢ = 0 , et la
fonction w vérifie alors d'aprds Gagliardo [ 8°]

(80&0) . u = w sur T 5

Avec {8.26) et (8.40) on voit que la fonction u est dérinie
de maniére unique., Par ailleurs, le raisonnement que l'on vient de

faire au voisinage de X, » peut €tre reproduit au voisinage de tout
roeint x € 22 tel que

lim sup |grad u(y)]| < += ,
yrx
yel



- BR e

BIBLIOGRAPH LI

Cal] B BERNSDTEIN - Eur les Sguations Au calical aAdes varistilions,
AfnTie Has NOXYMe BUuPae 2P 292 R, PeHBAL-~LES .
[=21] B BOMBIERI, K. PE GIORGTI, Mo, MIRANDA — Una maggioraziona a

priori r»>eliative alle ipeorsupexfiaci minimeali
non parametxiachea, -

Arane Ratce Mach.: Anmal., 32, 1969, P.28S5-267 .

[3] e BRONSTED, ReaTe ROCKAFELLAR —= On <the subaifrrferentieamrilicy

L8, 1965, P. GOB—-61L.

.
[%] Be. DE OIORGT ~ Sulla dAiffexenziabilitae @ lL'ansliticits dAdelle
sectremali degli int;ainli multipli >»agoeolaxi
« »

Memaoarie delle Acaa. TorinGg B3, 3, 1557.
PeR23~43
=1 e DE GICRGAIT - Nouveasux rEsultats

- ; Adans e thSorie dAdas KRy Do e
surfacsen minimes

Con s faitens au‘Ccllase de Fxranae, Jwuim 1970

[ | Go DUVAID, JTalio LIONS -~ Live & paralitroa.

[rl We FENCHERY ~ Caonvex aonan, sets end ZTunchions,
Lecture Notam, Frinmcston, L9953 .

(a1 H. PEDERER ~ Geomezxric massure thaoxy

Springer—~Veaxlag, Berlin‘lQﬁgh

[8*'] =. CAGLIARDO -~ Carattexizzsazioni delle tracee sullas TCrontiera
relative ad alaune aclassi a4l rfunazioni din

n
ve.ra.ab:t.:L:L.

Rend. Some Mate. Un. Al Padova, XXVII, L9357,
P28 X =305 o

[9] BRe GLOWINSKI ~ MEthodes numErigues pour L'@écoulement statian-—
maire A'un rfiluide rigia visco~plastigue ES-N-F-¥ -
Breamaible ,
Proceeding <of the 2nd International Conference
on numaxrical methods 3in bhydrodynamias g (Bexrkxeoley,
Septembexr» A19TO ),
Leacture Notea in

Physicem, Springser—-Verleg, Bexrlin,
8 paralftrec

[20] R. GLOWINSKIT, J.he LIONS, TREMOLIERES — Livre & parafotre.



a]

[12]

[13]

(18]

[15]

[26]

[17]

[18]

[29]

[20]

[21]

E, HOPF - Uber den funktionalen, insbesondere den analytischen

charakter, der Lésungen elliptischer differen-
tialgleichungen zweiter ordnung,
Math. Z., 34, 1931, p.19k4=233,

JENKIN, J,SERRIN = Variational problems of minimal surface

Jods

KOHN, L.

type, I, II, III,
Arch. Rat. Mech, Anal.l2, 1963, p.185-212 ;
21, 1966, p.321~342 ; 29, 1968, p.304k-322,

NIRENBRERG « Degenerate elliptic parabolle
equations of second order,
Comm, pure Appl. Math, xx, 1967, p.797~872,

KRASNOSELSKI « Topologicsal methods and the theory of non

0ok

C:B,

P.sPe

linear integrel equations,
Pergamon Press, New-York, 196k,

LADYZENSKAYA, N.N, URALCEVA « Equations aux dérivées

partielles de type elliptigue,
Dunod, Paris, 1968,

LADYZENSKAYA, N.N. URALCEVA « Local estimates for gra-

dients of solutions of non~-uniformly elliptie
and parabolic equations)
Comm. Pure Appl. Math., XVIII, 1970, p.677~703,

LIONS = Problémes aux limites,

Presses de 1'Univ. de Momiréal, 1962,

LIONS = Quelgques méthodes de résolution des équations

MOREAU =

MORREY =

Mossonov

aux dérivées part1elles non lznealres,
Dunod~Gauthier Villars, Paris, 1969,

Foncwvionnelles convexes,

~Séminaire €quations aux dérivées partielles,

Collége de France, 1966,

Multiple integrals in the caleulus of variaw=
tions,

Springer-Verlag, Berlin =« Nequork 1966,

< Sur une fonctionnelle 1liée aux surfades de
courbure moyenne- donnée,
Mat., Sborm. 78(120), 1969, P.51~64 (en ruase).



-Tl--

[22] JsCoeCo NITSCHE « Variational problems with Inequalities as
Boundary conditions or how to fashion a cheap
hat for Giascometti's Brother,

Arch, Rat: Meo, Anal., 35, 1969, p.83«113,

[23] R.?, ROCKAPELLAR = Extension of Fenchel's duality theorem
for convex functions,
Duke, Math. J. 33, 1966, p.81~-90,

[2h] ReT¢ ROCKAFELLAR « Duality and atabzlxty in extremum problemn
' involving convex functions,
Pagcs Jo of Math., 21 , l967, pPe167=187,

[25] ReTs ROCKAFELLAR - Integrals which are convex functions,
Pace Js Math., 23‘@ 1968, pe867~873m

[26] R.T. ROCKAFELLAR ~ Convex analysis,
Princeton University Press, 1970.

[2?] R. TEMAM = Remarques sur ls dualité en caloul dez variations,
CoRosAccSe. Paris, 270, 1970, p-.T54=T75T,

[28] R, TEMAM - Calcul des variations,
Gours de 3éme cycle, Fac. Sc. d'Orsay, 1970,
& paraltre.



	Introduction
	I. Un problème de perturbation singulière.
	1. Le théorème de perturbation.
	2. Estimations a priori préliminaires.
	3. Démonstration du théorème 1.1.

	II. Dualité en calcul des variations.
	4. Rappels.
	5. Applications.

	III. Solutions généralisées de certains problèmes.
	6. Hypothèses.
	7. Le résultat principal du III.
	8. Démonstration du théorème 7.1.

	Bibliographie

