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SOLUTIONS GENERALISEES D-'EQUATIONS NON LINEAIRES, 

NON UNIFORMEMENT ELLIPTIQUES 

Roger TEMAM (#') 

Ce travail comprend t~ois parties : les deuz premilrea 
parties sont complètement di inctes et préparent la troisii:me 

partie qui contient le résultat essentiel de ce travail. 

~t;m~è,re ~a;;~!.! {n°1 à, 3). est l 9étude dtuue ~:rturbati.(~.! 

sin~~!iè~~ en l'occurence la régularisation elliptique d'une 

6quation non lin6aire nan uniformément elliptique. Nous n'avons 

pas recherché dans cette partie le màximum de généralités du point 

de vue de& perturbations singulilres et noue nous sommes aeule• 
ment li~it&s à un résultat indispensable pour la suite@ 

De manière précise, on coneidère une classe d'équations 

elliptiques non linéaires du type 

x = ( x1 p • q xn) s O ouvert borné de tRn • au.xquelle s on as socd.e 

la famille d',quations r&gularisêes elliptiqu~s (&>0),: 

eAu + 
n d E -d a.(x, u, grad u) = {a{x, u, grad u) 

i=l xi 1 

Nos hy~othêses sur le ~roblême (O.l} sont essentiellement 

-----------------------------.~~t 7~~ •• lff3 ~~ 
t~) Une pa.;rtie de ce travail a été réa.liaêe pe,nda.nt un' eéjo;u,r de 

1eaut~ur l l'Unlversitf 4e Chicago, 
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celles de L.ad.yzenska.ya. et Uralceva f 1i] • Ces auteurs ont 

démontré que ~i u est une-. solution bornée de (O.l) de classe 
c 2 , alors gra.d u vérifiait certaines majorations a priori 

uniformes sur tout compact intérieur à n; ce résultat avait 

été démontré auparavant par Bombi~ri - de Giorgi • Miranda. [2] 

dans le cas où (0.1) est l'équation des surfaces minima. 

Il était raisonnable de penser que si uc est solution de 

sup I ut(~) 1 est borné• alor• 
e,co n 

( O o 2 ) ;pour V c € ] O , c ] , et s i su p 
0 

suplsrad u.(x)I serait majoré indépendamment de c sur tout 
n • ... 

'1uvo:rt n, rtl&tiveuuu,t oempaot diHu ~ • C'eut ce réiault&t 

quo nou1 d,montron1 4&n1 la p•omiare pa~llo, 

Noton1 q,u1 ao rf@\.\l.tf!.t ne 1Ut ri@n 11\U" lo aompertomu1t 4• 
ue l l1 rrontilre an de n I c'eat 1eul1m1nt la troi1ilm1 
partie qui permet & poateriori 41 pr,ci1er un peu 1• compcu•·huiuu11 
do ue 1ur an, 

1~!, 1 !!1!H~A!, 21u•,liit (n° 4 •'Il 5) du tr&v&:1..3. eut t.uu11 a.pplic1tion 

41 J.& .~J&«tl~.\f1 à d@I »roblam11 dl o"loul 411 V&ria'tÎOfHh Util.iaanl 
un c:ad;r@ tonotignnel et quelq,1.uu r-f@\il1Ht.1i clt Rook.afell.ar 
[ ah J noua ô1a,blis1cnu certairuu relation a ent~e · 4e1 probllme1 

de calcul dea variationa e~ leur problème dual convenablement 
définie 

Nous présentons tout d' a.bord le q cadre :fonctionnel de [24) 
pour la dualit, en ~ptimisation convexe. Avec des notations 

lés;,~rement différente3 de cel.les de Rockat'ellar 1 il s' a.git de 
problèmes d'optimisation du type 

(~) Inf' {F(u)+G{Lu)} 
uev 

où F et G sont des fonctionnelles numériques convexes sur 
V et y 

t V et 'i espaces de Banach, et LE::i(V.Y) • 
On définit le problème (,'?) et m01•u1nan t 
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... ( . . ) quelques hypotheses minimes sur F et O on obtient 4es 

relations. simples mais non dépourvues d'intérêt entre les 

solutions éventuelles de (1') et les solutions de (Cj',..) • 

Ici encore nous nous sommes ~uelque peu limités ; ~oua 

donnons seulement quelques exemples les plus intéressants par 
les résultats auxquels ils conduisent ou par lcù problèmes ouverts 
sur lesquels ils débouchent. Nous renvoyons à [28] ~our une 

étude détaillée du sujet. 

La troisiime partie (n° 6 l 8) concerne des probllmes da 

calcul des variations du type 

Inf r g(>; 1 ti(x)tgrad u(x)) dx 
u-it,/.,n= 0 )Q. 

( ♦ donnl), dont l'équation d'Euler es~ du type {0~1) et pré• 
sente des dégénérescences analogues icelles de l'équation dea 

surfaces minimao Notre résultàt essentiel est alors le suivant : 

~a mise en §vidence d'!ne solution g,nérnlis~! pour (0.3) ou 

ce qui revient au mime le problème de Dirichlet pour l!équation 

d'Euler correspondanteo 

Notre démarche est la suivante : on montre que le problème 

(~P*) dual de (Od) possède une solution unique p"'-, et que 

le problème ( O {I 3) possède une sol ut ion u alors on a une r€. '.':,1'!.''' 

tion ponctuelle du type 

où la fonction ~ ne dépend que de g 0 

Lo~sque le problame (0.3) ne possède pas de solution, on 

peut se demander si la fonction 1J (p*{x)) 9 parfaitement déter­

minée• est le gradient d'une fonct5.on u que lton considérerait 

comme une solution sénéralisée de (0.3) (il s 8 agit essentielle­

ment d'un problème de régularité pour p*)o C'est ce problème 

qui trouve sa réponse dans la troisième partieo Utilisant les 
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résult,ats de la premi~re partie et des techniques de dus.lité• 

nous a,montrons les rGsulta.ts suivants : 

- il existe 

que supjgrad u(x)I <+œ , 

"' 
V Q' relativement compact dans Q • qui vérifie l'équ~tion 

d'Euler de (0,3) dans n • qui vérifie {o~4) P•P• dans n 41 

Enfin u est uniquement définie sauf' peut-être à une constante 

a~ tive »ras (conséquence facile de (0,4)) st toute suite mini• 

t;dsente de (Ot3) converge dans t 1 (n);'Fz \et dans L
1

(n) en cas 

de complète unicité) vers cet-'t~ 

fait qu'il s'agit de n'impor~e 

ctian u. Insistona sur lœ 

lla suite mini~isante bornie 

et nue c'est la suite minimisante tout entiare qui converge vers 
"1. ~~.,,.---

Ces résultats sfa:pplique:nt en particulier aux hypersurfaces 

minima non param,triquea pour la1quelles nous donnons d'ailleurs 

quelques résultats complémentaires,, Précisons toutefois que 

dans une série de conférences [5] 1 E11 de Gio1·gi e. proposé 

une m&thode complitement diffirante pour obtenir un concept 

analogue de solution gin6ra1isie pour l'&quation d'Euler des 

hypersurfaces minimat 

Divers problèmes demeurent ~uverts encore, dont certains 

feront iwobjet d*un traYail ultérieur : extension de ces résultats 

l des problamea.de calcul des variations autres que (0.3) (ordre 

supirieur ou hypersurfaces avec obstacles 9 ,eo cf. la 2ime partie)1 

analyse plus complète dit comportement frontière de u ( cfo un réaul~ 
tat partiel dans la propc 7,1 ) ce qui est lié à l'obtention d'es­

timations a priori à la frontière dans (0.2) et résoudrait complè­

tement l'unicité pour u ; extension des résultats aux équations 

d'évolution associées à l'équation d'Euler de (0 0 3)e 

L'auteur remercie E, de Giorgi• J.L. Lions et 

M, Miranda pour de nombreuses discussions intéressantes durant 
l'élaboration de ce travail. 
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Le plan est le suivant : 

Un probl~me de perturba. t ion singuli~re. 
' 

l. Le théorème de perturbation. 

2. Estimations a. priori préiliminaires • 

3t Démonstration du théor~me 1.1. 

4. Rappela, 

5. Applic,tions, 

6 ~ H:,poth.~ ielh 

Îo Le résultat pri~cipa.l du III, 

8$ Démonstration du théorème 7,1. 

P• 

6 
ll. 

25 



I.· UN ·PROBLEME DE PERTURBATION SINGULIERE, 

h ,,. .. t. l~ ·Let eoreme de perturba ion. 

On s'intéresse comme dans [16) a des équations non lin&aires 

r,on uniformément elliptiques du type 

où x = (x 1 ,ooo,xn)en ou.Yert borné de tRn et où les fonctions 

a. sont supposées deux fois continûment dérivables dans n x.œn+l 9 l 

la fonction a une fois continüment dérivable dans nx.IRn+l et 

(l,l) 
a a. 
at~(x,u,t) 

J 

ê a.. 
= â"t"(x,u,t) 

l 

(l) 
• 

En 0utre 0 pour tout M>O 9 V xen, V uetR • lul~M et V E;~mn 1 

il existe des constantes finies u
0

(M),e••• u
5

(M) avec 

(lo2) 

{lo3) 

(l) c;·tte .h~potr:ièse qui n'apparaît pas dans [16] nous semble 
necesuairer. 

• 



t ( ' ' ) tRn+l et où le vecteur n = "i•••••"n+l e 

du vecteur n = (1'11 ,o•••"n)êlRn par 

La condition (lo5) caract,rise le type de dég,niresceaeo 

admise pour l'équation (l.O), Lea ai et a satisfont en outre 

à une hypothèse "technique'' que nous allo1u préciser dans Wl 

instant, 
au 

Pour simplifier les notations nous notel:'ona u. = - t 
1 a ;içi 

1,.i,u • Du = u x = grad u • et ô u une ton et ion à. valeur dalle 

mn+l et qui est construite à partir du vecteur Du de la même 
mani~re que n• eat construit à partir de n avec la précision 

supplémentaire, ~=Du~ 

0 

Appliquons , i au a (loO) l'opérateur 1,, U 4 -4 i 
,e =l "' x.e. 

on obtient·en 

posant v = lgrad ul2 ( 1). . 
1 d 

--2--d (a .. v.) + .... Un• Un•= A• 
Xi 1J J l. J "' 1 "'J 

(l) On utilise désormais la convention de sommation des indices 
répétés, 



où 

(1.10) 
1 ôai d aai d aai 1 aa aa 

A= 2 îiï' "'i + v d.x
1 

~+ut dxi ax
1 

• 2 ôuj vj - ÎÜ 

ôa 
- u - • 1 ax1 

L'bypoth~se complémentaire est que• pour ~out M>O • pour 

tout xe n • V u e.JR I lul~M I et V t e mn, il existe deux constan­
-tes ~6 (M) 1 µ

7
(M) avec 

(1.11) A(x.u,t) ~ µ6(M)l~~xl + µ7 (M) /2.+u;, 

où 

D'aprls (16) cette condition (1.11) est certainement 

réalisée si, pour V M>O • V xe n , Vu 1:R • luJ~?-t • Y tëlRn • 
3 1A ( M ) a ve c : 

a a.. " 
1 l. o a I ---au au. 

J. 

(1.15) 
32 

1 ai - l!:I Jillil -ru. au ~ 2 • 
au 1 u 

x. 

tl!:U 
u; 

il1!l 
u2 

X 



On verra au III des situations simples où (1.13) - (1.16) 

sont automatiquement vérifiées. 

lo2. Enoncé du théorème de perturbation. 

Nous considérons pour t>O • l'équatia& perturbée de (1.1) : 

(1.17) 

Nous noua proposons de dé:montrer le 

Théorème 1.,1., 

On sup~ose que les conditions (l.l) • (1,5) !1 (l.ll) .!.2.!'!! 
·réalisées o 

On suppose que pour tout 

(lolT) et que la famille ue 

(1.18) Sup 
O<c~e 

0 

!J....S!!.!~9 ur 

Sup 
O<c~e: 

0 

Sup 1 ut ( x) 1 ~ 
x<Sn 

tout cuve :rt 

2 -e , O < t ~ c 
O 

, u ce~ ( n ) , vé ri rie 

est uniformément bornée dans n: 

M < +w e 
0 

O' cc n (l) 
8 

Le théorème sera démontré aux n°2 et 3 e 

( l) n' <"c n si gn i rie n 'c n • c. o • 



Avant d'aborder la démonstration du théorème l.l nous 

voulons donner des conditions très simples sur les ai et a• 

qui, par un raisonnement élémentaire de principe du maximum 

assurent (1.19)& 

·Proposi.t ion 1 o 1, 

Supposons 9,u'il existe M1 tel que :pqJ.!_r tout xen • 

V ueR I lul>M1 , 

n 
( l O 20) • r ai (X. u. t) t i > 0 IV t e IRn • t ; 0 • 

i=l 

·Si en outre 
- -...L 

Démonstration~ 

Sup 
O<e:~e: 

0 

Sup lut:{x)l:s.M 2 <+• 
X€cH2 • 

On multiplie (lolî) par (u M ) e:"' 0 + • ( u •M ) • u •M si 
E. 0 + C 0 

= 0 nE-Mo > 0 • 

;par parties à gauche ~ 

ce qui entraîne 

; on int~gre dans n et on intègre 
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ÔU 

ai(x,ue 1 grad ue) ôx~ = 0 
l. 

et 
au 

e = 0 'ii:" P•P• sur {u > M} • Le résultat est démontré, 
e o 

l. 

2.- ·Estimations a. l'rior~ préliminaires, 

Ce num,ro et le suivant sont con~acr~s & l'obtentiQn 
Sieati~ations a priori diverses J le poiµt de 4épart e1t (1,lT) 
et, pour alléger les notations nQ~i noterons u AU lia~ do 
la 1olution consi4érée de {l,lî), 

On fera souvent usage de l'équation suiv•nte 4êduit.e d~ 
(l.lî) comme (l.9) se dédu.it de (l,l) 

où l'on a de même v = v • A a A(x,u ,grad u) • e e e 

2ola JŒemière majoration 

Pour tout O'Cc O ~ 

J ( € 

n• 

S!J! c dél?_end de n' et des données (l) 

'"------------------------------------
(l} Les lettres c, d, 

diverses dépendant 
n et . les loi ( M ) • lJ 
(1.18). a o a 

désigneront des constantes positives 
des données, On entend par données, l'ouvert 

apparaissant en (l,2), •••• et M en· 
0 
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Dimonstration 0 Soit ç une fonction régulière, o,çsl • ç(x) = l, 
;=;;;-·:-;~;;-çe n. On multiplie {1.17) par uç 2 , on intègre 

dans n et on intègre par parties à gauche pour obtenir 

€ r u2 t 2 
dx + 2 € J u. u l; l; • dx + J a. u. l; 2 dx 

,) n X n i J. n i J. 

+ 2 J a. u ç ç. dx = - In a. u 
2 dx,. ~ 

l · l n 

On en diduit aisément avec (l,2)-(l,4)• 

où d ne dépend que des données ; (2o2) en résulteo 

en fonction de e 

Lemme 2o2t -
Pour ~oui ~.)1:0 ~ rnr t,out~-~ r; regulière à SUP]22.,.'.::~,:~ 

co~S:,~..,..~an.:_ n ~ 

~ d ne dê~end que de a et des donnéeso 

E!~2~!!!!!l2~o On multiplie (2,1) par (l+v)a, 2 , on intègre dans 
n- et on intègre par parties à gauche 



On note r1 ,.&•• I 6 les intégrales apparaissant 1 ~auche 

dans cette inégalité• et r 7 , r 8 les intégrales apparaissant à 

droit,e Q On a : 

J 
I ôuxl 2 

(u) ___ ( · )Q 2 
~ ~4 ~0 n l+v ~ dx • r6•_ • 

H il+V 



- 14 .. 

Par l'inGgalit6 de Schwarz• (l.l) et (l,5), 

l l 

II4l•~ Jncaij vivj)2 (aij titj)2 (l+v)a t dx 

-J 16 11 <St 1 ~ ~5(Mo) _v __ _ 

'2 /1+v 

et comme (cr~[16}) 

1 

r 
a+-

d jôr;l 2 (l+v) 2 dx • 
.. n 

La prise en compte de toutes ces in,galit~s entra!ne a 
fortiori 
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et en particuli•r lttl ~ ltxl c 

Par ailleurs d'apr~s [15} (inégalité (4,,îJ P•59), 

où d dépend (le 

Ave<: (206) 1 (2o7) et r:ette dernière inégalité, on obtient 

a.ie&ment (2,4),, 

Lemme 2o3o 

Pour tout $:,.l • ~ O' C:<:: n , 

25à c dépend ~ B ~ n• et des données,, 

Dimonstrationo Cela se dfimontre. par= récurrence pour les ~"'---M!!i--llll'Cft'lD ... ,,. __ 

entiers et ensuite par interpolati~n utilisant le théorlme de 
Ko Riesz pour les ~ nan entiers. 

Pour B=l ci est une conséquence immédiate de (2,,2), Montrons 

que si la propriété est vraie pour B • elle lfest aussi pour 

B+l : étant donné n• cc O • on choisit un ouvert o0 
, n• cc. n" cco 

et u.ne fonction i; réguli~re, o~i;~l , supp i; c O • r;=l su:r 011 
• 

On applique alors (2o4). avec a=B-l~O pour obtenir: 

dx 
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sont choisis en fonction de n' • 
ttbypothise de récurrence donne alors: 

et (2c8) en résulte pour $+1 e 

en fonction de c • -----,at~ ... ~ 
·Lemme 2 c 4 c 

Pour toute fonction ria:,+~ i; à su:E;eort compact dans O • 

majorée 1:ar un en -module :-

l 
+~ (mes(nknsupp ,;)) e.2 

2 
+ -

n + 

,2..-it~ d ne dé;eenden1....9,..•1t~ des données, 

d l 
4 (mes(nk () supp i;)) 
E 

supp i; = support 

nk :: {xlx e: n , v(x) > k} • 

1 on intègre 
en .x: dans O et on int~gre p~r parties : 

6 
+ -n 
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,,: f 2 2 
fo (v-k) dx ~2 i V r;; dx + e v. r; 1; i 

Jn X l. 

k k 

+ 1 
2 J'k a •• v. v. r;2 dx + Jn (v-k) a •• v. l;. ; dx 

l.J J l. 

k 

= J
O 

A ( v-k) i;
2 dx ~ ( par ( 1 t l1)) 

k 

l.J J l. 

{i µ
6

(M
0

) J jSu,.1Cv-k)_2 dX + "'r(M 0 ) t {1+v (v-k)t
2 

dx, 
nk -1t 

On note I 1 ,, ••• r6 , les intégrales apparaissant à gauche 

dans cette inégalité et 17• 18 • celles figurant dans le membre 

de droite• On a. 

1 !2 1 ~ e J v2 
2 

dx + d e J ( V• k ) 
2 i; 2 dx , 4 S2 X 

r; 
X 

k Ok 

l1 r 2 ,2 II2l ... 
+ d e ,$. - ( v""k) dx • 2 J Ok 

X 

l l 
v. v.)2 (a .• r;. i;.)2 (v-k)r; dx 

l. J l.J 1 J 

-~ 1J5 (Mo) J 1 sv/ !S~I ( v-k) r; dx 

~ Îl+v 

f.14 ~Mo) fo !svl2 
2 1 ôçl2 2 

~ 4 t dx + d f (v-k) dx 
../l+v ·n ✓l+v 

k. k 
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Iak 
jôu 12 

2 
I6 ~ ~4(Mo) 

X ( v-k) dx • I 6 " r; 
✓1+v 

µ4(Mo) J lôu 12 
(v-k) r;2 dx + d J ,{v-k) {l+v r; 2 Iî ~ 

X 

2 n ✓1+v nk k 

Regroupant ces inigalitê~ et tenant compte de (2.7) on 

obtient a ro~tiori 

On a l -
alors : 

sur O· 
k 

et si 

J v2 
r;

2 dx.~ d(l + ...!,_) J (v-k) 2 r;2 dx 
nk X t li nk X 

3 

(v-k) 2 r;2 dx, 

Avec l'inégal'ité de Schwarz et puisque 

à.X 



D'après l'inégalité {(2,12) po43} de [15] 1 

Portant cette majoration dans la dernière inégalité, on 

trouve : 

dlk J 2 1 1· 2 2 2 2 (2ol4) - (v-k)c dx ~ ,- (v , + (v-k) ~ ) dx 
C O · q O X X 

k k 

De manière analogue, on écrit 



et, avec (2,13) 9 

Utilisant alors l'inégaliti de Young, on trouve 

Si on se limite à 

aisément i 

J
( v2 ~2 dx ~ 
Sl X 

k 

Lemme 2o5t1 
«"'"WTTI 1 4 • 

Pour tout n• cc n 
• .,, .. 1'Qllllt 

et 

1+!i 
+ ¾ (mes(Okf\suppi;)} n 

;; 
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lvl ca( ) 
L n' 

.2.i! c ne dépend que d~ O' et des donnéeso 

D~monstrationo Utilisant (2c9) et le lemme 5o4 P~îl de r1sl on ...,_, ____ .., __ .., ___ _ 
obti~nt très aisément une majoration du ty~a 

lons reprendre la démons-
' , ,, tration de ce lemme et faire ressocti~ clairement la dependance 

de 4' en e: o 

On considère un, ouvert n" tel que n' cc n" cc n • et on va 
démontrer (2ol7) 9 ce qui suffirai lorsque n' est une boule 

B ( ) de centre x en" 8 de rayon p (l-a ) • O<a <l , 
p 1-a o o o o 

0 0 

la boule B de centre 
Po 

x
0 

de rayon p
0 

étant située dans n" • 

k 
Sui Yan t [15 J ~ on considère une sui te de nombres kh= 2k 

O 
- ~ , 

2 

k choisi ultérieurementi assez grand~ et une suite de rayons 
0 

entie:r • si on 

car 

set 

Supposant 

on applique (2ol6) avec k = et une :fonction r,; régulière• 



sur 

On peut trouver 

B- , nulle hors de 
Ph 

tel que 

• 

= ...L 2h+2 , et alors 
"o"o 

2
2h+4 1+l 

2 ( -f.) n 
2 2 dx + dkh+l mes n 

Po o-o 

si les c désignent des constantes dépendant de p
0

o~ , 

c'est-à-dire de l'ouvert n~ , cela s'écrira : 

(2o20) V 2 d X ~ 
X 

Posons conune en [15] m 

(2~21) Jh = 1.; 2 
(v-kh) dx 

on majore mes th par 

• 

6 
l+-

+ d k 2 (mes ~) n • 
o h • 
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22h+2 
me.a \ 4 me a th -' k 2 J h • 

0 

On utilise cela dans (2.20) pour obtenir s 

Par ailleurs avec (a~8) • 

1+3. 
J A 

h 
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Comme on a supposé (2.19), cela entraîne : 

2h(l+§_) 
2 2h 2 n 

V X dx ~ d 2 J h + C 2 
n 

k 
0 

On majore ensuite Jh+l comme en [15] 

D'où. avec (2o26) et (2o22) 

( 2 o 27) 

d 
y= 4. 

2+ll 
b = 2 n 

On aura, ce qui est le but recherché• Jh --?- O • h ~ oo • 

pourvu que (lemme 4oî p~62 [15]) 

2 
Il 

-4 
b 
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on aura certainement 

2 2(1+¾> 
2 

l+B. 
D. 

l+- ~;. .. u-.ql_ 
y 2 . n 

C ~ e t,1 

2 '') 4 a<1+,!) n n J.+!. 
br' l+-z -+a .. n lt f,l ' <l C ~ Q 

f: • 

qui «Urt-eu; l'li 1 1 i ~o 
a.l 

'1 g:rand • ce ➔ - AVCO ,u11ei 
e 

G ho i ai 1111.n t k 
dl l a,111 ~,s ~ max(-

' 
,, • QA u,:re. q.ue 

Q . e 
l 

h -+-- (» • et ou sa:i.t que cela entraine 

sur B 
P ( 1-c ) • 

0 0 

ce qui 0 on l'a dit entraîne (2,11)~ 

3 a Dé.mons.trat ion du théor~me 1, 1. 

3.,l, Înégalités 4e Soboleve 

On appellë la surface 

Se = { ( x • xn + 1 ) I x E.: Q • xn + 1 = u e ( x) } • 
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2 
On suppose que ;pou! O<e~e

0 
• les :f'oncti6ns u = ue.e::<e (n) 

·et vérifient (1.17)(1.18). !2,ll n* un ouvert 9,uelconque n,ccn , 
~t soi! n• un ouvert dont l'envelop~e convexe fermée est inclus~ 

~ 01• 

Alors pour toute fonction r réguli~re égale à O sur la 

·fro·ntière an' de n• • on a. - -
n-1 n 

<J ltln-Ï dH) 
S' n 

-n 

où - ô est construit comme ... 2 ( 1.8) à partir de ue • 
dHn /2.+u 2 

dx il S' { {x.xn+l) ,x e: n• .xn+l ue(x)} = = = • ex 

·La constante s dé ;een d des données et de n * • 

E!!Ee~~!!~!~~• Ceci est l'analogue pour notre situation du 

lemme l de [16] et la démonstration est maintenant identique 

compte tenu des ré-ultats déjà établis. 

La seule différence apparaît dans le choix de w
0 

• il r,or.'J 

fau~ prendre ici 

en sorte que 
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On a par ailleurs avec (2ol7)_, (1.2). (l,4). (1.18), 

n+l 2 
E l"' .<x)l 

i=l Ol 
( 

n 2 2 n . 2 2 2) 1 r ( ) r ( ( ) ) + M
0 

"
3 

{_M
0

} ~ - 1., 2 E U, X +2 1., a.. X9U9U ,. 2 l . l l X C i=l 1= 
l 

l& uon4ition max ,! rwai(x)l 2f l eera r'~kisae Bi en preDC 
QM i•l · 

Le raiaannement se pourouit enijuite sans modifio~tion et 
la minoration (2~38) de [1] re~te valable en so~te que l'~n 
obtient exact~ment les mimes inégalités l condition de remplacer 

c1 par l'expression (3,3). 

Lemme 3o2o ---
Dans les conditions du lemme 3ol si g est une fonctio~ _,......., __ ....,_....;;;;. ...... ...;.,__,,.......,._....,... 

B' ,sipendant de n* et des données. 

Démonstration. On pose 
___ .,,_ ________ __ 

f _ 2(n-l)/n 
- g et on applique (3,2). 

Cette inégalité (3~4) est un peu moins précisa que l'inégalité 

analogue de [16J mais il est clair que cela sera suffisant pour 
une étude l l'intérieur de n., 



3o2o E$timations a priori (suite)o 

On continue à noter u = u& • v = vc = jgrad ucl
2 

et on 

notera désormais 

(3o5) w = log(l+v) • 

On a avec (2o5) {l) 

lw 12 
, X 

' 21· ô 12 1J,\, u X . X 

l+u 2 
X 

L'inégalité (2.6) applicable sous les hypothèses du lemme 2o2 

donne, pour a=O ~ 

Soit n * un ouvert quelconque n*cc n ; si supp ç c o ~ • 
on aura avec (2o7) g 

{l) Pour toute :fonction ~ régulière 



(' " ( 
lôu 12 

r,;2 I',;,:;; X dx ( "l "c 

Jn u. .èi u .e. dx + .J O ç C 
1 Jn ✓l+v 

d { J n 
2 ~ dx} 2 2 

{ ( d l+u ) + me.x(t; +t; ) 0 
X X f2 X 

* 

D8 après {2o2) l 9 intégrale figurant dans le membre de droite de 

(3oî) est majorée par une constante c = c(n~) , d'où 

et aveq (306) on obtien~ 
l 

pourvu que, z; soit :régulière et que supp r,;cn*c.cn o 

Démonstrat~ono D'après (2o2) • f ll+v dx ~< c(n_,.) .-et il existe 
llii!C">--.- ... -.i..,..:<lllll..,-C.,. .. J n , .,"IT 5' 

l o 
d)D tel que log(l+s) ~ d(l+s)V pour s30 • c'est-l-dire ici, 

2 2 
·w ~ d ✓1+v o 



(3oll) w2 dH :ra n 

Démonstrationo Soit O' un ouvert fi n,.. cc O'jf c:cn ~1:i soit i; ____ fllll_, .... , .......... ...,. .. 

une f'on~tion réguli~re, r;•l sur n. • supp r; c:: O~ • On multiplie 
t, """) 2 2 • t"' d ri t . t~ ,,HJ.I par u w ; 9 on in egre en x ans \> e on :Ul 1;:1gre 

p~r, p1uti1, g 

On note I 11 coo 1 16 les int&grales figurant l gauc~e et 
l~intégrale figurant~ droiteG 

Comme 

J U • U 'W ··U UR.i 2 . 
!

2 
= 4e i JI. 

l; dx • 
n l+v 

J u~ 
1 

î 'f' 1 ~ 4t: Mo (ut i u.R.i)2 r;2 
èlx ; ""'2 om w 

l 

JO ·-- r;2 
dx II2l .~ 4e M Cuti UR.i)2 w 

0 
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D'a.pr~s (3o9 et (3,10)• comme supp t;cn; , 

I4 ~ ~l(Mo) Jn /2.+u2 2 l;2 dx ... lJ2(M0} Jn w2 ~2 dx 'W' 
X 

= J:,t' ... l<I (M ) J 2 i; 2 dx Yi 
4 2 o n 

l 

!I 5 ! ~ 2~0 (M0 ) M0 n2 fn w lwxl r;2 dx 

'W'2 

d J x r;2 
dx 

n~ 
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D'apr~s (3o9) on obtient entin pour I 5 • 

J 2 2 ;i 
W f; "'X 

n 

Regroupant toutes ces inigalitis 1 on obtient : 

Lemme 3.5, -:; -----
§.2il n~ un ouvert, S1éc0 !.:t.eoi~. i; une ton.ction réaulière 

~-~PRo;-t dans Q * o Alors on...!.• l?our lt> 



...---
ll supp S 1111 {(x.xn+l)l(x,xn+l)EiS • x.supp t}, 

Démonstration. On multiplie (2,l) par --11111'1·-----·flA--- (w•k)+ ; 2 , on int~sre 
en x et on int~sre par parties & on note <!l,lt • {xjxç;O 1 

w ( x) > k.} , on e. : 

Ou 3p~e;l~ ~+•~••aI6 l@~ i~tlgr~le• fiJ"r~q~ i i~µ~~! 4~~~ 
eett~ inégaliié et 17, Ia ~tllc& tigurant à droite~ 



1 % a I f c J I v III (v•k )c I c • 1 ta 
4a 

,$ ,<Jiliii!~ c1 &a)i <J<i+v)(v--)1 c: ••>· 

1 la 1 >$ ~ + 1 (Il,.) J (\ ( v-11 ) I lffl c: 41 

IZ1I f? + t(Q•) J (vwa)1 c: &la 1 

•a . 

i, • f fdlis. 'lJ vJ vl(l+v) c1 &a~ lt•• (1,,)l 

• ~;(Mt! J ltvi 1 m'i c1 la 
1 t\ 

l., ~ ~.l ( Ml ) J I tv 11 CI il • l • , 
~ 1 •• a ~ 

11,1. f'\<•tJ YJ vl),t (alJ c, 'J,t (v-ll)C .. 

• ~,<M) r ~!~llt,L (v-k>, ,. 
0 Jef\ lr+i 

·f _., (M0 ) J I av 1 1 te 1 (v•k )c tla 

·-
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l 
2 2 )-lî+v (v•Jr.) C 4x 

Regroupant toutes ce1 maJorationa, on trouve s 

(3.14) 

A p•rtir 4e (3.4) et (3.14) 1 on obtient (3.13) exactement 
comme en [16] • 
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Fin de la a.,monatration d.u thSor~me 1.1 a l partir de (3,i.7, 
( 3 .10) et ( 3 .13) OJ:\, cU~montre que w· ~ 2k

0 
pour k

0 
asae ! grand 

·mais· ·;ingépendant de c • toute ■ lès con ■tantea dans (3.4), (3,10)• 

(3.13) étant ind,pendantea de c • Le principe du raisonnement 

est le même qu'en [16] & le tait que l'on ait t! au lieu 4e 
jô,;12 d.ans l'intégrale du membre droit q.e, (3,13) n'altire en 
rien le raisonnement. 

Cela d~montre Qompl~tement le théorème l.l, 

L'ouvert n ne jouant pas de rôle particulier• on peut 
obtenir -(1,19) ai l'on rftmplace (lslB) par 

Il-est certain qu'avec (1&5) et le théorème l.l on doit 

pouvoir obtenir des est imationa à l'intérieur cl~ a d6r~ véeq.1 

d'ordre supérie~r de ut O utiliJant pour cela lee mithodea 4• 
[15] e [4] • [8] o Not.\& fl:llplicitcrona .. eui,uneni lt rtis~lt•t thll)lït 
eui vant, 

11m1t1e 3 t ~ -

!9l!' ;es, ,9~d~j~on1,.ii,.,~ltf2.t•ee :+•l~ 

lô-u. 12 
~ ... 
/1+v 

< -t• • V n•cc n. 
ul(n°) 
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Avec cette inégalité et l'inégalité - 1 
372 ➔ «(o') > 0 

(l+v) 

sur n• (déduite de (1.18)) on obtient 6vi4emment le r&aultat 
11,nnoncé • 
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IIe· ·DUA·LITE EN' CALCUL DES VARIATIONS• 

4 .- ·~appels. 

Nous taisons ici quelques rappela 4'analyae convexe 
let. [26] 1 [20]). 

Soient V et 
tivement V,.._ et 

Aucune ambiguïté 

téremment <•~•> 
et V.,, ou entre 

Y deux espaces de Banach r6ela et reapeo• 
!* les espaces duale topologiques (l). 

n'étant à craindre en général• on noter& ind.it• 
le produit scalaire dans la dualité entre V 
Y et Y* ; les é1,aenta cle V aeront notés 

u, v, w, , •, • ceux d.e v•, u*, v*, v•• • •, • ceux â.e Y et Y* • 

p, q, r, • o,. et resl)ectivement p.,. 1 q•• r* 1 ••• 

On se donne un opérateur L linéaire continu de V 4ana 
Y , L-=t(V,Y) 1 et on appelle L* son adjoint. L~e'i'(Y*•v•) , 

Soit aussi F {resp~ G) une fonction convexe de V (reap, Y) 
dans ]-Cl:>,+ 00 ], supposée convexe, propre <2>, et semi-continue 
intérieurement. On sait que l'on peut associer à F (reap, 0) 

une :fon.ctionnelle conjuguée F* (resp. G"') : 

F"'(u•) = Sup {<u••u> .,.. F(u)} • V u*e V* • 
ueV 

G * ( p 111-) = S up { < p * 1 p > ... G ( p )} • V p,. e::: y M- 9 
p,î 

fl) On s'écarte un peu. par commodité, de la notation plua ata.n4ar4 
V', Y 9 o 

(2) C'emt•à•dire non identiquement égale à +• • 
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et la tonctionnelle r• (reapo o.-). est ,salement convexe, p:ropl"e 
et semi-continue intérieurement sur V* (reap, Y•). Pour cela et 
pour tout ce qui concerne les tonotionnelle• convexe•• on•• 
reportera à Moreau [19) et Rock.a:f'ella:r [26) , 

Le probl~me d'optimisation auquel on a•int6reaae eut 1• 

Int {F(v) + O(Lv)J • 
Vi$.V 

Noue appelorus avec Fenabel (7] et Rockatellar fa4] aro 1~~lm9 

!ill de f le ;p;robl~me ~* ci•e.pris :· 

Sup {-F ... (L*p*) - o•(-pM-)} • 

. P '\,:? • 

On note int ~ l' :inf'inimu?ll daru ( 4 o 5), et on appellera 
1olution d- c.f' to\At élément de V qui ;rfaliae le minimum 4UI 

(4oS) & définition a.ne.los1Je 4e aup g-111-et 11•une aolutiora cle !r•, 
0~ d,montre alors les r,aultats suivante a 

11:~W.¼ t ion .lt.i! ~ 

.~~u.~-l~.' ... âlJlO ~h ÈÎ,!e a ~.~IS oé den te,!, ~ 

!,t91:0 ~ i t i 19n..Ji.,i! a 

~!s .1l~]~Otât,,,1 sont ce¼Jes iu.i ;e;récê?yn:tt et
1
en il~Efri 
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{ 

·il existe u
0

e V tel que F(u
0

) 

(408) la fonction G étant finie et 

continue en Lu • 
.0 

< +• • 

Alors le problème possède au moins une solution 
- 1 

et -
inf'ff ::a max CJ~ c 

.§_ile problème ~ »osaède également une solution u I alora 

·on a les relations suivan-ces 

(4ol0) 

(4oll) 

Les résultats précédents sont donnés dans (24] sous une 

forme un peu différente et un peu plus sénérale ; cf'o aussi [27], 

Remarque 4olo Il résulte de (4o2) que 

(remarque analogue pour G)o Pour cette raison le& relations 

(4ol0) et (4oll) seront appelées relations d'extrèmalité, 

4o2o Sous différentiabilitéo 

Nous rappelons l préseni quelques définitions et propriété ■ 
des sous-différentiels et des sous-différentiels l t prèa 

(cfo [3], [19] ID [24]) • résultats q,ui seront utilisé ■ au n°6o 

Soit G 'l.lne •fonctionnelle convexe propre et BoC,io 1 4étinie 

sur un espace de Banach Y il à valeurs dans ]•••+•] g ■ oit Y* 



l 'eapace 4ual 4,e Y et G* la fonctionnelle conjuguée 4e 

0 ( G * g Y* .....,. J •• • +•] ) o 

On appelle aoue•dittérentiel cle 

l'ensemble d.ea 7~6? l't tels que 

ou, ce qui revient au même 

G au point 

On note 
et G 

ao(;y 0) cet eruembleo En rai1on de la symétrie de (4.12) 

étant la fonctionnelle conjuguée d.e G * , 

Pour E>O donné, on appelle sous-ditférentiel à t pi-ia 

à.e G au point y (et on note ~t G(y)) lvensemble 

(l'inégalité de gauche, O -$000 • est automatique V y,y* ) o 

On a pour les sous~diftérentiels à E près le résultat 
fondamental suivant 



!!',2R..9~,.!.li on 4 • 3 o 

-Soit G une fonctionnelle de Y i--+-- ]••,+•] , Y espace -
·de ·Banach, G ~ropr,!,, convexe et s,coi. 

Alors si 

et 

y•€ a G(y) • il existe 
e 

y tt e y* • y e Y te 1 a q us, 
t C 

Un résultat pl us précis est donné en [3] • [19], mais celui 

qui précède nous suffira icio 

5a Aiplicationso 

Nous allons donner quelques application• simples des conoepta 

de dualité rappelés au n°4.,l 9 à des problèmes de calcul des 

variationso Les espaces V et Y seront alors des espaces 

fonctionnels tl) et L un opirateur ditférentielo Chaque 

exemple sera écrit sous la forme daun problème {P; la condition 

(408) sera facilement vérifiée et on exploitera alors la propo­

sition 4o2 et en particulier les relatio~s diextrémalitée 

Dans toute la suite n désignera un-ouvert born6 de mn 
de fronti~re T • an et on auppoeera que 

r est une variété deux fois continument différentiable 

de dimension n-1 • et n est situé localement d'un 

(l) du type espace LP ou espace de Sobolevo On suppoee le 
lecteur familiarisé avec ces espaces & le~ notations utilia,e ■ 
sont à peu près standard et sont ce'llea de [l 7]. 



E:x,•emple ,!o 

Il s î agit d\\ :probl~me C tt;Îo. [2:l) 11 [18]) g 

où a et B sont des conatantee >O et f ~L 2 (n) est c\onné, 

Posona V• a!(n) • mWli du produit scalaire 

• 

et Y• t 2
(o)n , alors V*• a"'1 (a) et X*• X• t 2 (n).n • 

l'opérateur L sera l'opérateur gradient et l'opérateur LM• 
•div!) On note 
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e$t ale~• ideatique au problème (5e2)e 

Oil 1expli~ite aisément F N et ·G • 

autrement c 

Le probl~•e S ~ ai écrit 

sup 

p•et 2 (n)n 

jp*(x)l~B pep~ 

La condition (408) est manireatement réalisée et on a donc 

(4o9) et l 0 existence d 9 ~ne solution p* de (506). 

Par ailleura. les méthodes directes 4u calcul des variatioAa 
donnent aisément l•e~~stence et l~unicité d'une aolution u de 

(5o2) (le problème ~ )o Il n 1 y a plue quià exploiter les rela• 

tions duex~ré~alit~ (4~10) et (4ell)o On vérifie aieé~ent qu\elle, 
entraînent i 

Jil~ "remontant''iea calcul•• on o~tient tacileœent le ré•ult ... ~, 
réciproque 8 ç~ -lor~ 



·Proiositipn ~o!o 

·!2,il u ~ H! ( Q) 1 u 

, il ·ex i a te p .. G L 2 ( 0) n 

Remar51 ue 2 , l o 

eat solution de (So2) ai et aeul•••el •i 

( 1 ) i u i v6 ri f' i q, ( 5 o 7 ) , ( 5 o 8 ) !1 

ll n 9y a paa en g6n,ra11.me muiaro uni1ue 4e 4uali1er u 
problame 4e calcul 4es variationao Par exemple, l•• autr11 
4Et1nitio~• Et&Qt iQoh1Q1Se1, OQ peu, po1or 

et obtenir une ffl,thode ditt6~ente pour "4ualieer" le pro~llae 
( 5 o2) o 

Une va~ianto du probllme (5o2) appa~att en mécaoi1~• 4e1 
tluidea ~on newtonieu10 Pour lei applicatio~• 4e 11 du1li16 
oto (6] o Pour lee applioationa n\lmli~iquea of o (~) • (10] o 

.lnf J h+( u)
2 

ix • 
u«H2 ( n) n 
'Il« 0 
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{uju~ ♦ • o sur an•½; (u- ♦) • o 1ur an• 
~ donn6 dans H

2 (n)} • 

On pose V• H2 (n) •Y• L2 (n) , L •A• 
F(v) • w0(v) • ronation indicatrice 4e C (l) 

G(p) • In li+»ï~'):i 4x , 

La problème 51 eat alor1 identique a" problame (5,10), On• 
aisément 

ClÙ 

o" • H!(gJ 0 
• 1•enaemble polaire de u;<n> 

l) .. 1111 {p*lp*6,t~ 111 t 2 (n), lp•(x) j, l Jhlh) Il 

On VÎt'itie que L*p.,.e:-L* iquive.ut à 

($,U) Sllp {f (~ • p"'(x) A ♦ (ll)l 4x j 
p t\t L 2 (rd 0 

bt "'bd If 1 

Ali~•O 

4&1U v• • 
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La condition (4.8) est évidemm_ent vérifiée. Le problime ~-

a donc une solution p* et int !P • max ~*o En tait l'exiatenoe 
de p,.. est facile à obtenir par les méthodes directes du calcul 

des variations et comme J
0 

li.-p~(x) 2 dx eat strictement concave• 

le problème &>* possède une seule solution p* o Le probl~me f 
ne possède pas nécessairement de solution maie ai une telle 

solution u existe, alors la. relation d 9 extrémalité I11] entraine 

et on en déduit aïsément la 

Rossède une solution unique p* et -

Si le ~robl~me J 5 olO} Ros sède une sol u"tion u alors p * 
vé ri fie I p • ( x ) i < l p o p e e t on a 

âu(x) • - E*(x) pcpo 

/2-p {x) 2 

.. 

Remarque ?o3o 

Supposons que le problème ~ ne possède pas de solution et 

que la fonction dans le second. membre de (5ol5} soit de carré 

10:m.mable â alors (5ol5) et l'une des conditions u • ♦ ou 

sur ao 1 définissent un élément unique 

est naturel de se demander ce que représente ces fonctions pou~ 

le problème (5clO)o Il s'agit là d'un probl~me ouvert • le 
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problème analogue pour certains problèmes d'optimisations autre• 
que (5&10) est risolu dans la troisième partieo 

·Exemple 3. 

Considérons ici un problème du type hypersurfaces minima 

non paramétriques: 

• 

ol C est yn ensemble convexe termé de w1 •1 {o) , par exemple 

dans le cas des hypersurfaces minima non paramétrique•• C • C
0

, 

c 
0 

• { u I u €: w1 
• 1 ( n ) , u • , a ur a o } • 

On pose. dans le cas du problème 

On a. fa.cile,ment 
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( l) 
F~(v*)· • s'up <v*.v> • o\0 (v•) • 

ve.C 

dx • 

Le problème g> * s'écrit 

Su.p 

p·'\,:: Loo ( 0 )n 

lp*(x) lfl l>&P, 

La condition (4,8) est manifestement vérifiée et la proposi­

tion 4. 2 est donc applicable. Le problème (5 ,19 ). admet une 

solution p>- qui est unique puisque p" H- Jn fi-lp•(x)i 2 
d.x 

est strictement concave aur la boule unité de t•(o)n • On a 
a.lors. utilisant les relations d'extrémalité : 

~ropqsi tian 2'• 3. 

Le problè_!ll.!;_ g>~ Roaa~de unp solution unique et -
(5.20) 

Si le problè~ (5.15) poss~dè une solution u • alors p* 

vér.if'ie jp~(x) 1 < l P•P• et on a 

(l) On dit f19] que F•(v*) 1111 v'èc(v*) eat la tonction d'appui 4u 
con ve Xf= C • 
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Remarque 5a4o 

Explicitant vtc 
0 

C • C OD 
0 

a div p'" = O o Si maintenant n est simplement connexe alora 

on peut introduire une fonction telle que . - .il..) 
ÔX t 

l 

liée à u par (5~21) • t apparait dans de nombreux travaux sur 

les surfacea minimume (par exemple [J. Serre]) et s'appelle la 

fonction conjuguée de u, La proposition 5,3 est alors Wl ré1ul• 

tat d'existence et d'unicité {à C près) de cette fonction 

conjuguie 5 q~e 1°on ait ou non existence de u@ 

~~~E1ar9,ue 5_c,.2,o (analogue à la. remarque 5,3). 

Quand le problème (5ol5) ne possède pas de solution, on 

peut se demander si le second membre de (5.21) est assez régulier 
pour représenter le gradient d'une fonction u localement som­

mable,, Si oui, ·quelle relation existe-t-il alors entre le pro­

blème (Sol5) et cette fonction u définie à une constante 

additive près par (5o2l)? Pour C • C , et. la troisième partie g 
0 

dans les autres cas le problème est ouverte 

Remarque 5060 

Il est évident que l'on peut. d~ns le cadre de ce numéro, 

varier à l'infini les exemples en modifiant les fonctionnelles, 

lès opirateurs diffirentiels et les contrainteso Comme il a,,, 
dit, nous renvoyons au III et à (28] pour de nombreux autres 

exemples" 
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III~ ·SOLUTIONS GENERALISEES DE CERTAINS PROBLEMES. 

Noua noua propoeona ici d'appliquer les méthodes 4u Il 
et lea résultat, du I à certaine probl~mea de calcul 4ea varia• 
tions du type 

Noue commenceron~ par quelques conaid~rationa techuique1 •~r 
la fonction g et une fonctionnelle G asaociée, 

Soit g m g(x.u,t) une fonction réelle et trois toia 
continument dérivable 1ur O x!Rn+l c Noua voulons tout d'abord. 

que lqéquation d~Euler du problème t~) 

,,;1,r,,,, ,,~ bfi~tbiae• du tbiori~e lol • cR,~t•l~4ire 

( li !' ½f-:-~ ~ 111 ft), ~"H, :pour tout M>O II il e~i a~tt ~!·• ~~QI~ 
' •. .. ·.· ' .. 

t~~,, ,1;i.{1-q, P~ • ~ell,u que V ~~n, V UE:IB, luf,$ .~, 
V i fffl

11 
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En outre le~ conditiona (1~13), (1.16) ;ui entr,tQ,BI (;~;i) 
! ~iqrivent i ,pou:r tout M>O il exi1te i.dM) iel ciue V ! Cii. Q -. 

V \.\ e: 1R • 1 \\ 1 ( M e V ( e lR~ s 

+1 cet bO!\ cie J;."~:HUlU'Q.~'11" q,u~ (6.6), (609) ,ont ~'¾r~!1.a~li1i'1i'R' 
l!.t.l!it!.! ~i ~ est in~~~~~dut 4e ~ et·~ o 
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§xemp~!.!, g on vérifiera aisément que cea propri,téa aont aatia• 

faites pour les fonctiona g auivantes & 

/2."+itl2 (hyperau:rfaces mini:u.) 8 /2.+lxl2+1~12 (considérée par 
1 

:Se:rnstein [i] • (l+(l+t
2 

)• )ii • 1 ➔ ½ , etc: o o o 

6020 La tonetionnelle G 6 

On auppoae en outre que g vérifie lea condition ■ auivantea 

(6013)\/ pe:L 1 (:il)n+l c la fonc::'l..ion x ~ g(x,p(x)) est 

eommaple sur n 1 

( 6 o l 4 ) \ V M • 3 µ 8 ( M ) > O Il µ 9 ( M ) ~ O tel que 

Y u e m • 1 u 1 ~ M • v t e: m11 

g ( X e U 1> t ) ?;- 1,1·8 ( M ) 1 t 1 .., ~ 9 ( M ) o 

V x en 

(l) D0 e.p:r~.s (605}, (tt 1 eooo 1 '1l'
11

) .,._.. g(x 1 w00 w
1

eooo 1 1rn) eat at:ric• 

!,_ement. ç;onvexe V ~ e. n I Y 1r0 e m g cela traduit l 'ellipticit6 
dé·f~lqu~tion d 0 Euler 4u probl~meo On ajoute ici la convexit, 
en 'lt 

O 
( = en u) o 



Il résulte de la continuité de g, de (6,13) et 4'w:a 

théorème de Kraanoaelaki [14] que ia fonctionnelle 

est ~ontinue sur t 1 (n)n+l , d'après {6,12) cette tonctionnelle 

est ausPi convexe. 

La fonctionnelle G * conjuguée de O est définie eur 
t•(n)n·+l : 

Il est facile de voir (cr. ausai [25] que 

(6.17) 

où g* éventuellement égale à +• est la. fonction conjuguée 
ponctuelle de g: 

g"{x 1 1r*) • Sup {,r*,ir-g(x,ir)} , 
,rE:Rn+l 

On vérifie aisément que g * est bornée inférieurement ■ ur 
0 >t IRn+l • 

g*{x.w} ~ - Sup g(x 1 0) > -• g 
0 



41 01 taii ei en r1!1on 41 11 1e1d.•1on1 !n1&iiG inta,t,u,, •• 1 • , 

1•1~,,,,a11 (6,1T) ••• pa,ta!t1m1a, ,,rin!• 4••• J•••••l • O• 
.,,,11. 4011 1 * 1 •••••• ,,1, 

(G,11) { (wi,, .. ,,:) ~ 1*(1 1,*) 11, 1iri1111111,, 111,111 1 

'1 •.,, •• 1 "f/ ,;ct1 •••• (a,,)• &oa 1 • • 

loifl 4trnilft hJJOihlli 111 WII llfil 41kJJllh111 61 
1oatinuiiG 41 te 1, •••••••• 

loient '• ., , ... • teua 1ui,,1 ,,1111 ''" 
(i) 'm., L 1( 0 )1 +l , ,: • z/" ( 0 )• +1 , 

( tt) ,: e ace,.> 
Uil) ,. 

• 
...,. , . tan• :, • ( n ) • •1 • 

(6,13) ofl , •• 10(1) . , 
' 

,..,,,, . 
(iv) au, 1 , hs ) l < +• , IC 0 •••uta\11, 

K 
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et .cela entraîne (x 1 q*(x)) e. èlom a"° P•Po 

7o Le résultat principal du IIIo 

On s•intéresae àu problame d'optimi1ation 

Int Jt'\ g(x.u(x) 1 gra4 u(x:)) .dx 

uc::w1 • 1 (n) .. 

u• ♦ aur ao 

où g a été précédemment détini et où + eat donné 

C7o2) 

Ce probl~me est un probl~me !I', {4o5) 1 ai on pose 

Lu • {u.grad u} • Vu e..V • 
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{ 

<pllE,L ♦ > ai 
F*(L*p*) • 

+• autrement 

et G~ a été explicité, 

80.1: 

Le problème î* • dual cle (7,1), a'éc~it, 

Sup {~ Fil-(L~p♦ ) • G~(-p*)) 

p~eî* 

en raison de (6~22) et de la contrainte 

le problèille fr~ possècle une solution uniqµe p~. 

Cela étant, ~oue avons le 

Théorème î o l o 

!_2,us les hyJ?b~hèse~ (6,2)- (6.14) !.; (6.21) - (6~~3) 1 ;pou~ 

♦ donn~ vér !tian* ( 7 .~?>, 1 l,.\.,,2,rOb lèine ~* J?O rnè de une 101 ut ios 

p f(, ,Wlisuae •1: 

in t :I' • max ff ~ • 
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!,·un·e con-atante prèa) telle g.ue 

(7ol0) 

(îoll) 

suP. lsrad u(x) 1 < +• , V O'cc O , 
n• 

(7ol2) toute suite minimisante bornée {vm} cle (7ol) cotsv'erd 

vera u au sens suivant : -

dans -
Remarque 1olo 

D'après CîolO) et (6024) on a la relation d'extrémalité 
ponctuelle (qui entraîne l'unicité de u aux conatantea près 
peut-être) g 

(7ol3) 

PoPo XE:. Q o 

Remar,cpie 7 c 2 o 

En ra.i ■on de (7.9), (7.11) et dea résultats classiques [15], 
[4] • [8] • la fonction u est d'autant plus régulière dans .n 
que g est régulière (jusqu'à l'a.nal:,ticité) 0 
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Des exemples très élémentaires montrent que l'on ne saurait 

espérer dans (7.12) une convergence forte des 

tout Q o 

dans 

Relativement à l'unicité et au comportement "A la tronti~re" 

d'une suite minimisante, noua avons un résultat a posteriori 

plus précis que nous allons donner ci-après, Ce résultat suppose 

que, pour l'une des fonctions u mise en évidence par le 

théorème 7,1 1 graa u est borné au voisinage d'au moins un 

point de an : 

Cela donne 

lim sup jgrad u(x)I < +œ • 
x+x 

0 

f:oposition 7 alo 

Les h1Roth~s~s sont C!lles du théor~me 7ol et on s9ppose 

,n outre iue l'une des fonctions u définies par le "théorème 

îol vérifie (7.14). 

Il existe alors une fonction u unigue• ~ui satisfait 

toutes les conclusions du théorème 7tl et en outre 



(7.15) 
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) 
u .. ♦ P•P• sur une Eartie de 30 

·nulle et plus précisément sur 

l <xlxean·. lim sup jgrad u(1)I < +•) 
y+x 

yeQ 

) 

toute suite minimisante bornée {vm} 

converge vers u au sens suivant 

v -+ u dans L l ( 0 ) , 
m 

au 
îx:' 

l. 

da.na 

Remarque 7641'> 

de mesure non 

• 

de (T .1) -

Lorsque g est indépendant de u • les conclusions 

(7.12) et (7.16) sont aussi vraies pour dea suites minimisantes 
non nécessairement bornées& 

Il serait tr~s intéreaaant d'obtenir des conditions 

a priori sur D et su~ ♦ , qui asaurent (7,14). 
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8.1~ Suite minimisante r~guli~re du probl~me (7.1). 

On considère pour &>0 1 la tonction 
du problème 

solution 

Int {J [cl1rad v(x)1 2 + g(x,v(x),e;rad v(x))) dx} 
veH 1 (n) o 

(8.1} 

v- ♦/ an=o 

L'existence de uE. est tac ile , on sait que uce ce2 (n) au moins 
(et. par exemple [15]) et que 

(8.2) 

Grâce 

on a 
à la proposition 1,1, au théor~me lol et au lemme 3,6 1 

où les c aont indépendants de c , 

Ii est facile de vérifier que uê est une auite minimisante •u {7 .1 >.• 
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in!' Ç1 ~ G ( Lu ) ~ !.2 J I grad u { x} 12 
dx 

t n c 

~ ½ J
0

1srad v(x)1
2 dx + G(Lv) ~ 

Alors, pour e: -+- O t 

et comme les v conaid€rG~ 10nt dans 

le résultat annoncé pour 

+ G(Lu) 
t 

Précisons le compo1·temeut dei u , c ..... .,. 0 c Grâce à (8~3)­
t 

(8.6) et utilisant le proa6d& de la diagonale, on peut extraire 

de une suite u telle qiie r. 
m 

pour 
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Cette tonction u.eL•(n) et véritie (7.9). Grâce à (8.4) et au 

th«;orème de Sobolev [17] 1 pour d.. fixé I l < u < 
11

~ 1 • on peut 
choisir u.6 en aorte qu.e 

m 

u
1 

--+- u dan• t 0 (n) tort. 
m 

De même avec (8,4) et les théor~mes 4e compacité daaa les 
espace, 4e Sobolev 

Grâce à (Sol.2) et utiliea~t encore le prooéd~ â,e la 4iagoAale, 

on peu.t extraire de u, une auite (encore notge u
1 

) telle 
m m 

En raison de ( 8.13) et du lemme 4e Fatou• : ~ • 4i L l ( 1l ) 1 i •l t u .,. il • 
xi 

eut 1ati1:taite • 

Paeaona l la limite dan, (802) sen raison de (8.3) 1 (6,2) 1 

(6.4), les tonctione 
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;~_{x,u,(x),grad u,(x)) 
l. 

-+- :~. (x.,u(x),grad u(x)) 
l. 

Cela entraîne avec Wl lemme de [17] que . 

lL < > ôi.• oU6,grad UE 
l. 

....i,.. ;f. ( • ,u,grad. u) 
1 

* ( • 1 u,, gracl u& ) 

dans t 2(n) faible (par exemple) et donc au aena d~e 4i•tribu• 
tionso 

Passant l la l!mite dans (8.2) on voit alors que u. véritie 
l'équation (6el) i c'est (î~ll). 

Vne étude de la régularité de p tt­

démontrer (7.10) qui entraîne (remarque 
de u indépendante de la sous-suite UE: 

va nous permettre de 

îol) une caractérisation 
extraite de 

Ill. 

On a, a ve c ( 4 o 2 ) 1 ( 4 e 4 ) , ( 7 o 7 ) et ( 8 c î ) ; 
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Il vien,t ainsi : 

(8.14) 

Comme les expressions entre les accolades eont touiea 4eux 
positives 0 cela entraîne 

en aorte que 

Appliquons la proposition 4.3 : on obtient i•exiatence 4e 
et tel1 que 

(8017) Pc e. Ll(n)n+l • 

(8018) plf, € 
E 

Loo(O)n+l • 

(8.19) IPc - Lu 1 -' 
t Ll(Q)n+l. 

✓p ( ê1 • 

(8.20) jp* -
C p*JLoo(o)n+1" ✓p1ël, 

( 8 .21) .. p• C &G(pt) • t 

D'apr~a la ~emarque 6.1 0 (8.21) aignitie 
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et entraîne 

(8023) 

En raiaon 4e (8ol9) on peut, par extraction 4'une nouvelle 

aoua-auite, supposer que 

», (x) • Lu (x) ,_.,,. 0 Po Po • 
Il 'm 

et avec (6Ql3) 

(8,24) Pe (x) 

• 
_,.. Lu(~) poJh 

Jlv:i.d.euen t par (8,20) 

(8025) p: bd -+- p*(x) JhPil 
Ill 

PasaarJ.t à la. lbh int. 4aDI (8022). on obtieDt 

,~cx.-p•(x)) ~ ... p~{~) Lu(x) • s(x.Lu(x)) < +• pop11 • 

en aorte que ( x 9 •p* ( x)) e dom g* Po lh J OJ:& peut alors paaaer 
& la limite da.ne (8.22) grâce à (6021) ~t en d64uire l'égalité 

Noua dimontrons (7ol2)o Soit vm une suite minimisante 



l vm lL.(O) ~ c 

vm-•1:rn = o 

int g> , 

On en déduit avec (6.14) que la ,auite 

bornée dans w1 •1 (o) • 

Posons G ( LV ) = int Cf+ a • 
Jll m a ~o • m 

t v } est auaai 
l. Jll 

Un raisonnement semblable à celui qui a conduit à (8015) 1 (8.16) 

entraine ; 

Utilisant la proposition 4.3, on obtient pour tout m 0 

l'existence de Pm et p: 9 tels que 



(8.30) * •c )n+l • p e: L O . • m 

(8.31) 

(8.33) 

D'après (8.32) 9 

(T.10) 1 - p*e. ôG(Lu) 

p* -+- p~ dans m 
avec pour Lu : 

Sup I Lu ( x) 1 < +• • V n' c: c. o • 
n• 

On peut donc appliquer (6.23) et en diduire 

--+-- (Lu). 
1 

dans 

-+ (Lu). 
1 



A 1:rfl@Ai, QQll\1,l\l "m ,nt \le>;Nldt 41~1 wi•1(n) Oi 4'111 t."(A) t 

on,.~, --~•&irt "Il IO~l•t"iit V~ ,,111 '"' . ., 

On 1 ~•01111ircm,~, • • ~ • 0110 4&na ob•1ue oom101a~,, tQ1•110 

~• n., tt 11 l'ai pa111 ,~ ~~o,i,~t »ar i,, 1on1tan,,1, i, limi11 
4~~• (8,JG) 11, i~t1p1u41~t• ~~ la 10~1~1ui\o ,, 1& convor11a10 1 
liell lfHU" "m ,c:nt'\Hll turtd,l~ft I il exi11te \UU1 ,ut,o Ae 1H;,1mb111, ~. , 

borDft, itllt ,~. 

v ... illl ~ V, JO\U' o(t."(n).x. 1 (n)) ,, .,, •• 

L 1 
( O ) tcn•'i • 

8~JpQ1oa1 qu1 (T,lk) ait lieu, aloi• 11,al u(x)I 11t ~orn6 
tt\lr '4l\ IDIU\I\Q4@ C>ijYU"\ QQ • lp ( ,;0) r\ A • ip ( x

0
) • 'bO\\ll Q~Vtl'it 4t 

·çeuti, ~~, Oa ~"ra on p1~1 4o (8,34) 
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Pour toute suite minimisante {vm} de (îol), on aura comme à la 

section 803 9 

clans 

Comme r • an n an 
0 0 

est de mesure non nulle, la norme naturelle 

de w1 •1 (0) est équivalente à la norme 
0 

Puisque vm = ~ sur an , il ré sul t;e de cela et de ( 8 o 39) que 
v est une suite de Cauchy dans w1•1 (n) g sa limite dans m o 
w1 •

1 (n) est u+c • ~ 1vune des fonctions apparuea précédemment 
0 

et c constante convenableo On peut supposer que c • O 9 et la 
fonction u vérifie alora d 0 aprèa Gagliardo [a~] 

sur r O 
0 

Avec (8026) et (8e40) on voit que la fonction u est définie 
de manière uniqueo Par ailleursi ~e raisonnement que l~on vient de 

faire au voisinage de x
0 

• peut être reproduit au voisinage de tout 
point x e: ùQ tel que 

lim sup lsrad u{y)I < +m o 
y ... x 
yczn 
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