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INTRODUCTION 

D'abord en tant que marches éloignées et plus ou moins consoli­
dées d'un empire naissant, puis comme province à part entière sou­
mise au pouvoir central et enfin comme villes-états, principautés 
ou royautés autonomes, le Maghreb a participé à toutes les phases 
de la civilisation arabo-musulmane et en a vécu les aspects essen­
tiels: Conquêtes territoriales, contrôle du commerce méditerrané­
en et des sources africaines de l'or et des esclaves, développement 
d'une puissante économie marchande, diversification de l'agricultu­
re et multiplication de centres industriels de tous genres 1 (avec 
tout ce que cela a comporté comme rapports de production et d'échan­
ge 2), luttes politiques enfin, avec leurs multiples facettes idéo­
logiques 3 • 
Le Maghreb ne pouvait donc resi,er extérieur à ces composantes parti­
culières de l'activité économique et sociale que sont les scien­
ces et les techniques dont le développement, à partir du IXesiècle 
a été incontestable dans l'aire géopolotique musulmane. 
D'autre part, on ne peut concevoir, sans tomber dans un européocen­
trisme que rien ne justifie, une Histoire de la Sci·ence européenne 
qui ne tiendrait pas compte de toutes les composantes humaines du 
bassin méditerranéen ou qui les réduirait à des agents accidentels 
d'une Histoire faite par d'autres. 
Ces deux évidences ne semblent pourtant pas avoir effleuré l'esprit 
de certains historiens des sciences comme Montucla, Tannery, ou plus 
récemment Bourbaki 4 dont les jugements sur la Science arabe en gé-
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néral et sur les mathématiques en particulier sont beaucoup plus le 
résultat d'un ensemble d'aprioris idéologiques que d'une simple 
ignorance des faits historiques 5 • 
Quant à ceux qui ont évoqué la contribution des maghrébins à la 
science médiévale, ils l'ont fait, en général, selon des points de 
vues qui ne permettent pas de dégager un aperçu clair de leur acti­
vité scientifique. Dans le domaine des mathématiques, l'exemple en 
est fourni par Dickson pour l'Arithmétique 6, Neugebauer pour l'As­
tronomie 7 et Cajori pour le symbolisme 8 • Des auteurs sont cités, 
des résultats brièvement exposés, sans aucune indication sur le con• 
texte qui a permis leur production. D'autres ouvrages contiennent, 
il est vrai, des informations plus détaillées puiséesd'ailleurs en 
grande partie dans les travaux de Woepcke 9 , de Suter lO et de Sé­
dillot 11 ; mais, outre leur caractère fragmentaire, elles sont par­
fois accompagnées d'affirmations non fondées et de jugements de va­
leur sur la nature de la production mathématique au Maghreb, sur 
son importance et sur son niveau 12 • 
Ces affirmations, venant après d'autres que des spécialistes de 
l'Histoire du Maghreb ont longtemps érigées en postulats 13 ,ne sont 
pas étrangères àun certain désintér&t observé chez les chercheurs 
pour ce sujet. Il n'est qu'à voir la rareté des publications et des 
communications concernant l'activité scientifique de cette région 14. 
Pourtant, depuis les travaux de Woepcke sur al-Qaleâdî, de Suter 
sur al-Haljl,ar, de Sédillot sur al-MarrakusÏ et enfin de Marre et de 
Souissi sur Ibn al-Banna• 15 , une chose est maintenant certaine: 
A partir du XIe siècle ( ou peut - être bien. avant) , et jus­
qu'au :XVIe, l'activité mathématique en tant qu'enseignement, re­
cherche et application à la résolution de problèmes concrets, n•a 
jamais cessé malgré les aléas de la politique intérieure et les 
contrecoups de l'offensive européenne inaugurée à l'Ouest de l'Em­
pire musulman par les premières Croisades d'Occident et poursuivies 
par les incursions "pacifiques" des Pisans, des Vénitiens et des 
Gênois 16 • Mais, en dehors de cette certitude, que de zones dtom­
bre et que d'interrogations. 
On peut se demander, en particulier, quelles ont été les conditions 
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économiques, sociales et politiques qui ont permis l'éclosion puis 
le développement de cette activité. Quel a été l'apport des travaux 
entrepris au centre de l'Empire en tant que foyer scientifique prin­
cipal. Quelle a été la nature des échanges scientifiques -si échan­
ge il y eut- entre l'Est et l'Ouest. Quelles ont été les préoccupa­
tions des maghrébins dans le domaine de l'enseignement et de lare­
cherche et quelle y a été leur contribution. Quelles ont été, enfin, 
les causes internes et externes qui ont provoqué ou favorisé le pro­
cessus de crise qui n'épargnera pas l'activité scientifique et que 
déjà, en 1377, Ibn Khal·dün présentait comme la caractéristique de 
son siècle 17 • 
Ces questions et d'autres, plus spécifiques, doivent être posées 
(si elles nel'ont déjà été). Des réponses doivent être cherchées et 
des hypothèses formulées si l'on souhaite appréhender, un jour, 
l'Histoire du Maghreb dans sa globalité, afin de "saisir, dans leurs 
plus larges écarts tous les temps divers du passé, d'en suggérer la 
coexistence, les interférences, les contradictions, la multiple 
épaisseur", comme le dit Fernand Braudel 18 • 
Il va sans dire que, dans l'état actuel des recherches, il est im­
possible de répondre à ces questions qui relèvent pour la plupart 
de la Sociologie de la Science et qui nécessiteraient des investi­
gations de longue haleine dans des domaines aussi différents que 
ceux de l'Histoire, du Droit, de la Linguistique de l'Astrologie, 
de la Physique et des Màthématiques. 
Pour ne se limiter qu'à cette dernière discipline, on constate que 
les analyses et les études comparatives systématiques des nombreux 
traités maghrébins ou andalous existants font cruellement défaut.Or, 
sans elles, il est non seulement illusoire de vouloir déceler l'é­
volution des idées et les mutations internes qu'a connues l'activi­
té mathématique, mais il est même impossible de se faire une idée 
exacte de ce qui a été produit et de ce qui a subsisté dans l'en­
seignement. 

Tout en se situant dans cette perspective de travail, le présent 
exposé ne prétend pas présenter 1•étude de toute une branche ou de 
toute une école. Nous nous sommes contentés, à travers des exemples 
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empruntés à l'Algèbre et à l'Arithmétique, de fournir quelques élé­
ments rtouveaux,tirés de manuscrits inédits, qui aideront peut-être 
à mieux apprécier l'état de l'enseignement et de la recherche ma­
thématiques dans le Maghreb des XIII~XIV 9 siècles. 

L'importance de cette période pour l'Histoire politique et écono­
mique du Maghreb a été déjà soulignée: Main-mise européenne sur 
toute la Méditerranée occidentale et contrôle accru du commerce ma­
ghrébin par les Pisans et les Gênais, dislocation de l'empire almo­
hade et processus de différenciation régionale. Son importance est 
encore plus grande dans le domaine culturel où l'on entrevoit les 
éléments essentiels qui vont désormais caractériser la vie sociale 
et l'activité intellectuelle 19 : Retour en force de l'orthodoxie 
malékite, radicalisée sur le plan des moeurs et des comportements 
individuels par l'expérience almohade déjà plus que séculaire, re­
nouveau du courant mystique qui s'appuie désormais sur des bases 
populaires de plus en plus larges, réactivation des sciences occul­
tes. 
Dans le domaine des sciences et. en particulier des mathématiques, 
elle constitue l'aboutissement d'une longue activité qui a débuté au 
centre de l'Empire dès le VIIIe siècle et qui a été assumée, à l'Ou­
est, à partir du Xe siècle, par l'importante école de Cordoue et 
poursuivie, avec une intensité variable selon les époques et les 
lieux, par des villes comme Séville et Tolède en Espagne, Fès et 
Marrakech dans le Maghreb extrême, Bougie et Tlemcen dans le Maghreb 
central, enfin Kairouan et Tunis en Ifriqya. 
Mais c'est également l'époque où se manifeste puis se confirme un 
ralentissement de certaines activités scientifiques au profit,a•m­
ble-t-il, d'un développement des études juridiques. Pa~allèlement, 
et en liaison avec ce phénomène, on voit se mettre en place de nou­
velles méthodes d'enseignem~t qui, malgré certaines résistances, 
finiront par s'imposer. Ces méthodes n'épargneront pas les mathéma­
tiques favorisant ainsi un appauvrissement des programmes d•ensei­
gnement et une sclérose de la recherche dans beaucoup de domaines 
surtout à partir de la seconde moitié du XIVe siècle 20• 
Des chapitres entiers comme l'extraction des racines d'ordre supé-
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rieur à trois ou l'étude plus approfondie des nombres premiers 
voient leur enseignement réduit et parfois abandonné par certains 

professeurs 21 • Une théorie importante comme celle de la résolution 
géométrique des équations cubiques semble ignorée par les mathéma­

ticiens maghrébins ou connue seulement par ouie-dire 22 • 
Parallèlement, on observe une floraison de commentaires ou de ré­

sumés d'ouvrages classiques, souvent sans originalité dans le con­

tenu et dans l'exposé 23 • 
Mais cela ne concerne pas encore le XIIIe siècle au cours duquel 

l'activité mathématique parait garder une certaine vitalité ; et 
pendant longtemps, grâce à sa spécifité, à son statut ou peut-être 
à une forte tradition d'enseignement, ce secteur résistera au pro""". 

cessus dé crise. 

* * * * * * 
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1. QUE LOUES ASPECTS DE L'ALGEBRE 

Grâce à une série d'études et d'éditions comme celles de Rosen 24 , 
de Woepcke25 et de Hochheim 26 au XIXe siècle, de·Suter 27 et de Kar­
pinski28 au début du vingtième et, à partir des années soixante cel• 
les de Juschkewitsch 29 , de R. Rashed 30 et de A. Anbouba31 , on a une 
idée plus nette de l'évolution de l'Algèbre depuis le traité d'al­
Khwârizmi 32 , date de naissance d'une discipline nouvelle qui ne 
cessera dès lors d'étendre son champ d'action et de renforcer son 
autonomie vis-à-vis des autres branches des mathématiques classi­
ques. 
On assiste en effet, avec les travaux d'AbÜ-Kami1 33 et de son éco­
le à une extension du domaine de l'algèbre par l'utilisation systé­
matique de nombres réels positifs, comme coefficients et racines 
dans la résolution des équations du second degré et par l'applica­
tion,aux inconnues et aux monômes de degré quelconque qui en décou­
lent, de toutes les opérations arithmétiques appliquées auparavant 
aux nombres rationnels. Cela devait ouvrir la voie à l'élaboration 
de l'algèbre des polynômes qui sera l'oeuvre des successeurs d'AbÜ­
Kâmil, en particulier al-KarajI 34 et plus tard as-Samaw'a1 35 • 
Munis, dès le début du XIe siècle,de ces instruments nouveaux, les 
mathématiciens vont pouvoir orienter leurs recherches dans plusieurs 
directions : Théorie des nombres et analyse indéterminée par al-Ka­
rajI et son école, théorie des équations cubiques par al-Khayyam 36 

et Saraf ad-din at-TüsI, théorie de l'approximation par al-Khayyam 
et surtout as-Samaw'al et at-TüsI 37 • 

On sait aussi que l'un des mérites de ces mathématiciens a été de 
dégager l'algèbre de l'emprise de la géométrie qui a constitué, à 
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un certain moment, un frein à l'extension des opérations algébri­
ques. Commencée par AbÜ Kamil qui ne tenait plus compte de l'homo­
généité dans la représentation des différentes grandeurs géométri­
ques, cette entreprise, même si elle allait se heurter à la résis­
tance de la tradition, devait permettre à al-KarajI -grâce, en par­
ticulier, à une relecture du Livre II des Eléménts d'Euclide 38 -
d'introduire, dans le chapitre des équations et en complément à des 
démonstrations géométriques déjà classiques, d'autres de nature al­
gébrique. Cet effort sera poursuivi, dans un autre domaine, par S. 
at-füsI qui, en raisonnant sur les expressions algébriques des cou~ 
bes, abstraction faite de leurs représentations géométriques, inau­
gurera les premiers pas d'une discipline qui portera, beaucoup plus 
tard en Europe, le nom de •géométrie algébrique. 

Les questions qui ne manquent pas alors de venir à l'esprit sont les 
suivantes : Quel a été le sort de ces travaux en Occident musulman 
et plus particulièrement au Maghreb? Ont-ils fait l'objet d'un en­
seignement? Ont-ils favorisé de nouvelles recherches 39 ? 

Parmi les voies ouvertes à l'algèbre après al-Khwarizmi, celle 
que suivra AbÜ-Kamil et après lui al-KarajI fera le plus école en 
Espagne et au Maghreb. C'est du moins ce qui ressort des informa 
tions fournies par les biographes ou par les mathématiciens eux-mê­
mes : L'algébriste andalou du XIIIe siècle Ibn Badr se réfère ex­
plicitement au livre d 'Abu-Karnil, à 1 1 occasion de la résolution d'un 
problème aboutissant à une équation du second degré 4O• Par ailleurs 
dans le chapitre d'application, de nombreux problèmes sont équiva­
lents à ceux traités par Abu-Kamil et parfois identiques. D'autres 
aussi nombreux, s'apparentent aux problèmes indéterminés du livre 
al-Fakhr! d 1al-KarajI 41 • 
Après Ibn al-Banna', les travaux d'al- et d 1Abu-Kamil con-
tinueront à être étudiés au Maghreb, comme le laisse entendre Ibn 

- - 42 . 4 Haydur dans son Tu~fat at-fullab • Nous pouvons meme supposer,après 
une comparaison entre différents ouvrages, que le contenu de cer­
tains travaux de l'école d'al-KarajÏ -si ce n'est des siens propres­
étaient connus des mathématiciens andalous ou maghrébins • . 
Ibn Khaldun quant à lui rapporte dans sa Muqaddima que de "nombreux 
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auteurs andalous avaient donné de bons commentaires" du livre d'al­
gèbre d'AbÛ Kamil, en précisant que "l'un des meilleurs est celui 
d'al-QurasI 1143• Ce commentaire n'a pas encore été retrouvé mais, si 
l'on en croit certaines sources 44 , le Kitab al-Jabr d'Ibn al-Banna•, 
son élève, en serait une adaptation autorisée par le professeur qui 
enseignait à Bougie, vraisemblablement dans la seconde moitié du 
XIIIe siècle 45 • En tout cas, le contenu de l'ouvrage ne laisse aucun 
doute quant à sa filiation. 
Cela dit, les mathématiciens de cette région ne se sont pas conten­
tés de commenter les travaux qui leurs sont parvenus, pour les met­
tre à la portée de leurs étudiants ou de certains utilisateurs com­
me les comptables, les architectes et les juristes. Leurs réflexions 
sur la nature des opérations qui constituaient alors l'algèbre et 
leur utilisation intensive de ces opérations ont abouti à des résul­
tats non négligeables parmi lesquels on peut citer: L'affranchisse­
ment total de l'algèbre de toute représentation géométrique avec 
l'apparition de nouvelles démonstrations pour des problèmes classi­
ques, l'extension des opérations de l'algèbre au zéro qui est mani­
pulé désormais comme n'importe quel nombre rée1 46 , l'intervention 
plus systématique de cette même discipline en géométrie par le biais 
des équations et enfin l'él~boration d'un symbolisme mathématique 
relativement perfectionné. Cet instrument nouveau sera, non seule­
ment un moyen de représentation et donc un moyen d'expression bea~­
coup plus concis et plus économique que le langage traditionnel 
mais, l'enseignement aidant, il deviendra un instrument de résolu­
tion rapide pour les problèmes d'algèbre et pour les opérations du 
calcul en général. 
Nous allons à présent aborder, à titre d'exemples, certains aspects 
de cette algèbre. 

* * * * * * 
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l.1. Classification des équations 

Au début de son traité 47 , al-KhwârizmI donne, pour les six équa-
tions canoniques, la classification suivante 

(I) ax 2 = bx (IV) ax 2+bx = c 

A2 (II) ax 2 = C A3 (V) ax2+c = bx 
(III) bx = c (VI) bx+c = ax 2 

On remarque que l'énumération suit exactement deux relations d'or­
dre: La première permet de grouper les équations suivant le nombre 
de monômes de chacune d'elles, d'où les deux sous-ensembles A2 et 
A3 dont les équations sont respectivement à deux et trois éléments. 
La seconde ordonne les équations de chaque sous-ensemble selon 1•or­
dre décroissant des degrés intervenant dans leurs premiers membres. 
Les six équations seront ensuite résolues dans cet ordre. 
Tous les successeurs d'al-KhwârizmI adopteront la première rela­
tion d'ordre qui sera étendue par al-Khayyam 48 et pars. at-füsI 49 

aux vingt cinq équations cubiques. 
Cela n'est pas le cas pour la seconde: Que ce soit dans l'énuméra­
tion ou dans la résolution, on note des permutations dans l'ordre 
des équations qui ne peuvent s'expliquer que par des préoccupations, 
des orientations et une pratique nouvelles chez les mathématiciens 
postérieurs à Abü Ka.mil. C'est ainsi que le groupe A2 subit chez 
al-Mi~,I~I 50 , al-Birün! 51 , al-Khayyam et S. a~-füsi, une permuta­
tion qui donne: 

) 

(I) 
(II) 
(III) 

bx = C 

ax 2 = c 
ax 2 = bx 

Une seconde et dernière permutation aboutit chez al-KarajI 52 et as­
Samaw•a153 à: 

(II) 

(III) 

bx = c 

ax2 = bx 

ax 2 = c 
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C'est ainsi qu'on la retrouvera chez al-KasI 54 et chez al-'AinilI 55 • 
En Occident, et jusqu'au XIII 8 siècle, la tradition semble avoir été 
plus forte: Malgré la maitrise de toutes les opérations de l'algè­
bre et la manipulation courante des polynômes et des équations as­
sociées, on retrouve la classification inchangée. C'est le cas, par 
exemple chez Ibn Badr 56 et chez Ibn al-Yasamin 57• 
Mais al-QurasI, dans son commentaire du livre d'AbÜ Ka.mil, adopte 
l'ordre A2

158
; et Ibn al-Banna~ tout en respectant la présentation 

Il 
traditionnelle, résout les équations dans l'ordre A2 , c'est-à-dire 
celui adopté par as-Samaw'al, avec une formulation qui ramène, en 
fait, les trois équations à une seule : bx = c, (suivie, dans (III), 
d'une extraction de racine carrée). 
L'argument qui justifie ces permutations est partout le même: Dans 

Il 
A2 on passe de (I) à (II) par division par x, et de (I) à (III) par 
changement de variable: x _..X= x2 • 

Quant aux trois autres équations canoniques, la plupart des mathéma­
ticiens du centre de l'Empire s'en tiendront à l'exposé et à l'ordre 
de résolution A3 d'al-KhwarizmI. 
Saraf ad-Din at-TüsI constitue pourtant une exception :Sa ~ésolution 
suit l'ordre suivant: 

(IV) 
(V) 

(VI) 

ax 2+ bx = c 
bx+c = ax 2 

ax 2+c = bx 

qui s'explique par une démarche nouvelle à caractère plus analytique 
qu'algébrique. En introduisant la transformation affine: 

x _.. X= x - b/a 

l'équation (V) se ramène à: 

ax? + bX = C 

qui est du type (IV) • 
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Comme cela a été montré ailleurs 59 , cette démarche d'at-iüsi est 
systématique dans son traitement des équations cubiques. 
A l'Ouest, Ibn al-Banna'aboutira au même résultat, mais par une voie 
différente: Tout en gardant, au niveau de la présentation l'ordre 
consacré par la tradition, il résoudra les équations dans l'ordre 

t 
A3, après avoir dégagé les opérations algébriques communes aux trois 
équations trinômes 60• Il sera suivi dans cette voie par bon nombre 
de ses commentateurs maghrébins comme Ibn Haydûr61, al-Qal~adI 62 et 
Ibn Ghazi 63• 
Si nous avons éprouvé le besoin de dégager ces classifications c'est 
moins pour elles-mêmes que pour ce qu'elles révèlent comme jalons 
dans l'enseignement de l'algèbre au Maghreb: Vulgarisation de l'al­
gèbre des polynômes qui devient un chapitre essentiel de l'enseigne. 
ment mathématique, manipulation courante des nombres réels algébri­
ques, grâce en particulier au symbolisme des radicaux et des frac­
tions, dépouillement des démonstrations des dernières séquelles gé­
ométriques. 
Tous ces éléments vont favoriser l'élaboration de démonstrations al­
gébriques nouvelles comme celles que nous allons maintenant aborder. 

1.2. Résolution des équations quadratiques 

Pour permettre une appréciation plus concrète de l'état de 1•a1-
gèbre au Maghreb, à l'époque considérée, nous avons jugé utile de 
suivre sur un exemple -la résolution de l'équation (V)- certains 
progrès déjà faits dans ce domaine par différents auteurs qui se 
sont succédé du IXe au XIII 8 siècle dans les autres régions. 

1 Preuve d'al-KhwârizmI 64 : .2.a. _ 
On considère l'équation: 

x2+~ = bx 
Soit (AD) un carré de côté inconnu x (fig.1,p.38),(ED) le rectan­
gle de côtés EN , CE vérifiant : 

EN= x • , CE= b 



Soit H le milieu de CE et I sur DN tel que : 

HI= CD 

Soit K sur le prolongement de HI tel que: 

HK = CH - HI 

[Soit M sur le prolongement de EN tel que: 

ME= HK] 

On a: IK = KM 
et (MI) est un carré. Mais: IK = b/2. Donc: (IM) = (b/2) 2 

Par construction, on a: 

(EB) = C et (EB) - (IE) = (IA) 

Soit L sur KM tel que • . 
KL = HK 

[et LG#ME • G sur HE l 
' donc • . 

IH = ML et (MG)= (IA) 

donc : 

(EI) + (MG) = (EB) = c 

mais, 

(MI)= (b/2) 2 

donc : 

(GK) = (MI) - [(EI) +(MG)]= (MI) - c 

donc : 

HA = GH = V(b/2) 2 
- c 

donc : 

x =AC= CH - HA= (b/2) - ,Y(b/2) 2 - c 

La seconde solution est: 

GC = CH + HA = (b/2) + V(b/2) 2 - c 

12 
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REMARQUES: 

(1)- L'auteur suppose j_mplicitement que : (b/2) > x. L'analyse gé­
ométrique aboutira donc nécessairement à la petite solution; ce qui 
exige une seconde démonstration pour le cas : (b/2) < x, et une troi• 
sième pour le cas: (b/2) = x (qui correspond à c = (b/2) 2 ). Ces 
deux démonstrations ne sont pas données, mais seulement les résul­
tats correspondants. 

(2)- Le carré de la solution que les algébristes arabes ont tou-• 
jours mentionné s'obtient, chez al-Khwarizmi par le calcul de: 

l.2.b. Preuves d 'Abü Kâ.mil 65 

Première méthode donnant la racine. 
Soit: 

(ABCD) = x2 et (ABEL) = C 

1° Cas • Supposons • 2 C (fig.2). • • X < t 

Alors : 
(ABEL) > (ABCD) 

d'où . 
• 

BL > BD 

on a . 
• 

(ED)= bx 

donc . 
• 

LD = b et (EB) = c = LB.BD 

Soit H, milieu de LD. 
Alors, d'après Euclide Livre II [proposition 5] (E.II;5), on a: 

LB.BD+ HB2 = HD2 

mais, 
et 

donc: 

LB.BD= c 

et - C 



d'où: 

et 

2° Cas 

Soit 

alors, 

d'où: 

X = BD = HD - HB = (b/2) -V(b/2) 2 

: Supposons : x2 > (b/2) 2 > c (fig.3). 

x2 = (ABCD) 

(AD} > (BE) 

BD >BL 

et (ABLE)= c 
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- C 

et, en suivant une démarche absolument identique à celle du 1° cas, 
il aboutit aux valeurs de HB2 et de HD, avec cette fois: 

x =BD= HD+ HB et x2 = BD2 • 

Deuxième méthode donnant la racine 

1° Cas . x2
< C • 

Soit (KHDN) le carré de côté HD, (fig.2) .. 
• 

(KD) = HD2 

on a • • 
(HC) = (HE) car LH = HD 

et 
(AH) = (AN) 

donc 
(AH)+ (AD)+ (AN)= (EB) =LB.BD= c 

donc 
(KA)= (KD) - (EB) = (b/2) 2 - c 

et KA est un carré car: 
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KN = KH et HS = NM 

d'où; 
KM= KS 

d'où: 
X = BD = (b/2) - ,V(b/2)

2 
- c et x2 = BD2 • 

2° Cas : x2 > (b/2) 2 > c 

Soit (LHNM) le carré de côté LH, (fig.3). 
On prolonge HN jusqu'au point K sur CE. 
Puis, par un raisonnement analogue au précédent, il aboutit à: 

x =BD= BH + HD 

Méthode donnant le carré de la racine: 

1 ° Cas : x2 < c 

Soit: AB= x2 et AC= bx, (fig.4) 
Soit: (AOED) un carré [de côté AC] 
donc : 

(ACED) = b2 .AB 

[=:;> BO = c} 

Soit: (AH) un rectangle [de côtés AM et AB] et tel que: 

(AH)= (AOED) = b2.AB 

[On complète le rectangle (ACNM)] 
on a: 

AM= ON= b2 

Soit F sur NO tel que (FM) soit un carré.Comme BO= c, on a: 

(BN) = (AF) = CF.FN 
Posons: 

Soit L milieu de CN. Alors: 

CF.FN + LF2 = 102 (Euclide II;5) 

comme : 
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on en déduit . • 
V[(b 2 )/2] 2 LF2 = [(b 2 )/2 ]2 - cb2 et LF = - cb2 

mais 
LN= b2/2 

d'où • • 
FN = LN - LF = (b 2/2) - LF (1) 

comme . CB = c, on a : • 

AB= (b 2/2) - C - V (b 2/2)
2 

- cb2 

La démonstration donnée par l'auteur est identique à la précédente, 
à ceci près que dans ce cas de figure la relation (1) devient: 

FN =LN+ LF 

Méthode donnant la racine dans le cas: c = (b/2) 2• 

Exemple: 
x2 + 25 = lOx 

Soit (ABCD) =x2 

Alors: 
et (ABEF) = 25 (fig.6). 

(CF)= lOx 
donc 

DF = 10 

soit H milieu de DF. Alors, on a trois possibilités : 
(1) H à gauche de B; (2) H à droite de B; (3) H sur B. 
(1) H à gauche de B: 

Alors d'après Euclide[II;2]: 

DB.BF + HB2 = HF2 

mais 
FH2 = 25 = BF.BD [par construction] 

donc • BH2= • 0 et BH = o 
donc H est sur B. 
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(2) H est à droite de B: 
L'auteur aboutit par la même démarche au résultat: H sur B. 

(3) H est sur B: 
Alors : x =DB= 5 

REMARQUES : 

(1)-Pour c < (b/2) 2 , Abu Kimil démontre l'existenc~ des deux so­
lutions en traitant séparément les cas : x < b/2 et x > b/2. Pour 
chacun de ces cas, il fournit deux démonstrations, l'une semblable 
à celle d'al-KhwarizmI, mais plus complète, et l'autre qui s'en 
distingue nettement par l'utilisation explicite de la proposition 5 
du Livre II des Eléments. 
Pour c = (b/2) 2 , il donne une démonstration par l'absurde de l'exis­
tence de la solution x = b/2. 

(2)-Une démonstration différente est donnée pour le calcul de x2 

directement. Son intérêt réside dans le fait que la représentation 
traditionnelle de x2 comme surface disparait. Il est représenté dé­
sormais par un segment comme les inconnues et les coefficients. 
Cette démarche n'est pas particulière à cette équation, on lare -
trouve dans la résolution de(IV) et (VI). Elle est encore plus net­
te dans son livre sur le pentagone et le décagone 66 • 

1. 2. C. Preuves d'al-Karajï 67 

On considère l'équation: 

2 ax + c = bx 

[On note, pour simplifier l'écriture ( b / 2 ) 2 - ac = d ]. 

Premier cas : a= 1 

Si c > (b/2) 2 , le problème est impossible. 
Si c = (b/2) 2, X= b/2 
Si c < (b/2) 2 , on a deux solutions: 

et x2 = (b/2) - vd 



Soit 
d'où: 

mais, 

donc : 

AD= b et CD = x (fig. 7) • 

AD.CD = bx 

CD2 = x2 

AC .CD = c 
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Soit: B milieu de AD. Donc AD est partagé en C [en deux parties iné­
gales); donc 

AC.CD+ BC2 
= BD2 [E.II;5] 

mais, 

donc : 
AC.CD= c 

donc : 
2 BD - AC.CD = BC2 = (b/2) 2 

- C = d 

done : 
AC= BD+ BC = (b/2) + vd 

ou bien: 
AC= BD - BC = (b/2) - Vd 

Deuxième cas a > 1 

Alors : 
X = [(b/2) ! yd] /a 

En effet, soit : 
AE = b et AC= ax (fig.8) 

soit 
AS ..l AE AS= X et AG= AC 

on a: 

AE.AS = bx 
mais : 
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AS.AC= ax 2 

donc 
CK = c et CI= ac= EC.CA = EC.AG 

Soit D milieu de AE; donc : 

AD2 = (b/2) 2 

d'où: 
AD2 

- ac= AD2 - CE.CA= CD2 [II;5] 

donc : 
CD= yd 

mais, 
AD= b/2 

donc 
AC = ( b/ 2) - yd = ax 

d'où x. 

Troisième cas: a < 1 

La démarche est identique et repose sur E.II;5. 

Recherche de x2 : 

On a: 

La démonstration est identique à celle d'Abu Kamil; mais il ne 
traite que le cas : x < b/2. 

Méthode diophantienne : 

On cherche x sous la forme : 

x = (b/2) ! X 

d'où : 

x2 = x2 + (b/2) 2 - bx = (b/2) 2 - c 
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donc : 
(b/2) - x = Vd ou x - (b/2) = Vd 

REMARQUES : 

(1)- Dans les preuves des trois premiers cas, al-KarajÏ reprend 
les démarches d'Abu Kamil basées sur la cinquième proposition du Li• 
vre II des Eléments, mais l'aspect géométrique n'est déjà plus,pour 
son raisonnement,qu'un simple support (en particulier dans le pre­
mier cas). Un autre indice de cette algébrisation progressive est 
l'absence d'étude systématique de tous les cas de figures. 

(2)- Par rapport aux autres preuves, la dernière est de nature 
différente. Elle est inspirée par une lecture algébrique de l'Arith­
métique de Diophante et permet d'éviter complètement le langage gé­
ométrique. On la retrouve dans la résolution des autres équations. 

l.2.d_ 68 Preuves d'as-Samaw'al 

Après avoir donné, comme al-KarajI, la condition d'existence des 
solutions et leurs expressions, il donne les démonstrations suivan­
tes que nous continuons de transcrire avec des coeeficients quelcon-
ques. 

Recherche des racines . . 
On considère l'équation • . 

2 + C bx ax = 

Première méthode . 
• 

Soit . • 
(ABCD) 2 et BD ( fig. 9). = ax = X 

==;> AB= ax 

Soit . . 
(ACEG) = C • d'où . (ED) = bx ' 

. 
mais, 

BD= X 
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d'où 
EB = b 

Soit H sur BE tel que . BR = x . . 
Soit I sur BE tel que . . 

BH BI 
HI = ÏE 

d'où . 
b/a . IB = 

comme • . m+ BE AB 00 =BI= BH = H 

f ~ij = tt~j = 
AB 
ml 

(EC) = a.(IK) 

mais, (EC) = C 

donc : (IK) = c/a 

et : (IK) = IH.HB 

d'où 

IH.HB = c/a 

.on est donc ramené à diviser b/a en deux parties : X et Y tels que 

1 

X+ Y= b/a 

XY = c/a 

On obtient . 
• 

X~Y + J(x~Y) 
2 

X = - XY 

y = X~Y. - ✓(X~Y) 2 
- XY 



d'où le résultat d'après II;5 des Eléments 69 • 

Deuxième méthode : 

Soit: 

et LMNS // AB. 
On a: 

mais: 

donc: 

d'où: 

et 

BL =AB= ax 

Ù'J-1!.L BL 
"(ETIT=BD 

BL = a.BD , 

(EL) = a. (ED) 

(EM) = ac 

et 

(EM) = EA.AB = XY 

(EC) = c 

Cela revient donc à trouver X et Y tels que: 

lX+Y=b 

XY = ac 

On obtient: 
X = (b/2) + Vd 

d'où les solutions: 

x = X/a • y 
' 

Recherche de x2 • ♦ 

Soit • • 
x2 = AB • BC 

' 
=!> AC = b 

Soit (AD) le carré de côté AC 

=!> (AD) = b2x2 

= 

♦ • 

• t 

= 

Y = (b/2) - Vd 

Y/a 

C (fig.1O). 
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Soit : (AE) = (AD). On complète le rectangle (AG) • 
On a: 

BE= b2 et. (BG) = cb2 

Soit H sur CG tel que: 

et HKil.AF, 

Alors • • 

donc : . 

mais, 

GH = CA = bx 

avec K sur BE et I sur AF. 

(IG) = b2x2 = (AE) 

(KG) = (IG) - (IE) = (AE) 

(AK) + (BH) =(KG)+ (BH) 

(AH)= (BG) 

(AH)= cb2 

(.AH)= AC.CH= HG.CH 

- , ( IE) = (AK) 
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Donc cela revient à partager CG qui est b2 ·en deux parties (X et Y] 
tels que : 

D'où: 

et 

On a aussi: 

l X + Y = b
2 

.XY = cb 2 

X = HG = 2i -J(2i)2 
- HG.CH 

x2 =AB= AC - BC = HG -·,Be:.= (b 2/2)--,./(.b 2/2) 2- cb2 -c 

CG /(cG)
2 

Y= CH= 2 + \2. - HG.CH 

Donc, si on substitue CH à HG70 , on a: 

.CH= AC et BC = c 
d'où: 
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REMARQUES: 

As-Samaw'al adopte la démarche globale d'AbÜ Kamil : Exposé des al­
gorithmes donnant x et x2 , puis justification géométrique sur des 
exemples numériques qui n'altèrent pas la généralité de la démons­
tration. Mais il se distingue de lui sur plusieurs points: 

(1)- Pour a=l et a*l, il fournit des démonstrations distinctes 
de l'existence des solutions; et, dans les deux cas, il ne fait 
plus la distinction préalable entre x < b/2 et x > b/2, et obtient 
ses deux solutions simultanément. 

(2)- Dans la démonstration de l'existence du carré de la racine, 
les x2 sont, comme chez AbÜ Kamil,représentés par des segments mais 
l'allusion aux unités de mesure disparait complètement. 

(3)- Comme chez AbÜ Kamil, les démonstrations reposent sur E.II;5 
(pour la V) et E.II;6 (pour la IV et la VI) ; mais un point de vue 
nouveau apparait ici introduisant, malgré la diversité apparente 
des démonstrations géométriques, une certaine unité algébrique: les 
six problèmes traités (recherche de x puis de x2 dans IV, V et VI) 
se ramènent à l'une des deux équations diophantiennes : 

!X-Y=b 

XY = c 

pour IV et VI et: 

pour V. 
!. X + y 

XY = c 

= b 

C'est là encore le résultat d'une lecture algébrique de l'Arithmé­
tique de Diophante. 

{4)- Dans les trois équations, le raisonnement d'as-Samaw'al a­
boutit explicitement à la recherche de deux nombres réels positifs 
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ce qui permet, dans l'équation V où les deux nombres sont les deux 
solutions, d'exhiber les relations entre coefficients et racines 
d'une équation quadratique. 
Dans les équations IV et VI, les couples de nombres correspondent, 
au signe près, aux racines de chacune d'elles. En effet, dans IV : 

IXY
X-Y=b 

= C 

= -b ly + (-X) 

Y.(-X) = -c 

et -X est la solution négative. Dans VI : 

lx -Y= b 

XY = C l X + (-Y) = b 

x.( ... y) = -c 

et -Y est, ici, la solution négative 71 • 
Mais, du fait de la non-reconnaissance des nombres négatifs comme 
nombres réels, il n'a pas été possible peut-être, à as-Samaw'al, 
de trouver une signification à certains de ces nombres qui devaient 
rester, pour ainsi dire, parasites. C'est du moins ce que laisse 
supposer son silence. 

1. 2 .e. Preuves d'Ibn al-Bannâ• 

Proposition: 

Si a et b sont deux nombres positifs et a> b, on a 72 : 

(1) 

ou . • 
(a-b )

2 ·(~)2 ab (2) 
+ 2 = 

ou : 
(~)2 (~)2 = [a- (a;b)]2 - ab= ( 3) 

et ces trois identités sont équivalentes. 
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Preuve : 

Elle découle du produit par décomposition: 
a et b étant donnés, quelconques et a > b, on a : 

alors: 

mais, 

d'où: 
ab= a+b b a-b b 2 + 2 

d'où: 

Corollaire 1. : 

Sic est partagé en deux parties inégales et en deux moitiés, on a, 
[ en écrivant : c = u+v ; u > v et c = f + f ] , 

UV + [ U - f] 2 
= ( f) Z 

car il suffit d'appliquer (2) avec u = a et v = b. 

Corollaire 2. : 

Sic est partagé en deux moitiés et augmenté d'une quantité d,alors 
on a: 

(c+d)d + ( f )2 = (î + dt 
car il suffit d'appliquer (2) avec : a= c+d, b· = d et a-b = c. 

Application: Existence et calcul des solutions des trois équations 
canoniques (IV, V, VI). 

(I)- Calcul des racines: 



1° Cas : a= 1 

1- Résolution de IV: x2 + bx = c. 

a)-Première méthode 73 : 

On utiliSe l'identité (1) : uv = (T)2 
- (u2v)2 

avec : u = c 
d'où: 

et v = x2 

( c-x2)2 - -r 
mais 2 : c-x = bx par hypothèse. Donc : 

cx2 + ( ,)2 = ( c;x2)2 

[vc+(b/2) 2].x = T 2 
= 

=} [ Vc+{b/2) 2 - b/2]x = x2 

et on aboutit à une équation de type (I). 
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(4) 

On peut également ajouter (bx/2) aux deux membres de (4) : 

[vc+(b/2) 2].x + ~x = T 2 
+ ~ 

= c+(x~+bx) = c 

d'où • [ ,_____ ] 
• Vc+(b/2) 2 + } .x = c 

et on aboutit à une équation de type (III). 

b)- Deuxième méthode : 

On écrit: 
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d'où: 
2 ( 2 bx) bx 

X + b.x = X +2 + 2 

alors, [d'après le corollaire 2, avec: c = b.x et d = .x2 ] : 

car: 
d'où: 

(x2+bx).x2+ (Èf)2 = (.x2+Èf)2 

(c + (})2) x2 • (x2+1?f)2 

c = .x2+bx 

Alors, suivant que l'on retranche ou que l'on ajoute, aux deux 
membres, on aboutit respectivement à (I) ou à (III). 

c)-Troisième méthode 

On a : 

car 

d'où: 

et: 

d'où le résultat. 

• . 

2- Résolution de VI : x2 = 

a)- Première méthode • • 

On procède comme pour (IV), avec 

x2+ C b 
2 = C + 2.X 

bx + c (5) 

ici • • 

[d'après ( 5) l • 



29 

et : 

donc, si on ajoute ou on retranche aux deux membres Pf,, on aboutit 
respectivement à (I) ou à (III). 

b)- Deuxième méthode: 

On a, d'après le corollaire 2: 

c(bx+c) + (~) 2 

mais • bx+c = x2, d'où: • 

[ Vc+(b/2) 2 ).x 

et on aboutit à (III). 

Ou bien on écrit: 

et on aboutit à (I). 

= 

c)- Troisième méthode: 

d'où le résultat. 

= (bx + c)2 
2 

È,! + C 
2 

3- Résolution de V: x2 + c = bx. 

a)- Première méthode: 
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2 
(~x)2 =(X; c)2 

x2+ c)2 èx2 x2+ C c)2 (1) ( 2 = ( 2 

x2+ C _ x2)2 (2) = ( 2 

[d'après le corollaire l]. 
Si on extrait la racine carrée des deux membres et qu'on ajoute à 
chacun d'eux , , alors : 
d'après (l) : 

et on aboutit à (I) ; 
et, d'après (2), on a: 

et on aboutit à (III). 
Si on retranche le radical de~, alors (2) aboutit à (I) et (l) 
aboutit à (III). 

b)- Deuxième méthode: 

cet x2 étant deux parties inégales de bx, on a d'après le corol­
laire 1 : 

( . bx)2 
= c- ~ 

(1) 

(2) 

Si on ajoute l au radical, la relation (1) aboutit à (I) et la 

relation (2) à (III). Si on le retranche, dans (1) et (2), on abou­

tit respectivement à (III) et à (I). 
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c)- Troisième méthode: 

Soit e > O, tel que : 

2 . b 2 
x + c - bx + e = (x - 2) = e 

[c'est-à-dire: e = (b/2) 2- c]. 
Donc : 

X -

d'où le résultat. 

2° Cas: a :;1: l 

a)- Première méthode: 

On divise par a et on se ramène au 1° cas. 

b)- Deuxième méthode: 

On applique les relations de. la proposition et de ses corollaires, 
avec ax 2, au lieu de x2 , et on aboutit aux formulations (A) et (B) 
sui vantes 7 4 : 

V<~)2 + c(ax 2) + bx 
C pour (IV) 2 = 

= ax2 pour (VI) 
(A) 

ax 2 => 
\1(~)2 - c(ax2) + bx /ou :: 1 2 = pour (V) 

C => 

\i(P;J->2 ( 2) bx ax 2 pour (IV) + c ax - - = 2 
= C pour (VI) 

(B) 
ax 2 

l :::::;::> x2 

1 
(È.!) - V<~)2-c(ax 2) = pour (V) 2 

C => xl 
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(II)- Calcul du carré de la racine 75 : 

Les opérations à suivre indiquées par Ibn al-Banna' sont : 

pour (V). 

pour (VI). 

pour (IV). 

On développe les deux membres et on fait le changement d'inconnue: 

x2 = X 

On aboutit alors, dans les trois cas, à une équation de type V. On 
démontre l'existence des solutions x1 et x2 comme on l'a déjà indi­
qué. On aboutira, enfin, à la solution cherchée x2 après vérifica­
tion car, on a soit x1 seule, soit x2 seule, soit x1 et x2 solu­
tions du problème considéré. 

REMARQUES : 

(I)- L'écriture symbolique que nous avons utilisée ici n'est 
qu'une simple transcription qui ne s'écarte à aucun moment de la 
formulation de l'auteur: Ce dernier manipule des coefficients quel­
conques et des expressions algébriques sans support ni références 
géométriques, ce qui lµi permet d'aboutir à une grande concision 
dans les démonstrations 76 • Cette concision, toute algébrique, est à 
distinguer de celle qui caractérise le Talkhis dont le contenu a 
été volontairement limité à un recueil d'algorithmes et de résultats 
sans reflexions ni justifications théoriques. 
C'est bien ainsi,d'ailleurs, que devaient être perçus les deux ou-

·vrages d'Ibn al-Banna' par les étudiànts de l'époque comme Ibn Khal­
dÜn par exemple qui lie étroitement la solidité des raisonnements 
du RafC al-Hijâb (et non leur concision) à leur caractère herméti­
que aux yeux des débutants 77 • 
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D'une façon plus précise, nous pouvons dégager, à partir du para­
graphe que nous avons exposé, les éléments suivants : 

(1)- Dans la première méthode, les démonstrations concernant 
l'existence de la solution découlent, pour les trois équations ca­
noniques, d'une seule identité (celle de la proposition). Cette 
identité que l'on r~trouve dans le TalkhÏs sous le nom de "produit 
par quadrature" 78, est démontrée parun procédé purement algébri­
que. 

(2)- Dans la seconde méthode, les corollaires 1 et 2 utilisés 
sont en fait l'expression algébrique des propositions 5 et 6 du Li­
vre II des Eléments. Il est à remarquer que, chez Ibn al-Banna', 
elles deviennent une conséquence de sa proposition. 

(3)- Si la troisième méthode est une algébrisation de la métho­
de géométrique de complétion ou de réduction du carré, les deux 
premières sont des démonstrations nées des techniques de l'algèbre 
et suggérées par elles. 

(4)- Lorsqu'on compare les opérations algébriques qui ont permis, 
à partir de la proposition, d'aboutir aux solutions de (IV) et de 
(VI), on constate qu'à l'exclusion de la dernière (soustraire b/2 
dans (IV) et l'ajouter dans (VI)), toutes les autres sont identi­
ques. D'autre part, la recherche du carré de la racine pour (IV) et 
pour (VI) aboutit à une même équation (V) dont les deux racines 
sont respectivement les solutions de (IV) et de (VI). 
Ce sont ces deux arguments qui, à notre avis, ont dû permettre le 
rapprochement entre les deux équations dans la classification de 
l'auteur. 

(II)- On peut se demander, au vu de ces progrès dans la formula­
tion, dans l'écriture et dans la symbolisation (que nous abordons 
dans le chapitre suivant), si cela n'a pas incité des mathémati­
ciens du Maghreb, en liaison. avec ceux de l'Espagne, à repenser des 
problèmes anciens selon des points de vue apparemment nouveaux et à 
s'attaquer à des problèmes encore non résolus, avec peùt-être quel­
que succès. Les éléments dont nous disposons nous incite, malgré 
leur caractère fragmentaire, à répondre par l'affirmative. 

(1)- En Géométrie et en Arithmétique, l'instrument algébrique, 
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combiné à une vision ensembliste des éléments d'une figure ou d'une 
série numérique, aboutit à une mise en équation de problèmes class~ 
ques, favorisant ainsi,par delà le cloisonnement traditionnel, une 
classification algébrique des problèmes: Ceux du premier ou du se­
cond degré qui sont résolubles et ceux qui ne le sont pas. 
Des remarques dans ce sens avaient déjà été formulées, à l'Est par 
as-Samaw'al à propos des suites arithmétiques 79 , mais chez Ibn al­
Banna' la démarche est à la fois plus explicite et plus systémati­
que: Dans son petit opuscule intitulé Fi -t-Taksir, les éléments 
de chaque figure géométrique élémentaire -côtés, hauteurs, diagona­
les, diamètre, surface- sont considérés comme inconnues dans des 
équations du premier ou du second degré 80 • Dans son étude des sui­
tes arithmétiques, la démarche est analogue, les inconnues étant 
u1 , un, n, la raison r,ou la somme s81 • Ibn al-MajdI l'étendra aux 
séries géométriques 82 et Ibn HaydÜr complètera l'étude en considé­
rant les problèmes aboutissant à des systèmes d'équations à trois 
inconnues 83 • 
Il est enfin à remarquer que cette démarche algébrique est insépa­
rable d'une autre à caractère combinatoire qui permet la classifi­
cation84. 

(2)- La maitrise des techniques algébriques se manifeste égale­
ment dans le domaine de l'approximation et en particulier dans le 
calcul approché de la racine nième d'un nombre (n = 2 ou 3) : 

C'est ainsi que dans le RafC al-Hijab, Ibn al-Banna' est amené à 

introduire, pour l'étude d'équations polynomiales de la forme: 

; n = 2 ou 3, 

l'équivalent d'un développement limité à l'ordre 2. 

Sa démarche pour n = 3 est la suivante 85 : 
Soit à calculer: 

Tb , pour 

Il existe a e lN, tel que : 

a~ Tb< a+l • 

+ be Q • 
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On pose: 

[avec, par conséquent : x < 1]. 
Le problème revient à chercher l'inconnue x, donc à résoudre : 

(a + x) 3 = b 

mais : 

Si on supprime x3 qui est donc considéré comme négligeable par rap• 
port aux autres éléments du second membre, on aboutit à l'équation 
canonique : 

qui est du type (IV). 
[ D'où : 

et on est ramené à l'approximation d'une racine carrée par lamé­
thode du Talkhis, itérée autant de fois que l'exige la précision 
recherchée]. 
Pour n = 2, l'auteur laisse entendre que la méthode ne donne rien, 
à cause de son caractère algébrique (en tant qu'elle utilise une 
des équations canoniques). En effet, si l'on explicite son idée, on 
a : 

b =(a+ x) 2 = a 2 + 2ax + x2 (1) 

a+x=yb 

et l'on est ramené à la définition. 
En fait, le cas n = 2 est le résultat d'une démarche basée égale­
ment sur un développement limité : 
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Si on supprime x2 dans (1), e!l .. le considérant comme négligeable, on 
a : 

b-a 2 

2a et 

qui est précisément la première formule du TalkhÏs. 
On peut également poser: 

b = (a+l-:x:) 2 ~ (a+l) 2- 2(a+l)x 

d'où: 

Vb '.::'. (a+l) -

qui est la seconde formule du Talkhis 86 • 

(3)- Nous avons signalé dans l'introduction que, parmi les voies 
ouvertes à l'algèbre, après AbÜ Kamil, celle qui a abouti à l'éla­
boration d'une théorie géométrique des équations cubiques par al­
Khayyâm et, plus tardt à la résolution numérique des équations de 
degré quelconque par a~-?ûsI. ne semble pas avoir eu de suite au 
Maghreb. Du XIIe au XVIe siècle aucun mathématicien connu n'y fait 
allusion, du moins dans les livres d'enseignement qui nous sont paF~ 
venus. Mais cela ne signifie pas que la résolution,par radicaux 
(analogue à celle'des équations quadratiques), ou par approximation 
n'ait pas préoccupé des chercheurs à l'Ouest. 
Le silence d'Ibn al-Banna', à l'occasion de sa résolution de l'é­
quat~on (a+x) 3 .= b, par approximation, laisse à penser que le pro­
blèm·e général n 'aval t pas encore trouvé de solution algébrique mais,, 
compte tenu des progrès en algèbre déjà évoqués, cela n'exclut pas 
qu'il y eut, dans ce domaine, des travaux ponctuels concernant des 
équations particulières comme celle que discute longuement Ibn al-
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MajdÏ et qui aurait été résolue par Ibn al-Fa~~âm 87 • 
Il s'agit du problème suivant: Trouver X et Y positifs tels que: 

l X + Y = 10 

Y. VX = 12 

En posant: X= x2 et Y= 10-X, on est ramené à l'équation: 

x3 + 12 = lOx 

Selon cette information, le mathématicien en question était anda­
lou et enseignait du vivant d'Ibn al-Hâ'im, probablement dans la 
seconde moitié du XIV8 siècle. Il n'est donc pas impossible qu'il 
s'agisse d'AbÜ-1-ijasan cAli ibn Alpnad Ibn al-Fa~~âm qui vivait à 
Tlemcen à l'époque de Ya~yâ Ibn KhaldÜn et que ce dernier qualifie 
de plus savant de son temps en sciences mathématiques 88 • 
Quoi qu'il en soit, il se dégage,à travers le récit d'Ibn al-Hâ'im, 
que des tentatives de résolution algébrique des équations cubiques 
se sont poursuivies au moins jusqu'à la fin du XIVe siècle à l'Ou­
est (et au delà, en Egypte). 
Il nous semble que ce renouveau d'intérêt pour des problèmes non ré­
solus classiques s'explique, en partie, par cette plus grande mai­
trise de l'outil algébrique que va permettre l'introduction puis 
l'extension du symbolisme. 

* * * * * * 



C 

D 

D 

C 

N 

D 

C 

Figures du chapitre 1 

H B 

N s 

KA 

K 

A H 

B I 

B H 

A s 

M K 

L 

M 

E 

38 

L M 

G E 

(fig 1) 

N 

L 

(fig 2) 

E 

(fig 3) 



39 

N F L C E 

(fig 4) 

H K B 

M I A D 

N L F C E 

H K B 

(fig 5) 

M I A 

~C _______ __:A;.::..-_______ E 

(fig 6) 

D H B F 



40 

(fig 7) 
D C B A 

E D C A 

K s 

(fig 8) 

I G 

B A H E I 

(fig 9) 

L M N s 

D C K G 

G H C D 

E K B 
(fig 10) 

F I A 



41 

Il. SYMBOLISME ET ALGEBRE 

Le symbolisme dans les ouvrages mathématiques arabes conçus au 
centre et à l'est de l'Empire a, cont~airement à_ certaines affirma­
tions89, bel et bien existé et son histoire reste à faire 90 • En at­
tendant, nous allons nous intéresser à celui que l'on rencontre 
dans les ouvrages maghrébins, dans le but de préciser et de complé­
ter son contenu, et d'avancer des hypothèes concernant son rôle et 
son importance. 
On sait, par Ibn KhaldÜn encore, que bien avant l'époque d'Ibn al­
Banna', un certain symbolisme était en usage dans les livres magh­
rébins de calcul et d'algèbre. L'auteur de la Muqaddima cite, à ce 
propos, le Fiqh al-ijisab d'Ibn MunCim et le Kamil d'al-A~dab 91• 
Malheureusement, ces deux ouvrages sont toujours introuvables et 
les témoignages que fournissent des auteurs postérieurs ne permet­
ent pas de confirmer l'information et surtout de l'expliciter. La 
question concernant les débuts de ce symbolisme reste donc posée et, 
avec elle, celle des causes et des conditions qui ont permis son 
son apparition car, là encore, les documents sont terriblement si-
lencieux. 
Pourtant, depuis la publication de l'article de Woepcke sur al-Qal­
~adI, on sait que de nombreux symboles étaient utilisés au Maghreb, 
au XVe siècle, en arithmétique et en algèbre 92; les chapitres les 
plus concernés étant ceux des opérations dans l'ensemble des entiers 
et des rationnels positifs (addition, soustraction, multiplication, 

. ième division, extraction de racines n 
bres réels algébriques, des polynômes 
des équations quadratiques. 

pour n pair); ceux des nom­
de degré quelconque et enfin 
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On sait également qu'al-Qal~âdI a utilisé cette écriture dans la 
plupart de ses traités sans, à aucun moment, en revendiquer lapa­
ternité; ce qui, ajouté au caractère trés élaboré de ce symbolis­
me, plaide manifestement en faveur d'une origine plus ancienne. 
C'est bien ce que confirme -du moins en partie- la lecture du trai­
té d'al-Ha~~ar 93 et du Liber Abaci de Léonard de Pise 94 : L'écritu­
re symbolique des fractions simples, des fractions composées et des 
fractions con•tinues que l'on trouve chez al-Qal~adI était déjà uti­
lisée par ces deux auteurs à la fin du XIIe ou au début du XIIIe. 
Quant aux symboles algébriques, pour l'écriture des polynômes et 
des équations, on les trouve également dans des traités maghrébins 
antérieurs à ceux d'al-Qal~adi comme le ijatt an-Niqab d'Ibn QunfÜdh 
ou le commentaire du Talkhis de Ya'qüb al-Muwa~~idi dont la rédac­
tion se situe vraisemblablement dans la seconde moitié du XIVe siè­
cle95. 

Comme on le voit, dans ce domaine aussi le XIIIe-XIV 8 siècle est 
important: On y découvre un symbolisme déjà élaboré qui amène na­
turellement à s'interroger sur sa véritable fonction, sur les amé­
liorations qu'il a connues et sur les progrés qu'il était suscepti­
ble de provoquer ou de favoriser dans certains domaines. 
L'analyse des traités que nous avons pu consulter laisse à penser 
que ce symbolisme a évolué d'une fonction de support de la pensée 
comme l'a été, par exemple, la notation alphabétique en géométrie, 
à un véritable instrument d'exécution des calculs et de résolution 
des équations. 
Mais ce ne sont pas les traités mathématiques connus, où le symbo­
lisme est absent, rare ou bien cantonné à un rôle d'illustration, 
qui permettent d'apprécier à la fois cette évolution et l'importan­
ce qu'il a pu avoir 96 • Nous pensons, en effet, que son domaine pri­
vilégié a été l'enseignement et que, après les enseignants et les 
étudiants, d'autres utilisateurs comme les comptables et les spé­
cialistes de droit appliqué, n'ont pas tardé à l'adopter pour les 
raccourcis conceptuels qu'il permet, pour son économie d'écriture 
et pour la sûreté d'exécution qu'il introduit dans les calculs et 
dans les raisonnements. 
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La rareté de ce symbolisme dans les plus importants traités connus 
du XIII 8 -XIVe siècle ne constitue donc pas un argument contre ce que 
nous venons de dire. L'explication de ce fait doit être cherchée 
soit dans le statut de ce nouveau langage, soit dans les conceptions 
en vigueur à l'époque pour la rédaction d'ouvrages scientifiques 97 • 

Mais du coup cela rend illusoire toute tentative d'estimation de 
l'importance quantitative de ce symbolisme dont les traces ont, en 
grande partie, disparu avec les instruments qui permettaient de le 
fixer, c'est-à-dire la planche du calculateur et la fine poussière 
qui la recouvrait. 
Pourtant, si l'on veut avoir une certaine idée de ce que pouvait 
être son utilisation, il nous reste les ouvrages d'initiation et les 
commentaires d'ouvrages classiques rédigés par des enseignants,ano­
nymes pour la plupart. On y découvre en effet, sans pouvoir affir­
mer que cela ait correspondu à une évolution dans le temps, plu-
sieurs formes d'intervention de ce symbolisme. 
Voici celles que nous avons rencontrées le plus souvent : 

(1)- L'écriture symbolique accompagne l'expression verbale du 
calcul ou du raisonnement et résume leurs étapes essentielles (Pro­
blème I). Elle n'est pas indispensable au texte mais n'est pas tou­
jours intelligible sans lui. C'est la forme la plus fréquente dans 
les manuscrits que nous avons consultés où elle semble jouer un rô­
le pédagogique d'illustration et d'initiation. 

(2)- Cette écriture est indispensable à la compréhension du tex­
te qui se cantonne dans la formulation des méthodes et des étapes 
du calcul (Problème II). 

(3)- Le texte, réduit au strict minimum, annonce ou définit l'o­
pération écrite en symboles (Problème III), le tout constituant une 
sorte de tableau récapitulatif. Cette méthode s'apparente à celle 
qu'utilisait déjà as-Samaw'al dans son livre d'algèbre al-Bahir et 
que l'on retrouvera beaucoup plus tard chez al-KasI, dans son Mif­
ta~ al-~isab, avec une formulation encore discursive. 

(4)- Le texte de liaison disparait et il ne subsiste que l'en­
chaînement des opérations en écriture symbolique (Problème IV). 
C'est bien là la forme qui a dû être la plus utilisée car la plus 
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pratique pour mener à bien calculs et raisonnements, à condition 

toutefois d'avoir acquis une certaine maîtrise dans la manipulation 
de ces symboles; ce que confirme les nombreuses résolutions d'exer­
cices d'algèbre. 
Il sembled'ailleurs que, très tôt, des enseignants (suivant en cela 
la voie inaugurée peut-être par Ibn Mun'im), non contents d'utili­
ser cette forme dans leur enseignement quotidien, l'aient étendue à 
leurs ouvrages. C'est bien ce que suggèrent des allusions faites par 
certains auteurs niaghrébins 98 • 
Mais il est vraisemblable, compte tenu des pesanteurs de la tradi­
tion, que ce soit à travers la première forme que s'est réalisée la 
diffusion de cet instrument en direction de l'Est ; diffusion faite 
d~illeurs avec une certaine rapidité surtout lorsqu'on songe qu'au­
cune institution à l'échelle de l'Empire ou même d'une province ne 
définissait et n'imposait les programmes d'enseignement et leurs 
contenus. On constate ainsi, à la lecture de son ~awi al-Lubab que, 
non seulement Ibn al-MajdÏ connaissait tous les aspects de ce sym­
bolisme, mais qu'il en a utilisé une bonne partie dans différents cha­
pitres de son livre 99 • 
Il est donc difficile d'admettre que la diversité de ce symbolisme, 
l'importance de sa diffusion et la maîtrise qu'y ont acquis ses uti­
lisateurs n'aient pas eu une certaine influence dans un ou deux do­
maines des mathématiques arabes surtout lorsqu'on a à l'esprit les 
sérieux handicaps auxquels se sont heurtés -par absence de symbolis• 
me précisément- des mathématiciens des X~XIe siècles en particulier 
les algébristes de l'école d'al-KarajI, les géomètres infinitésima­
listes comme al-KÜhi et Ibn al-Haytham 100 et enfin les précurseurs 
de la géométrie algébrique comme al-Khayyam et surtout Saraf ad-Din 

at-îÜsI. 
Nous pensons, pour notre part, que même si elle a -été limitée par 
l'état global de l'activité scientifique caractérisé par un ralen­
tissement général et, parfois, une régression sectorielle, cette 
influence a quand même eu des effets réels, grâce à l'introduction 
d'un plus grand automatisme dans les opérations, à une visualisa­
tion plus nette des objets mathématiques et,par conséquent, à une 
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plus grande mémorisation. Cela s'est traduit, en arithmétique prati­

que et en algèbre, par un développement quantitatif des différents 

aspect du calcul et le traitement plus aisé de problèmes qui, sans 
sortir du cadre classique, étaient techniquement complexes. 
En Combinatoire enfin (domaine moins développé que les précédents) 
le symbolisme permettra la manipulation plus aisée de fractions nou­

velles dont les éléments sont des factorielles et donnera un carac­

tère général au procédé de démonstration par énumération. Il aidera 

ainsi à dégager, par l'intermédiaire de l'induction, de véritables 
règles combinatoires. 
Nous allons tenter, à présent, d'illustrer ce que nous avons dits 
par quelques exemples significatifs, en commençant par un rappel 

des éléments connus de ce symbolisme. Nous y ajouterons, quand cela 
sera possible, les différentes variantes, les améliorations ou les 

compléments qui lui ont été apportés au cours de la période consi­
dérée. 

* * * * * * 



11.1. La symbolique du x,ve siècle 

I. Les nombres entiers en chiffres ghubar 101 : 

.9 , 8 , 7 , 6 , <t , ~. 3 , 2 , 1 , 0 
II. Les fractions. 

II.1- Fractions élémentaires. 

(1)-Fractions simples 

Exemple 102 : 
1 1 L 
2 ' 11 ' 17 

(2)- Fractions continues : 

Exemple 103 : 
3 5 2 
8 6 7 , 3 0 0 

8 6 7 

(3)- Fractions discontinues : 

Exemple 104 : 

II.2- Fractions hétérogènes 

Exemple 105 : 
1-.L.1. Ll 1 
TT5 8 9 7 

II.3- Fractions soustractives : 

(1)- Fractions continues : 

Exemple 106 : 

a) 1 1 4 11 'JI 1 3 5 
b 5 3 3 4 7 

b) 1 'JI 1 'JI 3 ':li 1 
3 2 4 2 
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(2)- Fractions discontinues 

Exemples 107 . . 
a) 1 '11 I '11 7. '11 1 

3 8 3 

b) 1 'll ' l '11 ' 1 '11 '2-3 4 ·8 11 

II.4- Combinaison de fractions simples et d'entiers: 

Exemples 108 : 

a) : .2. 2 • 
5 ' b) : 2 l 

5 
• , c) 

II.5- Opérations sur les groupes de fractions. 

47 

Elles sont symbolisées par les articles de liaison qui sont utili­
sés dans la définition de chaque opération: 

Plus : JI • Moins : i:r • Divisé par : ~ 

Multiplié par : J . Conversion: f 
Restauration :. ci>' 

• 

Les trois premiers articles devaient servir essentiellement à poser 
le problème. Dans le cours du calcul, on leur préférait respective­
ment: 

Pour l'addition: j ; la soustraction: ~l ou '1 

la di vision : u 

Quant au signe de l'égalité, noté: J, il semble avoir servi exclu­
sivement à 1' écriture des équations 109 • Pour les. opérations sur les 
fractions,ou même pour les identités, on se contentait de l'expres­
sion verbale. 

III. Les puissances fractionnaires. 

Exemples 110 : _,,,_ ~ 2 ½ 
s, 1 ,e,~ 
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1 

D'une façon générale, pour écrire a 2n, on superpose verticalement 
des ..,._ en nombre égal à n. _.1,__ 
Quant aux puissances fractionnaires de la forme a 2n+l et même ap/q, 

on continuait, au Maghreb, à les exprimer d'une manière discursive. 
Cela est peut-être dû au peu d'utilisation de ces puissances dans 
les opérations algébriques, comme ce fut le cas, par exemple pour 
les racines 2nième dans le chapitre des binômes et des apotomes 111 • 

IV. Polynômes et équations. 

(1)- Les monômes: 

La chose est notée : ......, ou bien : :. • Le carré : · .. • Le cube 112 : S. 
Pour les puissances supérieures à 3, on n'utilise que les deux der­
niers symboles en respectant, par souci de concision, la règle sui­
vante: Si le degré n vérifie 

n = 1 (mod3) 

on le.transforme en: 

n = 3(p-l) + 2x2 

pour n'utiliser que des "" et des $ • 

Si: 
n = 2 (mod3) 0 (mod2) 

ou bien: 
n = 0 (mod3) = 0 (mod2) 

on l'écrit • $ •.• 1{~ et non pas : .a ••• -44,6 • 
car on aurait alors . • 

n = 3(2k) + 2 = 2(3k+l) 
ou bien . . 

n = 3(2k) = 2(3k) 

et,dans les deux cas,on économiserait k signes. 

(2)- Les coefficients numériques: 

Il n'y a pas de symbole qui représente, seul, un nombre en général. 
Même lorsque les équations étaient exprimées sous une forme généra-
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le, leur traitement se faisait avec des coefficients numériques, 
sans que cela n'altérât œailleurs le caractère général du raisonne­
ment. On a vu pourtant qu'Ibn al-Bannâ• opérait avec des coeffi­
cients quelconques, mais rien ne permet de dire que cela reposait 
sur un symbolisme nouveau 113 • 
Mais comme on avait besoin dans les calculs algébriques de distin­
guer entre inconnues et coefficients, en particulier dans les opé­
rations sur les puissances, on .utilisait pour les nombres la pre­
mière lettre du mot cadad : ....J:. surmontant le coefficient numérique 
et parfois surmontée elle-même d'un zéro indiquant la valeur de sa 
puissance en tant que quantité algébrique, de la même façon que la 
lettre ~ .... de la chose est surmontée d'un 1, le .- d'un 2, le _<;d'un 3 
et ainsi de suite comme on le voit sur les exemples suivants 114 : 

7 
Ll-

1 

; ~I 
~ 

2 

2 

3 _s 
1 

0 

~ 

3 _s 
1 

~ 
3 

Il faut cependant remarquer que si al-Qal~adI et d'autres auteurs . 
anonymes signalent explicitement l'utilisation dU....J:.pour les nom-
bres, à aucun moment ils ne font allusion à cette écriture des puis• 
sances 11 5. Toutefois, son utilisation répétée aux côtés d'autres 
éléments du symbolisme maghrébin laisse à penser que cette écritu­
re, sans être répandue, était peut-être connue au Maghreb et en 
Egypte, à la fin du XIVe siècle ou au début du XVe. 



ll.2. Exemples d'utilisation des symboles 

Problème I : 
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Combien s'est édoulé de la nuit de telle sorte qu'il en reste trois 
septièmes de ce qui reste ajouté au neuvième de ce qui s'est écoulé ? 

Résolution: 

Tu comptes la nuit 12 heures et tu prends pour la chose la partie 
écoulée. Le reste est alors 12 moins la chose ainsi : 

î ':J 1 2 (1) 

Tu prends les trois septièmes du reste et c•est cinq plus un septiè­
me moins trois septièmes d'une chose, ainsi : 

3 1 
5 (2) 

7 7 

Puis, tu ajoutes à ce reste un neuvième de la chose, ainsi : 
• • • 

2... ":1 _!_5 
7 7 

• • • 
1 

9 

(3) 

Tu effectues la muqâbala [ groupement des monômes de même degré ] et 
on obtient cinq plus un septième moins vingt soixante troisième 
égal le reste qui est égal à douze en nombre moins une chose, ainsi: 

20 ';J J._ 5 (4) 
63 7 

Puis tu effectues le jabr, c'est-à-dire qu'on ôte le moins et ce qui 
le suit que l'on remet de l'autre côté avec le membre équivalent. 
Le problème devient une chose plus cinq et un septième en nombre 
égale douze en nombre et deux neuvièmes et six septièmes d'un neu­
vième, ainsi : 

• . . 

~j 7.-. 9 

1 i; --
7 

• •• 
1 (5) 
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Puis effectue la muqabala en ôtant le genre de son semblable et il 
te reste quarante trois soixante troisième d'une chose égale six et 
six septièmes en nombre, ainsi: 

♦ • 
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63 
(6) 

qui est la troisième des équations simples. Divise le second membre 
par les choses, tu obtiens l'inconnue demandée et c'est dix et deux 
quarante troisième et c'est la partie la plus grande; la partie la 
plus petite est un et quarante et un quarante troisième 116 • 

Problème II: 

Il s'agit de partager un capital hérité, entre quatre fils et le bé­
néficiaire d'une donation qui vaut la part de l'un des quatres fils 
moins le tiers de ce qui reste après àvoir retranché une part du 
tiers du capita1 117 . 
Résolution: 

Quant à sa résolution par la méthode de l'algèbrè, tu retranches la 
part de ; du capital, il reste 118 : 

... ......, 
1 

1 'JI (1) 
3 

Tu prends son tiers, ce qui donne • • - .. 
1 '11 1 (2) 
3 9 

Tu as alors deux façons de résoudre • ( ... ) . L'une d'elle • 
à le soustraire de la 

Tu ôtes le moins et tu 

part et le 

_.. - 1 
1 if 

3 

ajoutes le 

1 

3 
1 

reste est la donation. Tu 

... 
'11 1 (3) 

9 
tiers à la part, il reste 

... 
1 

if 
9 

conciste 
dis . 

• 

• . 



c'est-à-dire • . 

et c'est la donation ( ... ). 
Si tu veux l'ôter du capital, 

.., 
1 04 

.., 
1 

9 

tu 
... 
1 

9 

-
'JI 1 

1 
-;,; _, 

dis . . 

'JI ..2_ 1 

3 

(5) 

(6) 

Si tu veux l'ôter de 1 du capital et ajouter le reste 3 
auras . . 

... ... -1 1 ')1 1 
1 (7) (r -

3 9 3 

Tu effectues le jabr et tu auras • . 
... ....... 
4 1 

1 (8) (r 

9 3 

c'est-à-dire . . - ... 
1 

1 ')I 4 (9) -
3 9 

auquel on ajoute 2 du capital qui est§. j t,' 4 
3 9 

,a ou• e a 9 • 

3 - -1 
1 '11 1 

1 (10) - -
3 9 

52 

au 2 
3 

, 

Tu auras 

( ••• ) Puis, tu effectues le jabr et la muqabala et tu auras • . 

Divise les parts par les carrés, il vient : 

i 4 
5 

qui est la part de chaque fils, ( ••• )11 9. 

(11) 

tu 

• • 
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Problème III : 

Calcul de la racine carrée des trois premiers binômes 120 • 

Les plus petits nombres d'où 
sortent les trois premiers • 6 9 4 . 
Obtention de chacun d'eux • --8 

_.,.. . 
6 3 12 3 2 

Le carré de chacun d'eux . 
• 6 8 9 12 3 4 

Le quart de chacun des carrés • 1 
1 2 9 

' 
3 1 . 

2 4 4 

Le reste après la soustraction:: 1 3 1 
4 4 4 

La racine du reste • . 
1 .. :---

3 1 
2 4 2 

Le résultat de la somme • -·~- _";', ... . 
1 3 1 
2 4. 

4 6 2 1 

Le résultat de la différence : 1 ·3 1 
2 4 2 

Addition de la racine de la somme '""!"" .......... -.":' ... ..> -'-" 

~ 3 .,--~-. ~ ~ ,-et de la racine de la différence: 1 1 
2 J "f 4 Ll, :) 4 6 2 '9 1 ,_ 

Le carré pour la preuve . - ..> -• ..> 
..> r"" 3 ;-:' 1 ,:"" 1 
2 '2 4 4 '4 6 2 '2 

1 

' 
..> - ..> --,.,;:,. ,:-- 3 ,--: ,- ,:"· 1 
2 '2 4 4 '4 6 2 ' 2 1 

Le résultat du produit de chacun _, --> ..> r·~ 1 1 par lui-même . 1 1 3 1 . 
2 2 4 4 4 6 ::r 2 

Le résultat du produit des élé-
ments 

, 
• 

~ ,; 
_,,.. ,-- 3 '3" opposes . 

2 2 4 2 4 4 ,:;. 

Le résultat de la somme des pro-

duits 
, 

qui donne le plus opposes 

petit terme . -t 3 3 • 
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Problème IV : 
3 3 3 Il s'agit de trouver x tel que: 1 + 3 + ••• + x = 1225 

Ibn Ghâzi ramène cette équation du 4e degré à une équation canoni­
que de type IV, en utilisant le résultat suivant 121 : 

n · n 
f(2k-1) 3 = S(2S-1) ; S = f(2k-l) = n 2 

Voici sa résolution et sa traduction en symbolisme actuel: 

1 1)(1 1) (-x ... - -x+-2 2 2 2 

1 2 1 1)(1 2 l ) (-x +-x+- -x +x+- -1 4 2 4 2 2 

(b/2) 2 = 1 

(b/2)2+ac = 100 = d 

v'd = 10 

\Id - (b/2) = 9 

. . 
-..¼ ....w 

1 1 
J 

1 1 -
2 2 2 2 

. .... ..w .., . 
1 - ·1 1 1 1 

1 ~I - 1 J - ----2 2 4 2 4 

. ... 
... ✓.t> 

1 ':li 1 
1 . • • t - -5 ~ç ù ' 

2 2 

...2_ 1 _!_ ')/1 1 1 3 1 1 

4 2 4 8 2 4 2 8 

~ 
... 

1 
~1 1 -

8 2 

.... 

d 1 

r, 
,:; 

~ 
.., 
4 

~ 

$ 
.., ... 

1 1 -
2 8 

$ ... ... 
1 1 - ~-
2 8 

$ ... .., 
4 1 

. - ... 
2 1 

1 

100 

10 

9 
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Ill THEORIE DES NOMBRES ET COMBINATOIRE 

111.1. La combinatoire avant le XIIIe siècle 

Si on ne réduit pas la combinatoire à ses formules classiques et 
qu'on la considère dans son sens général d'étude des configurations, 
on constate que plusieurs de ses aspects sont apparus, très tôt et 

t t d 1 . 'd. ' 1 b 122 E t 1 . un peu par ou, ans a science me ieva e ara e : n as ro ogie, 

l'utilisation du dénombrement des conjonctions des différentes pla­
nètes123 et surtout la recherche de configurations planes inconnues 

vérifiant les propriétés de cercles ou de carrés magiques 124 ; en 

linguistique, l'énumération et le dénombrement exact de configura­
tions de lettres de l'alphabet soumises à certaines contraintes 125 , 
puis la confection de lexiques correspondant à différents types de 

configurations 126 ; en arithmétique, l'étude des configurations li­
néaires ou planes connues, constituées de suites arithmétiques (ta­
bleau des nombres polygones), ou géométriques (procédé de l'échi­
quier)127. Mais le champ dans lequel s'est exercée la combinatoire, 
avant le XIIIe siècle, ne s'est pas réduit à ces trois disciplines. 
En plus de certains domaines, non mathématiques, comme la chimie,la 

'd . t 1 . 128 · 1 f d · t · t 1 12 9 me ecine e a grammaire , i au rai aJou er a musique et 
surtout l'astronomie et l'algèbre. 
Si l'on excepte les carrés magiques qui ont constitué,dès le IXesiè­

cle, un sujet de recherche autonome et qui ont fait l'objet, à l'ex­
térieur du Maghreb, d'écrits consacrés exclusivement à eux, comme 

ceux des Ikhwan a~-~afa 130 , d'Abu-l-Wafa 131 et d'Ibn al-Haytham 132 , 

on constate que les autres aspects de la combinatoire sont apparus 
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souvent, dans les travaux mathématiques, au cours de la résolution 
de problèmes plus vastes et de nature totalement différente. C'est 
le cas, par exemple, des configurations linéaires qui interviennent 
en arithmétique avec le dénombrement des diviseurs d'un nombre et, 
en géométrie, avec l'énumération de tous les partages d'un entier n 
en m parts entières 133 • Mais c'est surtout le cas de la combinatoi­
re classique (permutations, arrangements, combinaisons) dont cer­
tains aspects se manifestent en astronomie et en algèbre. 
Dans tous ces domaines, la combinatoire n'apparait pas d'une maniè­
re fortuite. Elle participe étroitement à la résolution de problèmes 
nouveaux en y introduisant, d'une façon encore timide il est vrai, 
des démarches originales qui préfigurent les modes de raisonnement 
combinatoires. Cela est déjà visible en astronomie où la combinatoi­
re apparait très tôt à travers plusieurs de ses aspects (énuméra­
tion, dénombrement, classification). Mais son domaine privilégié 
semble avoir été l'algèbre où son intervention marquera, à chaque 
fois, les progrès réalisés par cette discipline dans l'extension de 
son domaine d'application, dans l'acquisition d'instruments nouveaID 
et dans l'amorce, puis le développement, d'une réflexion sur l'al­
gèbre elle-même et sur les objets mathématiques qu'elle considérait 
alors. 

III.l.a- Combinatoire et astronomie : 

En astronomie, c'est par l'intermédiaire de problèmes .trigonomé­
triques que des éléments de combinatoire interviennent (à la fois 
au niveau des démarches et des résultats) dans un but de classifi­
cation de ces problèmes,en fonction de leur résolubilité, et de gé­
néralisation des méthodes de calcul ; le dénombrement permettant, 
alors, de déterminer tous les cas soumis aux mêmes conditions de ré­
solubilité et aux mêmes méth.odes de résolution. Des passages de deux 
ouvrages célèbres des IXe-Xe siècles nous en fournissent une illus­
tration suffisante : Il s'agit du Kitab fi-s-Sakl al-Qa~~ac de Tha­
bit Ibn Qurra et du Kitab Maqalid tr1m al-Hay'a d'al-BirünI. 
Au-delà de ses préoccupations astronomiques, le traité d'Ibn Qurra, 
qui repose sur les rapports composés, est essentiellement consacré, 



57 

en fait, à la résolution du problème combinatoire suivant : Dénom­
brer, énumérer et justifier toutes les écritures possibles de la 
formule issue de la "figure sécante" et que l'auteur exprime ainsi: 

corde(2.ÂÊ) 
corde(2ÉÈ) 

C 

= corde(2.ÂF) x corde(2DC) 
corde(2FD) corde(2CB) 

B 

A 

Si nous notons a1 , a 2 , ••• , a 6 , respectivement, les six éléments de 
cette égalité, on a donc : 

(1) 

A partir de (1), Ibn Qurra montre que l'on peut déduire plusieurs 
autres relations dont il démontre la validité et qu'il dénombre du 
même coup. Il obtient d'abord 18 permutations pour lesquelles il 
prouve l'existence d'une relàtion analogue à (l); et qu'il énumère 
ensuite dans des tableaux 134 , puis 18 autres déduites des premières 
en permutant numérateurs et dénominateurs dans chaque fraction. Il 
conclut en montrant que seules les 36 permutations obtenues répon­
dent au problème. Pour cela, il considère les combinaisons des six 
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éléments a1 , a2 , ••• , a6 , deux à deux 135 • Neuf ayant été étudiées 
par lui, il en reste six: 

Il démontre qu •.elles sont à exclure car elles fournissent des rela­
tions qui ne sont pas celles issues de la "figure sécante" 136 • 
C'est encore un problème de trigonométrie sphérique qui permet à al­
BirünI d'avoir recours à des méthodes combinatoires. Comme Ibn Qur­
ra, il résoudra des problèmes particuliers, sans aucune référence à 
des règles ou des résultats déjà établis ; mais, comme lui, il uti­
lisera explicitement le concept général de combinaison avec,d'ail­
leurs, une formulation identique malgré la différence de nature des 
combinaisons traitées par l'un et par l'autre 137 • Voici comment il 
procède: 
Après avoir exposé sa propre démonstration de la relation issue de 
la "figure qui dispense", l'auteur des MaqalÎd se propose "d'éta­
blir une classification des triangles sphériques puis d'indiquer 
comment en calculer des éléments inconnus à partir des éléments con­
nus"138, le but étant de déterminer, quand cela est possible, tous 
les éléments (côtés et angles) d'un triangle sphérique, à partir de 
la donnée d'un, de deux ou de trois de ces éléments. 
Il commence par dénombrer les triangles selon la nature des angles 
formés intérieurement par leurs trois côtés. Pour cela, il détermi­
ne les combinaisons avec répétition de trois angles, trois à trois, 
en utilisant l'énumération suivante 139 • • 

(1) (a,a,a) (6) (d,d,a) 
( 2) (d,d,d) (7) (d,d,o) 
(3) (o,o,o) (8) (o,o,a) 
(4) (a,a,d) (9) (o,o,d) 
(5) (a,o,o) (10) (a,d,o) 
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Puis ces combinaisons sont regroupées par classes selon les deux 
critères "d'association" et de "réflexion° 140 ; ce qui donne 

(1,8) ; (3,5) ; (4,9) ; (2) ; (6) ; (7) ; (10) 

Pour la résolution des triangles sphériques, le nombre de ces grou­
pes est réduit à quatre: 

(2) ; (6,7) ; (4,9,10) ; (1,8,3,5) 

compte tenu des conditions de résolubilité suivantes: 
(a)-Premier groupe: 

Tous les éléments sont connus. 
(b)-Second groupe: 

Si l'angle non droit (ou son côté opposé) est connu. tous les élé­
ments sont connus. 

(c)-Troisième groupe: 

Si deux éléments (autres que l'angle droit) sont connus, tous les 
autres sont connus. Comme les trois classes. se ramènent à la quatri­
ème, l'étude est faite pour cette dernière: L'auteur montre qu'elle 
contient quinze cas possibles et ce,"après énumération des combinai­
sons obtenues en associant,de toutes les façons possibles, deux des 
trois côtés ou des trois angles d'un triangle( ••• ) de la quatrième 
classen 141 • Le résultat est ensuite exposé dans un ~aylasan., confi­
guration triangulaire non dénuée d'esthétique, qui reproduit le pro• 
cédé lexicographique de l'énumération • Puis l'auteur passe à l'é­
tude des cinq triangles non résolubles, correspondant aux cinq com­
binaisons avec angle droit et enfin à celle des dix triangles res­
tants qui sont tous résolubles. 

(d)-Quatrième groupe : 

Si trois éléments sont connus, tous les autres le sont. Il s'agit, 
ici, d'examiner, parmi les vingt cas correspondant aux combinaisons 
des six éléments, trois à trois, ceux qui sont résolubles. L'auteur 
ne fait ni un dénombrement ni une étude systématiques, mais il s'in• 
téresse aux cas suivants: 



(1)- Deux angles et un côté adjacent connus (3 cas). 
(2)- Deux angles et un côté non adjacent connus (6cas). 
(3)- Deux côtés et un angle opposé connus (6 cas). 
(4)- Deux côtés et leur.angle intérieur (3 cas) 142• 
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Les deux cas restants {trois côtés ou trois angles connus) ne sont 
pas étudiés dans ce livre. Ils seront traités par Naeir ad-Din at­
ïüsI dans son Kitâb as-Sakl al Qatiac qui contient une étude plus 
systématique et plus détaillée des triangles sphériques, avec des 
considérations combinatoires supplémentaires comme, par exemple,les 
combinaisons avec répétition des trois types de côtés d'un triangle 
trois à trois, ainsi que le tableau des combinaisons compatibles 
des dix classes suivant les angles (déjà étudiées par al-BÏrünI) et 
des dix classes suivant les côtés 143. 

III.l.b- Combinatoire et algèbre : 

{1)- L'exemple d'AbÜ Kamil: 

En écrivant son traité intitulé a~-farâ'if fI-1-ijisab qui traite 
de six problèmes d'oiseaux, AbÜ Kâ.mil, tout en exposant des méthodes 
de résolution pour les systèmes d'équations à plusieurs inconnues, 
avait en vue un problème de classification de ces types d'équations 
lorsque le domaine des solutions était réduit à l'ensemble des en­
tiers positifs. Chacun de ces problèmes aboutit, après qu'il ait été 
exprimé en langage algébrique, à une équation de la forme: 

x = f(y,z,u) 

dont la résolution {dans IN) équivaut à un problème de dénombrement 
avec contrainte. En effet, il s'agit, à chaque fois, de calculer le 
nombre d'éléments de A (qu'on notera card(A)), avec: 

· 4 l ~+y+z+u < d 
(x,y,z,u)EIN; 

x =f (y,z,u) 
A = 

où a,b,c,d sont des rationnels positifs, k,m,n, des entiers posi-
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tifs et g une application linéaire affine. 
Dans les trois cas où le résultat n'est pas immédiat (c'est-à-dire 
les problèmes III, IV et VI), le dénombrement s'obtient en considé­
rant A comme une réunion de sous-ensembles A1 disjoints, à calculer 
card(Ai), pour l ~ i ~ n et à aboutir à : 

card(A) = card(l.J A.)= f card(A 1 ) 
l 1 1 

Dans le problème III, par exemple, où il s'agit d'acheter, avec 100 
dirhams (100d), 100 volatiles de quatre sortes, des oies à 4d l'une, 
des poulets à ld l'un, des pigeons à ld les deux et des moineaux à 
ld les 10, l'auteur aboutit à la résolution, en nombres entiers, de 
l'équation indéterminée 144: 

X = .2...y + 1 Z 
10 6 

D'où: 

A = { ( x, y, z, t) E 1N4 ; X = .2...y+ 1z 
10 6 

; t = 100-x-y-z} 

Il partage A en deux sous-ensembles: 

A = BUC 
avec: 

B = {<x.y,z,t)E A . y = 10n; z = 6k} t 

C = {<x,y,z,t) E A . y = lO(n + ½) • z = 6(k + ½)} , , 

Comme: B ne = </;, on a : 

card(A) = card(B) + card(C) 

mais, 
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avec . 
• 

Bk = {neN ; (3n + k) + lOn + 6k < 100} 

= { n EN ; n < 100 - ]k 
13 } 

et . . 
C = LJ Ck 

avec • • 

Ck = { n E NLJ{O} . 3(n+½)+(k+½)+lO(n+,½)+6(k+½) < 100} , 

{nENU{o} • n < 9Q - 1k } = , 13 

Pour déterminer card(Bk) et card(Ck)t pour 1~ k~ 12 et O~ k~ 11,res­
pectivement, l'auteur procède par énumération à la manière de Thâ­
bit. Il obtient finalement: 

12 U 
card(A) = card(B) + card(C) = I card(Bk) + L card(Ck) 

1 1 

= 45 + 53 = 98 

et il conclut en donnant, dans un tableau, le procédé d'énumération 
qui lui a permis de déterminer le nombre des solutions. C'est le 
même procédé qu'il appliquera aux problèmes IV et VI. 
La résolution de ces équations se ramène, en fait, au dénombrement 
avec contrainte de combinaisons den objets deux à deux (pour III et 
IV) ou trois à trois (pour VI). C'est la présence de ces contraintes 
qui complique le dénombrement et éloigne AbÜ Kamil du procédé lexi­
cographique familier aux linguiatea 145. 

(2)- L'exemple d'as-Samaw'al: 

Après Abü Kâmil, la combinatoire concrétisera des progrès réali­
sés dans deux domaines, celui de l'élaboration d'instruments algé­
briques comme le tableau des coefficients du binôme d'al-Karajï 146 , 
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et celui de l'approfondissement de la réflexion sur les équations, 
que ce dernier avait abordé dans son livre al-BadI< 147 et que pour­
suivra as-Samaw'al dans son Bahir: Après avoir classé les problè­
à résoudre en problèmes nécessaires, possibles et impossibles, il 
subdivise ceux qui sont nécessaires en tenant compte du nombre de 

solutions et des conditions de compatibilité; ce qui l'amène aux 
dénombrements suivants 148 : 

(I)- Classification selon le nombre de solutions: 

Si on note S l'ensemble des solutions d'une équation,~ 1•ensemble 
des en tiers positifs et D, un carré rationnel, on a : 

1. Tout nombre est solution (card(S) > card(N)). 
Exemples: 

Z =X+ y 

b)- x(4x) = ou x(9x) = 

2. Les nombres ne sont pas tous solution, mais le nombre de 
solutions est infini (card(S) = card(N)). 

Exemples: 
a)- X+ 10 = □ 

X - 10 = □ 
Si a et b vérifient: 

X+ 10 = a2 

X - 10 =-b 2 

=} 20 -= a2 - b2 = (a+b)(a-b) 
Alors, pour tout c E Q+ et de Q+ vérifiant : 

cxd = 20 (1) 
on a: 

a + b = c et a - b = d 

d'où: • C + d 
a = 2 et b = C 

donc : 
ou 
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Comme il y a une infinité de couples (c,d) vérifiant (1), le problè­
me a une infinité de solutions. 

b)- Décomposer un carré c2 en somme de deux carrés. 
Il ne donne pas le procédé qui devait être classique à l'époque,mais 
renvoie à la proposition suivante qui est, en même temps, son troi­
sième exemple : Construire un triangle, rectangle en nombre, dont 
on connait l'un des côtés de l'angle droit. Cela équivaut à résoudre 
dans Q+ : 

Les solutions d'as-Samw'al sont de la forme : 

X = • 
' 

et b < a. 

Elles sont donc en nombre infini (dénombrable) 149• Il déduit de ce­
la décomposition de c2 d'une infinité de manières 150 • 

;. Le nombre des solutions est grand, mais fini: 
(card(S) < card(N)). 

Exemple: 

l X + y + Z = 100 

2x + f + f = 100 

On a dans ce cas: card(S) = 6, avec: 

x E { k ; 34 ~ k ~ 39} 

y e Ô mod(lO) n{k ; 10~k~60} 

z e6 mod(9) n {k ; 6 ~k~ 51} 

4. Le problème a une seule solution (card(S) = l) 

Exemple: 
a et b étant donnés, trouver x E Q+ tel que : 

b b b :x: b et u2 + quelconque. = u xa = • U E Q t 

' 
D'où . 

• x2b2 a xa = et X = ~ 
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(II)- Classification selon le nombre de conditions de compati­
bilité: 

1. Une conditionl51: 
Exemples: 

a)- Etant donné a et b, trouver x et y tels que: 

x2 + y2 = a 

xy = b 

La condition est : a ~ 2b. 
b)- Etant donné a1 , a 2 , a3 dans Q+, trouver x,y,z solu­

tions du système : 

La condition est: 

2. Plusieurs conditions: 

Il s'agit de trouver dix nombres (entiers) tels que la somme de six 
d'entre eux soit égale à un nombre donné 152 • 
Cela permet à l'auteur d'effectuer trois dénombrements en procédant 
à des énumérations d'objets de natures différentes : Des équations, 
des conditions de compatibilité et des solutions. Le nombre d'équa­
tions qu'il obtient est 210, c'est-à-dire c~0 (qui correspond à C~ 
dans le cas général). Il aboutit à ce résultat en procédant à l'énu­
mération systématique de toutes les équations, énumération grande­
ment facilitée d I ailleurs par l'écriture symbolique des équations et 
des inconnues. 
Le nombre de conditions de compatibilité, obtenu également par énu­
mération vaut 9xC~ (qui correspond à (n-l)c~:½ dans le cas général). 
En imposant une condition supplémentaire au problème, il montre que 
l'on peut réduire considérablement le nombre des équations et des 
conditions de compatibilité. Il aboutit ainsi à un système de 9 é­
quations à 10 inconnues (avec une seule condition de compatibilité) 
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qui fournit une infinité de solutions dans R+ ou dans~+, mais seu­
lement quatre, différentes de zéro, dans ~.D'ailleurs, ce résultat 
est également de nature combinatoire dans la mesure où il corres­
pond au partage de l'entier 5 en somme de deux entiers. 

3. Aucune condition: 

Il s'agit de trouver x,y,z dans R+ tels que : 

xy = 10 
yz = 20 

xz = 30 

L'auteur résoud ce système de trois manières différentes 153. 

REMARQUES: 

(1)- Au-delà de leurs diversités et de leurs degrés de complexité,. 
les problèmes de nature combinatoire résolus dans les quatre exem­
ples,tirés de l'astronomie et de l'algèbre, ont tous un point com­
mun: L'absence de référence explicite à des résultats combinatoi­
res extérieurs à ces domaines et pouvant servir de modèles ou sim­
plement d'exemples. Mais, contrairement à l'astronomie, aucun élé­
ment de la terminologie combinatoire n'accompagne ces manipulations 
dans les problèmes d'AbU Kâmil et d'as-Samaw'al que nous avons expo­
sés. Cela pourrait être une conséquence, à la fois de la spécialisa­
tion poussée de ces mathématiciens, et du cloisonnement entre les 
disciplines qui étaient susceptibles d'aborder ce type de problèmes. 

(2)- Les exemples que nous avons donnés ne sont pas particuliers 
au centre et à l'est de l'Empire. Ils ne visent qu'à illustrer l'ap­
parition de préoccupations combinatoires dans divers secteurs de 
l'activité mathématique arabe, indépendamment du lieu où elle s'est 
exercée. Cela est particulièrement vrai en astronomie où des pro­
blèmes semblables ont suscit.é le même intérêt et fait l'objet de 
recherches parallèles en Orient et en Occident musulman. Lestra­
vaux d'al-JayyânI, de Jâbir Ibn Aflah, entre autres, en offrent 
quelques exemples 154* C'est égalemen~ vrai en arithmétique, comme 
nous avons l'intention de le montrer dans la suite de cette étude. 
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111.2. La combinatoire au Maghreb 

Nous n'avons pas suffisamment d'éléments pour pouvoir affirmer 
que les problèmes de nature combinatoire apparus dans le cadre de 
l'astronomie et de l'algèbre, et dont nous venons d'évoquer quel­
ques aspects, étaient connus des mathématiciens maghrébins avant le 
XIIIe siècle et, s'ils l'étaient, rien ne permet de dire que la na­
ture combinatoire de chacun d'eux ait été perçue et dégagée. Cela 
parait en tout cas très improbable pour les dénombrements associés 
à l'analyse indéterminée d'AbÜ Ka.mil, et à fortiori pour les coef­
ficients du binôme, dont l'obtention,strictement algébrique et ba­
sée sur la commutativité du produit, cache complètement l'aspect 
combinatoire 155 • 
Par contre, deux domaines extérieurs aux mathématiques ont consti­
tué sans aucun doute un champ d'initiation à des exercices de même 
nature: Il s'agit de la linguistique et de l'astrologie. 
Ces deux activités ne sont ni nouvelles ni propres au Maghreb 156 • 
Mais, au cours des siècles qui nous intéressent, elles bénéficieront 
d'un réel dynamisme. On assiste ainsi à un regain d'intérêt tel pour 
la première, que même des mathématiciens se consacreront à son étu­
de. Ce n'est pas un hasard d'ailleurs que ce soit Ibn al-Banna' ,l'au­
teur de plusieurs ouvrages sur le sujet, qui aura, en mathématique, 
les préoccupations combinatoires les plus conséquentes 157 • 
Quant à la seconde, elle bénéficiera, grâce en particulier à son 
succès dans les classes dirigeantes, d'un développement et d'une 
extension prodigieux, essentiellement à travers un de ses domaines 
que l'on pourrait appeler l'astrologie des signes (par opposition 
à celle qui puise dans l'astronomie) et qui repose précisément sur 
des manipulations variées et complexes de nombres et de lettres,ces 
dernières symbolisant elles-mêmes des valeurs numériques précises. 
On fait allusion, ici, à la géomancie (khatt ar-raml), à l'onomato­
mancie arithmétique (~isab an-nim), aux tableaux divinatoires cir­
culaires (zayrija), à la simiyyâ et enfin aux divers types de car­
rés magiques: numériques ou alphabétiques, avec ou sans contrainte, 
d'ordre pair ou impair 158 • 
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L'aspect rationnel de cette astrologie utilise d'une manière essen­
tielle des manipulations arithmétiques ou combinatoires. C'est ain­
si que l'on se sert de la partition de l'alphabet en classes modulo 
4 pour la simiyyâ, en classes modulo 9 pour le ~isab an-nim et en 
classes modulo 12 pour les zâyrija, et cela en substituant aux opé­
rations sur les entiers celles sur les classes d'équivalence 159.Les 
autres aspects de cette astrologie puisent plutôt dans une pratique 
combinatoire: Dénombrement de suites de pairs et d'impairs pour le 
kha~~ ar-ram1 160 , permutations d'éléments d'une configuration pour 
en obtenir d'autres de même ordre dans la confection des carrés ma­
giques161. 

Mais si l'astrologie n'a fait qu'utiliser des résultats et des opé­
rations arithmétiques connus et maitrisés depuis longtemps, on ne 
peut rien affirmer de tel lorsqu 1il s'agit de la combinatoire. Il 
est difficile en effet de décider laquelle des deux a pu influencer. 
l'autre, et de quelle manière. 
En tout cas, une chose est sûre: Au XIIIe siècle, et peut-être bien 
avant, des préoccupations combinatoires apparaissent chez des mathé­
maticiens maghrébins. Des problèmes sont posés et résolus par des 
raisonnements à caractère combinatoire, une terminologie, née des 
besoins de la linguistique, acquiert un statut mathématique, un for­
mulaire nouveau est établi pour devenir un instrument opérant sur 
des objets mathématiques. 
Mais, à défaut d'une connaissance détaillée des différents aspects 
de cette activité depuis ses débuts, nous nous contenterons, ici,de 
dégager à grands traits certains faits saillants et d'avancer quel­
ques conjectures: 

r. Dès la fin du XIIe siècle ou le début du XIIIe,les opérations 
et les résultats obtenus en linguistique sont intégrés à un chapi­
tre des "opérations du calculn. C'est ce que fera Ibn MunCim dans 
son Fiqh al-~isâb ou dans un autre ouvrage dont le titre nous est 
inconnu. L'information qui est donnée par Ibn al-Banna• dans son 
Tanb!h al-Albab mentionne en effet la confection par Ibn al-MunCim 
d •un tableau donnant les combinaisons des vingt huit lettres de l'al• 
phabet, p à p162 • Pour des raisons matérielles évidentes -sans par-
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1er du peu d'intérêt de l'opération- il est difficile d'admettre que 
ce tableau consistait en une énumération des combinaisons p à p des 
28 lettres, avec 2~p~28; un livre entier n'y aurait pas suffi 163 • 
D'ailleurs,un travail similaire mais plus utile avait déjà été fait 
par les lexicographes. Il est plus raisonnable de penser que le ta-· 
bleau contenait les différentes valeurs des Cii, pour n == 28 et pour 
2~p:S:5 (ou pour 2~n~28 et l~p<n) 164 • C'est en tout cas l'hypo­
thèse que suggère la remarque d'Ibn al-Bannâ'. 

II. On peut dater de la fin du XIIIe siècle au plus tard, le nou­
veau pas franchi dans l'activité combinatoire au Maghreb. Les formu­
les exprimant le nombre de permutations den objets, celui des com­
binaisons et des arrangements den objets p à p sont, non seulement 
données, mais leurs démonstrations sont établies. Ibn al-Banna', en 
revendiquant explicitement une partie de ces résultats, en fournit 
les preuves dans au moins deux de ses ouvrages: Le Tanbih al-Albab· 

et le RafC al-Hijâb. 
Dans le premier ( qui est un recueil de problèmes provenant, en gran­
de partie de domaines extérieurs aux mathématiques), l'auteur n'a­
borde que les permutations et les combinaisons: Dans le problème 
n° 14, intitulé "question tirée de la linguistique", il énonce, 
pour les 28 lettres de l'alphabet, mais dans une formulation géné­

rale, les régles permettant le calcul des Pn et des C~, pour n ~ 2 

et 2 ~ p < n165 • 
Mais c'est dans le RafC al-Hijâb, ouvrage mathématique conçu par 
son auteur, à la fois comme un commentaire partiel et un complément 
du Talkhis, que l'on trouve le plus d'éléments sur ce sujet. Les ré­
sultats y sont rattachés à la théorie des nombres par l'intermédiai• 
re des nombres-polygones qui sont exposés dans le chapitre de l'ad­
dition, juste après les résultats sur les séries de puissances 166 • 
Comme pour les séries, une correspondance est établie entre certai­
nes valeurs des combinaisons -les Cii pour l ~ p;;; 3 et n ~ 2- et cer­
tains éléments du tableau des nombres-polygones 167 • 
Cette démarche arithmétique n'est pas fortuite. Elle exprime,se­
lon nous, la perception nette qu'a eu l'auteur de la liaison étroi­
te, à la fois au niveau des résultats et des démonstrations, entre 
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méthodes arithmétiques et méthodes combinatoires. 
On peut préciser, à ce sujet, que si, au niveau d_es résultats,c•est 
le tableau des nombre-polygones qui assure la liaison entre les deux 
disciplines, au niveau des démonstrations, ce sont les différentes 
méthodes d'induction -utilisées d'ailleurs avec beaucoup de maitrise­
qui justifient l'intégration des résultats combinatoires au vaste 
chapitre de la théorie des nombres. Cette utilisation est systéma­
tique dans le chapitre du RafC al-Hijâb que nous analyserons plus 
bas, et elle n'est abandonnée par l'auteur qu'au profit de raisonne­
ments arithmétiques généraux sur des propositions P(n) à indice n 
quelconque. D'une façon plus précise et, pour reprendre les termes 
de M. Freudentha1 168 , complétés par R. Rashed 169 , Ibn al-Bannâ' uti­
lise une définition récurrente de type R1 pour le tableau des nom­
bres-polygones, une récurrence primitive dite"regression" pour éta­
blir les sommes de séries finies à n termes et, enfin, une induc­
tion de type "quasi-générale" mais opérant, cette fois, sur des pro­
positions à double indice P(i,j), j étant absolument quelconque. 

Sur un plan plus général, il faut remarquer que ces démarches d'Ibn 
al-Bannâ• illustrent parfaitement le rôle complémentaire que jouent 
deux traditions arithmétiques, l'une découlant des Livres VII, 
VIII et IX des Eléments d'Euclide et reposant sur des raisonnements 
généraux, et l'autre, issue de l'Introduction Arithmétique de Nico­
maque qui fait grand usage des méthodes inductives à la fois dans 
les définitions et dans les démonstrations. 
Quant à la manière dont l'auteur du Talkhis utilise le tableau des 
nombres-polygones, on ne peut s'empêcher de la comparer à la démar­
che que suivra Pascal, trois siècles plus tard, dans son petit trai­
té sur les combinaisons 170 • Dans les deux cas, une configuration de 
nombres est étudiée. Les relations internes sont dégagées sous for­
me de règles qui serviront, au moyen de bijections appropriées, à 

établir des résultats de natures mathématiques différentes. Mais là 
s'arrête le parallèle, car si Pascal, délaissant le raisonnement di• 
rect (jugé par lui difficile) 171 , exploitera complètement son ta­
bleau de nombres, Ibn al-Banna' lui, ne pourra pas pousser très lo:in 
cette démarche et s'arrêtera à p = 3. La raison à cela doit être 
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cherchée dans la nature même du tableau des nombres-polygones qui, 
comparé à celui des coefficients du binôme, ne permet pas les déve­
loppements féconds auxquels a abouti Pascal. Cela pourrait expli­
quer d'ailleurs, en partie, la recherche et 1' établissement par Ibn 
al-Bannâ' d'une démonstration directe pour p >3, celle-là même qui 
rebutera Pascal. 

III. Le caractère général de la formulation et du raisonnement, 
et surtout l'utilisation des résultats montrent, à l'évidence, que 
pour Ibn al-Banna' et d'autres mathématiciens après lui, les opéra­
tions et les formules combinatoires ne se réduisent plus à des mani­
pulations de lettres de l'alphabet; elles sont désormais conçues 
comme des instruments opérant dans différents domaines: Astronomie, 
algèbre, géométrie, arithmétiques, pour reformuler des résultats an• 
ciens ou pour en établir d'autres. 
C'est ainsi que, dans le RafC al-Hijab, s'il se contente d'évoquer 
les carrés magiques qu'il ne juge pas utile d'insérer dans son li­
vre, à cause de leur longueur et de leur peu d'utilité (en Mathéma­
tique)172, il traite par contre dans le détail l'aspect combinatoi­
re lié aux rapports composés, en reprenant sans le citer le travail 
de Thâbit Ibn Qurra sur la "Figure Sécante" qu'il devait vraisembla­
blement conna!tre: Toutes les propositions de l'ouvrage sont rame-
nées à une seule: 

qui lui permet de déduire toutes les autres relations équivalentes 
en raisonnant sur les arrangements issus de (1) 173 • 
Dans ce même traité, il dénombre les différentes équations qui dé­
coulent d'une progression géométrique ou arithmétique lorsqu'on con­
sidère chacune d'elles comme un ensemble d'éléments la caractéri­
sant. Une progression arithmétique est ainsi identifiée à l'ensem­
ble à cinq éléments composé de u1 , den, de un' de la raison r, et 
de la sommes. Les différentes partitions de cet ensemble en deux 
sous-ensembles A et B d'éléments respectivement connus et inconnus 
correspondent au nombre d'équations cherchées. Pour déterminer ce 
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nombre, il utilise (sans le dire) la formule donnant les combinai­
sons den objets p à p174 • C'est exactement la même démarche qu'il 
adopte dans son petit opuscule de géométrie élémentaire rédigé en 
692 H. et destiné à ses étudiants ; mais, ici, ce sont des figures 
géométriques classiques qui sont identifiées à l'ensemble de leurs 
éléments constitutifs 175 • Enfin, dans son livre connu sous le titre 
de "Arbac Maqa.lat", il dénombre les différentes combinaisons d'en­
tiers et de fractions liés par les opérations arithmétiques élémen­
taires176. 

Ces dénombrements d'objets très différents ont été possibles grâce 
à une perception nette de la bijection qui s'établit entre un ensem­
ble fini de nature quelconque et un sous-ensemble de l'alphabet jou­
ant, de fait, le rôle d'ensemble abstrait 177 • C'est là un pas de 
plus dans la symbolisation mathématique puisque, désormais, pour 
opérer sur des objets quelconques, on se contentera de manipuler des 
lettres. Ibn al-Banna' dans RafC al-Hijab et, plus tard, Ibn HaydÛr 
dans son JâmiC le diront explicitement 178 • 
Les exemples que nous venons de donner et d'autres encores plus va­
riés que nous exposerons plus loin, laissent deviner une préoccupa­
tion commune, malheureusement non formulée, concernant le but assi­
gné aux manipulations combinatoires et aux dénombrements d'une ma­
nière générale : Contrairement à leur utilisation en linguistique 
où le but se limitait au résultat du dénombrement, en mathématique 
ces opérations ont toujours accompagné l'idée d'extension du champ 
d'application de certaines propositions, aboutissant ainsi à une 
classification de fait de ces propositions en fonction de leurs do­
maines d'application, c'est-à-dire selon le nombre plus ou moins 
grand d'objets sur lesquels elles opèrent. Cela est nettement suggé­
ré dans le chapitre des Arbac Maqalât où Ibn al-Bannâ' traite des 
fractions 179 • 

IV. Sans que l'on puisse en préciser le processus, on assiste, à 
partir d'Ibn al-Bannâ' au moins, à une prise de conscience vis-vis 
des problèmes de dénombrement en général et ce, dans des domaines 

très variés et pas toujours mathématiques. Ainsi, l'auteur du Tal­

khis consacre une partie de son Tanbih al-Albab à des problèmes de 
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ce type: Enumération des différents cas d'héritage possibles lors­
que les héritiers sont n garçons et p filles (problème n° 1). Enon­
cé de toutes les situations où l'ablution, avec de l'eau, est néces­
saire et de celles où elle est permise sans eau, c'est-à-dire par le 
tayammum (problème n° 2). Dénombrement, selon les exigences du rite 
malékite, des prières à effectuer pour compenser l'oubli de certai­
nes d'entre elles (problème n° 4). Réduction à un nombre fini de fi­
gures d'un ensemble infini dénombrable de cas possibles concernant 
un contrat de vente entre six associés et un vendeur (problème n°11\ 
Dénombrement des 272160 lectures possibles d'une même phrase selon 
les règles de la grammaire arabe (problème n° 15) 180 • 
C'est la même préoccupation qui semble l'avoir motivé pour la rédac­
tion de son opuscule sur l'héritage intitulé" Fi-1-Farâ'iQ." qui se 
réduit à un dénombrement et une classification méthodique de tous 
les cas possibles dans ce domaine 181 • 

V. Cette démarche sera poursuivie, au XIVe siècle, par certains 
de ses commentateurs comme Ibn HaydÜr et Ibn QunfÜdh au Maghreb ou 
comme Ibn al-Majdi en Egypte. Le travail antérieur est assimilé et 
d'autres résultats viennent le généraliser ou le compléter: Dénom­
brement de systèmes d'équations chez Ibn HaydÜr, par exemple 182 , ré­
sultats sur les arrangements avec répétition et sur le dénombrement 
des équations chez Ibn al-
Majdi183. 

La présence chez ces différents auteurs d'un même vocabulaire combi­
natoire et le fait qu'aucun d'eux n'ait revendiqué explicitement ces 
résultats, renforcent le caractère de continuité des préoccupations 
combinatoires depuis Ibn Mun'im au moins. 

VI. Or, à notre avis,cela n'a pu se réa.:i.iser sans que cette acti­
vité ait été intégrée dans l'enseignement mathématique de l'époque, 
ou du moins dans celui de certains professeurs. L'existence d'élé­
ments combinatoires dans plusieurs commentaires du Talkhis est un 
premier argument en faveur de cette hypothèse. Ibn KhaldÜn nous en 
offre un second: Il s'agit des éléments mathématiques contenus dans 
le paragraphe de la Muqaddima qui traite de la linguistique.En même 
temps que les résultats classiques (transmis depuis Kha111184 ) con­
cernant les combinaisons et les arrangements des lettres de l'al-
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phabet, l'auteur y reproduit les démonstrations (enseignées, peut­
être, par son professeur al-AbilI, lui-m~me élève d'Ibn al-Banna') 
qui permettent d'établir C~ et C~. Mais, dans la seconde preuve, 
s'introduit une erreur de raisonnement -et non de calcul- qui révè­
le, à notre avis, la difficulté d'assimilation du raisonnement com­
parée par exemple à l'aisance acquise dans les manipulations algé­
briques185. 

VII. Les éléments que nous venons d'exposer montrent à l'éviden­
ce que dès la fin du XIIe siècle, on assiste à un début d'élabora­
tion d'un chapitre nouveau en Mathématique. Des opérations, des re­
lations et des ensembles différents d'objets sont appréhendés à tra­
vers leur unité combinatoire. Des résultats sont établis. Un raison­
nement de type combinatoire vient s'ajouter à ceux déjà existants 
tels que l'analyse et la synthèse, le raisonnement par l'absurde ou 
les méthodes inductives. 
Une question vient alors naturellement à l'esprit : Toutes ces con­
ditions, renforcées peut-être par une activité combinatoire exté­
rieure au domaine mathématique traditionnel, ont-elles permis l'ap­
parition dans certains manuels d'enseignement du XIVe siècle d'un 
chapitre supplémentaire distinct de celut traitant des séries numé­
riques finies et présenté d'une manière plus systématique que la 
partie consacrée à ce sujet dans le Raf' al-Hijâb? 
Cela ne nous parait pas impossible, compte tenu de tous les éléments 
que nous venons d'évoquer et des informations dont nous disposons 
concernant l'activité mathématique dans le Sud de la France, à la 

... , 
meme epoque. 
On sait en effet qu'en 1321, c'est-à-dire exactement l'année de la 
mort d'Ibn al-Banna', le mathématicien français de Provence Lévi Ben 
Gerson rédigeait son livre intitulé "Sefer Ma'aseh 1-fosab" dans le­
quel il incluait un court chapitre (le quatrième) sur là combina­
toire186. Or le contenu des autres parties de ce traité et leur dis­
position, comparés à la matière du Talkh!s ou au livre d'al-~a~~ar, 
militent en faveur d'une connaissance directe, de la part de son au­
teur, de certains aspects des mathématiques arabes de l'époque 187 • 
D'autre part, il est difficile d'admettre que l'activité cabalisti-
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que propre à son environnement ait été l'unique facteur qui lui au­
rait permis, non seulement l'établissement de formules combinatoi­
res, mais également leur insertion -comme formules et opérations ma• 
thématiques- dans un chapitre autonome de l'arithmétique pratique. 
Ce sont tous ces éléments qui nous font penser que Lévi Ben Gerson 
était également au courant de certains aspects de l'activité combi­
natoire au Maghreb; ce qui n'exclut pas, évidemment, qu'il ait pu 
avoir, dans ce domaine et indépendamment des maghrébins une contri­
bution personnelle dans l'établissement de certains résultats et 
dans la mise en évidence de ce chapitre nouveau. 
Si ces hypothèses se confirmaient, les débuts de la combinatoire en 
Europe apparaitraient à la fois comme un aboutissement et un pro­
longement d'une longue activité commencée, un siècle plus tôt, sur 
la rive sud de la Méditerranée. 
Quoi qu'il en soit, les résultats que nous allons maintenant expo­
ser dans le détail suggèrent, à eux seuls, un réexamen de l'histoi­
re de cette discipline, en particulier celle de ses débuts en Euro­
pe et même celle de sa réactivation à partir du XVIe siècle, avec 
les travaux de Mersenne et de Frénicle. 

* * * * * * 
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1. Définition: 
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Soit net m,des entiers positifs quelconques, mais fixés. On notera: 

Pj • 
, m ' 

des suites d'entiers, appelés respectivement côtés de longueur j, 

nombre-trigones,nombres-tétragones, nombres-polygones à m côtés, et 
qui sont définis ainsi 188 : 

p~ 
1 

pj 
3 

(1) pj 
i 

= 1 

= j j-1 
+ P3 

pj-1 + j 
= 3 pi-1 

• 
' 

• 
' 

; 3 < i~ m et 2 ~ j ~ n. 

L'ensemble de ces suites constitue le tableau suivant, à (m-1) li­
gnes et à n colonnes (que nous réduisons, comme Ibn al-Banna• à n=5 
et m=6)189 : 

pl 
i 

p2 
i 

p3 
i 

p4 
i 

p? 
1 

pj 
2 1 2 3 4 5 

pj 
3 1 3 6 10 15 

pj 
4 

1 4 9 16 25 

pj 
5 

1 5 12 22 35 

pj 
6 1 6 15 28 45 

2. Propriétés des colonnes : 

(P~)i : Suite de raison O [et commençant par 1] 190 



77 

2 Suite de Pl (Pi)i • raison et commençant par 2 • 3 

(Pf)i • Suite de raison p2 et commençant par 3 . 
3 

• • . 
(2) (P!)i • Suite de raison Pj-l [commençant par j] 191 

• 3 

[ En effet • • 

Pi+l - p~ (p~-1 + PÎ) j . 1 
d'après ( l )]. = - p - pJ-

l. i - 3 ' 
Et toutes les colonnes sont des suites arithmétiques. 

3. Propriétés des lignes . 
• 

(P~)j • Suite de raison 1 • 

(P5)j . Suite de . uj+l avec uj+l - uj 1 raison 
3 

, = • 3 3 

(3) (PÎ)j • Suite de raison ui • avec uj+l - uj = 2 . 
' 4 4 

• • • 

(4) (P!)j • Suite de raison ur avec uj+l - u~ = i-2 • , i 1 

[ En effet : 

= (Pj _ pj-1) + (p~+l _ p~ ) 
3 3 1-l 1-l 

. uj 
= J + i-1 

t Uj t d . (i-l)-2] 191 • e . 1 es e raison 
1-

Corollaire I. 

[ Soit (uk) la suite des entiers naturels, avec u1 = 1. Soit (u 2k) 

et (u 2k_1 ) respectivement les suites d'entiers pairs et impairs]. 
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j 
pj 1)- Iuk = 

l 3 

j j 

Luk = 1 + I(Pk+l - Pk) - pj ] 
1 1 3 3 - 3 

j 

2)- j2 = f u2k-l = pj 
4 

sera démontrée dans le corollaire III-2 ; et: 
j j-1 

Iu 2k-l = l + I(P:+l - P!) =Pl, d'après (3) • 
1 l 
3)- Si (vk) est une suite de raison 3 et v 1=1: 

j 

Ivk = P~ 
1 

[ d'après ( 3) pour i=5] • 
4)- Si (wk) est une 

j 

suite de raison 4 et w1=1: 

[ d'après 

I wk = Pg 
1 

(3) pour i=6]. 
Et ainsi de suite pour tous 

j-1 

[l + I(pk+l) 
1 

Corollaire II. 

les cas: 

. 1 · l 
1)- (jp5) est une suite de raison 2 

(½Pi) est une suite de raison 1 2x2 
. 
• • 

(½PÎ)j est une suite de raison (i-2)x½ (5) 

2)- (½j). est une suite de raison (j-l)xl et de pre-
j i 1 2 

mier terme égal à 1. (6) 
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, pour i fixé, est une suite (un) de 

raison (i-2)/3 ; i ~3 [et u1=1]. 

Ainsi : 
n . n 1 
I P~ /Ij est une sui te de raison 3 1 1 

• • • 

est une suite de raison l+~ 

, pour n fixé, est une suite (vi) de 

raison (n-1)/3 , avec v 2=1 

Exemples: 
h 

1)- Recherche de P~: 

. 1 j 
a)- P~+ - P8 = uj est une suite de raison r=6, avec u1=1, 

d'après (3). Donc, u 5 = 25, par la formule du Talkhis:[un=u 1+r(n-l]; 

donc, P~ = 65, par la formule du Talkhis : 

[Pi = !: u. et 
. 1 J 

1 

b)- D'après (4), P~ est le 78 élément de la suite commençant 

par 5 et de raison Pt= 10; d'où: 

par la formule. 

d'où: 

c)- D'après (5), 1Pi est une suite de raison (8-2)~ = 3 

et 

d)- D'après (6), lp? est une suite de raison (5-1) 1
2 , donc : 

5 1 
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2)- Recherche de PÎ, pour i et j donnés,quelcongues. 

a)- Par laie suite horizontale : On calcule le plus grand 
terme:[l+(i-2)(j-l)],et la somme : [(j/2)(l+(l+(i-2)(j-l)))]. 

b)- Par la je suite verticale, de raison P5- 1 : On calcule le 

plus grand terme : [ j + P5- 1 (i-2)]. 

c)- Par les suites (5) et (6), puis par multiplication par le 
dénominateur [j] • [Donc : 

j(l+ (i22)(j-l)) = j(l+ (j2l)(i-2))] 

n 
3)- Calcul de : Ij 2 

1 m m 
a)- D'après le corollaire II.3, ~PÎ/ f j est une suite de 

raison~ et de premier terme l.Donc 193 : 

n / n 2 I Pj I j = 1 + -3 Cn-1) 
1 4 1 

D'où: 

Îj2 
n . 2 n 

= IPJ = (1 + 3(n-l))(Ij) 
1 1 4 1 

= n(n + 1)(2n + 1) 
6 

n 2 n 
b)- On calcule t (u2k) et 2r (u2k-1)

2 selon le procédé qui 

va suivre et on aura . • 
2n 2 n 2 n 2 
Ij = I Cu2j) + I(u2j-l) 
1 1 . 1 

Corollaire III. 

1)- Si (uk), (u 2k), (u 2k_1 ) sont les suites d'entiers respective­

ment successifs, pairs et impairs, ona: 



et 

car: Pn. Pn-1 
3 =un+ 3 • 

[Donc, par récurrence descendante: 

2n-l . n 2 
2)- I P; = I (u 2k_ 1 ) 

1 1 

Preuve de 2). : 

et 
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En effet, d'après la propriété d'une série arithmétique et d'après 
la relation: 

on a : 
2 P j-1 + pj 

j = 3 3 ; j > 1 

[ car : 
j 
~ pj pj-1 + pj 

= t u2k-l = 4 = 3 3 

d'après (1) et le corollaire I.2. 
D'où : 

De même 
!nP~ f (P2k-1 + P2k) n 2 

= = L (u2k) ] • 
1 l 3 3 1 

Exemple: 
5 

12+ 32+ 52 tp1 2 2 }:pj = et = 2 + 4 
1 3 1 

[ car, d'après le corollaire II.4. : 
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n n 
IPj/I j = 1 + l(n-1)] 
1 3 1 3 

C'est la règle qui permet de calculer les sommes des carrés des en­
tiers pairs et impairs. 
[En effet: 

(corollaire III.2.) 

--(2n
3

+l)p2
3
n-l (2n+l)l( ) =} 2 2n-l 2n 

d'après le corollaire III.3.]. 

Corollaire IV. 

Il est clair que [ pour n ~ 2] : 

(P~ )l~j,~n = (Pg)l;j~n + (P~)l~j~n-1 

• • • • • • • • • 

(Pi)l~j~n = (P!-l)l~j~n + (P5)l~j~n-l 

n . 
Donc ( I PÎ) i est une progression 

1 194 n · 
premier terme : ~P~ 

n-1 • 
arithmétique, de raison I P5 , de 

1 

Donc, pour i fixé: 
n . n-1 . n • 
IP~ = (i-3)xI P3J + IP5 
1 1 1 1 

APPLICATION (I) : Séries de nombres-polygones. 

5 . 
(1) • LPJ = 115, d'après les corollaires III.2 et IV, ou II.3. . 

1 7 

(2) 
10 

3 405, d'après la propriété des colonnes et la formule : LPi = 
1 

du Talkhis. 
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[ Donc : 

REMARQUES: 

(1)- Dans la représentation géométrique classique, les PÎ sont 
dits des polygones en puissance et les PÎ, pour i > 2, des polygones 
en acte à i angles et à i côtés, chaque côté étant de longueur éga­
le à j. 

Les références aux angles ont totalement disparu dans l'exposé de 
l'auteur et, des autres aspects géométriques, il ne subsiste qu'un 
vocabulaire consacré par la tradition: Côté, figure, polygone. 

(2)- Les définitions adoptées par Ibn al-Banna' correspondent aux 
propositions du Livre II, chapitre XII de l'Introduction arithméti­
que de Nicomaque 196 , et les définitions de ce dernier, que l'on re­
trouve d'ailleurs chez al-BÏrûnï 197 et chez Ibn sina. 198 , deviennent 
dans le Raf' al-Hijab des corollaires arithmétiques. 

(3)- L'arithmétisation du tableau est manifeste dans la démarche 
globale de l'auteur: Qu'il s'agisse d'éléments isolés, de lignes 
ou de colonnes, l'étude est faite suivant le même point de vue, ce­
lui des suites numériques. Plus précisément, chaque ligne, chaque 
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colonne et même chaque rectangle du tableau est interprété à l'aide 
de suites arithmétiques ou de séries finies; ces dernières étant, 
à leur tour, engendrées par des suites arithmétiques ou des séries 
finies. Cela permet de ramener tous les calculs à une seule formule, 
celle donnant la somme ou le dernier élément d'une série arithméti­
que de premier terme et de raison connus. 

(4)- Ce point de vue permet d'établir, par l'intermédiaire du ta­
bleau, une correspondance entre deux types de séries finies qui ne 
sont pas directement lisibles dans les lignes ou dans les colonnes: 
Des séries de puissance d'un côté, et des séries arithmétiques de 
l'autre. Ce qui fournit des démonstrations plus simples pour le cal­
cul de ces séries de puissance (lorsqu'on ne dispose pas de l'outil 
symbolique). Pour s'en convaincre, il est utile de comparer deux dé 
démonstrations de la proposition: 

~k2 = n(n+l)(2n+l) 
1 6 

celle qu'expose Ibn al-Banna' et celle qu'établit as-Samaw'al dans 

son livre al-Bahir 199 • 

APPLICATION (II) : Sommes des séries de cubes. 

Soit (uk), la suite des entiers naturels, avec u1=1. 

Proposition 1. : 

Preuve: 
Cela découle : 

a)- Du calcul du carré de P~, décomposé ainsi : 

Pk k-1 
3 = uk + P3 

. , k ~2 , 

comme cela a été montré dans la méthode du "produit sans transla­
tion", dans le chapitre de la multiplication [du TalkhÏs] 200 • 

b)- De la décomposition suivante : 
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(uk)3 = (u ) 2 
k + (uk - l)(uk)2 (1) 

car . . 
13 2 = lxl 

23 = 2x2 2 

33 = 3x3 2 

et ainsi de suite • . 

Le raisonnement d'Ibn al-Banna' peut-être ainsi rétabli: 

[ (P~) 2 = (n + P;- 1 ) 2 , par définition. 

= n2 + 2n P~-1 + (p;-1)2 

= n 2 + 2n n(~-l) + (p;- 1 ) 2 ; (corollaire III.1) 

+ n (n-1) 2 ) 

(Pn-1)2 , 
3 

et, par récurrence descendante, on a: 

• 

Proposition 2. : 

Preuve: 

Par la correspondance : u2k 

d'après (1) ; 

on voit que le nombre d'éléments de la somme est ; donc 20l : 



mais, 

et, 

n u 3 
= 8( L ( 2k) 

1 2 

u 3 
( ) 3 ( 2k) x 23 
u2k = 2 

Proposition 3. : 
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Preuve : [Sin= 2p ou 2p-l et q+p = n, on notera,pour simplifier: 

n n 
s = ~k 

. s = L ( 2k-l) 
' 1 

1 

Î k 3 n 
Q = • Ql = L (2k-1) 3 , 

1 1 

On a: 

et : 

Alors, suivant la parité den, on a: 

a)- Si n est pair [ donc s 1 < s 2 ] : 

D'autre part : 

n . s2 = 2. 2k 
' 1 

= t (2k) 3 ] • Q2 , 
1 



87 

n n2 (S2 - Sl)2 [ car . Sl = I(2k-1) = = • 
1 

Donc . • 
Ql = Q - Q2 = (Sl + S2)81 -

b)- Si n est impair [ donc s1 > s2 ] : 

D'où: 

REMARQUES: 

(2s 2)s 2 = s2(s 1 + s2) - s2(s 1 - si) 

Q - Q2 = s1<s1 + s2) + s2<s1 - s2) 

[= s1<s1 + s2) + s1<s1 - s2) - {s1 - s2)2 1 

= 2(Sl)2 - S1 

(1)- L'auteur ne juge pas utile de donner les preuves concernant 

les expressions de: 
n 
Lk 
l 

♦ , 
n 
~2k 
l 

• 
' 

Il se contente de dire que ce sont des séries arithmétiques {de rai­
sons 1 et 2 respectivement) 202 

(2)- La proposition 1. repose sùr une méthode de récurrence (dite 
"régression") qui est fortement suggérée par l'auteur, comme le con­
firment les développements de ses commentateurs 203 • 
La concision d 1 Ibn al-Banna' s'expliquerait alors par le fait que 
ce résultat et sa preuve étaient considérés comme classiques au Ma­
ghreb, à cette époque. On sait, en effet, que les séries de puissan­
ces avaient été déjà traitées en particulier par al-ija~~ar qui ne 
revendiqued'ailleurs aucune originalité dans ce domaine 204. 
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(3)- Les propositions 2. et 3. sont, non seulement énoncées dans 
une formulation générale mais leurs démonstrations sont également 
générales, à la fois dans l'expression et dans la démarche. 
D'autre part, ces démonstrations utilisent, d'une manière explicite, 
les deux bijections associant les pairs et les impairs aux entiers 
correspondants: 

et 

(4)- Ibn haydÜr dans son Jami' 205 et, après lui, Ibn GhazI dans 
son Bughyat at-fullab 206 ajoutent à ces résultats, mais sans démons­
tration, l'expression de la série finie des puissances quatrièmes 
d'entiers qui est donnée ainsi par les deux auteurs : 

(5)- Les propositions donnant les expressions des différentes sé­
ries de puissances ne sont pas nouvelles. Elles ont toutes été éta­
blies avant le XIe siècle, mais dans des contextes et selon des pro­
cédés souvent différents: 
C'est ainsi que Thabit Ibn Qurra, dans son traité sur 
la surface de la parabole intitulé "Kitab fÏ Misahat 
rût al-ladhi yusamma al Mukafi 111

, démontre que 207 : 

le calcul de 
Qat< al-Makh-• 

n 
S = r(2k-l) = n 2 et 

1 

n 2 n 2 
~(2k-l) + 3 = 3xS(2n) • 

Dans son traité sur le calcul du volume du paraboloïde intitulé "Ki­
tab fi Misahat al-Mujassamat al-Mukafi'a", le résultat final repose 
sur la formule: 

qui est elle-même une conséquence de 208 : 



89 

qu'il a établie auparavant. 

Après lui, Ibn al-Haytham donne et justifie l'expression de cessé­
ries et d'autres dans des études traitant également de détermina­
tions infinitésimales qui simplifient ou qui prolongent celles de 
Thabit : Dans son traité sur le volume de la sphère -Qawl fi Misa­
~at al~Kura 209 - il démontre que: 

pour en déduire des inégalités qui lui servent à estimer, grâce un 
choix approprié de la subdivision de l'axe de la sphère, le volume 
cherché. Dàns son traité sur la mesure du volume du paraboloide,in­
ti tulé "fi Misa:tJ.at al-Mujassam al-Mukafi' ", il justifie les expres-, 
sions de: 

n 
Ikp pour l ~ p ~ 4 
1 

par un procédé de récurrence valable, en fait, pour les séries de 
pu hisance entière quelconque. Le résultat pour p=4 interviendra en­
sui te, d'une manière essentielle, dans la détermination du volume 
d'un paraboloïde de révolution que ni les mathématiciens grecs ni 

'd, b 1 • t ' l t l · 210 ses pre ecesseurs ara es n avaien reso ue avan ui • 
Dans un tout autre cadre enfin,as-Samaw'al retrouvera, dans la pre­
mière moitié du XIIe siècle, l'expression de f k3 , par un procédé 
. d t. ' 1 . d R f C 1 H · · -b 2ll 

1 

1 en 1que a ce u1 u a a. - iJa • 

Cela dit, les éléments que nous venons d'évoquer sont loin de suf­

fire pour conclure à un passage de cette tradition du Centre vers 
l'Ouest. Après tout, as-Samaw'al lui-même, en revendiquant la dé­
monstration de l'un de ces résultats, donne l'impression que l'on 
pouvait être chercheur à Baghdad ou à Damas, au XIIe siècle et igno­
r1.:,r certains travaux d' Ibn Qurra ou d 'Ibn al-Haytham sur les déter­
m i nati.ons infinitésimales. C'est pourquoi, et à défaut de témoigna­

ges décisifs, l'hypothèse que nous retenons est celle d'une recher­
che arithmétique autonome qui aurait permis aux mathématiciens de 
l'Occi.dent musulrnan d'aboutir relativement tôt à ces résultats. Ce­
la expliquerait d'ailleurs la présence au Maghreb, dès le XIIe siè­

cle, de la plupart de ces propositions dans les ouvrages d'enseigne­
ment comme celui d'al-Ha~~ar. 



APPLICATION (III) : Propositions combinatoires. 

Proposition 1. : 
n-2 

c3 
n 
~ . 

= l~ p~ = 

j=l 

et [ pour 3 ~ p < n] 212 : 

Preuve : 

cP = n 

c2 = 
n 

n-1 
1: k 
1 

n(n-l)(n-2) 
6 

= n(n-1) 
2 

90 

(1) 

[En effet: Soit a1 , a 2 , ••• , an, les n éléments à combiner. 

a1 associé à a 2 , ••• , an,donne n-1 combinaisons. 

• • • 

Il Il 

a Il Il 
n-2 

a associé n-1 
D'où le résultat] • 

. . . , a Il 
n' 

Il n-2 Il 

a et a 11 11 2 11 

n-1 n' 
à an, donne 1 combinaison. 

Il Il 

Il Il 

D'autre part, à chaque élément de c!, on associe un des [n-2] élé­
ments restants. On obtient donc : 

mais comme : 
[ d'après ( 1) ] , 

il a été nécessaire de répéter,dans (n-2)c!, trois fois chaque com­
binaisons de trois éléments, elle et [deux de] ses permutations.En 

effet, la combinaison: 

{a, b, c} 

provient de : 
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{(a,b), c}, de {(a,c), b} , ou de {(b,c), a} 

Ces trois permutations correspondent donc à une seule combinaison. 
D'où: 

De même : 
c3 

4 = 4 

car, 
c2 = 6 4 

et 
c3 = (if-)c~ 4 

n-2 2 -xc 
3 n 

d'après (1), 

d'après (2), 

(2) 

pour n=4 , 

pour n=4 . 

Donc chaque combinaison de trois éléments est répétée quatre fois, 
selon quatre permutations différentes. D'où: 

c4 = (!!.::2.)03 
n 4 n 

On aura de même : 

c5 =(B=-i)c4 n 5 n 

Et, d'une façon générale: 

cP _ n(n-1) ••• (n-p+l) 
n-lx2x ••• xp 

On obtient un entier en simplifiant la fraction par élimination dei 
facteurs communs au numérateur et au dénominateur 213. 
Corollaire : 

2n-2 . n-1 ( ) ( ) 
C~n = f p~ = f (2k)2 = 2n 2n~l 2n-z 

2n-3 n-1 
3 = LP

3
j = I (2k-l)2 = (2n-1)(2n-2)(2n-3) 

G2n-l 1 1 6 



[ d I après ( 2) et le corollaire III. 2. ] • 

Proposition 2. : 
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Le nombre de permutations [Pn] d'un ensemble à n éléments est: 

Preuve: 

car {a,b} fournit: (a,b) et (b,a). 
Si on leur adjoint une troisième lettre c, alors: 

Donc : 

(c,a,b) 

(a, b) =} (a,c, b) 

(a,b,c) 

(c,b,a) 

(b,a)=} (b,c,a) 

(b,a,c) 

Si on ajoute une quatrième lettre [d] , alors chaque permutation 
précédente en donnera quatre, suivant que d est premier, second, 
troisième ou quatrième [dans la suite des quatre éléments]. Donc : 

P4 = 2.3.4 

et le procédé est identique pour n > 4. 

Corollaire: 

Le nombre d'arrangements A~ den objets p à p est: 

A~= n(n-1) ••• (n-p+l) 

Preuve: 

Par définition,~ est le nombre de combinaisons den objets p à p, 
avec toutes leurs permutations. [Donc : 

d'où le résultat d'après les deux propositions précédentes]. 
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Proposition 3. : 

Une combinaison den objets étant donnée, déterminer le type de con• 
figuration et sa longueur minimale qui englobe les Pn permutations 
de la combinaison donnée 214 • 

Preuve: 

Soit a1 , a 2 , ••• , an, l'une quelconque des Pn permutations. Alors 
la configuration cherchée contient n(n-1)+1 éléments disposés ainsi: 

(n-1) fois 
Cela se voit par induction 215 • 

Application: 

Chaque jour, pendant quatre jours, une personne [musulmane] oublie 
de faire une prière [les prières oubliées étant toutes différentes]. 
Voulant rattraper le retard, mais ignorant l'ordre, dans le temps, 
des prières oubliées [et ne voulant pas, manifestement, faire plus 
de prières que ne l'exige le dogme] , elle voudrait connaitre le 
nombre minimal de prières à faire et 1•ordre de leur éxécution pour 
qu'elle soit assurée de faire une et une seule fois ses quatre pri­
ères dans l'ordre de leur oubli. 

Réponse: Elle doit faire, dans ce cas, 13 prières [d'après la pro­
position 3.) • 

REMARQUES: 

(1)- Les raisonnements de type combinatoire qui interviennent 
pour établir les expressions des combinaisons (proposition 1.) et 
des permutations (proposition 2.) sont associés à des raisonnements 
arithmétiques de deux types : Raisonnement général et méthodes in­
ductives. Ces dernières apparaissent sous deux formes: La régres­
sion utilisée selon une démarche quasi-générale pour l'indice p,et 

tout à fait générale pour l'indice n, et une seconde induction d'un 
type assez proche de l'axiome de récurrence, tout en étant plus 
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complexe: assez proche dans la mesure où le résultat de l'étape k 
s'exprime en fonction de celui supposé vrai de l'étape k-1 et où 
(Pk étant la proposition d'ordre k) la démonstration de l'implica­
tion : Pk-l--,,. Pk utilise les Pj pour 1 ~ j ~ k-1 ; plus complexe par 
le fait qu'elle opère sur des expressions à double indice, n qui 
est quelconque et k sur lequel porte la récurrence. 

(2)- L'exposé des résultats combinatoires fait par Lévi Ben Ger­
son se distingue de celui d'Ibn al-Banna' à la fois par l'ordre de 
présentation et par le contenu: Dans la première partie de son li­
vre, il démontre les propositions dans l'ordre suivant 216 : 

(1) Pn = nPn-1 

(2) A2 = n(n-1) n 

(3) Ap+l 
n = (n-p)AP n 

(4) Ap = 
n ( p' )CP . n 

(5) cn-p 
n = cP n 

et, dans le chapitre 4, il explicite les résultats (1), (3) et (4): 

(l') Pn = lx2x3 ••• xn 

(2') Ap = n(n-1) • • • (n-p+l) n 

(3 ') cP n{n-ll • • • {n-32+1) = lx2x3 n . . . xp 

La proposition (5) n'est évo.quée ni par Ibn al-Banna' ni par ses 
commentateurs et, contrairement à Lévi Ben Gerson, les maghrébins 
établissent d'abord l'expression des C~ pour en déduire celle des 

A~, à l'aide de la relation (4) 

(3)- La proposition 2., donnant les C~ en fonction des c~-l, n'a 
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pas d'équivalent chez Lévi Ben Gerson. Comme l'a déjà signalé E.Cou.­
met217, ce résultat a longtemps été attribué à Pascal qui l*exprime 
ainsi dans sa proposition V du traité des combinaisons 

cP-1 
...!L. 
cP 

n 
= 

p 
(1) 

n-p+l 

et qu'il explicite dans son problème II, sous la forme 218 : 

cP = n(n-1) ••• (n-p+l) 
n 1 2 ••• p 

En 1950, C.B. Boyer 219 montrait que,dans la première moitié du XVI9 

siècle, Cardan utilisait déjà la relation (1). Les éléments que 
nous avons exposés montrent donc, d'une manière indiscutable que, 
deux siècles avant Cardan, la proposition (1) était non seulement 
connue et utilisée, mais exprimée dans sa généralité et démontrée 
selon une méthode générale qui ne se réduit pas à une identifica­
tion entre les C~ et les éléments d'une configuration plane. 

(4)- L'importance des résultats combinatoires établis et utilisés 
aux XIIIe-XIVe siècles tant par les maghrébins que par les français 
de Provence, tient beaucoup plus à leur caractère achevé et à leurs 
liaisons internes qu'à leur nombre et à la diversité de leurs do­
maines d'application. Les démarches qui les fondent paraissent plus 
élaborées que celles qui caractérisent les travaux combinatoires 
des mathématiciens européens de la renaissance comme Stifel, Mauro­
lico, Cardan et Clavius, ou même du XVIIe siècle comme Mersenne. En 
effet, chez ces derniers, la résolution d'une multitude de problè­
mes concrets n'aboutit pas à l'élaboration de propositions libérées 
du particularisme de ces problèmes et intervenant comme des lois 
générales. De ce point de vue, la combinatoire des XIIIe-XIVe siè­
cles était en avance sur celle des XVe-XVIe siècles, même si, pour 
des raisons plus sociales et culturelles que mathématiques, elle 
s'est trouvée limitée dans ses applications. 
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La différence que l'on observe entre ces deux états de la combina­
toire ne signifie pourtant pas qu'il y eut, dans ce domaine, une 
totale rupture de la transmission des connaissances dans les sens 
Sud-Nord et Est-Ouest. En fait, si la tradition que l'on pourrait 
appeler 11mathématique", semble avoir connu des difficultés de dif­
fusion, cela n'a pas été le cas pour la tradition "astrologique" ou 
"théologique" véhiculée par les utilisateurs européens des zayrija 
maghrébines 220 , par certains écrits célèbres de cabalistes juifs 221 

et par les héritiers de la pensée de Ramon 1u11 222 • 

(5)- La proposition 3. présente, à notre avis, un double intérêt: 
Le premier est de confirmer la démarche d'Ibn al-Banna' qui con­
ciste, à partir de problèmes concrets, d'établir ou d'exprimer des 
résultats combinatoires généraux qu'il applique, dans un troisième 
temps, aux problèmes rencontrés. Cela est d'autant plus manifeste 
que, dans ce cas précis, la généralité ne provient ni de l'impor­
tance du domaine d'application, ni de la démonstration (qui se ré­
duit à des essais successifs), mais de la seule formulation du pro­
blème. 
Le second intérêt de cette proposition réside dans le fait qu'elle 
concerne également le domaine de l'optimisation. En effet, il s'a­
git, ici, non seulement de résoudre un problème, mais d'en donner 
la meilleure solution, c'est-à-dire celle qui nécessite le moins 
d'opérations possible. De ce point de vue, la proposition est à 
rapprocher d'un autre problème (de nature combinatoire d'ailleurs), 
que l'auteur résoud dans le Raf' al-Hijab pour illustrer le chapi­
tre des progressions géométriques 223 : 
Il s'agit de déterminer n mesures de poids, différentes et entières 
pour que l'on puisse peser toute charge dont le poids (supposé en­
tier) est compris entre la plus petite des mesures et leur somme. 
Cela équivaut à montrer qu'il existe des suites (uk), l~k~n, tel­
les que, pour tout entier m, vérifiant: 

n 

1 ~ m ~ ~ uk , 
1 

il existe une suite (ak), l~k~n et ak valant O, 1 ou -1, telle 



que n 

m = I akuk 
1 

En ne donnant que la solution : ( uk) = ( 3k) , 0 ~ k ~ n , 
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et "pas d'autres", comme il le précise lui-même, l'auteur sous-en­

tendait que c'était la seule progression géométrique qui permettait 
de peser le maximum de charge avec le minimum de poids 224 • 

Ce souci d'optimisation se retrouve chez l'auteur à propos des opé­

rations du calcul, en particulier dans le chapitre du Talkhis trai­
tant du produit : 

En exposant, dans le détail, pas moins de seize algorithmes de cal­
cul d'un produit, Ibn al-Banna' ne visait pas le recensement de 
tous les procédés connus, ou la simple illustration de règles arith­
métiques et algébriques. Comme il le dit lui-même plus tard 225 , son 

but était de donner à la fois des algorithmes généraux et d'autres 
plus optimaux dans telle ou telle situation particulière. Pour jus­

tifier cette démarche, son commentateur Ibn al-Majdi va jusqu'à dé­
nombrer les opérations élémentaires qui interviennent dans les pro­
duits par translation et par semi-translation, lorsque les deux 

nombres à multiplier sont identiques : 
Si (T) et (ST) sont les opérations en question et n le nombre de 

chiffres du nombre à multiplier par lui-même, alors le nombre de 
produits élémentaires est de n 2 dans (T) et de n(~+l) dans (ST) ; 

soit un gain de (n 2-n)/2 opérations. D'autre part, le gain dans les 

translations effectuées est de moitié quand on passe de l'une à 

l'autre : De n(n-1) dans (T), ce nombre se réduit à n(n-1)/2 dans 
(ST) 226. 

(6)- Dans son commentaire relatif à ces propositions, Ibn al-Maj­
di donnera un complément et une généralisation 226bis. 

1.- Au corollaire sur les arrangements, il ajoute la remarque sui­

vante : Il y a deux espèces d'arrangements avec répétition, la pre­
mière est celle où une seule lettre est répétée dans une combinai­
son, la seconde est celle où la répétition concerne toutes les let-
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t]:'.es à la fois : 
a)- Répétition d'une seule lettre. 

Soit (a 1 ,a 2 , ••• ,an) une combinaison den éléments ; alors le nom­
bre d'arrangements que l'on peut en déduire lorsqu'on répète une 
seule lettre p fois, n-1 ~ p~ n, est de :n(n-1)+1. L'auteur le mon-

( < ) , , tre pour n=4 et donc 3 ~ p ~ 4 , en enumerant les 13 figures. Chacu-
ne des (n-1) lettres répétées pouvant prendre n positions dans la 
combinaison, on a bien n(n-1) figures auxquelles on ajoute celle où 
toutes les lettres sont identiques. Finalement, comme on peut répé­
ter l'opération pour chacune des n lettres, le nombre total de fi­
gures de ce type est de n[n(n-1)+1]. 

b)- Répétition de toutes les lettres. 
Il s'agit du dénombrement des arrangements den objets p à p, avec 
répétition. L'auteur donne la formule : A~= nP, pour n=4, 1~ p < 4 
et pour n=28, 2 ~ p ~ 3, en disant qu'elle est vraie pour 4 < p ~ n. 

2.- Quant à la proposition 3., l'auteur en explicite d'abord la 
preuve en montrant que, étant donné la permutation (a 1 ,a 2 , ••• ,an), 
il faut raisonner comme si le résultat cherché correspondait à la 
permutation la plus défavorable, c'est à dire (an,an_ 1 , ••• ,a 2 ,a 1 ). 
Puis il généralise le résultat en supposant que la personne a, cet­
te fois-ci, oublié de faire p prières sur les n, en ignorant à la 
fois quelles p prières parmi les n ont été oubliées et dans quel 
ordre. La question se ramène alors aux combinaisons den objets p à 

p, chaque combinaison exigeant p(p-1)+1 prières, soit au total: 

(p(p-l)+l)xc~ • 

* * * * * * 
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Ill. 3. Exemples de problèmes combinatoires 

I. Combinaisons de fractions et d'entiers. 

1. Chez Ibn al-Banna'. 

a)- Dans son livre cité sous le titre de Arbac Maqalat, il 
considère les différentes combinaisons de fractions et d'entiers 
liés par les opérations arithmétiques et dont le calcul est soumis, 
pour chaque opération, à une seule règle. Il dénombre 75 formes de 
sommes qu'il obtient ainsi : Si on note (fi), 1 ~ i ~ 5, les cinq 
types de fractions définies par l'auteur (voir chapitre II), e, un 
entier et gi = e+fi, alors on a 

De la même manière, il obtient 85 écritures pour les soustractions 
de fractions et d'entiers, 85 pour les produits, 96 pour les divi­
sions, 96 pour les dénominations et enfin 10 pour la réduction et 
la restauration 227. 

b)- Lorsqu'il s'agit de fractions élémentaires (de la for­
me 1), il dénombre toutes les écritures ou formulations possibles n 
de leur produit, pour montrer l'utilité de les ramener, grâce à la 

commutativité à une expression unique. Il procède ainsi, (ai),l~i~4 
étant des entiers : _L fournit une deuxième figure a~ , tandis 

al a2 2 1 

que 1 fournit 6 figures et "comme 

tu as appris dans la combinaison des lettres avec permutation dans 
le chapitre de l'addition" précise-t-i1 228 • 
Dans son commentaire du Raf< al-Hijab, Ibn HaydÜr explicite ces ré­
sultats par l'énumération,dans des tableaux, des différentes permu­
tations pour n=3 et n=4, en précisant que 24=lx2x3x4 229 • 

Certains de ces dénombrements seront repris et explicités par Ibn 

Qunfüdh dans Hatt an-Niqab et par YacqÜb al-Muwa~~idi dans Ta~~Il 
al-Muna< 23o)." ·· 
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2. Chez Ibn HaydÜr. 

Dans le Tam~I~, il commence par dénombrer les combinaisons des cinq 
types de fractions, p à p, 2 ~ p ~ 5 : 

"Dans ces cinq fractions, ( ••• ) il y a 26 combinaisons dont 10 pour 
les combinaisons deux à deux, [ 10] aussi pour les combinaisons trois 
à trois, 5 pour les combinaisons quatre à quatre et une pour les 
combinaisons cinq à cinq. Donc le nombre de figures simples et com­
posées de leurs questions est 31" ; ce qui correspond donc à t C§ • 
Puis, il détermine les arrangements deux à deux, avec répétition de 
ces 31 combinaisons, soit 231 : 

961 , 

en y distinguant trois catégories, 31 de la forme (fi,fi), 465 de 
la forme (fi,fj), i ~ j, correspondant à c~1 et 465 de la forme 
(fj,fi) et qui sont les permutées des précédentes. 

3. Dans le manuscrit de Tunis n° 534. 

Il s•agit de dénombrer les écritures distinctes d'une somme d'en­
tiers et de fractions, ces dernières appartenant, cette fois, à 6 

types différents (au lieu de 5). 
Chaque fraction associée à deux entiers fournit trois figures: 

{e,f,e} {f,e,e} 

Mais comme il y a 6 types de fractions, on a 18 figures. 
Si on associe les fractions deux à deux, alors: 

a)- Si les fractions sont de même type, on a: 

{e,f 1 ,e,f 1 ,e} 

{e,fi,fi} ; {f.,e,f.} 
. l. l. 

soit 7 figures; et comme il y a 6 types de fractions, on a 42 fi­

gures. 
b)- Si les deux fractions sont de types différents, alors il ya 
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15x7 = 105 

figures. Le nombre total de figures est donc 165. 
Il conclut en faisant remarquer que si on combinait les fractions 
trois à trois et p à p, avec p >3, le nombre de figures augmente­
rait beaucoup 232 • 

4. Dans le manuscrit de Tunis n° 561. 

Le commentateur anonyme du Talkhis se propose de dénombrer les pro­
duits de fractions et d'entiers. 

a)- Les produits simples de fractions et d'entiers sont de trois 
sortes: 

exe, fxf, exf 

b)- Comme il y a 5 types de fractions et que chacune d'elle peut 
s'associer à l'entier [par addition], alors, compte tenu de la pré­
sence ou non de l'entier avec elles, on a 10 combinaisons : 
[En effet, si on note (fi), 1~ i ~ 5, les fractions, on a : 

A = { e x ( e+ fi ) ; 1 ~ i 2 5 } u { ex fi ; 1 2 i 2 5 } 

d'où card(A) = 10]. 
c)- Chacune de ces 10 figures est multipliée par elle-même et 

par toutes les autres ainsi que par l'entier seul. On a finalement 
110 figures les 10 premières et les 100 arrangements de 10 figures 
deux à deux, avec répétition. 
L'auteur conclut en remarquant que "ces espèces sont celles qu'a 
longuement traitées le livre du professeur AbÜ Bakr 'Ayyas al-~a~­
~ar ainsi que d'autres auteurs en mathématique, aucun d'eux ne les 
ayant épuisées; et elles atteignent un [nombre] plus grand que ce­
lui-ci, par leurs combinaisons l'une à l'autre, surtout si on con­
sidère leurs figures obtenues avec la duplication et l'addition. 
Elles atteignent alors des milliers en nombre illimité" 233 • 
Puis l'auteur conclut en exposant quatre méthodes de calcul de ces 
différents produits. 
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II. Dénombrement de rapports simples et composés. 

A.- Rapports simples. 

1. Chez Ibn al-Banna' 

Etant donné (a 1 , a 2 , a
3

, a4 ), des entiers positifs vérifiant : 

[que l'on désignera par la relation (P)]. L'auteur énumère les dif­
férentes opérations f. qui, appliquées à (P), fournissent des ima-

1 
ges (Pi),différentes de (P), mais équivalentes à elle. 
Il part des quatre opérations élémentaires : L'interversion (f 1 ), 
la permutation (f 2 ), la composition (f 3 ) et la différentiation (f 4 ) 
qui sont définies ainsi : 

f 1 (P) =} 
al a2 

f 2(P) =} ~ ~ = = 
a3 a4 al a3 

t
3

(P) =} 
a1+a2 a3+a4 

= ai aj 
i = 1 ou 2; j = 3 ou 4. 

f 4 (P) =} 
a2-al a4-a3 

= ai aj 

Puis il énumère, d'une façon incomplète d'ailleurs, les opérations 
obtenues par composition des fi, deux à deux et trois à trois (la 
composition étant entendue, ici, dans son sens fonctionnel), pour 
conclure à l'équivalence de toutes les relations obtenues 234 • 

2. Chez Ibn al-Majdî. 

C'est, à notre connaissance, le seul commentateur d'Ibn al-Banna' 
qui a explicité l'aspect combinatoire de ce problème dont l'inté­

rêt réside dans la manipulation d'objets abstraits ne bénéficiant 

pas encore de symboles propres. 
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Voici comment il procède : Après avoir écrit les images fi(P), sous 
forme de suites ordonnées de 4 éléments chacune235 : 

il dénombre ce qu'il appelle les "combinaisons 2 à 2" qui sont ici 
les arrangements des fi 2 à 2, soit 12 figures qu'il énumère ainsi: 

f 2of 1 , f
3

of 1 , f
4

of 1 
f 1of 2 , f 3or 2 , r 4of 2 
f 1 of 3 , f 2of

3 
, f 4of 3 

(1) 

f 1of 4 , f 2or 4 , f
3

of 4 

Puis il considère les "combinaisons 3 à 3" qui donnent 36 (soit, 
3xA~) éléments car chaque élément de (1) permet trois composition 

tiens. En effet, aux Al arrangements, il faut ajouter les éléments 
de la forme : 

i :/= j 

fkof.of. , fief.of. , f.of.of. 
1 J J 1 J 1 J 

i :t= j :/= k. 

Il dénombre enfin les "combinaisons 4 à 4" et obtient 108 éléments 

soit, 32xA!. 

REMARQUE: 
Les arrangements de la forme fiofi, fiofiofj et les autres du même 
type ont été volontairement négligés dans le dénombrement car, pré­
cise l'auteur, "ils [les mathématiciens] ont interdit absolument 
que se succèdent deux éléments d'une même espèce parceque cela est 
possible pour certaines d'entre elles, comme la composition [car 
r3of 3 (P) :1: P] et, parmi elles, il en est pour lesquelles cela n'est 
pas possible comme la permutation car sa (propre] permutation est 
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un retour à l'origine" [c•e~t à dire f 2of 2(P) = P]. 

B.- Rapports composés. 

Ibn al-Banna• reprend, pour l'étendre, le dénombrement des rapports 
découlant de la figure sécante. 
Soit a1 , a 2 , ••• , a2n ,(n~3), une suite d'entiers positifs véri­
fiant la relation: 

(2) 

et soit A = { a1 ; a2 j+ 2 , 1 ~ j ~ n-1} et B = { a2 ; a2 j+l , l ~ j ~ n-1} 

Premier cas: n = 3. 
L'auteur dénombre les 36 écritures de (2), compte tenu de toutes 
les permutations possibles. Sa formulation du dénombrement revient 
à calculer: 

C = 2xP2xcard(A)xcard(B) 

D'autre part, lorsque (2) est issue de la figure sécante, il dénom­
bre 288 rapports composés (2x4xC), justifiés par le fait que cette 
figure est définie par l'intersection de quatre grands cercles de 
la sphère, d'où 144 rapports, chacun de ces rapports pouvant être 
obtenus de deux manières, par "composition" ou par "différencia­
tion". 

Second cas : n quelconque. 
On généralise le procédé en partant de la relation suivante, équi­
valente à (2) : 

2n-l 
= a2 na. 

3 1 

Puis, après avoir déterminé les rapports correspondant aux combi­
naisons (a 2i-l , a2i), l ~ i ~ n, on obtient les autres par permuta-

tion des (n-2) fractions du second membre de chaque rapport compo­
sé semblable à (2) 236 • 



105 

III. Dénombrement d'éguations polynomiales. 

A.- Séries et éguations. 

1. Chez Ibn al-Banna' 

a)- Les séries géométriques fournissent 16 équations différentes 
car, il y a 8 espèces de séries et deux sortes d'inconnues dans cha­
que série (un de ses éléments et sa somme)237 • En effet, dans : 

k=n 

S =L ak 
k=p 

on peut avoir: p = 0 ou p * O; a= 2 ou a* 2; n = 2m ou n * 2m. 

b)- Les séries arithmétiques fournissent 15 équations résolubles, 
car il y a cinq espèces d'inconnues: Le nombre d'éléments (n), le 
premier terme (u 1 ), le dernier terme (un), la raison (r) et la som­
me (S). Si l'une d'elle est inconnue, on a 5 équations [soit C~] • 
Si deux d'entre elles sont inconnues, on a 10 équations [soit C§J• 
Parmi ces 15 équations, 13 sont résolubles par la méthode du Tal­
khis et les deux dernières par l'algèbre 238 • 
Si on n'en connait qu'une ~u deux, les équations [respectivement à 
4 ou 3 inconnues] ne sont pas résolubles 239. 

2. Chez Ibn HaydÜr. 

Après avoir rappelé le résultat ci-dessus, en le rattachant expli­
citement à la formule des combinaisons, il complète le troisième 
cas en introduisant des conditions de résolubilité: 
Si on ignore trois éléments de la série et que l'on connaisse leurs 
sommes deux à deux, ou leurs différences deux à deux, le nombre d'é 
d'équations est égal à 60, 30 avec les sommes et 30 avec les diffé­
rences. {En effet, 2xC~ est le nombre d'équation·s de la forme : 

ou 

et c3 le nombre d'équations à trois inconnues issues de la série. 
5 2 3 

Le nombre total est donc 2xC3xc5 = 60]. 
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L'auteur conclut en rappelant que pour déterminer le nombre de com­
binaisons den objets quelconques p à p, on procède ainsi: On prend 
les éléments du problème, on écrit au dessus d'eux: a, b, c, d, ••• 
[ c'est à dire 1, 2, 3, 4, ••• ] , jusqu'au dernier élément • Alors : 

cl n. 0 2 n(n-1) 
n = Ï' n = lx2 

• 0 3 = n(n-l)(n-2) 
' n lx2x3 

et cette règle est toujours valable pour déterminer toutes les com­
binaisons240. 

B.- Géométrie et éguations. 

Dans son petit opuscule intitulé FI-t-Taksir et datant de 1291,Ibn 
al-Banna' semble viser deux buts: La classification des figures 
traditionnelles du plan et de l'espace et le dénombrement des équa­
tions issues de chacune de ces figures lorqu'elles sont identifiées 
à l'ensemble des éléments qui peuvent les caractériser. Il commence 
par donner une double classification (non exhaustived•ailleurs),la 
première en fonction de la nature du bord de chaque figure (c'est 
à dire en fonction du nombre de portions différentiables qui compo-
sent le bord) et la seconde en fonction de la nature de la surface 
(et donc des angles pour les figures planes). Puis il dénombre de 
la façon suivante les équations associées à certaines de ces figu­
res241: 

1. Le carré: 
Trois éléments (cSté, diagonale, surface). D'où 6 équations [soit t et]. Il en est de même pour le cercle (d.iamètre, périmètre,sur­
face ). 

2. Le rectangle: 
Quatre éléments (longueur, largeur, diagonale, surface). D'où 14 
équations [soit t c!J. Il en est de même pour le losange (côté, 
diagonales, surface). 

3. Le triangle: 
Cinq éléments (3côtés, hauteur, surface). D'où 30 équations [soit 

4 k 
LC5]. Il en est de m~me pour le parallélogramme, l'arc de cercle 
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4. La portion de sphère : 

Six éléments (ceux du cercle, hauteur, surface latérale, volume) • 
D'où [62 équations correspondant à te~]. 

5. Le quadrilatère quelconque : 
Sept éléments (4côtés, 2 diagonales, surface). D'où 126 équations 

6 k 
[soit ~ c7 ] • 

6. La pyramide de base quelconque B: 

On aura n éléments (ceux de B, la hauteur de la pyramide, son arête, 
sa surface latérale, son volume. 

polyèdre régulier de base B. 

n-, k 
[ D'où I C ] • Il en est de même du , n 

L'auteur conclut son opuscule en rappelant les formules donnant les 

éléments d'un triangle en fonction des autres et les aires ou sur­

faces latérales des autres figures, en se référant explicitement à 

Euclide, Archimède et au grand géomètre andalou du XIe siècle al­
Mu'tamin. 

REMARQUES : 

(1)- L'auteur précise que les équations obtenues, dont le nombre 
peut être augmenté en augmentant le nombre déléments de la figure, 
ne sont pas toutes résolubles. 

(2)- Pour dénombrer ces équations, il a nécessairement calculé 

tous les éléments du tableau d'ordre 7 (au moins) des coefficients 

d'al-KarajI. Malheureusement, aucun élément de ses écrits ne permet 

de dire qu'il a fait le rapprochement entre les deux catégories de 

nombres pour aboutir à leur identification. 

c.- Dénombrement des équations de degré supérieur à 2. 

En dehors de la remarque rapide d'Ibn KhaldÛn dans sa Muqaddima, 

nous n'avons encore rencontré aucun traité maghrébin qui fait allu­

sion, d'une manière globale, aux équations de degré supérieur ou 
égal à trois, soit pour évoquer la difficulté ou l'impossibilité 

de leur résolution algébrique, soit pour les dénombrer. Mais nous 
avons déjà signalé les tentatives de l'école égyptienne des XIVe -

XVe siècles pour résoudre certaines de ces équations. Il n'est donc 

pas étonnant qu'ils se soient préoccupés de leur classification et 
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de leur énumération. En fait, on fera mieux puisque s'aidant des 
premiers outils combinatoires, on établira des formules générales 
donnant le nombre d'équations de degré inférieur ou égal à n (avec 
n quelconque) et composées de 2, 3, 4, 5 monômes (ou même plus si 
on poursuit la récurrence qui est utilisée). 
Voici cette démarche telle qu'elle est exposée, dans le détail, par 
Ibn al-MajdÏ dans la conclusion de son ijâwï -1-Lubab 242 : 
Le nombre des équations ne se limite pas aux six canoniques. Elles 
ne s'y limitent que si l'on considère seulement les trois espèces : 
Les nombres. les choses et les carrés • Si on les considère avec 
celles qui leur sont supérieures, on aboutit à des équations en 
nombre illimité à cause du nombre infini des espèces. 

1)- Si on considère 4 espèces de monômes, les cubes avec les 
degrés inférieurs, leurs équations se limitent à 25 figures : 
6 équations binômes (une espèce égale une espèce), 12 trinômes (une 
espèce égale deux espèces), 4 quadrinômes (1,3), 3 autres quadri­
nômes (2,2) 243 • 

2)- Si on considère 5 espèces, le nombre de figures est 90: 
10 binômes, 30 trinômes, 20 quadrinômes (1,3), 15 quadrinômes (2,2), 
10 à cinq monômes (2,3) et 5 autres à cinq monômes (1,4). 

3)- Si on considère n espèces, n quelconque : 
a)- Equations binômes: 

Leur nombre est égal à celui des combinaisons den objets 2 à 2: 

N(l,l) = (n2l)n (1) 

b)- Equations trinômes: 
On multiplie le nombre des équations simples par (n-2). [Cela re­
vient à combiner chaque couple de (1) aux (n-2) monômes restants]: 

N(l,2) = (n-2)xN(l,l) 

c)- Equations quadrinômes : 
Si le nombre de monômes est 3, le dénombrement s'achève là. Sinon, 
on sait que les équations quadrinômes sont de deux types : (1,3) et 

(2,2). D'où: 
N(l,3) = {~:g)xN(l,2) 
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[Cela revient à combiner les deux éléments du second membre de cha­
que équation de type (1,2) à un des (n-3) éléments restants. D'où 
le produit par (n-3). Mais comme les équations: 

a xP = a xq + arxr p q 

a xP a xq + s 
= a

8
x p q 

a xP r a xs = arx + p s 

fournissent la .. combinaison . meme . 
a xP = a xq + -r 

p q arx + asx 
s 

p~q;1:r;t:s; 
O~p,q,r,s~n-1. 

lorsqu'on leur ajoute respectivement a
8
x 8

, arxr, aqxq, il est néces­
saire de diviser par 3]. 
D'autre part: 

[ car cela revient à combiner l'élément du premier membre de chaque 
équation de type (1,2) aux (n-3) éléments restants. Mais comme les 
équations • • 

a xP p = ·a xq + q 
a xr 

r 

a xq = a xP + a xs 
q p s 

a xr = a xP + a xs 
r p s 

s a xq + a xr asx ::::: q r 

fournissent la .. équation • meme . 
a xP + a xs = a xq r 

p s q + arx , 

il est nécessaire de diviser par 4 ]. 
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d)- Eguations à cinq monômes : 
Elles sont de deux types : (1,4) et (2,3). D'où: 

N(l,4) = (n44)xN(l,3) 

[car cela revient à combiner les éléments du second membre de cha­
que équati~n de type (1,3), aux (n-4) éléments restants. Mais com-
me les équations . • 

a xP= p a xq + 
q 

a xr + r 
a xs 

s 

a xP= a x4 + r a xt 
p q arx + t 

a xP= p a x4 + q a xs + s 
a xt 

t 

a xP= r s a xt 
p arx + a

6
x + t 

fournissent la même équation . . 
apx = 

q r 
a4x + arx + asxs + 

il est nécessaire de diviser par 4]. 
D'autre part: 

N(2.3) = jx(n-4)xN(2,2) 

a xt 
t 

[car cela revient à ajouter au premier membre de chaque équation de 
type (1,3) ou aux membres de chaque équation de type (2,2) un des 
(n-4) éléments restants. L'auteur choisit de porter la récurrence 
sur les équations de type (2,2) : Comme le cinquième élément peut 
se combiner à l'un ou l'autre membre de chaque équation et que: 

a xP ~> -,rQ r 
+ a xs + = arx p ·'q"' s 

a xP + a xq -· a xr -+ a xt 
p q r t 

p 
+ a xq = a x8 

+ a xt a X p q s t 
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fournissent la même équation: 

il est nécessaire de multiplier par 2 et de diviser par 3]. 
Si l'auteur avait porté la récurrence sur les équations de type 
(1,3), il aurait eu: 

car comme: 

a xP a xq + r a xs = arx + p q s 

a xt = a xq + arxr + a xs 
t q s 

fournissent la ... équation • meme . 
apxP + atxt = a xq 

q + a xr r + a xs s 

il aurait été nécessaire de diviser par 2. D'où le résultat. 
Pour conclure, Ibn al-Majdi applique ces formules aux cas: 

• , 
' 

en précisant que ce chapitre est vaste et que le nombre de figures 
de ses combinaisons est sans limite, compte tenu de la multiplica­
tion des espèces 244 • 

REMARQUE: 

Pour résoudre les différents problèmes que nous venons d'évoquer, 
leurs auteurs ont introduit, en mathématique, une terminologie com­
binatoire empruntée peut-êtr'e, à l'origine, aux linguistes du VIIIe 
siècle et enrichie plus tard de quelques termes. Mais, compte tenu 
des différents concepts combinatoires, cet enrichissement ne s'est 
pas fait, semble-t-il, dans le sens d'une spécialisation de cer­
tains éléments de ce vocabulaire. C'est ainsi qu'en dehors des com­
binaisons sans répétition, nous n'avons pas rencontré de termes 



112 

distincts pour désigner les permutations, les arrangements avec ou 

sans répétition et les combinaisons avec répétition. Il y a bien un 

une exception, celle du commentaire du Kasf al-Asrar Can ~urÜf al­
Ghubar d'al-Qal~adi,rédigé au XIXe siècle par Muhammad îfayyas, où 
chacun des concepts de combinaison, permutation, arrangement est 
désigné par un mot différent. Mais, n'ayant pas analysé son contenu, 

nous ne pouvons pas affirmer qu'il se rattache à la tradition com­
binatoire dont nous venons d'exposer quelques aspects 245 • 

* * * * * 
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écrits mathématiques arabes n'en manquent pas. Bien plus, certains aspects com­
me l'utilisation des tableaux dans les problèmes d'approximation (pour ne citer 
que cet exemple), sont suffisamment élaborés pour mériter qu'on en suive la ge­
nèse et l'évolution. 

(91)- La Muqaddima, op.cit. p. 1054. 

(92)- F. Woepcke, Notations algébriques ••• , op.oit. PP• 352-73. 

(93)- H. Suter, Das Rechenbuch des AbÜ Zakariyya al Ha~~ar, op.oit. pp.19 et s~ 

(94)- B. Boncompagni, Il Liber Abbaoi di Leonardo Pisano, Rome 1867. 

(95)- Ibn QunfÜdh, Hatt a.n-Niqab <an WujÜh al-Hisab, mss. Rabat, n° D.1678.Pour 
la vie de cet auteur, 

0

Ôf. l'article de M. Hadj.Sadok in FJncyclopédie de l'Islam 
nouvelle édition, p. 867. Pour ses écrits mathématiques, cf. Durrat al-Hijal, 
Rabat, 1934, p. 60, n° 150. Pour al-Mawa~idÎ, nous reprenons l'information don­
née par Sarton, Introduction to the history of science, 3, II. p. 1765. 

(96)- Le symbolisme des fractions est absent du Talkhis d'Ibn al-Banna' et du 
- - • e Jami c d 'Ibn Haydur, mais on le trouve dans des ouvrages plus accessibles d11XIV 

siècle, comme le Hatt a.n-Niqab d'Ibn QunfÜdh, le Kitab d'al-Huwari (mss. India 
Office, n° Loth 7701°ou les Arbac Maqalat d'Ibn al-Banna' lui-même. Pour ce de~ 
nier traité, of. mss. Tunis, n° 9722, ff. 96a-13la. 

(97)- De ce point de vue, le Talkhis d'Ibn al-Banna•, véritable concentré de 
toutes les opérations du calcul arithmétique et algébrique, peut être considé­
ré, à travers la concision excessive de son expression littérale, comme une ré­
action "traditionaliste" à ce qui était jugé, peut-être, comme un excès de sym­
bolisme dans les traités qui l'ont précédé. C'est en tout cas une des interpré­
tations possibles du fameux passage de la muqaddima (op.oit. pp. 1054-55). 

{98)- Talkhis al-clbarat wa I1a~ al-Isarat cala Dhawat al-Asma' wa-l-Munfa!i3ilat 
(résumé des expressions et explicitation des signes sur les nombres à deux 
noms et les apotomes), est le titre d'un opuscule sur le calcul par radicaux 
qui utilise abondamment le symbolisme. Cf. mss. Alger, n° 1450, ff. la-9a. 
al-Qalsadf,qua.nt à lui, justifie son commentaire sur l'urjÜza d'Ibn al-Yasamin 
par "l;hermétisme de l'expression" de certains commentateurs qui "se contentent 
du symbole et du signe". Cf. mss. Alger, n° 2193, f. 20b. 

(99)- HawÎ-1-Lubab, op. ci t. ff. 16a et 146a pour le symbolisme. des équations, 
ff. 6lâ-77a pour les fractions, ff. 183a et sq. et ff. 9lb-105a pour les raci­
nes. La seule différence à signaler entre ce symbolisme et celui en cours au 
Maghreb, à la même époq_ue, concerne les chiffres. Chez Ibn al-Majdi, on trouve 
les signes suivants: 

q, /\,V, '1, 8, ~' Î, t-', 1, o 
q_ue l'auteur surnomme "chiffres indiens". 
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(100)- F. Sezgin,op.cit. pp. 314-21 pour al-KÜhi et PP• 358-74 pour Ibn al-Hay­
tham. 

(101)- Pour leur origine, of. Encyclopédie de l'Islam au mot Ghobar. Cf. égale­
ment Ibn al-Banna', al Arbac Maqalat, op.oit. f. 100a. Par la suite, nous tran& 
orirons le quatre et le cinq en symboles actuels. 

(102)- Plus généralement, toutes les fractions de la forme: 
m - ; l;:, m < n et n > 1. n 

Quant au zéro, il a désormais, dans les calculs et les résultats, une écriture 
rationnelle de la forme: 

0 
ri ; n > 1. 

(103)- Respectivement: 

et O O 1 3 1 1 _g + 2xl + lxlx! 
7 6 7 8 6 7 

-+-x-+-x-x-
7 6 7 8 6 7 a 

Plus généralement: 

a a n n-1 
b b n n-1 

(104)- Qui signifie: 

Îx2xi 
7 6 0 

....!! 
bn 

C'est cette même écriture que l'on trouve à la fois chez al-Huwarî, dans son 
commentaire du Talkhis, et chez al-Qal~adi, un siècle plus tard; mais oe der­
nier signale l'existence de deux autres notations moins utilisées que la pre­
mière: 

3 5 2 et 3 5 2 
8 . . 6 :. 7 8. 1 6 Î 7 

Cf. mss. Tunis, n° 8607, f. 120b. Dans Tu:!1fat ai-'fullab, on trouve:- 3-•-o--.5 •.• o-2 
8 6 7 

(105)- Qui signifie: 

l + ( .2 + 1xl) + ( _g_xl) 
7 9 ~ 9 5 3 

Cela se généralise à toute somme de fractions de l'un des trois types précé­
dents. 

( 1 3 5 106)- Si A= 3 4 Î 1 1411 et B = 6 5 3 

la première signifie: A - B.A; la seconde: 

1 _ (l _ ( 1 _ lxl )xl]xl 
2 4 2 3 2 4 2 



(107)- Respectivement: ( l + .l )-( 1 + l) 
3 4 8 3 

(108)- On a: 
a) : b) : ; x 2 • 

et -2. _ 1 _ .l _ l 
11 8 4 3 • 

Qu.a.nt au troisième, il peut avoir deux significations: 

1 X (2 + .l) 
9 5 

(1) ; ou bien: {2). 
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(La troisième lecture est exclue grâce à la convention faite dans b)-). 
Pour éviter la confusion entre les deux écritures restantes, les symboles sui­
vants, proches des parenthèses actuelles, ont été utilisés: 

3 
2~ pour (1) • et ~ 2 1 pour (2). 5 ' 5 9 

Cf. Kasf al-Jilbab ••• , op.oit. f. 32a. Dans une oopie d'un autre ouvrage d'al-
Qal~ad.i, on trouve: 

.l 2] 1 pour (1) ; et .l l2 1 pour (2). 5 9 5 9 
Cf• Kasf al-Asrar Can c11m ~urÜf _al-Gbubar, mss. Alger, n° 2209, ff. lb-23b. • 

(109)- Le ùet le J sont respectivement la première lettre de Qisma (division) 
et la derni~re lettre de cAdala (égaler). Dans toutes oes notations et dans oe~ 
les qui suivront les points diacritiques sont négligés par les utilisateurs. 

(110)- Respectivement : J8 , JT7, 2xy'8, ½xvf. 

(111)- F. Peyrard, Les Oeuvres d'Eu.clide, op.oit. Livre X, pp. 258-395. 

(112)- Ces lettres sont les premières dans les mots Say• (chose), Mal (carré), 
KaC'b (cube). x est également dit Jidhr (racine), mais on a réservé le.::- pre­
mière lettre de ce mot aux racines carrées. 

(113)- On peut penser, toutefois, que la manipulation plusieurs fois séculaire 
des équations d'al-Kh wârizml, par exemple, avec les m~mes coefficients, avait 
fini par transformer, dans la pratique des mathématiciens, ces coefficients par 
ticuliers en symboles généraux. 

(114)- Mss. Istanbul, Laleli n° 2734, ff. 1-18. Il est olas~é_anonyme.!. mais 
nous l'avons identifié comme étant le dernier chapitre du Hawi-1-Lubab d'Ibn 
al-Majdi et nous en avons informé la bibliothèque Sulaymanie d'Istanbul. Dans 
ce manuscrit, on trouve,entre autre, un tableau de multiplication des puissan­
ces de x et de leurs inverses. Ces derniers ont, pour les représenter, un sym­
bole que nous n'avons pas rencontré ailleurs,par exemple: 

est noté: 

(le •-:· étant, ici, la première lettre de Juz'). 
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(115)- Ce symbolisme des puissances est d'autant plus important qu'il accompa­
gne, dans le cas précis que nous évoquons, une factorisation polynomiale qui 
est une généralisation de celle que l'on utilise dans le calcul décimal ou à 
base a. Ainsi, pour approcher .la solution de l'équation: 

n k 
Pn (x) = b , avec : P (x) = I~x 

n 1 

on ne calcule pas directement P (x ), pour x donné, mais plut6t: n o o 

( ••• ( (a x + a 1)x + a 2)x + ••• + a..)x
0 no n- o n- o 1 

D'où l'utilité de la visualisation des puissances de x. Cf. Le Talkhis, op.oit. 
P• 51, où cet algorithme est utilisé pour la base 7. 

(116)- Tuhfat an-Nasi •In ca1â UrjÜzat Ibn al Yâsamîn d 'al-Qalsad.I, mss. Tunis, 
n° 16450,-ff. 52 et sq. En symbolisme actuel, on a: • 

( l 3 ( 1 ( 1) 3 ( 1) 12-x ; 2) 5 + 7 - r ; 3) ~ + 5 + 7 - r ; 
l 2 6 1 1) (2 6 1) (4) (5~)-( 9 + 79):x: = 12-x; (5) :X:+(5 + 7 = 12+ 9 + 79 X 

( ) .43 6 
6 ~=6+7 

Pour d'autres exemples, traités de manière identique, of. Ibn GhazI, Bughyat 
at-'ftlllâb, op.oit. ff. 75 et sq. 

(117)-.Mss. Tunis, n° 9002, f. 120b. Le problème est traité avec le capital va­
lant le carré de la part de chaque fils. Six est cette part, on a: 

( 12 () 12 l () 12 l 118)- On a : (1) JZ -x ; 2 ~ - JZ ; 3 ~ - jX ôtés de X ; 

1 2 l ( ( 1) l 2 (4) ~ de {1+ 3)x; 5) 1+ 3 x- ~ ; 

l l 2 2 { l) l 2 l 2 (6) (1+ 3):x:-~ de X ; (7) l+) x- ~ de yC ; 

1 A. 2 ( ) .4 2 1 
(8) (1+ 3)x de~ ; 9 ~ - JZ; 

(10) (1+ ~)x2- (1+ ½>x = 4x:; (11) (1+ ½)x2 
= (5+ ~)x. 

(119)- Pour un autre exemple de ce type, of. mss. Tunis, n° 9722, f. 266b, où 
il s'agit de résoudre l'équation classique (n° 8) d'AbÜ Kamil: 

X 10-x 
4 

1 - + - = +-10-x :x: 4 

(120)- Talkhis al-<Ibarat wa 14~ al-lsarit ••• ,op.cit.f.6b.Il s'agit de calcu­
ler Jx+y de la forme : 
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(1) : (a +Jb)l/2 ; (2) : (va+ b)l/2 ; (3) : ( va +Vb)l/2 • 

avec: 
a2 >b dans (1) ; a >b2 dans (2) • 

et, dans les trois cas: 

(\x2 - y2\xsup(x2, y2)) 1/2 c ~ • 

Le calcul repose sur la relation: 

(x + y) 1
/

2 
= VA+ VB 

avec: 

Les opérations sont toujours suivies d'une preuve. Ici, on vérifie que: 

(A+ B) = X et 2x\lAxVB =Y• 

(121)- Ibn Ghazi Bughyat at-Tullab, op.oit. 99a. D'après l'auteur, ce problè­
me, posé à l'origine par al.:.Ha.ssar, était connu au Maghreb sous le nom de "Sab­
tiyya'', en référence à la villé•marooaine de Sabta (Ceuta) dont les mathémati­
ciens avaient échoué dans la résolution de l'équation du 4e degré qui découle 
du problème (et qui sera finalement résolue par ceux de Fès). Mais ces faits 
qui semblent remonter à la fin du XIIe siècle ou au début du XIIIe, sont trop 
isolés pour permettre de porter un jugement sur la différence de niveau mathé­
matique entre une ville étroitement liée à l'Espagne et subissant, par consé­
quent,les contrecoups de la Reconquista, et une métropole de l'intérieur du Ma­
ghreb. 
Cf. également f. lOOb. pour la résolution de ce problème avec les outils sym­
boliques. D'autre part, dans la citation faite par Ibn Ghazi d'un passage du 
livre d'al-Hassar où cette résolution est suggérée, deux autres méthodes sont 
décrites. La

0

première utilise des complétions de carrés: 

2 fc~2 + ~ + l) - l] 2 = 2 rcx + 1/ - 1]2 
t4 2 4 4 L 2 4 

1 
= 1225 + 8 

d'où x, après deux extractions de racines. La seconde repose sur le changement 
d'inconnue: 

X= (X; 1)2 

==} X( 2X - 1) = 1225 ==} X = 25 ==} x = 2 \/25 - 1 = 9 • 

Pour ce m~me problème et celui utilisant la série des cubes d'entiers pairs,cf. 
H. Suter, Das Rechenbuch des AbÜ Zakariyya al-Ha~~ar, op.oit. PP• 33-34. 
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(122)- La définition que nous adoptons ici est explicitée et justifiée dans :O. 
Berge, Principes de combinatoire, Paris 1968, pp .. 1-10. Elle est à la fois plus 
générale et plus féconde que celle donnée, par exemple, par Papy dans Mathéma­
tiques modernes, Paris 1966, t.V, p.VI, ou celle utilisée par Bourbaki dans, 
Eléments de Mathématiques, Paris 1963, Fascicule XX, Livre I, Chapitre 3, pp. 
62-66. 

(123)- Ibn Hayd!r, Tll~fat a:-~llab wa Umniyyat al-~ussab fi Sar~ ma Askala 
min Raf< al-~ijab, mss. Vatican n° 1403, f. 52b. , où l'auteur donne,comme 
exemple classique de combinaisons, les conjonctions des sept planètes, 2 à 2, 
3 à 3, ••• , 6 à 6. 

(124)- Les carrés magiques d'ordre n, classiques, sont des configurations pla­
nes constituées des n2 premiers entiers disposés sur n lignes (ou n colonnes) 
et vérifiant: 

n n n 

L aij = L aij = L aii = L aij = ; (n2 + 1) 
i=l j=l i=l i+j=n+l 

Pour les cercles magiques, of.,en particulier, al-BÜnÎ, Sa.ms al-M.a<irif al­
Kubra, Beyrouth (édition non datée). 

(125)- Dès le VIIIe siècle, KhalÎl Ibn A!1,mad avait dénombré les combinaisons 
p à p (2i P:2 5) des 28 lettres de l'alphabet arabe. Après lui, Sibawayh déter­
minait le nombre d'arrangements p à. p (2i Pi 5) de ces mêmes lettres, mais en 
tenant compte des incompatibilités de prononciation. cr. R. Ra.shed, Algèbre et 
Linguistique: L'analyse combinatoire dans la science arabe, Philosophioal 
Foundation of Science, Dordrecht (Reidel) 1974, PP• 383-99. 

(126)- La Muqaddima, op. oit., PP• 1250-56. 

(127)- Le tableau des nombres-polygones sera étudié en détail dans III. 2. Le 
procédé de l'échiquier servait, en l~bsence d'un symbolisme efficace, à. cal­
culer les nombres de la forme 2n et 2,2k, connaissant n, ou bien le nombre n 
connaissant 2n. D'après Ibn an-Nadim 1

( Fihriet),al-Missisi aurait écrit un livre 
intitulé Kitab taq.t!f Buyiit as-Si:ranj (livr~ de la dÛpÎication des cases de 
l'échiquier).Cf. Le Fihrist,édit. R.Tajad.dud, Téhéran 1971, p.340. 

(128)- Les quatre qualités élémentaires (chaleur, froideur, sécheresse, humidi­
té) qui sont à la base de la chimie et de la médecine arabes, ont vu leurs com­
binaisons traditionnelles multipliées par l'introduction, dans chaque qualité, 
de la notion de degré. Chez Jabir Ibn ~ayyân, les degrés comportent à leur tour 
sept divisions (minutes, secondes, eto ••• ). Enfin, par la classification de 
l'alphabet arabe en quatre catégories correspondant aux quatre qualités, une 
relation étroite (et souvent abusive) est établie entre les combinaisons des 
lettres et celles des qualités. Jabir va jusqu'à identifier le langage, en tant 
que composition de mots,à l'alchimie qu'il considère comme une morphologie des 
métaux. Pour tous ces aspects, of. P. Kra.us, Jabir Ibn ~ayyan: Contribution 
à l'histoire des idées scientifiques dans l'Islam, Le Caire 1942-43. 
Pour la grammaire, voire note 180,ci-dessous,relative au dénombrement de toutes 
les possibilités de lecture dtune phrase, compte tenu des règles grammaticales. 
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Pour d'autres problèmes combinatoires traités par les mathématiciens de l'Inde 
et qui ont peut-3tre été portés à la connaissance des arabes, cf. N.L. Biggs, 
The roots of combinatorics, Historia Mathematica, 6, 1979, PP• 109-136. 

(129)- En musique, la manipulation des notes et des games amenait tout naturel­
lement certains savants à étudier les combinaisons de rapports composés. Oe fut 
le cas d'al-Farabi dans son Kitab al-MÜsiqa al-Kabir. Voici, par exemple, ce 
qu'il écrivait au sujet des intervalles: "Dans le cas où deux des intervalles 
du genre sont équivalents et le troisième différent, il nous est donné de com­
biner ces intervalles de deux façons seulement, suivant qu'on place le plus 
grand intervalle à l'extrdmité ou au milieu. Dans le cas où les intervalles du 
genre sont tous inégaux, nous pouvons faire trois combinaisons: dans la pre­
mière le plus grand des trois intervalles se place à l'une des deux extrémités 
de la quarte, le plus petit à l'autre; dans la seconde, le plus grand à l'une 
des extrémités du genre, le plus petit au centre; dans la troisième, le plus 
grand intervalle est au centre; et pour chacune de ces combinaisons, on peut 
arranger les intervalles soit du grave à l'a.igu, soit de l'aigu au grave".(Trad. 
R. D'Erlanger, Paris 1930, PP• 59-60). Pour les autres aspects combinatoires de 
ce livre, of. A.K. Kubesov, Matematioheskoye nosledye al-Farabi, ch.7; oité par 
J.H.A.S., vol.2, n°l, Mai 1978, ainsi que E .. S. Kennedy, Math. Reviews,56#2733. 
Ibn Sina, de son côté, a également perçu les aspects combinatoires de la musi­
que et il y a fait allusion dans son Kitab as-Sifa. 

(130)- Rasa'il Ikhwâ.n as-Safa, :Beyrouth 1957. t.I, pp.109-113. • • 

(131)- Risala fi Tarkib <Adad al-Wafq fi-1-Murabba<ât, mss Ayasofya n° 4843/3°, 
ff. 23b-56b. (citée par F. Sezgin, op.oit. V, p. 324). 

(132)- Maqala fi A<dad al-Wafq, citée par F. Sezgin, op.oit. v, p. 372 (d'après 
Ibn Abi UsaybiCa). 

(133)- Dans son traité sur la construction de l'heptagone, Ibn al-Haytham, vou­
lant généraliser les démarches de ses prédeoesseurs, est amené à dénombrer et 
à décrire tous les partages de l'entier 7 en trois entiers et en obtient 4: 

Of. R. Re.shed, La construction de l'heptagone régulier par Ibn al-Haytham, J.H. 
A.S., vol.3, n° 2, 1979, P• 322. 

(134)- Kitab fi-s-Sakl al-Mulaqqab bi-1-Qa~~a<, mss. Alger n° 1446, ff. 83b-94a. 
Ge problème est repris par l'auteur dans un opuscule sur les rapports composés. 
Cf. mss. Paris n° 2457/15°, ff. 60b-75b. Il faut noter que dans son énumération 
des 18 premières permutations, l'auteur distingue les deux relations: 

a . 
.2. = a. 

J 

~X¾ 
a a n m 

et 
al ~ 

= -x-a a n m 
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(135)- "Si nous combinons une des six grandeurs à chacune des grandeurs restan­
tes en la rapportant à elle et que nous dénombrons tout oela, le résultat est 
de quinze combinaisons". Op. ci t. f. 92b. 

(136)- "L'ensemble des figures est [au nombre] de 18 et leurs permutées [en 
plus], c'est tout; ni plus ni moins que cela, car les six combinaisons sont 
éliminées comme nous l'avons montré dans ce qui précède". Op.oit. f. 94a. 

(137)- M.-Th. Debarnot, La trigonométrie sphérique chez les arabes de l'Est à 
la fin du X8 siècle. Thèse de 3° cycle, Paris 1980, PP• 160-202. 

(138)- Op.oit. PP• 160-62. 

(139)- Op.oit. p. 163. Nous avons simplifié le tableau d'al-BirÜni en rempla­
çant les mots aigu, droit, obtus respectivement par a, d,. o. 

A A 

(140)- Si ABC et DOE sont deux triangles sphériques opposés par le sommet, 
(~) et (m) seront dites classes associées lorsque, étant donné ABC dans (n)., 
DeE est alors dans (m). (n) est réflexive si, ABC étant de cette classe, DÔE 
l'est aussi. 

(141)- Op.oit. p. 176. 

(142)- Ce cas n'est pas dans le manuscrit des Mâqalîd étudié par M.-Th. Debar­
not, mais il semble que oe soit une omission de copiste. 

(143)- A. Pacha. Carathéodory, Traité du Quadrilatère, Constantinople 1891, 
p. 93-105, cité par M. Th. Debarnot qui reproduit le tableau des combinaisons 
suivant une configuration différente (op. oit. p. 77). 

(144)- Mss. Paris n° 4946, ff. 7b-10a. Nous avons corrigé les différentes er­
reurs du copiste sans les signaler. 

(145)- Aucun élément ne nous perrn,et d'affirmer que le traité d 1AbÜ-Kârnil était 
connu des mathématiciens maghrébins qui se sont occupés de combinatoire. Ils 
ont eu pourtant à résoudre bon nombre de problèmes d'oiseaux,donc de systèmes 
d'équations,en combinant la méthode d'induction avec les méthodes de substitu­
tion ou des plateaux; mais aucun des problèmes que nous avons pu examiner n'a 
été étudié sèlon le point de vue combinatoire. Il subsiste toutefois une inter­
rogation au sujet d'une épitre qu'Ibn HaydÜr dit avoir consacrée,entièrement à 
des problèmes d'oiseaux et qu'il a intitulée "Maqala fi Mas'alat a1-'fuyÜr".Très 
familier des problèmes combinatoires, oet auteur n'aurait pas eu de difficulté 
à les déceler dans une étude des systèmes d'équations à solutions entières. Cf. 
Tub.fat at-Tu.llab ••• , op.oit. f. 115b. • • • 

(146)- Cette question est amplement traitée par R. Rashed, Algèbre et linguis­
tiquè, op.oit. 

(147)- A. Anbouba, L'algèbre al-Ba.die d'al-KarajI, Beyrouth 1964, p. 46 ainsi 
que PP• 72-79. 
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(148)- Nous suivons ici l'analyse contenue dans al-Bahir, op.oit. pp.75~84. 
(Texte français). 

(149)- Op.oit. PP• 148-50. En rappelant le résultat partiel d'Ibn al-Haytham, 
donna.nt pour ce problème la seule solution correspondant à b=l, as-Samaw'al 
marque la différence de préoccupation des deu.:x: mathématiciens: Problème 
d'existence chez le premier, problème de dénombrement chez le second. 

(150)- La méthode qui n'est pas donnée devait être celle-ci: d = :,c; e = ~ 
avec y E Q +, quelconque et x, z solutions de ( 2). 

(151)- al-Bâhir, op.oit. p. 230. (Texte arabe). 

(152)- Op.oit. PP• 232-46. (Texte arabe). 

(153)- Op.oit. PP• 246-47. (Texte arabe). 

(154)- Nous pensons en particulier au Kitab al-MajhÜlat d'Ibn Mucadh al-Jayya.ni 
et au Ki tab al-Hay' a de Jâbir Ibn Af'lah qui étaient étudiés au Maghreb au nve 
comme en témoigne Ibn HaydÜr dans sa ~fat a!-2,,'u.llâb (op. oit. f. 123a). 

(155)- Rien ne permet encore d'affirmer que les mathématiciens maghrébins ont 
établi, ou simplement connu à travers les travaux d'al-Karaji, tout le tableau 
des coefficients des binômes en ta.nt que résultats algébriques; mais, même si 
cela eut lieu, nous pensons qu'ils ne pouvaient découvrir la correspondance 
entre chaque coefficient et le cP qui lui est égal, sans avoir au préalable dé­
terminé les lignes de ce tableauncomme résultats purement combinatoires. Les 
seuls éléments dont nous disposons et qui vont dans ce sens sont les résultats 
très partiels et dono insuffisants que donne Ibn HaydÜr: Dans le Tamhis, il 
calcule les cP, pour 1 i p;;;; 5 ( cf. Aqwal Wajiza fi Mac:ani a!_-Kasr wa-l.:.Bà.121 (a­
nonyme), mss. 5 Alger n°2101, f. lOa.). Dans Tt:qifat a~-2,,'u.llab (op.oit. f. 52b), 
il donne comme exemple de combinaisons les cP, pour 2;;;; p < 7. Quant à Ibn al­
Ba.nnâ •, il a eu l'occasion de calculer effectivement une bonne partie du tab­
leau (cf. Remarque (2), p.106), mais rien n'indique qu'il ait rassemblé ses ré­
sultats dans une configuration plane. 

(156)- Pour la linguistique, cf. R. Rashed, Algèbre et linguistique ••• , op.oit. 
Ibn Khaldün situe la renaissance des études linguistiques, en Espagne et au 
XIVe siècle. Cf. La Muqaddima, op.oit. P• 1288. 

(157)- Atunad Baba at-Tambukti cite dans Nayl al-Ibtihaj plusieurs ouvrages du 
mathématicien qui traitent plus ou moins de la. langue , en particulier : al­
Kulliyyat fi-1-<Arabiyya et Risala fi faba'i' al-~urüf wa Munâsabatiha li-1-
Ma<na. Of.~. P.-J. Renaud, Notes critiques d'histoire des sciences chez les 
musulmans, II, Hesperis X.XV 1938, PP• 39-49, 

(158)- Dans sa Muqaddima Ibn Khaldün aborde longuement certains de ces aspects; 
cf., en particulier, PP• 224-40 et PP• 1103-53. 

(159)- A titre d'exemple, voici comment procède l'astrologue lorsqu'il utilise 
le ?isâb a.n-Nim: Soit (x1, x2, ••• , xn) et (y 1, y2, ••• , ym) les lettres corn-
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posant respectivement les noms de deu:x: personnes X et Y qui sont supposées être 
en conflit. Soit: 

les valeurs numériques correspondantes. On calcule alors les classes modulo 9 
de: 

en utilisant 

n m 
a ,,,; L f(x.) 

l i 
et b = I f'(y. ) 

1 l. 

la relation : . 
~ 
I r(x. > = 
1 1 

n,_.!..___ ~ 
I f'(x.) = I r(:x:.) 
1 1 1 1 

• • 
Alors, chaque relation d'égalité ou d'inégalité entre a.et b combinée avec les 
parités de ces deu:x: nombres fournit, selon une convention précise, la victoire 
à X ou à Y. 

(160)- Cette technique divinatoire consiste à écrire toutes les suites de qua­
tre nombres composées de pairs et d'impairs; il y en a 16 correspondant à tou­
tes les possibilités de quatre tirages simultanés, avec répétition, de quatre 
urnes contenant chacone n entiers pairs et n entiers impairs. Pour plus de dé­
tails astrologiques, of. La Muqaddima, op.oit. pp. 224-30. 

(161)- Of. W. Ahrens, Die magishen Quadrate al-Bunis, Der Islam, vols 12, 157, 
1922. Egalement Carra de Vaux, Une solution arabe du problème des carrés magi­
que.z. Revue d'histoire des sciences, 1948, n°1, pp. 206-12; ainsi que M.Souissi, 
Hisab al-Wafq, Publication de l'université de Tunis n°16, 1978. 

(162)- Mss. Alger n° 613/6°, f.73b. 

(163)- En effet, mgme s'il s'était restreint à 2~ p~ 5, cela aurait exigé l'é­
numération de 378 couples de lettres, 3276 triplets, 20475 quadriplets et 98280 
quintuplets, soit 122409 figures différentes. Même rassemblées par deux sur 
chaque ligne, oela aurait nécessité plus de 2000 pages. Trois siècles plus tard 
ce travail laborieux sera partiellement réalisé par le français Mersenne dans 
sa table de "Tous les ohants qui se peuvent faire de 8 notes (octave) par la 
oombination ordinaire à sçavoir 40320" (mas. Paris, Fond français n° 24256). 
Mais cette énumération qui nécessitera un livre de 674 pages s'avérera inutile. 
Pour la contribution de Mersenne à la combinatoire, cf. E. Coumet, Mersenne, 
Frénicle et l'élaboration de l'a.na.lyse combinatoire dans la première moitié du 
XVIIe siècle, Thèse de 3° cycle, Paris 1968. 

(164)- Si la parenthèse était vraie, on serait alors en présence du tableau des 
coefficients des bin6mes, mais obtenu cette fois par une démarche strictement 
combinatoire. Il est toutefois étonnant que oe résultat ait laissé indifférents 
des mathématiciens qui se sont préoccupé de dénombrement comme les maghrébins 
Ibn al-Banna', Ibn QunfÛdh et Ibn HaydÜr ou 1 'égyptien Ibn al-Majdi. 

(165)- Tanbih al-Albab, op.cit. f. 73a et b. 
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(166)- C'était, à l'origine, le contenu des chapitres VII à XII du livre de Ni­
comaque de Gérase, "l'Introduction arithmétique". Nous savons par les référen­
ces des mathématiciens eux-mêmes que ce livre était bien connu au Maghreb, 
peut-être à travers la célèbre traduction de Thabit Ibn Qurra ou à travers le 
commentaire qu'en aurait fait le mathématicien d'Espagne Rabic Ibn Yahya al-
Usquf. Pour plus de détails, cf. F. Sezgin, op.oit. t.V, p. 164. • 

(167)- RafC al-Hijab, mss. Tunis, op.oit. ff. 12a. 

(168)- H. Freudenthal, Zur Geschichte der vollstfuldigen Induction, in A.I.H.S., 
6, 1953, PP• 17-37. 

(169)- R. Rashed, L'induction mathématique: al-Karaji, as-Samaw'al, in A.I.H.S, 
9, n°1, 1972, PP• 1-21. 

(170)- B. Pascal, Oeuvres complètes, Gallimard, Paris 1976, pp. 110-15 et PP• 
1415-21. 

(171)- Op.oit. p. 1421. Sur la combinatoire dans l'oeuvre mathématique de Pas­
cal, of. P. Raymond, De la combinatoire aux probabilités, Maspero, Paris, 1975, 
PP• 67-107. 

(172)- RafC al-Hijab, op.oit. f. 17a. 

(173)- Op.oit. f. 42a et b. 

(174)- Op.oit. f. 5a et ff. 8b-9a. 

(175)- Mss. Tunis no 9002, ff. 130a-132b. 

(176)- Mss. Tunis no 9722, ff. 116a-12la. 

(177)- C'est bien ce qui a manqué, semble-t-il,à Mersenne dans ses recherches 
combinatoires. Cf. E. Gournet, Mersenne, Frénicle ••• , op.oit. P• 9 où il est 
dit de cet auteur que "ses calculs, ses dénombrements sont étroitement mêlés 
aux usages qu'il en veut tirer, ou adhèrent fortement à certains exemples-types, 
( ••• ). En acquérant plus de savoir, Mersenne n'a pas changé de style". 

(178)- RafC al-Hijab, op.oit. f. 42b, où l'auteur renvoie au résultat déjà éta­
bli avec les lettres de l'alphabet, ainsi qu'al-Jami< ••• , op.oit. f. 49b. où 
Ibn HaydÜr utilise la correspondance entre n objets et le sous ensemble de~, 
(1, 2, ••• , n). 

(179)- Arba< Ma.q_alat, op. oit. ff~ 116a-121a. 

(180)~ Tanbih al-Albab, op.oit. ff. 69a-74a. Cette question concerne la phra­
se suivante: 

1 ..ùl.;.. ½-~--"-" d ..1.,ol?-<!...1 ..i , 0 J;lëJI ~l:JI '-:'J L:JI '-:' r~ 

où chacun des mots peut, sans changer de place, prendre un certain nombre de 
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fonctions grammaticales (7 pour le 78 mot de la phrase, 6 pour le 6e, 4 pour le 
5e, 6 pour le 4e, 6 pour le 38

, 5 pour le 8e et enfin 9 pour le dernier mot). 

(181)- Mss. Tunis n° 17956, ff. 44a-50b. 

(182)- al-Jamie••• , op.oit. f. 49b. 

(183)- Hawi-1-Lubab ••• , op.oit. ff. 193b-194a. 

(184)- Cette tradition combinatoire va se maintenir, avec des variantes et dans 
le cadre de préoccupations nouvelles, chez les linguistes des siècles suivants. 
On peut citer, en particulier, Hamza al-Isfahanf qui reprendra, dans son Kitab .. - . -al-Khasa'is wa-1-Muwazana bayna~l-'Arabiyya wa-1-Farisiyya, les dénombrements 
effectués par Khalil (cf. F. Rosenthal, An Introduction to History, 1958, III, 
P• 327, note n° 1260). Après lui, Ibn Jinni intégrera, dans sa théorie de la 
dérivation, les différents arrangements des lettres dans la langue arabe, en 
tentant d'associer à chaque combinaison trilitère un sens originel d'où dérive­
rait les sens de toutes les permutations possibles de la dite combinaison ( of9 
A. Mehiri, Les théories grammaticales d'Ibn Jinni, Tunis 1973, pp. 250-67). En 
Espagne, az-Zubaydi résumera dans son Mukhtasar le Kitab al-c~ de Khalil. Les 
dénombrements qu'il y considérera tiennent compte des contraintes liées à la 
prononciation et à l'usage. Cet ouvrage sera étudié par les maghrébins du XIVe 
siècle, comme le confirme Ibn Kha.ldün (cf. La Muqaddima, op.oit. PP• 1252) ain­
si qu' Ibn HaydÜr (TulJ.fat ~1:'fullâb, op.oit. f. 50b). Beaucoup plus tard, le 
polygraphe égyptien as-Suyuti rassemblera la plupart de ces éléments dans son 
Mushir fi °rilum al-Lugha,L; Caire, non datée, pp. 71-76. 

(185)- La Muqaddima, op.oit. pp. 1250-51. Nous reproduisons plus loin (note n° 
213) le raisonnement qui y est suivi. 

(186)- Levi Ben Gerson, Sefer Maassei Choscheb, Die Pra.xis des Reohners, édit. 
et trad. par Gerson Lange, Frankfurt am-Main, 1909, PP• 84-85. 

(187)- Il est probable que Lévi Ben Gerson qui connaissait malgré tout quelques 
rudiments d'arabe, ait pu accéder directement au contenu des plus importants 
ouvrages mathématiques de l'époque. En tout cas, il pouvait difficilement igno­
rer l'existence de la traduction du livre d'al-Hassar que son compatriote Moses 
Ibn Tibbon avait réalisée, à Montpellier, en 1271:• 

(188)- RafC al-Hijab, op.oit. f. 12a. Dans tout ce qui suit, nous nous conten­
tons de transcrire, en écriture symbolique actuelle, les propres formulations 
de l'auteur, les phrases entre crochets étant les développements que nous avons 
jugé ~tile d'ajouter. 

(189)- Dans le tableau que donne Ibn al-Majdi (pour n = m = 10, et 1~ i~ m), il 
y a une ligne supplémentaire constituée par les Pi, l~.j~n qui sont tous é­
gaux à 1. Elle permet,d'après l'auteur,de déduire les P~: 

pj = pj + pj-1 
2 l 2 2 Il obtient ainsi un tableau à n éléments. L'auteur précise qu'il n'a vu cette 
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généralisation écrite nulle part ailleurs. Cf. t1awi - 1-Lubab, op. oit. f. 22a. 

(190)- Ibn al-Banna' dit exactement: bila T~a4u1 ( sans raison) • Dans 
son commentaire (op.cit. f. 23b) Ibn al-Majdi précise que les nombres égaux 
constituent aussi une suite arithmétique dont la particularité est que u = u1 et qu'elle ne possède pas de raison. n 

(191)- 0 Et de même chaque colonne a pour raison le trigone de la colonne qui 
est avant elle". Cf. Raf' al-~ijab, mss Leyde n°0R 2818, P• 91. La phrase est 
manquante dans mss Tunis n° 9722. Pour les lignes, l'auteur s'exprime d'une ma­
nière identique: "Et ces nombres [les U~] ont pour raison un nombre égal au 
nombre de côtés de cette figure moins defut:11

• Cf. mss. Tunis, op.cit. f. 13a. 

(192)- Ces résultats qui étaient des définitions chez Hypsiclès sont démontrés 
par Diophante à l'aide de sa proposition 4 qui n'a pas d'équivalent chez Ibn 
al-Banna•. Cf. Le Livre des nombres polygones, in Diophante d'Alexandrie, in­
trod. et notes par P. Ver Eecke, Paris 1959, P• 287. 

(193)- Selon as-Samaw'al, une expression équivalente avait déjà été donnée,sans 
démonstration, par al-Karaji dans un ouvrage qui nous est encore inconnu. Cf. 
al-Bahir, op.oit. p. 120. ( Texte arabe). 

(194)- Raf< al-Hijab, op. 
la proposition suivante: 

avec (u.). de raison a., 
K J J 

oit. f. 14a et b. L'auteur utilise ioi, implicitement 
Si (1,c)ln' (1,c) 2 , ••• , (1,c)n est une sui~e de suites 

alors ( I u. . )k est une sui te de raison I a . • 
1 KJ 1 J 

Ibn al-Majdi énonce cette proposition pour n=2. Cf. ~awi-1-Lubab, op.oit. f. 
23b. 

(195)- L'énoncé est général et la démonstration qui est faite pour n=4 et m=6, 
suit aussi une démarche générale.Quant à l'écriture symbolique que nous avons 
utilisée, elle n'est pas abusive comme le prouve la formulation de l'auteur: 
"Si nous voulons additionner horizontalement n'importe quel nombre de figu­
res-lignes successives, nous additionnons les trigones successifs jusqu'au nom­
bre donné; ce sera le plus petit élément [ de la suite] , puis nous additionnons 
les trigones qui sont inférieurs [ en nombre] aux premiers de leur [ terme ] ex­
tr@me; ce sera la raison. On multipliera alors cette raison par la différence 
en nombre entre la figure du trigone et cette figure, et qui est le nombre de 
figures en colonnes moins une. On ajoute le résultat du produit au plus petit 
élément, il vient le plus grand élément [de la suite]; et c'est la somme de­
mandée de ces figures-lignes". 

(196)- Nicomaque de Gérase, Introduction arithmétique, trad. J. Bertier, Paris 
1978, PP• 109-11. 

(197)- al-BirunÎ, Kitab at-Tafhim, op.oit. PP• 29-30. 

(198)- A. Lotfi, Kitab as-Sifa, Arithmétique, Le Caire 1975, PP• 53-58. 

(199)- al-Bahir, op.oit. PP• 122-26. (Texte arabe). 



133 

(200)- Le Talkhis, op.oit. p. 54 • . 
(201)- "Tu substitues les entiers pairs aux entiers successifs, le 4 au 2, le 
6 au 3 et ainsi chaque entier pair à sa moitié; le nombre des entiers pairs 
successifs est donc égal à la moitié du dernier". Cf. RafC: al-Hijab, op. cit. 
f. 15a. 

(202)- Op,cit. f. lOb. 

(203)- Dans son exposé rédigé pour n=4, Ibn Haydur suit exactement cette démar­
che. Cf. Tuhfat at-Tullâb ••• , op.oit. ff. 47b-48a. Ibn al-Majdi donne également 
une preuve récurr~nte (pour n=4), mais en partant d'une autre décomposition du 
produit: 

Cf. Hawi - 1-Lubab, op. ci t. ff. l 7b-18a • . 
(204)- H. Suter, Das Rechenbuch des Abu Zakariyya al-Hassar, op.oit. pp. 33-34. 

(205)- al-Jamit ••• , op.oit. f. 50a. 

(206)- Bughyat a!-'fullab, op.oit. f. 16b. 

(207)- Mss. Paris n° 2457/25e, f. 123b et ff. 125b-126a. 

(208)- Mss. Paris n° 2457/24e, ff. 97a et 99a. 

(209)- Mss. Alger n° 1446, ff. 113a-119b, qui porte le titre de "Troisième des 
intermédiaires; ce dont on a besoin du livre de la sphère et du cylindre d'Ar­
chimède et qui est le volume de la sphère. Nous rapportons cela d'après le ré­
sumé du Maître AbÜ cAli Ibn al-Haytham et son commentaire". 

(210)- A.P. Juschkevitsch,Les mathématiques arabes ••• , op.oit. p. 128. 

(211)- al-Bahir, op.oit. PP• 143-44. (Texte arabe). 
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(212)- Raf' al-?ijab, op.oit. ff. 15b-17a. Le résultat est exprimé ainsi: 

"Tu multiplies le nombre de combinaisons [ cP-l] qui précède le nombre des combi­n 
naisons demandeés [ cP ] par le nombre inférieur [ à n] dont la distance à n est n 
égale au nombre d'éléments combinés [P] "•Soit: 

cP = lxcp-l 
n p n 

avec: (n- q +1) = p. 

(213)- Comme pour d'autres propositions, Ibn al-Banna' ne juge pas utile d'é­
crire la preuve pour p=2 •. On la trouve exposée pour n=28, mais selon un pro­
cédé général, par_Ibn HaydÜr, dans Tuhfat at-Tu.llab (op.oit. f. 5la-5lb), ainsi ... . . . -
que dans le Tam~i,, comme il le précise lui-même. Ibn Khaldun la reproduit à 
son tour dans sa Muqa.ddima, pour conclure .avec l • expression des arrangements 

2 
2x0 • n 

Il calcule ensuite les arrangements des 28 lettres p à p,en raisonna.nt sur p=3, 
mais en précisa.nt que la démarche est valable pour p=4 et p=5. Voici comment il 
procède : 

03 
n = ( f_ k)xc 2 

i n 
(n=28) 

oar chaque bilitère auquel on ajoute une lettre devient un trilitère. Le bili­
tère joue donc le r6le d'une seule lettre que l'on combine avec chacune des 
lettres restantes qui sont au nombre de 26. On somme ces nombres successifs de 
1 à 26 et on multiplie cette somme par le nombre de bilitères. Puis on multi­
plie le résultat par 6, le nombre des permutées d'un mot trilitère, et l'on ob­
tient l'ensemble des arrangements des lettres de l'alphabet. (Op.oit. pp.1250-
51). Soit: 

(3 ! ) (n-1} {11-2) x n(n-1) 
2 2 

qui est beaucoup plus grand que le nombre d'arrangements possibles, comme l'a­
vait déjà remarqué F. Rosenthal (op.oit. III, P• 327.). On voit que cette dé­
marche (qui est différente de celle d'Ibn al-Banna') est une tentative de géné­
ralisation du procédé d'énumération utilisé pour le cas p=2, sans la correction 
nécessaire exigée par la répétition de certaines figures. 

(214)- Ce problème est repris par Ibn HaydÜr, dans Tu.hfat at-Tullab (op.oit. f. 
53a et b, et par Ibn al-Majdi, dans le Hawi-1-Lubab • (op.oit: f. 31a) où il 
est généralisé (voir Remarque (6),ci-de;sous). L'application qui illustre ce 
corollaire est reprise, seule, dans le Tanbih al-Albab (op.oit. f. 70a). 

(215)- Le mot Istiqra' est utilisé, ici, dans le sens d'essais successifs pour 
n ~ 1, entier. 

(216) - Levi Ben Gerson, op.oit. PP• 47-55. 
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(217)- E. Coumet, Mersenne, Frénicle ••• , op.oit. p. 300. 

(218)- B. Pascal, Oeuvres complètes, op.oit. p. 157 et trad. p.1420. 

(219)- C.B. Boyer, Cardan and the Pascal Triangle, The Américan Mathematica.1 
Monthly, vol. 57, 1950, PP• 387-90. 

(220)- Ces zayrija étaient non seulement connues en Europe, mais elles ont 
mime eu une certaine vogue pendant la Renaissance :française. Transmises par les 
milieux cabalistes, elles seront su:ffisamment connues au XVII8 siècle pour 
susciter l'intérêt de personnes se préoccupant de combinatoire comme Mersenne 
qui en parle ainsi, dans un de ses livres I Passa.nt en revue les différentes 
méthodes combinatoires des cabalistes, il dit en particulier: "La seconde :fa­
çon est appelée Themurah, qui fait les changemens matériels; la troisième 
Ziruph, laquelle fait les mutations, & combinations formelles, & n'est guere 
esloignee du Zairagia. des Mores". Cf. L'!mpiété des Déistes, athées et liber 
tins de ce temps, ••• , Paris 1624, I, PP• 163-66. (cité par E. Coumet, op.oit.). 

(221)- Le plus connu de ces traités semble avoir été le Sefer Yesirah qui sera 
traduit au XVIe siècle, en latin, par G. postel et repris, en 1623, par Mersen­
ne dans son livre "Observationes, ••• , vindioantur". Cf. E. Coumet, Mersenne, 
Fréniole, ••• , op.oit. I, p. 44, n.1 et II, P• 577. 

(222)- A. Rashed, Raison et Métaphore selon Raymond Lulle, Thèse d'état, Paris 
III, 1976, P• 309, PP• 472-86, PP• 516-20. Nous dégageons de la riche étude de 
l'auteur les éléments suivants qui ooncernent notre propos: 

1.- Dans la pensée de Ramon Lull, la combinatoire intervient sous forme de 
configurations planes (carrés, triangles, cercles concentriques) constituées de 
lettres symbolisant des principes bien définis tels que bonté, grandeur, éter­
nité puissance, sagesse, etc ••• Ces configurations utilisent en fait des combi­
naisons de 9 ou 16 lettres 2 à 2 (dans la figure A) et de 9 lettres 3 à 3 (dans 
la figure IV qui permet, grâce à la mobilité de ses deux cercles intérieurs, 
d'obtenir mécaniquement toutes ces combinaisons). Certaines de ces figures sont 
reproduites dans Scientific Biography, Ramon Lull, p. 547. 

2.- La figure A de l'Ars Magna de Lull est une reprise de la configuration 
déjà utilisée par Ibn eArabi dans son Insa.' ad-Dawa 'ir. Quant aux " chambres " 
qui constituent cette figure elles font penser aux" cases" dont parle as-Sab­
ti dans son poème sur les zayrija (cf. La Mu.qaddima, op. oit. p. 1115). Enfin, 
le procédé de Lull qui consiste à considérer six séries de neuf lettres symbo­
lisa.nt respectivement les neuf principes absolus, les neufs principes relatifs, 
les neuf questions, etc ••• , est identique à celui d'al-BÜnÎ qui manipule des 
séries de sept lettres symbolisant parfois les mêmes notions (comme, par exem­
ple, la série des lettres et celle des noms divins). 

3.- Le passage de ces méthodes du milieu culturel musulman vers le milieu 
européen se traduit par un double appauvrissement: Disparition des aspects ma­
thématiques qui les structuraient et de l'idéologie qui les justifiait. 

(223)- Ra:fC al-~ijab, op. cit. f. 8a. 

(224)- N'ayant pas en vue l'idée d'optimisation, Ibn haydÜr, quant à lui, pro­
posera. plusieurs solutions, la plus optimale restant celle donnée par Ibn al-
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Banna'. Les exemples qu'il donne dans son Jamie (op.oit. f. 49a), correspondent 
aux suites suivantes: 

1.- (un)n = (3n)n ; n >o. 

2.- (vn)n = (2n) 
n ; n >o. 

3.- (w ) = (w2n)nlJ (w2n-l)n ; avec : w = V 1•U 1 ' w2n = V .u l nn 2n-l n- n- n n-

4-- (y) = (y2n)nlJ (y2n-l)n • avec: Y2n-l = w2n-l • Y2 = v 1•u n n ' ' n n- n 

Il achève le paragraphe en donnant (d'une manière incomplète) une méthode de 
construction de suite qui correspond en fait à la solution optimale: 

Dans 'J.'utlfat a.-'¼'Ullab, il reprend ces exemples après avoir commenté le propos 
d'Ibn al-Banna' en ces termes: "Son affirmation qu'elle [la suite] doit être 
selon le rapport du tiers n'est pas claire, car elle peut être selon le rapport 
du demi, du tiers, et, du demi et du tiers à la fois, en commença.nt par l'un 
quelconque des deux". Il conclut en donnant une cinquième suite dont le rapport 
des éléments successifs n'est pas cyclique: 

et qui permet d'exprimer tous les entiers de 1 à 28. (Cf. Tu~fat a~-Tullab, op. 
oit. f. 30a et b.). 
Quant à Ibn al-Majdi, il donne un commentaire qui, tout en épousant le point de 
vue d'Ibn al-Banna' sur l'optimisation, semble intégrer le problème traité au 
chapitre de l'arithmétique qui concerne la numération en base non décimale. En 
effet, il établit une analogie entre, d'un c8té les unités de la base 10 et les 
lOn, n~l (qui permettent d'exprimer tous les nombres inférieurs à I 9nlOn) et, 
de l'autre c8té, les unités de la base 3 (c'est à dire 1 et 2, avec 2 = 3-1) et 
les 3n, n ~ 1. (Cf. !{awi -1-Lubab, op. ci t. f. llb.). A vrai dire, l'auteur n 'ex­
plicite pas suffisamment ce dernier aspect, mais une remarque,faite au début de 
l'ouvrage, laisse à penser qu'il n'en ignorait pas les détails: Dans le para­
graphe traitant de la numération décimale, il réfute l'argumentation cosmogoni­
que d'Ibn al-Banna' concernant les neuf éléments (différents de zéro) de la ba­
se 10, en lui opposant la simple convention dans le choix d'une base à n élé­
ments, avec n < 10 ou bien n > 10, comme font les astronomes qui utilisent n=60. 
(Op.oit. f.3b. où l'auteur renvoie, pour plus de détails, semble-t-il, à un dè 
ses traités intitulé "al-Jamie al--Mufid fi-1-Kasf 'an UsÜl at-Taqwim wa-1-Mawi;.. . . 
lid". · 
Pour conclure, signalons l'existence de ce problème chez Bachet qui donne la 
solution optimale pour le même nombre de poids que celui considéré par Ibn al­
Banna' et ses commentateurs. Of. Problèmes plaisants et délectables qui se font 
par le nombre, par Claude Gaspar Bachet sieur de Méziriac, 5e édition, Paris 
1959, pp. 154-56. 



(225)- Raf< al-~ijab, op.oit. f. 22a et b. 

(226)- :ttâwi- 1-Lubâb, op.oit. ff. 4lb-42a. 

(226bis)- Op.oit. ff. 30b-32a. 

(227)- Arbac Maqalât, op.oit. ff. 116a-119a. 

(228)- RafC al-~ijab, op.oit. f. 41b. 

(229)- 'J.'u!lfat a:-Tullâb, op.oit. f. 119. 

(230)- Mss. Alger n° 2101, f. 16a où cette information est donnée. 

(231)- Op.oit f. lOa. 

(232)- Mss. Tunis n° 534, f. 128b. 

(233)- Mss. Tunis n° 561, f. 40b. 

(234)- RafC al-~ijab, op.oit. f. 37a. 

(235)- :ttâwî-1-Lubab, op.oit. ff. 106a-107a. 

(236)- RafC al-Hijab, op.oit. f.42a et b • • 
(237)- Op.oit. r.5a et b. 

(238)- Les deu:x: dernières correspondent à x = u1 ou un et y= s. 
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(239)- Op.oit. f. 9a. Ibn al-Majdi fera un dénombrement identique pour une sé­
rie géométrique en partant des éléments u1, u, n, r et S. Il aboutit à 5 équa­
tions à une inconnue et à 10 à deu:x: inconnuesnqu'il énumère et dont il donne 
les méthodes de résolution, en précisant que personne avant lui n'avait traité 
complètement oe problème. Cf. Hawi al-Lubab, op.oit. ff. llb-15a • • 

(240)- al-Jami<, op.oit. ff. 49b-50a. 

(241)- Mss. Tunis n° 9002, 130a-132b. 

(242)- :ttawi-1-Lubab, ff. 193b-194b.Comme l'auteur a pris l'habitude dans oe 
traité de signaler chacun de ses apports personnels, il est possible que les 
formules qu'il rapporte ici aient été établies par quelqu'un d'autre; mais, en 
dehors d'Ibn al-Banna' et d'lbn Haydür qui n'y font pas allusion, nous ne con­
naissons pas d'autres mathématiciens maghrébins ou égyptien ayant traité de ma­
nière étendue de problèmes combinatoires. 

(243)- L'auteur écrit: 1 égale 3 et 2 égale 2. 

(244)- Op.oit. f. 194a. 

(245)- M. Souissi, La langue des mathématiques en arabe,Tunis 1968,pp.81,278 et 
292. 
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Abili (al-), Mu~ammad b. Ibrahim,(1282-1356). p.74. 
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AbÜ Kamil, Sujac b. Aslam b. Mu~ammad b. Sujac al-liasib al-MisrI, 
(850-930). p.6,7,8,9,10,13,17,19,20,24,36,60,62,66,67; 
n. 27,28,33,40,65,66,119,145. 

AbÜ-1-Wafa, Mutammad b. Mu~ammad b. Ya~ya b. Ismacil b.al-cAbbas 
al-BÜzajanI, né à Buzjan (Iran) en 940, mort à Baghdad 

en 997. p.55. 
Atdab (al-), aurait vécu entre le XIIe et le XIIIe siècle. p.41. 

Ahmad, S. n.35. 
Ahrens, W. n.161. 
cAmili (al-), Mu~ammad b. ijusayn b. cAbdallah as-Samad Baha' ad-• . 

- - - c- - - , din al-Uarithi al-Jab i al-Hamadhani, ne en 1547 à 

Baalbeck (Liban), mort en 1622 à Ispahan. p.10; n.55 
Anbuba, A. p.6; n.31,35,147. 
Archimède, né à Syracuse (Grèce) en 287 av. J.C., aurait été tué 

lors de la prise de Syracuse par l'armée romaine en 21~ 

p.107; n.209. 
Bachet, Claude Gaspar De Méziriac, né à Bourg-en-Bresse (France) 

en 1581, y meurt en 1638• n.224. 

Bengerson, (voir Lévi ••• ). 



Berge, C. n.122. 
Berque, J. n.19. 
Bertier, J. n.196. 
Biggs, N.L. n.128. 
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BirünI (al-), AbÜ-r-Ra.y}.lan Mu}.lammad b. A}.lmad, né en 973 à BirÜn 
(Turkestan), mort en 1050 à Ghazna(Afghanistan). p. 
9,56,58,60,83; n.51,139,197. 

Boncompagni, B. n.94. 
Bourbaki, N. p.l; n.4,122. 
Boyer, C.B. p.95; n.219. 
Braudel, F. p.3; n.18. 
BÜni (al-), AbÜ-1-cAbbas Atlmad b. cAli b. YÜsuf al-Qurasi né à 

cAnnaba (Algérie), mort en 1225 au Caireen.124,161,222. 

Cajori, F. p.2; n.8. 
Cantor, M. n.12. 
Cardan, Girolamo, né en 1501 à Pavia (Italie), mort en 1576 à Ro-

me. p.95; n.219. 
Carra de Vaux, n.161. 
Cazenave, M. n.12. 
Clavius, Christoph, né en 1537 à Bamberg (Allemagne), mort en 1612 

à Rome. p.95. 
Gournet, E. p.95; n.163,177,217,220,221. 
Damirdash, A.S. n.54. 
Debarnot, M-Th. n.137,142,143. 
D'erlanger, R. n.129. 
De Slane, n.17. 
Dhuqan, Q. n.2. 
Dickson, L.E. p.2; n.6. 
Diophante, d'Alexandrie ( seconde moi ti'é du IIIe siècle ap. J. C.), 

p.20,24; n.192. 
Djebbar, A. n.36. 
Euclide, (IIIe siècle av. J.C.), p.7,13,15,16,18,19,20,22,24,33, 

70,107; n.69,111. 
FarâbI (al-), AbÜ Nasr Mu}.lammad b. Mu}.lammad b. 1arkhan, né vers. 

874 à Farab (Kazakhstan), mort e:n 950 à Damas. n.129. 
Fibonacci, Léonardo Pisano, né vers 1179 à Pise (Italie), mort 

après 1240. p.42; n.94. 
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Finzi, Mordecaï, mort dans la seconde moitié du XVe siècle. n.33. 
Frenicle, De Bessy Bernard, né en 1605 à Paris, y meurt en 1675. 

p.75; n.163,177,217,221. 
Freudenthal, H. p.70; n.168. 
Gautier, E.F~ n.13. 
Hadj-Sadok, M. n.1,95. 
Hajji Khalifa, SalabI, né en 1608 à Istanbul, y meurt en 1657. 

n.43,87. 
Hamdi, M. n.54. 
~a~~ar (al-), AbÜ Bakr Mul}.ammad b. cAbdallah b. cAyyas aurait vé­

cu au Maghreb entre le milieu du XIIe siècle et le 
e . 

début du XIII. p.2,42,74,87,89,101; n.10,93,121,187, 
204. 

Hocheim, A. p.6; n.26. 
HuwarÏ (al-), cAbd al-cAziz b. cAli b. Dawud al-Misrati; origi­

naire de Misrata (Libye); a été élève d'Ibn al-Banna'. 

Hypsiclès, d'Alexandrie (IIe siècle av. J.C.). n.192. 
Ibn Abi U~aybica, Muwaffaq ad-Din AbÜ-1-cAbbas Al}.mad b. al-Qasim, 

né vers 1203 à Damas, mort à $arkhad (Syrie) en 
1270. n.132. 

Ibn Afla~, AbÜ Mu~ammad Jabir, a vécu à Séville dans la première 
moitié du XIIe siècle. p.66; n.154. 

Ibn cArabI, AbÜ Bakr Mu~ammad b. cAli b. Mu~ammad b. A~ad b. 
cAbdallah Mu~yI-d-Din, né en 1165 à Murcie (Espagne), 
mort,assassiné,en 1240 à Damas. n.222. 

Ibn Badr, AbÜ cAbdallah Mu~ammad b. cUmar b. Mu~ammad, a vécu en 
Espagne entre la fin du XIIe siècle et le milieu du XIII~ 
p.7,10; n.40. 

Ibn al-Bannâ•, AbÜ-1-cAbbas A~mad b. Mutammad b. cUthman al-Azdï 
al-MarrakusI, né en 1256 à Marrakech (Maroc), y 
meurt en 1321. p.2,7,8,10,11,25,32,33,34,36,41,49, 
67,68,69,70,71,72,74,76,83,84,85,87,94,96,97,99, 
102,104,105,106; n.23,45,46,50,85,96,97,101,155,161, 

164,190,192,213,224,242. 

Ibn al-Fa11:tiâm, Abu-1-'f:asan cAli b. A1!-mad,a vécu à Tlemcen (Algé­

rie) dans la seconde moitié du XIVe siècle. p.37. 
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Ibn al-Faqih, Abu-Bakr b. Mu~ammad b. Is~aq al-Hamadhani, né à Ha­
madhan (Iran) peut-être dans la seconde moitié du 
IXe siècle. n.l. 

Ibn Ghazi, Abu-cAbdallah Mu~ammad b. A~mad b. Mu~ammad b. cAli al­
cUthmani al-Maknasi, né en 1437 à Meknès (Maroc), mort 

en 1513. p.11,54,88; n.46,63,116,121. 
Ibn al-Ha'im, Sihab ad-Din Abu-1-cAbbas A~mad b. Mu~ammad b. cimad 

ad-Din b. cAli, né en 1355 (ou 52) au Caire, mort 
en 1412 à Jérusalem. p.37; n.87. · 

Ibn HaydÛr, AbÛ-1-~asan cAli b. cAbdallah b. Mu~ammad at-Tadili, 
né dans le Tadla (Maroc), mort en 1413. p.7,11,34,72, 
73,88,99,100,105; n.61,96,123,145,154,155,164,178,184, 
203,213,214,224,242. 

Ibn al-Haytham, AbÜ cAli al-~asan, né en 965 à Basra (Irak), mort 
en 1041 au Caire. p.44,55,89; n.100,133,149,209. 

Ibn ~ayyan, Jabir (seconde moitié du VIIIe siècle). n.128. 
Ibn Jinni, Abu-1-Fat~ cUthman al-Maw~ili, né vers 932 à Mossoul 

(Irak), mort en 1005 à Baghdad. n.184. 
Ibn KhaldÛn, 0 Abdarra~man b. Mu~ammad al-Kha~ramI, né en 1332 à 

Tunis, mort en 1406 au Caire. p.3,7,41,73,107; n.17 
43,156,158,184,213. 

Ibn KhaldÜn, Ya~ya b. Mu~ammad al-Kha~ramI, né 1333 à Tunis, mort, 
assassiné, en 1378 à Tlemcen. p.37; n.88. 

Ibn Khurdadhbih,Abu-1-Qasim cUbaydallah b. cAbdallah, né vers 825, 
mort vers 912. n.l. 

Ibn al-Majdi, Sihab ad-Din Abu-1-cAbbas A~mad b. Rajab b. îibugh~, 
né en 1365, mort en 1447 au Caire. p.34,37,.44,73,97, 
102, 108, 111; n.50 99,114,164,189,190,194,203,214, 
224 239. 

Ibn Muncim, aurait vécu entre le XIIe et le XIIIe siècle. p.44,41, 

68,73. 
Ibn an-Nadim, Abu-1-Faraj Mu~ammad b. AbI Ya0 qüb Ishaq al-Warraq, 

mort vers 995 à Baghdad. n.127. 
Ibn al-Qa1i, AbÜ-1-cAbbas A~mad b. Mu~ammad al-Miknasi, né en 1553, 

mort en 1616 à Fès (Maroc). n.43. 



Ibn QunfÛdh, 
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AbÜ-1-cAbbas A~mad b. al-ijasan b. cAli b. al-ijasan, 
al-Khatib, né en 1330 à Constantine (Algérie), y meurt 
en 1407. p.42,73,99; n.95,96,164. 

Ibn Qurra, AbÜ-1-ijasan Thabit b. Marwan al-ijarranI, né à ijarrân 
(Irak) vers 826, mort à Baghdad en 901. p.56,57,58,74, 
88,89; n.166 .. 

Ibn Rustah, AbÜ cAli A:tunad b. cUmar, a vécu à Ispahan autour de 
903. n.l. 

Ibn Sinâ, AbÜ cAli al-ijusayn b. cAbdallah, né en 980 près de Bou­
khara (Ouzbekistan), mort à Hamadhan en 1037. p.83; n. 
129. 

Ibn Tibbon, Moses ben Samuel, né à Marseille (France) dans la pre­
mière moitié du XIIIe siècle, mort après 1283. n.187. 

Ibn al-Yasamin, AbÜ Mu~ammad cAbdallah b. Mu~ammad b. ijajjaj al­
AdrinI, mort assassiné au Maroc en 1204. p.10; 
n.23,87,98. 

Ikhwan as-Safa, groupe de savants de Basra ayant vécu au Xe siècle . . 
et comptant parmi eux: AbÜ Sulayman al-BustI al-
MuqaddasI, abÜ-1-ijasan az-Zanjani, Mu~ammad an­
NahrajûrI, al-cAwfi et Zayd b. Rifaca. p.55; n.130. 

Isfahani (al-}, AbÜ cA+i ijamza b. al-ijasan, né en 893 à Ispahan, 
mort en 970. n.184. 

Jan~ani (al-), n.2. 
Jaouiche, K. n.12. 
JayyanI (al-), AbÜ cAbdallah b. Mucadh, né en 989 à Cordoue, mort 

en 1079. p.66; n.154. 
Julien, Ch.A. n.13. 
Juschkewitsch, A.P. p.6; n.12,210. 
Karaji (al-), (ou al-KarkhI}, AbÜ Bakr Muhammad b. al-Hasan, a vé-. . 

CU à Baghdad, 
20,44,62,107; 

Karpinski, L.C. p.6; n.28. 

mort entre 1019 et 1029. p.6,7,9,17, 
n.25,26,46,147,155,169,193. 

Kasi (al-), Jamsid b. Mascüd Ghiyâth ad-D!n, mort vers 1436 pro­
bablement à Samarqand (Ouzbekistan). p.10,43. 

Kennedy, E.S. n.129. 
Khalil (al-), Ibn A~mad, né vers 717 à Oman, mort en 791. p.73; n. 

125,184. 
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Khawarizmi (al-), AbÜ cAbdallah Mul).ammad .b. MÜsa, né vers 780, 
mort vers 850. p.6,7,9,10,11,13,17; n.24,39,40, 
113. 

Khayyam (al-), Ghiyath ad~Din AbÜ-1-Fatl). cUmar b. Ibrahim,né vers 
1038 près de Nishapour (Iran), y meurt vers 1123. 
p.6,9,36,44; n.25,36,48. 

Kraus, P. n.128. 
Kubesov, A.K. n.129. 
KÜhi (àl-), Abu Sahl Wayjan b. Rustam, ne a KÜh (Tabaristan), a 

vécu dans la seconde moitié du Xe siècle, à Baghdad. 
p.44; n.100. 

Lange, G. n.186. 
Landberg, C. n.45. 
Laroui, A. n.2,16. 
Laoust, H. n.3. 
Le Tourneau, R. n.13. 
Levey, M. n.33,65,66. 
Levi, Ben Gerson, né en 1288 à Bagnols (France), mort en 1344. p. 

74,75,94,95; n.186,187,216. 

Lotfi, A. n.198. 
Lull, Ramon, né en 1232 à Palma de Majorque, y meurt en 1316. p. 

96; n.222. 
Majdoub (al-), A. n.3. 
Marrakusi (al-), AbÜ cAli al-Hasan b. cAli b. cumar, a vécu autour . 

de 1262. p.2; n.11. 
Marre, A. p.2; n.15. 
Mashrafa, A.M. n.24,47,64. 
Maurolico, Francesco, né en 1494 à Messine (Italie), y meurt en 

1575. p.95. 
Muwal).l).idi ,Ya c qÜb b. Ayyüb b. c Abd-al-Wâl;id, a vécu au XIVe siècle 

dans le Sud marocain. 
Mehiri, A. n.184. 
Mersenne, Marin, né en 1588 dans le Maine (France), mort en 1648 

à Paris. p. 75,95; n.163,177,217,220,221. 
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Mi~9i 9i (al-), AbÜ YÜsuf YacqÜb b. Mu~ammad al-~asib, mort dans 
la première moitié du Xe siècle. p.9; n.127. 

Monteil, V. n.17. 
Montucla, J.F. p.l;n.4. 
Muqaddasi, Sams ad-Din Abu cAbdallah Muèammad b. A~mad b. Abi Bakr 

al-Banna al-BasarI, né vers 947 à Jérusalem, mort vers 
990. n.l. 

Murdoch, J.E. n.30. 
Mursi, M. n.24,47,64. 
Mu'tamin (al-), YÜsuf b. A~mad al Muqtadir-billah, a régné à Sa­

ragosse (Espagne) de 1081 à 1085 .• p.107. 
Neugebauer, o. p.2; n.7. 
Nicomaque, de Gérase, a vécu en Palestine jusque vers 196 ap. J.C. 

p. 70,83; n.166,196. 
Pacha, Carathéodory, n.143. 
Papy, n.122. 
Pascal, Blaise, né en 1623 à Clermont-Ferrand (France), mort en 

1662 à Paris. p.70,71,95; n.170,171,218,219. 
Pellat, Ch. n.l. 
Peyrard, F. n.38,111. 
Pisano, Leonardo (voir Fibonacci). 
Qalsâdi (al-), Abü-1-Hasan cAli b. Muhammad b. Muhammad b. cAli . . . . 

al-Quraysi al-Basti, né en 1412 à Baza (Espagne), 
mort à Béja (Tunisie) en 1486. p.2,11,41,42,49, 
112; n.9,62,98,104,116. 

QurasI (al-) AbÜ-1-Qâsim, né en Espagne, a vécu et enseigné à Bou­
gie (Algérie) dans la seconde moitié du XIIIe siècle. 

p.8,10; n.43,44. 
Rashed, A. n.222. 
Rashed, R. p.6,70; n.5,30,35,36,37,49,59,125,133,146,156,169. 
Raymond, P. n.171. 
Renaud, H.P-J. n.157. 
Rosen, F. p.6; n.24. 

Rosenthal, F. n.184,213. 
sabti (as-), AbÜ-1-cAbbas,a vécu à Marrakech dans la seconde moi-

tié du XII 9 siècle. 
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Samaw'al (as-), b. Rabi YahÜda b. AbÜn al-Maghribi, surnommé éga­
lement (probablement après sa conversion à l'Is­
lam), b. Yahya b. cAbbas al-MaghribÏ, originaire 
de Fès, mort en 1175 à Maragha (Iran). p.6,9,10, 
20,24,25,34,43,62,63,64,66,84,89; n.35,149,169,193. 

Sanchez-Ferez, J.A. n.40,56. 
Sarton, n.95. 
Sédillot, J.J. n.11. 
Sédillot, L.A. p.2; n.11. 
Sezgin, F. n.100,131,132,166. 
Shawky, J. n.55. 

- - - C C -Sibawayh, Abu Bisr Amr b. Uthman b. Qanbar, né vers 755 en Iran, 
mort en 795 près de Shiraz (Iran). n.125. 

Sibt al-MâradinÏ, Badr ad-Din Mu~ammad b. Mu~ammad b. A~mad, né 
vers 1422, mort en 1506. n.57. 

Souissi, M. p.2; n.15,161,245. 
Stifel, Michael, né en 1487 à Esslingen (Allemagne), mort en 1567 

à Iena (Allemagne). p.95. 
Suter, H. p.2,6; n.10,27,66,93,121,204. 
SuyÜtÏ (as-), AbÛ-1-Fa~l cAbd-ar-Ra:Q.mân b. Abi Bakr b. Mu~ammad 

Jalal ad-Din al-KhuqayrI, né en 1445 au Caire, mort 
en 1505. n.184. 

Sylla, E.D. n.30. 
Tambukti (at-), AbÛ-1-cAbbas A~mad b. A~mad b. A}J.mad Baba at-Tak­

rÜri as-SanhajÎ as-SÜdanI, né en 1556 à Tambouc­
tou (Mali), mort en 1627. n.157. 

Tannery, P. p.l; n.4. 
Tfayyas (at-), Mu~ammad b. al-ijaj YÜsuf, né en 1818 à Béni-Izguen 

(Algérie), y meurt en.1914. p.112. 
TÜsi (at-), AbÜ Jacfar Mu~ammad b. Mu~ammad b. al-ijasan, né en 

1201 à fÜs (Iran), mort en 1274 à Baghdad. p.60. 
TÜsI (at-), Saraf ad-Din al-Mu~affar b. Mu~ammad b. al-Mu~affar, 

a enseigné à Damas et à Baghdad, mort vers 1213. p.6, 

7,9,10,11,36,44; n.37. 
Usquf (al-), Rabic b. Yahya, évêque d'Elvira (Espagne) vers 960. 

n.166. 
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Ver-Eecke, P. n.192. 
Viète, François, né en 1540 à Fontenay-le-Comte (France), mort à 

Paris en 1603. n.37. 
Woepcke, F. p.2,6,41; n.9,25,89,92. 
Zubaydi (az-), AbÜ Bakr Mu~ammad b. al-ijasan al-Isbili, originai­

re de Séville (Espagne), mort en 989. n.184. 

* * * * * * 
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